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Аннотация

В книге излагаются вопросы доказательства правильности нерекурсив-
ных последовательных и параллельных программ. Основные концепции
и основанные на них подходы к верификации иллюстрированы приме-
рами верификации программ. Для закрепления усвоения изложенного
материала в книге приведено большое количество задач.



Введение

Проблемы верификации (т.е. доказательства правильности) программ
занимают центральное положение в теории и практике разработки про-
граммного обеспечения. Под правильностью программ понимается их со-
ответствие различным условиям корректности, безопасности, устойчиво-
сти в случае непредусмотренного поведения окружения, эффективности
использования ресурсов времени и памяти, оптимальности реализован-
ных в программе алгоритмов, и т.п.

Как правило, для обоснования правильности программы её тестиру-
ют, т.е анализируют её поведение на некоторых входных данных. Однако
тестирование обладает очевидным недостатком: если его возможно про-
вести не для всех допустимых входных данных, а только лишь для их
небольшой части (что имеет место почти всегда), то оно не может слу-
жить гарантированным обоснованием того, что тестируемая программа
обладает проверяемыми свойствами. Как отметил Дейкстра ([1], стр. 41),
тестирование может лишь помочь выявить некоторые ошибки, но отнюдь
не доказать их отсутствие. Ошибки в программах могут быть весьма тон-
кими, и чем тоньше ошибка, тем сложнее обнаружить её тестированием.
Но во многих программах наличие даже незначительных ошибок кате-
горически недопустимо. Например, наличие даже небольших ошибок в
таких программах, как

∙ программы управления атомными электростанциями,

∙ программы, управляющие работой медицинских устройств,

∙ программы в бортовых системах управления самолетов и космиче-
ских аппаратов,

∙ программы в системах управления секретными базами данных, си-
стемах электронной коммерции, и т.п.

может привести к существенному ущербу для экономики и жизни людей.
Приведем один пример, иллюстрирующий наличие ошибок даже в

очень простых программах, правильность которых на первый взгляд не
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вызывает никакого сомнения. Рассмотрим программу 𝑃 , задача которой
заключается в зачислении денег на счет клиента банка. Количество денег
на счету этого клиента хранится в базе данных банка в переменной 𝑥.
Когда 𝑃 выполняет действия по зачислению суммы 𝑠 на этот счет, она
выполняет следующие действия:

∙ копирует в свою внутреннюю память значение переменной 𝑥

∙ вычисляет новое значение, которое должна иметь переменная 𝑥,
оно равно сумме текущего значения 𝑥 и зачисляемой суммы 𝑠, и

∙ заносит в переменную 𝑥 это новое значение.

Даже если программа 𝑃 выполняет все свои действия правильно, это
не гарантирует корректности обслуживания клиента в том случае, когда
состояние его счета может изменяться несколькими такими программа-
ми. Рассмотрим ситуацию, когда состояние счета клиента изменяют две
программы 𝑃1 и 𝑃2 описанного выше типа. Возможен следующий вари-
ант совместного выполнения этих программ:

∙ сначала программа 𝑃1 выполняет свое первое действие, оно начи-
нается в момент времени 𝑡1, а заключительное действие 𝑃1 (обнов-
ление значения 𝑥) происходит в момент времени 𝑡2, и

∙ в момент времени, лежащий в интервале между 𝑡1 и 𝑡2, программа
𝑃2 начинает свою операцию зачисления денег на счет клиента.

Т.к. выполнение первого действия программы 𝑃2 (копирование значе-
ния переменной 𝑥) производится до выполнения заключительного дей-
ствия программы 𝑃1, то после завершения работы обоих программ те
деньги, которые зачислила на счет клиента одна из программ 𝑃1, 𝑃2,
просто пропадут.

Ошибку описанного выше типа можно не обнаружить путем тести-
рования, т.к. операция зачисления денег на счет клиента выполняется
практически мгновенно, и поэтому среди тестов, которыми можно ана-
лизировать программы подобного типа, с большой вероятностью могут
отсутствовать такие тесты, в которых две различные программы, обслу-
живающие счета клиентов, почти одновременно обращаются к одному и
тому же ресурсу памяти.

Если же в результате какого-либо тестирования указанная выше ошиб-
ка обнаруживается, и для её исправления конструируются специальные

2



программные механизмы (семафоры, локи, и т.п.) с целью задания пра-
вильной дисциплины обращения программ к одному и тому же ресур-
су памяти, то встает вопрос о том, насколько эти механизмы соответ-
ствуют своему предназначению (в частности, защищены ли семафоры
от непредусмотренного и неавторизованного изменения их значений).
Это тоже может анализироваться путем тестирования, и опять может
получиться так, что среди тестов, которыми анализируется поведение
указанных выше специальных программных механизмов, с большой ве-
роятностью будут отсутствовать такие тесты, в которых проявляется
некорректное поведение этих механизмов.

Гарантированное обоснование правильности программ может быть
получено только при помощи альтернативного подхода, принципиально
отличного от тестирования. Данный подход называется верификаци-
ей. В самом общем виде верификация программы может пониматься как
построение математического доказательства утверждения о том, что ве-
рифицируемая программа соответствует своему предназначению. Пред-
назначение программы может быть выражено, например, путем описа-
ния функции, которую должна вычислять эта программа, или правил
взаимодействия этой программы с другими программами, т.е. реакции,
которую эта программа должна обеспечивать в ответ на получение сиг-
налов или сообщений от других программ.

Формальное описание предназначения программы (или некоторых
свойств, которыми она должна обладать) в виде математического утвер-
ждения называется спецификацией этой программы. Спецификация
может представлять собой формальное описание самых разнообразных
свойств программы, например:

∙ её входные и выходные данные находятся в заданном соотношении,

∙ программа всегда завершает свою работу,

∙ во время работы программы не происходит сбоев и ненормальных
ситуаций (например, деления на 0, извлечения квадратного кор-
ня из отрицательного числа, выхода индекса за границы массива,
неавторизованных утечек информации, и т.п.),

∙ программа решает свою задачу за установленное время,

∙ программа использует не более установленного объема памяти.

Для верификации программы 𝑃 необходимо определить
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∙ математический смысл всех конструкций, используемых в 𝑃 , на-
зываемый формальной семантикой (или просто семантикой)
этих конструкций, и

∙ спецификацию 𝑆𝑝𝑒𝑐 этой программы, выражающую то свойство
программы 𝑃 , которое необходимо верифицировать,

после чего можно ставить вопрос о верификации 𝑃 относительно 𝑆𝑝𝑒𝑐,
т.е. о построении математического доказательства утверждения о том,
что 𝑃 удовлетворяет 𝑆𝑝𝑒𝑐.

В настоящем тексте излагается один из наиболее широко распростра-
нённых методов верификации программ, известный под названием ме-
тод инвариантов. Одними из первых работ, в которых изложен этот
метод, являются статьи [3] и [4]. Метод инвариантов основан на поняти-
ях математической логики, с которыми можно познакомиться по книге
[5]. Различные изложения метода инвариантов содержатся в [6]–[12].
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Глава 1

Программы, представленные в
виде блок-схем

Одним из языков описания программ является язык блок-схем. На дан-
ном языке программа представляется в графовой форме. Отметим, что
графовая форма представления программ в последнее время завоевыва-
ет все большую популярность, по причине того, что такая форма пред-
ставления программ облегчает их понимание и упрощает их анализ.

1.1 Вспомогательные понятия
Мы будем предполагать, что заданы следующие множества.

∙ Множество 𝒯 , элементы которого называются типами. Каждому
типу 𝑡 ∈ 𝒯 сопоставлено множество 𝒟𝑡 значений типа 𝑡.

∙ Множество 𝒳 , элементы которого называются переменными. Ка-
ждой переменной 𝑥 ∈ 𝒳 сопоставлен тип 𝜏(𝑥) ∈ 𝒯 . Каждая пере-
менная 𝑥 ∈ 𝒳 может принимать значения в множестве 𝒟𝜏(𝑥), т.е.
в различные моменты времени переменная 𝑥 может быть связана
с различными элементами множества 𝒟𝜏(𝑥).

∙ Множество 𝐶𝑜𝑛, элементы которого называются константами. Ка-
ждой константе 𝑐 ∈ 𝐶𝑜𝑛 сопоставлены тип 𝜏(𝑐) ∈ 𝒯 и значение из
𝒟𝜏(𝑐), обозначаемое тем же символом 𝑐, и называемое интерпре-
тацией константы 𝑐.

∙ Множество 𝐹𝑢𝑛, элементы которого называются функциональ-
ными символами (ФС). Каждому ФС 𝑓 ∈ 𝐹𝑢𝑛 сопоставлены
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– функциональный тип 𝜏(𝑓), который представляет собой за-
пись вида (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) → 𝑡, где 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝑡 ∈ 𝒯 , и

– функция вида 𝒟𝑡1 × . . .×𝒟𝑡𝑛 → 𝒟𝑡, где (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) → 𝑡 = 𝜏(𝑓),
данная функция обозначается тем же символом 𝑓 и называет-
ся интерпретацией ФС 𝑓 .

Ниже мы будем использовать ФС +,−, ·, 𝑑𝑖𝑣,𝑚𝑜𝑑, где

– ФС +,−, · имеют функциональный тип (I, I) → I, и I – тип,
значениями которого являются целые числа,

– ФС 𝑑𝑖𝑣,𝑚𝑜𝑑 имеют функциональный тип (I, I0) → I, и I0 – тип,
значениями которого являются целые числа, отличные от 0,

и функции +, −, и · представляют собой соответствующие ариф-
метические операции, 𝑑𝑖𝑣 и 𝑚𝑜𝑑 вычисляют частное и остаток со-
ответственно от деления первого аргумента на второй.

Термы строятся из переменных, констант и ФС. Множество всех тер-
мов обозначается символом 𝑇𝑚. Каждый терм 𝑒 имеет тип 𝜏(𝑒) ∈ 𝒯 ,
определяемый структурой терма 𝑒. Правила построения термов имеют
следующий вид:

∙ каждая переменная и константа является термом того типа, кото-
рый сопоставлен этой переменной или константе, и

∙ если 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑇𝑚, 𝑓 ∈ 𝐹𝑢𝑛, и 𝜏(𝑓) имеет вид (𝜏(𝑒1), . . . , 𝜏(𝑒𝑛)) →
𝑡, то знакосочетание 𝑓(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) является термом типа 𝑡.

Термы +(𝑒1, 𝑒2), −(𝑒1, 𝑒2), ·(𝑒1, 𝑒2), 𝑑𝑖𝑣(𝑒1, 𝑒2), 𝑚𝑜𝑑(𝑒1, 𝑒2) будут запи-
сываться в более привычном виде 𝑒1 + 𝑒2, 𝑒1 − 𝑒2, 𝑒1𝑒2, 𝑒1/𝑒2 и 𝑒1%𝑒2
соответственно.

Среди типов, входящих в 𝒯 , имеется тип B, множество значений ко-
торого имеет вид {0, 1}. Термы типа B называются формулами, и, как
правило, будут обозначаться символом 𝛽 (возможно, с индексами). Мно-
жество всех формул обозначается символом 𝐹𝑚. При построении фор-
мул могут использоваться обычные булевские ФС (¬,∧,∨,→ и т.д.), ко-
торым соответствуют функции коньюнкции, дизъюнкции, и т.д. Символ
1 обозначает тождественно истинную формулу, а символ 0 – тождествен-
но ложную формулу. Формулы вида ∧(𝛽1, 𝛽2), ∨(𝛽1, 𝛽2), и т.п. мы будем
записывать в более привычном виде 𝛽1∧𝛽2, 𝛽1∨𝛽2, и т.д. Формулы вида

𝛽1 ∧ . . . ∧ 𝛽𝑛 могут также записываться в виде
{︃

𝛽1. . .
𝛽𝑛

}︃
, или

𝑛⋀︀
𝑖=1

𝛽𝑖, или⋀︀
𝑖∈{1,...,𝑛}

𝛽𝑖 (аналогичные обозначения для формул с ∨).
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Среди ФС, входящих в 𝐹𝑢𝑛, присутствуют ФС, обозначаемые одной
и той же записью if _then_else, функциональный тип этих ФС имеет вид
(B, 𝑡, 𝑡) → 𝑡, где 𝑡 – произвольный тип из 𝒯 . Функция, соответствующая
каждому такому ФС, отображает тройку вида (1, 𝑑, 𝑑′) в 𝑑, и тройку вида
(0, 𝑑, 𝑑′) в 𝑑′. Термы вида if _then_else(𝛽, 𝑒, 𝑒′) будут записываться более
коротко в виде [[𝛽]] 𝑒 : 𝑒′.

∀ 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 𝑋𝑒 обозначает множество переменных, входящих в 𝑒.
∀𝑋 ⊆ 𝒳 𝑇𝑚𝑋 и 𝐹𝑚𝑋 обозначают множества {𝑒 ∈ 𝑇𝑚 | 𝑋𝑒 ⊆ 𝑋} и

𝑇𝑚𝑋 ∩ 𝐹𝑚 соответственно.
Пусть 𝑋 ⊆ 𝒳 . Означиванием переменных из множества 𝑋 называ-

ется произвольное соответствие 𝜉, которое сопоставляет каждой перемен-
ной 𝑥 ∈ 𝑋 некоторое значение 𝜉(𝑥) ∈ 𝒟𝜏(𝑥). Множество всех означиваний
переменных из 𝑋 обозначается записью 𝑋∙.

Если 𝑋 ⊆ 𝒳 , 𝑒 ∈ 𝑇𝑚𝑋 , 𝜉 ∈ 𝑋∙, то 𝑒𝜉 обозначает значение из 𝒟𝜏(𝑒),
называемое значением 𝑒 на 𝜉, и определяемое следующим образом:

∙ если 𝑒 ∈ 𝒳 , то 𝑒𝜉 = 𝜉(𝑥),

∙ если 𝑒 ∈ 𝐶𝑜𝑛, то 𝑒𝜉 является интерпретацией константы 𝑒, и

∙ если 𝑒 = 𝑓(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛), то 𝑒𝜉
def
= 𝑓(𝑒𝜉1, . . . , 𝑒

𝜉
𝑛).

Термы 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑇𝑚 считаются равными, если

∀ 𝜉 ∈ (𝑋𝑒1 ∪𝑋𝑒2)
∙ 𝑒𝜉1 = 𝑒𝜉2.

Пусть 𝑋 ⊆ 𝒳 , 𝜉 ∈ 𝑋∙, 𝑥 ∈ 𝑋 𝑒 ∈ 𝑇𝑚𝑋 , 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑒). Запись 𝜉[𝑥 := 𝑒]
обозначает означивание из 𝑋∙, определяемое следующим образом:

𝑥𝜉[𝑥:=𝑒] def
= 𝑒𝜉, ∀ 𝑦 ∈ 𝑋 ∖ {𝑥} 𝑦𝜉[𝑥:=𝑒] def

= 𝑦𝜉. (1.1)

Если 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 – список переменных из 𝒳 , 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 – список термов,
причем ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 𝜏(𝑥𝑖) = 𝜏(𝑒𝑖), то ∀ 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 запись 𝑒(𝑒1/𝑥1, . . . , 𝑒𝑛/𝑥𝑛)
обозначает терм, получаемый из 𝑒 заменой ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 всех вхождений
𝑥𝑖 на 𝑒𝑖.

Для любого списка термов 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 запись (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) обозначает
терм, значение которого на каждом означивании 𝜉 ∈ 𝑋∙, где 𝑋 ⊇

𝑛⋃︀
𝑖=1

𝑋𝑒𝑖 ,

равно кортежу (𝑒𝜉1, . . . , 𝑒
𝜉
𝑛). Будем обозначать тип терма (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) за-

писью (𝜏(𝑒1), . . . , 𝜏(𝑒𝑛)).
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1.2 Понятие блок-схемы
Блок-схема (БС) представляет собой конечный ориентированный граф,
каждая вершина которого имеет один из следующих типов:

∙ начальная вершина, она обозначается символом
⨀︀

, в каждой БС
имеется только одна начальная вершина, из неё выходит одно реб-
ро, и в неё не входит ни одного ребра,

∙ присваивание, вершина такого типа обозначается записью вида
𝑥 := 𝑒 , где 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑒 ∈ 𝑇𝑚, 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑒), из каждого присваивания

выходит только одно ребро,

∙ условный переход, вершина такого типа обозначается записью
вида
����𝛽 , где 𝛽 ∈ 𝐹𝑚, из каждого условного перехода выходит

два ребра, одно из которых имеет метку 1, а другое - метку 0,

∙ пустой оператор, такая вершина обозначается символом ○, из
неё выходит только одно ребро,

∙ терминальная вершина, она обозначается символом
⨂︀

, из каждой
терминальной вершины не выходит ни одного ребра.

Пустой оператор в БС как правило не изображают, т.е. фрагмент БС

вида i
?

. . .𝑣1 𝑣𝑛

𝑣

@
@R

�
�	

может изображаться в виде
?

. . .𝑣1 𝑣𝑛

𝑣

@
@R

�
�	 , или

-?

. . .

?𝑣1

𝑣2 𝑣𝑛

𝑣
, или другим аналогичным образом.

Если 𝑃 – БС, то

∙ запись 𝑉𝑃 обозначает совокупность всех вершин 𝑃 , и

∙ запись 𝑋𝑃 обозначает произвольное подмножество 𝒳 , содержащее
все переменные, входящие в 𝑃 .

Выполнение БС 𝑃 – это обход вершин 𝑃 , начиная с начальной вер-
шины (т.е. последовательность переходов по рёбрам от одной вершины
𝑃 к другой), с выполнением действий, сопоставленных проходимым вер-
шинам. С каждым шагом 𝑖 ≥ 0 выполнения 𝑃 связаны вершина 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑃

и означивание 𝜉𝑖 ∈ 𝑋∙
𝑃 (называемые текущей вершиной и текущим

означиванием на шаге 𝑖), и
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∙ если 𝑣𝑖 – терминальная вершина, то выполнение БС завершается,

∙ а если 𝑣𝑖 – нетерминальная вершина, то определен 𝑖+ 1-й шаг вы-
полнения 𝑃 , компонентами которого являются текущая вершина
𝑣𝑖+1 и текущее означивание 𝜉𝑖+1 на этом шаге, а также ребро 𝛾𝑖+1

из 𝑣𝑖 в 𝑣𝑖+1, причем выполняется условие

𝜉𝑖
𝛾𝑖+1→ 𝜉𝑖+1 (1.2)

которое определяется следующим образом:

– если 𝑣𝑖 – начальная вершина или пустой оператор, то 𝜉𝑖+1 = 𝜉𝑖,

– если 𝑣𝑖 = 𝑥 := 𝑒 , то 𝜉𝑖+1
def
= 𝜉𝑖[𝑥 := 𝑒] (см. (1.1))

(можно интерпретировать действие, соответствующее этой вер-
шине, как обновление значения переменной 𝑥: после исполне-
ния этого действия значение 𝑥 становится равным значению
терма 𝑒 на текущих значениях переменных БС 𝑃 )

– если 𝑣𝑖 =
����𝛽 , то 𝜉𝑖+1 = 𝜉𝑖, и ребро 𝛾𝑖+1 имеет метку 𝛽𝜉𝑖 .

В БС могут использоваться следующие обозначения:

∙ последовательность вершин вида 𝑥1 := 𝑒1 - -. . . 𝑥𝑛 := 𝑒𝑛 , где

в каждую вершину (кроме, возможно, первой) входит только одно

ребро, может обозначаться прямоугольником
𝑥1 := 𝑒1

. . .

𝑥𝑛 := 𝑒𝑛
,

∙ запись
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) (1.3)

где 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 , 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑇𝑚, ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 𝜏(𝑥𝑖) = 𝜏(𝑒𝑖),
обозначает последовательность присваиваний вида

𝑦1 := 𝑒1 - -. . . 𝑦𝑛 := 𝑒𝑛 - 𝑥1 := 𝑦1 - -. . . 𝑥𝑛 := 𝑦𝑛 (1.4)

где переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 – новые, т.е. если БС содержит фрагмент
вида (1.3), то он рассматривается как последовательность (1.4), где
переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 присутствуют только в присваиваниях, вхо-
дящих в (1.4), и не присутствуют в этой БС вне (1.4),
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∙ запись вида 𝑥 ⇀↽ 𝑦 где 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 , 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑦), имеет тот же

смысл, что и запись (𝑥, 𝑦) := (𝑦, 𝑥) (выполнение этого фрагмента

заключается в перемене местами значений, содержащихся в 𝑥 и 𝑦).

1.3 Массивы и матрицы
При записи программ могут использоваться массивы, обозначаемые за-
писями вида 𝑎𝑚..𝑛, где 𝑎 – имя массива, 𝑚 и 𝑛 – термы типа I, обозна-
чающие нижнюю и верхнюю границы массива соответственно. Массив
𝑎𝑚..𝑛 может обозначаться более коротко путем указания лишь его име-
ни, без указания нижней и верхней границ. Если значения 𝑚,𝑛 нижней
и верхней границ массива 𝑎 таковы, что 𝑚 ≤ 𝑛, то массив 𝑎 непуст, в
противном случае он является пустым. Будем обозначать символом N
множество натуральных чисел (0, 1, ...), и ∀𝑚,𝑛 ∈ N будем обозначать
записью 𝑚,𝑛 множество {𝑖 ∈ N | 𝑚 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. Для каждого массива 𝑎𝑚..𝑛

и каждого 𝑖 ∈ 𝑚,𝑛 определен объект, обозначаемый записью 𝑎𝑖, и назы-
ваемый компонентой массива 𝑎 с индексом 𝑖. Компоненты массива 𝑎
рассматриваются как переменные одного и того же типа. Для каждого
массива 𝑎 его тип 𝜏(𝑎) ∈ 𝒯 определяется как тип его компонентов.

Если 𝑎 и 𝑏 – массивы одинакового типа и с одинаковыми нижними и
верхними индексами (т.е. данные массивы имеют вид 𝑎𝑚..𝑛 и 𝑏𝑚..𝑛), то

∙ запись 𝑎 := 𝑏 обозначает операцию копирования компонентов мас-
сива 𝑏 в соответствующие компоненты массива 𝑎, т.е. последова-
тельность присваиваний 𝑎𝑚 := 𝑏𝑚, 𝑎𝑚+1 := 𝑏𝑚+1, . . ., 𝑎𝑛 := 𝑏𝑛,

∙ запись 𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎) означает, что 𝑏 получается перестановкой 𝑎, т.е.
существует биекция 𝑓 на 𝑚,𝑛, такая, что ∀ 𝑖 ∈ 𝑚,𝑛 𝑏𝑖 = 𝑎𝑓(𝑖).

Пусть задан массив 𝑎𝑚..𝑛, 𝐹𝑢𝑛 имеет ФС ≤ типа (𝜏(𝑎), 𝜏(𝑎)) → B, и
𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ ∈ 𝑚,𝑛. Будем использовать следующие обозначения:

∙ запись 𝑜𝑟𝑑(𝑎𝑖..𝑗) обозначает формулу
⋀︀

𝑖≤𝑘<𝑗
(𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑘+1),

∙ запись 𝑎𝑖..𝑗 ≤ 𝑎𝑖′..𝑗′ обозначает формулу
⋀︀

𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗
𝑖′ ≤ 𝑘′ ≤ 𝑗′

(𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑘′),

∙ запись 𝑎𝑖..𝑗 ≤ 𝑎𝑖′ обозначает формулу
⋀︀

𝑖≤𝑘≤𝑗
(𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑖′),
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где запись вида 𝑒1 ≤ 𝑒2 обозначает формулу ≤ (𝑒1, 𝑒2).
При записи программ также могут использоваться матрицы, ко-

торые обозначаются записями вида 𝑎𝑚..𝑛,𝑚′..𝑛′ , где 𝑎 – имя матрицы,
𝑚,𝑛,𝑚′, 𝑛′ – термы типа I, обозначающие нижнюю и верхнюю грани-
цы по строкам и по столбцам матрицы 𝑎, соответственно. Матрицы ино-
гда называют двумерными массивами. Матрица 𝑎𝑚..𝑛,𝑚′..𝑛′ может обо-
значаться более коротко путем указания лишь её имени, без указания
нижней и верхней границ. Для каждой матрицы 𝑎𝑚..𝑛,𝑚′..𝑛′ и каждых
𝑖 ∈ 𝑚,𝑛, 𝑗 ∈ 𝑚′, 𝑛′ определен объект, обозначаемый записью 𝑎𝑖𝑗, и назы-
ваемый компонентой матрицы 𝑎 с индексами 𝑖 и 𝑗. Компоненты матри-
цы 𝑎 рассматриваются как переменные одинакового типа. Для каждой
матрицы 𝑎 её тип 𝜏(𝑎) ∈ 𝒯 определяется как тип ее компонентов. Как
и для массивов, для матриц определяется операция 𝑎 := 𝑏 копирования
компонентов матрицы 𝑏 в соответствующие компоненты матрицы 𝑎.

1.4 Примеры блок-схем
1. БС, вычисляющая сумму 1 + . . .+ 𝑛, где 𝑛 ≥ 1 – входное значение,

результат должен быть занесён в переменную 𝑠.

����∙ - 𝑠 := 0
𝑖 := 1

-?
�� ��𝑖 ≤ 𝑛 -

?
0

1 𝑠 := 𝑠+ 𝑖
𝑖 := 𝑖+ 1����@@�� (1.5)

Все переменные в данной БС имеют тип I.

2. БС, вычисляющая частное и остаток от целочисленного деления 𝑎
на 𝑏, где 𝑎 на 𝑏 – положительные целые числа. В результате выпол-
нения данной программы в переменные 𝑞 и 𝑟 должны быть занесе-
ны частное и остаток соответственно от деления 𝑎 на 𝑏, т.е. должны
быть выполнены соотношения 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 и 0 ≤ 𝑟 < 𝑏.

����∙ - 𝑞 := 0
𝑟 := 𝑎

-?
�� ��𝑟 < 𝑏 -

?
1

0 𝑞 := 𝑞 + 1
𝑟 := 𝑟 − 𝑏����@@�� (1.6)
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Все переменные в данной БС имеют тип I.
Алгоритм, реализованный в данной БС, заключается в вычитании
𝑏 из 𝑎 до тех пор, пока результат не станет меньше 𝑏. Число этих
вычитаний равно частному, а результат вычитаний – остатку от
целочисленного деления 𝑎 на 𝑏.

3. БС, вычисляющая целую часть числа
√
𝑥, где 𝑥 – неотрицательное

целое число. Результат должен быть занесён в переменную 𝑦.

����∙ -
𝑦 := 0
𝑎 := 0
𝑏 := 1

- -? 𝑎 := 𝑎+ 𝑏
�� ��𝑎 ≤ 𝑥 -

?
0

1 𝑦 := 𝑦 + 1
𝑏 := 𝑏+ 2����@@�� (1.7)

Все переменные в данной БС имеют тип I.
Алгоритм, реализованный в данной БС, заключается в использова-
нии тождества 1+3+5+ . . .+(2𝑘−1) = 𝑘2. Переменная 𝑏 принима-
ет последовательно значения 1, 3, 5, . . ., эти значения суммируются
и результат заносится в переменную 𝑎, а число слагаемых в этой
сумме заносится в переменную 𝑦. Когда значение 𝑎 станет превос-
ходить 𝑥, из приведенного выше тождества следует, что 𝑦 содержит
требуемое значение ⌊

√
𝑥 ⌋.

4. БС, реализующая быстрый алгоритм возведения в степень. В ре-
зультате работы данной БС вычисляется значение 𝑥𝑦, где 𝑦 ≥ 0.
Результат должен быть занесен в переменную 𝑧.

����∙ -
𝑎 := 𝑥
𝑏 := 𝑦
𝑧 := 1

-

6 61 0

?

6

�� ��𝑏 = 0
�� ��𝑏%2 = 0-

?
1

0

𝑎 := 𝑎2

𝑏 := 𝑏/2
𝑏 := 𝑏− 1
𝑧 := 𝑎𝑧

����@@�� (1.8)

Все переменные в данной БС имеют тип I. Исходное значение 𝑦
предполагается неотрицательным. Вычисление 𝑥𝑦 производится по
следующему принципу:
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∙ если 𝑦 = 0, то 𝑥𝑦 = 1,

∙ если 𝑦 – положительное четное, то 𝑥𝑦 = (𝑥2)𝑦/2, и

∙ если 𝑦 – нечетное, то 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦−1𝑥.

Данный принцип позволяет понизить число умножений при вычис-
лении 𝑥𝑦 c 𝑦 − 1 до 𝑂(log2 𝑦).

5. БС, реализующая сортировку массива методом пузырька. Сорти-
руемый массив имеет вид 𝑎0..𝑛, где 𝑛 ≥ 0. Результат должен быть
записан в массив 𝑏0..𝑛. Требуется, чтобы после завершения выпол-
нения этой БС были верны утверждения 𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎) и 𝑜𝑟𝑑(𝑏).

����∙ - 𝑏 := 𝑎
𝑖 := 𝑛

-?

6�� ��𝑖 = 0 -

?
1

0
𝑗 := 0

�� ��𝑗 = 𝑖

1

0

-

?
�

6

𝑖 := 𝑖− 1

�� ��𝑏𝑗 > 𝑏𝑗+1
0

1

𝑗 := 𝑗 + 1

𝑏𝑗 ⇀↽ 𝑏𝑗+1

?
6

����@@�� (1.9)

Алгоритм, реализованный в этой БС, заключается в выполнении
𝑛 прогонок по массиву 𝑏, каждая из которых заключается в про-
смотре слева направо участка от 0-й до 𝑖-й позиции сортируемого
массива, и перемене местами его соседних элементов, если они нару-
шают порядок. Сначала производится прогонка по всему массиву, в
результате этой прогонки в последнюю позицию массива помещает-
ся его максимальный элемент, в результате следующей прогонки в
предпоследнюю позицию помещается следующий по величине эле-
мент, и т.д.

1.5 Задача верификации блок-схем
Пусть задана БС 𝑃 . Спецификация БС 𝑃 представляет собой пару
формул (𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡), имеющих следующий смысл:

∙ формула 𝑃𝑟𝑒 называется предусловием, и выражает условие, ко-
торому должны удовлетворять значения переменных БС 𝑃 в мо-
мент начала её выполнения, и
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∙ формула 𝑃𝑜𝑠𝑡 называется постусловием, и выражает условие, ко-
торому должны удовлетворять значения переменных БС 𝑃 после
завершения её выполнения.

Пусть 𝑃 – БС, и 𝜉 ∈ 𝑋∙
𝑃 . Мы будем говорить, что 𝑃 выполняется

с начальным означиванием 𝜉, если в момент начала выполнения 𝑃
значение каждой переменной 𝑥 ∈ 𝑋𝑃 было равно 𝑥𝜉.

Запись 𝜉
𝑃→ ⊗ обозначает утверждение: если 𝑃 выполняется с на-

чальным означиванием 𝜉, то выполнение 𝑃 когда-либо завершится.
Если верно 𝜉

𝑃→ ⊗, то запись 𝜉𝑃 обозначает означивание из 𝑋∙
𝑃 ,

определяемое следующим образом: пусть 𝑃 выполняется с начальным
означиванием 𝜉, тогда ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑃 значение 𝑥𝜉𝑃 равно тому значению, ко-
торое будет иметь переменная 𝑥 после завершения выполнения 𝑃 .

Задача верификации БС 𝑃 относительно спецификации (𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡)
заключается в доказательстве следующего утверждения:

∀ 𝜉 ∈ 𝑋∙
𝑃 если 𝑃𝑟𝑒𝜉 = 1, то 𝜉

𝑃→ ⊗ и 𝑃𝑜𝑠𝑡𝜉𝑃 = 1. (1.10)

Данное утверждение обозначается записью

𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡. (1.11)
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Глава 2

Метод инвариантов для
верификации блок-схем

В этом параграфе излагается метод доказательства утверждений вида
(1.11), называемый методом инвариантов. Для его формулировки вве-
дём понятия базового множества и базового пути.

2.1 Базовые множества и базовые пути
Пусть задана БС 𝑃 .

Путь в 𝑃 – это последовательность Γ = 𝛾1 . . . 𝛾𝑘 рёбер графа 𝑃 , такая,
что ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1 конец ребра 𝛾𝑖 совпадает с началом ребра 𝛾𝑖+1.

Путь Γ = 𝛾1 . . . 𝛾𝑘 называется циклом, если 𝛾1 = 𝛾𝑘.
Для каждого пути Γ в 𝑃 и ∀ 𝜉, 𝜉′ ∈ 𝑋∙

𝑃 запись 𝜉
Γ→ 𝜉′ обозначает

утверждение: пусть Γ имеет вид 𝛾1 . . . 𝛾𝑘, тогда существует последова-
тельность 𝜉1, . . . , 𝜉𝑘 ∈ 𝑋∙

𝑃 , такая, что 𝜉1 = 𝜉, 𝜉𝑘 = 𝜉′, и ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1
верно (1.2).

Множество 𝐿 точек на ребрах 𝑃 называется базовым, если

∙ на ребре, выходящем из начальной вершины 𝑃 , есть точка из 𝐿
(такая точка называется начальной),

∙ на каждом ребре, входящем в какую-либо терминальную вершину
𝑃 , есть точка из 𝐿 (такие точки называются терминальными), и

∙ каждый цикл в 𝑃 содержит ребро, на котором имеется точка из 𝐿.

Пусть 𝐿 – базовое множество для 𝑃 . Путь Γ в 𝑃 называется базовым
относительно 𝐿, если на первом и последнем ребрах этого пути имеются
точки из 𝐿, и на других рёбрах, входящих в этот путь, точек из 𝐿 нет.
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Множество всех базовых относительно 𝐿 путей в 𝑃 обозначается записью
Γ𝑃,𝐿.

Докажем, что множество Γ𝑃,𝐿 конечно. Если Γ𝑃,𝐿 бесконечно, то оно
содержит пути сколь угодно большой длины. Тогда в Γ𝑃,𝐿 есть путь Γ
вида 𝛾1 . . . 𝛾𝑖 . . . 𝛾𝑗 . . . 𝛾𝑘, где 𝛾𝑖 = 𝛾𝑗, 1 < 𝑖 < 𝑗 < 𝑘. Последовательность
𝛾𝑖 . . . 𝛾𝑗 является циклом, и, согласно определению базового множества,
одно из рёбер этого цикла содержит точку из 𝐿, что противоречит пред-
положению о том, что путь Γ – базовый относительно 𝐿.

∀Γ ∈ Γ𝑃,𝐿 будем обозначать записями 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ) и 𝑒𝑛𝑑(Γ) точки из 𝐿,
которые лежат на первом и последнем ребре Γ, соответственно. Каждый
базовый путь Γ будем обозначать записью 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ) → 𝑒𝑛𝑑(Γ) (а если
данная запись будет соответствовать нескольким базовым путям, то в
таких случаях будем уточнять, какой конкретно базовый путь имеется в
виду).

2.2 Описание метода инвариантов для вери-
фикации блок-схем

Пусть заданы БС 𝑃 и её спецификация (𝑃𝑟𝑒, 𝑃𝑜𝑠𝑡).
Метод инвариантов доказательства утверждения (1.11) имеет сле-

дующий вид.

1. Выбирается базовое множество точек 𝐿 для 𝑃 , и с каждой точкой
𝑙 ∈ 𝐿 связывается формула 𝛽𝑙 ∈ 𝐹𝑚, называемая инвариантом
в точке 𝑙, причем если 𝑙 – начальная или терминальная точка, то
𝛽𝑙 = 𝑃𝑟𝑒 или 𝑃𝑜𝑠𝑡, соответственно, и ∀Γ ∈ Γ𝑃,𝐿,

∀ 𝜉, 𝜉′ ∈ 𝑋∙
𝑃 : 𝜉

Γ→ 𝜉′ 𝛽𝜉
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ) ⇒ 𝛽𝜉′

𝑒𝑛𝑑(Γ). (2.1)

2. Свойство завершаемости 𝑃 (∀ 𝜉 ∈ 𝑋∙
𝑃 𝑃𝑟𝑒𝜉 = 1 ⇒ 𝜉

𝑃→ ⊗) обосно-
вывается путем указания

∙ множества 𝑁 точек на некоторых ребрах 𝑃 , причем каждый
цикл в 𝑃 содержит ребро, на котором имеется точка из 𝐿,

∙ частично упорядоченного множества 𝑈 , являющегося фунди-
рованным, т.е. такого, что не существует бесконечной строго
убывающей последовательности 𝑢0, 𝑢1, . . . элементов 𝑈 , и

∙ множества термов {𝑢𝑛 ∈ 𝑇𝑚𝑋𝑃
| 𝑛 ∈ 𝑁},

таких, что
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∙ при каждом выполнении 𝑃 , ∀𝑛 ∈ 𝑁 при каждом проходе через
𝑛 текущее означивание 𝜉 удовлетворяет условию 𝑢𝜉

𝑛 ∈ 𝑈 , и
∙ для любого пути Γ ∈ Γ𝑃,𝑁 , и любых означиваний 𝜉, 𝜉′ ∈ 𝑋∙

𝑃 ,
таких, что 𝜉

Γ→ 𝜉′, верно неравенство 𝑢𝜉
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ) > 𝑢𝜉′

𝑒𝑛𝑑(Γ).

Изложенный в этом пункте метод инвариантов был открыт Р. Флой-
дом [2] и впервые был изложен в [3].

При анализе утверждений (2.1) будем обозначать ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑃 значения
𝑥𝜉 и 𝑥𝜉′ записями 𝑥 и 𝑥′ соответственно. Если какая-либо переменная не
изменяет свое значение при выполнении действий, связанных с путем Γ,
то в заключении импликации в (2.1) штрих при этой переменной будем
опускать.

2.3 Обоснование метода инвариантов
Докажем, что если выполнены условия в пунктах 1 и 2 параграфа 2.2,
то 𝑃𝑟𝑒

𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡, т.е. ∀ 𝜉 ∈ 𝑋∙
𝑃 из 𝑃𝑟𝑒𝜉 = 1 следует 𝜉

𝑃→ ⊗ и 𝑃𝑜𝑠𝑡𝜉𝑃 = 1.
Пусть 𝐸𝑥𝑒𝑐 – произвольное выполнение БС 𝑃 с начальным означива-

нием 𝜉, удовлетворящим условию 𝑃𝑟𝑒𝜉 = 1. Этому выполнению соответ-
ствует последовательность Γ = 𝛾1𝛾2 . . . рёбер 𝑃 , в которой каждое ребро
𝛾𝑖 является тем ребром, по которому происходит перемещение на шаге 𝑖
этого выполнения от текущей вершины 𝑣𝑖 к вершине 𝑣𝑖+1.

Если бы выполнение 𝐸𝑥𝑒𝑐 было бесконечным, то Γ тоже была бы бес-
конечной, и некоторое ребро встречалось бы в ней бесконечно много раз.
Пусть 𝑖1𝑖2 . . . – бесконечная последовательность номеров рёбер из Γ, та-
ких, что 𝛾𝑖1 = 𝛾𝑖2 = . . .. Подпоследовательности Γ𝑖𝑗 = 𝛾𝑖𝑗 . . . 𝛾𝑖𝑗+1

(𝑗 ≥ 1)
последовательности Γ являются циклами, и т.к. 𝑁 – базовое множество,
то ∀ 𝑗 ≥ 1 Γ𝑖𝑗 содержит ребро, на котором есть точка из 𝑁 . Таким
образом, точки из 𝑁 присутствуют на бесконечном числе членов после-
довательности Γ. Обозначим номера таких членов записями 𝑗1, 𝑗2, . . ., а
точки из 𝑁 на них – записями 𝑛1, 𝑛2, . . .. Пути 𝛾𝑗𝑘 . . . 𝛾𝑗𝑘+1

(𝑘 ≥ 1) явля-
ются базовыми относительно 𝑁 , поэтому, согласно пункту 2 параграфа
2.2, текущие означивания 𝜉𝑗1 , 𝜉𝑗2 , . . . удовлетворяют неравенствам

𝑢
𝜉𝑗1
𝑛1 > 𝑢

𝜉𝑗2
𝑛2 > . . . (2.2)

т.е. в 𝑈 есть бесконечная строго убывающая последовательность (2.2),
что противоречит предположению о фундированности 𝑈 .

Таким образом, выполнение 𝐸𝑥𝑒𝑐 является конечным. В соответствии
со сказанным в конце пункта 2.1, можно представить Γ в виде конечной
последовательности Γ1 . . .Γ𝑘 путей из Γ𝑃,𝐿.
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Согласно определениям выполнения и полного базового множества,
а также условиям в пункте 1 параграфа 2.2

∙ 𝑙0
def
= 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ1) – начальная точка, поэтому 𝛽𝑙0 = 𝑃𝑟𝑒,

∙ 𝑙𝑘
def
= 𝑒𝑛𝑑(Γ𝑘) – терминальная точка, поэтому 𝛽𝑙𝑘 = 𝑃𝑜𝑠𝑡 и

∙ ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1 𝑙𝑖
def
= 𝑒𝑛𝑑(Γ𝑖−1) = 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ𝑖) ∈ 𝐿.

Кроме того, ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 текущие означивания 𝜉𝑖−1 и 𝜉𝑖 вычисления 𝐸𝑥𝑒𝑐
до и после прохождения компоненты Γ𝑖 последовательности Γ1 . . .Γ𝑘 со-
ответственно удовлетворяют условию 𝜉𝑖−1

Γ𝑖→ 𝜉𝑖, поэтому, согласно (2.1),

∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 𝛽
𝜉𝑖−1

𝑙𝑖−1
= 1 ⇒ 𝛽𝜉𝑖

𝑙𝑖
= 1.

Суммируя все вышесказанное, получаем цепочку импликаций:

(𝑃𝑟𝑒𝜉 = 1) ⇒ (𝛽𝜉
𝑙0
= 1) ⇒ (𝛽𝜉1

𝑙1
= 1) ⇒ . . .

. . . ⇒ (𝛽𝜉𝑘
𝑙𝑘

= 1) ⇒ (𝑃𝑜𝑠𝑡𝜉𝑃 = 1).

2.4 Примеры фундированных множеств
В качестве фундированных множеств, требуемых для обоснования за-
вершаемости, можно брать, например, следующие множества:

∙ множество N натуральных чисел (0, 1, . . .),

∙ множество 𝑈𝑘 кортежей длины 𝑘 элементов произвольного фун-
дированного множества 𝑈 , с лексикографическим порядком, кото-
рый определяется следующим образом: для любой пары кортежей
𝑢1 = (𝑢1

1, . . . , 𝑢
1
𝑘), 𝑢2 = (𝑢2

1, . . . , 𝑢
2
𝑘) из 𝑈𝑘

𝑢1 ≤ 𝑢2 ⇔
{︃

𝑢1 = 𝑢2, или
∃ 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} : 𝑢1

𝑖 < 𝑢2
𝑖 ,∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑖− 1 𝑢1

𝑗 = 𝑢2
𝑗 .

Обоснуем фундированность этого множества. Пусть существует бес-
конечная строго убывающая последовательность

(𝑢1
1, . . . , 𝑢

1
𝑘) > (𝑢2

1, . . . , 𝑢
2
𝑘) > . . . (2.3)

элементов множества 𝑈𝑘. Из (2.3) и из определения лексикографи-
ческого порядка следует, что 𝑢1

1 ≥ 𝑢2
1 ≥ . . .. Поскольку 𝑈 фунди-

ровано, то в этой последовательности неравенств не может быть
бесконечного количества строгих неравенств, т.е.

∃ 𝑖1 : 𝑢𝑖1
1 = 𝑢𝑖1+1

1 = . . . . (2.4)

18



Из последнего соотношения и из (2.3) следует, что

(𝑢𝑖1
2 , . . . , 𝑢

𝑖1
𝑘 ) > (𝑢𝑖1+1

2 , . . . , 𝑢𝑖1+1
𝑘 ) > . . . (2.5)

Применяя изложенные выше рассуждения к (2.5), получаем, что

∃ 𝑖2 ≥ 𝑖1 : 𝑢𝑖2
2 = 𝑢𝑖2+1

2 = . . . , (2.6)

откуда на основании (2.5) следует, что

(𝑢𝑖2
3 , . . . , 𝑢

𝑖2
𝑘 ) > (𝑢𝑖2+1

3 , . . . , 𝑢𝑖2+1
𝑘 ) > . . . .

Продолжая так и дальше, в конце концов получим, что

∃ 𝑖𝑘 ≥ 𝑖𝑘−1 : 𝑢𝑖𝑘
𝑘 = 𝑢𝑖𝑘+1

𝑘 = . . . . (2.7)

Из (2.4), (2.6), (2.7) следует, что кортежи в (2.3), начиная с кортежа
с номером 𝑖𝑘, совпадают, что противоречит предположению.

2.5 Применение метода инвариантов
В этом пункте мы рассмотрим примеры применения метода инвариантов
для верификации БС, изложенных в пункте 1.4.

2.5.1 Верификация блок-схемы вычисления суммы

Верифицируем БС (1.5) относительно предусловия 𝑛 ≥ 1 и постусло-
вия 𝑠 = 𝑛(𝑛 + 1)/2 методом инвариантов. Выберем точки 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, как
показано на рисунке:

����∙ ∙
𝑙0

∙
𝑙1

∙𝑙2

- 𝑠 := 0
𝑖 := 1

-?
�� ��𝑖 ≤ 𝑛 -

?
0

1 𝑠 := 𝑠+ 𝑖
𝑖 := 𝑖+ 1����@@��

В данном случае имеется три базовых пути: 𝑙0 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙2.
Определим инварианты в выбранных точках следующим образом:

𝛽𝑙0 = (𝑛 ≥ 1) (предусловие),
𝛽𝑙1 = (𝑠 = (𝑖− 1)𝑖/2) ∧ (𝑖 ≤ 𝑛+ 1),
𝛽𝑙2 = (𝑠 = 𝑛(𝑛+ 1)/2) (постусловие).
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1. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙0 → 𝑙1 имеет вид

𝑛 ≥ 1 ⇒
{︃

𝑠′ = (𝑖′ − 1)𝑖′/2
𝑖′ ≤ 𝑛′ + 1

}︃
. (2.8)

Учитывая 𝑠′ = 0, 𝑖′ = 1 и 𝑛′ = 𝑛, нетрудно видеть, что (2.8) пере-
писывается в виде

𝑛 ≥ 1 ⇒
{︃

0 = 0 · 1/2
1 ≤ 𝑛+ 1

}︃
, (2.9)

что, очевидно, верно.

2. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙1, с учетом дополнительного
условия 𝑖 ≤ 𝑛, выражается импликацией⎧⎪⎨⎪⎩

𝑠 = (𝑖− 1)𝑖/2
𝑖 ≤ 𝑛+ 1
𝑖 ≤ 𝑛

⎫⎪⎬⎪⎭ ⇒
{︃

𝑠′ = (𝑖′ − 1)𝑖′/2
𝑖′ ≤ 𝑛′ + 1

}︃
(2.10)

Учитывая соотношения 𝑠′ = 𝑠+ 𝑖, 𝑖′ = 𝑖+1, 𝑛′ = 𝑛, заключаем, что
импликация (2.10) верна.

3. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙2, с учетом дополнительного
условия 𝑖 > 𝑛, выражается импликацией⎧⎪⎨⎪⎩

𝑠 = (𝑖− 1)𝑖/2
𝑖 ≤ 𝑛+ 1
𝑖 > 𝑛

⎫⎪⎬⎪⎭ ⇒ 𝑠′ = 𝑛′(𝑛′ + 1)/2. (2.11)

Учитывая равенства 𝑠′ = 𝑠, 𝑛′ = 𝑛, а также то, что 𝑖 имеет тип
I, и, следовательно, из 𝑖 ≤ 𝑛 + 1 и 𝑖 > 𝑛 следует, что 𝑖 = 𝑛 + 1,
заключаем, что импликация (2.11) верна.

Для доказательства завершаемости положим

𝑁
def
= {𝑙1}, 𝑈

def
= N, 𝑢𝑙1

def
= 𝑛+ 1− 𝑖.

Из доказанного выше соотношения 𝛽𝑙1 следует, что при каждом проходе
через 𝑙1 текущее означивание 𝜉 удовлетворяет условию 𝑢𝜉

𝑙1
∈ N, и при

произвольном переходе от 𝑙1 к 𝑙1 по циклу

𝑢𝜉
𝑙1
= (𝑛+ 1− 𝑖) > (𝑛+ 1− (𝑖+ 1)) = (𝑛′ + 1− 𝑖′) = 𝑢𝜉′

𝑙1
,

где 𝜉 и 𝜉′ – текущие означивания до и после прохода по циклу.
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2.5.2 Верификация блок-схемы деления с остатком

Верифицируем методом инвариантов БС (1.6) относительно предусловия
(𝑎 ≥ 0) ∧ (𝑏 ≥ 1) и постусловия (𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟) ∧ (0 ≤ 𝑟 < 𝑏).

Выберем точки 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, как показано на рисунке:

����∙ ∙
𝑙0

∙
𝑙1

∙𝑙2

- 𝑞 := 0
𝑟 := 𝑎

-?
�� ��𝑟 < 𝑏 -

?
1

0 𝑞 := 𝑞 + 1
𝑟 := 𝑟 − 𝑏����@@��

В данном случае имеется три базовых пути: 𝑙0 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙2.
Инвариантами 𝛽𝑙0 и 𝛽𝑙2 являются предусловие и постусловие соответ-

ственно, а инвариант 𝛽𝑙1 определим как формулу (𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟) ∧ (𝑟 ≥ 0).

1. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙0 → 𝑙1 имеет вид

(𝑎 ≥ 0) ∧ (𝑏 ≥ 1) ⇒ (𝑎 = 𝑏 · 0 + 𝑎) ∧ (𝑎 ≥ 0).

Очевидно, что данная имликация верна.

2. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙1, с учетом дополнительного
условия 𝑟 ≥ 𝑏, выражается импликацией⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟
𝑟 ≥ 0
𝑟 ≥ 𝑏

⎫⎪⎬⎪⎭ ⇒
{︃

𝑎′ = 𝑏′𝑞′ + 𝑟′

𝑟′ ≥ 0

}︃
. (2.12)

Учитывая соотношения 𝑎′ = 𝑎, 𝑏′ = 𝑏, 𝑞′ = 𝑞 + 1, 𝑟′ = 𝑟 − 𝑏, заклю-
чаем, что импликация (2.12) верна.

3. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙2, с учетом дополнительного
условия 𝑟 < 𝑏, выражается импликацией

(𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟) ∧ (𝑟 ≥ 0) ∧ (𝑟 < 𝑏) ⇒ (𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟) ∧ (0 ≤ 𝑟 < 𝑏),

которая очевидно верна.

Для доказательства завершаемости положим

𝑁
def
= {𝑙1}, 𝑈

def
= N, 𝑢𝑙1

def
= 𝑟.
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Из доказанного выше соотношения 𝛽𝑙1 следует, что при каждом про-
ходе через 𝑙1 текущее означивание 𝜉 удовлетворяет условию 𝑢𝜉

𝑙1
∈ N, и, с

учетом дополнительного соотношения 𝑏 ≥ 1 (истинность которого в точ-
ке 𝑙1 следует из 𝛽𝑙0 и из того, что значение переменной 𝑏 не изменяется
в процессе выполнения БС), заключаем, что при произвольном переходе
от 𝑙1 к 𝑙1 по циклу

𝑢𝜉
𝑙1
= 𝑟 > 𝑟 − 𝑏 = 𝑟′ = 𝑢𝜉′

𝑙1
,

где 𝜉 и 𝜉′ – текущие означивания до и после прохода по циклу.

2.5.3 Верификация блок-схемы извлечения корня

Верифицируем БС (1.7) относительно предусловия 𝑥 ≥ 0 и постусловия
𝑦 = ⌊

√
𝑥 ⌋ методом инвариантов. Выберем точки 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, как показано

на рисунке:

����∙ -
𝑦 := 0
𝑎 := 0
𝑏 := 1

- -? 𝑎 := 𝑎+ 𝑏
�� ��𝑎 ≤ 𝑥 -

?
⊥

⊤ 𝑦 := 𝑦 + 1
𝑏 := 𝑏+ 2����@@��

∙
𝑙0

∙
𝑙1

∙𝑙2

В данном случае имеется три базовых пути: 𝑙0 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙2.
Определим инварианты в выбранных точках следующим образом:

𝛽𝑙0
def
= {𝑥 ≥ 0}, 𝛽𝑙1

def
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦2 ≤ 𝑥
𝑎 = (𝑦 + 1)2

𝑏 = 2𝑦 + 1

⎫⎪⎬⎪⎭ , 𝛽𝑙2
def
= {𝑦2 ≤ 𝑥 < (𝑦 + 1)2}

(нетрудно видеть, что формула 𝛽𝑙2 эквивалентна постусловию).

1. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙0 → 𝑙1 имеет вид

{𝑥 ≥ 0} ⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑦′)2 ≤ 𝑥
𝑎′ = (𝑦′ + 1)2

𝑏′ = 2𝑦′ + 1

⎫⎪⎬⎪⎭ . (2.13)

Учитывая 𝑦′ = 0, 𝑎′ = 1, 𝑏′ = 1, нетрудно видеть, что (2.13) верно.

2. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙1, с учетом дополнительного
условия 𝑎 ≤ 𝑥, выражается импликацией⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑦2 ≤ 𝑥
𝑎 = (𝑦 + 1)2

𝑏 = 2𝑦 + 1
𝑎 ≤ 𝑥

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑦′)2 ≤ 𝑥
𝑎′ = (𝑦′ + 1)2

𝑏′ = 2𝑦′ + 1

⎫⎪⎬⎪⎭ . (2.14)
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Учитывая 𝑦′ = 𝑦+ 1, 𝑏′ = 𝑏+ 2, 𝑎′ = 𝑎+ 𝑏+ 2, нетрудно видеть, что
(2.14) верно.

3. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙2, с учетом дополнительного
условия ¬(𝑎 ≤ 𝑥), выражается импликацией⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑦2 ≤ 𝑥
𝑎 = (𝑦 + 1)2

𝑏 = 2𝑦 + 1
𝑥 < 𝑎

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⇒ {𝑦2 ≤ 𝑥 < (𝑦 + 1)2}. (2.15)

Нетрудно видеть, что (2.15) верно.

Докажем завершаемость данной БС. Положим 𝑁
def
= {𝑙}, где точка 𝑙

выбрана так, как показано на рисунке:

����∙ -
𝑦 := 0
𝑎 := 0
𝑏 := 1

- -? 𝑎 := 𝑎+ 𝑏
�� ��𝑎 ≤ 𝑥 -

?
0

1 𝑦 := 𝑦 + 1
𝑏 := 𝑏+ 2����@@��

∙
𝑙

и, кроме того, 𝑈 def
= N, 𝑢𝑙

def
= 𝑥− 𝑎. Для обоснования того, что

1. при каждом проходе через 𝑙 текущее означивание 𝜉 удовлетворяет
условию 𝑢𝜉

𝑙 ∈ N, и

2. при переходе от 𝑙 к 𝑙 по циклу 𝑢𝜉
𝑙 = 𝑥− 𝑎 > 𝑥′ − 𝑎′ = 𝑢𝜉′

𝑙 , где 𝜉 и 𝜉′

– текущие означивания до и после прохода по циклу,

определим вспомогательный инвариант в 𝑙: 𝛽𝑙
def
= (𝑥 ≥ 𝑎) ∧ (𝑏 ≥ 1).

Истинность 𝛽𝑙 при каждом проходе через 𝑙 следует из того, что

∙ 𝛽𝑙 верно при первом проходе через 𝑙 (это следует из 𝛽𝑙0), и

∙ при произвольном переходе от 𝑙 к 𝑙 по циклу верно соотношение,
написанное в условном операторе БС (𝑎 ≤ 𝑥).

Из истинности 𝛽𝑙 при каждом проходе через 𝑙 следуют вышеупомя-
нутые свойства 1 и 2, связанные с точкой 𝑙.
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2.5.4 Верификация блок-схемы возведения в степень

Верифицируем методом инвариантов БС (1.8) относительно предусловия
𝑦 ≥ 0 и постусловия 𝑧 = 𝑥𝑦.

Выберем точки 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, как показано на рисунке:

����∙ ∙
𝑙0

∙
𝑙1

∙𝑙2

-
𝑎 := 𝑥
𝑏 := 𝑦
𝑧 := 1

-

6 61 0

?

6

�� ��𝑏 = 0
�� ��𝑏%2 = 0-

?
1

0

𝑎 := 𝑎2

𝑏 := 𝑏/2
𝑏 := 𝑏− 1
𝑧 := 𝑎𝑧

����@@��
В данном случае имеется 4 базовых пути: 𝑙0 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙1 (короткий),

𝑙1 → 𝑙1 (длинный), 𝑙1 → 𝑙2.
Определим инварианты в выбранных точках следующим образом:

𝛽𝑙0
def
= (𝑦 ≥ 0), 𝛽𝑙1

def
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏 ≥ 0
𝑦 ≥ 0
𝑧𝑎𝑏 = 𝑥𝑦

⎫⎪⎬⎪⎭ , 𝛽𝑙2
def
= (𝑧 = 𝑥𝑦).

Для каждого из указанных выше базовых путей рассматривается со-
ответствующий вариант утверждения (2.1), и доказывается его истин-
ность.

Для доказательства завершаемости данной БС можно взять

𝑁
def
= {𝑙1}, 𝑈

def
= N, 𝑢𝑙1

def
= 𝑏.

2.5.5 Верификация блок-схемы сортировки

Верифицируем БС (1.9) относительно предусловия 𝑛 ≥ 0 и постусловия

(𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎)) ∧ 𝑜𝑟𝑑(𝑏),

где используются обозначения, введенные в пункте 1.3.
Конъюнктивные члены в постусловии обосновываются раздельно.
Обоснование утверждения 𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎) заключается в том, что

∙ оно является верным после выполнения первого присваивания, и
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∙ все остальные действия в этой БС сохраняют его истинность, т.к.
единственное действие в БС, которое изменяет массив 𝑏 – пере-
становка его соседних компонентов (𝑏𝑗 ⇀↽ 𝑏𝑗+1), эта перестановка
сохраняет свойство 𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎).

Для обоснования утверждения 𝑜𝑟𝑑(𝑏) выберем точки 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, как
показано на рисунке:

����∙ - 𝑏 := 𝑎
𝑖 := 𝑛

-?

6�� ��𝑖 = 0 -

?
1

0
𝑗 := 0

�� ��𝑗 = 𝑖

1

0

-

?
�

6

𝑖 := 𝑖− 1

�� ��𝑏𝑗 > 𝑏𝑗+1
0

1

𝑗 := 𝑗 + 1

𝑏𝑗 ⇀↽ 𝑏𝑗+1

?6

����@@��
∙
𝑙0

∙
𝑙1

∙
𝑙2

∙𝑙3

В данном случае имеется 6 базовых путей: 𝑙0 → 𝑙1, 𝑙1 → 𝑙2, 𝑙2 → 𝑙1,
короткий путь 𝑙2 → 𝑙2, длинный путь 𝑙2 → 𝑙2, 𝑙1 → 𝑙3.

Определим инварианты в выбранных точках следующим образом:

𝛽𝑙0
def
= {𝑛 ≥ 0}, 𝛽𝑙1

def
=

⎧⎪⎨⎪⎩
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

𝛽𝑙2
def
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑏0..𝑗−1 ≤ 𝑏𝑗

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, 𝛽𝑙3

def
= {𝑜𝑟𝑑(𝑏0..𝑛)}.

1. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙0 → 𝑙1 имеет вид

{𝑛 ≥ 0} ⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
0 ≤ 𝑖′ ≤ 𝑛
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖′..𝑛)
𝑏0..𝑖′ ≤ 𝑏𝑖′+1..𝑛

⎫⎪⎬⎪⎭ . (2.16)

Учитывая 𝑖′ = 𝑛, нетрудно видеть, что (2.13) верно.

2. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙2, с учетом дополнительного
условия 𝑖 ̸= 0, выражается импликацией

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑖 ̸= 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑗′ ≤ 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑏0..𝑗′−1 ≤ 𝑏𝑗′

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.17)
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Учитывая 𝑗′ = 0, нетрудно видеть, что (2.17) верно.

3. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙2 → 𝑙1, с учетом дополнительного
условия 𝑗 = 𝑖, выражается импликацией⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑏0..𝑗−1 ≤ 𝑏𝑗
𝑗 = 𝑖

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
0 ≤ 𝑖′ ≤ 𝑛
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖′..𝑛)
𝑏0..𝑖′ ≤ 𝑏𝑖′+1..𝑛

⎫⎪⎬⎪⎭ (2.18)

Учитывая 𝑖′ = 𝑖− 1, нетрудно видеть, что (2.18) верно.

4. Утверждение (2.1) для пути Γ, являющегося коротким циклом 𝑙2 →
𝑙2, с учетом дополнительных условий 𝑗 ̸= 𝑖 и 𝑏𝑗 ≤ 𝑏𝑗+1 выражается
импликацией ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑗 < 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑏0..𝑗−1 ≤ 𝑏𝑗
𝑏𝑗 ≤ 𝑏𝑗+1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑗′ ≤ 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑏0..𝑗′−1 ≤ 𝑏𝑗′

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.19)

Учитывая 𝑗′ = 𝑗 + 1, нетрудно видеть, что (2.19) верно.

5. Утверждение (2.1) для пути Γ, являющегося длинным циклом 𝑙2 →
𝑙2, с учетом дополнительных условий 𝑗 ̸= 𝑖 и 𝑏𝑗 > 𝑏𝑗+1 выражается
импликацией ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑗 < 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑏0..𝑗−1 ≤ 𝑏𝑗
𝑏𝑗+1 < 𝑏𝑗

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑗′ ≤ 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏′𝑖..𝑛)
𝑏′0..𝑖 ≤ 𝑏′𝑖+1..𝑛

𝑏′0..𝑗′−1 ≤ 𝑏′𝑗′

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.20)

Для обоснования импликации (2.20) надо учесть, что 𝑗′ = 𝑗 + 1, и⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏′0..𝑗−1 = 𝑏0..𝑗−1,
𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗+1, 𝑏′𝑗+1 = 𝑏𝑗,
𝑏′𝑗+2..𝑛 = 𝑏𝑗+2..𝑛.

⎫⎪⎬⎪⎭ (2.21)

Рассмотрим отдельно два случая:
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∙ 𝑗 + 1 < 𝑖: в этом случае из (2.21) следует 𝑏′𝑖..𝑛 = 𝑏𝑖..𝑛, откуда, с
учетом (2.21), нетрудно вывести (2.20).

∙ 𝑗 + 1 = 𝑖: в этом случае равенства в (2.21) принимают вид⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏′0..𝑖−2 = 𝑏0..𝑖−2,
𝑏′𝑖−1 = 𝑏𝑖, 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖−1,
𝑏′𝑖+1..𝑛 = 𝑏𝑖+1..𝑛

⎫⎪⎬⎪⎭ (2.22)

а доказываемая импликация (2.20) принимает вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑖− 1 < 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑏0..𝑖−2 ≤ 𝑏𝑖−1

𝑏𝑖 < 𝑏𝑖−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑖
𝑜𝑟𝑑(𝑏′𝑖..𝑛)
𝑏′0..𝑖 ≤ 𝑏′𝑖+1..𝑛

𝑏′0..𝑖−1 ≤ 𝑏′𝑖

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.23)

Истинность (2.23) доказывается с использованием (2.22).

6. Утверждение (2.1) для Γ = 𝑙1 → 𝑙3, с учетом дополнительного
условия 𝑖 = 0, выражается импликацией⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖..𝑛)
𝑏0..𝑖 ≤ 𝑏𝑖+1..𝑛

𝑖 = 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ⇒ {𝑜𝑟𝑑(𝑏0..𝑛)}

которая, как нетрудно видеть, верна.

Докажем завершаемость БС (1.9). Положим 𝑁
def
= {𝑙2}, 𝑈 def

=N2 (лекси-
кографический порядок), 𝑢𝑙2

def
= (𝑖, 𝑖− 𝑗). Из 𝛽𝑙2 следует, что при проходе

через 𝑙2 текущее означивание 𝜉 удовлетворяет условию 𝑢𝜉
𝑙2
∈ N2, и при

переходе от 𝑙2 к 𝑙2 по верхнему циклу 𝑖′ = 𝑖− 1, поэтому

𝑢𝜉
𝑙2
= (𝑖, 𝑖− 𝑗) > (𝑖− 1, . . .) = 𝑢𝜉′

𝑙2
,

а при переходе от 𝑙2 к 𝑙2 по нижним циклам 𝑖′ = 𝑖, 𝑗′ = 𝑗 + 1, поэтому

𝑢𝜉
𝑙2
= (𝑖, 𝑖− 𝑗) > (𝑖, 𝑖− (𝑗 + 1)) = (𝑖′, 𝑖′ − 𝑗′) = 𝑢𝜉′

𝑙2
,

где 𝜉 и 𝜉′ – текущие означивания до и после прохода по циклам.

Приведенные примеры являются иллюстрацией того, что верифика-
ция даже сравнительно простых БС методом инвариантов может быть
довольно нетривиальной задачей. Главная сложность в верификации БС
методом инвариантов заключается в “ручном” построении подходящих
инвариантов.
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Глава 3

Процессные представления
блок-схем

Для автоматизации верификации БС 𝑃 методом инвариантов целесооб-
разно сначала преобразовать эту БС в определяемый ниже граф 𝐺𝑃 ,
который называется процессным представлением БС 𝑃 . Для опре-
деления процессного представления БС необходимо ввести излагаемые в
следующих пунктах вспомогательные понятия.

3.1 Действия
Будем понимать под элементарным действием (ЭД) запись 𝑥 := 𝑒
или [[𝛽]], где 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑒 ∈ 𝑇𝑚, 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑒), 𝛽 ∈ 𝐹𝑚. ЭД вида 𝑥 := 𝑒
называется присваиванием переменной 𝑥 значения терма 𝑒, а ЭД вида
[[𝛽]] называется проверкой условия, выражаемого формулой 𝛽.

Множество всех ЭД обозначается символом 𝒜, множество всех ко-
нечных последовательностей действий (включая пустую последователь-
ность) обозначается записью 𝒜*. Элементы 𝒜* называются действия-
ми. Если 𝛼 ∈ 𝒜 и 𝐴,𝐴′ ∈ 𝒜*, то записи 𝛼𝐴, 𝐴𝛼 и 𝐴𝐴′ обозначают
соответствующие конкатенации ЭД 𝛼 и последовательности 𝐴, или по-
следовательностей 𝐴 и 𝐴′, соответственно.

∀𝛼 ∈ 𝒜 и ∀𝐴 ∈ 𝒜* записи 𝑋𝛼 и 𝑋𝐴 обозначают множества перемен-
ных, содержащихся в 𝛼 и 𝐴 соответственно.

Пусть 𝛼 ∈ 𝒜, и 𝜉, 𝜉′ ∈ 𝑋∙, где 𝑋𝛼 ⊆ 𝑋. Будем обозначать записью
𝜉

𝛼→ 𝜉′ утверждение

либо 𝛼 = [[𝛽]], 𝛽𝜉 = 1 и 𝜉′ = 𝜉,
либо 𝛼 имеет вид 𝑥 := 𝑒 и 𝜉′ = 𝜉[𝑥 := 𝑒]. (3.1)
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Означивание 𝜉′ в (3.1) будем обозначать записью 𝜉𝛼. Можно интер-
претировать (3.1) как утверждение о том, что 𝛼 преобразует 𝜉 в 𝜉′.

Пусть 𝐴 ∈ 𝒜*, и 𝜉, 𝜉′ ∈ 𝑋∙, где 𝑋𝐴 ⊆ 𝑋. Будем обозначать записью
𝜉

𝐴→ 𝜉′ утверждение

либо 𝐴 – пустая последовательность и 𝜉′ = 𝜉

либо 𝐴 имеет вид 𝛼𝐴′ и 𝜉𝛼
𝐴′
→ 𝜉′.

(3.2)

Означивание 𝜉′ в (3.2) будем обозначать записью 𝜉𝐴. Можно интер-
претировать (3.2) как утверждение о том, что 𝐴 преобразует 𝜉 в 𝜉′.

∀𝐴 ∈ 𝒜*,∀ 𝛽, 𝛽′ ∈ 𝐹𝑚 𝛽
𝐴→ 𝛽′ обозначает формулу, имеющую вид

∙ 𝛽 → 𝛽′, если 𝐴 – пустая последовательность,

∙ 𝛽 ∧ 𝛽1
𝐴′
→ 𝛽′, если 𝐴 = [[𝛽1]]𝐴

′,

∙ 𝛽
𝐴′
→ 𝛽′(𝑒/𝑥), если 𝐴 = 𝐴′𝛼, где 𝛼 имеет вид 𝑥 := 𝑒,

∙ 𝛽 -𝐴′[[𝛽1(𝑒/𝑥)]]𝛼𝐴′′
𝛽′ , если 𝐴 = 𝐴′𝛼[[𝛽1]]𝐴

′′ и 𝛼 имеет вид 𝑥 := 𝑒.

Формулу 𝛽
𝐴→ 𝛽′ можно интерпретировать как утверждение

если 𝛽𝜉 = 1 и 𝜉
𝐴→ 𝜉′, то (𝛽′)𝜉

′
= 1.

Ниже, в целях большей наглядности, действия будут обозначаться
путем перечисления входящих в них ЭД «в столбик».

3.2 Понятие процессного графа
Процессным графом (ПГ) называется конечный граф 𝐺 со следую-
щими свойствами:

∙ граф 𝐺 имеет выделенные вершины 𝐺0 и 𝐺⊗, называемые началь-
ной и терминальной вершинами соответственно, при изображе-
нии ПГ в виде рисунка данные вершины обозначаются символами
⊙ и ⊗ соответственно,

∙ 𝐺⊗ – единственная вершина 𝐺, из которой не выходят рёбра,

∙ каждому ребру 𝛾 графа 𝐺 сопоставлена метка 𝐴𝛾 ∈ 𝒜*.

Пусть 𝐺 – ПГ. Будем обозначать записями 𝑉𝐺 и 𝑋𝐺 совокупность всех
вершин 𝐺 и переменных, входящих в 𝐺, соответственно. Будем предпо-
лагать, что в каждом рассматриваемом ПГ 𝐺
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∙ ∃ 𝑎𝑡𝐺 ∈ 𝑋𝐺: множеством значений 𝑎𝑡𝐺 является 𝑉𝐺, метка каждого
ребра 𝛾 ∈ 𝐺 содержит ЭД вида 𝑎𝑡𝐺 := 𝑣, где 𝑣 – конец 𝛾, в записи
меток рёбер ПГ данное присваивание будет опускаться, и

∙ ∀ 𝑣 ∈ 𝑉𝐺∖{𝐺⊗}, ∀ 𝜉 ∈ 𝑋∙
𝐺 существует выходящее из 𝑣 ребро 𝛾, такое,

что определено 𝜉𝐴𝛾.

Выполнение ПГ 𝐺 – это обход вершин 𝐺, начиная с 𝐺0, с выполне-
нием действий, сопоставленных проходимым рёбрам. С каждым шагом
𝑖 ≥ 0 выполнения 𝐺 связаны вершина 𝑣𝑖 этого графа и означивание
𝜉𝑖 ∈ 𝑋∙

𝐺 (называемые текущей вершиной и текущим означиванием
на шаге 𝑖). Если 𝑣𝑖 = 𝐺⊗, то выполнение 𝐺 на шаге 𝑖 завершается, иначе
выполнение на шаге 𝑖 заключается в

∙ выборе выходящего из 𝑣𝑖 ребра 𝛾, такого, что определено 𝜉𝑖𝐴𝛾,

∙ замене текущего означивания 𝜉𝑖 на означивание 𝜉𝑖+1
def
= 𝜉𝑖𝐴𝛾, и

∙ переходе в конец выбранного ребра, который будет текущей вер-
шиной 𝑣𝑖+1 на 𝑖+ 1–м шаге выполнения.

3.3 Процессные представления блок-схем
Пусть задана БС 𝑃 . Алгоритм построения ПГ 𝐺𝑃 , называемого про-
цессным представлением БС 𝑃 , состоит из следующих шагов.

1. Удаляются пустые операторы: каждый фрагмент вида i
?

. . .𝑣1 𝑣𝑛

𝑣

@@R ��	

заменяется на 𝑣

. . .𝑣1 𝑣𝑛@@R ��	 .

2. Удаляется начальная вершина 𝑃 и выходящее из неё ребро, конец
этого ребра – начальная вершина 𝐺0

𝑃 графа 𝐺𝑃 .

3. Удаляются терминальные вершины 𝑃 , кроме одной, которая яв-
ляется терминальной вершиной 𝐺⊗

𝑃 графа 𝐺𝑃 , рёбра с концами в
удаляемых вершинах перенаправляются в 𝐺⊗

𝑃 .

4. Каждая оставшаяся вершина 𝑣 БС 𝑃 является вершиной ПГ 𝐺𝑃 , и

∙ если 𝑣 имеет вид 𝑥 := 𝑒 , и 𝑃 содержит ребро 𝑣 → 𝑣′, то 𝐺𝑃

содержит ребро 𝑣 -𝑥:=𝑒
𝑣′ ,
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∙ если 𝑣 имеет вид
����𝛽 , и 𝑃 содержит рёбра 𝑣

1→ 𝑣′ и 𝑣
0→ 𝑣′′,

то 𝐺𝑃 содержит рёбра 𝑣 -[[𝛽]]
𝑣′ и 𝑣 -[[¬𝛽]]

𝑣′′ .

Получившийся ПГ 𝐺𝑃 может быть редуцирован путем применения
операции удаления вершины: если 𝑣 – вершина ПГ 𝐺𝑃 , отличная от
𝐺0

𝑃 и 𝐺⊗
𝑃 , в 𝐺𝑃 нет ребер вида 𝑣

𝐴→ 𝑣, и списки ребер, входящих в 𝑣 и
выходящих из 𝑣, имеют вид

𝑣1
𝐴1→ 𝑣, . . . , 𝑣𝑘

𝐴𝑘→ 𝑣 и 𝑣
𝐴′

1→ 𝑣′1, . . . , 𝑣
𝐴′

𝑘′→ 𝑣′𝑘′ (3.3)

соответственно, то операция удаления 𝑣 из 𝐺𝑃 заключается в удалении
этой вершины и замене всех ребер из (3.3) на ребра вида 𝑣𝑖

𝐴𝑖𝑗→ 𝑣′𝑗, где
𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘′}, и 𝐴𝑖𝑗

def
= 𝐴𝑖𝐴

′
𝑗.

Результат применения этой операции обозначается той же записью
𝐺𝑃 и рассматривается как ПГ, эквивалентный в некотором смысле ис-
ходному ПГ. Данная операция может быть применена несколько раз.

Приведем пример процессного представления БС: ПГ, полученный
удалением нескольких вершин из ПГ, построенного по БС (1.5), имеет
вид

����∙ -

𝑠 := 0
𝑖 := 1 ����� ��

[[𝑖 ≤ 𝑛]]
𝑠 := 𝑠+ 𝑖
𝑖 := 𝑖+ 1

?

[[𝑖 > 𝑛]]����@@��

3.4 Верификация блок-схем с использовани-
ем процессного представления

Пусть задан ПГ 𝐺. Для каждого пути 𝑣0
𝐴1→ . . .

𝐴𝑘→ 𝑣𝑘 в 𝐺 записи 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ)
и 𝑒𝑛𝑑(Γ) обозначают начало 𝑣0 и конец 𝑣𝑘 пути Γ соответственно, и за-
пись 𝐴Γ обозначает действие 𝐴1 . . . 𝐴𝑘. Путь Γ называется циклом, если
𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ) = 𝑒𝑛𝑑(Γ).

Множество вершин 𝐿 ПГ 𝐺 называется базовым, если

∙ 𝐿 содержит 𝐺0 и 𝐺⊗, и
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∙ для каждого цикла в 𝐺 хотя бы одна из его вершин лежит в 𝐿.

Путь Γ в ПГ 𝐺 называется базовым относительно базового множе-
ства вершин 𝐿 в 𝐺, если он непуст, 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ) и 𝑒𝑛𝑑(Γ) лежат в 𝐿, а осталь-
ные вершины Γ не лежат в 𝐿. Нетрудно доказать, что множество Γ𝐺,𝐿

всех базовых относительно 𝐿 путей в 𝐺 конечно.

Теорема.
Пусть заданы БС 𝑃 и её спецификация, выражаемая предусловием

𝑃𝑟𝑒 и постусловием 𝑃𝑜𝑠𝑡. Тогда утверждение 𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡 верно, если

∙ существует базовое множество 𝐿 вершин 𝐺𝑃 , причем с каждой вер-
шиной 𝑙 ∈ 𝐿 связана формула 𝛽𝑙 ∈ 𝐹𝑚, и

– 𝛽𝐺0
𝑃
= 𝑃𝑟𝑒, 𝛽𝐺⊗

𝑃
= 𝑃𝑜𝑠𝑡,

– ∀Γ ∈ Γ𝐺𝑃 ,𝐿 доказуема формула 𝛽𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ)
𝐴Γ→ 𝛽𝑒𝑛𝑑(Γ),

∙ существуют множество 𝑁 вершин 𝐺𝑃 , причем каждый цикл в 𝐺𝑃

содержит вершину из 𝑁 , и фундированное множество 𝑈 , такие,
что с каждой вершиной 𝑛 ∈ 𝑁 связан терм 𝑢𝑛 ∈ 𝑇𝑚𝑋𝑃

, причем
выполнены условия:

– если при каком-либо выполнении 𝐺𝑃 текущей вершиной в какой-
либо момент является вершина 𝑛 ∈ 𝑁 , то текущее означивание
𝜉 в этот момент удовлетворяет условию 𝑢𝜉

𝑛 ∈ 𝑈 ,

– ∀Γ ∈ Γ𝐺𝑃 ,𝑁 доказуема формула

(𝑧 = 𝑢𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡(Γ))
𝐴Γ→ (𝑧 > 𝑢𝑒𝑛𝑑(Γ)),

где 𝑧 – новая переменная (т.е. не входит в 𝑃 ).

Для доказательства теоремы заметим, что если существуют множе-
ства 𝐿, 𝑁 и 𝑈 , упоминаемые в формулировке этой теоремы, то по ним
нетрудно построить аналогичные множества 𝐿𝑃 , 𝑁𝑃 , 𝑈𝑃 , необходимые
для доказательства 𝑃𝑟𝑒

𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡 на основе метода инвариантов. Дей-
ствительно, если вершина 𝑙 графа 𝐺𝑃 принадлежит множеству 𝐿, то
этой вершине соответствует некоторая вершина в исходной БС 𝑃 . Мы
зачисляем в 𝐿𝑃 точки на всех рёбрах 𝑃 , входящих в эту вершину, и со-
поставляем каждой такой точке формулу 𝛽𝑙. Аналогично определяется
𝑁𝑃 . В качестве 𝑈𝑃 можно взять 𝑈 . Проверка всех условий, упоминаемых
в формулировке метода инвариантов, является несложной.
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Глава 4

Верификация операторных
программ

4.1 Понятие операторной программы
Еще один способ описания программ заключается в представлении их в
операторной форме. Будем называть программы, представленные в опе-
раторной форме, операторными программами. В настоящий момент
операторная форма описания программ является наиболее широко рас-
пространенной.

Операторная программа представляет собой оператор из определяе-
мого ниже множества 𝒫 операторов.

В нижеследующем определении мы поясняем смысл каждого опера-
тора 𝑃 ∈ 𝒫 путем указания соответствующего ему фрагмента БС, кото-

рый будем обозначать записью вида 𝑃 -- .

1. ∀𝑥 ∈ 𝒳 , ∀ 𝑒 ∈ 𝑇𝑚 : 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑒), запись 𝑥 := 𝑒 является оператором

из 𝒫 , ему соответствует фрагмент БС 𝑥 := 𝑒 -- .

2. ∀ 𝛽 ∈ 𝐹𝑚,∀𝑃, 𝑃 ′ ∈ 𝒫 записи

if 𝛽 then 𝑃 else 𝑃 ′, if 𝛽 then 𝑃, while 𝛽 do 𝑃 (4.1)

являются операторами из 𝒫 , им соответствуют фрагменты БС

-
6

-

����𝛽 - -

0

1 𝑃

𝑃 ′

-
6

����𝛽 - -

0

1
𝑃 -

6
�

����𝛽 -

1

0

𝑃

(последняя из программ (4.1) называется циклом),
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3. ∀𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 ∈ 𝒫 (𝑘 ≥ 1) запись [𝑃1; . . . ;𝑃𝑘] является оператором,

ему соответствует фрагмент БС 𝑃1
- - - -. . . 𝑃𝑘 .

В целях большей наглядности оператор [𝑃1; . . . ;𝑃𝑘] может обозна-
чаться записью, в которой 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 расположены “в столбик”, в
этом случае точки с запятой для разделения 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 не пишутся,
и используется единая пара квадратных скобок, т.е. данный опера-

тор может обозначаться записью
𝑃1

. . .
𝑃𝑘

.

∀𝑃 ∈ 𝒫 БС, соответствующая этому оператору, имеет вид����∙ - 𝑃 -
����@@��

Мы будем обозначать эту БС тем же символом 𝑃 .
Можно доказать, что определенная выше система операторов явля-

ется алгоритмически полной, т.е. любую функцию, вычислимую по Тью-
рингу, можно представить в виде операторной программы.

Наряду с определенными выше видами операторов используются так-
же и другие виды операторов, например:

∙ do 𝑃 while 𝛽, где 𝑃 ∈ 𝒫 и 𝛽 ∈ 𝐹𝑚, этот оператор эквивалентен
оператору [𝑃 ; while 𝛽 do 𝑃 ],

∙ for 𝑖 := 𝑒1 step 𝑒2 until 𝑒3 do 𝑃 , где 𝑖 – переменная типа I, 𝑒1, 𝑒2,
𝑒3 – термы типа I, и 𝑃 ∈ 𝒫 , этот оператор эквивалентен оператору

[𝑖 := 𝑒1; while 𝑖 ̸= 𝑒3 do [𝑃 ; 𝑖 := 𝑖+ 𝑒2]; 𝑃 ].

∙ go to 𝑙, где 𝑙 – метка какого-либо оператора, для возможности ис-
пользования этого оператора необходимо ввести новое синтаксиче-
ское правило: если 𝑃 – оператор, и 𝑙 – символ, то запись 𝑙 : 𝑃
является оператором (в котором 𝑙 рассматривается как метка),

∙ stop, выполнение этого оператора приводит к завершению работы.

В операторных программах могут использоваться записи вида

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛), (4.2)

где 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 , 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑇𝑚, ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 𝜏(𝑥𝑖) = 𝜏(𝑒𝑖). Запись
(4.2) обозначает оператор

[𝑦1 := 𝑒1; . . . ; 𝑦𝑛 := 𝑒𝑛;𝑥1 := 𝑦1; . . . ;𝑥𝑛 := 𝑦𝑛] (4.3)

34



где переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 – новые, т.е. если операторная программа 𝑃 со-
держит запись вида (4.2), то она рассматривается как оператор (4.3), где
переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 присутствуют только в присваиваниях, входящих
в (4.3), и не присутствуют в 𝑃 вне (4.3).

4.2 Примеры операторных программ
Все переменные в излагаемых ниже примерах имеют тип I. Для каждой
из представленных операторных программ мы указываем её предусловие
𝑃𝑟𝑒 и постусловие 𝑃𝑜𝑠𝑡.

1. Программа, вычисляющая 𝑦 = ⌊
√
𝑥 ⌋:⎡⎢⎢⎢⎣

(𝑦, 𝑎, 𝑏) := (0, 1, 1)

while 𝑎 ≤ 𝑥 do

⎡⎢⎣ 𝑦 := 𝑦 + 1
𝑎 := 𝑎+ 𝑏+ 2
𝑏 := 𝑏+ 2

⎤⎥⎦
⎤⎥⎥⎥⎦

{︃
𝑃𝑟𝑒 : 𝑥 ≥ 0,
𝑃𝑜𝑠𝑡 : (𝑦 ≥ 0) ∧ (𝑦2 ≤ 𝑥 < (𝑦 + 1)2).

2. Программа, вычисляющая наибольший общий делитель (НОД) по-
ложительных чисел 𝑎 и 𝑏:⎡⎢⎣ (𝑐, 𝑑) := (𝑎, 𝑏)

while 𝑐 ̸= 𝑑 do
if 𝑐 > 𝑑 then 𝑐 := 𝑐− 𝑑 else 𝑑 := 𝑑− 𝑐

⎤⎥⎦
{︃

𝑃𝑟𝑒 : 𝑎, 𝑏 > 0,

𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑐 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏)
def
= max{𝑥 | ∃ 𝑎′, 𝑏′ : 𝑎 = 𝑥𝑎′, 𝑏 = 𝑥𝑏′}.

(𝑔𝑐𝑑 является сокращением greatest common divisor)

3. Программа, вычисляющая НОД положительных чисел 𝑎 и 𝑏:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝑥, 𝑦, 𝑧) := (𝑎, 𝑏, 1)

while 𝑥%2 = 0 do

[︃
if 𝑦%2 = 0 then (𝑦, 𝑧) := (𝑦/2, 2𝑧)
𝑥 := 𝑥/2

]︃
while 𝑦%2 = 0 ∨ (𝑥 ̸= 𝑦) do[︃

if 𝑦%2 = 1 then (𝑥, 𝑦) := (𝑦, |𝑥− 𝑦|)
𝑦 := 𝑦/2

]︃
𝑐 := 𝑥𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Предусловие и постусловие для этой программы – те же, что и для
предыдущей программы.
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4.3 Метод инвариантов для верификации опе-
раторных программ

Как и для БС, спецификация программ из 𝒫 м.б. задана в виде предусло-
вия и постусловия. Задача верификации программы 𝑃 ∈ 𝒫 относитель-
но предусловия 𝑃𝑟𝑒 ∈ 𝐹𝑚𝑋𝑃

и постусловия 𝑃𝑜𝑠𝑡 ∈ 𝐹𝑚𝑋𝑃
заключается

в обосновании утверждения 𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡, где ∀𝑃 ∈ 𝒫 , ∀ 𝛽1, 𝛽2 ∈ 𝐹𝑚𝑋𝑃

запись 𝛽1
𝑃→ 𝛽2 обозначает утверждение

∀ 𝜉 ∈ 𝑋∙
𝑃 если 𝛽𝜉

1 = 1, то 𝜉
𝑃→ ⊗ и 𝛽𝜉𝑃

2 = 1, (4.4)

и 𝑃 в (4.4) обозначает соответствующую БС.
В описании излагаемого ниже метода инвариантов предполагается,

что анализируемый оператор 𝑃 состоит только из операторов присваи-
вания, операторов вида (4.1), и операторов вида [𝑃1; . . . ; 𝑃𝑘].

Метод инвариантов обоснования утверждения вида

𝛽1
𝑃→ 𝛽2 (4.5)

где 𝑃 ∈ 𝒫 и 𝛽1, 𝛽2 ∈ 𝐹𝑚𝑋𝑃
, имеет следующий вид.

1. Если 𝑃 имеет вид 𝑥 := 𝑒 то обоснование утверждения (4.5) сводится
к доказательству импликации 𝛽1 → 𝛽2(𝑒/𝑥).

2. Если 𝑃 = if 𝛽 then 𝑃1 else 𝑃2, то обоснование утверждения (4.5)
сводится к обоснованию утверждений 𝛽1∧𝛽

𝑃1→ 𝛽2 и (𝛽1∧¬𝛽)
𝑃2→ 𝛽2.

3. Если 𝑃 = if 𝛽 then 𝑃1, то обоснование утверждения (4.5) сводится
к обоснованию утверждений 𝛽1 ∧ 𝛽

𝑃1→ 𝛽2 и (𝛽1 ∧ ¬𝛽) → 𝛽2.

4. Если 𝑃 = while 𝛽 do 𝑃 , то обоснование утверждения (4.5) сво-
дится к построению формулы 𝐼 ∈ 𝐹𝑚 (называемой инвариантом
цикла), фундированного множества 𝑈 , и терма 𝑢, таких, что

∙ доказуемы импликации 𝛽1 → 𝐼, 𝐼 → (𝑢 ∈ 𝑈), (𝐼 ∧ ¬𝛽) → 𝛽2, и
∙ доказуема формула

𝐼 ∧ 𝛽 ∧ (𝑢 = 𝑧)
𝑃→ 𝐼 ∧ (𝑢 < 𝑧), (4.6)

где 𝑧 – новая переменная (т.е. не входит в 𝐼, 𝛽, 𝑢, 𝑃 ).

5. Если 𝑃 = [𝑃1; . . . ;𝑃𝑘], где 𝑘 ≥ 2, то обоснование утверждения (4.5)
сводится к построению формулы 𝛽 ∈ 𝐹𝑚, такой, что можно обос-
новать утверждения 𝛽1

𝑃 ′
→ 𝛽 и 𝛽

𝑃𝑘→ 𝛽2, где 𝑃 ′ = [𝑃1; . . . ;𝑃𝑘−1].
Если 𝑃𝑘 имеет вид 𝑥 := 𝑒, то 𝛽 = 𝛽2(𝑒/𝑥).
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4.4 Пример верификации операторной про-
граммы

Приведем пример верификации первой программы из пункта 4.2. Данная
программа имеет вид [𝑃1;𝑃2], где 𝑃2 является циклом. Определим

𝛽
def
= (𝑦2 ≤ 𝑥) ∧ (𝑎 = (𝑦 + 1)2) ∧ (𝑏 = 2𝑦 + 1) ∧ (𝑏 > 0) ∧ (𝑥− 𝑎+ 𝑏 ≥ 0).

Нетрудно доказать, что

∙ 𝑃𝑟𝑒
𝑃1→ 𝛽, т.е. (𝑥 ≥ 0) → 𝛽(0/𝑦, 1/𝑎, 1/𝑏),

∙ 𝛽
𝑃2→ 𝑃𝑜𝑠𝑡,

∙ в качестве инварианта цикла 𝑃2 можно взять 𝛽,

∙ в качестве 𝑈 можно взять множество N натуральных чисел, и в
качестве 𝑢 – терм 𝑥− 𝑎+ 𝑏.

Отметим, что конъюнктивный член (𝑢 < 𝑧) в заключении импликации
(4.6) для данного случая обосновывается импликацией

(𝑏 > 0) ∧ (𝑥− 𝑎+ 𝑏 = 𝑧) → (𝑥− 𝑎 < 𝑧).
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Глава 5

Верификация параллельных
программ

5.1 Понятие параллельной программы
В настоящем тексте под параллельной программой будем понимать
конечную совокупность последовательных программ, каждая из ко-
торых представлена в виде ПГ. Если параллельная программа состоит из
последовательных программ 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘, то будем обозначать её записью
(𝑃1, . . . , 𝑃𝑘). Запись 𝑋(𝑃1,...,𝑃𝑘) обозначает совокупность всех переменных,
входящих в какую-либо из программ 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘.

Выполнение параллельной программы (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) происходит пу-
тем совместного выполнения входящих в неё последовательных программ
𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 в соответствии с описанием в пункте 3.2. В каждый момент
этого выполнения определено текущее означивание 𝜉 ∈ 𝑋∙

(𝑃1,...,𝑃𝑘)
. Будем

предполагать, что ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 каждый шаг выполнения 𝑃𝑖 состоит из

∙ ожидания в текущей вершине (длительность этого ожидания мо-
жет быть произвольной), и

∙ мгновенного перехода в вершину, которая будет текущей на следу-
ющем шаге, и изменения текущего означивания в соответствии с
меткой того ребра, по которому был совершен переход,

причем в каждый момент времени возможно выполнение перехода не бо-
лее чем в одной из программ 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘. Если в некоторый момент выпол-
нения (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) одна из программ 𝑃𝑖 изменила текущее означивание 𝜉
на новое означивание 𝜉′, то 𝜉′ станет новым текущим означиванием для
всех программ 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘.
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Приведенное выше описание выполнения параллельной программы
𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) не является точным описанием реального выполнения
этой программы. Ниже мы рассматриваем различные несоответствия
между реальным выполнением параллельных программ и тем поняти-
ем выполнения, которое определено в нашей модели, и обосновываем
адекватность понятия выполнения в нашей модели.

1. При реальном выполнении программ переход из одного состояния
каждой из компонент 𝑃𝑖 в другое состояние этой компоненты про-
исходит не мгновенно, а длится столько времени, сколько длится
исполнение действия, связанного с этим переходом. Мы считаем,
что каждый переход можно рассматривать как мгновенный, т.к.

∙ до тех пор, пока выполнение действия, связанного с этим пе-
реходом, не завершилось, можно считать что компонента 𝑃𝑖

остается в том состоянии, в котором она находилась в момент
начала выполнения этого действия, и

∙ как только выполнение этого действия завершилось, состояние
компоненты 𝑃𝑖 мгновенно изменилось.

2. Во время реального выполнения 𝑃 допускается одновременное вы-
полнение некоторых действий, относящихся к разным компонен-
там 𝑃𝑖, 𝑃𝑗 этой программы. Будем предполагать, что при реальном
выполнении 𝑃 могут выполняться одновременно лишь такие пары
действий, которые удовлетворяют следующему условию: если в од-
ном из этих действий производится изменение значения некоторой
переменной, то эта переменная не входит в другое из этих действий.
Нетрудно видеть, что если пара действий, удовлетворяющая сфор-
мулированному выше условию, выполняется одновременно, то зна-
чения переменных программы изменятся так же, как если бы дан-
ные действия исполнились не одновременно, а по очереди. Таким
образом, для анализа логических свойств какой-либо параллель-
ной программы можно без ограничения общности предполагать,
что выполнение этой программы происходит в соответствии с на-
шей моделью, т.е. действия в компонентах, из которых состоит эта
параллельная программа, никогда не выполняются одновременно.

Отметим также следующий момент. В нашей модели действия ком-
понентов параллельной программы являются последовательностями ЭД.
Согласно определению понятия выполнения ПГ, данные последователь-
ности выполняются неразрывно, т.е. если в некоторый момент компонен-
та 𝑃𝑖 параллельной программы (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) начала выполнять действие
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𝐴 = 𝛼1 . . . 𝛼𝑛, то невозможна такая ситуация что после выполнения части
𝛼1 . . . 𝛼𝑗 (𝑗 < 𝑛) последовательности ЭД 𝐴 происходит приостановка ак-
тивности компоненты 𝑃𝑖 и передача управления другой компоненте этой
параллельной программы. Для того чтобы реальная программа реализо-
вала именно такой порядок выполнения, нужно использовать специаль-
ные программные средства (семафоры, локи, и т.п.). Описание данных
средств не входит в нашу модель: мы считаем, что при реальном выпол-
нении программы (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) описанная выше дисциплина неразрывного
выполнения последовательностей элементарных действий соблюдается,
но не уточняем как именно реализована данная дисциплина.

Будем говорить, что параллельная программа 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) вы-
полняется с начальным означиванием 𝜉 ∈ 𝑋∙

𝑃 , если в момент нача-
ла выполнения 𝑃 значение каждой переменной 𝑥 ∈ 𝑋𝑃 равно 𝑥𝜉, и ∀ 𝑖 =
1, . . . , 𝑘 𝑎𝑡𝜉𝑃𝑖

= 𝑃 0
𝑖 . Запись 𝜉

𝑃→ ⊗ обозначает утверждение: если 𝑃 вы-
полняется с начальным означиванием 𝜉, то в некоторый момент времени
текущее означивание 𝜉′ удовлетворяет условию ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 𝑎𝑡𝜉

′

𝑃𝑖
= ⊗.

Будем обозначать такое означивание 𝜉′ записью 𝜉𝑃 .

5.2 Спецификация и верификация параллель-
ных программ

Как и для последовательных программ, спецификация параллельной
программы м.б. задана в виде предусловия и постусловия. Задача вери-
фикации параллельной программы 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) относительно пред-
условия 𝑃𝑟𝑒 ∈ 𝐹𝑚𝑋𝑃

и постусловия 𝑃𝑜𝑠𝑡 ∈ 𝐹𝑚𝑋𝑃
заключается в обос-

новании утверждения 𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡, которое в данном случае имеет вид

∀ 𝜉 ∈ 𝑋∙
𝑃 если 𝑃𝑟𝑒𝜉 = 1, то 𝜉

𝑃→ ⊗ и 𝑃𝑜𝑠𝑡𝜉𝑃 = 1. (5.1)

Утверждение (5.1) для параллельной программы 𝑃 может быть обос-
новано, например, путем построения формулы 𝐼 ∈ 𝐹𝑚𝑋𝑃

(называемой
инвариантом программы 𝑃 ), фундированного множества 𝑈 , и терма
𝑢 ∈ 𝑇𝑚𝑋𝑃

, таких, что доказуемы следующие формулы:

∙
(︁ 𝑘⋀︀
𝑖=1

(𝑎𝑡𝑃𝑖
= 𝑃 0

𝑖 )
)︁
∧ 𝑃𝑟𝑒 → 𝐼,

∙
(︁ 𝑘⋀︀
𝑖=1

(𝑎𝑡𝑃𝑖
= 𝑃⊗

𝑖 )
)︁
∧ 𝐼 → 𝑃𝑜𝑠𝑡,

∙ 𝐼 → (𝑢 ∈ 𝑈), 𝐼
𝐴𝛾→ 𝐼, 𝐼 ∧ (𝑧 = 𝑢)

𝐴𝛾→ (𝑧 > 𝑢), где 𝛾 – произвольное
ребро какого-либо из ПГ 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘, и 𝑧 – новая переменная.
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Другой способ обоснования утверждения (5.1) для параллельной про-
граммы 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) заключается в построении ПГ (обозначаемого
тем же символом 𝑃 ),

∙ множество вершин которого является декартовым произведением
𝑉𝑃1 × . . .× 𝑉𝑃𝑘

множеств вершин ПГ 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘,

∙ начальной и терминальной вершинами которого являются кортежи
(𝑃 0

1 , . . . , 𝑃
0
𝑘 ) и (𝑃⊗

1 , . . . , 𝑃⊗
𝑘 ) соответственно,

∙ для

– каждой вершины 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘) ПГ 𝑃 ,
– каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, и

– каждого ребра вида 𝑣𝑖
𝐴→ 𝑣′𝑖 ПГ 𝑃𝑖

𝑃 содержит ребро 𝑣
𝐴→ 𝑣′, где 𝑣′ получается из 𝑣 заменой 𝑣𝑖 на 𝑣′𝑖.

Нетрудно видеть, что утверждение (5.1) равносильно утверждению
𝑃𝑟𝑒

𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡, в котором 𝑃 понимается как определенный выше ПГ.

5.3 Примеры спецификации и верификации
параллельных программ

5.3.1 Вычисление факториала

Программа 𝑃 = (𝑃1, 𝑃2) предназначена для вычисления 𝑛 = 𝑘!, где 𝑘 –
входное значение. Программы 𝑃1 и 𝑃2 имеют следующий вид:

𝑃1 = ∙
����� ��

[[𝑖 ≤ 𝑗]]
𝑛 := 𝑛𝑖
𝑖 := 𝑖+ 1

?

[[𝑗 > 𝑖]]����@@��

𝑃2 = ∙
����� ��

[[𝑖 ≤ 𝑗]]
𝑛 := 𝑛𝑗
𝑗 := 𝑗 − 1

?

[[𝑗 > 𝑖]]����@@��
Спецификация:

{︃
𝑃𝑟𝑒 = (𝑛 = 1) ∧ (𝑖 = 1) ∧ (𝑗 = 𝑘),
𝑃𝑜𝑠𝑡 = (𝑛 = 𝑘!).

Для верификации можно использовать следующие 𝐼, 𝑈, 𝑢:

𝐼 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑖 ≤ 𝑗 + 1
𝑛 = (𝑖− 1)!𝑘!

𝑗!

(𝑎𝑡𝑃1 = 𝑃⊗
1 ) ∨ (𝑎𝑡𝑃2 = 𝑃⊗

2 ) → (𝑖 > 𝑗)

⎫⎪⎬⎪⎭,
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𝑈 = N,
𝑢 = 𝑗 + 1− 𝑖+ (𝑎𝑡𝑃1 = 𝑃 0

1 ) + (𝑎𝑡𝑃2 = 𝑃 0
2 ).

(Значения подтермов (𝑎𝑡𝑃1 = 𝑃 0
1 ) и (𝑎𝑡𝑃2 = 𝑃 0

2 ) в терме 𝑢 рассматрива-
ются как натуральные числа 1 и 0.)

5.3.2 Передача сообщений через буфер

Программа 𝑃 = (𝑃1, 𝑃2) предназначена для записи значений массива
𝑎1..𝑛 в соответствующие компоненты массива 𝑏1..𝑛. Компоненты массива 𝑏
недоступны программе 𝑃1, и компоненты массива 𝑎 недоступны програм-
ме 𝑃2, т.е. выполнение действий вида 𝑏𝑖 := 𝑎𝑖 невозможно. Для решения
указанной выше задачи используются

∙ массив 𝑐0..𝑠−1, доступный программам 𝑃1 и 𝑃2, он рассматривается
как буфер между 𝑃1 и 𝑃2: в нем содержатся значения, которые
посланы программой 𝑃1, но пока не получены программой 𝑃2, и

∙ доступные обоим программам 𝑃1 и 𝑃2 переменные 𝑙 и 𝑢, принима-
ющие значения в множестве {0, . . . , 𝑠 − 1}, значения данных пере-
менных определяют область массива 𝑐, хранящую отправленные,
но пока еще не доставленные значения, операции с 𝑙 и 𝑢 выполня-
ется по модулю 𝑠, мы будем обозначать их записями +

𝑠
и −

𝑠
.

Программы 𝑃1 и 𝑃2 имеют следующий вид:

𝑃1 =

∙
����� ��

[[

{︃
𝑖 ≤ 𝑛
𝑢+

𝑠
1 ̸= 𝑙

}︃
]]

𝑐𝑢 := 𝑎𝑖
𝑖 := 𝑖+ 1
𝑢 := 𝑢+

𝑠
1

?

[[𝑖 > 𝑛]]����@@��

𝑃2 =

∙
����� ��

[[

{︃
𝑗 ≤ 𝑛
𝑙 ̸= 𝑢

}︃
]]

𝑏𝑗 := 𝑚𝑙

𝑗 := 𝑗 + 1
𝑙 := 𝑙+

𝑠
1

?

[[𝑗 > 𝑛]]����@@��
Спецификация:⎧⎨⎩ 𝑃𝑟𝑒 = (𝑖 = 𝑗 = 1) ∧ (𝑢 = 𝑙 = 0) ∧ (𝑛 ≥ 1) ∧ (𝑠 ≥ 1),

𝑃𝑜𝑠𝑡 =
𝑛⋀︀

𝑖=1
(𝑏𝑖 = 𝑎𝑖)

Для верификации можно использовать следующие 𝐼, 𝑈, 𝑢:

𝐼 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(𝑖 ≤ 𝑛+ 1) ∧ (𝑗 ≤ 𝑛+ 1)
𝑎1..𝑖−1 = 𝑏1..𝑗−1𝑐𝑙..𝑢−

𝑠
1

(𝑎𝑡𝑃1 = 𝑃⊗
1 ) → (𝑖 = 𝑛+ 1)

(𝑎𝑡𝑃2 = 𝑃⊗
2 ) → (𝑗 = 𝑛+ 1)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭,
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𝑈 = N, 𝑢 = (𝑛+ 1− 𝑖) + (𝑛+ 1− 𝑗) + (𝑎𝑡𝑃1 = 𝑃 0
1 ) + (𝑎𝑡𝑃2 = 𝑃 0

2 ).
Запись 𝑎1..𝑖−1 = 𝑏1..𝑗−1𝑐𝑙..𝑢−

𝑠
1 понимается следующим образом: если

𝑖 > 1, 𝑗 > 1, 𝑙 ̸= 𝑢, то часть 𝑎1..𝑖−1 массива 𝑎 является конкатенацией
части 𝑏1..𝑗−1 массива 𝑏 и части 𝑐𝑙..𝑢−

𝑠
1 массива 𝑐 (при этом, если 0 < 𝑢 < 𝑙,

то 𝑐𝑙..𝑢−
𝑠
1

def
= 𝑐𝑙..𝑠−1𝑐0..𝑢−1), и в остальных случаях указанная выше запись

тоже определяется естественным образом.

5.3.3 Параллельная сортировка

Программа 𝑃 = (𝑃0, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛) предназначена для сортировки массива
𝑎1..𝑛, результат записывается в массив 𝑏1..𝑛.

Как известно, нижняя оценка временно́й сложности любого алгорит-
ма сортировки массива из 𝑛 элементов на однопроцессорной машине рав-
на 𝑂(𝑛 log2 𝑛), однако в том случае, когда число доступных процессоров
для сортировки массива из 𝑛 элементов больше 𝑛, временна́я сложность
решения этой задачи может быть понижена до 𝑂(𝑛) за счет возможно-
сти параллельной работы процессоров. Ниже излагается параллельная
программа, которую можно исполнять на 𝑛 + 1–процессорной машине,
получая при этом указанное выше понижение временно́й сложности.

Вспомогательные массивы: 𝑐1..𝑛 и булевский массив 𝑟1..𝑛 (𝑟𝑖 = 1 ⇔
компонента 𝑐𝑖 не инициализирована или уже обработана).

Программы 𝑃0 и 𝑃𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) имеют следующий вид:

𝑃0 : ����∙ -
𝑗 := 1 ����� ��[[(𝑟1 = 1) ∧ (𝑗 ≤ 𝑛)]]

𝑐1 := 𝑎𝑗
𝑟1 := 0
𝑗 := 𝑗 + 1

?

[[𝑗 > 𝑛]]����@@��
𝑃𝑖 :

����∙ -

[[𝑟𝑖 = 0]]
𝑏𝑖 := 𝑐𝑖
𝑟𝑖 := 1
𝑘𝑖 := 1 ����� ��

[[(𝑘𝑖 ≤ 𝑛− 𝑖) ∧ (𝑟𝑖 = 0) ∧ (𝑟𝑖+1 = 1)]]
𝑏𝑖 := min(𝑏𝑖, 𝑐𝑖)
𝑐𝑖+1 := max(𝑏𝑖, 𝑐𝑖)
𝑟𝑖 := 1
𝑟𝑖+1 := 0
𝑘𝑖 := 𝑘𝑖 + 1

?

[[𝑘𝑖 > 𝑛− 𝑖]]����@@��
Спецификация:

{︃
𝑃𝑟𝑒 = (𝑟1 = 1) ∧ . . . ∧ (𝑟𝑛 = 1),
𝑃𝑜𝑠𝑡 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎, 𝑏) ∧ 𝑜𝑟𝑑(𝑏).
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Для верификации можно использовать следующий инвариант:

𝐼 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛⋁︀
𝑗=1

(︁
𝑜𝑟𝑑(𝑏1..𝑗) ∧

𝑛⋀︀
𝑖=𝑗+1

(𝑘𝑖 = 0)
)︁

𝑛−1⋀︀
𝑗=1

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑟𝑗+1 = 0) → (𝑏𝑗 ≤ 𝑐𝑗+1){︃

𝑘𝑗 = 𝑛− 𝑗 + 1
𝑟𝑗 = 𝑟𝑗+1 = 1

}︃
→ (𝑘𝑗+1 = 𝑛− 𝑗)

⎫⎪⎬⎪⎭

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
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Глава 6

Распределенные программы

6.1 Понятие распределенной программы
Распределенной программой (РП) называется список (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘),
компонентами которого являются процессы с передачей сообщений. По-
нятие процесса с передачей сообщений (ППС) определяется ана-
логично понятию процессного графа, с единственным отличием: метка
каждого ребра представляет собой запись, которая

∙ либо является последовательностью из 𝒜* вида

[[𝛽]]𝐴, где 𝐴 состоит только из присваиваний, (6.1)

∙ либо получается из последовательности вида (6.1) вставкой в любое
место после [[𝛽]] одного ввода или вывода, где

– ввод – это действие, представляемое записью вида 𝑃?𝑥, в ко-
торой 𝑃 – имя какого-либо ППС и 𝑥 ∈ 𝒳 , и

– вывод – это действие, представляемое записью вида 𝑃 !𝑒, в
которой 𝑃 – имя какого-либо ППС и 𝑒 ∈ 𝑇𝑚.

Компонента [[𝛽]] в метке ребра может опускаться, если 𝛽 – тавтология.
Если РП имеет вид (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘), то будем предполагать, что

∙ для каждого из ППС 𝑃𝑖 в этой РП каждый ввод и вывод, входящий
в 𝑃𝑖, имеет вид 𝑃𝑗?𝑥 или 𝑃𝑗!𝑒, где 𝑃𝑗 – какой-либо другой ППС,
входящий в эту РП,

∙ если 𝑃𝑖 и 𝑃𝑗 – различные ППС, входящие в эту РП, то множества
𝑋𝑃𝑖

и 𝑋𝑃𝑗
переменных, входящих в эти ППС, не пересекаются.
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В метках ребер ППС м.б. записи вида [𝑃?(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)], понимаемые
как последовательности действий вида

𝑃?𝑢, 𝑥1 := 𝑝𝑟1(𝑢), . . . 𝑥𝑘 := 𝑝𝑟𝑘(𝑢)

где 𝑢 – новая переменная (т.е. не входящая никуда кроме вышеперечис-
ленных действий) типа (𝜏(𝑥1), . . . , 𝜏(𝑥𝑘)), и функции 𝑝𝑟1, . . ., 𝑝𝑟𝑘 вычис-
ляют компоненты кортежей, являющихся аргументами этих функций.

Понятие выполнения РП 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) определяется аналогич-
но понятию выполнения параллельной программы. В каждый момент
выполнения РП 𝑃 определено текущее означивание 𝜉 ∈ 𝑋∙

𝑃 , где 𝑋𝑃 –
совокупность всех переменных, входящих в 𝑃 , и в этот момент

∙ либо все ППС 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 находятся в состоянии ожидания,

∙ либо происходит переход в одном из ППС 𝑃𝑖 из 𝑃 по его текущему
ребру, причем метка этого ребра не содержит ввода или вывода,

∙ либо происходит передача сообщения от одного ППС другому,
т.е. одновременно происходят переходы в паре 𝑃𝑖, 𝑃𝑗 различных
ППС, входящих в 𝑃 , причем метки 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 текущих ребер в 𝑃𝑖 и
𝑃𝑗, по которым происходят эти переходы, удовлетворяют условию:

– 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 имеют вид [[𝛽𝑖]]𝐴
′
𝑖(𝑃𝑗?𝑥)𝐴

′′
𝑖 и [[𝛽𝑗]]𝐴

′
𝑗(𝑃𝑖!𝑒)𝐴

′′
𝑗 соответ-

ственно, где 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑒),

– текущее означивание 𝜉 удовлетворяет условию (𝛽𝑖 ∧ 𝛽𝑗)
𝜉 = 1,

и после выполнения этой пары переходов текущее означивание 𝜉

заменяется на новое текущее означивание 𝜉′
def
= 𝜉𝐴′

𝑖𝐴
′
𝑗 (𝑥 := 𝑒)𝐴′′

𝑖𝐴
′′
𝑗 .

Выполнение данной пары переходов можно понимать как синхрон-
ную передачу сообщения 𝑒 от процесса 𝑃𝑗 процессу 𝑃𝑖.

Как и для параллельных программ, для РП определяются

∙ понятие выполнения с начальным означиванием, и

∙ утверждения, обозначаемые записями вида 𝜉
𝑃→ ⊗ и 𝑃𝑟𝑒

𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡.

Одной из актуальных открытых проблем современной теоретической
информатики является проблема построения эффективных алгоритмов
верификации РП (например, на основе метода инвариантов).

Один из способов обоснования утверждения 𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡 для РП

𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑘) заключается в построении ПГ (обозначаемого тем же
символом 𝑃 ),
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∙ множество вершин которого является декартовым произведением
𝑉𝑃1 × . . .× 𝑉𝑃𝑘

множеств вершин ППС 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘,

∙ начальной и терминальной вершинами которого являются кортежи
(𝑃 0

1 , . . . , 𝑃
0
𝑘 ) и (𝑃⊗

1 , . . . , 𝑃⊗
𝑘 ) соответственно,

∙ для

– каждой вершины 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘) ПГ 𝑃 ,

– каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, и

– каждого ребра вида 𝑣𝑖
𝐴→ 𝑣′𝑖 ППС 𝑃𝑖, такого, что метка 𝐴 не

содержит ввода или вывода,

𝑃 содержит ребро 𝑣
𝐴→ 𝑣′, где 𝑣′ получается из 𝑣 заменой 𝑣𝑖 на 𝑣′𝑖,

∙ для

– каждой вершины 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘) ПГ 𝑃 ,

– каждой пары 𝑖, 𝑗 различных индексов из {1, . . . , 𝑘}, и

– каждой пары ребер вида 𝑣𝑖
𝐴𝑖→ 𝑣′𝑖, 𝑣𝑗

𝐴𝑗→ 𝑣′𝑗 ППС 𝑃𝑖 и 𝑃𝑗 со-
ответственно, где метки 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 имеют вид [[𝛽𝑖]]𝐴

′
𝑖(𝑃𝑗?𝑥)𝐴

′′
𝑖 и

[[𝛽𝑗]]𝐴
′
𝑗(𝑃𝑖!𝑒)𝐴

′′
𝑗 соответственно, 𝜏(𝑥) = 𝜏(𝑒),

𝑃 содержит ребро 𝑣
𝐴→ 𝑣′, где 𝑣′ получается из 𝑣 заменой 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗 на

𝑣′𝑖 и 𝑣′𝑗 соответственно, и 𝐴 = [[𝛽𝑖 ∧ 𝛽𝑗]]𝐴
′
𝑖𝐴

′
𝑗 (𝑥 := 𝑒)𝐴′′

𝑖𝐴
′′
𝑗 .

Нетрудно видеть, что утверждение 𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡, где 𝑃 – РП, равно-

сильно утверждению 𝑃𝑟𝑒
𝑃→ 𝑃𝑜𝑠𝑡, в котором 𝑃 понимается как опреде-

ленный выше ПГ.

6.2 Синхронное и асинхронное взаимодейст-
вие процессов с передачей сообщений

Изложенный выше механизм выполнения РП предусматривает синхрон-
ное взаимодействие между процессами, входящими в эту РП. При таком
взаимодействии отправка сообщения одним процессом и получение этого
сообщения другим процессом рассматриваются как сцепленные компо-
ненты единого акта.

Наряду с синхронным взаимодействием процессов существует также
асинхронное взаимодействие, при котором отправка сообщения одним

47



процессом и получение этого сообщения другим процессом – это два раз-
ных акта. При таком взаимодействии

∙ процесс–отправитель помещает свое сообщение в канал связи меж-
ду процессами, через который передаются сообщения, не заботясь о
том, будет ли это сообщение получено тем процессом, для которого
оно предназначено,

∙ движение сообщения по каналу от отправителя к получателю мо-
жет длиться недетерминированное время, и

∙ процесс–получатель забирает поступившее сообщение из канала,
если оно там имеется (если в канале содержится несколько посту-
пивших сообщений, то получатель забирает первое из них), а если
в канале нет сообщения, то процесс–получатель переходит в состо-
яние ожидания.

Асинхронную передачу сообщений иногда рассматривают как более
общий вид взаимодействия процессов, по сравнению с синхронной пере-
дачей, но в действительности дело обстоит наоборот:

∙ асинхронное взаимодействие процессов можно моделировать на ос-
нове синхронного взаимодействия,

∙ в то время как моделирование синхронного взаимодействия на ос-
нове асинхронного взаимодействия невозможно.

Для того, чтобы выразить асинхронный механизм передачи сообще-
ний от процесса 𝑃1 процессу 𝑃2 с использованием механизма синхрон-
ного передачи, необходимо представить канал передачи сообщений меж-
ду этими процессами в виде еще одного процесса 𝐶ℎ𝑎𝑛𝑛𝑒𝑙, с которым
процессы 𝑃1 и 𝑃2 взаимодействуют синхронно. В простейшем случае
𝐶ℎ𝑎𝑛𝑛𝑒𝑙 можно представить в виде идеального буфера типа FIFO (First
Input – First Output), в который 𝑃1 помещает сообщения, и из которо-
го 𝑃2 принимает сообщения, а поступившие в этот канал сообщения не
теряются и сохраняют правильный порядок. Но в ряде случаев канал
передачи сообщений представляет собой сложную коммуникационную
среду, в которой пересылаемые сообщения могут подвергаться самым
разным преобразованиям, и модель этого канала должна учитывать все
эти свойства. Например, в канале могут происходить

∙ искажения пересылаемых сообщений, или их потеря,
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∙ переупорядочение сообщений (𝑃1 может послать 𝑃2 сначала сооб-
щение 𝑚, и затем другое сообщение 𝑚′, а получатель может полу-
чить их в обратном порядке – сначала 𝑚′, а затем – 𝑚, и

∙ дублирование пересылаемых сообщений, это возможно тогда, когда

– процесс 𝑃1 посылает процессу 𝑃2 сообщение 𝑚,

– посланное сообщение 𝑚 двигается от 𝑃1 к 𝑃2 по сложному
маршруту, и застревает в некоторой промежуточной точке (на-
пример, сервер, на котором хранилось сообщение 𝑚 в процессе
доставки, оказался надолго отключенным),

– по истечении некоторого таймаута ожидания подтверждения
об успешной доставке сообщения 𝑚 процесс 𝑃1 принимает ре-
шение, что сообщение 𝑚 пропало в канале, и посылает это
сообщение повторно,

– затем исходное сообщение 𝑚 выходит из той промежуточной
точки, в которой оно застряло, после чего оно присутствует в
канале уже в двух экземплярах – в виде исходного сообщения,
и в виде повторно посланного дубликата.

Иногда для анализа количественных свойств анализируемых РП в
модели канала важно учитывать различные количественные характери-
стики этого канала (например, максимальное число сообщений, которые
могут одновременно содержаться в этом канале, вероятности потерь со-
общений, искажения, задержки, и т.п.).

6.3 Примеры распределенных программ
В этом параграфе приводятся примеры РП и их спецификаций. Читате-
лю предлагается самостоятельно разработать метод верификации РП, и
применить его для верификации изложенных ниже РП.

6.3.1 Циклическая перестановка значений

В этом пункте описывается РП 𝑃 = (𝑃0, . . . , 𝑃𝑛−1), где ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛 − 1
множество 𝑋𝑃𝑖

содержит переменную 𝑥𝑖, и задача 𝑃 заключается в том,
чтобы после её завершения ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛−1 в переменной 𝑥𝑖 содержалось
то значение, которое содержалось до выполнения 𝑃 в переменной 𝑥𝑖+1

(операции над индексами рассматриваются по модулю 𝑛).
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∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1 ППС 𝑃𝑖 имеет следующий вид:����∙ -𝑃𝑖−1 !𝑥𝑖
����
??

𝑃𝑖+1 ? 𝑦𝑖𝑃𝑖+1 ? 𝑦𝑖

𝑥𝑖 := 𝑦𝑖𝑃𝑖−1 !𝑥𝑖
���� ����- -

����@@��
В описании спецификации РП 𝑃 мы будем использовать новые пере-

менные 𝑧0, . . . , 𝑧𝑛−1 (т.е. данные переменные входят только в специфика-
цию). Спецификация 𝑃 имеет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑃𝑟𝑒 = (𝑛 ≥ 2) ∧
(︁ 𝑛−1⋀︀

𝑖=0
(𝑥𝑖 = 𝑧𝑖)

)︁
,

𝑃𝑜𝑠𝑡 =
𝑛−1⋀︀
𝑖=0

(𝑥𝑖 = 𝑧𝑖+1).

6.3.2 Распределенное вычисление максимума

В следующем примере описывается РП 𝑃 = (𝑃0, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛), где

∙ 𝑋𝑃0 содержит переменную 𝑥0,

∙ ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 𝑋𝑃𝑖
содержит переменную 𝑥𝑖, значение которой не

изменяется во время выполнения 𝑃 , а также переменную 𝑘𝑖, причем
значения всех переменных 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛 равны числу 𝑛, и

∙ задача 𝑃 заключается в том, чтобы после её завершения в пере-
менной 𝑥0 содержалось значение max

𝑖=1...𝑛
𝑥𝑖.

ППС 𝑃0 имеет две вершины – начальную (⊙) и терминальную (⊗), и
∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 𝑃0 содержит ребро из ⊙ в ⊗ с меткой 𝑃𝑖?𝑥0.

∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 ППС 𝑃𝑖 тоже имеет две вершины – начальную (⊙) и
терминальную (⊗), и схематически изображается диаграммой

����∙ � ��
[[𝑙𝑖 ̸= 𝑘𝑖]]
𝑃𝑗?(𝑧𝑖,𝑚𝑖)
𝑦𝑖 := max(𝑦𝑖, 𝑧𝑖)
𝑙𝑖 := 𝑙𝑖 +𝑚𝑖

??

[[𝑙𝑖 = 𝑘𝑖]]
𝑃0!𝑦𝑖

𝑃𝑗!(𝑦𝑖, 𝑙𝑖)

����@@��
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в которой используются следующие обозначения:

∙ стрелка из ⊙ в ⊙ изображает 𝑛−1 ребер, каждое из которых имеет
метку, получаемую из нарисованной рядом с этой стрелкой метки
заменой 𝑗 на конкретное значение из {1, . . . , 𝑛} ∖ {𝑖},

∙ стрелка из ⊙ в ⊗ с меткой 𝑃𝑗!(𝑦𝑖, 𝑙𝑖) тоже изображает 𝑛 − 1 ребер,
метки которых определяются аналогичным образом.

Спецификация РП 𝑃 :⎧⎪⎨⎪⎩
𝑃𝑟𝑒 = (𝑛 ≥ 2) ∧

𝑛⋀︀
𝑖=1

(︁
(𝑦𝑖 = 𝑥𝑖) ∧ (𝑙𝑖 = 1) ∧ (𝑘𝑖 = 𝑛)

)︁
,

𝑃𝑜𝑠𝑡 = (𝑥0 = max
𝑖=1...𝑛

𝑥𝑖).

6.3.3 Избрание лидера

Третий пример РП имеет вид 𝑃 = (𝑃0, . . . , 𝑃𝑛−1), где ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛 − 1
множество 𝑋𝑃𝑖

содержит переменные 𝑥𝑖 и 𝑟𝑖, причем значения перемен-
ных 𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1 различны и не изменяются в процессе выполнения 𝑃 , и
задача 𝑃 заключается в том, чтобы после её завершения

∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1 𝑟𝑖 =

⎧⎨⎩ 1, если 𝑥𝑖 = max
𝑗=0..𝑛−1

𝑥𝑗,

0, иначе.

На взаимодействие между процессами 𝑃0, . . . , 𝑃𝑛−1 накладывается ог-
раничение: ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1 𝑃𝑖 может получать сообщения только от
𝑃𝑖−1 и посылать сообщения только 𝑃𝑖+1, где операции над индексами
процессов рассматриваются по модулю 𝑛.

∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1 ППС 𝑃𝑖 имеет следующий вид:

[[𝑥𝑖 < 𝑦𝑖]]
𝑃𝑖+1 ! 𝑦𝑖

����∙
?

𝑃𝑖+1 !𝑥𝑖��������

��������

[[𝑥𝑖 = 𝑦𝑖]]
𝑟𝑖 := 1
𝑃𝑖+1 ! *

��

�
���

���
����

@@R
--

-

6

-
-

𝑃𝑖−1?𝑦𝑖

[[𝑥𝑖 > 𝑦𝑖]]

[[𝑦𝑖 ̸= *]]

[[𝑦𝑖 = *]] [[𝑟𝑖 = 1]]

[[𝑟𝑖 = 0]]
𝑃𝑖+1 ! * ����@@��
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В 𝑃𝑖 используется вспомогательная переменная 𝑦𝑖, где 𝜏(𝑥𝑖) = 𝜏(𝑦𝑖),
и предполагается, что 𝒟𝜏(𝑥𝑖) содержит выделенное значение *, которое
отличается от всех значений, которые могут принимать 𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1.

Спецификация РП 𝑃 :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑃𝑟𝑒 = (𝑛 ≥ 2) ∧

𝑛−1⋀︀
𝑖=0

(︁
(𝑟𝑖 = 0) ∧ (𝑥𝑖 ̸= *) ∧ (

⋀︀
𝑗 ̸=𝑖

(𝑥𝑗 ̸= 𝑥𝑖))
)︁
,

𝑃𝑜𝑠𝑡 =
𝑛−1⋁︀
𝑖=0

(︁
(𝑟𝑖 = 1) ∧ (

⋀︀
𝑗 ̸=𝑖

(𝑟𝑗 = 0) ∧ (𝑥𝑗 < 𝑥𝑖))
)︁
.
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Глава 7

Задачи

Все представленные задачи заключаются в том, чтобы доказать коррект-
ность программ, представленых в виде БС или в операторной форме. Ес-
ли тип какой-либо переменной в этих программах не указан явно, то он
по умолчанию равен I. В некоторых задачах приведено несколько про-
грамм, соответствующих одной и той же спецификации. Если какие-либо
две из излагаемых ниже программ являются реализацией в виде БС и в
операторной форме одного и того же алгоритма, они приводятся в одном
и том же пункте.

7.1 Задачи без массивов

7.1.1 Произведение двух чисел

𝑃𝑟𝑒 : 𝑦 ≥ 0, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑧 = 𝑥𝑦.

1.

����∙ - 𝑧 := 0
𝑖 := 𝑦

-?
�� ��𝑖 > 0 -

?
0

1 𝑧 := 𝑧 + 𝑥
𝑖 := 𝑖− 1����@@��[︃

(𝑧, 𝑖) := (0, 𝑦)
while 𝑖 > 0 do (𝑧, 𝑖) := (𝑧 + 𝑥, 𝑖− 1)

]︃

2. ⎡⎢⎣ (𝑧, 𝑖, 𝑗) := (0, 𝑥, 𝑦)
while 𝑗 ̸= 0 do

if 𝑗%2 = 1 then 𝑧 := 𝑧 + 𝑖 else (𝑖, 𝑗) := (2𝑖, 𝑗/2)

⎤⎥⎦
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7.1.2 Возведение в степень

𝑃𝑟𝑒 : 𝑦 ≥ 0, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑧 = 𝑥𝑦.

1.

����∙ - 𝑧 := 1
𝑖 := 𝑦

-?
�� ��𝑖 > 0 -

?
0

1 𝑖 := 𝑖− 1
𝑧 := 𝑧𝑥����@@��[︃

(𝑧, 𝑖) := (1, 𝑦)
while 𝑖 > 0 do (𝑖, 𝑧) := (𝑖− 1, 𝑥𝑧)

]︃

2. ⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑧, 𝑖, 𝑗) := (1, 𝑥, 𝑦)
while 𝑗 ̸= 0 do

if 𝑗%2 = 1 then (𝑗, 𝑧) := (𝑗 − 1, 𝑖𝑧)
else (𝑖, 𝑗) := (𝑖2, 𝑗 := 𝑗/2)

⎤⎥⎥⎥⎦

7.1.3 Извлечение квадратного корня

𝑃𝑟𝑒 : 𝑥 ≥ 0, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑧 = ⌊
√
𝑥 ⌋.

1.

����∙ - 𝑧 := 0 -?
�� ��(𝑧 + 1)2 ≤ 𝑥 -

?
0

1
𝑧 := 𝑧 + 1

����@@��[︃
𝑧 := 0
while (𝑧 + 1)2 ≤ 𝑥 do 𝑧 := 𝑧 + 1

]︃

2. ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(𝑖, 𝑗, 𝑎, 𝑏, 𝑧) := (1, 1, 0, 0, 0)
while 𝑗 ≤ 𝑥 do (𝑖, 𝑗) := (2𝑖, 4𝑗)

while 𝑖 > 1 do

⎡⎢⎣ (𝑖, 𝑗, 𝑏) := (𝑖/2, 𝑗/4, 𝑏/2)
𝑐 := 𝑎+ 𝑏+ 𝑗
if 𝑐 ≤ 𝑥 then (𝑎, 𝑏, 𝑧) := (𝑐, 𝑏+ 2𝑗, 𝑧 + 𝑖)

⎤⎥⎦

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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7.1.4 Извлечение логарифма

𝑃𝑟𝑒 : 𝑥 ≥ 1, 𝑎 ≥ 2, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑧 = ⌊log𝑎 𝑥⌋.

����∙ - 𝑧 := 0
𝑦 := 𝑎

-?
�� ��𝑦 ≤ 𝑥 -

?
0

1 𝑧 := 𝑧 + 1
𝑦 := 𝑎𝑦����@@��[︃

(𝑧, 𝑦) := (0, 𝑎)
while 𝑦 ̸= 𝑥 do (𝑧, 𝑦) := (𝑧 + 1, 𝑎𝑦)

]︃
Указание: выразить постусловие соотношением 𝑎𝑧 ≤ 𝑥 < 𝑎𝑧+1.

7.1.5 Вычисление частного и остатка от деления це-
лых чисел

𝑃𝑟𝑒 : (𝑎 ≥ 0) ∧ (𝑏 > 0), 𝑃𝑜𝑠𝑡 : (𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟) ∧ (0 ≤ 𝑟 < 𝑏).

1. [︃
(𝑟, 𝑞) := (𝑎, 0)
while 𝑏 ≤ 𝑟 do (𝑟, 𝑞) := (𝑟 − 𝑏, 𝑞 + 1)

]︃

2. ⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑟, 𝑞, 𝑖) := (𝑎, 0, 𝑏)
while 𝑖 ≤ 𝑟 do 𝑖 := 2𝑖

while 𝑖 ̸= 𝑏 do

[︃
(𝑞, 𝑖) := (2𝑞, 𝑖/2)
if 𝑖 ≤ 𝑟 then (𝑟, 𝑞) := (𝑟 − 𝑖, 𝑞 + 1)

]︃
⎤⎥⎥⎥⎦

3.

����∙ -
𝑞 := 0
𝑟 := 0
𝑖 := 𝑎

-?
�� ��𝑖 = 0 -

?
1

0 𝑞 := [[𝑟 + 1 = 𝑏]] 𝑞 + 1 : 𝑞
𝑟 := [[𝑟 + 1 = 𝑏]] 0 : 𝑟 + 1
𝑖 := 𝑖− 1����@@��
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4. (аппаратная реализация деления целых чисел)����∙
?

-

𝑟 := 𝑎
𝑞 := 0
𝑖 := 1
𝑗 := 𝑏

�� ��𝑟 ≤ 𝑗

𝑖 := 2𝑖
𝑗 := 2𝑗

- 0?

60

1

�� ��𝑟 ≥ 𝑗
�� ��𝑖 = 1- -

1
0

? 𝑖 := 𝑖/2
𝑗 := 𝑗/2

𝑞 := 𝑞 + 𝑖
𝑟 := 𝑟 − 𝑗

?

61

?����@@��⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑟, 𝑞, 𝑖, 𝑗) := (𝑎, 0, 1, 𝑏)
while 𝑟 > 𝑗 do (𝑖, 𝑗) := (2𝑖, 2𝑗)

do

[︃
if 𝑟 ≥ 𝑗 then (𝑞, 𝑟) := (𝑞 + 𝑖, 𝑟 − 𝑗)
if 𝑖 ̸= 1 then (𝑖, 𝑗) := (𝑖/2, 𝑗/2)

]︃
while 𝑖 ̸= 1

⎤⎥⎥⎥⎦

7.1.6 Наибольший общий делитель

𝑃𝑟𝑒 : (𝑎 > 0) ∧ (𝑏 > 0), 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏),

где 𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) – сокращенная запись формулы

𝑑 = max{𝑥 | ∃ 𝑎′, 𝑏′ : 𝑎 = 𝑥𝑎′, 𝑏 = 𝑥𝑏′}

(𝑔𝑐𝑑 – сокращение от greatest common divisor).

1.

∙
𝑙

����∙ - 𝑖 := 𝑎
𝑗 := 𝑏

-

6 61 0

?

6

�� ��𝑖 = 𝑗
�� ��𝑖 > 𝑗-

?
1

0

𝑗 := 𝑗 − 𝑖𝑖 := 𝑖− 𝑗

𝑑 := 𝑖 -
����@@��⎡⎢⎢⎢⎣

(𝑖, 𝑗) := (𝑎, 𝑏)
while 𝑖 ̸= 𝑗 do

if 𝑖 > 𝑗 then 𝑖 := 𝑖− 𝑗 else 𝑗 := 𝑗 − 𝑖
𝑑 := 𝑖

⎤⎥⎥⎥⎦

Указание: 𝛽𝑙 =

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑎 > 0) ∧ (𝑏 > 0)
(𝑖 > 0) ∧ (𝑗 > 0)
𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗) = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏)

⎫⎪⎬⎪⎭, 𝑢𝑙 = max(𝑦1, 𝑦2).
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2. ⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑖, 𝑗) := (𝑎, 𝑏)

while 𝑖 ̸= 𝑗 do

[︃
while 𝑖 > 𝑗 do 𝑖 := 𝑖− 𝑗
while 𝑗 > 𝑖 do 𝑗 := 𝑗 − 𝑖

]︃
𝑑 := 𝑖

⎤⎥⎥⎥⎦
Указание: для доказательства завершаемости в качестве фунди-
рованного множества 𝑈 можно взять множество N натуральных
чисел, и в качестве 𝑢 – терм 𝑖+ 𝑗 (для всех трех циклов).

3.

����∙ - 𝑖 := 𝑎
𝑗 := 𝑏

�� ��𝑖 > 𝑗-

?

6

𝑖 ⇀↽ 𝑗

-?

1

0
�� ��𝑖 = 0 -

?
1

0
(𝑖, 𝑗) := (𝑗%𝑖, 𝑖)

𝑑 := 𝑗 -
����@@��⎡⎢⎢⎢⎣

(𝑖, 𝑗) := (𝑎, 𝑏)
if 𝑖 > 𝑗 then 𝑖 ⇀↽ 𝑗
while 𝑖 ̸= 0 do (𝑖, 𝑗) := (𝑗%𝑖, 𝑖)
𝑑 := 𝑗

⎤⎥⎥⎥⎦
4.

����∙ - 𝑖 := 𝑎
𝑗 := 𝑏
𝑘 := 1

𝑖 := 𝑖/2

�� ��𝑗%2 = 0

�� ��𝑖%2 = 0

𝑗 := 𝑗/2
𝑘 := 2𝑘

∙ ∙
𝑙1

𝑙2

1
0

�

�

- 1?

?

-

6

1

0

0
�� ��𝑗%2 = 0

�� ��𝑖 = 𝑗-

?

-

1
6

𝑑 := 𝑖𝑘

𝑗 := 𝑗/2 (𝑖, 𝑗) := (𝑗, |𝑖− 𝑗|)
?

�

0
?����@@��

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝑖, 𝑗, 𝑘) := (𝑎, 𝑏, 1)

while 𝑖%2 = 0 do

[︃
if 𝑗%2 = 0 then (𝑗, 𝑘) := (𝑗/2, 2𝑘)
𝑖 := 𝑖/2

]︃
while (𝑗%2 = 0) ∨ (𝑖 ̸= 𝑗) do[︃

if 𝑗%2 = 1 then (𝑖, 𝑗) := (𝑗, |𝑖− 𝑗|)
𝑗 := 𝑗/2

]︃
𝑑 := 𝑖𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Указание: для доказательства завершаемости рассмотреть следую-
щие инварианты:

𝛽𝑙1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑎 > 0) ∧ (𝑏 > 0)
(𝑖 > 0) ∧ (𝑗 > 0)
𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗)𝑘 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏)

⎫⎪⎬⎪⎭ , 𝛽𝑙2 = 𝛽𝑙1 ∧ (𝑖%2 = 1),

и определить 𝑢𝑙1 и 𝑢𝑙2 следующим образом: 𝑢𝑙1
def
= 𝑖, 𝑢𝑙2

def
= 𝑖+ 2𝑗.

7.1.7 Представление наибольшего общего делителя
линейной формой

𝑃𝑟𝑒 : (𝑎 > 0) ∧ (𝑏 > 0), 𝑃𝑜𝑠𝑡 : (𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏)) ∧ (𝑑 = 𝑢𝑎+ 𝑣𝑏).����∙
?

�

?

?

𝑖 := 𝑎
𝑗 := 𝑏�� ��𝑖 > 𝑗

?

-1

0

𝑢 := 1
𝑣 := 0
𝑝 := 0
𝑞 := 1

-

𝑖 ⇀↽ 𝑗
𝑢 := 0
𝑣 := 1
𝑝 := 1
𝑞 := 0

-

𝑡 := 𝑗/𝑖
(𝑖, 𝑗) := (𝑗%𝑖, 𝑖)

�� ��𝑖 = 0 -

6

-

0
1

(𝑢, 𝑝) := (𝑝− 𝑡𝑢, 𝑢)
(𝑣, 𝑞) := (𝑞 − 𝑡𝑣, 𝑣)

𝑑 := 𝑗
����@@��

7.1.8 Наибольший общий делитель и наименьшее об-
щее кратное

𝑃𝑟𝑒 : (𝑎 > 0) ∧ (𝑏 > 0), 𝑃𝑜𝑠𝑡 : (𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏)) ∧ (𝑚 = 𝑠𝑐𝑚(𝑎, 𝑏)),

где 𝑚 = 𝑠𝑐𝑚(𝑎, 𝑏) – сокращенная запись формулы

𝑚 = min{𝑥 ≥ 0 | ∃ 𝑎′, 𝑏′ : 𝑥 = 𝑎𝑎′ = 𝑏𝑏′}

(𝑠𝑐𝑚 – сокращение от smallest common multiple).⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑖, 𝑗, 𝑝, 𝑞) := (𝑎, 𝑏, 0, 𝑏)

while 𝑖 ̸= 𝑗 do

[︃
while 𝑖 > 𝑗 do (𝑖, 𝑝) := (𝑖− 𝑗, 𝑝+ 𝑞)
while 𝑗 > 𝑖 do (𝑗, 𝑞) := (𝑗 − 𝑖, 𝑝+ 𝑞)

]︃
(𝑑,𝑚) := (𝑖, 𝑝+ 𝑞)

⎤⎥⎥⎥⎦
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7.1.9 Приближенное решение уравнения

В излагаемой ниже БС все переменные имеют тип real, их значениями
являются действительные числа.{︃

𝑃𝑟𝑒 : (𝑎 < 𝑏) ∧ (𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]) ∧ (𝑓(𝑎) ≤ 0) ∧ (𝑓(𝑏) ≥ 0) ∧ (𝜀 > 0),
𝑃𝑜𝑠𝑡 : ∃𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] : |𝑥− 𝑦| < 𝜀, 𝑓(𝑦) = 0.

����∙ - 𝑐 := 𝑎
𝑑 := 𝑏

- 𝑥 := 𝑐+𝑑
2
-

6 61 0

?

6

�� ��𝑥− 𝑐 > 𝜀
�� ��𝑓(𝑥) < 0-

?
0

1

𝑑 := 𝑥𝑐 := 𝑥

����@@��⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑐, 𝑑) := (𝑎, 𝑏)

while 𝑑− 𝑐 > 2𝜀 do

[︃
𝑥 := (𝑐+ 𝑑)/2
if 𝑓(𝑥) < 0 then 𝑐 := 𝑥 else 𝑑 := 𝑥

]︃
𝑥 := (𝑐+ 𝑑)/2

⎤⎥⎥⎥⎦

7.1.10 Проверка на простоту⎧⎪⎨⎪⎩
𝑃𝑟𝑒 : 𝑥 ≥ 2,

𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑟 =

{︃
1, если 𝑥 – простое, т.е. ∀ 𝑖 = 2, . . . , 𝑥− 1 𝑥%𝑖 ̸= 0,
0, если 𝑥 не является простым числом.

����∙ - 𝑖 := 2
𝑟 := 0

-

?

1

0?
�� ��𝑖 < 𝑥
�� ��𝑥%𝑖 = 0-

?

-

0

1
𝑖 := 𝑖+ 1

𝑟 := 1 -
����@@��⎡⎢⎣ (𝑖, 𝑟) := (2, 1)

while (𝑖 < 𝑥) ∧ (𝑟 = 1) do
if 𝑥%𝑖 = 0 then 𝑟 := 0 else 𝑖 := 𝑖+ 1

⎤⎥⎦
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7.1.11 Проверка, является ли число совершенным

Целое число называется совершенным, если оно равно сумме своих де-
лителей (например, число 6 = 1 + 2 + 3 – совершенное).

𝑃𝑟𝑒 : 𝑥 > 2, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑟 =

⎧⎨⎩ 1, если 𝑥
∑︀

1≤𝑑<𝑥,𝑑|𝑥
𝑑,

0, иначе.

����∙ - -
𝑖 := 𝑥
𝑗 := 𝑥
𝑘 := 𝑥

𝑖 := 𝑖− 1

𝑗 := 𝑥

-

6

0
0?

�

�� ��𝑖 = 0
�� ��𝑗 ≥ 𝑖-

?

-

1
0

6

1�� ��𝑗 = 0

𝑗 := 𝑗 − 𝑖

?
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𝑘 := 𝑘 − 𝑖

𝑟 := [[𝑘 = 0]] -
����@@��

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(𝑖, 𝑗, 𝑘) := (𝑥− 1, 𝑥, 𝑥)

while 𝑖 ̸= 0 do

⎡⎢⎣ while 𝑗 ≥ 𝑖 do 𝑗 := 𝑗 − 𝑖
if 𝑗 = 0 then 𝑘 := 𝑘 − 𝑖
(𝑗, 𝑖) := (𝑥, 𝑖− 1)

⎤⎥⎦
𝑟 := [[𝑘 = 0]]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

7.2 Задачи с массивами

7.2.1 Инвертирование массива

Входной массив – 𝑎0..𝑛, результат – массив 𝑏0..𝑛.

𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 ≥ 0, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛 𝑏𝑖 = 𝑎𝑛−𝑖.

1.

����∙ - 𝑏 := 𝑎
𝑖 := 0

-?
�� ��2𝑖 < 𝑛 -

?
0

1 𝑏𝑖 ⇀↽ 𝑏𝑛−𝑖

𝑖 := 𝑖+ 1����@@��[︃
(𝑏, 𝑖) := (𝑎, 0)
while 2𝑖 < 𝑛 do [𝑏𝑖 ⇀↽ 𝑏𝑛−𝑖; 𝑖 := 𝑖+ 1]

]︃
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2.

����∙ - 𝑏 := 𝑎
𝑖 := 𝑛

-

6

6

1

?
0

? 𝑐 := 𝑏0
𝑗 := 0

�� ��𝑖 = 0
�� ��𝑗 = 𝑖- -

?
1

0

𝑏𝑖 := 𝑐
𝑖 := 𝑖− 1

𝑏𝑗 := 𝑏𝑗+1

𝑗 := 𝑗 + 1

����@@��
7.2.2 Минимальный элемент массива

Входной массив – 𝑎0..𝑛.

𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 ≥ 0, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑚 = min{𝑎𝑖 | 𝑖 = 0, . . . , 𝑛}.

1.

����∙ - 𝑖 := 1
𝑚 := 𝑎0

𝑖 := 𝑖+ 1

-

6

0
1?

�� ��𝑖 ≤ 𝑛
�� ��𝑚 < 𝑎𝑖-

?

-

0

1

�

𝑚 := 𝑎𝑖

����@@��⎡⎢⎣ (𝑖,𝑚) := (1, 𝑎0)

while 𝑖 ≤ 𝑛 do

[︃
if 𝑚 < 𝑎𝑖 then 𝑚 := 𝑎𝑖
𝑖 := 𝑖+ 1

]︃ ⎤⎥⎦
2. (в данной БС используется вспомогательный массив 𝑏1..2𝑛+1)

����∙ -
𝑖 := 𝑛
𝑏𝑛+1 := 𝑎0
. . .
𝑏2𝑛+1 := 𝑎𝑛

-

6 61 0

?

6

�� ��𝑖 = 0
�� ��𝑏2𝑖 ≤ 𝑏2𝑖+1
-

?
1

0

𝑏𝑖 := 𝑏2𝑖+1𝑏𝑖 := 𝑏2𝑖𝑖 := 𝑖− 1

𝑚 := 𝑏1 -
����@@��
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7.2.3 Двоичный поиск

Входной массив – 𝑎0..𝑛, требуется найти в нем положение элемента 𝑥.

𝑃𝑟𝑒 : (𝑛 ≥ 0) ∧ (𝑎0 ≤ . . . ≤ 𝑎𝑛) ∧ (∃ 𝑖 : 𝑥 = 𝑎𝑖),
𝑃𝑜𝑠𝑡 : (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) ∧ (𝑥 = 𝑎𝑖).

����∙ - 𝑖 := 0
𝑗 := 𝑛

-

6 61 0

?

6

𝑘 := 𝑖+𝑗
2

�� ��𝑖 < 𝑗
�� ��𝑎𝑘 < 𝑥- -

?
0

1

𝑗 := 𝑘𝑖 := 𝑘 + 1

����@@��⎡⎢⎣ (𝑖, 𝑗) := (0, 𝑛)

while 𝑖 < 𝑗 do

[︃
𝑘 := (𝑖+ 𝑗)/2
if 𝑎𝑘 < 𝑥 then 𝑖 := 𝑘 + 1 else 𝑗 := 𝑘

]︃ ⎤⎥⎦
7.2.4 Наибольший общий делитель компонентов мас-

сива

Входной массив – 𝑎1..𝑛.

𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 ≥ 1,∀ 𝑖 𝑎𝑖 > 0, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1..𝑛),

где 𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1..𝑛) – сокращенная запись формулы

𝑑 = max{𝑥 | ∃ 𝑎′1, . . . , 𝑎′𝑛 : 𝑎1 = 𝑥𝑎′1, . . . , 𝑎𝑛 = 𝑥𝑎′𝑛}.

����∙ - -𝑏 := 𝑎

𝑝 := 𝑏1
𝑞 := 0
𝑖 := 2
𝑗 := 1

𝑖 := 𝑖+ 1

-

66

0
0

6
?

?

�� ��𝑖 ≤ 𝑛
�� ��𝑏𝑖 > 𝑝-

?

-

0

1

0 1

6

1�� ��𝑏𝑖 > 𝑞

𝑞 := 𝑝
𝑝 := 𝑏𝑖
𝑗 := 𝑖
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𝑞 := 𝑏𝑖

�� ��𝑞 = 0� -𝑏𝑗 := 𝑝− 𝑞 𝑑 := 𝑝 -
����@@��

62



7.2.5 Список простых чисел от 2 до 𝑛

Излагаемые ниже программы являются реализацией алгоритма, извест-
ного под названием “решето Эратосфена”.

𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 ≥ 2, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : ∀ 𝑘 = 2, . . . , 𝑛 𝑟𝑘 =

{︃
1, если 𝑘 – простое,
0, иначе.

����∙ - -

𝑟2 := 1
. . .
𝑟𝑛 := 1
𝑖 := 2

𝑗 := 𝑖2

𝑖 := 𝑖+ 1

-

6

0
1

0

?

�

�� ��𝑗 > 𝑛
�� ��𝑟𝑖 = 1-

?

-

1

0

?
6 1

𝑟𝑗 := 0
𝑗 := 𝑗 + 𝑖

�� ��𝑗 ≤ 𝑛

����@@��⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(𝑟2, . . . , 𝑟𝑛, 𝑖) := (1, . . . , 1, 2)
while 𝑖2 ≤ 𝑛 do⎡⎢⎣ if 𝑟𝑖 = 1 then

[︃
𝑗 := 𝑖2

while 𝑗 ≤ 𝑛 do (𝑟𝑗, 𝑗) := (0, 𝑗 + 𝑖)

]︃
𝑖 := 𝑖+ 1

⎤⎥⎦

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
7.2.6 Сортировка массива

Входной массив – 𝑎1..𝑛. Результат должен быть записан в 𝑏1..𝑛.

𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 ≥ 1, 𝑃𝑜𝑠𝑡 : (𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎)) ∧ 𝑜𝑟𝑑(𝑏)

(утверждения вида 𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎) и 𝑜𝑟𝑑(𝑏) определены в пункте 1.3).

1. ����∙
?

𝑏 := 𝑎
𝑖 := 𝑛

-
6

1

10
?

?�

0?

�

𝑐 := 𝑏1
𝑘 := 1
𝑗 := 2

�� ��𝑖 < 2
�� ��𝑗 > 𝑖
�� ��𝑏𝑗 > 𝑐- - -

?
1

0

𝑏𝑘 := 𝑏𝑖
𝑏𝑖 := 𝑐
𝑖 := 𝑖− 1

𝑗 := 𝑗 + 1
𝑐 := 𝑏𝑗
𝑘 := 𝑗

����@@��

2. Логика излагаемой ниже программы заключается в том, что массив
𝑎1..𝑛, рассматривается как дерево, в котором ∀ 𝑖 = 2, . . . , 𝑛 элемент
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𝑎𝑖/2 – родитель 𝑎𝑖.⎡⎢⎣ 𝑏 := 𝑎
for 𝑖 = 𝑛/2 step − 1 until 2 do [(𝑝, 𝑞) := (𝑖, 𝑛); 𝑃 ]
for 𝑖 = 𝑛 step − 1 until 2 do [(𝑝, 𝑞) := (1, 𝑖); 𝑃 ; 𝑏1 ⇀↽ 𝑏𝑖]

⎤⎥⎦

где 𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥 := 𝑏𝑝
𝑙 : 𝑗 := 2𝑝
if 𝑗 ≤ 𝑞 then[︃

if 𝑗 < 𝑞 then [ if 𝑏𝑗+1 > 𝑏𝑗 then 𝑗 := 𝑗 + 1 ]
if 𝑏𝑗 > 𝑥 then [𝑏𝑝 := 𝑏𝑗; 𝑝 := 𝑗; go to 𝑙]

]︃
𝑏𝑝 := 𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Указание: рассмотреть в качестве инварианта одного из циклов
формулу, выражающую следующее утверждение:

∀ 𝑖, 𝑗 : 1 < 𝑗 ≤ 𝑖 𝑏𝑗/2 ≥ 𝑏𝑗, и часть 𝑏𝑖..𝑛 отсортирована.

7.2.7 Перестановка массива с заданным условием

Входной массив – 𝑎0..𝑛, выходной массив – 𝑏0..𝑛.{︃
𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 > 0,
𝑃𝑜𝑠𝑡 : (𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎)) ∧ (0 ≤ 𝑗 < 𝑖 ≤ 𝑛) ∧ (𝑏0..𝑖−1 ≤ 𝑏𝑗+1..𝑛).⎡⎢⎢⎢⎣

(𝑏, 𝑟, 𝑖, 𝑗) := (𝑎, 𝑎𝑛/2, 0, 𝑛)

while 𝑖 ̸= 𝑗 do

⎡⎢⎣ while 𝑏𝑖 < 𝑟 do 𝑖 := 𝑖+ 1
while 𝑟 < 𝑏𝑗 do 𝑗 := 𝑗 − 1
if 𝑖 ≤ 𝑗 then [𝑏𝑖 ⇀↽ 𝑏𝑗; (𝑖, 𝑗) := (𝑖+ 1, 𝑗 − 1)]

⎤⎥⎦
⎤⎥⎥⎥⎦

Указание: рассмотреть в качестве инварианта большого цикла фор-

мулу 𝐼 = 𝛽𝑖 ∧ 𝛽𝑗, где
{︃

𝛽𝑖 = (0 ≤ 𝑖) ∧ (𝑏0..𝑖−1 ≤ 𝑟),
𝛽𝑗 = (𝑗 ≤ 𝑛) ∧ (𝑏𝑗+1..𝑛 ≥ 𝑟).

7.2.8 Перестановка массива в заданном порядке

Входной массив – 𝑎0..𝑛, выходной массив – 𝑏0..𝑛.{︃
𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 ≥ 0, 𝑓 – биекция на {0, . . . , 𝑛},
𝑃𝑜𝑠𝑡 : (𝑏 = 𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑎)) ∧ (∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑛 𝑏𝑖 = 𝑎𝑓(𝑖)).⎡⎢⎢⎢⎣

𝑏 := 𝑎

for 𝑖 := 0 step 1 until 𝑛 do

⎡⎢⎣ 𝑗 := 𝑓(𝑖)
while 𝑗 < 𝑖 do 𝑗 := 𝑓(𝑗)
𝑏𝑖 ⇀↽ 𝑏𝑗

⎤⎥⎦
⎤⎥⎥⎥⎦
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7.2.9 Вычисление определителя матрицы

Входная матрица – 𝑎1..𝑛,1..𝑛, её компоненты – независимые переменные
𝑥11, . . . 𝑥𝑛𝑛. Все операции (сложение, вычитание, умножение и деление)
в излагаемой ниже БС выполняются в поле дробей R(𝑥11, . . . 𝑥𝑛𝑛). Про-
грамма вычисляет определитель 𝑑𝑒𝑡(𝑎) входной матрицы путем приве-
дения её в диагональному виду и перемножения элементов на главной
диагонали. ⎧⎨⎩ 𝑃𝑟𝑒 : 𝑛 ≥ 1,

𝑃𝑜𝑠𝑡 : 𝑑 = 𝑑𝑒𝑡(𝑎)
def
=

∑︀
𝜎∈𝑆𝑛

(−1)𝜎𝑥1𝜎(1) . . . 𝑥𝑛𝜎(𝑛),

где 𝑆𝑛 – группа всех перестановок на множестве {1, . . . , 𝑛}, ∀𝜎 ∈ 𝑆𝑛 (−1)𝜎

– четность перестановки 𝜎.

����∙
?

𝑏 := 𝑎
𝑑 := 𝑎11
𝑘 := 1

-
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-0? 𝑖 := 𝑘 + 1
�� ��𝑘 = 𝑛

�� ��𝑖 = 𝑛+ 1- -

?
1

0

𝑘 := 𝑘 + 1
𝑑 := 𝑏𝑘𝑘𝑑

𝑖 := 𝑖+ 1

𝑗 := 𝑛

�� ��𝑗 = 𝑘

𝑏𝑖𝑗 := 𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑘
𝑏𝑘𝑘

𝑏𝑘𝑗
𝑗 := 𝑗 − 1

�
?

?

�

1

0

6
∙

∙

𝑙1

𝑙2����@@��

Указание:

∙ доказать, что при вычислении данной БС никогда не возникает
деление на 0 (т.е. при выполнении операции деления всегда верно
утверждение 𝑏𝑘𝑘 ̸= 0),

∙ при обосновании завершаемости

– доказать, что следующие формулы являются инвариантами в
соответствующих точках:

* 𝛽𝑙1 : (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1) ∧ (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛+ 1)

* 𝛽𝑙2 : (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1) ∧ (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) ∧ (𝑘 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛)

– определить 𝑁,𝑈 и {𝑢𝑛 | 𝑛 ∈ 𝑁} следующим образом:

* 𝑁
def
= {𝑙1, 𝑙2},
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* 𝑈
def
= N × N × N (множество троек натуральных чисел с

лексикографическим порядком), и

* 𝑢𝑙1
def
= (𝑛− 1−𝑘, 𝑛+1− 𝑖, 𝑛+1), 𝑢𝑙2

def
= (𝑛− 1−𝑘, 𝑛+1− 𝑖, 𝑗).

7.3 Верификация параллельных и распреде-
ленных программ

1. Верифицировать все параллельные и распределенные программы
из пунктов 5.3 и 6.3.

2. Модифицировать параллельную программу сортировки (п. 5.3.3),
в предположении что размер сортируемого массива м.б. произволь-
ным, а число доступных процессоров является фиксированным. Ве-
рифицировать эту модифицированную программу.

3. Модифицировать РП избрания лидера, изложенный в пункте 6.3.3,
в предположении что среди элементов 𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1 м.б. совпадаю-
щие, и верифицировать эту модифицированную РП.

4. Написать параллельные программы, являющиеся реализацией па-
раллельных алгоритмов из книги [27], сформулировать их специ-
фикации, и верифицировать эти программы относительно сформу-
лированных спецификаций.

5. Написать распределенные программы, являющиеся реализацией ра-
спределенных алгоритмов из книги [28], сформулировать их специ-
фикации, и верифицировать эти программы относительно сформу-
лированных спецификаций.

7.4 Другие задачи
В этом параграфе требуется составить программы в виде БС или в опера-
торной форме, предназначенные для решения излагаемых ниже задач,
и верифицировать эти программы. Для каждой из этих программ мы
указываем требования, которым она должна удовлетворять.

1. Программа получает на вход массив 𝑎, результат равен 1, если 𝑎
упорядочен (т.е. верно 𝑜𝑟𝑑(𝑎)), и 0, иначе.

2. Программа получает на вход пару массивов 𝑎 и 𝑏, результат равен
1, если 𝑎 содержит подмассив, равный 𝑏, и 0, иначе.

66



3. Программа получает на вход пару массивов 𝑎 и 𝑏, результат равен
1, если каждый элемент массива 𝑎 входит также и в 𝑏, и 0, иначе.

4. Программа получает на вход массив 𝑎1..𝑛, элементами которого яв-
ляются положительные натуральные числа, и вычисляет представ-
ление наиболельшего общего делителя 𝑔𝑐𝑑(𝑎) элементов массива 𝑎
в виде линейной формы, т.е. результатом работы программы явля-
ется массив 𝑏1..𝑛, удовлетворяющий условию

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎).

5. Программа получает на вход массив 𝑎, результатом является мас-
сив, получаемый из 𝑎 удалением копий тех элементов, которые вхо-
дят в 𝑎 более одного раза.

6. Программа получает на вход массив, результатом должен быть от-
сортированный входной массив (рассмотреть алгоритмы сортиров-
ки вставкой, слиянием, а также быструю сортировку Хоара).

7. Программа получает на вход массив 𝑎, результатом является пара
индексов 𝑖 ≤ 𝑗, такая, что 𝑎𝑖..𝑗 – максимальный по размеру подмас-
сив массива 𝑎, все элементы которого одинаковы.

8. Программа получает на вход массив 𝑎, результатом является мас-
сив 𝑏, получаемый перестановкой элементов 𝑎, и такой, что сначала
в 𝑏 идут элементы, имеющие наименьшее число вхождений в 𝑎, за-
тем - имеющее большее число вхождений, и т.д.

9. Программа получает на вход массив 𝑎, результатом является пара
индексов 𝑖 ≤ 𝑗, такая, что 𝑎𝑖..𝑗 – максимальный по размеру неубы-
вающий подмассив массива 𝑎 (т.е. 𝑎𝑖 ≤ . . . ≤ 𝑎𝑗).

10. Программа получает на вход массив 𝑎, результатом является эле-
мент, имеющий наибольшее число вхождений в 𝑎.

11. Программа получает на вход пару упорядоченных массивов 𝑎 и 𝑏,
результатом должен быть упорядоченный массив, множество ком-
понентов которого является пересечением (объединением, разно-
стью) множеств компонентов массивов 𝑎 и 𝑏.

12. Программа получает на вход матрицу, элементы которой являют-
ся действительными числами. Результатом должен быть определи-
тель этой матрицы, вычисленный путем приведения исходной мат-
рицы к ступенчатому виду.
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13. Программа получает на вход матрицу 𝑎1..𝑛,1..𝑛, и ∀ 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛
коэффициент 𝑎𝑖𝑗 представляет собой расстояние от вершины с но-
мером 𝑖 до вершины с номером 𝑗 некоторого графа, вершины ко-
торого занумерованы числами 1, . . . , 𝑛. Результатом должна быть
длина минимального пути из вершины с номером 1 в вершину с
номером 𝑛, причем при движении по этому пути номера вершин
должны возрастать.

14. Программа получает на вход целое число 𝑛, результатом является
разложение 𝑛 на простые множители, т.е. списки простых чисел
𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 и натуральных чисел 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, такие что 𝑛 = 𝑝𝑖11 . . . 𝑝𝑖𝑘𝑘 .

15. Программа получает на вход ориентированный граф, результат –
список сильно связных компонентов этого графа. Программа долж-
на представлять собой реализацию алгоритма Тарьяна [26].
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Глава 8

Заключение

В настоящем тексте изложено описание метода инвариантов для верифи-
кации различных классов программ, и приведено несколько иллюстра-
ций применения этого метода.

Наиболее актуальная проблема, связанная с применением метода ин-
вариантов для верификации программ, заключается в автоматизации
построения инвариантов (или в автоматизации построения доказатель-
ства их отсутствия в том случае, когда верифицируемая программа не
удовлетворяет своей спецификации). В общем случае эта проблема алго-
ритмически неразрешима, поэтому данную проблему целесообразно рас-
сматривать в следующей постановке: разработать средства интерактив-
ного построения требуемых инвариантов, которые бы давали программи-
сту рекомендации по поводу того, какой вид могли бы иметь инварианты,
т.е. предлагали ему некоторые шаблоны инвариантов, которые он бы уже
самостоятельно конкретизировал до формул, обладающих необходимы-
ми свойствами. Некоторые продвижения в решении данной проблемы
можно найти в работах [13]–[25].

Другим направлением исследований в этой области является распро-
странение данного метода на другие классы программ, в том числе на

∙ программы с потенциально неограниченным количеством взаимо-
действующих процессов (например, MPI–программы),

∙ программы, при выполнении которых могут порождаться новые
процессы (например, аналогичные тем, которые порождаются функ-
цией fork в ОС UNIX),

∙ сети Петри, программы с использованием нейронных сетей, функ-
циональные и логические программы, и т.п.
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