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Çàìå÷àíèå ê ëåêöèè 7

Ê ñîæàëåíèþ, â êîíñïåêòå ëåêöèè 7 áûëà äîïóùåí îïèñêà â ôîðìóëèðîâêå ñëåäñòâèÿ
ê òåîðåìå Ìó÷íèêà. Âìåñòî "Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî k ≥ 3 â Pk èìååòñÿ êîíòèíóóì
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ." ñëåäóåò ÷èòàòü "Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî k ≥ 3 â Pk èìååòñÿ êîí-
òèíóóì çàìêíóòûõ êëàññîâ." Ñîáñòâåííî, ýòî è äîêàçûâàëîñü ïîä ôîðìóëèðîâêîé.
Îïèñêà ïðèøëàñü êñòàòè: çàìåòèì, ÷òî â Pàâò èìååòñÿ êîíòèíóóì èìåííî ïðåäïîë-
íûõ êëàññîâ. Ýòî áûëî óñòàíîâëåíî Â.Á.Êóäðÿâöåâûì.
Âåðîÿòíî, â êîíñïåêòàõ ëåêöèé áóäóò îáíàðóæèâàòüñÿ è äðóãèå îïèñêè. Ïðîñüáà ñî-
îáùàòü î íèõ. Ïî çàâåðøåíèè êóðñà èñïðàâëåíèÿ áóäóò âíåñåíû ñðàçó âî âñå ëåêöèè.
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ íà÷àòü âûêëàäûâàòü êîíñïåêòû òåõ ëåêöèé, ïðî÷èòàí-
íûõ äî ðåæèìà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ, êîòîðûå íàèáîëåå ñèëüíî ðàñõîäÿòñÿ ñ
ìàòåðèàëîì ó÷åáíèêîâ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü - ëåêöèè 5.

12-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)

Îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû

Ýòîò ðàçäåë çàâåðøàåò êóðñ ëåêöèé. Â êîíñïåêòàõ íåæåëàòåëüíî áûëî îáðûâàòü
èçëîæåíèå "íà ñåðåäèíå", êàê ÷àñòî ñëó÷àåòñÿ ïðè îáû÷íîì ÷òåíèè êóðñà, è îáùåå
÷èñëî ëåêöèé îêàçàëîñü íåñêîëüêî ìåíüøèì.
Ñëåäóþùèé øàã â ðàññìîòðåíèè äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ - ïåðåõîä ê ìîäåëè àâòîìàòà,
èìåþùåãî íå òîëüêî âðåìåííûå, íî è ïðîñòðàíñòâåííûå ïàðàìåòðû. Ïîìèìî äèñêðåò-
íîãî âðåìåíè t = 1, 2, . . ., áóäåò ââåäåíî òàêæå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðîëü òàêîãî
ïðîñòðàíñòâà èãðàåò k -ìåðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà, óçëû êîòîðîé áóäóò "òî÷êà-
ìè" ïðîñòðàíñòâà àâòîìàòà. Êàæäàÿ òî÷êà â êàæäûé äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè t
áóäåò ïðèíèìàòü ñîñòîÿíèå èç çàäàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà En, îäèíàêîâîãî äëÿ
âñåõ òî÷åê. Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ òî÷êè áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî
ëîêàëüíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî "çàêîíà", îäèíàêîâîãî äëÿ âñåõ òî÷åê. Ðîëü òàêîãî
çàêîíà ñòàíåò èãðàòü ôóíêöèÿ n- çíà÷íîé ëîãèêè, à çíà÷åíèÿìè åå àðãóìåíòîâ áóäóò
ñîñòîÿíèÿ òî÷åê èç çàäàííîé îêðåñòíîñòè òåêóùåé òî÷êè.
Ýòó ìîäåëü, ïðåäëîæåííóþ Äæ.ôîí Íåéìàíîì, ìîæíî òðàêòîâàòü è èíà÷å - êàê áåñ-
êîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ ñõåìó èç îäèíàêîâûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ðàñïîëîæåííûõ
â óçëàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè è ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì ôèêñèðî-
âàííûì, "îäèíàêîâûì" äëÿ âñåõ àâòîìàòîâ îáðàçîì. Äæ. ôîí Íåéìàí íàçâàë ñâîþ
ìîäåëü "êëåòî÷íûì àâòîìàòîì", îäíàêî âïîñëåäñòâèè îíà ïðèîáðåëà è äðóãèå íà-
çâàíèÿ - "îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà", "èòåðàòèâíàÿ ñåòü", è ò.ï. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
òåðìèíîì "îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà".
Åñëè ìîäåëü êîíå÷íîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèñ-
êðåòíûé àíàëîã îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî îäíîðîäíàÿ ñòðóê-
òóðà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ. Íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå ÷èïû èìåþò àíàëîãè÷íóþ àðõèòåêòóðó. Îíà îêà-
çûâàåòñÿ óäîáíîé äëÿ îáðàáîòêè ãåîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ. Êðîìå òîãî, îíà ïîçâîëÿåò
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ñîçäàâàòü "óíèâåðñàëüíûå" ÷èïû, êîòîðûå ìîæíî ïåðåïðîãðàììèðîâàòü òàê, ÷òîáû
îíè ìîäåëèðîâàëè (ðàçóìååòñÿ, ñ îïðåäåëåííûìè ïîòåðÿìè) ðàáîòó äðóãèõ ÷èïîâ.
Òàêèå ÷èïû íàçûâàþòñÿ FPGA (Field Programmable Gates Array). Õîòÿ îíè è íå
ñîâñåì îäíîðîäíûå, íî èìåþò ñ îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè ìíîãî îáùåãî.
Íî ïåðåéäåì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì.
Îäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé (ñîêðàùåííî - ÎÑ) áóäåì íàçûâàòü îáúåêò σ = (Zk, En, V, ϕ),
ãäå Zk - ìíîæåñòâî k-ìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ, En = {0, . . . , n − 1}, n ∈ N,
V = (α1, . . . , αh−1) - óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ k - ìåð-
íûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ, ϕ : (En)h → En - ôóíêöèÿ n-çíà÷íîé ëîãèêè; ϕ =
ϕ(x0, x1, . . . , xh−1. Ýòà ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò 0: ϕ(0, . . . , 0) = 0.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Zk íàçûâàþòñÿ ÿ÷åéêàìè îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Îáû÷íî èõ
èçîáðàæàþò íå òî÷êàìè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè, à åå êëåòêàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò óêà-
çûâàòü âíóòðè êëåòêè ñîñòîÿíèå ÿ÷åéêè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êëåòêè íà ðèñóíêå
ðàçìåùåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî óçëû ðåøåòêè - èõ öåíòðû:

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà En íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ÿ÷åéêè ÎÑ σ.
Íàáîð V = (α1, . . . , αh−1) íàçûâàåòñÿ øàáëîíîì ñîñåäñòâà ÎÑ σ. Ñ åãî ïîìîùüþ äëÿ
êàæäîé ÿ÷åéêè α îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÿ÷ååê V (α) = (α, α+α1, . . . , α+
αh−1), íàçûâàåìûé îêðåñòíîñòüþ ÿ÷åéêè α:

×àñòî (íî íå îáÿçàòåëüíî) ðàññìàòðèâàþò äåâÿòèêëåòî÷íóþ êâàäðàòíóþ îêðåñòíîñòü
ÿ÷åéêè ëèáî êðåñòîîáðàçíóþ ïÿòèêëåòî÷íóþ:
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Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Ïî
íàáîðó ñîñòîÿíèé ÿ÷ååê èç îêðåñòíîñòè çàäàííîé ÿ÷åéêè îíà áóäåò îïðåäåëÿòü íîâîå
ñîñòîÿíèå ýòîé ÿ÷åéêè.
×òîáû îïðåäåëèòü ôóíêöèîíèðîâàíèå îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû, ñíà÷àëà íóæíî óñëî-
âèòüñÿ, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä åå ñîñòîÿíèåì. Áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì ÎÑ σ ïðî-
èçâîëüíóþ ôóíêöèþ f : Zk → En. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ÿ÷åéêå îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû åå ñîñòîÿíèå. Îíà ìîæåò èçîáðàæàòüñÿ (ïðè k = 2) â
âèäå áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû.
Îñíîâíàÿ (èëè ãëîáàëüíàÿ) ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ Φ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿ-
íèé ÎÑ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åå ñîñòîÿíèÿ f îíà óêàçûâàåò íîâîå ñîñòîÿíèå g = Φ(f),
çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì:
g(α) = ϕ(f(α), f(α + α1), . . . , f(α + αh−1)); α ∈ Zk.
Ïîâåäåíèåì ÎÑ σ íàçûâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f0, f1, . . . åå ñîñòîÿíèé, òàêóþ, ÷òî
fi+1 = Φ(fi) ïðè âñåõ i = 0, 1, . . ..
Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áåñêîíå÷íûé àâ-
òîìàò, íå èìåþùèé âõîäîâ è âûõîäîâ. Èçìåíÿåòñÿ òîëüêî åãî òåêóùåå ñîñòîÿíèå.
Ñóùåñòâóþò òàêæå ìîäåëè ñî âõîäàìè è âûõîäàìè, íî ìû èõ íå ðàññìàòðèâàåì.
Ââèäó òîãî, ÷òî ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ñîõðàíÿåò 0, òîæäåñòâåííî íóëåâîå
ñîñòîÿíèå ÎÑ îêàçûâàåòñÿ "ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ" - îíî íå èçìåíÿåòñÿ. ×àñòî îãðàíè÷è-
âàþò ðàññìîòðåíèå ñîñòîÿíèé ÎÑ ëèøü êîíå÷íûìè íåíóëåâûìè "îñòðîâêàìè", íàçû-
âàåìûìè êîíôèãðóàöèÿìè ÎÑ. Áîëåå ñòðîãî, êîíôèãóðàöèåé ÎÑ íàçûâàåòñÿ òàêîå
åå ñîñòîÿíèå f , êîòîðîå èìååò íåíóëåâîå çíà÷åíèå ëèøü íà êîíå÷íîì ÷èñëå ÿ÷ååê.
Î÷åâèäíî, ÷òî îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ ïåðåâîäèò êîíôèãóðàöèþ ñíîâà â êîí-
ôèãóðàöèþ. Åñëè ïîâåäåíèå ÎÑ σ íà÷èíàåòñÿ ñ êîíôèãóðàöèè, òî åãî íàçûâàþò ïî-
âåäåíèåì ýòîé êîíôèãóðàöèè â ÎÑ σ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Ïóñòü σ = (Z2, E2, V, ϕ), ãäå
V = (α1, . . . , αh−1) - êàêîé-òî ïðîèçâîëüíûé øàáëîí ñîñåäñòâà; ϕ(x0, . . . , xh−1) = x0 +
x1 + . . . + xh−1 (mod 2). Îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà äâóìåðíàÿ, êàæäàÿ åå ÿ÷åéêà èìååò
ñîñòîÿíèå 0 ëèáî 1, ïðè÷åì ñîñòîÿíèå ýòîé ÿ÷åéêè â ñëåäóþøèé ìîìåíò âðåìåíè
ðàâíî ñóììå ïî ìîäóëþ 2 ñîñòîÿíèé ÿ÷ååê åå îêðåñòíîñòè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèå f ÎÑ σ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïî ìîäóëþ 2 äâóõ äðóãèõ ñî-
ñòîÿíèé f1, f2: f(α) = f1(α)+f2(α) äëÿ êàæäîãî α ∈ Z2. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
îñíîâíîé ôóíêöèè ïåðåõîäîâ Φ, èìååì:
Φ(f)(α) = f(α)+f(α+α1)+ . . .+f(α+αh−1) (mod 2) = f1(α)+f1(α+α1)+ . . .+f1(α+
αh−1) + f2(α) + f2(α + α1) + . . . + f2(α + αh−1) (mod 2) = Φ(f1)(α) + Φ(f2)(α) (mod 2).
Ïî èíäóêöèè îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî:
Φn(f)(α) = Φn(f1)(α) + Φn(f2)(α) (mod 2).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ÎÑ σ ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì f äîñòàòî÷-
íî íàéòè åå ïîâåäåíèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé f1, f2, à çàòåì "ñëîæèòü" èõ ïî ìî-
äóëþ 2. Îáîáùàÿ ýòî ïðàâèëî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèé êîíôèãóðàöèé â ÎÑ σ äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïîâåäåíèÿ
â íåé ïðîñòåéøèõ "îäíîêëåòî÷íûõ" êîíôèãóðàöèé, èìåþùèõ ëèøü îäíó ÿ÷åéêó â
ñîñòîÿíèè 1.
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Ïóñòü α = (α1, α2) ∈ Z2 - íåêîòîðàÿ ÿ÷åéêà. Îáîçíà÷èì fα êîíôèãóðàöèþ, ïðèíèìà-
þùóþ çíà÷åíèå 1 â òî÷êå α è ðàâíóþ 0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.
Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ Φ(fα). Î÷åâèäíî, ñîñòîÿíèå 1 â íåé áóäóò èìåòü òå è
òîëüêî òå ÿ÷åéêè β, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà ÿ÷åéêà α. Èíûìè ñëîâàìè,
òàêèå ÿ÷åéêè β, ÷òî α = β + αi; i = 0, . . . , h − 1. Äëÿ óäîáñòâà ìû çäåñü îáîçíà÷è-
ëè íóëåâîé âåêòîð ïîñðåäñòâîì α0. Ðàçðåøàÿ óêàçàííûå ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî β,
ïîëó÷àåì, ÷òî â ñîñòîÿíèè 1 îêàæóòñÿ ÿ÷åéêè α − αi; i = 0, . . . , h − 1. Ýòî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà (*):
Φ(fα) = fα−α0 + fα−α1 + . . . + fα−αh−1

(mod 2)

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð Φ ê îáåèì ÷àñòÿì äàííîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:
Φ2(fα) = Φ(fα−α0) + Φ(fα−α1) + . . . + Φ(fα−αh−1

) (mod 2).
Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ðàâåíñòâîì (*) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ïðà-
âîé ÷àñòè. Ïîëó÷èòñÿ ñóììà ñîñîòÿíèé âèäà fα−αi−αj

; i ∈ {0, . . . , h−1}; j ∈ {0, . . . , h−
1}. Â ýòîé ñóììå êàæäîå ñîñòîÿíèå fα−αi−αj

ïðè i 6= j âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû: îäèí ðàç
îíî âîçíèêàåò èç Φ(fα−αi

), äðóãîé ðàç - èç Φ(fα−αj
). Ïîýòîìó òàêèå ñëàãàåìûå âçà-

èìíî óíè÷òîæàþòñÿ, è îñòàþòñÿ ëèøü òå èç íèõ, ó êîòîðûõ i = j. Èíûìè ñëîâàìè,
Φ2(fα) = fα−2α0) + fα−2α1 + . . . + fα−2αh−1

(mod 2).
Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:
Φ2n

(fα) = fα−2nα0 + fα−2nα1 + . . . + fα−2nαh−1
(mod 2).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ K íàøåé ÎÑ. Ðàçëîæèâ åå â ñóììó
îäíîêëåòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííûì âûøå ðàâåíñòâîì,
ïîëó÷èì, ÷òî ê ìîìåíòó 2n îíà ïåðåéäåò â êîíôèãóðàöèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñî-
áîé ñóììó ïî ìîäóëþ 2 h êîíôèãóðàöèé, ïîëó÷åííûõ èç K ñäâèãîì íà âåêòîðû
−2nαi; i = 0, . . . , h− 1. Åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ýòè êîïèè êîíôèãóðàöèè K íå
áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì, òàê ÷òî èñõîäíàÿ "êàðòèíêà" îêàæåòñÿ ðàçìíî-
æåíà â êîëè÷åñòâå h ýêçåìïëÿðîâ. Êàæäûé èç íèõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷åðåç íåêîòîðîå
÷èñëî òàêòîâ 2m ñîçäàñò h ñâîèõ êîïèé, êîòîðûå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n,m íå
áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ, ò.å. âñåãî óæå áóäåò h2 êîïèé èñõîäíîé "êàðòèíêè". È òàê äàëåå,
âðåìÿ îò âðåìåíè â ïîâåäåíèè ÎÑ áóäóò âîçíèêàòü ìîìåíòû, êîãäà èñõîäíàÿ êàðòèí-
êà áóäåò ðàçìíîæåíà â ñêîëü óãîäíî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ýêçåìïëÿðîâ. Çàìåòèì, ÷òî
â ïðîìåæóòêàõ âñå èçîáðàæåíèÿ ïåðåìåøàíû, è íàáëþäàòüñÿ áóäåò ïîëíûé õàîñ.
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Êàê âèäèì, äàæå ïðîñòåéøèå ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð îáëàäàþò äîñòàòî÷íî
èíòåðåñíûì ïîâåäåíèåì. Ê ñîæàëåíèþ, èñ÷åðïûâàþùèé àíàëèç ñâîéñòâ èõ ïîâåäåíèé
â áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñåðüåçíûìè çàòðóäíåíèÿìè. Äëÿ ïî÷òè
ëþáûõ íåòðèâèàëüíûõ ñâîéñòâ ïîâåäåíèé îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð óäàåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî ðàñïîçíàâàíèå èõ "â îáùåì âèäå" ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé çà-
äà÷åé. Òåì íå ìåíåå, âîçìîæíî èçó÷åíèå êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé, âîñïðîèçâîäÿùèõ
ïîâåäåíèå îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð, è íà ýòó òåìó íàïèñàíû öåëûå ìîíîãðàôèè (íà-
ïðèìåð, ìîíîãðàôèÿ Ñ.Âîëüôðàìà). Ðàçâèâàåòñÿ ÷òî-òî òèïà "ýêñïåðèìåíòàëüíîé
ôèçèêè" äèñêðåòíûõ "ìèðîâ".
Íåñìîòðÿ íà àëãîðèòìè÷åñêèå òðóäíîñòè, òåîðèÿ îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð èìååò ìíî-
æåñòâî íåòðèâèàëüíûõ èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíèì èç ïåðâûõ òàêèõ ðåçóëüòàòîâ
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ìóðà, ê èçëîæåíèþ êîòîðîé ìû è ïåðåõîäèì.
Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, èçîáðàæàåì ÿ÷åéêè ÎÑ íå óçëàìè ïëîñêîé ðåøåòêè, à åå
êëåòêàìè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû σ = (Z2, Ek, V, ϕ), ó êîòîðûõ
V (α) - êâàäðàò ñ öåíòðîì â ÿ÷åéêå α:

Òàêèå ÎÑ íàçîâåì êâàäðàòíûìè. Ïóñòü K ⊆ Z2 - êâàäðàò. Îïðåäåëèì åãî îêðåñò-
íîñòü:

V (K) =
⋃
a∈K

V (α)

Î÷åâèäíî, V (K) - êâàäðàò ñ äëèíîé ñòîðîíû l + 2m.
Ñîñòîÿíèåì êâàäðàòà â ÎÑ σ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ, ñîñïîñòàâëÿþùóþ êàæäîé
åãî ÿ÷åéêå ýëåìåíò ìíîæåñòâà Ek. Åñëè èçâåñòíî ñîñòîÿíèå f êâàäðàòà V (K) â ìî-
ìåíò t, òî ïðè ïîìîùè ëîêàëüíîé ôóíêöèè ïåðåõîäîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
ñòîÿíèå g êâàäðàòà K â ìîìåíò t + 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå g = ΦK(f). Ôóíêöèÿ ΦK

îïðåäåëåíà íà ñîñòîÿíèÿõ êâàäðàòà V (K) è ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ñî-
ñòîÿíèÿ êâàäðàòà K. Êàê è ïðè îïðåäåëåíèè îñíîâíîé ôóíêöèè ïåðåõîäîâ Φ, èìååì:
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g(α) = ϕ(f(α), f(α + α1), . . . , f(α + αh−1)); α ∈ K.
Ñîñòîÿíèÿ êâàäðàòà áóäåì íàçûâàòü òàêæå åãî êîíôèãóðàöèÿìè.
Åñëè êîíôèãóðàöèÿ h êâàäðàòàK íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè ΦK ,
òî îíà íàçûâàåòñÿ íåêîíñòðóèðóåìîé. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ, î÷åâèäíî, ìîãóò âîçíèêàòü
ëèøü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîâåäåíèÿ îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Íàëè÷èå íåêîíñòðóèðó-
åìûõ êîíôèãóðàöèé ó îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå åå ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ "õàîòè÷íîñòü" ñîñòîÿíèé îãðàíè÷èâàåòñÿ - âèä êîíôèãóðàöèé íà÷èíàåò ïîä-
÷èíÿòüñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíàì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó áîëüøèíñòâà îäíîðîäíûõ
ñòðóêòóð íåêîíñòðóèðóåìûå êîíôèãóðàöèè èìåþòñÿ. Ïðèìåðîì îäíîðîäíîé ñòðóê-
òóðû áåç íåêîíñòðóèðóåìûõ êîíôèãóðàöèè ìîæåò ñëóæèòü ðàññìîòðåííàÿ âûøå ÎÑ,
ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ êîòîðîé - ñóììà ïî ìîäóëþ 2.
Ìóð óñòàíîâèë ñâÿçü ìåæäó íàëè÷èåì â îäíîðîäíîé ñòðóêòóðå íåêîíñòðóèðóåìûõ
êîíôèãóðàöèé è ÿâëåíèåì ïîòåðè èíôîðìàöèè - íåâîçìîæíîñòüþ âîññòàíîâèòü ïðåä-
ûñòîðèþ ïî òåêóùåé êîíôèãóðàöèè. Äàäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà.
Ïóñòü f1, f2 - äâå êîíôèãóðàöèè êâàäðàòà V (V (K)):

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1. f1|K 6= f2|K (ò.å. ñóæåíèÿ êîíôèãóðàöèé f1, f2 íà êâàäðàò K íå ñîâïàäàþò).
2. f1|V (V (K))\K = f2|V (V (K))\K (ñóæåíèÿ f1, f2 íà äâîéíîå "îêàéìëåíèå" êâàäðàòà K

ñîâïàäàþò).
3. ΦV (K)(f1) = ΦV (K)(f2) (â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ îêðåñòíîñòè

êâàäðàòà K ñîâïàäàþò)

Òîãäà êîíôèãóðàöèè f1, f2 íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ñòèðàåìûìè. Èíôîðìàöèÿ î ðàç-
ëè÷èè êîíôèãóðàöèé f1, f2 íà êâàäðàòå K ìîãëà ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ìîìåíòó
âðåìåíè òîëüêî íà êâàäðàò V (K). Îäíàêî, ñîñòîÿíèÿ ýòîãî êâàäðàòà îêàçûâàþòñÿ
îäèíàêîâûìè, è èíôîðìàöèÿ î ðàçëè÷èè f1, f2 áåçâîçâðàòíî óòåðÿíà.
Òåîðåìà (Ìóð) Åñëè â êâàäðàòíîé ÎÑ ñóùåñòâóþò âçàèìíî ñòèðàåìûå êîíôèãóðà-
öèè, òî â íåé ñóùåñòâóþò è íåêîíñòðóèðóåìûå êîíôèãóðàöèè.
Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òîæå âåðíî - îíî áûëî óñòàíîâëåíî Äæ.Ìàé-
õèëëîì. Õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Ìóðà, ìû åãî íå ðàññìàòðèâàåì.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òðåáîâàíèå "êâàäðàòíîñòè" ÎÑ ââåäåíî ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ
ðàññóæäåíèé è îáÿçàòåëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ.
Ïóñòü â êâàäðàòíîé ÎÑ σ äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòíîé îêðåñòíîñòè ÿ÷åéêè ðàâíà
2m + 1, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÿ÷åéêè - Ek. Ïóñòü òàêæå â ýòîé ÎÑ íà íåêîòîðîì
êâàäðàòå V (V (K)) = K ′ ñóùåñòâóþò äâå âçàèìíî ñòèðàåìûå êîíôèãóðàöèè f1, f2.
Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé êâàäðàòà K ′ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Áóäåì
ñ÷èòàòü äâà ñîñòîÿíèÿ f1 è f2 ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî âçàèì-
íî ñòèðàåìûå. Ïóñòü l - äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà K ′. ×èñëî ñîñòîÿíèé ýòîãî êâàäðàòà
ðàâíî kl2 . Õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà f1, f2,
òàê ÷òî ÷èñëî p êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íå ïðåâîñõîäèò kl2 − 1.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå êîíôèãóðàöèè f, g êâàäðàòà K ′ ýêâèâàëåíòíû, òî, ñîãëàñíî
ïóíêòó 3 îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîé ñòèðàåìîñòè, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (*):
ΦV (K)(f) = ΦV (K)(g).
Âûáåðåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå N è ðàññìîòðèì êâàäðàò K̃ ñ äëèíîé
ñòîðîíû lN . Îí ðàñïàäàåòñÿ íà N2 êâàäðàòîâ, ðàâíûõ K ′:

Î÷åâèäíî, êâàäðàò K̃ ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ íåêîòîðîãî êâàäðàòà K ′′. Äëèíà ñòîðî-
íû êâàäðàòà K ′′ ðàâíà lN − 2m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f̃1, f̃2 - äâà ñîñòîÿíèÿ êâàäðàòà
K̃, ïðè÷åì íà êàæäîì èç óêàçàííûõ íà ðèñóíêå "ïîäêâàäðàòîâ" K ′ èõ ñóæåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíû. Äëÿ êðàòêîñòè, óñëîâèìñÿ èõ òîæå íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè. Ïîêàæåì,
÷òî òîãäà ΦK′′(f̃1) = ΦK′′(f̃2).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ÿ÷åéêó α â êâàäðàòå K ′′. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Åñëè
îíà ïîïàäàåò â êàêîé-ëèáî èç "ïîäêâàäðàòîâ" V (K), òî, ñîãëàñíî (*) åå ñîñòîÿíèÿ â
ΦK′′(f̃1) è ΦK′′(f̃2) ñîâïàäàþò. Åñëè æå ÿ÷åéêà α îêàçûâàåòñÿ ëåæàùåé â êàêîé-ëèáî
èç îáëàñòåé V (V (K)) \ V (K) òî åå îêðåñòíîñòü íå "äîòÿãèâàåòñÿ" äî êâàäðàòîâ K,
íà êîòîðûõ òîëüêî è ìîãóò îòëè÷àòüñÿ êîíôèãóðàöèè f̃1, f̃2. Ïîýòîìó ñîñòîÿíèÿ åå
îêðåñòíîñòè â äàííûõ êîíôèãóðàöèÿõ ðàâíû, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðåéäåò îíà â îäíî
è òî æå ñîñòîÿíèå.
Èòàê, èìååì ΦK′′(f̃1) = ΦK′′(f̃2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå
çíà÷åíèé îïåðàòîðà ΦK′′ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé
êâàäðàòà K̃, ò.å. íå ïðåâîñõîäèò pN2 ≤ (kl2 − 1)N2 .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáùåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé êâàäðàòà K ′′ ðàâíî klN−2m)2 . Ðàññìîòðèì
îòíîøåíèå q âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ
ΦK′′ ê ÷èñëó ñîñòîÿíèé êâàäðàòà K ′′:
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q =
(kl2 − 1)N2

k(lN−2m)2
=

(
kl2 − 1

k(l−2m/N)2

)N2

.

Ïóñòü N → ∞. Òîãäà l − 2m/N → l, è ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî kl2 − 1 < k(l−2m/N)2 ,
ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå N , ÷òî q < 1. Äëÿ òàêîãî N íå âñå ñîñòîÿíèÿ êâàäðàòà K ′′

ïîïàäóò â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îïåðàòîðà ΦK′′ , ò.å. íà ýòîì êâàäðàòå áóäåò èìåòüñÿ
íåêîíñòðóèðóåìàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàêèå-òî äâà ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû, ïåðåõîäÿò â îäíî
è òî æå ñîñòîÿíèå, ýòî åùå íå îçíà÷àåò íàëè÷èå ó íåå âçàèìíî ñòèðàåìûõ êîíôèãóðà-
öèé. Êîíòðïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ïåðåõîä â òîæäåñòâåííî íóëåâîå ñîñòîÿíèå êàê
åãî ñàìîãî, òàê è ñîñòîÿíèÿ, ó êîòîðîãî âñå ÿ÷åéêè èìåþò çíà÷åíèå 1, åñëè ôóíêöèÿ
ïåðåõîäîâ - ñóììà ïî ìîäóëþ 2, à ÷èñëî ÿ÷ååê â îêðåñòíîñòè ÷åòíîå. Äëÿ íàëè÷èÿ
âçàèìíîé ñòèðàåìîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äâà ðàçëè÷íûõ "êîíå÷íûõ"
ñîñòîÿíèÿ, ò.å. äâå êîíôèãóðàöèè, ïåðåøëè â îäíó è òó æå êîíôèãóðàöèþ.


