
1 Ôîðìàò äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ

Îäèí ðàç â íåäåëþ íà ñàéòå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ
ñèñòåì (ñîêðàùåííî ÌÀÒÈÑ) áóäåò âûêëàäûâàòüñÿ î÷åðåäíàÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåî-
ðèÿ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé". Ðàçáèåíèå ìàòåðèàëà íà ëåêöèè ïðèáëèçèòåëüíî áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü òîìó, êîòîðîå ñëîæèëîñü çà ïîñëåäíèå ãîäû. Âîïðîñû ïî ëåêöèÿì
ìîæíî ïåðåñûëàòü íà àäðåñ ýëåêòðîííîé ïî÷òû tdf2020@yandex.ru. Îòâåòû íà íèõ
áóäóò ðàçìåùàòüñÿ ïåðåä íà÷àëîì òåêñòà î÷åðåäíîé ëåêöèè. Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ
ïî êóðñó áóäóò äèñòàíöèîííî ïðîâîäèòüñÿ â òîé ôîðìå, êîòîðóþ âûáåðóò ðóêîâîäè-
òåëè çàíÿòèé. Ôàêòè÷åñêè, îíè óæå âåäóòñÿ.

Ëåêòîð çàðàíåå èçâèíÿåòñÿ çà âîçìîæíûå îïèñêè ïðè íàáîðå òåêñòà.

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ïðåäûäóùåé ëåêöèè

Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, ðàñïîçíàþùåãî
ïîëíîòó êîíå÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé k - çíà÷íîé ëîãèêè. Ïî çàäàííîìó êîíå÷íîìó ìíî-
æåñòâó F òàêèõ ôóíêöèé ñòðîèëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G1, G2, . . . ìíîæåñòâ ôóíê-
öèé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Gi îïðåäåëÿëàñü
íåâûðîæäåííîé ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå Σ íàä F , èìåþùåé òîëüêî ïåðåìåííûå x1

è x2. Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êóçíåöîâà)
ñòàáèëèçèðóåòñÿ: ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî Gn = Gn+1 = . . . = G. Ìíîæåñòâî G íàçû-
âàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà. Àëãîðèòì ïðîâåðÿåò, ïðèíàäëåæèò
ëè ôóíêöèÿ Âåááà Vk(x1, x2) ïðåäåëó G. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðèíàäëåæèò, òî
ñèñòåìà F ïîëíà, èíà÷å - íåïîëíà.

Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ñîõðàíåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèåé f k- çíà÷íîé ëîãèêè íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàëèñü òàê íàçûâàåìûå ñåëåêòîð-
íûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì gp

i (x1, . . . , xp) = xi. Ïóñòü K - ìíîæåñòâî
ôóíêöèé h(x1, . . . , xp) îò p ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåå âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè îò p
ïåðåìåííûõ. Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî K, åñëè äëÿ
ëþáûõ ôóíêöèé h1(x1, . . . , xp), . . . , hn(x1, . . . , xp) èç K âûïîëíåíî óñëîâèå:
f(h1(x1, . . . , xp), . . . , hn(x1, . . . , xp)) ∈ K.

Êëàññ âñåõ ôóíêöèé k- çíà÷íîé ëîãèêè, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâîK, îáîçíà÷èì U [K].
Áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå ëåììû:

Ëåììà 1. Åñëè K - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, çàâèñÿùèõ îò
p ïåðåìåííûõ, òî êëàññ U [K] çàìêíóò.

Ëåììà 2. Ïóñòü K - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ, ñîäåðæàùåå îáå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì ¬(Vk ∈ K). Åñëè F ⊆ U [K],
òî ìíîæåñòâî F íåïîëíî.

Ëåììà 3. Åñëè ìíîæåñòâî F ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè íåïîëíî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî K ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæà-
ùåå îáå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè è íå ñîäåðæàùåå ôóíêöèè Vk, ÷òî F ⊆ U [K].

3 Ëåêöèÿ 6

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ ñóùåñòâóåò àíàëîã êðèòåðèÿ ïîëíîòû, äîêà-
çàííîãî ðàíåå äëÿ àëãåáðû ëîãèêè. Îí ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ "ìàêñèìàëüíûõ"
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ïî âêëþ÷åíèþ çàìêíóòûõ êëàññîâ, îòëè÷íûõ îò Pk. Ýòîò êðèòåðèé, èçâåñòíûé êàê
òåîðåìà Ðîçåíáåðãà, çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå ñâîåãî äâóçíà÷íîãî àíàëîãà. Ïåðâûì øà-
ãîì â íàïðàâëåíèè ê åãî ïîëó÷åíèþ ÿâèëîñü îïèñàíèå Ñ.Â.ßáëîíñêèì âñåõ ïðåä-
ïîëíûõ êëàññîâ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè. Â äàëüíåéøåì ðàçëè÷íûìè èññëåäîâàòåëÿìè
áûëè íàéäåíû ìíîãèå ñåìåéñòâà ïðåäïîëíûõ êëàññîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k, à çàâåð-
øàþùóþ êàðòèíó äàëà òåîðåìà Ðîçåíáåðãà. ×èñëî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â Pk êðàéíå
áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì k.

Â íàøåì êóðñå ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü òåîðåìîé î ñóùåñòâîâàíèè êðèòåðèÿ ïîëíîòû
â òåðìèíàõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, àíàëîãè÷íîãî òåîðåìå Ïîñòà. Ýòà òåîðåìà ïðèíàä-
ëåæèò À.Â.Êóçíåöîâó, è èìåííî ñ íåå íà÷àëîñü ïðîäâèæåíèå ê ïîëíîìó îïèñàíèþ
òàêèõ êëàññîâ.

Òåîðåìà(À.Â.Êóçíåöîâ) Ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ñèñòåìóM1,Ms çàìêíóòûõ êëàñ-
ñîâ k-çíà÷íîé ëîãèêè, òàêóþ, ÷òî íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, ïðè÷åì
ñèñòåìà F ôóíêöèé k - çíà÷íîé ëîãèêè ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå
ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ M1, . . . ,Ms.

Ôàêòè÷åñêè, âñå äîêàçàòåëüñòâî ñîñðåäîòî÷åíî â ïðèâåäåííûõ âûøå ëåììàõ 1 - 3.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êëàññû N1, . . . , Nq âèäà U [K], ãäå K - ìíîæåñòâî ôóíêöèé
k-çíà÷íîé ëîãèêè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåå îáå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè è íå
ñîäåðæàùåå ôóíêöèè Vk. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî òàêèõ êëàññîâ êîíå÷íî. Ïî ëåììå 1,
âñå ýòè êëàññû çàìêíóòû. Åñëè ñèñòåìà F íåïîëíà, òî ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò êëàññ
Ni, â êîòîðîì îíà ñîäåðæèòñÿ. Îáðàòíî, åñëè ñóùåñòâóåò êëàññ Ni, â êîòîðîì ñèñòåìà
F ñîäåðæèòñÿ, òî ïî ëåììå 2 îíà íåïîëíà. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà F ïîëíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ N1, . . . , Nq. Îäíàêî,
íåêîòîðûå èç äàííûõ êëàññîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîäìíîæåñòâàìè äðóãèõ. Óäàëèâ èç
ñïèñêà N1, . . . , Nq òå êëàññû, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â äðóãèõ êëàññàõ òîãî æå ñïèñêà,
ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèñòåìó M1, . . . ,Ms. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.1 Çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîé ïîëíîòå

Êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé F ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòüñÿ, åñëè ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî â F óæå ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðîå çàäàííîå ìíîæåñòâî ôóíêöèéM . Òîãäà
çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê: "÷òî íàäî äîáàâèòü ê M , ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ ñèñòåìó ? ".
Ýòî - òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à îá îòíîñèòåëüíîé ïîëíîòå, ò.å. ïîëíîòå îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû M . Ìû ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è îá îòíîñèòåëüíîé ïîëíî-
òå, êîãäà â êà÷åñòâå M ôèãóðèðóþò âñå îäíîìåñòíûå ôóíêöèè k - çíà÷íîé ëîãèêè.
Îíà áûëà ðåøåíà Ñëóïåöêèì. Îêàçàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå k > 2 äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû,
ñîäåðæàùåé âñå îäíîìåñòíûå ôóíêöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà ñîäåð-
æàëà ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé ôóíêöèþ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþ áîëåå ÷åì îò
îäíîé ïåðåìåííîé. Ìû ïðèâîäèì äàëåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñëóïåöêîãî, ïðåä-
ëîæåííîå Ñ.Â.ßáëîíñêèì. Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ñëåäîâàòü äàæå áîëåå ñèëüíîå
óòâåðæäåíèå (òåîðåìà Ñ.Â.ßáëîíñêîãî): äîñòàòî÷íî áðàòü íå âñå îäíîìåñòíûå ôóíê-
öèè â Pk, à ëèøü òå èç íèõ, êîòîðûå ïðèíèìàþò íå áîëåå k − 1 çíà÷åíèÿ. Êðèòåðèé
Ñëóïåöêîãî â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå k = 2 óòâåðæäåíèå
òåîðåìû Ñëóïåöêîãî íåâåðíî. Çäåñü ëåãêî ñòðîèòñÿ êîíòðïðèìåð.

Ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì îïðåäåëåíèå è ðÿä ëåìì.

Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) k - çíà÷íîé ëîãèêè íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè îíà èìååò
áîëåå îäíîé ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.
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Ëåììà 1 (î òðåõ íàáîðàõ). Ïóñòü f(x1, . . . , xn) - ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èç Pk, ïðèíè-
ìàþùàÿ l çíà÷åíèé, ãäå l ≥ 3. Ïóñòü x1 - åå ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò íàáîðû (α, α2, . . . , αn), (β, α2, . . . , αn), (α, γ2, . . . , γn), íà êîòîðûõ f ïðèíèìàåò
òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ.

Òàê êàê x1 - ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ α2, . . . , αn, ÷òî
â ñëåäóþùåì ñïèñêå S:

f(0, α2, . . . , αn), f(1, α2, . . . , αn), . . . , f(k − 1, α2, . . . , αn)

- èìååòñÿ áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. Â ñïèñêå S âñòðå÷àåòñÿ ìåíüøå, ÷åì l çíà÷åíèé. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü íà-
áîð, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, íå âñòðå÷àþùååñÿ â ñïèñêå
S. Îáîçíà÷èì ýòîò íàáîð, íàïðèìåð, (α, γ2, . . . , γn). Èñïîëüçóåìûå çäåñü ïåðå-
ìåííûå ïîêà íå âñòðå÷àëèñü, è èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä
òàêèå îáîçíà÷åíèÿ è âûãëÿäÿò íåñêîëüêî ñòðàííî. Î÷åâèäíî, f(α, α2, . . . , αn) 6=
f(α, γ2, . . . , γn). Âûáåðåì â êà÷åñòâå β ëþáîå, òàêîå, ÷òî f(β, α2, . . . , αn) 6= f(α,
α2, . . . , αn). Òàê êàê â ñïèñêå S áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, òî òàêîå íàéäåòñÿ. Íî
f(α, γ2, . . . , γn) íå âõîäèò â ñïèñîê S, òàê ÷òî ïîëó÷àåì: f(α, γ2, . . . , γn) 6= f(β,
α2, . . . , αn), è ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ çàâåðøåíî.

2. Â ñïèñêå S âñòðå÷àþòñÿ âñå l çíà÷åíèé. Òàê êàê ôóíêöèÿ f ñóùåñòâåííàÿ, òî ñó-
ùåñòâóåò òàêîå α, ÷òî f(α, x2, . . . , xn) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Èíà÷å çíà÷åíèå
ôóíêöèè f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿëîñü áû çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ γ2, . . . , γn, ÷òî f(α, α2, . . . , αn) 6= f(a, γ2, . . . ,
γn). Òàê êàê l ≥ 3, òî â ñïèñêå S èìååòñÿ íå ìåíåå òðåõ çíà÷åíèé. Ïîýòî-
ìó íàéäåòñÿ òàêîå β, ÷òî f(β, α2, . . . , αn) îòëè÷íî è îò f(α, α2, . . . , αn), è îò
f(a, γ2, . . . , γn). ×òî è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Åñëè f(x1, . . . , xn) - ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â Pk, ïðèíèìàþùàÿ õîòÿ áû l
çíà÷åíèé, ãäå l ≥ 3, òî ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà G1, . . . , Gn ìíîæåñòâà Ek, òàêèå,
÷òî 1 ≤ |G1| ≤ l−1, . . . , 1 ≤ |Gn| ≤ l−1, ïðè÷åì íà ìíîæåñòâå G1× . . .×Gn ôóíêöèÿ
f ïðèíèìàåò õîòÿ áû l çíà÷åíèé.

Çàáåãàÿ âïåðåä, çàìåòèì, ÷òî ëåììà ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ñëó-
ïåöêîãî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà îò ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ l − 1
çíà÷åíèå ê ôóíêöèÿì, ïðèíèìàþùèì l çíà÷åíèé.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x1 - ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ
ôóíêöèè f . Ïî ëåììå 1, ñóùåñòâóþò íàáîðû (α, α2, . . . , αn), (β, α2, . . . , αn), (α, γ2, . . . ,
γn), íà êîòîðûõ f ïðèíèìàåò òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì íàáîðû δi =
(δi1, . . . , δin); i = 1, . . . , l− 3, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò îñòàëüíûå l− 3 çíà÷å-
íèÿ. Â êà÷åñòâåGj âûáåðåì ìíîæåñòâî j-õ ðàçðÿäîâ íàáîðîâ (α, α2, . . . , αn), (β, α2, . . . ,
αn), (α, γ2, . . . , γn), δ1, . . . , δl−3. Êàê ëåãêî âèäåòü, ïîëó÷èì:

G1 = {α, β, δ11, . . . , δl−3,1}, G2 = {α2, γ2, δ12, . . . , δl−3,2}, . . . , Gn = {αn, γn, δ1n, . . . , δl−3,n}

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç ìíîæåñòâ Gj íåïóñòî è èìååò íå áîëåå l − 1 ýëåìåíòà.
Çäåñü âàæíóþ ðîëü ñûãðàë òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , n} òðè íàáîðà
(α, α2, . . . , αn), (β, α2, . . . , αn), (α, γ2, . . . , γn) èìåþò íà j -é ïîçèöèè ëèøü äâà ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿ.
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Ïî âûáîðó ìíîæåñòâ Gj, òå óêàçàííûå âûøå l íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðè-
íèìàåò l ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, ïðèíàäëåæàò ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ G1 × . . . × Gn.
Âîîáùå ãîâîðÿ, íà ýòîì ïðîèçâåäåíèè ôóíêöèÿ f ìîæåò ïðèíèìàòü è äðóãèå çíà÷å-
íèÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé ëåììû ââåäåì ïîíÿòèå êâàäðàòà â k- çíà÷íîé ëîãèêå.
Áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòîì ëþáóþ ÷åòâåðêó íàáîðîâ âèäà {(α1, . . . , αi−1, x, αi+1, . . . ,
αj−1, y, αj+1, . . . , αn)|x ∈ {p1, p2}, y ∈ {q1, q2}}. Èíûìè ñëîâàìè, âñå ðàçðÿäû, êðîìå
i-ãî è j-ãî, â êâàäðàòå çàôèêñèðîâàíû, à i-é è j-é ðàçðÿäû ìîãóò ïðèíèìàòü êàæäûé
îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé. Â ñëó÷àå i-ãî ðàçðÿäà ýòî çíà÷åíèÿ p1, p2; â ñëó÷àå j-ãî - q1, q2.

Ëåììà 3. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) - ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â Pk, ïðèíèìàþùàÿ l çíà÷åíèé,
ïðè÷åì l ≥ 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò êâàäðàò, íà êîòîðîì f ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ñâîå
çíà÷åíèå ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

Çàáåãàÿ âïåðåä, çàìåòèì, ÷òî òàêîé êâàäðàò ïîçâîëèò íàì "èçâëå÷ü" èç ôóíêöèè f
íåêîòîðûé àíàëîã äèçúþíêöèè, êîòîðàÿ êàê ðàç è õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèå 0 ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

Ñíîâà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x1 - ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ
ôóíêöèè f . Ïî ëåììå 1, ñóùåñòâóþò òðè íàáîðà (α, α2, . . . , αn), (β, α2, . . . , αn), (α, γ2, . . . ,
γn), íà êîòîðûõ f ïðèíèìàåò òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïàð:

P1 = {(α, α2, . . . , αn), (β, α2, . . . , αn)},
P2 = {(α, γ2, α3, . . . , αn), (β, γ2, α3, . . . , αn)},
. . . . . . . . . . . .

Pi = {(α, γ2, γ3, . . . , γi, αi+1, . . . , αn), (β, γ2, γ3, . . . , γi, αi+1, . . . , αn)}
. . . . . . . . . . . .

Pn = {(α, γ2, . . . , γn), (β, γ2, . . . , γn)}.
Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ïàð î÷åâèäåí: â ïàðå Pi çíà÷åíèÿ α2, . . . , αi çàìåíÿþòñÿ íà
γ2, . . . , γi.

Íà íàáîðàõ ïàðû P1 ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ - a è b. Íà ïåðâîì
íàáîðå ïàðû Pn îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò a, b. Çíà÷åíèå, ïðèíèìàåìîå åþ
íà âòîðîì ýëåìåíòå ïàðû Pn, ìîæåò ñîâïàñòü ñ a ëèáî ñ b, íî íå îäíîâðåìåííî ñ îáî-
èìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïàðå Pn ôóíêöèÿ f íå ïðèíèìàåò õîòÿ áû îäíî èç çíà÷åíèé
a, b. Äâèãàÿñü ïî ïðèâåäåííîìó âûøå ñïèñêó ïàð ñâåðõó âíèç, ìû äîëæíû äîñòèã-
íóòü òàêîãî i, ÷òî íà ïàðå Pi ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò îáà çíà÷åíèÿ a, b, à íà ïàðå Pi+1

óæå íå ïðèíèìàåò õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî îáúåäèíåíèå ïàð Pi, Pi+1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò {(x, γ1, . . . ,
γi, y, αi+2, . . . , αn)|x ∈ {α, β}, y ∈ {αi+1, γi+1}}. Òî èç çíà÷åíèé a, b, êîòîðîå íå ïðèíè-
ìàåòñÿ ôóíêöèåé f íà ïàðå Pi+1, è áóäåò ïðèíèìàòüñÿ åþ íà óêàçàííîì êâàäðàòå
ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà (Ñëóïåöêèé) Ïóñòü ñèñòåìà F ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå k ≥ 3, ñîäåð-
æèò âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà äëÿ ïîëíîòû F íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îíà ñîäåðæàëà ñóùåñòâåííóþ ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííîé ôóíêöèè, ïðè-
íèìàþùåé âñå k çíà÷åíèé. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè íå ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷èòü òàêóþ ôóíêöèþ èç ôóíêöèé, êîòîðûå ëèáî íå ïðèíèìàþò âñå k çíà÷åíèé, ëèáî
íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè:
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1. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn îïðåäåëåíà êàê f(xi1 , . . . , xin). Åñëè ôóíêöèÿ f íå
ïðèíèìàåò âñå k çíà÷åíèé, òî è g íå áóäåò èõ ïðèíèìàòü. Åñëè f èìåëà åäèí-
ñòâåííóþ ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xm, òî g áóäåò èìåòü åäèíñòâåííóþ ñóùå-
ñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xim .

2. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x1, . . . , xn+m−1) îïðåäåëåíà êàê f(x1, . . . , xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)).
Åñëè f íå ïðèíèìàåò âñå k çíà÷åíèé, òî è h èõ íå ïðèíèìàåò. Åñëè f ïðèíèìàåò
âñå k çíà÷åíèé, òî îíà äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííóþ ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ.
Åñëè åå ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ - íå xn, òî îíà æå áóäåò åäèíñòâåííîé ñóùå-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé ó h. Åñëè åäèíñòâåííîé ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíê-
öèè f ñëóæèò xn, òî ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ g. Åñëè îíà ïðèíèìàåò íå âñå k
çíà÷åíèé, òî è h íå áóäåò ïðèíèìàòü k çíà÷åíèé. Åñëè ôóíêöèÿ g ïðèíèìàåò âñå
k çíà÷åíèé, òî îíà èìååò åäèíñòâåííóþ ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ. Íî òîãäà
îíà îêàæåòñÿ åäèíñòâåííîé ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé è äëÿ h.

3. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ëèáî óäàëåíèÿ íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ñëó÷àé
î÷åâèäåí.

Òàê êàê ñóïåðïîçèöèÿìè èç F íåëüçÿ ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííîé ôóíêöèè, ïðèíèìàþ-
ùåé âñå k çíà÷åíèé, òî îíà íåïîëíà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè.

Ïóñòü F èìååò ñóùåñòâåííóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé.
Ïî ëåììå 3, ñóùåñòâóåò êâàäðàò

{(α1, . . . , αi−1, x, αi+1, . . . , αj−1, y, αj+1, . . . , αn)|x ∈ {p1, p2}, y ∈ {q1, q2}},
íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ñâîå çíà÷åíèå ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Îáî-
çíà÷èì ýòî çíà÷åíèå a. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ0(x), ðàâíóþ 0 ïðè
x = a è ðàâíóþ 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òàê êàê îíà çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé, òî
ïðèíàäëåæèò ìíîæñòâó F . Çàìåòèì, ÷òî âñå êîíñòàíòû α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αj−1,
αj+1, . . . , αn), êàê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, òîæå ïðèíàäëåæàò F . Ïîýòîìó ñëåäó-
þùàÿ ôóíêöèÿ

g(x1, x2) = ϕ0(f(α1, . . . , αi−1, x1, αi+1, . . . , αj−1, x2, αj+1, . . . , αn))

- ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F .

Ôóíêöèÿ g íà êâàäðàòå {(p1, q1), (p2, q1), (p2, q1), (p2, q2)} ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è 1,
ïðè÷åì çíà÷åíèå 0 îíà ïðèíèìàåò â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(p1, q1) = 0. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ êâàäðàòà ôóíêöèÿ g ðàâíà 1.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ1(x), ðàâíóþ p1 ïðè x = 0 è ðàâíóþ p2 â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ. Ââåäåì òàêæå ôóíêöèþ ϕ2(x), ðàâíóþ q1 ïðè x = 0 è ðàâíóþ q2 â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Îáå ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò îò îäíîé ïåðåìåííîé è ïðèíàäëåæàò
F .

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ g′(x1, x2) = g(ϕ1(x1), ϕ2(x2)) ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F .
Îíà îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè x1 = x2 = 0, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíà ðàâíà 1. Òàêèì
îáðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ äèçúþíêöèåé, åñëè çíà÷åíèÿ åå àðãóìåíòîâ
îãðàíè÷èòü ìíîæåñòâîì {0, 1}. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå x1 ∨01 x2.
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Ôóíêöèÿ ji(x), ðàâíàÿ 1 ïðè x = i è ðàâíàÿ 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, çàâèñèò îò
îäíîé ïåðåìåííîé è ïîýòîìó âõîäèò â F . Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ j0(x), ñîâïàäàþùàÿ
ñ îòðèöàíèåì íà ìíîæåñòâå {0, 1}, âõîäèò â F .
Èñïîëüçóÿ çàêîíû Ìîðãàíà, íåòðóäíî òåïåðü ïîëó÷èòü ôóíêöèþ â Pk, îãðàíè÷åíèå
êîòîðîé íà ìíîæåñòâî {0, 1} × {0, 1} ñîâïàäàåò ñ êîíúþíêöèåé:
g′′(x1, x2) = j0(j0(x1) ∨01 j0(x2)) (x1 ∨ x2)

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ôóíêöèþ x1&01x2.

Ïóñòü òåïåðü h(x1, . . . , xm) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ â Pk, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî çíà-
÷åíèÿ 0 è 1. Ïîêàæåì, ÷òî åå ìîæíî ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F . Èñïîëüçóåì
îáîáùåíèå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû äëÿ Pk:

h(x1, . . . , xm) =
∨

(σ1,...,σm)

jσ1(x1)& . . .&jσm(xm)&h(σ1, . . . , σm)

Çäåñü ñèìâîëîì
∨

îáîçíà÷åí ìàêñèìóì, ñèìâîëîì & - ìèíèìóì. Ìàêñèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì íàáîðàì (σ1, . . . , σm) ýëåìåíòîâ Ek.

Çàìåòèì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ jσi
(xi) è h(σ1, . . . , σm) ðàâíû 0 ëèáî 1. Ïîýòîìó â âûðà-

æåíèè äëÿ h ìîæíî âìåñòî ôóíêöèé ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà èñïîëüçîâàòü ∨01 è
&01:

h(x1, . . . , xm) =
∨
01

(σ1,...,σm)

jσ1(x1)&01 . . .&01jσm(xm)&01h(σ1, . . . , σm)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîíñòàíòû h(σ1, . . . , σm) ïðèíàäëåæàò F , ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà
âûðàæàåò h ÷åðåç ôóíêöèè, êîòîðûå ïîëó÷åíû ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F . Òàêèì îáðà-
çîì, ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç Pk, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïîëó÷àåòñÿ ñóïåð-
ïîçèöèÿìè íàä F . Åñëè òåïåðü h(x1, . . . , xm) - ôóíêöèÿ èç Pk, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî
êàêèå-òî äâà çàäàííûå çíà÷åíèÿ a è b, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ h′(x1, . . . , xm),
ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå 0, åñëè h(x1 . . . xm) ðàâíî a, è çíà÷åíèå 1 â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Ðàññìîòðèì òàêæå ïðèíàäëåæàùóþ F ôóíêöèþ ψ(x), ðàâíóþ a, åñëè x = 0, è
ðàâíóþ b â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, h(x1, . . . , xm) = ψ(h′(x1, . . . , xm)), ïðè÷åì
êàê h′, òàê è ψ ïîëó÷åíû ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
â Pk, ïðèíèìàþùàÿ íå áîëåå äâóõ çíà÷åíèé, ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F .

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áàçèñ èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî l, 3 ≤ l ≤ k, óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ôóíêöèè èç Pk, ïðèíè-
ìàþùèå íå áîëåå, ÷åì l− 1 çíà÷åíèå, ïîëó÷àþòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F . Ïîêàæåì,
÷òî ýòî æå âåðíî è äëÿ âñåõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ íå áîëåå, ÷åì l çíà÷åíèé.

Ñíîâà ðàññìîòðèì â F ñóùåñòâåííóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), ïðèíèìàþùóþ k çíà-
÷åíèé. Ïî ëåììå 2, ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà G1, . . . , Gn ìíîæåñòâà Ek, òàêèå, ÷òî
1 ≤ |G1| ≤ l − 1, . . . , 1 ≤ |Gn| ≤ l − 1, ïðè÷åì íà ìíîæåñòâå G1 × . . . × Gn ôóíêöèÿ
f ïðèíèìàåò õîòÿ áû l çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ýòè l çíà÷åíèé a1, . . . , al. Ðàññìîòðèì
íàáîðû èç G1 × . . .×Gn, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò äàííûå çíà÷åíèÿ:

a1 = f(a11, . . . , a1n)

. . . . . . . . . . . .

al = f(al1, . . . , aln)

Çàìåòèì, ÷òî {a11, . . . , al1} ⊆ G1, . . . , {a1n, . . . , aln} ⊆ Gn.
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Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ h(x1, . . . , xm) èç Pk, ïðèíèìàþùóþ òîëüêî
çíà÷åíèÿ a1, . . . , al, è ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ψ1, . . . , ψn òàê,
÷òîáû èìåëî ìåñòî òîæäåñòâî h(x1, . . . , xm) = f(ψ1(x1, . . . , xm), . . . , ψn(x1, . . . , xm)).
Áóäåì äåëàòü ýòî, èñïîëüçóÿ óêàçàííûå âûøå l ðàâåíñòâ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð (α1, . . . , αm) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . xm. Íà
ýòîì íàáîðå ôóíêöèÿ h ïðèíèìàåò êàêîå-òî çíà÷åíèå ai. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ψ1(α1,
. . . , αm), . . . , ψn(α1, . . . , αm) ðàâíûìè, ñîîòâåòñòâåííî, ai1, . . . , ain. Òîãäà ïîëó÷èì:
f(ψ1(α1, . . . , αm), . . . , ψn(α1, . . . , αm)) = f(ai1, . . . , ain) = ai.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ψ1, . . . , ψn îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé
èõ àðãóìåíòîâ. Ïðè ýòîì òîæäåñòâî h(x1, . . . , xm) = f(ψ1(x1, . . . , xm), . . . , ψn(x1, . . . ,
xm)) âûïîëíåíî "ïî ïîñòðîåíèþ".

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψi ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé òîëüêî ýëåìåíòû
{a1i, . . . , ali}, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Gi. Ïîýòîìó äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíè-
ìàåò íå áîëåå ÷åì l − 1 çíà÷åíèå, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåòñÿ ñóïåð-
ïîçèöèÿìè íàä F . Ââèäó óêàçàííîãî òîæäåñòâà, ôóíêöèÿ h òîæå ïîëó÷àåòñÿ ñóïåð-
ïîçèöèÿìè íàä F .

Èòàê, ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç Pk, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ a1, . . . , al, ïîëó÷àåòñÿ
ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F . Åñëè l = k, òî ýòî óæå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç Pk

ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F .

Ïóñòü l < k. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ h èç Pk, ïðèíèìàþùóþ íå áîëåå
÷åì l çíà÷åíèé. Ïóñòü åå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò ñïèñêó b1, . . . , bl. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ h′, çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå ïîëó÷àåòñÿ èç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
h íà ýòîì æå íàáîðå çàìåíîé bi íà ai. Ôóíêöèÿ h′ ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F .
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ(x), ïðèíèìàþùóþ â òî÷êå ai çíà÷åíèå bi, à â îñòàëüíûõ òî÷-
êàõ ðàâíóþ 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî h(x1, . . . , xm) = ψ(h′(x1, . . . , xm)), ò.å. h ïîëó÷àåòñÿ
ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F .

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî øàãà èíäóêöèè. Ïðè l = k ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà F
ïîëíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåííîå Ñ.Â. ßáëîíñêèì äîêàçàòåëüñòâî âûÿâèëî òîò ôàêò, ÷òî â äåéñòâèòåëü-
íîñòè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîëíîòû F èñïîëüçîâàëèñü íå âñå îäíîìåñòíûå ôóíêöèè, à
òîëüêî òå, êîòîðûå ïðèíèìàþò íå áîëåå k− 1 çíà÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî "ïåðåõîäíèêè"
ψ, ïåðåâîäÿùèå ai â bi, áûëè íóæíû ëèøü ïðè l < k. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà(Ñ.Â.ßáëîíñêèé) Ïóñòü ñèñòåìà F ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå k ≥ 3,
ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèå íå áîëåå k − 1 çíà÷åíèÿ.
Òîãäà äëÿ ïîëíîòû F íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà ñóùåñòâåííóþ
ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé.
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