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4 ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ



Ãëàâà 1

Ñõåìû èç îãðàíè÷åííî-

äåòåðìèíèðîâàííûõ

ôóíêöèé

1.1 Îïåðàöèè íàä àâòîìàòàìè

Ïóñòü çàäàí àâòîìàò V = ({0, 1}r, {0, 1}n, {0, 1}m, ϕ, ψ, q0 = (q0
0q

0
1 . . . q

0
n−1)).

Êàæäîìó àâòîìàòó ñîîòâåòñòâóåò î.-ä. ôóíêöèÿ, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ôóíêöèþ ÷åðåç fV : [{0, 1}r]∗ → [{0, 1}m]∗. Äëÿ îïèñàíèÿ ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ àâòîìàòà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

q(0) = q0

q(t+ 1) = ϕ(q(t), x(t))

y(t) = ψ(q(t), x(t))

,

ãäå x = (x0x1 . . . xn−1) ∈ {0, 1}r, q = (q0q1 . . . qn−1) ∈ {0, 1}n, y = (y0y1 . . . yn−1) ∈
{0, 1}m. Òî åñòü ôóíêöèè ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿìè. Ïåðåïèøåì
êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà.

q0(0) = q0
0 , q0(0) = q0

1 , . . . , q0(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))
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6ÃËÀÂÀ 1. ÑÕÅÌÛÈÇÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎ-ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÕÔÓÍÊÖÈÉ

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ϕi è ψi ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè. Ñâÿæåì ñ
äàííîé ôóíêöèåé îáúåêò Ef , èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.1.

x0 x1 xr−1

Ef

b0 b1 bm−1

Ðèñ. 1.1:

Íàçîâåì ïàðó ñõåìà àâòîìàò - ñòðóêòóðíûì àâòîìàòîì. Îïèøåì îïå-
ðàöèè íàä ñòðóêòóðíûìè àâòîìàòàìè. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì êàê èçìåíÿòñÿ
êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è êàê èçìåíèòñÿ ñõåìà.

Îïåðàöèÿ 1 - äîáàâëåíèå ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü çàäàíà î.-ä.
ôóíêöèÿ f(x0, x1, . . . , xr−1) : {0, 1}r → {0, 1}m, îïðåäåëÿåìàÿ êàíîíè÷åñêè-
ìè óðàâíåíèÿìè

q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xr
ÿâëÿåòñÿ î.-ä. ôóíêöèÿ f ′(x0, x1, . . . , xr−1, xr) : {0, 1}r+1 → {0, 1}m, çàäàâà-
åìàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t), xr(t))

q1(t+ 1) = ϕ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t), xr(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕ′n−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t), xr(t))

y0(t) = ψ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t), xr(t))

y1(t) = ψ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t), xr(t))

. . .

ym−1(t) = ψ′m−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t), xr(t))

,
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ãäå ϕ′i è ψ′i ïîëó÷åíû èç ϕi è ψi îïåðàöèåé äîáàâëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðå-
ìåííîé, îïðåäåëåííîé íà áóëåâûõ ôóíêöèÿõ. Ñâÿæåì ñ äàííîé ôóíêöèåé
îáúåêò Ef ′ , èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.2.

a0 a1 ar−1 ar

Ef ′

b0 b1 bm−1

Ðèñ. 1.2:

Îïåðàöèÿ 2 - óäàëåíèå ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü çàäàíà î.-ä. ôóíê-
öèÿ f(x0, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xr−1) : {0, 1}r → {0, 1}m, ïåðåìåííàÿ xi ÿâ-
ëÿåòñÿ ôèêòèâíîé, ò.å.

f(a0, . . . , ai−1, 0, ai+1 . . . , ar−1) = f(a0, . . . , ai−1, 1, ai+1 . . . , ar−1),

∀a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar−1 ∈ {0, 1}.

Ïóñòü î.-ä. ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé.



q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ î.-ä. ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà êàíîíè÷åñêèìè óðàâ-
íåíèÿìè òàêèìè, ÷òî ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé äëÿ ϕi è ψj Ðåçóëü-
òàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xi ÿâëÿåòñÿ
î.-ä. ôóíêöèÿ f ′(x0, . . . , xi−1, xi+1 . . . , xr−1) : {0, 1}r−1 → {0, 1}m, çàäàâàå-
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ìàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕ′n−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψ′m−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1(t), xi+1(t), . . . , xr−1(t))

,

ãäå ϕ′i è ψ
′
i ïîëó÷åíû èç ϕi è ψi îïåðàöèåé óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé

xi, îïðåäåëåííîé íà áóëåâûõ ôóíêöèÿõ. Ñâÿæåì ñ äàííîé ôóíêöèåé îáúåêò
Ef ′ , èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.3.

x0 xi−1 xi+1 xr−1

Ef ′

b0 b1 bm−1

Ðèñ. 1.3:

Îïåðàöèÿ 3 - îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ. Ïóñòü çàäàíà î.-ä. ôóíêöèÿ
f(x0, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xr−1) : {0, 1}r → {0, 1}m, çàäàâàåìàÿ êàíîíè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè

q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xj(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xj(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xj(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xj(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xj(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xj(t), . . . , xr−1(t))

Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ xi è xj ÿâ-
ëÿåòñÿ î.-ä. ôóíêöèÿ f ′(x0, . . . , xi, . . . , xr−1) : {0, 1}r−1 → {0, 1}m, çàäàâàå-
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ìàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè



q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t)) =

= ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t)) =

= ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕ′n−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t)) =

= ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t)) =

= ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t)) =

= ψ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψ′m−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t)) =

= ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi(t), . . . , xi(t), . . . , xr−1(t))

,

ãäå ϕ′i è ψ
′
i ïîëó÷åíû èç ϕi è ψi îïåðàöèåé îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ xi è

xj , îïðåäåëåííîé íà áóëåâûõ ôóíêöèÿõ. Ñâÿæåì ñ äàííîé ôóíêöèåé îáúåêò
Ef ′ , èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.4.

a0 ai aj−1 aj+1 ar−1

Ef ′

b0 b1 bm−1

Ðèñ. 1.4:

Îïåðàöèÿ 4 - ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ(áåç îòîæäåñòâëåíèÿ). Ïóñòü
çàäàíà î.-ä. ôóíêöèÿ f(x0, x1, . . . , xr−1) : {0, 1}r → {0, 1}m, îïðåäåëÿåìàÿ
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êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

Ïóñòü ïåðåìåííûå x′0, x
′
1, . . . , x

′
r−1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ðåçóëüòàòîì ïðèìå-

íåíèÿ îïåðàöèè ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ x0, x1, . . . , xr−1 ÿâëÿåòñÿ î.-ä.
ôóíêöèÿ f ′(x′0, x

′
1, . . . , x

′
r−1) : {0, 1}r → {0, 1}m, çàäàâàåìàÿ êàíîíè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè

q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x′0(t), x′1(t), . . . , x′r−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x′0(t), x′1(t), . . . , x′r−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕ′n−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x′0(t), x′1(t), . . . , x′r−1(t))

y0(t) = ψ′0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x′0(t), x′1(t), . . . , x′r−1(t))

y1(t) = ψ′1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x′0(t), x′1(t), . . . , x′r−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψ′m−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x′0(t), x′1(t), . . . , x′r−1(t))

,

ãäå ϕ′i è ψ′i ïîëó÷åíû èç ϕi è ψi îïåðàöèåé ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ,
îïðåäåëåííîé íà áóëåâûõ ôóíêöèÿõ. Ñâÿæåì ñ äàííîé ôóíêöèåé îáúåêò
Ef ′ , èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.5.

x′0 x
′
1 x′r−1

E′f

b0 b1 bm−1

Ðèñ. 1.5:

Îïåðàöèÿ 5 - ïîäñòàíîâêà. Ïóñòü çàäàíà î.-ä. ôóíêöèÿ f(x0, x1, . . . , xr−1) :
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{0, 1}r → {0, 1}m, îïðåäåëÿåìàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè



q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

yi−1(t) = ψi−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

yi(t) = ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

yi+1(t) = ψi+1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

è î.-ä. ôóíêöèÿ g(x′0, x
′
1, . . . , x

′
r′−1) : {0, 1}r′ → {0, 1}m′ , îïðåäåëÿåìàÿ êàíî-

íè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè



q′0(0) = q0
0
′
, q′1(0) = q0

1
′
, . . . , q′n′−1(0) = q0

n′−1
′

q′0(t+ 1) = ϕ′0(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . , x′j(t), . . . , x
′
r′−1(t))

q′1(t+ 1) = ϕ′1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . , x′j(t), . . . , x
′
r′−1(t))

. . .

q′n′−1(t+ 1) = ϕ′n′−1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . , x′j(t), . . . , x
′
r′−1(t))

y′0(t) = ψ0(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . , x′j(t), . . . , x
′
r′−1(t))

y′1(t) = ψ1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . , x′j(t), . . . , x
′
r′−1(t))

. . .

y′m′−1(t) = ψm−1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . , x′j(t), . . . , x
′
r′−1(t))

Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè i-ãî âûõîäà ôóíêöèè f ê
j-ìó âõîäó ôóíêöèè g íàçîâåì ôóíêöèþ h : {0, 1}r+r′−1 → {0, 1}m+m′−1,
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çàäàâàåìàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n′−1

q′0(0) = q0
0
′
, q′1(0) = q0

1
′
, . . . , q′n′−1(0) = q0

n′−1
′

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

q′0(t+ 1) = ϕ′0(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . ,

ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t)), . . . , x′r′−1(t))

q′1(t+ 1) = ϕ′1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . ,

ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t)), . . . , x′r′−1(t))

. . .

q′n′−1(t+ 1) = ϕ′n′−1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . ,

ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t)), . . . , x′r′−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

yi−1(t) = ψi−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

yi+1(t) = ψi+1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y′0(t) = ψ0(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . ,

ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t)), . . . , x′r′−1(t))

y′1(t) = ψ1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . ,

ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t)), . . . , x′r′−1(t))

. . .

y′m′−1(t) = ψm−1(q′0(t), q′1(t), . . . , q′n′−1(t), x′0(t), . . . ,

ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t)), . . . , x′r′−1(t))

Ñõåìà ðåçóëüòèðóþùåé î.-ä. ôóíêöèè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.6.

x0 x1 xr−1

Ef

b0 bi−1 bi+1 bm−1

x′0 x′j−1 x′j+1 x
′
r′−1

Eg

b′0 b
′
1 b′m′−1

Ðèñ. 1.6:
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Îïåðàöèÿ 6 - îáðàòíàÿ ñâÿçü. Ïóñòü çàäàíà î.-ä. ôóíêöèÿ f(x0, x1, . . . , xr−1) :
{0, 1}r → {0, 1}m, îïðåäåëÿåìàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè



q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi(t), xi+1, . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi(t), xi+1, . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi(t), xi+1, . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi(t), xi+1, . . . , xr−1(t))

. . .

yj(t) = ψi(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi(t), xi+1, . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi(t), xi+1, . . . , xr−1(t))

Ïóñòü âûõîä j î.-ä. ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò àðãóìåíòà xi ñî ñäâèãîì, òî åñòü
ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé äëÿ ôóíêöèè ψj . Òîãäà ðåçóëüòàòîì
ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè îáðàòíîé ñâÿçè âûõîäà yj êî âõîäó xi íàçîâåì î.-.ä.
ôóíêöèþ f ′(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr−1) : {0, 1}r−1 → {0, 1}m, îïðåäåëÿåìóþ
êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè



q0(0) = q0
0 , q1(0) = q0

1 , . . . , qn−1(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1,

ψ′i(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr−1(t)), xi+1, . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1,

ψ′i(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr−1(t)), xi+1, . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1,

ψ′i(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr−1(t)), xi+1, . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr−1(t))

. . .

yj(t) = ψ′i(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψ′m−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr−1(t)),

ãäå ôóíêöèè ψ′k ïîëó÷àþòñÿ èç ψk îïåðàöèåé óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðå-
ìåííîé xi. Ñõåìà ðåçóëüòèðóþùåé î.-ä. ôóíêöèè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå
1.7.
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x0 xi−1 xi+1 xr−1

Ef

b0 bj−1 bj bj+1 bm−1

Ðèñ. 1.7:

Ïóñòü çàäàí íàáîð î.-ä. ôóíêöèé M = {f1, f2, . . . , fl}. Êàæäîé ôóíêöèè
ñîïîñòàâèì ýëåìåíò Efi , ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ îáîçíà÷èì êàê EM .

0Σ - Êàæäûé ýëåìåíò èç EM ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé. Ôóíêöèîíèðîâàíèåì òà-
êîé ñõåìû ýòî ôóíêöèîíèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé î.-ä. ôóíêöèè.

Ïóñòü {Sj} - ñõåìû íàä ìíîæåñòâîì EM è èì ñîîòâåòñòâóþò î.-ä. ôóíê-
öèÿ fSj

. Òîãäà ñõåìû S′ ïîëó÷åííàÿ èç ñõåì, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó
{Sj}, ñ ïîìîùüþ îäíîé èç âûøå îïèñàííûõ îïåðàöèé, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñõå-
ìîé íàä EM . Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñõåìû - ýòî ôóíêöèîíèðîâàíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé åé, î.-.ä. ôóíêöèè f ′.

Îïåðàöèè 1-5 îáðàçóþò îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè. Îïåðàöèè 1-6 îáðàçóþò
îïåðàöèþ êîìïîçèöèè.

1.2 Ïîñòðîåíèå ñõåìû ïî àáñòðàêòíîìó àâòî-

ìàòó

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ àáñòðàêòíîãî àâòîìàòà
â âèäå ñõåìû íàä P2 ïîëíîé ñèñòåìîé è çàäåðæêàìè G0, G1, èõ äèàãðàììû
èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 1.8

0
*

10 1

0

1

0 1
*

0 1

0

1

Ðèñ. 1.8:

Ïðèïèøåì êàæäîìó èç ýòèõ àâòîìàòîâ ñõåíû èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå
1.9
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x

G0

y

x

G1

y

Ðèñ. 1.9:

Îïðåäåëåíèå 1 Èíèöèàëüíûì àáñòðàêòíûì àâòîìàòîì íàçûâàåòñÿ øå-
ñòåðêà V = (A,Q,B, ϕ, ψ, q0), ãäå A - âõîäíîé àëôàâèò, B- âûõîäíîé àëôà-
âèò, Q- àëôàâèò ñîñòîÿíèé, ϕ - ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, ψ- ôóíêöèÿ âûõîäîâ,
q0- íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îïåðàöèè áûëè îïðåäåëåíû íàä àâòîìàòàìè ñ àë-
ôàâèòàìè âèäà {0, 1}r. ×òîáû ïðåäñòàâèòü àâòîìàò â âèäå ñõåìû íàì íàäî
ïåðåéòè ê òàêèì àëôàâèòàì. Äàííûé ¾ïåðåõîä¿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
êîäèðîâàíèÿ àëôàâèòîâ àâòîìàòà â àëôàâèòå E2 = {0, 1}, à èìåííî, êàæäî-
ìó ñèìâîëó â àëôàâèòå A îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð èç 0
è 1 äëèíû r, ãäå r ≥ log2|A|, êàæäîìó ñèìâîëó â àëôàâèòå Q îäíîçíà÷íûì
îáðàçîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð èç 0 è 1 äëèíû n, ãäå n ≥ log2|Q|, êàæäîìó
ñèìâîëó â àëôàâèòå B îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð èç 0 è
1 äëèíû m, ãäå m ≥ log2|B|, òî åñòü âõîäíûì àëôàâèòîì àâòîìàòà ÿâëÿ-
åòñÿ àëôàâèò A′ ⊂ {0, 1}r, àëôàâèòîì ñîñòîÿíèé àëôàâèò Q′ ⊂ {0, 1}n è
âûõîäíûì àëôàâèòîì àëôàâèò B′ ⊂ {0, 1}m. Îáîçíà÷èì ýòè îòîáðàæåíèÿ
CA, CQ, CB ñîîòâåòñòâåííî.

q(0) = q0

q(t+ 1) = ϕ(q(t), x(t))

y(t) = ψ(q(t), x(t))

,

Ïîñêîëüêó àëôàâèòû A,Q,B ïðîèçâîëüíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷-
íûì çàïèñàòü ôóíêöèè ϕ è ψ àíàëèòè÷åñêè. Â äàííîì ñëó÷àå ïîäõîäÿùèì
ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäàíèå ýòèõ ôóíêöèé â âèäå òàáëèöû. À èìåííî,
ìîæíî ïîñòðîèòü òàáëèöó ñëåäóþùåãî âèäà:

q(t) x(t) q(t+ 1) b(t)
. . . . . . . . . . . .
qi aj ϕ(qi, aj) ψ(qi, aj)
. . . . . . . . . . . .

Çàìåíèì âõîäíûå ñèìâîëû, ñèìâîëû ñîñòîÿíèé è âûõîäíûå ñèìâîëû íà èõ
êîäû. Òîãäà òàáëèöà ïðèìåò âèä:

(q0(t)q1(t) . . . qn−1(t)) (x0(t)x1(t) . . . xr−1(t)) (q0(t+ 1)q1(t+ 1) . . . qr−1(t+ 1) y0(t)y1(t) . . . ym−1(t)
. . . . . . . . . . . .

(qi0q
i
1 . . . q

i
n−1) (xj0x

j
1 . . . x

j
r−1) CQ(ϕ(qi, aj)) CB(ψ(qi, aj))

. . . . . . . . . . . .
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(xj0x
j
1 . . . x

j
n−1) - êîä âõîäíîãî ñèìâîëà aj , (qi0q

i
1 . . . q

i
n−1) - êîä ñèìâîëà ñî-

ñòîÿíèÿ qi. CQ(ϕ(qi, aj)) è CB(ψ(qi, aj)) òàêæå ÿâëÿþòñÿ íàáîðàìè äëèíû
n è m è èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê âåêòîð ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò êîäîâ
ñîñòîÿíèÿ è âõîäíûõ ñèìâîëîâ.

ϕ0(q0, q1, . . . , qn−1, x0, x1, . . . , xr−1)
ϕ1(q0, q1, . . . , qn−1, x0, x1, . . . , xr−1)

. . .
ϕn−1(q0, q1, . . . , qn−1, x0, x1, . . . , xr−1)

 = (CQ(ϕ(C−1
Q (q0, q1, . . . , qn−1), C−1

A (x0, x1, . . . , xr−1))))


ψ0(q0, q1, . . . , qn−1, x0, x1, . . . , xr−1)
ψ1(q0, q1, . . . , qn−1, x0, x1, . . . , xr−1)

. . .
ψm−1(q0, q1, . . . , qn−1, x0, x1, . . . , xr−1)

 = (CQ(ψ(C−1
Q (q0, q1, . . . , qn−1), C−1

A (x0, x1, . . . , xr−1))))

Ïåðåïèøåì òàáëèöó â ñëåäóþùåì âèäå

q0(t) . . . qn−1(t) x0(t) . . . xr−1(t) . . . ql(t+ 1) . . . yt(t) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

qi0 . . . qin−1 xj0 . . . xjr−1 . . . ϕl(q
i
0, . . . , q

i
n−1, x

j
0, . . . , x

j
r−1) . . . ψt(q

i
0, . . . , q

i
n−1, x

j
0, . . . , x

j
r−1) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ñîãëàñíî ýòîé òàáëèöå íàøè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

q0(0) = q0
0 , q0(0) = q0

1 , . . . , q0(0) = q0
n−1

q0(t+ 1) = ϕ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

q1(t+ 1) = ϕ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

qn−1(t+ 1) = ϕn−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y0(t) = ψ0(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

y1(t) = ψ1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

. . .

ym−1(t) = ψm−1(q0(t), q1(t), . . . , qn−1(t), x0(t), x1(t), . . . , xr−1(t))

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ϕi è ψj ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè îò n+ r ïå-
ðåìåííûõ è ìîãóò áûòü çàäàíû â âèäå ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
íàä P2 ïîëíîé ñèñòåìîé. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû ÷åðåç Sϕi è
Sψj

è èçîáðàçèì êàê ïðÿìîóãîëüíèê ñ n+ r âõîäÿùèìè ñòðåëêàìè è îäíîé
âûõîäÿùåé ñòðåëêîé. Çàäåðæêà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íà âûõîäå â
ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ó íåå, òî ÷òî ïðèøëî íà âõîä â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè. Èñïîëüçóåì ýòî ñâîéñòâîì, ÷òîáû çàïîìíèòü âûõîäû ôóíêöèé ϕi.
Äëÿ ýòîãî ïîäàäèì âûõîäû ýòèõ ôóíêöèé íà âõîä çàäåðæåê. Ñîîòâåòñòâåí-
íî íà âûõîäå çàäåðæåê áóäåò ðåàëèçîâàí êîä ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé ìû ïî-
äàäèì íà âõîä ôóíêöèé ϕi è ψj . Òèï çàäåðæêè, íóëåâàÿ èëè åäèíè÷íàÿ,
âûáåðåì íà îñíîâàíèè êîäà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Èòîãîâàÿ ñõåìà èçîáðà-
æåíà íà ðèñóíêå 1.10
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Sϕ̂

q0(t+ 1)

Gq00

q0(t)

q1(t+ 1)

Gq01

q1(t)

qn−1(t+ 1)

Gq0n−1

qn−1(t)

x0(t) x1(t) xr−1(t)

Sψ̂

b0(t) b1(t) bm−1(t)

Ðèñ. 1.10:

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ èíèöèàëüíîãî àáñòðàêòíîãî àâòîìàòà V =
(A,Q,B, ϕ, psi, q0) ïîñòðîèòü ñõåìó íàä P2 ïîëíîé ñèñòåìîé è G0, G1 íàäî:

• Çàäàòü êîäèðîâàíèÿ àëôàâèòîâ A,Q,B

• Ïîñòðîèòü òàáëèöó ôóíêöèé ϕ è ψ

• Ïîñòðîèòü òàáëèöó ñ ó÷åòîì êîäèðîâàíèé àëôàâèòîâ.

• Ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

• Ïîñòðîèòü ñõåìó è èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ èç P2 ïîëíîé ñèñòåìû
è G0, G1

1.2.1 Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.11, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

0
*

10 0

1

1

Ðèñ. 1.11:

2. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.12, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}
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0
*

x0 0

1

1

Ðèñ. 1.12:

3. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.13, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

0
*

x̄0 0

1

1

Ðèñ. 1.13:

4. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.14, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

1
*

x0 0

1

1

Ðèñ. 1.14:

5. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.15, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

1
*

x̄0 0

1

1

Ðèñ. 1.15:

6. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.16, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

x
*

x̄0 0

1

1

Ðèñ. 1.16:
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7. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.17, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

0
*

10 1

0

1

Ðèñ. 1.17:

8. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.18, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(1), G0}

0 1
*

0 1

0

1

Ðèñ. 1.18:

9. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.19, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

x
*

x̄0 1

0

1

Ðèñ. 1.19:

10. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.20, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

0
*

0

1x

0

0

0
0

1

1

1

1

Ðèñ. 1.20:
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11. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.21, íàä ìíî-
æåñòâîì {f&, f∨, f¬, G0, G1}

x
*

0

x0

0,1

0,1

0,1

0,1

Ðèñ. 1.21:

12. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.21, íàä ìíî-
æåñòâîì {f&, f∨, f¬, G0, G1}. Íàéòè òàêîå êîäèðîâàíèå, ÷òî ñëîæíîñòü
ïîëó÷àåìîé ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò 8.

13. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.22, íàä ìíî-
æåñòâîì {f&, f∨, f¬, G0, G1}

0
*

0

0x

0 0

0,1

1

1

0,1

Ðèñ. 1.22:

14. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.22, íàä ìíî-
æåñòâîì {f&, f∨, f¬, G0, G1}. Íàéòè òàêîå êîäèðîâàíèå, ÷òî ñëîæíîñòü
ïîëó÷àåìîé ñõåìû íå ïðåâîñõîäèò 7.

15. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.23, íàä ìíî-
æåñòâîì {f&, f∨, f¬, G0, G1}
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0
*

1

xx

0 0

0

0,1

1

1

1

Ðèñ. 1.23:

16. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.24, íàä ìíî-
æåñòâîì {f&, f∨, f¬, G0, G1}

0
*

0

0x

0 1

1

0

0
0

1

1

Ðèñ. 1.24:

17. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.25, íàä ìíî-
æåñòâîì {f&, f∨, f¬, G0, G1}
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0
*

1

x

0

0

0,1

11

Ðèñ. 1.25:

18. Ïîñòðîèòü ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 1.26, íàä ìíî-
æåñòâîì {P2(2), G0, G1}

a
*

b

cd

a a

a

a

b

b

b

b

d dd d
c

c

c c

Ðèñ. 1.26:

Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è 1, ïîñòðîèì ñõåìó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî
íà ðèñóíêå 1.11, íàä ìíîæåñòâîì {P2(2), G0, G1}.

Âõîäíîé àëôàâèò - E2 = {0, 1}, àëôàâèò ñîñòîÿíèé Q = {q0, q1}, âûõîä-
íîé àëôàâèò - E2 = {0, 1}. Äëÿ âõîäíîãî è âûõîäíîãî àëôàâèòà êîäèðîâàíèå
íå òðåáóåòñÿ, ýëåìåíòû àëôàâèòà Q çàêîäèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

q q0 q1

CQ(q) 0 1

Ïî äèàãðàììå Ìóðà ïîñòðîèì òàáëèöó ôóíêöèé ϕ ò ψ
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q(t) a(t) q(t+ 1) b(t)
q0 0 q0 0
q0 1 q1 0
q1 0 q1 1
q1 1 q0 1

Ñ ó÷åòîì êîäèðîâàíèÿ òàáëèöà ïðèìåò âèä

q(t) x(t) q(t+ 1) y(t)
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1

Âûïèøåì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
q(0) = 0

q(t+ 1) = q(t)⊕ x(t)

y(t) = q(t)

Ñõåìà àâòîìàòà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.27

x

⊕

G0

y

Ðèñ. 1.27:

1.3 Ïîñòðîåíèå àáñòðàêòíîãî àâòîìàòà ïî ñõå-

ìå

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à, îáðàòíàÿ ê çàäà÷å èç ïðåäû-
äóùåãî ðàçäåëà, à èìåííî, òðåáóåòñÿ ïî ñõåìå ïîñòðîèòü àáñòðàêòíûé àâòî-
ìàò(íàðèñîâàòü äèàãðàììó Ìóðà). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íóæíî âûïîë-
íèòü òå æå øàãè, ÷òî è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ïî àâòîìàòó, íî â îáðàòíîì
ïîðÿäêå, à èìåííî:

• Ïî ñõåìå âûïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

• Ïî êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïîñòðîèòü òàáëèöó ôóíêöèé ïåðåõîäîâ
è âûõîäîâ.

• Ïî òàáëèöå íàðèñîâàòü äèàãðàììó Ìóðà àâòîìàòà.
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1.3.1 Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ïî ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1.28.

x

∨

G0

&

y

Ðèñ. 1.28:

2. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ïî ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1.29.

x1 x2

G0 G1

¬ &

⊕ ∨

&

y

Ðèñ. 1.29:

3. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ïî ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1.30.
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x1

⊕

G0

y1

x2

⊕

G0

y2

Ðèñ. 1.30:

4. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ïî ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1.31.

x

⊕

G0

⊕

G0

¬

∨

&

y

Ðèñ. 1.31:

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è 1, ïîñòðîèì äèàãðàììó Ìóðà ïî ñõåìå, èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñóíêå 1.28 Ïî ñõåìå âûïèøåì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

q(0) = 0

q(t+ 1) = q(t) ∨ x(t)

b(t) = q(t)&x(t)

Âûïèøåì òàáëèöó ôóíêöèé
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q(t) x(t) q(t+ 1) y(t)
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 1 1

Ïîëîæèì âõîäíîé àëôàâèò, àëôàâèò ñîñòîÿíèé è âûõîäíîé àëôàâèò
ðàâíûìè E2. Äèàãðàììà Ìóðà àâòîìàòà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.32

0
*

x0 0,1

1

Ðèñ. 1.32:

1.4 Ìèíèìèçàöèÿ ñõåìû îòíîñèòåëüíî ÷èñëà çà-

äåðæåê

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñõåìû. Ñ ïðàêòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýëåìåíò çàäåðæêè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ¾ñëîæíûì¿, äëÿ
åãî ðåàëèçàöèè òðåáóåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåå ÷èñëî òðàíçèñòîðîâ, ÷åì
äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë çàäà÷à ìèíèìèçà-
öèè ñõåìû îòíîñèòåëüíî ÷èñëà çàäåðæåê. Èòàê ïóñòü çàäàíà ñõåìà. ×òîáû
ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê:

• Ïîñòðîèì àâòîìàò ïî äàííîé ñõåìå

• Îòáðîñèì íåäîñòèæèìûå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è ñêëåèì ýêâèâà-
ëåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

• Ïî ïîëó÷èâøåìóñÿ àâòîìàòó ïîñòðîèì ñõåìó, èñïîëüçîâàâ ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíî äëèíó êîäîâ ñîñòîÿíèé

Âîîáùå ãîâîðÿ, äàííàÿ ìèíèìèçàöèÿ âîçìîæíà íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

1.4.1 Çàäà÷è

1. Ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê â ñõåìå àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 1.33



1.4. ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈßÑÕÅÌÛÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ×ÈÑËÀ ÇÀÄÅÐÆÅÊ27

x

∨

G1

&

y

Ðèñ. 1.33:

2. Ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê â ñõåìå àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 1.34

x

G1 G0 G0 G0
¬

& &

∨

y

Ðèñ. 1.34:

3. Ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê â ñõåìå àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 1.35
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x

G0 G0 G0

∨ ¬ ∨

&

y

Ðèñ. 1.35:

4. Ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê â ñõåìå àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 1.36

x

G0 G0
¬

& & ¬

&

G0 ∨

y

∨

Ðèñ. 1.36:

5. Ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê â ñõåìå àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 1.37



1.4. ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈßÑÕÅÌÛÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ×ÈÑËÀ ÇÀÄÅÐÆÅÊ29

x

& G0
¬ G1

G0 ∨ ∨

y

¬ &

&

Ðèñ. 1.37:

6. Ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê â ñõåìå àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 1.38

x

& &

G0 G0

¬

⊕ G0

∨

y

Ðèñ. 1.38:
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7. Ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàäåðæåê â ñõåìå àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 1.39

x

G0 G0 G0

¬ ∨

∨

&

¬ ¬ ¬ ¬

& &

∨

&

¬ & & ∨

∨ ∨

¬

∨

&

∨

¬

¬ &

∨

y

Ðèñ. 1.39:

1.5 Ðàñïîçíàâàíèå êîíå÷íûõ ñîáûòèé ñòðóêòóð-

íûìè àâòîìàòàìè

Ïóñòü çàäàíî ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå R = {a1a2 . . . an}. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü
ñòðóêòóðíûé àâòîìàò àâòîìàò, ïðåäñòàâëÿþùèé äàííîå ðåãóëÿðíîå ñîáû-
òèå. Ïîñòðîèì äèàãðàììó Ìóðà àáñòðàêòíîãî àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî
ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå R.



1.5. ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈÅÊÎÍÅ×ÍÛÕÑÎÁÛÒÈÉÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÌÈÀÂÒÎÌÀÒÀÌÈ31

0
*

0 xan

0

a1

a1

a2

a2 an−1

0,1

0,1

Ðèñ. 1.40: Àâòîìàò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáûòèå R

Äëÿ çàäàííîãî àâòîìàòà ðàññìîòðèì êîäèðîâàíèå êîäàìè äëèíû n(ñì.
ðèñ 1.41).

0
*

10 . . . 0

0

01 . . . 0

xan

00 . . . 1

0 00 . . . 0

a1

a1

a2

a2 an−1

0,1

0,1

Ðèñ. 1.41: Àâòîìàò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáûòèå R, ñ ââåäåííûì êîäèðîâàíèåì

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè
èìåþò âèä: 

q1(0) = 1, q2(0) = · · · = qn(0) = 0

q1(t+ 1) = 0

qi+1(t+ 1) = qi(t)&x
ai(t), i = 2, . . . , n− 1

y(t) = qn(t)&xan(t)

Ñõåìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî àâòîìàòà, èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.42
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x

¬ 0

G1

xa1

&

G0

xai

&

G0

xan

&

y

Ðèñ. 1.42: Ñõåìà àâòîìàòà, ðàñïîçíàþùåãî ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå R

1.5.1 Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü ñõåìó áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðå-
ãóëÿðíîå ñîáûòèå {00}

2. Ïîñòðîèòü ñõåìó áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðå-
ãóëÿðíîå ñîáûòèå {011}

3. Ïîñòðîèòü ñõåìó áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðå-
ãóëÿðíîå ñîáûòèå {0101}

4. Ïîñòðîèòü ñõåìó áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðå-
ãóëÿðíîå ñîáûòèå R = {00, 011}



1.5. ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈÅÊÎÍÅ×ÍÛÕÑÎÁÛÒÈÉÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÌÈÀÂÒÎÌÀÒÀÌÈ33

5. Ïîñòðîèòü ñõåìó áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðå-
ãóëÿðíîå ñîáûòèå R = {00, 1011}

6. Ïîñòðîèòü ñõåìó áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðå-
ãóëÿðíîå ñîáûòèå R = {110, 1101}

7. Ïîñòðîèòü ñõåìó áåç îáðàòíûõ ñâÿçåé àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðå-
ãóëÿðíîå ñîáûòèå R = {11, 001, 0101}

8. Ïóñòü çàäàíû ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ R1 è R2. È ïóñòü S1 è S2 ñõåìû àâ-
òîìàòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå ýòè ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ. Ïîñòðîèòü ñõåìó,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ðåãóëÿðíîå ñîáûòèå R1 ∩R2, R1 ∪R2, R1

∗R2, R1R2
∗
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Ãëàâà 2

Äåêîìïîçèöèÿ àâòîìàòîâ

2.1 Âíóòðåííÿÿ ïîëóãðóïïà àâòîìàòà

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî S è áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ · íà
ýëåìåíòàõ ýòîãî ìíîæåñòâà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè,
ò.å. (s1 · s2) · s3 = s1 · (s2 · s3). Ïàðà (S, ·) íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü çàäàíà ïîëóãðóïïà (S, ·). Åñëè â ïîëóãðóïïå ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò e, òàêîé ÷òî s · e = e · s = s,∀s ∈ S, òî ïîëóãðóïïà
íàçûâàåòñÿ ìîíîèäîì, à ýëåìåíò e � åäèíèöîé.

Îïðåäåëåíèå 4 Åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà s ìîíîèäà S ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò s−1, òàêîé ÷òî s · s−1 = s−1 · s = e, òî ìîíîèä íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé.

Ïóñòü çàäàí àâòîìàò V = (A,Q,B, ϕ, ψ). Ïóñòü XV = {s : Q → Q|∃a ∈
A, s(q) = ϕ(a, q) ∀q ∈ Q}, à SV =< XV > � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà XV

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà Q â ñåáÿ [5].

Îïðåäåëåíèå 5 Hàçîâåì SV âíóòðåííåé ïîëóãðóïïîé àâòîìàòà V , à XV

� ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì âíóòðåííåé ïîëóãðóïïû.

Çàìå÷àíèå 1 Ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ îòîáðàæåíèé ¾ñëåâà íàïðàâî¿: åñëè
çàäàíû îòîáðàæåíèÿ p1 è p2, òî çíà÷åíèå èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà ýëåìåíòå i
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (p1 · p2)(i) = p2(p1(i)).

Íàéäåì âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà V , èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå
2.1.

0
*

10 0

1

1

Ðèñ. 2.1:

35



36 ÃËÀÂÀ 2. ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

Âõîäíîé àëôàâèò àâòîìàòà � E2. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ E2 íàéäåì,
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó, îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé Q. Îáîçíà÷èì
÷åðåç 0 îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîäíîìó ñèìâîëó 0, à ÷åðåç 1 îòîá-
ðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîäíîìó ñèìâîëó 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî Q = {0, 1}.

0 :

(
0 1
0 1

)
= e, 1 :

(
0 1
1 0

)
= (01)

Òàêèì îáðàçîì íàéäåíî ìíîæåñòâî XV . Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà XV íå äàñò
íîâûõ ýëåìåíòîâ, 02 = 0, 12 = 0, 1 · 0 = 0 · 1 = 1, ò.î. SV åñòü S2.

2.1.1 Çàäà÷è

1. Íàéòè âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.2

0
*

10 1

0

1

Ðèñ. 2.2:

2. Íàéòè âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.3

0
*

1

x

0

0

0,1

11

Ðèñ. 2.3:

3. Íàéòè âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.4
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0
*

1

xx

0 0

0

0,1

1

1

1

Ðèñ. 2.4:

4. Íàéòè âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.5

0
*

0

1x

0

0

0
0

1

1

1

1

Ðèñ. 2.5:

5. Íàéòè âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.6



38 ÃËÀÂÀ 2. ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

0
*

0 0

00x

0

0

0

0

0

0

1 1

1

11

1

Ðèñ. 2.6:

6. Íàéòè âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.7

0
*

0 0

00x

1

1 1

1

1

1

0 0

0

00

0

Ðèñ. 2.7:

Ðåøåíèå çàäà÷è 4: íàéòè âíóòðåííþþ ïîëóãðóïïó àâòîìàòà, èçîáðàæåí-
íîãî íà ðèñ. 2.8
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0
*

0

1x

0

0

0
0

1

1

1

1

Ðèñ. 2.8:

Âõîäíîé àëôàâèò àâòîìàòà � E2. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ E2 íàéäåì,
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó, îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé Q. Îáîçíà÷èì
÷åðåç 0 îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîäíîìó ñèìâîëó 0, à ÷åðåç 1 îòîá-
ðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîäíîìó ñèìâîëó 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî Q = {0, 1}.

0 :

(
0 1 2 3
0 1 2 1

)
= (13),1 :

(
0 1 2 3
1 2 3 0

)
= (0123)

XV = {(13), (0123)}. Çàìåòèì, ÷òî 12 = (02)(13). Ñëåäîâàòåëüíî 12 ·0 = (02).
Èç âûøå ñêàçàííîãî ìîæíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå 0 · 1 = (13) · (0123) =
(01)(23) = (0123) · (02) = 13 · 0. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû SV =<
XV > åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ 0 è 1, ò.å. SV 3 g = 0α0 · 1α2 · 0α3 . . . .
Îäíàêî, ïîëüçóÿñü âûâåäåííûì ñîîòíîøåíèåì, ëþáîé ýëåìåíò ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê g = 1α · 0β . Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò 0 èìååò ïîðÿäîê 2, à ýëå-
ìåíò 1 èìååò ïîðÿäîê 4. À çíà÷èò âíóòðåííÿÿ ïîëóãðóïïà àâòîìàòà åñòü
GV = {g|g = 1α · 0β , ãäå 0 ≤ α ≤ 3, 0 ≤ β ≤ 1}. |GV | = 8.

2.2 Àâòîìàò ïîëóãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 6 Ïóñòü çàäàíà ïîëóãðóïïà S. Àâòîìàò VS = (S, S, S, ϕS , ψS),

ϕS(sst, sin) = sst · sin, ãäå sst, sin ∈ S,

ψS = (sst, sin) = sst, ãäå sst, sin ∈ S.

íàçîâåì àâòîìàòîì, îïðåäåëÿåìûì ïîëóãðóïïîé S, èëè ïðîñòî àâòîìà-
òîì ïîëóãðóïïû S.

Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü çàäàíà ïîëóãðóïïà S =< X >. Àâòîìàò VS =
(X,S, S, ϕS , ψS),

ϕS(sst, sin) = sst · sin, ãäå sst ∈ S, sin ∈ X,

ψS = (sst, sin) = sst, ãäå sst ∈ S, sin ∈ X.



40 ÃËÀÂÀ 2. ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ

íàçîâåì àâòîìàòîì, îïðåäåëÿåìûì ïîëóãðóïïîé S, èëè ïðîñòî àâòîìà-
òîì ïîëóãðóïïû S.

Ïîñòðîèì àâòîìàò ïî ãðóïïå Z2. Ýëåìåíòàìè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ 0 è 1, îïå-
ðàöèÿ - ñóììà ïî ìîäóëþ 2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ VZ2

= (Z2, Z2, Z2, ϕ, ψ).
Ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ îïðåäåëÿþòñÿ òàáëèöåé

sst sin ϕ(sst, sin) ψ(sst, sin)
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1

Äèàãðàììà Ìóðà àâòîìàòà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.9.

0
*

10 0

1

1

Ðèñ. 2.9:

Ïî ïîñòðîåííîìó àâòîìàòó ïîñòðîèì ñõåìó. Çàêîäèðóåì àâòîìàò êàê
èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.10

0
*

0

1

1

0 0

1

1

Ðèñ. 2.10:

Êîäèðîâàíèå çàäàíî ôóíêöèåé F
q 0 1

F (q) 0 1

Äàííîå êîäèðîâàíèå è àâòîìàò VZ2
ïîðîæäàþò áóëåâ îïåðàòîð

x(t) q(t) q(t+ 1) y(t)
0 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

.

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä
q(0) = 0

q(t+ 1) = q(t)⊕ x(t)

y(t) = q(t)
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Ñõåìà àâòîìàòà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.11

x

⊕

G0

y

Ðèñ. 2.11:

2.2.1 Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ãðóïïû S2, Z2, S3, S4, A3, A4, Z2 ⊕ Z2, Z
k
2

2. Ïóñòü çàäàíà ïîëóãðóïïà S. Äîêàçàòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ ïîëóãðóïïà
àâòîìàòà VS åñòü S.

2.3 Àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû

Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G. H ⊂ G - ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà g ∈ G ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî gH = {g · h|h ∈ H}, íàçûâàå-
ìîå ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì. Ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ � ýòî
ìíîæåñòâî Hg = {h · g|h ∈ H}. [4]

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G. H ⊂ G - ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G ëèáî g1 ·H = g2 ·H, ëèáî g1 ·H

⋂
g2 ·H = ∅.

[4]

Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G. H ⊂ G - ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì âñå
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ëåâûå(ïðàâûå) ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå H. Îáî-
çíà÷èì èõ êàê c0 ·H, c1 ·H, . . . , cn−1 ·H(H · c0, H · c1, . . . ,H · cn−1). Ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî G = c0H t c1H t · · · t cn−1H(G = Hc0 tHc1 t · · · tHcn−1).
×èñëî n ñìåæíûõ êëàññîâ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G
è îáîçíà÷àåòñÿ |G : H|. [4]

Óòâåðæäåíèå 2 Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G. H ⊂ G - ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Äâà ýëåìåíòà g1, g2 ∈ G ëåæàò â îäíîì ëåâîì ñìåæíîì êëàññå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà g−1

1 · g2 ∈ H èëè g−1
2 · g1 ∈ H. [4]

Óòâåðæäåíèå 3 Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G. H ⊂ G - ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
Äâà ýëåìåíòà g1, g2 ∈ G ëåæàò â îäíîì ïðàâîì ñìåæíîì êëàññå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà g1 · g−1

2 ∈ H èëè g2 · g−1
1 ∈ H [4].
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Îïðåäåëåíèå 8 Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G. Ïîäãðóïïà H ⊂ G íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíîé, åñëè âûïîëíåíî gH = Hg, ∀g ∈ G [4].

Çàìåòèì, ÷òî åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâ ïî H îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè g1H · g2H = g1 · g2H.
Äàííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû G ïîä ïîäãðóïïå H è
îáîçíà÷àåòñÿ G/H [4].

Îïðåäåëåíèå 9 Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G =< X >, X-ïîðîæäàþùåå ìíî-
æåñòâî. Ïóñòü H-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òîãäà îïðåäåëåíà ôàêòîð-
ãðóïïà G/H è ìîæíî ïîñòðîèòü àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû VG/H = {X,G/H,G/H,ϕG/H , ψG/H},
ãäå ϕG/H(Hg, x) = Hgx, ψG/H(Hg, x) = Hg.

2.3.1 Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû âíóòðåííåé ãðóïïû G àâòîìàòà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.12, ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ∼= Z2 ⊕ Z2.
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Ðèñ. 2.12:

2. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû âíóòðåííåé ãðóïïû G àâòîìàòà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.13, ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ∼= Z2 ⊕ Z2.
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Ðèñ. 2.13:

3. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû âíóòðåííåé ãðóïïû G àâòîìàòà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.14, ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ∼= Z2, íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H ∼= Z3.
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Ðèñ. 2.14:

4. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû âíóòðåííåé ãðóïïû G àâòîìàòà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.15, ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ∼= Z3

2
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Ðèñ. 2.15:

5. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû âíóòðåííåé ãðóïïû G àâòîìàòà,
èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.16, ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ∼= Z4

2 .
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Ðèñ. 2.16:

Ðåøåíèå çàäà÷è 1: ïîñòðîèòü àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû âíóòðåííåé ãðóï-
ïû G àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.17, ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H ∼=
Z2 ⊕ Z2.
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Ðèñ. 2.17:

Ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî âíóòðåííåé ïîëóãðóïïû àâòîìàòà åñòü XV =
{0 = (13),1 = (0123)}. Çàìåòèì, ÷òî 12 = (02)(13). Ñëåäîâàòåëüíî, 12 ·
0 = (02). Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðóïïà H =< (02), (13) >= {(02)α(13)β |α, β ∈
{0, 1}} ∼= Z2⊕Z2 - ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Ïîñòðîèì àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû
GV /H. Âõîäíîé àëôàâèò - E2 = {0, 1}. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé è âûõîäíîé
àëôàâèò - ìíîæåñòâî ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû GV ïî H. Áóäåì
ñòðîèòü àâòîìàò ïîýòàïíî. Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì
êëàññîì He. Èçîáðàçèì ýòî ñîñòîÿíèå íà ðèñóíêå 2.18. Íà âõîä ñîñòîÿíèÿ
ìîæåò áûòü ïîäàíà ëèáî 1, ëèáî 0.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 9 ïðè ïîäà÷å 0 ñîñòîÿíèå He ïåðåõîäèò â ñîñòî-
ÿíèå He0 = H0. Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 3 îïðåäåëèì ïðèíàäëåæàò ëè
ýëåìåíòû e è 0 îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó. Òàê êàê e · 0−1 = 0 ∈ H, òî
He = H0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âõîäíîìó ñèìâîëó 0 àâòîìàò îñòàåòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè He.

Ïðè ïîäà÷å 1 ñîñòîÿíèå He ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå He1 = H1. Íà îñíî-
âàíèè óòâåðæäåíèÿ 3 îïðåäåëèì ïðèíàäëåæàò ëè ýëåìåíòû e è 1 îäíîìó
ñìåæíîìó êëàññó. Òàê êàê e · 1−1 = (0321) /∈ H, òî He 6= H1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî âõîäíîìó ñèìâîëó 1 àâòîìàò ïåðåõîäèò â íîâîå ñîñòîÿíèè H1.
Èçîáðàçèì ïîñòðîåííûå ïåðåõîäû íà ðèñóíêå 2.18.

Íàéäåì ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ H1. Ïðè ïîäà÷å 0 ñîñòîÿíèå H1 ïåðåõî-
äèò â ñîñòîÿíèå H10. Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 3 îïðåäåëèì ïðèíàäëåæàò
ëè ýëåìåíòû e è 10 îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó. Òàê êàê e · 10−1 = (01)(23) /∈
H, òî He 6= H10. Îïðåäåëèì ïðèíàäëåæàò ëè ýëåìåíòû 10 è 1 îäíîìó
ñìåæíîìó êëàññó. Òàê êàê 10 · 1−1 = (02)) ∈ H, òî H1 = H10. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè ïîäà÷å 0, àâòîìàò îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè H1.

Ïðè ïîäà÷å 1 ñîñòîÿíèå H1 ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå H11 = H12. Òàê êàê
e · 1−2 = (02)(13) ∈ H, òî H12 = He. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âõîäíîìó ñèìâîëó
1 àâòîìàò ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèè He. Èçîáðàçèì ïîñòðîåííûå ïåðåõîäû íà
ðèñóíêå 2.18.
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Ðèñ. 2.18:

Ïî ïîñòðîåííîìó àáñòðàêòíîìó àâòîìàòó ïîñòðîèì ñòðóêòóðíûé àâòî-
ìàò. Ââåäåì êîäèðîâàíèå F

q He H1
F (q) 0 1

Ñõåìà àâòîìàòà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.19

x
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G0

y

Ðèñ. 2.19:

2.4 Äåêîìïîçèöèÿ ãðóïïîâîãî àâòîìàòà

Ïóñòü çàäàíà ãðóïïà G, à òàêæå H ⊂ G - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Â îñíîâå
äåêîìïîçèöèè ãðóïïîâîãî àâòîìàòà ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà
ãðóïïû G êàê g = h·ci, ãäå ci - ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà. Ïðè÷åì åñëè
çàôèêñèðîâàòü ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ c0, c1, . . . è èñïîëüçîâàòü
òîëüêî èõ â òàêîì ðàçëîæåíèå, òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì.
Âåðíî, ÷òî åñëè åñòü äâà ýëåìåíòà g1 = h1 ·ci1 , g2 = h2 ·ci2 , h1, h2 ∈ H, ci1 , ci2
- ïðåäñòàâèòåëè ñìåæíûõ êëàññîâ, òî g1 · g2 = h3 · cj . Òî åñòü, ÷òîáû íàéòè
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, íàäî ïî ïðåäñòàâèòåëÿì ñìåæíûõ
êëàññîâ íàéòè òðåòèé ýëåìåíò ci1 , ci2 → cj , ïî ýëåìåíòàì ïîäãðóïïû H
íàéòè òðåòèé h1, h2 → h3. Ïîêàæåì, ÷òî ïî ñóòè, ýòî åñòü óìíîæåíèå â
ôàêòîð-ãðóïïå G/H è ïîäãðóïïå H. Â ñëó÷àå ñ ïîäãðóïïîé H ñ íåêîòîðîé
¾ïðåäïîäãîòîâêîé¿ âõîäíîãî ýëåìåíòà.

Èòàê, ïóñòü àâòîìàò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè g è íà âõîä àâòîìàòà ïîäà-
åòñÿ ñèìâîë "a". Îáîçíà÷èì ïåðåñòàíîâêó, çàäàâàåìóþ âõîäíûì ñèìâîëîì
"a"÷åðåç ga. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àâòîìàò ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå g′ = g·ga.
Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ãðóïïû íà êëàññû ñìåæíîñòè. Òîãäà âåðíî ñî-
îòíîøåíèå g′ = h′ ·c′ = h ·c ·ga. Îáîçíà÷èì c′ = c · ga - ïðåäñòàâèòåëü êëàññà
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ñìåæíîñòè, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò c · ga. Òîãäà h′ = h · c · ga · (c · ga)−1. Òàêæå
çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò c · ga · (c · ga)−1 ∈ H [5].

Ïóñòü çàäàí àâòîìàò V = (A,Q,B, ϕ, ψ, q0), GV - âíóòðåííÿÿ ïîëóãðóïïà
àâòîìàòà V , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, H ⊂ GV - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû GV . Íà îñíîâå âñåãî âûøåñêàçàííîãî èñõîäíûé àâòîìàò ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí êàê ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå, èçîáðàæåííîå
íà ðèñóíêå 2.20

a

VG/H RH
c c · ga · (c · ga)−1

VH

Rψ

ψh·c(q0)(a)

Ðèñ. 2.20:

2.4.1 Çàäà÷è

1. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.21, ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H âíóòðåííåé ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/H ∼= Z2
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Ðèñ. 2.21:

2. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.22, ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H âíóòðåííåé ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/H ∼= Z3
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Ðèñ. 2.22:

3. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.23, ïî íîð-
ìàëüíîé a) ïîäãðóïïå H âíóòðåííåé ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/H ∼= Z3,
á) ïîäãðóïïå H âíóòðåííåé ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/H ∼= Z2.
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Ðèñ. 2.23:

4. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.24, ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H âíóòðåííåé ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/H ∼= Z3
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Ðèñ. 2.24:

5. Ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ àâòîìàòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 2.25, ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå H âíóòðåííåé ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/H ∼= Z4
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Ðèñ. 2.25:

Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è 1: ïðîâåñòè äåêîìïîçèöèþ àâòîìàòà, èçîáðà-
æåííîãî íà ðèñ. 2.26, ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H âíóòðåííåé ãðóïïû G
òàêîé, ÷òî G/H ∼= Z2
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Ðèñ. 2.26:

Ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî âíóòðåííåé ïîëóãðóïïû àâòîìàòà åñòü XV =
{0 = (13),1 = (0123)}. Çàìåòèì, ÷òî 12 = (02)(13). Ñëåäîâàòåëüíî, 12 ·
0 = (02). Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðóïïà H =< (02), (13) >= {(02)α(13)β |α, β ∈
{0, 1}} ∼= Z2 ⊕ Z2 - ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

• Àâòîìàò ôàêòîð-ãðóïïû GV /H èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.27

He
*

H10 0

1

1

Ðèñ. 2.27:

Ïî ïîñòðîåííîìó àáñòðàêòíîìó àâòîìàòó ïîñòðîèì ñòðóêòóðíûé àâ-
òîìàò. Ââåäåì êîäèðîâàíèå F

q He H1
F (q) 0 1

Ñõåìà àâòîìàòà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.28

a

⊕

G0

c

Ðèñ. 2.28:
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• Àâòîìàò ïîäãðóïïû H ∼= Z2 ⊕ Z2 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.29. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðíîãî àâòîìàòà áûëî èñïîëüçîâàíî êîäèðîâàíèå

h e (02) (13) (02)(13)
F (h) 00 10 01 11

h1

⊕

G0

h′1

h2

⊕

G0

h′2

Ðèñ. 2.29:

• Ïîñòðîèì ñõåìó RH , êîòîðàÿ ïî ïðåäñòàâèòåëþ ñìåæíîãî êëàññà c è
ýëåìåíòó ãðóïïû ga âûäàåò c · ga · (c · ga)−1 ýëåìåíò ãðóïïû H. Äëÿ
íà÷àëà ïîñòðîèì òàáëèöó. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû íà-
äî áóäåò ïðèìåíÿòü îïåðàöèþ âçÿòèÿ ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà,
îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåìàÿ g. Ïðè÷åì ýòîò ïðåäñòàâèòåëü äîëæåí áûòü çà-
ôèêñèðîâàí. Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé âîçüìåì ïðåäñòàâèòåëåé, èñ-
ïîëüçîâàííûõ íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ G/H, à èìåííî, e äëÿ ñìåæíîãî
êëàññà H è 1 äëÿ êëàññà H1

c ga c · ga c · ga (c · ga)−1 c · ga · (c · ga)−1

e 0 0 e e 0
e 1 1 1 1−1 e
1 0 10 1 1−1 (02)
1 1 12 e e (02)(13)

Èñïîëüçóåì äëÿ ýëåìåíòîâ c è ga(ïåðâûå äâà ñòîëáöà) êîäèðîâàíèå,
èñïîëüçîâàííîå ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû àâòîìàòà VG/H , à äëÿ ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû H(ïîñëåäíèé ñòîëáåö) êîäèðîâàíèå, èñïîëüçîâàííîå ïðè
ïîñòðîåíèè GH . Â ðåçóëüòàòå òàáëèöà ïðèìåò âèä

c ga h1 h2

0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 1 0
1 1 1 1
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Êàê âèäíî èç òàáëèöû {
h1 = c

h2 = c ∼ ga
Íà ðèñóíêå 2.30 èçîáðàæåíà ñõåìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ
áëîêà RH

gac

h1

∼

h2

Ðèñ. 2.30:

• Òåïåðü ïîñòðîèì âûõîäíîé áëîê äåêîìïîçèöèè. Âûõîä àâòîìàòà îïðå-
äåëÿåòñÿ âûõîäíîé ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ àâòîìàò
ïîñëå ïîäà÷è âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Àâòîìàò íà÷èíàåò ðàáî-
òàòü èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0, è ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåéäåò íà-
÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé g = h · c. Ïîñòðîèì
òàáëèöó çàâèñèìîñòè ψh·c(q0)(a).

h c h · c(q0) ψh·c(q0)

e e 0 0
(02) e 2 1
(13) e 0 0

(02)(13) e 2 1
e 1 1 0

(02) 1 3 x
(13) 1 2 0

(02)(13) 1 3 x

Èñïîëüçóåì äëÿ ýëåìåíòîâ c, èñïîëüçîâàííîå ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû
àâòîìàòà VG/H , à äëÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû H êîäèðîâàíèå, èñïîëüçîâàí-
íîå ïðè ïîñòðîåíèè GH . Â ðåçóëüòàòå òàáëèöà ïðèìåò âèä

h′1 h′2 c ψh·c(q0)

0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 0
1 1 0 1
0 0 1 0
1 0 1 x
0 1 1 0
1 1 1 x
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Êàê âèäíî èç òàáëèöû ψ(h′1, h
′
2, c, a) = h′1(c ∨ a) Íà ðèñóíêå 2.31 èçîá-

ðàæåíà ñõåìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ áëîêà Rψ

a h′1c

¬

∨

&
y

Ðèñ. 2.31:

Ïîñòðîèì ñõåìó àâòîìàòà, îáúåäåíèâ ïîñòðîåííûå ñõåìû. Ñõåìà èçîáðàæå-
íà íà ðèñóíêå 2.32.
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a

⊕

G0

c

ga

GR/H

h1

∼

h2

RH

⊕

G0

h′1

⊕

G0

h′2

GH

¬

∨

&
y

Rψ

Ðèñ. 2.32:

Êàê âèäíî èç èç ñõåìû h′2 íå òðåáóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûõîäà ñõåìû.
Óäàëèì èç ñõåìû íåíóæíûå ýëåìåíòû, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñõåìó, èçîáðà-
æåííóþ íà ðèñóíêå 2.33.
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a

⊕

G0

c

GR/H

h1

RH

⊕

G0

h′1

GH

¬

∨

&
y

Rψ

Ðèñ. 2.33:
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