
О сложности хранения и поиска

информации∗

Э.Э. Гасанов

Построена новая общая модель хранения и поиска информа-

ции, называемая информационно-графовой, частными случая-

ми которой являются известные модели представления данных.

Изучены основные свойства этой модели и решена проблема

оптимального синтеза информационных графов для широкого

класса задач поиска, включающего наиболее часто используе-

мые на практике задачи поиска в базах данных.

1. Введение

В последние десятилетия активно развивается новое научное на-
правление, связанное с оптимальным хранением и поиском инфор-
мации, именуемое теорией информационного поиска. Одним из глав-
ных носителей этого направления является теория баз данных. Воз-
никшее под влиянием практических задач, оно и сейчас в основном
обслуживает приложения, а собственно теоретическая его часть, как
представляется, обретает контуры. Как всякая научная дисциплина
это направление должно характеризоваться следующими чертами:
предметом исследования, проблематикой, методами и результатами.
В развитой теории каждая из этих черт должна иметь достаточно
общий характер. В то же время важно отметить, что молодые дисци-
плины возникают, как правило, через рассмотрение отдельных кон-
кретных важных примеров, которые затем с развитием дисциплин
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обобщаются как в постановочной, так и в проблемно-методологиче-
ской частях. Подобных примеров достаточно много в кибернетике,
информатике и других разделах науки. К числу характерных из них
может быть отнесена теория управляющих систем. В своей практиче-
ской деятельности человек столкнулся с конкретными видами таких
систем, которые далее играли роль модельных управляющих систем.
В инженерном деле — это вентильные и контактные схемы, схемы
из функциональных элементов и некоторые другие, в математике —
формулы, алгоритмы и т. д., в биологии — нейроны, нейронные сети,
автоматы и т. п. Для этих видов управляющих систем рассматрива-
лись две такие главные задачи анализа и синтеза соответствующих
управляющих систем [1, 2]. Первая состояла в изучении «поведения»
таких систем, а вторая — в создании соответствующей системы с за-
данным «поведением». На первом этапе эти постановки связывались
непосредственно с модельными системами и для каждой из них раз-
рабатывался конкретный метод решения. Со временем наступил этап,
когда большинство из этих систем могли уже рассматриваться с еди-
ных позиций, и исследование указанных общих задач достигалось
уже с помощью общих методов решения [3]. Хотя по-прежнему мо-
дельные управляющие системы, имея свою специфику, продолжают
оставаться в центре внимания теории управляющих систем.

Аналогичный путь развития проходит теория информационного
поиска. В ней также первоначально возникли конкретные примеры
способов хранения и представления данных и соответствующих этим
способам алгоритмов поиска информации. К их числу относятся лек-
сикографические, древовидные, реляционные и др. Задачи поиска
для них имеют конкретные виды и модификации такие, как задача
поиска идентичных объектов, задача о близости, включающий поиск
и др. Они играют роль модельных задач для выбранных способов
хранения информации и изучались на протяжении многих лет, при-
влекая каждый раз для своего решения специальные исследователь-
ские средства, которые носили ограниченный по своим возможностям
характер.

Тем самым, можно считать, что современное состояние теории
информационного поиска напоминает то состояние теории управляю-
щих систем, которое соответствовало первому этапу развития послед-
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ней, когда накапливались данные лишь о конкретных видах модель-
ных управляющих систем. В то же время, как выяснилось, опыт раз-
вития теории управляющих систем в своей методологической части
давал возможность сделать попытку с более общих позиций провести
исследование как модельных баз данных, так и модельных задач для
них, с соответствующей разработкой достаточно общей теории.

Мы предлагаем новую модель данных (частными случаями кото-
рой могут считаться уже известные) с наследственно определенны-
ми средствами поиска информации, с соответствующими понятиями
сложности такого поиска, а также разрабатываем основы теории ре-
шения базовых задач поиска применительно к этой модели. Если про-
должить аналогию с теорией синтеза управляющих систем, то можно
отметить, что различным видам управляющих систем соответствуют
различные виды хранения и представления данных (модели данных),
классам функций, исследуемым в теории синтеза, соответствуют ти-
пы задач поиска, исследуемые в теории информационного поиска. И
в теории синтеза и в теории поиска вводятся понятия сложности и
ставятся задача оптимального синтеза и задача исследования функ-
ций сложности шенноновского типа. Таким образом, мы стремимся к
тому, чтобы приблизить состояние теории информационного поиска
по степени продвинутости к современному состоянию теории управ-
ляющих систем.

Уточним сказанное. Во-первых, мы предлагаем новую формали-
зацию понятия задачи поиска. Тип задач поиска охватывает класс
однотипных вопросов к базе данных. Тип задач поиска заключает в
своем определении три объекта: множество запросов, множество за-
писей и бинарное отношение, заданное на декартовом произведении
этих множеств, называемое отношением поиска. Здесь запись — это
поисковый образ элемента данных, то есть поле или множество по-
лей элемента данных, которые представляют интерес в данном типе
вопросов. Запрос — это минимальный элемент, содержащий суть во-
проса. Запрос совместно с отношением очерчивает тот круг объектов,
которые отвечают на данный вопрос. Задача поиска заданного типа
получается выделением из множества записей конечного подмноже-
ства, называемого библиотекой. А именно, задача поиска состоит в
том, чтобы по произвольному запросу перечислить все записи из биб-
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лиотеки, находящиеся в заданном отношении с запросом (удовлетво-
ряющие запросу). При фиксации отношения поиска каждая запись
задает предикат, определенный на множестве запросов, который ра-
вен 1, если данная запись удовлетворяет запросу — аргументу функ-
ции. Поэтому если вернуться к аналогии с теорией синтеза управля-
ющих систем, то тип задач поиска есть способ описания некоторого
конкретного класса предикатов, задаваемых на множестве запросов,
а задача поиска — это конкретное подмножество предикатов из этого
класса.

Во-вторых, мы предлагаем новую управляющую систему, назы-
ваемую информационным графом, которая в общей иерархии теории
управляющих систем находится в не очень высоких слоях залегания
и является в некотором смысле обобщением контактных схем. Факти-
чески нам нужны лишь графы, дискретные функции и вычисление
волновых процессов на графах, и этого хватает, чтобы с достаточ-
но общих позиций посмотреть на ту разрозненную картину, которая
наблюдается в теории информационного поиска.

В предлагаемой информационно-графовой модели данных струк-
тура данных задается ориентированным графом (называемым ин-
формационным), ребра и вершины которого нагружены элементами
данных и функциями, определенными на множестве запросов. В гра-
фе выделена одна вершина, называемая корнем и ассоциируемая со
входом, а вершины графа, нагруженные элементами данных, ассоци-
ируются с выходами. Этот же граф описывает алгоритм поиска, на
вход которого поступает запрос, а на выходе получается некоторое
подмножество данных. При этом процесс поиска начинается с корня
и распространяется в зависимости от значений нагрузочных функций
на запросе, возможно, сразу по нескольким направлениям. Если этот
волновой процесс на графе достигает элементов данных, то эти эле-
менты включаются в ответ алгоритма на исходный запрос. Инфор-
мационный граф будет решать некоторую задачу поиска, если для
произвольного запроса ответ на этот запрос содержит все те и толь-
ко те записи из библиотеки, которые удовлетворяют запросу. Таким
образом, информационный граф с одной стороны дает новую концеп-
цию хранения данных, а с другой стороны предлагает новый подход
к поиску информации как волнового процесса на графах, управляе-
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мого нагрузочными функциями. Нагрузочные функции, которые на-
зываются базовыми, разделены на два класса — предикаты и пере-
ключатели, и являются одним из основных управляющих параметров
модели. Нагрузочные функции по сути определяют функции прово-
димости между вершинами графа, и проблема нахождения решения
задачи поиска сводится к проблеме синтеза информационного графа,
реализующего систему функций, задаваемую задачей поиска.

Так же, как логическая сеть со свободными элементами [4] обоб-
щает известные в теории управляющих систем виды управляющих
систем, так и информационно-графовая модель обобщает наиболее
известные модели данных. Понятно, что алгоритмы и конструкции,
используемые в древовидных базах данных, описываются древовид-
ными информационными графами. Сетевые базы данных, естествен-
ным образом перекладываются на язык информационно-графовой
модели, при этом ясно, что со структурной точки зрения они по су-
ществу будут представляться графами. В дедуктивных базах нужные
данные и знания получаются путем логического вывода, поэтому ал-
горитм поиска, используемый в дедуктивных базах данных, при пе-
реходе на язык информационных графов приводит к константному
дереву, который отражает суть дерева логического вывода. В реля-
ционных базах данные представляются в виде таблиц, при этом ал-
горитм поиска, ассоциируемый с таким представлением данных, есть
алгоритм перебора, который естественно легко описывается древо-
видным информационным графом специального вида.

Информационные графы позволяют ввести новое понятие слож-
ности поиска. Это понятие новое как с точки зрения теории управ-
ляющих систем, так и с точки зрения теории баз данных. В теории
управляющих систем обычно под сложностью понимается или число
ребер, или число элементов-функций, а здесь сложность понимается
как часть графа, захваченного волновым процессом, и существенно
зависит от значений нагрузочных функций, и тем самым не являет-
ся просто количественной характеристикой графа такой, как число
ребер или вершин. Новизна же в теории баз данных заключается в
том, что такое введение сложности после осреднения по множеству
запросов адекватно соответствует среднему времени поиска — тра-
диционно трудной для изучения характеристики алгоритмов поиска
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информации. Кроме того, при соответствующем введении сложности
информационные графы оказываются удобными для изучения как
параллельных, так и фоновых алгоритмов поиска. И, наконец, в ин-
формационных графах совсем просто контролируется такой важный
управляющий параметр в задачах информационного поиска, как объ-
ем памяти, который в данном случае характеризуется количеством
ребер графа.

Рассматривается несколько модельных типов задач поиска, явля-
ющихся наиболее распространенными задачами поиска в базах дан-
ных. Выбор модельных типов определяется как повсеместностью ис-
пользования их в базах данных, так и частотой цитирования в лите-
ратуре [5–22]. Эти модельные типы можно разбить их на 3 крупных
базовых класса. Первый класс включает в себя задачи поиска, в кото-
рых для почти всех запросов ответ на них содержит ограниченное ма-
лой константой число элементов. Этот класс получил название задач
поиска с коротким ответом. Представителем этого класса является
задача поиска идентичных объектов.

Второй класс, названный задачами поиска на частично-упорядо-
ченных множествах данных, состоит из задач, в которых в ответ на
запрос надо перечислить все элементы базы данных, которые в задан-
ном частичном порядке меньше чем запрос. Представителями этого
класса являются задача включающего поиска и задача о доминиро-
вании.

И, наконец, третий класс содержит так называемые задачи интер-
вального поиска, результат которых в некотором смысле можно рас-
сматривать как пересечение решений двух задач из второго класса.

Для базовых задач поиска ставится и решается проблема опти-
мального синтеза, которая состоит в построении для заданной задачи
информационного поиска информационного графа, который решает
эту задачу и имеет наименьшую или близкую к ней сложность.

Полученный свод результатов, описывающих оптимальное реше-
ние базовых классов, назовем каноническим эффектом, и мы хотим
понять, насколько чувствительна основная модель по отношению к
каноническому эффекту при вариации 3-х основных управляющих
параметров модели, таких как объем памяти, имеющийся в распо-
ряжении (то есть число ребер информационного графа), множество



О сложности хранения и поиска информации 279

функций, которые разрешается использовать при решении (то есть
множество базовых функций, используемых при нагрузке графа), и
ε-расширение запроса. Показывается, что при любой вариации, кроме
ε-расширения запроса при достаточно малых ε, мы уходим от кано-
нического эффекта.

Для решения задач оптимального синтеза для базовых классов
разработаны следующие 3 основных метода.

Первый метод мы называем методом оптимальной декомпозиции.
Он состоит в таком разбиении задачи на подзадачи, которые допуска-
ют простое решение и при этом сложность поиска подзадачи, дающей
решение исходной задачи, также осуществляется просто. Этот метод
использовался при решении опорных или одномерных задач поиска.

Второй метод, называемый методом снижения размерности, при-
меняемый к многомерным задачам, сводится к тому, чтобы с помо-
щью некоторых опорных задач последовательно понижать размер-
ность задачи и в конце концов свести ее к опорной задаче, решение
которой уже известно.

Третий метод назван методом характеристических носителей гра-
фа и использовался при получении нижних оценок. Он заключается
в выделении в информационном графе, являющемся оптимальным
решением, подграфов с заданными свойствами (характеристических
носителей) и в последующем подсчете сложности характеристиче-
ских носителей.

Данная работа содержит обзор результатов автора, полученных
им в этом направлении.

Автор выражает глубокую благодарность академику В.Б. Куд-
рявцеву и профессору А.С. Подколзину за внимание и помощь в ра-
боте.

2. Информационно-графовая модель данных

В задачах поиска, возникающих в базах данных, имеется 3 основ-
ных объекта:

• множество запросов X с заданным на нем вероятностным про-
странством;
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• множество потенциальных ответов Y , будем называть элементы
этого множества записями;

• бинарное отношение ρ, заданное на X×Y , называющееся отно-
шением поиска и описывающее критерий семантического соот-
ветствия записи запросу, то есть если xρy, то будем говорить,
что запись y удовлетворяет запросу x;

В достаточно общем случае значительный интерес представляет
описываемая ниже проблема, которую мы назовем задачей информа-
ционного поиска. Тройку 〈X,Y, ρ〉 будем называть типом задач ин-
формационного поиска, а тройку 〈X,V, ρ〉 (или четверку 〈X,V, ρ;Y 〉),
где V — конечное подмножество Y , называемое библиотекой, — зада-
чей информационного поиска (ЗИП). Содержательно будем считать,
что ЗИП I = 〈X,V, ρ;Y 〉 состоит в перечислении для произвольно
взятого запроса x ∈ X всех тех и только тех записей из V , кото-
рые находятся в отношении ρ с запросом x, то есть удовлетворяют
запросу x.

Реально эта проблема допускает вариацию как за счет уточне-
ния самой задачи, так и за счет допущения разных предположений
относительно базовых компонент X,Y, ρ, V , составляющих ЗИП.

Опишем основной объект, который называется информационным
графом (ИГ). Вводить ИГ мы будем, одновременно иллюстрируя его
на примере одномерной задачи интервального поиска, которая со-
стоит в поиске в конечном подмножестве отрезка [0, 1] вещественной
прямой всех тех точек, которые попадают в отрезок-запрос.

Сначала задаются 4 множества:

• множество запросов X;

• множество записей Y ;

• множество F одноместных предикатов, заданных на множе-
стве X;

• множество G одноместных переключателей, заданных на мно-
жестве X (переключатели — это функции, область значений
которых является начальным отрезком натурального ряда).

В примере эти множества имеют вид:
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• Xint1 = {(u, v) : 0 < u 6 v 6 1};
• Yint1 = (0, 1];

• F = F1
⋃

F2, где F1 = {f1
6,a : a ∈ (0, 1]}, F2 = {f2

>,a : a ∈ (0, 1]},

f1
6,a(u, v) =

{

1, если u 6 a
0, если u > a

,

f2
>,a(u, v) =

{

1, если v > a
0, если v < a

,

• G = G1
⋃

G2
⋃

G3, где G1 = {g∗,m : m ∈ N}, G2 = {g−,m : m ∈
N}, G3 = {g6,a : a ∈ (0, 1]}, g∗,m(u, v) =]u ·m[,

g−,m(u, v) =

{

1, если v − u < 1/m
2, если v − u > 1/m

,

g6,a(u, v) =

{

1, если u 6 a
2, если u > a

.
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Рис. 1. Решение одномерной задачи интервального поиска.

ИГ определяется следующим образом. Берется конечная много-
полюсная ориентированная сеть. В ней выбирается некоторый по-
люс, который называется корнем. На рисунке 1 он изображен полым
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кружком. Остальные полюса называются листьями (на рисунке они
изображены жирными точками) и им приписываются записи из Y
(на рисунке это символы y с индексами), причем разным листьям мо-
гут быть приписаны одинаковые записи. Некоторые вершины сети (в
том числе это могут быть и полюса) называются переключательны-
ми и им приписываются переключатели из G (на рисунке таких вер-
шин 8). Ребра, исходящие из каждой из переключательных вершин,
нумеруются начиная с 1 и называются переключательными ребрами
(на рисунке таких ребер 16). Ребра, не являющиеся переключатель-
ными, называются предикатными и им приписываются предикаты из
множества F (на рисунке таких ребер 17). Таким образом нагружен-
ную многополюсную ориентированную сеть называем ИГ над базо-
вым множеством F = 〈F,G〉.

Функционирование ИГ определяется следующим образом. Ска-
жем, что предикатное ребро проводит запрос x ∈ X, если предикат,
приписанный этому ребру, принимает значение 1 на запросе x. Ска-
жем, что переключательное ребро, которому приписан номер n, про-
водит запрос x ∈ X, если переключатель, приписанный началу этого
ребра, принимает значение n на запросе x. Скажем, что ориентиро-
ванная цепочка ребер проводит запрос x ∈ X, если каждое ребро
цепочки проводит запрос x. Скажем, что запрос x ∈ X проходит в
вершину β ИГ, если существует ориентированная цепочка, ведущая
из корня в вершину β, которая проводит запрос x. Скажем, что за-
пись y, приписанная листу α, попадает в ответ ИГ на запрос x ∈ X,
если запрос x проходит в лист α. Ответом ИГ U на запрос x назовем
множество записей, попавших в ответ ИГ на запрос x, и обозначим
его JU (x). Эту функцию JU(x) будем считать результатом функци-
онирования ИГ U .

Из определения функционирования ИГ естественным образом вы-
текает, что каждому ИГ U можно сопоставить некую процедуру по-
иска.

Предполагается, что эта процедура хранит в своей (внешней) па-
мяти структуру ИГ U . Входными данными процедуры является за-
прос. Выходными данными является множество записей.

Опишем эту процедуру.
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Пусть на вход процедуры поступил запрос x. Вводим понятие ак-
тивного множества вершин и вносим в него в начальный момент ко-
рень ИГ U и помечаем его. Далее по очереди просматриваем вершины
из активного множества и для каждой из них проделываем следую-
щее:

• если рассматриваемая вершина — лист, то запись, приписанную
вершине, включаем в ответ;

• если рассматриваемая вершина переключательная, то вычисля-
ем на запросе x переключатель, соответствующий данной вер-
шине, и если конец ребра, исходящего из рассматриваемой вер-
шины, нагрузка которого равна значению переключателя, непо-
меченная вершина, то помечаем его и включаем в множество
активных вершин;

• если рассматриваемая вершина предикатная, то просматриваем
по очереди исходящие из нее ребра и вычисляем значения пре-
дикатов, приписанных этим ребрам, на запросе x. Концы ребер,
которым соответствуют предикаты со значениями, равными 1,
если они непомеченные, помечаем и включаем в множество ак-
тивных вершин;

• исключаем рассматриваемую вершину из активного множества.

Процедура завершается по исчерпании активного множества.

Таким образом, ИГ как управляющая система может рассматри-
ваться в качестве модели алгоритма поиска, работающего над дан-
ными, организованными в структуру, определяемую структурой ИГ.

Пусть нам дана ЗИП I = 〈X,V, ρ〉.
Скажем, что ИГ U разрешает ЗИП I = 〈X,V, ρ〉, если для любого

запроса x ∈ X ответ на этот запрос содержит все те и только те
записи из V , которые удовлетворяют запросу x, то есть

JU (x) = {y ∈ V : xρy}.

Если ρint1 — бинарное отношение на Xint1 × Yint1 такое, что

(u, v)ρint1y ⇐⇒ u 6 y 6 v,
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Рис. 2.

то ИГ, изображенный на рисунке 1, разрешает ЗИП I = 〈Xint1, V, ρint1〉,
где V = {y1, y2, y3, y4, y5, y6} — библиотека, изображенная на ри-
сунке 2, причем данный ИГ, соответствует асимптотически опти-
мальному решению, полученному по методу оптимальной декомпози-
ции, описание которого применительно к данной задаче мы приведем
позже.

Введем вспомогательные обозначения.
Если f — одноместный предикат, определенный на X, то множе-

ство Nf = {x ∈ X : f(x) = 1} назовем характеристическим множе-
ством предиката f .

Множество O(y, ρ) = {x ∈ X : xρy} назовем тенью записи y ∈ Y .
Введем понятие сложности ИГ.
Пусть β — некоторая вершина ИГ. Предикат, определенный на

множестве запросов, который принимает значение 1 на запросе x,
если запрос проходит в вершину β, и 0 — в противном случае, назовем
функцией фильтра вершины β и обозначим ϕβ(x).

Определим понятие сложности ИГ на запросе.
Будем считать, что время вычисления любого переключателя из

G и любого предиката из F одинаково и равно 1.
Пусть нам дан некий ИГ U и произвольно взятый запрос x ∈ X.

Пусть A — определенная ранее процедура, сопоставленная ИГ U .
Сложностью ИГ U на запросе x назовем число T (U, x), равное

количеству переключателей и предикатов, вычисленных процедурой
A при подаче на его вход запроса x, то есть

T (U, x) =
∑

β∈P

ϕβ(x) +
∑

β∈R\P

ψβ · ϕβ(x),

где R — множество вершин ИГ U , P — множество переключательных
вершин ИГ U , ψβ — количество ребер, исходящих из вершины β.
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Величина T (U, x) характеризует время работы процедуры A при
подаче на его вход запроса x.

Введем понятие сложности ИГ как среднее значение сложности
ИГ на запросе, взятое по множеству всех запросов. С этой целью
введем вероятностное пространство над множеством запросов X,
под которым будем понимать тройку 〈X,σ,P〉, где σ — некоторая
алгебра подмножеств множества X, P — вероятностная мера на σ,
то есть аддитивная мера, такая, что P(X) = 1.

Скажем, что базовое множество F измеримое, если каждая функ-
ция из F — измеримая (относительно алгебры σ). Далее всюду будем
предполагать, что базовое множество измеримое. В этом случае для
любого ИГ U над F функция T (U, x) как функция от x измерима.

Сложностью ИГ U назовем математическое ожидание величины
T (U, x), то есть число

T (U) = Mx T (U, x).

Объемом Q(U) ИГ U назовем число ребер в ИГ U .
Пусть нам дана некая ЗИП I.Сложностью задачи I при базовом

множестве F и заданном объеме q назовем число

T (I,F , q) = inf{T (U) : U ∈ U(I,F) и Q(U) 6 q},

где U(I,F) — множество всех ИГ над базовым множеством F , разре-
шающих ЗИП I.

Число
T (I,F) = inf{T (U) : U ∈ U(I,F)}

назовем сложностью задачи I при базовом множестве F .
Если I = 〈X,V, ρ〉, то величина R(I) =

∑

y∈V P(O(y, ρ)) есть сред-
няя длина ответа ЗИП I.

Справедлива следующая теорема [23].

Теорема 1 (мощностная нижняя оценка). Если I = 〈X,V, ρ〉 —
произвольная ЗИП, F — измеримое базовое множество, такое, что
множество U(I,F) 6= ∅, то T (I,F) > R(I).

Этот результат был получен с помощью метода характеристиче-
ских носителей графа.



286 Э. Э. Гасанов

3. Решение проблемы оптимального синтеза

для базовых задач

Если существует такой ИГ U ∈ U(I,F), что T (U) = T (I,F), то
ИГ U будем называть оптимальным для ЗИП I.

Для модельных классов ставится проблема синтеза оптимального
ИГ.

Среди задач поиска, в которых вероятность появления в
ответе более c записей (c = const) равна нулю, наиболее подроб-
но исследована ситуация, когда c = 1.

Для таких задач показано, что оптимальные ИГ древовидны, а
в случае, когда тени всех записей библиотеки имеют равную вероят-
ность (такие ЗИП названы обладающими G-свойством) справедлив
следующий результат [24].

Теорема 2. Если I = 〈X,V, ρ〉 — ЗИП, обладающая G-свойством,
F = 〈F,∅〉 — некоторое специальное базовое множество, то

P(O(y, ρ)) · R(k) 6 T (I,F) 6 P(O(y, ρ)) · R(k) + 1,

где y ∈ V, k = |V | — мощность библиотеки V ,

R(k) = 3k[log3 k] + 4(k − 3[log3 k]) + max(0, k − 2 · 3[log3 k]).

Здесь и далее формулировки теорем носят несколько упрощенный
характер и служат только для того, чтобы отразить общую картину.
Строгие формулировки можно найти по ссылкам. Этот результат был
получен методом характеристических носителей графа.

Задача поиска идентичных объектов состоит в поиске в мно-
жестве объекта, идентичного объекту-запросу, и формально принад-
лежит типу Sid = 〈(0, 1], (0, 1],=, σ,P〉. Задача о близости состоит
в поиске в линейно-упорядоченном множестве объекта, ближайшего
к объекту-запросу, и принадлежит типу Sne = 〈(0, 1], (0, 1], ρne , σ,P〉,
где ρne задается на (0, 1]×V и определяется соотношением xρney ⇐⇒
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(y ∈ V )&(x 6 y)&(¬(∃y′)((y′ ∈ V )&(x 6 y′)&(y′ < y))). Пусть

F3 = {f=,a(x) =

{

0, если x 6= a
1, если x = a

: a ∈ (0, 1]}, (1)

G4 = {g6,a(x) =

{

1, если x 6 a
2 в противном случае

: a ∈ (0, 1]}, (2)

G5 = {]x ·m[ : m = 1, 2, 3 . . .}, F = 〈F3, G4 ∪G5〉. (3)

Справедлива теорема [25].

Теорема 3. Пусть вероятностная мера P определяется ограничен-
ной константой c функцией плотности распределения, I — ЗИП
типа Sid или типа Sne, F — базовое множество, задаваемое соот-
ношениями (1)–(3). Тогда 1 < T (I,F , (2 + c) · k + 1) < 2.

Эта теорема получена методом оптимальной декомпозиции.
В [26] для задачи поиска идентичных объектов приводится алго-

ритм, который в типичной ситуации при затратах памяти k2 обеспе-
чивает время поиска, в худшем случае равное 2.

ЗИП с отношением поиска, являющимся отношением ли-
нейного предпорядка — первая из задач, относящихся ко второму
классу задач поиска на частично-упорядоченных множествах дан-
ных.

Отношение линейного предпорядка — это отношение, удовлетво-
ряющее условиям рефлексивности, транзитивности и связности.

Будем рассмаривать следующий тип: Slin = 〈X,X,
l
�〉, где X —

некоторое множество,
l
� — некоторое отношение линейного предпо-

рядка на X ×X.
Пусть K = {χ

a,
l

�
(x) : a ∈ X}. Справедлива следующая теорема

[27].

Теорема 4. Для любой ЗИП I = 〈X,V,
l
�〉 типа Slin существует

оптимальный ИГ над базовым множеством F = 〈K,∅〉 и

T (I,F) = 1 +R(I) − min
y∈V

P(O(y,
l
�)).
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Для ЗИП типа Slin исследовалось также параллельное решение
[28], которое предполагает, что ИГ обрабатывается сразу несколь-
кими вычислителями, при этом выделяется два подхода: когда ИГ
распределяется на части между вычислителями и каждый вычисли-
тель обрабатывает только свою часть (сепаративный подход); когда
вычислители совместно обрабатывают ИГ (кооперативный подход).
Получено оптимальное параллельное решение в случае сепаратив-
ного подхода, и показано существование таких ЗИП типа Slin, для
которых кооперативный подход дает лучшие результаты, чем сепа-
ративный подход.

Задача включающего поиска принадлежит следующему типу:

Sbool = 〈Bn, Bn,
b
�〉, где Bn — единичный n-мерный куб,

b
� — отноше-

ние поиска на Bn ×Bn, определяемое следующим соотношением

(x1, . . . , xn)
b
�(y1, . . . , yn) ⇐⇒ xi > yi, i = 1, n,

причем на Bn задана равномерная вероятностная мера, то есть для
∀x ∈ Bn

P(x) = 1/2n и ∀A ⊆ Bn
P(A) = |A|/2n. Справедлива

следующая теорема [29].

Теорема 5. Пусть базовое множество имеет вид F = 〈F,∅〉, где
F ⊆ Mn и Kn ⊆ F , и Mn — множество монотонных булевых функ-
ций, а Kn — множество элементарных монотонных конъюнкций.

Тогда для любой ЗИП I = 〈Bn, V,
b
�〉 типа Sbool T (I,F) > 2R(I) и

существуют такие ЗИП I = 〈Bn, V,
b
�〉 типа Sbool, что T (I,F) =

2R(I)(1 + ō(1)) при n→ ∞.

Нижняя оценка этой теоремы была получена с помощью мето-
да характеристических носителей графа. Приведем краткое описание
этого метода применительно к задаче включающего поиска. На пер-
вом этапе показывается, что для каждой записи из библиотеки задачи
в ИГ, решающем данную задачу, существует так называемая главная
цепь, то есть цепочка ребер, ведущая из корня ИГ в лист, которому
приписана данная запись, и по этой цепочке проходят все запросы,
которым удовлетворяет данная запись. Далее перебирая различные
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варианты пересечения главных цепей, показывается, что библиотеку
можно разбить на непересекающиеся части таким образом, что каж-
дой части можно сопоставить свое подмножество ребер графа (такие
подмножества обычно имеют вид метелки), суммарная сложность ко-
торых не меньше, чем удвоенная сумма вероятностей теней записей
из данной части.

Как видно теорема 5 дает асимптотику функции Шеннона. Кро-
ме того для включающего поиска была получена асимптотика лога-
рифма сложности для почти всех задач и для средней сложности по
задачам.

Задача о доминировании состоит в поиске в конечном подмно-
жестве n-мерного пространства всех тех точек, которые не больше по
каждой из компонент чем запрос, являющийся в данном случае точ-
кой n-мерного пространства. Пусть Xdom = (0, 1]n. Отношение поиска
ρdom определено на Xdom ×Xdom и задается следующим соотношени-
ем (x1, x2, . . . , xn)ρdom(y1, y2, . . . , yn) ⇐⇒ yi 6 xi, i = 1, 2, . . . , n. Тогда
тип Sdom = 〈Xdom, Xdom, ρdom, σ,P〉 назовем типом задачи о домини-
ровании. Пусть

G6 = {gi,·,m(x1, . . . , xn) =

=]xi ·m[ : i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, m = 1, 2, 3 . . .}, (4)

G7 = {gi,<,a(x1, . . . , xn) =

=

{

1, если xi < a
2, если xi > a

: i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, a ∈ (0, 1]}, (5)

F4 = {gn,>,a(x1, . . . , xn) =

{

0, если xn < a
1, если xn > a

: a ∈ (0, 1]}, (6)

F = 〈F4, G6 ∪G7〉. (7)

Справедлива следующая теорема [30].

Теорема 6. Пусть вероятностная мера P определяется ограничен-
ной функцией плотности распределения, I — ЗИП типа Sdom, F —
базовое множество, задаваемое соотношениями (4)–(7). Тогда, если
функция плотности вероятности p(x) 6 c, то
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0 < T (I,F ,
(

k + n− 1

n

)

+ (3 + c) ·
n−1
∑

i=1

(

k + i− 1

i

)

) −R(I) 6 2n− 1.

Этот результат был получен с помощью метода снижения раз-
мерности. Приведем краткое описание этого метода применительно
к n-мерной задаче о доминировании. Возьмем произвольный запрос.
Он описывает n требований к ответу: по каждой из n компонент эле-
менты ответа не должны превышать соответствующую компоненту
запроса. С помощью решения задачи о близости (опорная задача, оп-
тимальное решение которой приводится в теореме 3) мы получаем
подмножество библиотеки, состоящее из всех записей, удовлетворяю-
щих одному из n требований. Далее опять применяем к полученному
подмножеству библиотеки задачу о близости и еще раз снижаем раз-
мерность. Таким образом за n− 1 применений задачи о близости (то
есть в среднем за 2(n− 1) вычислений) мы придем к одномерной за-
даче о доминировании, оптимальное решение которой приводится в
теореме 4.

Для двумерной задачи о доминировании исследовалось также ре-
шение задачи в фоновом режиме [31]. Для алгоритмов поиска в фо-
новом режиме предполагается наличие внешнего объекта, называе-
мого пользователем. Элементы ответа на запрос при этом считаются
поступающими по мере нахождения, каждый элемент ответа обраба-
тывается пользователем в течении некоторого времени, а сложность
алгоритма определяется как время простоя пользователя. Найдено
фоновое решение двумерной задачи о доминировании, которое в ти-
пичной ситуации при линейных затратах памяти имеет константную
временную сложность.

Задача интервального поиска состоит в поиске в конечном
подмножестве n-мерного пространства всех тех точек, которые по-
падают в n-мерный параллелепипед-запрос. Пусть Xintn = {x̃ =
(u1, v1, . . . , un, vn) : 0 < ui 6 vi 6 1, i = 1, 2, . . . , n}. Отношение
поиска ρintn определено на Xintn × Yintn и задается следующим соот-
ношением:

(u1, v1, . . . , un, vn)ρintn(y1, . . . , yn) ⇐⇒ ui 6 yi 6 vi, i = 1, 2, . . . , n.
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Тогда тип Sintn = 〈Xintn, Yintn, ρintn, σ,P〉 назовем типом интерваль-
ного поиска. Пусть

G8 = {g1
i,·,m(u1, v1, . . . , un, vn) =

=]ui ·m[ : i ∈ {1, 2, . . . , n}, m = 1, 2, 3 . . .}, (8)

G9 = {g2
i,·,m(u1, v1, . . . , un, vn) =

=]vi ·m[ : i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, m = 1, 2, 3 . . .}, (9)

G10 = {g1
i,6,a(u1, v1, . . . , un, vn) =

=

{

1, если ui 6 a
2, если ui > a

: i ∈ {1, 2, . . . , n}, a ∈ (0, 1]}, (10)

G11 = {g2
i,<,a(u1, v1, . . . , un, vn) =

=

{

1, если vi < a
2, если vi > a

: i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, a ∈ (0, 1]}. (11)

G12 = {g−,m(u1, v1, . . . , un, vn) =

=

{

1, если 0 6 vn − un < 1/m
2 в противном случае

: m = 1, 2, 3 . . .}, (12)

F5 = {fa(u1, v1, . . . , un, vn) =

=

{

1, если un 6 a и vn > a
0 в противном случае

: a ∈ (0, 1]}. (13)

F = 〈F5, G8 ∪G9 ∪G10 ∪G11 ∪G12〉. (14)

Справедлива следующая теорема [25, 30].

Теорема 7. Пусть вероятностная мера P определяется ограничен-
ной функцией плотности распределения с ограниченными частными
производными первого порядка, I — ЗИП типа Sintn, F — базовое
множество, задаваемое соотношениями (8)–(14). Тогда

0 < T (I,F , (4 k+2+(1+6 [log2 k]) ·c) (k (k + 1)/2)n−1)−R(I) 6 4n+1,

где c — константа, зависящая от функции плотности распределе-
ния.
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Для равномерной вероятностной меры c = 2.

Этот результат был получен с использованием методов оптималь-
ной декомпозиции и снижения размерности.

Приведем описание метода оптимальной декомпозиции примени-
тельно к одномерной задаче интервального поиска. Пусть нам дано
множество V = {y1, . . . , yk}, в котором мы должны производить по-
иск. Введем натуральное число m, являющееся параметром алгорит-
ма. Если известна оценка сверху c функции плотности вероятности
появления запросов (то есть p(x) 6 c), то в качестве параметра m
возьмем m = 2 c [log2 k], если же c неизвестна, то вместо нее мож-
но взять любое число, например, c = 2. Пусть S = {s1, . . . , sm}, где
si = i/(m + 1), i = 1,m. Производим предобработку, заключающу-
юся в сортировке множества V в порядке возрастания и построении
множества L = {l1, . . . , lm}, где li — целое число, являющееся но-
мером максимальной записи из V , не большей, чем si, причем если
такой записи не существует, то примем li = 0 (i = 1,m). Теперь поиск
по произвольно взятому интервалу-запросу x = (u, v) производится
следующим образом.

Сначала вычисляется длина запроса x.

Если она меньше, чем 1/m, то в множестве V бинарным поиском
находится ближайшая справа к точке u запись. Далее, начиная с этой
записи, просматриваются слева направо все записи из V и сравнива-
ются с правым концом запроса — точкой v до тех пор, пока очередная
запись не станет больше v. Тем самым в этом случае, помимо пере-
числения ответа, производится порядка log2 k действий.

Если v − u > 1/m, то вычисляем номер j =]u ·m[ точки sj, попа-
дающей в интервал [u, v]. Теперь, начиная с записи с номером lj , про-
сматриваем справа налево записи из V и сравниваем с левым концом
запроса — точкой u. Как только очередная запись окажется меньше
u, мы, начиная с записи с номером lj + 1, просматриваем слева на-
право записи из V и сравниваем с правым концом запроса — точкой
v до тех пор, пока очередная запись не станет больше v. Тем самым
в этом случае мы, помимо перечисления ответа, производим 4 лиш-
них действия (сравниваем v − u с 1/m, вычисляем функцию ]u ·m[,
делаем 1 лишнее действие, идя справа налево, и 1 лишнее действие,
идя слева направо).
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Здесь множество L определяет точки разбиения на подзадачи, а
каждая из подзадач является одномерной задачей о доминировании,
которая, согласно теореме 4, решается очень просто.

Осталось заметить, что параметр m подобран так, что средняя
сложность первого случая не превышает 1, если известна оценка свер-
ху функции плотности вероятности, и не превышает некоторой кон-
станты, если эта оценка точно не известна. Поскольку вероятность
множества запросов, длина которых не больше 1/m, не превышает
2c/m.

И, наконец, заметим, что данный алгоритм требует дополнитель-
ную память порядка log2 k, чтобы хранить множество L, в худшем
случае время его поиска равно log2 k плюс время перечисления от-
вета, а в среднем — совсем небольшая константа (приблизительно 5)
плюс перечисление ответа.

4. Влияние на оптимальное решение главных

параметров модели

Как можно видеть, все рассмотренные задачи в некотором смыс-
ле хорошие, а именно все допускают снижение среднего времени по-
иска фактически до минимума. Возникает вопрос: насколько устой-
чиво свойство «хорошести», названное каноническим эффектом, при
вариации параметров задач поиска? К параметрам, которые можно
варьировать в задачах поиска, можно отнести следующие:

• базовое множество функций, характеризующее набор доступ-
ных средств;

• ограничения на объем ИГ, характеризующий объем памяти, со-
ответствующего ИГ алгоритма поиска;

• ε-расширение запроса; этот параметр позволяет получать во-
обще говоря новые типы задач поиска и применим к классу
задач, которые можно условно назвать непрерывными (к нему
относятся задача о доминировании, задача интервального поис-
ка и задача поиска идентичных объектов, когда пространство
запросов, например, — компактное подмножество вещественной
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прямой) и состоит в том, что запрос в новой задаче получается
ε-расширением запроса старой задачи.

Как и следовало ожидать, сложность задачи поиска существенно
зависит от выбора базового множества. Причем часто можно полу-
чить весь спектр, начиная от перебора (как самого сложного) до ал-
горитмов, сложность которых практически совпадает с мощностной
нижней оценкой. Проиллюстрируем этот тезис на примере одномер-
ной задачи интервального поиска [32].

Теорема 8. Если F0 = {χa : a ∈ [0, 1]},

χa(u, v) =

{

1, если u 6 a, v > a
0, в противном случае

,

F0 = 〈F0,∅〉, то для произвольной ЗИП I = 〈Xint1, V, ρint1〉, такой,
что все записи в библиотеке V различны, справедливо T (I,F0) = |V |.

Этот результат означает, что если базовое множество состоит
только из характеристических функций записей, то перебор является
оптимальным алгоритмом.

Теорема 9. Если F1 = 〈F1
⋃

F2,∅〉, и функция плотности распреде-
ления вероятностей p(u, v), определяющая меру P вероятностного
пространства над множеством запросов Xint1, ограничена, то для
произвольной ЗИП I = 〈Xint1, V, ρint1〉 выполнено T (I,F1) − R(I) 6

O(
√
k) при k → ∞, где k = |V |, причем существуют такая вероят-

ностная мера P и такая ЗИП I = 〈Xint1, V, ρint1〉, где |V | = k, что
T (I,F1) −R(I) = O(

√
k) при k → ∞.

Теорема 10. Если F2 = 〈F1
⋃

F2, G3〉, то для произвольной ЗИП
I = 〈Xint1, V, ρint1〉 выполняется T (I,F2) −R(I) 6] log2 k[.

Теорема 11. Если F3 = 〈F1
⋃

F2, G2
⋃

G3〉, и функция плотности
распределения вероятностей p(u, v), определяющая меру P вероят-
ностного пространства над множеством запросов Xint1, такая,
что p(u, v)6 c=const, то для произвольной ЗИП I= 〈Xint1, V, ρint1〉,
такой, что |V | = k, выполняется T (I,F3)−R(I) 6] log log2 k[+6+2c.
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Теорема 12. Если F4 = 〈F1
⋃

F2, G1
⋃

G2
⋃

G3〉 и функция плотно-
сти распределения вероятностей ограничена, то для произвольной
ЗИП I = 〈Xint1, V, ρint1〉 выполняется T (I,F4) −R(I) 6 5.

Зависимость сложности задачи поиска от объема памяти более
«плавная», чем от базового множества. В качестве примера этой зави-
симости можно рассмотреть случай, когда задача поиска есть задача
поиска идентичных объектов [25].

Теорема 13. Пусть I = 〈X,V, ρid〉 — задача поиска идентичных
объектов, |V | = k, F — базовое множество, задаваемое соотношени-
ями (1)–(3), c — константа, ограничивающая функцию плотности
распределения запросов,

L1(l) =







0, если l = 0
] log2 l[+1, если l = 1, 2, 3
log2 l + 2, если l > 4

—

функция, определенная на множестве целых неотрицательных чи-
сел. Тогда

1 < T (I,F , 2 · k +m− 1) 6

6
c

m

((

k −
[

k

m

]

·m
)

· L1

([

k

m

]

+ 1

)

+

+

(

m− k +

[

k

m

]

·m
)

· L1

([

k

m

]))

+ 1.

В частности,
1 < T (I,F , (2 + c) · k) < 2

и T (I,F) ∼ 1 при k → ∞.

Можно видеть, что при объеме памяти 2k мы имеем логарифмиче-
ский поиск, а при увеличении объема до (2+ c)k мы плавно снижаем
среднее время поиска до 2 операций. Эта зависимость более наглядна
в асимптотической записи в случае равномерной вероятности запро-
сов, то есть когда c = 1:

T (I,F , 2k +m) <
∼ 2 + log2 k − log2m.
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Эта формула «разумна» при 0 6 m 6 k. Таким образом, в данной
ситуации выигрыш по времени логарифмически зависит от прираще-
ния объема.

Если через k обозначить мощность библиотеки, то для двумерной
задачи интервального поиска объем памяти, необходимый алгорит-
му, на котором достигается оценка теоремы 7, равен O(k3). С целью
понижения объема памяти в [33] разработана модификация алгорит-
ма Бентли-Маурера, сохраняющая порядки времени поиска в худшем
случае и объема памяти при снижении среднего времени поиска (без
времени перечисления ответа) до константы. На основе этого алго-
ритма получена следующая оценка.

Теорема 14. Пусть I — двумерная задача интервального поиска,
вероятностная мера P определяется ограниченной функцией плот-
ности распределения с ограниченными частными производными пер-
вого порядка, F3 — базовое множество, задаваемое соотношениями
(8)–(14). Тогда для любого натурального M такого, что 1 6 M 6

2 ln k, справедливо

0 6 T
(

I,F3, (2/3)Mk1+2/M +O(k1+1/M )
)

−R(I) 6 14M − 4.

Тем самым здесь также наблюдается «плавная» зависимость
сложности задачи поиска от объема памяти.

Ситуация, возникающая при обобщении задач за счет ε-расши-
рения запроса, не однозначна. Так, в задачах о доминировании и
интервального поиска при малых ε результаты, описанные в теоре-
мах 6 и 7, полностью сохраняются, так как ε-расширение приводит
лишь к вымыванию «малых» запросов, а поскольку их доля мала,
то это не отражается на результате. В случае задачи поиска иден-
тичных объектов в геометрической интерпретации, когда множество
запросов есть отрезок [0, 1] вещественной прямой, картина более ин-
тересная. При малых ε (например, при ε < 1/k2, где k — мощность
библиотеки) справедлива ситуация, описанная в теореме 13. А при
больших ε задача превращается в упрощенную версию одномерной
задачи интервального поиска, и результат будет аналогичен резуль-
тату, описанному в теореме 12.
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5. Заключение

На основе информационно-графовой модели можно предложить
новую технологию проектирования физической организации баз дан-
ных (БД). По этой технологии на начальном этапе выделяются клас-
сы однотипных вопросов к БД, оформляемые в виде типов задач по-
иска. Множество данных БД задает конкретную задачу поиска дан-
ного типа. Для каждой задачи поиска выделяется множество элемен-
тарных операций над запросами, оформляемое в виде базового мно-
жества, и решается задача синтеза оптимального информационного
графа, решающего данную задачу поиска. Полученный информаци-
онный граф описывает оптимальную структуру данных, соответству-
ющую заданным целям оптимизации (среднему времени поиска, вре-
мени поиска в худшем случае, объему памяти).

Тем самым, один информационный граф описывает структурную
часть БД, обрабатывающую один класс однотипных вопросов к БД.
А сама БД в информационно-графовой модели представляется как
совокупность нескольких информационных графов, охватывающих
весь спектр вопросов к базе данных.

Поскольку в работе рассматриваются наиболее распространенные
типы задач поиска, решение проблемы оптимального синтеза для
данных задач позволяет для большинства случаев, возникающих при
проектировании физической организации баз данных, иметь готовые
рекомендации.

Среди основных направлений развития данной теории можно вы-
делить следующие.

Во-первых, дальнейшее исследование как перечисленных выше
типов задач поиска таких, например, как задачи поиска идентичных
объектов (Луговская Ю.П. [26]), включающего (Косолапов А.В. [34])
и интервального (Ерохин А.Н. [35], Кузнецова И.В. [33, 36, 37]) по-
иска, так и новых типов задач поиска таких, например, как задача о
метрической близости на булевом кубе (Быченкова Е.С. [38]) и в ев-
клидовом пространстве (Гусманова Г.Ф. [39]), интервального поиска
на булевом кубе (Блайвас Т.Д. [40]), задача о протыкании и многие
другие. При этом хотелось бы выделить направление, связанное с ис-
следованием функционнальной сложности информационных графов
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(Кузнецова И.В. [33], Гусманова Г.Ф. [39]), то есть функции зависи-
мости времени поиска от объема доступной памяти. Эти исследова-
ния очень полезны для практики, так как позволяют в зависимости
от имеющихся ресурсов памяти подбирать наиболее быстрые алгори-
мы поиска.

Перспективными представляются направления, связанные с ис-
следованием параллельных (Ерохина Е.Р. [28]), фоновых (Мхитаро-
ва Т.В. [31]) и нечетких (Фещук А.А. [41, 42]) задач поиска. В этих
направлениях пока сделаны только первые шаги, а именно введены
соответствующие обобщения информационно-графовой модели и по-
лучены первые результаты.

Среди задач поиска в базах данных кроме задач на перечисление
ответа, которые описывались выше, есть еще задачи на поиск пред-
ставителя, когда достаточно найти один объект, удовлетворяющий
запросу. Такие задачи интересны как сами по себе, так и как вспомо-
гательный аппарат в фоновых задачах поиска. Исследования в этом
направлении находятся на начальной стадии.

Интересным представляется исследования, связанные с реализа-
цией поисковых операторов в виде интегральных схем, при этом ин-
формационные графы не только подсказывают структуру схем, но и
позволяют подбирать наиболее удобную элементную базу.
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