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Построены и изучены определяющие четырехчленные урав-

нения дифференциального типа, связывающие напряжения и

деформации в процессах сложного нагружения пластически де-

формируемого материала. Предложен вариант идентификации

определяющих функционалов, произведено сравнение с теори-

ей средних кривизн.

1. Введение

В предложенной нами в [3] аксиоматике механики деформируемо-
го твердого тела (МДТТ) термодинамические аксиомы представле-
ны в виде 16 равноправных и равнодопустимых формализмов описа-
ния неравновесных систем. В ней уравнения МДТТ (баланса массы,
импульса и энергии) замыкаются не только уравнениями состояния
(определяющими уравнениями), но также уравнениями связности в
качестве условий полной равновесности. В этом случае реализуется
классическая идея о достаточности механической калибровки урав-
нений состояния, а сама калибровка становится центром теоретиче-
ских построений. Давление принципа калибровки требует от теоре-
тиков, развивающих математические описания сложных процессов,
происходящих в материале при пластических деформациях, таких
как эффекты нелокальности взаимодействий тел-точек, запаздыва-
ния пластических и других необратимых изменений в материале, осо-
бого внимания к возможным реализациям механизмов диссипации
энергии.
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Большинство определяющих соотношений в теории пластичности
используют постулаты пластичности, разделение полных деформа-
ций на обратимую и необратимую части, представления о поверх-
ности нагружения и характере упругой разгрузки. Альтернативный
подход использовал А.А. Ильюшин в [1] при построении класса соот-
ношений дифференциального типа, связывающих между собой фи-
зически наблюдаемые величины — напряжения и полные деформа-
ции — в процессах сложного нагружения. При использовании подоб-
ных соотношений, кроме калибровки определяющих функционалов,
также требуется установление в рамках теории переменных, характе-
ризующих термомеханическое состояние упругопластического тела,
условий активного нагружения (диссипации) и законов разгрузки.

2. Основные уравнения

При построении определяющих соотношений, описывающих про-
цесс сложного пластического нагружения деформируемого тела, при-
меняем подход, предложенный А.А. Ильюшиным, а позднее в [5] кон-
кретизированный В.И. Малым.

Используем стандартные обозначения теории упругопластиче-
ских процессов. Так � и " обозначают любые согласованные по работе
пары пятимерных векторов-девиаторов напряжений и деформаций.
Преимуществом полных деформаций и напряжений перед любыми
другими величинами является их измеримость (наблюдаемость). Од-
нако, при помощи этих величин нельзя физически корректно запи-
сать представления термодинамических функций, ибо напряжения и
деформации неадекватно характеризуют термодинамическое состоя-
ния упругопластического тела. Поэтому нашей непосредственной це-
лью является сначала построение базовых определяющих соотноше-
ний теории обобщением трехчленной формулы и сравнение получен-
ных уравнений с прототипом, далее изучение вопросов, связанных с
калибровкой определяющих функционалов и затем обсуждение воз-
можных способов постановки и решения задачи о выборе термодина-
мических переменных состояния.

В процессе нагружения трехчленная формула А.А. Ильюшина
тождественно преобразуется к форме



Моделирование упругопластических процессов 71

d" =
1

P
d� +

(

1

N
−

1

P

)

{d� − (n�, d�)n�} , n� ≡ �/�, (0)

в которой видна использованная при построении формулы идея рас-
ширения векторного базиса уравнения процессов малой кривизны.
Из (0) следуют два соотношения:

(n�, d�) = P (n�, d"), (n" − n�(n�, n"), d�) = N(n" − n�(n�, n"), d"),

которые используются для идентификации определяющих функцио-
налов P и N. Трехчленная формула используются в теории пластич-
ности для описания процессов сложного нагружения с траекториями
средней кривизны. Подобно тому, как это было сделано в [1], [2] да-
лее изучаются функциональные окрестности решений этих уравне-
ний, полученные максимальным расширением векторного базиса. В
этом случае уравнение процесса нагружения имеет вид:
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2. (1)

В (1) входят кроме функционалов P,N основного процесса также
произвольные функционалы процесса K, L, M1, ⋅ ⋅ ⋅ ,M4 расширен-
ного базиса. Добавленные слагаемые построены по векторам напря-
жений и деформаций и по их первым дифференциалам. В пяти-
мерном пространстве вектора-девиатора напряжений использованное
расширение векторного базиса не является максимальным, но обла-
дает неоспоримым преимуществом, поскольку приводит к векторным
уравнениям первого порядка. Самым общим в пятимерном девиа-
торном пространстве является расширение базиса до пятимерного и
это возможно при включении в базис векторов, построенных на вто-
рых дифференциалах девиаторов напряжений и деформаций. Такой
подход приведет к функциональным уравнениям второго порядка и
увеличит число определяющих функционалов, что при существую-
щей практике и теории эксперимента, по-видимому, сделает теорию
неоправданно сложной.
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Вне зависимости от того, какие переменные характеризуют состо-
яние упругопластического тела, скалярная величина �d" + "d� все-
гда является дифференциалом от скалярного произведения (�, ") и,
следовательно, функцией состояния. Поэтому в пространстве пара-
метров состояния интеграл от этой величины по любому замкнутому
контуру равен нулю. Последнее утверждение устанавливает в термо-
динамическом смысле равенство (с обратным знаком) интегралов от
�d" и "d�. Это служит основанием для выбора уравнения обратного
процесса (процесса деформации) в подобном (1) виде:
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Это сотношение содержит еще 6 функционалов — N, A, B, C1, ⋅ ⋅ ⋅ , C4.
В уравнении (2) добавленные к основному уравнению слагаемые не
вносят вклада в дополнительную работу. Считаем, что уравнения (1)
и (2) являются прямой и обратной формой записи единого уравне-
ния. Из условий эквивалентности уравнений (1) и (2) следуют связи
между функционалами и определяются независимые функционалы
процесса. Единое функциональное уравнение содержит 3 независи-
мых функционала и представляется в одной из двух эквивалентных
форм:
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для процессов нагружения и

d� = Qd"+ (P −Q)(n�, d")n� + (N −Q)(n′

", d")n
′

" (4)

для процессов деформаций. Основные уравнения (3), (4) содержат
три независимых функционала в полном соответствии с принципом
макроскопической определимости. Из этих соотношений следует, что
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при сколь угодно сложной геометрии 5-ти мерной траектории процес-
са локально процесс деформирования является трехмерным. В част-
ном случае трехмерных процессов соотношения имеют вид:
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Скалярные соотношения

P (n�, d") = (n�, d�), N(n′

", d") = (n′

", d�), Q(n⊥, d") = (n⊥, d�) (5)

следуют из уравнений и раскрывают физический смысл определя-
ющих функционалов. Из уравнения (4) следует, что продолжение
траектории деформаций вдоль прямой, совпадающей с направлени-
ем вектора напряжений, не приводит к отклонению вектора напря-
жений от данного направления на всем прямолинейном участке. Это
свойство (известное как гипотеза локальной простоты) противоре-
чит принципу запаздывания векторных свойств — одному из главных
положений теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина.
Именно это обстоятельство, а также хорошо известный эксперимен-
тальный факт о том, что гипотеза локальной простоты выполняется
далеко не всегда, [7], приводят нас к необходимости рассматривать
ниже варианты усложнения определяющих соотношений.

3. Идентификация определяющих функцио-

налов

Из первого соотношения (5) следует формула, определяющая пер-
вый функционал P :

P cos(�1) =
d�

ds
.
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Здесь видно, что возможно определить скалярные свойства материа-
ла в процессе простого нагружения (� = Φ(s)). Тогда последняя фор-
мула определит скалярные свойства в произвольном процессе. Вто-
рое и третье уравнения (5) записываем для трехмерных траекторий
деформаций в естественном сопровождающем репере Френе:

n� = cos(�1)n1 − sin(�1)(cos(�2)n2 − sin(�2)n3)),

n" = cos(�1)n1 − sin(�1)(cos(�2)n2 − sin(�2)n3)).

После преобразований получим соотношения:

{
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= −
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+ cos(�1) sin(�1)[cos(�2 − �2)− cos(�2)]} ,

{
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(
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=

(
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)

� sin(�1)Δ + ��1 {cos(�1)[sin(�1) cos(�1) sin(�2)−

− cos(�1) sin(�1) sin(�2)]− sin(�1) sin(�2 − �2)[1− sin2(�1) cos(�2)]
}

,

Δ ≡ sin(�1) cos(�1)− cos(�1) sin(�1) cos(�2 − �2).

Эти соотношения тождественно преобразуются в систему дифферен-
циальных уравнений для углов сближения вектора напряжений с век-
торами естественного сопровождающего репера при заданных N,Q:

d�1
ds

− �1 cos(�2) = −
N

�
sin(�1) +

N −Q

D�
sin(�1) sin

2(�1) sin
2(�2 − �2),

(6)

D ≡ Δ2 + sin2(�1) sin
2(�2 − �2),

d�2
ds

− �2 =
N −Q

D�
Δsin(�1) sin(�2 − �2)− �1 sin(�2)

cos(�1)

sin(�1)
. (7)
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Из уравнения (6) следует в частном случае N = Q известное в тео-
рии пластичности процессов средней кривизны уравнение для угла
сближения:

d�1
ds

− �1 = −
N

�
sin(�1).

Это уравнение позволило калибровать определяющий функционал
соотношением N = �/�(s), определяя в эксперименте зависимость
следа запаздывания � от накопленной длины дуги траектории де-
формаций. Что касается второго угла �2, то уравнением для него
является:

d�2
ds

− �2 = −�1 sin(�2)
cos(�1)

sin(�1)
.

Отсюда следует, что при использовании теории средних кривизн для
описания винтовых траекторий с разными кручениями результаты,
касающиеся угла �2, будут одинаковыми, то есть независящими от
второй кривизны. Формулами (6),(7) уравнения средних кривизн кор-
ректируются слагаемыми, пропорциональными Q − N. Таким обра-
зом, определился смысл дополнительного функционала Q. Как выше
уже отмечалось, теория процессов средней кривизны основывалась
на гипотезе локальной простоты. В ней использовался только пер-
вый член представления угла сближения в виде ряда по кривизнам.
Именно гипотеза локальной простоты привела к факторизации ядра
в соотношении:

�(s) =

s
∫

s0

A(s, s1)�1(s)ds1

и далее к уравнению для угла сближения вектора напряжений с на-
правляющим вектором траектории деформаций. Данное рассмотре-
ние от гипотез свободно. Уравнения (6), (7) определяют векторные
свойства материала, скалярные же свойства вполне определяются
диаграммой � = Φ(s) простого нагружения. Вполне допустимо за-
дание материальных свойств зависимостями:

N(s) =
Φ(s)

�1(s)
, Q(s) =

Φ(s)

�2(s)
,

в которых �i(s)− заданные из эксперимента функции. Уравнения (6)
и (7) решались численно. Начальные условия �1(0) = arccos(0.447),
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�2(0) = arcsin(0.25), численное значение �1(s) ≈ 0.00452, скаляр-
ная диаграмма Φ(s) соответствуют экспериментальным данным [6]
на винтовых траекториях деформаций, �2 = 0.0005. Вычисления по-
казывают наличие свойств запаздывания у зависимостей �1(s) и �3(s).
Здесь �3 вводится соотношением sin(�3) = sin(�1) sin(�2). Поэтому
угол �3 является углом между направляющим вектором напряжений
и соприкасающейся плоскостью траектории деформаций.

Можно, напротив, исходя из экспериментов, задавать векторные
свойства материала соотношениями:

d�1
ds

− �1 = −
�1
�1

,
d�2
ds

− �2 = −
�2
�2

и находить реализующие такие режимы функционалы N и Q :

N

�
=

1

�1

+
sin(�1) sin(�2 − �2)

Δ
sin(�2)

(

�1
cos(�1)

sin(�1)
−

1

�2

)

,

Q

�
=

1

�1

−
Δ

sin(�1) sin(�2 − �2)
sin(�2)

(

�1
cos(�1)

sin(�1)
−

1

�2

)

.

В последних формулах несложно перейти от внутренних параметров
траектории (углов и кривизн) непосредственно к компонентам век-
торов напряжений и деформаций и, подставив результат в основные
уравнения (3),(4), получить окончательную запись уравнений состо-
яния теории упругопластических процессов.

4. Анализ основных уравнений

Основные уравнения (3),(4) содержат три определяющих функ-
ционала. В пятимерном пространстве возможно увеличение числа
функционалов до пяти. Рассмотрим самый общий вид функциональ-
ного уравнения первого порядка, связывающий девиаторы напряже-
ний и деформаций. Поскольку в теории ильюшинского типа макси-
мальное число независимых векторов построенных по напряжениям,
деформациям и их скоростям (приращениям) равно трем, то в про-
цессе деформаций уравнение может иметь вид:



Моделирование упругопластических процессов 77

d� =
{

P11(n�, d") + P12(n
′

", d") + P13(n⊥, d")
}

n� +

+
{

P21(n�, d") + P22(n
′

", d") + P23(n⊥, d")
}

n′

" +

+
{

P31(n�, d") + P32(n
′

", d") + P33(n⊥, d")
}

n⊥. (8)

Нетрудно убедиться, что то же самое соотношение и в том же репере
для процесса нагружения имеет вид:

d" = ni

(

P−1

ij

)

(nj, d�). (9)

Таким образом, в пятимерном пространстве девиатора деформаций
вектор приращения напряжений представляется в основном репере
разложением (8), аналогично в процессе нагружения имеем в том же
репере представление (9) для приращения деформаций. По принципу
макроскопической определимости число независимых материальных
функционалов не может превосходить пяти. Поэтому считаем матри-
цу P̂ основного оператора симметричной, тогда поворотом Q̂ первого
основного репера оба разложения (8) и (9) приводятся к канониче-
скому виду, в котором матрица основного оператора P̂ ∗ диагональна:

P̂ = Q̂P̂ ∗Q̂T . (10)

В каноническом репере уравнения процесса деформаций и нагруже-
ний созвучны уравнениям (3) и (4):

d" =
1

Q∗
d� +

(

1

P ∗
−

1

Q∗

)

(n∗

�, d�)n
∗

� +

(

1

N∗
−

1

Q∗

)

(n′∗

" , d�)n
′∗

" , (11)

d� = Q∗d"+ (P ∗ −Q∗)(n∗

�, d")n
∗

� + (N∗ −Q∗)(n′∗

" , d")n
′∗

" . (12)

Формула (10) выражает элементы матрицы P̂ оператора через пять
независимых функционалов: три диагональных элемента и два угла
поворота.

Отметим, что в работах [2] использовался подход к построению
уравнений связи напряжений и деформаций, приводящий к уравне-
ниям с несимметричной матрицей основного оператора. Общий ва-
риант такой теории не согласуется с принципом макроскопической
определимости.
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