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В статье представлен обзор основных направлений удовле-
творения ограничений (УО) и программирования в ограничени-
ях. Целью задачи УО является нахождение значений перемен-
ных, удовлетворяющих определенным ограничениям. В искус-
ственном интеллекте парадигма УО признана в качестве удоб-
ного и эффективного способа моделирования и решения мно-
гих прикладных комбинаторных задач. Важная задача оценки
конъюнктивных запросов в теории баз данных может рассмат-
риваться как задача УО. Кроме того, задачи УО привлекают
большое внимание в теории сложности, так как различные вер-
сии задач УО находятся в середине многих стандартных клас-
сов сложности, и поскольку у них имеется тенденция не иметь
промежуточной сложности, то есть они бывают либо легко раз-
решимыми, либо полными для стандартных классов сложно-
сти. Программирование в ограничениях является парадигмой
программирования для декларативного описания и эффектив-
ного решения комбинаторных задач, тесно связанной с теорией
УО. Рассмотрены примеры использования моделей УО и кон-
кретные приложения.
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1. Введение

1.1. Удовлетворение ограничений

Использование подходов и алгоритмов искусственного интеллек-
та (ИИ) позволяет решать многие прикладные задачи, такие, как
задачи теории расписаний [45], задачи проектирования экспертных
систем и систем поддержки принятия решений [13], доказательство
теорем, задачи тестирования электронных схем, обработка изобра-
жений. Одной из важных задач ИИ является задача удовлетворения
ограничений (УО) (constraint satisfaction problem) [142], [171], [364].

Теория УО предлагает удобный аппарат и простую формальную
схему для представления и решения комбинаторных задач искус-
ственного интеллекта. Целью решения задачи УО является нахож-
дение значений переменных, удовлетворяющих определенным огра-
ничениям. Парадигма УО является обобщением пропозициональной
логики, в которой переменным могут быть присвоены значения из
множества любого числа переменных, а не только «истина» и «ложь»
[138]. Проблема существования решений задачи УО является NP-пол-
ной.

В искусственном интеллекте парадигма УО признана в качестве
удобного и эффективного способа моделирования и решения мно-
гих прикладных задач, таких как планирование [240] и календарное
планирование [343], [166], [74], [49], [308], [321], [357], задачи назна-
чения частоты [157], обработка изображений [289], при тестировании
сверхбольших интегральных схем СБИС (VLSI) [211], анализ язы-
ков программирования [294] и понимания естественного языка [31]. В
теории баз данных показано, что ключевая задача оценки конъюнк-
тивных запросов может рассматриваться как задача УО [196], [247].
Кроме того, некоторые центральные задачи комбинаторной оптими-
зации могут быть представлены в виде задач УО [125], [161], [225],
[241]. Опыт применения недоопределенных моделей к исследовани-
ям экономики России является вполне обнадеживающим [9]. Помимо
этого, задачи УО привлекают большое внимание в теории сложности,
так как различные версии задач УО находятся в середине многих
стандартных классов сложности, и так как у них имеется тенденция
не иметь промежуточной сложности, то есть они бывают либо легко
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разрешимыми, либо полными для стандартных классов сложности
[76], [77], [89], [94], [95], [125], [161], [234], [244], [314]. Программиро-
вание в ограничениях является парадигмой программирования для
декларативного описания и эффективного решения комбинаторных
задач, тесно связанной с теорией УО (см. [19], [266], [322], [377]).

УО является мощной парадигмой, позволяющей адекватно моде-
лировать многие комбинаторные задачи [125], [263], [266], [364].

Многие классические комбинаторные задачи, такие как известная
теорема Ферма, задача выполнимости (SAT) из пропозициональной
логики, задача раскраски графа и задача изоморфизма графов из
теории графов, задача BANDWIDTH из исследования операций мо-
гут формулироваться в виде задач УО (ЗУО). Остановимся подроб-
нее на одной из давно поставленных задач в математике — задаче о
раскраске графа (раскраска карты — частный случай этой задачи).
Согласно данным, приведенным в (Biggs et al., 1986) [67], гипотезу
о четырех цветах (в соответствии с которой любой планарный граф
можно раскрасить с помощью четырех или меньшего количества цве-
тов) впервые выдвинул Френсис Гутри в 1852 году. Эта задача не под-
давалась решению до тех пор, пока доказательство не было получено
с помощью компьютера в (Appel & Haken, 1977) [33]. Формулировка
задачи о раскраске в виде задачи УО ставит в соответствие вершинам
раскрашиваемого графа переменные, возможные цвета представля-
ют собой домены (области определения) переменных, а ограничения-
неравенства между смежными вершинами являются ограничениями
задачи.

Более сложным, но и более реалистическим примером распре-
деления ресурсов является задача размещения выходов в аэропор-
ту. Обычно необходимо рассматривать как физические ограничения
(например, телетрапы определенного вида могут подходить только
для определенных типов самолетов), так и пользовательские пред-
почтения (например, различные авиалинии предпочитают парковку
в определенных частях аэропорта). Описанная задача может быть
представлена в виде задачи УО.

Специальные классы задач УО рассматривались на протяжении
всей истории развития информатики. Одним из самых первых приме-
ров решения таких задач была система Sketchpad (Sutherland, 1963)
[356], которая решала геометрические ограничения на чертежах и
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была предшественницей современных программ рисования и инстру-
ментальных средств САПР.

Список приложений УО и программирования в ограничениях до-
статочно обширен. Здесь и вероятностные сети (belief maintenance)
((de Kleer, 1989 ) [130]; (Dechter, 1987) [131]; (Dechter & Dechter, 1988)
[132]; (Doyle, 1979) [152]; (McDermott, 1991) [272]), кроссворды ((Nadel,
1989) [293]), темпоральный вывод ((Allen, 1984) [30]; (Rit, 1986) [319];
(Tsang, 1987) [363]), графовые задачи ((Bruynooghe, 1985) [87]; (Fowler
& Haralick, 1983) [165]; (McGregor, 1979) [273]; (Ullman, 1976) [366]),
задачи пропозициональной выполнимости ((Ginsberg & McAllester,
1994) [190]; (Zabih & McAllester, 1988) [387]), логическое програм-
мирование ((Borning et al., 1989) [79]; (van Hentenryck, 1989) [368]),
имитационное моделирование систем ((Kuipers, 1994) [254]; (Miguel
& Shen, 1998) [282]; (Shen & Leitch, 1993) [341]), анализ электронных
схем ((Stallman & Sussman, 1977) [355]), обработка естественного язы-
ка [277], проектирование экспертных систем (Bartak, 1997) [51].

В последнее время методы графовой декомпозиции и алгоритмы
распространения ограничений были также использованы и для за-
дач УО с непрерывными переменными [73], [117], [331] и для задач с
ограничениями в виде дифференциальных уравнений [148].

В литературе можно найти несколько хороших обзоров с описани-
ем методов решения задач УО, включая (Kumar, 1992) [255], (Dechter
& Frost, 1999) [138], (Bartak, 2001) [46], [278], [284], а также статьи в эн-
циклопедических сборниках (Dechter, 1992) [135], [214] и (Mackworth,
1992) [263].

К сожалению обзоров на русском языке, посвященных проблемам
теории УО, в настоящее время нет, хотя имеются публикации, посвя-
щенные отдельным аспектам УО [1], [5], [6], [8], [7], [10], [11], [14], [15],
[16], [17], [18], [20], [22], [24].

Разумеется, в рамках данной обзорной статьи невозможно подроб-
но описать все аспекты и направления теории удовлетворения огра-
ничений и программирования в ограничениях, поэтому более полную
информацию можно найти в монографиях [34], [142], [176], [266], [324],
[368], [371], [374], [376].

К числу переводных монографий, в которых освещаются вопро-
сы УО можно отнести книгу Рассел С., Норвиг П. Искусственный
интеллект: современный подход. 2е изд.: Пер. с англ. М.: Вильямс,
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2006. 1408 с. [12]. Обзор основных направлений программирования в
ограничениях до 2000 г. сделан в работе [19].

Настоящая статья призвана заполнить указанный пробел и дать
нашему читателю представление об основных направлениях теории
УО и программирования в ограничениях.

Коснемся вначале терминологии и истории возникновения мето-
дов УО. Monta-nari [289] предложил использовать модели УО для
описания ряда комбинаторных задач, возникающих при компьютер-
ной обработке изображений, и назвал эти задачи УО «сетями огра-
ничений» (networks of constraints). Это связано с тем, что систему
ограничений можно представить в виде неориентированного графа с
вершинами-переменными и ребрами, соответствующими ограничени-
ям между двумя переменными. По мнению Dechter [142], сети огра-
ничений являются графовым представлением, используемым для по-
иска стратегий решения задач УО.

Достаточно быстро этот подход был использован для решения го-
раздо более широкого класса задач. В литературе используются оба
этих термина — сети ограничений и задачи удовлетворения ограни-
чений (Mackworth [263]).

1.2. О связи задач УО с другими математическими
методами

Некоторые из прикладных задач, решаемых с помощью методов
УО, могут быть также решены с помощью методов исследования опе-
раций: УО предлагает общность, гибкость, среду моделирования вы-
сокого уровня, управление поиском, компактность представления за-
дачи, распространение ограничений, быстрые методы нахождения ре-
шения, в то время как исследование операций иногда является един-
ственным способом поиска оптимального решения [194]. Следователь-
но, разумно попытаться взять лучшее у каждой из указанных техно-
логий, путем создания гибридных систем, использующих обе техно-
логии для решения задачи [212], [213]. Этот подход уже использован
в некоторых системах, таких как 2LP [270], [271], а также в рабо-
те [127], в которой этот гибридный подход использован для решения
конкретных телекоммуникационных задач.
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Заметим, что решение оптимизационной задачи может быть све-
дено к решению последовательности задач УО следующим образом.
Находится допустимое решение, после чего добавляется ограничение,
соответствующее целевой функции, которое выражает условие, что
значение целевой функции должно быть лучше, чем для этого ре-
шения. Последовательные корректировки этого порогового значения,
производимые до тех пор, пока задача не станет неразрешимой, поз-
воляют найти оптимальное решение.

1.2.1. Задачи выполнимости и удовлетворение ограниче-
ний

Задача УО может быть преобразована в задачу выполнимости
SAT несколькими способами (Walsh, 2000) [382]. Одним из них явля-
ется прямое отображение. Для данной ЗУО P =< V,D,C >1 постро-
им задачу выполнимости SAT следующим образом. Введем ∣V ∣ ⋅ ∣D∣
переменных xi,j. Переменные xi,j принимают значение «истина» то-
гда и только тогда, когда переменной Vi присвоено значение j. Для
каждой переменной добавляем клаузы (дизъюнкты) x̄i,j ∨ x̄i,k для
всех пар значений одной и той же переменной, чтобы гарантировать
невозможность одновременного принятия переменной двух различ-
ных значений. Добавляем дизъюнкт (xi,0 ∨ xi,1 ∨ . . . xi,d), чтобы га-
рантировать, что переменной присвоено хотя бы одно значение.

1.2.2. Примеры

Приведем ряд примеров, иллюстрирующих постановки задач УО
в других областях математики [253].

Пример 1. Наиболее тривиальным алгебраическим примером зада-
чи УО является задача решения системы уравнений. Дана система
линейных уравнений над конечным полем F . Имеет ли она реше-
ние? Ясно, что в этом примере каждое отдельное уравнение являет-
ся ограничением, причем переменные уравнения образуют диапазон,
а множество всех кортежей, соответствующих решениям уравнения,
образует отношение ограничения.

1V = {x1, . . . , xn} — множество переменных, D = {D1, . . . , Dn} — множество
доменов переменных, C = {C1, . . . , Cm} — множество ограничений.
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Пример 2. Задача стандартной пропозициональной 3-выполнимости
(3-SAT) [3], [300] определяется заданием формулы пропозициональ-
ной логики, состоящей из конъюнкции дизъюнктов, причем каждый
дизъюнкт содержит 3 литерала (литерал — это переменная или ее
отрицание), и ответом на вопрос, имеются ли значения переменных,
которые делают формулу истинной.

Пусть Φ = '1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ 'n — такая формула, где 'i — дизъюнкты.
Задача выполнимости для Φ может быть выражена в виде задачи УО
(V, {0, 1}, C), где V — множество всех переменных в формуле, а C —
множество ограничений {(s1, �1), . . . , (sn, �n)}, где каждое ограниче-
ние (sk, �k) построено следующим образом: sk — список переменных,
входящих в 'k, а �k состоит из всех кортежей, которые делают дизъ-
юнкт 'k истинным (k = 1, . . . , n). Решения этой задачи УО — при-
своения значений переменным, которые делают формулу Φ истинной.
Значит, любая задача 3-выполнимости может быть выражена в виде
задачи УО.

Пример 3. Любая конкретная задача УО может быть выражена в
логической форме. Действительно, используя стандартное соответ-
ствие между отношениями и предикатами, можно переписать задачу
УО в виде формулы первого порядка �1(s1) ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ �q(sq), где �i —
предикаты на D и �i(si) означает предикат �i, примененный к корте-
жу si переменных (1 ⩽ i ⩽ q). Вопрос состоит в том, является ли эта
формула выполнимой [332].

Эта задача обычно используется в теории баз данных (БД), по-
скольку она соответствует оценке конъюнктивного запроса [247], как
показано в следующем примере.

Пример 4. Реляционная БД может быть рассмотрена как конечное
множество таблиц. Таблица состоит из схемы и конкретных данных,
где схема — конечное множество атрибутов, причем каждый атрибут
имеет соответствующее ему множество возможных значений, называ-
емое доменом. Конкретные данные — это конечное множество строк,
где каждая строка — отображение, ставящее в соответствие каждо-
му атрибуту схемы значение из ее домена. Стандартной задачей для
реляционных БД является задача оценки конъюнктивного запроса
[196], [247], в которой спрашивается, имеет ли решение конъюнктив-
ный запрос, то есть запрос вида �1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ �q, где �1, . . . , �q — атомар-
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ные формулы. Конъюнктивный запрос над реляционной БД соот-
ветствует конкретному примеру задачи УО, что достигается простой
заменой терминов: «атрибуты» заменяются на «переменные», «таб-
лицы» — на «ограничения», «схема» — на «диапазон», «конкретные
данные» — на «отношение ограничения», а «строки» — на «кортежи».
Значит, конъюнктивный запрос эквивалентен конкретному примеру
задачи УО, переменные которой — это атрибуты запроса. Для каж-
дой атомарной формулы �i в запросе найдется ограничение C такое,
что диапазон ограничения C — это список переменных формулы �i
и отношение ограничения C — это множество моделей �i.

Пример 5. Другой важной переформулировкой в виде задачи УО
является задача о гомоморфизме, состоящая в ответе на вопрос, су-
ществует ли гомоморфизм между двумя структурами отношений (см.
[161], [197], [247]). Пусть � = (R1, . . . , Rk) — сигнатура, то есть спи-
сок имен отношений с фиксированной арностью, приписанной каж-
дому имени. Пусть A = (A; RA

1 , . . . , R
A
k ) и ℬ = (B; RB

1 , . . . , R
B
k ) —

структуры отношений из сигнатуры � . Отображение ℎ : A → B
называется гомоморфизмом из A в B, если для всех 1 ⩽ i ⩽ k,
(ℎ(a1), . . . , ℎ(am)) ∈ RB

i всякий раз, когда (a1, . . . , am) ∈ RA
i . В этом

случае мы записываем ℎ : A → ℬ. Чтобы убедиться, что задача о
гомоморфизме сводится к задаче УО, представим элементы A в виде
переменных, элементы B в виде значений, кортежи в отношениях A
в виде диапазонов ограничений, а отношения из B — в виде отноше-
ний ограничений. Очевидно, что решения этой задачи УО в точности
соответствуют гомоморфизмам из A в ℬ.

Пример 6. Интервальные задачи УО. Одним из видом задач УО с
бесконечным числом значений, интенсивно изучаемых в ИИ, являют-
ся задачи УО, в которых значения, принимаемые переменными, яв-
ляются интервалами действительной прямой. Эти задачи использу-
ются для моделирования поведения во времени систем, где интерва-
лы представляют интервалы времени, в течение которых происходят
события. Наиболее популярной формальной структурой такого рода
является интервальная алгебра Аллена (ИАА), введенная в [29], опи-
сывающая бинарные качественные отношения между интервалами.
ИАА содержит 13 базовых отношений, соответствующих 13 различ-
ным способам, согласно которым могут соотноситься два интервала.
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Полная система отношений в ИАА состоит из 213 = 8192 возмож-
ных объединений базовых отношений. Интервальная алгебра Аллена
имеет три операции над отношениями: композиция, пересечение и
инверсия.

Пример 7. Модель удовлетворения ограничений для задачи
«SEND MORE MONEY»

Студент посылает домой закодированную телеграмму:

SEND
+ MORE

MONEY

Задача состоит в нахождении 8 различных цифр, закодированных
8 буквами, использованными в телеграмме, так, чтобы получался
арифметически правильный результат.

Заметим, что эта задача может быть записана с помощью моде-
ли целочисленного программирования (ЦП), но она содержит около
сотни целочисленных переменных, причем эта модель ЦП трудна для
решения с помощью классических подходов ЦП, таких, как алгорит-
мы ветвей и границ.

В то же время логический анализ задачи позволяет найти ее ре-
шение. Так, замечая, что ни S, ни M не могут быть нулями, получим:
S ∕= 0, M ∕= 0. Далее, единственной возможностью для M является
значение 1, то есть M = 1. Затем, из равенства M = 1 получаем, что
S может быть равно только 9. Можно показать, что символу O соот-
ветствует цифра 0, то есть O = 0. Далее, переходя к сотням, из O = 0
и условия, что E и N должны быть разичными, получим N = E +1.
Продолжая аналогично логический анализ ограничений, найдем ре-
шение задачи: E = 5, N = 6, D = 7, R = 8, Y = 2. Основная
сложность этой задачи состоит в необходимости учета ограничения
«все цифры различны» (так называемое глобальное ограничение all-
different).

Запишем ограничения задачи.
Первая формулировка.

Переменные: {S,E,N,D,M,O,R, Y }
Домены: {0, 1, . . . , 9}
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Ограничения:
C1 : ∀x, y ∈ {S,E,N,D,M,O,R, Y }, x ∕= y
C2 : M = 0 or M = 1
C3 : (1000×S+100×E+10×N+D)+(1000×M+100×O+10×R+E) =
= (10000 ×M + 1000 ×O + 100 ×N + 10× E + Y )

Вторая формулировка.
Переменные: {S,E,N,D,M,O,R, Y }+ {C1, C2, C3}
Домены: ∀x ∈ S,E,N,D,M,O,R, Y ,Dx = 0, . . . , 9
∀y ∈ {C1, C2, C3},Dy = 0, 1
Ограничения:
C1 : ∀x, y ∈ {S,E,N,D,M,O,R, Y }, x ∕= y
C2 : M = 0 or M = 1
C3 : D + E = 10× C1 + Y
C4 : N +R+ C1 = 10× C2 + E
C5 : E +O + C2 = 10× C3 +N
C6 : S +M + C3 = 10×M +O
Ниже, в разделе 5, приведена программа решения этой задачи на
языке PROLOG.

Пример 8. Задача о N ферзях.
Задача о N ферзях состоит в размещении N ферзей на шахматной

доске N ×N так, чтобы они не угрожали друг другу (см. рис. 1).
Модель удовлетворения ограничений:

ферзи в вертикальных столбцах: ∀i r(i) ∈ {1, . . . , N}
отсутствие конфликтов:
∀i ∕= j, r(i) ∕= r(j) & ∣i− j∣ ∕= ∣r(i)− r(j)∣.

Одним из примеров использования УО является решение кросс-
вордов.

Пример 9. Пример составления кроссворда.
Рассмотрим пример составления кроссворда из [142]. Задача со-

стоит в вертикальной или горизонтальной записи слов из заданного
множества слов (словаря) в таблицу с учетом некоторых ограниче-
ний. Если разрешено вставлять каждое слово на пустое место соот-
ветствующей длины, возможная формулировка задачи о кроссворде
в виде задачи УО выглядит следующим образом. Для каждого квад-
рата кроссворда вводится переменная, принимающая буквенные зна-
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Рис. 1. Одно из решений задачи о 8 ферзях.

чения из алфавита, причем могут быть заданы возможные значения
для групп смежных переменных.

1 2 3 4 5

6 7

8 9 10 11

12 13

Рис. 2. Кроссворд.

Приведем формальную формулировку задачи о кроссворде в тер-
минах ограничений. Каждому квадрату i кроссворда, который дол-
жен быть заполнен (см. рис. 2) поставим в соответствие переменную
xi (i = 1, . . . , 13). Переменные x1, . . . , x13 в качестве доменов имеют
буквы алфавита, в качестве ограничений служат допустимые сло-
ва. Например, ограничения могут быть заданы следующим образом
[142]:
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R1,2,3,4,5 = {(H,O,S,E,S), (L,A,S,E,S), (S,H,E,E,T ),

(S,N,A,I,L), (S,T,E,E,R)},

R3,6,9,12 = {(A,L,S,O), (E,A,R,N), (H,I,K,E), (I,R,O,N), (S,A,M,E)},

R5,7,11 = {(E,A,T ), (L,E,T ), (R,U,N), (S,U,N), (T,E,N), (Y,E,S)},

R8,9,10,11 = R3,6,9,12,

R10,13 = {(B,E), (I, T ), (N,O), (U,S)},

R12,13 = R10,13.

Пример 10. Задача составления расписания.
Важной для практических приложений является задача составле-

ния расписания, состоящая в упорядочении набора заданий (работ).
В этой задаче заданы список заданий и ограничения, какие зада-
чи могут быть выполнены одновременно, выполнение каких заданий
должно предшествовать выполнению других и т. д.

Для решения этой задачи нужно найти назначение времен начал
работ заданиям так, чтобы все ограничения удовлетворялись [367].

Рассмотрим задачу составления расписания для пяти заданий
T1, T2, T3, T4, T5, каждое из которых может быть выполнено за
один час. Задания могут начинаться в 1:00, 2:00 или 3:00. Любые
работы могут выполняться одновременно, учитывая ограничения на
то, что T1 может начинаться после T3, T3 может начинаться до T4
и после T5, T2 не может начинаться в то же время, что T1 или T4,
T4 не может начинаться в 2:00.

Можно построить модель составления графика, введя пять пе-
ременных, соответствующих заданиям с доменами {1:00, 2:00, 3:00}.
Соответствующий граф ограничений показан на рис. 3.

Пример 11. Разметка изображений.
Задача разметки изображений [384] является, по-видимому, одной

из первых формализованных задач УО. Цель этой задачи состоит в
распознавании объектов 3-мерного изображения с помощью интер-
претации линий на 2-мерных рисунках. Линии или ребра должны
быть помечены, то есть они разбиты на несколько типов, а именно
на выпуклые (+), вогнутые (-) и замыкающие ребра (<). В более
сложных системах распознается также теневой край.



Удовлетворение ограничений и программирование 65

T1

T2 T5

T3 T4

DT4={(1:00, 3:00)}.

RT2,T1={(1:00, 2:00), (1:00, 3:00), (2:00, 1:00),  

 (2:00, 3:00), (3:00, 1:00), (3:00, 2:00)}, 

RT2,T4={(1:00, 2:00), (1:00, 3:00), (2:00, 1:00),  

 (2:00, 3:00), (3:00, 1:00), (3:00, 2:00)},

RT1,T3={(2:00, 1:00), (3:00, 1:00), (3:00, 2:00)},

RT3,T4={(1:00, 2:00), (1:00, 3:00), (3:00, 2:00)}, 

RT3,T5={(2:00, 1:00), (3:00, 1:00), (3:00, 2:00)}.

Рис. 3. Граф ограничений и отношения задачи составления графика.

+

+

+

+

--

++

Рис. 4. Разметка изображений.

Имеется много способов разметки изображения (в точности 3n,
где n — число ребер), но только немногие из них имеют смысл для
трехмерного изображения. Идея решения этой комбинаторной зада-
чи состоит в нахождении допустимых меток для точек пересечения,
удовлетворяющих ограничениям, что ребро имеет ту же метку на
обоих концах. Это намного снижает перебор, так как имеется лишь
ограниченное число допустимых меток для точек пересечения.

Основные алгоритмы решения описанной задачи (подобно ал-
горитму разметки Waltz [384]) относятся к достижению некоторых
форм совместимости.
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Figure 2

+

<<

+

--

Рис. 5. Допустимые варианты разметки при соединении в вершине.

Другие практические приложения УО и программирования в
ограничениях приведены ниже, в разделе 5.

2. Основные понятия теории удовлетворения

ограничений

2.1. Базовые понятия

2.1.1. Задача удовлетворения ограничений

В данной статье рассматриваются задачи УО с дискретными пе-
ременными. Задачи УО простейшего вида характеризуются тем, что
в них используются дискретные переменные, которые имеют конеч-
ные домены (области определения). К такому виду относится задача
раскраски карты. Задача с восемью ферзями, описанная в главе 1,
также может рассматриваться как задача УО с конечной областью
определения, где переменные Q1, . . . , Q8 представляют собой пози-
ции каждого ферзя на столбцах 1, . . . , 8, а каждая переменная имеет
область определения {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. По оценке Bartak [47], веро-
ятно, более 95% приложений УО используют конечные домены.

Если максимальный размер доменов переменных в задаче УО ра-
вен d, то количество возможных полных присваиваний значений пе-
ременным измеряется величиной O(Dn), то есть зависит экспоненци-
ально от количества переменных. К категории задач УО с конечной
областью определения относятся булевы задачи УО, в которых пере-
менные могут иметь значения либо истина, либо ложь. Булевы зада-
чи УО включают в качестве частных случаев некоторые NP-полные
задачи, такие как задачи 3-выполнимости 3SAT .
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Дискретные переменные могут иметь бесконечные области опре-
деления, например, такие, как множество всех целых чисел или мно-
жество всех строк. В исследовании операций часто встречаются за-
дачи УО с непрерывными областями определения. В частности, при
календарном планировании строительных работ дата начала каждой
работы представляет собой переменную, а ее возможными значения-
ми являются целочисленные интервалы времени в сутках, отсчиты-
ваемые от текущей даты. При решении задач с бесконечными обла-
стями определения больше нет возможности описывать ограничения,
перечисляя все допустимые комбинации значений. Вместо этого дол-
жен использоваться специальный язык ограничений. Например, если
работа Job1 которая занимает пять дней, должна предшествовать ра-
боте Job3, то для описания этого условия потребуется язык ограниче-
ний, представляющий эти условия в виде StartJob1 + 5 ⩽ StartJob3.
Кроме того, уже нет возможности решать такие ограничения, просто
перечисляя все возможные присваивания, поскольку имеется беско-
нечно много возможных присваиваний. Для линейных ограничений
с целочисленными переменными существуют специальные алгорит-
мы поиска решений. В некоторых случаях задачи с целочисленными
ограничениями можно свести к задачам с конечной областью опреде-
ления, устанавливая пределы значений этих переменных. Например,
в задаче планирования можно установить верхний предел, равный
общей продолжительности всех запланированных работ.

Сеть ограничений или задача удовлетворения ограничений (УО)
состоит из множества переменных V = {x1, . . . , xn}, множества доме-
нов значений Di для каждой переменной xi, и множества ограниче-
ний и отношений. Каждый домен значений является конечным мно-
жеством значений, которые может принимать сответствующая пере-
менная. Ограничение RS над S ⊆ X — это подмножество декартова
произведения доменов переменных в S. Если S = {xi1 , . . . , xir}, то
RS ⊆ Di1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Dir . S называется диапазоном (scope) ограниче-
ния RS .

В бинарной сети ограничений все ограничения заданы над па-
рами переменных. Граф ограничений ставит в соответствие каждой
переменной вершину, причем две вершины соединяются ребром, ес-
ли соответствующие переменные имеются в диапазоне какого-либо
ограничения.
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При задании ограничений используются отношения.

Определение. Для данных множества переменных V = {x1, . . . , xn}
и соответствующих их областей значений D1, . . . ,Dn отношением R
на множестве переменных называется любое подмножество декарто-
ва произведения их областей значений. Множество переменных, на
котором определено отношение R, называется диапазоном отноше-
ния и обозначается scope(R).

Если R = D1 × . . . × Dn, то R называется универсальным отно-
шением.

Отношения могут задаваться с помощью таблиц, описывающих
допустимые сочетания значений переменных.

Определение. Задача УО (ЗУО) определяется множеством дискрет-
ных переменных V = {x1, . . . , xn}, для каждой из которых задана

область определения или домен Dj = {d
(1)
j , . . . , d

(pj)
j } (j = 1, . . . , n), и

множеством ограничений. Ограничением называется пара (R,S), где
R — отношение, определенное на диапазоне S. ЗУО может рассмат-
риваться как тройка (V,D,C), где V = {x1, . . . , xn} — множество
переменных, D = {D1, . . . ,Dn} — множество доменов переменных,
C = {C1, . . . , Cm} — множество ограничений. Решением ЗУО назы-
вается присвоение значений всем переменным, которое удовлетворя-
ет всем ограничениям. Целью решения ЗУО может быть нахождение
одного или всех решений.

2.1.2. Действия над отношениями

Пусть R1, R2 — два отношения с одинаковым диапазоном. Тогда
пересечением R1∩R2 называется отношение, содержащее все наборы
значений переменных, которые имеются одновременно в обоих отно-
шениях R1 и R2.

Объединение R1∪R2 — отношение, содержащее все наборы значе-
ний переменных, которые имеются либо в R1, либо в R2, или в обоих
отношениях.

Разностью R1 − R2 называется отношение, содержащее наборы
значений переменных, содержащиеся в R1, но не содержащиеся в R2.

Проекция ΠY (R) отношения R на множество переменных Y ⊆
scope(R) является отношением, содержащим наборы значений толь-
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ко переменных, содержащихся в Y . В табличном представлении отно-
шений проекция выбирает подмножество столбцов, соответствующих
множеству Y .

Соединение отношений. Оператор соединения RS ⊳⊲ RT из двух
отношений RS с диапазоном S и RT с диапазоном T строит новое
отношение, состоящее из их общих переменных в S и T . Набор r из
соединения RS ⊳⊲ RT отношений RS и RT можно построить, исполь-
зуя следующие шаги: (1) взять набор s из RS ; (2) выбрать набор t из
RT такой, что компоненты s и t согласуются по переменным из S∩T ,
общим для RS и RT ; (3) образовать новый набор r, комбинируя ком-
поненты s и t, сохраняя лишь один из полученных одинаковых набо-
ров. Диапазон получающегося отношения — S ∪ T . Соединение двух
отношений с одинаковыми диапазонами эквивалентно пересечению
этих отношений.

2.2. Виды ограничений

Рассмотрим различные виды ограничений. Простейшим типом
ограничения является унарное ограничение, которое ограничива-
ет значение одной переменной. Любое унарное ограничение мож-
но устранить, выполняя предварительную обработку области опре-
деления соответствующей переменной, чтобы удалить значения, на-
рушающие это ограничение. Бинарное ограничение связывает меж-
ду собой две переменные. Например, бинарным ограничением яв-
ляется x ∕= y. Бинарной задачей УО называется задача, в которой
имеются только бинарные ограничения; она может быть представ-
лена в виде графа ограничений. В ограничениях высокого порядка
участвуют три или больше переменных. Одним из известных при-
меров таких задач являются криптоарифметические головоломки,
называемые также числовыми ребусами (см. раздел 1). Обычно на-
кладывается требование, чтобы каждая буква в криптоарифметиче-
ской головоломке представляла отдельную цифру. В случае задачи
SEND+MORE=MONEY из примера 7 раздела 1, такое требование
может быть выражено с помощью ограничения с восемью переменны-
ми all−different(S,E,N,D,M,O,R, Y ). Иным образом это требова-
ние может быть представлено в виде набора бинарных ограничений,
таких как S ∕= E.
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2.2.1. Глобальные ограничения

Ряд исследований по удовлетворению ограничений с конечными
доменами использует глобальные ограничения [325]. Понятие глобаль-
ного ограничения состоит в следующем: имеются случаи, когда на-
личие одного большего ограничения (по числу переменных в нем)
может быть лучше, чем наличие множества меньших ограничений.
Типичным примером служит множество ограничений-неравенств, ко-
торое редко позволяет применить успешное распространение огра-
ничений. В подобных случаях необходимо использовать полный по-
иск по доменам всех переменных для нахождения одного решения.
Можно избежать этого бесполезного поиска, используя ограничение
«all-different», в которое входят все переменные. Действительно, ис-
пользуя одно такое ограничение, задача поиска решения может быть
переформулирована в виде задачи паросочетания в двудольном гра-
фе (bipartite matching) между переменными и значениями, для реше-
ния которой могут быть использованы классические графовые алго-
ритмы, что может снизить перебор. В общем, введение глобальных
переменных работает следующим образом: вместо записи задачи с
помощью многих исходных бинарных ограничений, мы описываем ее
с помощью небольшого числа глобальных ограничений для множеств
переменных. Таким образом, мы можем проще моделировать задачу
с меньшим числом ограничений, при этом могут быть использова-
ны более совершенные алгоритмы. Типичными примерами служат
ограничения «all-different» и «atmost», устанавливающее лимит на
число переменных с определенным значением, а также кумулятив-
ное ограничение.

Несмотря на то, что глобальные ограничения являются важным
аспектом теории УО, достаточно четкого их определения нет. Гло-
бальное ограничение — это ограничение над подмножеством перемен-
ных. У глобальных ограничений есть два преимущества. Во-первых,
глобальные ограничения облегчают задачу моделирования приклад-
ной проблемы в виде ЗУО. Во-вторых, можно разработать алгоритм
распространения ограничений специального вида, учитывающий осо-
бенности ограничения и поэтому намного более эффективный. На-
помним, что вынуждение дуговой совместимости на произвольной
задаче имеет временную сложность O(rdr) в наихудшем случае, где
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r — арность ограничения, а d — размер доменов переменных. В то
же время all-different-ограничение может быть сделано вершинно-
совместным за время O(r2d) в худшем случае [311].

Классическим примером глобального ограничения служит all-
different-ограничение, которое определяет, что переменные должны
быть попарно различными. all-different-ограничение часто исполь-
зуется на практике и в связи с этим предлагается как встроенное
ограничение во многих основных коммерческих и исследовательских
системах программирования в ограничениях. Начиная с первых гло-
бальных ограничений в системе программирования в ограничениях
CHIP [27], позднее были предложены и внедрены сотни глобальных
ограничений (см. [58]).

Другими примерами глобальных ограничений являются глобаль-
ное кардинальное ограничение (global cardinality constraint (gcc)) [312]
и кумулятивное ограничение [27]. Глобальное кардинальное ограни-
чение над множеством переменных и значений определяет условие,
что число переменных, которым присвоены значения, должно быть
между заданными верхней и нижней границами, причем эти границы
могут быть различны для каждого значения. Кумулятивное ограни-
чение над множеством переменных, представляющих времена выпол-
нения различных работ, гарантирует, что работы упорядочены так,
что не превышаются имеющиеся в наличии величины ресурсов, ис-
пользуемые в любые периоды времени. Ограничения обоих указан-
ных типов обычно используются при составлении расписаний, упо-
рядочении работ и в календарном планировании.

2.2.2. Мягкие ограничения

Следует заметить, что ограничений с конечными доменами недо-
статочно для точного моделирования реальных задач. Проблема со-
стоит в том, что реальные задачи обычно не могут быть описаны
только с помощью классических ограничений, которые могут быть
истинны либо ложны, поскольку они имеют такие характеристики,
как предпочтения, вероятности, стоимости, а также степень неопре-
деленности. Многие прикладные задачи УО обычно являются пе-
реограниченными (overconstrained) [223]: пользователь задает слиш-
ком много ограничений, так что все их одновременно удовлетворить
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невозможно. В таких случаях, вначале нужно выяснить, имеются ли
решения задачи УО вообще (для этого может потребоваться много
времени!), а затем нужно решить, какие из ограничений ослабить,
чтобы задача стала разрешимой. В связи с этим было введено поня-
тие мягкого ограничения (soft constraint) [50]: мягкое ограничение —
это обычное ограничение плюс его дополнительная характеристика
(критерий), которая может интерпретироваться как стоимость, уро-
вень важности, степень неопределенности и т. п. Нахождение реше-
ния ЗУО с мягкими ограничениями не означает нахождение тако-
вого, удовлетворяющего всем ограничениям, но получение значений
переменных, для которых достигается «наилучшее» значение для вы-
бранного критерия. Исследования в этой области началось с иерархи-
ческой системы программирования в ограничениях [79], языка про-
граммирования в ограничениях, в котором каждое ограничение имеет
уровень важности и решение задачи УО находится с учетом иерахии
ограничений. Для формализации этой новой модели и исследования
эффективности алгоритмов ее решения в [154], [328], [160], [333] были
разработаны нечеткие ограничения, у которых каждому ограниче-
нию присвоено значение между 0 и 1. В [235] рассматривается ком-
бинация иерархии ограничений и нечетких ограничений. Переогра-
ниченные задачи решались также в [172] с использованием понятия
частичного УО, при этом в ЗУО вводилась метрика, что позволи-
ло находить решение, удовлетворяющее возможно большему числу
ограничений.

Были проведены теоретические исследования по разработке более
общих схем для мягких ограничений, используя аппарат полуколец
[68], [69], [70] (где кортежу каждого ограничения поставлен в соответ-
ствие элемент полукольца), а также аппарат ограничений с оценками
(valued constraint), в котором каждому ограничению поставлен в со-
ответствие элемент из вполне упорядоченного множества [98], [143],
[334]. Для этих общих схем получены обобщения и произведена адап-
тация распространения ограничений и методов решения, обычно ис-
пользуемых для ограничений с конечными доменами, и изучены их
свойства.
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2.2.3. Приведение задач УО высокого порядка к бинар-
ным задачам УО

Каждое ограничение высокого порядка с конечными доменами
можно свести к множеству бинарных ограничений, введя достаточ-
ное количество вспомогательных переменных. Нетрудно заметить,
что ограничение all-different может быть разбито на бинарные огра-
ничения — S ∕= E, S ∕= N и т. д.

Двойственное преобразование было перенесено из теории БД в
теорию УО Dechter & Pearl [141]. Первые попытки приведения за-
дач УО высокого порядка к чисто бинарным задачам УО с помо-
щью вспомогательных переменных были впервые предприняты в XIX
веке логиком Чарльзом Сандерсом Пирсом (Peirce). Основу метода
скрытого преобразования составляет метод Peirce [302] представле-
ния небинарных отношений с помощью системы бинарных отноше-
ний. Rossi et al. [323] на основе метода Peirce [302] впервые показали,
что бинарные отношения имеют те же выразительные возможности,
что и небинарные отношения. Соответствующие методы были введе-
ны в тематику УО в работе Dechter (1990) [134] и доработаны Bacchus
& van Beek [39].

2.3. Графы ограничений

2.3.1. Граф ограничений, двойственный граф ограниче-
ний, гиперграф ограничений

Структура или топология задач УО может описываться с помо-
щью различных графовых структур: (первичного) графа ограниче-
ний, гиперграфа ограничений, двойственного графа ограничений.

Определение. Первичный граф ограничений ЗУО (V,D,C) — это
неориентированный граф G = (V,E), вершины V которого соответ-
ствуют переменным ЗУО, причем две вершины соединяются ребром
в графе G, если соответствующие переменные имеются в одном и
том же ограничении (то есть в одном и том же диапазоне какого-то
отношения).

Граф ограничений определен как для бинарных, так и для неби-
нарных ограничений. Однако для небинарного случая структура
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Рис. 6. a) Граф ограничений и b) двойственный граф.

ограничений может быть более точно передана с помощью гиперграфа
ограничений.

Гиперграф ограничений ЗУО — это гиперграф GP , вершины кото-
рого соответствуют переменным задачи УО, а гипер-ребра — ограни-
чениям C, вернее, подмножествам переменных из диапазонов огра-
ничений scope(C).

Если арность каждого ограничения в C не более 2, то задача УО
называется бинарной задачей УО. Гиперграф, соответствующий би-
нарной ЗУО, является обычным графом. Гиперграф, соответствую-
щий небинарной ЗУО, может быть преобразован к обычному графу
ограничений путем замены каждого гиперребра кликой, состоящей
из вершин гиперграфа и соединяющих их ребер [239].

В ряде случаев удобно использовать двойственный граф ограни-
чений2, вершины которого соответствуют диапазонам ограничений,
а ребра соединяют вершины при наличии в них общих переменных.
При этом ребра помечаются множествами общих переменных. Заме-
тим, что двойственный граф ограничений тесно связан с двойствен-
ной ЗУО, в которой переменными (так называемыми c-переменными)

2Двойственный граф ограничений по сути совпадает с реберным графом ги-

перграфа: реберным графом гиперграфа H = (V, ℰ) согласно [4] называется граф
L(H) = (ℰ , E) множество вершин которого совпадает с множеством ребер ℰ ги-
перграфа H , при этом две вершины графа L(H) смежны тогда и только тогда,
когда смежны соответствующие им ребра гиперграфа H . Таким образом, L(H) —
граф пересечений ребер гиперграфа H .



Удовлетворение ограничений и программирование 75

являются ограничения исходной задачи. Ограничения двойственной
задачи вынуждают общие переменные из ограничений принимать од-
ни и те же значения, то есть двойственные ограничения бинарны. От-
сюда видно, что с помощью двойственных задач УО можно любую
небинарную ЗУО свести к бинарной и решить ее с помощью методов
решения бинарных УО.

2.3.2. Индуцированный граф и индуцированная ширина
задачи УО

Введем понятия индуцированного графа и индуцированной шири-
ны (induced width) задачи УО, важные для применения структурных
методов решения задач УО. Индуцированная ширина определяется
в терминах графа ограничений задачи УО.

Попутно введем понятие упорядочения графа или задачи УО.

Определение. Рассмотрим задачу УО (V,D,C), где ∣V ∣ = n, и соот-
ветствующий граф ограничений G = (V,E). Упорядочением для за-
дачи УО и графа G = (V,E) называется биекция ℎ : V ↔ {1, 2, . . . , n},
которая соответствует вершинам или переменным, просматриваемым
в порядке (ℎ−1(1), ℎ−1(2), . . . , ℎ−1(n)). Если две переменные соедине-
ны в графе ребром, иногда полезно представить первую переменную,
которая стоит раньше в упорядочении, в виде «родителя», а вторую —
как «сына» первой вершины.

Перед определением индуцированной ширины введем более про-
стое понятие ширины графа.

Определение. Пусть G = (V,E) — граф, а ℎ — некоторое упорядоче-
ние вершин этого графа. Шириной вершины v для этого упорядоче-
ния ℎ называется число вершин, соединенных с v и предшествующих
ей в этом упорядочении (то есть число родителей вершины v). Ши-
риной графа для упорядочения ℎ называется максимальная ширина
всех вершин для этого упорядочения. И наконец, шириной графа на-
зывается минимальная ширина для всех упорядочений. Например,
дерево имеет ширину 1, а полный граф с n вершинами имеет ширину
n− 1. Введем далее следующие определения:
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Определение. Шириной задачи УО для данного упорядочения на-
зывается ширина его графа ограничений для этого упорядочения, а
ширина ЗУО определяется как ширина ее графа ограничений.

Введем согласно Dechter & Pearl [140] понятие индуцированного
графа по отношению к данному упорядочению.

Определение. Для данного графа G = (V,E) и упорядочения ℎ,
индуцированный граф G∗ = (V,E∗) определяется как граф с мини-
мальным множеством ребер E∗, таких что E∗ ⊇ E, и если {x, v} ∈
E∗, {y, v} ∈ E∗, ℎ(x) < ℎ(v), ℎ(y) < ℎ(v), и x ∕= y, то {x, y} ∈ E∗.

Индуцированный граф может быть построен за один проход, об-
рабатывая вершины исходного графа в обратном порядке; то есть
вначале соединяем родителей последней вершины, затем родителей
предпоследней вершины и т. д.

Определение. Индуцированная ширина w(ℎ) графа G = (V,E) по
отношению к упорядочению ℎ — это ширина индуцированного графа
(G∗, ℎ) по отношению к этому упорядочению. Индуцированная шири-
на w∗ графа — это его минимальная индуцированная ширина по всем
упорядочениям. Индуцированная ширина задачи УО по отношению
к упорядочению ℎ — это индуцированная ширина ее графа ограниче-
ний по отношению к этому упорядочению, а индуцированная ширина
задачи УО — это индуцированная ширина ее графа ограничений.

Синоним индуцированной ширины — древовидная ширина [23].
Родственным является понятие также частичного k-дерева3. Dechter
& Pearl [140] показали, что данная задача УО при заданном упоря-
дочении может быть решена за время, экспоненциальное от индуци-
рованной ширины по отношению к этому упорядочению.

2.3.3. Хордальные графы

Вычисление индуцированной ширины достаточно несложно для
хордальных графов. Напомним, что граф называется хордальным,
если в нем каждый цикл длины 4 имеет хорду.

Многие трудные графовые задачи легко решаются на хордальных
графах. Например, нахождение всех максимальных клик в графе, что

3Частичное k-дерево — это граф, индуцированная ширина которого не превы-
шает k [38].
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является NP-полной задачей на графах общего вида, легко произве-
сти для хордальных графов. Эта задача (поиск максимальных клик
в хордальных графах) облегчается за счет использования процедуры
упорядочения max-cardinality4.

Упорядочение max-cardinality графа упорядочивает вершины, на-
чиная от первой, согласно следующему правилу: первая вершина вы-
бирается произвольно. После этого, следующей выбирается вершина,
соединенная с максимальным числом уже упорядоченных вершин
и т. д. Упорядочение max-cardinality может быть использовано для
распознавания хордальных графов. Именно, граф — хордальный, то-
гда и только тогда, когда при упорядочении max-cardinality каждая
вершина вместе с ее родителями образует клику. Можно таким обра-
зом перечислить все максимальные клики, соответствующие каждой
вершине (записывая множества, состоящие из каждой вершины и ее
родителей, и определяя затем максимальный размер клики). Заме-
тим, что имеется не более n клик, состоящих из вершин и их роди-
телей. Кроме того, при использовании упорядочения max-cardinality
хордального графа, упорядоченный граф идентичен его индуциро-
ванному графу и, значит, его ширина равна его индуцированной ши-
рине. Справедливо

Предложение. Если G∗ — индуцированный граф графа G для
некоторого упорядочения, тогда граф G∗ — хордальный.

3. Методы поиска решения ЗУО

3.1. Основные методы решения

Методы построения решения задачи УО могут быть разбиты на
три класса [329]: 1) Первый класс содержит варианты поиска с воз-
вратами. Эти алгоритмы строят решение с помощью расширения
частичного решения шаг за шагом, используя различные эвристи-
ки и применяя разумные стратегии возврата из тупиковых вершин.
Снижение размера задачи позволяет уменьшить размеры простран-
ства поиска. 2) Алгоритмы распространения ограничений исключа-
ют некоторые элементы, не входящие в решения, из пространства по-

4max-cardinality — максимальное количество элементов.
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иска. В общем, эти алгоритмы не исключают все элементы, не входя-
щие в решения и, следовательно, они не строят сами по себе решения,
а используются либо для препроцессинга задачи до использования
алгоритма другого типа, или перемежаются с шагами алгоритма дру-
гого типа — например, поиска с возвратами — для повышения про-
изводительности последнего. 3) Наконец, структурные алгоритмы
используют информацию о структуре первичного или двойственно-
го графа ограничений задачи. Имеются различные алгоритмы этого
класса, при этом некоторые производят декомпозицию исходной за-
дачи УО на слабо связанные подзадачи, которые могут быть решены
с помощью методов из предыдущих двух классов. Таким образом,
структурные алгоритмы могут также использоваться в сочетании с
алгоритмами других типов. Все алгоритмы из указанных выше трех
классов систематически исследуют пространство решений. Эти ал-
горитмы:

∙ корректны, то есть они заканчивают работу с присвоением зна-
чений всем переменным, которое является решением;

∙ полны, то есть они способны исследовать все пространство по-
иска и найти все решения.

Обсудим методы поиска с возвратами.

3.2. Поиск с возвратами (Backtrack Search) и его про-
изводные

3.2.1. Поиск с возвратами

Формулировка задачи УО в виде задач поиска позволяет решать
задачи УО с помощью алгоритмов поиска.

Поиск в глубину, в котором каждый раз выбираются значения для
одной переменной и выполняется возврат, если больше не остается до-
пустимых значений, которые можно было бы присвоить переменной,
называется поиском с возвратами (backtracking)5.

Дерево присвоений значений переменным — это дерево, в кото-
ром каждая вершина соответствует множеству присвоений. Корень

5Использование поиска с возвратами для удовлетворения ограничений было
предложено Bitner & Reingold (1975) в [71].
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дерева отвечает пустому множеству присвоений. В каждой вершине
v выбирается переменная, которой в v не было присвоено значение.
Алгоритмы поиска с возвратами выполняют поиск в глубину в этих
деревьях присвоений значений.

Простейшим методом решения задач УО является метод
«Generate and Test», который порождает каждое возможное решение
путем присвоения всех возможных значений для каждой перемен-
ной и проверяет, удовлетворяет ли это решение всем ограничениям.
В наихудшем случае число всех возможных проверенных решений
равно размеру декартова произведения доменов всех переменных6.
Понятно, что метод полного перебора может требовать больших за-
трат времени при решении задач.

Алгоритмы поиска с возвратами — это алгоритмы систематиче-
ского поиска для задач УО, которые используют частичные решения,
которые строятся путем поочередного присваивания значений пере-
менным. Если алгоритм обнаруживает тупиковую вершину, в кото-
ром частичное решение не имеет совместного расширения, то выбор
последнего присвоения отменяется и делается попытка присвоения
другого значения. Этот процесс повторяется до тех пор, пока не бу-
дут исчерпаны все возможности и/или не будет найдено решение. Ал-
горитмы поиска с возвратами являются полными в том смысле, что
они находят решение, если оно существует. Различные алгоритмы по-
иска с возвратами различаются по скорости обнаружения тупиковых
вершин, а также по тому, насколько далеко они способны делать воз-
врат. Алгоритм поиска с возвратами характеризуется экспоненциаль-
ной временной сложностью, но является линейным по используемой
памяти (Mackworth, 1977) [262].

В хронологическом поиске с возвратами (chronological backtrack-
ing) процесс поиска рассматривается как постепенное расширение ча-
стичных решений (Bitner & Reingold, 1975) [71]. Порядок задания зна-
чений — это порядок, в котором присваиваются значения переменным
во время поиска. На уровне i порядка присваивания прошлые пере-
менные имеют индексы, меньшие чем i, причем им уже присвоены
значения. Будущие переменные имеют индексы, большие чем i и им

6Если домены всех n переменных имеют размер d, то эта величина составля-
ет dn.
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еще не присвоены значения. На рис. 7 описан алгоритм поиска с воз-
вратами. Для простоты, записанный здесь псевдокод не различает
случаев, когда не найдено решений или когда не найдено больше ре-
шений, значение ложь возвращается в обоих указанных случаях. Ал-
горитм описан для случая бинарных ограничений c(xi, xj). Исполь-
зуются следующие обозначения:

∙ n — число переменных задачи.

∙ Assignments [ ]. Этот массив размерности n запоминает значе-
ние, присвоенное в настоящий момент каждой переменной.

∙ D[ ]. i-й элемент этого массива размерности n содержит после-
довательность элементов домена, соответствующего перемен-
ной xi.

Procedure BT(i)
Foreach Val In D[i]

Assignments[i]:= Val
Consistent:=True
For h:=1 To i-1 While Consistent

Consistent:=Test(i,h)
If Consistent

If i=n
Show - Solution()

Else
BT(i+1)

Return False
End Procedure

Рис. 7. Поиск с возвратами.

Функция Test(i, j) принимает значение истина, если ограничение
c(xi, xj) удовлетворяется текущими присвоениями значений перемен-
ным xi и xj . Если ограничения c(xi, xj) не существует, Test( ) прини-
мает истина (это не считается проверкой ограничения). Каждый эле-
мент домена Di поочередно присваивается переменной xi, расширяя
присвоение значений переменным x1, . . . , xi−1. Если проверка ограни-
чения для предыдущей переменной не проходит, это частичное при-
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своение больше не расширяется. Если домен Di исчерпан (тупик или
полное уничтожение домена), алгоритм делает возврат до уровня i−1
с целью нахождения другого совместного присвоения для xi−1. Если
же такового нет, делается возврат к xi−2, и т. д. пока не будет найдена
переменная с другим совместным присвоением или будет показано,
что ЗУО не имеет решения. Для данного совместного присвоения (все
проверки ограничений были успешны), делается рекурсивный вызов
BT(i+ 1) или, если не остается свободных переменных, получено ре-
шение. Поиск с возвратами может рассматриваться как обход вершин
дерева.
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Рис. 8. Поиск с возвратами как обход дерева.

На рис. 8 показано, как поиск с возвратами решает задачу, опи-
санную на на рис. 6. Каждая ветвь соответствует частичному при-
своению (которое становится полным, когда ветвь доходит до n-й
переменной) и уровень i дерева представляет выборы значений, сде-
ланные для i-й (согласно упорядочению) переменной. Черные и бе-
лые вершины представляют соответственно успешные и неудачные
присвоения в данной точке поиска. Вершины снабжены описанием
значений доменов, приписанных данной переменной в рассматрива-
емой точке поиска. Путь поиска показан пунктирной направленной
линией.
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Поиск с возвратами неэффективен в том смысле, что требует вы-
полнения бо́льшего числа операций, чем это нужно для нахождения
решения.

3.2.2. Проблема мечущегося поведения алгоритма с воз-
вратами

Метания (Gaschnig, 1979) [181] являются главным фактором пло-
хого поведения поиска с возвратами: поиск бывает безуспешен по-
вторно по той же причине. Например, пусть c(xg, xi) — условие того,
что конкретное присвоение переменной xg запрещает все потенциаль-
ные значения для xi. Поиск с возвратами безуспешен на уровне i для
каждого элемента Di, причем эта неудача повторяется для каждой
комбинации присвоений на промежуточных уровнях переменной xℎ,
где g < ℎ < i. Метание наблюдается в попытке поиска с возвратами
решить задачу на рис. 6. Рис. 8 показывает повторяющиеся неудач-
ные попытки поиска в связи с условием c(x2, x4). Метаний становится
больше при увеличении числа промежуточных переменных (и вели-
чин их доменов).

3.2.3. Интеллектуальный поиск с возвратами

Интеллектуальный поиск с возвратами (intelligent backtracking)
[42], [86] — это собирательный термин, объединяющий алгоритмы
поиска с возвратами, позволяющие решателю обнаружить, что кон-
кретная тупиковая вершина дерева присвоения значений не связана с
некоторыми присвоениями. А именно, если тупиковая вершина была
обнаружена на уровне l и алгоритм может выяснить, что присвоения,
сделанные на уровнях j ∈ {k+1, . . . , l} не относятся к этой тупиковой
вершине, он может перейти обратно к уровню k, поскольку попытка
различных присвоений этим переменным постоянно приводила бы к
тупиковой вершине. Таким образом, вместо хронологического поиска
с возвратами на уровне l−1, этот алгоритм позволяет избежать лиш-
ней работы, связанной с попыткой присваивания различных присвое-
ний переменным на этих уровнях, и вместо этого при возврате прямо
пытается присвоить другое значение на более раннем уровне k.
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К различным методам интеллектуального поиска с возврата-
ми относятся обратный переход (backjumping), обратный пере-
ход, управляемый конфликтами (conflict-directed backjumping), об-
ратная проверка (backchecking), проставление обратных отметок
(backmarking).

Основной метод обратного перехода (backjumping) был разрабо-
тан в работах (Gaschnig, 1977, 1979) [180], [181]. Методы обратного
перехода являются одним из главных средств для преодоления тен-
денций поиска с возвратами к повторному нахождению одних и тех
же тупиковых вершин. Тупиковая вершина встречается, когда у xi
не остается совместных значений, в этом случае алгоритм поиска с
возвратами возвращается в вершину xi−1. Пусть существует новое
значение для xi−1, но нет ограничений между xi и xi−1. Тупиковая
вершина будет в xi для любого значения переменной xi−1, пока не бу-
дут исчерпаны все значения переменной xi−1. Мы можем обойти эту
ситуацию путем определения переменной — виновницы за тупик и по-
следующим немедленным обратным переходом к присвоению значе-
ния переменной-виновницы тупика (конфликта), вместо повторного
фиксирования значения хронологически предшествующей перемен-
ной. Определение переменной-виновницы тупика в алгоритме поиска
с возвратами основано на понятии конфликтного множества. Для
простоты изложения будем предполагать, что переменные упорядо-
чены следующим образом: ℎ = {x1, . . . , xn}.

Вместо того, чтобы дожидаться тупиковой вершины −→a i
7, метод

обратного перехода Gaschnig’а [181] запоминает некоторую инфор-
мацию в процессе построения −→a i, и использует эту информацию
для определения переменной xb — виновницы тупиковой вершины
(см. рис. 9). Алгоритм использует метод проставления отметок, по-
средством которого для каждой переменной используется указатель
на последнего предшественника, который оказался несовместным с
любым из значений переменной. При построении кортежей −→a на пря-
мом шаге алгоритм сохраняет указатель ℎigℎi для каждой перемен-
ной xi. Этот указатель определяет последнюю переменную, проверен-
ную на совместность с xi, если было обнаружено, что она является

7−→a i — тупиковый кортеж, представляющий собой набор присвоений значений
переменным.
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самой первой переменной, конфликтующей со значением в D
′

i. Напри-
мер, в случае, когда нет сравнимых значений для xi и если ℎigℎi = 3,
это показывает, что −→a 3 — конфликтное множество переменной xi. Ес-
ли −→a i имеет совместное значение, то ℎigℎi приписывается значение
i−1. Алгоритм переходит из тупикового листа −→a i, который несовме-
стен с xi+1, обратно к переменной xℎigℎi+1

— виновнице конфликта,
так как тупиковая переменная — xi+1.
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Рис. 9. Метод обратного перехода.

Две идеи: обратный переход к переменной, которая, будучи за-
фиксирована, находится в конфликте с текущей переменной, и обрат-
ный переход к внутренним тупикам, интегрированы в одном алгорит-
ме обратного перехода, управляемого конфликтами (Prosser, 1993)
[309]. Этот алгоритм использует схему обратного перехода, используя
информацию, собранную в процессе поиска. Для каждой переменной
алгоритм поддерживает индуцированное множество обратных пере-
ходов. Для данного тупикового кортежа −→a i, определим множество
обратных переходов для −→a i (или для xi+1) как множество перемен-
ных, участвующих в самом раннем минимальном конфликтном мно-
жестве −→a i. Обратный переход, управляемый конфликтами, включа-
ет во множество переходов переменную, если ее текущее значение
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конфликтует со значением текущей переменной, которая не была в
конфликте ни с одним более ранним присвоением переменной.

Предложенный Сталманом и Зюссманом (Stallman & Sussman,
1977) [355] метод поиска с возвратами управляемого зависимостя-
ми, являющийся общей и мощной формой интеллектуального поиска
с возвратами, привел к разработке систем обеспечения истинности
(truth maintenance systems) (Doyle, 1979) [152]. Связь между этими
двумя направлениями проанализирована в (Kleer, 1989) [130]. В ука-
занной работе [355] была также предложена идея регистрации огра-
ничения (constraint recording), в соответствии с которой частичные
результаты, полученные в ходе поиска, можно сохранять и повторно
использовать на последующих этапах этого поиска. Данная идея бы-
ла введена формально в поиск с возвратами в работе (Dechter, 1990
a) [133].

Особенно простым методом является проставление обратных от-
меток (back-marking) (Gaschnig, 1979) [181], в котором для предот-
вращения повторной проверки ограничений сохраняются и использу-
ются совместные и несовместные попарные присваивания. Простав-
ление обратных отметок [181] — это алгоритм типа кэширования,
снижающий число проверок на совместность, необходимых для по-
строения каждой вершины, не пытаясь отсечь часть пространства
поиска самого по себе. Сохраняя информацию о том, где проверка
на совместность не прошла ранее, проставление обратных отметок
может исключить необходимость излишне повторять выполненные
ранее проверки.

Опишем этот алгоритм как усовершенствование наивного алго-
ритма поиска с возвратами. Напомним, что алгоритм поиска с воз-
вратами движется либо вперед, либо назад в пространстве поиска.
Допустим, что текущая переменная — xi, а xp — самая первая пе-
ременная (согласно упорядочению), которая изменила свое значение
после последнего захода в xi. Понятно, что любая проверка значе-
ний xi по отношению к переменным, предшествующим xp даст те
же результаты: если она была неудачной по отношению к более ран-
ним присвоениям, то она будет неудачна снова; если она была успеш-
ной, то она опять будет успешной. Следовательно, при сохранении
правильной информации из более ранних частей поиска, значения в
домене переменной xi могут быть либо немедленно распознаны, как
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несовместные, либо еще проверены только по отношению к предше-
ствующим присвоениям, начиная с xp. Проставление обратных отме-
ток реализует эту идею с помощью использования двух новых таб-
лиц. Вначале для каждой переменной xi и для каждого из ее зна-
чений av, проставление обратных отметок запоминает самую первую
предшествующую переменную xp, такую, что текущее частичное при-
сваивание −→a p конфликтует с xi = av. Эта информация содержится в
таблице с элементами Mi,v. (Заметим, что это предполагает, что огра-
ничения, включающие более ранние переменные, протестированы до
ограничений, включающих более поздние переменные). Если xi = av
совместно со всеми ранее выполненными частичными присвоениями
−→a j , j < i, то Mi,v = i. Например, M10,2 = 4 означает, что −→a 4 оказа-
лось несовместным с x10 = a2 после задания значений и что −→a 1,

−→a 2,
−→a 3 не конфликтовали с x10 = a2. Вторая таблица с элементами lowi

запоминает самый первый элемент, изменивший значение после того,
как переменной xi в последний раз было присвоено значение. Эта ин-
формация включена в использование на каждом шаге порождения
вершины. Если Mi,v меньше lowi, то алгоритм знает, что перемен-
ная, на которую указывает Mi,v, не изменялась и что xi = av будет
приводить к тупику снова при проверке с −→a Mi,v

, так что никакой
дальнейшей проверки в этой вершине на совместность не требуется.
Если Mi,v не меньше lowi, то xi = av совместно с −→a j для всех j < lowi,
и эти проверки могут быть пропущены.

Проставление обратных отметок можно комбинировать с обрат-
ным переходом, управляемым конфликтами; в [248] предложен ги-
бридный алгоритм, который превосходит любой из этих отдельно
взятых методов (что подтверждается формальным доказательством).
Применение локального поиска при решении задач удовлетворения
ограничений было показано (Kirkpatrick et al., 1983) в [243], где опи-
сан метод эмуляции отжига.

Эвристика с минимальными конфликтами (minimal conflicts) бы-
ла впервые предложена (Gu, 1989) в [200] и независимо разработана
в [285] (Minton et al., 1992). В (Sosic & Gu, 1994) [354] задача с 3
000 000 ферзей была решена быстрее, чем за минуту. Это привело к
переоценке характера и распространенности «легких» и «трудных»
задач. В (Cheeseman et al., 1991) [104] исследовалась сложность задач
УО, сформированных случайным образом, и было обнаружено, что
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почти все такие задачи являются либо тривиально легкими, либо не
имеют решений. «Трудные» экземпляры задач встречаются, только
если параметры генератора задач устанавливаются в некотором уз-
ком диапазоне, в пределах которого лишь примерно половина задач
является разрешимой. Для решения задач с ограничениями весьма
успешно может быть использован локальный поиск на основе эври-
стики с минимальными конфликтами.

В работе [88] показано, как может быть усовершенствована про-
грамма хронологического поиска с возвратами на языке Prolog, для
работы с интеллектуальным поиском с возвратами.

3.2.4. Запоминание конфликтов

В тупиковой вершине присвоения переменных x1, . . . , xi−1 обра-
зуют конфликтное множество (КМ) (conflict set) с xi. Эта инфор-
мация используется для запоминания одного или нескольких огра-
ничений (или множеств неперспективных наборов значений (МННЗ)
(nogoods) — см. ниже параграф 3.2.5), которые при дальнейшем по-
иске не допускают несовместностей, приводящих к этой тупиковой
вершине. Рассмотрим рис. 6 и дерево поиска, построенное поиском с
возвратами (рис. 8). В первой тупиковой вершине КМ {x1 = 4, x2 =
3, x3 = 1} конфликтует с x4. Запоминание КМ полезно лишь в слу-
чае, если задача УО будет повторно решаться: точно такое же мно-
жество присвоений не встретится во время этого поиска. Однако, КМ
возможно содержит подмножества в конфликте с xi. Минимальные
КМ (Bruynooghe, 1985) [87] не содержат никаких других КМ и отве-
чают за текущий конфликт. Процесс поиска выигрывает, если такие
минимальные КМ больше не встречаются.

Запоминание конфликтов может рассматриваться как обучение
(глубокое или поверхностное) (Dechter, 1990) [133]: полезная ин-
формация, вскрытая решателем задачи, запоминается для дальней-
шего использования. Глубокое обучение находит все минимальные
конфликты в тупиковой вершине, реализованные в методе поис-
ка с возвратами, управляемого зависимостями (Dependency Directed
Backtracking) (Stallman & Sussman, 1977 [355]) и обычно использу-
ется в системах обеспечения истинности (truth-maintenance systems)
(Doyle, 1979 [152]). Это требует затрат памяти: каждая тупиковая



88 О. А. Щербина

вершина представляет новую возможность добавления ограничений.
В связи с этим, в памяти сохраняется большая часть пространства
поиска.

Поверхностное обучение [133] ограничивает объем работы, выпол-
няемой в тупиковой вершине xi с помощью удаления всех присвоений
переменных из конфликтного множества, которые не релевантны (то
есть совместны со всеми возможными присвоениями) к xi. Графовое
поверхностное обучение использует граф ограничений для (непол-
ной) проверки на нерелевантность: xℎ не релевантен к xi, если пере-
менные не смежны в графе. В вышеописанном примере, это выводит
{x1 = 4, x3 = 1}, оставляя {x2 = 3}. Этот конфликт запоминает-
ся с удалением знавчения 3 из D2. Добавление новых ограничений,
однако, затрудняет поиск из-за увеличения числа проверок ограниче-
ний. Запомненные конфликты могут весьма вероятно оказаться по-
лезными в процессе поиска. Dechter (1990) [133] вводит ограничение
на число запоминаемых конфликтов. Обучение первого порядка запо-
минает лишь одну переменную. Обучение второго порядка добавляет
ограничения, содержащие до двух переменных.

Dechter (1990) [133] произвела сравнение поверхностного и глубо-
кого обучения первого и второго порядка. Для легких задач обуче-
ние дает небольшой эффект, но для более сложных задач наблюда-
ется больший эффект на производительность алгоритма. Не всегда
верно то, что наиболее сильная форма обучения дает максимальный
эффект, так как в некоторых случаях затраты могут превышать вы-
году.

Bitner & Reingold впервые предложили использовать эвристику
MRV, названную ими эвристикой с наиболее ограниченной перемен-
ной (most-constrained-variable). Brelaz (1979) [82] использовал степен-
ную эвристику (degree heuristic) для устранения неопределенности,
возникающей после применения эвристики MRV. Полученный в итоге
алгоритм, несмотря на его простоту, до настоящего времени остает-
ся наилучшим методом раскраски произвольных графов в k цветов.
Haralick & Elliot (1980) [203] предложили эвристику с наименее огра-
ничительным значением. В статье [248] ( Kondrak & van Beek, 1997)
приведен аналитический обзор алгоритмов поиска с возвратами.
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3.2.5. Множества неперспективных наборов значений

Определение (Dechter, 1990) [133]. Множеством неперспективных
наборов значений (МННЗ) (nogood) [238] Ng или конфликтным мно-
жеством (conflict set) для задачи УО P называется множество на-
боров значений, которые не могут быть частью никакого решения
задачи P .

По-другому, МННЗ — частичное присвоение значений перемен-
ным, которое не приводит к решению [66]. Таким образом, МННЗ не
может быть дополнено до решения задачи УО. Например, любое при-
своение значений, нарушающее ограничение, является МННЗ. ЗУО
не имеет решения тогда и только тогда, когда пустое множество при-
своений является МННЗ. Множество присвоений A является МННЗ,
если имеется не просмотренное решение, содержащее A. Любое супер-
множество МННЗ является также МННЗ.

Изучение МННЗ — стандартный метод усовершенствования по-
иска с возвратами (Dechter 1990) [133]. Заметим, что метод обучаю-
щих МННЗ был перенесен в решатели задачи выполнимости SAT в
(Bayardo & Schrag 1997) [54].

В контексте задач выполнимости SAT МННЗ соответствует кла-
узе (дизъюнкту), причем использование обучения и использования
большого числа клауз во время поиска (Moskewicz et al. 2001) [291]
оказалось весьма эффективным для решения задач выполнимости.
В то же время, МННЗ не имели столь большого влияния на реша-
тели ЗУО. Так, большинство коммерческих решателей задач УО не
используют обучения с МННЗ. Под обучением (learning), как и выше,
здесь понимается запоминание потенциально полезной информации,
которая становится известной решателю задачи во время процесса
решения [138].

Алгоритмы поиска с возвратами имеют различные возможно-
сти для нахождения МННЗ в процессе поиска, что и используется
при разработке различных алгоритмов поиска с возвратами. В [309]
МННЗ, называемые конфликтами, используются для более мощных
обратных переходов в алгоритме обратного перехода, управляемого
конфликтами.

В работе [4] МННЗ, названные там исключающими объяснениями
(eliminating explanations), используются для управления динамиче-
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ским переупорядочением ветвей дерева поиска в алгоритме динами-
ческого поиска с возвратами. В [5] МННЗ изучаются в тупиках и ис-
пользуются для улучшения последующего поиска. Работы [42], [130],
[286], [355], также содержат полезные идеи о связи между МННЗ и
поиском с возвратами. Отмечено, что по сути дела любой алгоритм
поиска с возвратами использует МННЗ для управления поиском, яв-
но или неявно.

В работе [238] предложено понятие обобщенного МННЗ, которое
существенно повышает результативность поиска с возвратами.

3.2.6. Динамический поиск с возвратами

Обратный переход на уровень выше удаляет результаты проде-
ланной решателем работы по определению совместного присвоения
на предыдущем уровне.

Во многих случаях уровни, с которых делается возврат, не имеют
ничего общего с несовместностью, которую алгоритм пытается раз-
решить (примером может служить мечущееся поведение, описанное
выше). В результате, потенциально полезная информация бессмыс-
ленно выбрасывается при поиске реальной причины несовместности.

В методе динамического поиска с возвратами (ДПВ) (dynamic
backtracking) (Ginsberg, 1993) [188], [189] сохраняются успешные ча-
стичные присваивания из полученных позднее подмножеств перемен-
ных, причем ДПВ обходится без фиксированного порядка присво-
ения значений, вместо этого выбирая переменные для присвоения
значений динамическим образом. ДПВ эффективным образом меня-
ет порядок присваивания значений так, что уровень, ответственный
за несовместность, становится самым глубоким уровнем, оставляя не
затронутыми все нерелевантные присвоения переменных.

Для каждого dia ∈ Di ДПВ сохраняет множество объяснений при-
чин элиминации, в котором запоминается причина того, почему dia в
настоящее время исключено из рассмотрения. Эти объяснения опре-
делены в терминах текущих присвоений ранее рассмотренным пере-
менным. Когда необходим переход от xi к xℎ, ДПВ сохраняет текущее
присвоение xi и все его множества объяснений причин элиминации,
кроме тех, которые включают xℎ (присвоение которого должно ме-
няться).



Удовлетворение ограничений и программирование 91

Использование множеств объяснений причин элиминации анало-
гично МННЗ, запоминающих причины конфликтов. Объяснения при-
чин элиминации хранятся лишь для текущих присвоений другим
переменным; как только присваивание изменилось, все объяснения,
включающие его, исключаются. Итак, ДПВ представляет собой ком-
промисс между емкостной и временной сложностями.

ДПВ, однако,не работает всегда лучше существующих алгорит-
мов. Сравнивая эффективность ДПВ в сравнении с другими алго-
ритмами, используя стандартные эвристики (Baker, 1994) [42] пока-
зал, что ДПВ работает хуже, чем алгоритм обратного перехода на
множитель, экспоненциально зависящий от размера задачи. Пробле-
ма здесь состоит в том, что присвоения переменных, которые ДПВ
не отбросил, часто не имеют на основе эвристик подтверждения того,
что найдена несовместность. Хранение таких присвоений переменных
ухудшает результат применения эвристик.

3.3. Распространение ограничений

3.3.1. О распространении ограничений

Среди различных видов методов для преодоления присущей зада-
чам УО трудной разрешимости выделяются алгоритмы распростра-
нения ограничений [35].

При удалении избыточных значений из доменов переменных раз-
мер пространства решений снижается. Алгоритмы уменьшения про-
странства решений исключают значения с помощью распространения
ограничений, называемого также сужением [116]. Уменьшение про-
странства решений задачи может быть выполнено либо однократно —
в виде этапа препроцессинга перед другим алгоритмом, либо — мно-
гократно, шаг за шагом, перемежаясь с исследованием пространства
решений с помощью алгоритма поиска. В последнем случае отсека-
ются подмножества пространства решений, экономя время, которое
алгоритм поиска затратил бы на систематическое исследование от-
брошенных элементов. Если в результате уменьшения пространства
решений какой-либо домен стал пустым, отсюда следует, что рассмат-
риваемая задача УО не имеет решений.
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Объем распространения ограничений характеризуется уровнем
совместности задачи, поэтому эти алгоритмы называются также ал-
горитмами совместности.

Распространение ограничений [48] имеет давнюю традицию в УО
и является очень общим понятием, которое появлялось под раз-
ными названиями: релаксация ограничения (constraint relaxation),
фильтрующие алгоритмы (filtering algorithms), сужающие алгоритмы
(narrowing algorithms), вывод ограничений (constraint inference), ал-
горитмы упрощения (simplification algorithms) и др. Ниже будут рас-
смотрены наиболее хорошо известные и часто используемые алгорит-
мы. Распространение ограничений, предложенное вначале для раз-
метки изображений в работах [289], [384], было затем распространено
и приспособлено к решению многих других задач, породив большое
число алгоритмов распространения ограничений, при этом в числе
наиболее значимых следует отметить работы [136], [140], [255], [262],
[263], [265], [289].

С помощью распространения (информации) воздействие предше-
ствующих присвоений может уменьшить размер пространства поис-
ка. Основным методом здесь является усечение домена, которое уда-
ляет некоторые значения из доменов переменных, которые будут рас-
смотрены позднее. Как только присвоение будет осуществлено, мо-
жет быть использован алгоритм распространения ограничений для
нахождения последствий предшествующих присвоений на домены пе-
ременных, просматриваемых позднее.

Исследования по распространению ограничений и алгоритмам
совместности были инициированы в работе Waltz [383], в которой
был предложен алгоритм распространения ограничений (позднее по-
лучивший название дуговой совместности) для задач полиэдральной
линейной разметки для систем компьютерного видения. Он показал,
что для некоторых многогранных фигур достаточно применить ос-
новные алгоритмы распространения для решения этих задач. Пре-
процессинг или предварительная обработка в задачах УО создает
эквивалентную, с тем же множеством решений, но более простую за-
дачу. Поиск на дереве после препроцессинга может решить получен-
ную задачу с гораздо меньшими затратами. Исходная задача УО пре-
образуется следующим образом. Вначале домены переменных могут
фильтроваться для удаления элементов, которые не могут быть ча-
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стью ни одного решения. Далее множество ограничений может быть
изменено с целью недопущения несовместных комбинаций присвое-
ний. Изменения производятся с помощью распространения ограниче-
ний: используется локальная группа ограничений для вывода инфор-
мации, которая запоминается в виде измененного домена ограниче-
ния или переменной. Это локальное изменение является основой для
дальнейших выводов, поэтому результат любого изменения постепен-
но распространяется по всей задаче.

Хотя с целью простоты изложения представленные здесь методы
описаны для бинарных задач УО, они применимы к n-арной задаче
УО, используя, например, двойственную графовую интерпретацию.

Рассмотрим далее понятие локальной совместности.

3.3.2. Локальная совместность

Одним из наиболее важных понятий в УО является понятие ло-
кальной совместности. Локальная несовместность — это присвоение
значений некоторым переменным, удовлетворяющее соответствую-
щим ограничениям, но которое не может быть расширено на одну
или более переменных и поэтому не может быть частью никакого
решения. Если для поиска решения ЗУО используется поиск с воз-
вратами, то подобная несовместность может быть причиной многих
тупиковых вершин и может стать причиной многих бесполезных по-
пыток поиска. Это приводит к (a) определению условий, характе-
ризующих уровень локальной совместности задачи УО ([167], [262],
[289]), (b) разработке алгоритмов распространения ограничений —
алгоритмов, которые вынуждают эти уровни к локальной совместно-
сти с помощью удаления несовместностей из ЗУО ([262], [289]), и (c)
разработке эффективных алгоритмов поиска с возвратами для поис-
ка решений ЗУО, поддерживающих уровень локальной совместности
во время поиска ([128], [179], [203]).

В общем, имеется компромисс между затратами на распростране-
ние ограничений, выполняемое в каждой вершине дерева поиска и ве-
личиной усечения доменов. Один из способов уменьшения затрат на
распространение ограничений — это рассмотрение более ограничен-
ных локальных совместностей, одним из примеров которых служит
совместность границ. Предположим, что домены переменных вели-
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ки и упорядочены, причем они могут быть представлены интервала-
ми (задаваемыми минимальным и максимальным значением домена).
Используя совместность границ, вместо выяснения того, что каждое
значение домена имеет поддержку в ограничении, выясняется лишь
то, имеют ли минимальное и максимальное значение поддержку в
ограничении. Хотя совместность границ слабее, чем дуговая совмест-
ность, она полезна для арифметических ограничений и глобальных
ограничений, так как она может быть вынуждена более эффектив-
но. Задача, включающая бинарные ограничения, путе-совместна, ес-
ли каждая совместная пара значений двух переменных может быть
расширена до любой третьей переменной. Для некоторых видов за-
дач, подобных темпоральным ограничениям, возможно имеет смысл
вынуждение более сильных уровней совместности, чем путевая сов-
местность [262].

3.3.3. Вершинная и дуговая совместность

Простейшим методом препроцессинга является вершинная сов-
местность, которая удаляет те значения из домена переменной,
которые несовместны с унарными ограничениями на соответствую-
щую переменную: если c(xi) — унарное ограничение для вершины xi,
тогда величины, не удовлетворяющие c(xi), исключаются из доме-
на Di. Прямой алгоритм вершинной совместности (node-consistency
algorithm (NC)), который удаляет излишние элементы доменов пере-
менных с помощью проверки доменов одного за другим, имеет вре-
менную сложность O(dn), где d — максимальный размер доменов, а
n — число переменных.

Дуговая совместность состоит в рассмотрении каждой дуги8, со-
ответствующей бинарному ограничению c(xi, xj), и выполнении суже-
ния доменов. Величины, не удовлетворяющие c(xi, xj), исключаются
из доменов Di и Dj.

Проверку совместности дуг можно использовать либо в качестве
этапа предварительной обработки перед началом процесса поиска,
либо в качестве этапа распространения ограничения (аналогично

8В данном случае термин «дуга» обозначает ориентированное ребро в графе
ограничений.
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предварительной проверке) после каждого присваивания во время
поиска.

Поиск компромисса между затратами на обеспечение совместно-
сти и достигаемыми за счет этого преимуществами с точки зрения со-
кращения объема поиска привел к новым алгоритмам. Так, (Haralick
& Elliot, 1980) [203] предложили алгоритм предварительной проверки
(forward checking), описанный в (McGregor, 1979) [273], а (Gaschnig,
1979) [181] предложил применять полную проверку совместности дуг
после присваивания значения каждой переменной; в дальнейшем со-
ответствующий алгоритм в работе (Sabin & Freuder, 1994) [330] полу-
чил название MAC (Maintaining Arc Consistency). В последней статье
показано, что при решении более трудных задач УО полная проверка
совместности дуг вполне окупается.

В работе Mackworth & Freuder [265] было замечено, что дуговая
совместность может решать древовидные задачи УО.

Для данного ограничения говорят, что значение для переменной
в ограничении имеет поддержку (support), если существуют такие
значения для других переменных в этом ограничении, что это огра-
ничение удовлетворяется.

Ограничение дуго-совместно, если каждое значение из доменов
переменных имеет поддержку.

Для достижения дуговой совместности на arc(i, j), для каждого
dia ∈ Di, ищется элемент djb ∈ Dj , такой что выполняется условие
дуговой совместности; djb поддерживает dia . Все элементы домена без
поддержки удаляются. Удаление значение без поддержки называется
усечением (сужением) доменов.

Для ограничений, содержащих более двух переменных, дуговая
совместность часто называется гипер-дуговой совместностью или
обобщенной дуговой совместностью. Например, пусть домены пере-
менных x и y — {0, 1, 2} и рассмотрим ограничение x+y = 1. Вынуж-
дение дуговой совместности на этом ограничении сузило бы домены
обеих переменных до {0, 1}. Величины, удаленные из доменов обеих
переменных, локально несовместны — они не принадлежат ни одно-
му набору присвоений переменных, удовлетворяющих ограничению,
и поэтому не могут быть частью какого-либо решения всей задачи
УО. Для вынуждения дуговой совместности в задаче УО требуется
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повторно удалять величины из доменов, пока не достигнем устойчи-
вой точки.

Основываясь на работах [383], [289], Mackworth [262] выделил
три вида локальной совместности: вершинную, дуговую и путевую
совместность. Им были предложены алгоритмы (AC-1, AC-2, AC-3)
для вынуждения дуговой совместности, а также алгоритмы PC-1,
PC-2, PC-3 для вынуждения путевой совместности. Вычислительная
сложность указанных алгоритмов была исследована далее в работе
Mackworth & Freuder [265], причем там же было также замечено, что
дуговая совместность может решать древовидные задачи УО.

Алгоритмы вынуждения дуговой совместности интенсивно иссле-
довались и совершенствовались (см. [65], [262] и ссылки на литерату-
ру в этих работах). Оптимальный алгоритм для произвольного огра-
ничения характеризуется временно́й сложностью в худшем случае,
равной O(r ⋅ dr), где r — арность ограничения, а d — размер доменов
переменных [288].

Простейшим методом достижения глобальной дуговой совместно-
сти является повторение проходов по проверке каждой дуги задачи
до тех пор, пока не будет никаких изменений графа ограничений по-
сле очередного прохода. Этот подход реализован в виде алгоритма
AC-1 (из (Machworth, 1977) [262].

Вслед за исторически первым алгоритмом AC-1 были разработа-
ны алгоритмы AC-2, . . . , AC-7, каждый из которых улучшает хране-
ние информации об измененных доменах и управление итерациями.

Вычислительная сложность алгоритмов AC-1, AC-2, AC-3 бы-
ла исследована далее в работе Mackworth & Freuder [265]. Вре-
менна́я сложность алгоритма AC-3 составляет O(d3e), емкостная
сложность — O(e + nd), где e — число бинарных ограничений. Ал-
горитм AC-4 [287] улучшает AC-3 и имеет временную и емкостную
сложность O(d2e). Другим улучшением алгоритма AC-3 является
алгоритм AC-5 [369], использующий семантику специальных видов
ограничений. Алгоритм AC-7 использует симметрию бинарных огра-
ничений.

Сложность проверки совместности дуг можно проанализировать
следующим образом: любая бинарная задача УО имеет самое большее
O(n2) дуг; каждая дуга (Xi,Xj) может быть «внесена в повестку дня»
только d раз, поскольку область определения Xi имеет самое большее
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d значений, доступных для удаления; проверка совместности любой
дуги может быть выполнена за время O(d2), поэтому в наихудшем
случае затраты времени составляют O(n2 ⋅ d3).

3.3.4. Направленная дуговая совместность

Определение. Задача УО является направленно-дуго-совместной
по отношению к упорядочению ℎ = {x1, . . . , xn}, тогда и только тогда,
когда каждая переменная xi дуго-совместна по отношению к каждой
переменной xj, такой что i ⩽ j.

Процедура распространения ограничений DAC работает с за-
дачей УО (V,D,C) и упорядочением ℎ = {x1, . . . , xn} для зада-
чи УО. Процедура обрабатывает переменные в обратном порядке
(xn, . . . , x1). Для каждой переменной x она проверяет родителей x9.
При обработке xi, рассматриваются все бинарные ограничения, ин-
цидентные xi, Rki, при k ⩽ i, и сужаются соответствующие домены
Dk переменных xk.

После выполнения этой предварительной обработки выясняется
направленная дуговая совместность [140]. Это означает, что для лю-
бого значения домена переменной и для любого сына этой переменной
найдется по крайней мере одно значение из домена сына, совместное
со значением родителя.

Глобально совместные ЗУО обладают свойством, что любое сов-
местное присвоение значений подмножеству переменных может быть
расширено до совместного присвоения значений всем переменным без
получения тупиков.

3.3.5. Путевая совместность

Для бинарных задач УО имеется еще один вид совместности —
путевая совместность, которую Montanari предложил в [289].

Определение. Бинарная задача УО является путе-совместной
(path-consistent), если для любого пути в ее графе ограничений спра-
ведливо следующее: если присвоения значений начальной и конечной

9переменные, соединенные с x, которые предшествуют x в упорядочении.
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переменной пути совместны, то это может быть расширено на сов-
местное частичное присвоение значений оставшимся переменных на
пути.

Аналогично семейству алгоритмов дуговой совместности, имеет-
ся семейство алгоритмов достижения путевой совместности бинарной
задачи УО. Эти алгоритмы также гарантируют вершинную и дуго-
вую совместность. Наилучший из этих алгоритмов — PC-4, анало-
гичный AC-4, характеризуется временно́й и емкостной сложностью
O(d3n3).

Локальная путевая совместность выполняется, если для данного
пути длины l через вершины (x1, . . . , xl), для всех значений d1a ∈ D1

и dlb ∈ Dl таких, что выполняются унарные ограничения c(x1), c(xl),
и бинарные ограничения c(x1, xl), имеется последовательность значе-
ний: d2c ∈ D2, . . . , dl−1c ∈ Dl, такая, что

c(x2), . . . , c(xl−1), c(x1, x2), c(x2, x3), . . . , c(xl−1, xl)

выполняются. На рис. 10 показан пример для пути (x1, x2, x3).

x1, D1={4, 5} 

x2, D2={3, 4} 

x3, D3={2, 3} 

>

>

a)

x1, D1={4, 5} 

x2, D2={3, 4} 

x3, D3={2, 3} 

>

>

b)

{(4, 2), (5, 2), (5, 3)} 

Рис. 10. Эффект вынуждения путевой совместности [283].

Начальное состояние показано на рис. 10 a. Добавлено новое огра-
ничение (рис. 10 b), которое не разрешает пару присвоений x1 = 4,
x3 = 3: для этих присвоений не существует присвоения для x2, удо-
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влетворяющего бинарным ограничениям c(x1, x2), c(x2, x3). Вынуж-
дение дуговой совместности не разрешает этой пары присвоений.

Глобальная путевая совместность выполняется, если любая па-
ра присвоений значений, которые совместны с прямым ограничением
между двумя переменными, также совместна со всеми путями между
двумя вершинами. Если любой путь длины 2 в полном графе огра-
ничений является путе-совместным, то путевая совместность выпол-
няется глобально (Montanari, 1974) [289].

Путевая совместность вынуждается с помощью изменения прямо-
го ограничения между начальной и конечной точкой пути для того,
чтобы запретить все пары назначений, которые нарушают требуемое
условие. Ограничения могут быть обновлены путем добавления но-
вого явного ограничения к задаче (см. рис. 10).

Первый алгоритм путевой совместности был предложен в
(Montanari, 1974) [289], причем он эквивалентен алгоритму PC-1
(Mackworth, 1977) [262]. Mackworth [262] усовершенствовал эффек-
тивность PC-1 и предложил PC-2. PC-3 (Mohr & Henderson, 1986)
[287] улучшает эффективность как в AC-4. PC-3 не полностью кор-
ректен. PC-4 (Han & Lee, 1988) [202] — это корректная версия. Даль-
нейшие усовершенствования алгоритма путевой совместности могут
быть найдены в (Chmeiss & Jegou, 1996) [106]. Mohr & Henderson [287]
предложили оптимальные алгоритмы для дуговой и путевой совмест-
ности, соответственно AC-4 и PC-4, которые были основаны на работе
Lauriere [258].

3.3.6. k-совместность

Дуговая совместность может также пониматься как информация
о том, насколько далеко частичное решение может всегда быть рас-
ширено. А именно, любое частичное решение, содержащее лишь одну
зафиксированную переменную, может быть расширено с помощью
фиксации любой другой переменной на соответствующим образом
выбранном значении. Применение того же принципа для большего
числа переменных приводит к понятию k-совместности, которое ввел
Freuder [167], [168], [169], исследовавший и его связь со сложностью
решения задач УО.
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Можно определить k-совместность, рассматривая ограничения с
k переменными (для k = 3 — путевая совместность, для k > 3 —
гипер-дуговая совместность).

Определение. (k-совместность). Задача УО k-совместна, если
любой совместный кортеж значений любых k− 1 переменных может
быть расширен путем задания значения любой одной из оставшихся
переменных.

Задача УО строго k-совместна тогда и только тогда, когда она
j-совместна для всех j ⩽ k. Строго n-совместная сеть, где n — число
переменных ЗУО, называется глобально совместной.

Дуговая и путевая совместность соответствуют 2- и 3-совместно-
сти.

Заметим, что k-совместная ЗУО не обязательно разрешима, и на-
оборот, разрешимость задачи не влечет за собой совместности любого
уровня, а не только 1-совместность.

3.4. Вычислительная сложность и поиск легко разре-
шимых задач удовлетворения ограничений

Одной из наиболее фундаментальных сложных проблем УО и
программирования в ограничениях является изучение вычислитель-
ной сложности задач УО. В [262] было показано, что класс всех задач
УО является NP-трудным, так что вряд ли существуют эффективные
(полиномиальные) алгоритмы общего назначения для решения всех
видов задач УО.

Целью многих исследований была идентификация классов легко
разрешимых задач УО, которые могут быть решены за полиноми-
альное время (см. обзоры [255], [263], [364]). Подобные классы за-
дач обычно описываются либо деревьями, древовидными графовыми
структурами ( [141], [170], [326]) либо определенной комбинацией ал-
гебраических операторов [227].

Для некоторых классов задач УО было показано, что использова-
ние распространения ограничений гарантирует поиск без возвратов
(backtrack-free search) [136]. В результате сравнения многих методов
графовой декомпозиции показано, что наилучшими являются мето-
ды, основанные на использовании понятия гиперграфовой декомпози-
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ции (hypertree decomposition), разработанного в теории баз данных
[195].

Формализация понятия языка ограничений (constraint language)10

может дать информацию, является ли задача УО, выраженная с по-
мощью определенного языка ограничений, легко разрешимой [111],
[218], [226], [227], [229], [230], [231], [232].

Хотя общая задача УО является NP-полной, во многих прило-
жениях возникающие задачи УО имеют специальный вид, что поз-
воляет разработать более эффективные алгоритмы их решения [90],
[112], [260], [310]. Известно, что бинарные задачи УО с древовидной
структурой легко разрешимы ([324], глава 7). Подкласс общей зада-
чи УО, которые могут решены за полиномиальное время, а также
распознан за полиномиальное время, называется легко разрешимым
подклассом.

Существуют два основных направления поиска специальной
структуры задач УО, которые могут быть легко разрешимыми: выде-
ление структурных свойств задач УО (описываемых топологией гра-
фа ограничений), гарантирующих легкую разрешимость независимо
от того, какие типы ограничений включены в рассмотрение [115],
[140], либо выделение типов ограничений, достаточно ограничитель-
ных для гарантирования легкой разрешимости независимо от того,
как они сочетаются [90], [161].

Благодаря исследованиям в этой области были выделены многие
классы легко разрешимых задач УО, основываясь на структурных
свойствах (см. [324]). Подобные классы могут встретиться, в частно-
сти, в случае, когда имеется некоторая специальная структура взаи-
мосвязи ограничений (их пересечений). Наиболее естественным для
изучения взаимосвязей ограничений является аппарат гиперграфов.
Для класса задач УО, у которых арность ограничений ограничена
некоторой фиксированной константой (таких, как бинарные задачи
УО) было показано, что (при выполнении некоторых дополнитель-
ных ограничений) единственным классом структур, гарантирующим
легкую разрешимость, является класс структур с ограниченной дре-
вовидной шириной [198], [209], [23].

10Язык ограничений ЗУО — это множество отношений в ограничениях
ЗУО [113]
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Второе направление исследований состоит в рассмотрении задач
УО с более ограниченными типами ограничений. Естественным под-
ходом изучения типов ограничений является математическая теория
отношений и соответствующие им алгебры, применение которых поз-
волило получить характеризации того, какие виды ограничений обес-
печивают легкую разрешимость независимо от их взаимосвязи. Мно-
жество типов ограничений с этим свойством называется легко раз-
решимым языком ограничений. В общем было показано, что любой
легко разрешимый язык ограничений должен иметь определенные
алгебраические свойства, называемые полиморфизмами [225].

Фундаментальной открытой проблемой в этой области является
четкое определение типов ограничений в задачах УО, которые мо-
гут быть решены за полиномиальное время. Эта проблема важна с
теоретической точки зрения, так как она помогает выяснить грани-
цу между легкой и трудной разрешимостью для широкого круга за-
дач комбинаторного поиска [125], [161], [225], [252]. Кроме того, она
важна и с прикладной точки зрения, так как она позволяет разра-
батывать языки программирования в ограничениях, использующие
существование различных семейств легко разрешимых ограничений
для поиска более эффективных методов решения [260], [310]. В ря-
де публикаций [228], [230], [227], [233] было показано, что сложность
языков ограничений над конечными доменами может быть охаракте-
ризована, используя алгебраические свойства отношений. Согласно
[114], первый этап алгебраического подхода к языкам ограничений
использует известную идею, состоящую в том, что к данному началь-
ному множеству отношений ограничений могут добавляться допол-
нительные ограничения без изменения сложности соответствующего
класса задач. На самом деле, было показано, что можно добавить
все ограничения, полученные из исходных ограничений, используя
некоторые простые правила. Большие множества отношений, полу-
ченные при использовании этих правил, называются реляционными
клонами [146], [306]. Первый этап алгебраического подхода состоит
в том, что достаточно анализировать сложность лишь для тех мно-
жеств отношений, которые являются реляционными клонами. Вто-
рой этап состоит в том, что реляционные клоны могут быть описаны
с помощью их полиморфизмов, являющихся алгебраическими опера-
циями над тем же основным множеством [225], [227]. Помимо того,
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что полиморфизмы дают точный и удобный метод описания боль-
ших семейств отношений, они отражают также определенные аспек-
ты структуры отношений, которые могут быть использованы для со-
здания эффективных алгоритмов. Указанная связь между реляцион-
ными клонами и полиморфизмами играет сейчас ключевую роль при
определении многих легко разрешимых классов ограничений и разра-
ботке эффективных алгоритмов их решения соответствующих задач
УО [96], [92], [93], [91], [126], [228]. Полная характеризация всевозмож-
ных легко разрешимых языков ограничений была установлена в сле-
дующих случаях: консервативные языки ограничений (то есть языки
ограничений, содержащие все унарные ограничения) [94], и языки
ограничений над 2-элементным доменом [332] или над 3-элементным
доменом [96]. Кроме того, были разработаны новые эффективные ал-
горитмы для решения задач УО специального вида как для конеч-
ных, так и для бесконечных доменов [75], [92], [94], [112], [121], [126],
[251]. Последний этап алгебраического подхода связывает язык огра-
ничений и конечные универсальные алгебры (см. раздел 6.4.3 работы
[114]). Язык конечных универсальных алгебр предоставляет множе-
ство очень удобных новых средств для анализа сложности ограниче-
ний, в том числе глубокие структурные результаты, разработанные
для классификации структуры конечных алгебр [210], [274], [358].

В случае, когда множество разрешённых отношений инвариантно
относительно некоторой мальцевской операции11, показывается, что
соответствующая задача УО может быть решена за полиномиальное
время [2].

Однако многие задачи УО не обладают достаточно ограниченной
структурой или используют недостаточно ограниченный язык огра-
ничений, чтобы попасть в какой-либо из классов легко разрешимых
задач. Они могут, тем не менее, иметь свойства, обеспечивающие эф-
фективность их решения, но эти свойства относятся как к структуре,
так и к типам ограничений. Эти свойства иногда называются гибрид-
ными причинами легкой разрешимости [301], они гораздо менее изу-
чены, чем свойства языка и описанные выше структурные свойства.

11Мальцевская операция — это тернарная операция ', удовлетворяющая
'(x, y, y) = '(y, y, x) = x.
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В [122] описан новые гибридные легко разрешимые классы бинар-
ных ЗУО, обобщающие задачи с древовидной структурой, а также ги-
бридные легко разрешимые классы, основанные на языке. Эти новые
классы основаны на локальных свойствах упорядоченных троек пе-
ременных. При этом задача определения упорядочения переменных,
для которого выполняются эти свойства, решается за полиномиаль-
ное время.

4. Структура и методы декомпозиции задач

УО

Исследования, касающиеся структуры и сложности задач УО, на-
чались с работы (Freuder, 1985) [169], где было показано, что поиск
на деревьях с совместными дугами происходит без каких-либо воз-
вратов. Аналогичные результаты применительно к ациклическим ги-
перграфам были получены в области теории баз данных (Beeri et
al, 1983) [55]. Со времени публикации этих работ достигнут значи-
тельный прогресс в части получения более общих результатов, каса-
ющихся связи между сложностью решения задачи УО и структурой
ее графа ограничений.

В данном разделе рассматриваются способы, позволяющие ис-
пользовать для быстрого поиска решений структуру самой задачи,
представленную в виде графа ограничений. Большинство описанных
здесь подходов является очень общими и применимыми для решения
других дискретных задач, кроме УО.

4.1. Графовые методы

Графовые методы используют структуру графа ограничений при
решении задачи УО. Ниже рассмотрены графовые методы, использу-
ющие то, что задача УО с древовидным графом ограничений может
быть решена за линейное время (см. (Miguel & Shen [283]), раздел
4.4), причем древовидная структура находится или строится из гра-
фа ограничений данной задачи УО.

Для разбиения задачи УО на независимые подзадачи, можно рас-
смотреть связные компоненты графа ограничений. Каждый компо-
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нент соответствует одной подзадаче УОi. Если присваивание Si явля-
ется решением УОi, то ∪iSi является решением ∪iУОi. Предположим,
что каждая подзадача УОi имеет c переменных из общего количества
n переменных, где c — константа. В таком случае должно быть n/c
подзадач, и для решения каждой из них требуется, самое большее,
объем работы dc12. Поэтому общий объем работы измеряется величи-
ной O(dcn/c), которая линейно зависит от n; без такой декомпозиции
общий объем работы измерялся бы величиной O(dn), которая экспо-
ненциально зависит от n. Приведем более конкретный пример из [12]:
декомпозиция булевой задачи УО с n = 80 на четыре независимые
подзадачи с c = 20 сокращает продолжительность поиска решения в
наихудшем случае от величины, равной времени существования всей
Вселенной, до величины, меньшей одной секунды. Поэтому полно-
стью независимые подзадачи являются очень привлекательными, но
встречаются редко. В большинстве случаев подзадачи любой зада-
чи УО связаны друг с другом. Простейшим случаем является тот,
в котором граф ограничений является деревом: любые две перемен-
ные связаны не больше чем одним путем. Алгоритм решения блочной
ЗУО имеет следующие этапы.

∙ Выбрать в качестве корня дерева любую переменную и упоря-
дочить переменные от корня до листьев таким образом, чтобы
родительская вершина каждой вершины в дереве предшество-
вала этой вершине в таком упорядочении. Обозначить эти пере-
менные по порядку как X1, . . . ,Xn. Теперь каждая переменная,
кроме корня, имеет только одну родительскую переменную.

∙ В цикле по j от n до 2 применять проверку совместности к дугам
(Xi,Xj), где Xi — родительская вершина вершины Xj , удаляя
значения из области определения Di по мере необходимости.

∙ В цикле по j от 1 до n присваивать Xj любое значение, сов-
местное со значением, присвоенным Xi, где Xi — родительская
вершина вершины Xj .

Теперь, после создания эффективного алгоритма для деревьев, сле-
дует рассмотреть вопрос о том, можно ли каким-то образом приво-
дить к древовидным структурам более общие графы ограничений.

12d — размер доменов переменных.
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Существуют два основных способа выполнения этой задачи; один из
них основан на удалении вершин, а другой — на слиянии вершин
друг с другом и образовании супер-вершин. Первый подход преду-
сматривает присваивание значений некоторым переменным так, что-
бы оставшиеся переменные образовывали дерево.

4.2. Метод множеств разрыва цикла

Метод множеств разрыва цикла (cycle cutset) (Dechter, 1990) [133]
основан на том, что присвоение значения переменной устраняет ее из
дальнейшего рассмотрения в этой ветви дерева поиска. Это сильно
меняет связность оставшейся части графа ограничений.

Множество разрыва цикла графа ограничений — это множество
вершин, при исключении которых (с помощью фиксации соответству-
ющих переменных) остается дерево.

x1 x2

a)

x3 x4

x2

b)

x3

x2

x4

x1

x2

Рис. 11. Эффект фиксации множества разрыва цикла.

Рассмотрим пример на рис. 11 a. Фиксирование значения пере-
менной x2 «блокирует» путь, проходящий через эту вершину, так
что имеется только один путь между любыми двумя переменными
(вершинами). В результате получается граф ограничений (рис. 11 b),
в котором зафиксированная сейчас переменная x2 повторяется для
каждой смежной переменной. Если множество фиксированных пере-
менных совпадает с множеством разрыва цикла, то оставшийся граф
имеет древовидную структуру и соответствующая ему задача может
быть решена очень эффективно. Этот метод находит локально сов-
местное присвоение для переменных из множества разрыва цикла и
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решает оставшуюся (древовидную) задачу. Если не найдено ни одно-
го решения, то должно быть найдено другое совместное присвоение
для переменных из множества разрыва цикла и делается попытка
решения задачи, соответствующей оставшейся части графа. Нахож-
дение минимального множества разрыва цикла является NP-полной
задачей. В связи с этим, целесообразно встраивать метод множества
разрыва цикла в метод дерева поиска, такой, как поиск с возврата-
ми. В случае, когда множество зафиксированных переменных обра-
зует множество разрыва цикла, оставшаяся часть задачи может быть
быстро решена. По сравнению с поиском с возвратами на случайно
сгенерированных задачах, метод поиска с возвратами, использующий
множества разрыва цикла, в среднем на 20% эффективнее [284]. По
сравнению с наивной версией алгоритма обратного перехода, его ком-
бинация с множествами разрыва цикла в среднем на 25% эффектив-
нее [284].

Общий алгоритм решения указанным способом описан ниже [12].

∙ Выбрать подмножество S из множества переменных задачи УО,
такое, что граф ограничений после удаления S становится дере-
вом. Подмножество S называется множеством разрыва цикла.

∙ Для каждого возможного присваивания переменным в S, кото-
рое удовлетворяет всем ограничениям в S, выполнить следую-
щее:

– удалить из областей определения оставшихся переменных
любые значения, несовместные с данным присваиванием
для S;

– если оставшаяся задача УО имеет решение, вернуть это
решение вместе с присваиванием для S.

Если множество разрыва цикла имеет размер c, то общее время рабо-
ты алгоритма составляет O(dc ⋅ (n− c)d2). В том случае, если граф по
своей форме «очень близок к дереву», то множество с будет неболь-
шим, а экономия времени по сравнению с прямым поиском с воз-
вратами окажется огромной. Но в наихудшем случае количество эле-
ментов с может достигать (n − 2). Хотя задача поиска наименьшего
множества разрыва цикла является NP-трудной, но известно несколь-
ко эффективных алгоритмов решения этой задачи. В целом данный
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алгоритмический подход носит название определения условий выбора
множества разрыва цикла (cutset conditioning).

4.3. Связные компоненты

Выделение связных компонентов графа (Dechter & Pearl [140];
Freuder [168]) может быть полезно при решении задач УО. Точка
сочленения xi в графе ограничений — эта такая вершина, что все пу-
ти между остальными вершинами должны проходить через нее. Раз-
делимый граф содержит точку сочленения, а связный граф — нет.
Связный компонент — это подграф без точек сочленения. Even [159]
предложил алгоритм со сложностью O(e) для нахождения всех связ-
ных компонентов и точек сочленения (здесь e — число ограничений).
После нахождения всех связных компонентов, необходимо найти все
возможные решения для каждого из них. Решение всей задачи УО
может быть получено с помощью склеивания решений для компонен-
тов (с учетом совместности значения для точки сочленения смежных
компонентов). Dechter & Pearl [140] предложили алгоритм со слож-
ностью O(n ⋅ dr), использующий описанный подход, где n — число
переменных, d — размер максимального домена переменных, а r —
размер наибольшего компонента.

4.4. Древовидная кластеризация

Древовидная кластеризация (tree-clustering) (Dechter & Pearl
[141]) преобразует произвольную n-арную задачу УО в ациклическую
форму в представлении в виде двойственного графа путем формиро-
вания кластеров из переменных, причем граф взаимосвязей имеет
структуру дерева. n-арная задача УО называется ациклической (см.
(Miguel & Shen [283])), если ее первичный граф ограничений обладает
следующими свойствами:

∙ хордальность: каждый цикл, содержащий не менее 4 вершин,
содержит хорду (ребро, соединяющее 2 непоследовательные
вершины цикла).

∙ конформность: каждая из максимальных клик графа соответ-
ствует одному ограничению в задаче УО.
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Для достижения указанных свойств может быть использован ал-
горитм триангуляции (Tarjan & Yannakakis [361]), используя два
шага: a) Найти упорядочение с максимальной степенью (maximum
cardinality) и б) рекурсивно добавить ребра между вершинами, соеди-
няющими вершины, с большим порядком согласно указанному упо-
рядочению. На рисунках 12 a и b (из (Dechter & Pearl [141])) показан
первичный граф ограничений задачи УО соответственно до и после
процесса триангуляции. Максимальными кликами этого графа явля-
ются кластеры, которые составляют ограничения преобразованной
задачи УО (см. рис. 13 a).

Рис. 12. Построение хордального первичного графа.

Для построения дерева из этого представления достаточно уда-
лить лишние ребра из графа, то есть те ребра, удаление которых
не оказывает влияния на множество решений. В двойственном графе
дуга избыточна, если множество переменных, которым она помечена,
является общим для всех дуг на отдельном пути между конечными
вершинами дуги.

Рис. 13. Построение дерева из двойственного графа.
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На рис. 13 b) показан один способ построения дерева для задачи
УО. Сложность этой процедуры O(n⋅r⋅dr), где r — размер наибольшей
максимальной клики.

4.5. Элиминация переменных

4.5.1. Сегментная элиминация

Сегментная элиминация (Bucket elimination) [137], [142] — по су-
ти является аналогом несериального динамического программирова-
ния [64], [21], [22], для решения задач УО. Этот алгоритм может най-
ти все возможные решения задачи. Алгоритм сегментной элимина-
ции имеет экспоненциальные оценки временно́й и емкостной слож-
ности по индуцированной ширине графа ограничений. Большая ар-
ность промежуточных ограничений, которые хранятся в памяти в
виде таблиц, является главным препятствием для применения мето-
да сегментной элиминации на практике. При достаточно небольшой
арности ограничений алгоритм сегментной элиминации достаточно
эффективен [257].

4.5.2. Метод Зейделя — процедура инвазии

Еще одним известным декомпозиционным алгоритмом является
алгоритм инвазии Зейделя (Seidel, 1981) [337], который находит все
решения бинарной задачи УО. Метод разбивает данную задачу УО
на множество подзадач УО, связанных линейным графом (путем —
частным случаем дерева).

Процедура инвазии13 (Seidel, 1981) [337] предназначена для на-
хождения всех решений задачи УО и основана на последовательно-
сти подграфов G1, . . . , Gn, называемой инвазией графа ограничений
G с n вершинами. Число вершин в подграфе Gi должно быть i, при-
чем Gi должен быть подграфом Gi+1. Фронт Fi — это множество
вершин подграфа Gi, смежных с вершинами, не принадлежащих Gi,
а длина фронта fi — это число вершин в Fi. Длина фронта инва-
зии — это максимум длин ее отдельных фронтов. Рассмотрим при-
мер на рис. 6 a). Инвазия может быть построена следующим образом:

13инвазия — нашествие.
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G1 = {x1}, G2 = {x1, x2}, G3 = {x1, x2, x3}, G4 = {x1, x2, x3, x4}.
Найдем фронты, соответствующие подграфам: F1 = {x1}, F2 =
{x2}, F3 = {x2}, F4 = { }. Заметим, что Fn всегда пустое множество,
так как Gn совпадает с исходным графом ограничений. Для данной
инвазии алгоритм Зейделя строит граф решений S, представляющий
множество решений исходной задачи УО.
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Рис. 14. Граф решений для алгоритма Зейделя.

Вершины графа S сгруппированы в виде множеств S0, . . . , Sn, та-
ких, что Si (i ∕= 0, i ∕= n) является множеством кортежей присвоен-
ных значений для фронта Fi. Sn и S0 содержат по одной вершине, sn
и s0, соответственно (это — начало и конец решения). Направленное
ребро из кортежа из Si к кортежу из Si−1 помечается присвоением
значения переменной xi (где xi — переменная в Gi, которая не при-
надлежит Gi−1). Это присвоение должно удовлетворять всем ограни-
чениям, содержащим xi и все переменные из фронта Fi−1 для данных
присвоений, представленных конкретному кортежу из Si−1. Путь из
sn в s0 с фиксированием xi на значениях, соответствующих каждому
пройденному ребру, соответствует одному решению. Граф решений
задачи с рис. 6 a) показан на рис. 14. При построении Si каждый
кортеж предыдущего множества кортежей Si−1 рассматривается по
очереди для всех возможных присвоений xi. Кортеж добавляется к Si

для каждого присвоения переменной xi, которое удовлетворяет всем
ограничениям с конкретным присвоением кортежа в Si−1. Добавля-
ется ребро, соединяющее каждый вновь построенный кортеж из Si
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с кортежем из Si−1, и пометим его величиной xi. Временна́я слож-
ность этого алгоритма — O(e ⋅ df+1), где e — число ограничений, d —
максимальный размер домена, а f — длина фронта инвазии. Как и
для других декомпозиционных методов, эффективность алгоритма
инвазии зависит от максимального размера подзадач УО.

Таким образом, эффективность этого алгоритма зависит от на-
хождения хорошей инвазии, то есть инвазии с небольшой длиной
фронта. К сожалению, возможность существования хороших инвазий
для любых графов не гарантируется — полный граф с n вершинами
имеет инвазии только с длиной фронта n− 1. Для некоторых задач,
таких как задача о n ферзях, максимальный размер подзадач УО
будет равен n.

4.6. Древовидная декомпозиция

Понятие ширины дерева было введено в теории графов Робертсон
и Сеймур (Robertson & Seymour, 1986) [320]. Dechter & Pearl, 1987,
1989) [140], [141], основываясь на работе Фрейдера (Freuder, 1985)
[169], применяли то же понятие (названное ими индуцированной ши-
риной) к задачам УО и разработали подход, использующий древо-
видную декомпозицию (tree decomposition) графа ограничений и со-
здании множества связанных подзадач. Каждая подзадача решается
независимо, а затем итоговые решения комбинируются. Как и боль-
шинство алгоритмов, действующих по принципу «разделяй и власт-
вуй», этот алгоритм работает успешно, если подзадачи не слишком ве-
лики. Любая древовидная декомпозиция должна удовлетворять трем
приведенным ниже требованиям.

∙ Каждая переменная из первоначальной задачи появляется по
меньшей мере в одной из подзадач.

∙ Если две переменные первоначальной задачи связаны ограни-
чением, то должны появиться вместе (наряду с этим ограниче-
нием) по меньшей мере в одной из подзадач.

∙ Если какая-то переменная появляется в двух подзадачах в де-
реве, то должна появляться в каждой подзадаче вдоль пути,
соединяющего эти подзадачи.
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Первые два условия гарантируют, что в декомпозиции будут пред-
ставлены все переменные и ограничения. Третье условие на первый
взгляд кажется довольно формальным, хотя оно просто отражает то
ограничение, что любая конкретная переменная должна иметь одно
и то же значение в каждой подзадаче, в которой появляется; соблю-
дение этого ограничения гарантируют связи между подзадачами в
дереве.

Каждая подзадача решается независимо; если какая-либо из них
не имеет решения, то известно, что вся задача также не имеет реше-
ния. Если удается решить все подзадачи, то может быть предпринята
попытка составить глобальное решение следующим образом. Прежде
всего, каждая подзадача рассматривается как «супер-переменная»,
областью определения которой является множество всех решений
этой подзадачи. Затем решается задача с ограничениями, связываю-
щими подзадачи; для этого используется эффективный алгоритм для
деревьев, приведенный выше. Ограничения, связывающие подзадачи,
указывают на то, что решения подзадач должны быть согласованны-
ми по их общим переменным. Любой конкретный граф ограничений
допускает большое количество древовидных декомпозиций; при вы-
боре декомпозиции нужно стремиться к тому, чтобы подзадачи были
как можно меньше. Ширина дерева древовидной декомпозиции графа
на единицу меньше размера наибольшей подзадачи; ширина дерева
самого графа определяется как минимальная ширина дерева среди
всех его древовидных декомпозиций. Если граф имеет ширину дере-
ва w и дана соответствующая древовидная декомпозиция, то соответ-
ствующая задача может быть решена за время O(ndw+1). Это озна-
чает, что задачи УО с графами ограничений, характеризующимися
конечной шириной дерева, могут быть решены за полиномиальное
время. К сожалению, задача поиска декомпозиции с минимальной
шириной дерева является NP-трудной, но существуют эвристические
методы, которые хорошо работают на практике.

4.7. Другие методы декомпозиции

Опираясь на работы (Robertson & Seymour, 1986) [320], (Dechter &
Pearl, 1987, 1989) [140], [141], и на результаты из области теории баз
данных, Готтлоб и др. ( Gottlob et al., 1999) [195], [196] разработали по-
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нятие ширины гипердерева, которое основано на методе характериза-
ции задачи УО с помощью гиперграфа. Они не только показали, что
любую задачу УО с шириной гипердерева w можно решить за время
O(nw+1 log n), но и обосновали утверждение, что критерий ширины
гипердерева превосходит все ранее предложенные критерии «шири-
ны» в том смысле, что в некоторых случаях ширина гипердерева
является конечной, тогда как ширина, определяемая другими крите-
риями, — неограниченной. В (Pearson & Jeavons, 1997) [301] приведен
обзор легко разрешимых классов задач УО и описаны как методы
структурной декомпозиции, так и методы, основанные на свойствах
областей определения или свойствах самих ограничений.

В работе [115] предложен общий класс методов структурной де-
композиции для задач УО, названный осторожной декомпозицией
(guarded decomposition). Показано, что многие существующие мето-
ды декомпозиции могут характеризоваться в терминах нахождения
осторожной декомпозиции, удовлетворяющей некоторым специаль-
ным дополнительным условиям.

5. Программирование в ограничениях

5.1. Основные подходы и состояние дел

Программирование в ограничениях (constraint programming) —
программная технология для декларативного описания и эффектив-
ного решения больших комбинаторных задач в областях планирова-
ния и календарного планирования.

Цель программирования в ограничениях (см. (Colmerauer, 1990)
[120], (Jaffar & Lassez, 1987) [220], (Van Hentenryck, 1989) [368]) состо-
ит в разработке языков программирования для задания ограничений
и процедур поиска задач УО. Процедура поиска в УО неявно описы-
вает обход дерева поиска, не описывая при этом, как обходить это
дерево, это уже — задача стратегий поиска. Обычно дерево поиска
обходится с помощью поиска в глубину. Тем не менее, имеются и
другие стратегии поиска (см. (Harvey & Ginsberg, 1995) [206], (Korf,
1996) [249], (Meseguer, 1997) [279], (Walsh, 1997) [381]), представляю-
щие большой интерес. В частности, было показано, что поиск с огра-
ниченной несовместностью (limited discrepancy search (LDS)) и его
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вариации достигают на некоторых прикладных задачах существен-
но лучших результатов по сравнению с поиском в глубину. Благо-
даря успешному решению многих прикладных задач (см. (Harvey &
Ginsberg, 1995) [206], (Laburthe & Caseau, 1998) [256], (Perron, 1999)
[304]), стратегии поиска стали неотъемлемой частью языков про-
граммирования в ограничениях (см. (Laburthe & Caseau, 1998) [256],
(Perron, 1999) [304], (Schulte, 1997) [336], (Van Hentenryck et al., 2000)
[375]). В частности, программная система Oz впервые ввела специ-
фикацию общих стратегий поиска, которые могут быть заданы неза-
висимо от процедуры поиска (Schulte, 1997) [335]. В результате, стра-
тегия поиска может быть применена к многим процедурам поиска
и процедура поиска может быть оснащена несколькими стратеги-
ями поиска. Поисковый язык SALSA14 (Laburthe & Caseau, 1998)
[256] также содержит ряд заданных общих стратегий поиска. В рабо-
те (Perron, 1999) [304] показано, что много стратегий поиска может
быть задано с помощью всего двух функций: функции оценки, кото-
рая ставит оценку в соответствие каждой вершине дерева поиска и
функции подвешивания, которая неявно задает, какая вершина будет
следующей.

Основные идеи, лежащие в основе программирования в ограни-
чениях, просты [97]: декларативное представление ограничений за-
дачи, совмещенное с общими методами решения типа хронологиче-
ского поиска с возвратами или локального поиска. Программирова-
ние в ограничениях имеет множество сильных сторон: мощные языки
моделирования, позволяющие представить сложные и динамические
прикладные задачи; быстрые методы вывода общего назначения типа
вынуждения дуговой совместности, для усечения части пространства
поиска; быстрые методы вывода специального назначения, связан-
ные с глобальными ограничениями; гибридные методы, сочетающие
преимущества методов программирования в ограничениях и подхо-
дов исследования операций; методы локального поиска, позволяющие
быстро находить решения, близкие к оптимальным; большой диапа-
зон расширений типа мягких ограничений и распределенного реше-
ния ограничений, с помощью которых возможно более адекватное
моделирование практических задач.

14SALSA: A Language for Search Algorithms.
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5.2. Логическое программирование в ограничениях

За последние 10–15 лет программирование в ограничениях [266]
прошло путь от научной идеи до мощной парадигмы программирова-
ния, которая все больше используется для моделирования и решения
многих трудных практически важных задач. Под программирова-
нием в ограничениях (constraint programming) понимается програм-
мирование алгоритмов решения задач УО [81]. Программирование в
ограничениях считается в настоящее время одним из стратегических
направлений информатики [372].

Логическое программирование в ограничениях (ЛПО) (Constraint
Logic Programming (CLP)) [97] было предложено в работах Jaffar &
Lassez [220], Marriott & Stuckey [266], [37] как расширение логиче-
ского программирования. Логическое программирование — это пара-
дигма программирования, основанная на логике [116]. Его конструк-
ты — булевы импликации (то есть q ⇒ p или p : −q), композиций,
использующих булевы операции конъюнкции и дизъюнкции. Логи-
ческое программирование может рассматриваться как процедурный
язык, в котором процедуры — это булевы функции, результат работы
программы всегда истина или ложь.

Программирование в ограничениях является декларативной па-
радигмой, позволяющей выразить многие прикладные задачи с по-
мощью ограничений, то есть отношений между переменными зада-
чи. Подобный путь задания задач может производиться для многих
традиционных сред программирования, но лучше всего подходят те
среды, которые используют декларативную парадигму программи-
рования, подобные парадигме логического программирования [261],
которая также основана на использовании отношений.

Программирование в ограничениях (Marriott & Stuckey, 1998)
[266] состоит из двух необходимых компонентов: решателя ограни-
чений и машины поиска.

Хотя ранее и были разработаны некоторые языки для поддер-
жания ограничений специального вида (ThingLab [78], Bertrand
[259], и ALICE [258]), но не было никакой общей лингвистической
поддержки для решения задач УО и распространения ограничений
до разработки схемы ЛПО. Эта схема может рассматриваться как
оболочка логического программирования, поддерживаемая системой
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ограничений, с помощью которой может записывать и решать любые
ограничения. По этой причине схема ЛПО может обозначаться как
ЛПО(X), где X определяет класс ограничений, с которыми мы хотим
работать.

Понятно, что описание задачи в виде системы ограничений явля-
ется декларативным, причем описывается, «что» должно выполнять-
ся, но не указывается, «как» это сделать. Разработано много методов
решения, позволяющих (точно или приближенно) находить одно или
несколько решений задачи УО. Наиболее известным является опи-
санный выше поиск с возвратами, который может в общем случае
обойти все дерево возможных значений для нахождения решения,
или установления факта отсутствия решений.

Тот факт, что системы удовлетворения ограничений и логическое
программирование [261] — декларативные парадигмы, использующие
отношения и поиск с возвратами, сделал их интеграцию легкой и
естественной. Чрезвычайно важным явился факт объединения ЛПО
с областью искусственного интеллекта, называемого удовлетворение
ограничений. ЛПО — расширение логического программирования, в
котором унификация может быть заменена или дополнена другими
видами ограничений, определенных на доменах (областях определе-
ния) используемых переменных. ЛПО и удовлетворение ограничений
имеют общие цели, а также используют компактное декларативное
формулирование комбинаторных задач и эффективные стратегии по-
иска.

Так, распространение ограничений используется как для решения
ограничений с конечными доменами, так и в программировании в
ограничениях.

Общепринятый подход к решению задач УО сочетает дерево поис-
ка с возвратами с распространением ограничений. Это реализовано в
системах программирования в ограничениях с конечными доменами,
таких как SICStus Prolog [99], ILOG Solver [216], и Gecode [183],
успешно использованных для решения многих практических задач.

Когда ЗУО встроена в логическое программирование, то ограни-
чение может быть определено в программе как множество фактов
или даже множество правил.

Основная идея ЛПО состоит в расширении логического програм-
мирования так, что подстановки заменяются ограничениями, унифи-
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кация заменяется решением задачи УО, а все семантические свойства
логического программирования (в основном, существование декла-
ративных, денотациональных и процедуральных семантик и эквива-
лентность этих трех объектов) все еще выполняются.

Jaffar & Lassez (1987) [220] показали, что теоретические основы
языков логического программирования остаются справедливыми для
языков ЛПО. Некоторые языки ЛПО до сих пор используются спе-
циалистами по логическому программированию: PROLOG III и IV,
CLP(R)15, CHIP16 CLP(BNR)17.

5.3. Программирование в ограничениях с конечными
доменами

Многие языки ЛПО были созданы для работы с ограничениями
с конечными доменами. ЛПО с конечными доменами впервые было
реализовано в конце 1980-х годов Van Hentenryck [368] в языке CHIP
[149]. Другими примерами могут служить языки ECLiPSe18 [158],
[378] и CLP(FD)19 [109].

Одним из главных преимуществ использования системы ограни-
чений в рамках языка ЛПО является контроль за процессом поис-
ка. Использование методов частичного поиска (partial search) суще-
ственно улучшило методы поиска. Методы частичного поиска огра-
ничивают число альтернатив, изучаемых в различных вершинах де-
рева поиска. Таким образом, обычный поиск в глубину с возвратами,
используемый в ЛПО, который иногда проверяет лишь небольшую
часть дерева поиска, может быть заменен на другие поисковые схемы
(такие как LDS [206] или поиск [57]), которые могут рассматривать
много различных путей в дереве поиска. Выше, в разделе 2.2 описаны
глобальные ограничения, позволяющие снизить перебор при решении
задач УО.

Языки, подобные CHIP [149], имеют сложную морфологию гло-
бальных ограничений [56]. Другие языки, такие как SICStus Pro-

15CLP(R): Constraint Logic Programming (Reals).
16CHIP: Constraint Handling in Prolog.
17CLP(BNR): Constraint Logic Programming (Booleans, Naturals and Reals).
18ECLiPSe: Constraint Logic Programming System.
19CLP(FD): Constraint Logic Programming over Finite Domains.
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log [99], ECLiPSe [158], [378], IF Prolog http://www.ifcomputer.de/
/Products/Prolog/home_en.html, а также Oz [207], [353], [204], [292],
включают некоторые из глобальных ограничений, используемых в
CHIP. Работы по использованию распространения ограничений для
глобальных ограничений (в частности, ограничения all-different) по-
казывают практическую ценность использования ограничений этого
вида [313], [338]. Глобальные ограничения были использованы также
для частичных задач УО, в которых некоторые ограничения могут
нарушаться при нахождении решения [43].

Задачи с динамическими ограничениями — это задачи УО, изме-
няющиеся во времени, с помощью добавления или исключения неко-
торых ограничений, либо комбинации этих двух операций. В то вре-
мя как добавление ограничений часто используется на каждом шаге
вычислений, исключение ограничений рассматривается редко, хотя
это было бы весьма полезно для интерактивных или динамических
систем, в том числе при необходимости пересчета решения при изме-
нении условий задачи УО, а также поиска устойчивых решений [380].
По этой причине, в ряде работ введено понятие исключения (или
отмены) ограничений, и предложены эффективные алгоритмы для
этого в рамках классических языков ЛПО. Например, программная
схема CLP(FD) была расширена как в плане синтаксиса, семантики
и возможности отмены ограничений в [184].

5.4. Нелинейные ограничения в языках программи-
рования в ограничениях

Возможность использовать и решать нелинейные ограничения
имеет важное значение во многих областях приложений (экономика,
механика, химическое производство, технические приложения и др.).
Обычно решение задач такого типа достаточно сложно и требует при-
влечения больших вычислительных ресурсов. Помимо классических
методов, в настоящее время здесь используются методы интерваль-
ного анализа [295]. По этой же причине, интервальные ограничения
[62] используются в таких языках ЛПО, как ECLiPSe [158], [378],
[385] и CLP(BNR), а языки Helios [370] и Numerica [371] были
разработаны для решения систем нелинейных ограничений, исполь-
зуя алгоритмы интервального анализа [295].
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5.5. Моделирование

Чрезвычайно важно иметь хороший язык моделирования для за-
писи задач УО. В настоящее время большинство систем програм-
мирования в ограничениях являются либо расширением декларатив-
ного языка программирования (типа Prolog), либо библиотеками,
используемыми совместно с обычными языками программирования
(такими как C/C++). Сейчас имеется много исследований по раз-
работке языков моделирования ограничений, которые делают фазу
моделирования более легкой и естественной (примеры: Helios [370],
Numerica [371] и OPL [374]). Некоторые из этих языков использу-
ют средства визуализации для описания и генерирования программ
в ограничениях. Например, система FORWARD календарного пла-
нирования нефтеперегонного завода [191] использует средство гра-
фической спецификации для CHIP [344], при этом модель нефте-
перегонного завода вводится с помощью графического интерфейса.
CML20 — язык моделирования ограничений, который был разрабо-
тан для облегчения постановки и модификации комбинаторных задач
[32]: CML-спецификации задачи позволяют формулировать ограни-
чения, отражающие выражения естественного языка, которые затем
переводятся в эффективные CHIP-программы.

Другим языком моделирования является VISUAL SOLVER
[373], который позволяет задать как постановку задачи, так и эври-
стики, используемые для поиска решений.

Другие подходы к моделированию реальных задач в виде задачи
УО используют интерактивные методы: решатель задачи УО обща-
ется с пользователем, предлагающим частичные решения, и получает
дальнейшую информацию о задаче от человека на основании оценки
решателем этих частичных решений [173]. В числе других методов
стоит упомянуть методы машинного обучения: при использовании
мягких ограничений пользователь оценивает решения, а система изу-
чает задачу УО [327], что весьма упрощает решение задачи с мягкими
ограничениями.

Другой интересной схемой моделирования является схема, осно-
ванная на абдукционном ЛПО (Abductive Constraint Logic Programm-

20CML: Constraint Modelling Language.
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ing (ACLP) (см. http://www.cs.ucy.ac.cy/aclp/), построенная на основе
ECLiPSe [158].

5.6. Отладка

Одной из распространенных проблем, возникающих у пользова-
телей систем программирования в ограничениях является иногда
непредсказуемое поведение модели с ограничениями: даже небольшие
изменения программы или данных может приводить к существенно-
му изменению производительности программы.

В то время, как простые приложения могут быть созданы доста-
точно быстро, ознакомление со всеми возможностями системы в огра-
ничениях может занять много времени. Одной из попыток решения
этих проблем является визуализация дерева поиска [100]. Программ-
ные средства типа Oz Explorer [335], поискового дерева CHIP [345]
(обзор ранних приложений CHIP приведен в работе [150]), система,
недавно разработанная в рамках системы CIAO [208], которая обес-
печивает 3D-визуализацию с помощью VRML [352], позволяют на-
много глубже понять процесс поиска, поскольку они предоставляют
достаточную информацию для анализа распространения ограниче-
ний и состояния доменов переменных в каждой вершине дерева.

5.7. Мягкие ограничения

В работе [109] язык ЛПО CLP(FD), работающий с конечными
доменами, был обобщен для работы с ограничениями из полукольца,
в результате получен язык CLP(FD,S) 21 [185], S — какое-либо полу-
кольцо (semiring), выбираемое пользователем. Выбирая конкретное
полукольцо, пользователь решает использовать конкретный класс
мягких ограничений: нечетких, оптимизируемых, вероятностных, ли-
бо классических жестких ограничений. Для ограничений с оценками
пока нет полных языков программирования в ограничениях для ра-
боты с ними, но имеется много методов нахождения хороших нижних
оценок для их оптимальных решений [98], [143].

21CLP(FD,S): Semiring-based Constraint Logic Programming Language over
Finite Domains.



122 О. А. Щербина

5.8. Языки запросов с ограничениями (Constraint
query languages)

Поскольку ограничения используют отношения (как и базы дан-
ных (БД)), многие исследователи изучали взаимосвязь между ЛПО и
БД. В этой области исследований имеются два главных направления.
С одной стороны, результаты из теории БД (например, по декомпози-
ции и выводу (получению) информации) были обобщены и примене-
ны для задач УО, что позволило разработать полезные инструменты
для проверки некоторых классов задач УО на легкую разрешимость
и эффективного решения этих задач [201], [110]. С другой стороны,
классические языки обработки запросов в БД были расширены для
работы с ограничениями, которые используются не только для уста-
новления целостности информации, но также как средство для пред-
ставления множества кортежей БД компактным образом. Действи-
тельно, кортеж реляционной БД может рассматриваться как особый
вид ограничения, а именно, конъюнкции ограничений-равенств меж-
ду атрибутами кортежа и значений из данных доменов. Введение но-
вых логических формул для выражения взаимоотношений (то есть
ограничений) между атрибутами БД приводит к определению БД с
ограничениями (Constraint Databases) как новую интересную область
исследований [83], [237].

Ограничения могут быть добавлены к реляционным БД на раз-
ных уровнях. На уровне данных ограничения могут выражать обоб-
щенные кортежи, способные задавать бесконечные множества кор-
тежей. Ограничения представляют собой мощный механизм для мо-
делирования пространственных и темпоральных понятий, возника-
ющих в теории БД, где имеется необходимость в компактном пред-
ставлении континуальной информации [60], [199]. Для работы с огра-
ничениями были расширены реляционное исчисление и реляционная
алгебра классических БД [192], [236], [237], что привело к новым бо-
лее выразительным языкам обработки запросов. Подобный язык был
получен путем добавления линейных ограничений к Datalog в [317].
Другими примерами могут служить безопасный стратифицирован-
ный Datalog, рассмотренный в [316], а также интеграция линейных
ограничений с БД, оптимизация запросов для которых была иссле-
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дована в [84]. Оптимизация запросов была также рассмотрена в [362]
в контексте дедуктивных запросов в БД с ограничениями.

5.9. Конкурирующие и распределенные системы

Использование ограничений при моделировании поведения кон-
курирующих систем началось с развитием программирования в кон-
курирующих ограничениях (concurrent constraint programming), в ко-
торой конкурирующие агенты делят между собой хранилище ограни-
чений, причем они могут либо сообщать о наличии дополнительных
ограничений (tell operation), обмениваться сообщениями с другими
агентами, или спрашивать, что имеется ли в наличии (ask operation),
синхронизироваться с другими агентами. Языки программирования
в ограничениях, такие как Oz [207], [353], [204], [292], AKL22 [205],
[224], [290], CHR23 [175], CIAO [208] использовали и внедрили эту
модель, обеспечив тем самым программную основу для конкурирую-
щих систем.

Темпоральное конкурентное программирование в ограничениях
(Temporal con-current constraint programming) и недетерминистское
темпоральное конкурентное программирование в ограничениях (non-
deterministic temporal concurrent constraint programming (NTCC)) яв-
ляются вариантами программирования в ограничениях, работающи-
ми со временем.

Расширениями этой модели являются распределенные системы
[386] и системы реального времени [129].

5.10. Современные пакеты программного обеспече-
ния

CHIP [149] был первым языком ЛПО, использующим распро-
странение ограничений [368]. Другими примерами систем ЛПО могут
служить библиотеки поддержки ограничений ILOG [216] и COSYTEC
[123], а также языки логического программирования в ограничени-
ях Prolog III [119], [120], Prolog IV [307], CLP(R) [222], ECLiPSe

22AKL: Andorra Kernel Language.
23CHR: Constraint Handling Rules.
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[158], [378], CIAO [208], CLP(FD) [109]. Используя эти системы, мно-
гие сложные прикладные задачи были успешно решены с помощью
технологий УО. В числе примеров упомянем проверку электронных
схем, календарное планирование, распределение ресурсов, составле-
ние расписаний, управляющие системы, графические интерфейсы, а
также множество комбинаторных задач [368], [377].

Синтаксис для выражения ограничений над конечными доменами
зависит от языка программирования в ограничениях. Ниже приведе-
на программа на языке Prolog, решающая классический кроссворд
из главы 1 SEND+MORE=MONEY:

sendmore(Digits) :-

Digits = [S,E,N,D,M,O,R,Y], % Создание переменных

Digits :: [0..9], % Домены переменных

S #\= 0, % Ограничение: S должно отли-

% чаться от 0

M #\= 0, % Ограничение: M должно отли-

% чаться от 0

alldifferent(Digits), % все переменные должны при-

% нимать различные значения

1000*S + 100*E + 10*N + D % Другие ограничения

+ 1000*M + 100*O + 10*R + E

#= 10000*M + 1000*O + 100*N + 10*E + Y,

labeling(Digits). % Начать поиск

Интерпретатор создает переменную для каждой буквы кроссворда.
Символ :: используется для задания доменов этих переменных, так
что они принимают множество значений {0, 1, 2, 3, . . . , 9}. Ограниче-
ния S# = 0 и M# = 0 означают, что эти переменные не могут
принимать значение 0. При оценке интерпретатором этих ограни-
чений он уменьшает домены этих двух переменных, удаляя значе-
ние 0 из них. Затем рассматривается и запоминается ограничение
alldifferent(Digits). Последнее алгебраическое ограничение выражает
тот факт, что цифры, присвоенные буквам, должны быть такими,
чтобы «SEND+MORE=MONEY» выполнялось при замене каждой
буквы на соответствующую ей цифру.

Перечислим популярные языки ЛПО:
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∙ B-Prolog (на базе Prolog, коммерческий) http://www.probp.com

∙ CHIP V5 (на базе Prolog, включает библиотеки C++ и C, ком-
мерческий) http://www.cosytec.com/production_scheduling/chip/
/optimization_product_chip.htm

∙ Ciao Prolog (на базе Prolog, свободно распространяемое ПО:
GPL/LGPL) http://clip.dia.fi.upm.es/Software/Ciao/

∙ ECLiPSe (на базе Prolog, open source) http://eclipse-clp.org/

∙ SICStus (на базе Prolog, коммерческий)
http://www.sics.se/isl/sicstuswww/site/index.html

∙ GNU Prolog (свободно распространяемое ПО)
http://www.gprolog.org/

∙ Oz http://www.dmoz.org/computers/programming/languages/oz/

∙ YAP Prolog
http://www.dcc.fc.up.pt/˜vsc/Yap/documentation.html

∙ SWI Prolog — свободная система Prolog, содержащая
несколько библиотек для решения ограничений http://www.swi-
prolog.org/

∙ Claire http://www.claire-language.com/cgi-bin/trac.cgi

∙ Curry (на базе Haskell, свободно распространяемое)
http://www.curry-language.org/

∙ HAL: [147], [145]

Программирование в ограничениях реализуется в императивном
программировании с помощью создания отдельных библиотек. Таки-
ми популярными библиотеками для программирования в ограниче-
ниях являются:
Choco (библиотека Java, свободно распространяемое ПО)
http://www.emn.fr/x-info/choco-solver/doku.php
Comet (язык C-стиля для программирования в ограничениях, ло-
кальный поиск, основанный на ограничениях, и математическое про-
граммирование, свободно распространяемые исполнимые файлы для
академических целей) http://dynadec.com/
Disolver (библиотека C++, коммерческий)
Gecode (C++ library, свободное ПО: X11 style) http://www.gecode.org
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ILOG CP Optimizer (C++, Java, библиотеки .NET libraries, ком-
мерческий)
http://www.ilog.com/products/cpoptimizer/
ILOG CP (библиотека C++, коммерческий)
http://www.ilog.com/products/cp/
JaCoP(библиотека Java, open source) http://jacop.osolpro.com/
JOpt (библиотека Java, свободно распространяемое ПО)
http://jopt.sourceforge.net/
Koalog Constraint Solver (библиотека Java, коммерческий)
http://linux.softpedia.com/get/Programming/Libraries/
/Koalog-Constraint-Solver-8073.shtml
Minion (C++ program, GPL) http://minion.sourceforge.net/
Python-constraint (библиотека Python, GPL)
http://labix.org/python-constraint
Cream (библиотека Java, свободно распространяемое ПО: LGPL)
http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/cream/
Emma (библиотека Python, коммерческий)
http://www.eveutilities.com/products/emma

Языки с поддержкой программирования в ограничениях

Common Lisp via Screamer (свободно распространяемое ПО,
которое поддерживает поиск с возвратами и возможности CLP(R),
CHiP) http://www.cl-user.net/asp/libs/screamer

Bertrand — язык для построения систем программирования в
ограничениях [259].

5.11. Сравнение с другими языками моделирования

Алгебраические языки моделирования, появившиеся в 1970-х го-
дах, используемые для решения задач математического программи-
рования (например, GAMS (Brooke et al., 1988) [85] и MGG (Simons,
1987) [351]), были существенным продвижением вперед. Во-первых,
они были разработаны для упрощения роли пользователя в реше-
нии задач математического программирования, обеспечивая близкий
к математической записи синтаксис. Во-вторых, они имеют деклара-
тивную природу, описывая задачу, а не то, как решения могут быть
найдены. Это снимает нагрузку с пользователя, и позволяет просто
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применять различные решатели для решения одной и той же зада-
чи. Другие полезные языки моделирования были созданы в других
областях, например, ACE (Fuchs & Schwitter, 1996) [178], — язык рас-
суждений о базах знаний, подобный английскому.

Успех языков моделирования показал, что подобный подход мог
бы быть плодотворным для решения задач УО. Ранние попытки в
этом направлении, язык ALICE (Lauriere, 1978) [258] имеет много
аспектов, подобных алгебраическим языкам моделирования того вре-
мени, в том числе декларативную природу. Языки программирования
в ограничениях постепенно расширяли диапазон типов решающих пе-
ременных. Например, Eclipse (Gervet, 1994) [186] поддерживает ре-
шающие переменные, элементы доменов которых являются множе-
ствами; аналогично F поддерживает функции, ESRA поддерживает
отношения и функции, а NP-Spec поддерживает множества, пере-
становки, разбиения и целые функции. Усиление абстракции позволя-
ет пользователю избежать дополнительных усилий при моделирова-
нии, передавая это все компилятору. ESSENCE сделал большой ска-
чок в этом направлении, обеспечивая более широкий диапазон типов,
чем это было в предшествующих языках и, что уникально, конструк-
торы типов, которые могут быть как угодно вложенными. Именно
эти факторы делают ESSENCE скорее языком спецификаций, а не
просто языком моделирования.

При решении сложных комбинаторных задач обычно использу-
ется двухшаговая процедура. На первом шаге разрабатывается кон-
цептуальная модель, описывающая, в чем состоит задача, без описа-
ния, как фактически ее решать. Второй шаг состоит в отображении
концептуальной модели на проектную модель, которая уже может
быть непосредственно решена. В идеале, одна и та же концептуаль-
ная модель может быть преобразована в различные проектные мо-
дели, позволяя тем самым специалистам по моделированию легко
«подключать и работать» (plug and play) с различными решателя-
ми. Новый язык моделирования Zinc, разработанный в рамках этой
методологии, описан в [268]. Zinc (Marriott et al., 2006), [267]; (de la
Banda et al., 2006) [144] — это новый язык спецификаций, использу-
ющий, как и ESSENCE, вложенные конструкторы типов, но, кроме
того, в отличие от ESSENCE, он имеет возможность определять
предикаты. Кроме ESSENCE известны лишь три языка программи-
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рования в ограничениях с подобными возможностями: ESRA, F и
LOCALIZER (Michel & Van Hentenryck, 2000) [281].

Другой подход к спецификации задачи, который использует более
мощный и общий язык спецификаций, такой как Z, был исследован
в работе (Renker & Ahriz, 2004) [315], создавших инструментальные
средства схемы Z для поддержки общих глобальных ограничений и
использовавших это для построения обширного каталога специфика-
ций [318]. Недостаток этого подхода состоит в том, что Z является че-
ресчур общим для задач УО, так как позволяет спецификации задач,
которые естественным образом к ЗУО не сводятся. К недостаткам
спецификаций языка Z относится гораздо меньшая их естественность
по сравнению со спецификациями ESSENCE.

Язык Alloy (Jackson, 2006) [219] позволяет избежать некоторых
недостатков языка Z путем ограничивания его до логики первого по-
рядка. Alloy дает естественный и выразительный способ специфика-
ции задач в терминах отношений и атомов и отображает эти специ-
фикации в эффективные модели выполнимости SAT.

6. Приложения программирования в ограни-

чениях и УО

Программирование в ограничениях в настоящее время имеет ши-
рокий круг приложений. Такие компании, как American Express,
BMW, Coors, Danone, eBay, France Telecom, General Electric, HP, JB
Hunt, LL Bean, Mitsubishi Chemical, Nippon Steel, Orange, Porsche,
QAD, Royal Bank of Scotland, Shell, Travelocity, US Postal Service,
Visa,Wal-Mart, Xerox, Yves Rocher, Zurich Insurance используют
программирование в ограничениях для оптимизации своих бизнес-
процессов [325].

Рассмотрим главные области приложений, в которых была ис-
пользована технология программирования в ограничениях и оказа-
лась конкурентноспособной как по гибкости моделирования, так и
по эффективности решения. В числе обзорных работ по приложени-
ям программирования в ограничениях можно упомянуть [221], [348],
[349], [377].
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6.1. Задачи о назначениях

Задачи о назначениях были одним из первых типов прикладных
задач, которые были решены с помощь технологии ЛПО. Эти задачи
обычно учитывают два типа ресурсов и ограничений, связывающих
их, и пытаются приписать один ресурс первого типа одному ресурсу
второго типа так, чтобы все ограничения удовлетворялись.

Одним из примером этой задачи о назначениях может служить
задача размещения стоянок самолетов в аэропорту, где самолеты (ре-
сурсы первого типа) должны парковаться на доступных стоянках
(второй тип ресурсов) во время их пребывания в аэропорту [107],
[108], [303], [348].

6.2. Назначение персонала

Задачи назначения персонала являются частным случаем задач о
назначениях, в которых одним типом ресурсов являются люди, что
делает эти задачи достаточно специальными для того, чтобы рас-
сматривать их отдельно. В самом деле, изменяющиеся правила ра-
боты и всевозможные предписания порождают сложные ограниче-
ния, зависящие от времени. Помимо этого, пользовательские пред-
почтения часто ведут к переограниченным задачам, не имеющим ре-
шений, удовлетворяющих всем ограничениям. Другим важным ас-
пектом является необходимость соблюдения баланса объема работы
между разными людьми, что приводит к трудным задачам оптими-
зации. Различные приложения программирования в ограничениях в
области назначения персонала описаны в работах [102], [103] (разра-
ботка сменных графиков медсестер), [118] (графики работы на теле-
видении Франции), [155], [246], [298].

6.3. Управление сетями

Система LOCARIM [347] была разработана компанией COSY-
TEC для France Telecom: начиная с архитектурного проекта здания,
она предлагает прокладку кабеля телекоммуникационной сети зда-
ния. Система PLANETS (PLanning Activities on NETworkS) [124],
разработанная Университетом Каталония (University of Catalonia) в
Барселоне для испанской электрической компании, как инструмент
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перестройки структуры электрической сети, который позволяет стро-
ить календарный план технического обслуживания деятельности с
помощью выделения участков сети без нарушения обслуживания по-
требителей.

В работе [36] описано использование языка CHIP в управлении
водной системой. Планирование телекоммуникационной сети мобиль-
ной связи было осуществлено с помощью системы POPULAR [177],
запрограммированной на ECLiPSe.

6.4. Календарное планирование

Наверное, наиболее успешной прикладной областью для логиче-
ского программирования в ограничениях является календарное пла-
нирование [44], [101]. Для заданного множества ресурсов с данными
мощностями, множество видов деятельности с данной продолжитель-
ностью и потребностями в ресурсах, множество темпоральных огра-
ничений между видами деятельности, задача «чистого» календарно-
го планирования состоит в решении, когда выполнить каждую работу
так, чтобы выполнялись темпоральные ограничения и ограничения
по ресурсам.

Современные результаты исследований по сложности классов за-
дач УО показывают, что такие задачи календарного планирования
на самом деле легко разрешимы и поэтому имеются эффективные
алгоритмы их решения [310].

Типичным примером приложения календарного планирования,
основанного на УО, является ATLAS [346], осуществляющий кален-
дарное планирование производства гербицидов на заводе Monsanto в
Антверпене.

Система PLANE [59] использована компанией Dassault Aviation
для планирования производства военного самолета «Mirage 2000» и
самолета «Falcon».

Система MOSES [28], [350] была разработана компанией
COSYTEC для производителя питания для животных в Великобри-
тании.

Система FORWARDC [191] представляет собой систему под-
держки принятия решений (СППР) [13], реализованную на CHIP,
и используется на трех нефтеперегонных заводах в Европе для ре-
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шения задач календарного планирования, возникающих при привозе
сырой нефти, ее обработке, смешивании и доставке.

Xerox использовал систему УО для календарного планирования
различных работ на копировальных машинах [174].

Упреждающие (preemptive) задачи календарного планирования —
это те задачи, в которых работы могут прерываться во времени. И
для таких задач могут успешно применяться технологии логическо-
го программирования в ограничениях: так, CLAIRE Scheduler —
это библиотека программ в ограничениях, позволяющая работать с
подобными задачами, в том числе при наличии предпочтений [296],
[297]. Подобные функции выполняет и ILOG Scheduler [217].

Если сравнивать задачи календарного планирования по методам
решения, то они решаются с помощью императивных языков (на-
пример, C/C++), неспециализированных языков ЛПО (например,
CHIP), и специальных средств программирования в ограничениях.
Работа [41] показала, что подход ЛПО превосходит другие по многим
параметрам: время разработки, вершины, просмотренные в дереве
поиска, по числу построенных допустимых решений, даже по эффек-
тивности. Согласно этому исследованию, главной причиной успеха
языков ЛПО при решении этих задач состоит в использовании рас-
пространения ограничений, которое помогает уменьшить как время
разработки, так и время выполнения. Выяснилось, что для некото-
рых классов задач календарного планирования не существует мето-
да, лучшего всех остальных методов, а лучше применять сочетание
нескольких методов. В связи с этим были предложены гибридные ал-
горитмы, использующие как языки ЛПО, так и другие методы. Так,
сочетание ЛПО и целочисленного программирования было использо-
вано для решения задач календарного планирования с многими подъ-
емниками [321].

Отметим следующие системы планирования.

TAP-AI [52] — активная система планирования, предназначенная
для назначения экипажей по авиалиниям SAS. Она предназначена
для ежедневного управления деятельностью (операциями).

OPTISERVICE [118] — программный пакет для назначения пер-
сонала для всех заграничных теле- и радиостанций сети RFO. Он на-
значает команды квалифицированных журналистов и технических
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работников по передачам, учитывая ограничения по времени и усло-
виям оплаты.

Система MOSAR (http://www.cosytec.com/constraint_programm-
ing/cases_studies/administration.htm), разработанная компаниями
Cisi и COSYTEC для министерства юстиции Франции, назначает
охранников тюрем по 200 тюрьмам Франции по чередующимся сме-
нам.

6.5. Транспортные проблемы

Многие транспортные проблемы были решены с использованием
технологии ограничений. Эти задачи часто очень сложны в связи с
их большими размерами, числу и множеству видов ограничений, а
также из-за наличия сложных ограничений, накладываемых на воз-
можные маршруты. Кроме того, эти задачи часто требуют решения
подзадачи назначения персонала, причем при выполнении ряда слож-
ных условий. Рассмотрим соответствующие приложения.

Система COBRA [350] разрабатывает диаграммы рабочих пла-
нов машинистов поездов компании North Western Trains в Велико-
британии.

Проект DAYSY Esprit (пакет SAS-Pilot) [52] осуществляет пе-
реназначение летных экипажей по полетам. Эта же задача решается
с помощью другой системы [164], сочетающей методы программиро-
вания в ограничениях и исследования операций.

Система, описанная в [269], использует библиотеки ограничений
ILOG для разработки и оптимизации поездных оперативных планов
для грузовой железнодорожной компании.

Для задач планирования транспорта (как и для задач календар-
ного планирования), в ряде случаев наилучшим методом оказалась
комбинация нескольких методов. Например, УО и локальный поиск
были совместно использованы при решении задач маршрутизации
транспортных средств в [340], а в работе [305] такие же задачи ре-
шались с помощью комбинации методов УО и методов исследования
операций.

Маршрутизация транспортных средств (Vehicle Routing) — это
задача построения маршрутов для транспортных средств для пере-
возок продукции пользователям с минимальной стоимостью.
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6.6. Системы управления электромеханическими си-
стемами

Технология УО используется для разработки ПО для управле-
ния электромеханическими системами с конечным числом входов и
выходов и внутренних состояний.

Системы управления требуются для таких приложений, как лиф-
ты, копировальные машины, сборочные линии и электростанции. В
качестве примеров такой программной системы можно привести си-
стемы верификации: SVE (system verification environment) [163], а
также система верификации параллельных систем [276], использую-
щая сети Петри и программирование в ограничениях (язык програм-
мирования 2LP).

6.7. Электронные таблицы с ограничениями

Электронная таблица в настоящее время — одно из наиболее рас-
пространённых программных средств поддержки принятия решений.
Однако, обычные электронные таблицы имеют следующие два огра-
ничения: они вычисляют лишь в фиксированном направлении, (от
входных ячеек к ячейкам-результатам), при этом результаты могут
быть определены после задания значений входных ячеек. С другой
стороны, ограничения позволяют переменным воздействовать друг
на друга во всех направлениях (как в ограничении X ⩽ Y ), и рабо-
тать естественным образом с частичной информацией Идея примене-
ния технологии ЛПО для преодоления этих ограничений существую-
щих электронных таблиц была использована при создании несколь-
ких программных систем.

Система краткосрочного планирования (The Short Term Planning
(STP)) для компании Renault [105] решает задачу транспортировки
автомобилей заказчикам с учетом множества ограничений. Были раз-
работаны электронные таблицы на основе ограничений для помощи
пользователю в решении этой задачи. Во время процесса планирова-
ния, величины в электронных таблицах — не точные числа, а интер-
валы [min, max]. Ограничения приписаны к различным ячейкам таб-
лицы и используются для распространения последствий изменений,
наложенных пользователем, который может либо ввести конкретное
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значение в ячейку, или прямо ограничить диапазон возможных зна-
чений путем сужения интервала.

Другим перспективным приложением электронных таблиц с огра-
ничениями является финансовое планирование [215]: электронные
таблицы позволяют специалисту по планированию финансов исполь-
зовать потенциальные инвестиции. Финансовые приложения часто
содержат нелинейные ограничения, которые могут решаться с помо-
щью методов интервального анализа. Планирование бюджетов рай-
онов Москвы и последующий контроль за этими бюджетами были
осуществлены с помощью электронных таблиц на основе ограниче-
ний, где метод решения ограничений был встроен в язык ECLiPSe
[342].

6.8. Интерактивное решение задач

Технология ЛПО, в особенности распространение ограничений,
может быть использована при организации участия пользователя в
разработке решений. Фактически на каждом шаге последствия кон-
кретного выбора явно демонстрируются пользователю с помощью ме-
ханизма распространения ограничений. Пользователь в этом случае
либо отказывается от этого решения, либо использует распространен-
ную информацию для выработки следующего выбора или разрешает
системе сделать этот выбор автоматически.

Например, системы ЛПО такого типа были использованы для ре-
шения задач составления расписаний в Banque Bruxelles Lambert [153]
и медицинского факультета Университета им. Гумбольта (Humbolt
University) [193].

Использование систем ЛПО описано также в работах [26], [63],
[182], [187].

6.9. Графические интерфейсы пользвателя

Одной из обширных и старейших областей приложения для техно-
логии УО является разработка графических интерфейсов. Роль УО
состоит здесь в сохранении графических объектов в правильном от-
ношении друг к другу после обновления графического окна (обычно
с помощью мышки). Здесь цель — относительно быстрое нахожде-
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ние допустимого решения. Коммерческая библиотека программиро-
вания в ограничениях для построения интерактивных графических
интерфейсов пользователя предложена в [80]. Программирование в
ограничениях было использовано при создании алгоритмов построе-
ния графов [360] и при создании средств визуализации и анимации
[359]. Графический интерфейс, использующий технологию УО, был
использован для решения задачи сборки в профессиональных систе-
мах CAD/CAM [339]. Разработан язык EaCL [365] для содействия
пользователям в построении задач УО.

6.10. Переограниченные задачи

Многие прикладные задачи являются переограниченными: поль-
зователь вводит настолько много ограничений, что становится невоз-
можным удовлетворить их все одновременно. В этих случаях нужно
вначале показать, что решений нет (выяснение этого может занять
много времени), а затем решить, какие из ограничений ослабить, что-
бы задача стала разрешимой. Для решения этой второй задачи пред-
лагается попросить конечного пользователя найти некоторые реше-
ния, так, как это делается в интерактивном решении задач. В резуль-
тате получается иерархия ограничений (где вышестоящие ограниче-
ния являются более важными) [79], или в более общем случае исполь-
зуются мягкие ограничения [172], [154], [328], [334], [68]. Типичными
переограниченными задачами являются задачи составления распи-
саний, в которых ограничения из разных источников (например, до-
ступность аудиторий и предпочтения преподавателей). Современные
системы составления расписаний используют как жесткие, так и мяг-
кие ограничения для моделирования и решения задач составления
расписаний, как в University of Siegen, Germany [53], а другая систе-
ма — составления расписаний по информатике в Техническом уни-
верситете Флориды использует два этапа УО (первый этап — назна-
чить факультет курсам, а второй — приписать временные интервалы
курсам лекций) [72]. Еще одна система, решающая переограничен-
ные задачи с помощью иерархической системой УО, используется в
настоящее время в больнице Neuwied для решения задачи календар-
ного планирования работы медсестер [280].
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6.11. Другие области приложений

Сложная задача прогноза структуры белка (одна из наиболее
важных задач вычислительной биологии) решается с помощью тех-
нологии ЛПО [40]. Эта задача состоит в нахождении структуры белка
с минимальной энергией. Оказалось, что использование ограничений
помогает снизить объем поиска для решения этой NP-полной задачи.

Технология ограничений была также использована Sony в
нескольких приложениях, связанных с музыкой [299].

7. Заключение

УО и программирование в ограничениях — интересные и много-
обещающие технологии искусственного интеллекта, позволяющие в
сочетании с методами исследования операций решать сложные ком-
бинаторные задачи.

Автор надеется, что данный обзор, посвященный чрезвычайно ин-
тересному и перспективному направлению искусственного интеллек-
та, будет интересен и полезен специалистам в области искусственного
интеллекта, исследования операций, дискретной математики, систем
поддержки принятия решений.
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