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Ôîðìàëèçóåòñÿ ïîíÿòèå ïðîãðàììû ñ ïðîöåäóðàìè. Ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî
ìîäåëåé ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðàìè; ýëåìåíòàìè êàæäîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñõå-
ìû ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðàìè. Îòáèðàþòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèå ìîäåëè. Ñðåäè
íèõ - ìîäåëü, îáîáùàþùàÿ ñõåìû ßíîâà íà ñëó÷àé èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîãðàì-
ìå ïðîöåäóð; îíà íàçâàíà ìàêñèìàëüíîé. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ðÿä ñâîéñòâ ìàêñè-
ìàëüíîé ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, ïî êàæäîé ñõåìå ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðàìè ïî-
ñòðîåí äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò ñ ìàãàçèíîì, ïðèíèìàþùèé ÿçûê, ïîðîæ-
äåííûé ñõåìîé. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí êëàññ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ ñ ðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé èõ ðàâåíñòâà.

Ñòàòüÿ îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ñõåì ïðîãðàìì - íàó÷íîìó íàïðàâëåíèþ â
òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè, âîñõîäÿùåìó ê ðàáîòàì À.À. Ëÿïóíî-
âà [1] è Þ.È. ßíîâà [2]. Â ýòîé òåîðèè èñïîëüçóåòñÿ òà èëè èíàÿ ôîðìà-
ëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ïðîãðàììû è öåíòðàëüíîé ñ÷èòàåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìàëèçîâàííûõ ïðîãðàìì. Òàêèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñîñòàâëÿþò áàçó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðîãðàìì
ïî ðàçëè÷íûì èõ õàðàêòåðèñòèêàì. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîãðàìì ðàçðàáà-
òûâàþòñÿ íà èõ ñõåìàõ.

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ.
Â ðàçäåëå 1 îïèñûâàåòñÿ âûáðàííàÿ íàìè ôîðìàëèçàöèÿ ïðîãðàììû;

îíà áûëà ïðåäëîæåíà â [3]. Ñîãëàñíî åé, â ïðîãðàììå èñïîëüçóþòñÿ ïðî-
ñòûå òèïû äàííûõ è äîïóñêàþòñÿ âñå ñðåäñòâà êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ,
âêëþ÷àÿ îïåðàòîð ïðîöåäóðû. Â ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóþò ïðîöåäóðû,
ïðîãðàììà ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé â [1]. Â ïðîãðàììå îïåðàòîðû è áó-
ëåâû âûðàæåíèÿ ëèøåíû ñâîåé ñòðóêòóðû è çàìåíåíû îïåðàòîðíûìè
ñèìâîëàìè è ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñîîòâåòñòâåííî. Òå è äðóãèå ñî-
ñòàâëÿþò êîíå÷íûé áàçèñ, íàä êîòîðûì ñòðîÿòñÿ ïðîãðàììû. Â ñâÿçè ñ
èçëîæåííûì îíè íàçâàíû àáñòðàêòíûìè.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ òðàêòîâêà àáñòðàêòíîé ïðîãðàììû îñíîâàíà íà ñå-
ìàíòèêå áàçèñà, ïðèïèñûâàþùåé îïåðàòîðíûì ñèìâîëàì îòîáðàæåíèÿ



íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ, à ëîãè÷åñêèì ïåðåìåííûì - áèíàðíûå îò-
íîøåíèÿ â ýòîì ìíîæåñòâå. Êàê ñàìî ìíîæåñòâî, òàê è îòîáðàæåíèÿ è
îòíîøåíèÿ áåðóòñÿ ïðîèçâîëüíûìè. Ïåðåõîä îò îäíîé ñåìàíòèêè áàçèñà
ê äðóãîé ðàâíîçíà÷åí ïåðåõîäó îò îäíîãî êëàññà ïðîãðàìì ê äðóãîìó.

Â ðàçäåëå 2 íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå äåìîíñòðèðóåòñÿ ñâÿçü ðåàëüíîé
ïðîãðàììû, çàïèñàííîé íà ÿçûêå Ïàñêàëü, ñ àáñòðàêòíîé ïðîãðàììîé.
Çäåñü âûÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: åñëè èñïîëüçóåìûå ðåàëü-
íîé ïðîãðàììîé ïåðåìåííûå ðàññìàòðèâàòü êàê åå ïàìÿòü, à âûïîëíåíèå
ïðîãðàììû âîñïðèíèìàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîÿíèé ïàìÿòè â ñåáÿ,
òî ìû ïðèäåì ê íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé ïðîãðàììå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
èçëîæåííîì âçãëÿäå íà ðåàëüíóþ ïðîãðàììó èõ ìíîæåñòâî "óòîïàåò"â
ìíîæåñòâå àáñòðàêòíûõ ïðîãðàìì.

Ðàçäåë 3, ñëåäóÿ óñòàíîâèâøåéñÿ â òåîðèè ñõåì òðàäèöèè, ââîäèò ïî-
íÿòèå ñõåìû ïðîãðàììû ñ ïðîöåäóðàìè.

Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ñõåìà áåðåòñÿ ñîâïàäàþùåé ñ ïðîãðàììîé. Ýòèì
îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ïîçèöèÿ: âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñõå-
ìû îäíîâðåìåííî áóäåò è ïðåîáðàçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé åé, ò.å. ñîâ-
ïàäàþùåé ñ íåé ïî ñòðóêòóðå, ïðîãðàììû.

Íà ìíîæåñòâå ñõåì íåêîòîðûì "âîëåâûì"àêòîì ââîäèòñÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòåé ñõåì. Êàæäàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ïî
îïðåäåëåíèþ, ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî ñõåì ïðîãðàìì â ìîäåëü ïðîãðàìì.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à: îòîáðàòü ìîäåëè ñ àïïðîêñèìèðó-
þùèìè ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì. Ïîä àïïðîêñèìèðóþùåé ïîíèìàåòñÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òàêàÿ ñåìàíòèêà
áàçèñà, ÷òî èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì ïðîãðàìì, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè äàííîé ñåìàíòèêå áàçèñà.
Îáíàðóæåííûé êëàññ ïðîãðàìì íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìèðóåìûì, à ñàìà
ìîäåëü - àïïðîêñèìèðóþùåé. Öåëü îòáîðà àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîäåëåé
î÷åâèäíà: â òàêîé ìîäåëè âñÿêîå ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñõåìû
ÿâëÿåòñÿ è ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïðî-
ãðàììû èç àïïðîêñèìèðóåìîãî êëàññà.

Â ðàçäåëå 3 ðåøàåòñÿ çàäà÷à îòáîðà àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîäåëåé (òåî-
ðåìà 1). Ðåøåíèå îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [3], óñòðàíÿÿ
âìåñòå ñ òåì èìåþùèåñÿ òàì íåòî÷íîñòè.

Ñðåäè îòîáðàííûõ èìååòñÿ ìîäåëü îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì: åñëè ñõå-
ìû ýêâèâàëåíòíû â ýòîé ìîäåëè, òî îíè ýêâèâàëåíòíû â ëþáîé ìîäåëè
âîîáùå. Òàêàÿ ìîäåëü íàçâàíà ìàêñèìàëüíîé.

Ïîñëåäíèå äâà ðàçäåëà ñòàòüè ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ìàêñèìàëüíîé
ìîäåëè. Ê ýòîìó ïîáóæäàåò èìåþùèéñÿ â òåîðèè ñõåì ïðåöåäåíò. Äåëî â
òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðàìè ñîäåðæèò â ñåáå
ìàêñèìàëüíóþ ìîäåëü ïðîãðàìì áåç ïðîöåäóð, èçâåñòíóþ â òåîðèè ïîä
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íàçâàíèåì ñõåì ßíîâà. À ñõåìû ßíîâà èññëåäîâàëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ
ðàáîòàõ. Â èõ ÷èñëå ðàáîòû [2], [4] - [6], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ èìåí-
íî òå çàäà÷è, ÷òî èíòåðåñóþò íàñ çäåñü. Çàìåòèì, ÷òî â [7] óñòàíîâëåíî,
÷òî â ìàêñèìàëüíîé ìîäåëè ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðàìè ðàçðåøèìà ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñõåì, ò.å. ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé, ïîëó÷èâ íà ñâîé âõîä
äâå ïðîèçâîëüíûå ñõåìû, îïðåäåëÿåò, ýêâèâàëåíòíû îíè â ìàêñèìàëüíîé
ìîäåëè èëè íåò.

Â ðàçäåëå 4 ïîëó÷åíû äâà ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòà.
Âî-ïåðâûõ, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñõåìû, ýêâèâàëåíòíûå â ìàêñèìàëü-

íîé ìîäåëè, âîñïðèíèìàòü êàê ïðîãðàììû, òî îíè áóäóò ýêâèâàëåíòíû
ïðè ëþáîé ñåìàíòèêå áàçèñà. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ïðîãðàììû ýêâè-
âàëåíòíû ïðè ëþáîé ñåìàíòèêå áàçèñà, òî, âîñïðèíèìàÿ èõ êàê ñõåìû,
ìû èìååì ýêâèâàëåíòíûå ñõåìû â ìàêñèìàëüíîé ìîäåëè. Òî è äðóãîå
óñòàíîâëåíî òåîðåìîé 2.

Âî-âòîðûõ. Âñÿêîé ñõåìå ïðèïèñûâàåòñÿ ïîðîæäåííûé åþ ÿçûê è äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ñõåìû ýêâèâàëåíòíû â ìàêñèìàëüíîé ìîäåëè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò ïîðîæäåííûå èìè ÿçûêè (òåîðåìà 3).

Ïðîêîììåíòèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû. Çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â òåîðåìå
2, äëÿ ñõåì ïðîãðàìì áåç ïðîöåäóð áûëà ïîñòàâëåíà Ë.À. Êàëóæíèíûì
â [4] è âïåðâûå ðåøåíà â [5], ïðàâäà, âåñüìà ãðîìîçäêèìè ñðåäñòâàìè.
×òî êàñàåòñÿ òåîðåìû 3, òî àíàëîãè÷íàÿ åé òåîðåìà äëÿ ñõåì ïðîãðàìì
áåç ïðîöåäóð áûëà äîêàçàíà â [6] è íåîäíîêðàòíî ïåðåèçëàãàëàñü â ïî-
ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ.

Ðàçäåë 5 îáíàðóæèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñõåìàìè ïðîãðàìì ñ ïðîöåäóðà-
ìè è êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè ñ ìàãàçèíîì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé
ñõåìû ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò ñ ìàãàçèíîì, ïðè-
íèìàþùèé ÿçûê, ïîðîæäåííûé ýòîé ñõåìîé (òåîðåìà 5). Â ÷àñòíîñòè,
åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà ïðîãðàììû áåç ïðîöåäóð, òî ïîñòðîåííûé
àâòîìàò ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì êîíå÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìîé 5 ïî-
ãëîùàåòñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [6] äëÿ ñõåì ßíîâà. Ñëåäñòâèåì òåî-
ðåìû 5 ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå: ÿçûê, ïîðîæäåííûé ñõåìîé ïðîãðàìì ñ
ïðîöåäóðàìè, ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì. Òà-
êèì îáðàçîì, ñî ññûëêîé íà òåîðåìó 3 è ðàçðåøèìîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè
â ìàêñèìàëüíîé ìîäåëè, ìû ïîëó÷àåì íîâûé êëàññ äåòåðìèíèðîâàííûõ
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ ñ ðàçðåøèìûì ðàâåíñòâîì ÿçûêîâ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñòàòüÿ ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ âñåõ èñ-
ïîëüçóåìûõ â íåé ïîíÿòèé, ò.å. äîïóñêàåò ÷òåíèå áåç îáðàùåíèÿ ê öèòè-
ðóåìîé â íåé ëèòåðàòóðå.
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1 Àáñòðàêòíûå ïðîãðàììû ñ ïðîöåäóðàìè
Â äàííîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé ïðîãðàììû ñ ïðîöå-
äóðàìè - îïèñûâàþòñÿ åå ñòðóêòóðà è ôóíêöèîíèðîâàíèå. Ôîðìàëüíûå
îïðåäåëåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ ñîäåðæàòåëüíûìè ïîÿñíåíèÿìè.

Àáñòðàêòíàÿ ïðîãðàììà ñ ïðîöåäóðàìè (äàëåå - ïðîñòî ïðîãðàììà)
ñòðîèòñÿ íàä êîíå÷íûì áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ýëåìåíòîâ ÷åòûðåõ íåïó-
ñòûõ è íåïåðåñåêàþùèõñÿ àëôàâèòîâ - Y, C, R è P. Ýëåìåíòû ïåðâûõ
òðåõ íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P - ëîãè÷åñêèìè ïà-
ðàìåòðàìè; êàæäàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíî-
æåñòâà 0, 1. Ñèìâîëàìè îáîçíà÷àþòñÿ îïåðàòîðû, ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåí-
íûìè - áóëåâû âûðàæåíèÿ.

Ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçìå÷åííûé íàä áàçèñîì êîíå÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñëåäóþùåãî ñòðîåíèÿ. Ãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà ïîä-
ãðàôû ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåðøèí. Îäèí èç ïîäãðàôîâ
íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì; â íåì âûäåëåíû âõîä - âåðøèíà áåç âõîäÿùèõ â íåå
äóã è îäíîé èñõîäÿùåé, è âûõîä - âåðøèíà áåç èñõîäÿùèõ èç íåå äóã. Â
ëþáîì íåãëàâíîì ïîäãðàôå òîæå âûäåëåíû äâå âåðøèíû - èíèöèàëüíàÿ
è ôèíàëüíàÿ. Âñÿêàÿ âåðøèíà, êðîìå âõîäà, âûõîäà è ôèíàëüíûõ, ïðè-
íàäëåæèò îäíîìó èç ÷åòûðåõ òèïîâ - ïðåîáðàçîâàòåëü, ðàñïîçíàâàòåëü,
âûçîâ, âîçâðàò. Èç ðàñïîçíàâàòåëÿ èñõîäÿò äâå äóãè, ïîìå÷åííûå ÷èñëà-
ìè 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî; èç ïðåîáðàçîâàòåëÿ, âûçîâà, âîçâðàòà - ïî îäíîé
äóãå. Ðàñïîçíàâàòåëþ ñîïîñòàâëåíà ïåðåìåííàÿ èç P , ïðåîáðàçîâàòåëþ,
âûçîâó, âîçâðàòó - ñèìâîë èç Y , C, R ñîîòâåòñòâåííî. Âûçîâû è âîçâðàòû
íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè. Âûçîâ è ñîîòâåòñòâó-
þùèé åìó âîçâðàò ñîñòàâëÿþò ïàðó, ïðèíàäëåæàùóþ îäíîìó è òîìó æå
ïîäãðàôó. Âñÿêîé òàêîé ïàðå ïðèñâîåí íîìåð, îòëè÷íûé îò íîìåðîâ äðó-
ãèõ ïàð. Äóãà èç âûçîâà âåäåò â èíèöèàëüíóþ âåðøèíó ñâîåãî èëè ÷óæîãî
ïîäãðàôà, è òîãäà èç ôèíàëüíîé âåðøèíû ýòîãî ïîäãðàôà èñõîäèò äóãà,
âåäóùàÿ â ñîîòâåòñòâóþùèé âûçîâó âîçâðàò. Èíûõ äóã, êðîìå óïîìÿ-
íóòûõ, èç ôèíàëüíîé âåðøèíû íå èñõîäèò. Äóãè, èñõîäÿùèå èç âåðøèí
èíîãî òèïà, âåäóò â âåðøèíû òîãî æå ïîäãðàôà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò
èõ íà÷àëî.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ïîäãðàôîâ.
Ãëàâíûé ïîäãðàô íàõîäèòñÿ ñëåâà. Âõîä, âûõîä è ôèíàëüíàÿ âåðøèíà
äàíû êðóæî÷êàìè, ïðåîáðàçîâàòåëü - ïðÿìîóãîëüíèêîì, ðàñïîçíàâàòåëü
- îâàëîì, âûçîâ - ïÿòèóãîëüíèêîì, âîçâðàò - ðîìáîì; ñîïîñòàâëåííûå
âåðøèíàì ýëåìåíòû áàçèñà âïèñàíû â ôèãóðû, èçîáðàæàþùèå âåðøèíû.
Ñõåìå ïðèíàäëåæàò òðè ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó âûçîâîâ è
âîçâðàòîâ - äâå â ã+àâíîì ïîäãðàôå, îäíà - â íåãëàâíîì.
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Ðèñ. 1.

Ñîäåðæàòåëüíî: ïðîãðàììà ñîñòîèò èç âåäóùåé ïðîãðàììû, íîñèòå-
ëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûé ïîäãðàô, è ïðîöåäóð, íîñèòåëÿìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ äðóãèå ïîäãðàôû (â ÷àñòíîì ñëó÷àå èõ ìîæåò íå áûòü).
Âåäóùàÿ ïðîãðàììà ñ ïðîöåäóðàìè, à òàêæå ïîñëåäíèå äðóã ñ äðóãîì
ñâÿçàíû äóãàìè, èñõîäÿùèìè èç âûçîâîâ. Âõîä â ïðîöåäóðó îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ òîëüêî ÷åðåç åå èíèöèàëüíóþ âåðøèíó. ×èñëî äóã, ïðèõîäÿùèõ èç
âûçîâîâ â èíèöèàëüíóþ âåðøèíó, ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì äóã, èñõîäÿùèõ èç
ôèíàëüíîé âåðøèíû òîãî æå ïîäãðàôà.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ òðàêòîâêà ïðîãðàììû îñíîâàíà íà ñåìàíòèêå áà-
çèñà. Òàê íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà σ, èñïîëüçóþùàÿ ïðîèç-
âîëüíî âûáðàííîå ìíîæåñòâî Ξσ è ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ýëåìåíòó b
áàçèñà âñþäó îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå σb, òèï êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè b ∈ Y
⋃

C, òî σb : Ξσ → Ξσ,
åñëè b ∈ R, òî σb : Ξσ × Ξσ → Ξσ,
åñëè b ∈ P, òî σb : Ξσ → {0, 1}.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ξσ íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ïàìÿòè (áåç ïðåäúÿâ-
ëåíèÿ òàêîâîé). Ìíîæåñòâî âñåõ ñåìàíòèê áàçèñà îáîçíà÷àåòñÿ Σ.

Îïèøåì òåïåðü ïðîöåäóðó âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà ïàðå (σ, ξ0),
ãäå σ ∈ Σ, ξ0 ∈ Ξσ. Ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò ìàãàçèí, çàïîëíÿåìûé ïàðàìè
(n, ξ), ãäå n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ξ - ñîñòîÿíèå èç Ξσ, è ñîñòîèò â ïóòå-
øåñòâèè ïî ïðîãðàììå, ìàðøðóò êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïðîõîäèìûõ äóã. Ïóòåøåñòâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè è ñîäåðæèìîãî ìàãàçèíà.

Ïóòåøåñòâèå ïî ïðîãðàììå íà÷èíàåòñÿ ïî äóãå, èñõîäÿùåé èç åå âõî-
äà, ïðè ñîñòîÿíèè ïàìÿòè ξ0 è ïóñòîì ìàãàçèíå è ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì ïðàâèëàì. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïóòåøåñòâèå âûâåëî
íà äóãó, âåäóùóþ â âåðøèíó v, è ξ - òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïàìÿòè. Ðàçëè-
÷àåì ñëó÷àè:

1) v - ïðåîáðàçîâàòåëü ñ ñèìâîëîì y; òîãäà ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ξ ïðå-
îáðàçóåòñÿ â ñîñòîÿíèå σy(ξ), ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà îñòàåòñÿ ïðåæíèì,
è ïóòåøåñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî äóãå, èñõîäÿùåé èç v;

2) v - ðàñïîçíàâàòåëü ñ ñèìâîëîì y; òîãäà ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ξ è ñî-
äåðæèìîå ìàãàçèíà íå èçìåíÿþòñÿ, è ïóòåøåñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî äóãå,
èñõîäÿùåé èç v è ïîìå÷åííîé çíà÷åíèåì σp(ξ);

3) v - âûçîâ ñ ñèìâîëîì c è íîìåðîì n; òîãäà â ìàãàçèí çàíîñèòñÿ ïàðà
(n, ξ), ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ξ ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîñòîÿíèå σc(ξ), è ïóòåøåñòâèå
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ïðîäîëæàåòñÿ ïî äóãå, èñõîäÿùåé èç v;
4) v - ôèíàëüíàÿ âåðøèíà; â ýòîì ñëó÷àå ìàãàçèí çàâåäîìî íå ïóñò;

òîãäà èç íåãî ñíèìàåòñÿ âåðõíèé ýëåìåíò, ïóñòü ýòî - (n′, ξ′), ñîñòîÿíèå
ïàìÿòè ξ íå èçìåíÿåòñÿ, ïóòåøåñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî äóãå, âåäóùåé ê
âîçâðàòó ñ íîìåðîì n′;

5) v - âîçâðàò ñ ñèìâîëîì r, è ïåðåä ïðèõîäîì â íåãî áûëà ñíÿòà èç ìà-
ãàçèíà ïàðà (n′, ξ′); òîãäà ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ξ ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîñòîÿíèå
σr(ξ′, ξ), è ïóòåøåñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî äóãå, èñõîäÿùåé èç v;

6) v - âûõîä; òîãäà ïóòåøåñòâèå çàêàí÷èâàåòñÿ; â ýòîì ñëó÷àå ãî-
âîðèì, ÷òî ïðîãðàììà îñòàíîâèëàñü íà ïàðå (σ, ξ0) ñ çàêëþ÷èòåëüíûì
ñîñòîÿíèåì ξ; çàìåòèì, ÷òî ìàãàçèí îïóñòåë.

Ïðîöåäóðà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû îïèñàíà.
Ïðè çàäàííîé ñåìàíòèêå σ ïðîãðàììîé ðåàëèçóåòñÿ ÷àñòè÷íîå îòîá-

ðàæåíèå ìíîæåñòâà Ξσ â ñåáÿ: îíî îïðåäåëåíî äëÿ ξ0 èç Ξσ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðîãðàììà îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïàðå (σ, ξ0), è â ýòîì ñëó÷àå
ñîñòîÿíèþ ξ0 ñîïîñòàâëÿåò çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå.

Ïðîãðàììû G1, G2 íàçîâåì σ -ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷èì: G1σ
∼G2

) â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè îñóùåñòâëÿþò îäíî è òî æå îòîáðà-
æåíèå Ξσ â ñåáÿ.

2 Ñâÿçü ðåàëüíûõ ïðîãðàìì ñ àáñòðàêòíûìè
Çäåñü íà ïðèìåðå êîíêðåòíîé ïðîãðàììû, îáîçíà÷àåì åå G0

1, çàïèñàííîé
íà ÿçûêå Ïàñêàëü, äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
åé ïðîãðàììó àáñòðàêòíóþ; îíà îáîçíà÷àåòñÿ G0

2. Ïîñòðîåíèå âêëþ÷à-
åò îïèñàíèå ñåìàíòèêè áàçèñà, íà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ G0

2. Â ýòîé
ñåìàíòèêå ñîñòîÿíèÿìè ïàìÿòè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåí-
íûõ, ó÷àñòâóþùèõ â G0

1. Åñëè ðàáîòó ïðîãðàììû G0
1 îöåíèâàòü êàê ïðå-

îáðàçîâàíèå íàáîðîâ èñõîäíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â íàáîðû èõ îêîí-
÷àòåëüíûõ çíà÷åíèé, òî G0

1 ýêâèâàëåíòíà ïðîãðàììå G0
2. Ïîñòðîåíèÿ,

ïðîâåäåííûå äëÿ ïðîãðàììû G0
1, ìîæíî ïðèìåíèòü ê ëþáîé ïðîãðàììå

íà ÿçûêå Ïàñêàëü, èñïîëüçóþùåé ïðîñòûå òèïû äàííûõ è ïðîöåäóðû, â
îáùåì ñëó÷àå - ðåêóðñèâíûå.

Â êà÷åñòâå G0
1 áåðåòñÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííûõ íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë n1, n2 ñòðîèò ïîëóñóììó èõ ôàêòîðèàëîâ. Áóäó÷è çàïèñàíà íà
ÿçûêå Ïàñêàëü, ýòà ïðîãðàììà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

program Example (output);
const n1 = 7; n2 = 15;
var u,s: integer;
procedure Fact (n: integer; var t: integer);
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begin
if n=0 then t:=1

else
begin

Fact (n-1, t);
t := n ∗ t

end
end;

begin
Fact (n1, u);
Fact (n2, s);
s := (s + u) div 2;
write (n1, n2, s)

end.
Çäåñü ïðè âû÷èñëåíèè ôàêòîðèàëà ìû îòäàëè ïðåäïî÷òåíèå èìåííî

ïðîöåäóðå, à íå ôóíêöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äóõó àáñòðàêòíûõ ïðîãðàìì,
êîíñòðóèðóåìûõ íà áàçå îïåðàòîðîâ.

Ïðîãðàììà G0
2 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ïðè ýòîì ñèìâîëû y1, y2, c1, c2

ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðàì

y1 : s := (s + u) div2
y2 : t := 1
c1 : n := n1
c2 : n := n2
c3 : n := n− 1;

ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ p ñîîòâåòñòâóåò áóëåâó âûðàæåíèþ n = 0; ñèìâî-
ëû r1, r2, r3 îáîçíà÷àþò äåéñòâèÿ ïî èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ ïðîöåäó-
ðû ïîñëå Fact îáðàùåíèÿ ê íåé ïîñðåäñòâîì âûçîâîâ c1, c2, c3. Â G0

2 íàøëè
îòðàæåíèå ëèøü ðàçäåëû îïåðàòîðîâ, êàê âåäóùåé ïðîãðàììû èç G0

1,
òàê è âõîäÿùåé â íåå ïðîöåäóðû. Îòñóòñòâèå îïåðàòîðà write(n1, n2, s)
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî àáñòðàêòíàÿ ïðîãðàììà íå çàáîòèòñÿ íè î ââîäå
íà÷àëüíûõ äàííûõ, íè î âûâîäå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïîñòðîåíèå ñåìàíòèêè σ0 íà÷íåì ñ óïîðÿäî÷èâàíèÿ èñïîëüçóåìûõ â
G0

1 ïåðåìåííûõ: n1, n2, n, t, u, s. Íàáîð èõ çíà÷åíèé, ò.å. øåñòåðêè öåëûõ
÷èñåë, ïðèìåì çà ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Ξσ0 îïðå-
äåëåíî. Îòîáðàæåíèÿ, ïðèïèñûâàåìûå â σ0 ñèìâîëàì y1, y2, c1, c2, c3, ñîâ-
ïàäàþò ñ îòîáðàæåíèÿìè, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè
èì îïåðàòîðàìè ïðèñâàèâàíèÿ. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå σ0y2 øåñòåðêó
(d1, d2, d3, d4, d5, d6) èç Ξσ0 ïåðåâîäèò â øåñòåðêó (d1, d2, d3, 1, d5, d6).
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Îòîáðàæåíèå, ïðèïèñûâàåìîå p, ñòðîèòñÿ òàê:

σ0p(d1, d2, d3, d4, d5, d6) =

{
1, åñëè d3 = 0;
0, åñëè d3 6= 0;

çäåñü (d1, d2, d3, d4, d5, d6) - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Ξσ0 .
Îñòàíîâèìñÿ íà òðàêòîâêå îòîáðàæåíèé, ñîïîñòàâëÿåìûõ ñèìâîëàì

r1, r2, r3. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì, êàê ñòðîèòñÿ σ0r3. Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî
ïåðåìåííàÿ n â G0

1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì-çíà÷åíèåì, ò.å. â ïðîèçâåäåíèè
n ∗ t çíà÷åíèå n áåðåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè, ïðåäøåñòâóþùåìó âûçîâó
ïðîöåäóðû Fact, à çíà÷åíèå t - èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè. Íà ýòîì
îñíîâàíèè σ0r3 îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Ïóñòü

ξ′ = (d′1, d
′
2, d

′
3, d

′
4, d

′
5, d

′
6); ξ′ ∈ Ξσ0 ;

ξ′′ = (d′′1, d
′′
2, d

′′
3, d

′′
4, d

′′
5, d

′′
6); ξ′′ ∈ Ξσ0 ;

òîãäà σ0r3(ξ
′, ξ′′) - ýòî íàáîð

(d′′1, d
′′
2, d

′′
3, d

′
3 ∗ d′′4, d

′′
5, d

′′
6).

Â ñëó÷àå ñèìâîëîâ r1 è r2 äåëî îáñòîèò ïðîùå, òàê êàê â îñóùåñòâëÿ-
åìûõ èìè äåéñòâèÿõ íå èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð n. Ïîýòîìó

σ0r1(ξ
′, ξ′′) = ξ′′,

σ0r2(ξ
′, ξ′′) = ξ′′.

Èòàê, ñåìàíòèêà σ0 ïîñòðîåíà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîãðàììà G0
2

îñóùåñòâëÿåò íà ñåìàíòèêå σ0 òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà Ξσ0 â ñå-
áÿ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì, ðåàëèçóåìûì ïðîãðàììîé G0

1,
åñëè îòðå÷üñÿ îò òîãî, ÷òî ïî âûõîäå èç áëîêà ïðîãðàììû âñå ëîêàëèçî-
âàííûå â íåì ïåðåìåííûå óòðà÷èâàþò ñâîè çíà÷åíèÿ.

3 Àáñòðàêòíûå ìîäåëè ïðîãðàìì ñ ïðîöåäó-
ðàìè

Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìà àáñòðàêòíîé ïðîãðàììû è íà ìíî-
æåñòâå ñõåì ââîäèòñÿ ñåìåéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòåé. Êàæäàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî ñõåì ïðîãðàìì â àáñòðàêòíóþ ìîäåëü ïðî-
ãðàìì. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìèðóþùåé ìîäåëè êàê òàêîé, â êîòî-
ðîé èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì ïðîãðàìì ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñàìèõ
ïðîãðàìì, ðàññìàòðèâàåìûõ äëÿ íåêîòîðûõ ñåìàíòèê áàçèñà. Îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ îòáîð àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîäåëåé.
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Ñõåìà ïðîãðàììû ñòðîèòñÿ íàä áàçèñîì y
⋃

C
⋃

R
⋃

P è ïî ñâîåé
ñòðóêòóðå ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñõåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ôóíêöèÿõ ðàçìåòêè. Ââå-
äåì ïîíÿòèå ïîñëåäíåé.

Ñëîâî â àëôàâèòå Y
⋃

C
⋃

R íàçûâàåòñÿ öåïî÷êîé; öåïî÷êà ñ÷èòàåò-
ñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè â ëþáîì åå ïðåôèêñå ÷èñëî âõîæäåíèé ñèìâîëîâ èç
R íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âõîæäåíèé ñèìâîëîâ èç C. Îáîçíà÷èì H ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðàâèëüíûõ öåïî÷åê. Ïóñòü

X = {x | x : P → {0, 1}}.
Ôóíêöèåé ðàçìåòêè íàçîâåì îòîáðàæåíèå µ : H → X.. Ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé ðàçìåòêè îáîçíà÷èì L.

Ïóñòü µ ∈ L. Âûïîëíåíèåì ñõåìû íà ôóíêöèè µ íàçîâåì ïðîöåññ,
ñîñòîÿùèé â ïóòåøåñòâèè ïî ñõåìå è ñîïðîâîæäàþùèéñÿ ïîñòðîåíèåì
ïðàâèëüíîé öåïî÷êè. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè âûáîðà ïóòè, êðîìå µ, èñïîëü-
çóåòñÿ ìàãàçèí, â êîòîðûé çàãðóæàþòñÿ íîìåðà âûçîâîâ â ñõåìå. Ïóòå-
øåñòâèå íà÷èíàåòñÿ ïî äóãå, èñõîäÿùåé èç âõîäà, ïðè ïóñòûõ ìàãàçèíå
è öåïî÷êå. Ïåðåõîä ÷åðåç âåðøèíó ñ ñîïîñòàâëåííûì åé ñèìâîëîì ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ýòîãî ñèìâîëà ê òåêóùåé öåïî÷êå ñïðàâà.
Åñëè ïåðåõîäèìàÿ âåðøèíà - âûçîâ, òî â ìàãàçèí çàãðóæàåòñÿ åãî íîìåð.
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ôèíàëüíóþ âåðøèíó è ðàñïîçíàâàòåëü òåêóùàÿ öå-
ïî÷êà íå èçìåíÿåòñÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç ìàêóøêè ìàãàçèíà, êîòîðûé çà-
âåäîìî íå ïóñò, èçâëåêàåòñÿ íîìåð, è ïóòåøåñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî äóãå,
âåäóùåé ê âîçâðàòó ñ ýòèì íîìåðîì. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðàñïîçíàâàòåëü
èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ µ: â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé áåðåòñÿ äóãà, íåñóùàÿ
ìåòêó µh(p), ãäå p - ñîïîñòàâëåííàÿ ðàñïîçíàâàòåëþ ïåðåìåííàÿ, à h -
òåêóùàÿ öåïî÷êà. Ïðè äîñòèæåíèè âûõîäà ïóòåøåñòâèå ïðåêðàùàåòñÿ;
ãîâîðèì, ÷òî ñõåìà îñòàíîâèëàñü íà µ, è ïîñòðîåííóþ öåïî÷êó íàçûâà-
åì ðåçóëüòàòîì åå âûïîëíåíèÿ íà µ. Ïóòü, ïðîéäåííûé â ñõåìå ïðè åå
âûïîëíåíèè íà µ, èìåíóåì ïðîêëàäûâàåìûì â ñõåìå ôóíêöèåé µ.

Ïóñòü ν - ýêâèâàëåíòíîñòü â ìíîæåñòâå H, è L ⊆ L. Ñõåìû G1, G2

íàçîâåì (ν, L) - ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷èì: G1
ν,L∼ G2) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà, êàêîé áû íè áûëà ôóíêöèÿ µ èç L, âñÿêèé ðàç, êàê íà íåé
îñòàíàâëèâàåòñÿ îäíà èç ñõåì, îñòàíàâëèâàåòñÿ è äðóãàÿ, è â ýòîì ñëó÷àå
ðåçóëüòàòàìè èõ âûïîëíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ν - ýêâèâàëåíòíûå öåïî÷êè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñõåì íàä âûáðàííûì áàçèñîì, ðàññìàòðèâàåìîå âìå-
ñòå ñ (ν, L) - ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñõåì, íàçûâàåòñÿ (ν, L)-ìîäåëüþ.

Ãîâîðèì, ÷òî (ν, L)-ìîäåëü - àïïðîêñèìèðóþùàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ñåìàíòèêà áàçèñà σ, σ ∈ Σ, , ÷òî äëÿ ëþáûõ ñõåì G1, G2 âûïîëíÿåòñÿ

G1
ν,L∼ G2 =⇒ G1

σ∼ G2.
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Îòáîðîì àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîäåëåé çàíèìàåòñÿ òåîðåìà 1. Ââåäåì
èñïîëüçóåìûå â íåé ïîíÿòèÿ.

(ν, L)- ìîäåëü íàçîâåì ñòðîãî àïïðîêñèìèðóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ñåìàíòèê áàçèñà, S ⊆ Σ, ÷òî

G1
ν,L∼ G2 ⇐⇒ ∀σ ∈ S

(
G1

σ∼ G2

)
; (1)

çäåñü G1, G2 - ïðîèçâîëüíûå ñõåìû.
Îïðåäåëèì ïîëóãðóïïîâóþ ìîäåëü ïðîãðàìì.
Ôàêò ν - ýêâèâàëåíòíîñòè öåïî÷åê h1, h2 èç H áóäåì çàïèñûâàòü â

âèäå h1
ν∼ h2. Ôóíêöèþ ðàçìåòêè µ, µ ∈ L, íàçîâåì ν - ñîãëàñîâàííîé,

åñëè äëÿ ëþáûõ öåïî÷åê h1, h2 èç H ñïðàâåäëèâî

h1
ν∼ h2 −→ µh1 = µh2.

Ñäâèãîì ôóíêöèè µ, íà öåïî÷êó h, h ∈ H, íàçîâåì ôóíêöèþ µ′, µ′ ∈ L,
îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêîé áû íè áûëà öåïî÷êà h′ èç H,
µ′h′ = µhh′; ôóíêöèþ µ′ áóäåì îáîçíà÷àòü µh. Ìíîæåñòâî L,L ∈ L, ïî
îïðåäåëåíèþ, çàìêíóòî ïî ñäâèãó, åñëè äëÿ ëþáûõ µ èç L è ëþáûõ h èç
H ôóíêöèÿ µh ïðèíàäëåæèò L.

(ν, L)-ìîäåëü íàçîâåì ïîëóãðóïïîâîé, åñëè
1) ýêâèâàëåíòíîñòü ν îáëàäàåò ñâîéñòâîì: êàêèìè áû íè áûëè öåïî÷-

êè h1, h2, h3, h4 èç H è ñèìâîë r èç R,
à) (h1

ν∼ h2&(h3
ν∼ h4) −→ (h1h3

ν∼ h2h4);
á) (h1

ν∼ h2) −→ (h1r ∈ H ⇐⇒ h2r ∈ H)&((h1r, h2r ∈ H) −→ (h1r
ν∼

h2r));
2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç ν - ñîãëàñîâàííûõ ôóíêöèé ðàçìåòêè è

çàìêíóòî ïî ñäâèãó.

Òåîðåìà 1 Ïîëóãðóïïîâàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî àïïðîê-
ñèìèðóþùåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü çàäàíà ïîëóãðóïïîâàÿ (ν, L)-ìîäåëü. Ïîñòðî-
èì äëÿ íåå ìíîæåñòâî S ñåìàíòèê áàçèñà òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ(1).

Êàæäîé ôóíêöèè µ èç L ñîïîñòàâèì ñâîþ ñåìàíòèêó, îáîçíà÷àåìóþ
êàê σµ, è ïîëîæèì S = {σµ | µ ∈ L}. Ïî îïðåäåëåíèþ, âñå ñåìàíòèêè èç
S èñïîëüçóþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî Ξ è îäíè è òå æå îòîáðàæåíèÿ,
ïðèïèñûâàåìûå ñèìâîëàì èç Y

⋃
C

⋃
R, ò.å. îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà

òîëüêî îòîáðàæåíèÿìè, ñîïîñòàâëåííûìè ñèìâîëàì èç P . Îïðåäåëèì σµ.
Êëàññ âñåõ öåïî÷åê èç H, ν - ýêâèâàëåíòíûõ öåïî÷êå h, h ∈ H, îáî-

çíà÷èì ĥ. Ïîëàãàåì Ξ = {ĥ | h ∈ H}. Åñëè b - ñèìâîë èç Y èëè C, òî äëÿ
ëþáîãî ĥ èç Ξ

σµb(ĥ) = ĥb;
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åñëè b - ñèìâîë èç R, òî äëÿ ëþáûõ ĥ1, ĥ2 èç Ξ

σµb(ĥ1, ĥ2) =

{
ĥ2b, åñëè h2b ∈ H;

ĥ2, åñëè h2b 6∈ H.

Îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèé σµb, ãäå b ∈ Y
⋃

C
⋃

R, îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîé-
ñòâîì 1à è 1á ýêâèâàëåíòíîñòè ν.

Âñÿêîìó ñèìâîëó p èç P ñîïîñòàâèì îòîáðàæåíèå

σµp(ĥ) = µh(p), ĥ ∈ Ξ

Îòìåòèì, ÷òî êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ σµp ñëåäóåò èç ν - ñîãëàñîâàí-
íîñòè ôóíêöèè ðàçìåòêè µ.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: êàêîé áû íè áûëà ñõåìà, ïóòü,
êîòîðûé â íåé ïðîêëàäûâàåòñÿ ïðè åå âûïîëíåíèè íà ïàðå (σµ, ĥ), h ∈ Ξ,
ñîâïàäàåò ñ ïóòåì, ïðîêëàäûâàåìûì â íåé ôóíêöèåé ðàçìåòêè µh. È
òàê êàê â ñèëó çàìêíóòîñòè L ôóíêöèÿ µh ïðèíàäëåæèò L, òî èç ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ ëåãêî èçâëåêàåòñÿ (1).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

4 Ìàêñèìàëüíàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç àïïðîêñèìèðóþùèõ ìîäåëåé
ïðîãðàìì; îíà íàçâàíà ìàêñèìàëüíîé. Ðàçðåøèìîñòü â íåé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñõåì ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [7]. Ñâîéñòâà ýòîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè óñòàíàâëèâàþòñÿ òåîðåìàìè 2 è 3.

Íàçîâåì ìàêñèìàëüíîé (ν0, L0)-ìîäåëü, ãäå ν0 - ðàâåíñòâî öåïî÷åê â
H, à L0 ñîâïàäàåò ñ L. Ìàêñèìàëüíîé îíà íàçûâàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî èç
ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì â ýòîé ìîäåëè ñëåäóåò èõ ýêâèâàëåíòíîñòü â ëþáîé
ìîäåëè ïðîãðàìì.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâîé,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1, - àïïðîêñèìèðóþùåé. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò
ìåñòî

Òåîðåìà 2 Êàêèìè áû íè áûëè ñõåìû G1, G2,

G1
ν0,L0∼ G2 ⇐⇒ ∀(σ ∈ Σ)G1

σ∼ G2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ

∀(σ ∈ Σ)G1
σ∼ G2 =⇒ G1

ν0,L0∼ G2

âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. Óñòàíîâèì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå.
Ïóñòü σ ∈ Σ; ïîêàæåì, ÷òî G1

ν0,L0∼ G2 −→ G1
σ∼ G2.

Êàæäîé öåïî÷êå h èç H ñîïîñòàâèì îòîáðàæåíèå σh ìíîæåñòâà Ξσ â
ñåáÿ. Ïóñòü h = b1, . . . bk, k ≥ 0, ãäå bi ∈ Y

⋃
C

⋃
R, i = 1, . . . , k. Ïîëàãàåì:

1) åñëè k = 0, òî σh - òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;
2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(b1 . . . bk−1) îïðåäåëåíî; òîãäà, åñëè bk ∈ Y

⋃
C,

òî
σh = σbk(σ(b1 . . . bk−1));

åñëè æå bk ∈ R, òî íàéäåì â h ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñèìâîë èç C (ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ñèìâîëàìè èç C è ñèìâîëàìè èç R â ïðàâèëüíîé öåïî÷-
êå ïîäîáíî ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó îòêðûâàþùèìèñÿ è çàêðûâàþùèìèñÿ
ñêîáêàìè â ïðåôèêñå àëãåáðàè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ); åñëè ýòî - bl, òî

σh = σbk(σ(b1 . . . bl−1), σ(b1 . . . bk−1)).

Ïàðå (σ, ξ), ãäå ξ ∈ Ξσ, ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ ðàçìåòêè µ(σ, ξ), îïðå-
äåëèâ åå ðàâåíñòâîì

µ(σ, ξ)h(p) = σp(σhξ), p ∈ P, h ∈ H.

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî, êàêîé áû íè áûëà ñõåìà, âûïîëíåíèå åå íà ïàðå
(σ, ξ) èäåò ïî ïóòè, ñîâïàäàþùåìó ñ ïóòåì åå âûïîëíåíèÿ íà ôóíêöèè
µ(σ, ξ). Îòñþäà è èç (ν0, L0) - ýêâèâàëåíòíîñòè G1, G2 ñëåäóåò, ÷òî G1,
G2 ëèáî îáå çàâåðøàþò ðàáîòó íà ïàðå (σ, ξ), ëèáî îáå íå çàâåðøàþò åå,
è â ïåðâîì ñëó÷àå çàâåðøàþò ñ îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Òåîðåìå 3 ïðåäïîøëåì ðÿä ïîíÿòèé è ïîñòðîåíèé.
Âåðøèíó ñõåìû, èìåþùóþ òèï: âõîä, ïðåîáðàçîâàòåëü, âûçîâ, âîç-

âðàò, íàçîâåì îñíîâíîé.
Ïóñòü x ∈ X. Îïðåäåëèì x-ïóòü èç îñíîâíîé âåðøèíû v êàê ìàê-

ñèìàëüíûé ïóòü â ñõåìå, íà÷èíàþùèéñÿ â v è óäîâëåòâîðÿþùèé òðåáî-
âàíèþ: âñÿêàÿ åãî âíóòðåííÿÿ âåðøèíà - ýòî ðàñïîçíàâàòåëü, è èç íåãî
ïóòü èäåò ïî äóãå ñ ìåòêîé x(p), ãäå p - ñîïîñòàâëåííàÿ ðàñïîçíàâàòåëþ
ïåðåìåííàÿ.

x - ïðååìíèêîì îñíîâíîé âåðøèíû v íàçîâåì âåðøèíó, â êîòîðîé çà-
âåðøàåòñÿ x-ïóòü èç v, åñëè îí êîíå÷åí, è òîò ðàñïîçíàâàòåëü, êîòîðûé
âïåðâûå â íåì ïîâòîðÿåòñÿ, åñëè x-ïóòü áåñêîíå÷åí.
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Ðàññìîòðèì ïóòü w â ñõåìå, íà÷èíàþùèéñÿ âî âõîäå è, åñëè w êîíå-
÷åí, òî çàâåðøàþùèéñÿ ëèáî â îñíîâíîé âåðøèíå, ëèáî â âûõîäå ñõåìû.
Ïðåäñòàâèì w â âèäå

v0w0v1w1 . . . vkwk . . . ,

ãäå v0 - âõîä ñõåìû; v1, . . . , vk, . . . - âñå îñíîâíûå âåðøèíû, âñòðå÷àþùèåñÿ
íà ïóòè w. Íàçîâåì w ìàðøðóòîì, åñëè

1) äëÿ ëþáîãî i, i = 0, 1, . . . , ñóùåñòâóåò òàêîé xi èç X, ÷òî wi ÿâëÿåòñÿ
ëèáî xi-ïóòåì èç vi, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åãî ïðîäîëæåíèå íà äóãó
èç ôèíàëüíîé âåðøèíû;

2) âñÿêîìó âõîäÿùåìó â w âîçâðàòó vj ïðåäøåñòâóåò â w âûçîâ vij ,
ïàðíûé ñ âîçâðàòîì vj è òàêîé, ÷òî â ïóòè w ìåæäó vij è vj èìååòñÿ
ðàâíîå ÷èñëî âõîæäåíèé âûçîâîâ è âîçâðàòîâ.

Ìàðøðóò, çàâåðøàþùèéñÿ â âûõîäå ñõåìû, íàçîâåì ìàðøðóòîì ÷åðåç
ñõåìó. Ïóñòü

w = v0w0v1w1 . . . vkwk− (2)
ìàðøðóò ÷åðåç ñõåìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wi - ýòî xi-ïóòü èç âåðøèíû
vi, i = 0, 1, . . . , k èëè åãî ïðîäîëæåíèå íà äóãó èç ôèíàëüíîé âåðøèíû, è
bi - ñèìâîë, ñîïîñòàâëåííûé âåðøèíå vi. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé ñèìâîë
y0, íå ïðèíàäëåæàùèé áàçèñó. Ñëîâî

(y0, x0)(b1, x1) . . . (bk, xk) (3)

â àëôàâèòå Y
⋃

C
⋃

R
⋃{y0} íàçîâåì êîíôèãóðàöèåé, ïîðîæäåííîé ìàðø-

ðóòîì w. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé ìàðøðóò ÷åðåç ñõåìó ïîðîæäàåò êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé, íå îáÿçàòåëüíî îäíîýëåìåíòíîå, è ÷òî íèêàêèå
äâà ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòà íå ïîðîæäàþò îáùóþ äëÿ íèõ êîíôèãóðàöèþ.

Ñõåìå G ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî K9G) êîíôèãóðàöèé, ïîðîæäåííûõ
âñåìè ìàðøðóòàìè ÷åðåç G.

Òåîðåìà 3 Êàêèìè áû íè áûëè ñõåìû G1, G2,

G1
ν0,L0∼ G2 ⇐⇒ K(G1)K(G2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1, G2 ýêâèâàëåíòíû â ìàêñèìàëüíîé ìîäå-
ëè, è z ∈ K(G1); ïîêàæåì, ÷òî z ∈ K(G2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z èìååò âèä
(3). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàçìåòêè µ, îïðåäåëèâ åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µh =

{
xi, åñëè h = b1 . . . bi, i = 0, 1, . . . , k;
x∗, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; h ∈ H;
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çäåñü x∗ - êàêîé-ëèáî ýëåìåíò èç X. Î÷åâèäíî, ÷òî µ ïðîêëàäûâàåò â G1

ìàðøðóò, êîòîðûé ïîðîæäàåò êîíôèãóðàöèþ z, ñëåäîâàòåëüíî G1, îñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà µ ñ öåïî÷êîé b1 . . . bk. Íî òîãäà ñõåìà G2, áóäó÷è ýêâèâà-
ëåíòíîé ñõåìå G1, îñòàíàâëèâàåòñÿ íà µ ñ òåì æå ðåçóëüòàòîì. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî µ ïðîêëàäûâàåò â G2 ìàðøðóò, ïîðîæäàþùèé êîíôèãóðà-
öèþ z, ò.å. z ∈ K(G2).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî K(G1) = K(G2), è äîêàæåì, ÷òî G1, G2

ýêâèâàëåíòíû â ìàêñèìàëüíîé ìîäåëè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàçìåòêè
µ èç L0, íà êîòîðîé îñòàíàâëèâàåòñÿ îäíà èç ñõåì G1, G2, ñêàæåì, ñõåìà
G1. Òîãäà µ ïðîêëàäûâàåò â G1 ìàðøðóò w1. Åñëè w1 èìååò âèä (2), è
bi - ñèìâîë, ñîïîñòàâëåííûé âåðøèíå vi, i = 1, . . . , k, òî ïðè ëþáîì i, i =
0, 1, . . . , k, ïóòü wi - ýòî µb1 . . . bi - ïóòü èç vi, âîçìîæíî, äîïîëíåííûé
äóãîé èç ôèíàëüíîé âåðøèíû. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

xi = µb1 . . . bi, i = 0, 1, . . . , k,

ïîëó÷èì, ÷òî (3) - êîíôèãóðàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìàðøðóòîì w1. Òàê êàê
îíà ïðèíàäëåæèò è ìíîæåñòâó K(G2), òî ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ìàðø-
ðóòîì w2 ÷åðåç G2. Î÷åâèäíî, ÷òî w2 ïðîêëàäûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàçìåò-
êè µ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî G2 îñòàíàâëèâàåòñÿ íà µ è ñ òîé æå öåïî÷êîé,
÷òî è G1.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Â çàêëþ÷åíèå ñêàæåì, ÷òî âåðíà

Òåîðåìà 4 Â ìàêñèìàëüíîé ìîäåëè ðàçðåøèìà ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì.

Îíà äîêàçàíà â [7].

5 Êîíå÷íûå àâòîìàòû ñ ìàãàçèíîì è ìàêñè-
ìàëüíàÿ ìîäåëü ïðîãðàìì

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 5, óñòàíàâëèâà-
þùàÿ, ÷òî ïî ëþáîé ñõåìå ïðîãðàììû ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðî-
âàííûé àâòîìàò ñ ìàãàçèíîì (ÄÌÏ-àâòîìàò), ïðèíèìàþùèé ìíîæåñòâî
êîíôèãóðàöèé, ïîðîæäåííîå ýòîé ñõåìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ìíî-
æåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíòåêñòíî - ñâîáîäíûì ÿçûêîì. Ñî ññûëêîé íà òåîðåìó
4 ìû ïîëó÷àåì êëàññ êîíòåêñòíî - ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ ñ ðàçðåøèìûì â íåì
ðàâåíñòâîì ÿçûêîâ.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ÄÌÏ-àâòîìàòà êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî
àâòîìàòà ñ ìàãàçèíîì, ââåäåííîãî â [8].
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ÄÌÏ-àâòîìàò ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé - âõîäíîé ëåíòû, óïðàâëÿþùå-
ãî óñòðîéñòâà è ìàãàçèííîé ïàìÿòè. Âõîäíóþ ëåíòó ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ëèíåéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿ÷ååê, ïðè÷åì êàæäàÿ ÿ÷åéêà
ñîäåðæèò òî÷íî îäèí âõîäíîé ñèìâîë èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî âõîäíîãî
àëôàâèòà. Âõîäíàÿ ãîëîâêà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îáîçðåâàåò îä-
íó ÿ÷åéêó. Çà îäèí øàã ðàáîòû àâòîìàòà âõîäíàÿ ãîëîâêà ñäâèãàåòñÿ íà
îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî. Âõîäíàÿ ãîëîâêà òîëüêî ÷èòàåò ñèìâîëû âõîäíîé
ëåíòû.

Ìàãàçèííóþ ïàìÿòü ìîæíî îïèñàòü êàê öåïî÷êó ñèìâîëîâ ïàìÿòè,
êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó àëôàâèòó ïàìÿòè. Âåðõíèì
ýëåìåíòîì áóäåì ñ÷èòàòü ñàìûé ëåâûé ñèìâîë ìàãàçèíà.

Óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñî-
ñòîÿíèé âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå îïèñûâàåò, êàê ìåíÿþòñÿ ñîñòî-
ÿíèÿ ïðè ñ÷èòûâàíèè î÷åðåäíîãî ñèìâîëà ñ âõîäíîé ëåíòû è îäíîâðå-
ìåííîì èçâëå÷åíèè âåðõíåãî ñèìâîëà èç ìàãàçèíà. Ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì
îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò, êàêóþ èíôîðìàöèþ ïîìåñòèòü â ìàãàçèííóþ
ïàìÿòü.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ÄÌÏ-àâòîìàòà âûãëÿäèò òàê: îí çàäàåòñÿ ñå-
ìåðêîé

U = (Σ, Q, Γ, γ, q0, s0, F ),

ãäå Σ - êîíå÷íûé âõîäíîé àëôàâèò; Q - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ
ñîñòîÿíèé; Γ - êîíå÷íûé àëôàâèò ìàãàçèííûõ ñèìâîëîâ; γ - îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà Q×(Σ

⋃{e})×Γ â ìíîæåñòâî Q×Γ∗, çäåñü e - ïóñòîå ñëîâî; q0

- íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, q0 ∈ Q; s0 - íà÷àëüíûé ñèìâîë ìàãàçèíà, s0 ∈ Γ;
F - ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, F ⊆ Q.

Îïèøåì ðàáîòó ÄÌÏ-àâòîìàòà U . Òàêò ðàáîòû U çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

(q, aω, sα) −→ (q′, ω, δα), (4)
åñëè δ(q, a, s) = (q′, δ), ãäå q, q′ ∈ Q, s ∈ Γ, α, δ ∈ Γ∗, aω ∈ Σ∗, a = e òîëüêî
ïðè ω = e è â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ a ∈ Σ.

Ïîëàãàåì, ÷òî òàêò íåâîçìîæåí, åñëè ìàãàçèí ïóñò.
Çàïèñü (4) ãîâîðèò î òîì, ÷òî àâòîìàò U , íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q, îáî-

çðåâàÿ ñèìâîë a íà âõîäíîé ëåíòå è èìåÿ s â êà÷åñòâå âåðõíåãî ñèìâîëà
ìàãàçèíà, ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q′, ñäâèãàåò âõîäíóþ ãîëîâêó íà îäíó
ÿ÷åéêó âïðàâî è çàìåíÿåò âåðõíèé ñèìâîë ìàãàçèíà öåïî÷êîé δ ìàãàçèí-
íûõ ñèìâîëîâ. Åñëè δ = e, òî ïîñëåäíåå äåéñòâèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî
âåðõíèé ñèìâîë ïðîñòî óäàëÿåòñÿ èç ìàãàçèíà.

Êîíôèãóðàöèåé àâòîìàòà U íàçûâàåòñÿ òðîéêà

(q, ω, α) ∈ Q× Σ∗ × Γ∗,
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ãäå q - òåêóùåå ñîñòîÿíèå óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà; ω - íåïðî÷èòàííàÿ
÷àñòü âõîäíîé öåïî÷êè; α - òåêóùåå ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà. Åñëè ω = e,
òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñÿ âõîäíàÿ ëåíòà ïðî÷èòàíà.

Íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé àâòîìàòà U íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ âè-
äà (q0, ω, s0), ãäå ω ∈ Σ∗. Îíà îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå àâòîìàòà ïåðåä íà÷à-
ëîì ðàáîòû, êîãäà óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíîì ñî-
ñòîÿíèè, âõîäíàÿ ëåíòà ñîäåðæèò öåïî÷êó, êîòîðóþ íóæíî ðàñïîçíàòü,
à â ìàãàçèíå òîëüêî íà÷àëüíûé ñèìâîë.

Çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèåé íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ âèäà (q, e, α),
ãäå q ∈ F è α ∈ Γ∗.

Ãîâîðèì, ÷òî àâòîìàò U ïðèíèìàåò öåïî÷êó ω, åñëè, íàõîäÿñü â íà-
÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè (q0, ω, s0), îí âûïîëíÿåò êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òàêòîâ, çàêàí÷èâàþùóþñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé êîíôèãóðàöèåé. Ìíî-
æåñòâî öåïî÷åê, ïðèíèìàåìûõ àâòîìàòîì U , îáîçíà÷èì κ(U).

Òåîðåìà 5 Ïî ëþáîé ñõåìå ïðîãðàììû G ìîæíî ïîñòðîèòü ÄÌÏ-
àâòîìàò U(G) òàêîé, ÷òî

κ(U(G)) = K(G).

Äîêàçàòåëüñòâî Ñíà÷àëà îïèøåì, êàê ïî ñõåìå G ñòðîèòñÿ àâòîìàò
U(G), à çàòåì ïîêàæåì, ÷òî îí - òðåáóåìûé.

Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû àâòîìàòà.
Ïîëàãàåì Σ = (Y

⋃
C

⋃
R

⋃{y0})×X.
Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Q. Äëÿ ýòîãî ñîïîñòàâèì âõîäó ñõåìû G ñîñòî-

ÿíèå q0, îñòàëüíûì îñíîâíûì âåðøèíàì ñõåìû G - ñîñòîÿíèÿ q1, . . . , qn

âûõîäó ñõåìû G - ñîñòîÿíèå q. Ïîëàãàåì ïðè ýòîì, ÷òî íèêàêèì äâóì
èç ïåðå÷èñëåííûõ âåðøèí íå ñîïîñòàâëåíî îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå. Â
êà÷åñòâå Q âîçüìåì ìíîæåñòâî {q0, q1, . . . , qn, q, q∗}, ãäå q∗ - äîáàâî÷íîå
ñîñòîÿíèå.

Íà÷àëüíûì ñ÷èòàåì ñîñòîÿíèå q0, åäèíñòâåííûì ôèíàëüíûì - ñîñòî-
ÿíèå q.

Ìíîæåñòâî Γ áåðåì ñîñòîÿùèì èç òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûìè
â G íóìåðóþòñÿ ïàðû âûçîâ-âîçâðàò, è ñïåöèàëüíîãî ñèìâîëà s0, èãðàþ-
ùåãî ðîëü íà÷àëüíîãî ñèìâîëà ìàãàçèíà.

Îòîáðàæåíèå γ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

(q, a, s) ∈ Q× (σ
⋃
{e})× Γ

è (q′, δ) = γ(q, a, s). Òîãäà, åñëè q - ýòî q èëè q∗, òî
q′ = q∗, δ = s, (5)
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êàêèìè áû íè áûëè a è s. Åñëè a = e, òî ïðè ëþáûõ q è s òîæå âûïîë-
íÿþòñÿ ðàâåíñòâà (5). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a ∈ Σ, a = (u, x); q -
ýòî îáðàç îñíîâíîé âåðøèíû v ñõåìû G, è b - ñèìâîë, ñîïîñòàâëåííûé v,
ïðè÷åì, åñëè v - âõîä ñõåìû, òî ïîëàãàåì, ÷òî b = y0. Â ýòîì ñëó÷àå

q′ =





îáðàç x-ïðååìíèêà âåðøèíû v, åñëè u = b è x-ïðååìíèêîì
íå ÿâëÿåòñÿ ôèíàëüíàÿ âåðøèíà;
îáðàç âîçâðàòà ñ íîìåðîì s, åñëè u = b è x-ïðååìíèê -
ýòî ôèíàëüíàÿ âåðøèíà;
q∗ − â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ;

δ =





s, åñëè v - âõîä, ïðåîáðàçîâàòåëü;
s′s, åñëè v - âûçîâ è s′ - åãî íîìåð;
e, åñëè v - âîçâðàò.

Àâòîìàò U(G) ïîñòðîåí.
Ïîêàæåì, ÷òî K(G) ⊆ κ(U(G)). Ïóñòü z ∈ K(G), z ïîðîæäåíà ìàðø-

ðóòîì, èìåþùèì âèä (2), è ñàìà z èìååò âèä (3). Îáîçíà÷èì qi ñîñòîÿíèå
àâòîìàòà U(G), ÿâëÿþùååñÿ îáðàçîì âåðøèíû vi, i = 0, . . . , k. Èç ïî-
ñòðîåíèÿ U(G) âèäíî, ÷òî íà öåïî÷êå (3) îí ïðîéäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîñòîÿíèé

q0, q1, q2, . . . , qk, (6)
ãäå q0 = q0, ïîñëå ÷åãî ïðèäåò â ñîñòîÿíèå q. Òàêèì îáðàçîì, U(G) ïðè-
íèìàåò öåïî÷êó (3).

Âåðíî è îòíîøåíèå κ(U(G)) ⊆ K(G). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü U(G) ïðè-
íèìàåò öåïî÷êó (3) è ïðîõîäèò ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé
(6), ïîñëå ÷åãî ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå q. Òîãäà, åñëè vi - ïðîîáðàç ñîñòîÿ-
íèÿ qi, i = 0, 1, . . . , k òî (2) - ýòî ìàðøðóò ÷åðåç ñõåìó G, ïîðîæäàþùèé
êîíôèãóðàöèþ (3).

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1 òåîðåìû 5. Êàêîé áû íè áûëà ñõåìà ïðîãðàììû G,

KG - äåòåðìèíèðîâàííûé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ôàêòà: ÿçûê,

ïðèíèìàåìûé ÄÌÏ-àâòîìàòîì, ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûì.

Ñëåäñòâèå 2 òåîðåìû 5. Â êëàññå ÄÌÏ-àâòîìàòîâ U(G), ãäå G -
ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà ïðîãðàììû íàä çàäàííûì áàçèñîì, ðàçðåøèìà ýê-
âèâàëåíòíîñòü àâòîìàòîâ.

Çäåñü ìû îïèðàåìñÿ íà òåîðåìó 4.
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