
Îá îáõîäå ëàáèðèíòîâ àâòîìàòàìè,
îñòàâëÿþùèìè ñëåä â âåðøèíàõ ëàáèðèíòà

À.Â. Ãîëîâàíîâ

1 Ââåäåíèå
Âïåðâûå ïðîáëåìó îáõîäà ëàáèðèíòîâ àâòîìàòàìè ïîñòàâèë Ê. Øåííîí â
íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ. Áóäàõîì [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
àâòîìàòà, îáõîäÿùåãî ïðîèçâîëüíûé ëàáèðèíò. Äëÿ áîëåå óçêèõ êëàññîâ
ëàáèðèíòîâ çàäà÷à îáõîäà àâòîìàòàìè ðàññìîòðåíà â [2], [3]. ×òî æå
êàñàåòñÿ ïðîèçâîëüíûõ ëàáèðèíòîâ, òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îáõîäà
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü àâòîìàòû, îáëàäàþùèå äîïîëíèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè.
Â ðàáîòå [4] ðàññìîòðåí àâòîìàò, ðàññòàâëÿþùèé (ïî ñâîåìó âûáîðó) â
âåðøèíàõ ëàáèðèíòà íåñòèðàåìûå îòìåòêè.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà àâòîìàò "ïðèíóäèòåëüíî"îñòàâëÿåò
îòìåòêè â ïîñåùåííûõ âåðøèíàõ ëàáèðèíòà. Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå
ýòî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü êàê ñëåä, îñòàâëÿåìûé íà ïîâåðõíîñòè
ïëàíåòû àïïàðàòîì èëè êàê çàïàõ, îñòàâëÿåìûé æèâîòíûì.

Îäíàêî, ðåøåíèå çàäà÷è îáõîäà äëÿ àâòîìàòîâ, îáëàäàþùèõ òàêèì
ñâîéñòâîì, âñòðå÷àåò çàòðóäíåíèÿ, è â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåíî
åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è.

2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ôîðìóëèðîâêà ïîëó÷åííîãî
ðåçóëüòàòà

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ àâòîìàòîâ è ëàáèðèíòîâ, âçÿòû èç
[5].

Ïóñòü Xα - íåêîòîðîå èíäåêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ A - êîíå÷íî. ×åðåç α áóäåì îáîçíà÷àòü îòîáðàæåíèå ïðîåêòèðîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ Πβ∈AXβ íà åãî α-é ñîìíîæèòåëü Xα.

Ïóñòü L = (V, Γ) - ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, V - ìíîæåñòâî
âåðøèí, Γ - ìíîæåñòâî äóã, ýòè ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü V (L) è Γ(L).
Ïóñòü γ = (u, v) ∈ Γ. Îáîçíà÷èì γ−1 äóãó (v, u). Åñëè â ãðàôå L âìåñòå



ñ äóãîé (u, v) ñîäåðæèòñÿ äóãà (v, u), òî ýòó ïàðó äóã áóäåì íàçûâàòü
ðåáðîì è îáîçíà÷àòü 〈u, v〉.

Ãðàô L íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè ∀(u, v) ∈ Γ 〈u, v〉 ⊆ Γ.
Ïóñòü v ∈ V . Îáîçíà÷èì Γv = {γ ∈ Γ|1(γ) = v} - ìíîæåñòâî äóã,

"âûõîäÿùèõ"èç âåðøèíû v.
Ñèñòåìà âðàùåíèÿ ãðàôà L åñòü ìíîæåñòâî {ηv|v ∈ V }, ãäå ηv -

öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà Γv.
Ñòîðîíîé ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî äóã γ1, . . . , γn; γi = (ui, vi)

òàêîå, ÷òî:
1) ui = vi−1, i = 2, . . . , n; u1 = vn

2) γi = ηui
(γ−1

i−1), i = 2, . . . , n; γ1 = ηu1(γ
−1
n )

3) âñå äóãè γ1, . . . , γn - ðàçëè÷íûå.
Ïîíÿòèå ñòîðîíû, òàêèì îáðàçîì, ñâÿçàíî ñ ñèñòåìîé âðàùåíèÿ ãðàôà.

Çàìå÷àíèå. 1) Êàæäàÿ äóãà ñèììåòðè÷åñêîãî ãðàôà (ñ íåêîòîðîé ñèñòåìîé
âðàùåíèÿ) ïðèíàäëåæèò îäíîé è òîëüêî îäíîé ñòîðîíå.

2) Ó êîíå÷íîãî ãðàôà ÷èñëî ñòîðîí êîíå÷íî.
Ïóñòü M ∈ R2, N ∈ R2, M 6= N , MN = ai + bj, a, b ∈ R, i, j

- åäèíè÷íûå êîîðäèíàòíûå âåêòîðû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà
ïëîñêîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî uv, u, v ∈ V (L) èäåò â íàïðàâëåíèè n,
åñëè a = 0, b > 0; â íàïðàâëåíèè e, åñëè a > 0, b = 0; â íàïðàâëåíèè s,
åñëè a = 0, b < 0; â íàïðàâëåíèè w, åñëè a < 0, b = 0.

Îáîçíà÷èì D = {n, e, s, w}.
Ïóñòü Ω è Σ - àëôàâèòû áóêâ ω è σ, êîòîðûå áåðóòñÿ â êà÷åñòâå

îòìåòîê âåðøèí è äóã ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî, Ω ∩ Σ = ∅.
Ëàáèðèíòîì íàçîâåì ñâÿçíûé ñèììåòðè÷åñêèé ãðàô, íå èìåþùèé ïåòåëü

è êðàòíûõ äóã, òàêîé, ÷òî ðàçíûì äóãàì, âûõîäÿùèì èç îäíîé âåðøèíû,
ïðèïèñàíû ðàçíûå îòìåòêè. Êëàññ ëàáèðèíòîâ, èìåþùèõ â êà÷åñòâå îòìåòîê
âåðøèí è äóã àëôàâèòû Ω è Σ, îáîçíà÷èì êàê L(Ω, Σ).

Îòìåòêó äóãè γ è âåðøèíû v áóäåì îáîçíà÷àòü |γ| è |v|, ñòåïåíü
âåðøèíû v, òî åñòü êîëè÷åñòâî âûõîäÿùèõ èç íåå äóã, áóäåì îáîçíà÷àòü
deg(v).

Ìíîæåñòâî T îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè íàçîâåì êîíôèãóðàöèåé, åñëè
ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ îòðåçêà èç T ìîãóò èìåòü íå áîëåå îäíîé îáùåé
òî÷êè, è, åñëè òàêîâàÿ èìååòñÿ, òî îíà îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé
äëÿ îáîèõ îòðåçêîâ.

Ëàáèðèíò L íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì, åñëè
1) Σ = D.
2) ∀u, v ∈ V , åñëè (u, v) ∈ Γ, òî îòðåçîê uv èäåò â íàïðàâëåíèè |(u, v)|.
3) ìíîæåñòâî îòðåçêîâ T = {uv|u, v ∈ V } ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé.
Ïðÿìîóãîëüíûé ëàáèðèíò ñ âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíîé v0 áóäåì

íàçûâàòü èíèöèàëüíûì ëàáèðèíòîì è îáîçíà÷àòü Lv0 .
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Ïóñòü τ - öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà {n, e, s, w}. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå η "ïîâîðîòà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå"â âåðøèíå v: η(v, r) = τα(r),
ãäå α = min{m ∈ N | ∃γ ∈ Γv : |γ| = r}, r ∈ D.

ηi(v, r) = η(v, ηi−1(v, r)), i ≥ 2; η−1(v, r) = r′ : η(v, r′) = r.
Äóãó, âûõîäÿùóþ èç âåðøèíû v â íàïðàâëåíèè r ∈ D îáîçíà÷èì

γ(v, r).
Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ìíîæåñòâà Γv óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
Γv = {η(v, r), . . . , ηdeg(v)(v, r)}.

Òîãäà ñ ãðàôîì ñâÿçàíà ñèñòåìà âðàùåíèÿ "ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå".
Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñòîðîíà H ìîæåò áûòü îáîéäåíà ïî "ïðàâèëó ïðàâîé
ðóêè òî åñòü, åñëè ïåðåõîäèòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé äóãè γi = (ui, vi),
γi ∈ H ê äóãå γ(vi, η(vi, |γ−1

i |)), è òàê äàëåå, òî âñå äóãè äàííîé ñòîðîíû
áóäóò îáîéäåíû.

Ìíîæåñòâî R2 \L ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è, â îáùåì ñëó÷àå íåñâÿçíûì.
Åñëè L - ïðÿìîóãîëüíûé ëàáèðèíò, òî ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè R2 \L
ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ñòîðîí. Åñëè ýòî ÷èñëî ðàâíî k, òî ëàáèðèíò íàçûâàþò
k-ñâÿçíûì.

Ïóñòü Aq0 = (A,Q, B, ϕ, ψ, q0) - èíèöèàëüíûé àâòîìàò. Aq0 áóäåì íàçûâàòü
äîïóñòèìûì äëÿ ëàáèðèíòîâ èç L(Ω, Σ), åñëè åãî âõîäíîé àëôàâèò ñîñòîèò
èç áóêâ a âèäà (ω, {σ1, .., σn}), ãäå ω ∈ Ω è {σ1, .., σn} ⊆ Σ, è âûõîäíîé
àëôàâèò åñòü Ω × (Σ ∪ {Λ}), Λ /∈ Σ, ïðè ýòîì âñåãäà 2(ψ(an, qn)) ∈
2(an) ∪ {Λ}.

Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äîïóñòèìûå äëÿ
òîãî èëè èíîãî êëàññà ëàáèðèíòîâ àâòîìàòû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êà÷åñòâå àëôàâèòîâ, êîòîðûìè ìîãóò áûòü íàãðóæåíû
âåðøèíû íåêîòîðîãî ëàáèðèíòà L, âçÿòû êîíå÷íûå îòðåçêè íàòóðàëüíîãî
ðÿäà: EM = {0, 1, . . . ,M−1}, ò.å. L ∈ L(EM , D). Ïóñòü KM = {1, 2, . . . , M−
1}, D∗ = {∅ 6= d ⊆ D}.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü ψi(at, qt) âìåñòî i(ψ(at, qt)),
i = 1, 2.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå Aq0 â Lv0 ïîíèìàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: â íà÷àëüíûé
ìîìåíò îòìåòêè âñåõ âåðøèí ëàáèðèíòà ðàâíû 0 (íå îêðàøåíû) è àâòîìàò,
íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè q0, ïîìåùàåòñÿ â íà÷àëüíóþ âåðøèíó v0. Åñëè â
íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t àâòîìàò íàõîäèòñÿ â âåðøèíå vt, òî âõîäíîé
áóêâîé at ÿâëÿåòñÿ ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç îòìåòêè âåðøèíû è ìíîæåñòâà
îòìåòîê äóã, âûõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû. Â ñëåäóþùèé ìîìåíò, åñëè
ψ2(at, qt) = Λ, àâòîìàò îñòàåòñÿ â âåðøèíå vt, èíà÷å ïåðåìåùàåòñÿ â
âåðøèíó 2(γ(vt, ψ2(at, qt))), çàìåíÿÿ ïðè ýòîì îòìåòêó âåðøèíû vt íà
ψ1(at, qt), è â ëþáîì ñëó÷àå ïåðåõîäÿ â ñîñòîÿíèå ϕ(at, qt).
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Àâòîìàòîì, îñòàâëÿþùèì ñëåä, áóäåì íàçûâàòü èíèöèàëüíûé àâòîìàò
Aq0 = (A,Q, B, ϕ, ψ, q0) òàêîé, ÷òî A = E2 × D∗, B = 1 × {D ∪ Λ}.
Òàêèì îáðàçîì, àâòîìàò Aq0 îêðàøèâàåò â "îòìåòêó 1"êàæäóþ âåðøèíó,
â êîòîðîé îí ïîáûâàë â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Áóäåì íàçûâàòü
îòìåòêó 1 ñëåäîì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ýòîãî àâòîìàòà.
Àâòîìàòîì ñ M êðàñêàìè áóäåì íàçûâàòü èíèöèàëüíûé àâòîìàò Ãq0 =

(A,Q, B, ϕ, ψ, q0) òàêîé, ÷òî A = EM+1 × D∗, B = KM+1 × {D ∪ Λ},
ïðè÷åì âûïîëíåíû óñëîâèÿ: µn ≤ µn+1 ≤ M ∀n ∈ N, ψ2(an, qn) ∈ 2(an),
µn - íîìåð êðàñêè â ìîìåíò âðåìåíè n, µ0 = 1, µn+1=µn + ψ1(an, qn).
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòà Ãq0 , µn ≤ M ∀n ∈ N (íîìåð êðàñêè íå
óáûâàåò è íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíîãî íîìåðà êðàñêè èç ìíîæåñòâà
KM). Ãq0 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ëàáèðèíòîâ èç êëàññà L(EM+1, D).
Êëàññ òàêèõ àâòîìàòîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÃM .

Êëàññ àâòîìàòîâ, îñòàâëÿþùèõ ñëåä, òàêèì îáðàçîì, áóäåò ñîâïàäàòü
ñ Ã1.

Ïîâåäåíèåì Aq0 â Lv0 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð π = πi(Aq0 , Lv0),
πi(Aq0 , Lv0) = (qi, vi), i ∈ N0. Åñëè äëÿ v ∈ V (L) ∃n ∈ N0 : v =

2(πn(Aq0 , Lv0)), òî ãîâîðèì, ÷òî Aq0 îáõîäèò âåðøèíó v.
Îáîçíà÷èì Int(Aq0 , Lv0) - ìíîæåñòâî âåðøèí ëàáèðèíòà, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ

àâòîìàòîì. Åñëè Int(Aq0 , Lv0) = V (L), òî ãîâîðèì, ÷òî Aq0 îáõîäèò ëàáèðèíò
Lv0 , åñëè Aq0 îáõîäèò ëàáèðèíò Lv∀v ∈ V (L), òî ãîâîðèì, ÷òî Aq0 ñèëüíî
îáõîäèò ëàáèðèíò L.

Ïóñòü Lk - êëàññ k-ñâÿçíûõ ëàáèðèíòîâ, äëÿ êîòîðûõ äîïóñòèìû
àâòîìàòû èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Òåîðåìà 1 ∀k ∈ N ∃Ãq0 ∈ ÃM : ∀L ∈ Lk, M = M(k), Ãq0 ñèëüíî
îáõîäèò L, ïðè÷åì M ≤ 198k.

3 Îáõîä ëàáèðèíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî
àëãîðèòìà îáõîäà

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì A îáõîäà ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè
ëàáèðèíòàìè. Ó òàêèõ ãðàôîâ 1 ≤ deg(v) ≤ 4 ∀v ∈ V (L). Ïóñòü ëàáèðèíò
L - k-ñâÿçíûé (ñëåäîâàòåëüíî, L èìååò k ñòîðîí), ni - ÷èñëî äóã â ñòîðîíå
Hi. Ïóñòü nmax = max{ni}.

Àëãîðèòì A ðàáîòàåò â äèñêðåòíîì âðåìåíè è, ïðîñìàòðèâàÿ âåðøèíó
vt â ìîìåíò âðåìåíè t, ôîðìèðóåò äâå òàáëèöû: îñíîâíóþ W (L) ðàçìåðà
nmax × k è âñïîìîãàòåëüíóþ Z(L) ðàçìåðà 2× (k − 1).
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1) èíèöèàëèçàöèÿ: v0 - íà÷àëüíàÿ âåðøèíà, |γ0| - íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå
(ãäå γ0 = min(Γv0)). Äóãà γ0 ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ñòîðîíå, êîòîðóþ
ìû íàçîâåì ïåðâîé. Çàïèñûâàåì â ïåðâóþ ñòðîêó ïåðâûì ýëåìåíòîì
âåðøèíó v0, ïåðåõîäèì ê ï.2.

Îáîçíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 1): ïóñòü â âåðøèíó v ìû ïðèøëè èç âåðøèíû
u. Îáîçíà÷èì íàïðàâëåíèÿ, à òàêæå âåðøèíû, â êîòîðûå èç v âåäóò äóãè
â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ, êàê C−1(v) = |(v, u)|, Ci(v) = ηi(v, |(v, u)|), i =
1, 2, . . . , deg(v).

s¾

6

-

?

6

C1(vn, rn−1)

C2(vn, rn−1)

C3(vn, rn−1)

C−1(vn, rn−1)

rn−1

vn

Ðèñ. 1.
Ïóñòü ñîâåðøàåòñÿ îáõîä i-é ñòîðîíû, òåêóùóþ âåðøèíó áóäåì îáîçíà÷àòü

vt.
2) 1-îáõîä: ñîâåðøàåì îáõîä ñòîðîíû ïî ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè, ò.å.,

ïîêà îáõîä íå çàêîí÷åí, ïåðåõîäèì îò âåðøèíû vt ê âåðøèíå vt+1 =
C1(vt), âåðøèíó vt+1 çàïèñûâàåì î÷åðåäíûì ýëåìåíòîì â i-þ ñòðîêó,
ñíîâà âûïîëíÿåì ï.2. Îáõîä ñòîðîíû áóäåò çàâåðøåí, åñëè vt = wi0 è
C1(vt) = wi1 , â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê ï.3.
Çàìå÷àíèå. Â i-é ñòðîêå ê ýòîìó ìîìåíòó çàïèñàíû âñå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå
i-é ñòîðîíå.

3) 2-îáõîä: äâèãàåìñÿ ïî âåðøèíàì i-é ñòîðîíû â ïîðÿäêå èõ çàïèñè
â òàáëèöó W . Äëÿ âåðøèí ñòåïåíè áîëüøå äâóõ ïðîâåðÿåì ïî ïîðÿäêó
âåðøèíû C2(vt) è C3(vt), çàïèñàíû îíè â òàáëèöó W èëè íåò.

3.1) Ïóñòü ïðîâåðÿåì j-é ýëåìåíò i-é ñòðîêè è îäíà èç âåðøèí C2(vt),
C3(vt), íàïðèìåð C2(vt), îòñóòñòâóåò â òàáëèöå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C2(vt)
íàõîäèòñÿ íà íîâîé ñòîðîíå, îòëè÷íîé îò âñåõ ñòîðîí, çàïèñàííûõ â
òàáëèöó W ðàíåå. Ïóñòü íà ýòîò ìîìåíò â òàáëèöó çàïèñàíû m ñòðîê,
òîãäà íîâóþ ñòîðîíó íàçîâåì (m+1)-é, çàïèøåì â m-þ ñòðîêó âñïîìîãàòåëüíîé
òàáëèöû Z äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà: íîìåð ñòðîêè i (ò.å. íîìåð ñòîðîíû) è
íîìåð ýëåìåíòà ñòðîêè j, â êîòîðûõ áûëà îáíàðóæåíà íîâàÿ íå îáîéäåííàÿ
âåðøèíà. Îáíàðóæåííàÿ âåðøèíà îáúÿâëÿåòñÿ ïåðâîé âåðøèíîé (m+1)-
é ñòîðîíû, çàïèñûâàåòñÿ ïåðâûì ýëåìåíòîì â íîâóþ, (m + 1)-þ ñòðîêó
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òàáëèöû W . Íàïðàâëåíèå |(wij, C2(wij))| ñ÷èòàåì íà÷àëüíûì äëÿ (m+1)-
é ñòîðîíû. Áóäåì ãîâîðèòü ïðè ýòîì, ÷òî èç j-é âåðøèíû i-é ñòîðîíû
ïðîèçîøëî óãëóáëåíèå â (m + 1)-þ ñòîðîíó.

3.2) Åñëè ïðè ïðîâåðêå wij âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà {C2(wij), . . . , C
n(wij)},

n = deg(wij) çàïèñàíû â òàáëèöó è âåðøèíà wij íå ïîñëåäíÿÿ â i-é ñòðîêå
(ò.å. j < ni), ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå ñòðîêè è âûïîëíÿåì ï.3.
Åñëè âåðøèíà wj - ïîñëåäíÿÿ, è âåðøèíû {C2(wij), . . . , C

n(wij)} çàïèñàíû
â òàáëèöó, òî 2-îáõîä i-é ñòîðîíû çàêîí÷åí. Åñëè i 6= 1, òî â (i − 1)-é
ñòðîêå âñïîìîãàòåëüíîé òàáëèöû çàïèñàíû íîìåð ñòðîêè è âåðøèíû ýòîé
ñòðîêè, èç êîòîðûõ ïðîèçîøëî óãëóáëåíèå â i-þ ñòîðîíó. 1 Ïåðåõîäèì ê
ïðîäîëæåíèþ 2-îáõîäà h-é ñòîðîíû, h = zi−1,1, ò.å. ê ï.3, íà÷èíàÿ ñ g-ãî
ýëåìåíòà, g = zi−1,2. Ïðè ýòîì ãîâîðèì, ÷òî ïðîèçîøëî âîçâðàùåíèå èç
i-é ñòîðîíû â h-þ.

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà çàâåðøàåòñÿ 2-îáõîä ïåðâîé ñòîðîíû.
Ïðèìåð ãðàôà L ñ çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè è ìàòðèö W (L) è

Z(L), ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà A, ïîêàçàí íà ðèñ. 2
è 3, çäåñü íà÷àëüíàÿ âåðøèíà - 1, íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå |(1, 2)|.

Ðèñ. 2.

Ðèñ. 3.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì îáõîäèò âåðøèíó v ëàáèðèíòà, åñëè
îíà çàíîñèòñÿ â òàáëèöó. Àëãîðèòì îáõîäèò ëàáèðèíò, åñëè îí îáõîäèò
âñå åãî âåðøèíû.

198



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé îá àëãîðèòìå A ðàññìîòðèì
âñïîìîãàòåëüíûé ãðàô R(L), êîòîðûé áóäåì ñòðîèòü ïî õîäó âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà.

Âåðøèíû ãðàôà R ñîîòâåòñòâóþò ñòîðîíàì ëàáèðèíòà L, à èç âåðøèíû
r1 â âåðøèíó r2 âåäåò äóãà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èç ñòîðîíû
r1 ïðîèñõîäèò óãëóáëåíèå â ñòîðîíó r2, ïðè÷åì äóãè, âûõîäÿùèå èç îäíîé
âåðøèíû, óïîðÿäî÷åíû ïî âðåìåíè óãëóáëåíèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå öèêëà â ãðàôå R íåâîçìîæíî, òàê êàê åñëè èç âåðøèíû
r1 íà íåêîòîðîì øàãå âûõîäèò äóãà, òî ñòîðîíà r1 ëàáèðèíòà óæå ïîëíîñòüþ
1-îáîéäåíà, ñëåäîâàòåëüíî, âñå åå âåðøèíû çàïèñàíû â òàáëèöó W è
óãëóáëåíèÿ â r1-þ ñòîðîíó íå ïðîèñõîäèò. Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó
÷èñëî âåðøèí R êîíå÷íî, R ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ïåðâàÿ ñòîðîíà, ïðè óãëóáëåíèè àëãîðèòì ïåðåõîäèò â âåðøèíó-ïîòîìîê,
ïðè âîçâðàùåíèè - â âåðøèíó-ðîäèòåëü. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò îáõîä äåðåâà R â ãëóáèíó, ñëåäîâàòåëüíî, èç êàæäîé
âåðøèíû R, íå ÿâëÿþùåéñÿ êîðíåì ïðîèçîéäåò âîçâðàùåíèå, çíà÷èò,
áóäåò çàêîí÷åí åå 2-îáõîä (ïðèìåð R-äåðåâà äëÿ ðàññìîòðåííîãî ãðàôà
ïîêàçàí íà ðèñ. 4).

Ðèñ. 4.

Íî ïîñëå òîãî, êàê áóäóò 2-îáîéäåíû âñå âåðøèíû, â êîòîðûå âåäóò
äóãè, âûõîäÿùèå èç êîðíÿ, áóäåò çàêîí÷åí è 2-îáõîä êîðíåâîé âåðøèíû,
òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 1 Åñëè áûë íà÷àò 2-îáõîä íåêîòîðîé ñòîðîíû, òî îí
áóäåò çàêîí÷åí çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Íàçîâåì
ìîìåíòîì âðåìåíè T = T(L) ìîìåíò, êîãäà çàêàí÷èâàåòñÿ 2-îáõîä ïåðâîé
ñòîðîíû. Áóäåì èíîãäà óïîòðåáëÿòü äëÿ âåðøèí ëàáèðèíòà òåðìèí "îêðàøåíà"âìåñòî
òåðìèíà "îáîéäåíà ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåëåííûõ âûøå àâòîìàòîâ ñ êðàñêàìè
ýòè ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò. Íà ìîìåíò T ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 2 Åñëè âåðøèíà v ∈ V (L) 1-îáîéäåíà, òî îíà è 2-îáîéäåíà
(Î÷åâèäíî èç àëãîðèòìà).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âåðøèíà îêðàøåíà, òî îíà áûëà 2-îáîéäåíà â
íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè.

Óòâåðæäåíèå 3 Íå ∃(u, v) ∈ Γ(L) : (|u| 6= 0) ∧ (|v| = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òàêàÿ äóãà ñóùåñòâóåò. Òîãäà, ïî Óòâåðæäåíèþ
2, ïðîèñõîäèë 2-îáõîä âåðøèíû u. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû
u íå ìåíåå òðåõ, èíà÷å âåðøèíà v áûëà áû îáîéäåíà êàê ñîñåäíÿÿ äëÿ
âåðøèíû u óæå ïðè 1-îáõîäå u.

Ïóñòü deg(u) = 3, è ïðè âûïîëíåíèè 2-îáõîäà â âåðøèíó u ìû ïðèøëè
èç âåðøèíû C−1(u). Òîãäà âåðøèíû C−1(u) è C1(u) áûëè 1-îáîéäåíû,
ñëåäîâàòåëüíî, íåîêðàøåííîé ìîæåò áûòü òîëüêî âåðøèíà C2(u), íî åå
ìû â ýòîì ñëó÷àå îáíàðóæèì ñëåäóþùèì æå øàãîì 2-îáõîäà, óãëóáèìñÿ
â íåå è îêðàñèì. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñòåïåíü u ðàâíà ÷åòûðåì, äîêàçûâàåì,
÷òî v íå ìîæåò áûòü âåðøèíîé C2(u) è âåðøèíîé C3(u) ïðè îêðàøåííîé
C2(u). Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà è C2(u), è C3(u) íå îêðàøåíû.
Òîãäà ïðîèñõîäèò óãëóáëåíèå â ñòîðîíó, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò C2(u).
Ïóñòü íîìåð ýòîé ñòîðîíû ðàâåí m.

Åñëè C3(u) òàêæå ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå m, òî C3(u) áóäåò îáîéäåíà
ïðè 1-îáõîäå, åñëè íå ïðèíàäëåæèò, òî C3(u) ìîæåò îñòàòüñÿ íå îêðàøåííîé
òîëüêî äî ìîìåíòà 2-îáõîäà âåðøèíû C2(u), ñòîðîíû m. Â ýòîò ìîìåíò,
åñëè C3(u) îñòàëàñü íå îêðàøåííîé, àëãîðèòì ïðîèçâåäåò óãëóáëåíèå
â ñòîðîíó, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò C3(u), è îêðàñèò åå. Òàêèì îáðàçîì,
îêàçûâàþòñÿ îêðàøåííûìè âñå ñîñåäíèå âåðøèíû äëÿ u, è ìû ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Óòâåðæäåíèå 4 Àëãîðèòì îáõîäèò ëþáîé ëàáèðèíò çà âðåìÿ T.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî êðàéíåé ìåðå îäíó âåðøèíó (íà÷àëüíóþ) àëãîðèòì
îáõîäèò, |v0| 6= 0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò íå îáîéäåííàÿ ïðè t = T âåðøèíà w, |w| = 0.
Òîãäà, â ñèëó ñâÿçíîñòè ëàáèðèíòà, ñóùåñòâóåò ïóòü S ⊆ Γ, ñîåäèíÿþùèé
âåðøèíû v0 è w. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò äóãà (u, v) ∈ S : (|u| 6= 0)∧(|v| = 0),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò Óòâåðæäåíèþ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
Íàì íóæíî ïîñòðîèòü àâòîìàò ñ êðàñêàìè, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòì A,
áåç èñïîëüçîâàíèÿ òàáëèö W è Z, ñîâåðøàþùèé 1- è 2-îáõîäû, óãëóáëåíèå
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è âîçâðàùåíèå. Äëÿ ýòîé öåëè áóäåì ðàññòàâëÿòü â âåðøèíàõ ëàáèðèíòà
ìåòêè ò.å. êðàñêè, ïî êîòîðûì àâòîìàò áóäåò îïðåäåëÿòü, â êàêîé ñèòóàöèè
îí íàõîäèòñÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü ïîêà, ÷òî ÷èñëî êðàñîê ñêîëü óãîäíî âåëèêî.

Â íà÷àëå 1-îáõîäà ñòàâèòñÿ ìåòêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàïðàâëåíèþ
|(C−1(vt), vt)|, òî åñòü íàïðàâëåíèþ, â êîòîðîì ìû ïðèøëè â vt. Àâòîìàò
îïðåäåëÿåò, ÷òî 1-îáõîä çàêîí÷åí, åñëè îí ïîïàäàåò â âåðøèíó ñ ìåòêîé
íà÷àëà îáõîäà, è íàïðàâëåíèå |(C−1(vt), vt)| ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ,
çàêîäèðîâàííîìó ìåòêîé. Àíàëîãè÷íî àâòîìàò îïðåäåëÿåò îêîí÷àíèå 2-
îáõîäà.

Â òå÷åíèå 2-îáõîäà àëãîðèòì ïðîâåðÿåò, îáîéäåíû ëè âåðøèíû ìíîæåñòâà
{C2(vt), . . . , C

deg(vt)(vt)}, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì àâòîìàò, íàõîäÿñü â âåðøèíå
vt, ñîâåðøàåò "âûëàçêè"â âåðøèíû C2(vt), . . . , C

n(vt), âîçâðàùàÿñü, åñëè
âåðøèíà îêðàøåíà, è ñîâåðøàÿ óãëóáëåíèå, åñëè âåðøèíà íå îêðàøåíà.
Ïðè óãëóáëåíèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, íà÷èíàåòñÿ 1-îáõîä íîâîé
ñòîðîíû (ñ òîé âåðøèíû, êîòîðàÿ áûëà îáíàðóæåíà íåîêðàøåííîé ïðè
âûëàçêå), ïðè ýòîì íà÷àëüíûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåíèå
|(vt, C

1(vt))|.
Áóäåì ðàçëè÷àòü ñëó÷àè óãëóáëåíèÿ â âåðøèíû C2(vt) è C3(vt), ïîñêîëüêó

ïðè îêîí÷àíèè 2-îáõîäà (ïðè âîçâðàùåíèè â ïðåäûäóùóþ ñòîðîíó) íåîáõîäèìî
âåðíóòñÿ èìåííî ê òîìó íàïðàâëåíèþ 2-îáõîäà ïðåäøåñòâóþùåé ñòîðîíû,
â êîòîðîì îí ïðîèçâîäèëñÿ äî óãëóáëåíèÿ. Åñëè 2-îáõîä çàêîí÷åí â íàïðàâëåíèè
r ∈ D, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðíóòüñÿ èç C2-óãëóáëåíèÿ â ïðåäøåñòâóþùóþ
ñòîðîíó, ïåðåõîäèì â íåå â íàïðàâëåíèè η−1(r−1), â ñëó÷àå C3-óãëóáëåíèÿ
(êîòîðîå âîçìîæíî òîëüêî â âåðøèíå ñòåïåíè 4) - â íàïðàâëåíèè η−2(r−1).
Çàìå÷àíèå 1. Ìåòêà íà÷àëà 2-îáõîäà êàæäîé ñòîðîíû áóäåò "çàòèðàòü"ìåòêó
íà÷àëà 1-îáõîäà ýòîé ñòîðîíû è íàõîäèòüñÿ â òîé æå âåðøèíå.
Çàìå÷àíèå 2. Ìåòêè íà÷àë 2-îáõîäîâ ðàçíûõ ñòîðîí íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ
âåðøèíàõ è ïîýòîìó íå çàòèðàþò äðóã äðóãà (ïîñêîëüêó íîâóþ ìåòêó ìû
âñåãäà ñòàâèì â íåîêðàøåííóþ âåðøèíó). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà íåîáõîäèìî 9 òèïîâ êðàñîê:

ìåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå 4-ì íàïðàâëåíèÿì íà÷àëà îáõîäà â ñëó÷àå
C2-óãëóáëåíèÿ,

ìåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå 4-ì íàïðàâëåíèÿì íà÷àëà îáõîäà â ñëó÷àå
C3-óãëóáëåíèÿ,

îäèí òèï êðàñêè, çàêðàøèâàþùèé âñå îñòàëüíûå âåðøèíû, â êîòîðûõ
íå ñòîèò ìåòîê ("íåïîìå÷åííûå").

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ àâòîìàòà ñ êðàñêàìè, ïðè ïîïàäàíèè
íà íåêîòîðóþ âåðøèíó àâòîìàò çàêðàøèâàåò åå ñâîåé òåêóùåé êðàñêîé
(îáÿçàòåëüíî îñòàâëÿåò îòìåòêó). Ïîýòîìó, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíÿòü
èíôîðìàöèþ îá îòìåòêå íà÷àëà îáõîäà, áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
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Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî êðàñîê Km àâòîìàòà Ãq0 íà îòðåçêè äëèíû 9
è íå áóäåì ðàçëè÷àòü êðàñêè ìíîæåñòâà Km, íîìåðà êîòîðûõ ðàâíû ïî
ìîäóëþ 9. Íà êàæäîì îòðåçêå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ íóìåðàöèÿ,
òàêæå ïî ìîäóëþ 9:

1,2,3,4 - ìåòêè íà÷àë îáõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿì n,e,s,w,
ñëó÷àé C2-óãëóáëåíèÿ.

5,6,7,8 - ìåòêè íà÷àë îáõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿì n,e,s,w,
ñëó÷àé C3-óãëóáëåíèÿ.

0 - îñíîâíàÿ êðàñêà (íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 9).
Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîìàòà Ãq0 êàæäàÿ âåðøèíà ëàáèðèíòà

ëèáî íå îêðàøåíà, ëèáî â íåé ñòîèò îäíà èç 8-ìè ìåòîê, ëèáî îíà îêðàøåíà
îñíîâíîé êðàñêîé.

Òåïåðü, åñëè àâòîìàò ïîïàäàåò â âåðøèíó, îòìåòêà êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ
ïî ìîäóëþ 9 îò íîìåðà òåêóùåé êðàñêè, ïðè÷åì ýòó îòìåòêó íåîáõîäèìî
ñîõðàíèòü, àâòîìàò ïîäáèðàåò íàèìåíüøèé íîìåð n, ïðåâîñõîäÿùèé íîìåð
òåêóùåé êðàñêè, òàêîé, ÷òîáû n ñîâïàäàë ïî ìîäóëþ 9 ñ îòìåòêîé âåðøèíû,
è äâèãàåòñÿ äàëüøå. Òîãäà îòìåòêà âåðøèíû áóäåò íåñòè òó æå èíôîðìàöèþ,
÷òî è ðàíüøå. Åñëè ëàáèðèíò L - k-ñâÿçíûé, òî â åãî âåðøèíàõ àâòîìàòîì
Ãq0 ðàññòàâëÿåòñÿ íå áîëåå k ìåòîê, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàâíûì îáðàçîì
âåðøèíû îêðàøèâàþòñÿ îñíîâíîé êðàñêîé (ïîñêîëüêó âåðøèí ó ëàáèðèíòà
çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ñòîðîí). Ïîýòîìó òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà îñíîâíàÿ êðàñêà ÿâëÿåòñÿ òåêóùåé è ìåòêà îêðóæåíà âåðøèíàìè
íåîêðàøåííûìè èëè îêðàøåííûìè îñíîâíîé êðàñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ïîìå÷åííóþ âåðøèíó, îòìåòêó êîòîðîé íåîáõîäèìî
ñîõðàíèòü, àâòîìàò "çàòðà÷èâàåò"9 êðàñîê: åñëè îòìåòêà ðàâíà n(mod 9),
òî ê íîìåðó òåêóùåé êðàñêè ïðèáàâëÿåòñÿ n, àâòîìàò îêðàøèâàåò äàííóþ
âåðøèíó, ñîõðàíÿÿ îòìåòêó, çàòåì òðåáóåòñÿ åùå (9 − n) êðàñîê, ÷òîáû
òåêóùàÿ êðàñêà ñíîâà ñòàëà îñíîâíîé.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t è â êàæäîì ñîñòîÿíèè q ∈ Q(Ãq0), êðîìå
íà÷àëüíîãî, òðåáóåòñÿ çíàòü íàïðàâëåíèå |(C−1(vt), vt)|. Ïîýòîìó ñîñòîÿíèé
qi, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó øàãó àëãîðèòìà - ÷åòûðå, ïî îäíîìó íà
êàæäîå íàïðàâëåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì çàêîäèðóåì ñîñòîÿíèÿ êàê
〈qi, r〉, r ∈ D. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âõîäå Ãq0 èìååòñÿ òàêæå îñòàòîê îò
äåëåíèÿ òåêóùåãî öâåòà íà 9, òî åñòü àâòîìàò êàêèì-òî îáðàçîì çíàåò,
êàêîå ÷èñëî íóæíî ïðèáàâëÿòü ê òåêóùåìó íîìåðó êðàñêè, ÷òîáû ñîõðàíèòü
îòìåòêó ïîìå÷åííîé âåðøèíû. Ýòî ñäåëàíî äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ,
íî, â ïðèíöèïå, áåç ýòîé âõîäíîé èíôîðìàöèè ìîæíî áûëî áû îáîéòèñü,
õðàíÿ èíôîðìàöèþ î òåêóùåé êðàñêå â ñîñòîÿíèÿõ àâòîìàòà.

Ïóñòü ωn - îòìåòêà âåðøèíû vn; χ(n) = 1, χ(e) = 2, χ(s) = 3, χ(w) = 4.
µn+1 = µn + ψ1(an, qn) - íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ, ðàâíîå ïî ìîäóëþ 9
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óêàçàííîìó â òàáëèöå.
Çàäàåì àâòîìàò ôóíêöèÿìè ϕ è ψ (ñì. òàáëèöó 1).
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûé àâòîìàò ðåàëèçóåò àëãîðèòì A.
Îïðåäåëèì ìîìåíò âðåìåíè T êàê ìîìåíò, â êîòîðûé áóäåò 2-îáîéäåíà

àâòîìàòîì Ãq0 ïåðâàÿ ñòîðîíà ëàáèðèíòà L (ñîõðàíÿÿ òåðìèíîëîãèþ,
îòíîñÿùóþñÿ ê àëãîðèòìó A).
Çàìå÷àíèå. Ê ìîìåíòó âðåìåíè T ëàáèðèíò L, ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ
4, áóäåò îáîéäåí, è íàì íå âàæíî, êàê ïîâåäåò ñåáÿ àâòîìàò ïðè t > T .

Ëåììà 1 Åñëè ëàáèðèíò L - k-ñâÿçíûé, òî ê ìîìåíòó âðåìåíè T àâòîìàò
Ãq0 çàòðàòèò íå áîëåå 198k êðàñîê.

Äîêàçàòåëüñòâî.Êàæäîé ñòîðîíå ñîîòâåòñòâóåò îäíà ìåòêà íà÷àëà îáõîäà
ýòîé ñòîðîíû, òàêèì îáðàçîì, â âåðøèíàõ ëàáèðèíòà ñòàâèòñÿ íå áîëåå
k ìåòîê.

Ñîñòîÿíèå rn = ψ2(an, qn) µn+1 mod 9 ϕ(an, qn) Ïðèìå÷àíèå
〈q0〉 ïåðâîå èç Γv0 0 〈q1, r0〉 íà÷àëüíîå

〈q1, rn−1〉 1-îáõîä
(ωn 6= χ(rn−1))∧

(ωn 6= χ(rn−1) + 4) C1(vn, rn−1) ωn 〈q1, rn〉
èíà÷å Λ ωn 〈q2, rn−1〉

〈q2, rn−1〉 2-îáõîä
(ωn 6= χ(rn−1))∧

(ωn 6= χ(rn−1) + 4)
deg(vn) ≤ 2 C1(vn, rn−1) ωn 〈q2, rn〉
deg(vn) > 2 C2(vn, rn−1) ωn 〈q3, rn−1〉

ωn = χ(rn−1) C−1(vn, rn−1) 0 〈q7, η
−1(vn, rn−1)〉

ωn = χ(rn−1) + 4 C−1(vn, rn−1) 0 〈q7, η
−2(vn, rn−1)〉

〈q3, rn−1〉 âûëàçêà â
ωn = 0 C1(vn, rn−1) χ(rn−1) 〈q1, rn〉 C2-âåðøèíó
ωn 6= 0 C−1(vn, rn−1) ωn 〈q4, rn−1〉

〈q4, rn−1〉 âîçâðàò èç
deg(vn) = 3 C1(vn, rn−1) ωn 〈q2, rn〉 C3-âûëàçêè
deg(vn) = 4 C3(vn, rn−1) ωn 〈q5, rn〉
〈q5, rn−1〉 âûëàçêà â

ωn = 0 C1(vn, rn−1) χ(rn−1) + 4 〈q1, rn〉 C3-âåðøèíó
ωn 6= 0 C−1(vn, rn−1) ωn 〈q6, rn−1〉

〈q6, rn−1〉 C1(vn, rn−1) ωn ïåðåõîä ê
ñëåäóþùåé
âåðøèíå
ïðè 2-îáõîäå

〈q7, rn−1〉 C1(vn, rn−1) ωn 〈q2, rn−1〉 âîçâðàùåíèå ê
ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñòîðîíå

Òàáëèöà 1.
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Ïóñòü v - îäíà èç ïîìå÷åííûõ âåðøèí. Ïðè t ≤ T Ãq0 ìîæåò ïîáûâàòü
â ýòîé âåðøèíå ñàìîå áîëüøîå:

3 ðàçà ïðè 1-îáõîäàõ ñòîðîí,
12 ðàç ïðè 2-îáõîäàõ ñòîðîí, êîòîðûì v ïðèíàäëåæèò (åñëè ñòåïåíü

v ðàâíà 4),
7 ðàç ïðè 2-îáõîäàõ âåðøèí, ñîñåäíèõ ñ v (åñëè âñå ýòè âåðøèíû

ñòåïåíè 4). ×åòâåðòîå ïîïàäàíèå ïðè 1-îáõîäå íàìè íå ó÷òåíî, òàê êàê
ïðè ýòîì ñðàçó íà÷èíàåòñÿ 2-îáõîä è ýòî ïîïàäàíèå ïî ñóòè ñîâïàäàåò ñ
ïåðâûì äëÿ 2-îáõîäà, êîòîðîå ìû è ó÷èòûâàåì. Òàêèì îáðàçîì, íà ìåòêó
óõîäèò íå áîëåå (3+12+7)×9 = 198 êðàñîê, âñåãî íà ëàáèðèíò - íå áîëåå
198k êðàñîê.

Ñëåäñòâèå 1 (Òåîðåìà 1) ∀k ∈ N ∃Ãq0 ∈ ÃM : ∀L ∈ Lk, M = M(k), Ãq0

ñèëüíî îáõîäèò L, ïðè÷åì M ≤ 198k.

Çàìå÷àíèå. Êîëè÷åñòâî êðàñîê, çàòðà÷åííûõ íà äàííóþ âåðøèíó, çàâèñèò
îò åå ðàñïîëîæåíèÿ, ñòåïåíè è ñòåïåíåé åå ñîñåäåé, íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
êðàñîê äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà ðàâíî 198. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñàìîì
ëó÷øåì ñëó÷àå íà ïîìå÷åííóþ âåðøèíó çàòðà÷èâàåòñÿ íå ìåíåå äâóõ
êðàñîê, òàê ÷òî 2k ≤ M ≤ 198k.

4 Äîïîëíåíèå
Íàçîâåì äâóñâÿçíûì ëàáèðèíò, ó êîòîðîãî ÷èñëî ñòîðîí k ðàâíî äâóì
(ñì. ðèñ. 5).

Ðèñ. 5.

Ïðåäëîæåíèå 1 Â ñëó÷àå k = 2 ∃Aq0 ∈ Ã1 òàêîé, ÷òî ∀L ∈ L2 Aq0

ñèëüíî îáõîäèò L.
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Àâòîìàò ñ îäíîé êðàñêîé îáÿçàòåëüíî îêðàøèâàåò âåðøèíó, èç êîòîðîé
âûõîäèò (â êðàñêó 1), òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà ëàáèðèíòà ëèáî
îêðàøåíà â 0 (ïðè ýòîì àâòîìàò â íåé íå áûë, âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü
íåîêðàøåííîé), ëèáî îêðàøåíà â 1 (áóäåì íàçûâàòü åå ïðîñòî îêðàøåííîé).

Ïóñòü H1 - îäíà ñòîðîíà äâóñâÿçíîãî ëàáèðèíòà L, H2 - åãî âòîðàÿ
ñòîðîíà.

Ïóñòü Vi = {v ∈ V (L)|∃γ ∈ Hi : 1(γ) = v}, i = 1, 2 - ìíîæåñòâî âåðøèí
ñòîðîíû.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí, îáùèõ äëÿ îáåèõ ñòîðîí Vc = V1 ∩ V2

íàçîâåì öèêëîì ëàáèðèíòà L, à ìíîæåñòâî V 0
i = Vi \ Vc, i = 1, 2 -

âíóòðåííèìè òî÷êàìè ñòîðîíû Hi.
Åñëè ìíîæåñòâî V 0

i íåñâÿçíî, òî, î÷åâèäíî, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè V 0

i , êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü îòðîñòêàìè, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
Êîðíåì îòðîñòêà íàçîâåì âåðøèíó öèêëà, ñîñåäíþþ ñ äàííûì îòðîñòêîì.

Ïóñòü â âåðøèíó u ìû ïðèøëè èç v.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 6): L(u) = C1(u), R(u) = Cdeg(u)−1(u),

B(u) = C−1(u) = v, LL(u) = L(L(u)), RR(u) = R(R(u)).

s¾s¾s

6
s

-s -s

?s

6

LL(u) L(u) R(u) RR(u)

B(u)

u

Ðèñ. 6.
Ïóñòü v0 - íà÷àëüíàÿ âåðøèíà, r ∈ D - íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå, ò.å. òî

íàïðàâëåíèå, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä â ñîñåäíþþ ñ íà÷àëüíîé
âåðøèíó. Ñòîðîíó, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äóãà γ(v0, r), íàçîâåì ïåðâîé,
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî H1. Îñòàâøóþñÿ ñòîðîíó
íàçîâåì âòîðîé. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îòðîñòêó,
íàçîâåì åãî ïåðâûì.

Ñèòóàöèåé 1 → 2 â âåðøèíå u íàçîâåì ïîëîæåíèå, êîãäà |u| = 1,
|L(u)| = 1, |R(u)| = 0.

uu e
6

L(u) R(u)u

Ðèñ. 7.
Ñèòóàöèåé 2 → 3 - ïîëîæåíèå, êîãäà |u| = 1, |L(u)| = 1, |LL(u)| = 1,

|R(u)| = 0 èëè êîãäà |u| = 1, |L(u)| = 1, |LL(u)| = 1, |R(u)| = 1, |RR(u)| =
0.
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6LL(u) L(u) R(u)u

èëè uuu u e
6LL(u) L(u) R(u) RR(u)u

Ðèñ. 8.
Ðàññìîòðèì àëãîðèòì A′ îáõîäà äâóñâÿçíîãî ëàáèðèíòà L:
1) 1-é ýòàï îáõîäà ïåðâîé ñòîðîíû: åñëè ñèòóàöèÿ 1 → 2, òî ïåðåõîä

â âåðøèíó L(u) è êî 2-ìó ýòàïó. Èíà÷å, îáõîä ïî ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè.
2) 2-é ýòàï: åñëè ñèòóàöèÿ 2 → 3, òî ïåðåõîä â íåîêðàøåííóþ â

ñèòóàöèè 2 → 3 âåðøèíó è ê 3-ìó ýòàïó. Èíà÷å, îáõîä ïî ïðàâèëó ïðàâîé
ðóêè.

3) 3-é ýòàï: îáõîä âòîðîé ñòîðîíû ïî ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè.

Óòâåðæäåíèå 5 Ñèòóàöèè 1 → 2 íà 1-ì ýòàïå è 2 → 3 íà 2-ì ýòàïå
íå ìîãóò ïðîèçîéòè â âåðøèíå îòðîñòêà.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü íà 1-ì ýòàïå àëãîðèòìà ñèòóàöèÿ 1 → 2 ïðîèçîøëà
â íåêîòîðîé âåðøèíå u îòðîñòêà, ò.å. n � ìîìåíò âðåìåíè, |u| = 1, |L(u)| =
1, |R(u)| = 0, vn = u, vn−1 = B(u). Ïóñòü L(u) = uL, R(u) = uR, B(u) = uB

- ôèêñèðîâàííûå âåðøèíû ëàáèðèíòà.
u ∈ V 0

i ⇒ {(u, L(u)), (L(u), u), (u,R(u)), (B(u), u)} ⊆ H1. Ïîñêîëüêó
îêðàøåíû âåðøèíû u è uL, òî ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè k < n òàêîé,
÷òî ëèáî àëãîðèòì ïåðåøåë îò âåðøèíû uL ê âåðøèíå u, ëèáî íàîáîðîò.
È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó â ìîìåíò âðåìåíè n− 1 àëãîðèòì
íàõîäèëñÿ â âåðøèíå uB, ñóùåñòâóåò ìîìåíò m, k < m < n, â êîòîðûé
àëãîðèòì ïåðåøåë èç u â uB. Íî òàê êàê íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò
îáõîä ïî ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè, òî â ìîìåíò âðåìåíè m − 1 àëãîðèòì
ïåðåøåë èç uR â u, ñëåäîâàòåëüíî, uR îêðàøåíà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà íå ìîæåò
ïðîèçîéòè ñèòóàöèÿ 2 → 3.

Óòâåðæäåíèå 6 1) Íà 1-ì ýòàïå ïðîèñõîäèò îáõîä âñåé ïåðâîé ñòîðîíû,
çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîé ÷àñòè ïåðâîãî îòðîñòêà. 1-é
ýòàï çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà:

1. Îêðàøåí âåñü öèêë.
2. Îêðàøåíà îäíà âåðøèíà îòðîñòêà âòîðîé ñòîðîíû, ñîñåäíÿÿ ñ

êîðíåì ýòîãî îòðîñòêà.
2) Íà 2-ì ýòàïå çàêàí÷èâàåòñÿ îáõîä ïåðâîé ñòîðîíû, 2-é ýòàï

çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íàéäåí îòðîñòîê âòîðîé ñòîðîíû, ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà âåðøèíà êîòîðîãî íå îêðàøåíà.

3) Íà 3-ì ýòàïå îáõîäèì âòîðóþ ñòîðîíó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç Óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî ñèòóàöèÿ 1 → 2
ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî íà öèêëå ëàáèðèíòà. Ïóñòü öèêë íå îêðàøåí
ïîëíîñòüþ è ìû îáõîäèì âåðøèíó v öèêëà.

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
1. v îáõîäèòñÿ âïåðâûå
2. v ÿâëÿåòñÿ êîðíåì îòðîñòêà, êîòîðûé òîãäà äîëæåí îáõîäèòüñÿ

âïåðâûå, ïðè ýòîì
2.1. âåðøèíà C1(v) ïðèíàäëåæèò öèêëó, òîãäà îíà íå îáîéäåíà.
2.2. âåðøèíà C1(v) ïðèíàäëåæèò âòîðîìó îòðîñòêó, êîðíåì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ v, òîãäà C1(v) íå áûëà åùå îáîéäåíà.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñèòóàöèÿ 1 → 2 íåâîçìîæíà ïî îïðåäåëåíèþ.
Òàêèì îáðàçîì, íà ýòàïå 1 ïðîèçâîäèòñÿ îáõîä öèêëà è âñåõ îòðîñòêîâ,

çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü ÷àñòè ïåðâîãî îòðîñòêà, ïðè÷åì ýòî ïðîèçîéäåò
òîëüêî åñëè êîðåíü ïåðâîãî îòðîñòêà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êîðíåì íåêîòîðîãî
îòðîñòêà âòîðîé ñòîðîíû. Òó âåðøèíó, ïðèíàäëåæàùóþ îòðîñòêó âòîðîé
ñòîðîíû, êîòîðàÿ áûëà íå îêðàøåíà ïðè ñèòóàöèè 1 → 2, îáîçíà÷èì v∗.
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Ñîñòîÿíèå rn = ψ2(an, qn) ϕ(an, qn) Ïðèìå÷àíèå
〈q0〉 L 〈q,rn〉 íà÷àëüíîå

〈q1, rn−1〉 1-é ýòàï
ωn = 0 L 〈q1, rn〉
ωn = 1 L 〈q2, rn〉

〈q2, rn−1〉
ωn = 0 L 〈q1, rn〉
ωn = 1 B 〈q3, rn〉

〈q3, rn−1〉 R2 〈q4, rn〉
〈q4, rn−1〉

ωn = 0 B 〈q5, rn〉
ωn = 1 B 〈q6, rn〉

〈q5, rn−1〉 L2 〈q1, rn〉
〈q6, rn−1〉 L2 〈q7, rn〉
〈q7, rn−1〉 2-é ýòàï

ωn = 0 L 〈q7, rn〉
ωn = 1 L 〈q8, rn〉

〈q8, rn−1〉
ωn = 0 L 〈q7, rn〉
ωn = 1 L 〈q9, rn〉

〈q9, rn−1〉
ωn = 0 L 〈q7, rn〉
ωn = 1 B 〈q10, rn〉

〈q10, rn−1〉 R 〈q11, rn〉
〈q11, rn−1〉 R2 〈q12, rn〉
〈q12, rn−1〉

ωn = 0 L 〈q16, rn〉
ωn = 1 R 〈q13, rn〉

〈q13, rn−1〉
ωn = 0 L 〈q16, rn〉
ωn = 1 B 〈q14, rn〉

〈q14, rn−1〉 L 〈q15, rn〉
〈q15, rn−1〉 L2 〈q7, rn〉
〈q16, rn−1〉 L 〈q16, rn〉 3-é ýòàï

Òàáëèöà 2.
2) Êàê áûëî ñêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ï.1), ïåðâûé îòðîñòîê íå îáõîäèòñÿ
ïîëíîñòüþ íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà, òîëüêî åñëè âåðøèíà v∗ - ñîñåäíÿÿ
ñ êîðíåì ïåðâîãî îòðîñòêà, à çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå ìû ïåðåõîäèì ê
âûïîëíåíèþ ýòàïà 2 â êîðíå ïåðâîãî îòðîñòêà. Èç àëãîðèòìà ñëåäóåò,
÷òî ñëåäóþùèì øàãîì ìû ïåðåõîäèì â ïåðâûé îòðîñòîê, ñëåäîâàòåëüíî,
îí áóäåò îáîéäåí äî âîçíèêíîâåíèÿ ñèòóàöèè 2 → 3.

3) Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûì äëÿ ýòàïà 3 ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå èç öèêëà
âíóòðü îòðîñòêà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó íàïðàâëåíèþ äóãà ïðèíàäëåæèò
âòîðîé ñòîðîíå. Ïîýòîìó îáõîä ïî ïðàâèëó ïðàâîé ðóêè áóäåò îáõîäîì
èìåííî âòîðîé ñòîðîíû.
Óòâåðæäåíèå 7 Àëãîðèòì A′ ñèëüíî îáõîäèò ëþáîé äâóñâÿçíûé ëàáèðèíò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè àëãîðèòì íå ïåðåéäåò êî âòîðîìó ýòàïó, òî V 0
2

ïóñòî, òåì ñàìûì, ëàáèðèíò áóäåò îáîéäåí íà ïåðâîì ýòàïå. Åñëè àëãîðèòì
ïåðåéäåò êî âòîðîìó, íî íå ïåðåéäåò ê òðåòüåìó ýòàïó, òî V 0

2 ñîñòîèò èç
îäíîé âåðøèíû v∗, êîòîðàÿ áûëà îêðàøåíà âî âðåìÿ ñèòóàöèè 1 → 2, è
ëàáèðèíò òàêæå áóäåò îáîéäåí. Íàêîíåö, åñëè ïåðåõîä ê òðåòüåìó ýòàïó
îñóùåñòâèëñÿ, òî î÷åâèäíî, ëàáèðèíò áóäåò îáîéäåí.

Ïîñòðîåíèå àâòîìàòà ñ îäíîé êðàñêîé. Áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåíèÿìè
L, L2, R, R2, B íàïðàâëåíèÿ C1(vn), C2(vn), Cdeg(vn)−1(vn), Cdeg(vn)−2(vn),
C−1(vn). Â òàáëèöå 2 çàäàíû ôóíêöèè ϕ è ψ àâòîìàòà, ωn - îòìåòêà
òåêóùåé (íà ìîìåíò n) âåðøèíû.
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