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ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

À.Í. Íàçàðîâ, Ä.À. Êàðàíäååâ

1 Î ìåòîäå ñòîõàñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè
Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè. Ýòîò
ìåòîä áûë îïèñàí â [1]-[3]. Îí øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ [4]. Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäîâàòü ìåòîäó ñòîõàñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíîãî íåïðåðûâíîãî ïîëèãîíà. Îòäåëüíûé ðàçäåë
ñòàòüè ïîñâÿùåí ñðàâíåíèþ íîâîé îöåíêè ñ íåñêîëüêèìè íàèáîëåå ÷àñòî
óïîòðåáëÿåìûìè íà ïðàêòèêå ïàðçåíîâñêèìè îöåíêàìè. Òàì æå ïðîèçâîäèòñÿ
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ âàðèàíòîâ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé
ðåãóëÿðèçàöèè (c èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïîëèãîíîâ) äëÿ îöåíèâàíèÿ
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì.

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x) - ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

z∫

−∞

p(x)dx = F (z), (1)

ãäå F (z) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè Õåâèñàéäà θ(t):

+∞∫

−∞

θ(z − x)p(x)dx = F (z), (2)

ãäå θ(t) =

{
0, t < 0,
1, t ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ p(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Çàäà÷à ðåøåíèÿ òàêîãî
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, òàê êàê åãî ðåøåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïðàâîé ÷àñòè



[5]. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè
ïî Òèõîíîâó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà x1, x2, . . . , xn èç
íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Áóäåì èñêàòü îöåíêó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
â âèäå ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ:

Af = F, (3)

ãäå A îïåðàòîð, îñóùåñòâëÿþùèé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ýëåìåíòîâ
f(x) ìíîæåñòâà Φ1 ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E1 â ýëåìåíòû F (x) ìíîæåñòâà
Φ2 ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E2 â ñèòóàöèè, êîãäà âìåñòî ïðàâîé ÷àñòè
F (x) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Fn(x), n = 1, 2, . . . ,
òàêàÿ, ÷òî:

ρE2(F, Fn)
P−→ 0, ïðè n →∞.

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (3) ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó.
Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Fn(x) ñòðîèòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x), ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë

R(f, Fn) = ρ2
E2

(Af, Fn) + αnΩ(f), (4)

ãäå Ω(f) - ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë, à êîíñòàíòû ðåãóëÿðèçàöèè
αn → 0 ïðè n → 0.

Äëÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà Ω(f), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì
òðåì óñëîâèÿì:
1) òî÷íîå ðåøåíèå f0 óðàâíåíèÿ (3) ïðèíàäëåæèò D(Ω(f)) - îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà Ω(f),
2) ôóíêöèîíàë Ω(f) ïðèíèìàåò íà D(Ω(f)) òîëüêî âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ,
3) âñå ìíîæåñòâà MC = {f : Ω(f) ≤ C}, C ≥ 0 ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòàìè

â ìåòðèêå ρE2(f1, f2),

äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû [6].

Òåîðåìà 1 Åñëè äëÿ êàæäîãî n âûáèðàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå αn, òàêîå,
÷òî αn → 0 ïðè n → 0, òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ µ è ν íàéäåòñÿ
òàêîé íîìåð N = N(µ, ν), ÷òî ïðè âñåõ n > N ýëåìåíòû fn, ìèíèìèçèðóþùèå
ôóíêöèîíàë (4), óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó:

P{ρE1(fn, f0) > ν} ≤ P{ρ2
E2

(F, Fn) > µαn},

ãäå f0(x) - òî÷íîå ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
F .
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Òåîðåìà 2 Ïóñòü E1 - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω(f) = ||f ||2 è âûïîëíåíû
îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé
íîìåð N = N(ε), ÷òî ïðè n > N(ε):

P
{‖fn − f0‖2 > ε

}
< 2 P

{
ρ2

E2
(Fn, F ) >

ε

2
αn

}
.

Èòàê, ýòè äâå òåîðåìû ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ íàñòðîéêè
ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó (2) ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó [3].
Ïðîáëåìà âûáîðà ïàðàìåòðîâ íàñòðîéêè àëãîðèòìà - ýòî îòäåëüíàÿ çàäà÷à,
êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â [7].

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé èç êëàññà L2(−π, π), èç êëàññà ôóíêöèé, k-ÿ ïðîèçâîäíàÿ
êîòîðûõ èíòåãðèðóåìà ñ êâàäðàòîì íà (a, b), è äðóãèõ êëàññîâ. Â ñëó÷àå,
êîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(x) ∈ L2(−∞,∞), áûëà
ïîëó÷åíà îöåíêà Ðîçåíáëàòòà-Ïàðçåíà, êîòîðàÿ ñòðîèëàñü êàê ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2) ñ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â
ïðàâîé ÷àñòè [4]. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ îöåíêè f(x) ∈
L2(−∞,∞), êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2) - ýòî íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ
îöåíêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå
êîíå÷íîãî îáúåìà.

2 Ïðîöåäóðà ñèíòåçà îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
L2(−∞,∞)

Ïóñòü èñêîìàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x) ∈ L2(−∞,∞).
Áóäåì èñêàòü p(x) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùåãî
ôóíêöèîíàëà âîçüìåì:

Ω(f)

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

−∞

g(x− t)f(t)dt

∥∥∥∥∥∥

2

L2

, (5)

ãäå g(x− t) - èíòåãðèðóåìàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèÿ.
Ïóñòü

Fn(x) =

x∫

−∞

fn(t)dt.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè, ðåøåíèå (1) ìîæåò áûòü íàéäåíî
ïóòåì ìèíèìèçàöèè â L2 ôóíêöèîíàëà (4), êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå
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èìååò âèä:

Rn,α =

∥∥∥∥∥∥

x∫

−∞

f(t)dt−
x∫

−∞

fn(t)dt

∥∥∥∥∥∥

2

L2

+ αn

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

−∞

g(x− t)f(t)dt

∥∥∥∥∥∥

2

L2

(6)

Òåîðåìà 3 Ôóíêöèÿ, íà êîòîðîé ôóíêöèîíàë (6) äîñòèãàåò ìèíèìóìà,
ïðåäñòàâèìà â âèäå:

f(x) =

+∞∫

−∞

Kαn(x− t)fn(t)dt, (7)

ãäå Kαn(x− t) - îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè:

1

1 + αnu2ĝ(u)ĝ(−u)
,

à ĝ(u) - ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè g(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2 ðàâíî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1

2π
ñêàëÿðíîìó

ïðîèçâåäåíèþ èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë (6) ìîæíî
çàïèñàòü, ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôóðüå, â ñëåäóþùåì âèäå:

R̂n,α(f)=

∥∥∥∥∥∥
Φ




x∫

−∞
f(t)dt


-Φ




x∫

−∞
fn(t)dt




∥∥∥∥∥∥

2

L2

+ αn

∥∥∥∥∥∥
Φ




+∞∫

−∞
g(x - t)f(t)dt




∥∥∥∥∥∥

2

L2

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâåðòêè è òîò ôàêò, ÷òî Φ

(
x∫

−∞
f(t)dt

)
=

1
iu

f̂(u)+πδ(u), ãäå u - àðãóìåíò, ðàññìàòðèâàåìûé ôóíêöèîíàë ïðèíèìàåò
âèä:

R̂n,α(f)

∥∥∥∥
1

iu

(
f̂(u)− f̂n(u)

)∥∥∥∥
2

L2

+ αn

∥∥∥ĝ(u)f̂(u)
∥∥∥

2

L2

.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà òàêîãî ôóíêöèîíàëà, íàéäåì åãî ïðîèçâîäíóþ
Ôðåøå ïî ôóíêöèè f̂(x):

R̂n,α(f̂ + ĥ) - R̂n,α(f̂)
∥∥∥ 1

iu

(
f̂(u) - f̂n(u)

)
+ 1

iu
ĥ(u)

∥∥∥
2

L2

+

+ αn

∥∥∥ĝ(u)f̂(u) + ĝ(u)ĥ(u)
∥∥∥

2

L2

-
∥∥∥ 1

iu

(
f̂(u) - f̂n(u)

)∥∥∥
2

L2

-αn

∥∥∥ĝ(u)f̂(u)
∥∥∥

2

L2

=
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=
∥∥∥ 1

iu

(
f̂(u) - f̂n(u)

)∥∥∥
2

L2

+
∥∥∥ 1

iu
ĥ(u)

∥∥∥
2

L2

+ 2
(

1
iu

(
f̂(u) - f̂n(u)

)
, 1

iu
ĥ(u)

)
+

+ αn

∥∥∥ĝ(u)f̂(u)
∥∥∥

2

L2

+ αn

∥∥∥ĝ(u)f̂(u)
∥∥∥

2

L2

+ 2αn

(
ĝ(u)f̂(u), ĝ(u)ĥ(u)

)
-

-
∥∥∥ 1

iu

(
f̂(u) - f̂n(u)

)∥∥∥
2

L2

-αn

∥∥∥ĝ(u)f̂(u)
∥∥∥

2

L2

=

= 2
(

1
u2

(
f̂(u) - f̂n(u)

)
, ĥ(u)

)
+ 2αn

(
ĝ(u)ĝ(u)f̂(u), ĥ(u)

)
+ o(‖h(x)‖) =

= 2
([

1
u2

(
f̂(u) - f̂n(u)

)
+ αnĝ(u)ĝ( -u)f̂(u)

]
, ĥ(u)

)
+ o(‖h(x)‖).

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ è åñòü ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ôóíêöèîíàëà
R̂n,α ïî f̂(x), à ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ:

1

u2

(
f̂(u)− f̂n(u)

)
+ αnĝ(u)ĝ(−u)f̂(u) ≡ 0.

Ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

f̂(u) =
f̂n(u)

1 + u2αnĝ(u)ĝ(−u)
.

Òåïåðü, îáîçíà÷èâ ÷åðåç Kαn(x − t) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè

1

1 + αnu2ĝ(u)ĝ(−u)
,

ïîëó÷èì âûðàæåíèå íóæíîãî âèäà:

f(x) =

+∞∫

−∞

f̂(u)eiuxdu

+∞∫

−∞

Kαn(x− t)fn(t)dt.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ïîñòðîåííàÿ îöåíêà (7) áóäåò ñõîäèòñÿ ê èñêîìîé

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ìåòðèêå L2(−∞, +∞).

3 Ñèíòåç îöåíêè äèñêðåòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé íà îñíîâå íåïðåðûâíîãî ïîëèãîíà

Òèïè÷íûì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ îöåíêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä [4].

Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z) çàìåíÿåòñÿ
ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Fn(z), íàéäåííîé
ïî çàäàííîé âûáîðêå X = {x1, x2, . . . , xn}. Äàëåå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
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ðåãóëÿðèçàöèè ðåøàåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ
(2) ñ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Fn(z) â ïðàâîé
÷àñòè. Ïðè òàêîì ñïîñîáå íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé p(x) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) ñòîèò ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ
Fn(z), èìåþùàÿ âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.

Ñëó÷àé ðàçðûâíîé ôóíêöèè Fn(z), ïîñòðîåííîé ïî çàäàííîé âûáîðêå
X = {x1, x2, . . . , xn}.

Åñëè äåéñòâîâàòü òàêèì ñïîñîáîì, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïàðçåíîâñêàÿ
îöåíêà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ÿäðîì, èìåþùàÿ ñëåäóþùèé âèä [4]:

p(x) =
n∑

j=1

1

2n
√

α
e
− |x−zj |√

α . (8)

Çàìåòèì, ÷òî âîññòàíàâëèâàÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
p(x) òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè åå çíà÷åíèÿ â êàæäîé òî÷êå ìû
èñïîëüçóåì òîëüêî èíôîðìàöèþ î òîì, ñêîëüêî òî÷åê ëåæèò ëåâåå çàäàííîé
òî÷êè. Õîòåëîñü áû â ôóíêöèè-ïîëèãîíå èñïîëüçîâàòü åùå è èíôîðìàöèþ
î ðàññòîÿíèè ìåæäó òî÷êàìè âûáîðêè. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè èñïîëüçîâàòü
âìåñòî ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé Fn(z) â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) íåêîòîðóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

Â íàøåì ñëó÷àå áóäåì ñòðîèòü ñïåöèàëüíûé íåïðåðûâíûé ïîëèãîí.
Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà X = {x1, x2, . . . , xn}. Ðàññìîòðèì èçîáðàæåííóþ
íà ðèñ. 2 íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ-ïîëèãîí, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé
ðàçðûâíîé ôóíêöèè Fn(z), èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1:
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Âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F (z), ïîñòðîåííîé ïî
çàäàííîé âûáîðêå X = {x1, x2, . . . , xn} è ìàæîðèðóþùåé ðàçðûâíóþ

ôóíêöèþ Fn(z).

1) ïî òî÷êàì âûáîðêè ïîñòðîèì íîâóþ ñåòêó Z = {z0, z1, . . . , zn}, ãäå:
z0 = 2x1 − x2,
zi = xi+1+xi

2
+ xi, i = 1, . . . , n− 1,

zn = xn.

2) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ ñåòêè îïðåäåëèì òàê:

F̃n(zn) = F̃n(zn−1) + 1
n
,

F̃n(z0) = 0.

3) ïî ïîëó÷åííûì òî÷êàì ïîñòðîèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ-ïîëèãîí F̃n(x):

F̃n(x) =
1

n

n−1∑
j=0

(
j +

x− zj

(zj+1 − zj)

)
[θ(x− zj)− θ(x− zj+1)] + θ(x− zn). (9)

Ïîñêîëüêó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íåïðåðûâíîãî ïîëèãîíà F̃n(x) è äëÿ
ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Fn(x) =





0, x < x1,
k
n
, xk ≤ x < xk+1, k = 1, 2, . . . , n− 1,

1, x ≥ xn.

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

sup
∣∣∣F (x)− F̃n(x)

∣∣∣ ≤ sup |F (x)− Fn(x)|+ 1

n
,
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òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè î ñõîäèìîñòè
ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ê èñòèííîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé [8, 9].

Òåîðåìà 4 Ïóñòü F̃n(x) - ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (9), F (x) - ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òîãäà ïðè n → ∞
ñïðàâåäëèâî

P

{
sup

x

∣∣∣F (x)− F̃n(x)
∣∣∣ −→

n→∞
0

}
= 1

Ïóñòü èñêîìàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(x) ∈ L2(−∞,∞).
Áóäåì èñêàòü f(x) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ ôóíêöèåé F̃ (x) â ïðàâîé
÷àñòè.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè, ðåøåíèå (1) ìîæåò áûòü íàéäåíî
ïóòåì ìèíèìèçàöèè â L2 ôóíêöèîíàëà (4), êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå
èìååò âèä:

Rn,α =

∥∥∥∥∥∥

x∫

−∞
f(t)dt - F̃n(x)

∥∥∥∥∥∥

2

L2

+ αn ‖f(x)‖2
L2

∥∥∥Af(x) - F̃n(x)
∥∥∥

2

L2

+ αn ‖f(x)‖2
L2

,

ãäå îïåðàòîð A, ñîãëàñíî (2), çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Af(x) =

+∞∫

−∞

θ(x− z)f(z)dz.

Ëåììà 1 Ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Rn,α äîñòèãàåòñÿ íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ:

A∗Af(x)− A∗F̃n(x) + αnf(x) ≡ 0, (10)

ãäå A - ëèíåéíûé îïåðàòîð, à A∗ - îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà íàéäåì ïðîèçâîäíóþ
Ôðåøå îò ôóíêöèîíàëà

Rn,α

∥∥∥Af(x)− F̃n(x)
∥∥∥

2

L2

+ αn ‖f(x)‖2
L2

ïî ôóíêöèè f(x).
R(f + h)−R(f)

∥∥∥Af(x) + Ah(x)− F̃n(x)
∥∥∥

2

L2

+ αn ‖f(x) + h(x)‖2
L2
−

−
∥∥∥Af(x)− F̃n(x)

∥∥∥
2

L2

− αn ‖f(x)‖2
L2

∥∥∥Af(x)− F̃n(x)
∥∥∥

2

L2

+
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+ ‖Ah(x)‖2
L2

+ 2
(
Af(x)− F̃n(x), Ah(x)

)
+ αn‖f(x)‖2

L2
+

+ αn‖h(x)‖2
L2

+ 2αn(f(x), h(x))−
∥∥∥Af(x)− F̃n(x)

∥∥∥
2

L2

− αn ‖f(x)‖2
L2

=

= 2
(
Af(x)− F̃n(x), Ah(x)

)
+ 2αn(f(x), h(x)) + o(‖h(x)‖) =

= 2
(
A∗

(
Af(x)− F̃n(x)

)
, h(x)

)
+ 2αn(f(x), h(x)) + o(‖h(x)‖) =

= 2
[{

A∗
(
Af(x)− F̃n(x)

)
+ αnf(x)

}
, h(x)

]
+ o(‖h(x)‖).

Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ è åñòü ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ôóíêöèîíàëà
Rn,α ïî f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Rn,α äîñòèãàåòñÿ íà
ðåøåíèè óðàâíåíèÿ A∗Af(x)− A∗F̃n(x) + αnf(x) ≡ 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Åñëè â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü îïåðàòîð A, òî óðàâíåíèå (10) ïðèìåò
âèä:

∞∫

−∞

θ(u− x)




∞∫

−∞

θ(u− τ)f(τ)dτ − F̃n(x)


 du + αnf(x) = 0 (11)

Òåîðåìà 5 Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ:

pn(x) = 1
2n

[
n−1∑
j=1

sign(x− zj)λje
− |x−zj |√

αn +

+ 1
zn−zn−1

e
− |x−zn|√

αn sign(x− zn)− 1
z1−z0

e
− |x−z0|√

αn sign(x− z0)+

+2
n−1∑
j=0

1
(zj+1−zj)

(θ(zj+1 − x)− θ(zj − x))

]
,

ãäå λj = 1
(zj−zj−1)

− 1
(zj+1−zj)

.

Äîêàçàòåëüñòâî.×òîáû ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå, ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ
(11) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé), ó÷èòûâàÿ,
÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè ôóíêöèé ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

(
- 1

iu
+ πδ(u)

)[(
- 1

iu
+ πδ(u)

)
f̂(u) -Φ

(
F̃n(x)

)]
+ αnf̂(u) = 0, (12)

ãäå

Φ
(
F̃n(x)

) ∞∫

−∞

F̃n(x)e−ixudu
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- ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè F̃n(x), f̂(u) - ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f(x).

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (9) äëÿ F̃n(x) ê ñëåäóþùåìó âèäó:

F̃n(x) 1
n

n−1∑
j=0

(
j − zj

(zj+1−zj)

)
[θ(x− zj)− θ(x− zj+1)]+

+ 1
n

n−1∑
j=0

1
(zj+1−zj)

x[θ(x− zj)− θ(x− zj+1)] + θ(x− zn).

Ïîëüçóÿñü ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè Õåâèñàéäà [10]:

Φ(θ(x− a)) = πδ(u)− ie−iua

u
,

Φ(xθ(x− a)) = i
[
πδ(1− u) + ie−iua

u2 − ae−iua

u

]
,

ãäå δ(u) - äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà, ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàññìàòðèâàåìîé
ôóíêöèè F̃n(x):

Φ
(
F̃n(x)

)
i

nu

n−1∑
j=0

(e−iuzj+1 − e−iuzj)
(
j − i

u(zj+1−zj)

)
+

+ i
nu

n−1∑
j=1

e−iuzj+1 + πδ(u)− i
u
e−iuαn .

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â óðàâíåíèå (12). Òàêèì
îáðàçîì, (12) ïðèíèìàåò âèä:

(− 1
iu

+ πδ(u)
) [
− 1

iu
f̂(u) + πδ(u)

∞∫
−∞

f(x)e−iuxdx−

− 1
n

n−1∑
j=0

i
u

(e−iuzj+1 − e−iuzj)
(
j − i

u(zj+1−zj)

)
−

− 1
n

n−1∑
j=1

i
u
e−iuzj+1 − πδ(u) + i

u
e−iuzn

]
+ αnf̂(u) = 0

(13)

Â ñèëó ñâîéñòâ δ - ôóíêöèè Äèðàêà è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

δ(u)f(u) = δ(u)f(0),

πδ(u)f̂(u) = πδ(u)
+∞∫
−∞

f(x)e−iuxdx = πδ(u)
+∞∫
−∞

f(x)dx,

ïîñêîëüêó ìû èùåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé, ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí åäèíèöå, ò.å. πδ(u)f̂ = πδ(u).
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×ëåíû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, íå ñîäåðæàùèå âåëè÷èíû f̂(u), ìîãóò
áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê âèäó:

− 1

nu2

n−1∑
j=1

i

u
λje

−iuzj − 1

nu2

(
1

zn − zn−1

e−iuzn − 1

z1 − z0

e−iuz0

)
.

Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèå (13) ïðèìåò âèä:
1
u2 f̂(u) + πδ(u) 1

iu
f̂(u) + αnπf̂(u)−

− (
1
iu

+ πδ(u)
)

1
nu2

[
n−1∑
j=1

λje
−iuzj +

(
1

zn−zn−1
e−iuzn − 1

z1−z0
e−iuz0

)]
= 0

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

f̂(u)− iπδ(u)uf̂(u) + αnu
2f̂(u)+

+ 1
n

(
1
iu

+ πδ(u)
)
[

n−1∑
j=1

λje
−iuzj +

(
1

zn−zn−1
e−iuzn − 1

z1−z0
e−iuz0

)]
= 0.

Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè Äèðàêà:

iπδ(u)uf̂(u) = 0,

πδ(u)

[
n−1∑
j=1

λje
−iuzj +

(
1

zn−zn−1
e−iuzn − 1

z1−z0
e−iuz0

)]
= 0,

à îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû äàþò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ f̂(u):

f̂(u) = - 1
inu(1+αnu2)

[
n-1∑
j=1

λje
-iuzj +

(
1

zn - zn-1 e
-iuzn- 1

z1 - z0
e-iuz0

)]
. (14)

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ôóíêöèè f̂(u) è ó÷èòûâàÿ,
÷òî:

Φinv

(
e-iua

u(1+αu2)

)
- i
2

(
-1 + 2θ(a-x) + e

1√
α

(-x+a)
θ(x-a)-e

1√
α

(-x+a)
θ(a-x)

)
,

ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11):

pn(x) = 1
2n

[
n−1∑
j=1

sign(x− zj)λje
− |x−zj |√

αn +

+ 1
zn−zn−1

e
− |x−zn|√

αn sign(x− zn)− 1
z1−z0

e
− |x−z0|√

αn sign(x− z0)+

+2
n−1∑
j=0

1
(zj+1−zj)

(θ(zj+1 − x)− θ(zj − x))

]
,

(15)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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4 Î ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè
Îöåíêà (15) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê îöåíêà âèäà

f(x) =

+∞∫

−∞

Kαn(x− t)fn(t)dt.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü g(t) = δ(t), òîãäà ñòàáèëèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë
(5) ïðèìåò âèä:

Ω(f) =

∥∥∥∥∥∥

+∞∫

−∞

δ(x− t)f(t)dt

∥∥∥∥∥∥

2

L2

‖f(x)‖2
L2

.

Òîãäà ĝ(x − t) = Φ(δ(x − t)) = e−itu, à ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî Kαn(t) â
îöåíêå (7) èìååò âèä:

Kαn(t) =

+∞∫

−∞

eiut

1 + αu2
du =

1

2
√

α
e
− |t|√

α .

Åñëè ôóíêöèÿ fn(x) äàåò ïðåäñòàâëåíèå ïîëèãîíà (9) â âèäå:

F̃n(x) =

x∫

−∞

fn(t)dt,

òî òîãäà îöåíêà (15) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

f(x) =

+∞∫

−∞

Kαn(x− t)fn(t)dt
1

2
√

α

+∞∫

−∞

e
− |x−t|√

α fn(t)dt. (16)

Äëÿ îöåíîê òàêîãî âèäà èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ê èñêîìîé
ïëîòíîñòè â ìåòðèêå L2.

Â ðàáîòå Íàäàðàÿ [11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíîé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïðåäñòàâèìîé â âèäå:

f(x) =
1

h

+∞∫

−∞

K

(
x− t

h

)
fn(t)dt, (17)

ãäå K(x) - íåêîòîðàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, h → 0, ïðè
n →∞, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 6 Ïóñòü K(x) - ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì, ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è ðÿä

∞∑
n=1

e−αnh2

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì α > 0. Òîãäà ïðè n →∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

Vn = sup
−∞<x+∞

|fn(x)− f(x)| → 0

Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè (16) ýòà òåîðåìà äàåò ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå
C[−∞,∞]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé, ðàññìàòðèâàåìûå
îöåíêè ñõîäÿòñÿ â L2 è C[−∞,∞].

5 Ñðàâíåíèå îöåíîê ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé
ðåãóëÿðèçàöèè, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçîâàòü ýìïèðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, òî â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà (8), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïàðçåíîâñêóþ
îöåíêó ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ÿäðîì.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç îöåíêè (8) è îöåíêè (15) ïîêàçàë, ÷òî îöåíêà
(15), ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå íåïðåðûâíîãî ïîëèãîíà (9) äëÿ âûáîðîê èç
ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèé â íåêîòîðîì ñìûñëå ëó÷øå, ÷åì îöåíêà (8). Â
÷àñòíîñòè, îöåíêà (15) äàåò çàìåòíî ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â ñëó÷àå, êîãäà
â âîññòàíàâëèâàåìîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èìåþòñÿ "óçêèå"ïèêè
èëè "òÿæåëûå õâîñòû". Ýêñïåðèìåíòàëüíîå cðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü íà
âûáîðêàõ èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè. Ïðåèìóùåñòâî íîâîé îöåíêè ïðîÿâëÿåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè ïðè
ìàëûõ îáúåìàõ ñëó÷àéíîé âûáîðêè. ×åì ìåíüøå îáúåì âûáîðêè, òåì
áîëüøåå ïðåèìóùåñòâî äàåò íîâàÿ îöåíêà (15).

Ìíîãèå àâòîðû îòìå÷àþò (ñì., íàïðèìåð [12]), ÷òî äàæå ñàìûå íåçíà÷èòåëüíûå
èçìåíåíèÿ øèðèíû êîëîêîëà h ìîãóò "äðàìàòè÷åñêè"èçìåíèòü ïàðçåíîâñêóþ
îöåíêó (17). Â ñëó÷àå æå ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå îöåíêè (15), îòêëîíåíèÿ
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè αn îò îïòèìàëüíîãî äàæå íà ïîðÿäîê
íå ïðèâîäÿò ê òàêèì äðàìàòè÷åñêèì èçìåíåíèÿì, ïðè÷åì ýòî ñïðàâåäëèâî
â òîì ÷èñëå è ïðè î÷åíü ìàëûõ îáúåìàõ çàäàííîé âûáîðêè.

Èíòåðåñíî áûëî áû ñðàâíèòü îöåíêó (15) ñ ïàðçåíîâñêîé îöåíêîé ñ
ÿäðîì Åïàíå÷íèêîâà, êîòîðàÿ èìååò âèä:

p(x) =





1
n
√

α

n∑
j=1

3
4
(1− (tj)

2) , |tj| ≤ 1

0, |tj| > 1
, ãäå tj =

x− zj√
α

. (18)
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Ïðè óñëîâèè, ÷òî èñòèííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà â ëþáîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè [13], äàííàÿ
îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ïàðçåíîâñêîé îöåíêîé ñ îïòèìàëüíîé â íåêîòîðîì ñìûñëå
ôîðìîé ÿäðà K

(
x−t
h

)
. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ îöåíîê ïîêàçàë, ÷òî

íîâàÿ îöåíêà äåéñòâèòåëüíî èìååò ïðåèìóùåñòâà. Â ÷àñòíîñòè, îöåíêà
(15) ãîðàçäî óñòîé÷èâåå ê èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðà αn, îöåíêà (15) äàåò
áîëåå êà÷åñòâåííîå ïðèáëèæåíèå ïðè ìàëûõ îáúåìàõ âûáîðêè. Óëó÷øåíèå
îñîáåííî çàìåòíî, êîãäà âîññòàíàâëèâàåìàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäàëüíîé.

Òàê æå èíòåðåñíî ñðàâíèòü (15) ñ îäíîé èç íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ
ïàðçåíîâñêèõ îöåíîê - îöåíêè ñ ãàóññîâûì ÿäðîì:

p(x)
1√
2π

1

n
√

α

n∑
j=1

e−
t2j
2 , ãäå tj =

x− zj√
α

. (19)

Îöåíêà (15) äåìîíñòðèðóåò òå æå ñàìûå ïðåèìóùåñòâà îòíîñèòåëüíî
ïàðçåíîâñêîé îöåíêè ñ ãàóññîâûì ÿäðîì, ÷òî è ïî îòíîøåíèþ ê äâóì
äðóãèì ðàññìàòðèâàåìûì îöåíêàì.

Äåòàëüíûé àíàëèç âñåõ ÷åòûðåõ îöåíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà (15)
äëÿ âûáîðîê ìàëîãî è î÷åíü ìàëîãî îáúåìà äàåò çàìåòíîå óëó÷øåíèå
îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâóþùèõ. Ýòèìè ïðåèìóùåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâîñòü
îöåíêè îòíîñèòåëüíî åå ïàðàìåòðîâ, à òàêæå âîçìîæíîñòü áîëåå óñïåøíîãî
åå ïðèìåíåíèÿ ê âûáîðêàì ìàëîãî îáúåìà (ïîðÿäêà 20-40 ýëåìåíòîâ).

6 Çàêëþ÷åíèå
Èññëåäîâàí ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â
êà÷åñòâå ïîëèãîíà áåðåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñïîñîáîì ñêîíñòðóèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì.

Ïðîèçâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç íîâîé îöåíêè è íàèáîëåå ÷àñòî
óïîòðåáëÿåìûõ ïàðçåíîâñêèõ îöåíîê (ñ ãàóññîâûì ÿäðîì, ýêñïîíåíöèàëüíûì
ÿäðîì è ÿäðîì Åïàíå÷íèêîâà). Ïðåäëîæåííàÿ îöåíêà ôóíêöèè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì äàåò çàìåòíîå
ïðåèìóùåñòâî îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ ïàðçåíîâñêèõ îöåíîê. Ýòèìè
ïðåèìóùåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâîñòü îöåíêè îòíîñèòåëüíî åå ïàðàìåòðîâ,
à òàêæå âîçìîæíîñòü áîëåå óñïåøíîãî åå ïðèìåíåíèÿ ê âûáîðêàì ìàëîãî
îáúåìà (ïîðÿäêà 20-40 ýëåìåíòîâ). ×åì ìåíüøå çàäàííàÿ âûáîðêà, òåì
áîëåå çàìåòíîå óëó÷øåíèå äàåò íîâàÿ îöåíêà.

Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü íîâîé îöåíêè. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíèìîñòè ê ðåøåíèþ êîìïëåêñíîé ïðîáëåìû
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èäåíòèôèêàöèè è óïðàâëåíèÿ áèòîâûì øèðîêîïîëîñíûì ïà÷å÷íûì òðàôèêîì
â øèðîêîïîëîñíûõ öèôðîâûõ ñåòÿõ èíòåãðàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ.
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