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� ª®¬¡¨­ ²®°­®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ´®°¬  ¿¢«¿¥²±¿ ª®­¥·­®©

±®¢®ª³¯­®±²¼¾ ¤³£ ­  ¯«®±ª®±²¨ ¢ ­¥ª®²®°®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨-

­ ², ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ²®«¼ª® ¢ ª®­¶¥¢»µ ²®·ª µ. � ²®¯®«®£¨-

·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿, ´®°¬  { ½²® ¯°®±²° ­±²¢®, «¥¦ ¹¥¥ ¢

®±­®¢ ­¨¨ ½²®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ¤³£.

�«¥¤³¿ £¥¸² «¼²-¯±¨µ®«®£¨¨, ®±­®¢­³¾ ±²°³ª²³°³ ´®°¬»

° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¯°®±²° ­±²¢¥­­®£® ° ±¯®«®¦¥-

­¨¿ ¤³£ ¨ ¨µ ®°¨¥­² ¶¨¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤¢¥ ´®°¬» ±·¨² ¾²-

±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨, ¥±«¨ ®­¨ £®¬¥®¬®°´­® ®²®¡° ¦ ¾²±¿ ¤°³£

­  ¤°³£  ± ¯®¬®¹¼¾ ­¥ª®²®°®£® £®¬¥®¬®°´¨§¬ , ±®µ° ­¿¾¹¥-

£® ¨µ ±²°³ª²³°³.

�¥¸² «¼² (²¨¯ ´®°¬») ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±² ­¤ °²­»© ½² -

«®­ ´®°¬» ¨ ¢ ° ¢­®© ±²¥¯¥­¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­ «¾¡®©

¨§ ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ´®°¬, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ª ª ½² «®­, ¨±ª -

¦¥­­»© £«®¡ «¼­»¬ ¸³¬®¬: ®²±³²±²¢¨¥¬ °¥£³«¿°­®±²¨ ¢ ´®°-

¬¥ ¤³£ ¨ ¤¨±¡ « ­±®¬ ¢ ±²°³ª²³°¥ ´®°¬». � ¯°¨¬¥°, ¶¨´°  À2Á

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª «¾¡ ¿ ´®°¬ , ½ª¢¨¢ «¥­²­ ¿ ¥¥ (¯¥· ²­®¬³)

½² «®­³.

� ´®°¬ «¼­®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿, ¤®¯®«­¨²¥«¼­»¥ ±¢®©±²¢ , ­ -

« £ ¥¬»¥ ­  ¤³£¨, ¯®§¢®«¿¾² ¢§£«¿­³²¼ ­  ´®°¬³ ª ª ­  £° -

´¨ª ¬­®£®§­ ·­®© ´³­ª¶¨¨, ¨ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼

½²®© ´³­ª¶¨¨. � «¥¥, ´®°¬¥ ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼ ·¨±¥« (¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨), ¨ ¬» ¤®ª §»¢ ¥¬

¨µ ±¢¿§¼ ± ½©«¥°®¢®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ´®°¬». � ²°¨¶ , ±®-

¯®±²¢«¥­­ ¿ ´®°¬¥, ¢»¿¢«¥¿¥² ¥¥ £«®¡ «¼­³¾ ±²°³ª²³°³. �°¨-

¬¥­¥­¨¥ ½²¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­±®²¥© ¨ ¬ ²°¨¶ ¢¥¤¥² ª  °¨´¬¥-

²¨§ ¶¨¨ ¯°®¡«¥¬» ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨. �» ­ ¤¥¥¬±¿ ½´´¥ª²¨¢­®

¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ½²® ¢ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¯°®¶¥¤³° µ ° ±¯®§­ ¢ ­¨¿.
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1. �¢¥¤¥­¨¥

�®£¤  ¬» ¢®±¯°¨­¨¬ ¥¬ ­¥ª®²®°»© ®¡º¥ª², ®¤­  ¥£® · ±²¼ ¯°¨-

¢«¥ª ¥² ­ ¸¥ ¢­¨¬ ­¨¥, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¢±¥ ®±² «¼­®¥ ®±² ¥²±¿ ­ 

§ ¤­¥¬ ¯« ­¥. � ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¢®±¯°¨¿²¨¨ ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬» ·¨±« 

À8Á ­ °¨±®¢ ­­ ¿ «¨­¨¿

¢»¤¥«¿¥²±¿ ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª § ¤­¥¬³ ¯« ­³, ª®²®°»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°³-

¦ ¾¹ ¿ «¨­¨¾ · ±²¼ ±²° ­¨¶» (¨«¨ ±²° ­¨¶  ¶¥«¨ª®¬).

�°¨­¨¬ ¿ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ®¡»·­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ·²¥­¨¿ ¨ ¯¨±¼¬  (¢

§ ¯ ¤­®© ª³«¼²³°¥), ¯°¿¬®³£®«¼­ ¿ ° ¬ª  (¯®ª § ­­ ¿ ­  ±«¥¤³¾-

¹¥¬ °¨±³­ª¥) ¿¢«¿¥²±¿ ¬¨­¨¬ «¼­»¬ § ¤­¨¬ ¯« ­®¬ ´®°¬»,   ¯«®±-

ª®±²¼, ®°¨¥­²¨°®¢ ­­ ¿ ¯®±°¥¤±¤¢®¬ § ¤ ­­®© ­  ­¥© ª®®°¤¨­ ²­®©

±¨±²¥¬», { ¬ ª±¨¬ «¼­»¬ § ¤­¨¬ ¯« ­®¬.

� ¬ª  ¢»±²³¯ ¥² §¤¥±¼ ª ª ° §¤¥«¨²¥«¼, ² ª ·²® ´®°¬  ¢®±¯°¨-

­¨¬ ¥²±¿ ­ ¬¨ ª ª ®°£ ­¨§®¢ ­­®¥ ¶¥«®¥, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ª®®°¤¨-

­ ²­ ¿ ±¨±²¥¬  § ±² ¢«¿¥² ­ ± ±¬®²°¥²¼ ­  ´®°¬³ ª ª ­  £° ´¨ª

­¥ª®²®°®© ¬­®£®§­ ·­®© ´³­ª¶¨¨.

�±¥ ¬» ³·¨«¨±¼ ¯¨± ²¼ ¡³ª¢» ¨ ¶¨´°» ¯® ®¤¨­ ª®¢»¬ ±² ­¤ °²-

­»¬ ½² «®­ ¬. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ­ ¸ ¯®·¥°ª ° §­¨²±¿ ®·¥­¼ ±¨«¼­®, ®²-

° ¦ ¿ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»© ±²¨«¼ ¯¨±¼¬ . �» «¥£ª® ·¨² ¥¬ °³ª®¯¨±­»©

²¥ª±², ­ ¯¨± ­­»© ¤®±² ²®·­®  ªª³° ²­®. �» ®¶¥­¨¢ ¥¬ ² ª®© ¯®-

·¥°ª, £®¢®°¿, ·²® ®­ Àµ®°®¸¨©Á ¨«¨ À¯«®µ®©Á. �²® ®§­ · ¥², ·²® ±²¨«¼

¯¨±¼¬  ®ª §»¢ ¥² ­  ­ ± ½±²¥²¨·¥±ª®¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¥. �±«¨ ²¥ª±² ·¨² -

¥²±¿ «¥£ª®, ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ² ª®© ¯®·¥°ª ª ª Àµ®°®¸¨©Á. � ½²®¬

±«³· ¥ ¬» ®¡­ °³¦¨¢ ¥¬, ·²® ¢±¥ ¡³ª¢» ° §«¨· ¾²±¿ ¬¥¦¤³ ±®¡®©
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¨ ±®µ° ­¿¾² ±²°³ª²³°³ ±¢®¨µ ½² «®­®¢ ®·¥­¼ µ®°®¸®.

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ´®°¬  § ¤ ­  ¯®±°¥¤±²¢®¬ ±² ­¤ °²-

­®£® ½² «®­ . � ª ¿ ¨§ ¥¥ °¥ «¨§ ¶¨© ¿¢«¿¥²±¿ Àµ®°®¸¥©Á,   ª ª ¿

{ À¯«®µ®©Á? �±«¨ ¢» §­ ª®¬» ± ²°³¤ ¬¨ �. �¥°²µ ©¬¥°  [9] ¨«¨

�. ��¥«¥°  [1], ¢» ¡¥§ ²°³¤  ±ª«®­¨²¥±¼ ª ²®¬³, ·²®¡» ±«¥¤®¢ ²¼ ¨¤¥-

¿¬ �¥¸² «¼²-¯±¨µ®«®£¨¨.

�®²¿ ½²® ¨ ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·­® ®¡º¥ª²¨¢­»¬ ª°¨²¥°¨¥¬, ²¥¬

­¥ ¬¥­¥¥ Àµ®°®¸ ¿Á ´®°¬  ¯°¥¤¯®« £ ¥² ­ «¨·¨¥ ² ª¨µ ±¢®©±²¢, ª ª

±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼, ±¡ « ­±¨°®¢ ­­®±²¼ ¨ ¯®«­®²³. �  ¿ ´®°¬  «¥£-

ª® ¨¤¥­²¨´¨¶¨°³¥²±¿ ¯® ±¢®¥¬³ ½² «®­³. À�«®µ ¿Á ´®°¬  ¨±ª ¦¥­ 

¸³¬®¬ (¯°¨±³²±²¢¨¥¬ ­¥±²°³ª²³°­»µ ±¢®©±²¢), ¯°¨·¨­®© ª®²®°®£®

¿¢«¿¥²±¿ À¯«®µ ¿Á °¥ «¨§ ¶¨¿ ´®°¬» (®²±³²±²¢¨¥ °¥£³«¿°­®±²¨, ¢»-

¯ ¤¥­¨¥ ®²¤¥«¼­»µ · ±²¥© ¨ ².¯.). �¤¥­²¨´¨ª ¶¨¿ À¯«®µ®©Á ´®°¬»

± ¯®¬®¹¼¾ ¥¥ ½² «®­  ®¡»·­® ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ±«®¦­®© ¯°®¶¥¤³°®©

(­¥ª®²®°»¥ ®·¥­¼ ®°¨£¨­ «¼­»¥ ±²¨«¨§ ¶¨¨ ¡³ª¢, ª®²®°»¥ ¬®¦­®

¢±²°¥²¨²¼, ­ ¯°¨¬¥°, ¢ °¥ª« ¬¥, ¬®¦­® ² ª¦¥ ®²­¥±²¨ ª À¯«®µ¨¬Á

´®°¬ ¬).

�¥°­¥¬±¿ ±­®¢  ª ¯°¨¬¥°³ ± ¶¨´°®© À8Á ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ­¥±ª®«¼ª®

¥¥ °¥ «¨§ ¶¨©.

� ±±¬®²°¨¬ ³¢¥«¨·¥­­³¾ ª®¯¨¾ °¥ «¨§ ¶¨¨ 1 ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¤«¿ ­¥¥

ª®®°¤¨­ ²­³¾ ±¨±²¥¬³. �®±¬®²°¨¬ ­  ½²³ ´®°¬³ ª ª ­  £° ´¨ª

®¯°¥¤¥«¥­­®© ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬­®£®§­ ·­®© ´³­ª¶¨¨ F .
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�­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ F ² ª®¢»: ¢ ²®·ª¥ t { ¬­®¦¥±²¢® ¨§ ¤¢³µ ½«¥-

¬¥­²®¢, ¢ ²®·ª¥ t0 { ¬­®¦¥±²¢® ¨§ ·¥²»°¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ¨ ².¤. �®£¤  ¬»

¤¢¨¦¥¬±¿ ®² t0 ª t0, ·¥²»°¥µ½«¥¬¥­²­®¥ ¬­®¦¥±²¢® F (t) ±² ­®¢¨²±¿

¡«¨§ª¨¬ ª ¤¢³µ½«¥¬¥­²­®¬³ ¬­®¦¥±²¢³ F (t0). � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» £®-

¢®°¨¬, ·²® F ­¥¯°¥°»¢­  ±¯° ¢  ¢ ²®·ª¥ t0. �±±«¥¤³¿ ¤ «¥¥ ´³­ª¶¨¾

F, ¬» ± «¥£ª®±²¼¾ ¢¨¤¨¬, ·²® ¢ ½²®¬ ±¬»±«¥ ®­  ­¥¯°¥°»¢­  ¢® ¢±¥µ

²®·ª  ®²°¥§ª  [t0; t1].

� ¬¥²¨¬, ·²® ®²°¥§®ª [t0; t1] ¿¢«¿¥²±¿ ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿

´³­ª¶¨¨ F , ¨ ·²® ®­ ° §¤¥«¿¥²±¿ ²®·ª®© t0 ­  ¤¢  ¯®¤®²°¥§ª . �®¦-

­® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¬®¹­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢  F (t) ®¤¨­ ª®¢  ¤«¿ ¢±¥µ ¢­³-

²°¥­­¨µ ²®·¥ª ½²¨µ ¯®¤®²°¥§ª®¢. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ (nt) ¬®¹­®±²¼

¬­®¦¥±²¢  F (t), ª®£¤  t ¿¢«¿¥²±¿ ¢­³²°¥­­¥© ²®·ª®© ¯®¤®²°¥§ª , ¢

¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ ®¡®§­ ·¨¬ ¬®¹­®±²¼ F (t) ·¥°¥§ nt. �¥¯¥°¼ ±®¯®-

±² ¢¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ´®°¬¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

�1 = nt0(nt0)nt1(nt00)nt2

� ­ ¸¥¬ ª®­ª°¥²­®¬ ±«³· ¥ ¬» ¨¬¥¥¬

�1 = 2(4)3(4)2:

�® ¦¥ ± ¬®¥ ¯°®¤¥« ¥¬ ¤«¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ 2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»

¨¬¥¥¬

�±±«¥¤³¿ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ F , ¬» ­ µ®¤¨¬, ·²® ¯°¨ ±²°¥¬«¥­¨¨ t0 ª

t1 ±«¥¢  F (t
0) ­¥ ¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿ ª F (t1). � ª¨¬ ®¡° §®¬, F ­¥ ¿¢«¿¥²±¿

­¥¯°¥°»¢­®© ±«¥¢  ¢ ²®·ª¥ t1. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

¤«¿ ½²®£® ±«³· ¿ ¢»£« ¦¨² ² ª:

�2 = 1(2) � 3(4)3(4)3 � (2)1;
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£¤¥ §¢¥§¤®·ª®© ®¡®§­ · ¾²±¿ ¬¥±²  ° §°»¢®¢ ´³­ª¶¨¨ F .

�­ «®£¨·­®, ¢ ±«³· ¥ 3 ¬» ¨¬¥¥¬

�3 = 2(4)3(4)3 � (2)1;

  ¢ ±«³· ¥ 4 {

�4 = 2(4)3(4)3:

�°®±³¬¬¨°®¢ ¢ ·¨±«  ¢ ½²¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿µ ± ·¥°¥¤³¾¹¨-

¬¨±¿ §­ ª ¬¨, ¬» ¯®«³·¨¬:

1: 2� 4 + 3� 4 + 2 = �1

2: 1� 2 + 3� 4 + 3� 4 + 3� 2 + 1 = �1

3: 2� 4 + 3� 4 + 3� 2 + 1 = �1

� ¦¤ ¿ ´®°¬  ¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®-

±²° ­±²¢® (¯°®±²° ­±²¢®, «¥¦ ¹¥¥ ¢ ®±­®¢ ­¨¨ ´®°¬») ¨ ·¨±«® �1

¿¢«¿¥²±¿ �©«¥°®¢®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ½²¨µ ¯°®±²° ­±²¢.

� ±«³· ¥ 4, ¬» ¨¬¥¥¬

4: 2� 4 + 3� 4 + 3 = 0;

¨ �©«¥°®¢  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢  ° ¢­  0. �«¥¤®¢ -

²¥«¼­®, ½²® ¯°®±²° ­±²¢® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²®¯®«®£¨·¥ª¨ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬

¯°®±²° ­±²¢³ À¶¨´°  ¢®±¥¬¼Á.

�¢«¿¥²±¿ «¨ ·¥²¢¥°² ¿ °¥ «¨§ ¶¨¿ ®·¥­¼ À¯«®µ®©Á? � ½²®¬ ±«³· ¥

«³·¸¥ ±ª § ²¼, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ °¥ «¨§ ¶¨¾ ´®°¬», ®²«¨·­³¾ ®² ²®©,

·²® ­ ¬ ¤ ­  ½² «®­®¬ 1.

� ¯¥°¢»µ ²°¥µ ±«³· ¿µ ·¥¬ ¯°®¹¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ±«³· ¾ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ²¥¬ À«³·¸¥Á ´®°¬ . � ¯°¨¬¥°, ´®°¬  ¤«¿ ±«³· ¿

2 Àµ³¦¥Á ´®°¬» ¤«¿ ±«³· ¿ 3 (®­  ¬¥­¥¥ ±¡ « ­±¨°®¢ ­ ).

� ±«³· ¥ 4 ¬» ±ª«®­¿¥¬±¿ ª ²®¬³, ·²® ¯¥°¥¤ ­ ¬¨ ¶¨´°  À¢®±¥¬¼Á.

�® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¥¥ ª ª ±²¨¬³«. � ­ ¸  ¯®§¨¶¨¿ ¢

½²®¬ ±«³· ¥ { ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ´®°¬³ ª ª ­¥ª¨© ®²ª«¨ª. �®«¥¥ ²®·­®,

´®°¬  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ·²®-²®, ·²® ³¦¥ ¢®±¯°¨­¿²® ­ ¬¨. � ¬» ¯°¥¤-

±² ¢«¿¥¬ ½²¨ ­ ¸¨ ¢®±¯°¨¿²¨¿ ¨±¯®«¼§³¿ ª®¤» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ­ 

¯«®±ª®±²¨.

�²®¡» ¨¤¥¨, ª®°®²ª® ¨§«®¦¥­­»¥ ¢ ½²®¬ ¢¢¥¤¥­¨¨, ±¤¥« ²¼ ¡®«¥¥

±²°®£¨¬¨, ­ ¬ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢¢¥±²¨ ­¥ª®²®°»¥ ®±­®¢­»¥ ²®¯®«®£¨·¥-

±ª¨¥ ¯®­¿²¨¿.



254 �. � °¼¿­®¢¨·, �. �®¬®¢¨·, �. �² ­ª®¢¨·

2. � ³±¤®°´®¢  ¬¥²°¨ª 

�±¯®¬­¨¬, ·²® ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯®±²° ­±²¢®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ ° 

(M;d), £¤¥ M { ­¥¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢®,   d : M ! [0;+1) { ´³­ª¶¨¿,

² ª ¿ ·²® ¤«¿ «¾¡®© ²°®©ª¨ ²®·¥ª x; y; z 2M ¢»¯®«­¥­®:

1) d(x; y) = 0, x = y,

2) d(x; y) = d(y; x),

3) d(x; y) + d(y; z) > d(x; z).

� «¥¥, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ (xn) ²®·¥ª ¨§M ±µ®¤¨²±¿ ª ²®·ª¥ x0 2

M , ¥±«¨:

(8" > 0)(9m)(8n)n > m) d(xn; x0) < ":

�±«¨ (M1; d1) ¨ (M2; d2) { ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ , ²® ®²®¡° -

¦¥­¨¥ f : M1 ! M2 ­¥¯°¥°»¢­® ¢ ²®·ª¥ t0 2 M1, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®©

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ (xn) ²®·¥ª ¨§ M1 ¢»¯®«­¥­®:

xn ! n0 ) f(xn)! f(x0):

�®¢®°¨¬, ·²® ®²®¡° ¦¥­¨¥ f ­¥¯°¥°»¢­®, ¥±«¨ ®­® ­¥¯°¥°»¢­® ¢

«¾¡®© ²®·ª¥ x 2M1.

�²ª°»²»¬ ¸ °®¬ B(x0; r) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ (M;d) ± ¶¥­²°®¬ ¢

²®·ª¥ x0 ¨ ° ¤¨³±®¬ r > 0 ­ §®¢¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® M :

B(x0; r) = fx 2M jd(x0; x) < rg:

�®¤¬­®¦¥±²¢® U � M ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ®²ª°»²»¬, ¥±«¨ ¤«¿

¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 U ±³¹¥±²¢³¥² r > 0, ² ª®¥ ·²® B(x; r) � U

(¨«¨, ·²® ¥ª¢¨¢ «¥­²­®, ¥±«¨ U ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ®²ª°»²»µ

¸ °®¢). �®¯®«­¥­¨¥ ª U { ¬­®¦¥±²¢® F = MnU { ­ §»¢ ¥²±¿ § -

¬ª­³²»¬ (¨«¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¬­®¦¥±²¢® F ­ §»¢ ¥²±¿ § ¬ª­³-

²»¬, ¥±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ²®·¥ª (xn) ¨§ F ¨ ²®·ª¨

x0 2 M : xn ! x0 =) x0 2 F ). �®¤¬­®¦¥±²¢® K � M ­ §»¢ ¥²±¿

ª®¬¯ ª²­»¬, ¥±«¨ ª ¦¤ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ²®·¥ª (xn) ¨§ F ¨¬¥-

¾¹ ¿ ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¢ F ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ (xk(n)) (²® ¥±²¼ ¯°¥¤¥-

«®¬ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª  ¨§ F ). �±¯®¬­¨¬, ·²®
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ª®¬¯ ª²­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¢ �¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ­±²¢ µ { ½²® ¢ ²®·­®-

±²¨ ²¥ ¬­®¦¥±²¢ , ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ § ¬ª­³²»¬¨ ¨ ®£° ­¨·¥­­»¬¨.

� ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ­¥¯³±²»¬¨ ¯®¤¬­®¦¥±² ¬¨ A;B ¨§ M

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª

dist(A;B) = inffd(x; y)jx 2 A; y 2 Bg:

�®£¤  A ¨ B ª®¬¯ ª²­», ¨­´¨¬³¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¢ ­¥ª®²®°®© ¯ °¥

²®·¥ª (x0; y0), ¨ ²®£¤  dist(A;B) = d(x0; y0):

�³­ª¶¨¿ dist ­¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¢®©±²¢ ¬ 1. ¨ 3. ¬¥²°¨ª¨, ¤ ¦¥

¢ ±«³· ¥, ª®£¤  A ¨ B ¿¢«¿¾²±¿ ª®­¥·­»¬¨.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® A ¨ B { ­¥¯³±²»¥ ª®¬¯ ª²­»¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 

¬­®¦¥±²¢  M . �«¿ x 2 A; y 2 B ° ±±¬®²°¨¬ ¢¥«¨·¨­»

�(A;B) = sup
x

inf
y
d(x; y); �(B;A) = sup

y

inf
x
d(x; y):

�²¨ ¤¢  ·¨±«  ¬®£³² · ±²® ¡»²¼ ° §­»¬¨, ­ ¯°¨¬¥° ¢ ±«³· ¥,

ª®£¤  B ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥­­»¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ A, ¨¬¥¥¬ �(A;B) >

0 ¨ �(B;A) = 0: (�®§¼¬¨²¥ A = f0; 1g; B = f1g ¨ ¯°®¢¥°¼²¥, ·²®

�(A;B) = 1; �(B;A) = 0).

�®«¼¸¥¥ ¨§ ¤³µ ·¨±¥«

d(A;B) = maxf�(A;B); �(B;A)g

¿¢«¿¥²±¿ ¬¥²°¨ª®© ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ­¥¯³±²»µ ª®¬¯ ª²­»µ ¯®¤¬­®-

¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  M , ª®²®°®¥ ®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ exp(M). �²  ¬¥²°¨-

ª  ­ §»¢¥²±¿ � ³±¤®°´®¢®© ¬¥²°¨ª®©,   ¯°®±²° ­±²¢® (exp(M); d)

­ §»¢ ¥²±¿ £¨¯¥°¯°®±²° ­±²¢®¬ ª®¬¯ ª²­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ M . � ±-

±¬ ²°¨¢ ¿ ª ¦¤³¾ ²®·ª³ x 2 M ª ª ¯®¤¬­®¦¥±²¢® fxg �M ¨ ®¡®-

§­ ·¨¢ d(x; y) = d(fxg; fyg), ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ¯°®±²° ­±²¢® M ¬®-

¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª À¬ «¥­¼ª®¥Á ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¯°®±²° ­-

±²¢  exp(M) { À¡®«¼¸®£®Á ° ±¸¨°¥­¨¿ M .

�«¥¤³¾¹¨¥ ¯®«¥§­»¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ «¥£ª® ¤®ª §»¢ ¾²±¿:

�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 1.

d(A;B) < ",

�
(I) (8x 2 A)(9y 2 B)d(x; y) < "

(II) (8y 2 B)(9x 2 A)d(x; y) < "
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�­ ·¥ £®¢®°¿, d(A;B) < " ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®©

²®·ª¨ x 2 A ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  y 2 B, ² ª ¿ ·²® d(x; y) < " ¨ ¤«¿

«¾¡®© ²®·ª¨ y 2 B ±³¹¥±²¢³¥² x 2 A, ² ª ¿ ·²® d(x; y) < ".

�³±²¼ A { ­¥¯³±²®¥ ª®¬¯ ª²­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¬­®¦¥±²¢  M ¨

" > 0. �®­¥·­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® F � A ­ §»¢ ¥²±¿ "-±¥²¼¾ ¬­®¦¥±²¢ 

A, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 A ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  y 2 F , ² ª ¿ ·²®

d(x; y) < ". �®°®¸® ¨§¢¥±²­®, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¬­®¦¥±²¢  A ¨ «¾¡®£®

" > 0 ±³¹¥±²¢³¥² "-±¥²¼ A.

�®±ª®«¼ª³ �(A;F ) < " ¨ �(F;A) = 0, ¬» ¨¬¥¥¬, ·²® d(A;F ) < ".

�²® ®§­ · ¥², ·²® ª ¦¤®¥ A 2 exp(M) ¬®¦¥² ¡»²¼ ±ª®«¼ ³£®¤­®

µ®°®¸®  ¯°®ª±¨¬¨°®¢ ­® ª®­¥·­»¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬. � ½²®¬ ±¬»-

±«¥, ª®­¥·­»¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  M ¨£° ¾² °®«¼ ° ¶¨®­ «¼­»µ ·¨±¥« ¢®

¬­®¦¥±²¢¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«. � ¯¨¸¥¬ ½²® ±¢®©±²¢® ª®­¥·­»µ

¬­®¦¥±²¢ ­  ´®°¬ «¼­®¬ ¿§»ª¥.

�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 2. �­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ª®­¥·­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ M

¢±¾¤³ ¯«®²­® ¢ exp(M).

� ¬¥²¨¬, ·²® A ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ M ¨ ½«¥¬¥­²®¬ ¬­®¦¥-

±²¢  exp(M). �­®£®§­ ·­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ F :M1 !M2 ±² ¢¨² ¢ ±®-

®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x 2M1 ¯®¤¬­®¦¥±²¢® F (x) ¬­®¦¥±²¢ M2.

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® F (x) ª®¬¯ ª²­® ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2M1.

�®£¤  ±®®²¢¥²±²¢¨¥ x! F (x) ¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ®¤­®§­ ·-

­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ M1 ¢ exp(M2). � ®²®¡° ¦¥­¨¾ F : M1 ! exp(M2)

¬» ¯°¨¬¥­¿¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨, ¤ ­­®¥ ­ ¬¨ ¤«¿ ®¤­®-

§­ ·­®£® ±«³· ¿. � ½²®¬ ±¬»±«¥ ¬» £®¢®°¨¬ ® �¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¬­®-

£®§­ ·­»µ ®²®¡° ¦¥­¨©.

�«¿ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°¨¬¥°», ¤ ­­»¥ ¢® ¢¢¥-

¤¥­¨¨. �¥±²°®£¨¥ ¢»° ¦¥­¨¿ À¡«¨§ª®Á ¨ À¤ «¥ª®Á, ª®²®°»¥ ¬» ¨±-

¯®«¼§®¢ «¨ ² ¬, ¯°¨®¡°¥² ¾² ²¥¯¥°¼ ±²°®£®¥ «®£¨·¥±ª®¥ §­ ·¥­¨¥.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ m < n ¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® n-²®·¥·­®£® ¬­®¦¥±²¢ 

F0, ®·¥¢¨¤­®, ·²® ­¨ ®¤­®m-²®·¥·­®¥ ¬­®¦¥±²¢® F ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡«¨§-

ª¨¬ ª F0. � ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¯³­ª²¨°­ ¿ «¨­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥­-

­»¬ � ³±¤®°´®¢»¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥¬ ­¥¯°¥°»¢­®© «¨­¨¨. �®£¤  ²®·ª¨
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¯³­ª²¨°  ±«³· ©­® ° ±¯°¥¤¥«¥­», ¨µ ³¢¥«¨·¥­¨¥ ³«³·¸ ¥²  ¯°®ª±¨-

¬ ¶¨¾. �® ½²  ±¢®©±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ·¨±²® ¬¥²°¨·¥±ª¨¬! �¡° ²­®, ¡®«¥¥

£°³¡ ¿  ¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ¬®¦¥² ¯®ª §»¢ ²¼ «³·¸¥ £«®¡ «¼­»¥ ±¢®©±²¢ 

´®°¬».

3. �¥ª®²®°»¥ ®±­®¢­»¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯®-

­¿²¨¿

�±¯®¬­¨¬, ·²® ¤¢  ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢  M1 ¨ M2 ²®¯®-

«®£¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥­²­», ¨«¨ £®¬¥®¬®°´­», ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®²®-

¡° ¦¥­¨¥ f : M1 ! M2, ª®²®°®¥ (I) ¢§ ¨¬­®®¤­®§­ ·­® ¨ ¿¢«¿¥²±¿

®²®¡° ¦¥­¨¥¬ ­  ¨ (II) ®¡  ®²®¡° ¦¥­¨¿ f ¨ f�1 ­¥¯°¥°»¢­». � ª®¥

®²®¡° ¦¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬,   ¯°® ¤¢  £®¬¥®¬®°´­»µ

¯°®±²° ­±²¢  £®¢®°¿², ·²® ®­¨ ¨¬¥¾² ®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ ²®¯®«®£¨·¥-

±ª¨© ²¨¯. � «¥¥ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ M1 � M2. �¢®©±²¢®, ª®²®°»¬ ®¡« -

¤ ¾² ¢±¥ ¯°®±²° ­±²¢  ®¤­®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ²¨¯ , ­ §»¢ ¥²±¿

²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬ ¨«¨ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ¨­¢ °¨ ­²®¬. � -

¯°¨¬¥°, ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬.

�¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ u : [0; 1] ! M ­ §»¢ ¥²±¿ ¯³²¥¬ ¨§

²®·ª¨ x = u(0) ¢ ²®·ª³ y = u(1). �®¤¬­®¦¥±²¢® A � M ­ §»¢ ¥²±¿

«¨­¥©­® ±¢¿§­»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ²®·¥ª x; y 2 A ±³¹¥±²¢³¥²

¯³²¼ u : [0; 1] ! A, ² ª®© ·²® u(0) = x ¨ u(1) = y. �®¬¯®­¥­²®©

±¢¿§­®±²¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ­ ¨¡®«¼¸¥¥ «¨­¥©­® ±¢¿§­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®

M . �¨­¥©­ ¿ ±¢¿§­®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬.

�¢  ­¥¯°¥°»¢­»µ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f0; f1 : M1 ! M2 ­ §»¢ ¾²±¿

£®¬®²®¯­»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ F :M1 �

[0; 1] ! M2, ² ª®¥ ·²® F (x; 0 = f0(x) ¨ F (x; 1) = f1(x). � «¥¥ ¡³¤¥¬

¯¨± ²¼ f0 �= f1. �¢  ¯°®±²° ­±²¢ M1 ¨M2 £®¬®²®¯­® ½ª¢¨¢ «¥­²­»

(£®¬®²®¯­»), ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢  ­¥¯°¥°»¢­»µ ®²®¡° ¦¥­¨¿

M1

f

�
g

M2

² ª®¥ ·²® f � g �= 1M1
¨ g � f �= 1M2

. � «¥¥ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ M1
�= M2

¨ £®¢®°¨²¼, ·²® M1 ¨ M2 ¨¬¥¾² ®¤¨­ £®¬®²®¯­»© ²¨¯. �¢®©±²¢®,
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ª®²®°»¬ ®¡« ¤ ¾² ¢±¥ ¯°®±²° ­±²¢  ®¤­®£® £®¬®²®¯­®£® ²¨¯ , ­ -

§»¢ ¥²±¿ £®¬®²®¯­»¬ ±¢®©±²¢®¬ ¨«¨ £®¬®²®¯­»¬ ¨­¢ °¨ ­²®¬.

�¢  ²®¯®«®£¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ¯°®±²° ­±²¢  ¿¢«¿¾²±¿ £®-

¬®²®¯­® ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, £®¬®²®¯­»© ¨­¢ °¨ ­²

¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¨ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ¨­¢ °¨ ­²®¬. � ¯°¨¬¥°, «¨­¥©-

­ ¿ ±¢¿§­®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ £®¬®²®¯­»¬ ¨­¢ °¨ ­²®¬,   ª®¬¯ ª²­®±²¼ {

­¥².

�²¨ ¯®­¿²¨¿ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¾² ®·¥­¼ ±«®¦­®¥ §­ ·¥­¨¥, ­®

° ±¯°®±²° ­¨¬ ­ ¸¨ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ­  ¬ «¥­¼ª¨© ª« ±± °¥£³«¿°­»µ

®¡º¥ª²®¢ ­  ¯«®±ª®±²¨. �­³²°¨ ½²®£® ª« ±±  §­ ·¥­¨¿ ½²¨µ ¯®­¿²¨©

±² ­®¢¿²±¿ ¯°®¹¥ ¨ ¡®«¥¥ ®¯¨± ²¥«¼­»¬¨.

�³±²¼ E2 { �¢ª«¨¤®¢  ¯«®±ª®±²¼,   f : [0; 1] ! E2 { ¢§ ¨¬­®-

®¤­®§­ ·­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥. � § ¯¨±¨ f(t) = ((f1(t); f2(t)) ¡³¤¥¬ ¯®¤-

° §³¬¥¢ ²¼, ·²® f1; f2 ¿¢«¿¾²±¿ ² ª¦¥ ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³-

¥¬»¬¨ ¨ ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® t (f 01(t); f
0

2(t))
2
6= 0. � «¥¥, ¬­®¦¥±²¢®

ff(t)jt 2 [0; 1]g ­ §¢ ¥²±¿ £« ¤ª®© ¤³£®© ± ª®­¶ ¬¨ f(0) ¨ f(1). �­®-

¦¥±²¢® ff(t)jt 2 (0; 1)g ­ §»¢ ¥²±¿ ¢­³²°¥­­®±²¼¾ ½²®© ¤³£¨.

�¢¿§­»© 1�ª®¬¯«¥ª± ¢® ¬­®¦¥±²¢¥ E2 { ½²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® E2,

ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ª®­¥·­®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ £« ¤ª¨µ

¤³£, ¨¬¥¾¹¨µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¢­³²°¥­­®±²¨. � ¯°¨¬¥°, ±«¥¤³¾-

¹¨¥ ²°¨ ®ª°³¦­®±²¨ ®¡° §³¾² 1-ª®¬¯«¥ª±, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ª ª

®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¤¢¥­ ¤¶ ²¨ ¤³£, ¨¬¥¾¹¨µ ¢ ª ·¥±²¢¥ ª®­¶¥¢»µ ¢¥°¸¨­

²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ®ª°³¦­®±²¥©.

�®·ª  ¢ E2 ­ §»¢ ¥²±¿ ±¢¿§­­»¬ 0-ª®¬¯«¥ª±®¬ (§¤¥±¼ k ¢ ±«®¦-

­®¬ k-ª®¬¯«¥ª±¥ ®¡®§­ · ¥² ¥£® ° §¬¥°­®±²¼).

�¢¿§­»© 1-ª®¬¯«¥ª± { ½²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® E2 ¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬,

¯®¤¯°®±²° ­±²¢® E2, ª®²®°®¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢®¬, «¥¦ ¹¨¬

¢ ®±­®¢ ­¨¨ ª®¬¯«¥ª± .
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�® ¦¥ ± ¬®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª 1-

ª®¬¯«¥ª± ° §­»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨. � ¯°¨¬¥°, ¯®¤¬­®¦¥±²¢®

¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª:

� ª ¦¤®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ·¥°¥§ e ®¡®§­ ·¨²¼ ·¨±«® ²®·¥ª, ª®²®°»¥

¿¢«¿¾²±¿ ª®­¶¥¢»¬¨,   ·¥°¥§ a { ·¨±«® ¤³£, ²®

e� a = 6� 9 = 9� 12 = 11� 14 = �3

�¨±«  e; a § ¢¨±¿² ®² ±¯®±®¡  ¯°¤±² ¢«¥­¨¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ¢ ª -

·¥±²¢¥ 1-ª®¬¯«¥ª± ,   ° §­®±²¼ e�a ­¥ § ¢¨±¨² ®² ½²®£®. �¨±«® e�a

§ ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ²¨¯  £®¬®²®¯¨¨ «¥¦ ¹¥£® ¢ ®±­®¢ ­¨¨ ª®¬¯«¥ª± 

¯°®±²° ­±²¢  ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ �©«¥°®¢®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ¯°®±²° ­-

±²¢ .

(�¨² ²¥«¼, µ®°®¸® §­ ª®¬»© ± ²®¯®«®£¨¥©, ¢±¯®¬­¨², ·²® ½©«¥-

°®¢  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤«¿ ¯°®±²° ­±²¢, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ª®-

­¥·­»¬¨ CW -ª®¬¯«¥ª± ¬¨. �«¿ ² ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X ·¨±«®

�(X) =

nX
�=0

(�1)��� ;

£¤¥ ¢¥«¨·¨­» �� ±³²¼ ·¨±«  �½²²¨, ­ §»¢ ¥²±¿ �©«¥°®¢®© µ ° ª-

²¥°¨±²¨ª®© ¯°®±²° ­±²¢  X ¨ ½²® ·¨±«® ¿¢«¿¥²±¿ £®¬®²®¯­»¬ ¨­-

¢ °¨ ­²®¬ ² ª¦¥ ª ª ¨ ¢±¿ ´®°¬³«  ¢ ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨. �±«¨ �� {

·¨±«® �-¿·¥¥ª X, ²® �� ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²®¯®«®£¨·¥±ª®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©

¯°®±²° ­±²¢ , ­® ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ¢¥­±²¢®:

nX
�=0

(�1)��� = �(X)

¨¬¥¥² ¬¥±²®.
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�±«¨ X;Y ¿¢«¿¾²±¿ ª®­¥·­»¬¨ CW -ª®¬¯«¥ª± ¬¨ ¨ Z = X \ Y {

¯®¤ª®¬¯«¥ª± X ¨ Y , ²®

�(X [ Y ) = �(X) + �(Y )� �(Z):

1-ª®¬¯¥ª± ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®¡®¤­»¬ ª®­¶®¬, ¥±«¨ ®­ ¿¢«¿¥²±¿ ª®­¶®¬ ¢

²®·­®±²¨ ®¤­®© ¤³£¨ ª®¬¯«¥ª± . �«¥¬¥­² °­»¬ ° §°³¸¥­¨¥¬ ­ §®-

¢¥¬ ³¤ «¥­¨¥ ¨§ ª®¬¯«¥ª±  ±¢®¡®¤­®£® ª®­¶  ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¥¬³

¤³£¨. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ½«¥¬¥­² °­»µ ° §°³¸¥­¨© ­ §®¢¥¬ ° §°³-

¸¥­¨¥¬. � §°³¸¥­¨¥ ¨­²¥°¯°¥²¨°³¥²±¿ °¨±³­ª®¬

¨ ¢±¥ ½²¨ ¯°®±²° ­±²¢  ¿¢«¿¾²±¿ £®¬®²®¯­® ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨, ¯®²®-

¬³ ·²® ° §°³¸¥­¨¥ ±®µ° ­¿¥² ²¨¯ £®¬®²®¯¨¨ (¨ �©«¥°®¢³ µ ° ª-

²¥°¨±²¨ª³). �®±«¥ ª ¦¤®£® ½«¥¬¥­² °­®£® ° §°³¸¥­¨¿, ¢»° ¦¥­¨¥

e� a ¬¥­¿¥²±¿ ­  (e� 1)� (a� 1), ­® ° §­®±²¼ ®±² ¥²±¿ ²®© ¦¥.

4. �¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´®°¬»

�³±²¼ E2 { �¢ª«¨¤®¢  ¯«®±ª®±²¼ ± ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ª®®°¤¨­ ²­®©

±¨±²¥¬®© (®±¼ x ¯³±²¼ ¡³¤¥² ­ ¯° ¢«¥­  ¢¯° ¢®,   ®±¼ y { ¢¢¥°µ).

�» ¤®«¦­» ¨§¡¥¦ ²¼ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ² ª¨µ § ²°³¤­¨²¥«¼­»µ ¤³£,

ª ª

t! (t4 sin 1=t; t):

� ª¨¬ ®¡° §®¬, £« ¤ª ¿ ¤³£  ¿¢«¿¥²±¿ °¥£³«¿°­®©, ¥±«¨ ª®£¤  ¡»

®­  ­¥ ¯¥°¥±¥ª «  ¢¥°²¨ª «¼­³¾ ¯°¿¬³¾ x = t, ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿

«¨¡® ²®·ª®©, «¨¡® ¤³£®© ¶¥«¨ª®¬ (¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥ ¤³£  ¿¢«¿¥²±¿

§ ¬ª­³²»¬ ®²°¥§ª®¬ ¯°¿¬®© x = t). �®¬¯«¥± °¥£³«¿°¥­, ¥±«¨ ¢±¥ ¥£®

¤³£¨ °¥£³«¿°­».

�¨­¥©­ ¿ ´®°¬  (¡®«¥¥ ª®°®²ª ¿ ´®°¬ ) ¢ E2 { ½²® ¯°®±²° ­-

±²¢®, «¥¦ ¹¥¥ ¢ ®±­®¢ ­¨¨ °¥£³«¿°­®£® ±¢¿§­®£® 1-ª®¬¯«¥ª±  ¢ E2.

�°¥©¬ ´®°¬» { ½²® ­ ¨¬¥­¼¸¨© ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª ±® ±²®°®­ ¬¨,

¯ ° ««¥«¼­»¬¨ ®±¿¬ ª®®°¤¨­ ², ±®¤¥°¦ ¹¨© ´®°¬³



�®¯®«®£¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ ª ° ±¯®§­ ¢ ­¨¾ 261

�¢¿§ ­­ ¿ (± ´®°¬®©) ª®®°¤¨­ ²­ ¿ ±¨±²¥¬  { ½²® ¯ ° ««¥«¼­»©

¯¥°¥­®± ¤ ­­®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² ¢ «¥¢³¾ ­¨¦­¾¾ ¢¥°¸¨­³ ´°¥©-

¬ .

� ¯°¨¬¥°,

{ ½²® ¤¢¥ ´®°¬» ­  ¯«®±ª®±²¨ ½²®© ±²° ­¨¶», ¥±«¨ ¨µ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼

¢ ª ·¥±²¢¥ °¥£³«¿°­»µ ª®¬¯«¥ª±®¢, ®­¨ ¯°¥¢° ¹ ¾²±¿ ¢

(¦¨°­»¥ ²®·ª¨ { ª®­¶¥¢»¥ ¢¥°¸¨­»).

�°¥©¬ ´®°¬» ¢ ±¢¿§ ­®© ± ­¥© ª®®°¤¨­ ²­®© ±¨±²¥¬¥ { ½²® ¯°¿-

¬®³£®«¼­¨ª [0; a]x[0; b], £¤¥ ®²°¥§®ª [0; a] ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥-

¤¥«¥­¨¿ ´®°¬».

�³±²¼ F { «¨­¥©­ ¿ ´®°¬ ,   [0; a] { ¥¥ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿. �«¿

t 2 [0; a] ¯¥°¥±¥·¥­¨¥´®°¬» F ± ¯°¿¬®© x = t ±®±²®¨² ¨§ ª®­¥·­®-

£® ·¨±«  ª®¬¯®­¥­², ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ «¨¡® ²®·ª ¬¨, «¨¡® § ¬ª­³²»¬¨

¨­²¥°¢ « ¬¨. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ D(t) ¯°®¥ª¶¨¾ ½²®£® ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ­ 

®±¼ y. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±®®²¢¥²±²¢¨¥ t! F (t) ¿¢«¿¥²±¿ ¬­®£®§­ ·­®©

´³­ª¶¨¥© F : [0; a] ! E1 (£¤¥ E1 ¡®§­ · ¥² �¢ª«¨¤®¢³ ¯°¿¬³¾) ¨

§­ ·¥­¨¥ F (t) ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬¯ ª²­»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬.

�¥ ¯°¨­¨¬ ¿ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥, ª ª¨¬ ®¡° §®¬ ´®°¬  F ° ±±¬ ²°¨-

¢ ¥²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ °¥£³«¿°­®£® ª®¬¯«¥ª± , ®­  ¨¬¥¥² ª®­¥·­®¥ ·¨±«®

ª®­¶¥¢»µ ¢¥°¸¨­ ¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ F ± ¯°¿¬®© x = t ±®¤¥°¦¨² ­¥ª®²®-

°»¥ ª®­¶¥¢»¥ ¢¥°¸¨­» ²®«¼ª® ¤«¿ ª®­¥·­®£® ·¨±«  ¬®¬¥­²®¢ ¢°¥-

¬¥­¨ t. �¡®§­ ·¨¬ ¨µ ·¥°¥§

t0 = 0 < t1 : : : < tk = a

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® ®²¤¥«¼­®£® ¨­²¥°¢ «  [ti; ti+1] ¨ ª -

¦¤®£® ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨ t 2 (ti; ti+1), ´³­ª¶¨¿ F ­¥¯°¥°»¢­  ¯® t.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥¤¨­±²¢¥­­® ¢®§¬®¦­»¬¨ ²®·ª ¬¨ ° §°»¢®¢ ´³­ª-

¶¨¨ F ¿¢«¿¾²±¿ ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨ ti.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ nt ·¨±«® ª®¬¯®­¥­² F (t). � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ª -

¦¤®£® t 2 (ti; ti+1), ·¨±«  nt ° ¢­». �«¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ²®·¥ª ° §°»¢-
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­®±²¨ F ¬» ¤®¡ ¢¨¬ §¢¥§¤®·ª¨ ª nti (±®µ° ­¿¿ ¨µ ³¦¥ § ´¨ª±¨°®-

¢ ­­»µ ° ­¥¥ ±¬»±«). � ¨¬¥­­®, ¯³±²¼

~nti =

8>>>>>><
>>>>>>:

nti ; F ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ ti
nti ; F ­¥¯°¥°»¢­  ±¯° ¢  ¨

° §°»¢­  ±«¥¢  ¢ ²®·ª¥ ti
nti�; F ­¥¯°¥°»¢­  ±«¥¢  ¨

° §°»¢­  ±¯° ¢  ¢ ²®·ª¥ ti
nti�; F ° §°»¢­  ¯® ®¡¥ ±²®°®­» ti

�«¥¤³¿ ³¦¥ ®¯¨± ­­®¬³ ° §¡¨¥­¨¾ ®²°¥§ª  [0; a]

t0 < t1 < : : : < ti < ti+1 < : : : < tk�1 < tk;

ª®²®°®¥ ¬» ±¢¿§ «¨ ± ´®°¬®© F , ±«¥¤³¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

�F = ~nt0(n
(0)
t )~nti : : : ~nti(n

(1)
t )~nti+1 : : : ~ntk�1(n

(k�1)
t )~ntk ;

ª®²®³¾ ­ §®¢¥¬ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­²®¬ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´®°¬» F .

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �F ¨¬¥¥² k ·«¥­®¢ ¢ ±ª®¡ª µ

¨ (k + 1) { ¡¥§, ²® ¥±²¼ ¢¬¥±²¥ { ­¥·¥²­®¥ ·¨±«® 2k + 1 ½«¥¬¥­²®¢.

�²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±¢¿§ ­  ± ²®¯®«®£¨¥© ´®°¬» F ± ¯®¬®¹¼¾

±«¥¤³¾¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.

�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 3. �³±²¼ �(F ) { �©«¥°®¢  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  «¨­¥©-

­®© ´®°¬»,   �F { ¥¥ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨. �®£¤ 

nt0�n
(0)
t +nt1� : : :+nti�n

(i)
t +nti+1� : : :+ntk�1�n

(k�1)
t +ntk = �(F )

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±¢®©±²¢®

�(A [B) = �(A) + �(B)� �(A \B)

�©«¥°®¢®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨.�®£« ±­® ½²®¬³ ±¢®©±²¢³, ¥±«¨ F = F1 [

: : :[Fm ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ´®°¬ Fi, ¨¬¥¾¹¨µ

ª®­¶¥¢»¥ ¢¥°¸¨­» ­  ¯°¿¬»µ x = ti; i = 0; : : : ; k ¨ ¥±«¨

nt(F ) = nt(F1) + : : :+ nt(Fm);
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²® ´®°¬³«  ¢ ³²¢¥°¦¤¥­¨¨ ¢»¯®«­¥­  ¤«¿ ² ª®© ´®°¬» F ²®£¤ 

¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®­  ¢»¯®«­¥­  ¤«¿ ª ¦¤®© ´®°¬» Fi; i =

1; : : : ;m:

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ~F (t) = f(x; y)jx = tg \ F ¨ F (t) £®¬¥®-

¬®°´­» (¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨¥© ­  ®±¼ y).

�¥¯¥°¼ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® F { ² ª ¿ ´®°¬ , ·²® �F = nt0 . �®£¤ 

«¨¡® F { «¨¡® ²®·ª , «¨¡® ¨­²¥°¢ «, ¨ nt0 = 1. � ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¨­²¥°-

¢ « ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®¤¢¥°¦¥­ ° §°³¸¥­¨¾ ¤® ®¤­®© ¨§ ±¢®¨µ ª®­¶¥¢»µ

¢¥°¸¨­, ¬» ¨¬¥¥¬ �(F ) = 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ´®°¬³«  ±¯° ¢¥¤«¨¢ 

²®£¤ , ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �F ±®±²®¨² ¨§ ®¤­®£® ·«¥­ .

�²®¡» ¤®ª § ²¼ ´®°¬³«³ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ¨±¯®«¼§³¥¬ ¨­¤³ª¶¨¾

¯® ·¨±«³ 2k + 1 ·«¥­®¢ ¢ �F (¬» ³¦¥ ¤®ª § «¨ ´®°¬³«³ ¤«¿ k = 0).

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ´®°¬³«  ¢¥°­¿ ¤«¿ ¢±¥µ ² ª¨µ ´®°¬ F , ¤«¿

ª®²®°»µ �F ¨¬¥¥² 2k � 1 ·«¥­®¢ (± k > 1).

�³±²¼ F { ´®°¬  ¨ ¯³±²¼ �F ¨¬¥¥² °®¢­® 2k + 1 ·«¥­®¢. � ´¨ª-

±¨°³¥¬ t 2 (tk�1; tk) ¨ ¯®«®¦¨¬

F0 = f(x; y) 2 F jx 6 tg; F1 = f(x; y) 2 F jt 6 xg:

�®£¤  F0 \ F1 = ~F (t). �³£¨ ¢ F0, ¨¬¥¾¹¨¥ ª®­¶¥¢³¾ ¢¥°¸¨­³ ¢

F (tk�1) ¨ ¤°³£³¾ (±¢®¡®¤­³¾) ¢ ~F (t) ¬®£³² ¡»²¼ ³¤ «¥­»,   F ¬®-

¦¥² ¡»²¼ ° §°³¸¥­  ¤® F 0 = f(x; y) 2 F jx 6 tk�1g. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

F 0
�= F0. �®·­® ² ª¦¥ F1 �= ~F (tk) = F 1. �®±ª®«¼ª³ F 0 ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º-

¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ´®°¬, ¤¨±ª°¨¬¨­ ­²» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨

ª®²®°»µ ¨¬¥¾² ¬ ª±¨¬³¬ 2k � 1 ·«¥­®¢, ¯®±«¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¯°¥¤¯®-

«®¦¥­¨¿ ¨­¤³ª¶¨¨ ¬» ¨¬¥¥¬

�(F0) = �(F 0) = nt0 � n
(0)
t + nt1 � : : :+ ntk�1 :

�®±ª®«¼ª³

�(F1) = �(F 1) = ntk ; �(
~F (t)) = n

(k�1)
t ;

¬» ­ µ®¤¨¬

�(F ) = �(F0)+�(F1)��( ~F (t)) = (nt0�n
(0)
t +nt1�: : :+ntk�1)+ntk�n

(k�1)
t :

�²® ¤®ª §»¢ ¥² ´®°¬³«³ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥.



264 �. � °¼¿­®¢¨·, �. �®¬®¢¨·, �. �² ­ª®¢¨·

(�²®² °¨±³­®ª ¨««¾±²°¨°³¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢®)

5. �² «®­»

�®«¼¸³¾ °®«¼ ¢ ¬»¸«¥­¨¨ ¨£° ¾² ±¨¬¢®«», ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¢ ¡®«¼-

¸¥© ¨«¨ ¬¥­¼¸¥© ±²¥¯¥­¨ ±² ­¤ °²¨§®¢ ­»¬¨ ´®°¬ ¬¨. � ª ·¥±²¢¥

¯°¨¬¥°  ² ª®© ±¨±²¥¬» ±¨¬¢®«®¢ ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¶¨´°»

­ ¯¨± ­¨¥ ª®²®°»µ ¬®¦­® ¢±²°¥²¨²¼ ¢ ¯°®±²»µ ³·¥¡­¨ª µ ¯® ¬ ²¥-

¬ ²¨ª¥. � ¯¨± ¢ ¨µ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨, ¯®«³·¨¬:

�0 = 1(2)1; �1 = 1(1) � 1; �2 = 2(3)2; �3 = 2(2) � 3(4)2

�4 = 1(2) � 1(1)1; �5 = 2 � (3)2; �6 = 1(3)2; �7 = 2(2)1

�8 = 2(4)3(4)2; �9 = 2(3)1

�®«³·¥­­»¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¢ ²°¥µ ±«³· ¿µ

±®±²®¿² ¨§ ¯¿²¨ ·«¥­®¢. �®¦¥¬ «¨ ¬» ±®ª° ²¨²¼ ¨µ, § ¬¥­¨¢ ´¨£³°³

­  ¨µ µ®°®¸® ° ±¯®§­ ¢ ¥¬»© ¢ °¨ ­²? � , ¢ ±«³· ¥ ¯¥°¢»µ ¤¢³µ

² ª¨µ ¶¨´°:

¨ ­¥², ¢ ²°¥²¼¥¬ ±«³· ¥ (¯®²®¬³ ·²® ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¤¢³µ «¨­¨© ¤®«¦­®

¡»²¼ ª®­¥·­®© ²®·ª®©). � ¬¥­¨¬ ­ ¯¨± ­¨¿ ¶¨´° 3 ¨ 4, µ ° ª²¥°­»¥

¤«¿ ³·¥¡­¨ª®¢ ¯® ½«¥¬¥­² °­®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¥, ­  ¨ ¯°¥¤«®¦¥­­»¥ ¢ -

°¨ ­²». �®«³·¥­­»¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ 10 ´®°¬ ¡³¤³² ½² «®­ ¬¨  ° ¡-

±ª¨µ ¶¨´°.
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�¯°¥¤¥«¨¬ ½² «®­ ª ª ´®°¬³, § ¤ ­­³¾ ¢ ª®®°¤¨­ ²­®¬ ¯°¥¤-

±² ¢«¥­¨¨. � ¯°¨¬¥°, ¶¨´°  1 § ¤ ¥²±¿ ¢ ª®®°¤¨­ ² µ ª ª

f(x; y)j(9 6 x < 1 ¨ y = x+ 1) ¨«¨ (x = 1 ¨ 0 6 y 6 2)g

�¥±ª®«¼ª® ³¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ¯®¤®¡­®£® °®¤  ¤«¿

¤³£  ° ¡±ª¨µ ·¨±¥« ¬®£³² ¡»²¼ ­ ©¤¥­». � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ ½²¨

½² «®­» ¬®£³² ¡»²¼ § ¤ ­» ¢ ª®®°¤¨­ ² µ.

� ª ·¥±²¢¥ ¤°³£®£® ­ ¡®°  ½² «®­®¢  ° ¡±ª¨µ ·¨±¥« ¬®¦¥² ±«³-

¦¨²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢® ¨µ °¥ «¨§ ¶¨© ¢ ¢¨¤¥ ¬­®£®³£®«¼­¨ª®¢:

�®£¤  ´®°¬  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª £° ´¨·¥±ª¨© ±¨¬¢®«, ¥¥ ° §-

¬¥° ­¥ ¢«¨¿¥² ­  ¥¥ §­ ·¥­¨¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ¤¥« ²¼

° §«¨·¨¿ ¬¥¦¤³ ´®°¬®© F ¨ ¥¥  ´´¨­­»¬¨ ®¡° § ¬¨, ¯®«³·¥­­»¬¨

¢ °¥§³«¼² ²¥ ®²®¡° ¦¥­¨© ¢¨¤  (x; y)! (ax; ay) ¤«¿ a > 0 ¨ b > 0.

6. �¡¹¥­¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ «¾¤¼¬¨

� ®¡¹¥­¨¨ ¬¥¦¤³ «¾¤¼¬¨ ½² «®­ ¬®¦¥² ¯¥°¥¤ ¢ ²¼±¿ ®² ·¥«®-

¢¥ª  ª ·¥«®¢¥ª³ ±  ¡±®«¾²­®© ²®·­®±²¼¾. �  ¯° ª²¨ª¥ ¬» ±·¨² ¥¬,

·²® ½² «®­» ¯¥°¥¤ ¾²±¿ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¨µ ±®¢¥°¸¥­­»µ £° ´¨·¥±ª¨µ

°¥ «¨§ ¶¨©, ¨ ·²® ®­¨ § ¤ ­» ¢ ª®®°¤¨­ ² µ. �°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ °¥-

 «¨§ ¶¨© ¬®£³² ¡»²¼ ¯¥· ²­»¥ ¡³ª¢» ¨ ¶¨´°».

�² «®­ ² ª¦¥ ¬®¦¥² ¯¥°¥¤ ¢ ²¼±¿ ¢ ±¢®¡®¤­®© °¥ «¨§ ¶¨¨. �°¨-

¬¥° ¬¨ ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ¡³ª¢» ¨ ¶¨´°», ­ ¯¨± ­­»¥ ®² °³ª¨. � ½²®¬

±«³· ¥, °¥ «¨§ ¶¨¿ ´®°¬» ¢ ¡®«¼¸¥© ¨«¨ ¬¥­¼¸¥© ±²¥¯¥­¨ ¯®µ®¦ 

­  ½² «®­. � ±¯®§­ ¢ ­¨¥, ²® ¥±²¼ ¯°®¶¥±± ®²­¥±¥­¨¿ ² ª®£® ¢¨§³-

 «¼­®£® ®¡° §  ª ±¢®¥¬³ ½² «®­³, § ¢¨±¨² ®² ¯°¨±³²±²¢¨¿ ¢ ®¡° §¥

¸³¬ .

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¤¢³µ «¾¤¥© ¨«¨ ¯°¥¤¬¥²®¢, ®¤¨­ ¨§

ª®²®°»µ ¯®±»« ¥² ±¨£­ «» (®­ ­ p»¢ ¥²±¿ ¨±²®·­¨ª®¬ ¨ ®¡®§­ ·¥­

±¨¬¢®«®¬ S),   ¢²®°®© { ¯®«³· ¾¹¨© ½²¨ ±¨£­ «» (­ §¢ ­­»© ¯°¨-

¥¬­¨ª®¬ ¨ ®¡®§­ ·¥­­»© ±¨¬¢®«®¬ R). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¨±²®·­¨ª

¨ ¯°¨¥¬­¨ª ¨¬¥¾² ¢ ° ±¯®°¿¦¥­¨¨ ®¤¨­ ª®¢»¥ ­ ¡®°» ½² «®­®¢. S



266 �. � °¼¿­®¢¨·, �. �®¬®¢¨·, �. �² ­ª®¢¨·

¯®±»« ¥² ½² «®­, ¯»² ¿±¼ °¥ «¨§®¢ ²¼ ¥£® ¢ ¢¨¤¥ ´®°¬».R ¯®«³· ¥²

¥£® ¢ ¢¨¤¥ ±²¨¬³«  ¨ ¯»² ¥²±¿ ¢®±¯°¨­¿²¼ ¨ ° ±¯®§­ ²¼ ½²®² ±²¨¬³«.

�«¿ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ¤¨ £° ¬¬³:

�®¬¥²ª¨ (R) ¨ (S) ®¡®§­ · ¾² «¨¡®  ª²¨¢­®±²¼ S ¨«¨ R, «¨¡® ²®,

·²® °¥§³«¼² ² ®²­®±¨²±¿ ª °®«¨ S ¨«¨ R.

7. � ²°¨¶» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨

� ª ¡»«® § ´¨ª±¨°®¢ ­® ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨, ´®°¬  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¯°®-

±²° ­±²¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢  E2. �¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´®°¬»

§ ¢¨±¨² ®² ±¯®±®¡  ° ±±¬®²°¥­¨¿ ­ ¬¨ ´®°¬» ¢ ª ·¥±²¢¥ ª®¬¯«¥ª-

± . �¥¯¥°¼ ³­¨ª «¼­»¬ ®¡° §®¬ ¯°¨±¢®¨¬ ´®°¬¥ ¥¥ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­²

° §°»¢­®±²¨ (­¥ ¯°¨­¨¬ ¾ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¬­®¦¥±²¢® ¢®§¬®¦­®±²¥©

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ´®°¬³ ¢ ª ·¥±²¢¥ 1-ª®¬¯«¥ª± ). �®§¼¬¥¬, ª ¯°¨¬¥°³,

¤¢  ½² «®­  ­³«¿ {  ° ¡±ª¨© ¨ ¢ ¢¨¤¥ ¬­®£®³£®«¼­¨ª .

�® ¢²®°®¬ ±«³· ¥ ¦¨°­»¥ ²®·ª¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª®­¶¥¢»¬¨ ²®·ª ¬¨

(£« ¤ª¨µ) ¤³£ ¬­®£®³£®«¼­¨ª ,   ¢ ²°¥²¼¥¬ { ®¤­  ²®·ª  ¿¢«¿¥²±¿

«¨¸­¥©. �® ¢±¥µ ²°¥µ ±«³· ¿µ ¬» ¨¬¥¥¬ ®¤­® ¨ ²® ¦¥ ·¨±«® (¤¢¥) ¤³£

­  ¨­²¥°¢ «¥ [0,a]. �ª«®­¨¬±¿ ² ª¦¥ ª ²®¬³, ·²®¡» ±¦ ²¼ (2)2(2) ¤®

(2).

�³±²¼ ¤ ­  ´®°¬  F ,   [0,a] { ¥¥ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿. �®·ª  t 2

(0; a) { °¥£³«¿°­ , ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² " > 0, ² ª®¥ ·²® ¬­®£®§­ ·­ ¿
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´³­ª¶¨¿ F ­¥¯°¥°»¢­  ­  (t0�"; t0+"). �­ ·¥ ²®·ª³ t0 2 [0; a] ­ §®¢¥¬

±¨­£³«¿°­®©.

�³±²¼

t0 = 0 < t1 < ::: < tk = a

{ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¢±¥µ ±¨­£³«¿°­»µ ²®·¥ª ´®°¬» F . �¥¯¥°¼ ¬»

¬®¦¥¬ ±®¯®±² ¢¨²¼ ´®°¬¥ ±«¥¤³¾¹³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼:

�F = ~nt0(n
(0)
t )~nt1 : : : ~ntk�1(n

(k�1)
t )ntk

²®·­® ² ª¦¥, ª ª ¬» ¤¥« «¨ ½²® ¢ ° §¤¥«¥ 4. �²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

�F ¡³¤¥² ­ ¬¨ ­ §»¢ ²¼±¿ ª ­®­¨·¥±ª¨¬ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­²®¬ ­¥¯°¥°»¢-

­®±²¨ F .

�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ª ª¦¤»© ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ F ¬®-

¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¢¥¤¥­ ª ª ­®­¨·¥±ª®¬³ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­²³ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨

¯³²¥¬ § ¬¥­®© ²¥°¬®¢ ¢¨¤  (m)m(m) ­  (m) ¢ ª®­¥·­®¬ ·¨±«¥ ±«³-

· ¥¢. �®±ª®«¼ª³ �m + m � m = m, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ½²  § ¬¥­  ­¥

¬¥­¿¥² §­ ·¥­¨¿ ¢»° ¦¥­¨¿ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ´®°¬³«» ¢ ³²¢¥°¦¤¥­¨¨

3. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ª ¡»«® ¤®ª § ­®, ª ­®­¨·¥±ª¨© �F ±¢¿§ ­ ± �©-

«¥°®¢®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ´®°¬».

�®£¤  ¢ ° §¤¥«¥ 4 ¢¢®¤¨«¨±¼ («¨­¥©­»¥) ´®°¬», ¬» ¯°¥¤¯®«®-

¦¨«¨, ·²® ®­¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±¢¿§­»¬¨ ¯°®±²° ­±²¢ ¬¨. �±«¨ ²¥¯¥°¼

®²ª § ²¼±¿ ®² ½²®£® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿, «¥¦ ¹¥¥ ¢ ®±­®¢¥ ´®°» ¯°®-

±²° ­±²¢® ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ´®°¬.

�±¥ ±´®°¬³«¨°®¢ ­­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¨

¤«¿ ½²¨µ ¡®«¥¥ ®¡¹¨µ ®¡º¥ª²®¢. � ±±¬®²°¥­¨¥ ² ª¨µ ®¡º¥ª²®¢ ­¥ ­ -

µ®¤¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±¢¨¨ ± ­ ¸¨¬ ±²°¥¬«¥­¨¥¬ ª ®¡®¡¹¥­¨¾, ­® ¯°®-

¶¥¤³° , ª®²®°³¾ ¬» ±®¡¨° ¥¬¿ ®¯¨± ²¼, § ±² ¢¨² ­ ± ±¤¥« ²¼ ½²®

®¡®¡¹¥­¨¥. �°³¡® £®¢®°¿, ½²  ¯°®¶¥¤³°  ¡³¤¥² ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¥© ´®°-

¬» ­  ¯°®±²»¥ ´®°¬».

�°®±² ¿ ´®°¬  { ½²® ² ª ¿ ´®°¬  F , ² ª ¿ ·²® ¤«¿ ª ¦¤®© ²®·-

ª¨ t 2 [0; a]; nt = 1. �²® ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ ´®°¬
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�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¯°®±² ¿ ´®°¬  ¢ª«¾· ¥² ² ª¦¥ ¢ ±¥¡¿ ª®­¶¥¢»¥ ª®¬-

¯®­¥­²».

�³±²¼ ¤ ­® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ´®°¬ S. � ± ¡³¤¥²

¨­²¥°¥±®¢ ²¼ ¢»¡®° ²¥µ ¯°®±²»µ ´®°¬ L:

(I) ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤´®°¬ ¬¨ S, ²® ¥±²¼ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿¬¨ ¤³£

´®°¬» S,

(II) ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼­»¬¨, ²® ¥±²¼ ² ª¨¬¨, ª ª®²®-

°»¬ ­¥«¼§¿ ¤®¡ ¢¨²¼ ¤³£¨.

(III) ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ­¨¦­¨¬¨ ¢ ´®°¬¥ S, ²® ¥±²¼ ¤«¿ ª ¦¤®©

²®·ª¨ (x; y) 2 L ¨ (x; y0) 2 S

L ¢»¯®«­¥­® y0 > y. � ª¨¥ ¯®¤´®°¬» L ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±«®¿¬¨ ´®°-

¬» S.

� ±±¬®²°¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°».

� ±«³· ¥ (a) ±«®¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ±«¥¤³¾¹¨µ ¤³£:

�0�1; �1�2; �2�6; �2�3; �3�4,   ¢ ±«³· ¥ (b) ±«®© ±®±²®¨² ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ

¤³£: �3�4; �4�5.

�¤ «¿¿ ¢­³²°¥­­¨¥ ¨­²¥°¢ «» £®°¨§®­² «¼­»µ ¤³£ ¢ L,   § ²¥¬

²¥ ¢¥°²¨ª «¼­»¥ ª®¬¯®­¥­²», ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¨§®«¨°®¢ ­­»¬¨ ¢

L, ¬» ¯®«³·¨¬

� ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ¯®«³·¥­­»¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯°®±²° ­±²¢  ¿¢«¿-

¾²±¿ ° §°»¢­»¬¨ (·²® ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¬®²¨¢ ¶¨¨ ¤«¿

¢¢¥¤¥­¨¿ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨© ´®°¬ S).

�¥¯¥°¼ ¢ ±«³· ¥ (a) ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¢  ±«®¿: �1�5 ¨ �3�7. � ±«³· ¥ (b)



�®¯®«®£¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ ª ° ±¯®§­ ¢ ­¨¾ 269

±«®¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ² ª¨µ ¤³£: �3�5; �5�4.

�°®¢¥¤¿ ¯°®¶¥¤³°³ ³¤ «¥­¨¿ ±­®¢ , ¯®«³·¨¬:

¨ ¢ ±«³· ¥ 2, ¯®±«¥ ®·¥°¥¤­®£® ³¤ «¥­¨¿

�¥ª®¬¯®§¨¶¨¥© ­  ±«®¨ ¡³¤¥²:

�®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ ¬ ²°¨¶³ ± ·¨±«®¬ ±²°®ª, ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ·¨±«³ ±«®¥¢,   ª ¦¤»© °¿¤ ±®¯®±² ¢¨¬ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­²³

­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¥¬³ ±«®¿. �¦¥ ­ ¯¥· ² ­­»© ª®­-

¶¥¢»¥ ª®¬¯®­¥­²» ¯¨± ²¼ ­¥ ¡³¤¥¬, § ¬¥­¿¿ ¨µ ­  0.

(a)

2
4 0 (1) 1 (1) 0 (0) 0 (0) 0 (1) 1 (1) 0

0 (0) 0 (1) 1 (0) 0 (0) 1 (1) 0 (0) 0

1 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1 (1) 1

3
5

�s1 = 1(2)2(3)2�(1)�1�(1)�2(3)2(2)1
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(b) 2
664
0 (1) 1 (0) 0

1 (1) 1 (0) 0

0 (0) 0 (1) 0

0 (0) 1 (1)� 1

3
775

�s2 = 1(2)�3�(2)�1

� ¬¥²¨¬, ·²® ±³¬¬  ½«¥¬¥­²®¢ ¢ ±²®«¡¶¥ ° ¢­  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥-

¬³ ½«¥¬¥­²³ �s.

� ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¯® ² ª®© ¬ ²°¨¶¥ ¬» ¬®¦¥¬ ¢®±±² ­®¢¨²¼

´®°¬³, ±®µ° ­¿¿ ¥¥ ±³¹¥±²¢¥­­»¥ ±¢®©±²¢ . � ¯°¨¬¥°, ¢ ±«³· ¥ (a)

±²°®ª¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¨§ ±¥¡¿ ±«¥¤³¾¹¥¥:

¨ ±®¥¤¨­¿¿ ½²¨ · ±²¨, ¯®«³· ¥¬

·²® ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¨£®­­®© °¥ «¨§ ¶¨¥©. �®¬¯®­¥­²  ¢ ¶¥­²° «¼­®©

²®·ª¥ ®±² ¥²±¿ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®©, ² ª ·²® «¾¡®© ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ²°¥µ

±«³· ¥¢ ¢®§¬®¦¥­:

� ª®¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ °¿¤®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥ª®¬¯®§¨-

¶¨¥© ´®°¬» ­  ­¥±¢¿§­»¥ · ±²¨ (·²® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯«®µ¨¬ ±«³· ¥¬

¯°¨ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ ­  ±«®¨).

�¥¯¥°¼ ¬» ¤®«¦­» ¢ ¶¥«®¬ ³±² ­®¢¨²¼ ±¯®±®¡ ¯°®¢¥¤¥­¨¿ ¯®¤®¡-

­»µ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨©,   ² ª¦¥ ±¯®±®¡ ±®¯®±² ¢«¥­¨¿ ´®°¬¥ ¬ ²°¨¶»

­¥¯°¥°»¢­®±²¨. �®-¯¥°¢»µ, ­ ·­¥¬ ±® ±«¥¤³¾¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.
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�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 4. �¾¡®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ´®°¬ S

±®±²®¨² ª ª ¬¨­¨¬³¬ ¨§ ®¤­®£® ±«®¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±¬®²°¨¬ ­  S ª ª ­  £° ´¨ª ¬­®£®§­ ·­®©

´³­ª¶¨¨. �®£¤  ´³­ª¶¨¿ S ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ª®­¥·­®¬ ·¨±«¥ ­¥¯¥°-

±¥ª ¾¹¨µ±¿ § ¬ª­³²»µ ¨­²¥°¢ «®¢. �³±²¼ ¯¥°¢»© ¨§ ­¨µ { [a; a1].

�³±²¼

t0 = 0 < t1 < : : : < tk = a1

¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ¢±¥µ ±¨­£³«¿°­»µ ²®·¥ª ´®°¬» S, ±®-

¤¥°¦ ¹¨µ±¿ ¢ [0; a1]. (�¨­£³«¿°­®© ²®·ª®© S ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ²® ¦¥,

·²® ¬» ¯®¤° §³¬¬¥¢ «¨ ¯®¤ ½²¨¬ ¢ ±«³· ¥ ²®·ª¨.)

� ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® f�ig ­¨¦­¨µ ¤³£ ­  ª ¦¤®¬ ¨§ ¨­²¥°¢ -

«®¢ [ti�1; ti]; i� 1; : : : ; k. �«¿ ª ¦¤®£® i > 2 ®²¬¥²¨¬ ³ ¤³£¨ �i «¥¢³¾

ª®­¶¥¢³¾ ª®¬¯®­¥­²³, ¥±«¨ ¯° ¢ ¿ ª®­¶¥¢ ¿ ª®¬¯®­¥­²  �i�1 ° ±¯®-

«®¦¥­  ¢»¸¥ «¥¢®© ª®­¶¥¢®© ³ �i. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ² ª¦¥, ·²® «¥¢ ¿

ª®­¶¥¢ ¿ ª®¬¯®­¥­²  ³ �1 { ®²¬¥·¥­ .

�³±²¼ s { ¬ ª±¨¬ «¼­®¥ ¨§ ·¨±¥« f1; 2; : : : ; kg, ² ª®¥ ·²® ³ ¤³£¨

�s ®²¬¥·¥­  «¥¢ ¿ ¨ ¯° ¢ ¿ ª®¬¯®­¥­²».

�±«¨ s = k, ²® �s ±® ±¢®¨¬¨ ª®­¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ¿¢«¿¥²±¿

±«®¥¬.

�°¥¤°®«®¦¨¬, ·²® s < k. �®£¤  ³ ¤³£¨ �s+1 «¥¢ ¿ ª®¬¯®­¥­²  ­¥

¿¢«¿¥²±¿ ®²¬¥·¥­­®©. �±«¨ ½²  ª®¬¯®­¥­²  ¢»¸¥ ¯° ¢®© ª®­¶¥¢®©

ª®¬¯®­¥­²» �s, ²® �s ±® ±¢®¨¬¨ ª®­¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ¿¢«¿¥²±¿

±­®¢  ±«®¥¬. �±«¨ ¦¥ ¯° ¢ ¿ ª®­¶¥¢ ¿ ª®¬¯®­¥­²  �s ±®¢¯ ¤ ¥² ±

«¥¢®© ª®­¶¥¢®© ª®¬¯®­¥­²®© ³ �s+1, ²® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¤³£ �s ¨ �s+1
¢¬¥±²¥ ±® ±¢®¨¬¨ ª®­¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²®© ´®°-

¬®©.

�®¢²®°¨¬ ²¥¯¥°¼ ²® ¦¥ ° ±±³¦¤¥­¨¥ ¢ ±«³· ¥ ²®·ª¨ ts+1 ¨ ¤³£¨

�s+2. � ½²®¬ ±«³· ¥ �s+1 ¢¬¥±²¥ ±® ±¢®¨¬¨ ª®­¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² -

¬¨ «¨¡® ¿¢«¿¾²±¿ ±«®¥¬, «¨¡® ¬» ¯°®¤«¥¢ ¥¬ ½²³ ¯°®±²³¾ ´®°¬³,

¤®¡ ¢«¿¿ �s+2.

�  ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ¸ £®¢ ¬» ¯®«³·¨¬ ±«®© ´®°¬» S.

�³±²¼ ¤ ­  ´®°¬  F , [0; a] { ¥¥ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿,  

0 = t0 < t1 < : : : < tk = a
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¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ¥¥ ±¨­£³«¿°­»µ ²®·¥ª. �¥¬¥©±²¢®

¢±¥µ ±«®¥¢ F ¿¢«¿¥²±¿ ª®­¥·­»¬ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ¯°®±²»µ ´®°¬. �¡®-

§­ ·¨¬ ½²® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ·¥°¥§ �1. �³±²¼ ��1 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼¾, ±®±²®¿¹¥© ¨§ ½«¥¬¥­²®¢ ¢¨¤  ~nti ¨ (n
(i)
t ), ª ª ½²® ®¯°¥¤¥«¥­®

¢ ° §¤¥«¥ 4, ±·¨² ¿, ·²® ~nti = 0, ª®£¤  ¯°¿¬ ¿ x = ti ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¥²

�1 ¨ n
(i)
t = 0, ª®£¤  ¢ �1 ­¥ ¤³£¨ ­ ¤ ®²°¥§ª®¬ [ti; ti+1].

�²®¡» ³¯°®±²¨²¼ ­ ¸¨ ®¯¨± ­¨¿, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¤³£³ ´®°¬»

F ° ±²¿¦ª®©, ¥±«¨ ®­  ¯°®¥¶¨°³¥²±¿ ­  ­¥ª®²®°»© ®²°¥§®ª [ti; ti+1]

(± ¯°®¥ª¶¨¥© (x; y) � x). �±¥ ®±² «¼­»¥ ¤³£¨ F ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¢¥°²¨-

ª «¼­»¬ ¯°¿¬»¬ ¨ ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¨µ ¢¥°²¨ª «¼­»¬¨. �²¨ ¤³£¨

¿¢«¿¾²±¿ ª®­¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ­¥ª®²®°»µ À° ±²¿¦¥ªÁ.

�¤ «¿¿ ¢­³²°¥­­¨¥ · ±²¨ ¢±¥µ ° ±²¿¦¥ª ¢ �1,   ² ª¦¥ ª®­¶¥¢»¥

ª®¬¯®­¥­²», ­¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ª®­¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ª ª¨µ-«¨¡® ¨§

®±² ¢¸¨µ±¿ ¤³£, ¬» ¯®«³·¨¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® S1 ¬­®¦¥±²¢  F , ¿¢«¿¾-

¹¥¥±¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ´®°¬ (²® ¥±²¼, ¤«¿ ª®²®°®£®

³¦¥ ­¥ ²°¥¡³¥²±¿ ±¢¿§­®±²¼).

�®£« ±­® ³²¢¥°¦¤¥­¨¾ 4, ±¥¬¥©±²¢® ¢±¥µ ±«®¥¢ S1 ­¥ ¿¢«¿¥²±¿

¯³±²»¬. �¡®§­ ·¨¬ ½²® ±¥¬¥©±²¢® ·¥°¥§ �2.

�³±²¼ ��2 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾, ®¯°¥¤¥«¥­­®© ² ª¦¥,

ª ª ¤«¿ ±«³· ¿ �1 ± ²¥¬ ¨±ª«¾·¥­¨¥¬, ·²® ~nti = 0, ¥±«¨ ½²  ª®¬¯®-

­¥­²  ¡»«  ³¦¥ ¢ª«¾·¥­  ¢ ��1 .

�­®¢  ³¤ «¿¿ ¢­³²°¥­­¨¥ · ±²¨ ¢±¥µ ° ±²¿¦¥ª ¢ �2 ¢¬¥±²¥ ± ª®­-

¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨, ­¥ ¿¢«¿¾¹¨¬¨±¿ ª®­¶¥¢»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨

ª ª¨µ-«¨¡® ¨§ ®±² ¢¸¨µ±¿ ¤³£, ¬» ¯®«³·¨¬ S2 � S1. �¡®§­ ·¨¬ ²¥-

¯¥°¼ ·¥°¥§ �3 ±¥¬¥©±²¢® ¢±¥µ ±«®¥¢ S2. �³±²¼ ��3 ¿¢«¿¥²±¿ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ± ~nti = 0, ¥±«¨ ½²  ª®¬¯®­¥­²  ¡»« 

³¦¥ ¢ª«¾·¥­  ¢ ��1 [ ��2 .

�°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±± ¯® ¨­¤³ª¶¨¨, ¬» ­  ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¡³¤¥¬

³¤ «¿²¼ ª ª ¬¨­¨¬³¬ ®¤­³ ° ±²¿¦ª³. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ·¨±«® ¸ £®¢

ª®­¥·­®, ®¡®§­ ·¨¬ ¥£® ·¥°¥§ m.

�¡º¥¤¨­¿¿ ½²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨¢ ¢ ¢¨¤¥ ¬ ²°¨¶», ¯°¨­¨¬ ¿

¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±«®¥¢, ¬» ¯®«³·¨¬:
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2
664

~��m
: : :

~��2
~��1

3
775

�²³ ¬ ²°¨¶³ ­ §®¢¥¬ ¬ ²°¨¶¥© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´®°¬» F .

� ¡®° ±«®¥¢ �1;�2; : : : ;�m ¡³¤¥² ­ §»¢ ²¼±¿ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¥© ´®°-

¬» F ­  ±«®¨.

� ²°¨¶  ¯°®±²®© ´®°¬», ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ®¤­®© ±²°®ª¨, ¬®¦¥² ° ±-

±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨.

8. � ²°¨¶» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¤«¿ ¶¨´°

�¥¯¥°¼ ±­®¢  ¢¥°­¥¬±¿ ª ¯°¨¬¥°³ ± ¶¨´° ¬¨ ª ª ´®°¬ ¬¨, § ¤ ­-

­»¬¨ ±¢®¨¬¨ ½² «®­ ¬¨ (±¬. ° §¤¥« 5). � ¦¤®© ¶¨´°¥ ±®¯®±² ¢¨¬

¬ ²°¨¶³ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨
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�¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ ­  ±«®¨ ½²¨µ ´®°¬ ¯°¨¢¥¤¥­» ­¨¦¥:

  ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¿ ­  ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ · ±²¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±²°®-

ª ¬ ¬ ²°¨¶» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¯°¨¢¥¤¥­» ­¨¦¥:

�» ¬®¦¥¬ ¢¨¤¥²¼, ·²® ¢±¥ ª ­®­¨·¥±ª¨¥ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­²» ­¥¯°¥-

°»¢­®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿¬¨ ·¨±«¥, §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬

±«³· ¿ ¶¨´°» À8Á, ª®£¤  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±®±²®¨² ¨§ 4 ·«¥­®¢.

�» ² ª¦¥ ¢¨¤¨¬, ·²® ° §«¨·­»¥ ½² «®­» ¶¨´° ¨¬¥¾² ° §«¨·­»¥

¤¨±ª°¨¬¨­ ­²» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨,   ² ª¦¥ ° §­»¥ ¬ ²°¨¶» ­¥¯°¥°»¢-

­®±²¨.

À�«®µ ¿Á °¥ «¨§ ¶¨¿ ®¡»·­® ¢®±¯°¨­¨¬ ¥²± ª ª ´®°¬  ± ­¥ª®-

²®°»¬ ª®«¨·¥±²¢®¬ ¸³¬ , ¤®¡ ¢«¥­­®£® ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ½² -

«®­³. �®¢®°¿ ¡®«¥¥ ª®­ª°¥²­®, ° ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ¶¨´°» À2Á. �¤¥±¼

¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ²¥°¬¨­» À±¡ « ­±¨°®¢ ­­ ¿Á { À­¥±¡ « ­±¨°®¢ ­­ ¿Á,

À±¨¬¬¥²°¨·­ ¿Á { À ±¨¬¥²°¨·­ ¿Á (­¥°¥£³«¿°­ ¿), À¯®«­ ¿Á { À­¥¯®«-

­ ¿Á, ®¯¨±»¢ ¿ ¨µ §­ ·¥­¨¿ ¢ ±«³· ¥ ¢»¡° ­­®£® ¯°¨¬¥° .

�®°®¸® ±¡ « ­±¨°®¢ ­­ ¿ ¶¨´°  À2Á ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹³¾ ¬ ²°¨¶³

­¥¯°¥°»¢­®±²¨:

2
4 1 (1) 0

0 (1) 1

1 (1) 1

3
5 ;
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¢ ª®²®°®© ±¨­£³«¿°­»¥ ²®·ª¨ t0 = 0 < t1 = a,   ¢±¥ ±«®¨ ¿¢«¿¾²±¿

¨­²¥°¢ « ¬¨. � ¬®© ±¨¬¬¥²°¨·­®© °¥ «¨§ ¶¨¥© ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿

´¨£³° :

�®-¯¥°¢»µ, ¤®¡ ¢¨¬ ¸³¬ ª ½²®© ´¨£³°¥, ·²®¡» ¯°¨¢¥±²¨ ª ¥¥

° §¡ « ­±¨°®¢ ­­®±²¨. � ª °¥§³«¼² ², ¯®«³·¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´®°¬:

(­¥² ¸³¬ )

� ²°¨¶» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ½²¨µ ´®°¬ ¢±¥ ° §«¨·­»,   ¤«¿ ¯®±«¥¤-

­¥© ´®°¬» ¬ ²°¨¶  ¨¬¥¥² ¢¨¤

2
4 0 (0) 0 (0) 1 (1) 0

0 (1) 1 (1) 1 (1) 1

1 (1) 1 (0) 1 (1) 0

3
5

�®-¢²®°»µ, ¤®¡ ¢¨¬ ª ª ¦¤®© ¨§ ½²¨µ ´®°¬ ¸³¬, ·²®-

¡» ¯°¨¢¥±²¨ ª  ±¨¬¥²°¨¨, § ¬¥­¿¿ ¤³£¨ ±«³· ©­»¬¨ (ª³±®·­®-

­¥¯°¥°»¢­»¬¨) £« ¤ª¨¬¨ ¤³£ ¬¨, ­® ¢ ª ¦¤®¬ ±«³· ¥ ±®µ° ­¿¿ ¬ -

²°¨¶» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨. �®±«¥ ½²®© ¯°®¶¥¤³°» ¬» ¯®«³·¨¬:

�²¨¬ ±¯®±®¡®¬ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥­® ¡®«¼¸®¥ ° §­®®¡° §¨¥

´®°¬, ¨ ­¥ª®²®°»¥ ¨§ ­¨µ ¬®£³² ¡»²¼ «¥£ª® ±®¯®±² ¢«¥­» ®¡° § ¬

¤°³£¨µ ¶¨´°. �® ° ±¯®§­ ¢ ­¨¥ ¯®¤° §³¬¥¢ ¥² ­ ¡®° ½² «®­®¢ ¨, ¢

½²®¬ ±«³· ¥, ¢±¥ ½²¨ ´®°¬» ¨¬¥¾² ±¨¬¢®«¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¶¨´°» À2Á.
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�²® §­ ·¥­¨¥ ®±­®¢ ­® ­  ®¡¹¥© £«®¡ «¼­®© ±²°³ª²³°¥ ½²¨µ ´®°¬

ª®²®° ¿ ±®±²®¨² ¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ²°¥µ ±«®¥¢, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®-

°»µ ¿¢«¿¥²±¿ ¨­²¥°¢ «®¬ ¨ ±¢¿§ ­ ± ®±² «¼­»¬¨ ±¯®±®¡®¬, ¯°¥¤±² -

¢«¥­­»¬ ª ¦¤®© ¨§ ¬ ²°¨¶ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ (¢ ¯°®±²®¬ ±«³· ¥ ½²®

¬ ²°¨¶  2
4 1 (1) 0

0 (1) 1

1 (1) 1

3
5

9. �ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ´®°¬

�« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ´®°¬ ¯® ¨µ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ²¨¯ ¬ ¡»«  ¡» ±«¨¸-

ª®¬ £°®¬®§¤ª®©. �®½²®¬³ ¬» ¤®«¦­» ¯®¤³¬ ²¼ ® ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨,

±®µ° ­¿¾¹¥© ­¥ª®²®°»¥ ª®¬¡¨­ ²®°­»¥ ¨ ¯®§¨¶¨®­­»¥ ±¢®©±²¢ 

´®°¬.

�¥¬¥©±²¢® ±«®¥¢, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ´®°¬», ª®²®-

°®© ®­® ¯°¨­ ¤«¥¦¨², ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ° §¤¥«¼­»©

¯°®±²»µ ´®°¬. �¥¯¥°¼, ¢ ¡®«¥¥ ±²°®£®© ´®°¬¥, ±ª ¦¥¬, ·²® ¤¢  ±¥-

¬¥©±²¢  ±«®¥¢ ¿¢«¿¾²±¿ £®¬¥®¬®°´­ ¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² £®¬¥®¬®°-

´¨§¬, ±®µ° ­¿¾¹¨© ¯®°¿¤®ª ¨µ ¤³£, ¢¥°²¨ª «¼­®±²¼ ª®¬¯®­¥­² ¨ ¨µ

®°¨¥­² ¶¨¾. ­ ¯°¨¬¥°, ±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ±¥¬¥©±²¢  ±«®¥¢:

¿¢«¿¾²±¿ £®¬¥®¬®°´­»¬¨, ¨ ®­¨ ­¥ £®¬¥®¬®°´­» ­¨ ®¤­®¬³ ¨§ ±«¥-

¤³¾¹¨µ ¤¢³µ ±¥¬¥©±²¢:

(¨ �00
6= �000). � ´¨ª±¨°³¥¬ ½²® §­ ·¥­¨¥ £®¬¥®¬®°´¨§¬  ¢ ¢¨¤¥ ®¯°¥-

¤¥«¥­¨¿.
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�¢  ±¥¬¥©±²¢  ±«®¥¢ � ¨ �0 ¿¢«¿¾²±¿ £®¬¥®¬®°´­»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥-

±²¢³¥² £®¬¥®¬®°´¨§¨ h : � ! �0, ² ª®© ·²® h(x; y) = (h1(x); h2x(y),

£¤¥ h1 ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³­ª¶¨¥© ¯® x ¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® x h2x
¿¢«¿¥²±¿ ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³­ª¶¨¥© ¯® y. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» £®¢®°¨¬,

·²® h ¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ±¥¬¥©±²¢ ±«®¥¢.

� ¦¤»© ±¯®±®¡ ° ±¯®§­ ¢ ­¨¿ ¯°¥¤¯®« £ ¥² ª ª ¬¨­¨¬³¬ ½¬¯¨-

°¨·¥±ª¨© ±¯®±®¡ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ´®°¬.

�¯®±®¡, ª®²®°®¬³ ¬» ±«¥¤³¥¬, ¯°¥¤¯®« £ ¥² ­ «¨·¨¥ ª« ±±®¢

´®°¬, § ¤ ­­»µ ½² «®­®¬, ª®²®°»© ¢ °¼¾°³¥²±¿ ¯³²¥¬ ¨±ª ¦¥­¨¿

£«®¡ «¼­»¬ ¸³¬®¬: £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ­¥°¥£³«¿°­®±²¼ ¨ ­¥±¡ « ­±¨-

°®¢ ­­®±²¼ ¤³£. �«®¡ «¼­ ¿ ±²°³ª²³°  ´®°¬», ª ª®²®°®© ®²­®±¨²±¿

­ ¸¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨, ¿¢«¿¥²±¿ ²®© ¦¥ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¥©

¢ £®¬¥®¬®°´­»µ ±¥¬¥©±²¢ µ ±«®¥¢.

�¢¥ ´®°¬» F ¨ F 0 ¿¢«¿¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨, ¥±«¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥

¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ ®­¨ ° ±¯ ¤ ¾²±¿ ­  ®¤­® ¨ ²® ¦¥ ·¨±«® ±¥¬¥©±²¢ 

±«®¥¢

�1; : : :�n ¨ �0

1; : : :�
0

n;

±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¨ ±³¹¥±²¢³¥² £®¬¥®¬®°´¨§¬ h : F ! F 0, ² ª®© ·²®

¤«¿ ª ¦¤®£® i (i = 1; : : : ; n) ®£° ­¨·¥­¨¥ hj�1 ¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°-

´¨§¬®¬ ±¥¬¥©±²¢ �i ¨ �0

i. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ­ §»¢ ¥¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥

h £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ´®°¬.

�«¿ ¤¢³µ ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ´®°¬ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ®­¨ ¨¬¥¾²

®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ ²¨¯.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¤¢¥ ´®°¬», ¨¬¥¾¹¨¥ ¤¢¥ ±®®²¢²¥²±²¢³¾¹¨µ ±¥¬¥©-

±²¢  ±«®¥¢ £®¬¥®¬®°´­»¬¨, ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¿¢«¿¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»-

¬¨ ´®°¬ ¬¨ (¨ ¤ ¦¥ ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¨¬¥¾² ®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ ²®¯®«®-

£¨·¥±ª¨© ²¨¯). �°®±²»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ ¯ °  ´®°¬:

£¤¥ £®¬¥®¬®°´¨§¬» ±«®¥¢ hi : �i ! �0

i ­¥ ¬®£³² ¡»²¼ ®¡º¥¤¨­¥­»

² ª, ·²®¡» ®­¨ ®¡° §®¢»¢ «¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ´®°¬.

� ª«¾·¨¬ ­ ±²®¿¹³¾ ° ¡®²³ ­¥ª®²®°»¬¨ ª®¬¬¥­² °¨¿¬¨ ¯® ° -

¡®²¥ ¨ ¯® ­ ¸¨¬ ¡³¤³¹¨¬ ¨¤¥¿¬.
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�¥ª®²®°»¥ ª®¬¬¥­² °¨¨

�²  ° ¡®²  ®²° ¦ ¥² ±¯®±®¡, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°®£® ¡»«¨ ° §° -

¡®² ­» ­¥ª®²®°»¥ ­ ¸¨ ¨¤¥¨. �» ­ ¬¥°¥­­® ®±² ¢¨«¨ ¥£® ¢ ½²®¬

¢¨¤¥.

�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ± ¤®±² ²®·­®© ±²¥¯¥­¼¾ ³¢¥°¥­­®±²¨ ·²® ­¥-

ª®²®°»¥ ¨§ ­ ¸¨µ ¢®§¬®¦­»µ § ¨­²¥°¥±®¢ ­­»µ ·¨² ²¥«¥© ­¥ ¡³¤³²

§­ ª®¬» ± ²®¯®«®£¨¥©. �¥ª®²®°®¥ §­ ­¨¥ ¢ ½²®© ®¡« ±²¨, ¤®±² ²®·-

­®¥ ¤«¿ ­³¦¤ ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²», ¬®¦¥² ¡»²¼ ±´®°¬¨°®¢ ­® ¯®±«¥

¯°®·²¥­¨¿ ° §¤¥«®¢ 2 ¨ 3 (¬®¦¥² ² ª¦¥ ®ª § ²¼±¿ ¯®«¥§­®© ¯®¬®¹¼

§­ ª®¬®£® ¬ ²¥¬ ²¨ª ). �«¿ ¡®«¥¥ £«³¡®ª®£® §­ ª®¬±²¢  ¬» ¯°¥¤-

« £ ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ § ¬¥· ²¥«¼­»¥ ª­¨£¨: [2], [4], [5].

�®¢®°¿ ± ¯®§¨¶¨© ·¥«®¢¥ª  R (° §¤¥« 6), ­¨ª ª¨¥ ¯®¯»²ª¨ ª« ±-

±¨´¨¶¨°®¢ ²¼ ±²¨¬³«» ­¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¨§­ ­» ®±¬»±«¥­­»¬¨. �¢¥

±«¥¤³¾¹¨¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ·¨±«  À2Á:

¬®£³² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ½² «®­», ¨±ª ¦¥­­»¥ «®ª «¼­»¬ ¸³-

¬®¬, ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ¿¢«¿¾¹¨¬±¿ ­¥¯®«­®²®© ¨ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥­¨¥¬

±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �­¨ ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ª ®¤­®¬³ ª« ±±³ ½ª¢¨¢ «¥­²­®-

±²¨ ´®°¬, ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ½² «®­®¬ À2Á. �¯®±®¡», ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°»µ

®­¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¢®±¯°¨­¿²» ª ª ²¨¯» ´®°¬, § ¤ ­­»¥ À2Á, ´®°¬ «¼-

­® ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ª ª ±²°¥«ª , ®§ £« ¢«¥­­ ¿ ±«®¢®¬ À¢®±¯°¨¿²¨¥Á

­  ²°¥³£®«¼­®© ¤¨ £° ¬¥ ¢ ° §¤¥«¥ 6. �» ² ª¦¥ ¯« ­¨°³¥¬ § ­¿²¼±¿

¨§³·¥­¨¥¬ ¯®¤®¡­»µ ±¯®±®¡®¢.

� ²°¨¶  ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¯®ª §»¢ ¥² £«®¡ «¼­³¾ ±²°³ª²³°³ ´®°-

¬». �®£¤  ¤¢¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¥ ´®°¬» ¨¬¥¾² ° §­»¥ ¬ ²°¨¶», ®­¨

¨¬¥¾² ° §«¨·­»¥ ±²¥¯¥­¨ ° §¡ « ­±¨°®¢ ­­®±²¨ (·¥¬ ¡®«¼¸¥ ±²®«¡-

¶®¢ ¢ ¬ ²°¨¶¥, ²¥¬ ¡®«¼¸¥ ° §¡ « ­±¨°®¢ ­­®±²¼). � ¦¥²±¿ ¨­²¥-

°¥±­»¬ ¯®¯»² ²¼±¿ ¢»° §¨²¼ ¯®­¿²¨¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ ´®°¬ ¢ ²¥°-

¬¨­ µ ¨µ ¬ ²°¨¶ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ª ª ¬¨­¨¬³¬ ¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ¯®¤-

ª« ±±®¢ ´®°¬, ·²® ¬» ² ª¦¥ ¯« ­¨°³¥¬ ±¤¥« ²¼. � ¯° ª²¨·¥±ª®¬

±¬»±«¥ ½²¨ ¬ ²°¨¶» ¬®£³² ³¦¥ ½´´¥ª²¨¢­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ ±«³-
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· ¥ ­¥ª®²®°»µ ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨µ ­ ¡®°®¢ ½² «®­®¢.

� ª®¬¯¨­ ²®°­®¬ ±¬»±«¥ ´®°¬  «³·¸¥ ±¢¿§ ­ , ¥±«¨ ª ¦¤®¥ ±¥-

¬¥©±²¢® �i ±®±²®¨² ¨§ ®¤­®£® ½«¥¬¥­² . �®¤ª« ±± ² ª¨µ ´®°¬ ª ¦¥²-

±¿ ¤®¢®«¼­® ¡®«¼¸¨¬, ¨ ¢ ½²®¬ ¯®¤ª« ±±¥ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ­¥ª®²®°»µ

®¡º¥ª²®¢ ³¯°®¹ ¥²±¿.

� ®¡¹¥¬, ¬» ¬®¦¥¬ ±ª § ²¼, ·²® ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ª« ±±» ½ª¢¨¢ «¥­²-

­®±²¨, ²¥¬ ¡®«¥¥ ½´´¥ª²¨¢­® ° ±¯®§­ ¢ ­¨¥. �®, ­ ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ­ -

¡®° ½² «®­®¢ ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ·¨±«® À2Á ¨ ¡³ª¢³ ÀZÁ, ²®£¤  ®­¨ ¨¬¥¾²

®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ ²¨¯. �±«¨ ¯®±¬®²°¥²¼ ­  ´®°¬³ ± ¯®§¨¶¨¨ ®±¨ y, ¢±¥

¯°®¨±µ®¤¨²  ­ «®£¨·­® ¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ­¥¯°¥°»¢­®±²¨

�
y

F
¨ ¬ ²°¨¶³ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨. ±®±² ¢«¥­­³¾ ¨§ ¢¥°²¨ª «¼­»µµ ½«¥-

¬¥­²®¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ ±«®¥¢. � ½²®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿, ·¨±«® À2Á ¨ ¡³ª¢  ÀZÁ

° §«¨·­».

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ª ·¥±²¢¥ «®£¨·¥±ª®£® ³¯°®¹¥­¨¿, ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥

® £« ¤ª®±²¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¬¥­¥­® ­¥¯°¥°»¢­®±²¼¾ ¢® ¢±¥µ ° ±±¬®-

²°¥­¨¿µ, ¢ ª®²®°»µ ½²® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨¬¥«® ¬¥±²®.

�³¹¥±²¢³¥² ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ° ¡®², ¯®±¢¿¹¥­­»µ ¯°®¡«¥¬¥

° ±¯®§­ ¢ ­¨¿ ®¡° §®¢. �¥ ¯°¥²¥­¤³¿ ­  ¯®«­®²³, ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ¢

±¯¨±ª¥ «¨²¥° ²³°» ²®«¼ª® ­¥ª®²®°»¥ ¨§ ­¨µ, ¢ ª®²®°»µ ° ±±¬®²°¥­

²®¯®«®£¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤. �®£¤  ¬» ±° ¢­¨¢ «¨ ®¡¹¨¥ ¯®¤µ®¤», ¬»

­ ¸«¨, ·²® ­ ¸  ° ¡®²  ¡«¨¦¥ ¢±¥£® ­ µ®¤¨²±¿ ª ° ¡®²¥ H. Nishida

¨ S. Mori.
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