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Îãëàâëåíèå i

Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ñòóäåíòàì, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ ïî êàôåä-
ðå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì (ÌàÒÈÑ) ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ÷èòàåòñÿ êóðñ
ëåêöèé "Òåîðèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì". Ïðè ýòîì êóðñå ðàáîòàåò ñïåö-
ñåìèíàð, ðàññ÷èòàííûé íà ñòóäåíòîâ òðåòüåãî êóðñà êàôåäðû ÌàÒÈÑ. Ìà-
òåðèàë, íàêîïëåííûé çà ãîäû ðàáîòû ýòîãî ñåìèíàðà, íàøåë ñâîå îòðàæåíèå
â ýòîé êíèãå.
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Ïðåäèñëîâèå

Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ñòóäåíòàì, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ ïî êàôåä-
ðå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì (ÌàÒÈÑ) ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ÷èòàåòñÿ êóðñ
ëåêöèé "Òåîðèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì". Ïðè ýòîì êóðñå ðàáîòàåò ñïåö-
ñåìèíàð, ðàññ÷èòàííûé íà ñòóäåíòîâ òðåòüåãî êóðñà êàôåäðû ÌàÒÈÑ. Ìà-
òåðèàë, íàêîïëåííûé çà ãîäû ðàáîòû ýòîãî ñåìèíàðà, íàøåë ñâîå îòðàæåíèå
â ýòîé êíèãå.

Î÷åðòèì â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå ðàñïðîñòðàíåííûé âàðèàíò èíòåëëåê-
òóàëüíîé ñèñòåìû, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.

Èìååòñÿ îáúåêò Î, ïîìåùåííûé â ñðåäó Ñ, ñ êîòîðîé ó íåãî èìååòñÿ
äâóñòîðîííÿÿ ñâÿçü. Îí ìîæåò âîñïðèíèìàòü èíôîðìàöèþ, ïîñòóïàþùóþ
èç ñðåäû, è âëèÿòü íà íåå, ÷òî èçîáðàæåíî ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèåì
ñòðåëîê.

Âõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ èç Ñ ïîñòóïàåò â Î íà áëîê ðàñïîçíàâàíèÿ Ð,
îòòóäà îíà íàïðàâëÿåòñÿ â áëîê îïåðàòèâíîé ïàìÿòè Ï, ãäå ïîäâåðãàåòñÿ
àíàëèçó. Ïðè ýòîì àíàëèçå èñïîëüçóåòñÿ áëîê ÄÇ áàçû äàííûõ è çíàíèé,
èãðàþùèé ðîëü äîëãîñðî÷íîé ïàìÿòè, à ñàì ïðîöåññ àíàëèçà ðåãóëèðóåòñÿ
óïðàâëÿþùèì áëîêîì Ó, êîòîðûé ó÷èòûâàåò ãðóïïó ïàðàìåòðîâ, îïèñûâà-
þùèõ êàê âíóòðåííèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà, òàê è ñîñòîÿíèå ñðåäû.

Áàçû äàííûõ è çíàíèé âìåñòå ñ áëîêîì óïðàâëåíèÿ îáðàçóþò "ìîçãîâîé
öåíòð"ñèñòåìû. Îò äîñòàòî÷íîñòè çàëîæåííîé â íèõ èíôîðìàöèè è ýôôåê-
òèâíîñòè âíóòðåííèõ îïåðàòîðîâ çàâèñÿò åå èìèòàöèîííûå âîçìîæíîñòè.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå îáúåêòà â ñðåäå îñóùåñòâëÿåòñÿ âî âðåìåíè ïîøàãî-
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Ðèñ. 1: Èíòåëëåêòóàëüíàÿ ñèñòåìà.
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âî è îöåíèâàåòñÿ ñåðèåé âíóòðåííèõ è â îáùåì ñëó÷àå âíåøíèõ ôóíêöèî-
íàëîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ ñ÷èòàåòñÿ õàðàêòåðè-
çàöèåé âçàèìîäåéñòâèÿ îáúåêòà è ñðåäû. Ïî íåé îñóùåñòâëÿåòñÿ îöåíêà
"ðàçóìíîñòè"ïîâåäåíèÿ îáúåêòà, âêëþ÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå î òîì,
ñóìåë ëè îáúåêò ðåøèòü çàäàííóþ çàäà÷ó.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 1, è ñëåäóÿ êóðñó "Òåîðèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì"â êíèãå áóäóò
ðàññìîòðåíû 3 îñíîâíûå ñîñòàâëÿþùèå èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìû. Ïåðâàÿ
ãëàâà, ïîñâÿùåííàÿ ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ, ñâÿçàíà ñ áëîêîì ðàñïîçíàâà-
íèÿ Ð. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè õðàíåíèÿ è ïîèñêà èíôîðìàöèè è
ñâÿçàíà â áëîêîì ÄÇ � áàç äàííûõ è çíàíèé. È íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ ãëà-
âà êóðñà, ñâÿçàííàÿ ñ áëîêîì óïðàâëåíèÿ Ó, ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêå.

Íàì ïðèÿòíî ïîáëàãîäàðèòü âåñü êîëëåêòèâ êàôåäðû ÌàÒÈÑ, ÷üå
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå, äîáðîæåëàòåëüíàÿ êðèòèêà è ñîâåòû ñïîñîáñòâî-
âàëè ïîÿâëåíèþ ýòîé êíèãè. Àâòîðû âûðàæàþò îñîáóþ áëàãîäàð-
íîñòü Â.Á.Êóäðÿâöåâó, À.Ñ.Ïîäêîëçèíó, Â.À.Íîñîâó, À.Ñ.Ñòðîãàëîâó è
À.À.×àñîâñêèõ, êîòîðûå ïðèíèìàëè àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàçðàáîòêå êóð-
ñà "Òåîðèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì è Ï.À.Àëèñåé÷èêó, È.Ë.Ìàçóðåíêî,
Ï.À.Ïàíòåëååâó è À.Á.Õîëîäåíêî çà ïîìîùü â ñîñòàâëåíèè óïðàæíåíèé.



Ãëàâà 1

Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ

1.1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè
Áóäåì îáîçíà÷àòü Γ0 �ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç îäíîãî òîæäåñòâåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Áóäåì îáîçíà÷àòü Γm �ìíîæåñòâî äâèæåíèé, ò.å. ìíîæåñòâî ïðåîáðàçî-

âàíèé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü Γs �ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ, ò.å. ìíîæå-

ñòâî ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè
óìíîæàþòñÿ íà ôèêñèðîâàííûé êîýôôèöèåíò k.

Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
îòîáðàæàåò òî÷êó (x, y) â (x′, y′), ãäå (x′, y′)T = A · (x, y)T + b, ãäå A�
ìàòðèöà det(A) 6= 0. Ãåîìåòðè÷åñêè àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé êîìïîçèöèè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîâîðîòà, ñèììåòðèè è
ðàñòÿæåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì. ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ
ôîðìà ïðåäìåòîâ, õîòÿ ðàçìåðû ïðåäìåòîâ è ïðîïîðöèè ìîãóò èçìåíÿòü-
ñÿ. Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ.
Ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì îáîçíà÷àòü Γa.

Çàìå÷àíèå. Âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Γ0 ⊆ Γm ⊆ Γs ⊆ Γa.
Ìíîæåñòâà A è A′ áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî Γ0

è îáîçíà÷àòü A
0' A′, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå T ∈ Γ0, òàêîå, ÷òî

T (A) = A′.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îòíîñèòåëüíî Γm, Γs è Γa.

Îáîçíà÷àþòñÿ îíè A
m' A′, A

s' A′ è A a' A′, ñîîòâåòñòâåííî.
Ìû ðàññìîòðèì äàëåå ðàçíûå âàðèàíòû ïðåîáðàçîâàíèé èçîáðàæåíèÿ íà

ñåò÷àòêå è äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñëó÷àÿ áóäåì ñòðîèòü êîäèðîâêó èçîáðàæå-
íèÿ, èíâàðèàíòíóþ ê ðàññìàòðèâàåìûì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Ðàñïîçíàâàíèå
áóäåò îñíîâûâàòüñÿ íà ýòèõ èíâàðèàíòàõ.

Êîäèðîâàíèå èçîáðàæåíèé.

Ïóñòü A�êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Â äàëüíåéøåì áóäåì
íàçûâàòü åãî èçîáðàæåíèåì. Áèåêöèþ M : A ↔ {1, ..., n} (ãäå n = |A|) áó-
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äåì íàçûâàòü ôóíêöèåé íóìåðàöèè èçîáðàæåíèÿ A. Íåñëîæíî çàìåòèòü,
÷òî ïðîèçâîëüíîìó ìíîæåñòâó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå n! ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèé íóìåðàöèè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ai = M−1

A (i)� òî÷êó, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó i; X(ai) è Y (ai)�êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè. Õîòåëîñü
áû îòìåòèòü, ÷òî ýòè îáîçíà÷åíèÿ èìååò ñìûñë òîëüêî åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ
íóìåðàöèè.

Ïóñòü T : R2n → Rt �êîäèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì íàçûâàòü êî-
äîì èçîáðàæåíèÿ A ïàðó < MA, TA >, ãäå MA �ôóíêöèÿ íóìåðàöèè, à
TA = T (X(a1), Y (a1), . . . , X(an), Y (an))� çíà÷åíèå êîäèðóþùåé ôóíêöèè
íà êîîðäèíàòàõ òî÷åê èçîáðàæåíèÿ. Âåëè÷èíó t áóäåì íàçûâàòü ñëîæíî-
ñòüþ êîäà.

Áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåíèÿ A è B ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî êî-
äèðóþùåé ôóíêöèè T , åñëè |A| = |B| è ñóùåñòâóþò ôóíêöèè íóìåðàöèè

MA è MB , òàêèå, ÷òî TA = TB . Ýêâèâàëåíòíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ êàê A
T∼B.

Ïóñòü A�ìíîæåñòâî èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ò.å. |A| = n. Ýòî
ìíîæåñòâî â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåíèåì.

Âçàèìíî îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ MA : A → {1, 2, . . . , n} áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé íóìåðàöèè èçîáðàæåíèÿ A. Ïîñêîëüêó MA âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ, òî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ M−1

A , êîòîðàÿ íîìåðó èç {1, 2, . . . , n} ñî-
ïîñòàâëÿåò òî÷êó èç A.

Åñëè a òî÷êà ïëîñêîñòè, òî ÷åðåç X(a), Y (a) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî
àáñöèññó è îðäèíàòó òî÷êè a.

Âåêòîð

KMA
= (X(M−1

A (1)), Y (M−1
A (1)), . . . , X(M−1

A (n)), Y (M−1
A (n)))

áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì êîîðäèíàò èçîáðàæåíèÿ A ïðè íóìåðàöèè MA.
Ïóñòü T : R2n → Rt �íåêîòîðàÿ t-ìåðíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ, íàçûâàå-

ìàÿ êîäèðóþùåé. Ïàðó 〈MA, TA〉, ãäå TA = T (KMA
), áóäåì íàçûâàòü êîäîì

èçîáðàæåíèÿ A ïðè íóìåðàöèè MA äëÿ êîäèðóþùåé ôóíêöèè T . ×èñëî t,
ðàâíîå äëèíå âåêòîðà TA è ðàçìåðíîñòè êîäèðóþùåé ôóíêöèè T , íàçîâåì
ñëîæíîñòüþ êîäà 〈MA, TA〉.

Äâà èçîáðàæåíèÿ A è B íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî êîäè-
ðóþùåé ôóíêöèè T , åñëè |A| = |B| è ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè íóìåðàöèè
MA è MB , ÷òî T (KMA

) = T (KMB
).

Ïóñòü Γ�íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñ-
êîñòè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

� Γ1 �ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ;

� Γ2 �ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ñ ïîìîùüþ ëþáûõ
êîìáèíàöèé ñäâèãà, ïîâîðîòà è ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè;

� Γ3 �ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó-
÷àþùèõñÿ ñ ïîìîùüþ ëþáûõ êîìáèíàöèé ñäâèãà, ïîâîðîòà è ïðåîáðà-
çîâàíèé ñèììåòðèè è èçìåíåíèÿ â ðàçìåðàõ (ñ ñîõðàíåíèåì ïîäîáèÿ);

� Γ4 = Γa �ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïëîñêîñòè.

Ñêàæåì, ÷òî äâà èçîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî ìíîæå-
ñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Γ, åñëè îäíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äðóãîãî ñ ïîìî-
ùüþ ïðåîáðàçîâàíèé èç Γ.
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Ñêàæåì, ÷òî êîäèðóþùàÿ ôóíêöèÿ T ïðàâèëüíàÿ äëÿ ìíîæåñòâà ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Γ, åñëè äâà èçîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû îòíî-
ñèòåëüíî êîäèðóþùåé ôóíêöèè T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ýêâèâà-
ëåíòíû îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Γ.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ êîäà ñ ïðàâèëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Γ êîäèðóþùåé ôóíêöèåé ìîæåò ðåøàòüñÿ çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè èçîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíîæå-
ñòâà ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðèìåðû êîäèðîâàíèÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü äàíî èçîáðàæåíèå A. Ïåðåíóìåðóåì åãî òî÷êè íåêî-
òîðûì îáðàçîì òàê, ÷òîáû íîìåðà áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ò.å. çàäàäèì
ôóíêöèþ íóìåðàöèè MA. Êîäîì K1 èçîáðàæåíèÿ A (îáîçíà÷åíèå: K1

A) íà-
çîâåì ïàðó ìíîæåñòâ < MA, TA >. Çäåñü TA ìíîæåñòâî êîîðäèíàò (x, y)n
òî÷åê ñ óêàçàíèåì èõ íîìåðà, òî åñòü, íàïðèìåð, (5, 3)n îçíà÷àåò, ÷òî ó òî÷-
êè ñ íîìåðîì n êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðà (5, 3). Òî åñòü äëÿ êîäà K1

A â
êà÷åñòâå êîäèðóþùåé ôóíêöèè âûñòóïàåò ôóíêöèÿ T : R2n → R2n òàêàÿ,
÷òî TA = T (KMA

) = KMA
.

Ïåðåíóìåðîâàâ ïî èíîìó ìíîæåñòâî òî÷åê èçîáðàæåíèÿ A, ïîëó÷èì äðó-
ãóþ ïàðó < MA, TA >. Áóäåì, îäíàêî, ðàññìàòðèâàòü êîäèðîâêó ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè è íàçûâàòü èçîáðàæåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî íó-
ìåðàöèåé òî÷åê, K1-ýêâèâàëåíòíûìè . Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìåþòñÿ èçîá-
ðàæåíèå A ñ êîäîì < MA, TA > è B ñ êîäîì < MB , TB >, òî íàçîâåì A è B
K1-ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ òî÷åê èçîáðàæåíèÿ
A, ïðè êîòîðîé åãî êîä åñòü < M̃A, T̃A >, è òàêàÿ íóìåðàöèÿ äëÿ B, ïðè
êîòîðîé åãî êîä åñòü < M̃B , T̃B >, è ïðè ýòîì T̃A = T̃B .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîä K1
A ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì äëÿ ìíîæåñòâà ïðåîá-

ðàçîâàíèé Γ1.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè (ïðåîáðàçîâà-

íèÿ èç Γ2). Â ýòîì ñëó÷àå ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷åê, íî ñîõðàíÿþòñÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Ðàññìîòðèì êîäK2

A =< MA, TA >, ãäåMA åñòü ôóíê-
öèÿ íóìåðàöèè ìíîæåñòâà A. Ìíîæåñòâî TA ñîñòàâëÿþò âñå ÷èñëà r(q,m)
(q è m�íîìåðà òî÷åê èç {1, 2, . . . , |A|}), ÿâëÿþùèåñÿ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó
òî÷êàìè èçîáðàæåíèÿ ñ íîìåðàìè q è m. Òî åñòü, åñëè |A| = n, òî êîäèðó-
þùàÿ ôóíêöèÿ T òàêàÿ, ÷òî T : R2n → Rt, ãäå t = n(n − 1)/2�÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ïàð (q,m), q < m, è åñëè íóìåðîâàòü êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè
T ïàðàìè (q,m), òî (q,m)-ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà

Tq,m(KMA
) =

√
(X(M−1

A (q)−X(M−1
A (m))2 + (Y (M−1

A (q)− Y (M−1
A (m))2.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå K2-ýêâèâàëåíòíîñòè � èçîáðàæåíèÿ èìå-
þùèå îäèíàêîâûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè òî÷åê êîäû. Ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî äâà èçîáðàæåíèÿ K2-ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îäíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äðóãîãî êîìáèíàöèåé ñäâèãà, ïîâîðîòà è ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè, ò.å. êîä K2

A �ïðàâèëüíûé äëÿ ìíîæåñòâà ïðåîáðà-
çîâàíèé Γ2

1.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èçîáðàæåíèÿ A, ñîñòîÿùåãî èç n òî÷åê, ñëîæíîñòü K1

A

ðàâíà 2n, à ñëîæíîñòü K2
A ðàâíà n(n− 1)/2.

1Ýòî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â [7]
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Âìåñòå ñ òåì êîä K2
A ÿâíî èçáûòî÷åí. Ýòî âèäíî, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî

åñëè çàôèêñèðîâàòü íà ïëîñêîñòè ïîëîæåíèå òðåõ òî÷åê èçîáðàæåíèÿ, òî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ îñòàëüíûõ òî÷åê âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà TA,
î÷åâèäíî, íå ïîòðåáóþòñÿ.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ (Γ3). Ïðè
òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàññòîÿíèÿ íå ñîõðàíÿþòñÿ, íî ñîõðàíÿþòñÿ èõ îò-
íîøåíèÿ, ÷òî ëåæèò â îñíîâå êîäà K3

A. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷à-
ÿõ, ïåðåíóìåðóåì ìíîæåñòâî òî÷åê èçîáðàæåíèÿ A è îáîçíà÷èì ôóíêöèþ
íóìåðàöèè ÷åðåç MA. Äàëåå çàäàäèì ìíîæåñòâî TA ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
îòíîøåíèé âèäà ρml,pq = r(m,l)

r(p,q) , ãäå r(m, l) è r(p, q)�ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
òî÷êàìè ñ íîìåðàìè ñîîòâåòñòâåííî m è l, p è q, ò.å.

r(p, q) =
√

(X(M−1
A (p)−X(M−1

A (q))2 + (Y (M−1
A (p)− Y (M−1

A (q))2.

Çäåñü m, l, p, q�íîìåðà èç {1, 2, . . . , |A|}, m < l, p < q. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà
èç TA ïîëàãàåì èçâåñòíîé ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ÷åòâåðêó íîìåðîâm,n, p, q.
Êîä K3

A åñòü ïàðà < MA, TA >. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ðàññìàòðèâà-
ëîñü äëÿ ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àåâ, ìîæíî îïðåäåëèòü îäèíàêîâûå ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè òî÷åê êîäû. Èçîáðàæåíèÿ ñ òàêèìè êîäàìè áó-
äåì íàçûâàòü K3-ýêâèâàëåíòíûìè. Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî äâà èçîáðàæåíèÿ
K3-ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà ïëîñêîñòè îäíî ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî èç äðóãîãî ñäâèãîì, ïîâîðîòîì, èçìåíåíèåì â ðàçìåðàõ
(ñ ñîõðàíåíèåì ïîäîáèÿ), ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè èëè èõ êîìáèíàöè-
åé (òî åñòü ïîäîáíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè), ò.å. êîä K3

A �ïðàâèëüíûé äëÿ
ìíîæåñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Γ3.

Ïðîöåäóðó ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ïîäîáèÿ, ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå, îïèñàííîé äëÿ ñëó÷àÿ 2.

Ìíîæåñòâî TA èìååò (n(n − 1)/2)(n(n − 1)/2 − 1) ýëåìåíòîâ. Âìåñòå ñ
òåì êîä K3

A, î÷åâèäíî, èçáûòî÷åí.
Ñëó÷àé 4 (îñíîâíîé). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àôôèííûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ (íåâûðîæäåííûå) èçîáðàæåíèÿ (Γ4).
Êîäû K1

A,K
2
A,K

3
A èçîáðàæåíèÿ ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè, î÷åâèäíî,

ìåíÿþòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, êîä K3
A ìåíÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ìåíÿþòñÿ ñîîòíî-

ñèòåëüíûå ðàçìåðû ÷àñòåé èçîáðàæåíèÿ (íå ñîõðàíÿåòñÿ ïîäîáèå).
Íàçîâåì äâóìåðíûì èçîáðàæåíèåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñ-

êîñòè. Ïåðåíóìåðóåì íåêîòîðûì îáðàçîì òî÷êè èçîáðàæåíèÿ A, ò.å. çàäà-
äèì ôóíêöèþ íóìåðàöèè MA. Ïóñòü Smnu è Skps � ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêîâ ñ âåðøèíàìè â òðîéêàõ òî÷åê ñ íîìåðàìè m,n, u è k, p, s è ïóñòü
ρmnu,kps = Smnu

Skps
. Ïîëàãàåì, ÷òî ïîðÿäîê íîìåðîâ â òðîéêàõ íå âàæåí, ñàìè

òðîéêè ðàçëè÷íû è ïðè Skps = 0 çíà÷åíèå ρmnu,kps íå îïðåäåëåíî. Ìíîæå-
ñòâî èíäåêñèðîâàííûõ ÷èñåë ρmnu,kps äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð òðîåê îáîçíà÷èì
÷åðåç TA. Êîä K4

A èçîáðàæåíèÿ A�ïàðà < MA, TA >. Èçîáðàæåíèÿ, âñå
òî÷êè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé, íå ðàññìàòðèâàåì, ïîñêîëü-
êó êîä äëÿ íèõ íå îïðåäåëåí. Êàê è ðàíåå, èçîáðàæåíèÿ A è B íàçîâåì
ýêâèâàëåíòíûìè â ñìûñëå ñëó÷àÿ 4 (äàëåå � ïðîñòî ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè
ñóùåñòâóþò òàêèå íóìåðàöèèMA èMB , ÷òî êîäû TA è TB ðàâíû. ßñíî, ÷òî
ýêâèâàëåíòíîñòü èçîáðàæåíèé ñîäåðæàòåëüíî îçíà÷àåò îäèíàêîâîñòü èõ êî-
äîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè òî÷åê. Åñëè |A| = N , òî ìîùíîñòü ýòîãî
êîäà ñîñòàâëÿåò C3

N (C3
N − 1).
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Ïëîñêèì èçîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèå, òî÷êè êîòîðîãî íå ëå-
æàò íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Òåîðåìà 1 (Â.Í.Êîçëîâ, [8]). Äâà ïëîñêèõ èçîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû îò-
íîñèòåëüíî Ta òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè a-ýêâèâàëåíòíû.

Âîññòàíîâëåíèå òðåõìåðíûõ èçîáðàæåíèé.

Òðåõìåðíûì èçîáðàæåíèåì (òåëîì) áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
òî÷åê òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå áóäåì
íàçûâàòü àôôèííî ýêâèâàëåíòíûìè äâà òåëà, åñëè ñóùåñòâóåò àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå îäíî â äðóãîå.

Îáúåìíûì áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåíèå, åñëè îíî íå ðàñïîëîæåíî íè â
îäíîé ïëîñêîñòè, íè â äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.

Ïóñòü çàäàíî òåëî T è ïðÿìàÿ l, íàçûâàåìàÿ íàïðàâëåíèåì ïðîåêöèè.
×åðåç êàæäóþ òî÷êó èçîáðàæåíèÿ ïðîâîäèì ïðÿìóþ2, ïàðàëëåëüíóþ l. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñ íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ Π è
îáîçíà÷àþòñÿ Pl,Π(t).

Íàïðàâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ðàçíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå
íå ïàðàëëåëüíû.

Ïóñòü çàäàíû ïðîåêöèè t′i = Pl′,Π′ è t′′i = Pl′′,Π′′ , ãäå i = 1, . . . , N è l′, l′′ �
ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ ïðîåêöèè. Òîãäà âîçìîæíî âîññòàíîâèòü (ñ òî÷íîñòüþ
äî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè) èñõîäíîå òåëî.

Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ îáúåìíîãî èçîáðàæåíèÿ ïî åãî ïëîñêèì
ïðîåêöèÿì.

Âûáåðåì ÷åòûðå òî÷êè èçîáðàæåíèÿ, íå ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè (ïî
óñëîâèþ òàêèå ñóùåñòâóþò).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè òî÷êè a, b, c è d, èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Π′

îáîçíà÷èì a′, b′, c′ è d′; íà ïëîñêîñòü Π′′ � a′′, b′′, c′′ è d′′ ñîîòâåòñòâåííî.

� Âîññòàíîâèì ïîëîæåíèå òî÷åê a, b, c è d ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ã(X(a′), Y (a′), 0), b̃(X(b′), Y (b′), 0), c̃(X(c′), Y (c′), 0), d̃(X(d′), Y (d′), 1).
Ò.å. êîîðäèíàòû X è Y ïðîñòî ïîâòîðÿþò êîîðäèíàòû ïðîåêöèé íà Π′

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê.

� Ðàñìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèÿA′, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè a′, b′ è
c′ â òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0), (0, 1) è (1, 0), ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëî-
ãè÷íî ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèÿA′′, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè
a′′, b′′ è c′′ â òî÷êè ñ òàêèìè æå êîîðäèíàòàìè: (0, 0), (0, 1) è (1, 0).

� Íàéäåì sd = |A′(d′)A′′(d′′)|.

� Ïðîâåäåì öèêë ïî îñòàâøèìñÿ òî÷êàì èçîáðàæåíèÿ (îáîçíà÷èì e ïå-
ðåìåííóþ òî÷êó, ïî êîòîðîé èäåò öèêë).

� Íàéäåì se = |A′(e′)A′′(e′′)|.
� Âîññòàíîâèì òî÷êó ẽ(X(e′), Y (e′), sesd ).

2Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ l âûáðàíà òàê, ÷òî íà êàæäîé òàêîé ïðÿìîé ðàñïîëîæåíà
îäíà òî÷êà òåëà
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Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûé àëãîðèòì âîññòàíàâëèâàåò òðåõìåðíîå
èçîáðàæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ àôôèííîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ.

Ïðèìåð 1.1. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c,
d è e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè. Ïðîåêöèè íà Π′: a′(−5, 1),
b′(−4, 2), c′(−6, 2), d′(0, 4) è e′(4, 6) (â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) è ïðî-
åêöèè íà Π′′: a′′(−1, 5), b′′(−2, 3), c′′(−3, 4), d′′(7, 0) è e′′(11,−4), ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè ABC è CDE ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé L
à) Îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′ , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè
ïðÿìîé L íà ïëîñêîñòè Π′ è Π′′, ñîîòâåòñòâåííî. b) Âîññòàíîâèòü ïîëîæåíèå
òî÷åê A, B, C, D è E ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðåøåíèå ïóíêòà à) Ðàññìîòðèì àôôèíííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðå-
âîäÿùåå òî÷êè a′, b′ è c′ â òî÷êè a′′, b′′ è c′′, ñîîòâåòñòâåííî. Èç êóð-
ñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî. Ìîæíî íàéòè åãî ìàòðèöó, ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, íî â äàííîé çàäà÷å ìîæíî ïîñòóïèòü åùå ïðîùå. Âîcïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåê-
òîðîâ è ïðåäñòàâèì âåêòîð c′d′ = (6, 2) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåê-
òîðîâ v̄1 = c′a′ = (1,−1) è v̄2 = c′b′ = (2, 0). Ëåãêî íàéòè êîýôôèöè-
åíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè: c′d′ = −2 · v̄1 + 4v̄2. Îòcþäà ñëåäóåò,
÷òî c′′d′′′ = −2 · v̄′1 + 4v̄′2 = −2 · (2, 1) + 4 · (1,−1) = (0,−6), ãäå d′′′ �
îáðàç òî÷êè d′ ïðè âûøåóêàçàííîì àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, d′′′ = (−3,−2). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè
e′′′ = (−4,−7). Íàéäåì òî÷êó x′′ � ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ d′′e′′ è d′′′e′′′. Åå
êîîðäèíàòû x′′ = (−1, 8). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèåé L′′ áóäåò ïðÿìàÿ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè c′′(−3, 4) è x′′(−1, 8), åå óðàâíåíèå y = 2x + 10. Ðàç-
ëîæèì òåïåðü âåêòîð c′′x′′ = (2, 4) êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ
v̄′′1 = c′′a′′ = (2, 1) è v̄′′2 = c′′b′′ = (1,−1), ïîëó÷èì . c′′x′′ = 2 · v̄′′1 − 2 · v̄′′2.
Îòcþäà ëåãêî ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû òî÷êè x′ íà ïëîñêîñòè Π′: x′ = (−8, 0).
Íàéäåì ïðÿìóþ c′x′: åå óðàâíåíèå y = x+ 8.

Îòâåò: Óðàâíåíèå ïðÿìîé L′: y = x + 8, óðàâíåíèå ïðÿìîé L′′: y =
= 2 · x+ 10.

Ðåøåíèå ïóíêòà á) Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñòðîåíèé ðàññìîòðèì àôôèí-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå òî÷êè a′(−5, 1), b′(−4, 2), c′(−6, 2), è
a′′(−1, 5), b′′(−2, 3), c′′(−3, 4) â òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè a′′′(1, 0), b′′′(0, 1) è
c′′′(0, 0), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, òî÷êè d′(0, 4) è e′(4, 6)
ïåðåéäóò â d′′′1 (−2, 4) è e′′′1 (−4, 7), à òî÷êè d′′(7, 0) è e′′(11,−4)� â d′′′2 (2, 6) è
e′′′2 (2, 10), ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè x′ è x′′ ïåðåõîäÿò â òî÷êó x′′′(2,−2). Çàäà-
äèì êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ òî÷åê óäîáíûì äëÿ íàñ îáðàçîì: a(1, 0, 0), b(0, 1, 0),
c(0, 0, 0), d(−2, 4, 1), òîãäà x áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû x′′′(2,−2, 0). Òîãäà êî-
îðäèíàòû òî÷êè e îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî èç óñëîâèÿ, ÷òî ýòà òî÷êà ëå-
æèò íà ïðÿìîé xd, ïðè÷åì xe = 3/2 · xd, îòêóäà ïîëó÷àåì e(−4, 7, 3/2).

Îòâåò: a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(−2, 4, 1) è e(−4, 7, 3/2).
Ïðèìåð 1.2. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c,

d è e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè. Ïðîåêöèè íà Π′: a′(−4, 3),
b′(−1, 2), c′(−3, 2), d′(7, 0) è e′(−4, 5) è ïðîåêöèè íà Π′′: a′′(3,−4), b′′(6,−4),
c′′(5,−5), d′′(7, 3) è e′′(−6, 5). Âîññòàíîâèòå ïîëîæåíèå òî÷åê a, b, c, d è e ñ
òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì àôôèíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå òî÷êè
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a′(−4, 3), b′(−1, 2), c′(−3, 2) è a′′(3,−4), b′′(6,−4), c′′(5,−5) â òî÷êè ñ êîîðäè-
íàòàìè ã(1, 0), b̃(0, 1) è c̃(0, 0), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè,
òî÷êè d′(7, 0) è e′(−4, 5) ïåðåéäóò â d̃1(−2, 4) è ẽ1(−3, 1), à òî÷êè d′′(7, 3) è

e′′(−6, 5)� â d̃2(2, 6) è ẽ2(7, 3), ñîîòâåòñâåííî. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðà d̃1ẽ1 è

d̃2ẽ2 ïîëó÷èëèñü ðàâíûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ de ïàðàëëåëüíà ïëîñ-
êîñòè abc. Çàäàäèì êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ òî÷åê óäîáíûì äëÿ íàñ îáðàçîì:
a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(−2, 4, 1), òîãäà èç òîãî, ÷òî âåêòîð de ïàðàë-
ëåëåí ïëîñêîñòè abc âûòåêàåò , ÷òî e = (3, 1, 1).

Îòâåò: a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(−2, 4, 1) è e(3, 1, 1).

Ïðèìåð 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ïåðåâî-
äèò íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü â ñåáÿ, òî ϕ�ëèáî ïîâîðîò, ëèáî ñèììåòðèÿ.

Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê, âïèñàííûé â äàí-
íóþ îêðóæíîñòü. Åãî îáðàçîì áóäåò ïàðàëëåëîãðàìì, âïèñàííûé â îêðóæ-
íîñòü, ò.å. òîæå ïðÿìîóãîëüíèê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ñîõðàíÿ-
åò ïðÿìûå óãëû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîãî óãëà ìîæíî
ïîñòðîèòü âïèñàííûé ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñòî-
ðîíàì ýòîãî óãëà.

Âïèøåì ïðîèçâîëüíûé êâàäðàò â îêðóæíîñòü. Îòîáðàæåíèå ϕ ñîõðàíÿ-
åò ïðÿìîé óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè, ñëåäîâàòåëüíî îáðàç òîæå áóäåò êâàä-
ðàòîì. èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, ñëå-
äîâàòåëüíî, ϕ�èçîìåòðèÿ (äâèæåíèå).

Çàìåòèì, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êâàäðàòà, ò.å. ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ ϕ. Èç êóðñà øêîëüíîé ãåîìåòðèè
èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå åñòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ïîâîðîò èëè
ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ. Çàìåòèì, ÷òî íåïîäâèæíîé òî÷êîé îáëàäàþò òîëü-
êî ïîâîðîò è îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 1.4. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà S0.
Òî÷êè K, L, M è N ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí AB, BC, CD è DA, ñîîò-
âåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè
AL, BM , CN è DK (ñì. ðèñ. 1.1).
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A
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D

K

L
M

N

Ðèñ. 1.1: Ê ïðèìåðó 1.4.

O
1

1

A′

B′

C ′

D′
K ′

L′

M ′

N ′

x

y

Ðèñ. 1.2: Ðåøåíèå ïðèìåðà 1.4.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå óêà-

çàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê â åäèíè÷íûé êâàäðàò, òàê, ÷òîáû îäíà èç âåð-
øèí ïåðåøëà â íà÷àëî êîîðäèíàò, à òî÷êè D è L ïîïàëè íà îñè êîîðäèíàò
(ñì. ðèñ. 1.2). Òîãäà òî÷êè A, B, C è D ïåðåéäóò â òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè
A′(0,−1), B′(−1,−1), C ′(1, 2) è D′(2, 0), ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè òî÷êè îáðàçó-
þò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé

√
5. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ïëîùàäåé ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè, òî èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà 1
5S0.

Ïðèìåð 1.5. Êàæäàÿ äèàãîíàëü âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ïàðàëëåëü-
íà îäíîé èç åãî ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ýòîò
ïÿòèóãîëüíèê ìîæíî ïåðåâåñòè â ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê.

Ðèñ. 1.3
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Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Î÷åâèäíî, èç óñëîâèÿ
ïàðàëëåëüíîñòè äèàãîíàëè EC è ñòîðîíû AB âûòåêàåò ðàâåíñòâî ïëîùà-
äåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è ABE � ó íèõ îñíîâàíèå AB îáùåå è âûñîòû ðàâ-
íû. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî S(4ABC) = S(4BCD) = S(4CDE) =
= S(4DEA) = S(4EAB). Áóäåì â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè ïëî-
ùàäè ðàâíû 1, ÷òî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ïîñêîëüêó íàñ
èíòåðåñóþò òîëüêî îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé.

Îáîçíà÷èì AB = a, CE = λa è çàïèøåì ïëîùàäü òðàïåöèè ABCE
äâóìÿ ñïîñîáàìè.:

� Ñ îäíîé ñòîðîíû S(ABCE) = S(4ABC) +S(4ACE) = 1 +λ, òàê êàê
S(4ACE) : S(4ABC) = EC : AB = λ.

� C äðóãîé ñòîðîíû, èç ïîäîáèÿ 4EBF ∼= 4CDF (ãäå òî÷êà F �ïåðå-
ñå÷åíèå äèàãîíàëåé BD è CE) ñëåäóåò, ÷òî BF : FD = EF : FC =
= a : (λa − a) = 1 : (λ − 1). Ïîýòîìó S(4BCF ) : S(4BCD) =
= BF : BD = 1 : λ, ñëåäîâàòåëüíî, S(4BCF ) = 1

λ , îòêóäà ïîëó÷àåì
S(ABCE) = S(ABFE) + S(4BCF ) = 2 + 1

λ .

Ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ S(ABCE), ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå 1 + λ = 2 + 1

λ , îòêóäà λ = 1+
√

5
2 (çîëîòîå ñå÷åíèå) 3.

Òàêèì îáðàçîì, S(4ABD) = S(4BCE) = S(4DCA) = S(4EBD) =

= S(4ACE) = 1+
√

5
2 (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó âñå ýòè ïëîùàäè ðàâíû?).

Çàìåòèì, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ïðà-
âèëüíîìó ïÿòèóãîëüíèêó. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîäû, ò.å. îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé
ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ ó ABCDE è ó ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà ñîâïàäàþò. Ñîãëàñíî òåîðåìå Â.Í. Êîçëîâà ýòè èçîáðàæåíèÿ áóäóò
a-ýêâèâàëåíòíû, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3Èñòîðè÷åñêè çîëîòîå ñå÷åíèå âîçíèêëî èìåííî êàê îòíîøåíèå, â êîòîðîì äèàãîíàëè
ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà äåëÿò äðóã äðóãà.
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Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 1.1.1. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïî-
âîðîòû, ñäâèãè, ðàñòÿæåíèÿ) èç ëåêöèè ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ â êóðñå
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè(íà I êóðñå).

Çàäà÷à 1.1.2. Ïóñòü A1, B1, C1, D1 � îáðàçû A, B, C, D ïðè ÀÏ. Äîêà-
æèòå, ÷òî åñëè

−−→
AB =

−−→
CD òî

−−−→
A1B1 =

−−−→
C1D1.

Çàäà÷à 1.1.3. Ïóñòü A′, B′, C ′ � îáðàçû òî÷åê A, B, C ïðè íåêîòîðîì ÀÏ.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè AC : CB = p : q, òî
C ′ äåëèò îòðåçîê A′B′ â òîì æå îòíîøåíèè.

Çàäà÷à 1.1.4. ßâëÿþòñÿ ëè a�ýêâèâàëåíòíûìè à) äâà ðîìáà; á) äâà ïàðàë-
ëåëîãðàììà; â) äâå òðàïåöèè?

Çàäà÷à 1.1.5. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÀÏ, êîòîðîå ïå-
ðåâîäèò äàííóþ òî÷êó O â äàííóþ òî÷êó O′, à äàííûé áàçèñ âåêòîðîâ e1,
e2 � â äàííûé áàçèñ e′1, e

′
2. b) Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà 4ABC è 4A′B′C ′.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÀÏ, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó A â A′,
B � â B′ è C � â C ′. c) Äàíû äâà ïàðàëëåëîãðàììà. Ñêîëüêèìè ÀÏ îäèí
ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãîé?

Çàäà÷à 1.1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè äâóõ ðàñòÿæåíèé âî âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ è îäíîãî äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à 1.1.7. Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíûé ïî ñëîæíîñòè ïðàâèëüíûé êîä äëÿ
ìíîæåñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Γ2?

Çàäà÷à 1.1.8. Áóäåò ëè ïðàâèëüíûì äëÿ ìíîæåñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Γ3

êîä, ïîëó÷åííûé èç êîäà, îïèñàííîãî â óïðàæíåíèè 1.1.12, äåëåíèåì êàæ-
äîãî ýëåìåíòà íà r1,2?

Çàäà÷à 1.1.9. Ïóñòü K3
A, K

3
B � îïèñàííûå ðàíåå êîäû èçîáðàæåíèé A è

B. Îöåíèòü ñâåðõó ñëîæíîñòü (â çàâèñèìîñòè îò n = |A| = |B|) àëãîðèòìà ,
âûÿñíÿþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ èçîáðàæåíèé.

Çàäà÷à 1.1.10. Ïðèäóìàéòå ïðàâèëüíûé êîä äëÿ ìíîæåñòâà ïðåîáðàçî-
âàíèé Γ4, êîòîðûé èìååò ñëîæíîñòü ïî ïîðÿäêó ìåíüøóþ, ÷åì ñëîæíîñòü
êîäà K4

A.

Çàäà÷à 1.1.11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ êîäèðîâàíèÿ: íà ïðÿ-
ìîé aiaj ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé òî÷êà ai �íà÷àëî êîîðäèíàò,
à îòðåçîê [aiaj ] çàäàåò ìàñøòàá (ò.å. òî÷êà aj èìååò êîîðäèíàòó 1). Îáî-
çíà÷èì κij,kl êîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé akal â ýòîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, ñ÷èòàåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé κij,kl
íå îïðåäåëåí. Äîêàæèòå, ÷òî êîä {κij,kl}ni,j,k,l=1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì äëÿ
ñåìåéñòâà Γ4.

Çàäà÷à 1.1.12. Ïóñòü MA �ôóíêöèÿ íóìåðàöèè èçîáðàæåíèÿ A, |A| = n,

ri,j =
√

(X(M−1
A (i)−X(M−1

A (j))2 + (Y (M−1
A (i)− Y (M−1

A (j))2,

TA = {r1,1, r1,3, r2,3, r1,4, r2,4, r3,4, . . . , r1,n, r2,n, r3,n}.
Áóäåò ëè êîä < MA, TA > ïðàâèëüíûì äëÿ ìíîæåñòâà ïðåîáðàçîâàíèé Γ2?
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Çàäà÷à 1.1.13. Ïóñòü àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå A(x) = Ax + b îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè: A2 ≡ A è rk(A) = 2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå �
ïðîåêöèÿ íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü.

Çàäà÷à 1.1.14. Äàí êóá ABCDA1B1C1D1, èçâåñòíû êîîðäèíàòû ïðîåêöèé
åãî âåðøèí íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü: A′(−1,−2), C ′(3, 4), B′1(7, 0), D′1(1, 6).
Íàéäèòå êîîðäèíàòû ïðîåêöèé îñòàëüíûõ âåðøèí êóáà.

Çàäà÷à 1.1.15. Êâàäðàò ABCD ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè α. Â ðàçëè÷-
íûõ (îòíîñèòåëüíî α) ïîëóïðîñòðàíñòâàõ âûáðàíû òî÷êè S è S1, òàê, ÷òî
SABCDS1 �ïðàâèëüíûé îêòàýäð. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû ïðîåêöèé íà íåêî-
òîðóþ ïëîñêîñòü β ñëåäóþùèõ âåðøèí: A′(1, 2), B′(−1, 3), C ′(0, 4) è S′(0, 0).
Íàéäèòå êîîðäèíàòû ïðîåêöèé âåðøèí D′ è S′1.

Çàäà÷à 1.1.16. Äàíà ïðàâèëüíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìàABCDEFA1B1C1D1E1F1.
Èçâåñòíû êîîðäèíàòû ïðîåêöèé íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü âåðøèíA′(−1,−2),
B′(1, 2), D′(1, 4) è E′1(−2,−2). Íàéäèòå êîîðäèíàòû ïðîåêöèé îñòàëüíûõ
âåðøèí.

Çàäà÷à 1.1.17. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ l, ñî-
åäèíÿþùàÿ öåíòðû ãðàíåé ABC è ABD. Èçâåñòíû ïðîåêöèè âåðøèí íà
íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü: A′1, 3); B′(−3, 0); C ′(2, 3); D′(−1, 0). Íàéäèòå ïðîåê-
öèþ ïðÿìîé l (íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé).

Çàäà÷à 1.1.18. Èçâåñòíû ïðîåêöèè âåðøèí ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ABCD
íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü: A′(−3, 1); B′(0,−3); C ′(−3, 4); D′(0,−1). Íàéäèòå
ïðîåêöèþ âûñîòû AH, îïóùåííîé íà ãðàíü BCD (íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé).

Çàäà÷à 1.1.19. Â ïðàâèëüíîé 4-óãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD íà ðåáðå SC
âûáðàíà òî÷êà K, êîòîðàÿ äåëèò ðåáðî â îòíîøåíèè SK : KC = 2 : 1.
Èçâåñòíû ïðîåêöèè âåðøèí A′(0, 1), C ′(2, 3) è S′(−1, 0) íà íåêîòîðóþ ïëîñ-
êîñòü. Íàéäèòå ïðîåêöèþ íà ýòó æå ïëîñêîñòü ïðÿìîé OK, ãäå O�öåíòð
îñíîâàíèÿ ABCD.

Çàäà÷à 1.1.20. Èçâåñòíû ïðîåêöèè ñëåäóþùèõ âåðøèí ïðàâèëüíîé
6-óãîëüíîé ïðèçìû ABCDEFA1B1C1D1E1F1 íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü:
A′(−2, 1), C ′(1, 2), B′1(0, 4) è D′1(−3, 6). Íàéäèòå ïîëîæåíèå ïðîåêöèé
îñòàëüíûõ âåðøèí.

Çàäà÷à 1.1.21. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c, d
è e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè. Ïðîåêöèè íà Π′: a′(−5, 3),
b′(−4, 4), c′(−6, 4), d′(−3, 3) è e′(−3, 4) (â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) è
ïðîåêöèè íà Π′′: a′′(−2, 5), b′′(−2, 4), c′′(−3, 4), d′′(−6, 3) è e′′(−4, 3), ñîîò-
âåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè abc è cde ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé L
Îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′ , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè
ïðÿìîé L íà ïëîñêîñòè Π′ è Π′′, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 1.1.22. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c, d è e. Èçâåñòíû
èõ ïðîåêöèè a′(3, 4), b′(5, 2), c′(3, 3), d′(2, 11) è e′(5,−1) íà ïëîñêîñòü Π′ è
ïðîåêöèè a′′(−1, 2), b′′(0, 1), c′′(−3, 0), d′′(5, 11) è e′′(5, 2) íà ïëîñêîñòü Π′′.
Ïóñòü L�ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé (abc) è (cde).
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a) Íàéäèòå ïðîåêöèè íà Π′ è Π′′ òî÷êè X, â êîòîðîé ïðÿìàÿ L ïåðåñå-
êàåò ïðÿìóþ de;
b) Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′ �ïðîåêöèé L;
c) Âîññòàíîâèòå ïîëîæåíèå òî÷åê a, b, c, d è e ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à 1.1.23. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c, d è e. Èçâåñòíû
èõ ïðîåêöèè íà Π′: a′(0, 1), b′(4, 1), c′(1, 0), d′(1, 4) è e′(17/2, 5/2) è ïðîåêöèè
íà Π′′: a′′(−1, 1), b′′(−4, 3), c′′(−3, 2), d′′(3,−2) è e′′(−6, 11/2).

a) Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê x′ è x′′.
b) Íàéòè óðàâíåíèÿ ïðîåêöèé ïðÿìîé L.
c) Âîññòàíîâèòü òðåõìåðíîå èçîáðàæåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè).

Çàäà÷à 1.1.24. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c, d è e. Èçâåñòíû
èõ ïðîåêöèè íà Π′: a′(0, 1), b′(4, 1), c′(1, 0), d′(−2, 3) è e′(7, 6) è ïðîåêöèè
íà Π′′: a′′(−1, 1), b′′(−4, 3), c′′(−3, 2), d′′(3,−2) è e′′(0, 5/2). Íàéòè ïðîåêöèè
ïðÿìîé L è âîññòàíîâèòü òðåõìåðíîå èçîáðàæåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèí-
íîé ýêâèâàëåíòíîñòè).

Çàäà÷à 1.1.25. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c, d
è e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè. Ïðîåêöèè íà Π′: a′(−5, 5),
b′(−4, 8), c′(−6, 8), d′(3, 5) è e′(6, 2) (â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) è ïðî-
åêöèè íà Π′′: a′′(−2, 5), b′′(−2, 4), c′′(−3, 4), d′′(−2, 7) è e′′(−2, 9), ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè abc è cde ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé L à)
Îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′ , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè
ïðÿìîé L íà ïëîñêîñòè Π′ è Π′′, ñîîòâåòñòâåííî. b) Âîññòàíîâèòü ïîëîæå-
íèå òî÷åê a, b, c, d è e ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à 1.1.26. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c, d è
e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè. Ïðîåêöèè íà Π′: a′(0, 1), b′(4, 1),
c′(1, 0), d′(−3, 4) è e′(9, 4) (â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) è ïðîåêöèè íà
Π′′: a′′(−1, 1), b′′(−4, 3), c′′(−3, 2), d′′(3,−2) è e′′(−3, 4), ñîîòâåòñòâåííî. Èç-
âåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè abc è cde ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé L à) Îïðåäåëèòü
óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′ , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ïðÿìîé L íà
ïëîñêîñòè Π′ è Π′′, ñîîòâåòñòâåííî. b) Âîññòàíîâèòü ïîëîæåíèå òî÷åê a, b,
c, d è e ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à 1.1.27. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c, d è
e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè: ïðîåêöèè íà Π′: a′(2, 1), b′(3,−1),
c′(1, 0), d′(5, 4) è e′(8,−11) è ïðîåêöèè íà Π′′: a′′(−1, 1), b′′(−4, 3), c′′(−3, 2),
d′′(3,−2) è e′′(−15, 13) Èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè abc è cde ïåðåñåêàþòñÿ ïî
ïðÿìîé L Îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðî-
åêöèÿìè ïðÿìîé L íà ïëîñêîñòè Π′ è Π′′, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 1.1.28. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c,
d è e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè: ïðîåêöèè íà Π′: a′(0, 0),
b′(−1,−2), c′(1,−1), d′(−3, 3) è e′(−3, 6) è ïðîåêöèè íà Π′′: a′′(−1, 2),
b′′(−2, 4), c′′(−2, 2), d′′(0,−2) è e′′(0,−8) Èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè abc è cde
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé L Îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ïðÿìîé L íà ïëîñêîñòè Π′ è Π′′, ñîîòâåòñòâåííî.
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Çàäà÷à 1.1.29. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a, b, c,
d è e. Èçâåñòíû èõ ïðîåêöèè íà äâå ïëîñêîñòè: ïðîåêöèè íà Π′: a′(−3, 3),
b′(−1, 3), c′(−3, 2), d′(5, 4) è e′(−1, 6) è ïðîåêöèè íà Π′′: a′′(−1,−1), b′′(1,−1),
c′′(1,−2), d′′(−3, 5) è e′′(−13, 7) Èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè (abc) è (cde) ïåðå-
ñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé L. a) Îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L′ è L′′, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ïðÿìîé L íà ïëîñêîñòè Π′ è Π′′, ñîîòâåòñòâåííî. b)
Âîññòàíîâèòü òðåõìåðíîå èçîáðàæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè

Çàäà÷à 1.1.30. Äàí âûïóêëûé N -óãîëüíèê, ãäå N < 100, è ìíîæåñòâî
A = {A1, . . . , A100} íåêîòîðûõ òî÷åê ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Èçâåñòíî, ÷òî
âñå N âåðøèí N -óãîëüíèêà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A, è ÷òî íèêàêèå 3
òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à íèêàêèå 4 òî÷êè íå ëåæàò íà äâóõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ðàçðåøàåòñÿ çàäàâàòü âîïðîñû òèïà: ÷åìó ðàâíà ïëî-
ùàäü 4AiBjCk? Äîêàæèòå, ÷òî 300 âîïðîñîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûÿñíèòü,
êàêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà, è ÷òîáû íàéòè ïëîùàäü
ìíîãîóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 1.1.31. Íà ïëîñêîñòè äàí ìíîãîóãîëüíèê A1A2 . . . An è òî÷êà O
âíóòðè åãî. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâà:

−−→
OA1 +

−−→
OA3 =2 cos(2π/n)

−−→
OA2

−−→
OA2 +

−−→
OA4 =2 cos(2π/n)

−−→
OA3

. . .
−−−−→
OAn−1 +

−−→
OA1 =2 cos(2π/n)

−−→
OAn

íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî àôôèííîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííûé ìíîãîóãîëüíèê â ïðàâèëüíûé, à òî÷êó O�
â åãî öåíòð.

Çàäà÷à 1.1.32. ×åðåç êàæäóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåíû äâå ïðÿ-
ìûå, äåëÿùèå ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà íà òðè ðàâíûå ÷à-
ñòè. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû
øåñòèóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè ïðÿìûìè, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå.

Çàäà÷à 1.1.33. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD òî÷êà K � ñåðåäèíà ñòîðîíû
AB, L� ñåðåäèíà BC,M � ñåðåäèíà CD è N � ñåðåäèíà DA. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè AL, BM , CN è DK, åñëè
S(ABCD) = 25.

Çàäà÷à 1.1.34. Â òðåóãîëüíèêå 4ABC íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òî÷êà M ,
íà BC � òî÷êà L è íà AC � òî÷êà N òàê, ÷òî AM : MB = 3 : 2, BL : LC =
= 1 : 2 è AN = NC. Ïðÿìûå AL èMC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Îïðåäåëèòå,
êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè 4ABC ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü 4BON .

Çàäà÷à 1.1.35. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè âåêòîðà a, b, c, ïðè÷åì αa + βb +
+ γc = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè âåêòîðû àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî
ïåðåâåñòè â âåêòîðû ðàâíîé äëèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç îòðåçêîâ
ñ äëèíàìè |α|, |β|, |γ| ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.
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A B

CD

E

F G

Ðèñ. 1.4: Ê çàäà÷å 1.1.38.

Çàäà÷à 1.1.36. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà 4ABC ëåæèò òî÷êà M . Äîêàæèòå,
÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ 4ABM è 4CBM ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà òî÷êà M íàõîäèòñÿ íà ìåäèàíå óãëà ∠B òðåóãîëüíèêà 4ABC.

Çàäà÷à 1.1.37. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé òðàïåöèè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí è ñåðåäèíû
îñíîâàíèé ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 1.1.38. Ïóñòü ABCD� òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AB‖CD, òî÷êà
E � ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ AB, òî÷êè F è G� ñåðåäèíû îòðåçêîâ DE è CE,
ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1.4). Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè4AFD è4BCG
ðàâíîâåëèêè.

Çàäà÷à 1.1.39. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïðîäîëæåíèÿ
ñòîðîí AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Z, òî÷êè X è Y ÿâëÿþò-
ñÿ ñåðåäèíàìè äèàãîíàëåé AC è BD. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé
S(4XY Z) : S(ABCD).

Çàäà÷à 1.1.40. ×åðåç òî÷êó O, âçÿòóþ íà äèàãîíàëè AC ïàðàëëåëîãðàììà
ABCS, ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå åãî ñòîðîíàì. Äàííûé ïàðàëëå-
ëîãðàìì äåëèòñÿ íà ÷åòûðå ïàðàëëåëîãðàììà. Äâà èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ
äèàãîíàëüþ AC (ñì. ðèñ. 1.5).

a) Äîêàæèòå, ÷òî äâà äðóãèõ ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíîâåëèêè.
b) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 1.1.41. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü O� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
åãî ìåäèàí, à M,N è P � òî÷êè, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA,
ñîîòâåòñòâåííî, äåëÿùèå ýòè ñòîðîíû â îäèíàêîâûõ îòíîøåíèÿõ (ò. å.
AM : MB = BN : NC = CP : PA = p : q). Äîêàæèòå, ÷òî:

a) O� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà MNP ;
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CD

O

Ðèñ. 1.5: Ê çàäà÷å 1.1.40.

b) O� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìû-
ìè AN , BP è CM.

Çàäà÷à 1.1.42. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC ÷åðåç òî÷êó
B ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå CD è ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
AC â òî÷êå P, à ÷åðåç òî÷êó C �ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå AB è ïåðå-
ñåêàþùàÿ äèàãîíàëü BD â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PQ ïàðàëëåëüíà
îñíîâàíèÿì òðàïåöèè.

Çàäà÷à 1.1.43. Â ýëëèïñ âïèñàí ïÿòèóãîëüíèê, â êîòîðîì êàæäàÿ äèà-
ãîíàëü ïàðàëëåëüíà ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíå. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè
ýëëèïñà ê ïëîùàäè ïÿòèóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 1.1.44. * (Ïðàñîëîâ) Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD ïàðàëëåëîãðàì-
ìà ABCD âçÿòû òî÷êè K, L è M ñîîòâåòñòâåííî, äåëÿùèå ýòè ñòîðîíû â
îäèíàêîâûõ îòíîøåíèÿõ AK : KB = BL : LC = CM : MD = λ. Ïóñòü b, c,
d�ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç B, C, D ïàðàëëåëüíî ïðÿìûì KL, KM ,ML
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå b, c, d ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Çàäà÷à 1.1.45. * Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, êðîìå
òðàïåöèè, àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè â ÷åòûðåõóãîëü-
íèê, ó êîòîðîãî ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ïðÿìûå.

Çàäà÷à 1.1.46. * Äàí âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , â êîòîðîì
AB‖DE, BC‖EF è CD‖FA. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ àôôèííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå L : ABCDEF → A′B′C ′D′E′F ′, òàêîå, ÷òî A′D′ = B′E′ = C ′F ′.

Çàäà÷à 1.1.47. * Êîâáîé Äæèììè ïîñïîðèë ñ äðóçüÿìè, ÷òî ñóìååò îäíèì
âûñòðåëîì ïðîáèòü âñå ÷åòûðå ëîïàñòè âåðòèëÿòîðà. (Âåðòèëÿòîð óñòðîåí
ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà îñè, âðàùàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ 50 îá/ñåê, ðàñ-
ïîëîæåíû íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà 4 ïîëóäèñêà, ïîâåðíóòûå
äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ïîä êàêèìè-òî óãëàìè). Äæèììè ìîæåò ñòðåëÿòü
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Ê çàäà÷å 1.1.44

â ëþáîé ìîìåíò è äîáèâàòüñÿ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòè ïóëü. Äîêàçàòü, ÷òî
Äæèììè âûèãðàåò ïàðè.

Çàäà÷à 1.1.48. * à) Ïóñòü L�íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå ïëîñêîñòè â ñåáÿ, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: åñëè òðè òî÷êè ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé, òî èõ îáðàçû òîæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî L� àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå. á) Ïóñòü L�íåïðåðûâíîå âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ îêðóæíîñòü
â íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî L� àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Çàäà÷à 1.1.49. (Ðóäåíêî) Ïóñòü ïðîåêöèè A′ è A′′ òåëà A â äâóõ ðàçëè÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, íî íå a-ýêâèâàëåíòíûìè. Äîêà-
æèòå, ÷òî òî÷êè âîññòàíîâëåííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà òåëà ëåæàò íà
äâóõ ïðÿìûõ.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

1.1.2 Áóäåì çàïèñûâàòü êîîðäèíàòû â âèäå ñòîëáöà X =
(
x
y

)
. Òîãäà X1 =

= M ·X + µ, ãäå M �íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, µ� âåêòîð-ñòîëáåö. Òîãäà−−−→
A1B1 = B1 −A1 = (M ·B + µ)− (M ·A+ µ) = M · (B −A) = M ·

−−→
AB. Òàêèì
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îáðàçîì, ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðà óìíîæàþòñÿ íà ìàòðèöó
M , ò.å. ðàâíûå âåêòîðà ïåðåõîäÿò â ðàâíûå.

1.1.3 Åñëè C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè AC : CB = p : q, òî
−−→
AB =

= p
q ·
−−→
CB. Ñëåäîâàòåëüíî,

−−−→
A1B1 = p

q ·
−−−→
C1B1, ò.å. C ′ äåëèò îòðåçîê A′B′ â òîì

æå îòíîøåíèè.

1.1.4 à) Äà. á) Äà. â) Òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè ó íèõ îäèíàêîâûå îòíîøåíèÿ
îñíîâàíèé.

1.1.5 à) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû çàïèñàíû â âèäå ñòîëáöîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è ðåïåðîì e1, e2. Òî-
ãäà âûáåðåì M = (e′1, e

′
2), b = O′. Òîãäà A(O) = O1, A(A) = A1,

B(O) = B1. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâà


M ·

(
1
0

)
= e′1

M ·
(

0
1

)
= e′2

M ·
(

0
0

)
+ b = O′

á) âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì à) è âûáåðåì â

êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êè A è A1, à â êà÷åñòâå áàçèñîâ e1 =
−−→
AB,

e2 =
−→
AC,e′1 =

−−−→
A′B′, e′2 =

−−→
A′C ′. â) 8. Âûäåëåííóþ âåðøèíó ìîæíî ïåðåâåñòè

â ëþáóþ èç 4, êðîìå òîãî, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà îðèåíòàöèè ðåïåðà.

1.1.6 Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå çàäàíî êàê x → y = Ax + b. Íàéäåì äëÿ ìàò-
ðèöû A ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå: A = UΣV T , ãäå U è V � îðòîãîíàëüíûå
ìàòðèöû, à Σ�äèàãîíàëüíàÿ. Ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, îáðàçîâàí-
íóþ ñòîëáöàìè ìàòðèöû V : x = V x′. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòîáðàæå-
íèå çàïèøåòñÿ êàê y′ = V T y = V TUΣx′ + V T b. Òîãäà åãî ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ äâóõ ðàñòÿæåíèé x′ → x′1 = Σx′ è äâèæåíèÿ
x′1 → y′ = V TUx′1 + V T b (ýòî äâèæåíèå, ò.ê. ìàòðèöà V TU òîæå îðòîãî-
íàëüíà).

1.1.7 Äà. Äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ðàññòîÿíèÿ äî òðåõ òî÷åê, îáðàçóþ-
ùèõ òðåóãîëüíèê (ò.å íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé).

1.1.8 Äà, áóäåò. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü ÷òî åñëè èçâåñòíû âñå λij =
rij
r12

, òî

ρij,kl =
rij
rkl

=
λij
λkl

.

1.1.9 Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàôèêñèðîâàòü äâå òî÷êè èçîáðàæåíèÿ a′ è a′′, òî
ïî êîäó èçîáðàæåíèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî÷òè îäíîçíà÷íî � ñ òî÷íîñòüþ
äî ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé a′a′′ è ñëîæíîñòü àëãîðèòìà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñîñòàâëÿåò O(n). Çàôèêñèðóåì ïàðó òî÷åê èçîáðàæåíèÿ A, ai0 è aj0 ,
íàïðèìåð, âûáåðåì òàêèå, ó êîòîðûõ ρi0j0,k0l0 = max ρij,kl (ýòî îçíà÷àåò,
÷òî òî÷êè ai0 è aj0 îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå). Åé
äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðà bi′0 , bj′0 , äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå êîäà òàêîå æå.
Çàìåòèì, ÷òî òàêèõ ïàð íå ìîæåò áûòü áîëüøå C2

n = O(n2). Òàêèì îáðàçîì,
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò íå áîëåå O(n3).

1.1.10 Âûáèðàåì òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè 4aiajak (åñëè òà-
êèõ íåñêîëüêî, òî âûáèðàåì ëþáîé). Ðàññìàòðèâàåì îòíîøåíèÿ τlmn =

= S(4alaman)
S(4aiajak) , òàêèõ áóäåò C

3
n = O(n3).
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1.1.11 Óêàçàíèå: èñïîëüóéòå òî, ÷òî |κij,kl : (1− κij,kl)| = S(4aiakal)
S(4ajakal)

1.1.12 Äà. Ïî r1,1, r1,3, r2,3 âîññòàíàâëèâàåòñÿ òðåóãîëüíèê (èëè òðè òî÷êè
íà îäíîé ïðÿìîé). Ïîòîì äîáàâëÿþòñÿ òî÷êè (ïî îäíîé).

1.1.13 Ïóñòü A(x) = Ax + b. Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ âû-
áåðåì âåêòîð v0, òàêîé, ÷òî Av0 = 0, ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñëåäóåò èç âû-
ðîæäåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè áåðåì Π = Im(A). Âû-
áåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x è ïóñòü x0 ∈ Π�ïðîåêöèÿ òî÷êè x íà ïëîñ-
êîñòü Π ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà v0, ò.å. x = x0 + λv0. Òîãäà A(x0) = x0 è
A(x) = A(x0 + λv0) = A(x0) + λAv0 = x0.

1.1.14 Îáîçíà÷èì −→a =
−−−→
A′B′,

−→
b =

−−−→
A′D′ è −→c =

−−−→
A′A′1. Òîãäà

−→a +
−→
b =

=
−−→
A′C ′ = (4, 6), −→a + −→c =

−−−→
A′B′1 = (8, 2) è

−→
b + −→c =

−−−→
A′D′1 = (2, 8). Ñëîæèâ

ýòè âåêòîðà è ðàçäåëèâ íà 2, ïîëó÷èì −→a +
−→
b + −→c = (7, 8). Îòñþäà ëåãêî

íàéòè âåêòîðà −→a = (5, 0),
−→
b = (−1, 6), −→c = (3, 2). Îòëîæèâ ýòè âåêòîðà îò

òî÷êè A′ âîññòàíàâëèâàåì ïðîåêöèè âåðøèí C ′1(6, 6), B′(4,−2), D′(−2, 4) è
A′1(2, 0).

1.1.15 D′(2, 3), S′1(1, 6). Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.1.14.

1.1.16 A′1(−2,−4); B′1(0, 0); C ′(2, 5); C ′1(1, 3); D′1(0, 2); E′(−1, 0); F ′(−2,−3);
F ′1(−3,−5). Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.1.14.

1.1.17 Ïðîåêöèè öåíòðîâ áóäóò O′1(0, 2) è O′2(−1, 1); óðàâíåíèå ïðÿìîé y =
= x+ 2.

1.1.18 Ïðîåêöèÿ öåíòðà ãðàíè (BCD)� òî÷êè H èìååò êîîðäèíàòû
H ′(−1, 0), ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå è A′(−3, 1) èìååò óðàâíåíè
y = −x−1

2 .

1.1.19 Òî÷êà (1, 2).

1.1.20 Îáîçíà÷èì A′B′ = ū, A′F ′ = v̄ è A′A′1 = w̄. Ñîñòàâèì ñèñòåìó:
A′C ′ = 2ū+ v̄ = (3, 1);

A′B′1 = ū+ w̄ = (2, 3);

A′D′1 = 2ū+ 2v̄ + w̄ = (−1, 5).

Ðåøèâ åå, ïîëó÷èì ū = (3, 0), v̄ = (−3, 1) è w̄ = (−1, 3). Îòñþäà ëåãêî íàéòè
ïðîåêöèè âñåõ îñòàâøèõñÿ âåðøèí: B′(1, 1), D′(−2, 3), E′(−5, 3), F ′(−5, 2),
A′1(−3, 4), C ′1(0, 5), E′1(−6, 6) è F ′1(−6, 5).

1.1.21 a) óðàâíåíèå ïðÿìîé L′ y = 1/3·x+6, óðàâíåíèå ïðÿìîé L′′ y = −x+1

1.1.22a) x′(3, 7) è x′′(5, 8);
b) L′: x = 3 è L′′: y = x+ 3;
c) a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(5,−1, 1) è e(2, 2,−2).

1.1.23 x′(6, 3), x′′(−3, 3); óðàâíåíèå ïðÿìîé L′: y = 3/5 · x − 3/5 óðàâíåíèå
ïðÿìîé L′′: x = −3 Òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0),
d(3, 1, 1) è e(0, 5/2,−1/2)
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1.1.24 x′(4, 5), x′′(1, 1) óðàâíåíèå ïðÿìîé L′ y = 5/3 · x − 5/3 óðàâíåíèå
ïðÿìîé L′′ y = −1/4 · x+ 5/4

Òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(3, 0, 1) è
e(3, 3,−1/2)

1.1.25 a) óðàâíåíèå ïðÿìîé L′ y = x+ 14, óðàâíåíèå ïðÿìîé L′′ y = −x+ 1;
b) Òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(1, 4, 1) è e(2, 5, 3/2)

1.1.26 a) óðàâíåíèå ïðÿìîé L′ y = x − 1 óðàâíåíèå ïðÿìîé L′′ y = 2 b)
Òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(4, 0, 1) è e(1, 3,−1/2).

1.1.27 a) Óðàâíåíèå ïðÿìîé L′: y = −x+1
5 ; óðàâíåíèå ïðÿìîé L′′:

x = −3. b)Òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(4, 0, 1) è
e(−5, 6,−2).

1.1.28 a) Óðàâíåíèå ïðÿìîé L′: y = − 1
4 · x −

3
4 , óðàâíåíèå ïðÿìîé L

′′: y =
= x + 4. b)Òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0), d(4, 0, 1) è
e(6,−1, 2).

1.1.29 a) Óðàâíåíèå ïðÿìîé L′: y = − 1
3 · x + 1; óðàâíåíèå ïðÿìîé L′′ :

: y = − 1
5 · x −

9
5 . b)Òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû a(1, 0, 0), b(0, 1, 0), c(0, 0, 0),

d(−2, 4, 1) è e(3, 1, 1).

1.1.30 Âîññòàíîâèòå ìíîãîóãîëüíèê ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

1.1.31 Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåäèòå òðåãîëüíèê OA1A2 â
O′A′1A

′
2, ãäå A

′
1A
′
2 . . . A

′
n �ïðàâèëüíûé n−óãîëüíèê ñ öåíòðîì O′ .

1.1.32 Aôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåäèòå òðåóãîëüíèê â ïðàâèëü-
íûé. Òîãäà ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû øåñòèóãîëü-

íèêà áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð òðåóãîëüíèêà.
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1.1.33 Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâîäèì ABCD â êâàäðàò A′B′C ′D′

ñî ñòîðîíîé 2, âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå A′ è îñÿìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç D (îñü x) è B (îñü y). Òîãäà óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ AL:
y = 2x; BM : y = − 1

2x+ 2; CN : y = 2x− 2 è DK: y = − 1
2x+ 1. Ýòè ïðÿìûå

îáðàçóþò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé
√

20
5 . Ïîñêîëüêó àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñîõðàíÿþò îòíîøåíèå ïëîùàäåé, òî S(ABCD) : S(PQRT ) = S(A′B′C ′D′) :
: S(P ′Q′R′T ′), ñëåäîâàòåëüíî, S(PQRT ) = 4

5 · 25 : 4 = 5.

1.1.34 Ïåðåâåäåì àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì òðåóãîëüíèê ABC â òðå-
óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A′(10, 0), B′(0, 0), C ′(0, 6). Òîãäà îáðàçû îñòàëü-
íûõ òî÷åê áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû: L′(0, 2), M ′(4, 0), N ′(5, 3) è O′( 40

13 ,
18
13 ).

Íàéäåì ïëîùàäè S(4A′B′C ′) = 30, (4B′O′N ′) = 15
13 , ñëåäîâàòåëü-

íî, ò.ê. àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé,
S(4BON) = 1

26S(4ABC).

1.1.35 Òðåóãîëüíèê ñîñòàâëåííûé èç âåêòîðîâ αa, βb è γc àôôèííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ïåðåâåäèòå â òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè |α|, |β|, |γ|.

1.1.36 Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåäèòå òðåóãîëüíèê â ðàâíîáåä-
ðåííûé.

1.1.37 Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâîäèì òðàïåöèþ â ðàâíîáåäðåí-
íóþ. Òîãäà îáðàçû âñåõ óêàçàííûõ òî÷åê ðàñïîëîæåíû íà îñè ñèììåòðèè
òðàïåöèè.

1.1.38 Ïåðåâåäèòå òðàïåöèþ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì â ðàâíîáîêóþ,
òîãäà òðåóãîëüíèêè ïåðåéäóò â ðàâíûå.

1.1.39 Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå âåêòîðà AB è
DC â âåêòîðà åäèíè÷íîãî ðåïåðà, à òî÷êó Z � â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü
îáðàçû òî÷åê A è C èìåþò êîîðäèíàòû A′(a, 0) è C ′(0, c), ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà êîîðäèíàòû îñòàâøèõñÿ âåðøèí áóäóò B′(a + 1, 0), D′(0, c − 1) (ñì.
ðèñ. 1.7) è ïëîùàäü S(A′B′C ′D′) = S(4Z ′B′C ′)−S(4Z ′A′D′) = 1

2 (a+1)c−
− 1

2a(c− 1) = 1
2 (c+ a).

Íàéäåì êîîðäèíàòû ñåðåäèí äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà A′B′C ′D′:
X ′
(
a
2 ,

c
2

)
è Y ′

(
a+1

2 , c−1
2

)
. Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S(4X ′Y ′Z ′) =

= 1
2 det

(
(a+ 1)/2 (c− 1)/2
a/2 c/2

)
= 1

8

(
(a + 1)c − a(c − 1)

)
= 1

4S(A′B′C ′D′).

Ñëåäîâàòåëüíî, S(4XY Z) : S(ABCD) = S(4X ′Y ′Z ′) : S(A′B′C ′D′) = 1 :
: 4.

1.1.40 a) Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåäåì ïàðàëëåëîãðàìì â êâàä-
ðàò. Òîãäà óêàçàííûå ïàðàëëåëîãðàììû ïåðåõîäÿò â ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíè-
êè.

1.1.41 a), b) Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåäèòå òðåóãîëüíèê â ïðà-
âèëüíûé.

1.1.42 Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâåäåì òðàïåöèþ â ðàâíîáåäðåííóþ.
Íàïðèìåð, îáîçíà÷èì M è N ñåðåäèíû îñíîâàíèé AD è BC, ïåðåâå-
äåì òî÷êó M â íà÷àëî êîîðäèíàò, à âåêòîðà

−−→
MN è

−−→
MD� â åäèíè÷íûé
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A′(a, 0) B′(a+ 1, 0)

C ′(0, c)

D′(0, c− 1)
X ′(a2 ,

c
2 )

Y ′(a+1
2 , c−1

2 )

Z ′(0, 0) x

y

Ðèñ. 1.7: Ê çàäà÷å 1.1.39.

ðåïåð. Òîãäà ôèãóðà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN , îòêóäà è
âûòåêàåò, ÷òî òî÷êè P è Q òîæå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿ-
ìîé. Ñëåäîâàòåëüíî PQ ⊥ MN , îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

1.1.43 Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò ýëëèïñ â
îêðóæíîñòü. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò
íà îêðóæíîñòè ðàâíûå äóãè, ïîëó÷èì, ÷òî âåðøèíû ïÿòèóãîëüíèêà ðàçáè-
âàþò îêðóæíîñòü íà 5 ðàâíûõ äóã. Ñëåäîâàòåëüíî, ïÿòèóãîëüíèê ïðàâèëü-
íûé.
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Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå
ïëîùàäåé, çíà÷èò ïëîùàäü êðóãà ðàâíà πr2, à 5�óãîëüíèêà (ðàçáèâàåì íà
5 òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíîé â öåíòðå îêðóæíîñòè) ðàâíà 5 · 1

2r
2 sin 2π

5 . Ïî-
ëó÷àåì îòíîøåíèå 2π

5 : sin 2π
5 .

Ê çàäà÷å 1.1.44

1.1.44 Ëþáîé ïàðàëëåëîãðàìì àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïåðå-
âåñòè â êâàäðàò. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ äëèí ïà-
ðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå,
êîãäà ABCD�êâàäðàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
b è d. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî PC‖MK. Îòðåçîê KL ïåðåõîäèò â
LM ïðè ïîâîðîòå íà 90◦ âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà ABCD, ïîýòîìó ïðÿìûå
b è d, êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ýòèì îòðåçêàì, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû; çíà÷èò, P ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã ABCD. Òîãäà
∠CPD = ∠CBD = 45◦, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó ïðÿìûìè CP è b ðàâåí
45◦, íî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè MK è KL òîæå ðàâåí 45◦, è b‖KL, ñëåäîâà-
òåëüíî, CP‖MK.

1.1.45 Ïàðàëëåëîãðàìì, î÷åâèäíî, ìîæíî ïåðåâåñòè â ïðÿìîóãîëüíèê. Ðàñ-
ñìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî íåò ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñåêàþòñÿ ëó÷è AB è DC, BC
è AD. Ïóñòü AB = a, BC = b, CD = pa + qb, DA = ua + vb. Òîãäà p < 0,
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q > 0, u < 0, v < 0. Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïå-
ðåâîäèò âåêòîðû a è b â îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû a′ è b′, äëèíû êîòîðûõ
ðàâíû λ è µ . Íàì íóæíî, ÷òîáû îáðàùàëîñü â íóëü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå (pa+ qb, ua+vb) = puλ2 + qvµ2. Ïîñêîëüêó pu > 0 è qv < 0, ýòîãî âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ âûáîðîì ÷èñåë λ è µ.

1.1.46 Ïóñòü A1, B1, ..., F1 � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, ..., FA. Ðàâåíñòâî
äèàãîíàëåé AD è BE ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïðÿìàÿ A1D1 ïåðïåíäèêóëÿð-
íà ïðÿìûì AB è DE. Ïóñòü O� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1D1 è B1E1.
Íóæíî ïîñòðîèòü àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò óãëû A1 è
B1 ÷åòûðåõóãîëüíèêà A1BB1O â ïðÿìûå óãëû. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 1.1.45. Òî, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé
ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà A1BB1O ðàñïîëîæåíû èìåííî òàê, êàê íóæíî,
ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè øåñòèóãîëüíèêà.

1.1.47 Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, t), ãäå x�êîîðäèíàòà òî÷êè íà
òðàåêòîðèè ïóëè, à t� âðåìÿ. Òðàåêòîðèÿ ïóëè íà ýòîé ïëîñêîñòè åñòü
ïðÿìàÿ, è ëîïàñòü âåíòèëÿòîðà ïîïàäàåò íà íåå, åñëè îòðåçîê x = ai,
t ∈ [ti + n/50, ti + (n + 0, 5)/50] ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé. Èòàê, äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè t1, t2, t3, t4 (îíè ñîîòâåòñòâóþò óãëàì ïîâî-
ðîòà äèñêîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà), ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ
êàêèå-òî 4 èç ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêîâ. Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðåîáðà-
õîâàíèå (x, t) 7→ (x, t+ ax+ b). Åñëè ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íàøëàñü
ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ 4 îòðåçêà, òî îíà ñóùåñòâîâàëà è äî íåãî. Ïîýòîìó ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîãî âèäà (à èìåííî, ïðè a = (t1− t3)/(a3−a1),
b = (a3t1 − a1t3)/(a3 − a1)) ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà
t1 = t3 = 0. Ïóñòü òåïåðü s� ñóììà äëèí ÷àñòåé íàøèõ îòðåçêîâ, ïîïàâ-
øèõ â ïîëîñó 0 6 t 6 0, 5/50 , è ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ x = a2 è x = a4

. Åñëè s > 0, 25, òî î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè x
, ïåðåñåêàþùàÿ 4 îòðåçêà. Cëó÷àé s < 0, 25 ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
(x, t)→ (x, t+ 0, 5 · (x− a3)/(a2 − a3)) ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ s > 0, 25.

1.1.48 a) Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå L âçàèìíî îäíîçíà÷íî
îòîáðàæàåò ëþáóþ ïðÿìóþ íà íåêîòîðóþ ïðÿìóþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
A1 è B1 � îáðàçû äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A è B. Òîãäà îáðàç ëþáîé òî÷êè
ïðÿìîé AB ëåæèò íà ïðÿìîé A1B1. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè C1 � òî÷êà
ïðÿìîé A1B1, òî åå ïðîîáðàç C ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òî÷êà C íå ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Òîãäà ïðÿìûå AC è BC ðàçëè÷íû, à èõ
îáðàçû ëåæàò íà ïðÿìîé A1B1. Ïóñòü X �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè.
Ïðîâåäåì ÷åðåç X ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ ïðÿìûå AC è BC â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ A′ è B′. Îáðàçû òî÷åê A′ è B′ ëåæàò íà ïðÿìîé A1B1, ïîýòîìó îáðàç
òî÷êè X òîæå ëåæèò íà ïðÿìîé A1B1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îáðàçîì
îòîáðàæåíèÿ L ñëóæèò âñÿ ïëîñêîñòü. Èòàê, ïóñòü L� âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ ïðÿìóþ â íåêîòîðóþ
ïðÿìóþ. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàòü ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ,
èñïîëüçóÿ êàæäûé ðàç òî, ÷òî áûëî äîêàçàíî íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ:

a) Îòîáðàæåíèå L ïåðåâîäèò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå.
b) Êîððåêòíî îïðåäåëåíî äåéñòâèå L íà âåêòîðàõ, ò.å. åñëè AB = CD
, òî A1B1 = C1D1, ãäå A1, B1, C1, D1 � îáðàçû òî÷åê A,B,C,D.
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c) L(0) = 0.

d) L(a+ b) = L(a) + L(b).

e) L(ka) = kL(a) ïðè ðàöèîíàëüíîì k.

f) L(λa) = λL(a) ïðè äåéñòâèòåëüíûõ λ.

b) Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ÷åðåç òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè
îêðóæíîñòü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Òîãäà, ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ýòî ïðåîáðàçîâàíèå � àôôèííîå.

1.1.49 Èç Ò. Êîçëîâà îá àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî òàêîå
âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè èçîáðàæåíèå � íå ïëîñêîå, ò.å. òî÷êè ðàñïî-
ëîæåíû íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïóñòü òî÷êè a′1, . . . , a

′
l èçîáðàæåíèÿ

A′ ëåæàò íà ïåðâîé ïðÿìîé, à òî÷êè a′l+1, . . . , a
′
n �íà âòîðîé, ïàðàëëåëü-

íîé åé. Èç òîãî, ÷òî ñîîîòâåòñòóþùèå òî÷êè âòîðîãî èçîáðàæåíèÿ a′′1 , . . . , a
′′
l

òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ñëåäóåò, ÷òî ëèáî òî÷êè a1, . . . , al âîññòàíîâ-
ëåííîãî òåëà A0 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ëèáî îáà íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè, â êîòîðîé îíè ëåæàò. Ïóñòü âûïîëíåíî âòî-
ðîå, òîãäà âûáåðåì ïîäèçîáðàæåíèå P (a′1, . . . , a

′
l, a
′
l+1). Îíî a-ýêâèâàëåíòíî

ïîäèçîáðàæåíèþ Q(a′′1 , . . . , a
′′
l , a
′′
l+1), à çíà÷èò òî÷êè a1, . . . , al, al+1 òåëà A0

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, íå ïàðàëëåëüíîé íàïðàâëåíèÿì ïðîåêòèðîâàíèÿ.
Íî òîãäà òî÷êè a1, . . . , al ëåæàò â ïåðåñå÷åíèè äâóõ ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé,
òî åñòü íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ ðàññóæäåíèå äëÿ òî÷åê
al+1, . . . , an.

1.2. Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Äàíî ìíî-
æåñòâî M îáúåêòîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïîçíàâàíèå.
Áåç ñóùåñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ êëàññîâ M = K0 ∪ K1. Êëàññû K0 è K1

íåèçâåñòíû, íî èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ ýòèõ êëàññîâ P0

è P1, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî ïðèçíàêà
x ∈ A, õàðàêòåðèçóþùåãî îáúåêòû ìíîæåñòâà X.

Áàéåñîâñêîå ðåøàþùåå ïðàâèëî.

Ïóñòü èçâåñòíî çíà÷åíèå ïðèçíàêà x0 è òðåáóåòñÿ îòíåñòè îáúåêò ê îä-
íîìó èç äâóõ êëàññîâ. Ïðè ýòîì õîòåëîñü áû ìèíèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòü
îøèáêè, ò.å. íåïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè îáúåêòà.

Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ Li(x) = Pi · pi(x), ãäå i = 0, 1,
à pi(x) � â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
â òî÷êå x, à â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � âåðîÿòíîñòü òî÷êè x.
Òîãäà ïðè L0(x) > L1(x) îòíîñèì îáúåêò ê ìíîæåñòâó K0, à ïðè L0 < L1 �
ê K1.

Âîçìîæíà áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò øòðàô S0

çà îøèáêó ïåðâîãî ðîäà (îòíåñòè îáúåêò k ∈ K0 ê êëàññóK1), è øòðàô S1 çà
îøèáêó âòîðîãî ðîäà (îòíåñòè k ∈ K1 ê K0). Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ðåøàþùåå
ïðàâèëî, ìèíèìèçèðóþùåå ñðåäíèé øòðàô.
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Òåîðåìà 2. Ñðåäíèé øòðàô ìèíèìàëåí ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåãî
ïðàâèëà P: ïðè S0 · L0(x) > S1 · L1(x) îòíîñèì îáúåêò ê ìíîæåñòâó K0,
èíà÷å � ê K1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ äèñêðåòíîãî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì ðåøàþùåå ïðàâèëî P∗, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò ïðàâèëà P.
Îáîçíà÷èì A0 � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé àòðèáóòîâ, íà êîòîðûõ ïðàâèëî P
êëàññèôèöèðóåò îáúåêòû êàê K0, à A1 � êàê K1. Àíàëîãè÷íî, A∗0 � ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé àòðèáóòîâ, íà êîòîðûõ ïðàâèëî P∗ êëàññèôèöèðóåò îáúåêòû
êàê K0, à A∗1 � êàê K1. Ïóñòü S(P) è S(P∗) � ñðåäíèå øòðàôû â ñëó÷àå
ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèë.

Òîãäà S(P) = S0P0

∫
A1

p0(x)dx + S1P1

∫
A0

p1(x)dx =
∫

A1∩A∗1
S0P0p0(x)dx +

+
∫

A1∩A∗0
S0P0p0(x)dx+

∫
A0∩A∗0

S1P1p1(x)dx+
∫

A0∩A∗1
S1P1p1(x)dx.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè x ∈ A1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî S0P0p0(x) 6 S1P1p1(x)
(ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðàâèëà P, ñëåäîâàòåëüíî

∫
A1∩A∗0

S0P0p0(x)dx 6

6
∫

A1∩A∗0
S1P1p1(x)dx. Àíàëîãè÷íî

∫
A0∩A∗1

S1P1p1(x)dx 6
∫

A0∩A∗1
S0P0p0(x)dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, S(P) 6
∫

A1∩A∗1
S0P0p0(x)dx +

∫
A1∩A∗0

S1P1p1(x)dx +

+
∫

A0∩A∗0
S1P1p1(x)dx+

∫
A0∩A∗1

S0P0p0(x)dx =
∫
A∗1

S0P0p0(x)dx+
∫
A∗0

S1P1p1(x)dx =

= S(P∗), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 1.2.1. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 =
= 1

4 è P2 = 3
4 , ñîîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
2
9 · (3− x), ïðè x ∈ [0, 3]

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1
8 · (x− 1), ïðè x ∈ [1, 5]

0, èíà÷å
.

Øòðàôû çà îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 27 è S2 = 16, ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéäèòå ðåøàþùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.2. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 =
= 2

3 è P2 = 1
3 , ñîîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
1
8 · (4− x), ïðè x ∈ [0, 4]

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1
8 · (x− 2), ïðè x ∈ [2, 6]

0, èíà÷å
.

Øòðàôû çà îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 3 è S2 = 2, ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéäèòå ðåøàþùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.3. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 =
= 2

3 è P2 = 1
3 , ñîîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
1− |x− 5|, ïðè x ∈ [4, 6]

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
2
9 · (5− x), ïðè x ∈ [2, 5]

0, èíà÷å
.

Øòðàôû çà îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 1 è S2 = 9, ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéäèòå ðåøàþùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.



26 Ãëàâà 1. Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ

Çàäà÷à 1.2.4. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 = 2
3 è

P2 = 1
3 , ñîîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè: p1(x) =

=

{
1
2 −

1
4 · |x|, ïðè x ∈ [−2, 2]

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1− |x− 2|, ïðè x ∈ [1, 3]

0, èíà÷å
.

Øòðàôû çà îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 2 è S2 = 1, ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéäèòå ðåøàþùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.5. Îáúåêòû êëàññîâ K0 è K1 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P0 = 1
5 è

P1 = 4
5 , ñîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè: p0(x) =

=

{
1
x2 , ïðè x > 1

0, èíà÷å
è p1(x) =

{
3

(6−x)4 , ïðè x 6 5

0, èíà÷å
. Øòðàôû çà îøèáêè

I è II ðîäà ðàâíû S0 = 3 è S1 = 16, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðåøàþùåå
ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.6. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 = 3
5

è P2 = 2
5 , ñîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
2

(x+1)2 , ïðè x > 1

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1

(4−x)2 , ïðè x 6 3

0, èíà÷å
. Øòðàôû çà

îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 1 è S2 = 3, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðåøà-
þùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.7. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 = 3
5 è

P2 = 2
5 , ñîoòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè: p1(x) =

=

{
2
x3 , ïðè x > 1

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
2

(5−x)3 , ïðè x 6 4

0, èíà÷å
. Øòðàôû çà îøèáêè I è

II ðîäà ðàâíû S1 = 9 è S2 = 4, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðåøàþùåå ïðàâèëî
è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.8. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 = 1
5

è P2 = 4
5 , ñîîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
8

(x+1)3 , ïðè x > 1

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
5

(5−x)6 , ïðè x 6 4

0, èíà÷å
. Øòðàôû çà

îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 5 è S2 = 2, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðåøà-
þùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.9. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 = 5
6

è P2 = 1
6 , ñîîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
2

(x+2)2 , ïðè x > 0

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1

(6−x)2 , ïðè x 6 5

0, èíà÷å
. Øòðàôû çà

îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 5 è S2 = 18, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðåøà-
þùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.10. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ïîÿâëÿþòñÿ ñ ÷àñòîòàìè P1 = 1
4

è P2 = 3
4 , ñîîòâåòñòâåííî. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
1

(x+1)2 , ïðè x > 0

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1

(5−x)2 , ïðè x 6 4

0, èíà÷å
. Øòðàôû çà

îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 12 è S2 = 1, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðåøà-
þùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.
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Çàäà÷à 1.2.11. Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ èç K1 è K2 ðàâíû P1 =
= 1

5 , P2 = 4
5 , ñîîòâåòñòâåííî; èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
2
9 · (3− x), ïðè x ∈ [0, 3]

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1
8 · (x− 1), ïðè x ∈ [1, 5]

0, èíà÷å
.

Øòðàôû çà îøèáêè I è II ðîäà ðàâíû S1 = 3 è S2 = 4, ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéòè ðåøàþùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.12. Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ èçK1 èK2 ðàâíû P1 = 1
4 ,

P2 = 3
4 , ñîîòâåòñòâåííî; Àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè: p1(x) =

=

{
1
4 −

|x−1|
16 , |x− 1| 6 4;

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1
6 −

|x−5|
36 , |x− 5| 6 6;

0, èíà÷å
Øòðàôû çà

îøèáêè 1 è 2 ðîäà: S1 = 8 è S2 = 6, ñîîòâåòñòâåííî Íàéòè ðåøàþùåå
ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.13. Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ 1 è 2 êëàññîâ ðàâ-
íû P1 = P2 = 1

2 , èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
1
5 −

|x−2|
25 , |x− 2| 6 5;

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1
4 −

|x−5|
16 , |x− 5| 6 4;

0, èíà÷å
Øòðà-

ôû çà îøèáêè 1 è 2 ðîäà: S1 = 5
2 è S2 = 8, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðåøàþùåå

ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.14. Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ 1 è 2 êëàññîâ ðàâ-
íû P1 = P2 = 1/2. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p2(x) =

{
1
5 −

|x−3|
25 , |x− 3| 6 5;

0, èíà÷å
è p1(x) =

{
x−4
18 , 4 6 x 6 10;

0, èíà÷å
Øòðàôû

çà îøèáêè 1 è 2 ðîäà: S1 = 20 è S2 = 24, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðåøàþùåå
ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.15. Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ 1 è 2 êëàññîâ ðàâ-
íû P1 = 3/5 è P2 = 2/5. Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
2
5 − 2 · x−1

25 , 1 6 x 6 6;

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1
10 −

|x−6|
100 , |x− 6| 6 10;

0, èíà÷å
Øòðàôû çà îøèáêè 1 è 2 ðîäà: S1 = 35/6 è S2 = 30, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè
ðåøàþùåå ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.16. Âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ 1 è 2 êëàññîâ ðàâ-
íû P1 = 8

9 è P2 = 1
9 . Èõ àòðèáóòû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè:

p1(x) =

{
1
2 −

x−1
8 , x ∈ [1; 5];

0, èíà÷å
è p2(x) =

{
1
5 − ·

6−x
50 , x ∈ [−4; 6];

0, èíà÷å
Øòðàôû

çà îøèáêè 1 è 2 ðîäà: S1 = 4 è S2 = 25, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðåøàþùåå
ïðàâèëî è ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.17. Îáúåêòû êëàññà K1 âñòðå÷àþòñÿ ñ ÷àñòîòîé P1 =
= 1/4 è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêà x ñ ïëîòíîñòüþ p1(x) =

=

{
− 1

2 cosx, x ∈ [π/2, 3π/2]

0, x 6∈ [π/2, 3π/2]
. Îáúåêòû êëàññà K2 âñòðå÷àþòñÿ ñ ÷à-

ñòîòîé P2 = 3/4 è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêà x ñ ïëîòíîñòüþ
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p2(x) =

{
1
2 sinx, x ∈ [0, π]

0, x 6∈ [0, π]
. Øòðàôû îøèáêè 1 ðîäà ( ïðèíÿòü K1 çà K2)

F1 = 3 è âòîðîãî ðîäà F2 = 1. Îïðåäåëèòå îïòèìàëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî
è íàéäèòå ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.18. Îáúåêòû êëàññà K1 âñòðå÷àþòñÿ ñ ÷àñòîòîé P1 = 1
3 è èìå-

þò ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêà x ñ ïëîòíîñòüþ p1(x) =

{
1
2 sinx, x ∈ [0, π]

0, x 6∈ [0, π]
.

Îáúåêòû êëàññà K2 âñòðå÷àþòñÿ ñ ÷àñòîòîé P2 = 2
3 è èìåþò ðàñïðåäåëå-

íèå ïðèçíàêà x ñ ïëîòíîñòüþ p2(x) =

{
− 1

2 cosx, x ∈ [π/2, 3π/2]

0, x 6∈ [π/2, 3π/2]
. Øòðàôû

îøèáêè 1 ðîäà ( ïðèíÿòü K1 çà K2) F1 = 2 è âòîðîãî ðîäà F2 = 1. Îïðåäå-
ëèòå îïòèìàëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî è íàéäèòå ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.19. Îáúåêòû êëàññà K1 âñòðå÷àþòñÿ ñ ÷àñòîòîé P1 = 1
3 è èìå-

þò ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêà x ñ ïëîòíîñòüþ p1(x) =

{
π
12 sin πx

6 , x ∈ [0, 6]

0, èíà÷å
.

Îáúåêòû êëàññà K2 âñòðå÷àþòñÿ ñ ÷àñòîòîé P2 = 2
3 è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

ïðèçíàêà x ñ ïëîòíîñòüþ p2(x) =

{
π
12 cos π(x−5)

6 , x ∈ [2, 8]

0, èíà÷å
. Øòðàôû îøèá-

êè 1 ðîäà ( ïðèíÿòü K1 çà K2) F1 = 6 è âòîðîãî ðîäà F2 = 3. Îïðåäåëèòå
îïòèìàëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî è íàéäèòå ñðåäíèé øòðàô äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.20. Ýëåìåíòû êëàññîâ K1 è K2 èìåþò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ
P1 = 3

4 , P2 = 1
4 è ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíî ñ ïëîòíîñòÿìè: p1 = 1√

8π
e−x

2/8 è

p2 = 1√
8π

e−(x−4)2/8. Øòðàô îøèáêè 1�ãî ðîäà (ïðèíÿòü K1 çà K2) ðàâåí 2,
øòðàô îøèáêè 2�ãî ðîäà ðàâåí 6.

a) Íàéòè ðåøàþùåå ïðàâèëî, ìèíèìèçèðóþùåå ñðåäíèé øòðàô è êëàñ-
ñèôèöèðîâàòü ïî ýòîìó ïðàâèëó òî÷êè 1, 5

2 è 3.

b) Âûðàçèòü ñðåäíèé øòðàô ÷åðåç Q-ôóíêöèþ Q(x) =
∞∫
x

e−t
2/2dt.

Çàäà÷à 1.2.21. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ðàñïðåäåëåíû ýêñïîíåíöèàëü-

íî ñ ïëîòíîñòÿìè p1(x) =

{
3e−3x, x > 0;

0, x < 0
è p2(x) =

{
5e−5(4−x), x 6 4;

0, x > 4
,

è èìåþò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ P1 = 1
4 è P2 = 3

4 , ñîîòâåòñòâåííî. Øòðàô
îøèáêè 1�ãî ðîäà ( ïðèíÿòü K1 çà K2) ðàâåí 5, à 2�ãî ðîäà � 1. à) Ñôîðìó-
ëèðîâàòü ðåøàþùåå ïðàâèëî è îòíåñòè ê ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó òî÷êè
0,1,2,3,4. á) Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øòðàôà äëÿ ïîëó÷åííîãî
ðåøàþùåãî ïðàâèëà.

Çàäà÷à 1.2.22. Îáúåêòû êëàññîâ K1 è K2 ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòÿìè

p1(x) =

{
2x−3, x > 1;

0, x < 1
è p2(x) =

{
(5− x)−2, x 6 4;

0, x > 4
(ðàñïðåäåëåíèå Ïà-

ðåòî), è èìåþò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ 0, 6 è 0, 4, ñîîòâåòñòâåííî. Øòðàô
îøèáêè 1�ãî ðîäà ( ïðèíÿòü K1 çà K2) ðàâåí 9, à 2�ãî ðîäà � 4. à) Ñôîðìó-
ëèðîâàòü ðåøàþùåå ïðàâèëî è îòíåñòè ê ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó òî÷êè
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1,2,3,4,5. á) Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øòðàôà äëÿ ïîëó÷åííîãî
ðåøàþùåãî ïðàâèëà.

Çàäà÷à 1.2.23. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó äâóõ n−ìåðíûõ íîðìàëüíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû 1/2 è ñîâïàäàþò ìàòðèöû êîâàðèà-
öèé (è îòëè÷àþòñÿ âåêòîðà ñðåäíèõ), òî áàéåñîâñêàÿ ãðàíèöà åñòü íåêîòîðàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü â Rn.

Çàäà÷à 1.2.24. Èçâåñòíî, ÷òî ôàëüøèâûå ìîíåòû âñòðå÷àþòñÿ ñ ÷àñòîòîé
P . Ôàëüøèâàÿ ìîíåòà îòëè÷àåòñÿ îò íàñòîÿùåé òåì, ÷òî ó íåå âåðîÿòíîñòü
âûïàäàíèÿ îðëà îòëè÷àåòñÿ îò 1/2 è ðàâíà q0 >

1
2 . Íàäî îïðåäåëèòü, íàñòî-

ÿùàÿ ëè ìîíåòà, ñäåëàâ N ïîäáðàñûâàíèé. Íàéäèòå êðèòåðèé è îïðåäåëèòå
âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ íåãî.

Çàäà÷à 1.2.25. Ïðè êëèíè÷åñêèõ èñïûòàíèè íîâîãî ëåêàðñòâà óëó÷øåíèå
íàñòóïèëî ó n áîëüíûõ (èç îáùåé âûáîðêè âåëè÷èíû N). Âîçìîæíî, ýòî
áûëî ñâÿçàíî ñ ¾ýôôåêòîì ïëàöåáî¿, êîòîðûé äåéñòâóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
q0. Âîçìîæíî, ëåêàðñòâî ÿâëÿåòñÿ äåéñòâåííûì è ïîìîãàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
q1 > q0. Èçâåñòíû øòðàôû: çà îøèáêó I ðîäà S1 � ñòîèìîñòü ïðîèçâîä-
ñòâà áåñïîëåçíîãî ëåêàðñòâà4; çà îøèáêó âòîðîãî ðîäà S2 � íåäîïîëó÷åííàÿ
ïðèáûëü â ñëó÷àå îòêëîíåíèÿ äåéñòâóþùåãî ëåêàðñòâà. Ñ÷èòàÿ îáà ñëó÷àÿ
(äåéñòâóþùåãî è íå äåéñòâóþùåãî ëåêàðñòâà) àïðèîðè ðàâíîâåðîÿòíûìè
(ò.å. P1 = P2), îïðåäåëèòü àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè øòðàôà.

Çàäà÷à 1.2.26. Äëÿ ïåðåäà÷è ïî àíàëîãîâîìó êàíàëó ñ øóìîì èñïîëüçó-
åòñÿ ôàçîâàÿ ìîäóëÿöèÿ ñèãíàëà. Ñèìâîë 0 êîäèðóåòñÿ äâóìÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè ñèãíàëàìè ñ ôàçàìè x1 = 1 è x2 = −1; 1 � ñèãíàëàìè ñ ôàçàìè
x1 = −1 è x2 = 1. Ïðè ïåðåäà÷å ê ôàçå êàæäîãî èç ñèãíàëîâ äîáàâëÿ-
åòñÿ Ãàóññîâ øóì (ξ1, ξ2), ãäå ξ1,2 íåçàâèñèìû è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû
N(0, σ2). Ò.å. ïðèåìíèê ôèêñèðóåò èñêàæåííûå ñèãíàëû: y1 = x1 + ξ1 è
y2 = x2 + ξ2. Ïîñòðîèòü ðåøàþùåå ïðàâèëî, ìèíèìèçèðóþùåå âåðîÿòíîñòü
îøèáêè è íàéòè ýòó âåðîÿòíîñòü. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñèìâîëû 1 è 0 ðàâíîâåðîÿò-
íû (P0 = P1 = 1

2 ).

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

1.2.1 Îòíîñèì ê K1 ïðè x ∈ [0; 2] è ê K2 ïðè x ∈ [2; 5]. Ñðåäíèé øòðàô
S̄ = 3

4 + 3
4 = 3

2 .

1.2.2 Ãðàíèöà: T = 7
2 , Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 3

32 + 1
32 = 1

8 .

1.2.3 Êëàññèôèöèðóåì êàê K1 ïðè x ∈ [ 9
2 , 6] è êàê K2 ïðè x ∈ [2, 9

2 ], Ñðåä-
íèé øòðàô S̄ = 1

12 + 1
12 = 1

6 .

1.2.4 Îòíîñèì ê K1 ïðè x ∈ [−2, 3
2 ], ê K2 ïðè x ∈ [ 3

2 , 3]. Ñðåäíèé øòðàô
S̄ = 1

24 + 1
24 = 1

12 .

1.2.5 Îòíîñèì ê K1 ïðè x ∈ [1, 2], ê K2 ïðè x ∈ (2, 5]. Ñðåäíèé øòðàô
S̄ = 61

625 + 9
50 = 347

1250 .

4Â çàäà÷å ïðåäñòàâëåíà èäåàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà áåñïîëåçíûå ëåêàðñòâà íå ïîëüçó-
þòñÿ ñïðîñîì.
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1.2.6 Ïðè x ∈ [1; 3
2 ]∪(3; +∞) êëàññèôèöèðóåì êàêK1, èíà÷å �K2. Ñðåäíèé

øòðàô S̄ = 2
25 + 9

50 = 13
50 = 0.26.

1.2.7 Ïðè x ∈ [1; 3] êëàññèôèöèðóåì êàê K1, èíà÷å � K2. Ñðåäíèé øòðàô
S̄ = 3

10 + 21
80 = 9

16 .

1.2.8 Ãðàíèöà : T = 3, Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 31
640 + 9

100 = 443
3200 .

1.2.9 Ãðàíèöà : T = 3, Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 1
2 + 10

21 = 41
42 .

1.2.10 Ãðàíèöà : T = 3, Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 9
40 + 3

20 = 3
8 .

1.2.11 Ðåøàþùåå ïðàâèëî: îòíîñèì ê K1 ïðè x ∈ [0; 1.5], ê K2 ïðè x ∈
∈ [1.5; 5]. Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 1

5 .

1.2.12 Ðåøàþùåå ïðàâèëî: îòíîñèì ê K1 ïðè x ∈ [−3; 2], ê K2 ïðè x ∈
∈ [2; 11]. Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 9

8 .

1.2.13 Ðåøàþùåå ïðàâèëî: îòíîñèì ê K1 ïðè x ∈ [−3; 2], ê K2 ïðè x ∈ [2; 9].
Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 1.

1.2.14 Ãðàíèöà : c = 5.5, Ñðåäíèé øòðàô 2.

1.2.15 Åñëè x ∈ [−4; 3] ∪ [6; 16], òî îòíîñèì ê K1, èíà÷å � ê K2, Ñðåäíèé
øòðàô 21

25 .

1.2.16 Ãðàíèöà : T = 4, Ñðåäíèé øòðàô 7
4 .

1.2.17 Ãðàíèöà: T = 3π
4 , ñðåäíèé øòðàô S̄ = 6−3

√
2

8 .

1.2.18 Ïðè x 6 3π
4 îòíîñèì ê K1, èíà÷å � ê K2. Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 2−

√
2

3 .

1.2.19 Ãðàíèöà: T = 4, ñðåäíèé øòðàô ðàâåí 1.

1.2.20 a) Åñëè x < 2, òî îòíîñèì ê K1, èíà÷å � ê K2. b) S̄ = 3Q(1).

1.2.21 Åñëè x ∈ [0, 5
2 ] ∪ (4,+∞), òî îòíîñèì ê ïåðâîìó êëàññó, èíà÷å � êî

âòîðîìó. Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 2e−15/2 − 3
4e
−20 − 5

4e
−12.

1.2.22 Åñëè x ∈ [1, 3] ∪ (4,+∞), òî îòíîñèì ê ïåðâîìó êëàññó, èíà÷å � êî
âòîðîìó. Ñðåäíèé øòðàô S̄ = 9

16 .

1.2.23 Ïóñòü K � ìàòðèöà êîâàðèàöèé, µ1 è µ2 � âåêòîðà ñðåäíèõ. Òîãäà
áàéåñîâñêàÿ ãðàíèöà çàäàåòñÿ óñëîâèåì

1

2π
√

detK
exp((x−µ1)K−1(x−µ1)T ) =

1

2π
√

detK
exp((x−µ2)K−1(x−µ2)T ),

ò.å. (x − µ1)K−1(x − µ1)T = (x − µ2)K−1(x − µ2)T . Ïðåîáðàçîâàâ ïðàâóþ
÷àñòü êàê

(x− µ2)K−1(x− µ2)T = (x− µ1 + ∆µ)K−1(x− µ1 + ∆µ)T =

= (x− µ1)K−1(x− µ1)T + 2∆µ ·K−1(x− µ1)T + ∆µK−1∆µT ,
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ãäå ∆µ = µ1 − µ2. Òîãäà áàéåñîâñêàÿ ãðàíèöà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

∆µK−1(x− µ1)T + 2∆µ ·K−1∆µT = 0,

à ýòî � ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, çàäàåò íåêîòîðóþ ãèïåðïëîñ-
êîñòü.

1.2.24 Êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ îðëîâ ðàñïðåäåëåíî ïî Áåðíóëëè, ò.å. âåðî-
ÿòíîñòü âûïàäåíèÿ n îðëîâ ðàâíà CnN (1/2)N â ñëó÷àå íàñòîÿùåé ìîíåòû è
CnN · (q0)n · (1− q0)N−n äëÿ ôàëüøèâîé. Ïî ïðàâèëó Áàéåñà ìîíåòà èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ êàê ôàëüøèâàÿ, åñëè P ·CnNqn0 (1− q0)N−n > (1−P ) ·CnN (1/2)N .

Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ, ïîëó÷èì n > n0, ãäå n0 =
⌈
− ln((1−P )/P )+N ln 2(1−q0)

ln((1−q0)/q0)

⌉
.

Âåðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè ðàâíà Perr = P
n0−1∑
n=0

CnNq
n
0 (1 −

− q0)N−n + (1− P )
N∑

n=n0

CnN (1/2)N .

1.2.25 Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.2.24

1.2.26 Áóäåì îòíîñèòü ê K0 â ñëó÷àå, êîãäà p0 > p1, ò.å.

1

2πσ2
exp

(
−(y1 − 1)2 − (y2 + 1)2)

2σ2

)
>

1

2πσ2
exp

(
−(y1 + 1)2 − (y2 − 1)2)

2σ2

)
.

Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì y1 − y2 > 0. Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàåì ñèìâîë
¾0¿ ïðè y1 > y2 è ñèìâîë ¾1¿� èíà÷å. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ ýòîãî ðå-
øàþùåãî ïðàâèëà ðàâíà

PE = I0 + I1 =
1

2πσ2

∫
y1<y2

exp

(
−(y1 − 1)2 − (y2 + 1)2)

2σ2

)
dy1dy2+

+
1

2πσ2

∫
y1>y2

exp

(
−(y1 + 1)2 − (y2 − 1)2)

2σ2

)
dy1dy2.

Äëÿ ïîäñ÷åòà èíòåãðàëà I0 = 1
2πσ2

∫
y1<y2

exp
(
−(y1−1)2−(y2+1)2)

2σ2

)
dy1dy2 ðàñ-

ñìîòðèì äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèìè (1,−1) è ìàò-
ðèöåé êîâàðèàöèé σ2 · I. Èíòåãðàë I0 ðàâåí âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ïî-
ëóïëîñêîñòü y1 < y2. Ïîñëå ñäâèãà íà âåêòîð (−1, 1) è ïîâîðîòà íà π/4 ïî-
ëó÷èòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è òîé æå ìàòðèöåé
σ2I, ïðè ýòîì ïîëóïëîñêîñòü áóäåò y′1 < −

√
2. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ

ëåãêî íàéòè, îíà ðàâíà Q(
√

2
σ ). Âòîðîé èíòåãðàë I1 ðàâåí òîé æå âåëè÷èíå,

â èòîãå ïîëó÷àåì PE = Q(
√

2
σ ).

1.3. Òåñòîâûé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Òåñòîâûé ïîäõîä ñâÿçàí ñ ïîíÿòèå òåñòà, ïðåäëîæåííîãî Ñ.Â.ßáëîíñêèì
è È.À.×åãèñ [17, 18].
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Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâM = {x1, . . . , xm}, è êàæäûé èç îáú-
åêòîâ îïèñûâàåòñÿ â çàäàííîé ñèñòåìå ïðèçíàêîâ íàáîðàìè çíà÷åíèé ýòèõ
ïðèçíàêîâ, èëè, èíûìè ñëîâàìè, çàäàåòñÿ âåêòîðîì ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Òîãäà ìíîæåñòâî M ìîæåò áûòü îïèñàíî ìàòðèöåé

Tm,n =


x1(1) x1(2) . . . x1(n)
x2(1) x2(2) . . . x2(n)
. . . . . .

xm(1) xm(2) . . . xm(n)

 ,

ãäå ÷åðåç xi(j) îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå j-ãî ïðèçíàêà îáúåêòà xi, i = 1, 2, . . . ,m,
j = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü M ðàçáèòî íà äâà êëàññà K1 è K2, à òåì ñàìûì è
ìàòðèöà Tm,n ñîñòîèò èç äâóõ ïîäìàòðèö TK1 è TK2 . Êëàññû K1 è K2 íàì
íåèçâåñòíû, íî íàì äàíà íåêîòîðàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Ïóñòü T1 è T2

� ïîäìàòðèöû ìàòðèö TK1
è TK2

, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì îáó÷àþùåé
âûáîðêè. Òðåáóåòñÿ äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïðèçíàêîâ, êîòîðûé åñòü îïèñàíèå
îáúåêòà èç M îïðåäåëèòü, ê êàêîìó êëàññó îí îòíîñèòñÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ 1, 2, . . . , n ïðèíàäëåæàò ìíîæå-
ñòâó {0, 1}, è ýòè ïðèçíàêè âûáðàíû òàê, ÷òî â ìàòðèöå Tm,n íåò äâóõ îäè-
íàêîâûõ ñòðîê, îòâå÷àþùèõ îáúåêòàì èç ðàçíûõ êëàññîâ.

Åñëè T � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, à τ � íåêîòîðûé íàáîð ïðèçíàêîâ (íàáîð
ñòîëáöîâ), òî ÷åðåç T (τ) îáîçíà÷èì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû T , ïîëó÷åííóþ
óäàëåíèåì âñåõ ñòîëáöîâ êðîìå ñòîëáöîâ èç τ .

Íàáîð ñòîëáöîâ τ íàçîâåì òåñòîì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ñòðîêè, ñîäåð-
æàùåéñÿ â T1(τ) è T2(τ) îäíîâðåìåííî. Òåì ñàìûì, òåñò � ýòî ìíîæåñòâî
ïðèçíàêîâ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îòëè÷èòü íà îáó÷àþùåé âûáîðêå êëàññû K1

è K2.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî τ � òóïèêîâûé òåñò, åñëè τ � òåñò, à ëþáîé åãî

ïîäíàáîð íå ÿâëÿåòñÿ òåñòîì. Èíûìè ñëîâàìè, òóïèêîâûé òåñò � ìèíèìàëü-
íîå ïî âëîæåíèþ ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, êîòîðîå âñå åùå ìîæåò îòëè÷àòü
êëàññû K1 è K2 íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òåñòîâ.

Â [17] ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî íàõî-
äèòü âñå òóïèêîâûå òåñòû:

Ïóñòü çàäàíû òàáëèöû ïðèçíàêîâ:

T1 =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
am11 am12 . . . am1n

 ,

T2 =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . .

bm21 bm22 . . . bm2n


Íèæåïðèâåäåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìíîæåñòâî âñåõ òóïèêî-
âûõ òåñòîâ äëÿ óêàçàííûõ òàáëèö.
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1. ØÀÃ1 � XOR. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

T⊕ = T1

⊕
T2 = {(as11 ⊕ bs21, ..., as1n ⊕ bs2n) | s1 = 1, ...,m1, s2 = 1, ...,m2}

� ìíîæåñòâî ïîïàðíûõ XOR-ñóìì ñòðîê ïåðâîé è âòîðîé òàáëèöû
(ýòîò íàáîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî áóëåâûõ âåêòîðîâ, ò.å.
ïîâòîðåíèÿ îòáðàñûâàþòñÿ).

2. ØÀÃ2 � MIN. Íàéäåì ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà

M = min(T⊕) =
{
v ∈ T⊕ | 6 ∃ v′ ∈ T⊕, v′ 6 v

}
.

Ò.å. íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñðàâíèìûõ íàáîðîâ v1 6
6 v2 íàäî âû÷åðêíóòü v2 èç ñïèñêà.

3. ØÀÃ3 � ÊÍÔ. Êàæäîìó âåêòîðó v = (v1, . . . , vn) èçM ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå äèçúþíêöèÿ Dv = (xi1 ∨ . . .∨xik), ãäå i1, . . . , ik � íîìåðà
åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò âåêòîðà v. Ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ êîíúþíêöèÿ

K(x1, . . . , xn) =
∧
v∈M

Dv.

4. ØÀÃ4 � ÄÍÔ. Â êîíúþíêòèâíîé ôîðìå K(x1, . . . , xn) ðàñêðûâà-
þòñÿ ñêîáêè è ïðîèçâîäÿòñÿ óïðîùåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì
A ∨AB → A. Ïîëó÷àåòñÿ äèçüþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà:

D =
∨
t∈T

kt,

ãäå êàæäàÿ êîíúþíêöèÿ kt = xj1 . . . xjl ñîîòâåòñòâóåò òóïèêîâîìó òå-
ñòó t = (j1, ..., jl) è T � ìíîæåñòâî âñåõ òóïèêîâûõ òåñòîâ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó ýòîãî àëãîðèòìà íà ïðîñòîì ïðèìåðå:
Ïðèìåð 1.6. Íàéäèòå âñå òóïèêîâûå òåñòû äëÿ òàáëèö ïðèçíàêîâ:

(
T1

T2

)
=


1 1 0 1 0
0 1 1 1 0
1 0 1 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

 . (1.1)

Ðåøåíèå Ïðèìåíèì óêàçàííûé àëãîðèòì:

1. ØÀÃ1 � XOR.

T⊕ = T1

⊕
T2 =



(1, 1, 0, 1, 0)
(0, 1, 1, 1, 0)
(1, 0, 1, 1, 0)
(1, 1, 0, 1, 1)
(0, 1, 1, 1, 1)
(1, 0, 1, 1, 1)

 .

� ìíîæåñòâî ïîïàðíûõ XOR-ñóìì ñòðîê ïåðâîé è âòîðîé òàáëèöû.
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2. ØÀÃ2 � MIN. Íàéäåì ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà �
âû÷åðêíåì ïîñëåäíèå òðè ñòðîêè.

min(T⊕) =

 (1, 1, 0, 1, 0)
(0, 1, 1, 1, 0)
(1, 0, 1, 1, 0)

 .

3. ØÀÃ3 � ÊÍÔ.

K(x) = (x1 ∨ x2 ∨ x4) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4).

4. ØÀÃ4 � ÄÍÔ. Ðàñêðûâàåì ñêîáêè è óïðîùàåì: (x1∨x2∨x4)∧(x2∨
∨x3∨x4)∧(x1∨x3∨x4) = (x1x3∨x2∨x4)∧(x1∨x3∨x4) = x1x2∨x1x3∨
∨x2x3 ∨x4. Èòàê T = {(1, 2); (1, 3); (2, 3); (4)} � ìíîæåñòâî òóïèêîâûõ
òåñòîâ.

Ýòîò àëãîðèòì äîïóñêàåò è èñïîëüçîâàíèå â îáðàòíîì ïîðÿäêå:
Ïðèìåð 1.7. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìàòðèö ïðèçíàêîâ T0, T1, äëÿ êîòîðûõ

òóïèêîâûìè áóäóò ñëåäóþùèå òåñòû (è òîëüêî îíè): [1], [2, 3], [2, 4], [3, 4, 5].
Ðåøåíèå. Çàïèøåì òåñòû â âèäå ÄÍÔ: f(x) = x1 ∨ (x2 ∧ x3)∨ (x2 ∧ x4)∨

∨ (x3 ∧ x4 ∧ x5). Ïðåîáðàçóåì ê ÊÍÔ è óïðîñòèì:

f(x) = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x4) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x5) ∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4)∧
∧(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)∧(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x5)∧(x1 ∨ x2 ∨ x4 ∨ x5)∧(x1 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5) =

= (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x4) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x5) ∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4) .

Â êà÷åñòâå ìàòðèö ìîæíî âçÿòü T1 =


1 1 1 0 0
1 1 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0

, T2 =

=
(
0 0 0 0 0

)
.

Àëãîðèòì A1.

Àëãîðèòì A1 [5], êàê è ìíîãèå äðóãèå, îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèè èíôîð-
ìàöèîííîãî âåñà ïðèçíàêà, ïðåäëîæåííîãî Þ.È. Æóðàâë¼âûì.

Äëÿ ïàðû ìàòðèö T1 è T2 èíôîðìàöèîííûì âåñîì pi ïðèçíàêà i,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå ÷èñëà òóïèêîâûõ òåñòîâ, â êî-
òîðûå âîø¼ë ïðèçíàê i, ê îáùåìó ÷èñëó òóïèêîâûõ òåñòîâ.

×åì áîëüøå âåñ pi, òåì âàæíåå ïðèçíàê i ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëè÷åíèÿ
êëàññîâ K1 è K2.

Âåêòîð p = (p1, . . . , pn) íàçîâåì âåêòîðîì èíôîðìàöèîííûõ âåñîâ ïðè-
çíàêîâ èëè âåñîâûì âåêòîðîì.

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèö (1.1) â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëè ïîëó÷åíû
òóïèêîâûå òåñòû T = {(1, 2); (1, 3); (2, 3); (4)}. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð èí-
ôîðìàöèîííûõ âåñîâ ðàâåí p = ( 1

2 ,
1
2 ,

1
2 ,

1
4 , 0).

Ñíà÷àëà â àëãîðèòìå A1 äëÿ êàæäîãî ïðèçíàêà i âû÷èñëÿåòñÿ åãî èí-
ôîðìàöèîííûé âåñ pi, i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Åñëè

T1 =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
am11 am12 . . . am1n

 ,

T2 =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . .

bm21 bm22 . . . bm2n


è x = (x1, x2, . . . , xn) � îáúåêò, ïîäëåæàùèé êëàññèôèêàöèè, òî âû÷èñëÿ-
þòñÿ äâå âåëè÷èíû

r1 =
1

m1

m1∑
i=1

n∑
j=1

pj(aij ⊕ xj) (1.2)

è

r2 =
1

m2

m2∑
i=1

n∑
j=1

pj(bij ⊕ xj), (1.3)

ãäå îïåðàöèÿ ⊕ � åñòü ñóììà ïî ìîäóëþ 2, à
∑

� îáû÷íàÿ ñóììà.
Òåïåðü, åñëè r1 > r2, òî x ñëåäóåò îòíåñòè ê êëàññó K2, è åñëè r1 6 r2,

òî x ñëåäóåò îòíåñòè ê êëàññó K1. Îïèñàííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî îáúåêòîâM íà äâå ÷àñòè, ðàçäåëÿåìûå ãèïåðïëîñêîñòüþ r1(x) =
= r2(x).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò àëãîðèòì íà ïðèìåðå ìàòðèö èç ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà (1.1) è îáúåêòà ñ ïðèçíàêàìè x = (1, 1, 1, 0, 1).
Âû÷èñëèì5 âåëè÷èíû: r1(x) = 1

3

(
1
2 · 1 + 1

2 · 1 + 1
2 · 1 + 1

4 · 3
)

= 3
4 è

r2(x) = 1
2

(
1
2 · 2 + 1

2 · 2 + 1
2 · 2

)
= 3

2 . Ïîñêîëüêó r2 = 3
2 > 3

4 = r1, òî îòíî-
ñèì îáúåêò ê êëàññó K1.

Àëãîðèòì A2/A3.

Â àëãîðèòìå A2 [11] ðåøàþùåå ïðàâèëî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ êàæäîé ñòðîêè s = (s1, . . . , sn) ìàòðèö T1 è T2 íàõîäèì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

s · p =

n∑
i=1

si · pi,

íàçûâàåìîå âåñîì ñòðîêè.
Ïóñòü q � âåñ îáúåêòà x = (x1, . . . , xn), ïîäëåæàùåãî êëàññèôèêàöèè.

Òîãäà, åñëè q > h, òî îòíåñåì x ê êëàññó K1, à èíà÷å � ê êëàññó K2. Çíà-
÷åíèå h ïîäáèðàåòñÿ ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû íàèáîëüøåå ÷èñëî ñòðîê
ìàòðèö T1 è T2 êëàññèôèöèðîâàëèñü ïðàâèëüíî. Ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíî-
ñòüþ â àëãîðèòìå A2 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

n∑
i=1

xi · pi = h.

5Â êàæäîé ñêîáêå ïî ñòîëáöàì ñóììèðóåòñÿ êîëè÷åñòâî íåñîâïàäåíèé àòðèáóòîâ îáú-
åêòà äëÿ äàííîãî ñòîëáöà óìíîæåííîå íà èíôîðìàöèîííûé âåñ ýòîãî ñòîëáöà.
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà A2 íà òîì æå ïðèìåðå 1.1 (èíôîð-
ìàöèîííûå âåñà ñòðîê óêàçàíû â ïðàâîì ñòîëáöå):

(
T1

T2

)
=


1 1 0 1 0 5/4
0 1 1 1 0 5/4
1 0 1 1 0 5/4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

 . (1.4)

Âûáåðåì h = 1
2 · (0 + 5

4 ) = 5
8 . Áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð x =

= (1, 1, 1, 0, 1). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, p) = 3
2 > h, ïîýòîìó îòíîñèì

âåêòîð ê ïåðâîìó êëàññó.
Ïóñòü α1, α2, . . . , αm1

� âåñà ñòðîê ìàòðèöû T1, β1, β2, . . . , βm2
� âåñà

ñòðîê ìàòðèöû T2, z = min
i
ai−max

j
bj . Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì A2 ïðàâèëüíî

êëàññèôèöèðóåò âñå âåêòîðû èç îáó÷àþùåé âûáîðêè òîëüêî ïðè óñëîâèè
z > 0.

Â ñëó÷àå z 6 0 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà A2 �
àëãîðèòì A3 [14, 15].

Äëÿ íåêîòîðîãî ïðèçíàêà i çàìåíèì åãî íà åãî îòðèöàíèå. Ïðè ýòîì â
òàáëèöàõ T1 è T2 i-ûé ñòîëáåö èíâåðòèðóåòñÿ. Òàêàÿ çàìåíà íå âëèÿåò íà
èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíàêîâ p = (p1, . . . , pn) è ñîõðàíÿåò âñå òóïèêîâûå
òåñòû. Íî ïðè ýòîì èçìåíÿþòñÿ âåëè÷èíû a1, a2, . . . , am1

è b1, b2, . . . , bm2
, è

âåëè÷èíà z ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ. Åñëè ýòî ïðîèçîøëî ìû ìîæåì ïðèíÿòü
ýòî èíâåðòèðîâàíèå i-ãî ïðèçíàêà, è ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî
ïðèçíàêà. Ïðè z > 0 òåñòîâûé àëãîðèòì A3 ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóåò âñþ
îáó÷àþùóþ âûáîðêó, è â êà÷åñòâå ïîðîãîâîé âåëè÷èíû h ìîæíî âçÿòü

h = (min
i
ai + max

j
bj)/2.

Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà:
Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

(
T1

T2

)
=


1 1 0 1
0 0 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0

 .

Î÷åâèäíî, òóïèêîâûå òåñòû T = {(1, 2), (3), (4)}, à âñå èíôîðìàöèîííûå
âåñà ðàâíû 1

3 . Òîãäà minαi = 1
3 è maxβj = 2

3 , ò.å. z = − 1
3 < 0 è àëãîðèòì

A2, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèìåíèì.
Èíâåðòèðóåì òðåòèé ñòîëáåö, òîãäà (ñïðàâà óêàçàíû âåñà ñòðîê)

(
T1

T2

)
=


1 1 1 1 4/3
0 0 1 1 2/3
1 0 0 0 1/3
0 1 0 0 1/3

 ,

ñëåäîâàòåëüíî z = 1
3 è ìîæíî âçÿòü h = 1

2 ·
(

2
3 + 1

3

)
= 1

2 . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
êëàññèôèöèðóåì âåêòîð x = (0, 1, 0, 1). Ñíà÷àëà èíâåðòèðóåì åãî òðåòèé
ïðèçíàê (ò.ê. ìû ýòî äåëàëè â ìàòðèöå) x1 = (0, 1, 1, 1). Íàéäåì (x1, p) =
= 1 > 1

2 , ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèì x ê êëàññó K1.



1.3. Òåñòîâûé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ 37

Àëãîðèòì Êóäðÿâöåâà (ãîëîñîâàíèÿ ïî òåñòàì)

Ïóñòü {1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ. Äîãîâîðèìñÿ ïîäìíîæåñòâî
τ ⊂ {1, 2, . . . , n} îáîçíà÷àòü áóëåâñêèì âåêòîðîì t = (t1, . . . , tn), ïîäðàçóìå-
âàÿ, ÷òî ïðèçíàê i ∈ τ òî÷íî òîãäà, êîãäà ti = 1.

Ïóñòü êàê è ðàíåå T1 = {aj = (aj1, . . . , ajn) : j = 1, 2, . . . ,m1}, T2 =
= {bj = (bj1, . . . , bjn) : j = 1, 2, . . . ,m2} � ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ îáó÷àþùåé
âûáîðêè, ïðèíàäëåæàùèå êëàññàì K1 è K2 ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì T = T (T1, T2) � îïîðíîå ìíîæåñòâî òåñòîâ äëÿ îáó÷àþùåé
âûáîðêè T1, T2. Â êà÷åñòâå îïîðíîãî ìíîæåñòâà T ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðè-
ìåð, ìíîæåñòâî âñåõ òåñòîâ, ìíîæåñòâî òóïèêîâûõ òåñòîâ, èëè ìíîæåñòâî
òåñòîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû.

Åñëè a = (a1, . . . , an) � ýëåìåíò îáó÷àþùåé âûáîðêè, t = (t1, . . . , tn) ∈ T
� íåêîòîðûé òåñò, à x = (x1, . . . , xn) � îáúåêò, ïîäëåæàùèé êëàññèôèêàöèè,
òî ñêàæåì, ÷òî òåñò t ãîëîñóåò çà ýëåìåíò a íà îáúåêòå x, åñëè

γat (x) =

n∏
i=1

(1− ti|xi − ai|) = 1,

ò.å. íà ïðèçíàêàõ èç òåñòà t îáúåêòû a è x ñîâïàäàþò.
Òîãäà ñóììó ∑

a∈Tj

γat (x)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíòåãðàë (ïî äèñêðåòíîé ìåðå) ãîëîñîâàíèÿ
ìíîæåñòâà Tj , j = 1, 2, à ìíîãî÷ëåí

Γj(x) =
1

mj

∑
t∈T

∑
a∈Tj

γat (x)

åñòü èíòåãðàëüíûé ãîëîñ âñåãî îïîðíîãî ìíîæåñòâà òåñòîâ T çà êëàññ Kj ,
j = 1, 2.

Ìíîãî÷ëåí R(x) = Γ2(x)− Γ1(x) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ãîëîñîâàíèÿ.
Àëãîðèòì ãîëîñîâàíèÿ ïî òåñòàì, ïðåäëîæåííûé Â.Á.Êóäðÿâöåâûì,

ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà îáúåêòå x, ïîäëåæàùåì êëàññèôèêàöèè, âû÷èñëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåí ãîëîñîâàíèÿ R(x), è åñëè R(x) 6 0, òî x îòíîñèòñÿ ê êëàññó K1,
è ê êëàññó K2 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ìàòðèö (1.1) è âåêòîðà x = (1, 1, 0, 0, 1).
Â êà÷åñòâå îïîðíîãî ìíîæåñòâà òåñòîâ âûáåðåì âñå òóïèêîâûå òåñòû: T =
= {(1, 2); (1, 3); (2, 3); (4)}. Ïîäñ÷èòûâàåì êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ ïî êàæäîìó
òåñòó

 (1, 2) (1, 3) (2, 3) (4)
T1 1 0 0 0
T2 0 0 0 2


Òîãäà Γ1(x) = 1

3 (1 + 0 + 0 + 0) = 1
3 , Γ2(x) = 1

2 (0 + 0 + 0 + 2) = 1 è ìíîãî÷ëåí
ãîëîñîâàíèÿ R(x) = 1− 1

3 = 2
3 > 0, ïîýòîìó îòíîñèì îáúåêò ê K2.
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Òåîðåìà Àíñåëÿ.

Çàôèêñèðóåì T1, T2 è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ òåñòîâ τ = τ(T1, T2).
Êàæäîìó òàêîìó τ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

fτ (t) =

{
1, t ∈ τ
0, t 6∈ τ

. Î÷åâèäíî, fτ �ìîíîòîííàÿ6 áóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíî è

îáðàòíîå � äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f 6≡ const ìîæíî ïîäî-
áðàòü T1 è T2, äëÿ êîòîðûõ f = fτ(T1,T2).

Íèæíåé åäèíèöåé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ íàáîð α ∈ En2 , íà
êîòîðîì f(α) = 1, íî f(β) = 0 äëÿ ëþáîãî β < α.

Âåðõíèì íóëåì ìîíîòîííîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ íàáîð α ∈ En2 , íà
êîòîðîì f(α) = 0, íî f(β) = 1 äëÿ ëþáîãî β > α.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β(1), β(2), . . . , β(m) ýëåìåíòîâ èç En íàçûâàåòñÿ öå-
ïüþ, åñëè β(i+1) ïîëó÷àåòñÿ èç β(i) çàìåíîé îäíîãî íóëÿ (â íàáîðå êîîðäè-
íàò) íà åäèíèöó, i = 1, 2, . . . ,m− 1. Òåì ñàìûì, β(1) < β(2) < . . . < β(m).

α1

α2

α3

β

Ðèñ. 1.9: Äîïîëíåíèå äî êâàäðàòà

Åñëè òðè ýëåìåíòà α1, α2, α3 èç En îáðàçóþò öåïü, òî ÷åòâåðòûé ýëåìåíò
β, îáðàçóþùèé âìåñòå ñ íèìè êâàäðàò (ñì. ðèñ. ??), íàçûâàþò äîïîëíåíèåì
öåïè α1, α2, α3 äî êâàäðàòà.

Ëåììà 1 (Àíñåëÿ). Åäèíè÷íûé n-ìåðíûé êóá En ìîæåò áûòü ïîêðûò

ìíîæåñòâîì èç C
[n/2]
n ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé, îáëàäàþùèõ ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) ÷èñëî öåïåé äëèíû n − 2p + 1 ðàâíî Cpn − Cp−1
n (0 6 p 6

[
n
2

]
), è ìè-

íèìàëüíûé ýëåìåíò êàæäîé òàêîé öåïè åñòü íàáîð ñ p åäèíèöàìè
è n− p íóëÿìè, à ìàêñèìàëüíûé� c p íóëÿìè è n− p åäèíèöàìè;

á) åñëè çàäàíû òðè ýëåìåíòà α1, α2, α3, îáðàçóþùèå öåïü è ïðèíàäëå-
æàùèå îäíîé è òîé æå öåïè äëèíû n − 2p + 1, òî äîïîëíåíèå öåïè
α1, α2, α3 äî êâàäðàòà ïðèíàäëåæèò öåïè äëèíû n− 2p− 1.

6Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ
(α1, . . . , αn) 6 (β1, . . . , βn) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå f(α1, . . . , αn) 6 f(β1, . . . , βn).
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Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 1.3.1. Äàíû ìàòðèöû ïðèçíàêîâ T1 =


1 1 1 0 0 1
0 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 0 0


è T2 =

(
1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0

)
, äëÿ íèõ èçâåñòåí íàáîð òóïèêîâûõ

òåñòîâ:[1, 3, 4], [1, 3, 5], [1, 3, 6], [1, 2, 5, 6], [1, 4, 5, 6]. Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð
V = (0, 1, 0, 1, 0, 0) c ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ a) Æóðàâëåâà; b) Êîðîëå-
âà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; c) Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.2. Äàíû ìàòðèöû ïðèçíàêîâ T1 =


0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0

 , T2 =

=

(
1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1

)
, äëÿ íèõ èçâåñòåí íàáîð òóïèêîâûõ òåñòîâ:[1, 2, 4, 5], [1, 2, 3], [1, 6].

Íàéòè èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíàêîâ è êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð
V = (1, 1, 0, 0, 0, 1) c ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ a) Æóðàâëåâà; b) Êîðîëå-
âà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; c) Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.3. Äàíû ìàòðèöû ïðèçíàêîâ T1 =


1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 1

 , T2 =

=

 1 1 1 0 1 1
0 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0

, äëÿ íèõ èçâåñòåí íàáîð òóïèêîâûõ òåñòîâ:[4, 5, 6], [1, 4, 5], [2, 4, 6], [1, 4, 6], [2, 4, 5].

Íàéòè èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíàêîâ è êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð
V = (1, 1, 0, 1, 1, 1) c ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ a) Æóðàâëåâà; b) Êîðîëå-
âà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; c) Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.4. Äàíû ìàòðèöû ïðèçíàêîâ T1 =


1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 0

 , T2 =

=

 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1

, äëÿ íèõ èçâåñòåí íàáîð òóïèêîâûõ

òåñòîâ:[4], [1], [2, 5, 7], [3, 5, 7], [2, 3, 5]. Íàéòè èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíà-
êîâ è êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð V = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 0) c ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ
a) Æóðàâëåâà; b) Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; c) Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.5. Äàíû ìàòðèöû ïðèçíàêîâ T1 =


0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0

 , T2 =

=

(
1 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 1

)
, äëÿ íèõ èçâåñòåí íàáîð òóïèêîâûõ òåñòîâ:[4, 5, 6], [1, 4, 5], [3, 5], [2, 4, 5].

Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð V = (0, 0, 0, 1, 0, 1) c ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ a)Æó-
ðàâëåâà; b) Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; c) Êóäðÿâöåâà.
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Çàäà÷à 1.3.6. Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-
çíàêîâ:

a)



0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 0
0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 1 1 0 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1


; b)



0 1 1 1 1
0 0 1 0 0
1 1 1 0 1
0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 0 1 1


; c)



0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0


;

d)



1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1


; e)



0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1


; f)



0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0


.

Çàäà÷à 1.3.7. a) Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-

çíàêîâ:



0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 0
0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 1 0


. ... îòíåñòè íàáîð (1,1,1,1,1,1) ê îäíîìó

èç êëàññîâ ìåòîäîì b) Æóðàâëåâà; c) Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; d) Êóä-
ðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.8. a) Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-

çíàêîâ:



0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1


. Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð (1, 1, 1, 0, 0,

1) ìåòîäîì b) Æóðàâëåâà; c) Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; d) Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.9. a) Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-
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çíàêîâ:



0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0


. b) Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð (1, 1, 0, 0,

1, 0) ìåòîäîì Æóðàâëåâà; c) ...Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; d) ...Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.10. a) Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-

çíàêîâ:



0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1


. b) Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð (0, 0, 0, 0,

0, 0) ìåòîäîì Æóðàâëåâà; c) ...Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; d) ...Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.11. a) Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-

çíàêîâ:



1 1 1 1 1 0
0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 1


. b) Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð (0, 0, 0, 0,

0, 0) ìåòîäîì Æóðàâëåâà; c) ...Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; d) ...Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.12. Äàíû ìàòðèöû ïðèçíàêîâ T1 =


0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 0

 , T2 =

=
(
1 1 0 1 1 0

)
, äëÿ íèõ èçâåñòåí íàáîð òóïèêîâûõ òåñòîâ:

[1, 2], [1, 4, 5], [3, 4], [3, 6], [1, 5, 6], [2, 4]. Íàéòè èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíà-
êîâ è êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð V = (0, 0, 0, 1, 1, 0) c ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ
A1, A2/A3 è AK (ãîëîñîâàíèÿ ïî òåñòàì).

Çàäà÷à 1.3.13. a) Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-

çíàêîâ:


0 0 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0

. b) Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð (0, 1, 0, 0,
0, 0) ìåòîäîì Æóðàâëåâà; c) ...Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; d) ...Êóäðÿâöåâà.
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Çàäà÷à 1.3.14. a) Íàéòè âñå òóïèêîâûå òåñòû è èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðè-

çíàêîâ:


0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1

. b) Êëàññèôèöèðîâàòü âåêòîð (1, 0, 0, 1,
1, 1) ìåòîäîì Æóðàâëåâà; c) ...Êîðîëåâà/Ïåðåÿñëàâñêîãî; d) ...Êóäðÿâöåâà.

Çàäà÷à 1.3.15. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìàòðèö ïðèçíàêîâ T1, T2, äëÿ êîòîðûõ òó-
ïèêîâûìè áóäóò ñëåäóþùèå òåñòû (è òîëüêî îíè): [1, 2, 3], [1, 2, 4], [2, 3, 5], [4, 5].

Çàäà÷à 1.3.16. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìàòðèö ïðèçíàêîâT1, T2, äëÿ êîòîðûõ
òóïèêîâûìè áóäóò ñëåäóþùèå òåñòû (è òîëüêî îíè): [1], [2, 3, 4], [2, 3, 5], [2, 6].

Çàäà÷à 1.3.17. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ ðàâíà 4. Ñó-
ùåñòâóþò ëè òàêèå ìàòðèöû T1, T2, êîòîðûå èìåþò à) ðîâíî òðè òóïèêîâûõ
òåñòà äëèíû 2 è îäèí� äëèíû 3? b) ...ðîâíî òðè òóïèêîâûõ òåñòà äëèíû 3
è îäèí� äëèíû 2?

Çàäà÷à 1.3.18. Ïðèäóìàòü ïàðó ìàòðèö, èìåþùèõ: à) ðîâíî îäèí òóïèêî-
âûé òåñò äëèíû 1, äâà äëèíû 2 è òðè� äëèíû 3. á) ðîâíî òðè òóïèêîâûõ
òåñòà äëèíû 2, äâà äëèíû 1 è îäèí� äëèíû 3.

Çàäà÷à 1.3.19. Ïîñòðîèòü ïîêðûòèå íåïåðåñåêàþùèìèñÿ öåïÿìè áóëåâ-
ñêîãî êóáà (êàê â Ò. Àíñåëÿ): a) E2

2 ; b) E
3
2 ; c) E

4
2 .

Çàäà÷à 1.3.20. Íàéòè a) ϕ(2)�÷èñëî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îò 2 ïåðåìåí-
íûõ; b) ϕ(3).

Çàäà÷à 1.3.21. Íàéòè âñå íèæíèå åäèíèöû è âåðõíèå íóëè ôóíêöèè a)
f(x1, x2, x3) = x1x2 ∨x2x3 ∨x1x3; b) f(x1, . . . , x5) = (x2 ∨x3 ∨x4)∧ (x1 ∨x5).

Çàäà÷à 1.3.22. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ (áèíàðíûõ)
ðàâíà 5.

a) Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òóïèêîâûõ òåñòîâ äëÿ ëþáîé ïàðû òàáëèö
T2 è T2 íå ïðåâîñõîäèò 10.
b) Ïðèâåñòè ïðèìåð ïàðû, äëÿ êîòîðîé èõ ðîâíî 10.

Çàäà÷à 1.3.23. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ (áèíàðíûõ)
ðàâíà 6. à) Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òóïèêîâûõ òåñòîâ äëÿ ëþáîé ïàðû
òàáëèö T2 è T2 íå ïðåâîñõîäèò 15. á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ïàðû, äëÿ êîòîðîé
èõ ðîâíî 15. â) Íàéòè îöåíêó äëÿ ÷èñëà òóïèêîâûõ òåñòîâ â ñëó÷àå, êîãäà
ðàçìåðíîñòü ðàâíà n.

Çàäà÷à 1.3.24. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ìàòðèö è âåêòîðà, íà êîòîðûõ ðå-
çóëüòàòû àëãîðèòìà A3 çàâèñÿò îò ïîðÿäêà èíâåðñèè ñòîëáöîâ. Ò.å. ïðè
îäíîì ïîðÿäêå âåêòîð êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê K1, à ïðè äðóãîì � êàê K2.

Çàäà÷à 1.3.25. Íàéäèòå êàêîå-ëèáî òóïèêîâîå ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî
äëÿ êëàññà: a) T1; b) L; c) S.
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Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

1.3.1 Àëãîðèòì A1: G0 = 31
20 , G1 = 11

10 � îòíîñèì ê K2; Àëãîðèòì AK : G0 =
= 5

4 , G1 = 1
2 � îòíîñèì ê K1;

1.3.2 Èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíàêîâ:W = (1, 2
3 ,

1
3 ,

1
3 ,

1
3 ,

1
3 ). Àëãîðèòì A1:

G0 = 25
12 , G1 = 1� îòíîñèì ê K2; Àëãîðèòì AK : G0 = 0, G1 = 1

2 � îòíîñèì
ê K2;

1.3.3 Èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíàêîâ:W = ( 2
5 ,

2
5 , 0, 1,

3
5 ,

3
5 ). Àëãîðèòì A1:

G0 = 11
10 , G1 = 23

15 � îòíîñèì ê K1; Àëãîðèòì AK : G0 = 3
2 , G1 = 0� îòíîñèì

ê K1;

1.3.4 Èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíàêîâ: W = ( 1
5 ,

2
5 ,

2
5 ,

1
5 ,

3
5 , 0,

2
5 ). Àëãîðèòì

A1: G0 = 6
5 , G1 = 2

3 � îòíîñèì ê K2; Àëãîðèòì AK : G0 = 1, G1 = 3�
îòíîñèì ê K2;

1.3.5 Àëãîðèòì A1: G0 = 17
16 , G1 = 7

4 � îòíîñèì ê K1; Àëãîðèòì AK : G0 =
= 3

2 , G1 = 0� îòíîñèì ê K1;

1.3.6 a) Òóïèêîâûå òåñòû: (4, 1), (1, 3), (4, 3), (5); b) Òóïèêîâûå òåñòû: (2, 1),
(1, 4), (2, 4), (3); c) Òóïèêîâûå òåñòû: (2, 1), (1, 5), (2, 5), (3) d) Òóïèêîâûå
òåñòû: (4, 1), (1, 5), (4, 5), (3), e) Òóïèêîâûå òåñòû: (5, 3), (3, 1), (5, 1), (2); f)
Òóïèêîâûå òåñòû: (5, 3), (3, 4), (5, 4), (1).

1.3.7 a) Òóïèêîâûå òåñòû: (4, 6), (6, 2), (4, 2), (5, 1),

1.3.8 a) Òóïèêîâûå òåñòû: (6, 2), (2, 3), (6, 3), (4, 1); b) Èíôîðìàöèîííûå
âåñà ïðèçíàêîâ: ( 1

4 ,
1
2 ,

1
2 ,

1
4 , 0,

1
2 ); Àëãîðèòì A1: r0 = 5

4 , r1 = 1
4 , îòíîñèì ê

K2; Àëãîðèòì A2/A3: èíâåðòèðóåì 1�é è 4�é ñòîëáöû, min1 = 3
2 ; max0 =

= 3
4 , Ãðàíèöà h = 9

8 . Çíà÷åíèå íà âåêòîðå
1
4 , ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèì ê K1.

Àëãîðèòì Êóäðÿâöåâà: Γ1 = 1
2 , Γ2 = 3� îòíîñèì ê K2.

1.3.9 a) Òóïèêîâûå òåñòû: (6, 4), (4, 1), (6, 1), (5, 2). Èíôîðìàöèîííûå âåñà
ïðèçíàêîâ: ( 1

2 ,
1
4 , 0,

1
2 ,

1
4 ,

1
2 ); b) Àëãîðèòì A1: r0 = 5

4 , r1 = 1
4 , îòíîñèì ê

K2. Àëãîðèòì A2/A3: èíâåðòèðóåì 1�é è 3�é ñòîëáöû, min0 = 1, max1 =
= 1

4 , ãðàíèöà h = 5
8 . Çíà÷åíèå íà âåêòîðå

1
4 , ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèì ê K2.

Àëãîðèòì Êóäðÿâöåâà: Γ1 = 0.5, Γ2 = 3, îòíîñèì ê K2

1.3.10 a) Òóïèêîâûå òåñòû: (4, 2), (2, 1), (4, 1), (5, 3, 6), èíôîðìàöèîííûå
âåñà ïðèçíàêîâ: ( 1

2 ,
1
2 ,

1
4 ,

1
2 ,

1
4 ,

1
4 ). b) Àëãîðèòì A1: r0 = 17

12 , r1 = 11
8 , îòíîñèì

êK2. Àëãîðèòì A2/A3: èíâåðòèðóåì 1�é è 4�é, min0 = 7
4 , max1 = 1

2 , ãðàíèöà
h = 9

8 . Çíà÷åíèå íà âåêòîðå ðàâíî p · v = 7
4 , çíà÷èò îòíîñèì ê K1 Àëãîðèòì

Êóäðÿâöåâà: Γ1 = 1, Γ2 = 1
4 � îòíîñèì ê K1.

1.3.11 a) Òóïèêîâûå òåñòû: (1, 4), (4, 6), (1, 6), (5, 3, 2), Èíôîðìàöèîííûå
âåñà ïðèçíàêîâ: ( 0.5, 0.25, 0.25, 0.5, 0.25, 0.5) Àëãîðèòì A1: r0 = 1.416667,
r1 = 1.375, îòíîñèì ê K2. Àëãîðèòì A2/A3: èíâåðòèðóåì ïåðâûé è ïîñëåä-
íèé ñòîëáöû. min0 = 1.75, max1 = 0.5, ãðàíèöà 1.125. Çíà÷åíèå íà âåêòîðå
1.75, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèì ê K1. Àëãîðèòì Êóäðÿâöåâà: Γ1 = 1, Γ2 = 0.25
îòíîñèì ê K1.
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1.3.12 Èíôîðìàöèîííûå âåñà ïðèçíàêîâ: W = ( 1
2 ,

1
3 ,

1
3 ,

1
2 ,

1
3 ,

1
3 ). Àëãîðèòì

A1: G0 = 35
36 , G1 = 5

6 � îòíîñèì ê K2; Àëãîðèòì AK : G0 = 3
2 , G1 = 2�

îòíîñèì ê K2;

1.3.13 a) Òóïèêîâûå òåñòû: (5, 3), (3, 6), (5, 6), (2). Èíôîðìàöèîííûå âå-
ñà ïðèçíàêîâ: w = (0, 1

4 ,
1
2 , 0,

1
2 ,

1
2 ); âåñà ïðèçíàêîâ, óìíîæåííûå íà 4:

ŵ = (0, 1, 2, 0, 2, 2, ); b) Àëãîðèòì A1: r0 = 13
3 , r1 = 2, îòíîñèì êK2 Àëãîðèòì

A3: èíâåðòèðóåì 1�é è 2�é è 5�é ñòîëáöû min(K1) = 5, max(K2) = 0, ãðàíè-
öà 5

2 . Çíà÷åíèå íà âåêòîðå ðàâíî 3 , ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèì ê K1 Àëãîðèòì
Êóäðÿâöåâà: Γ1 = 2/3, Γ2 = 2, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèì ê K2.

1.3.14 Òóïèêîâûå òåñòû: (4, 5), (5, 2), (4, 2), (6), . Èíôîðìàöèîííûå
âåñà ïðèçíàêîâ: w = (0, 1

2 , 0,
1
2 ,

1
2 ,

1
4 ); äîìíîæåííûå âåñà ïðèçíàêîâ:

ŵ = (0, 2, 0, 2, 2, 1, ); Àëãîðèòì A1: r0 = 13/3, r1 = 2, îòíîñèì ê K2 Àë-
ãîðèòì A3: èíâåðòèðóåì 2�é è 4�é ñòîëáöû, min(K2) = 7 max(K1) = 2,
ãðàíèöà T = 9

2 . Çíà÷åíèå íà âåêòîðå ðàâíî 3, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèì ê K1

Àëãîðèòì Êóäðÿâöåâà: Γ1 = 2
3 , Γ2 = 2, ñëåäîâàòåëüíî îòíîñèì ê K2

1.3.15 Íàïðèìåð, T1 =


0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1

, T2 =
(
0 0 0 0 0

)
.

1.3.16 Íàïðèìåð, T1 =

 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1

, T2 =
(
0 0 0 0 0 0

)
.

1.3.17 a) Äà, ñóùåñòâóþò. Âûáåðåì ñëåäóþùèå òåñòû â êà÷åñòâå òóïèêî-
âûõ: [1, 2], [1, 3], [1, 4], [2, 3, 4]. Çàïèøåì òåñòû â âèäå ÄÍÔ: D = (x1 ∧ x2) ∨
∨(x1 ∧ x3)∨(x1 ∧ x4)∨(x2 ∧ x3 ∧ x4) è ïðåîáðàçóåì ê ÊÍÔ, ïîñëå óïðîùåíèé
ïîëó÷èì: D = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x4) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4). Òîãäà â êà÷å-

ñòâå ìàòðèö ìîæíî âçÿòü T1 =


1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 1
1 1 0 0

, T2 =
(
0 0 0 0

)
.

b) Íåò, íå ñóùåñòâóþò. Âñåãî ñóùåñòâóåò 4 ïîäìíîæåñòâà èç 3 ýëå-
ìåíòîâ. Åñëè âçÿòü ëþáûå 3 â êà÷åñòâå òóïèêîâûõ òåñòîâ, íàïðèìåð
[1, 2, 3], [1, 2, 4], [1, 3, 4], òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî èç 2 ýëåìåíòîâ ïîêðûâàåò-
ñÿ èìè (è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü òåñòîì).

1.3.18 a) Íàéäåì ìàòðèöû ,ó êîòîðûõ òóïèêîâûå òåñòû [1], [2, 3], [2, 4], [2, 5, 6], [3, 5, 6], [4, 5, 6].
Çàïèøåì ÄÍÔ D = x1∨(x2 ∧ x3)∨(x2 ∧ x4)∨(x2 ∧ x5 ∧ x6)∨(x3 ∧ x5 ∧ x6)∨
∨ (x4 ∧ x5 ∧ x6), ïðåîáðàçóåì â ÊÍÔ è óïðîñòèì: (x1 ∨ x2 ∨ x5) ∧
∧(x1 ∨ x2 ∨ x6)∧(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)∧(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x5)∧(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x6)∧
∧(x1 ∨ x2 ∨ x4 ∨ x5)∧(x1 ∨ x2 ∨ x4 ∨ x6)∧(x1 ∨ x2 ∨ x5 ∨ x6)∧(x1 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5)∧
∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x6) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x6) ∧
∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x5 ∨ x6)∧ (x1 ∨ x2 ∨ x4 ∨ x5 ∨ x6)∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5 ∨ x6)∧
∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5 ∨ x6) = (x1 ∨ x2 ∨ x6) ∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5) ∧
∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x5) ∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x6). Çàïèøåì ìàò-
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ðèöû: T1 =


1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0
1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1

 è T2 =
(
0 0 0 0 0 0

)
.

b) Àíàëîãè÷íî, òåñòû : [1, 2], [1, 3], [1, 4], [5], [6], [2, 3, 4]. Ìàòðèöû: T1 =

=


1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1

, T2 =
(
0 0 0 0 0 0

)
.

1.3.19 c) Äâå öåïè äëèíû 1: [0101], [0001]; òðè öåïè äëèíû 3: [0100− 0110−
− 0111]; [0010 − 1010 − 1011], [0001 − 1001 − 1101]; è îäíà öåïü äëèíû 5:
[0000− 1000− 1100− 1110− 1111].

1.3.20 a) 6; b) 20.

1.3.21 a) Íèæíèå åäèíèöû: [110, 101, 011]; âåðõíèå íóëè: [100, 010, 001].
b) Íèæíèå åäèíèöû: [11000, 10100, 10010, 01001, 00101, 00011]; âåðõíèå íóëè:
[01110, 10001].

1.3.22 a) Ïî Ò. Àíñåëÿ ÷èñëî öåïåé äëÿ 5-ìåðíîãî áóëåâà êóáà ðàâíî
C2

5 = 10. Êàæäîé öåïè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íå áîëåå îäíîãî òóïèêî-
âîãî òåñòà. á) Âîçüìåì T1 = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 5 × 5) è
T2 = (1, 1, 1, 1, 1). Òîãäà ëþáàÿ ïàðà ïðèçíàêîâ áóäåò òóïèêîâûì òåñòîì,
èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî C2

5 = 10.

1.3.23 Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.3.22.

1.3.24 Ðàññìîòðèì T1 =
(
0 1 0 1

)
, T2 =

(
1 0 1 0

)
è âåê-

òîð V = (1, 1, 0, 0). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì
òåñòîì è èíôîðìàöèîííûå âåñà êàæäîãî ïðèçíàêà ðàâíû 1

4 , âçâåøåííàÿ
ñóììà êàæäîé ñòðîêè (â èñõîäíûõ ìàòðèöàõ) ðàâíà 1

2 . Åñëè èíâåðòèðîâàòü
ïåðâûé èëè òðåòèé ñòîëáåö, òî min1 = 3

4 , max2 = 1
4 , ò.å. ãðàíèöó ìîæ-

íî âçÿòü, íàïðèìåð h = 1
2 . Ïðè ýòîì, âåñ âåêòîðà, åñëè èíâåðòèðîâàòü 1-é

ñòîëáåö ðàâåí p ·v = 1
4 , ò.å. îòíîñèì ê K2, à åñëè èíâåðòèðîâàòü 3-é ñòîëáåö,

òî p · v = 3
4 � îòíîñèì ê K1.

1.3.25 a) En2 \ {(0, ..., 0)}; b) {(0, ..., 0), (1, 0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, 1)} (âñå âåêòîðà
âåñà 0 è 1). c) {0} × En−1

2 , ò.å. âñå âåêòîðà, ó êîòîðûõ ïåðâûé êîìïîíåíò
ðàâåí íóëþ.

1.4. Ïåðcåïòðîí. Òåîðåìà Íîâèêîâà.

Ïåðcåïòðîí.

Â ñåðåäèíå 50-õ ãîäîâ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü íåéðîíà (ñì Ðèñ. 1.10) �
æèâîé êëåòêè êîòîðàÿ, ðàçëè÷àÿ ïî çàðÿäó öèòîïëàçìû, ìîæåò íàõîäèòüñÿ
â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: ïîêîÿ è âîçáóæäåíèÿ.

Àêñîíû îäíèõ êëåòîê ñîåäèíåíû ñ äåíäðèòàìè äðóãèõ. Òåêóùåå ñîñòîÿ-
íèå íåéðîíà çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ àêñîíîâ ñîåäèíåííûõ ñ íèì äðóãèõ íåé-
ðîíîâ è ÷óâñòâèòåëüíîñòè äåíäðèòîâ.
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Ðèñ. 1.10: Îáùàÿ ñõåìà ñòðîåíèÿ áèîëîãè÷åñêîãî íåéðîíà.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé ìîäåëè íåéðîíà Ðîçåíáëàòò (F.Rosenblatt) â 1957
ãîäó ïðåäëîæèë ìîäåëü ïåðñåïòðîíà (PERCEPTRON), îäíó èç ïåðâûõ èñ-
êóññòâåííûõ ñåòåé, ñïîñîáíûõ ê ïåðöåïöèè (âîñïðèÿòèþ) è ôîðìèðîâàíèþ
ðåàêöèè íà âîñïðèíÿòûé ñòèìóë.

Ðèñ. 1.11: Ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà

Ýòî ôèçè÷åñêîå óñòðîéñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ñëîåâ:

� ðåöåïòîðíûé ñëîé (20× 20 ôîòîýëåìåíòîâ);

� ïåðåäàþùèé ñëîé (512 íåéðîíîâ, êàæäûé èìååò ïî 10 âõîäîâ, ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì ñîåäèíåííûõ ñ ýëåìåíòàìè ðåöåïòîðíîãî ñëîÿ), ïðè÷åì
äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , 512 èìååò ìåñòî

yj =

{
1,
∑10
i=1 xji > 5

0, èíà÷å
,

ãäå xji � âõîäû j-ãî ýëåìåíòà ðåöåïòîðíîãî ñëîÿ;
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� ðåøàþùèé ýëåìåíò, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå

z = F (y1, . . . , y512) =

{
1, åñëè ā · ȳ > c
0, èíà÷å

,

ãäå ā � âåñîâîé âåêòîð ðåøàþùåãî ýëåìåíòà, c � ïîðîãîâîå ÷èñëî.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñõåìà ñîåäèíåíèÿ íåéðîíîâ ôèêñèðîâàíà è íå ìîæåò èç-
ìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, à äåíäðèòû íåéðîíîâ ìîãóò ìåíÿòü ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü. Òî åñòü â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà ìîæíî ìåíÿòü âåñîâîé
âåêòîð ā è ïîðîã c.

Â äàííîé ñõåìå îáðàç ïîäàåòñÿ íà ðåöåïòîðíûé ñëîé. Ïîñêîëüêó êàæäûé
ýëåìåíò ïåðåäàþùåãî ñëîÿ æåñòêî ñâÿçàí ñ ýëåìåíòàìè ðåöåïòîðíîãî ñëîÿ,
òî íà âõîäå ðåøàþùåãî ýëåìåíòà îáðàç êîäèðóåòñÿ âåêòîðîì äëèíû, ðàâíîé
êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â ïåðåäàþùåì ñëîå, â äàííîì ñëó÷àå 512. Ýòîò âåêòîð
ȳ = (y1, . . . , y512) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïðèçíàêîâ.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáðàçû, ïîäàâàåìûå íà ïåðñåïòðîí, ïðèíàäëåæàò îäíî-
ìó èç äâóõ êëàññîâ. Õîòåëîñü áû òàê íàñòðîèòü âåñîâûå êîýôôèöèåíòû
ā = (a1, . . . , a512) ðåøàþùåãî ýëåìåíòà, ÷òîáû íà îáðàçàõ èç ïåðâîãî êëàññà
ðåøàþùèé ýëåìåíò âûäàâàë 0, à íà îáðàçàõ èç âòîðîãî êëàññà � 1. Íàñòðîé-
êà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáó÷àþùåãî àëãî-
ðèòìà, íà âõîä êîòîðîãî ïîñòóïàåò îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, ò.å. ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îáðàçîâ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî, ê êàêîìó êëàññó îíè ïðèíàäëåæàò.
Â çàâèñèìîñòè îò ïðàâèëüíîñòè îòíåñåíèÿ î÷åðåäíîãî îáðàçà èç îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêè ê ñâîåìó êëàññó îáó÷àþùèé àëãîðèòì ìîæåò ìåíÿòü âåñîâûå
êîýôôèöèåíòû.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå êëàññû îáðàçîâ ìîãóò ðàñïîçíàâàòüñÿ ïåðñåï-
òðîíîì? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òðèâèàëåí. Èç ñàìîãî âèäà ðåøàþùåãî ïðàâè-
ëà âèäíî, ÷òî ðàñïîçíàâàòüñÿ ìîãóò òîëüêî êëàññû, êîòîðûå â ïðèçíàêîâîì
ïðîñòðàíñòâå ìîãóò áûòü îòäåëåíû äðóã îò äðóãà ãèïåðïëîñêîñòüþ. Òîãäà
âñòàåò âîïðîñ: åñëè êëàññû îáðàçîâ îòäåëèìû ãèïåðïëîñêîñòüþ â ïðèçíàêî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, òî ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà? Îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà àìåðèêàíñêîãî ó÷åíîãî Íîâèêîâà.

Òåîðåìà Íîâèêîâà

Ïóñòü Rk � ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî, Mi ⊆ Rk, Mi 6= ∅, i = 1, 2,
M1

⋂
M2 = ∅. Ìíîæåñòâà M1 è M2 ëèíåéíî îòäåëèìû (ñòðîãî ëèíåéíî

îòäåëèìû) òî÷íî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ā ∈ Rk è c ∈ R, ÷òî äëÿ ëþáûõ
x̄1 ∈M1 è x̄2 ∈M2 âûïîëíåíî ā · x̄1 > c, ā · x̄2 < c (ā · x̄1 > c, ā · x̄2 < c).

Ìíîæåñòâà M1,M2 ⊆ Rk ñòðîãî 0-îòäåëèìû òî÷íî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóþò ā ∈ Rn, ÷òî äëÿ ëþáûõ x̄1 ∈ M1 è x̄2 ∈ M2 âûïîëíåíî
ā · x̄1 > 0, ā · x̄2 < 0.

ÌíîæåñòâîM ⊆ Rk ñòðîãî ëèíåéíî îòäåëèìî îò íóëÿ òî÷íî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ā ∈ Rk, ÷òî äëÿ ëþáûõ x̄ ∈M âûïîëíåíî ā · x̄ > 0.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè M1,M2 ∈ Rk è M̃i = {(x1, . . . , xk, 1) : (x1, . . . , xk) ∈
∈ Mi}, i = 1, 2, òî M1 è M2 ñòðîãî ëèíåéíî îòäåëèìû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà M̃1 è M̃2 ñòðîãî 0-îòäåëèìû.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè M1,M2 ∈ Rk è M ′ = M1

⋃
{−x̄ : x̄ ∈ M2}, òî M1

è M2 ñòðîãî 0-îòäåëèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ′ ñòðîãî ëèíåéíî
îòäåëèìî îò 0.
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Ïóñòü äàíû äâà ñòðîãî ëèíåéíî îòäåëèìûõ ìíîæåñòâà M1,M2 ⊂ Rn−1.
Ïóñòü M ′ = M1

⋃
{−x̄ : x̄ ∈ M2} è M = {(x1, . . . , xn−1, 1) : (x1, . . . , xn−1) ∈

∈ M ′} ⊂ Rn. Òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 1 è 2 ìíîæåñòâî M ñòðîãî
ëèíåéíî îòäåëèìî îò íóëÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì A, êîòîðûé äëÿ ñòðîãî ëèíåéíî îò-
äåëèìîãî îò íóëÿ ìíîæåñòâà M ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íîðìàëü îòäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè. Íà âõîä àëãîðèòìà ïîñòóïàåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ȳ1, ȳ2, . . . òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . âûïîëíåíî ȳi ∈M . Ýòà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Àëãîðèòì
A ñîñòîèò â èòåðàòèâíîì óòî÷íåíèè íîðìàëè ā îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêî-
ñòè, íàçûâàåìîé âåñîâûì âåêòîðîì, ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

Øàã 0. ā0 := (0, . . . , 0).

Øàã i (i > 0). Åñëè ȳi · āi−1 ↔ 0, òî āi = āi−1 + ȳi, èíà÷å āi = āi−1.

Äëÿ êîíå÷íîãî M = {ȳ1, . . . , ȳs} èç Rn ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

D(M) = max
ȳ∈M

||ȳ||,

V (M) =

{
s∑
i=1

αiȳi :

s∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0, i = 1, . . . , s

}
�

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M ,

ρ(M) = min
ȳ∈V (M)

||ȳ||.

Òåîðåìà 3 (Íîâèêîâà). Ïóñòü M ⊂ Rn ñòðîãî ëèíåéíî îòäåëèìî îò 0,
|M | < ∞ è ρ(M) > 0. Ïóñòü ȳ1, ȳ2, . . . � îáó÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . âûïîëíåíî ȳi ∈ M , è êàæäûé ýëåìåíò
ȳ èç M âñòðå÷àåòñÿ â îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ðàç. Ïóñòü ā1, ā2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷åííûõ
â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà A ê îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ȳ1, ȳ2, . . .. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≥ N
âûïîëíÿåòñÿ āi = āN , ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ȳ ∈ M ñïðàâåäëèâî āN · ȳ >
> 0, è äëÿ ÷èñëà èçìåíåíèé s â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ā1, ā2, . . . âûïîëíåíî

s 6
[D2(M)
ρ2(M)

]
.

Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 1.4.1. a) Ïîñòðîèòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà M =
= {(−3;−5), (−1;−2), (0;−1), (1; 1), (2; 3), (5; 8)}. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
M ëèíåéíî îòäåëèìî îò 0. á) Íàéòè ρ(M) è D(M). Âûïèñàòü îöåíêó èç
òåîðåìû Íîâèêîâà.

Çàäà÷à 1.4.2. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(3; 3), (3;−5)} A2 = {(−3; 4), (0; 0)}

Çàäà÷à 1.4.3. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−4; 2), (1; 5), (2;−1)} A2 = {(−3;−4), (0;−2)}
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Çàäà÷à 1.4.4. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−1; 4), (4; 0)} A2 = {(−5; 1), (0; 1)}

Çàäà÷à 1.4.5. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−2; 5), (−4; 4), (2;−4)} A2 = {(2;−1), (2;−1), (0; 4)}

Çàäà÷à 1.4.6. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïðÿìóþ äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−3;−2), (−2; 5), (−3; 1)} A2 = {(1; 0), (1; 3), (−1; 0)}

Çàäà÷à 1.4.7. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïëîñêîñòü äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−2; 5;−2), (−2;−2; 3), (−3;−4; 2)} èA2 = {(2; 4;−2), (−5;−2;−4), (−1; 1;−1)}

Çàäà÷à 1.4.8. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïëîñêîñòü äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−2; 0;−1), (−3; 5; 1)} è A2 = {(1; 4;−2), (2; 5; 3), (−1; 3;−4)}

Çàäà÷à 1.4.9. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïëîñêîñòü äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(3;−4;−1), (2;−1; 0), (2; 0;−2)} è A2 = {(3; 0; 0), (−1; 3; 4), (2; 5;−3)}

Çàäà÷à 1.4.10. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïëîñêîñòü äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−5;−5; 3), (−5;−5; 3), (−5; 5;−5)} èA2 = {(−4; 5;−2), (−3; 5;−3), (4;−2; 3)}

Çàäà÷à 1.4.11. Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ïëîñêîñòü äëÿ ìíîæåñòâ: A1 =
= {(−5; 0; 2), (5; 3; 3), (2;−1; 2), (−3;−3; 1)} èA2 = {(3;−5;−3), (0; 1;−4), (−2;−4; 0)}

Çàäà÷à 1.4.12. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà M1,M2 ⊂ R2 íåëüçÿ îòäåëèòü
ëèíåéíîé ôóíêöèåé è ïîñòðîèòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ ðàçäåëÿþùóþ èõ,
åñëè

à) M1 = {(0, 2), (0,−2), (1,−2), (1, 4), (2, 3), (−1, 3), (−1,−2)} è
M2 = {(1, 0), (2, 0), (2,−1), (3, 1), (4,−2), (5, 2)};

á) M1 = {1, 0), (2, 0), (2, 1), (3,−1), (4, 2), (5,−2)} è
M2 = {(0,−2), (0, 2), (1, 2), (1,−4), (2,−3), (−1,−3), (−1, 2)}.

Çàäà÷à 1.4.13. Êàêèå ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè îò äâóõ ïåðåìåííûõ ïðåä-
ñòàâèìû ïåðñåïòðîíîì, à êàêèå � íåò? Îòâåò îáîñíîâàòü.

Çàäà÷à 1.4.14. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ëèíåéíî îòäåëèìûõ ìíîæåñòâ, íå
ðàçäåëÿåìûõ àëãîðèòìîì Íîâèêîâà.

Çàäà÷à 1.4.15. Äàíî ìíîæåñòâî M ⊂ Rn, ñòðîãî ëèíåéíî îòäåëèìîå îò
0, |M | = 7, D(M) = 10, ρ(M) = 1. Âî âëàñòè ýêñïåðèìåíòàòîðà ñîñòàâèòü
îáó÷àþùóþ âûáîðêó äëÿ ïîäà÷è íà âõîä ïåðñåïòðîíà. Êàæäóþ ñåêóíäó íà
âõîä ïåðñåïòðîíà ìîæåò ïîäàâàòüñÿ 1 ýëåìåíò îáó÷àþùåé âûáîðêè. ×åìó
ðàâíî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå ýêñïåðèìåíòàòîð ãàðàíòèðîâàí-
íî áóäåò çíàòü, ÷òî ïåðñåïòðîí ïîëó÷èë íîðìàëüíûé âåêòîð îòäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè äëÿ ìíîæåñòâà M? Êàê äîëæíà âûãëÿäåòü îáó÷àþùàÿ âû-
áîðêà, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò?

Çàäà÷à 1.4.16. a) Êîîðäèíàòû(x, y) òî÷åê ìíîæåñòâà M ⊂ R2 ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ òîëüêî 0,±1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè 0-îòäåëÿþùåé ïðÿ-
ìîé ïðîèçîéäåò íå áîëåå 10 èçìåíåíèé âåñîâîãî âåêòîðà.

b*) Ïóñòü êîîðäèíàòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0,±1,±2, . . . ,±n}.
Äîêàæèòå ÷òî ÷èñëî èçìåíåíèé âåñîâîãî âåêòîðà íå ïðåâîñõîäèò 16n4.

Çàäà÷à 1.4.17.
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Ïóñòü M1 = {(m,n) ∈ N2
∣∣n,m 6 20, n2 > 2m2}; M2 = {(m,n) ∈

∈ N2
∣∣n,m 6 20, n2 < 2m2}. à) Äîêàçàòü, ÷òî M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

0�îòäåëèìûìè. á*) Îöåíèòü ÷èñëî èçìåíåíèé âåñîâîãî âåêòîðà.

Çàäà÷à 1.4.18. Áóäåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíûìè ñëåäóþùèå îïåðàöèè: i) âû-
÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ; ii) ñðàâíåíèå åãî ñ íóëåì; iii) èçìåíåíèå
âåñîâîãî âåêòîðà.
à) Îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Íîâèêîâà íà êîìïüþòåðå, ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè ν ýë.îï./ñåê. íà ëèíåéíî îòäåëèìîì îò íóëÿ ìíîæåñòâå |M | = m,
äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíû ρ = ρ(M) è D = D(M). á) Ðàññ÷èòàòü ýòî âðåìÿ äëÿ
ν = 2 · 109, m = 500, ρ = 1, D = 200.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

1.4.1 a) Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A(−3,−5),
B(0,−1) è C(5, 8). Òî÷êà (0, 0) ëåæèò âíå ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìóM îò-
äåëèìî îò íóëÿ. á) Ïðîâåäåì ïðÿìóþ AC, åå óðàâíåíèå 13x−8y−1 = 0. Íàé-
äåì ðàññòîÿíèå ρ = 1√

132+(−8)2
= 1√

233
. Î÷åâèäíî D(M) =

√
52 + 82 =

√
89.

Ïî òåîðåìå Íîâèêîâà ïîëó÷àåì îöåíêó s 6 D2/ρ2 = 20737.

1.4.2 Ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ: 6x − 2y − 1 = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî âåêòîðà:
a1 = [0, 0, 0]; a2 = [3, 3, 1]; a3 = [6,−2, 2]; a4 = [6,−2, 1]; a5 = [6,−2, 0];
a6 = [6,−2,−1];

1.4.3 Ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ: x + 5y + 4 = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî âåêòîðà:
a1 = [0, 0, 0]; a2 = [−4, 2, 1]; a3 = [−2, 1, 2]; a4 = [1, 5, 1]; a5 = [3, 4, 2]; a6 =
= [−1, 6, 3]; a7 = [1, 5, 4];

1.4.4 Ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ: 2x + 2y − 3 = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî âåêòîðà:
a1 = [0, 0, 0]; a2 = [−1, 4, 1]; a3 = [3, 4, 2]; a4 = [3, 3, 1]; a5 = [3, 2, 0]; a6 =
= [3, 1,−1]; a7 = [2, 5, 0]; a8 = [2, 4,−1]; a9 = [2, 3,−2]; a10 = [2, 2,−3];

1.4.5 Ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ: 2 − y − 2x = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî âåêòîðà:
a1 = [0, 0, 0]; a2 = [−2, 5, 1]; a3 = [0, 1, 2]; a4 = [−2, 2, 1]; a5 = [−2,−2, 0];
a6 = [−4, 3, 1]; a7 = [−2,−1, 2];

1.4.6 Ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ: −2x−3 = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî âåêòîðà: a1 =
= [0, 0, 0]; a2 = [−3,−2, 1]; a3 = [−5, 3, 2]; a4 = [−6, 0, 1]; a5 = [−5, 0, 0];
a6 = [−4, 0,−1]; a7 = [−3, 0,−2]; a8 = [−2, 0,−3];

1.4.7 Ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü: 4 y−x+11 z+1 = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî âåê-
òîðà: a1 = [0, 0, 0, 0]; a2 = [−2, 5,−2, 1]; a3 = [−4, 3, 1, 2]; a4 = [−6,−1, 3, 1];
a5 = [−1, 1, 7, 0]; a6 = [−3, 6, 5, 1]; a7 = [−6, 2, 7, 2]; a8 = [−1, 4, 11, 1];

1.4.8 Ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü: 4 z− 2 y− 10x = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî âåê-
òîðà: a1 = [0, 0, 0, 0]; a2 = [−2, 0,−1, 1]; a3 = [−3,−4, 1, 0]; a4 = [−6, 1, 2, 1];
a5 = [−8,−4,−1, 0]; a6 = [−7,−7, 3,−1]; a7 = [−10,−2, 4, 0];

1.4.9 Ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü: −2x − 5 y − 3 z = 0. Èçìåíåíèÿ âåñî-
âîãî âåêòîðà: a1 = [0, 0, 0, 0]; a2 = [3,−4,−1, 1]; a3 = [0,−4,−1, 0];
a4 = [−3,−4,−1,−1]; a5 = [−1,−5,−1, 0]; a6 = [1,−5,−3, 1];
a7 = [−2,−5,−3, 0];
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1.4.10 Ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü: −7x − 8 y − 4 z − 1 = 0. Èçìåíåíèÿ âå-
ñîâîãî âåêòîðà: a1 = [0, 0, 0, 0]; a2 = [−5,−5, 3, 1]; a3 = [−10, 0,−2, 2];
a4 = [−6,−5, 0, 1]; a5 = [−2,−10, 2, 0]; a6 = [−6,−8,−1,−1];
a7 = [−11,−3,−6, 0]; a8 = [−7,−8,−4,−1];

1.4.11 Ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü: 6 y − 3x+ 8 z + 2 = 0. Èçìåíåíèÿ âåñîâîãî
âåêòîðà: a1 = [0, 0, 0, 0]; a2 = [−5, 0, 2, 1]; a3 = [0, 3, 5, 2]; a4 = [−3, 0, 6, 3];
a5 = [−1, 4, 6, 2]; a6 = [−4, 1, 7, 3]; a7 = [−2, 5, 7, 2]; a8 = [−5, 2, 8, 3]; a9 =
= [−3, 6, 8, 2];

1.4.12 à) Ïîñòðîèì âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ � îíè ïåðåñåêàþòñÿ, íà-
ïðèìåð, îòðåçîê (1,−2) − (2, 3) ïåðåñåêàåò (1, 0) − (2,−1). Â òî æå âðåìÿ
ñóùåñòâóåò íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) = x− y2, ðàçäåëÿþùàÿ ýòè ìíîæå-
ñòâà. á) Àíàëîãè÷íî.

1.4.13 Ìíîæåñòâà íóëåé è åäèíèö áóëåâñêîé ôóíêöèè íå áóäóò ëèíåéíî
îòäåëèìû òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå ñîäåðæèò ïî äâå òî÷êè è îòðåçêè
ñîåäèíÿþùèå ïàðû òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî áóäóò ôóíêöèè x⊕y è x⊕y⊕1.

1.4.14 Î÷åâèäíî, ýòè ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè. Ïðèìåð áåñêî-

íå÷íûõ ìíîæåñòâ ëåãêî ñòðîèòñÿ, íàïðèìåð M1 = {(m,n) ∈ N2

∣∣∣∣n > m
√

2}

è M2 = {(m,n) ∈ N2

∣∣∣∣n < m
√

2}. Ðàçäåëÿþùàÿ ïðÿìàÿ y = x
√

2 íå ìîæåò

áûòü ïîñòðîåíà, ò.ê. ïðè îáó÷åíèè âñå âåñà áóäóò èìåòü öåëûå êîîðäèíàòû.

1.4.15 Ïî ò. Íîâèêîâà ÷èñëî èçìåíåíèé âåñîâîãî âåêòîðà íå ïðåâîñ-
õîäèò D2/ρ2 = 100. Áóäåì öèêëè÷åñêè ïîäàâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
m1,m2, ...,m7,m1,m2, ...m7,m1, .... Åñëè â òå÷åíèå ïåðèîäà âåñà íå èçìåíè-
ëèñü, òî îòäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïîñòðîåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî áóäåò
ïîäàòü íå áîëåå D2

ρ2 · |M | = 700 ýëåìåíòîâ.

1.4.16 a) Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ïà-
ðû òàêèõ òî÷åê îòñòîÿò îò íà÷àëà êîîðäèíàò íå ìåíåå, ÷åì íà 1/

√
5. À D,

î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò
√

2. b) Î÷åâèäíî, D 6 n
√

2. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíûé òðåóãîëüíèê 4ABO, ãäå A,B ∈M , O � íà÷àëî êîîðäèíàò. Êîîð-
äèíàòû ýòèõ òî÷åê öåëûå, ïîýòîìó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S(4ABO) > 1

2 .
C äðóãîé ñòîðîíû, |AB| 6 2

√
2n. Èç ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè ïîëó÷èì:

ρ = 2 · S/|AB| > 1
2
√

2n
. Îòñþäà D2

ρ2 6 2n2 · 8n2 = 16n4.

1.4.17 a) Òî÷êè ìíîæåñòâà M1 ëåæàò âûøå ïðÿìîé y =
√

2x, à òî÷êè M2

� íèæå. á) Ðåøåàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.4.16 ïóíêò á).

1.4.18 a) Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. ðåø. 1.4.15), ÷òî íà âõîä ïîòðåáóåòñÿ ïîäàòü
íå áîëååmD2

ρ2 ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàM . Çíà÷èò ñòîëüêî áóäåò îïåðàöèé òèïà
i) è ii). À ïî Ò. Íîâèêîâà ÷èñëî èçìåíåíèé âåñîâîãî âåêòîðà íå ïðåâîñõîäèò
mD2

ρ2 . Èòîãî, îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé íå ïðåâîñõîäèò (2m + 1)D
2

ρ2 , à âðåìÿ

t 6 (2m+ 1) D
2

νρ2 .
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Ãëàâà 2

Òåîðèÿ õðàíåíèÿ è ïîèñêà

èíôîðìàöèè

2.1. Ðåëÿöèîííàÿ àëãåáðà

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ðåëÿöèîííàÿ àëãåáðà

Åñëè D1, D2, . . . , Dn � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, òî ïîäìíîæåñòâî
r ⊆ D1 × D2 × · · · × Dn íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé èëè îòíîøåíèåì àðíîñòè
n. Ýëåìåíòû x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ r îòíîøåíèÿ r ïðèíÿòî íàçûâàòü êîðòå-
æàìè, êîìïîíåíòû îòíîøåíèÿ èìåíîâàòü ñèìâîëàìè A1, A2, . . . , An è íà-
çûâàòü àòðèáóòàìè, à îáëàñòü Di çíà÷åíèé àòðèáóòà Ai (i = 1, 2, . . . , n)
íàçûâàòü äîìåíîì è îáîçíà÷àòü Di = dom(Ai). Ñõåìîé îòíîøåíèÿ R íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ R = {A1, A2, . . . , An}, è åñëè Di = dom(Ai) ,
i = 1, 2, . . . , n, òî ëþáîå îòíîøåíèå r ⊆ dom(R) = D1×D2×· · ·×Dn íàçûâàåò-
ñÿ îòíîøåíèåì ñî ñõåìîé R; â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå
r(R) èëè r(A1A2 . . . An).

Çíà÷åíèÿ îòäåëüíûõ àòðèáóòîâ îáîçíà÷àþò xi = x(Ai). Äëÿ âûäåëåíèÿ
ïîäìíîæåñòâà àòðèáóòîâ S = {Ai1 , . . . , Aik} ⊆ R, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáî-
çíà÷åíèå x(S) = x(Ai1 . . . Aik) = (xi1 , . . . , xik).

Â òåîðèè ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ ðàññìàòðèâàþò òîëüêî êîíå÷íûå îò-
íîøåíèÿ (ò.å. |R| <∞) è îòîáðàæàþò èõ â âèäå ïëîñêèõ òàáëèö ñî ñòðîêàìè
� êîðòåæàìè è ñòîëáöàìè � àòðèáóòàìè.

Ðåëÿöèîííàÿ áàçà äàííûõ � ýòî ìíîæåñòâî îòíîøåíèé.
Îïðåäåëèì íåêîòîðûå îïåðàöèè íàä îòíîøåíèÿìè.

Áóëåâû îïåðàöèè

Åñëè r è s îòíîøåíèÿ ñ îäíîé è òîé æå ñõåìîé R, ò.å. ïîäìíî-
æåñòâà dom(R), òî ê íèì ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû îáû÷íûå òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè: îáúåäèíåíèå ∪, ïåðåñå÷åíèå ∩, ðàçíîñòü \ (â ðå-
ëÿöèîííîé àëãåáðå åå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çíàêîì ¾�¿), äîïîëíåíèå ¯.

Àêòèâíûì äîìåíîì àòðèáóòà Ai íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî çíà-
÷åíèé, ïðèñóòñòâóþùèõ â äàííîì îòíîøåíèè, ò.å. adom(Ai, r) = {d ∈
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∈ dom(Ai) | ∃x ∈ r : x(Ai) = d},
Àêòèâíûì äîìåíîì îòíîøåíèÿ r ñî ñõåìîé R = (A1, ..., An) íàçûâàåòñÿ

adom(R, r) = adom(A1, r)× · · · × adom(An, r).
Àêòèâíûì äîïîëíåíèåì îòíîøåíèÿ R íàçûâàåòñÿ r̃ = adom(R, r) \ r.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü çàäàíû r1 =

 A B
a1 b1
a2 b1

 è r2 =


A B
a1 b2
a2 b1
a3 b2

. Òîãäà

r1 ∪ r2 =


A B
a1 b1
a1 b2
a2 b1
a3 b2

, r1 ∩ r2 =

(
A B
a1 b2

)
, r1 − r2 =

(
A B
a1 b1

)
è r̃2 =

=


A B
a1 b1
a2 b2
a3 b1


Îïåðàòîðû âûáîðà

Ïóñòü r � îòíîøåíèå ñî ñõåìîé R, ïóñòü A ∈ R � àòðèáóò è êîíñòàíòà
a ∈ dom(A). Òîãäà σA=a(R) � îáîçíà÷åíèå îïåðàöèè âûáîðà â r êîðòåæåé,
â êîòîðûõ çíà÷åíèå A ðàâíî a, ò.å.

σA=a(r) = {x ∈ r : x(A) = a}.

Åñëè íà dom(A) çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ dom(A)× dom(A) (ïè-
øåì aρb, åñëè (a, b) ∈ ρ), òî âûáîð ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ýòîãî
îòíîøåíèÿ

σAρa(r) = {x ∈ r : x(A)ρa}.

Ïóñòü íà dom(R) çàäàí ïðåäèêàò ρ(x). Òîãäà îïåðàòîð σρ(r) âûáèðàåò âñå
êîðòåæè, íà êîòîðûõ ýòîò ïðåäèêàò âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. σρ(r) = {x ∈ r | ρ(x)}.

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü çàäàíî îòíîøåíèå r =


A B
1 1
1 2
3 2

. Òîãäà σB>1(r) =

=

 A B
1 2
3 2

,
σA>B(r) =

 A B
1 1
3 2

.
Îïåðàòîð ïðîåêöèè

Îïåðàòîð ïðîåêöèè âûáèðàåò ïîäìíîæåñòâî àòðèáóòîâ â îòíîøåíèè.
Ïóñòü r � îòíîøåíèå ñî ñõåìîé R è S ⊆ R. Ïðîåêöèÿ r íà S, çàïèñàííàÿ

êàê πS(r), åñòü îòíîøåíèå,

πS(r) = {x(S) |x ∈ r}.
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Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü çàäàíî îòíîøåíèå r(A,B,C) =


A B C
1 1 2
1 1 3
1 2 2
3 2 2

. Òî-

ãäà πAC(r) =


A C
1 2
1 3
3 2


Îïåðàòîð ñîåäèíåíèÿ

Ñîåäèíåíèå � ýòî áèíàðíûé îïåðàòîð äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ äâóõ îòíî-
øåíèé ïî âñåì èõ îáùèì àòðèáóòàì. Ïóñòü çàäàíû äâà îòíîøåíèÿ r1(R1) è
r2(R2). Ñîåäèíåíèåì îòíîøåíèé r1 è r2, çàïèñûâàåìûì êàê r1 on r2, ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèå r(R) = {x ∈ dom(R1 ∪ R2) |x(R1) ∈ r1, x(R2) ∈ r2}. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäûé êîðòåæ â R ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé êîðåæà èç R1 è êîðòå-
æà èç R2, ó êîòîðûõ ðàâíû çíà÷åíèÿ îáùèõ àòðèáóòîâ èç (R1 ∩R2).

Åñëè R1 ∩R2 = ∅, òî r1 on r2 � ýòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå r1 × r2.
Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü R1 è R2 òàêîâû:
R1(A, B) R2(B, C)

a1 b1 b1 c1
a2 b1 b2 c1

b2 c2
Íàéòè R1 on R2.
Ðåøåíèå. R1 on R2 áóäåò:
R1 on R2(A, B, C)

a1 b1 c1
a2 b1 c1

Ïåðåèìåíîâàíèå àòðèáóòîâ

Åñëè R � ñõåìà îòíîøåíèÿ, A ∈ R, B 6∈ R � àòðèáóòû, è
dom(A) = dom(B), òî ïåðåèìåíîâàíèå àòðèáóòà A íà B ñîñòîèò â çàìåíå â
ìíîæåñòâå R ýëåìåíòà A íà B. Ñõåìà ðåçóëüòàòà R′ = (R \A) ∪ B. Áîëåå
ôîðìàëüíî

ρA→B(R) = {x′ ∈ dom(R′) | ∃x ∈ r : x(R \A) = x′(R \A), x(A) = x′(B)}

Êëþ÷è îòíîøåíèé

Ñóïåðêëþ÷îì îòíîøåíèÿ r ñî ñõåìîé R íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâî àòðè-
áóòîâ S ⊂ R, äëÿ êîòîðîãî íå ñóùåñòâóåò äâóõ êîðòåæåé x, x′ ∈ r, òàêèõ,
÷òî x(S) = x′(S).

Êëþ÷îì (ïîòåíöèàëüíûì) îòíîøåíèÿ r ñî ñõåìîé R íàçûâàþò ñóïåðê-
ëþ÷, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè, ò.å. S � ñóïåðêëþ÷ è íå ñó-
ùåñòâóåò ñóïåðêëþ÷à S′, òàêîãî, ÷òî S′ ⊂ S è S′ 6= S.

Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 2.1.1. Ïóñòü çàäàíû îòíîøåíèÿ r(ABC) è s(BCD). Êàêîâà ñõåìà
îòíîøåíèÿ E = πA

(
σB=b(s)

)
on πB

(
πBC(r)− πBC(s)

)
?
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Çàäà÷à 2.1.2. Ïóñòü çàäàíû îòíîøåíèÿ r(R) è s(S) ñî ñõåìàìè
R = {A,B,C} è S = {B,C,D}, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü a ∈ dom(A)
è b ∈ dom(B) Êàêèå èç âûðàæåíèé: a) σA=a,B=b(s); b) πB(r on s);
c) πA(r) ./ πD(s); d) πAB(r) ∪ πBC(s); e) πBC(r) ∩ πBC(r ./ s)
f) σA=a,B=b(r ./ s)− σA=a,B=b(r); èìåþò ñìûñë?

Çàäà÷à 2.1.3. Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî R, è r, s � îòíîøåíèÿ ñî ñõåìîé
R. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå ðàâåíñòâà: a) πX(r − s) = πX(r) − πX(s);
b) πX(r∩ s) = πX(r)∩πX(s); c) πX(r∪ s) = πX(r)∪πX(s); d) πX(r̄) = πX(r).

Çàäà÷à 2.1.4. r è r′ � îòíîøåíèÿ ñî ñõåìîé R, ãäå X ⊆ R. Ïóñòü s, t �
îòíîøåíèÿ ñî ñõåìàìè S è T . Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî
à) πX(r ∩ r′) = πX(r) ∩ πX(r′);
b) (r ∩ r′) on s = (r on s) ∩ (r′ on s);
c) (r on s) on t = r on (s on t)?

Çàäà÷à 2.1.5. Ïóñòü r � îòíîøåíèå ñî ñõåìîé R, ãäå dom(R) = R (ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë). Âûïèñàòü âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî
îïåðàöèè ðåëÿöèîííîé àëãåáðû, íàõîäÿùåå íàèáîëüøåå ÷èñëî â r (òî÷íåå
îòíîøåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî ýòîò ýëåìåíò).

Çàäà÷à 2.1.6. Ïóñòü r � ñïèñîê ñòóäåíòîâ III êóðñà ñî ñëåäóþùèìè àòðè-
áóòàìè: G � ãðóïïà, N � ÔÈÎ, S � ïîë, Y � ãîä ðîæäåíèÿ, A íàó÷.ðóê.,
M1, ...,M5 � îòìåòêè çà ïîñëåäíþþ ñåññèþ, C � òåìà êóðñîâîé.

Âûïèñàòü âûðàæåíèÿ ðåëÿöèîííîé àëãåáðû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñëåäóþ-
ùèõ îòíîøåíèé: a) Ñïèñîê òåì êóðñîâûõ ó äàííîãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ
a0 ∈ dom(A). b) Ñïèñîê ñòóäåíòîâ, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó çàäîëæåííîñòü;
c) Ñïèñîê ñòóäåíòîâ, èíòåðåñóþùèõ âîåíêîìàò1. d) Ïóñòü îòíîøåíèå s èìå-
åò îäèí àòðèáóò A è çàäàåò ñïèñîê âñåõ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû. Íàéòè ñïèñîê
ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû, íå èìåþùèõ íè îäíîãî ñòóäåíòà; e)* Ñïèñîê ñîòðóä-
íèêîâ êàôåäðû, èìåþùèõ áîëåå îäíîãî ñòóäåíòà;

Çàäà÷à 2.1.7. Â ó÷åáíîé ÷àñòè MIT2 íàáîð òàáëèö äðóãîé:
r1(CSG) �- Course-StudentID-Grade

r2(SNPE) �- StudentID-Name-Phone-Email

r3(CDHR) �- Course-Day-Hour-Room

a) Ïîëó÷èòü ñïèñîê òåëåôîíîâ ñòóäåíòîâ, êîòîðûå ïîñåùàþò êóðñ ¾A.I.¿
(Arti�cial Intelligence).
b) Â àóäèòîðèè a ∈ Dom(R) â ïîíåäåëüíèê áóäåò èäòè ðåìîíò. Íàäî ðàçî-
ñëàòü ñîîáùåíèå î ïåðåíîñå çàíÿòèé â äðóãóþ àóäèòîðèþ. Íàéäèòå àäðåñà
âñåõ ñòóäåíòîâ, ó êîòîðûõ â ïîíåäåëüíèê (â ëþáîå âðåìÿ) åñòü çàíÿòèÿ â
ýòîé àóäèòîðèè.
c) Ïî çàäàííîìó ID ñòóäåíòà (s0 ∈ dom(S)) îïðåäåëèòü, â êàêîé àóäèòîðèè
ó íåãî â ïîíåäåëüíèê ïåðâàÿ ïàðà (ò.å. H = 1).

Çàäà÷à 2.1.8. Äàíî r � ðàñïèñàíèå àâèàðåéñîâ Íüþ-Éîðê�Ìîñêâà ñ àòðè-
áóòàìè A1 � íîìåð ðåéñà, A2 � âðåìÿ âûëåòà, A3 � âðåìÿ ïðèáûòèÿ. è s �
ðàñïèñàíèå ýëåêòðè÷åê Ìîñêâà�Âàñþêè ñ àòðèáóòàìè B1 � íîìåð ïîåçäà,
B2 � âðåìÿ îòïðàâëåíèÿ, B3 � âðåìÿ ïðèáûòèÿ. à) Ñîñòàâèòü ñïèñîê âñåõ

1þíîøè ïðèçûâíîãî âîçðàñòà, íå ñäàâøèå ñåññèþ
2Ó êàæäîãî ñòóäåíòà ñâîé íàáîð êóðñîâ, êîòîðûå íàäî ïîñåùàòü
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âîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ èç Íüþ-Éîðêà â Âàñþêè (ïîåçä äîëæåí îòïðàâëÿòü-
ñÿ ïîçæå, ÷åì ïðèëåòèò ñàìîëåò); á) Âûáðàòü èç ïóíêòà à) òå ìàðøðóòû, â
êîòîðûõ ÷åëîâåê ñàäèòñÿ íà áëèæàéøóþ ýëåêòðè÷êó (à íå íà ëþáóþ ïîñëå
ïðèëåòà ñàìîëåòà).

Çàäà÷à 2.1.9. Â îòäåëå êàäðîâ ïðåäïðèÿòèÿ â áàçå åñòü äâå òàáëèöû:
r(NPS), ãäå àòðèáóòû N � ÔÈÎ (Name), P � Äîëæíîñòü (Position), W
� Çàðïëàòà(Wages) è s(BS) ñ àòðèáóòàìè B � Íà÷àëüíèê (Boss), S �
Ïîä÷èíåííûé (Subordinate) (ïðè÷åì dom(N) = dom(B) = dom(S)). à) Êàê
ïîëó÷èòü ñïèñîê ðÿäîâûõ ñîòðóäíèêîâ (ò.å. òåõ, ó êîãî íåò ïîä÷èíåííûõ)?
b) Êàê ïîëó÷èòü ñïèñîê íà÷àëüíèêîâ, ó êîòîðûõ âñå íåïîñðåäñòâåííûå ïîä-
÷èíåííûå ïîëó÷àþò çàðïëàòó íå ìåíåå çàäàííîãî w? c) Êàê ïîëó÷èòü ñïè-
ñîê ìåíåäæåðîâ ñðåäíåãî çâåíà, ò.å. íà÷àëüíèêîâ, ó êîòîðûõ â ïîä÷èíåíèè
òîëüêî äðóãèå íà÷àëüíèêè (è íåò ðÿäîâûõ ñîòðóäíèêîâ)?

Çàäà÷à 2.1.10. Â ñàëîíå êðàñîòû ó ñåêðåòàðÿ åñòü òàáëèöû:

� r(CNP ) c àòðèáóòàìè C � ID êëèåíòà, N � ÔÈÎ, P � òåëåôîí;

� s(MN ′S) ñ àòðèáóòàìè M � ID ñîòðóäíèêà, N ′ � ÔÈÎ ñîòðóäíèêà,
S � ñïåöèàëèçàöèÿ;

� t(DTCM) ñ àòðèáóòàìè D � äàòà, T � âðåìÿ, C � ID êëèåíòà, M �
ID ñîòðóäíèêà.

a) Ïîëó÷èòü ñïèñîê ÔÈÎ âñåõ ìàíèêþðùèö, êîòîðûå â÷åðà (dy ∈ dom(D))
ðàáîòàëè ïîñëå 14-00. b) Ïàðèêìàõåð Àíæåëà Ïóãîâêèíà (À.Ï. ∈ dom(N ′))
çàáîëåëà, íàäî îáçâîíèòü åå êëèåíòîâ. Ïîëó÷èòü ñïèñîê êëèåíòîâ (ñ òåëå-
ôîíàìè), êîòîðûõ îíà äîëæíà áûëà ñåãîäíÿ (dt ∈ dom(D)) îáñëóæèâàòü

Çàäà÷à 2.1.11. Ïóñòü r � îòíîøåíèå ñî ñõåìîé (N,P ), ãäå N � íàçâàíèå
òîâàðà, à P � öåíà. Âûïèñàòü îïåðàòîð ðåëÿöèîííîé àëãåáðû, êîòîðûé à)
Ïî íàçâàíèþ òîâàðà n0 ∈ dom(N) íàõîäèò íàçâàíèÿ âñåõ òîâàðîâ íå äåøåâ-
ëå ýòîãî òîâàðà n0; b) Íàõîäèò ñàìûé äîðîãîé òîâàð (åñëè ñ òàêîé öåíîé
åñòü íåñêîëüêî òîâàðîâ, òî íàõîäèò èõ âñå). ñ) Íàõîäèò ñàìûé äåøåâûé
òîâàð èç òåõ, ÷òî äîðîæå, ÷åì n0.

Çàäà÷à 2.1.12. Ïóñòü äàíû îòíîøåíèÿ r(AN) è s(NB), ïóñòü
n0 ∈ Dom(N). a) Äîêàæèòå, ÷òî σN=n0

(r on s) = σN=n0
(r) on σN=n0

(s);
b) Ïóñòü |adom(N)| = L è äëÿ êàæäîãî n ∈ adom(N) çíà÷åíèå àòðèáó-
òà N = n âñòðå÷àåòñÿ â îòíîøåíèè r ðîâíî M ðàç, à â s�ðîâíî K ðàç.
Ñðàâíèòå êîëè÷åñòâî ïàìÿòè òðåáóåìîé ïðè óêàçàííûõ â ïóíêòå à) ñõåìàõ
âû÷èñëåíèé. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé àòðèáóò êàæäîãî
êîðòåæà çàíèìàåò îäíó ÿ÷åéêó ïàìÿòè, à çàòðàòàìè íà õðàíåíèå ñòðóêòóðû
áàçû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü r(R) è s(S) � äâà îòíîøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ R∩ S =
= ∅. Ïóñòü çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå θ : R × S → {0, 1}. Òîãäà îïåðàòîð
θ-ñîåäèíåíèÿ çàäàåòñÿ êàê t(AB) = r onθ s = {t = (tr, ts) : trθts, tr ∈ r, ts ∈
∈ s}. Ò.å. ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííîå
îòíîøåíèå θ èñòèííî.

Çàäà÷à 2.1.13. Âûðàçèòü îïåðàòîð θ-ñîåäèíåíèÿ ÷åðåç ñòàíäàðòíûå îïå-
ðàöèè ðåëÿöèîííîé àëãåáðû.



58 Ãëàâà 2. Òåîðèÿ õðàíåíèÿ è ïîèñêà èíôîðìàöèè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü r(R) è s(S) � îòíîøåíèÿ ñî ñõåìàìè S ⊆ R. Òîãäà
ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ðåëÿöèîííîãî äåëåíèÿ: r ÷ s = {x ∈ dom(R \
\ S) : ∀y ∈ s

(
[x, y] ∈ r

)
}.

Çàäà÷à 2.1.14. Ïóñòü äàíû îòíîøåíèÿ r(R) è s(S), ïðè÷åì R ∪ S = ∅.
Äîêàæèòå, ÷òî (r on s)÷ s = r.

Çàäà÷à 2.1.15. Äîêàæèòå, ÷òî a) èç s ⊆ s′ ñëåäóåò (r ÷ s′) ⊆ (r ÷ s);
b) Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíîå íåâåðíî, ò.å. èç (r÷ s′) ⊆ (r÷ s) íå ñëåäóåò, ÷òî
s ⊆ s′;

Çàäà÷à 2.1.16. Ïóñòü r(R) è s(S) � îòíîøåíèÿ ñî ñõåìàìè S ⊆ R è R′ =
= R\S. Äîêàæèòå, ÷òî a) r÷s = πR′(r)−πR′

(
(πR′(r) on s)−r

)
; b) Äîêàæèòå,

÷òî r ÷ s =
⋂
t∈s

πR′(σS=t(r)).

Çàäà÷à 2.1.17. Äëÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ q(RS) èçâåñòíî, ÷òî |q| =
= |πR(q)| · |πS(q)|. a) Äîêàæèòå, ÷òî q = πR(q) on πS(q). b) Ïóñòü çàäàíî
îòíîøåíèå r(ABC), íàéäèòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî
r = πAB(r) on πBC(r).

Çàäà÷à 2.1.18. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ (ò.å. îòíîøåíèÿ
ñ 3 àòðèáóòàìè), êîòîðîå íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîíúþíêöèè
áèíàðíûõ îòíîøåíèé áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ àòðèáóòîâ. Ïîäóìàéòå,
êàêàÿ îïåðàöèÿ ðåëÿöèîííîé àëãåáðû ñîîòâåòñòâóåò êîíúþíêöèè áèíàð-
íûõ îòíîøåíèé?

Çàäà÷à 2.1.19. Ïóñòü r è s � îòíîøåíèÿ ñî ñõåìîé R è êëþ÷îì K ⊂ R.
Êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòíîøåíèé îáÿçàòåëüíî äîëæíû èìåòü ñóïåðêëþ÷ K:
a) r ∪ s; b) r ∩ s; c) r − s; d) r̃; e) πK(r); f) r ./ s.

Çàäà÷à 2.1.20. Ïðèâåñòè ïðèìåð îòíîøåíèé r(R) è s(R) c êëþ÷îì K ⊂ R,
òàêèõ, ÷òî K íå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì íè äëÿ r∩s íè äëÿ r−s (õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðêëþ÷îì).

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

2.1.1 E(AB).

2.1.2 a) íåò; b) äà; c) äà; d) íåò; e) äà; f) íåò.

2.1.3 a,b) Îïðîâåðãàåòñÿ ïðèìåðîì r =

(
A B
a b

)
, s =

(
A B
a b′

)
. c) Âåð-

íî. d) Îïðîâåðãàåòñÿ ïðèìåðîì r =

 A B
a b
a1 b1

.
2.1.4 Ðåøåíèå. à) Íåâåðíî, ëåãêî ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð, íàïðèìåð r =
= {(x1, y1)}, r′ = {(x1, y2)}, ãäå y1 6= y2. b) Âåðíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
äëÿ r ñî ñõåìîé (X,Y ) è s ñî ñõåìîé (Y,Z)

2.1.5 r − πR
(
σR<R′

(
r on ρR→R′(r)

))
.
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2.1.6 a) ra = πC(σA=a0(r)); b) rb = πN (σ(M1=2)∨...∨(M5=2)(r));
c) rc = πN (σ(S=Ìóæ.)∨(Y61995)(r))∩rb, ãäå rb � ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà
(Çäåñü 1995 âûáðàíî êàê 2013-18); d) rd = s− πA(r); e) Ïóñòü r1 = πAN (R),
r2 = r1 on ρN←N ′(r1). Òîãäà re = πA(σN 6=N ′(r2)) � ðåøåíèå.

2.1.7 a) Ïóñòü s = πCS(r1) on πSP (r2), òîãäà p = πP (σC=¾A.I.¿(s)) � èñêîìûé
ñïèñîê. b) Ïóñòü s1 = πC(σD=Mon.(r3)), s2 = πCS(r1) on πSE(r2). Òîãäà
πE(s1 on s2) � èñêîìûé ñïèñîê àäðåñîâ. c) Ïóñòü s = πCS(r1) on r3, òîãäà
πR(σD=Mon.,H=1(s)) � ñïèñîê àóäèòîðèé (èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî).

2.1.8 a) ra = σA3<B2
(r on s); b) Ïóñòü r′ = ρB2→B′(πB(s)), r′′ =

= σ(A3<B′)&(B′<B2)(ra on r′). Òîãäà èñêîìûé ñïèñîê ra − πA1A2A3B1B2B3
(r′′).

2.1.9 a) ra = πS(s)− ρB→S(πB(s)); b) Ïóñòü t = s on (ρN→S(r)), òîãäà îòâåò
� rb = πB(σW>w(t))− πB(σW<w(t)). c) πB(s)− πB(s on ra), ãäå ra � îòâåò â
ïóíêòå à).

2.1.10 a) r′ = πM (σD=dy&T>14:00(t)), òîãäà ra = πN ′(r
′ on σS=¾ìàíèêþð¿(s))

� îòâåò. b) r′′ = (σN ′=À.Ï.(s) on σD=dt(t), òîãäà rb = πCP (πC(r′′) on r) �
îòâåò.

2.1.11 a) Ïóñòü p = ρP→P ′(πP (σN=n0
(r))), òîãäà ra = πN (σP>P ′(r on p)).

b) Ïóñòü r′ = r on (ρN→N ′(πN (r))), òîãäà rb = πN (r) − πN (σP<P ′(r
′))

� îòâåò. Àëüòåððíàòèâíûé âàðèàíò � èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ ðåëÿöèîí-
íîãî äåëåíèÿ: rb′ = σN>N ′(r

′) ÷ πN ′(r
′). c) r′′ = πN ′,P ′(σN=n0,P ′>P (r on

on ρN→N ′,P→P ′(r))). Äàëåå � êàê â ïóíêòå b).

2.1.12 a) Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî êîðòåæåé âèäà (an, n, bn),
ãäå (an, n) ∈ r, (n, bn) ∈ s. b) Äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â
ïåðâîì ñëó÷àå (ëåâàÿ ÷àñòü) òðåáóåòñÿ KLM , à âî âòîðîì�K +M ÿ÷ååê.
Äëÿ õðàíåíèÿ îòâåòà òðåáóåòñÿ KM ÿ÷ååê � â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

2.1.13 r onθ s = πRθS(r on s).

2.1.14 Åñëè R ∪ S = ∅, òî r on s = r× s è óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäå-
ëåíèÿ îïåðàöèè ðåëÿöèîíííîãî äåëåíèÿ.

2.1.15 a) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé x ∈ r÷ s. Òîãäà ïðè âñåõ y ∈ s êîðòåæ
(x, y) âõîäèò â r, ò.å. ïðè âñåõ y ∈ s′ ýòî òîæå âûïîëíåíî, ñëåäîâàòåëüíî,

x ∈ r ÷ s′. b) Ïðèâåäåì êîíòðïðèìåð: r(AB) =

 a 1
a 2
b 2

; s(B) = (2) è

s′(B) = (1).

2.1.16 a) Åñëè äëÿ âñåõ b ∈ s êîðòåæ (a0, b) ñîäåðæèòñÿ â r, òî â (πR′(r) on
on s) − r íå áóäåò êîðòåæåé, ñîäåðæàùèõ a0, ñëåäîâàòåëüíî, îíè îñòàíóòñÿ
â πR′(r)− πR′

(
(πR′(r) on s)− r

)
. È íàîáîðîò, åñëè ïðè íåêîòîðîì b0 êîðòåæ

(a0, b0) 6∈ r, òî îí áóäåò â (πR′(r) on s) − r è, ñëåäîâàòåëüíî, â πR′(r) −
− πR′

(
(πR′(r) on s) − r

)
íå áóäåò a0. b) Åñëè x ∈ πR′(σS=t(r)), òî êîðòåæ

(x, t) ïðèíàäëåæèò r. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå òàêèõ ìíîæåñòâ äàåò êàê
ðàç îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ðåëÿöèîííîãî äåëåíèÿ.



60 Ãëàâà 2. Òåîðèÿ õðàíåíèÿ è ïîèñêà èíôîðìàöèè

2.1.17 a) Î÷åâèäíî, ÷òî q ⊂ πR(q) × πS(q) = πR(q) on πS(q). Äî-
êàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ x ∈ πR(q) è
y ∈ πS(q), òàêèå, ÷òî (x, y) 6∈ q. Òîãäà îòíîøåíèå q ñîäåðæèò ìåíåå
|πR(q) × πS(q)| = |πR(q)| · |πS(q)| êîðòåæåé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çà-
äà÷è.

2.1.18 r =


A B C
a2 b1 c1
a1 b2 c1
a1 b1 c2

. Åñëè áû ýòî îòíîøåíèå áûëî êîíúþíêöè-

åé áèíàðíûõ îòíîøåíèé, òî òàì äîëæåí áûë áû ïðèñóòñòâîâàòü êîðòåæ
(a1, b1, c1).

2.1.19 a) íåò; b) äà; c) äà; d) íåò; e) äà; f) äà.

2.1.20 r =


A B
1 a
1 b
2 a
2 b

 è s =


A B
1 a
1 b
3 a
3 b


2.2. Èíôîðìàöèîííî�ãðàôîâûé ïîäõîä.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Y , áóäåì íàçûâàòü åãî ìíîæåñòâîì
îáúåêòîâ ïîèñêà èëè ìíîæåñòâîì çàïèñåé, à ýëåìåíòû y ∈ Y , áóäåì íàçû-
âàòü, çàïèñÿìè.

Äàëåå â çàäà÷àõ ïîèñêà âñåãäà èìååòñÿ ìíîæåñòâî çàïðîñîâ. áóäåì îáî-
çíà÷àòü åãî ÷åðåç X.

Íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X × Y èìååòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå, êîòî-
ðîå ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü, êîãäà çàïèñü èç Y óäîâëåòâîðÿåò çàïðîñó èç
X. Ýòî îòíîøåíèå áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèåì ïîèñêà.

Òðîéêó S = 〈X,Y, ρ〉, ãäå X � ìíîæåñòâî çàïðîñîâ, Y � ìíîæåñòâî
çàïèñåé, ρ � îòíîøåíèå ïîèñêà, çàäàííîå íà X ×Y , áóäåì íàçûâàòü òèïîì
çàäà÷ èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà èëè ñîêðàùåííî òèïîì ÇÈÏ.

Òðîéêó I = 〈X,V, ρ〉, ãäåX � ìíîæåñòâî çàïðîñîâ; V � íåêîòîðîå êîíå÷-
íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Y , â äàëüíåéøåì íàçûâàåìîå áèáëèîòåêîé; ρ
� îòíîøåíèå ïîèñêà, çàäàííîå íà X×Y , áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé èíôîðìà-
öèîííîãî ïîèñêà (ÇÈÏ) òèïà S = 〈X,Y, ρ〉. Ñîäåðæàòåëüíî áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî çàäà÷à I = 〈X,V, ρ〉 ñîñòîèò â ïåðå÷èñëåíèè äëÿ ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî
çàïðîñà x ∈ X âñåõ òåõ è òîëüêî òåõ çàïèñåé èç V , êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè ρ ñ çàïðîñîì x, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò çàïðîñó x.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ÇÈÏ I = 〈X,V, ρ〉. Àëãîðèòì ïîèñêà ðåøàåò
ÇÈÏ, åñëè íà ëþáîé çàïðîñ èç ìíîæåñòâà çàïðîñîâ X îí âûäàåò âñå òå è
òîëüêî òå çàïèñè èç V , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàïðîñó. Âîçüìåì ïðîèçâîëü-
íóþ çàïèñü y ∈ Y . Äëÿ íåå ìîæíî ââåñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

χy,ρ(x) =

{
1, åñëè xρy
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

,
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òî åñòü îíà ðàâíà 1 íà òåõ è òîëüêî òåõ çàïðîñàõ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò
çàïèñü y. Òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì, ðåøàþùèé ÇÈÏ I = 〈X,V, ρ〉,
ãäå V = {y1, . . . , yk}, � íè ÷òî èíîå êàê àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ñèñòåìó
ôóíêöèé {χy1,ρ, . . . , χyk,ρ}.

Ðàññìîòðèì îðèåòèðîâàííóþ ñåòü, â íåé âûäåëåí ïîëþñ, êîòîðûé íà-
çûâàåòñÿ êîðíåì, è êàæäàÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé çàïèñåé χyi,ρ
(i = 1, k) ðåàëèçóåòñÿ êàê ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ìåæäó êîðíåì è ñâîèì
ïîëþñîì, êîòîðûé îòìåòèì ïðèïèñûâàíèåì åìó çàïèñè yi. Àëãîðèòì ïî-
èñêà: ñ÷èòàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âñå âåðøèíû ñåòè, êðîìå êîðíÿ,
íåîòìå÷åííûå, à íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåðøèí ñåòè, êîòîðîå
íàçîâåì ìíîæåñòâîì àêòèâíûõ âåðøèí, ñîäåðæèò òîëüêî êîðåíü ñåòè. Íà
êàæäîì î÷åðåäíîì øàãå äåëàåì ñëåäóþùåå. Åñëè ìíîæåñòâî àêòèâíûõ âåð-
øèí íå ïóñòî, òî âûáèðàåì ïåðâóþ àêòèâíóþ âåðøèíó è óäàëÿåì åå èç ìíî-
æåñòâà àêòèâíûõ âåðøèí. Åñëè âûáðàííàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì, òî
ñîîòâåòñòâóþùóþ åé çàïèñü âêëþ÷àåì â îòâåò íà çàïðîñ x. Ïðîñìàòðèâàåì
â íåêîòîðîì ïîðÿäêå âñå ðåáðà, èñõîäÿùèå èç âûáðàííîé âåðøèíû, è åñëè
ïðåäèêàò, ïðèïèñàííûé ïðîñìàòðèâàåìîìó ðåáðó, íà çàïðîñå x ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 1 è êîíåö ïðîñìàòðèâàåìîãî ðåáðà íåîòìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî îò-
ìå÷àåì êîíåö ïðîñìàòðèâàåìîãî ðåáðà è âêëþ÷àåì åãî â ìíîæåñòâî àêòèâ-
íûõ âåðøèí (åñëè ìû âêëþ÷èì åãî â íà÷àëî ìíîæåñòâà àêòèâíûõ âåðøèí,
òî ïîëó÷èì àëãîðèòì îáõîäà "ñíà÷àëà âãëóáü à åñëè â êîíåö � òî "ñíà÷à-
ëà âøèðü"). Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó â òîò ìîìåíò, êîãäà ìíîæåñòâî
àêòèâíûõ âåðøèí îêàæåòñÿ ïóñòûì.

Ïóñòü M � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. ×åðåç |M | îáîçíà÷èì ÷èñëî
ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå M , íàçûâàåìîå ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà M .

×åðåç {1,m} äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî {1, 2, . . . ,m}.
Íåêîòîðûå îöåíêè ìû áóäåì ïðèâîäèòü ñ òî÷íîñòüþ äî ãëàâíîãî ÷ëåíà,

ïîýòîìó ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, îáû÷íî ïðèíÿòûå ïðè îïèñàíèè àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ îöåíîê.

Áóäåì ïèñàòü α(n) = ō(1), åñëè lim
n→∞

α(n) = 0; A(n) = ō(B(n)), åñëè

A(n) = B(n) · ō(1). Ñêàæåì, ÷òî A(n) àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäèò

B(n) ïðè n → ∞ è îáîçíà÷èì A <∼ B, åñëè ñóùåñòâóåò α(n) = ō(1) òàêîå,
÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0, A(n) 6 (1 + α(n)) · B(n). Åñëè A <∼ B

è B <∼ A, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A è B àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû ïðè n →
→ ∞ è îáîçíà÷àòü A ∼ B. Áóäåì ïèñàòü A <

_ B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0, A(n) 6
6 c · B(n). Åñëè A <

_ B è B <
_ A, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A è B ðàâíû ïî

ïîðÿäêó ïðè n→∞ è îáîçíà÷àòü A � B èëè A = O(B).
×åðåç

(
n
k

)
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k. Åñëè

r � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî ÷åðåç [r] áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìàëüíîå öå-
ëîå, íå ïðåâûøàþùåå r, à ÷åðåç ]r[ � ìèíèìàëüíîå öåëîå, íå ìåíüøåå, ÷åì

r. Çíà÷îê
def
= áóäåì ïîíèìàòü êàê "ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî". Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷êîì M, à çíà÷îê Mx áóäåì ïîíèìàòü êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðè âàðèàöèè ïåðåìåííîé x.

Äîãîâîðèìñÿ òàêæå î òåîðåòèêî-ãðàôîâîé òåðìèíîëîãèè.
Ïóñòü íàì äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Â îðèåíòèðîâàííîì ðåáðå (α, β)

âåðøèíó α áóäåì íàçûâàòü íà÷àëîì ðåáðà, à β � êîíöîì. Ñêàæåì, ÷òî îðè-
åíòèðîâàííîå ðåáðî ãðàôà èñõîäèò èç âåðøèíû β (âõîäèò â âåðøèíó β),
åñëè β � íà÷àëî (êîíåö) äàííîãî ðåáðà. Ñêàæåì, ÷òî ðåáðî èíöèäåíòíî
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âåðøèíå, åñëè ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîíöîâ äàííîãî ðåáðà. Ïîëó-
ñòåïåíüþ èñõîäà (çàõîäà) âåðøèíû ãðàôà íàçîâåì ÷èñëî ðåáåð, èñõîäÿùèõ
èç äàííîé âåðøèíû (âõîäÿùèõ â äàííóþ âåðøèíó). Ñòåïåíüþ èíöèäåíò-
íîñòè âåðøèíû íàçîâåì ÷èñëî èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð. Âåðøèíó ãðàôà íà-
çîâåì êîíöåâîé, åñëè ïîëóñòåïåíü åå èñõîäà ðàâíà 0. Îñòàëüíûå âåðøèíû
ãðàôà íàçîâåì âíóòðåííèìè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð ãðàôà

(α1, α2), (α2, α3), . . . , (αm−1, αm)

íàçîâåì îðèåíòèðîâàííîé öåïüþ îò âåðøèíû α1 ê âåðøèíå αm.
Åñëè f � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà X , òî åñòü

f : X → {0, 1}, òî ìíîæåñòâî Nf = {x ∈ X : f(x) = 1} íàçîâåì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì ïðåäèêàòà f .

Ìíîæåñòâî O(y, ρ) = {x ∈ X : xρy} íàçîâåì òåíüþ çàïèñè y ∈ Y .
Ôóíêöèþ χy,ρ : X → {0, 1} òàêóþ, ÷òî Nχy,ρ = O(y, ρ), íàçîâåì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé çàïèñè y.
Â ôîðìàëüíîì îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ ÈÃ èñïîëüçóþòñÿ 4 ìíîæåñòâà:

� ìíîæåñòâî çàïðîñîâ X;

� ìíîæåñòâî çàïèñåé Y ;

� ìíîæåñòâî F îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå X;

� ìíîæåñòâî G îäíîìåñòíûõ ïåðåêëþ÷àòåëåé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå
X ( ïåðåêëþ÷àòåëè � ýòî ôóíêöèè, îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà).

Ïàðó F = 〈F,G〉 áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì ìíîæåñòâîì.
Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ÈÃ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà øàãà. Íà ïåðâîì øàãå ðàñ-

êðûâàåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ (ñõåìíàÿ) ÷àñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ, íà âòîðîì � ôóíê-
öèîíàëüíàÿ.

Îïðåäåëåíèå ÈÃ ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ñòðóêòóðû.

Ïóñòü íàì äàíà îðèåíòèðîâàííàÿ ìíîãîïîëþñíàÿ ñåòü.
Âûäåëèì â íåé îäèí ïîëþñ è íàçîâåì åãî êîðíåì, à îñòàëüíûå ïîëþñà

íàçîâåì ëèñòüÿìè.
Âûäåëèì â ñåòè íåêîòîðûå âåðøèíû è íàçîâåì èõ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷å-

íèÿ (ïîëþñà ìîãóò áûòü òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ).
Åñëè β � âåðøèíà ñåòè, òî ÷åðåç ψβ îáîçíà÷èì ïîëóñòåïåíü èñõîäà

âåðøèíû β.
Êàæäîé òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ β ñîïîñòàâèì íåêèé ñèìâîë èç G. Ýòî ñî-

îòâåòñòâèå íàçîâåì íàãðóçêîé òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ β ðåáðàì, èç íåå èñõîäÿùèì, ïîñòà-

âèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, ψβ}. Ýòè
ðåáðà íàçîâåì ïåðåêëþ÷àòåëüíûìè, à ýòî ñîîòâåòñòâèå � íàãðóçêîé ïåðå-
êëþ÷àòåëüíûõ ðåáåð.

Ðåáðà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåêëþ÷àòåëüíûìè, íàçîâåì ïðåäèêàòíûìè.
Êàæäîìó ïðåäèêàòíîìó ðåáðó ñåòè ñîïîñòàâèì íåêîòîðûé ñèìâîë èç

ìíîæåñòâà F. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçîâåì íàãðóçêîé ïðåäèêàòíûõ ðåáåð.



2.2. Èíôîðìàöèîííî�ãðàôîâûé ïîäõîä. 63

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ëèñòó ñåòè íåêîòîðóþ çàïèñü èç ìíîæåñòâà Y. Ýòî
ñîîòâåòñòâèå íàçîâåì íàãðóçêîé ëèñòüåâ.

Ïîëó÷åííóþ íàãðóæåííóþ ñåòü íàçîâåì èíôîðìàöèîííûì ãðàôîì íàä
áàçîâûì ìíîæåñòâîì F = 〈F,G〉 .

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÈÃ.

Ñêàæåì, ÷òî ïðåäèêàòíîå ðåáðî ïðîâîäèò çàïðîñ x ∈ X, åñëè ïðåäèêàò,
ïðèïèñàííûé ýòîìó ðåáðó, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà çàïðîñå x; ïåðåêëþ÷à-
òåëüíîå ðåáðî, êîòîðîìó ïðèïèñàí íîìåð n, ïðîâîäèò çàïðîñ x ∈ X, åñëè
ïåðåêëþ÷àòåëü, ïðèïèñàííûé íà÷àëó ýòîãî ðåáðà, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå n íà
çàïðîñå x; îðèåíòèðîâàííàÿ öåïî÷êà ðåáåð ïðîâîäèò çàïðîñ x ∈ X, åñëè
êàæäîå ðåáðî öåïî÷êè ïðîâîäèò çàïðîñ x; çàïðîñ x ∈ X ïðîõîäèò â âåð-
øèíó β ÈÃ, åñëè ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííàÿ öåïî÷êà, âåäóùàÿ èç êîðíÿ
â âåðøèíó β, êîòîðàÿ ïðîâîäèò çàïðîñ x; çàïèñü y, ïðèïèñàííàÿ ëèñòó α,
ïîïàäàåò â îòâåò ÈÃ íà çàïðîñ x ∈ X, åñëè çàïðîñ x ïðîõîäèò â ëèñò α.
Îòâåòîì ÈÃ U íà çàïðîñ x íàçîâåì ìíîæåñòâî çàïèñåé, ïîïàâøèõ â îòâåò
ÈÃ íà çàïðîñ x, è îáîçíà÷èì åãî JU (x). Ýòó ôóíêöèþ JU (x) : X → 2Y

áóäåì ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÈÃ U è íàçûâàòü ôóíêöèåé
îòâåòà ÈÃ U .

Ïîíÿòèå ÈÃ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî.

Ïðèìåð 2.5. Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå íà ïðèìåðå
îäíîìåðíîé çàäà÷è èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà. Â ýòîì ñëó÷àå 4 ìíîæåñòâà, îïðå-
äåëÿþùèå ÈÃ, èìåþò âèä:

� ìíîæåñòâî çàïðîñîâ Xint = {(u, v) : 0 6 u 6 v 6 1};

� ìíîæåñòâî çàïèñåé Yint = [0, 1];

� ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ
F = F1

⋃
F2, ãäå F1 = {f1

6,a : a ∈ [0, 1]}, F2 = {f2
≥,a : a ∈ [0, 1]},

f1
6,a(u, v) =

{
1, åñëè u 6 a
0, åñëè u > a

, (2.1)

f2
≥,a(u, v) =

{
1, åñëè v ≥ a
0, åñëè v < a

, (2.2)

� ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àòåëåé
G = G1

⋃
G2

⋃
G3, ãäå G1 = {g·,m : m ∈ N}, G2 = {g−,m : m ∈ N},

G3 = {g6,a : a ∈ (0, 1]},

g·,m(u, v) = max(1, ]u ·m[), (2.3)

g−,m(u, v) =

{
1, åñëè v − u < 1/m
2, åñëè v − u ≥ 1/m

, (2.4)

g6,a(u, v) =

{
1, åñëè u 6 a
2, åñëè u > a

. (2.5)
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Ðèñ. 2.1: Ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà

Â èíôîðìàöèîííîì ãðàôå, ïðèâåäåííîì íà ðèñóíêå 2.1, êîðåíü èçîá-
ðàæåí ïîëûì êðóæêîì. Ëèñòüÿ èçîáðàæåíû æèðíûìè òî÷êàìè, à çàïèñè,
ïðèïèñàííûå ëèñòüÿì, � ýòî ñèìâîëû y ñ èíäåêñàìè. Íà ðèñóíêå èìååòñÿ
8 ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ âåðøèí (èì ïðèïèñàíû ñèìâîëû g ñ èíäåêñàìè) è 17
ïðåäèêàòíûõ ðåáðà (èì ïðèïèñàíû ñèìâîëû f ñ èíäåêñàìè).

Åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à g(x) � íåêèé ïåðåêëþ÷àòåëü, òî ÷åðåç
ξng (x) îáîçíà÷èì ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà X , òàêîé, ÷òî

Nξng = {x ∈ X : g(x) = n}.

Îáîçíà÷èì
Ĝ = {ξng : g ∈ G,n ∈ N},

ãäå N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Åñëè c � ðåáðî ÈÃ, òî ÷åðåç [c] îáîçíà÷èì åãî íàãðóçêó.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå îïðåäåëåíèÿìè ââåäåì ôóíêöèè

ïðîâîäèìîñòè.
Ïðîâîäèìîñòüþ ðåáðà (α, β) íàçîâåì ïðåäèêàò, ðàâíûé [(α, β)], åñëè ðåá-

ðî ïðåäèêàòíîå, è ξ[(α,β)]
g , åñëè ðåáðî ïåðåêëþ÷àòåëüíîå, ãäå g � ïåðåêëþ-

÷àòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå α.
Ïðîâîäèìîñòüþ îðèåíòèðîâàííîé öåïè íàçîâåì êîíúþíêöèþ ïðîâîäè-

ìîñòåé ðåáåð öåïè.
Åñëè çàôèêñèðîâàòü çàïðîñ x, òî öåïü, ïðîâîäèìîñòü êîòîðîé íà çàïðîñå

x ðàâíà 1, íàçîâåì ïðîâîäÿùåé öåïüþ íà çàïðîñå x.
Â ÈÃ ïî àíàëîãèè ñ êîíòàêòíûìè ñõåìàìè ââåäåì äëÿ êàæäîé ïàðû

âåðøèí α è β ôóíêöèþ ïðîâîäèìîñòè fαβ îò âåðøèíû α ê âåðøèíå β
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� åñëè α = β , òî fαβ(x) ≡ 1 (x ∈ X);
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� åñëè α 6= β è â ÈÃ íå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûõ öåïåé îò α ê β, òî
fαβ(x) ≡ 0;

� åñëè α 6= β è ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ öåïåé îò α ê β íå ïóñòî, òî
fαβ(x) ðàâíî äèçúþíêöèè ïðîâîäèìîñòåé âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ öåïåé
îò α ê β.

Ôóíêöèþ ïðîâîäèìîñòè îò êîðíÿ ÈÃ ê íåêîòîðîé âåðøèíå β ÈÃ íàçîâåì
ôóíêöèåé ôèëüòðà âåðøèíû β è îáîçíà÷èì ϕβ(x).

Ïðèìåð 2.6. ×åìó ðàâíà ïðîâîäèìîñòü ðåáðà (β2, β3) èíôîðìàöèîííîãî
ãðàôà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 2.1?

Ðåøåíèå. Ïðîâîäèìîñòü ðåáðà (β2, β3) ðàâíà f2(u, v) = ξ1
g6,y4

(u, v) =

=

{
1, åñëè u 6 y4

0, åñëè u > y4
.

Ïðèìåð 2.7. ×åìó ðàâíà ïðîâîäèìîñòü öåïè èíôîðìàöèîííîãî ãðàôà,
ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 2.1, âåäóùåé èç âåðøèíû β1 â âåðøèíó β4, â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî y2 < y4?

Ðåøåíèå. Ïðîâîäèìîñòü ðåáðà (β1, β2) ðàâíà f1(u, v) = ξ1
g−,3(u, v) =

=

{
1, åñëè v − u < 1/3
0, åñëè v − u ≥ 1/3

. Ïðîâîäèìîñòü ðåáðà (β2, β3) âû÷èñëåíà â

ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Ïðîâîäèìîñòü ðåáðà (β2, β3) ðàâíà f3(u, v) =

= ξ1
g6,y2

(u, v) =

{
1, åñëè u 6 y2

0, åñëè u > y2
. Ïðîâîäèìîñòü öåïè, âåäóùåé èç âåð-

øèíû β1 â âåðøèíó β4, ðàâíà f4(u, v) = f1(u, v)&f2(u, v)&f3(u, v) =

=

{
1, åñëè v − u < 1/3 è u 6 y2

0, èíà÷å
.

Ïðèìåð 2.8. ×åìó ðàâíà ôóíêöèÿ ôèëüòðà âåðøèíû β8 èíôîðìàöèîí-
íîãî ãðàôà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 2.1, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî y1 < y2 < y4?

Ðåøåíèå. Â âåðøèíó β8 âåäóò 2 öåïè: (β1, β2), (β2, β3), (β3, β4), (β4, β5), (β5, β7), (β7, β8)
è (β1, β2), (β2, β3), (β3, β4), (β4, β6), (β6, β8). Ïðîâîäèìîñòü öåïè, âåäóùåé
èç âåðøèíû β1 â âåðøèíó β4, âû÷èñëåíà â ïðåäûäóùåì ïðè-
ìåðå. Ïðîâîäèìîñòü öåïè (β4, β5), (β5, β7), (β7, β8) ðàâíà f5(u, v) =

= ξ1
g6,y1

(u, v)&f2
≥,y1&f2

≥,y2 =

{
1, åñëè u 6 y1 è v ≥ y2

0, èíà÷å
. Ïðîâîäè-

ìîñòü öåïè (β4, β6), (β6, β8) ðàâíà f6(u, v) = ξ2
g6,y1

(u, v)&f2
≥,y2 =

=

{
1, åñëè u > y1 è v ≥ y2

0, èíà÷å
. Ôóíêöèÿ ôèëüòðà âåðøèíû β8 ðàâíà

f7 = f4&(f5 ∨ f6) =

{
1, åñëè v − u < 1/3, u 6 y2 è v ≥ y2

0, èíà÷å
. Òàêèì îá-

ðàçîì â âåðøèíó β8 ïðîõîäÿò çàïðîñû, äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå ÷åì 1/3 è
êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êó y2.

×åðåç R(U),P(U),L(U) (èëè ïðîñòî R,P,L) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà âåð-
øèí, òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ëèñòüåâ ÈÃ U ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü N � íåêîòîðàÿ ïîäñåòü (òî åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî âåð-
øèí è ðåáåð) ÈÃ U . ×åðåç 〈N〉 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî çàïèñåé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ëèñòüÿì ýòîé ïîäñåòè (åñëè α � íåêîòîðûé ëèñò ÈÃ U, òî ïîä 〈α〉
áóäåì ïîíèìàòü çàïèñü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèñòó α).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ îòâåòà ÈÃ U îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

JU (x) = 〈{α ∈ L(U) : ϕα(x) = 1}〉.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÈÃ âèäíî, ÷òî ÈÃ êàê óïðàâëÿþ-
ùàÿ ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè àëãîðèòìà ïîèñêà,
ðàáîòàþùåãî íàä äàííûìè, îðãàíèçîâàííûìè â ñòðóêòóðó, îïðåäåëÿåìóþ
ñòðóêòóðîé ÈÃ.

Â ñëó÷àå, êîãäà áàçîâîå ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àòåëåé G ïóñòî, òî åñòü â
ãðàôàõ íåò ïåðåêëþ÷àòåëåé, òî ÈÃ íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòíûìè èíôîðìà-
öèîííûìè ãðàôàìè (ÏÈÃ).

ÏÈÃ, ðàçëè÷íûì ëèñòüÿì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çàïèñè,
íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íûì èíôîðìàöèîííûì ãðàôîì (ÎÈÃ).

ÎÈÃ, èìåþùèé âèä äåðåâà, ëèñòüÿ êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîíöåâûìè âåð-
øèíàìè äåðåâà, íàçîâåì èíôîðìàöèîííûì äåðåâîì (ÈÄ).

ÈÄ óäîáíû è èíòåðåñíû òåì, ÷òî ñòðóêòóðû äàííûõ, èì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå, ïðàêòè÷íû è èõ ãîðàçäî ïðîùå ðåàëèçîâàòü íà ÝÂÌ.

Ïðèìåð 2.9. Ïðèâåäåì ïðèìåð åùå îäíîãî ÈÃ. Ïóñòü I = 〈X,V,=〉
� çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ, ãäå íà ìíîæåñòâå V = {y1, . . . , y7}
çàäàí ëèíåéíûé ïîðÿäîê è çàïèñè óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî
åñòü y1 6 y1 6 · · · 6 y7. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ èìååò âèä

F = {f=,a(x) =

{
0, åñëè x 6= a
1, åñëè x = a

: a ∈ X}, (2.6)

à ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àòåëåé � âèä

G = {g6,a(x) =

{
1, åñëè x 6 a
2, åñëè x > a

: a ∈ X}. (2.7)

Áèíàðíûì ïîèñêîì èëè ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì (ñì., íàïðèìåð,
[3, 6, 13]) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà â óïîðÿäî÷åííîì ìàññèâå, ïðè êî-
òîðîì ìàññèâ äåëèòñÿ ïîïîëàì, çàïðîñ ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñðåäíåé òî÷êîé è â
çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ ïîèñê ðåêóðñèâíî ïîâòîðÿåòñÿ â îä-
íîé èç ïîëîâèí.

Íà ðèñóíêå 2.2 ïðèâåäåí ÈÃ íàä áàçîâûì ìíîæåñòâîì F = 〈F,G〉, ðåøà-
þùèé ÇÈÏ I, ñîîòâåòñòâóþùèé áèíàðíîìó ïîèñêó â âåðñèè Áîòòåíáðóêà
[19, c. 214], â êîòîðîé âîïðîñ î ðàâåíñòâå çàïèñè è çàïðîñà îòêëàäûâàåòñÿ
äî ñàìîãî ïîñëåäíåãî ìîìåíòà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÈÃ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûòåêàåò,
÷òî êàæäîìó ÈÃ U ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà õðàíèò â ñâîåé (âíåøíåé) ïàìÿòè
ñòðóêòóðó ÈÃ U . Âõîäíûìè äàííûìè ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ çàïðîñ. Âûõîä-
íûìè äàííûìè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî çàïèñåé.

Ïóñòü íà âõîä ïðîöåäóðû ïîñòóïèë çàïðîñ x. Ââîäèì ïîíÿòèå àêòèâíî-
ãî ìíîæåñòâà âåðøèí è âíîñèì â íåãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò êîðåíü ÈÃ U
è ïîìå÷àåì åãî. Äàëåå ïî î÷åðåäè ïðîñìàòðèâàåì âåðøèíû èç àêòèâíîãî
ìíîæåñòâà è äëÿ êàæäîé èç íèõ ïðîäåëûâàåì ñëåäóþùåå:

� åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà � ëèñò, òî çàïèñü, ïðèïèñàííóþ âåð-
øèíå, âêëþ÷àåì â îòâåò;
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Ðèñ. 2.2: Èíôîðìàöèîííûé ãðàô áèíàðíîãî ïîèñêà

� åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ, òî âû÷èñëÿåì íà
çàïðîñå x ïåðåêëþ÷àòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé âåðøèíå, è åñëè
êîíåö ðåáðà, èñõîäÿùåãî èç ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû, íàãðóçêà êî-
òîðîãî ðàâíà çíà÷åíèþ ïåðåêëþ÷àòåëÿ, íåïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî ïî-
ìå÷àåì åãî è âêëþ÷àåì â ìíîæåñòâî àêòèâíûõ âåðøèí;

� åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà ïðåäèêàòíàÿ, òî ïðîñìàòðèâàåì ïî
î÷åðåäè èñõîäÿùèå èç íåå ðåáðà è âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ,
ïðèïèñàííûõ ýòèì ðåáðàì, íà çàïðîñå x. Êîíöû ðåáåð, êîòîðûì ñîîò-
âåòñòâóþò ïðåäèêàòû ñî çíà÷åíèÿìè, ðàâíûìè 1, åñëè îíè íåïîìå÷åí-
íûå, ïîìå÷àåì è âêëþ÷àåì â ìíîæåñòâî àêòèâíûõ âåðøèí;

� èñêëþ÷àåì ðàññìàòðèâàåìóþ âåðøèíó èç àêòèâíîãî ìíîæåñòâà.

Ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ ïî èñ÷åðïàíèè àêòèâíîãî ìíîæåñòâà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÈÃ ðåøàåò çàäà÷ó I, òî ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå íà âû-

õîäå ïðîöåäóðû, áóäåò ñîäåðæàòü âñå òå è òîëüêî òå çàïèñè áèáëèîòåêè 〈U〉,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàïðîñó x. Òî åñòü ïîëó÷åííàÿ ïðîöåäóðà ðåøàåò
ÇÈÏ I = 〈X,V, ρ〉, ãäå V = 〈U〉, è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì ïîèñêà.

Òàêèì îáðàçîì, ÈÃ êàê óïðàâëÿþùàÿ ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ìîäåëü àëãîðèòìà ïîèñêà, ðàáîòàþùåãî íàä äàííûìè, îðãàíèçîâàííû-
ìè â ñòðóêòóðó, îïðåäåëÿåìóþ ñòðóêòóðîé ÈÃ.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ââåäåì ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè ÈÃ, êîòîðûå áóäóò
õàðàêòåðèçîâàòü òàêèå îáùåïðèíÿòûå ìåðû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà
êàê îáúåì ïàìÿòè, âðåìÿ ïîèñêà â õóäøåì ñëó÷àå è âðåìÿ ïîèñêà â ñðåäíåì.

Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ñëîæíî-
ñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà, ïîä ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà ïîíèìàåòñÿ âðåìÿ ïîèñ-
êà â õóäøåì ñëó÷àå, è â ñðàâíèòåëüíî ðåäêèõ ñëó÷àÿõ èññëåäóåòñÿ ñðåäíåå
âðåìÿ ïîèñêà, õîòÿ äëÿ çàäà÷ ïîèñêà, èñïîëüçóåìûõ â áàçàõ äàííûõ, äëÿ
êîòîðûõ õàðàêòåðíû ìàññîâîñòü è ìíîãîêðàòíîñòü, èññëåäîâàíèå ñðåäíåãî
âðåìåíè ïîèñêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå àêòóàëüíûì. Íåêîòîðîå îáúÿñíåíèå
êðåíà â ñòîðîíó èçó÷åíèÿ ñëîæíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè â öè-
òàòå èç [16, ñòð.20]: "Ê ñîæàëåíèþ, àíàëèç ïîâåäåíèÿ â ñðåäíåì çíà÷èòåëü-
íî áîëåå ñëîæíàÿ âåùü, ÷åì àíàëèç õóäøåãî ñëó÷àÿ, ïî äâóì ïðè÷èíàì:
âî-ïåðâûõ ñóùåñòâåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò, äàæå åñëè
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óäà÷íî âûáðàíî èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå; âî-âòîðûõ, ÷àñòî ñ òðóäîì äîñòè-
ãàåòñÿ ñîãëàñèå â òîì, ÷òî èìåííî âûáðàííîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåàëü-
íîé ìîäåëüþ èçó÷àåìîé ñèòóàöèè. Âîò ïî÷åìó ïðåîáëàäàþùåå áîëüøèíñòâî
ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì õóäøèõ ñëó÷àåâ."

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ÈÃ íà çàïðîñå.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ëþáîãî ïåðåêëþ÷àòåëÿ èç G ïðè-

ìåðíî îäèíàêîâî è õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì a, à âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ëþáîãî
ïðåäèêàòà èç F � ÷èñëîì b.

Ïóñòü íàì äàí íåêèé ÈÃ U è ïðîèçâîëüíî âçÿòûé çàïðîñ x ∈ X.
Ñëîæíîñòüþ ÈÃ U íà çàïðîñå x íàçîâåì ÷èñëî

T (U, x) = a ·
∑
β∈P

ϕβ(x) + b ·
∑

β∈R\P

ψβ · ϕβ(x).

Âåëè÷èíà T (U, x) õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ ðàáîòû îïèñàííîé âûøå ïðîöå-
äóðû ïîèñêà, ñîïîñòàâëåííîé ÈÃ U , ïîñêîëüêó T (U, x) ðàâíî êîëè÷åñòâó
ïåðåêëþ÷àòåëåé, âû÷èñëåííûõ äàííîé ïðîöåäóðîé ïðè ïîäà÷å íà åå âõîä
çàïðîñà x, óìíîæåííîå íà a, ïëþñ êîëè÷åñòâî âû÷èñëåííûõ ïðåäèêàòîâ,
óìíîæåííîå íà b.

Ñëîæíîñòü ÈÃ ìîæíî ââîäèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, êàê ìàêñè-
ìàëüíóþ ñëîæíîñòü íà çàïðîñå

T̂ (U) = max
x∈X

T (U, x)

(çäåñü ìû áåðåì max, à íå sup, òàê êàê T (U, x) ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷å-
íèÿ, è, çíà÷èò, sup âñåãäà äîñòèãàåòñÿ). Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ
ïîèñêà â õóäøåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèì ÈÃ àëãîðèòìîì è ee áóäåì íàçû-
âàòü Â-ñëîæíîñòüþ ÈÃ (âåðõíåé ñëîæíîñòüþ). Ýòà âåëè÷èíà èññëåäóåòñÿ
â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïðîáëåìàì ñëîæíîñòè çàäà÷ ïîèñêà.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî ââîäèòü ñëîæíîñòü ÈÃ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëîæíî-
ñòè ÈÃ íà çàïðîñå, âçÿòîå ïî ìíîæåñòâó âñåõ çàïðîñîâ. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ìíîæåñòâîì çàïðîñîâ X, ïîä êîòîðûì
áóäåì ïîíèìàòü òðîéêó 〈X,σ,P〉, ãäå σ � íåêîòîðàÿ àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X, P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà σ, òî åñòü àääèòèâíàÿ ìåðà,
òàêàÿ, ÷òî P(X) = 1.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìû ââåëè âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ìíîæå-
ñòâîì çàïðîñîâ, óòî÷íèì ïîíÿòèå òèïà. À èìåííî, ïîä òèïîì áóäåì ïîíè-
ìàòü òðîéêó S = 〈X,Y, ρ〉, ñ÷èòàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî çàïðîñîâ X ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âìåñòå ñî ñâîèì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì 〈X,σ,P〉. Â òåõ æå ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ìû õîòèì ÿâíî âûäåëèòü ðàññìàòðèâàåìîå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä X, ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü òèï ïÿòåðêîé S = 〈X,Y, ρ, σ,P〉.

Ñêàæåì, ÷òî áàçîâîå ìíîæåñòâî F = 〈F,G〉 èçìåðèìîå, åñëè àëãåáðà σ
ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà Nf , ãäå f ∈ F ∪ Ĝ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2. Åñëè áàçîâîå ìíîæåñòâî F = 〈F,G〉 èçìåðèìîå, òî äëÿ ëþáîãî
ÈÃ U íàä áàçîâûì ìíîæåñòâîì F ôóíêöèÿ T (U, x), êàê ôóíêöèÿ îò x,
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Äàëåå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áàçîâîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî.
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Ðèñ. 2.3: Èíôîðìàöèîííûé ãðàô ïåðåáîðíîãî àëãîðèòìà

Ñëîæíîñòüþ ÈÃ U íàçîâåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû
T (U, x), òî åñòü ÷èñëî

T (U) = Mx T (U, x).

Åñëè (β, α) � ðåáðî ÈÃ, òî ñëîæíîñòüþ ýòîãî ðåáðà íàçîâåì ÷èñëî

� b ·P(Nϕβ ) � åñëè (β, α) � ïðåäèêàòíîå ðåáðî;

� a ·P(Nϕβ )/ψβ � åñëè ýòî ðåáðî ïåðåêëþ÷àòåëüíîå.

Åñëè β � âåðøèíà ÈÃ, òî ÷èñëî P(Nϕβ ) íàçîâåì ñëîæíîñòüþ âåðøèíû
β.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëîæíîñòü ÈÃ ðàâíà ñóììå ñëîæíîñòåé ðåáåð
ÈÃ. Â ñàìîì äåëå

T (U) = Mx T (U, x) =

∫
X

T (U, x)P(dx) =

=

∫
X

(b ·
∑

β∈R\P

ψβ · ϕβ(x) + a ·
∑
β∈P

ϕβ(x))P(dx) =

= b ·
∑

β∈R\P

ψβ

∫
X

ϕβ(x)P(dx) + a ·
∑
β∈P

∫
X

ϕβ(x)P(dx) =

= b ·
∑

β∈R\P

ψβP(Nϕβ ) + a ·
∑
β∈P

P(Nϕβ ).

Äàëåå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a = b = 1.
Ïóñòü íàì äàí ÈÃ U .
Îáúåìîì Q(U) ÈÃ U íàçîâåì ÷èñëî ðåáåð â ÈÃ U .
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ìîæåì ïîäñ÷èòàòü ñëîæíîñòü ÈÃ U , èçîáðàæåí-

íîãî íà ðèñóíêå 2.3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Q(U) = k è T (U) = k, òî åñòü îáúåì
ãðàôà ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé, à âðåìÿ ìàêñèìàëüíîå. Ýòî è íå óäèâèòåëü-
íî, òàê êàê ÈÃ U ñîîòâåòñòâóåò ïåðåáîðíîìó àëãîðèòìó ïîèñêà.

Ïóñòü íàì äàíà íåêàÿ ÇÈÏ I.Ñëîæíîñòüþ çàäà÷è I ïðè áàçîâîì ìíî-
æåñòâå F è çàäàííîì îáúåìå q íàçîâåì ÷èñëî

T (I,F , q) = inf{T (U) : U ∈ U(I,F) è Q(U) 6 q},

ãäå U(I,F) � ìíîæåñòâî âñåõ ÈÃ íàä áàçîâûì ìíîæåñòâîì F , ðåøàþùèõ
ÇÈÏ I.

Ñîîòâåòñòâåííî Â-ñëîæíîñòüþ çàäà÷è I ïðè áàçîâîì ìíîæåñòâå F è
çàäàííîì îáúåìå q íàçîâåì ÷èñëî

T̂ (I,F , q) = min{T̂ (U) : U ∈ U(I,F) è Q(U) 6 q}

(çäåñü ìû áåðåì min, à íå inf, òàê êàê T̂ (U) ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, è,
çíà÷èò, inf âñåãäà äîñòèãàåòñÿ).
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×èñëî

T (I,F) = inf{T (U) : U ∈ U(I,F)}

íàçîâåì ñëîæíîñòüþ çàäà÷è I ïðè áàçîâîì ìíîæåñòâå F .
Ñîîòâåòñòâåííî Â-ñëîæíîñòüþ çàäà÷è I ïðè áàçîâîì ìíîæåñòâå F íà-

çîâåì ÷èñëî

T̂ (I,F) = min{T̂ (U) : U ∈ U(I,F)}.

Åñëè k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, S � òèï çàäà÷ ïîèñêà, òî îáîçíà÷èì

I(k, S) = {I = 〈X,V, ρ〉 ∈ S : |V | = k}.

Áóäåì èññëåäîâàòü ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ñëîæíîñòü êëàññà ÇÈÏ
I(k, S), òàêèå êàê ôóíêöèè Øåííîíà:

T̂ (k, S,F) = max
I∈I(k,S)

T̂ (I,F),

T (k, S,F) = sup
I∈I(k,S)

T (I,F),

(â ïåðâîì ñëó÷àå ìû áåðåì max, à íå sup, òàê êàê T̂ (I,F) ïðèíèìàåò öåëûå
çíà÷åíèÿ, è, çíà÷èò, sup âñåãäà äîñòèãàåòñÿ).

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ÈÃ U ∈ U(I,F), ÷òî T (U) = T (I,F), òî ÈÃ U

áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì äëÿ ÇÈÏ I. Ñîîòâåòñòâåííî åñëè T̂ (U) =

= T̂ (I,F), òî ÈÃ U áóäåì íàçûâàòü Â-îïòèìàëüíûì äëÿ ÇÈÏ I.

Ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà

Ïóñòü íàì äàíû ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà çàïðîñîâ X, çàïèñåé Y è îò-
íîøåíèå ïîèñêà ρ íà X ×Y . Ïðè÷åì íà ìíîæåñòâå çàïðîñîâ çàäàíî âåðîÿò-
íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈X,σ,P〉.

Ñêàæåì, ÷òî áàçîâîå ìíîæåñòâî F äîïóñòèìî äëÿ ÇÈÏ I, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ÈÃ íàä áàçîâûì ìíîæåñòâîì F , êîòîðûé ðåøàåò ÇÈÏ I.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, íàçûâàåìûé ìîùíîñòíîé íèæíåé îöåíêîé, ñïðà-
âåäëèâ äëÿ ëþáîé ÇÈÏ ïðè ìèíèìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ñìûñë ýòîãî ðå-
çóëüòàòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âðåìÿ ïîèñêà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì
âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íà ïåðå÷èñëåíèå îòâåòà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4 (ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà). Ïóñòü I = 〈X,V, ρ〉 � ïðî-
èçâîëüíàÿ ÇÈÏ, òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàïèñü y ∈ V , ÷òî
O(y, ρ) 6= ∅, F � èçìåðèìîå áàçîâîå ìíîæåñòâî, äîïóñòèìîå äëÿ I, òîãäà

T (I,F) ≥ max(1,
∑
y∈V

P(O(y, ρ))),

T̂ (I,F) ≥ max
x∈X
|JI(x)|.



2.2. Èíôîðìàöèîííî�ãðàôîâûé ïîäõîä. 71

Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 2.2.1. Çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü Sid =
= 〈X,X,=〉, ãäå X = {1, 2, . . . , 20}, çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àòå-

ëåé: G = {g<,a ∈ X}, ãäå g<,a =

{
1, ïðè x < a;

2, ïðè x ≥ a
è ïðåäèêàòîâ

G = {f=,a|a ∈ X}, ãäå f=,a(x) ⇔ (a = x). Çàäàíà áèáëèîòåêà
V = {2, 3, 5, 7, 11, 13} ⊂ X.

a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð èíôîðìàöèîííîãî ãðàôà íàä áàçîâûì ìíîæå-
ñòâîì F = (F,G), ðàçðåøàþùåãî ÇÈÏ I = 〈X,V,=〉.
b) ×åìó ðàâíà åãî Â�ñëîæíîñòü? Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ÈÃ, îáëàäàþùèé
ìåíüøåé Â�ñëîæíîñòüþ?
c) Íà ìíîæåñòâå çàïðîñîâ X çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.
Íàéòè ñðåäíþþ ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî ãðàôà.

Çàäà÷à 2.2.2. Çàäà÷à î áëèæàéøåì ñîñåäå ñïðàâà. Ïóñòü
Sneigh = 〈X,Y, ρ〉, ãäå X = Y = {1, . . . , 20}, à îòíîøåíèå ρ çàäàåòñÿ óñëî-
âèåì: xρy ⇔ ((y ∈ V )&(x 6 y)&(6 ∃ y′ ∈ V : x 6 y′ < y)).Çàäàíî ìíîæåñòâî

ïåðåêëþ÷àòåëåé G = {ga : a ∈ Y }, ãäå ga(x) =


1, x < a

2, x = a

3, x > a

Áàçîâîå ìíîæå-

ñòâî F = 〈∅, G〉(ïðåäèêàòîâ íåò).

a) Ïîñòðîéòå ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ äëÿ V = {2, 3, 5, 10, 11, 17, 18, 20}
b) Íàéòè ñëîæíîñòü è ñðåäíþþ ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî ãðàôà (åñëè
íà ìíîæåñòâå çàïðîñîâ X çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà).
c) Ïîäóìàéòå, êàêèå ôóíêöèè ìîæíî áûëî áû äîáàâèòü â áàçîâîå ìíî-
æåñòâî äëÿ ñíèæåíèÿ ñðåäíåé ñëîæíîñòè?

Çàäà÷à 2.2.3. Çàäà÷à îäíîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà. Ïóñòü çà-
äàíû ìíîæåñòâî çàïðîñîâ XN = {1, N}2, ìíîæåñòâî îòâåòîâ YN = {1, N}
(N �ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî) è îòíîøåíèå ïîèñêà (x1, x2)ρ∈[]y ⇐⇒ y ∈
∈ [x1, x2]. Ïóñòü Sint = 〈XN , YN , ρ∈[]〉� çàäà÷à îäíîìåðíîãî èíòåðâàëü-
íîãî ïîèñêà. Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ïåðåêëþ÷àòåëåé

G = {g(i)
a , a ∈ YN , i = 1, 2}, ãäå g(i)

a (x) =


1, xi < a;

2, xi = a;

3, xi > a;

è ìíîæåñòâà ïðåäèêà-

òîâ F = {f (i)
a , a ∈ YN , i = 1, 2}, ãäå f (1)

a (x)⇔ (x1 6 a) è f (2)
a (x)⇔ (a 6 x2).

Ïîñòðîéòå èíôîðìàöèîííûé ãðàô íàä ýòèì ìíîæåñòâîì, ðåøàþùèé ÇÈÏ
I = 〈XN , V, ρ∈[]〉 äëÿ N = 100 è áèáëèîòåêè à V = {19, 20, 40, 60}.

Çàäà÷à 2.2.4. Çàäà÷à äâîè÷íî�ðàöèîíàëüíîãî ïîèñêà èäåíòè÷íûõ

îáúåêòîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü Q(2)
n = { k2n : k = 0, 1, . . . , 2n − 1}�ìíî-

æåñòâî äâîè÷íî�ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë çàäàííîé òî÷íîñòè (n ôèêñèðîâà-
íî). Ïóñòü Srat = 〈Xn, Yn,=〉, ãäå Xn = Yn = Q(2)

n . Áàçîâîå ìíî-
æåñòâî ñîñòîèò èç ïðåäèêàòîâ f

(s)
α (x) ⇔ (αs = α) è ïåðåêëþ÷àòåëåé

gs(x) = αs(x) + 1, s = 1, 2, . . . , n, ãäå (0,α1 . . . αn)2 �äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå
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÷èñëà x, ò.å. x =
∑
αi ·2−i. Ïîñòðîèòü ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ äëÿ n = 4 è áèá-

ëèîòåêè V4 = {0.0011; 0.0111; 0.1100; 0.1110; 0.1111} (óêàçàíà çàïèñü â äâîè÷-
íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ). á) Íàéòè åãî ñðåäíþþ ñëîæíîñòü è Â�ñëîæíîñòü,
åñëè íà Q(2)

4 çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P(x) = 1
16 .

Çàäà÷à 2.2.5. Çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü X =
= Y = [0, 1], Sid = 〈X,Y,=〉, áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷à-
òåëÿ g(x) = [5x] + 1, è ïðåäèêàòîâ fa(x) ⇔ (x = a). Çàäàíà áèáëèîòåêà
V = {0.1, 0.33, 0.6, 0.75, 0.9, 1}, ïîñòðîèòü èíôîðìàöèîííûé ãðàô, ðåøàþ-
ùèé ÇÈÏ Iid = 〈X,V,=〉, b) Íàéòè åãî ñðåäíþþ è Â�ñëîæíîñòü (â ñëó÷àå
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàïðîñîâ).

Çàäà÷à 2.2.6. Çàäà÷à îäíîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà Ïóñòü
Sint = 〈[0, 1]2, [0, 1], ρ∈[]〉, ãäå (x1, x2)ρ∈[]y ⇐⇒ y ∈ [x1, x2]. Áàçîâîå ìíîæå-

ñòâî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ïåðåêëþ÷àòåëåé G = {g(i)
a , a ∈ [0, 1], i = 1, 2}, ãäå

g
(i)
a (x) =


1, xi < a;

2, xi = a;

3, xi > a;

è ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ F = {f (i)
a , a ∈ [0, 1], i = 1, 2},

ãäå f (1)
a (x)⇔ (x1 6 a), f (2)

a (x)⇔ (a 6 x2).

a) Ïîñòðîéòå èíôîðìàöèîííûé ãðàô íàä ýòèì ìíîæåñòâîì, ðå-
øàþùèé ÇÈÏ I = 〈Xint, V, ρint〉 ñ áèáëèîòåêîé à V =
= {0.02; 0.11; 0.22; 0.33; 0.75; 0.99}.
b) Ïóñòü çàäàíà áèáëèîòåêà V = {y1, y2, . . . , yk} ⊆ [0, 1]. Íàéäèòå ìîù-
íîñòíóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ÇÈÏ I = 〈Xint, V, ρint〉.

Çàäà÷à 2.2.7. Çàäà÷à îäíîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà. Ïóñòü
X = {(x1, x2) ∈ {1, 100}2 : x1 6 x2}�ìíîæåñòâî çàïðîñîâ, Y = {1, 100}�
ìíîæåñòâî çàïèñåé, çàäà÷à èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà Sint1 = 〈[0, 1]2, [0, 1], ρ∈[]〉,
ãäå (x1, x2)ρ∈[]y ⇐⇒ y ∈ [x1, x2]. Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷à-
òåëåé

ga(x1, x2) =



1, x2 < a

2, x2 = a

3, x1 < a < x2

4, a = x1

5, a < x1.

Ïîñòðîéòå èíôîðìàöèîííûé ãðàô íàä ýòèì ìíîæåñòâîì, ðåøàþùèé ÇÈÏ
Iint1 = 〈X,V, ρ∈[]〉. äëÿ áèáëèîòåêè V = {0.12; 0.13; 0.5; 0.6; 0.75; 0.99}.

Çàäà÷à 2.2.8. Çàäà÷à ïîèñêà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåãóëÿðíûì âû-
ðàæåíèåì. Ïóñòü ìíîæåñòâî çàïèñåé Yn = {0, 1}n � ñëîâà èç íóëåé
è åäèíèö äëèíû n. Ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì3 áóäåì íàçûâàòü ñëîâî
â àëôàâèòå {0, 1, ∗}, ïðè÷åì ñèìâîëó ¾∗¿ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü êàê
0, òàê è 1. Áîëåå ôîðìàëüíî, Xn = {0, 1, ∗}n, è îòíîøåíèå ïîèñêà
xρry ⇔

(
∀i ∈ 1, n

(
(xi = yi) ∨ (xi = ∗)

))
. Ïóñòü Sbin-int = 〈Xn, Yn, ρr〉, ãäå

3Â ýòîé çàäà÷å äàåòñÿ ïðåäåëüíî óïðîùåííîå ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ
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Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïðåäèêàòîâ f (i)
a (x) ⇔ (xi = a ∨ xi = ∗), i =

= 1, 2; a ∈ {0, 1} è ïåðåêëþ÷àòåëåé g(i)(x) =


1, xi = 0

2, xi = ∗
3, xi = 1

.

a) Ïîñòðîèòü ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ äëÿ n = 4 è áèáëèîòåêè
V4 = {0010; 0011; 1110; 1111}.
b) Íàéòè åãî ñðåäíþþ ñëîæíîñòü è Â�ñëîæíîñòü, åñëè íà X4 çàäàíà
ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.
c) Íàéòè íèæíþþ ìîùíîñòíóþ îöåíêó ÇÈÏ.

Çàäà÷à 2.2.9. Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à î äîìèíèðîâàíèè. Ïóñòü
X = Y = [0, 1], îòíîøåíèå ρ(x, y) ⇔ (x > y). Çàäà÷à èíôîðìàöèîííîãî ïî-
èñêà Sdom1 = 〈[0, 1], [0, 1],>, P, L〉, ãäå L�ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ïî�Ëåáåãó
ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0,1], P� ìåðà Ëåáåãà. Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç

ïåðåêëþ÷àòåëåé G = {ga(x), a ∈ [0, 1]}, ãäå ga(x) =

{
1, x 6 a;

2, x = a;
.

a) Ïîñòðîéòå ÈÃ íàä íèì, ðåøàþùèé ÇÈÏ I = 〈[0, 1], V,>〉 ñ áèáëèî-
òåêîé V = {0.1, 0.5, 0.75, 0.9, 0.99}.
b) Íàéäèòå åãî B�ñëîæíîñòü è ñðåäíþþ ñëîæíîñòü (çàïðîñû ðàñïðå-
äåëåíû ðàâíîìåðíî íà X = [0, 1]).
c) Íàéäèòå ìîùíîñòíóþ íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè.

Çàäà÷à 2.2.10. Ïóñòü X = Y = {1, 100}, Çàäàíî áàçîâîå ìíîæåñòâî F =
= 〈F,G〉, ñîñòîÿùåå èç ïåðåêëþ÷àòåëåé G = {ga : a ∈ Y }, ãäå ga(x) =

=


1, x < a

2, x = a

3, x > a

è ïðåäèêàòîâ F = {f=,a : a ∈ Y }, ãäå f=,a(x) ⇔ (x = a).

Çàïðîñû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X.

a) Ïîñòðîèòü ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ Sid = 〈X,V,=〉, ñ áèáëèîòåêîé V =
= {1, 2, 3, 25, 45, 50, 90, 95, 100}.
b) Íàéòè åãî ñëîæíîñòü è Â�ñëîæíîñòü.
c) Ïóñòü â áàçîâîå ìíîæåñòâî äîáàâëåí ïåðåêëþ÷àòåëü h(0.05)(x) =
= [0.05x]+1. Ïîñòðîéòå ÈÃ, ðåøàþùèé òó æå çàäà÷ó ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýòîãî ïåðåêëþ÷àòåëÿ. Êàêîâà åãî ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü?

Çàäà÷à 2.2.11. Çàäà÷à î áëèæàéøåì ñîñåäå ñïðàâà. Ïóñòü
Sneigh = 〈X,Y, ρ〉, ãäå X = Y = {1, . . . , 25}, à îòíîøåíèå ρ çàäàåòñÿ óñëî-
âèåì: xρy ⇔ ((y ∈ V )&(x 6 y)&(6 ∃ y′ ∈ V : x 6 y′ < y)). Áàçîâîå ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷àòåëåé ga(x), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 1,2 è 3 ïðè x < a,
x = a è x > a ñîîòâåòñòâåííî.

a) Ïîñòðîéòå ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ äëÿ V = {1, 2, 4, 8, 16};
b) Íàéäèòå åãî ñðåäíþþ ñëîæíîñòü, åñëè çàïðîñû ðàñïðåäåëåíû ðàâ-
íîìåðíî íà X.

Çàäà÷à 2.2.12. Çàäà÷à ïîèñêà áëèæàéøåãî ñîñåäà. Ïóñòü X = Y =
= {1, 2, . . . , 100}, îòíîøåíèå xρy ⇔ ∀y′ ∈ V (|x − y| 6 |x − y′|). Áàçîâîå
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ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷àòåëÿ g(x) =
[
x
23

]
+ 1 è ïðåäèêàòîâ âèäà

f
(s)
a (x) ⇔ |a− x| 6 s, a, s ∈ R. a) Ïîñòðîèòü ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ ñ áèáëèî-
òåêîé V = {1, 17, 33, 58, 80, 90}. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî áëèæàéøèé ñîñåä
ìîæåò áûòü íå îäèí. b) Íàéòè åãî ñðåäíþþ è Â-ñëîæíîñòü (ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî çàïðîñû ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà X).

Çàäà÷à 2.2.13. Çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü X =
= {1, 2, . . . , 100}, Sid = 〈X,X,=〉, áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷à-
òåëåé g20(x) = [ x20 ]+1 è ïðåäèêàòîâ fa(x)⇔ (x = a). a) Ïîñòðîèòü èíôîðìà-
öèîííûé ãðàô, ðåøàþùèé ÇÈÏ I = 〈X,V,=〉, V = {15, 17, 21, 23, 27, 29, 43}.
b) Íàéòè åãî ñðåäíþþ è Â�ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à 2.2.14. Çàäà÷à î áëèæàéøåì ñîñåäå ñïðàâà. Ïóñòü
Sneigh = 〈X,Y, ρ〉, ãäå X = Y = [0, 1], à îòíîøåíèå ρ çàäàåòñÿ óñëîâè-
åì: xρy ⇔ ((y ∈ V )&(x 6 y)&( 6 ∃ y′ ∈ V : x 6 y′ < y)). Áàçîâîå ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷àòåëåé ga(x), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 1,2 è 3 ïðè
x < a, x = a è x > a ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîéòå ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ äëÿ
V = {0.1, 0.25, 0.33, 0.5, 0.7};

Çàäà÷à 2.2.15. Çàäà÷à î áëèæàéøåì ñîñåäå ñïðàâà. Ïóñòü X =
= Y = {1, . . . , 30}. Îòíîøåíèå ρ çàäàåòñÿ óñëîâèåì: xρy ⇔
⇔ ((y ∈ V )&(x 6 y)&(6 ∃ y′ ∈ V : x 6 y′ < y)). Ïóñòü ga(x) ðàâíî 1, 2, 3 ïðè
x < a, x = a è x > a, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü G = {ga : a ∈ Y }, F = 〈∅, G〉. Íà
ìíîæåñòâå çàïðîñîâ X çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî X = 〈X,σ, P 〉,
ãäå σ = 2X , P (M) = |M |/|X|�ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. à) Ïî-
ñòðîéòå ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ äëÿ V = P∩ [1, 30] (ãäå P�ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
÷èñåë). á) Íàéäèòå åãî ñëîæíîñòü è Â�ñëîæíîñòü.

Çàäà÷à 2.2.16. Çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü Sid =

= 〈X,X,=〉, ãäå X = {0, 1, 2, . . . , 1023}, çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àòåëåé:

G = {g<,a|a ∈ X}, ãäå g<,a(x) =

{
1, ïðè x < a;

2, ïðè x ≥ a
è ïðåäèêàòîâ G = {fa|a ∈

∈ X}, ãäå fa(x)⇔ (a = x), çàäàíà áèáëèîòåêà V = X.

a) Îïèøèòå ñõåìó ïîñòðîåíèÿ êàêîãî�ëèáî ÈÃ, ðåøàþùåãî ýòó ÇÈÏ.
Êàêîâà åãî B-ñëîæíîñòü?
b) Äîêàæèòå, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ÈÃ, ðåøàþùèé ýòó ÇÈÏ, B-
ñëîæíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå 10;
c) Ïóñòü â áàçîâîå ìíîæåñòâî äîáàâëåíû ïåðåêëþ÷àòåëè: h16(x) = 1 +
+ (x mod 16), (ãäå x mod 16� îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà 16). Îïèñàòü
ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ÈÃ, ó êîòîðîãî B-ñëîæíîñòü ìåíüøå 10.
d) Ïóñòü â áàçîâîå ìíîæåñòâî äîáàâëåíû ïåðåêëþ÷àòåëè: ha(x) = 1+(x
mod a), a = 2, 3, ..., 30 (ò.å. îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà a). Îïèñàòü ÈÃ, ó
êîòîðîãî Â�ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 3.
e) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ áàçîâîãî ìíîæåñòâà èç ïóíêòà d) íåâîçìîæíî ïî-
ñòðîèòü ÈÃ, Â�ñëîæíîñòü êîòîðîãî ðàâíà 2.
f) Äîïóñòèì X = Y = V = {1, ..., N}, ãäå N > 1024. Ïðèâåäèòå íèæ-
íþþ îöåíêó íà B-ñëîæíîñòü ÈÃ.
g) Ïðåäëîæèòå êàêóþ-ëèáî ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ÈÃ ïðè áîëüøèõ N . Êàê
áóäåò ìåíÿòüñÿ B-ñëîæíîñòü ïðè N →∞?
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Çàäà÷à 2.2.17. Çàäà÷à äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî èíòåðâàëüíîãî ïî-

èñêà. Áóäåì îáîçíà÷àòü Q(2)
n = { k2n : k = 0, 1, . . . , 2n − 1}�ìíîæåñòâî

äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë çàäàííîé òî÷íîñòè (êàê â çàäà÷å 2.2.4). Ïóñòü
X = {x = (x1, x2) ∈ Q(2)

n : x1 6 x2}. Îòíîøåíèå xρy ⇔ x1 6 y 6 x2 (çíàê
¾6¿ ïîíèìàåòñÿ êàê ñðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë). Áàçîâîå ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç ïðåäèêàòîâ f (s)

i,α (x)⇔ (α
(i)
s = α) ãäå xi = (0,α

(i)
1 . . . α

(i)
n )2, i = 1, 2;

è ïåðåêëþ÷àòåëåé g(i)
q (x) =


1, xi < q;

2, xi = q;

3, xi > q.

, ãäå q ∈ Q(2)
n , i = 1, 2. à) Ïîñòðîèòü

ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ äëÿ n = 3 è V = {0.001; 0.010; 0.111}. á) Íàéòè åãî
ñëîæíîñòü è Â-ñëîæíîñòü, åñëè íà X çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà P(x = a) = 1

C2
2n

+2n
. â) Íàéòè íèæíþþ ìîùíîñòíóþ îöåíêó ÇÈÏ.

Çàäà÷à 2.2.18. Çàäà÷à î ïîèñêå èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ.

Ïóñòü X = Y = {1, . . . , 60}, áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïðåäèêàòîâ

fa(x) ⇔ (a = x) è ïåðåêëþ÷àòåëåé ga(x) =


1, x < a

2, x = a

3, x > a

. Íà ìíîæåñòâå çà-

ïðîñîâ çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà: P (x = a) = 1
60 .

a) Ïîñòðîèòü ÈÃ, ðåøàþùèé ÇÈÏ 〈X,V,=〉, ãäå V = {1, 2, 3, 25, 45, 48, 49, 50}.
b) Íàéòè åãî ñëîæíîñòü è Â�ñëîæíîñòü.
c) Ïóñòü â áàçîâîå ìíîæåñòâî äîáàâëåí ïåðåêëþ÷àòåëü h12(x) =

⌈
x
12

⌉
(÷åðåç dae îáîçíà÷àåòñÿ a îêðóãëåííîå ââåðõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî).
Ïîñòðîéòå ÈÃ ìåíüøåé ñëîæíîñòè, ðåøàþùèé òó æå çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2.2.19. Çàäà÷à îäíîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà. Ïóñòü
Sint = 〈Xint, Yint, ρint〉� òèï çàäà÷è îäíîìåðíîãî èíòåðâàëüíîãî ïîèñêà, ãäå
Yint = [0; 1], Xint = {(u, v) : 0 6 u 6 v 6 1} è (x1, x2)ρinty ⇐⇒ x1 6 y 6 x2.
Ïóñòü çàäàíà áèáëèîòåêà V = {y1, y2, . . . , yk} ⊆ [0, 1] è íà ìíîæåñòâå çàïðî-
ñîâ Xint = {(u, v) : 0 6 u 6 v 6 1} çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.
a) Ïðèâåäèòå ìîùíîñòíóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ÇÈÏ I = 〈Xint, V, ρint〉.
b) Ïðè êàêèõ {y1, y2, . . . , yk} îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â ïóíêòå à) áóäåò ìàêñè-
ìàëüíà?

Çàäà÷à 2.2.20. Çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ Ïóñòü
X = Y = {1, 2, . . . , 100}, ρ(x, y) ↔ (x = y), íà ìíîæåñòâå X çà-
äàíà ðàâíîìåðíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P (i) = 1

100 . Áàçîâîå ìíîæåñòâî
ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïðåäèêàòîâ fa(x) ⇔ (a = x) è ïåðåêëþ÷àòåëÿ
g10(i) = (i mod 10) + 1 (îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 10). Ïóñòü çàäàíà áèáëèî-
òåêà V = {y1, y2, . . . , yk} ⊂ Y . Íàéäèòå íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñðåäíþþ
ñëîæíîñòü ÈÃ, ðåøàþùåãî ýòó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2.2.21. Ïóñòü Sdom1 = 〈[0, 1], [0, 1],>, P, L〉� îäíîìåðíàÿ çàäà÷à î
äîìèíèðîâàíèè. Ïóñòü V = {y1, y2, . . . , yk} ⊂ [0, 1]. L�ìíîæåñòâî èçìå-
ðèìûõ ïî-Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0,1], P �ìåðà Ëåáåãà. Ïðèâåäèòå
ìîùíîñòíóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ÇÈÏ Sdom1.

Çàäà÷à 2.2.22. Ïóñòü X = Y = V = {1, ..., 1000}, ÇÈÏ Sid = 〈X,Y,=〉�
çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Áàçîâîå ìíîæåñòâî 〈∅, G〉 ñîñòîèò èç
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ïåðåêëþ÷àòåëåé G = {gi, i = 2, 3, ..., 9}, ãäå gi(x) = (x mod i)+1. a) Íàéäèòå
íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ Â-ñëîæíîñòü ÈÃ, ðåøàþùåãî ýòó ÇÈÏ; b) Òîò æå
âîïðîñ äëÿ íàèìåíüøåé ñðåäíåé ñëîæíîñòè (åñëè íà X çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà).

Çàäà÷à 2.2.23. Äàíî 9 êîíôåò ¾Ôóíäóê â øîêîëàäå¿, ïðè÷åì îäíà èç íèõ,
áðàêîâàííàÿ, íå ñîäåðæèò îðåøêà âíóòðè (ò.å. ëåã÷å îñòàëüíûõ). Íàäî íàé-
òè ýòó êîíôåòó çà äâà âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü.

a) Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â âèäå ÇÈÏ è çàäàòü áàçîâîå ìíîæåñòâî.
b) Ïîñòðîèòü ÈÃ, ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòìó âçâåøèâàíèÿ.
c) Ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íûé ÈÃ äëÿ 16 êîíôåò. Êàêîâà åãî ñðåäíÿÿ
ñëîæíîñòü (áðàêîâàííàÿ êîíôåòà îäíà, âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî)?

Çàäà÷à 2.2.24. Íà ñòîëå â ðÿä ëåæàò ÷åòûðå ìîíåòû. Ñðåäè íèõ îáÿçà-
òåëüíî åñòü êàê íàñòîÿùèå, òàê è ôàëüøèâûå (êîòîðûå ëåã÷å íàñòîÿùèõ).
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ íàñòîÿùàÿ ìîíåòà ëåæèò ëåâåå ëþáîé ôàëüøèâîé. Íà-
äî çà îäíî âçâåøèâàíèå íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü òèï êàæäîé
ìîíåòû, ëåæàùåé íà ñòîëå.

a) Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â âèäå ÇÈÏ è óêàçàòü áàçîâîå ìíîæåñòâî.
b) Îïèñàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ïîñòðîèòü ñîòâåòñòâóþùèé ÈÃ.

Çàäà÷à 2.2.25. Èìåþòñÿ 5 çàïåðòûõ çàìêîâ è 5 êëþ÷åé ê íèì. Íàäî çà
íàèìåíüøåå ÷èñëî ïðîâåðîê îïðåäåëèòü, êàêîìó çàìêó ñîîòâåòñòâóåò êàêîé
êëþ÷.

a) Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â âèäå ÇÈÏ è çàäàòü áàçîâîå ìíîæåñòâî.
b) Îïèñàòü ñõåìó ÈÃ íàèìåíüøåé B-ñëîæíîñòè.

Çàäà÷à 2.2.26. (Êîçëîâà Å.Ã., Ñêàçêè è ïîäñêàçêè) Èçâåñòíî, ÷òî ìåäíûå
ìîíåòû4 äîñòîèíñòâîì â 1, 2, 3, 5 êîï. âåñÿò ñîîòâåòñòâåííî 1, 2, 3, 5 ã.
Ñðåäè ÷åòûðåõ ìåäíûõ ìîíåò (ïî îäíîé êàæäîãî äîñòîèíñòâà) åñòü îäíà
áðàêîâàííàÿ, îòëè÷àþùàÿñÿ âåñîì îò íîðìàëüíîé (ïðè÷åì íåèçâåñòíî â êà-
êóþ ñòîðîíó). Íàäî ñ ïîìîùüþ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü
îïðåäåëèòü áðàêîâàííóþ ìîíåòó.

a) Ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ÇÈÏ è óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå áàçîâîå
ìíîæåñòâî.
b) Ïîñòðîèòü ÈÃ, ðåøàþùèé ýòó ÇÈÏ.
c) Êàêîâà Â-ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî ãðàôà? Ïî÷åìó íå ñóùåñòâóåò ÈÃ
ìåíüøåé Â-ñëîæíîñòè?

Çàäà÷à 2.2.27. Ëèñà Àëèñà è Êîò Áàçèëèî �ôàëüøèâîìîíåò÷èêè. Áàçè-
ëèî äåëàåò ìîíåòû òÿæåëåå íàñòîÿùèõ, à Àëèñà � ëåã÷å. Ó Áóðàòèíî åñòü 15
îäèíàêîâûõ ïî âíåøíåìó âèäó ìîíåò, íî êàêàÿ-òî îäíà �ôàëüøèâàÿ. Íà-
äî çà äâà âçâåøèâàíèÿ îïðåäåëèòü, êòî ñäåëàë ôàëüøèâóþ ìîíåòó �Êîò
Áàçèëèî èëè Ëèñà Àëèñà?

a) Ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó èíôîðìàöèîííîãî ïîèñ-
êà è çàäàòü áàçîâîå ìíîæåñòâî.

4îáðàçöà 1961 ãîäà
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b) Ðåøèòü çàäà÷ó è ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé èíôîðìàöèîííûé
ãðàô. Êàêîâà åãî Â-ñëîæíîñòü?

Çàäà÷à 2.2.28. Èç 11 øàðîâ 2 ðàäèîàêòèâíû. Ïðî ëþáîé íàáîð øàðîâ çà
îäíó ïðîâåðêó ìîæíî óçíàòü, èìååòñÿ ëè â íåì õîòÿ áû îäèí ðàäèîàêòèâíûé
øàð (íî íåëüçÿ óçíàòü, ñêîëüêî èõ). Òðåáóåòñÿ íàéòè îáà ðàäèîàêòèâíûõ
øàðà.

a) Côîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ÇÈÏ è óêàçàòü áàçîâîå ìíîæå-
ñòâî.
b) Îïèñàòü ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ÈÃ, îáëàäàþùåãî Â�ñëîæíîñòüþ TB = 7.
c) Äîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ÈÃ, îáëàäàþùèé Â�ñëîæíîñòüþ
TB 6 5.
d) * Äîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ÈÃ, îáëàäàþùèé Â�
ñëîæíîñòüþ TB = 6.

Çàäà÷à 2.2.29. * Äàíî 4 ìîíåòû, îäíà èç íèõ�ôàëüøèâàÿ, íî íåèçâåñòíî,
òÿæåëåå èëè ëåã÷å íàñòîÿùåé. Íàäî íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó çà íàèìåíü-
øåå êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé.

a) Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â âèäå ÇÈÏ è óêàçàòü áàçîâîå ìíîæåñòâî.
b) Îïèñàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ïîñòðîèòü ÈÃ Â-ñëîæíîñòè, ðàâíîé 2.
c) Äîïóñòèì, íàäî íå òîëüêî íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó, íî è îïðåäå-
ëèòü, òÿæåëåé èëè ëåã÷å îíà, ÷åì íàñòîÿùàÿ. Êàê èçìåíèòñÿ ôîðìó-
ëèðîâêà ÇÈÏ?
d) Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èíôîðìàöèîííîãî ãðàôà ñ Â-
ñëîæíîñòüþ, ðàâíîé 2, ðåøàþùåãî çàäà÷ó èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Çàäà÷à 2.2.30. * Äàíî 12 ìîíåò, îäíà èç íèõ�ôàëüøèâàÿ, íî íåèçâåñòíî,
òÿæåëåå èëè ëåã÷å íàñòîÿùåé. Íàäî íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó íå áîëåå ÷åì
çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

a) Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â âèäå ÇÈÏ è óêàçàòü áàçîâîå ìíîæåñòâî.
b) Îïèñàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ïîñòðîèòü ñîòâåòñòâóþùèé ÈÃ.
c) Íàéòè åãî B-ñëîæíîñòü è ñðåäíþþ ñëîæíîñòü ïðè óñëîâèè, ÷òî
ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ìîæåò áûòü ëåã÷å èëè òÿæåëåé íàñòîÿùåé ñ p = 1

2 .

Çàäà÷à 2.2.31. Èç ïÿòè ìîíåò � äâå ôàëüøèâûå. Îäíà èç ôàëüøèâûõ ìî-
íåò ëåã÷å íàñòîÿùåé, à äðóãàÿ � íà ñòîëüêî æå òÿæåëåå íàñòîÿùåé. Íàäî
íàéòè îáå ôàëüøèâûå ìîíåòû. à) Ñôîðìóëèðîâàòü ÇÈÏ; b) Ïîñòðîèòü ÈÃ
Â-ñëîæíîñòè 3, ðåøàþùèé åå. c) Äîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæíî ðåøåíèå ñ ìåíü-
øèì ÷èñëîì âçâåøèâàíèé.

Çàäà÷à 2.2.32. Äàí ìàññèâ äëèíû 5, ñîäåðæàùèé ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Íàäî
óïîðÿäî÷èòü åãî ïî âîçðàñòàíèþ, åñëè ðàçðåøàåòñÿ ñðàâíèâàòü ëþáûå äâà
ýëåìåíòà. a) Ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ÇÈÏ b) Ïîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò ÈÃ B�ñëîæíîñòè 7, ðåøàþùèé åå (ñòðîèòü ñàì ãðàô íå
íàäî, äîñòàòî÷íî îïèñàòü ñõåìó ïîñòðîåíèÿ). c) Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò ãðàôà B-ñëîæíîñòè 6, ðåøàþùåãî ýòó ÇÈÏ. d)* Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
çàäà÷è óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìàññèâà äëèíû N ìèíèìàëüíàÿ Â-ñëîæíîñòü ÈÃ
èìååò ïîðÿäîê O(N logN) (ïðè N →∞).
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Çàäà÷à 2.2.33. Äëÿ óñêîðåííîé ïðîâåðêè îáðàçöîâ êðîâè íà íàëè÷èå
êàêîãî-ëèáî âèðóñà ìåäèêè ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèé ìåòîä: Ïóñòü åñòü
N = kn îáðàçöîâ êðîâè, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íåêîòîðûé âèðóñ ñ
âåðîÿòíîñòüþ p (êîòîðàÿ îáû÷íî î÷åíü ìàëà). Ðàçîáüåì îáðàçöû íà k ãðóïï
ïî n îáðàçöîâ â êàæäîé è ñîëüåì â îäíó ïðîáèðêó ïî ÷àñòè êàæäîãî îáðàç-
öà èç ãðóïïû. Åñëè â ñìåñè ñîäåðæèòñÿ âèðóñ, òî íàäî ïðîâåðèòü êàæäûé
îáðàçåö â ãðóïïå (à åñëè íåò, òî â ãðóïïå íåò èíôèöèðîâàííûõ). à) Îïèñàòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ èíôîðìàöèîííî�ãðàôîâóþ ìîäåëü (ñàì ãðàô èíôîðìà-
öèîííîãî ïîèñêà ìîæíî íå ñòðîèòü). á) Âû÷èñëèòü ñðåäíóþ ñëîæíîñòü ïðè
çàäàííîé âåðîÿòíîñòè p. Êàê îíà çàâèñèò îò n ïðè ôèêñèðîâàííîì N? c)
Ïóñòü N = 1600, p = 10−4. Ïðè êàêèõ n ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíà?
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Ðèñ. 2.4: Ê çàäà÷å 2.2.1

2.2.1 a) Ãðàô óêàçàí íà ðèñ. 2.4. b), c) Ñëîæíîñòü è Â-ñëîæíîñòü ðàâíû 4.

2.2.2 a) Ñì. ðèñ. 2.5. b) Tb = 3, T̂ = 1
20 · 1 + 15

20 · 2 + 4
20 · 3 = 43

20 = 2.15.

2.2.3 Ñì. ðèñ. 2.6.

2.2.4 Ñì. ðèñ. 2.7.

2.2.5 à) Ñì. ðèñ. á) T̂ = 2, TB = 3.

2.2.6 à) Ñì. ðèñ. á) T̂ >
k∑
i=1

2yi(1− yi).

2.2.7 Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.6.

2.2.8 à) Ñì. ðèñ. b) T̄ = 1 + 2
3 +

(
2
3

)2 · 2 +
(

2
3

)2 · 2 = 31
9 . c) T > 4 ·

(
2
3

)4
= 64

81 .

2.2.9 a) Ñì. ðèñ. b) TB = 7 (ò.ê. ó÷èòûâàåòñÿ âðåìÿ âûäà÷è îòâåòà). T̂ =
= 0, 1 · 7 + (0, 5− 0, 1) · 6 + (0, 75− 0, 5) · 4 + (0, 9− 0, 75) · 3 + (0, 99− 0, 9) · 3 +
+ (1− 0, 99) · 3 = 4, 85.

2.2.10 a), b) Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.1. c) Ñì. ðèñ. 2.12. Ñðåäíÿÿ
ñëîæíîñòü ýòîãî ÈÃ ðàâíà T̂ = 2

100 · 3 + 1
100 · 2 + 16

100 · 2 + 20
100 · 2 + 20

100 · 2 +
+ 20

100 · 1 + 11
100 · 2 + 9

100 · 3 + 1
100 · 1 = 1.9.

2.2.11 Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.2.

2.2.12 à) Ñì. ðèñ. á) T̂ = 1 + 22
100 · 2 + 23

100 · 3 = 2.13, TB = 4.

2.2.13 ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.10.c).

2.2.14 Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.2.

2.2.15 Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.2.
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Ðèñ. 2.5: Ê çàäà÷å 2.2.2

2.2.16 Íå áóäåì ïðèâîäèòü ñàì ãðàô, ò.ê. îí ñëèøêîì ãðîìîçäîê, îïèøåì
ëèøü ñõåìó åãî ïîñòðîåíèÿ.

a) Ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿðóñíîå äâîè÷íîå äåðåâî. Íà ïåðâîì ÿðó-
ñå ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå ñ 29 = 512, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü öèôðó,
ñòîÿùóþ â 9-é ïîçèöèè äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ÷èñëà. Íà 2
ÿðóñå ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå ñ 28 èëè 29 + 28, è ò. ä. Íà êàæäîì ÿðó-
ñå îïðåäåëÿåòñÿ îäèí ðàçðÿä,òàê ÷òî íà ïîñëåäíåì, 10-ì ÿðóñå áóäåò
îïðåäåëåí ìëàäøèé ðàçðÿä, ò.å. íàéäåíî ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî.
b) Äåðåâî, ñîäåðæàùåå 9 ÿðóñîâ ìîæåò èìåòü íå áîëåå 512 ëèñòüåâ.
c) Ïîñëåäíèå 4 ÿðóñà ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà ïåðåêëþ÷àòåëè, ÷òî äàåò
Â-ñëîæíîñòü, ðàâíóþ 7.
d) Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî âçÿòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà ÷èñëà 25, 26 è
27 � îíè ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ
ëþáîå ÷èñëî îò 0 äî 25×26×27−1 = 17 549 ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî
îäíîçíà÷íî ïî îñòàòêàì. Ò.å. äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÿðóñíûé ãðàô,
ó êîòîðîãî â ïåðâîì ÿðóñå ñòîÿò ïåðåêëþ÷àòåëè h25, âî âòîðîì� h26

è â òðåòüåì� h27.
e) Ìàêñèìàëüíîå âåòâëåíèå ðàâíî 30, çíà÷èò ó ãðàôà ãëóáèíû 2 áóäåò
íå áîëåå 302 = 900 ëèñòüåâ.
f) log30N .
g) Âûáåðåì âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 30, òàê, ÷òîáû
èõ ïðîèçâåäåíèå áûëî ìàêñèìàëüíûì: 29, 27, 25, 23, 19, 17, 13,11, 7.
Ïóñòü

P = 29 · 27 · 25 · 23 · 19 · 17 · 13 · 11 · 7.
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Ê çàäà÷å 2.2.3

Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ çà 9 ïðîâåðîê ìîæíî îïðåäåëèòü
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà N íà P . Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ÷àñò-
íîå (ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì) ïîòðåáóåòñÿ åùå dlog2(N/P )e ïðîâå-
ðîê. Èòîãî ïîëó÷àåì (âîñïîëüçîâàâøèñü êàëüêóëÿòîðîì, ìîæíî íàéòè
log2(P ) ≈ 37, 08...) TB 6 log2N − 28.

2.2.17 Çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.6.

2.2.18 a),b) Ðåøåíèå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.1. c) Ñì. ðèñ. 2.14. Åãî ñðåäíÿÿ
ñëîæíîñòü ðàâíà 2 11

30 .

2.2.19 a) Ìíîæåñòâî çàïðîñîâ, â îòâåò íà êîòîðûå äîëæíî áûòü âêëþ÷åíî
yi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê 1 6 x1 6 yi 6 x2 6 1 (ñì.ðèñ. 2.15 ),
åãî ïëîùàäü ðàâíà yi · (1− yi), à âåðîÿòíîñòü òàêîãî çàïðîñà � 2yi · (1− yi).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ðàâíà 2
k∑
i=1

yi · (1−

− yi). b) Ìàêñèìóìà íå ñóùåñòâóåò. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
óñòðåìèòü âñå yi → 1

2 , îíà ðàâíà
k
2 .

2.2.20 k/10+1. Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü êàæäîãî îñòàòêà ðîâíî 0.1, ñëåäî-
âàòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò â áèáëèîòåêå ïðèáàâëÿåò ñòîëüêî ê ñðåäíåé ñëîæ-
íîñòè. Êðîìå òîãî íàäî ó÷åñòü ñàì ïåðåêëþ÷àòåëü.

2.2.21 Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.2.19.

2.2.22 a) Ãðàô ñîñòîÿùèé èç 3 ÿðóñîâ èìååò íå áîëåå 7 · 8 · 9 = 504 ëèñòüåâ,
ñëåäîâàòåëüíî, îí íå ìîæåò ðåøàòü óêàçàííóþ ÇÈÏ. Ïîñòðîèì ãðàô èç 4
ÿðóñîâ, ñîñòîÿùèé èç ïåðåêëþ÷àòåëåé g5, g7, g8, g9. ×èñëà 5,7,8,9 ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòû, çíà÷èò ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ ëþáîå ÷èñëî îò
1 äî 5 · 7 · 8 · 9 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îñòàòêàì îò äåëåíèÿ íà
ýòè ÷èñëà. Îòâåò: 4. b) Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì à) è çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà îò
501 äî 504 ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíû ïî îñòàòêàì îò äåëåíèÿ
íà 7,8,9. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô, êîòîðûé íà ýòèõ çàïðîñàõ
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Ê çàäà÷å 2.2.4
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Ê çàäà÷å 2.2.5

èìååò ñëîæíîñòü 3 (à íà îñòàëüíûõ 4, êàê â ïóíêòå à). Ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü
ðàâíà 3 · 0.004 + 4 · 0.996 = 3.996.

2.2.23 a) X = Y = {1, 9}, îòíîøåíèå ïîèñêà xρy ⇔ (x = y). Áàçîâîå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò òîëüêî ïåðåêëþ÷àòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçâåøèâà-
íèþ êîíôåò ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik íà ëåâîé ÷àøå è j1, . . . , jk �íà ïðàâîé.

gi1,...,ik∧j1,...,jk(x) =


1, x ∈ {i1, . . . , ik}
2, x 6∈ {i1, . . . , ik} ∪ {j1, . . . , jk}
3, x ∈ {j1, . . . , jk}

. b) Ñì. ðèñ. b) Ñì.

ðèñ. Ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü T̂ = 4
16 · 2 + 12

16 · 3 = 2.75.

2.2.24 a) Ñàìàÿ ëåâàÿ ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ìîæåò çàíèìàòü 2,3, èëè 4 ïî-
çèöèþ. Ïóñòü Y = {2, 3, 4}, X = {x = (x1, x2, x3, x4) ∈ {0, 1}4 : x1 =
= 0, x2 6 x3, x4 = 1} = {(0, 1, 1, 1); (0, 0, 1, 1); (0, 0, 0, 1)}� ñ÷èòàåì, ÷òî âåñ
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Ê çàäà÷å 2.2.6

ôàëüøèâîé ìîíåòû ðàâåí 0, à íàñòîÿùåé� 1. Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò
èç ïåðåêëþ÷àòåëåé âèäà

gi1,...,ik∧j1,...,jk(x) =


1, xi1 + . . .+ xik < xj1 + . . .+ xjk ;

2, xi1 + . . .+ xik = xj1 + . . .+ xjk ;

3, xi1 + . . .+ xik > xj1 + . . .+ xjk ,

òàêèõ, ÷òî {i1, . . . , ik}, {j1, . . . , jk} ⊂ {1, 4} è {i1, . . . , ik} ∩ {j1, . . . , jk} = ∅.
b) Ãðàô, ðåøàþùèé çàäà÷ó óêàçàí íà ðèñóíêå:

2.2.25 a) Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëþ÷àì è çàìêàìè çàäà-
åòñÿ ïåðåñòàíîâêîé σ ∈ S5, ò.å. i-é çàìîê îòêðûâàåòñÿ σ(i)-ì êëþ÷îì. Òîãäà
X = Y = S5 �ìíîæåñòâî çàïðîñîâ è çàïèñåé, xρy ⇔ x = y� îòíîøåíèå
ïîèñêà. Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷àòåëåé (ïðîâåðÿþùèõ, îò-

êðûâàåò ëè i çàìîê j-é êëþ÷) gi,j =

{
1, j = x(i)

2, j 6= x(i),
ãäå i, j ∈ {1, 5}. b) Ïðîâå-

ðÿåì 1-é êëþ÷� 4 ïðîâåðêè, 2-é � 3 ïðîâåðêè, 3-é � 2 ïðîâåðêè, 4-é � îäíà.
Èòîãî 4+3+2+1=10 ïðîâåðîê.

2.2.26 a) Y = {1, 2, 3, 5}�ìíîæåñòâî çàïèñåé, X = {+,−} × Y = {(ε, n) :
: ε = ±, n ∈ Y }�ìíîæåñòâî çàïðîñîâ (n�íîìåð äåôåêòíîé ìîíåòû),
(ε, n)ρy ⇔ (n = y)� îòíîøåíèå ïîèñêà. Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïå-

ðåêëþ÷àòåëåé âèäà gS′∧S′′(x) =


1,
∑
S′ mx(s) <

∑
S′′ mx(s)

2,
∑
S′ mx(s) =

∑
S′′ mx(s)

3,
∑
S′ mx(s) >

∑
S′′ mx(s)

, ãäå mx(s)�

ìàññà ìîíåòû äîñòîèíñòâà s (ïðè óñëîâèè, ÷òî x = (ε, n)�äåôåêòíàÿ) è
S′, S′′ �íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Y . b) Ñì. ðèñ. ñ) Ñëîæíîñòü ïî-
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Ê çàäà÷å 2.2.8

ëó÷åííîãî ãðàôà ðàâíà 2, î÷åâèäíî, ÷òî ÈÃ ñëîæíîñòè 1 íå ìîæåò ðåøèòü
óêàçàííóþ çàäà÷ó (íå ìîæåò áûòü áîëåå 3 ëèñòüåâ, à íóæíî, êàê ìèíèìóì
4).

2.2.27 a) Ïóñòü W = {w = (w1, . . . , w15)}� âåñà ìîíåò. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåñà íîðìèðîâàíû òàê, ÷òîáû âåñ íàñòîÿùèõ
ìîíåòû áûë ðàâåí 0, à âåñ ôàëüøèâîé�±1. Òîãäà X = W , Y = {A,B},
îòíîøåíèå ïîèñêà ((x1, . . . , x15)ρy) ⇔

(
(∃xi = −1&y = A) ∨ (∃xi = 1&y =

= B)
)
. Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷àòåëåé âèäà

gi1,...,ik∧j1,...,jk(x) =


1, xi1 + . . .+ xik < xj1 + . . .+ xjk ;

2, xi1 + . . .+ xik = xj1 + . . .+ xjk ;

3, xi1 + . . .+ xik > xj1 + . . .+ xjk ,

òàêèõ, ÷òî {i1, . . . , ik}, {j1, . . . , jk} ⊂ {1, 15} è {i1, . . . , ik} ∩ {j1, . . . , jk} = ∅.
b) Ñì. ðèñ. B-ñëîæíîñòü ðàâíà 2.

2.2.28 a) Ìíîæåñòâî çàïðîñîâ è çàïèñåé ñîâïàäàþò X = Y = {(y1, y2) ∈
∈ {1, 11}2 | y1 < y2}. Îòíîøåíèå ïîèñêà xρy ⇔ (x = y), ò.å.
ýòî çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àòåëåé
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Ê çàäà÷å 2.2.9

gS(y1, y2) =

{
1, {y1, y2} ∩ S = ∅;
2, {y1, y2} ∩ S 6= ∅,

(ãäå S 6= ∅); ïðåäèêàòîâ â áàçîâîì ìíîæå-

ñòâå íåò. b) Ïîñêîëüêó èòîãîâûé ãðàô áóäåò ñëèøêîì ãðîìîçäêèé íå áóäåì
ïðèâîäèòü åãî çäåñü, òîëüêî îïèøåì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ. Ðàçîáüåì øàðû íà 5
ãðóïï ïî äâà øàðà è îäíà � îñòàâøèéñÿ øàð. Ïðîâåðÿåì êàæäóþ ãðóïïó èç
äâóõ øàðîâ � 5 ïðîâåðîê. Âîçìîæíû âàðèàíòû: ëèáî îäíà, ëèáî äâå ãðóï-
ïû ðàäèîàêòèâíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì îáà øàðà èç ãðóïïû� åñëè
ðàäèîàêòèâåí òîëüêî îäèí, òî îñòàâøèéñÿ øàð (11-é) � ðàäèîàêòèâåí. Âî
âòîðîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåì ïî îäíîìó øàðó èç êàæäîé ðàäèîàêòèâíîé ãðóï-
ïû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ÈÃ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâûå 5 ÿðóñîâ
ñòðîèì ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî. Èç ëèñòüåâ âûáèðàåì 5 òàêèõ, ãäå òîëü-
êî îäíà ïðîâåðêà (èç 5) ïîëîæèòåëüíà è 10 òàêèõ, ãäå ðîâíî äâå ïðîâåðêè
ïîëîæèòåëüíû. Ê íèì ïðèñòðàèâàåì ñíèçó ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîâåðî÷íûå
äåðåâüÿ. c) Äâîè÷íîå äåðåâî ñ 5 ÿðóñàìè íå ìîæåò èìåòü áîëåå 25 = 32
ëèñòüåâ. À ìíîæåñòâî çàïèñåé ñîñòîèò èç C2

11 = 55 ýëåìåíòîâ. d) Åñëè â
ïåðâîé ïðîâåðêå ó÷àñòâóåò k øàðîâ, òî ìíîæåñòâî çàïèñåé ðàñïàäàåòñÿ íà
äâà ïîäìíîæåñòâà: òå çàïèñè, ãäå ñðåäè ýòîé ãðóïïû íåò ðàäèîàêòèâíûõ
øàðîâ (èõ C2

11−k) è ãäå åñòü (èõ C
2
11 − C2

11−k). Åñëè ìîæíî ïîñòðîèòü ÈÃ ñ
6 ÿðóñàìè, òî îáà ýòèõ ìíîæåñòâà äîëæíû ñîäåðæàòü íå áîëåå 25 = 32 ýëå-

ìåíòîâ. Ñîñòàâèì òàáëèöó

k C2
11−k C2

11 − C2
11−k

1 45 10
2 36 19
3 28 27
4 21 34
5 15 40
6 10 45
. . . . . . . . .

Âèäíî, ÷òî ïîäõîäèò

òîëüêî k = 3, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ïðîâåðêå 3 øàðîâ ðàäèîàêòèâíûõ â
ãðóïïå íåò. Òîãäà îáà ðàäèîàêòèâíûõ îñòàëèñü â êó÷êå èç 8 øàðîâ. Íàäî
âûäåëèòü 2 ðàäèîàêòèâíûõ çà 5 ïðîâåðîê. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü â ïåðâîé ïðî-
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Ðèñ. 2.12: Ê çàäà÷å 2.2.10.c)

âåðêå ó÷àñòâóåò m øàðîâ, ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ çàïèñåé
íà äâà ïîäìíîæåñòâà ðàçìåðîì C2

8−m è C2
8 −C2

8−k. Ñîñòàâèì òàêóþ æå òàá-

ëèöó

k C2
8−k C2

8 − C2
8−k

1 21 7
2 15 13
3 10 18
4 6 22
. . . . . . . . .

Âèäíî, ÷òî ïîäõîäèò òîëüêî k = 2. Ïðåäïî-

ëîæèì, ïðîâåðåíî 2 øàðà è èç íèõ íåò ðàäèîàêòèâíûõ. Îñòàåòñÿ 6 øàðîâ.

Äëÿ íèõ ïîñòðîèì òàêóþ æå òàáëèöó.

k C2
6−k C2

6 − C2
6−k

1 10 5
2 6 9
3 3 12
4 1 14

. Âèäíî, ÷òî

íå ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ìåíüøå 8,
ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ÈÃ ïîñòðîèòü íåëüçÿ.

2.2.29 à) Ïóñòü çàäàíû âåñà ìîíåòw = (w1, . . . , w4). Íîðìèðóåì âåñà ìîíåò,
òàê, ÷òîáû âåñ íàñòîÿùèõ ìîíåò áûë ðàâåí 0, à âåñ ôàëüøèâîé ìîíåòû
±1 (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ëåã÷å îíà èëè òÿæåëåå íàñòîÿùåé). Îáîçíà÷èì

S = {(s1, . . . , s4) : ∃j : si = ±δij}, ãäå δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
. Ïóñòü X = S, Y =

= V = {1, 4} îòíîøåíèå xρi ⇔ (xi 6= 0). Áàçîâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç

ïåðåêëþ÷àòåëåé âèäà gI∧J(s) =


1,

∑
i∈I si <

∑
j∈J sj ;

2,
∑
i∈I si =

∑
j∈J sj ;

3,
∑
i∈I si >

∑
j∈J sj ,

ãäå I, J ⊂ {1, 4} è
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Ê çàäà÷å 2.2.12

I ∩ J = ∅. Ïðåäèêàòîâ íåò. b) Ñì. ðèñ. c) Òîãäà X = Y = S è xρy ↔ x =
= y� çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. d) Åñëè âçâåøèâàòü â íà÷àëå ïî
îäíîé ìîíåòå, òî ñðåäíÿÿ âåòêà äîëæíà ñîäåðæàòü 4 çàïèñè. Åñëè ñíà÷àëà
âçâåøèâàòü ïî äâå ìîíåòû, òî ñðåäíåé âåòêè íå áóäåò, à áîêîâûå ñîäåðæàò
ïî 4 çàïèñè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèí ïåðåêëþ÷àòåëü íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
áîëåå 3 ëèñòüåâ.

2.2.30 à) Ïóñòü çàäàíû âåñà ìîíåò w = (w1, . . . , w12). Íîðìèðóåì
âåñà ìîíåò, òàê, ÷òîáû âåñ íàñòîÿùèõ ìîíåò áûë ðàâåí 0, à âåñ
ôàëüøèâîé ìîíåòû ±1 (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ëåã÷å îíà èëè òÿ-
æåëåå íàñòîÿùåé). Îáîçíà÷èì S = {(s1, . . . , s2) : ∃j : si = ±δij}, ãäå

δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
. Ïóñòü X = Y = V = S, îòíîøåíèå

xρy ⇔ (x = y)� ò.å. çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Çàäàíû ïå-

ðåêëþ÷àòåëè gi1,...,ik|j1,...,jk(s) =


1, si1 + . . .+ sik < sj1 + . . .+ sjk ;

2, si1 + . . .+ sik = sj1 + . . .+ sjk ;

3, si1 + . . .+ sik > sj1 + . . .+ sjk ,

ãäå

{i1, . . . , ik}, {i1, . . . , ik} ⊂ {1, 12} è {i1, . . . , ik} ∩ {i1, . . . , ik} = ∅. Ïðåäèêà-
òîâ íåò. b) Ñì. ðèñ. Äëÿ êðàòêîñòè, âìåñòî âåêòîðà (s1, ..., s12) íà ðèñóí-
êå óêàçàíû òîëüêî íîìåð ôàëüøèâîé ìîíåòû è ñîîòâåòñòâóþùèé çíàê. c)
TB = T̂ = 3.

2.2.31 a) Â êà÷åñòâå X ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {(x1, . . . , x5) : xi =
= 0, 1,−1}, ó êîòîðûõ ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ðàâíà 1, ðîâíî îäíà -1, à
îñòàâøèåñÿ òðè � íóëè. Â êà÷åñòâå Y âûáåðåì ìíîæåñòâî ïàð (y+, y−), à
îòíîøåíèå ïîèñêà çàäàäèì êàê (x1, ..., x5)ρ(y+, y−) ⇔ (xy+ = 1)&(xy− =
= −1). Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìíîæåñòâà ðàññìîòðèì ïåðåêëþ÷àòåëè

gi1...ik;j1...jk(x̄) =


1, xi1 + . . .+ xik > xj1 + . . .+ xjk ;

2, xi1 + . . .+ xik = xj1 + . . .+ xjk ;

3, xi1 + . . .+ xik < xj1 + . . .+ xjk .
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Ðèñ. 2.14: Ê çàäà÷å 2.2.18

b) Ïîñêîëüêó èíôîðìàöèîííûé ãðàô äîâîëüíî ãðîìîçäîê, ïðèâåäåì ñëî-
âåñíîå îïèñàíèå: Ïåðâûé ðàç ïîëîæèì íà ÷àøè âåñîâ ïåðâóþ è âòîðóþ
ìîíåòû, à âòîðîé ðàç � òðåòüþ è ÷åòâ¼ðòóþ. Âîçìîæíû òîëüêî äâà ñëó÷àÿ.
1) Îäèí ðàç âåñû áûëè â ðàâíîâåñèè (ïóñòü ïðè ïåðâîì âçâåøèâàíèè; ïðè
ýòîì íà ÷àøàõ íàñòîÿùèå ìîíåòû), à äðóãîé ðàç � íåò. Âîçüìåì íàñòîÿùóþ
ìîíåòó èç ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ è ñðàâíèì å¼ ñ òîé, ÷òî îñòàâàëàñü íà ñòîëå.
Åñëè èõ âåñà ðàâíû, òî ïîñëåäíÿÿ ìîíåòà íàñòîÿùàÿ, à ôàëüøèâûå - òå, ÷òî
ó÷àñòâîâàëè âî âòîðîì âçâåøèâàíèè. Èíà÷å, ìîíåòà ñî ñòîëà �ôàëüøèâàÿ,
è ìû çíàåì, ëåã÷å îíà íàñòîÿùåé èëè òÿæåëåå, à ïîòîìó çíàåì, ë¼ãêàÿ èëè
òÿæ¼ëàÿ ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ó÷àñòâîâàëà âî âòîðîì âçâåøèâàíèè. 2) Îáà
ðàçà âåñû áûëè íå â ðàâíîâåñèè. Òîãäà íà âåñàõ êàæäûé ðàç áûëà îäíà
ôàëüøèâàÿ ìîíåòà, à íà ñòîëå îñòàëàñü íàñòîÿùàÿ. Âçâåñèì å¼ ñ ë¼ãêîé ìî-
íåòîé èç ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ. Åñëè âåñà ðàâíû, òî â ïåðâîì âçâåøèâàíèè
ôàëüøèâîé áûëà áîëåå òÿæ¼ëàÿ, à âî âòîðîì - áîëåå ë¼ãêàÿ. Åñëè æå áîëåå
ë¼ãêàÿ ìîíåòà èç ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ îêàçàëàñü ëåã÷å, òî îíà ôàëüøèâàÿ,
à èç âòîðîãî âçâåøèâàíèÿ ôàëüøèâàÿ� áîëåå òÿæ¼ëàÿ. c) Ãðàô ñëîæíîñòè
2 íå ìîæåò äàòü áîëåå 9 ðàçëè÷íûõ îòâåòîâ, à â äàííîé çàäà÷å |Y | = 20.

2.2.32 a) Ïóñòü S5 �ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç 5 ýëåìåíòîâ. Äëÿ ìàñ-
ñèâà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò åãî ýëåìåíòû â ïðà-
âèëüíîì ïîðÿäêå (ò.å. xi < xj ⇔ σ(i) < σ(j)). Íàïðèìåð, äëÿ ìàññèâà
(10, 1, 3, 2, 8) òàêîé ïåðåñòàíîâêîé áóäåò σ = (5, 1, 3, 2, 4). Òîãäà çàäà÷à óïî-
ðÿäî÷èâàíèÿ ìàññèâà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê I = 〈S5, S5,=〉�
çàäà÷à ïîèñêà èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìíîæåñòâà âîçü-

ìåì ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àòåëåé gij(x) =

{
1, xi < xj ;

2, xi > xj .
, ãäå i, j = 1, ..., 5,

i 6= j. b) Ðåøåíèåì áóäåò ÈÃ ñîäåðæàùèé 5! = 120 ëèñòüåâ. Îïèøåì àë-
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g123∧789

g1∧3

1

1

2

2

3

3

1

g4∧6

4

1

5

2

6

3

2

g7∧9

7

1

8

2

9

3

3

Ê çàäà÷å 2.2.23.b)

ãîðèòì âçâåøèâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ãðàôó. Ñíà÷àëà óïîðÿäî÷èì
x1 è x2 (1-å âçâåøèâàíèå), ïîòîì x3 è x4 (2-å âçâåøèâàíèå). Òàêèì îáðàçîì
x1 < x2 è x3 < x4. Ñðàâíèì x1 è x3 (3-å âçâåøèâàíèå), óïîðÿäî÷èì, òàê,
÷òî x1 < x3 (åñëè íàäî òî x2 è x4 òîæå ïîìåíÿåì ìåñòàìè). Ïîòîì ñðàâíèì
x3 è x5 (4-å âçâåøèâàíèå).
I) Äîïóñòèì, ÷òî x3 < x5. Òîãäà ñðàâíèì x4 è x5(5-å âçâåøèâàíèå). Åñëè
x4 < x5, òî ïîëó÷àåì: x1 < x3 < x4 < x5 è x1 < x2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
óñòàíîâèòü ïîçèöèþ x2 äîñòàòî÷íî åùå 2 âçâåøèâàíèé. Ñëó÷àé x4 > x5

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
II) Äîïóñòèì, ÷òî x3 > x5. Òîãäà ñðàâíèì x2 è x3 (5-å âçâåøèâàíèå). Åñëè
x2 < x3, òî ïîëó÷àåì â èòîãå x1 < x2 < x3 < x4 è x5 < x3, îñòàåòñÿ äâà
âçâåøèâàíèÿ, ÷òîáû ïîìåñòèòü x5 íà íóæíîå ìåñòî. Åñëè æå x2 > x3, òî
ñðàâíèì x2 è x4 (6-å âçâåøèâàíèå) è x1 ñ x5 (7-å âçâåøèâàíèå). Ïî ðåçóëüòà-
òàì óïîðÿäî÷èâàåì ìàññèâ. c) Ãðàô ñëîæíîñòè 6 íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå
26 = 64 êîíöåâûõ âåðøèí. d) Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ãðàô ñîäåðæèò N ! êîíöå-
âûõ âåðøèí, òî åãî ãëóáèíà íå ìåíåå logN ! ∼ log

(
n
e

)n ∼ N logN . C äðóãîé
ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü (èíäóêöèåé ïî n), ÷òî ìàññèâ ðàçìåðà 2n ìîæíî



90 Ãëàâà 2. Òåîðèÿ õðàíåíèÿ è ïîèñêà èíôîðìàöèè
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g1,4∧2,3

(0, 1, 1, 1)

1

(0, 0, 1, 1)

2

(0, 0, 0, 1)

3

Ê çàäà÷å 2.2.24

îòñîðòèðîâàòü çà O(n2n) ñðàâíåíèé.

2.2.33 a) Îáîçíà÷èì EN = {0, 1, . . . , N−1}. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà çàïðîñîâ
è ìíîæåñòâà îòâåòîâ âûáåðåì X = Y = 2EN �ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ
EN . Â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ρ âîçüìåì ðàâåíñòâî � ïîëó÷èì çàäà÷ó ïîèñêà
èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìíîæåñòâà âûáåðåì ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòîâ âèäà fA(B)⇔ (A∩B 6= ∅), ãäå A,B ⊂ EN . Ýòîò ïðåäèêàò ñîîò-
âåòñòâóåò ïðîâåðêå îáðàçöîâ èç ìíîæåñòâà A è äàåò ïîëîæèòåëüíóþ ðåàê-
öèþ, åñëè õîòÿ áû îäèí ñîäåðæèò âèðóñ. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà X çàäàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì: P(A) = p|A| · (1− p)N−|A|. b) Î÷åâèäíî, äëÿ ïðîâåðêè
êàæäîé ãðóïïû íóæíî âû÷èñëèòü îäèí ïðåäèêàò, ò.å. ñëîæíîñòü k. Åñëè
ãðóïïà äàëà ïîëîæèòåëüíóþ ðåàêöèþ, òî íàäî ïðîâåðèòü êàæäûé îáðàçåö
â íåé � ñëîæíîñòü ðàâíà n. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà 1− (1− p)n. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïîëó÷àåì ñðåäíþþ ñëîæíîñòü S = k+n(1−(1−p)n). c) Çàôèêñèðóåì
N è áóäåì ìåíÿòü n. Ïîëó÷èì S(n) = N

n +n−n · (1−p)n. Íàéäåì ïðîèçâîä-
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Ê çàäà÷å 2.2.26)

Ê çàäà÷å 2.2.27)

íóþ: S′(x) = −N
x2 + 1 − (1 − p)x (1 + x ln(1− p)). Ïîñêîëüêó p ìàëî, ìîæíî

ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà äî 2-ãî ÷ëåíà: S′(x) = −N
x2 + 2xp + ō(p). Ïðè-

ðàâíèâàÿ ê íóëþ ãëàâíóþ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì x = 3
√
N/2p. Èòàê,

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè n =
[

3

√
N
2p

]
. Ïîäñòàâëÿÿ N = 1600,

p = 10−4, ïîëó÷èì n = 200. Ò.å. íàäî ñìåøèâàòü ïî 200 îáðàçöîâ.
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2.2. Èíôîðìàöèîííî�ãðàôîâûé ïîäõîä. 93

g1,2,3,4
∧

5,6,7,8

g1,2,5
∧

3,4,6

g1
∧

2

−1

1 +6
2

−23

1

g4
∧

9

−4

1 +8
2

∅3
2

g3
∧

4

−3

1 +5
2

−43

3

1

g1,2,3
∧

9,10,11

g9
∧

10

+10

1 +11
2

+93

1

g12
∧

1

−12

1 ∅
2

+123
2

g9
∧

10

−9

1 −11
2

−103

3

2

g1,2,5
∧

3,4,6

g3
∧

4

+4

1 −5
2

+33

1

g4
∧

9

∅

1 −8
2

+43
2

g1
∧

2

+2

1 −6
2

+13

3

3

Ê çàäà÷å 2.2.30



94 Ãëàâà 2. Òåîðèÿ õðàíåíèÿ è ïîèñêà èíôîðìàöèè



Ãëàâà 3

Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä

3.1. Âûâîä èç àêñèîì

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ äåäóêòèâíûõ ñèñòåì äëÿ îïèñàíèÿ îá-
ùåçíà÷èìûõ ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, îòëè÷àþùèõñÿ ìíîæåñòâîì èñ-
ïîëüçóåìûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è âûáîðîì àêñèîì; ïðèâåäåì çäåñü îäíó èç
ïðîñòåéøèõ òàêèõ ñèñòåì â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü äâå ëîãè÷åñêèå
ñâÿçêè � ¬, →. Îñòàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ëåãêî ìîãóò áûòü âûðàæåíû
÷åðåç íèõ è òðàêòîâàòüñÿ êàê ñâîåãî ðîäà "ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ"äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë ñ ¬ è →. Àêñèîìû äàííîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû
çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìûõ ñõåì àêñèîì.

A1) Åñëè f , g � ôîðìóëû, òî ôîðìóëà

(f → (g → f))

åñòü àêñèîìà.

A2) Åñëè f , g, h � ôîðìóëû, òî ôîðìóëà

((f → (g → h))→ ((f → g)→ (f → h)))

åñòü àêñèîìà.

A3) Åñëè f , g � ôîðìóëû, òî ôîðìóëà

((¬f → ¬g)→ ((¬f → g)→ f))

åñòü àêñèîìà.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè êàæäàÿ èç ñõåì àêñèîì A1, A2, A3 îïðåäåëÿåò áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì, îòëè÷àþùèõñÿ âûáîðîì ôîðìóë f, g, h.

Ïðàâèëî âûâîäà â ýòîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìå îäíî � åñëè óæå ïîëó÷åíû
îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû f è (f → g), òî èç íèõ âûâîäèòñÿ îáùåçíà÷èìàÿ
ôîðìóëà g (ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ïðåäëîæåííîé åùå Àðèñòîòåëåì, ýòî
ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ modus ponens).

95
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×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü òåõíèêó, ïðèìåíÿåìóþ ïðè èçó÷åíèè äåäóê-
òèâíûõ ñèñòåì, ïðèâåäåì ñõåìàòè÷åñêèå íàáðîñêè äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûõ
âàæíûõ ñâîéñòâ òîëüêî, ÷òî îïðåäåëåííîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû.

Âûâîäîì ôîðìóëû f èç ñïèñêà ôîðìóë Γ = g1, . . . , gn áóäåì íàçûâàòü
ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë f1, f2, . . . , fm = f , òàêóþ, ÷òî
êàæäîå fi(i = 1, . . . ,m) åñòü ëèáî àêñèîìà, ëèáî ýëåìåíò ñïèñêà Γ, ëèáî ïî-
ëó÷åíî ïî ïðàâèëó modus ponens èç íåêîòîðûõ fj , fk, ïðè j, k ∈ {1, . . . , i−1}.
Åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä f èç Γ, òî îáîçíà÷àåì ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñðåä-
ñòâîì Γ ` f (â ÷àñòíîñòè, ñïèñîê Γ ìîæåò áûòü ïóñò; òå ôîðìóëû, êîòî-
ðûå âûâîäèìû èç ïóñòîãî Γ, êàê ëåãêî ìîæíî âèäåòü, îáðàçóþò êëàññ âñåõ
âûâîäèìûõ ôîðìóë íàøåé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû). Ñëåäóþùàÿ ëåììà åñòü
ïðèìåð âûâîäèìîé ôîðìóëû.

Ëåììà 3. Åñëè f � ôîðìóëà, òî ` (f → f).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà äå-
äóêöèè (Ýðáðàí).

Òåîðåìà 5 (Î äåäóêöèè). Åñëè Γ � ñïèñîê ôîðìóë è f , g � ôîðìóëû, òî
èç Γ, f ` g âûòåêàåò Γ ` (f → g).

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü åå ¾ÒîÄ¿.
Èç íåå âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 4 (Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî). Ïóñòü Γ� ñïèñîê ôîðìóë è f ,
g�ôîðìóëû. Åñëè Γ, ¬f ` g,¬g, òî Γ ` f .

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà, âûâåäåííàÿ èç À1, À2, À3 ÿâëÿåòñÿ îá-
ùåçíà÷èìîé. Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 6 (Î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé). Ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âûâîäèìà â
äåäóêòèâíîé ñèñòåìå ñî ñõåìàìè àêñèîì À1, À2, À3 è ïðàâèëîì âûâîäà
modus ponens.

Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 3.1.1. Âûðàçèòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû èñïîëüçóÿ òîëüêî îïåðàöèè
èìïëèêàöèè (→) è îòðèöàíèÿ (¬).

a) a ∨ b;
b) a&b;
c) a↔ (b ∨ c);
d) m(a, b, c) = ab⊕ ac⊕ bc.

Çàäà÷à 3.1.2. Ïîêàçàòü âûâîäèìîñòü Γ, A1, A2, A3 ` F , èñïîëüçóÿ òåîðåìó
î äåäóêöèè:

a) Γ = {a→ b,¬b}, F = ¬a (reductio ad absurdum);
b) Γ = {a→ b, b→ c}, F = a→ c (ïðàâèëî ñèëëîãèçìà);
c) Γ = {a→ b, b→ c,¬c}, F = ¬a;

Çàäà÷à 3.1.3. Ïîñòðîèòü ÿâíûé âûâîä (ò.å. íå èñïîëüçóÿ ÒîÄ)
{A1, A2, A3, a→ b, b→ c} ` a→ c.
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Çàäà÷à 3.1.4. Ïîñòðîèòü âûâîä èç àêñèîì è ëåììû î âûâîäå f → f íå
èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äåäóêöèè. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïðåäâàðèòåëüíî
ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ.

a) {A ∨B,¬A} ` B (ðàçáîð ñëó÷àåâ);
b) ` (¬A→ A)→ A (äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî);

Çàäà÷à 3.1.5. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ÒîÄ: a→ (b→ c) ` b→ (a→ c);

Çàäà÷à 3.1.6. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ èñïîëüçóÿ ÒîÄ è ËÄîÏ:

a) ¬¬B → B (ñíÿòèå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ);
b) B → ¬¬B (íàâåøèâàíèå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ).

Çàäà÷à 3.1.7. Äîêàçàòü (èñïîëüçóÿ ÒîÄ è ËÄîÏ):

a) ¬a→ (a→ b);
b) (¬b→ ¬a)→ (a→ b);
c) (a→ b)→ (¬b→ ¬a);
d) (¬(a→ b))→ a.

Çàäà÷à 3.1.8. Äîêàçàòü èñïîëüçóÿ ÒîÄ è ËÄîÏ (ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåñòè
ê âèäó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ):

a) {a, b} ` a&b;
b) a&b ` {a, b}.

Çàäà÷à 3.1.9. Ïîêàçàòü âûâîäèìîñòü Γ, A1, A2, A3 ` F , èñïîëüçóÿ ÒîÄ è
ËÄîÏ (ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàâ ê âèäó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî èìïëè-
êàöèè è îòðèöàíèÿ):

a) Γ = {a→ b, b→ c}, F = a→ (b&c);
b) Γ = {a→ b, a⊕ b}, F = b;
c) Γ = {a⊕ b, a}, F = ¬b (ðàçáîð âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñëó÷àåâ);

Çàäà÷à 3.1.10. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ÒîÄ è ËÄîÏ.

a) a→ (¬b→ ¬(a→ b));
b) (a→ b)→ ((¬a→ b)→ b).

Çàäà÷à 3.1.11. Ïðèâåñòè ôîðìóëó a → (b → (a&b)) ê âèäó, ñîäåðæàùåìó
òîëüêî èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ è ïîñòðîèòü âûâîä, èñïîëüçóÿ ÒîÄ.

Çàäà÷à 3.1.12. Ïðèâåñòè ê âèäó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî èìïëèêàöèè è îò-
ðèöàíèÿ è äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ÒîÄ è ËÄîÏ:

(
(a→ b)&(b→ c)

)
→ (a→ c)

(ïðàâèëî ñèëëîãèçìà).

Çàäà÷à 3.1.13. Äîêàçàòü âûâîäèìîñòü Γ, A1, A2, A3 ` F èëè ïîêàçàòü
íåâîçìîæíîñòü òàêîãî âûâîäà ñ ïîìîùüþ òåîðåì î äåäóêöèè è î ïîëíîòå
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

a) Γ = {a→ b,¬a}, F = ¬b;
b) Γ = {a→ b,¬a→ ¬b}, F = a↔ b;
c) Γ = {a→ b,¬b→ ¬a}, F = a↔ b;
d) Γ = {a→ b, a ∨ b}, F = a;
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e) Γ = {a→ b, b→ a, a ∨ b}, F = a&b;

Çàäà÷à 3.1.14. Ïðîâåðèòü âûâîäèìîñòü èëè íåâûâîäèìîñòü Γ, A1, A2, A3 `
` F .

a) Γ = {a→ (b→ c), (a→ b)→ c}, F = b→ c;
b) Γ = {a→ (b→ c), (a→ b)→ c}, F = a→ c;
c) Γ = {a→ b&c, b→ c&a, c→ a&b, a ∨ b ∨ c}, F = a&b&c;
d) Γ = {(a ∨ b)→ c, (b ∨ c)→ a, (c ∨ a)→ b, a ∨ b ∨ c}, F = a&b&c;

Çàäà÷à 3.1.15. Ïóñòü ôîðìóëà F íå îáùåçíà÷èìà. Âîçüìåì åå â êà÷åñòâå
ñõåìû àêñèîì Â, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü àêñèîìàìè âñå ôîðìóëû, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ èç F ïîäñòàíîâêàìè ôîðìóë íà ìåñòî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ.

a) Äîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå A1, A2, A3, Â áóäåò ïðî-
òèâîðå÷èâîé (ò.å. âîçìîæåí âûâîä ôîðìóë B è ¬B).
b) Äîêàçàòü, ÷òî â òàêîé òåîðèè âûâîäèìà ëþáàÿ ôîðìóëà.

Çàäà÷à 3.1.16. Äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A3 îò A1 è A2.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

3.1.1 a) a∨b = (¬a)→ b; b) a&b = ¬(a→ ¬b); c) a↔ (b∨c) = ¬
((
a→ (¬b→

→ c)
)
→ ¬

(
(¬b→ c)→ a

))
. d) ab⊕ ac⊕ bc = ((¬a→ b)→ ¬c)→ ¬(a→ ¬b).

3.1.2 a) Çàìåòèì, ÷òî Γ,¬¬a ` b,¬b è ïðèìåíèì òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó-
÷èì, ÷òî Γ ` ¬¬a→ b,¬¬a→ ¬b. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà âûâîäà:
¬¬a→ b (ò. î äåäóêöèè); ¬¬a→ ¬b (ò. î äåäóêöèè); (¬¬a→ ¬b)→ ((¬¬a→
→ b) → ¬a) (ñõåìà A3); (¬¬a → b) → ¬a (M.P.); ¬a (M.P.). b) Çàìåòèì,
÷òî Γ, a ` c, äåéñòâèòåëüíî, a(äàíî); a → b (äàíî); b (M.P.); b → c (äàíî);
c (M.P.). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ò. î äåäóêöèè Γ ` a → c. c) Ïîëó÷àåòñÿ êîì-
áèíàöèåé ïóíêòîâ ¾a¿ è ¾b¿. Äåéñòâèòåëüíî, â ïóíêòå ¾b¿ ïîêàçàíî, ÷òî
a→ b, b→ c ` a→ c. Ïðèìåíÿÿ ïóíêò ¾a¿, ïîëó÷èì, ÷òî a→ c,¬c ` ¬a.

3.1.3 Âûâîä:
(1) (b→ c)→ (a→ (b→ c)) (ñõåìà A1, f = (b→ c), g = a);
(2) b→ c (äàíî);
(3) a→ (b→ c) (M.P. 1-2);
(4) (a→ (b→ c))→ ((a→ b)→ (a→ c)) (ñõåìà A2);
(5) (a→ b)→ (a→ c) (M.P. 3-4);
(6) a→ b (äàíî);
(7) a→ c (M.P. 5-6).

3.1.4 a) Íàïîìíèì, ÷òî A∨B = (¬A)→ B. Òîãäà öåïî÷êà âûâîäà: (¬A)→
→ B (äàíî), ¬A (äàíî), B (M.P.). b) Âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà âûâîäà:
(¬A → ¬A) → ((¬A → A) → A) (A3, ïðè f = g = A); ¬A → ¬A (ëåììà);
(¬A→ A)→ A) (M.P.).

3.1.5 Ïîñêîëüêó a, b, a → (b → c) ` c, òî ïî ÒîÄ b, a → (b → c) ` a → c.
Ïðèìåíèì ÒîÄ åùå ðàç, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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3.1.6 a) Î÷åâèäíî, ÷òî ¬¬B,¬B ` ¬B,¬¬B. Ïðèìåíèâ ëåììó î äîêàçàòåëü-
ñòâå îò ïðîòèâíîãî, ïîëó÷èì ¬¬B ` B. Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè ïîëó÷àåì
¬¬B → B. b) Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì ¾a¿, ïðèìåíèâ åãî ê ¬B, ïîëó÷àåì
¬¬¬B → ¬B, ò.å. B,¬¬¬B ` B,¬B. Òîãäà ïî ëåììå î äîêàçàòåëüñòâå îò
ïðîòèâíîãî B ` ¬¬B. ïðèìåíèâ òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷àåì B → ¬¬B.

3.1.7 a) a,¬a,¬b ` a,¬a. Ïî ëåììå î äîêàçàòåëüñòâå îò ïðîòèâíîãî a,¬a ` b.
Ïðèìåíÿÿ äâà ðàçà òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷èì ¬a→ (a→ b);
b) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (¬b → ¬a), ¬b, a. Èç íåå âûâîäèìî a è ¬a, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî ëåììå îò ïðîòèâíîãî èç (¬b → ¬a), a âûâîäèìî b. Ïðèìåíèì
òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷èì (¬b → ¬a) ` a → b. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î äå-
äóêöèè åùå ðàç, ïîëó÷èì ` (¬b→ ¬a)→ (a→ b).
c) Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó ¾b¿, ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû a→ ¬¬a.
d) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (¬(a→ b)),¬a. Ïî ïóíêòó ¾à¿ è modus ponens âû-
âîäèì a → b. Ïðèìåíÿÿ ËÄîÏ, ïîëó÷èì (¬(a → b)) ` a, îòêóäà ïî ÒîÄ
` (¬(a→ b))→ a.

3.1.8 a) Íàïîìíèì, ÷òî a&b åñòü ñîêðàùåíèå äëÿ ¬(a → ¬b). Èç ñèñòåìû
a, b,¬¬(a → ¬b) âûâåñòè b è ¬b, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå î äîêàçàòåëüñòâå
îò ïðîòèâíîãî a, b ` ¬(a→ ¬b). b) Òîò ôàêò, ÷òî ¬(a→ ¬b) ` a âûòåêàåò èç
ïóíêòà ¾d¿ çàäà÷è 3.1.7. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Γ = {¬(a→ ¬b),¬b}. Ïîñòðî-
èì âûâîä Γ ` ¬b→ (a→ ¬b) ( A1); (a→ ¬b) (M.P.). Èòàê, âûâåëè (a→ ¬b)
è ¬(a→ ¬b), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ËÄÎÏ ¬(a→ ¬b) ` b.

3.1.9 a) Ïðåîáðàçóåì a → (b&c) = a → ¬(b → ¬c). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó:
Γ′ = {a, a → b, b → c,¬¬(b → ¬c)}. Òîãäà Γ′ ` c è Γ′ ` ¬c, ñëåäîâàòåëüíî,
ïî ËÄîÏ a, a → b, b → c ` ¬(b → ¬c). Ïî ÒîÄ ïîëó÷àåì a → b, b → c ` a →
→ ¬(b→ ¬c).
b) Ïðåîáðàçóåì a⊕ b = (a→ b)→ ¬(b→ a). Òîãäà (a→ b), (a→ b)→ ¬(b→
→ a) ` ¬(b → a) (M.P.). Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì ¾d¿ çàäà÷è 3.1.7 (òîëüêî
ïîìåíÿåì a è b ìåñòàìè), ïîëó÷èì b.
c) Ïðåîáðàçóåì a⊕b = (a→ b)→ ¬(b→ a). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Γ1 = {(a→
→ b) → ¬(b → a), a,¬¬b}. Âûâîäèì b (M.P.), a → (b → a) (A1), (b → a)
(M.P.), b → (a → b) (A1), a → b) (M.P.), ¬(b → a) (M.P.). Èòàê, ìû âûâåëè
b→ a è ¬(b→ a), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ËÄîÏ {(a→ b)→ ¬(b→ a), a} ` ¬b.

3.1.10 a) Èç ñèñòåìû a, ¬¬(a→ b) âûâîäèìî b. Ïðèìåíèâ ê ñèñòåìå a, ¬b,
¬¬(a→ b) ëåììó î äîêàçàòåëüñòâå îò ïðîòèâíîãî, ïîëó÷èì a, ¬b ` ¬(a→ b).
Ïðèìåíÿÿ äâà ðàçà òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷èì ` a → (¬b → ¬(a →
→ b)). b) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó {(a → b), (¬a → b),¬b}. Êàê ïîêàçàíî â
ïóíêòå ¾c¿ çàäà÷è 3.1.7 (a → b) ` (¬b → ¬a). Ïðèìåíÿÿ M.P., âûâîäèì
¬a, ïðèìåíÿÿ åùå ðàç, ïîëó÷èì b. Èòàê, ïîëó÷åíû b è ¬b, ñëåîäâàòåëüíî,
ïî ËÄÎÏ {(a → b), (¬a → b) ` b}. Ïðèìåíÿÿ äâà ðàçà ÒîÄ, ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

3.1.11 Ïðèâåäåì ôîðìóëó ê âèäó a → (b → ¬(a → ¬b)). Âîñïîëüçóåìñÿ
çàäà÷åé 3.1.8, ò.å. a, b ` ¬(a → ¬b)). Ïðèìåíÿÿ äâà ðàçà ÒîÄ, ïîëó÷àåì
òðåáóåìóþ ôîðìóëó.

3.1.12 Ïðèâåäåì ê ñòàíäàðòíîìó âèäó: ¬
(
(a → b) → ¬(b → c)

)
→ (a → c).

Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòîì ¾b¿ çàäà÷è 3.1.8, ïîëó÷èì ¬
(
(a → b) → ¬(b →

→ c)
)
` {(a → b), (b → c)}. Ïðèìåíèâ ïóíêò ¾b¿ çàäà÷è 3.1.2, ïîëó÷àåì
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¬
(
(a → b) → ¬(b → c)

)
` a → c. Ïðèìåíèâ ÒîÄ, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ

ôîðìóëó.

3.1.13 a) Åñëè áû âûâîä áûë âîçìîæåí, òî (ïî ò. î äåäóêöèè) áûëà áû âû-
âîäèìà ôîðìóëà (a→ b)&(¬a)→ ¬b. Ýòà ôîðìóëà íå îáùåçíà÷èìà (ìîæíî
âçÿòü a = Ë, b = È), ñëåäîâàòåëüíî, âûâîä íåâîçìîæåí. b) Ïîñêîëüêó, êàê
ëåãêî ïðîâåðèòü, ôîðìóëà (a → b) → ((¬a→ ¬b)→ (a↔ b)) îáùåçíà÷èìà,
òî îíà (ïî òåîðåìå î ïîëíîòå) âûâîäèìà, ñëåäîâàòåëüíî (a↔ b) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà äâóêðàòíûì ïðèìåíåíèåì modus ponens. ñ,d) Âûâîä íåâîçìîæåí,
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó ¾à¿. e) Âûâîäèìîñòü ìîæíî ïîêàçàòü àíà-
ëîãè÷íî ïóíêòó ¾b¿.

3.1.14 a) Âûâîäèìî. b) Íå âûâîäèìî. c) Âûâîäèìî. d) Âûâîäèìî. Ðåøàåòñÿ
àíàëîãè÷íî çàäà÷å 3.1.13.

3.1.15 a) Ðàññìîòðèì íàáîð x1, ..., xn, íà êîòîðîì F îáðàùàåòñÿ â Ë. Ïîä-
ñòàâèì (f → f) âìåñòî òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È
è ¬(f → f) âìåñòî îñòàëüíûõ. Î÷åâèäíî, ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà áóäåò òîæ-
äåñòâåííî ëîæíîé F (f1, ..., fn) = Ë. Ñëåäîâàòåëüíî, ¬F (f1, ..., fn) = È�
îáùåçíà÷èìà. Ïî òåîðåìå î ïîëíîòå îíà âûâîäèìà èç A1, A2, A3.

3.1.16 Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ñõåìà A3 ñîäåðæèò îòðèöàíèÿ. Ìîæíî ïîñòðî-
èòü ôîðìàëüíóþ ìîäåëü, â êîòîðîé èìïëèêàöèÿ èìååò ñâîå îáû÷íîå çíà÷å-
íèå, à ¬x = x. Òîãäà â ýòîé ìîäåëè ñõåìû A1 è A2 âñåãäà áóäóò âûïîëíåíû,
à A3 �íåò.

3.2. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Â ñëó÷àå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðîâåðêà îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû,
èìåþùåé n ïåðåìåííûõ, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ïóòåì ïåðåáîðà âñåõ 2n

âîçìîæíûõ íàáîðîâ ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò, ñîïîñòàâëÿåìûõ ýòèì ïåðåìåí-
íûì ïðè ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèÿõ, è óñòàíîâëåíèè òîãî, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ
ôîðìóëû íà ýòèõ íàáîðàõ ðàâíû È. Òàêèì îáðàçîì çäåñü èìååòñÿ íå òîëüêî
àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë, íî è àëãîðèòì ïðîâåð-
êè îáùåçíà÷èìîñòè. Îäíàêî äàæå äëÿ òàêîãî ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ îñòàåò-
ñÿ ïðîáëåìà óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ îáùåçíà÷èìîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðàêòè÷åñêè ìàëîïðèåìëèìûì äëÿ ñêîëü-íèáóäü çíà÷èòåëü-
íûõ n ïåðåáîðîì âñåõ 2n íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ê ïðîáëåìå ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé òåñíî ïðèìûêàåò
ïðîáëåìà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâîäÿùàÿñÿ ê íàõîæäåíèþ
âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ïðè êîòîðûõ çàäàííàÿ ôîðìóëà àëãåá-
ðû ëîãèêè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È. Ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â
ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è äèàãíîñòèêè, è
ïîèñêó ýôôåêòèâíûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ åå, ó÷èòûâàþùèõ â ñâîèõ ýâðèñòè-
÷åñêèõ ðåøàþùèõ ïðàâèëàõ ñòàòèñòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà çàäà÷, ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé. Ìû îãðàíè-
÷èìñÿ çäåñü ëèøü íåñêîëüêèìè ïðîñòåéøèìè ïðîöåäóðàìè ïîäîáíîãî ðîäà
(ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ îáùåçíà÷èìîñòè), ïîñêîëüêó îíè
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ïîçâîëÿò íàì ðàçâèòü òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â ëîãèêå âûñêàçû-
âàíèé, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé óïðîùåííûé àíàëîã òåõíèêè, ðàçâèâàåìîé
äàëåå äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ.

Àëãîðèòì Êâàéíà

Ïðåæäå âñåãî, îïèøåì àëãîðèòì Êâàéíà, îñóùåñòâëÿþùèé ïðîâåðêó
îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû f ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ
òàê íàçûâàåìîãî ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà. Êîðíþ ýòîãî äåðåâà � èñõîäíîé
âåðøèíå � ïðèïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà f . Ïóñòü óæå ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî âåðøèí ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîïîñòàâ-
ëåíà íåêîòîðàÿ ôîðìóëà. Åñëè êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíå äàííîãî äåðåâà
îêàçàëàñü ñîïîñòàâëåíà êîíñòàíòà È, òî ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, è ôîðìóëà
f ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé. Åñëè íåêîòîðîé êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ñî-
ïîñòàâëåíà êîíñòàíòà Ë, òî ôîðìóëà f íå îáùåçíà÷èìà, è ïðîöåññ òàêæå
çàâåðøàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ êîíöåâàÿ âåðøèíà v, êîòîðîé
ñîïîñòàâëåíà ôîðìóëà îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíò È, Ë. Åñëè ýòà ôîðìóëà g íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, òî åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó,
èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà:

¬È = Ë; ¬Ë = È; È ∨ f = È; Ë ∨ f = f ; È ∧ f = f ; Ë ∧ f = Ë; È→ f = f ;

Ë→ f = È; f → È = È; f → Ë = ¬f ; È↔ f = f ; Ë↔ f = ¬f.

Åñëè æå îíà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ x, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå äåéñòâèÿ:

à) Íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû g1 è g2 ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó g âìåñòî ïåðå-
ìåííîé x, ñîîòâåòñòâåííî êîíñòàíò È è Ë.

á) Íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû g′1 è g
′
2 óïðîùåíèÿ ôîðìóë g1 è g2 ïðè ïîìîùè

ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òîæäåñòâ, ïðèìåíÿåìûõ äî òåõ ïîð ïîêà ýòî âîçìîæ-
íî.

â) ââîäÿòñÿ äâå íîâûå âåðøèíû v1 è v2 ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà, êîòîðûì
ïðèïèñûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëû g′1 è g′2. Ê ýòèì âåðøèíàì îò
âåðøèíû v ïðîâîäÿòñÿ ðåáðà, îòìå÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿìè x =
= È è x = Ë.

Äàëåå ïîâòîðÿåòñÿ îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ðàññìîòðåíèÿ êîíöåâûõ
âåðøèí ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà.

Âûáîð êîíêðåòíîé ïåðåìåííîé x ôîðìóëû g, ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ
"ðàçáîð ñëó÷àåâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ðàçëè÷íûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ðå-
øàþùèõ ïðàâèë. Ïðîñòåéøèì òàêèì ïðàâèëîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïåðåìåííîé,
èìåþùåé íàèáîëüøåå ÷èñëî âõîæäåíèé â g, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå ñèëü-
íîãî óïðîùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê g′1 è g

′
2, äðóãèì ïîëåçíûì ñîîáðàæåíèåì ÿâ-

ëÿåòñÿ òàêîé âûáîð ïåðåìåííûõ x, ïðè êîòîðîì ñîïîñòàâëåííûå êîíöåâûì
âåðøèíàì ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà ôîðìóëû g îêàçûâàëèñü áû ïðåäñòàâèìû,
íàïðèìåð, êàê h1 ∧ h2 ëèáî h1 ∨ h2, ãäå ôîðìóëû h1 è h2 íå èìåþò îáùèõ
ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ïîñòðîåíèÿ âåòâè äåðåâà äëÿ h1 ∧ h2

(h1 ∨ h2, h1 → h2 è ò.ï.) ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü íåçàâèñèìî ôîðìèðó-
åìûå äåðåâüÿ äëÿ h1, h2 è èç àíàëèçà èõ êîíöåâûõ âåðøèí ñäåëàòü âûâîä
îòíîñèòåëüíî îáùåçíà÷èìîñòè g.
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((x1 → (x2 → x3))→ ((x1 → x2)→ (x1 → x3)))

(x2 → x3)→ (x2 → x3)

x3 → x3

(È→ È) = È

x 3
=
È

(Ë→ Ë) = È
x

3
=
Ë

x 2
=
È

(È→ È) = È

x
2 =

Ë

x 1
=
È

(È→ (È→ È)) = È

x
1 =

Ë

Ðèñ. 3.1: Àëãîðèòì Êâàéíà (ô-ëà îáùåçíà÷èìà).

Ïðèìåð 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Êâàéíà óáåäèì-
ñÿ â îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû, ïîëó÷åííîé èç ñõåìû àêñèîì A2:

((x1 → (x2 → x3))→ ((x1 → x2)→ (x1 → x3))) (3.1)

Äåðåâî ðàçáîðà ñëó÷àåâ äëÿ ýòîé ôîðìóëû ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 3.1.

(x1 ∨ x2x3)→ (x1x2x3)

È→ (x2x3)

È→ x3

x 2
=
È

(È→ Ë) = Ë

x
2 =

Ë

x 1
=
È

x2x3 → Ë

x
1 =

Ë

Ðèñ. 3.2: Àëãîðèòì Êâàéíà (ô-ëà íå îáùåçíà÷èìà).

Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Êâàéíà óáåäèì-
ñÿ â íå îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû

(x1 ∨ x2x3)→ (x1x2x3) (3.2)

Äåðåâî ðàçáîðà ñëó÷àåâ äëÿ ýòîé ôîðìóëû ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 3.2. Çàìå-
òèì, ÷òî äåðåâî ïîñòðîåíî òîëüêî ÷àñòè÷íî, ò.ê. ïîëó÷åíî âûðàæåíèå x = Ë
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â îäíîé èç êîíöåâûõ âåðøèí.

Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êâàéíà

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè x1, . . . , xm � ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, m ≥ 1, òî
ôîðìóëó âèäà (xσ1

1 ∨. . .∨xσmm ) íàçîâåì äèçúþíêòîì. Ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó
Ë ïî îïðåäåëåíèþ òàê æå ñ÷èòàåì äèçúþíêòîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè A1, . . . , An � ðàçëè÷íûå äèçúþíêòû (n ≥ 1), òî
ôîðìóëà (A1 ∧ . . . ∧ An) íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìîé(ÊÍÔ).

Ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê
âèäó êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ýêâèâà-
ëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

à) ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè →, ↔ óñòðàíÿþòñÿ ïðè ïîìîùè òîæäåñòâ

(a→ b) = (¬a ∨ b); (a↔ b) = (a ∧ b ∨ ¬a ∧ ¬b);

á) îòðèöàíèÿ â ôîðìóëå "îïóñêàþòñÿ äî ïåðåìåííûõ"ïðè ïîìîùè òîæ-
äåñòâ

¬¬a = a; ¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b; ¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b;

â) ïðèìåíÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè:

(a ∨ (b ∧ c)) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c);

ã) óñòðàíÿþòñÿ ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â äèçúþíêòèâíûõ
ïîäôîðìóëàõ, à òàêæå êîíñòàíòû È, Ë (åñëè ñàìà ôîðìóëà íå åñòü
È èëè Ë):

a ∨ a = a; a ∨ ¬a = È; a ∨È = È; a ∧È = a; a ∧Ë = Ë;

ä) óñòðàíÿþòñÿ îäèíàêîâûå äèçúþíêòû: a ∧ a = a.

Îïèøåì ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êâàéíà, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé g, ïðåîáðà-
çîâàííîé ê âèäó êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåçíà÷èìîñòè íåêîòîðîé ôîðìóëû F åå îòðèöà-
íèå ¬F ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ÊÍÔ. Ýòî óäîáíî äåëàòü ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû
äå Ìîðãàíà ê îòðèöàíèþ ÄÍÔ èñõîäíîé ôîðìóëû.

Âåðøèíàì ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñîïîñòàâëÿòüñÿ
íå ôîðìóëû, à èõ ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ.

Ïåðâîíà÷àëüíî ââîäèì êîðåíü ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà è ñîïîñòàâëÿåì
åìó ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ ôîðìóëû g.

Ïóñòü óæå ïîñòðîåíà ÷àñòü ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà.
Åñëè êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ñîïîñòàâëåíî ïóñòîå ìíîæåñòâî äèçúþíê-

òîâ (ïóñòîå ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòå È), òî ôîðìóëà
g � âûïîëíèìà, è àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ðàáîòó.
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(¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), (¬x1 ∨ x2), (¬x3)

(¬x2 ∨ x3), x2, (¬x3)

x3, (¬x3)

Ë

x 3
=
È

Ë

x
3
=
Ë

x 2
=
È

Ë, (¬x3)

x
2 =

Ë

x 1
=
È

Ë, (¬x3)

x
1 =

Ë

Ðèñ. 3.3: Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êâàéíà.

Åñëè êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíå ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò
ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ, ñîäåðæàùåå äèçúþíêò Ë, òî ôîðìóëà g � íåâû-
ïîëíèìà, è àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ðàáîòó.

Åñëè íåêîòîðîé êîíöåâîé âåðøèíå v ñîïîñòàâëåíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî
äèçúþíêòîâ S, íå ñîäåðæàùåå äèçúþíêòà Ë, òî â S âõîäÿò äèçúþíêòû ñ
ïåðåìåííûìè. Âûáèðàåì îäíó èç òàêèõ ïåðåìåííûõ x è ðàçáèâàåì S íà òðè
ïîäêëàññà: S1 � âñå äèçúþíêòû, â êîòîðûå x âõîäèò áåç âíåøíåãî îòðè-
öàíèÿ, S2 � âñå äèçúþíêòû, â êîòîðûå x âõîäèò ñ îòðèöàíèåì, S3 � âñå
äèçúþíêòû â êîòîðûõ x íå âñòðå÷àåòñÿ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî
äèçúþíêòîâ Sx = {d|d ∨ ¬x ∈ S2} (åñëè ¬x ∈ S2, òî çäåñü áåðåòñÿ d = Ë) è
ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ è ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S¬x = {d|d ∨ x ∈ S1} (åñ-
ëè x ∈ S1, òî çäåñü áåðåòñÿ d = Ë). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåâûïîëíèìîñòü
êîíúþíêöèè äèçúþíêòîâ ñïèñêà S ýêâèâàëåíòà îäíîâðåìåííîé íåâûïîëíè-
ìîñòè êîíúþíêöèé äèçúþíêòîâ ñïèñêîâ Sx ∪ S3 è S¬x ∪ S3. Ïîýòîìó äëÿ
ïðîäîëæåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà ââîäèì äâå íîâûõ âåðøè-
íû v1 è v2, êîòîðûì ñîïîñòàâëÿåì, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ
Sx ∪ S3 è S¬x ∪ S3, ïðè÷åì ïðîâîäèì ê v1 è v2 ðåáðà îò v, îòìå÷åííûå
ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿìè x = È è x = Ë.

Äàëåå ïîâòîðÿåòñÿ îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ðàññìîòðåíèÿ êîíöåâûõ
âåðøèí ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà.

Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèò-
ìà Êâàéíà îáðàòèìñÿ îïÿòü ê ôîðìóëå f , çàäàííîé âûðàæåíèåì (3.1). Ïîñëå
óñòðàíåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê → ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó

g = (¬(¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3)) ∨ (¬(¬x1 ∨ x2)) ∨ ¬x1 ∨ x3.

Äàëåå ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ôîðìóëû ¬g, êîòîðàÿ èìååò âèä:

¬g = (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ x1 ∧ (¬x3). (3.3)
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Ñåìàíòè÷åñêîå äåðåâî äëÿ ôîðìóëû ¬g ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 3.3.

Ïðàâèëî ðåçîëþöèè

Äðóãîé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ íåâûïîëíèìîñòè êîíúþíêòèâíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì ñïåöèàëüíîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû,
èñïîëüçóþùåé â êà÷åñòâå ïðàâèëà âûâîäà òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî ðåçîëþ-
öèè. Â ýòîì ñëó÷àå êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñíîâà ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ êàê ìíîæåñòâî ñâîèõ äèçúþíêòîâ, ýòè äèçúþíêòû è îáðàçóþò ïåðå÷åíü
àêñèîì äàííîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû. Ïðàâèëî ðåçîëþöèè, áóäó÷è ïðèìåíå-
íî ê äâóì äèçúþíêòàì A∨B è ¬A∨C ñîçäàåò â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ íîâûé
äèçúþíêò B ∨C (çäåñü âîçìîæíû âûðîæäåííûå ñëó÷àè îòñóòñòâèÿ B ëèáî
C, åñëè îíè îáà îòñóòñòâóþò, òî ðåçóëüòàòîì ñëóæèò äèçúþíêò Ë). Äîñòà-
òî÷íîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ íåâûïîë-
íèìîñòè ãàðàíòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì ([12]).

Òåîðåìà 7. Êîíúþíêöèÿ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà äèçúþíêòîâ S íåâûïîëíèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çà êîíå÷íîå ïðèìåíåíèé ïðàâèëà ðåçîëþöèè
èç S âûâîäèòñÿ äèçúþíêò Ë.

Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ðåçîëþöèè îáðàòèì-
ñÿ îïÿòü ê ôîðìóëå ¬g, çàäàííîé âûðàæåíèåì (3.3). Èñõîäíîå ìíîæåñòâî
äèçúþíêòîâ èìååò âèä {(¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), (¬x1 ∨ x2), x1, (¬x3)}. Òîãäà

� {(¬x1 ∨ x2), x1} ` x2;

� {(¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), x1} ` (¬x2 ∨ x3);

� {(¬x2 ∨ x3), x2} ` x3

� {x3, ¬x3} ` Ë.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà ¬g íåâûïîëíèìà.

Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 3.2.1.

Ïðîâåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Êâàéíà:

a) (x1 → x2)→ ((x1 ∧ x3)→ (x2 ∧ x3));
b) (x1 → x2)→ ((x1 ∨ x3)→ (x2 ∨ x3));
c) (x1 → x2)→ ((x2 → x3)→ (x1 → x3));
d) (x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3)→ (x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3).

Çàäà÷à 3.2.2. Äîêàçàòü íåâûïîëíèìîñòü ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ c ïîìî-
ùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Êâàéíà:

a) {(¬x1), x2, (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3), (¬x2 ∨ x3)};
b) {(x1 ∨ x2 ∨ x3), (¬x1 ∨ x2 ∨ x3), (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), (¬x3)};
c) {x1 ∨ x3, x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3 ∨ x4,¬x1, x1 ∨ ¬x3};

Çàäà÷à 3.2.3. Ïðîâåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà
Êâàéíà:
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a) (((¬x2 → ¬x3)⊕ (¬x2 ∨ x2))⊕ ¬x3)→ x3;
b) ((((¬x2 → ¬x3)⊕ (¬x2 ∨ x2))⊕ ¬x3)→ x3) ∨ (¬x3);
c) x1 ∨ ((¬x4 ∨ ¬x1) ∨ (x1 ⊕ (x1 ⊕ ¬x2)));
d) ¬x1 ⊕ (((¬x1 ⊕ (¬x2 ∧ x3)) ∧ ¬x4)⊕ x4);
e) (¬x1 ⊕ (((¬x1 ⊕ (¬x2 ∧ x3)) ∧ ¬x4)⊕ x4)) ∨ ((x2 ∧ ¬x4) ∨ (x4 ∧ ¬x1) ∨
∨ (¬x3 ∧ ¬x4));
f) ¬x3 → (((¬x4 ⊕ ¬x2)→ x1) ∨ (¬x3 ∧ ¬x1));
g) ((x4 ∧ x3)⊕ ((x4 → ¬x3)⊕ ¬x2)) ∧ x1;
h) (((x4 ∧ x3)⊕ ((x4 → ¬x3)⊕ ¬x2)) ∧ x1) ∨ (¬x1 ∨ ¬x2);
i) (x1 ⊕ (¬x2 ∨ (((x1 ⊕ ¬x3)→ x1) ∨ ¬x1)))⊕ x3;
j) ((x1⊕(¬x2∨(((x1⊕¬x3)→ x1)∨¬x1)))⊕x3)∨((x1 ∧ ¬x3)∨(x3 ∧ ¬x1));

Çàäà÷à 3.2.4. Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ îòðèöàíèå ôîðìóëû è ïðèìåíèòü ìîäè-
ôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êâàéíà:

a) ((x1 → x2) ∨ (x2 → ¬x1));
b) (x1 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x3) ∨ (x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3);
c) ((x1 → x2)→ x1)→ x2;
d) (¬x1 → x2)→ (¬x2 → x1).
e) (((x3 ∧ (¬x2 ∨ ¬x1)) ∨ (x1 → x2))→ (x2 ∧ x3)) ∨ (¬x3);

Çàäà÷à 3.2.5. Äîêàçàòü íåâûïîëíèìîñòü ñåìåéñòâà äèçúþíêòîâ, èñïîëü-
çóÿ ïðàâèëî ðåçîëþöèè:

a) {x2∨x4, x1∨x4∨¬x2, x2∨x3∨¬x1, x3∨¬x4, x3∨¬x1∨¬x2∨¬x4, x1∨
∨ x2 ∨ ¬x4, x3 ∨ x4,¬x3};
b) {x2 ∨x3 ∨¬x1, x1 ∨x2 ∨x3, x3 ∨¬x2, x1 ∨x2 ∨¬x3, x1 ∨x3 ∨¬x2,¬x1 ∨
∨ ¬x3, x2 ∨ ¬x1 ∨ ¬x3, x3 ∨ ¬x1 ∨ ¬x2, x1 ∨ x3,¬x2}.
c) {x2∨x3∨¬x1, x1∨x2, x1∨x2∨x3, x2∨¬x1∨¬x3, x1∨¬x2∨¬x3, x1∨x3∨
∨¬x2,¬x1 ∨¬x2 ∨¬x3, x2 ∨¬x3, x1 ∨x3, x1 ∨x2 ∨¬x3, x2 ∨x3, x3 ∨¬x2}
d) {¬x1 ∨ ¬x3, x1 ∨ x3, x2 ∨ x3 ∨ ¬x1, x2 ∨ ¬x1, x1 ∨ x2 ∨ ¬x3, x1 ∨ x3 ∨
∨¬x2,¬x2∨¬x3, x2∨¬x3,¬x1∨¬x2∨¬x3, x1∨x2∨x3, x2∨x3,¬x1∨¬x2}.
e) {x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4, x1 ∨ x2 ∨¬x3 ∨¬x4,¬x3 ∨¬x4, x1 ∨¬x2,¬x1 ∨¬x3 ∨
∨¬x4, x1 ∨ x2 ∨¬x4, x2 ∨¬x1 ∨¬x3 ∨¬x4, x2 ∨ x4 ∨¬x3,¬x2 ∨¬x4, x3 ∨
∨¬x2, x2 ∨¬x3, x1 ∨¬x2 ∨¬x3 ∨¬x4, x1 ∨¬x2 ∨¬x3, x2 ∨¬x4, x3 ∨¬x1 ∨
∨ ¬x2 ∨ ¬x4,¬x1 ∨ ¬x4,¬x2 ∨ ¬x3, x3 ∨ ¬x1}.

Çàäà÷à 3.2.6. Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ îòðèöàíèå ôîðìóëû è ïðèìåíèòü ïðàâèëî
ðåçîëþöèè:

a) (x1 ↔ x2)→ (x1 → x2);
b) (x1 → x2)→ (¬x2 → ¬x1);
c) (((¬x2 → x3)∨¬x1)⊕ ((¬x3 ∧¬x3)∧ (¬x3 → (x2 ∨ x1))))∨ (x2 ∧¬x3);
d) (¬x2 ∨ ((¬x3 ∨ ¬x2)→ x2)) ∨ ((x1 ∨ (¬x3 ∧ x3)) ∧ x1);

Çàäà÷à 3.2.7. Ïðèâåñòè ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííîãî íà îáùåçíà-
÷èìîñòè ôîðìóëû a) (¬p2 → ¬p1) → (p1 → p2); b) ((p1 → p2) ∧ (p2 → p3) ∧
∧ (p3 → p1))→ ((p1 ↔ p2) ∧ (p2 ↔ p3) ∧ (p3 ↔ p1)).

Çàäà÷à 3.2.8. à) Ôîðìóëà F èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé íå ñîäåðæèò îïå-
ðàöèé êðîìå ↔. Äîêàçàòü, ÷òî F îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â F ÷åòíîå ÷èñëî ðàç. á*) Ôîðìóëà èñ÷èñëå-
íèÿ âûñêàçûâàíèé G íå ñîäåðæèò îïåðàöèé êðîìå ↔ è ¬. Äîêàçàòü, ÷òî G
îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ è çíàê îòðè-
öàíèÿ âõîäèò â G ÷åòíîå ÷èñëî ðàç.

Çàäà÷à 3.2.9. Çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé è ïðî-
âåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü.

a) Åñëè Äæîíñ íå âñòðå÷àë ýòîé íî÷üþ Ñìèòà, òî ëèáî1 Ñìèò áûë
óáèéöåé, ëèáî Äæîíñ ëæåò. Åñëè Ñìèò íå áûë óáèéöåé, òî Äæîíñ
íå âñòðå÷àë Ñìèòà ýòîé íî÷üþ è óáèéñòâî ïðîèçîøëî ïîñëå 2300.
Åñëè óáèéñòâî áûëî ïîñëå 2300, òî ëèáî Ñìèò áûë óáèéöåé, ëèáî
Äæîíñ ãîâîðèò ïðàâäó. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñìèò � óáèéöà.

b) Åñëè êàïèòàëîâëîæåíèÿ îñòàíóòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî âîçðàñòóò
ïðàâèòåëüñòâåííûå ðàñõîäû èëè2 âîçíèêíåò áåçðàáîòèöà. Åñëè ïðà-
âèòåëüñòâåííûå ðàñõîäû íå âîçðàñòóò, òî íàëîãè áóäóò ñíèæåíû.
Åñëè íàëîãè áóäóò ñíèæåíû è êàïèòàëîâëîæåíèÿ îñòàíóòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè, òî áåçðàáîòèöà íå âîçíèêíåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèòåëü-
ñòâåííûå ðàñõîäû âîçðàñòóò.

Çàäà÷à 3.2.10. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü êàæäîãî èç ìíîæåñòâ óòâåðæäå-
íèé (ò.å. òî, ÷òî èõ êîíúþíêöèÿ âûïîëíèìà):

a) Ëèáî ñâèäåòåëü íå áûë çàïóãàí, ëèáî, åñëè Ãåíðè ïîêîí÷èë æèçíü
ñàìîóáèéñòâîì, òî çàïèñêà áûëà íàéäåíà. Åñëè ñâèäåòåëü áûë çàïó-
ãàí, òî Ãåíðè íå ïîêîí÷èë æèçíü ñàìîóáèéñòâîì. Åñëè çàïèñêà áûëà
íàéäåíà, òî Ãåíðè ïîêîí÷èë æèçíü ñàìîóáèéñòâîì.

b) Åñëè âå÷åð ñêó÷åí, òî Àëèñà íà÷èíàåò ïëàêàòü, èëè Àíàòîëü ðàñ-
ñêàçûâàåò ñìåøíûå èñòîðèè. Åñëè Ñèëüâåñòð ïðèõîäèò íà âå÷åð, òî
âå÷åð ñêó÷åí èëè Àëèñà íà÷èíàåò ïëàêàòü. Åñëè Àíàòîëü ðàññêàçû-
âàåò ñìåøíûå èñòîðèè, òî Àëèñà íå íà÷èíàåò ïëàêàòü. Ñèëüâåñòð
ïðèõîäèò íà âå÷åð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Àíàòîëü íå ðàññêàçû-
âàåò ñìåøíûå èñòîðèè. Åñëè Àëèñà íà÷èíàåò ïëàêàòü, òî Àíàòîëü
ðàññêàçûâàåò ñìåøíûå èñòîðèè.

c) Åñëè êóðñ öåííûõ áóìàã ðàñòåò èëè ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ñíèæà-
åòñÿ, òî ëèáî ïàäàåò êóðñ àêöèé, ëèáî íàëîãè íå ïîâûøàþòñÿ. Êóðñ
àêöèé ïîíèæàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñòåò êóðñ öåí-
íûõ áóìàã è ðàñòóò íàëîãè. Åñëè ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ñíèæàåòñÿ,
òî ëèáî êóðñ àêöèé íå ïîíèæàåòñÿ, ëèáî êóðñ öåííûõ áóìàã íå ðàñ-
òåò. Ëèáî ïîâûøàþòñÿ íàëîãè, ëèáî êóðñ àêöèé ïîíèæàåòñÿ è ñíè-
æàåòñÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.

Çàäà÷à 3.2.11. Ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé íå ñîäåðæèò çíà÷êîâ
ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé êðîìå ∨ è ∧. Äîêàæèòå, ÷òî îíà âûïîëíèìà, íî íå
îáùåçíà÷èìà.

Çàäà÷à 3.2.12. Ïóñòü C �ôîðìóëà, â êîòîðîé âûäåëåíî íåêîòîðîå âõîæäå-
íèå ïîäôîðìóëû A, à C ′ �ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ èç C çàìåíîé ýòîãî âõîæ-
äåíèÿ A íà B. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ↔ B îáùåçíà÷èìà, òî è C ↔ C ′ �
òîæå îáùåçíà÷èìà.

1èñêëþ÷àþùåå èëè
2äèçúþíêöèÿ
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Çàäà÷à 3.2.13. Ïóñòü ôîðìóëà A, ñîäåðæèò òîëüêî çíàêè ∨, ∧ è ¬ è ïå-
ðåìåííûå x1, ... xn, à ôîðìóëà A∗ ïîëó÷åíà èç A çàìåíîé xi íà ¬xi, ∨ íà ∧
è ∧ íà ∨. Äîêàæèòå, ÷òî ¬A↔ A∗ îáùåçíà÷èìà.

Çàäà÷à 3.2.14.a) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ A è
B ìîæíî ñîñòàâèòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ∩, ∪, \? Äâà âûðàæåíèÿ
ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû ïðè ëþáûõ A
è B.
b) Òîò æå âîïðîñ äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ A, B è C;
c) ... äëÿ n ìíîæåñòâ A1, . . . , An.

Çàäà÷à 3.2.15.a) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ A è
B ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïåðåìåííûõ è ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ∩, ∪?
b) Òîò æå âîïðîñ äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ A,B è C.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

3.2.1 a) Ôîðìóëà îáùåçíà÷èìà (ñì. ðèñ. 3.4). b) Ôîðìóëà îáùåçíà÷èìà (ñì.

(x1 → x2)→ (x1x3 → x2x3)

(x1 → x2)→ (x1 → x2)

x2 → x2

(È→ È) = È

x 2
=
È

(Ë→ Ë) = È

x
2
=
Ë

x 1
=
È

(È→ È) = È

x
1 =

Ë

x3
=
È

(x1 → x2)→ (Ë→ Ë) = È

x
3 =

Ë

Ðèñ. 3.4: Ê çàäà÷å 3.2.1.a.

ðèñ. 3.5). c) Ôîðìóëà íå îáùåçíà÷èìà (ñì. ðèñ. 3.6). d) Ôîðìóëà îáùåçíà-
÷èìà. (ñì. ðèñ. 3.7).

3.2.2 a) Ñì. ðèñ 3.8 b) Ñì. ðèñ 3.9 c) Ñì. ðèñ 3.10

3.2.3a) Íå îáùåçíà÷èìà.
b) Îáùåçíà÷èìà.
c) Îáùåçíà÷èìà.
d) Íå îáùåçíà÷èìà.
e) Îáùåçíà÷èìà.
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(x1 → x2)→ (x1x3 → x2x3)

(x1 → x2)→ (x1 → x2)

x2 → x2

(È→ È) = È

x 2
=
È

(Ë→ Ë) = È

x
2
=
Ë

x 1
=
È

(È→ È) = È

x
1 =

Ë

x3
=
È

(x1 → x2)→ (Ë→ Ë) = È

x
3 =

Ë

Ðèñ. 3.5: Ê çàäà÷å 3.2.1.b.

f) Îáùåçíà÷èìà.
g) Íå îáùåçíà÷èìà.
h) Îáùåçíà÷èìà.
i) Íå îáùåçíà÷èìà.
j) Îáùåçíà÷èìà.

3.2.4 a) ((x1 → x2) ∨ (x2 → ¬x1)) = (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2) = x1 ∧
∧ (¬x2)∧x2; ôîðìóëà íåâûïîëíèìà, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ îáùåçíà÷èìà.
b) (x1 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x3) ∨ (x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3) = (¬x1 ∨ ¬x3) ∧ (¬x1 ∨
∨ x3)∧ (¬x2 ∨¬x3)∧ (x1 ∨¬x2 ∨¬x3); Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ìîäèôèöèðîâàííûé
àëãîðèòì Êâàéíà (ñì. ðèñ 3.11) âèäèì, ÷òî èñõîäíàÿ ôîðìóëà íå îáùåçíà÷è-
ìà. c) Ïðèâåäåì ê ÄÍÔ èñõîäíóþ ôîðìóëó x̄1∨x2∨ x̄1x2). Âçÿâ îòðèöàíèå,
ïîëó÷èì ÊÍÔ x1&x̄2&(x1 ∨ x̄2). Ïðèìåíÿÿ ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì
Êâàéíà, ïîëó÷àåì, ÷òî îòðèöàíèå âûïîëíèìî, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà íå
îáùåçíà÷èìà. d) Îáùåçíà÷èìà, ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó ¾a¿. e) Íå îá-
ùåçíà÷èìà, ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó ¾b¿.

3.2.5 a) Îáîçíà÷èì D1 = x2 ∨ x4, D2 = x1 ∨ x4 ∨ ¬x2, D3 = x2 ∨ x3 ∨ ¬x1,
D4 = x3 ∨¬x4, D5 = x3 ∨¬x1 ∨¬x2 ∨¬x4, D6 = x1 ∨ x2 ∨¬x4, D7 = x3 ∨ x4,
D8 = ¬x3. Òîãäà D7, D8 ` x4, D4, x4 ` x3, D8, x3 ` Ë. Îñòàëüíûå ïóíêòû
äåëàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

3.2.6 a) Çàìåòèì, ÷òî óäîáíåå ñíà÷àëà ïðèâåñòè ôîðìóëó ê ÄÍÔ, à ïîòîì
âçÿòü åå îòðèöàíèå.

a) F = (x1 ↔ x2) → (x1 → x2) = x1x̄2 ∨ x̄1x2 ∨ x1 ∨ x2; ÊÍÔ îòðèöà-
íèÿ: F̄ = (x̄1 ∨ x2)&(x1 ∨ x̄2)&x1&x̄2. Ïðèìåíèì ê ñïèñêó äèçúþíêòîâ
ïðàâèëî ðåçîëþöèè:



110 Ãëàâà 3. Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä

(x1 → x2)→ ((x2 → x3)→ (x1 → x3))

(x1 → x2)→ (È→ È) = È

x3
=
È

(x1 → x2)→ (x2 → x1)

(x2 → È) = È

x 1
=
È

È→ x2

(È→ È) = È

x 2
=
È

(È→ Ë) = Ë

x
2
=
Ë

x
1 =

Ë

x
3 =

Ë

Ðèñ. 3.6: Ê çàäà÷å 3.2.1.c.

� (x̄1 ∨ x2), x1 ` x2;

� x2, x̄2 ` Ë.

Ïîëó÷åíà êîíñòàíòà Ë, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ôîðìóëà îáùåçíà÷è-
ìà.

Îñòàëüíûå ïóíêòû ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

3.2.7 a) Ëþáîå äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. b) Íàïðèìåð (â êóðñå ëèíåé-
íîé àëãåáðû) äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ: i) Ìàò-
ðèöà A îáðàòèìà; ii) Åå ñòðîêè (ñòîëáöû) ëèíåéíî íåçàâèñèìû; iii) A ïðåä-
ñòàâèìà êàê ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

3.2.8 a) Çàìåíèòü F ↔ G íà F ⊕ G ⊕ 1. Ïîëó÷èòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ òîæäåñòâåííî èñòèíà â ñëó÷àå, åñëè âñå ïåðåìåííûå ñîêðàùàþòñÿ.
b) Çàìåíèòü F ↔ G íà F ⊕G⊕ 1 è ¬F íà F ⊕ 1.

3.2.9 a) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: A ⇔ (Äæîíñ âñòðå÷àë ýòîé íî÷üþ
Ñìèòà); B ⇔ (Ñìèò� óáèéöà); C ⇔ (Äæîíñ ëæåò); D ⇔ (óáèé-
ñòâî ïðîèçîøëî ïîñëå 2300). Òîãäà óòâåðæäåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:(
¬A → (B ⊕ C)

)
∧
(
¬B → (¬A ∧ D)

)
∧
(
D → (B ⊕ ¬C)

)
→ B. Íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà îáùåçíà÷èìà (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-
ìà Êâàéíà). b) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: K ⇔ (êàïèòàëîâëîæåíèÿ ïîñòîÿííû);
R ⇔ (ïðàâèòåëüñòâåííûå ðàñõîäû âîçðàñòóò); B ⇔ (âîçíèêíåò áåçðàáîòè-
öà); N ⇔ (íàëîãè áóäóò ñíèæåíû). Òîãäà óòâåðæäåíèå çàïèøåòñÿ â âè-
äå ((K → (R ∨B))&(¬R→ N)&(N&K → ¬B)) → R. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî îíà íå îáùåçíà÷èìà.
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(x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x3)→ (x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3)

(x2 ∨ x3 ∨ x2x3)→ (x2 ⊕ x3 ⊕ x2x3)

(x3 → x3) = È

x 2
=
Ë

È→ (È⊕ x3 ⊕ x3) = È

x
2 =

Ë

x1
=
È

x2x3 → x2x3 = È

x
1 =

Ë

Ðèñ. 3.7: Ê çàäà÷å 3.2.1.d.

3.2.10 a) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

A⇔ (ñâèäåòåëü áûë çàïóãàí);

B ⇔ (Ãåíðè ïîêîí÷èë æèçíü ñàìîóáèéñòâîì);

C ⇔ (çàïèñêà áûëà íàéäåíà).

Ðàññìîòðèì êîíúþíêöèþ (¬A ⊕ (B → C))&(A → ¬B)&(C → B). Îíà âû-
ïîëíèìà, íàïðèìåð ïðè A = È, B = C = Ë.
b) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

A⇔ (âå÷åð ñêó÷åí);

B ⇔ (Àëèñà íà÷èíàåò ïëàêàòü);

C ⇔ (Àíàòîëü ðàññêàçûâàåò ñìåøíûå èñòîðèè);

D ⇔ (ïðèõîäèò Ñèëüâåñòð).

Ðàññìîòðèì êîíúþíêöèþ(
A→ (B ∨ C)

)
&
(
D → (A ∨B)

)
&
(
C → ¬B

)
&
(
D ↔ ¬C

)
&
(
B → C

)
.

Îíà âûïîëíèìà, íàïðèìåð, ïðè A = C = È, B = D = Ë.
c) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

A⇔ (êóðñ öåííûõ áóìàã ðàñòåò);

B ⇔ (ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ñíèæàåòñÿ);

C ⇔ (ïàäàåò êóðñ àêöèé);

D ⇔ (ðàñòóò íàëîãè).

Ðàññìîòðèì êîíúþíêöèþ:(
(A ∨B)→ (C ⊕ ¬D)

)
&
(
C ↔ (A&D)

)
&
(
B → (¬C ⊕ ¬A)

)
&
(
D ⊕ (C&B)

)
.

Îíà âûïîëíèìà, íàïðèìåð, ïðè A = C = D = È, B = Ë.
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{(¬x1), x2, (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3), (¬x2 ∨ x3)}

. . .Ë . . .

x2
=
Ë

{(¬x1), (x1 ∨ ¬x3), (¬x3)}

. . .Ë . . .

x 2
=
È

x 3
=
È

{x1, (¬x1)}

. . .Ë . . .
x 1

=
È

. . .Ë . . .

x
1
=
Ë

x
3 =

Ë

x
2 =

È

Ðèñ. 3.8: Ê çàäà÷å 3.2.2.a.

3.2.11 Ïðè ïîäñòàíîâêå È âìåñòî êàæäîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì È, à ïðè
ïîäñòàíîâêå Ë�Ë.

3.2.12 Çàôèêñèðîâàòü ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå è ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ
f(x), êîòîðàÿ èñòèíà äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ x, äëÿ êîòîðûõ ïðè ïîäñòàíîâêå
A = x â C ïîëó÷àåòñÿ èñòèííàÿ ôîðìóëà.

3.2.13 Äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå ôîðìóëû è ïðèìåíåíèåì ïðà-
âèë äå Ìîðãàíà.

3.2.14 a) 15; b) 255; ñ) 22n − 1. Êàæäîå òàêîå âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò
áóëåâñêîé ôóíêöèèè (êðîìå f(x) ≡ 1).

3.2.15 a) 4; b)18. Êàæäîå òàêîå âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîíîòîííîé áó-
ëåâñêîé ôóíêöèè (êðîìå êîíñòàíò 0 è 1).
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{(x1 ∨ x2 ∨ x3), (¬x1 ∨ x2 ∨ x3), (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3), (¬x3)}

{(x2 ∨ x3), (¬x2 ∨ x3), (¬x3)}

{x3, (¬x3)}

. . .Ë . . .

x 3
=
È

. . .Ë . . .

x
3

=
Ë

x 2
=
È

{x3, (¬x3)}

. . .Ë . . .

x 3
=
È

. . .Ë . . .

x
3

=
Ë

x
2 =

Ë

x1
= È

{(x2 ∨ x3), (¬x2 ∨ x3), (¬x3)}

{x3, (¬x3)}

. . .Ë . . .

x 3
=
È

. . .Ë . . .

x
3

=
Ë

x 2
=
È

{x3, (¬x3)}

. . .Ë . . .

x 3
=
È

. . .Ë . . .

x
3

=
Ë

x
2 =

Ë

x
1 = Ë

Ðèñ. 3.9: Ê çàäà÷å 3.2.2.b.

{x1 ∨ x3, x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3 ∨ x4,¬x1, x1 ∨ ¬x3}

. . .Ë . . .

x1
=
È

{x3,¬x2 ∨ ¬x3 ∨ x4,¬x3}

. . .Ë . . .

x 3
=
È

. . .Ë . . .

x
3 =

Ë

x
1 =

Ë

Ðèñ. 3.10: Ê çàäà÷å 3.2.2.c.
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{(¬x1 ∨ ¬x3), (¬x1 ∨ x3), (¬x2 ∨ ¬x3), (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x3)}

{(¬x3), x3, (¬x2 ∨ ¬x3)}

x1
= È

{(¬x2 ∨ ¬x3), (¬x2 ∨ ¬x3)}

{(¬x3)}

x 2
=
È

È

x
2 =

Ë

x
1 = Ë

Ðèñ. 3.11: Ê çàäà÷å 3.2.4.b.
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3.3. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ

Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Â ñëó÷àå ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íàø àëôàâèò áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëå-
äóþùèõ ãðóïï ñèìâîëîâ:

1) ñ÷åòíûé ñïèñîê ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . ;
2) ñ÷åòíûé ñïèñîê ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò a1, a2, . . . ;
3) ñ÷åòíûé ñïèñîê ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ f1, f2, . . . ;
4) ñ÷åòíûé ñïèñîê ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P1, P2, . . . ;
5) ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû È, Ë;
6) ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ¬,∨,∧,→,↔;
7) êâàíòîðû ∀ è ∃;
8) ñêîáêè "( ")"è çàïÿòàÿ ".
Êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé ëèáî ïðåäèêàòíûé ñèìâîë õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñâîåé àðíîñòüþ�íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî êàê ïðå-
äèêàòíûõ, òàê è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ àðíîñòè n.

Ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî òåðìîâ è ìíîæåñòâî ôîðìóë.
Äàäèì ñíà÷àëà èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà òåðìîâ.

Ò1) Îäíîáóêâåííîå ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé ëèáî
ïðåäìåòíîé êîíñòàíòû, åñòü òåðì.

Ò2) Åñëè t1, . . . , tn � òåðìû è g�ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë àðíîñòè n, òî
ñëîâî g(t1, . . . , tn)� åñòü òåðì.

Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ îïèðàåòñÿ íà óæå
ââåäåííîå ïîíÿòèå òåðìà.

Ô1) Îäíîáóêâåííîå ñëîâî ñîñòîÿùåå èç ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû È ëèáî Ë,
åñòü ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Ô2) Åñëè t1, . . . , tn � òåðìû è g�ïðåäèêàòíûé ñèìâîë àðíîñòè n, òî
ñëîâî g(t1, . . . , tn) åñòü ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Ô3) Åñëè f è g�ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, òî ñëîâà (¬f), (f ∨ g),
(f ∧ g), (f → g), (f ↔ g) ñóòü ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ (òàêèå ôîðìóëû
áóäåì íàçûâàòü àòîìàðíûìè èëè àòîìàìè).

Ô4) Åñëè f �ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è x�ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ,
òî ñëîâà (∀xf) è (∃xf) ñóòü ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Èíòåðïðåòàöèåé ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íàçûâàåì ÷åòâåðêó (M,F1, F2, F3),
òàêóþ ÷òî:

à) M �íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè;
á) F1 �ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïðåäìåòíîé êîíñòàíòå íåêî-

òîðûé ýëåìåíò èç M ;
â) F2 �ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó

f àðíîñòè n íåêîòîðóþ n-ìåñòíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà M è ïðèíè-
ìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç M .

ã) F3 �ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó P
àðíîñòè n íåêîòîðîé n-ìåñòíûé ïðåäèêàò îïðåäåëåííûé íà M (ôóíêöèþ
ñî çíà÷åíèÿìè È, Ë).
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Åñëè çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ I = (M,F1, F2, F3), òî êàæäûé òåðì t ÿçûêà
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ îïðåäåëÿåò â ýòîé èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ
(t)I , îïðåäåëåííóþ íà M è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç M , à êàæäàÿ ôîð-
ìóëà f �ïðåäèêàò (f)I , îïðåäåëåííûé íà Ì (â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ (t)I
ìîæåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ýëåìåíòîì M , à (f)I ñ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå:
1) Åñëè x�ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî (x)I åñòü òîæäåñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ îò ïåðåìåííîé x îïðåäåëåííàÿ íà M .
2) Åñëè a�ïðåäìåòíàÿ êîíñòàíòà, òî (a)I åñòü ýëåìåíò F1(a) èç M .
3) Åñëè äëÿ òåðìîâ t1, . . . , tn óæå îïðåäåëåíû (t1)I , . . . , (tn)I , f �ôóíê-

öèîíàëüíûé ñèìâîë àðíîñòè n è φ = F2(f)�ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ,
îòîáðàæàþùàÿ Mn â M , òî (f(t1, . . . , tn))I = φ((t1)I , . . . , (tn)I)

4) (È)I = È, (Ë)I = Ë.
5) Åñëè äëÿ òåðìîâ t1, . . . , tn óæå îïðåäåëåíû (t1)I , . . . , (tn)I , P �ïðåäè-

êàòíûé ñèìâîë àðíîñòè n è π = F3(P )�ïðåäèêàò îò n ïåðåìåííûõ, îòîá-
ðàæàþùèé Mn â {È,Ë}, òî (P (t1, . . . , tn))I = π((t1)I , . . . , (tn)I)

6) Åñëè äëÿ f è g óæå îïðåäåëåíû (f)I è (g)I , òî (¬f)I , (f ∨g)I , (f ∧g)I ,
(f → g)I , (f ↔ g)I ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé äëÿ
¬,∨,∧,→,↔ ê (f)I è (g)I .

7) Åñëè óæå îïðåäåëåí ïðåäèêàò (f)I = φ(x1, . . . , xn), òî (∀xif)I =
= ψ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)�ïðåäèêàò, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå È íà
òàêèõ íàáîðàõ α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn ýëåìåíòîâ M , ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî αi èç M çíà÷åíèå φ(α1, . . . , αn) åñòü È. Àíàëîãè÷íî, (∃xif)I =
= ξ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)�ïðåäèêàò,ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå È íà òà-
êèõ íàáîðàõ α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn ýëåìåíòîâ M , ÷òî ñóùåñòâóåò αi èç
M , ÷òî çíà÷åíèå φ(α1, . . . , αn) åñòü È.

Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó f ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ðàñïîëîæåí-
íîå âíóòðè ïîäôîðìóë âèäà (∀xg) ëèáî (∃xg), íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, âõîæ-
äåíèÿ ïåðåìåííûõ íå ÿâëÿþùèåñÿ ñâÿçàííûìè, íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè.
Ïåðåìåííàÿ èìåþùàÿ õîòÿ áû îäíî ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â ôîðìóëó ëèáî
òåðì f , íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé f . Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ôóíêöèÿ
ëèáî ïðåäèêàò (f)I , îïðåäåëåííàÿ âûøå, çàâèñèò ëèøü îò ñâîáîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ f . Ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

Â ôîðìóëå ∃x1((∀x2P1(x2, x1)) ∨ P2(x2, x1)) ïåðâîå âõîæäåíèå ïåðåìåí-
íîé x2 ñâÿçàííîå, à âòîðîå � ñâîáîäíîå, îáà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x1 ñâÿ-
çàííûå. Òåì ñàìûì, ó ýòîé ôîðìóëû îäíà ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ� x2. Ôîð-
ìóëà ((∃x1P1(x1))→ (∀x2P2(x2)))�ïðèìåð çàìêíóòîé ôîðìóëû.

Òåðì t íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì äëÿ ïåðåìåííîé xi â ôîðìóëå ëîãèêè ïðå-
äèêàòîâ f , åñëè íèêàêîå ñâîáîäíîå âõîæäåíèå xi â f íå ëåæèò â îáëàñòè
äåéñòâèÿ íèêàêîãî êâàíòîðà Qxj , ãäå Q ∈ {∀,∃}, xj �ïåðåìåííàÿ, âõîäÿ-
ùàÿ â òåðì t.

Íàïðèìåð, òåðì f1(x1, x3) ñâîáîäåí äëÿ x1 â ôîðìóëå ((∀x2P1(x1, x2))→
→ P2(x1)), íî íå ñâîáîäåí äëÿ x1 â ôîðìóëå (∃x3(∀x2(P1(x1, x2)→ P2(x1)))).

Åñëè f � åñòü ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, x� ñâîáîäíàÿ ïðåäìåòíàÿ
ïåðåìåííàÿ ôîðìóëû f è t� òåðì, òî ÷åðåç Sxt f îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè â f òåðìà t âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x.

Ëåììà 5 (îá èíòåðïðåòàöèÿõ). Åñëè f � åñòü ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ, x� ñâîáîäíàÿ ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ ôîðìóëû f è t�òåðì, ñâî-
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áîäíûé äëÿ ïåðåìåííîé x â f , òî äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè I ôîðìóëà
(Sxt f)I îïðåäåëÿåò ïðåäèêàò, ïîëó÷àþùèéñÿ ïîäñòàíîâêîé â (f)I ôóíêöèè
(t)I âìåñòî ïåðåìåííîé x.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ìîæåò ïîëó÷åíî èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ôîðìóëû f è ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ.

Åñëè ôîðìóëà f îïðåäåëÿåò â èíòåðïðåòàöèè I ïðåäèêàò, òîæäåñòâåííî
ðàâíûé È, òî îíà íàçûâàåòñÿ èñòèííîé â I, à I â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ
ìîäåëüþ äëÿ f .

Ôîðìóëó ëîãèêè ïðåäèêàòîâ f íàçûâàåì îáùåçíà÷èìîé, åñëè îíà èñòèí-
íà âî âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ, è âûïîëíèìîé, åñëè õîòÿ áû â îäíîé èíòåðïðå-
òàöèè îíà îïðåäåëÿåò íå òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò.

Åñëè ôîðìóëà f1 ∧ . . . ∧ fn → f0 îáùåçíà÷èìà, òî f0 íàçûâàåòñÿ ëîãè-
÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë f1, . . . , fn, åñëè ôîðìóëà f1 ↔ f2 îáùåçíà÷èìà,
òî ôîðìóëû f1 è f2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Ôîðìóëà ((¬P1(x1))∨P1(x1)) åñòü ïðèìåð îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû. Ôîð-
ìóëà ((¬P1(x1)) ∨ P1(f1(x1)))� âûïîëíèìà, íî íå îáùåçíà÷èìà.

Äàëåå, êàê è â ñëó÷àå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, äîãîâîðèìñÿ îïóñêàòü ñêîá-
êè, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ¬� ñàìàÿ ïðèîðèòåòíàÿ îïåðàöèÿ, è â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïîðÿäîê ðàññòàâëåíèÿ ñêîáîê íå ñóùåñòâåíåí (íàïðèìåð, äëÿ àññîöè-
àòèâíûõ îïåðàöèé). Êðîìå òîãî, äîãîâîðèìñÿ îïóñêàòü ñêîáêè â ôîðìó-
ëàõ âèäà (Q1(Q2A)), ãäå Q1, Q2 � ëþáûå êâàíòîðû. Íàïðèìåð, âìåñòî
(∀x1(∃x2(∀x3P1(x1, x2, x3)))) áóäåì ïèñàòü ∀x1∃x2∀x3P1(x1, x2, x3).

Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ

Äëÿ óêàçàíèÿ äåäóêòèâíîé ñèñòåìû, ïåðå÷èñëÿþùåé âñå îáùåçíà÷èìûå
ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, âîñïîëüçóåìñÿ èìåþùèìèñÿ ó íàñ ñõåìàìè
àêñèîì À1)�À3), â êîòîðûõ òåïåðü f , g, h�ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ, è äîáàâèì ê íèì ñëåäóþùèå äâå ñõåìû àêñèîì:

À4) Åñëè f , g�ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è x�ïðåäìåòíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû f , òî ôîðìóëà
(∀x(f → g))→ (f → (∀xg)) åñòü àêñèîìà.

À5) Åñëè f � åñòü ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, x�ïðåäìåòíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ è t� òåðì, ñâîáîäíûé äëÿ ïåðåìåííîé x â f , òî ôîðìóëà
(∀xf)→ Sxt f åñòü àêñèîìà.

Ïðàâèëàìè âûâîäà â ýòîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ óæå èçâåñòíîå
íàì ïðàâèëî modus ponens, à òàêæå íîâîå ïðàâèëî (èçâåñòíîå êàê ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ), ïîçâîëÿþùåå èç ôîðìóëû f âûâîäèòü ôîðìóëó (∀xf). Êàê è â
ñëó÷àå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêà-
ìè ¬ è→, ïðè÷åì èç êâàíòîðîâ èñïîëüçóåì òîëüêî êâàíòîð îáùíîñòè. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç êâàíòîð
îáùíîñòè è îòðèöàíèå: ôîðìóëû ∃xA(x) è ¬(∀x(¬A(x))) ýêâèâàëåíòíû.

Òàê êàê âñå àêñèîìû óêàçàííîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû îáùåçíà÷èìû, à
ïðàâèëà âûâîäà ñîõðàíÿþò îáùåçíà÷èìîñòü, òî âñå âûâîäèìûå â íåé ôîð-
ìóëû îáùåçíà÷èìû. Îáðàòíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8 (Ãåäåëÿ î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ). Êàæäàÿ îáùåçíà-
÷èìàÿ ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé â ïðèâåäåííîé âû-
øå äåäóêòèâíîé ñèñòåìå.
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Òåîðåìà 9 (Ýðáðàíà). Çàìêíóòàÿ ôîðìóëà f âèäà ∀x1 . . . ∀xng, ãäå g íå
ñîäåðæèò êâàíòîðîâ, âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå êî-
íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {Sx1,...,xn

t1,...,tn g : t1, . . . , tn ∈ Hf} âûïîëíèìî.

Ëåììà 6 (îá óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêå). Åñëè f1, g1, . . . , fk, gk � áåñ-
êâàíòîðíûå ôîðìóëû ëèáî òåðìû è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâ-
êà σ, ÷òî σ(f1) = σ(g1), . . . , σ(fk) = σ(gk), òî ñóùåñòâóåò ìè-
íèìàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà σ1, îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì, òî åñòü
σ1(f1) = σ1(g1), . . . , σ1(fk) = σ1(gk) è äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ2, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì σ2(f1) = σ2(g1), . . . , σ2(fk) = σ2(gk), âûïîëíåíî:
σ2 = σ3σ1 ïðè ïîäõîäÿùåé ïîäñòàíîâêå σ3 (çäåñü óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê
îçíà÷àåò èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå).

Ïðåäïîëàãàåìàÿ çäåñü ïðîöåäóðà àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåì èñïîëüçóåò ïðè ïîèñêå òàêîãî âûâîäà êîíñòàíòû Ë ñëåäóþùèå (êàê
ëåãêî âèäåòü, êîððåêòíûå) ïðàâèëà âûâîäà:

R0 (ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ). Èç ïðîèçâîëüíîãî äèçúþíêòà D âû-
âîäèòñÿ äèçúþíêò D′, ïîëó÷åííûé èç D ïåðåîáîçíà÷åíèåì áåç îòîæäåñòâ-
ëåíèé ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â D.

R1 (ïðàâèëî ðåçîëþöèè). Åñëè f1 ∨ . . . ∨ fs è g1 ∨ . . . ∨ gr �äèçúþíê-
òû, ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè÷åì fi èìååò âèä
P (t1, . . . , tk), à gj � âèä ¬P (t′1, . . . , t

′
k) è σ� óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà

äëÿ ïàðû (P (t1, . . . , tk), P (t′1, . . . , t
′
k)), i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , r}, òî âûâî-

äèòñÿ äèçúþíêò

σ(f1)∨. . .∨σ(fi−1)∨σ(fi+1)∨. . .∨σ(fs)∨σ(g1)∨. . .∨σ(gj−1)∨σ(gj+1)∨. . .∨σ(gr)

(åñëè s = r = 1, òî âûâîäèòñÿ êîíñòàíòà Ë).
Äèçúþíêò ïîëó÷àåìûé ñîãëàñíî ïðàâèëó R1, íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé

èñõîäíûõ äèçúþíêòîâ.
R2 (ïðàâèëî ñêëåèâàíèÿ). Åñëè f1 ∨ . . . ∨ fs � äèçúþíêò è σ� óíèôè-

öèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà äëÿ (fi, fj), i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , s}, òî âûâîäèòñÿ
äèçúþíêò σ(f1) ∨ . . . ∨ σ(fi−1) ∨ σ(fi+1) ∨ . . . ∨ σ(fs).

Òåîðåìà 10. Åñëè ôîðìóëà F2 íåâûïîëíèìà è åå êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëü-
íàÿ ôîðìà èìååò âèä &m

i=1Bi òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ èç äèçúþíêòîâ
B1, . . . , Bm ïðè ïîìîùè ïðàâèë âûâîäà R0, R1, R2 ìîæåò áûòü âûâåäåíà
ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Ë.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ôîðìàëèçàöèè çàäà÷è, îïèñàííîé íà ¾åñòåñòâåííîì¿
ÿçûêå:

Âñå ëþäè ñìåðòíû. Ñîêðàò� ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñîêðàò
ñìåðòåí.

Îáîçíà÷èì ïðèíàäëåæíîñòü ê ðîäó ëþäñêîìó ïðåäèêàòîì A(x), ñâîé-
ñòâî ¾áûòü ñìåðòíûì¿� ïðåäèêàòîì B(x), à Ñîêðàòà � êîíñòàíòîé S. Òî-
ãäà óòâåðæäåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå: (∀x(A(x)⇒ B(x))&A(S))⇒ B(S). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îáùåçíà÷èìîñòè äîêàæåì íåâûïîëíèìîñòü îòðèöàíèÿ ýòîé
ôîðìóëû: ¬ (∀x(A(x)⇒ B(x))&A(S)) ⇒ B(S). Ïîëó÷àåì ïîñëå ïðåîáðàçî-
âàíèé ê áåñêâàíòîðíîé ôîðìå (¬A(x) ∨ B(x))&A(S)&(¬B(S)). Ïðèìåíèâ
ïðàâèëî ðåçîëþöèè ñ ïîäñòàíîâêîé σ(x→ S) ê äèçúþíêòàì (¬A(x)∨B(x))
è A(S), âûâîäèì äèçúþíêò B(S). ïðèìåíèâ ïðàâèëî ðåçîëþöèè ïîâòîðíî, ê
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B(S) è ¬B(S), âûâîäèì êîíñòàíòó Ë. Òàêèì îáðàçîì, îòðèöàíèå èñõîäíîé
ôîðìóëû íåâûïîëíèìî, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñàìà îáùåçíà÷èìà.

Åùå îäèí ïðèìåð:

Íåêîòîðûå êî÷àíû êàïóñòû ÿâëÿþòñÿ ïàðîâîçàìè. Íåêîòîðûå
ïàðîâîçû èãðàþò íà ðîÿëå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå êî÷àíû
êàïóñòû èãðàþò íà ðîÿëå.

Îáîçíà÷èì A(x) ïðåäèêàò ¾x ÿâëÿåòñÿ êî÷àíîì êàïóñòû¿, B(x)�¾x ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàðîâîçîì¿ è C(x)�¾x èãðàåò íà ðîÿëå¿.

Òîãäà ïåðâîå óòâåðæäåíèå â çàäà÷å ìîæíî çàïèñàòü êàê3 ∃x(A(x)&B(x)),
âòîðîå � ∃x(B(x)&C(x)). ïîëíîñòüþ óñëîâèå çàïèøåòñÿ â âèäå:((

∃x(A(x)&B(x))
)
&
(
∃x(B(x)&C(x))

))
⇒
(
∃x(A(x)&C(x))

)
.

Ïðåäâàðåííàÿ ôîðìà áóäåò

∀x1∀x2∃x3 ((¬A(x1)) ∨ (¬B(x1)) ∨ (¬B(x2)) ∨ (¬C(x2)) ∨ (A(x3)&C(x3))) .

Ñêîëåìèçèðóåì (ó÷èòûâàÿ, ÷òî x3 íå çàâèñèò îò x1, 2)

∀x1∀x2 ((¬A(x1)) ∨ (¬B(x1)) ∨ (¬B(x2)) ∨ (¬C(x2)) ∨ (A(x0)&C(x0))) .

Íåñëîæíî ïîäîáðàòü ìîäåëü, â êîòîðîé îíà íå âûïîëíåíà: x ∈ E2, A(x) = x
B(x) ≡ È, C(x) = ¬x, ïðè x1 = Ë, x2 = È (íàäî çàìåòèòü, ÷òî
(A(x0)&C(x0)) = Ë ïðè ëþáîì x0).

Óïðàæíåíèÿ.

Çàäà÷à 3.3.1. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû íå îáùåçíà÷èìû, ïðåäúÿâèâ ïðåäè-
êàòû Φ è P äëÿ êîòîðûõ îíè ëîæíû:

a) ∀x
(
Φ(x) ∨ P (x)

)
↔
(
∀xΦ(x)

)
∨
(
∀xP (x)

)
;

b) ∃x
(
Φ(x)&P (x)

)
↔
(
∃xΦ(x)

)
&
(
∃xP (x)

)
;

c) ∀y∃xP (x, y)→ ∃x∀yP (x, y).

Çàäà÷à 3.3.2. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ íèæå ôîðìóë îáùåçíà÷èìû?

a) ∃x
(
f(x)→ g(x)

)
→
(
∀xf(x)→ ∀xg(x)

)
;

b) ∀x
(
f(x)→ g(x)

)
→
(
∀xf(x)→ ∀xg(x)

)
;

c) ∀x
(
f(x)→ g(x)

)
→
(
∃xf(x)→ ∃xg(x)

)
;

d) ∃x
(
f(x)→ g(x)

)
↔
(
∀xf(x)→ ∃xg(x)

)
;

e) ∀x
(
f(x)→ g(x)

)
↔
(
∃xf(x)→ ∀xg(x)

)
;

Çàäà÷à 3.3.3. Çàäàíà îáëàñòü èíòåðïðåòàöèè�N, íà íåé çàäàíû ïðåäèêà-

òû A2
1(x, y) ⇔ (x

...y), A2
2(x, y) ⇔ (x < y) è êîíñòàíòà ¾1¿. Çàïèñàòü ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ â âèäå ôîðìóëû ÈÏ:

a) p�ïðîñòîå ÷èñëî.
b) (a, b) = 1;
c) (a, b) = c;

3Ìîæíî áûëî áîëåå ôîðìàëüíî ïîíèìàòü óñëîâèå è çàïèñàòü ∃x(A(x) → B(x)).
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d) a ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 2 (â ðåøåíèè ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü êîíñòàíòó ¾2¿).
e) a ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
(ò.å. ñóùåñòâóþò ïðîñòîå p è íàòóðàëüíîå k, òàêèå, ÷òî a = pk

). Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðåäèêàò, ïîëó÷åííûé â ïóíêòå ¾a¿:
A1

1(p)⇔ p�ïðîñòîå .

Çàäà÷à 3.3.4. Çàäàíà îáëàñòü èíòåðïðåòàöèè�R, íà íåé çàäàíû ïðåäè-
êàòû P 2

1 (x, y) ⇔ (x = y), P 2
2 (x, y) ⇔ (x < y) è P 3

1 (x, y, ε) ⇔ (|x − y| < ε).
Çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) Ôóíêöèÿ f ñòðåìèòñÿ ê äàííîìó A ïðè x→ 0;
b) Íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà f(x) ïðè x→ 0;
c) Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0;
d) Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b].
e) * Åñëè f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà íåì.

Çàäà÷à 3.3.5. Ïðèâåñòè ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå:

a) ∃xA2
1(x, y)⇒

(
A1

1(x)⇒6 ∃ uA2
1(x, u)

)
.

b) ∀x(A1
1(x)⇔ ∃y∀zA3

1(x, y, z));

c) ∀x
(
A1

1(x)⇒ A2
1(x, y)

)
⇒
(

(∃tA1
1(t))⇒ (∃zA2

1(y, z))

)
;

Çàäà÷à 3.3.6. Ïðèâåñòè ê Ñêîëåìîâñêîé ôîðìå:

a) ∀x∃y∀u∃vA4
1(x, y, u, v);

b) ( 6 ∃ xA1
1(x))→ ∀u∃y∀xA3

1(u, x, y);

Çàäà÷à 3.3.7. Çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû ÈÏ è ïðèâåñòè ê ïðåäâàðåííîé
íîðìàëüíîé ôîðìå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) ¾Òû ìîæåøü îáìàíûâàòü êîå�êîãî âñå âðåìÿ, òû ìîæåøü îáìàíû-
âàòü âñåõ íåêîòîðîå âðåìÿ, íî òû íå ìîæåøü îáìàíûâàòü âñåõ âñå
âðåìÿ.¿
b) ¾Åñëè âñÿêèé ðàçóìíûé ôèëîñîô� öèíèê è òîëüêî æåíùèíû ÿâëÿ-
þòñÿ ðàçóìíûìè ôèëîñîôàìè, òî òîãäà, åñëè ñóùåñòâóþò ðàçóìíûå
ôèëîñîôû, òî íåêîòîðûå èç æåíùèí� öèíèêè.¿

Çàäà÷à 3.3.8. Ïóñòü çàäàíû ïðåäèêàòû A1
1(x)⇔ (x ∈ N), A2

1(m,n)⇔ (m <
< n), A3

1(x, y, ε)⇔ (|x− y| < ε), êîíñòàíòà 0.

a) Çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ óòâåðæäåíèå, ÷òî
limn→∞ an = Q. (ìîæíî ñ÷èòàòü an = a(n)�ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
äëÿ íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ).
b) Ïðèâåñòè ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé è ê ñêî-
ëåìîâñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå;
c) Çàïèñàòü óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {bn} è ïðèâåñòè ê ñêîëåìîâñêîé ôîðìå.
d) * Çàïèñàòü òåîðåìó Âåéåðøòðàññà (ïðî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ó
íåóáûâàþùåé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) â âèäå ôîðìóëû
ÈÏ. Ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðåäèêàò A2

2(x, y)⇔ x 6 y.
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Çàäà÷à 3.3.9. Çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû ÈÏ è ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü:
Âî âñåõ çîîïàðêàõ, ãäå åñòü ñëîíû è íîñîðîãè, íåò æèðàôîâ. Âî âñåõ çîî-
ïàðêàõ, ãäå åñòü íîñîðîãè è íåò æèðàôîâ, åñòü ñëîíû. Íàêîíåö, âî âñåõ
çîîïàðêàõ, ãäå åñòü ñëîíû è æèðàôû, åñòü è íîñîðîãè. Ìîæåò ëè ñóùå-
ñòâîâàòü òàêîé çîîïàðê, â êîòîðîì åñòü ñëîíû, íî íåò íè æèðàôîâ, íè
íîñîðîãîâ?

Çàäà÷à 3.3.10. Ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ôîðìóëû ÈÏ. Ïðèâåñòè ê ïðåä-
âàðåííîé ÍÔ è ïðîâåðèòü îáùåçíà÷èìîñòü:

a) Íåêîòîðûå óëèòêè ÿâëÿþòñÿ ãîðàìè. Âñå ãîðû ëþáÿò êîøåê. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âñå óëèòêè ëþáÿò êîøåê.
b) Âñå êðîêîäèëû ìîãóò ëåòàòü. Âñå âåëèêàíû ÿâëÿþòñÿ êðîêîäèëàìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåëèêàíû ìîãóò ëåòàòü.
c) Äâå ðîùè íèêîãäà íå ïîõîæè äðóã íà äðóãà. Ñîñíû è åëè âûãëÿ-
äÿò ñîâåðøåííî îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñíû è åëè íå ÿâëÿþòñÿ
äâóìÿ ðîùàìè.
d) Íèêòî íå ìîæåò ñòàòü ïðåçèäåíòîì, åñëè ó íåãî êðàñíûé íîñ. Ó âñåõ
ëþäåé íîñ êðàñíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêòî íå ìîæåò áûòü ïðåçèäåíòîì
e) Âñå âîðîíû ñîáèðàþò êàðòèíû. Íåêîòîðûå ñîáèðàòåëè êàðòèí ñèäÿò
â ïòè÷üåé êëåòêå. Çíà÷èò, íåêîòîðûå âîðîíû ñèäÿò â ïòè÷üåé êëåòêå.

Çàäà÷à 3.3.11. Çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ è äîêà-
çàòü îáùåçíà÷èìîñòü, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ðåçîëþöèè è ñêëåèâàíèÿ:

a) Âñÿêèé ïàðèêìàõåð â äåðåâíå áðååò òåõ è òîëüêî òåõ, êòî íå áðååòñÿ
ñàì. Ñëåäîâàòåëüíî â äåðåâíå íåò íè îäíîãî ïàðèêìàõåðà.
b) Âñÿêèé, êòî íàõîäèòñÿ â çäðàâîì óìå, ìîæåò ïîíèìàòü ìàòåìàòèêó.
Íè îäèí èç ñûíîâåé Ãåãåëÿ íå ìîæåò ïîíèìàòü ìàòåìàòèêó. Ñóìà-
ñøåäøèå íå äîïóñêàþòñÿ ê ãîëîñîâàíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî íè îäèí èç
ñûíîâåé Ãåãåëÿ íå áóäåò äîïóùåí ê ãîëîñîâàíèþ.
c) Åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà x ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî y, òàêîå, ÷òî
ìîùíîñòü y áîëüøå, ÷åì ìîùíîñòü x. Åñëè x âêëþ÷åíî â y, òî ìîù-
íîñòü x íå áîëüøå ìîùíîñòè y. Âñÿêîå ìíîæåñòâî âêëþ÷åíî â V . Ñëå-
äîâàòåëüíî V �íå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 3.3.12. Ïðåäèêàò P (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

� (∀x)P (x, x);

� Äëÿ âñåõ ïðåäèêàòîâ A(·) ôîðìóëà (P (x, y) → (A(x) → A(y))� îá-
ùåçíà÷èìàÿ.

Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè P åñòü ïðåäèêàò òîæäå-
ñòâåííîãî ðàâåíñòâà, ò.å. P (x, y)↔ (x = y).

Çàäà÷à 3.3.13. Çàïèøèòå àêñèîìû ãðóïïû, èñïîëüçóÿ ïðåäèêàòû
E2(x, y) ⇔ (x = y) è G3(x, y, z) ⇔ (x ◦ y = z). Êàê çàïèñàòü óñëîâèå òî-
ãî, ÷òî ãðóïïà Àáåëåâà?

Çàäà÷à 3.3.14. Ïóñòü M =
〈
N, S3, P 3, 1

〉
, ãäå S3 è P 3 �ïðåäèêàòû, çàäàí-

íûå ôîðìóëàìè: S3(x, y, z)⇔ (x+ y = z) è P 3(x, y, z)⇔ (x · y = z).
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a) Çàïèñàòü ôîðìóëó ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé p èñòèííóþ â M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p � ïðîñòîå ÷èñëî.
b) Ïðèâåñòè ýòó ôîðìóëó ê ïðåäâàðåííîé ôîðìå.

Çàäà÷à 3.3.15. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôîðìóëû ÈÏ, îáùåçíà÷èìîé â ëþáîé
ïðåäìåòíîé îáëàñòè ìîùíîñòè 2, íî íå îáùåçíà÷èìîé â íåêîòîðîé ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè áîëüøåé ìîùíîñòè.

Çàäà÷à 3.3.16. Ïðåäèêàòû F (x) è G(x) çàäàíû àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè F (x) ⇔ (f(x) = 0), G(x) ⇔ (g(x) = 0). Âûïèñàòü àëãåáðàè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ïðåäèêàòû:

a) F (x) ∨G(x);
b) F (x)&G(y);
c) Âûïèñàòü óðàâíåíèå (íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêîå), çàäàþùåå
ïðåäèêàò ¬F (x).

Çàäà÷à 3.3.17. Ïóñòü Pi(x), i = 1, 2, 3, 4�íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû. Çàäàíû
ïðåäèêàòû:

A1
1(x)⇔


{
P1(x) < 0,

P2(x) < 0{
P3(x) < 0,

P4(x) < 0.

è A1
2(x)⇔



[
P1(x) < 0,

P3(x) < 0[
P2(x) < 0,

P4(x) < 0.

Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ îáùåçíà÷èìûìè:

a) ∃xA1
1(x)↔ A1

2(x);
b) ∀xA1

1(x)↔ A1
2(x);

c) ∃xA1
1(x)→ A1

2(x);
d) ∀xA1

1(x)→ A1
2(x);

e) ∃xA1
1(x)← A1

2(x);

Çàäà÷à 3.3.18. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàêîå-òî òîæäåñòâî, ñîäåðæàùåå ïåðå-
ìåííûå äëÿ ìíîæåñòâ è îïåðàöèè ∩, ∪, \, íåâåðíî, òî ìîæíî íàéòè êîíòð-
ïðèìåð ê íåìó, â êîòîðîì ìíîæåñòâà ïóñòû èëè ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëå-
ìåíòó.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

3.3.1a) x ∈ E2, Φ(x) = x, P (x) = x̄.
b) Òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
c) x, y ∈ E2, P (x, y) = x⊕ y.

3.3.2a) Äà.
b) Äà.
c) Íåò.
d) Íåò.
e) Íåò.



3.3. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ 123

3.3.3 a) A2
2(1, p)&

(
¬
(
∃xA2

2(1, x)&A2
2(x, p)&A2

1(p, x)
))
. Õîòåëîñü áû çàìå-

òèòü, ÷òî 1 � íå ïðîñòîå ÷èñëî, ïîýòîìó ÷ëåí A2
2(1, p) íåîáõîäèì.

b) ¬
(
∃x
(
A2

1(a, x)&A2
1(b, x)&A2

2(1, x)
))
.

c) A2
1(a, c)&A2

1(b, c)&¬
(
∃x
(
A2

1(a, x)&A2
1(b, x)&A2

2(c, x)
))
.

d) A2
2(1, c)&

(
∀x
(
A2

2(c, x)&A2
1(1, x)

)
→ A2

1(x, 2)
)
. Ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî íàòó-

ðàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè íå èìååò íå÷åòíûõ äåëèòåëåé (êðîìå 1).
e) A2

2(1, c)&
(
∃pA1

1(p)&
(
∀x
(
A2

2(c, x)&A2
1(1, x)

)
→ A2

1(x, p)
))
.

3.3.4 a) ∀ε
(
P 2

2 (0, ε)→
(
∃δP 2

2 (0, δ)&
(
P 3

1 (0, x, δ)→ P 3
1 (A, f(x), ε)

)))
.

b) ∀A∃ε
(
P 2

2 (0, ε)&¬
(
∃δP 2

2 (0, δ)&
(
P 3

1 (0, x, δ)→ P 3
1 (A, f(x), ε)

)))
.

c) ∀ε
(
P 2

2 (0, ε)→
(
∃δP 2

2 (0, δ)&
(
P 3

1 (x0, x, δ)→ P 3
1 (f(x0), f(x), ε)

)))
.

d) Òóò íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â êîíöàõ îòðåçêà íåïðåðûâíîñòü áóäåò îäíî-
ñòîðîííåé.

∀x0P
2
2 (x0, a) ∨ P 2

2 (b, x0) ∨

(
∀ε∃δP 2

2 (0, ε)→

→
(
P 2

2 (0, δ)&
(
∀xP 2

2 (x, a)∨P 2
2 (b, x)∨

(
P 3

1 (x0, x, δ)→ P 3
1 (f(x0), f(x), ε)

))))
.

e) Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà C[a,b](f) (ýòî íå ïðåäèêàò, à
ñîêðàùåíèå!).

C[a,b](f)→

(
∀εP 2

2 (0, ε)→
(
∃δP 2

2 (0, δ)&
(
∀x1∀x2P

2
2 (x1, a) ∨ P 2

2 (x2, a)∨

∨ P 2
2 (b, x1) ∨ P 2

2 (b, x2) ∨
(
P 3

1 (x1, x2, δ)→ P 3
1 (f(x1), f(x2), ε)

))))
3.3.5 a) ∃x∀u(A2

1(x, y) ∨ ¬A1
1(x) ∨ ¬A2

1(x, u);
b) ∀x∃y1∀z1∀y2∃z2

(
A1

1(x)&A3
1(x, y1, z1) ∨ (¬A1

1(x))&(¬A3
1(x, y2, z2)

)
;

c) ∀x∀t∃z
(
A1

1(x)&
(
¬A2

1(x, y)
)
∨
(
¬A1

1(t)
)
∨A2

1(y, z)
)
.

3.3.6 a) ∀x∀uA4
1(x, f(x), u, g(x, u));

b) ∀u∀x
(
A1

1(c0) ∨A3
1(u, x, f(u))

)
.

3.3.7 a) Îáîçíà÷èì P 2
1 (x, t) ⇔ (òû ìîæåøü îáìàíûâàòü x â ìîìåíò t). Òî-

ãäà óòâåðæäåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:(
∃x1∀t1P 2

1 (x1, t1)
)
&
(
∃t2∀x2P

2
1 (x2, t2)

)
&¬
(
∀x3∀t3P 2

1 (x3, t3)
)
.

Ïðèâîäÿ ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ïîëó÷èì:

∃x1∀t1∃t2∀x2∃x3∃t3
(
P 2

1 (x1, t1)&P 2
1 (x2, t2)&¬P 2

1 (x3, t3)
)
.

b) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ P 1
1 (x) ⇔ (x�ðàçóìíûé ôèëîñîô), P 1

2 (x) ⇔
⇔ (x�öèíèê) è P 3

1 (x) ⇔ (x�æåíùèíà). Òîãäà óòâåðæäåíèå ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:((
∀x1P

1
1 (x)→ P 1

2 (x)
)
&
(
∀x2P

1
3 (x)← P 1

1 (x)
))
→
(
∃x3P

1
1 (x3)→ ∃x4

(
P 1

3 (x4)→ P2(x4)
))
.
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Ïðèâåäåì ê íîðìàëüíîé ôîðìå:

∃x1∃x2∀x3∃x4

(
P 1

1 (x1)&(¬P 1
2 (x1)) ∨ (¬P 1

3 (x2))&P 1
1 (x2) ∨ (¬P 1

1 (x3)) ∨ (¬P 1
3 (x4)) ∨ P 1

2 (x4)
)
.

3.3.8 a) Ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå èç ó÷åáíèêà ìàò. àíàëèçà âûãëÿäèò òàê:

∀ε > 0∃N = N(ε) : ∀n > N(|an −Q| < ε).

Çàìåòèì, ÷òî îò N ìîæíî íå òðåáîâàòü íàòóðàëüíîñòè, à äëÿ n îíà äîëæíà
áûòü. Ïåðåïèøåì ôîðìóëó â âèäå:

∀ε((ε > 0)⇒ (∃N(∀n(n ∈ N)&(n > N)⇒ (|an −Q| < ε)) .

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäèêàòû, ïîëó÷èì:

∀ε(A2
1(0, ε)⇒

(
∃N∀n(A1

1(n)&A2
1(N,n)⇒ A3

1(an, Q, ε))
)
.

b) Çàìåíèì èìïëèêàöèè:

∀ε¬A2
1(0, ε) ∨

(
∃N∀n¬A1

1(n) ∨ ¬A2
1(N,n) ∨A3

1(an, Q, ε)
)
.

Ïåðåíîñèì êâàíòîðû â íà÷àëî:

∀ε∃N ∀n
(
¬A2

1(0, ε) ∨ ¬A1
1(n) ∨ ¬A2

1(N,n) ∨A3
1(an, Q, ε)

)
.

Ñêîëåìèçèðóåì:

∀ε∀n
(
¬A2

1(0, ε) ∨ ¬A1
1(n) ∨ ¬A2

1(N(ε), n) ∨A3
1(an, Q, ε)

)
.

c) ∀B∃εA2
1(0, ε)&

(
∀N∃nA1

1(n)&A2
1(N,n)&¬A3

1(bn, B, ε)
)
. Ïðèâåäåì ê ïðåäâà-

ðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå:

∀B∃ε∀N∃nA2
1(0, ε)&A1

1(n)&A2
1(N,n)&¬A3

1(bn, B, ε).

Ñêîëåìèçèðóåì:

∀B∀NA2
1(0, ε(B))&A1

1(n(B,N))&A2
1(N,n(b,N))&¬A3

1(bn, B, ε(B)).

d) Çàïèøåì òåîðåìó Âåéåðøòðàññà:(
∀m∀n(A1

1(m)&A1
1(n)&A2

2(m,n))→ A2
2(am, an)

)
&
(
∃M∀n(A1

1(n)⇒ A2
1(an,M))

)
⇒

⇒
(
∃Q∀ε(A2

1(0, ε)⇒
(
∃N∀n(A1

1(n)&A2
1(N,n)⇒ A3

1(an, Q, ε))
))
.

3.3.9 Ïóñòü x� çîîïàðê, íàëè÷èå ñëîíîâ, íîñîðîãîâ è æèðàôîâ çà-
ïèøåì â âèäå ïðåäèêàòîâ A(x), B(x) è C(x), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: ∀x((A(x)&B(x)) ⇒ ¬C(x)),
∀x((B(x)&¬C(x)) ⇒ A(x)) è ∀x((A(x)&C(x)) ⇒ B(x)). à âîïðîñ â
âèäå ∃x(A(x)&¬B(x)&¬C(x). Âûïîëíèìîñòü î÷åâèäíà ïðè A(x) = È,
B(x) = C(x) = Ë

3.3.10 a) Îáîçíà÷èì A1(x) ⇔ (x� óëèòêà); A2(x) ⇔ (x� ãîðà);
A3(x) ⇔ (x ëþáèò êîøåê). Òîãäà óòâåðæåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:
(∃x(A1(x)&A2(x))) & (∀x(A2(x)⇒ A3(x))) ⇒ (∀x(A1(x)⇒ A3(x))). Ïðåäâà-
ðåííàÿ ôîðìà: ∀x∃y∀z ((¬A1(x)) ∨ (¬A2(x)) ∨ (A2(y)&¬A3(y)) ∨ (¬A1(z)) ∨A3(z)).
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Ñêîëåìèçèðóåì: ∀x∀z ((¬A1(x)) ∨ (¬A2(x)) ∨ (A2(y0)&¬A3(y0)) ∨ (¬A1(z)) ∨A3(z)).
Ôîðìóëà íå îáùåçíà÷èìà, ò.ê. ëåãêî ïîñòðîèòü ìîäåëü, â êîòîðîé îíà ëîæ-
íà: íàïðèìåð x ∈ E2, A1(x) = È, A2(x) = A3(x) = x. Ïîäñòàâèâ, ïîëó÷èì
∀x∀z(¬È∨¬x∨(y0&¬y0)∨¬È∨z), ïîñëå óïðîùåíèÿ ∀x∀z(¬x∨z), ÷òî ëîæíî
ïðè x = È, z = Ë.
b) Îáùåçíà÷èìà. c) Îáùåçíà÷èìà. d) Íå îáùåçíà÷èìà. e) Íå îáùåçíà÷èìà.

3.3.11 a) Îáîçíà÷èì A(x, y) ⇔ (x áðååò y), B(x) ⇔ (x�ïàðèêìàõåð ). Òî-
ãäà óòâåðæäåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:

(∀xB(x)⇒ (∀yA(x, y)⇔ ¬A(y, y)))⇒ ¬ (∃xB(x)) .

Ïðèâåäåì îòðèöàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ê ïðåäâàðåííîé ôîðìå, ïîëó÷èì:

∃z∀x∀y
(
¬B(x) ∨ (A(x, y)&¬A(y, y)) ∨ (¬A(x, y)&A(y, y))

)
&B(z).

Ñêîëåìèçèðóåì è çàïèøåì â âèäå ÊÍÔ:

∀x∀y(¬B(x) ∨A(x, y) ∨A(y, y))&(¬B(x) ∨ ¬A(x, y) ∨ ¬A(y, y))&(B(z0)).

Ïðèìåíèì ïîäñòàíîâêó y → x è ïðàâèëî ðåçîëþöèè ê ïåðâûì äâóì äèçú-
þíêòàì, ïîëó÷èì äèçúþíêò ¬B(x). Ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîìó è ê òðåòüåìó
äèçúþíêòó ïîäñòàíîâêó x → z0 è ïðàâèëî ðåçîëþöèè, ïîëó÷èì êîíñòàíòó
Ë.

3.3.12 Åñëè x0 6= y0, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäèêàò A(x) ⇔ (x = x0). Òî-
ãäà A(x0) → A(y0) ëîæíî, ñëåäîâàòåëüíî äîëæåí áûòü ëîæåí ïðåäèêàò
P (x0, y0). À íà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòàõ ýòîò ïðåäèêàò ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó
èñòèíåí. Çíà÷èò ýòî � ïðåäèêàò ðàâåíñòâà.

3.3.13 Çíà÷àëà çàïèøåì òî, ÷òî îïåðàöèÿ ◦ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà íà
ýëåìåíòàõ ãðóïïû: ∀x∀y

(
∃zG3(x, y, z)

)
&
(
∀z1∀z2G

3(x, y, z1)&G3(x, y, z2) →
→ E2(z1, z2)

)
. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e ãðóïïû:

∀xG3(x, e, x)&G3(e, x, x). Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî: ∀x∃x−1G3(x, x−1, e)&G3(x−1, x, e).
Êîììóòàòèâíîñòü: ∀x∀y∀zG3(x, y, z)↔ G3(y, x, z).

3.3.14 Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà:

(p�ïðîñòîå)⇔ (p > 1)&∀x(1 < x < p)⇒ (p 6
... x).

Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå äåëèìîñòè a
...b ìîæíî çàïèñûâàòü êàê ∃xP 3(x, b, a).

À óñëîâèå a < b ìîæíî çàïèñàòü êàê ∃xS3(x, a, b). Â èòîãå ïðèõîäèì ê
ôîðìóëå(
∀x1

(
(∃x2S

3(1, x2, x1)&(∃x3S
3(x1, x3, p))⇒ ¬(∃x4P

3(x1, x4, p))
))

&(¬∃x5S
3(1, x5, p)).

Ïðåäâàðåííàÿ ôîðìà áóäåò

∀x1, x2, x3, x4, x5

(
(¬S3(1, x2, x1)) ∨ (¬S3(x1, x3, p)) ∨ (¬P 3(x1, x4, p))

)
&(¬S3(1, x5, p)).
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3.3.15 ∀x, y, z(P1(x) ↔ P1(y)) ∨ (P2(y) ↔ P1(z)) ∨ (P3(z) ↔ P3(x)). Åñëè
ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü èìååò ìîùíîñòü 2, òî, î÷åâèäíî, ÷òî èç x, y, z êàêèå-
òî äâà ðàâíû äðóã äðóãó, îòêóäà è âûòåêàåò îáùåçíà÷èìîñòü óêàçàííîé
ôîðìóëû.

Äëÿ ìîùíîñòè áîëüøåé 2 (íàïðèìåð 3) ìîæíî ïðåäúÿâèòü ïðèìåð.
Ïóñòü x = 1, y = 2, z = 3, Pi(x) ↔ (x = i). Òîãäà â êàæäîé ñêîáêå ïåð-
âîå çíà÷åíèå ïðåäèêàòà èñòèííî, à âòîðîå � ëîæíî.

3.3.16a) f(x)g(x) = 0.
b) f2(x) + g2(y) = 0.

c) f(x)
f(x) = 1.

3.3.17 a) Íå îáùåçíà÷èìà; b) Íå îáùåçíà÷èìà; c) Îáùåçíà÷èìà; d) Îá-
ùåçíà÷èìà; e) Íå îáùåçíà÷èìà.

3.3.18 Ïóñòü òîæäåñòâî èìååò âèä F1(A1, . . . , An) ≡ F2(A1, . . . , An), ãäå F1,
F2 �ôîðìóëû àëãåáðû ìíîæåñòâ. Ñäåëàåì çàìåíû: Ai → xi, ∩ → &, ∪ → ∨,
A \ B → a&(¬b). Ïîëó÷àòñÿ ôîðìóëû Φ1, Φ2 èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.
Åñëè òîæäåñòâî íåâåðíî, òî ôîðìóëà Φ1(x1, . . . , xn) ↔ Φ2(x1, . . . , xn) íå
îáùåçíà÷èìà, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàáîð a1, ..., an, íà êîòîðîì îíà

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë. Òîãäà ðàññìîòðèì A∗i =

{
∅, ai = Ë

{a}, ai = È
� òîæäåñòâî

áóäåò îïðîâåðãíóòî íàáîòîì ìíîæåñòâ (A∗1, . . . , A
∗
n).
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