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	� DLQ KAVDOGO a � G SU�ESTWUET �LEMENT a�� � G�
NAZYWAEMYJ OBRATNYM K a� TAKOJ� �TO
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gRUPPA G NAZYWAETSQ KOMMUTATIWNOJ �ILI ABE�
LEWOJ� ESLI DLQ WSEH a� b � G ab � ba�

w GRUPPAH IME�T MESTO ZAKONY SOKRA�ENIQ�

� ESLI ab � ac� TO b � c� I

� ESLI ba � ca� TO b � c�

dEJSTWITELXNO� ESLI ab � ac� TO� UMNOVAQ OBE �ASTI
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a���ab� � a���ac�
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pODGRUPPOJ GRUPPY G NAZYWAETSQ PROIZWOLXNOE
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�� DLQ WSEH a� b � H ab � H

�� DLQ KAVDOGO a � H a�� � H�

w �ASTNOSTI� e � H� T�K�� BERQ PROIZWOLXNYJ �LE�
MENT a � H� NA OSNOWANII PRIWED�NNYH WY�E USLOWIJ
POLU�AEM� aa�� � e � H�

��� sMEVNYE KLASSY

pUSTX ZADANY NEKOTORAQ GRUPPA G NEKOTORAQ E� POD�
GRUPPA H�

CMEVNYM KLASSOM PO PODGRUPPE H NAZYWAETSQ

PODMNOVESTWO GRUPPY G� SOSTOQ�EE IZ PROIZWEDENIJ

WIDA gh� GDE g 
 NEKOTORYJ FIKSIROWANNYJ �LEMENT

GRUPPY G� I h 
 PROIZWOLXNYJ �LEMENT PODGRUPPY H�
dANNOE MNOVESTWO OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM gH�

o�EWIDNO� �TO g � gH POSKOLXKU e � H�
eSLI PODGRUPPA H SOSTOIT IZ KONE�NOGO �ISLA �LE�

MENTOW� I SPISOK WSEH RAZLI�NYH �LEMENTOW H IMEET

WID h�� � � � � hk� TO WSE �LEMENTY SMEVNOGO KLASSA gH
SODERVATSQ W SPISKE

gh� � � � ghk ���

wSE �LEMENTY SPISKA ��� RAZLI�NY T�K� IZ ghi � ghj PO
ZAKONU SOKRA�ENIQ SLEDUET� �TO hi � hj �

sLEDOWATELXNO�

jgHj � jHj ���

pUSTX g� I g� 
 PROIZWOLXNYE �LEMENTY GRUPPY G�
dOKAVEM� �TO SMEVNYE KLASSY g�H I g�H OBLADA�T

SLEDU��IM SWOJSTWOM� LIBO

g�H � g�H � � �	�

LIBO

g�H � g�H ���

eSLI NEWERNO �	�� TO SU�ESTWUET �LEMENT a� PRINAD�
LEVA�IJ OBOIM KLASSAM� T�E�

� a � g�H� T�E� a � g�h� DLQ NEKOTOROGO h� � H� I
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pROIZWOLXNYJ �LEMENT KLASSA g�H IMEET WID g�h
DLQ NEKOTOROGO h � H� sOGLASNO ���� �LEMENT g�h RAWEN
PROIZWEDENI�

g�h�h
��
� h �
�

T�E� �LEMENT g�h PRINADLEVIT g�H�
mY DOKAZALI WKL��ENIE g�H � g�H� aNALOGI�NO

DOKAZYWAETSQ OBRATNOE WKL��ENIE� tAKIM OBRAZOM� MY
DOKAZALI� �TO ESLI NEWERNO �	�� TO IMEET MESTO ����
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��� tEOREMA lAGRANVA

pUSTX GRUPPA G SOSTOIT IZ KONE�NOGO �ISLA �LEMENTOW�
I SPISOK WSEH E� �LEMENTOW IMEET WID

g� � � � gn ���

pUSTX H 
 PROIZWOLXNAQ PODGRUPPA GRUPPY G�
rASSMOTRIM SPISOK WSEH SMEVNYH KLASSOW PO H�

g�H � � � gnH ���

o�EWIDNO� �TO OB�EDINENIE WSEH MNOVESTW IZ SPISKA
��� SOWPADAET S G� T�K� KAVDYJ �LEMENT gi IZ SPISKA ���
PRINADLEVIT SMEVNOMU KLASSU giH�

wOZMOVNO� �TO NEKOTORYE SMEVNYE KLASSY IZ SPIS�
KA ��� SOWPADA�T� w �TOM SLU�AE MY UDALIM IZ SPISKA

��� LI�NIE KOPII SMEVNYH KLASSOW� T�E� ESLI

giH � gjH

PRI i �� j� TO ODIN IZ DANNYH SMEVNYH KLASSOW MY UDA�
LQEM� I POSTUPAEM TAK DO TEH POR� POKA WSE IZ OSTAW�IH�
SQ SMEVNYH KLASSOW NE STANUT RAZLI�NYMI �T�E� SREDI
NIH NE BUDET DWUH SOWPADA��IH��

pUSTX SPISOK OSTAW�IHSQ SMEVNYH KLASSOW IMEET
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gi�H � � � gimH ���

o�EWIDNO� �TO

� OB�EDINENIE SMEVNYH KLASSOW IZ SPISKA ��� PO

PREVNEMU SOWPADAET S G� I�

� KAK BYLO USTANOWLENO WY�E� WSE SMEVNYE KLASSY
IZ SPISKA ��� POPARNO NE PERESEKA�TSQ�

sLEDOWATELXNO�

jGj � jgi�Hj � � � � � jgimHj ����

iZ ���� I ��� SLEDUET� �TO

jGj � jHj � � � � � jHj� �z �
m SLAGAEMYH

� mjHj

mY DOKAZALI TEOREMU lAGRANVA� KOTORAQ UTWERV�
DAET� �TO
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 KONE�NAQ GRUPPA� I H 
 E� PODGRUPPA�
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��� cIKLI�ESKIE PODGRUPPY
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 �LEMENT G� OTLI�NYJ
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� gg � � � g� �z �

k MNOVITELEJ

pOSKOLXKU W GRUPPE G �ISLO �LEMENTOW KONE�NO� TO
SPISOK ���� NE MOVET BYTX BESKONE�NYM� I� SLEDOWA�
TELXNO� NEKOTORYE EGO �LEMENTY SOWPADA�T�T�E� SU�EST�
WU�T RAZLI�NYE �ISLA i� j� TAKIE� �TO

gi � gj ����

pUSTX NAPRIMER i � j�
iZ ���� SLEDUET� �TO

gj�i � e

pUSTX k 
 NAIMENX�EE POLOVITELXNOE CELOE �ISLO� UDOW�
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gk � e

o�EWIDNO� �TO SOWOKUPNOSTX �LEMENTOW

e� g� g�� � � � � gk�� ��	�

QWLQETSQ PODGRUPPOJ GRUPPY G�
pODGRUPPA ��	� OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM hgi I NAZY�

WAETSQ CIKLI�ESKOJ PODGRUPPOJ� POROVD�NNOJ �LE�
MENTOM g�

pOSKOLXKU �ISLO �LEMENTOW W ��	� RAWNO k� TO PO

TEOREME lAGRANVA
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� fb � G� j b � f�a� DLQ NEKOTOROGO a � G�g
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MENTY SMEVNOGO KLASSA

giKer�f� ����
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SA ���� IMEET WID gih DLQ NEKOTOROGO h � Ker�f�� I�
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f�g�� f�g�� � � � f�gm� ����
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DA�T� �TO NEWOZMOVNO� T�E� WSE SMEVNYE KLASSY W SPIS�
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tAKIM OBRAZOM
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Ker�f��
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�

�
� jG�j ��	�

gOMOMORFIZM ���� NAZYWAETSQ �PIMORFIZMOM� ES�
LI OTOBRAVENIE f QWLQETSQ S�R�EKTIWNYM� T�E� ESLI

Im�f� � G�

iZ ���� SLEDUET� �TO ESLI f 
 �PIMORFIZM� TO

jG�j � jKer�f�j � jG�j ����

gOMOMORFIZM ���� NAZYWAETSQ IZOMORFIZMOM� ES�
LI OTOBRAVENIE f QWLQETSQ WZAIMNO�ODNOZNA�NYM�

eSLI PARA GRUPP G�� G� TAKOWA� �TO SU�ESTWUET IZO�
MORFIZM IZ G� W G�� TO MY BUDEM S�ITATX GRUPPY G�

I G� RAWNYMI�
nA�E VELANIE S�ITATX IZOMORFNYE GRUPPY RAWNY�

MI OBOSNOWYWAETSQ TEM� �TO PRI ANALIZE ALGEBRAI�ES�
KIH SWOJSTW GRUPPY PRIRODA E� �LEMENTOW NE IMEET NI�
KAKOGO ZNA�ENIQ 
 WAVNO LI�X TO� KAK NA �TIH �LEMEN�
TAH DEJSTWUET OPERACIQ PROIZWEDENIQ� pOSKOLXKU MEV�
DU IZOMORFNYMI GRUPPAMI G� I G� MOVNO USTANOWITX

WZAIMNO�ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE� PRI KOTOROM PRO�
IZWEDENI� PROIZWOLXNOJ PARY a� b �LEMENTOW G� BUDET

SOOTWETSTWOWATX PROIZWEDENIE TEH �LEMENTOW G�� KOTO�
RYE SOOTWETSTWU�T a I b� TO �TO OZNA�AET� �TO OPERACIQ
PROIZWEDENIQ NA G� I G� DEJSTWUET ODINAKOWO� I U NAS
NET NIKAKIH PRI�IN S�ITATX G� I G� RAZNYMI S TO�KI

ZRENIQ IH ALGEBRAI�ESKIH SWOJSTW�

	



��� pROOBRAZY �LEMENTOW OTNOSITELXNO

GOMOMORFIZMOW

pUSTX ZADANY

� PARA GRUPP G�� G�� I

� GOMOMORFIZM f IZ G� W G��

dLQ KAVDOGO g � G� SIMWOL f
���g� OBOZNA�AET MNOVES�

TWO

f���g�
def
� fa � G� j f�a� � gg ����

iZ DANNOGO OPREDELENIQ SLEDUET� �TO MNOVESTWO ����

� LIBO QWLQETSQ PUSTYM�

� LIBO QWLQETSQ NEKOTORYM SMEVNYM KLASSOM PO

PODGRUPPE Ker�f��

nIVE MY BUDEM TAKVE ISPOLXZOWATX SLEDU��EE OBO�
ZNA�ENIE� DLQ KAVDOGO g � Im�f� SIMWOL

f���g�

OBOZNA�AET MNOVESTWO� OPREDELQEMOE SLEDU��IM OBRA�
ZOM�

f���g�
def
� fa � G� j f�a� �� gg ��
�

��� dEKARTOWO PROIZWEDENIE GRUPP

pUSTX ZADAN KONE�NYJ SPISOK GRUPP WIDA

G�� � � � � Gn ����

dEKARTOWYM PROIZWEDENIEM GRUPP IZ SPISKA ����
NAZYWAETSQ GRUPPA� OBOZNA�AEMAQ SIMWOLOM

G� 	 � � �	 Gn ����

�LEMENTAMI KOTOROJ QWLQ�TSQ SPISKI WIDA

�g�� � � � � gn� ����

GDE g� � G�� � � � � gn � Gn�
oPERACIQ PROIZWEDENIQ NA ���� OPREDELQETSQ POKOM�

PONENTNO�

�g�� � � � � gn��g
�
�� � � � � g

�
n�

def
� �g�g

�
�� � � � � gng

�
n�

T�E� DLQ KAVDOGO i � f�� � � � � ng KOMPONENTY S INDEK�
SOM i PEREMNOVA�TSQ SOGLASNO OPERACII PROIZWEDENIQ
W GRUPPE Gi�

nEJTRALXNYM �LEMENTOM GRUPPY ���� QWLQETSQ SPI�
SOK

�e�� � � � � en�

GDE DLQ KAVDOGO i � f�� � � � � ng �LEMENT ei QWLQETSQ NEJ�
TRALXNYM �LEMENTOM GRUPPY Gi�

oBRATNYM �LEMENTOM K PROIZWOLXNOMU �LEMENTU ����
GRUPPY ���� QWLQETSQ SPISOK WIDA

�g��
� � � � � � g��

n �

GDE DLQ KAVDOGO i � f�� � � � � ng �LEMENT g��
i QWLQETSQ

OBRATNYM K gi W GRUPPE Gi�

� gRUPPY� SWQZANNYE S CELYMI

�ISLAMI

��� gRUPPA CELYH �ISEL I E� PODGRUPPY

mNOVESTWO CELYH �ISEL Z S OPERACIEJ SLOVENIQ QW�
LQETSQ GRUPPOJ� nEJTRALXNYM �LEMENTOM �TOJ GRUPPY

QWLQETSQ �ISLO �� I DLQ KAVDOGO a � Z OBRATNYM K a
QWLQETSQ �ISLO 
a�

nETRUDNO DOKAZATX� �TO DLQ KAVDOGO CELOGO �ISLA
n � � MNOVESTWO

nZ
def
� fni j i � Zg �	��

QWLQETSQ PODGRUPPOJ GRUPPY Z�
dOKAVEM� �TO L�BAQ PODGRUPPA GRUPPY Z IMEET WID

�	���
dLQ �TOGO SNA�ALA DOKAVEM TEOREMU O DELENII S

OSTATKOM� KOTORAQ UTWERVDAET� �TO DLQ PROIZWOLXNOJ
PARY

a� n

CELYH �ISEL� GDE n � �� SU�ESTWU�T EDINSTWENNAQ PARA
�ISEL

q� r

UDOWLETWORQ��IH SLEDU��IM USLOWIQM�

a � nq � r �	��

� � r � n �	��

�ISLA IZ MNOVESTWA �	�� RAZBIWA�T MNOVESTWO Z

NA OTREZKI DLINY n� KAVDYJ OTREZOK IMEET WID

�ni� n�i� ��� �i � Z� �		�

dLQ PROIZWOLXNOGO �ISLA a SU�ESTWU�T DWE WOZMOV�
NOSTI� LIBO

�� a QWLQETSQ KONCOM ODNOGO IZ OTREZKOW WIDA �		��
LIBO

�� a QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO�KOJ ODNOGO IZ OTREZKOW
WIDA �		��

w PERWOM SLU�AE

a � nq �	��

DLQ NEKOTOROGO q � Z� I MY POLAGAEM r RAWNYM �� A WO
WTOROM 


nq � a � n�q � �� �	��

DLQ NEKOTOROGO q � Z� I MY POLAGAEM r RAWNYM RAZNOS�
TI

a
 nq

pOLU�AEM� �TO W OBOIH SLU�AQH r UDOWLETWORQET RAWEN�
STWU �	�� I NERAWENSTWU �	���

eSLI q�� r� 
 DRUGAQ PARA �ISEL� UDOWLETWORQ��IH
SOOTNO�ENIQM

a � nq� � r� �	
�

�



� � r� � n �	��

TO IZ �	�� I �	
� SLEDUET� �TO

n�q� 
 q� � r 
 r� �	��

pO�TOMU

� ESLI q� � q� TO r� � r� I

� ESLI q� �� q� TO PUSTX NAPRIMER q� � q� TOGDA LEWAQ
�ASTX �	�� UDOWLETWORQET SOOTNO�ENI�

n�q� 
 q� � n

A PRAWAQ 

r 
 r� � n

T�K� r 
 r� ESTX RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI r I r��
KOTORYE OBE LEVAT W OTREZKE ��� n
��� I MY POLU�
�ILI PROTIWORE�IE�

tAKIM OBRAZOM� PARA �ISEL q� r� UDOWLETWORQ��IH
USLOWIQM �	�� I �	��� OPREDELENA ODNOZNA�NO�

tEPERX MOVNO DOKAZATX� �TO PROIZWOLXNAQ PODGRUP�
PA H GRUPPY Z IMEET WID �	���

�� eSLI H � f�g� TO H � �Z�

�� eSLI H �� f�g� TO H SODERVIT NENULEWOE �ISLO a�

sLEDOWATELXNO� H SODERVIT POLOVITELXNOE �IS�
LO� T�K� ESLI a � �� TO �
a� � � I �
a� � H�

oPREDELIM n KAK NAIMENX�EE POLOVITELXNOE �IS�
LO� PRINADLEVA�EE H�

o�EWIDNO� �TO
nZ � H �	��

eSLI

nZ �� H ����

TO SU�ESTWUET �ISLO a � H� TAKOE� �TO

a �� nZ

T�E� W RAZLOVENII �	��

r �� � ����

t�K�
r � a
 nq � a� n � �
q�

TO

r � H

nO IZ �	�� I IZ ���� SLEDUET� �TO r 
 POLOVI�
TELXNOE �ISLO� PRINADLEVA�EE H� KOTOROE MENX�
�E �EM n�

�TO PROTIWORE�IT OPREDELENI� n�

tAKIM OBRAZOM� PREDPOLOVENIE ���� O�IBO�NO� I
IZ �	�� SLEDUET� �TO

H � nZ

��� pREDSTAWLENIE NAIBOLX�EGO OB�EGO

DELITELQ

pUSTX a� b 
 NEKOTORAQ PARA CELYH �ISEL� OTLI�NYH OT
NULQ�

rASSMOTRIM MNOVESTWO

aZ � bZ
def
� fai� bj j i� j � Zg ����

nETRUDNO PROWERITX� �TO DANNOE MNOVESTWO QWLQETSQ
PODGRUPPOJ W Z�

sLEDOWATELXNO� PO DOKAZANNOMU W PREDYDU�EJ SEK�
CII� SU�ESTWUET CELOE POLOVITELXNOE �ISLO d� TAKOE�
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