
×àñòü I
Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê
àâòîìàòè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷
Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ çàäà÷è ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ÷àñòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ëîãè÷åñêîãî
ÿçûêà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè, à òàêæå ñâÿçàííîé
ñ ýòèì ÿçûêîì ôîðìàëüíîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùåé äîïóñòè-
ìûå ïðîöåññû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Âîçíèêàþùèå çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè ìû ïðîèëëþñòðèðóåì íà äâóõ òèïè÷íûõ ïðèìåðàõ - ÿçûêå è èñ÷èñëå-
íèè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, à òàêæå ÿçûêå è èñ÷èñëåíèè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

×àñòü II
1. ßçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé
Ïðè çàäàíèè ôîðìàëüíîãî ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà îáû÷íî ñëåäóþò ñëåäóþùåé
ñõåìå:

à) Óêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé ëèáî áåñêîíå÷íûé íàáîð ñèìâîëîâ, îáðàçóþ-
ùèõ àëôàâèò ÿçûêà; ïðè îïèñàíèè àëôàâèòà ìîãóò ââîäèòüñÿ òå èëè èíûå
õàðàêòåðèñòèêè åãî ñèìâîëîâ, â ÷àñòíîñòè îïðåäåëÿòüñÿ ðàçáèåíèÿ èõ íà
ïîäêëàññû.

á) Ââîäèòñÿ èíäóêòèâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà ïðàâèëüíûõ âûðàæåíèé
ÿçûêà - êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ àëôàâèòà.

â) Èíäóêòèâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿçûêà (ëèáî ìíî-
æåñòâ äîïóñòèìûõ èíòåðïðåòàöèé), ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó âûðàæåíèþ
ÿçûêà îáîçíà÷àåìóþ èì ôóíêöèþ, ëèáî îáúåêò èç íåêîòîðîé "îáëàñòè èí-
òåðïðåòàöèè".

Ïóíêòû à) è á) çàäàþò ñèíòàêñèñ ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà, ïóíêò â) - åãî
ñåìàíòèêó

Â ñëó÷àå ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ýòà îáùàÿ ñõåìà ðåàëèçóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

à) Àëôàâèò ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñîñòîèò èç ñ÷¼òíîãî ñïèñêà ïå-
ðåìåííûõ x1, x2, . . . ; äâóõ ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò È, Ë; çàäàííîãî íàáîðà ëî-
ãè÷åñêèõ ñâÿçîê (íàïðèìåð, ñâÿçîê∨,&,¬,→,↔), à òàêæå ñêîáîê (,)

á) Ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, íàçûâàåìûå
ôîðìóëàìè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî îïðå-
äåëåíèÿ:

1) Îäíîáóêâåííîå ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðåìåííîé, åñòü ôîðìóëà ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé. 2) Åñëè ñëîâà A è B ñóòü ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé,
òî ñëîâà (¬A), (A ∨ B), (A&B), (A → B), (A ↔ B) ñóòü ôîðìóëû ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé.
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â) Ïðè çàäàíèè èíòåðïðåòàöèè ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçâàíèé âîçìîæíû
äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà - ýòè ôîðìóëû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèáî êàê îáî-
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè, ëèáî êàê îáîçíà÷åíèÿ åäèíè÷íûõ âû-
ñêàçûâàíèé, èìåþùèõ îïðåäåë¼ííîå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå. Â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé îáúåêò (ôóíêöèÿ ëèáî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèÿ)
ââîäèòñÿ èíäóêòèâíûì îáðàçîì, ïî øàãàì ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì õîðîøî èçâåñòíûõ òàáëèö èñòèííîñòè äëÿ îñíîâíûõ ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê. Â ïåðâîì ñëó÷àå áàçèñ èíäóêöèè ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé îäíîáóêâåí-
íîé ôîðìóëå xi òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ; âî âòîðîì ñëó÷àå - íåêîòîðîå
êîíêðåòíîå çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà È,Ë.

Äëÿ áîëüøåé îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì íèæå ðàññìàòðèâàòü âòîðîé ñëó-
÷àé. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âîçíèêàåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèé
ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ñîïîñòàâëå-
íèåì ïåðåìåííûì àëôàâèòà x1, X2, . . . ðàçëè÷íûõ èñòèííîñòíûõ êîíñòàíò.

Ââåä¼ì äëÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íåñêîëüêî îáùèõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ
ñ èíòåðïðåòàöèåé ôîðìóë è ÿâëÿþùèõñÿ òèïè÷íûìè äëÿ ëîãè÷åñêèõ ÿçû-
êîâ.

Ìîäåëüþ ôîðìóëû F áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ
ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé â êîòîðîéF èìååò çíà÷åíèå È. Ôîðìóëó èìå-
þùóþ õîòÿ áû îäíó ìîäåëü íàçîâ¼ì âûïîëíèìîé; ôîðìóëó, äëÿ êîòîðîé
êàæäàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, íà-
çîâ¼ì îáùåçíà÷èìîé. Îïèñàíèå êëàññà âñåõ îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë, ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé ìç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ëîãè-
÷åñêèõ ÿçûêîâ, è äëÿ íåãî îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäõîäû:

1) Íàõîæäåíèå èíäóêòèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññà âñåõ îáùåçíà÷èìûõ ôîð-
ìóë. Òàêîå îïèñàíèå îïðåäåëÿåò â áàçèñå èíäóêöèè íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë (êîíå÷íîå ëèáî áåñêîíå÷íîå), íàçûâàåìûõ àêñèîìà-
ìè, è óêàçûâàåò â èíäóêòèâíîì øàãå ïåðå÷åíü äîïóñòèìûõ ïðàâèë âûâî-
äà, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü íîâûå îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû èñõîäÿ èç ðàíåå
íàéäåííûõ. Ëîãè÷åñêèé ÿçûê âìåñòå ñ èíäóêòèâíûì îïèñàíèåì òàêîãî ðîäà
îáðàçóåò äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó.

2) Íàõîæäåíèå àëãîðèòìà, ïåðå÷èñëÿþùåãî âñå îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû
- ôàêòè÷åñêè, îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè äåäóêòèâíîé ñèñòåìû.

3) Íàõîæäåíèå àëãîðèòìà, ðàñïîçíàþùåãî îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû â
êëàññå âñåõ ïðàâèëüíûõ âûðàæåíèé ÿçûêà. Â îòëè÷èå îò ïóíêòîâ 1 è 2,
îïèñàíèå òàêîãî òèïà óäà¼òñÿ íàéòè ëèøü äëÿ âåñüìà íåìíîãèõ ëîãè÷åñêèõ
ÿçûêîâ, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñèòñÿ è ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ äåäóêòèâíûõ ñèñòåì äëÿ îïèñàíèÿ îá-
ùåçíà÷èìûõ ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, îòëè÷àþùèõñÿ ìíîæåñòâîì èñ-
ïîëüçóåìûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è âûáîðîì àêñèîì; ïðèâåä¼ì çäåñü îäíó èç
ïðîñòåéøèõ òàêèõ ñèñòåì â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü äâå ëîãè÷åñêèå
ñâÿçêè - ¬, →. Îñòàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ëåãêî ìîãóò áûòü âûðàæåíû
÷åðåç íèõ è òðàêòîâàòüñÿ êàê ñâîåãî ðîäà "ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ"äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë ñ ¬ è →. Àêñèîìû äàííîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû
çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìûõ "ñõåì àêñèîì":

A1)Åñëè f , g - ôîðìóëû, òî ôîðìóëà (f → (g → f)) åñòü àêñèîìà.
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A2)Åñëè f , g, h - ôîðìóëû, òî ôîðìóëà ((f → (g → h)) → ((f → g) →
(f → h))) åñòü àêñèîìà.

A3)Åñëè f , g - ôîðìóëû, òî ôîðìóëà ((¬f → ¬g) → ((¬f → g) → f))
åñòü àêñèîìà.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè êàæäàÿ èç ñõåì àêñèîì A1, A2, A3 îïðåäåëÿåò áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì, îòëè÷àþùèõñÿ âûáîðîì ôîðìóë f,g,h.

Ïðàâèëî âûâîäà â ýòîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìå îäíî - åñëè óæå ïîëó÷åíû
îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû f è (f → g), òî èç íèõ âûâîäèòñÿ îáùåçíà÷èìàÿ
ôîðìóëà g (ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ïðåäëîæåííîé åù¼ Àðèñòîòåëåì, ýòî
ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ modus ponens).

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü òåõíèêó, ïðèìåíÿåìóþ ïðè èçó÷åíèè äåäóê-
òèâíûõ ñèñòåì, ïðèâåä¼ì ñõåìàòè÷åñêèå íàáðîñêè äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûõ
âàæíûõ ñâîéñòâ òîëüêî, ÷òî îïðåäåë¼ííîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû.

Âûâîäîì ôîðìóëû f èç ñïèñêà ôîðìóë Γ = g1, . . . , gn áóäåì íàçûâàòü
ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë f1, f2, . . . , fm = f , òàêóþ, ÷òî
êàæäîå fi(i = 1, . . . ,m) åñòü ëèáî àêñèîìà, ëèáî ýëåìåíò ñïèñêàΓ, ëèáî ïî-
ëó÷åíî ïî ïðàâèëó modus ponens èç íåêîòîðûõfj , fk, ïðè j, k ∈ {1, . . . , i−1}.
Åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä f èç Γ, òî îáîçíà÷àåì ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñðåä-
ñòâîì Γ ` f (â ÷àñòíîñòè, ñïèñîê Γ ìîæåò áûòü ïóñò; òå ôîðìóëû, êîòîðûå
âûâîäèìû èç ïóñòîãîΓ, êàê ëåãêî ìîæíî âèäåòü, îáðàçóþò êëàññ âñåõ âûâî-
äèìûõ ôîðìóë íàøåé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûâîäà èç
ïóñòîãî Γ (èëè, êîðî÷å, âûâîäà) ïðèâåä¼ì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë:

(f → ((f → f) → f)) → ((f → (f → f)) → (f → f));

(f → ((f → f) → f)); (f → (f → f)) → (f → f);

f → (f → f); (f → f).

Ïåðâûé å¼ ýëåìåíò - àêñèîìà, âîçíèêàþùàÿ ïî ñõåìå àêñèîì A2; âòî-
ðîé è ÷åòâ¼òûé - àêñèîìû ïî A1; òðåòèé è ïÿòûé - ïîëó÷åíû ïðèìåíåíèåì
ïðàâèëà âûâîäà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà äå-
äóêöèè (Ýðáðàí):

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè Γ - ñïèñîê ôîðìóë è f , g - ôîðìóëû, òî èç Γ, f ` g
âûòåêàåò Γ ` (f → g)

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî
äëèíå n âûâîäà g1, . . . , gn = g ôîðóìëû g èç Γ, f . Åñëè n = 1, òî g -ëèáî
àêñèîìà, ëèáî ýëåìåíò ñïèñêà Γ, f . Â ïåðâîì ñëó÷àå âûâîä (f → g) èç Γ
èìååò âèä (g → (f → g)), g, (f → g). Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà
ïîäñëó÷àÿ - åñëè g ∈ Γ, òî ñíîâà áåð¼ì óêàçàííûé âûøå âûâîä; åñëè æåg =
f , òî èñïîëüçóåì ïðèâåä¼ííûé âûøå âûâîä(f → f) èç ïóñòîãî ñïèñêà. Åñëè
n > 1 è g - àêñèîìà, ëèáî ýëåìåíò ñïèñêàΓ, f , òî ïîñòóïàåì òàê æå êàê âûøå.
Íàêîíåö åñëè g ïîëó÷åíî ïî ïðàâèëó modes ponens èç ôîðìóëgi, gj , (i, j <
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n), òî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååìΓ ` (f → gi), Γ ` (f → gj).
Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç ôîðìóë gi, gj , íàïðèìåð gj , äîëæíà èìåòü âèä (gi →
g). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûâîäà (f → g) èç Γ òåïåðü äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâàííóþ ðàñïîëîæåííûìè ïîäðÿä âûâîäàìè(f →
gi), (f → gj) èç Γ, è ïðèñîåäèíèòü ê íåé â êîíöå ôîðìóëû ((f → (gi →
g)) → (((f → gi) → (f → g))), ((f → gi) → (f → g)), (f → g). Ïåðâàÿ èç
ýòèõ ôîðìóë åñòü àêñèîìà ïîëó÷åííàÿ ïî ñõåìå àêñèîì A2; äâå ïîñëåäíèå
ïîëó÷åíû ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà âûâîäà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êàæäàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà àëãåáðû
ëîãèêè âûâîäèìà â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè äåäóêòèâíîé ñèñòåìå, íàì ïîíà-
äîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü f -ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé;x1, . . . , xn - âñå
ïåðåìåííûå âõîäÿùèå â f , è I - íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿçûêà ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû g îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì (g)I

ôîðìóëó, ñîâïàäàþùóþ ñg, åñëè çíà÷åíèå g â èíòåðïðåòàöèè I åñòü È, è ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ (¬g) d ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ(x1)I , . . . , (xn)I `
(f)I .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ÷èñëóm ëîãè-
÷åñêèõ ñâÿçîê â f . Åñëè m = 0, òî f ñîâïàäàåò ñ x1, è óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ
ê î÷åâèäíîìó ôàêòó (x1)I ` (x1)I . Ïóñòü m > 0; ðàñìîòðèì ñëåäóþùèå äâà
ñëó÷àÿ:

1) f èìååò âèä (¬h). Åñëè (h)I = h, òî (f)I = ¬¬h, è äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âûâîäèìîñòü ôîðìóëûh →
¬¬h. Åñëè æå (h)I = (¬h), òî (f)I = f = (¬h), è óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

2) f èìååò âèä (h1 → h2). Åñëè (h1)I = ¬h1 ëèáî (h2)I = ¬h2, òî (f)I = f ;
â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ èçâëå÷åíèÿ(x1)I , . . . , (xn)I ` f èç (x1)I , . . . , (xn)I ` ¬h1

äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âûâîäèìîñòü ôîðìóëû¬h1 → (h1 → h2), à âî âòî-
ðîì âîñïîëüçîâàòüñÿ àêñèîìîé h2 → (h1 → h2) è ïðåäïîëîæåíèåì èíäóê-
öèè (x1)I , . . . , (xn)I ` h2. Íàêîíåö â ñëó÷àå (h1)I = h1 è (h2)I = ¬h2 èìå-
åì (f)I = ¬f ; çäåñü äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âûâîäèìîñòü ôîðìóëû (h1 →
(¬h2 → ¬(h1 → h2))) è âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêòèâíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè
(x1)I , . . . , (xn)I ` h1 è (x1)I , . . . , (xn)I ` ¬h2.

Âûâîäèìîñòü ôîðìóë h → ¬¬h, ¬h1 → (h1 → h2) è (h1 → (¬h2 →
¬(h1 → h2))), êîòîðûìè ìû ïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ,
ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ëåãêî óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû äåäóêöèè,
ýòî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîäåëàòü â êà÷åñòâå ñàìîìñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. (Òåîðåìà î ïîëîíîòå äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé).
Êàæäàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà àëãåáðû ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìå.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì fσ, ãäå σ ∈ {È,Ë}, ôîðìóëó f â ñëó÷àå
σ = È, è ôîðìóëó (¬f) â ñëó÷àå σ = Ë. Ïóñòü f ïðîèçâîëüíàÿ îáùåçíà÷è-
ìàÿ ôîðìóëà àëãåáðû ëîãèêè, èx1, . . . , xn - âñå âõîäÿùèå â íå¼ ïåðåìåííûå.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãîk, k ≤ n, è ëþáîãî íàáî-
ðà (σ1, . . . , σk) ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò È,Ë âûïîëíÿåòñÿ xσ1

1 , . . . , xσk

k ` f . Ïðè
k = n ýòî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì îáùåçíà÷èìîñòèf è óòâåðæäå-
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íèÿ 2. Åñëè äàííîå óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ íåêîòîðîãîk, k > 0, òî
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð(σ1, . . . , σk−1) êîíñòàíò È,Ë. Ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè, èìååì xσ1

1 , . . . , x
σk−1
k−1 , xk ` f è xσ1

1 , . . . , x
σk−1
k−1 ,¬xk ` f . Ïî

òåîðåìå äåäóêöèè íàõîäèì îòñþäàxσ1
1 , . . . , x

σk−1
k−1 ` xk → f è xσ1

1 , . . . , x
σk−1
k−1 `

¬xk → f . Äàëåå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âûâîäèìîñòü ôîðìóëû(xk → f) →
((¬xk → f) → f) (÷òî ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíå-
íèÿ), è âîñïîëüçîâàòüñÿ äâàæäû ïðàâèëîì modus ponens, ïîñëå ÷åãî áóäåì
èìåòü xσ1

1 , . . . , x
σk−1
k−1 ` f . Øàã èíäóêöèè, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí, è ïðè

k = 0 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ` f .
Â ñëó÷àå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðîâåðêà îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû, èìå-

þùåé n ïåðåìåííûõ, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ïóò¼ì ïåðåáîðà âñåõ 2n

âîçìîæíûõ íàáîðîâ ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò, ñîïîñòàâëÿåìûõ ýòèì ïåðåìåí-
íûì ïðè ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèÿõ, è óñòàíîâëåíèè òîãî, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ
ôîðìóëû íà ýòèõ íàáîðàõ ðàâíû È. Òàêèì îáðàçîì çäåñü èìååòñÿ íå òîëüêî
àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë, íî è àëãîðèòì ïðîâåð-
êè îáùåçíà÷èìîñòè. Îäíàêî äàæå äëÿ òàêîãî ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ îñòà¼ò-
ñÿ ïðîáëåìà óìåíüøåíèÿ òðóäî¼ìêîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ îáùåçíà÷èìîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðàêòè÷åñêè ìàëîïðèåìëèìûì äëÿ ñêîëü-íèáóäü çíà÷èòåëü-
íûõ n ïåðåáîðîì âñåõ 2n íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ê ïðîáëåìå ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé òåñíî ïðèìûêàåò
ïðîáëåìà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñâîäÿùàÿñÿ ê íàõîæäåíèþ
âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ïðè êîòîðûõ çàäàííàÿ ôîðìóëà àëãåá-
ðû ëîãèêè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È. Ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â
ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è äèàãíîñòèêè, è
ïîèñêó ýôôåêòèâíûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ å¼, ó÷èòûâàþùèõ â ñâîèõ ýâðèñòè-
÷åñêèõ ðåøàþùèõ ïðàâèëàõ ñòàòèñòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà çàäà÷, ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé. Ìû îãðàíè-
÷èìñÿ çäåñü ëèøü íåñêîëüêèìè ïðîñòåéøèìè ïðîöåäóðàìè ïîäîáíîãî ðîäà
(ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ îáùåçíà÷èìîñòè), ïîñêîëüêó îíè
ïîçâîëÿò íàì ðàçâèòü òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â ëîãèêå âûñêàçû-
âàíèé, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé óïðîù¼ííûé àíàëîã òåõíèêè, ðàçâèâàåìîé
äàëåå äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ.

Ïðåæäå âñåãî, îïèøåì àëãîðèòì Êóàéíà, îñóùåñòâëÿþùèé ïðîâåðêó îá-
ùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû f ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ
òàê íàçûâàåìîãî ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà. Êîðíþ ýòîãî äåðåâà - èñõîäíîé
âåðøèíå - ïðèïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà f. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî âåðøèí ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîïîñòàâ-
ëåíà íåêîòîðàÿ ôîðìóëà. Åñëè êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíå äàííîãî äåðåâà
îêàçàëàñü ñîïîñòàâëåíà êîíñòàíòà È, òî ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, è ôîðìóëà
f ÿâëÿåòñÿ îáùåçíà÷èìîé. Åñëè íåêîòîðîé êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ñî-
ïîñòàâëåíà êîíñòàíòà Ë, òî ôîðìóëà f íå îáùåçíà÷èìà, è ïðîöåññ òàêæå
çàâåðøàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ êîíöåâàÿ âåðøèíà v, êîòîðîé
ñîïîñòàâëåíà ôîðìóëà îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíò È, Ë. åñëè ýòà ôîðìóëàg íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, òî å¼ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó,
èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà:
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¬È = Ë; ¬Ë = È; È∨ x = È; Ë∨ x = x; È&x = x; Ë&x = Ë; È→ x = x;
Ë→ x = È; x → È = È; x → Ë = ¬x; È↔ x = x; Ë↔ x = ¬x.

Åñëè æå îíà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþx, è âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå äåéñòâèÿ:

à) Íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû g1 è g2 ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó g âìåñòî ïåðå-
ìåííîé x, ñîîòâåòñòâåííî êîíñòàíò È è Ë.

á) Íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû g′1 è g′2 óïðîùåíèÿ ôîðìóë g1 è g2 ïðè ïîìîùè
ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òîæäåñòâ, ïðèìåíÿåìûõ äî òåõ ïîð ïîêà ýòî âîçìîæ-
íî.

â) ââîäÿòñÿ äâå íîâûå âåðøèíû v1 è v2 ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà, êîòîðûì
ïðèïèñûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëû g′1 è g′2. Ê ýòèì âåðøèíàì îò
âåðøèíû v ïðîâîäÿòñÿ ð¼áðà, îòìå÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìèx è
¬x.

Äàëåå ïîâòîðÿåòñÿ îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ðàññìîòðåíèÿ êîíöåâûõ
âåðøèí ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà.

Â äàííîé ïðîöåäóðå îñòàëñÿ íåäîîïðåäåë¼ííûì âûáîð êîíêðåòíîé ïåðå-
ìåííîé x ôîðìóëû g, ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ "ðàçáîð ñëó÷àåâ". Ýòîò âû-
áîð â ïðèêëàäíûõ ïðîãðàììàõ, ðåøàþùèõ ñèñòåìû ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ñåìàíòè÷åñêèõ äåðåâüåâ, îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ðåøàþùèõ ïðàâèë. Ïðîñòåøèì òàêèì ïðàâèëîì
ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïåðåìåííîé, èìåþùåé íàèáîëüøåå ÷èñëî âõîæäåíèé â g,
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå êg′1 è g′2, äðó-
ãèì ïîëåçíûì ñîîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òàêîé âûáîð ïåðåìåííûõx, ïðè êî-
òîðîì ñîïîñòàâëåííûå êîíöåâûì âåðøèíàì ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà ôîðìó-
ëû g îêàçûâàëèñü áû ïðåäñòàâèìû, íàïðèìåð, êàêh1&h2 ëèáî h1 ∨ h2, ãäå
ôîðìóëû h1 è h2 íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ïî-
ñòðîåíèÿ âåòâè äåðåâà äëÿ h1&h2 (h1 ∨ h2, h1 → h2 è ò.ï.) ìîæíî áûëî áû
ðàññìîòðåòü íåçàâèñèìî ôîðìèðóåìûå äåðåâüÿ äëÿh1, h2 è èç àíàëèçà èõ
êîíöåâûõ âåðøèí ñäåëàòü âûâîä îòíîñèòåëüíî îáùåçíà÷èìîñòèg.

Â ïðèêëàäíûõ ñèòóàöèÿõ ëîãè÷åñêèå ÿçûêè ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ âî âñ¼ì
ìíîãîîáðàçèè ñâîèõ ñèíòàêñè÷åñêèõ âîçìîæíîòåé. Îáû÷íî èõ ôîðìóëû ïðè-
âîäÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê òîìó èëè èíîìó "ñòàíäàðòíî-
ìó âèäó", êîòîðûé è ñîõðàíÿåòñÿ â ïðîöåññå îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, íèàáîëåå òèïè÷íîé ëîãè÷åñêîé ñòàíäàðò-
íîé ôîðìîé, îòðàæàþùåé òåíäåíöèþ ê îïèñàíèþ ñèòóàöèé â âèäå êîíú-
þíêöèè óñëîâèé, ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà. Ôîðìóëà,
ïðåäñòàâëåííàÿ, â ýòîé ôîðìå, èìååò âèä A1& . . . &An, n ≥ 1, ãäå êàæ-
äîå Ai(i = 1, . . . , n) - ôîðìóëà âèäà (Bi1 ∨ · · · ∨ Bimi), ãäå mi ≥ 1, ïðè÷¼ì
(Bi1, . . . , Bimi) - ïåðåìåííûå èëè îòðèöàíèÿ ïåðåìåííûõ. Áîëåå òî÷íî, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû ââåä¼ì ñíà÷àëà ïîíÿòèå
äèçúþíêòà. Åñëè x1, . . . , xm - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, m ≥ 1, òî ôîðìó-
ëó âèäà (xσ1

1 ∨ · · · ∨ xσm
m ) íàçîâ¼ì äèçúþíêòîì. Ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó Ë

ïî îïðåäåëåíèþ òàê æå ñ÷èòàåì äèçúþíêòîì. ÅñëèA1, . . . , An - ðàçëè÷íûå
äèçúþíêòû (n ≥ 1), òî ôîðìóëà (A1& . . . &An) íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíîé
íîðìàëüíîé ôîðìîé.

Ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê
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âèäó êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ýêâèâà-
ëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

à) ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè →, ↔ óñòðàíÿþòñÿ ïðè ïîìîùè òîæäåñòâ (a →
b) = (¬a ∨ b); (a ↔ b) = (a&b ∨ ¬a&¬b).

á) îòðèöàíèÿ â ôîðìóëå "îïóñêàþòñÿ äî ïåðåìåííûõ"ïðè ïîìîùè òîæ-
äåñòâ ¬¬a = a; ¬(a ∨ b) = ¬a&¬b; ¬(a&b) = ¬a ∨ ¬b.

â) ïðèìåíÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè: (a ∨ (b&c)) = (a ∨
b)&(a ∨ c).

ã) óñòðàíÿþòñÿ ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â äèçúþíêòèâíûõ
ïîäôîðìóëàõ, à òàêæå êîíñòàíòû È, Ë (åñëè ñàìà ôîðìóëà íå åñòü È èëè
Ë): a ∨ a = a; a ∨ ¬a = È; a ∨È = È; a&È = a; a&Ë = Ë.

ä) óñòðàíÿþòñÿ îäèíàêîâûå äèçúþíêòû:a&a = a.
Â ïðîöåäóðàõ àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ÷àñòî ïðèìåíÿåò-

ñÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà "îò ïðîòèâíîãî". Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû f ïåðåõîäÿò ê ðàññìîòðåíèþ ôîðìóëû¬f è ïû-
òàþòñÿ äîêàçàòü å¼ íåâûïîëíèìîñòü. Îïèøåì ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì
Êóàéíà, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ëî-
ãèêè âûñêàçûâàíèé g, ïðåîáðàçîâàííîé ê âèäó êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìû. Âåðøèíàì ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ñîïîñòàâ-
ëÿòüñÿ íå ôîðìóëû, à èõ ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ. Åñëè íåêîòîðîé êîíöåâîé
âåðøèíå v ñîïîñòàâëåíî ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S, S 6= (ïóñòîå ìíîæåñòâî
ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòå È), òî ëèáîS ñîñòîèò èç åäèíñòâåííî-
ãî äèçúþíêòà Ë, ëèáî â S âõîäÿò äèçúþíêòû ñ ïåðåìåííûìè. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå âûáèðàåì îäíó èç òàêèõ ïåðåìåííûõ x è ðàçáèâàåì S íà òðè ïîä-
êëàññà: S1 - âñå äèçúþíêòû, â êîòîðûå x âõîäèò áåç âíåøíåãî îòðèöàíèÿ,
S2 - âñå äèçúþíêòû, â êîòîðûå x âõîäèò ñ îòðèöàíèåì, S3 - âñå äèçúþíêòû
â êîòîðûõ x íå âñòðå÷àåòñÿ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ
Sx = {d|d ∨ ¬x ∈ S2} (åñëè ¬x ∈ S2, òî çäåñü áåð¼òñÿ d = Ë) è ìíîæåñòâî
äèçúþíêòîâ è ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ S¬x = {d|d ∨ x ∈ S1}. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî íåâûïîëíèìîñòü êîíúþíêöèè äèçúþíêòîâ ñïèñêàS ýêâèâàëåíòà
îäíîâðåìåííîé íåâûïîëíèìîñòè êîíúþíêöèé äèçúþíêòîâ ñïèñêîâSx ∪ S3

è S¬x ∪ S3. Ïîýòîìó äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà
ââîäèì äâå íîâûõ âåðøèíû v1 è v2, êîòîðûì ñîïîñòàâëÿåì, ñîîòâåòñòâåííî,
ñïèñêè äèçúþíêòîâ Sx ∪ S3 è S¬x ∪ S3, ïðè÷¼ì ïðîâîäèì ê v1 è v2 ð¼áðà îò
v, îòìå÷åííûå ôîðìóëàìèx è ¬x. Ïîñòðîåíèå ñåìàíòè÷åñêîãî äåðåâà îáðû-
âàåòñÿ êàê òîëüêî âñåì åãî êîíöåâûì âåðøèíàì îêàçûâàþòñÿ ñîïîñòàâëåíû
îäíîýëåìåíòíûå ñïèñêè, ñîñòîÿùèå èç äèçúþíêòà Ë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà íåâûïîëíèìà. Íàîáîðîò,
ïîÿâëåíèå â íåêîòîðîé êîíöåâîé âåðøèíå ïóñòîãî ñïèñêà äèçúþíêòîâ îçíà-
÷àåò å¼ âûïîëíèìîñòü.

Äðóãîé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ íåâûïîëíèìîñòè êîíúþíêòèâíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì ñïåöèàëüíîé äåäóêòèâíîé ñèñòå-
ìû, èñïîëüçóþùåé â êà÷åñòâå ïðàâèëà âûâîäà òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî
ðåçîëþöèè. Â ýòîì ñëó÷àå êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñíîâà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ñâîèõ äèçúþíêòîâ, ýòè äèçúþíêòû è îáðàçóþò
ïåðå÷åíü àêñèîì äàííîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìû. Ïðàâèëî ðåçîëþöèè, áóäó÷è
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ïðèìåíåíî ê äâóì äèçúþíêòàìA∨B è ¬A∨C ñîçäà¼ò â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ
íîâûé äèçúþíêò B ∨ C (çäåñü âîçìîæíû âûðîæäåííûå ñëó÷àè îòñóòñòâèÿ
B ëèáî C, åñëè îíè îáà îòñóòñòâóþò, òî ðåçóëüòàòîì ñëóæèò äèçúþíêò
Ë). Äîñòàòî÷íîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
íåâûïîëíèìîñòè ãàðàíòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

Óòâåðæäåíèå 4. Êîíúþíêöèÿ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà äèçúþíêòîâS íåâû-
ïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çà êîíå÷íîå ïðèìåíåíèé ïðàâèëà ðå-
çîëþöèè èç S âûâîäèòñÿ äèçúþíêò Ë.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ â äèçúþíêòàõ èç S. Åñëè n = 0, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê
â ýòîì ñëó÷àå íåïóñòîå ñåìåéñòâî äèçúþíêòîâ ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ëî-
ãè÷åñêóþ êîíñòàíòó Ë Ïóñòü óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ íåêîòîðîãîn,
ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî S ñ n+1 ïåðåìåííîé: x1, x2, . . . , xn+1. Ðàçîáü¼ì S íà
òðè ïîäêëàññà: S1 - âñå äèçúþíêòû ïðåäñòàâèìûå â âèäå xn+1 ∨ a, S2 - âñå
äèçúþíêòû ïðåäñòàâèìûå â âèäå xn+1 ∨ b, S3 - äèçúþíêòû íå ñîäåðæàùèå
xn+1. Äèçúþíêòû ìíîæåñòâàR = {a∨ b|xn+1∨a ∈ S1,¬xn+1∨ b ∈ S2} ïîëó-
÷åíû èç äèçúþíêòîâ ñåìåéñòâà S ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà ðåçîëþöèè (çäåñü
äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå ñëó÷àè, êîãäàa ëèáî b îòñóòñòâóåò, ïðè÷¼ì ïðè
îäíîâðåìåííîì îòñóòñòñâèè a è b â R âêëþ÷àåòñÿ êîíñòàíòà Ë). Ðàñìîòðèì
ñåìåéñòâî äèçúþíêòîâ R ∪ S3 è ïîêàæåì, ÷òî åãî íåâûïîëíèìîñòü ýêâè-
âàëåíòíà íåâûïîëíèìîñòè S. Åñëè S âûïîëíèìî, òî èíòåðïðåòàöèÿ, îáðà-
ùàþùàÿ â È äèçúþíêòû èç S äà¼ò çíà÷åíèÿ È è äëÿ âñåõ äèçúþíêòîâ èç
R∪S3, ò.å. R∪S3 âûïîëíèìî. Ïóñòü S íåâûïîëíèìî, ðàññìîòðèì íàáîð èñ-
òèííîñòíûõ çíà÷åíèé α1, . . . , αn ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn è ïîêàæåì, ÷òî íà
ýòîì íàáîðå õîòÿ áû îäèí èç äèçúþíêòîâ ñåìåéñòâàR ∪ S3 èìååò çíà÷åíèå
Ë. Òàê êàê S íåâûïîëíèìî, òî íà íàáîðå α1, . . . , αn,È çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ x1, . . . , xn, xn+1 íåêîòîðûé äèçúþíêò d èç S èìååò çíà÷åíèå Ë. Åñëè
d ∈ S3, òî îí è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì äèçúþíêòîì âR∪S3. Òàê êàê xn+1 èìååò
çíà÷åíèå È, òî ïðè d /∈ S3 îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü d ∈ S2, ò.å.
d = ¬xn+1 ∨ b. Àíàëîãè÷íî íà íàáîðå α1, . . . , αn,Ë çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn, xn+1 íåêîòîðûé äèçúþíêò d′ èç S èìååò çíà÷åíèå Ë. Ñíîâà, åñëè
d′ ∈ S3, òî îí è åñòü èñêîìûé, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (òàê êàê xn+1 èìååò
çíà÷åíèå Ë) íåîáõîäèìî d′ ∈ S1, òî åñòü d′ = xn+1 ∨ a. Äèçúþíêòû a è b íå
ñîäåðæàò ïåðåìåííîé xn+1, è ïîýòîìó îáà ïðèíèìàþò çíà÷åíèå Ë, åñëè ïå-
ðåìåííûå x1, . . . , xn èìåþò çíà÷åíèÿ α1, . . . , αn. Ñëåäîâàòåëüíî è äèçúþíêò
d′′ = a ∨ b, ïðèíàäëåæàùèé R, áóäåò èìåòü íà íàáîðå α1, . . . , αn çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn çíà÷åíèå Ë. Ýòî è îçíà÷àåò äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íåâûïîëíèìîñòè S è R ∪ S3. Íî ÷èñëî ïåðåìåííûõ â R ∪ S3 íå
áîëåå n, ò.å. äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü íåâûïîëíèìîñòè è ñó-
ùåñòâîâàíèÿ âûâîäà êîíñòàíòû Ë. Åñëè êîíñòàíòà Ë âûâîäèìà èçS, òî S
íåâûïîëíèìî, åñëè S íåâûïîëíèìî, òî íåâûïîëíèìî R ∪ S3 è èç R ∪ S3, à
çíà÷èò S âûâîäèìà êîíñòàíòà Ë, òî åñòü èìååì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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×àñòü III
2. ßçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.
Â ñëó÷àå ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íàø àëôàâèò áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäó-
þùèõ ãðóïï ñèìâîëîâ:

1) Ñ÷¼òíûé ñïèñîê ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõx1, x2, . . .
2) Ñ÷¼òíûé ñïèñîê ïðåäìåòíûõ êîíñòàíòa1, a2, . . .
3) Ñ÷¼òíûé ñïèñîê ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâf1, f2, . . .
4) Ñ÷¼òíûé ñïèñîê ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâP1, P2, . . .
5) Ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû È, Ë
6) Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ¬,∨,&,→,↔
7) Ñêîáêè (,)
Êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé ëèáî ïðåäèêàòíûé ñèìâîë õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñâîåé àðíîñòüþ - íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî êàê ïðå-
äèêàòíûõ, òàê è ôóíêöèîàíàëüíûõ ñèìâîëîâ àðíîñòèn.

Ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà - ìíîæåñòâî òåðìîâ è ìíîæåñòâî ôîðìóë.
Äàäèì ñíà÷àëà èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâî òåðìîâ:

Ò1) Îäíîáóêâåííîå ñëîâî, ñîñòîÿùåå èç ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé ëèáî
ïðåäìåòíîé êîíñòàíòû, åñòü òåðì

Ò2) Åñëè t1, . . . , tn - òåðìû è g - ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë àðíîñòèn, òî
ñëîâî g(t1, . . . , tn) - åñòü òåðì

Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ îïèðàåòñÿ íà óæå
ââåä¼ííîå ïîíÿòèå òåðìà:

Ô1) Îäíîáóêâåííîå ñëîâî ñîñòîÿùåå èç ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò È è Ë, ñóòü
ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Ô2) Åñëè t1, . . . , tn - òåðìû è g - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë àðíîñòèn, òî ñëîâî
g(t1, . . . , tn) - åñòü ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Ô3) Åñëè f è g - ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, òî ñëîâà (¬f)? (f ∨ g),
(f&g), (f → g), (f ↔ g) ñóòü ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Ô4) Åñëè f - ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è x - ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ,
òî ñëîâà (∀xf) è (∃xf) ñóòü ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Èíòåðïðåòàöèÿ ÿçûêà ëîãèêè ïðåäèêàòîâíàçûâàåì îáúåêò (M,F1, F2, F3),
òàêîé ÷òî:

à) M - íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè;
á) F1 - ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïðåäìåòíîé êîíñòàíòå íåêî-

òîðûé ýëåìåíò èç M ;
â) F2 - ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó

f àðíîñòè n íåêîòîðóþ n-ìåñòíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ íàM è ïðèíè-
ìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç M .

ã) F3 - ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó P
àðíîñòè n íåêîòîðîé n-ìåñòíûé ïðåäèêàò îïðåäåë¼ííûé íà M (ôóíêöèþ
ñî çíà÷åíèÿìè È, Ë).
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Åñëè çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ I = (M, F1, F2, F3), òî êàæäûé òåðì t ÿçûêà
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ îïðåäåëÿåò â ýòîé èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ
(t)I , îïðåäåë¼ííóþ íà M è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç M , à êàæäàÿ ôîð-
ìóëà f - ïðåäèêàò (f)I , îïðåäåë¼ííûé íà Ì (â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ (t)I

ìîæåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ýëåìåíòîìM , à (f)I ñ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé).
Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîé îïðåäåëåíèå:
1) Åñëè x - ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî (x)I åñòü òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

îò ïåðåìåííîé x îïðåäåë¼ííàÿ íà M .
2) Åñëè a - ïðåäìåòíàÿ êîíñòàíòà, òî (a)I åñòü ýëåìåíò F1(a) èç M .
3) Åñëè äëÿ òåðìîâ t1, . . . , tn óæå îïðåäåëåíû (t1)I , . . . , (tn)I , f - ôóíê-

öèîíàëüíûé ñèìâîë àðíîñòè n è φ = F2(f) - ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ
îòîáðàæàþùàÿ Mn â M , òî (f(t1, . . . , tn))I = φ((t1)I , . . . , (tn)I)

4) (È)I = È, (Ë)I = Ë.
5) Åñëè äëÿ òåðìîâ Åñëè äëÿ òåðìîât1, . . . , tn óæå îïðåäåëåíû (t1)I , . . . , (tn)I ,

P - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë àðíîñòèn è π = F3(f) - ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ
îòîáðàæàþùàÿ Mn â M , òî (f(t1, . . . , tn))I = π((t1)I , . . . , (tn)I)

6) Åñëè äëÿ f è g óæå îïðåäåëåíû (f)I è (g)I , òî (¬f)I , (f ∨ g)I , (f&g)I ,
(f → g)I , (f ↔ g)I ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåííèåì èñòèííîñòíûõ ôóíêöèé äëÿ
¬,∨,&,→,↔ ê (f)I è (g)I .

7) Åñëè óæå îïðåäåë¼í ïðåäèêàò (f)I = φ(x1, . . . , xn), òî (∀xif)I =
ψ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) - ïðåäèêàò, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå È íà òàêèõ
íàáîðàõ α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn ýëåìåíòîâ M , ÷òî äëÿ êàæäîãî αi èç M
çíà÷åíèå φ(α1, . . . , αn) åñòü È. Àíàëîãè÷íî, (∃xif)I = ξ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
- ïðåäèêàò,ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå È íà òàêèõ íàáîðàõα1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn

ýëåìåíòîâ M , ÷òî ñóùåñòâóåò αi èç M çíà÷åíèå φ(α1, . . . , αn) åñòü È.
Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó f ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ðàñïîëîæåí-

íîå âíóòðè ïîäôîðìóë âèäà (∀xg) ëèáî (∃xg), íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, âõî-
æäåíèÿ ïåðåìåííûõ íå ÿâëÿþùèåñÿ ñâÿçàííûìè, íàçûâàþòñÿñâîáîäíû-
ìè. Ïåðåìåííàÿ èìåþùàÿ õîòÿ áû îäíî ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â ôîðìóëó
ëèáî òåðì f , íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé f . Êàê íåòðóäíî âè-
äåòü, ôóíêöèÿ ëèáî ïðåäèêàò (f)I , îïðåäåë¼ííàÿ âûøå, çàâèñèò ëèøü îò
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ f . Ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ
çàìêíóòîé.

Åñëè ôîðìóëà f îïðåäåëÿåò â èíòåðïðåòàöèè I ïðåäèêàò, òîæäåñòâåííî
ðàâíûé È, òî îíà íàçûâàåòñÿ èñòèííîé â I, à I â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ
ìîäåëüþ äëÿ f . Ôîðìóëó ëîãèêè ïðåäèêàòîâf íàçûâàåì îáùåçíà÷èìîé,
åñëè îíà èñòèííà âî âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ, è âûïîëíèìîé, åñëè õîòÿ áû â
îäíîé èíòåðïðåòàöèè îíà îïðåäåëÿåò íå òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò.
Åñëè ôîðìóëà f1& . . . &fn → f0 îáùåçíà÷èìà, òî f0 íàçûâàåòñÿ ëîãè÷å-
ñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë f1, . . . , fn, åñëè ôîðìóëà f1 ↔ f2 îáùåçíà÷èìà,
òî ôîðìóëû f1 è f2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Äëÿ óêàçàíèÿ äåäóêòèâíîé ñèñòåìû, ïåðå÷èñëÿþùåé âñå îáùåçíà÷èìûå
ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, âîñïîëüçóåìñÿ èìåþùèìèñÿ ó íàñ ñõåìàìè
àêñèîì À1)-À3), â êîòîðûõ òåïåðü f , g, h - ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ, è äîáàâèì ê íèì ñëåäóþùèå äâå ñõåìû àêñèîì:
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À4) Åñëè f , g - ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è x - ïðåäìåòíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû f , òî ôîðìóëà
(∀x(f → g)) → (f → (∀xg)) åñòü àêñèîìà.

À5) Åñëè f - åñòü ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ,x - ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ è t-òåðì, ïðè÷¼ì íèêàêîå ñâîáîäíîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â f íå
ðàñïîëîæåíî â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé ât, òî
ôîðìóëà (∀xf) → Sx

t f , ãäå ïîñðåäñòâîì Sx
t f îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò ïîäñòà-

íîâêè â f òåðìà t âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x - åñòü
àêñèîìà.

Ïðàâèëàìè âûâîäà â ýòîé äåäóêòèâíîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ óæå èçâåñòíîå
íàì ïðàâèëî modus ponens, à òàêæå íîâîå ïðàâèëî (èçâåñòíîå êàê ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ), ïîçâîëÿþùåå èç ôîðìóëû f âûâîäèòü ôîðìóëó (∀xf). Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå , êîòîðîå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà,
òàê êàê â ïîñëåäóþùåì íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó äëÿ
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ:

Óòâåðæäåíèå 5. (Òåîðåìà Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ).
Êàæäàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ âûâîäèìîé
â ïðèâåä¼ííîé âûøå äåäóêòèâíîé ñèñòåìå.

Èçëàãàåìûé äàëåå àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä ê óñòàíîâëåíèþ îáùåçíà÷è-
ìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íå èñïîëüçóåò äàííîé äåäóêòèâíîé ñèñòå-
ìû. Â îòëè÷èå îò ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, äëÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íå ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòìà, ðàñïîçíàþùåãî îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû (òåîðåìà ×¼ð-
÷à). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà, ïåðå÷èñ-
ëÿþùàÿ âñå îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû (íàïðèìåð, îñíîâàííàÿ íà äåäóêòèâ-
íîé ñèñòåìå äëÿ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ) è ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ ëþáîé îáùåçíà-
÷èìîé ôîðìóëû çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ óñòàíîâèòü å¼ îáùåçíà÷èìîñòü.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îäíàêî, äàííàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ÷ðåç-
ìåðíî òðóäî¼ìêîé, è ðàçâèòèå ðàáîò ïî àâòîìàòè÷åñêîìó äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåì â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ áûëî ñâÿçàíî ñ ïîèñêîì áîëåå ïðèåìëåìûõ â
"ïðèêëàäíîì"îòíîøåíèè å¼ ìîäèôèêàöèé. Ìû îïèøåì çäåñü îäíó èç òà-
êèõ ìîäèôèêàöèé, ñâÿçàííóþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðè ïîèñêå äîêàçàòåëüñòâà
òàê íàçûâàåìîãî "ïðàâèëà ðåçîëþöèè àíàëîãà óæå èçâåñòíîãî íàì ïðàâèëà
ëäÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ñîãëàñíî äàííîé ïðîöåäóðå, äîêàçàòåëüñòâî îá-
ùåçíà÷èìîñòè çàìêíóòîé ôîðìóëûF ñêëàäûâàåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1) Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìóëà F0 = ¬F , è äàëåå ïðåäïðèíèìàþòñÿ äåé-
ñòâèÿ, íàïðàâëåííûå íà óñòàíîâëåíèå íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëûF0 (òî åñòü
ôîðìóëà F äîêàçûâàåòñÿ "îò ïðîòèâíîãî").

2)Ê ôîðìóëå F0 ïðèìåíÿåòñÿ öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíûõ (â ñìûñëå îïðåäå-
ë¼ííîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë) ïðåîáðàçîâàíèé:

à) èñïîëüçóþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå çàìåíû(f ↔ g) → (f&g∨(¬f)&(¬g)), (f →
g) → (¬f ∨ g) ïîçâîëÿþùèå óñòðàíèòü ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè âèäà↔, →.

á) èñïîëüçóþòñÿ çàìåíû âèäà (A∗QxB) → Qy(A∗Sx
y B), ãäå ∗ - ñâÿçêà ∨

ëèáî &, Q - êâàíòîð ∀ ëèáî ∃, A è B - ôîðìóëû , y - ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ
íå âõîäÿùàÿ íè â A, íè â B, Êðîìå òîãî èñïîëüçóþòñÿ çàìåíû ¬∀xA →
∃x(¬A), ¬∃xA → ∀x(¬A).

Çàìåíû óêàçàííûå â ïóíêòå á), ïðèìåíÿþòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà ýòî âîç-
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ìîæíî, îíè îñóùåñòâëÿþò ïåðåìåùåíèå êâàíòîðîâ ê "íà÷àëó"ôîðìóëû, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî F0 ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìóëó F1 âèäà Q1x1 . . . QnxnA ãäå A
- áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà,Q1, . . . , Qn - ñèìâîëû êâàíòîðîâ. ÏðîF1 ãîâîðÿò,
÷òî îíà íàõîäèòñÿ â ïðåäâàð¼ííîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

3)Îïèøåì âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëû f ëîãèêè ïðåäè-
êàòîâ â ôîðìóëó f ′, òàêîå ÷òî f âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíèìà f ′. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f - çàìêíóòàÿ ôîðìóëà â ïðåäâàð¼ííîé
íîðìàëüíîé ôîðìå, ïðè÷¼ì â å¼ "êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå"åñòü êâàíòîð ∃:
f = ∀x1 . . . ∀xk∃xk+1g, k ≥ 0 g - ôîðìóëà â ïðåäâàð¼ííîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìå. Âûáåðåì ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë φ àðíîñòè k (åñëè k = 0, òî - ïðåä-
ìåòíóþ êîíñòàíòó φ) íå âñòðå÷àþùóþñÿ â g, è ïîëîæèì f ′ = ∀x1 . . . ∀xkg′,
ãäå g′ = S

xk+1

φ(x1,...,xk)g - ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðå-
ìåííîé xk+1 â g íà φ(x1, . . . , xk). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà f âûïîëíèìà,
ïóñòü I - èíòåðïðåòàöèÿ, â êîòîðîé å¼ çíà÷åíèå åñòü È. Ðàññìîòðèì ïðå-
äèêàò (g)I = h(x1, . . . , xk+1). Òàê êàê (∀x1 . . . ∀xk∃xk+1g)I = È, òî äëÿ ëþ-
áûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , ak îáëàñòè M èíòåðïðåòàöèè I ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
ak+1 ýòîé îáëàñòè òàêîé, ÷òî h(a1, . . . , ak+1) = È. Îïðåäåëèì íà M ôóíê-
öèþ p(x1, . . . , xk), ïîëàãàÿ â óêàçàííîé ñèòóàöèè p(a1, . . . , ak) = ak+1. Òîãäà
h(x1, . . . , xk, p(x1, . . . , xk)) ≡ È íà M .

Ïóñòü I ′ - èíòåðïðåòàöèÿ, îòëè÷àþùàÿñÿ îò I òîëüêî òåì, ÷òî â íåé
ñèìâîëó φ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ p(x1, . . . , xk). Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîå-
íèþ ôîðìóëû A íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ôîðìóëà S1,...,yn

t1,...,tn
A - ðåçóëüòàò

îäíîâðåìåííîé çàìåíû âA âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn íà òåðìû
t1, . . . , tn - îïðåäåëÿåò â ïðîèçâîëüíîé èíòåðïðåòàöèè J ïðåäèêàò, ïîëó÷à-
þùèéñÿ ïîäñòàíîâêîé â (A)J ôóíêöèé (t1)J , . . . , (tn)J âìåñòî ïåðåìåííûõ
y1, . . . , yn (åñëè òîëüêî ñîáëþäåíî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñâîáîäíîãî âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííîé yi, ðàñïîëîæåííîãî â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé
èç òåðìà ti, i = 1, . . . , n). Èñïîëüçóÿ ýòî óòâåðæäåíèå (íàçûâàåìîå äàëåå
"ëåììîé îá èíòåðïðåòàöèÿ"), ïîëó÷èì, ÷òî (g′)I′ åñòü ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâ-
êè â (g)I′ ≡ (g)I = h(x1, . . . , xk +1) ôóíêöèè (φ(x1, . . . , xk))I′ = p(x1, . . . , xk)
âìåñòî ïåðåìåííîéxk+1, òî åñòü (g′)I′ ≡ È íà M . Òàêèì îáðàçîì, (f ′)I′ = È,
è ôîðìóëà f ′ âûïîëíèìà. Îáðàòíî, åñëè f ′ âûïîëíèìà, òî ðàññìàòðèâàåì
èíòåðïðåòàöèþ I, â êîòîðîé (f ′)I = È? òî åñòü (g′)I ≡ È íàM , ñíîâà èñïîëü-
çóÿ ëåììó îá èíòåðïðåòàöèÿõ, íàõîäèì, ÷òî (g′)I ïîëó÷åíî ïîäñòàíîâêîé â
ôóíêöèþ (g)I = h(x1, . . . , xk, xk+1) ôóíêöèè (φ(x1, . . . , xk))I = p(x1, . . . , xk)
âìåñòî ïåðåìåííîé xk+1, òî åñòü äëÿ ëþáûõ a1, . . . , ak èç M âûïîëíåíî
h(a1, . . . , ak, p(a1, . . . , ak)) = È, è (f)I = È.

Îïèñàííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå f → f ′ ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî
óñòðàíÿòü êâàíòîðû ∃ èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, ïðèìåíÿÿ åãî íåîáõîäèìîå
÷èñëî ðàç ê ôîðìóëåF1, ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå ôîðìóëóF2 âèäà ∀x1 . . . ∀xnA,
ãäå A - áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà. Ãîâîðÿò, ÷òîF2 íàõîäèòñÿ â Ñêîëåìîâñêîé
íîðìàëüíîé ôîðìå. Çàìåòèì,÷ òî îáùåçíà÷èìîñòü èñõîäíîé ôóíêöèèF ýê-
âèâàëåíòíà íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëûF2.

4) Äëÿ àíàëèçà âûïîëíèìîñòè ôîðìóë f âèäà ∀x1 . . . ∀xng, ãäå g - áåñ-
êâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ýðáðàíà. ×òîáû ñâ-
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ôîðìóëèðîâàòü ýòó òåîðåìó, ââåä¼ì ïîíÿòèå Ýðáðàíîâñêîãî óíèâåðñóìàHf

ôîðìóëû f óêàçàííîãî âèäà.Hf åñòü ìíîæåñòâî òåðìîâ, çàäàâàåìîå ïîñðåä-
ñòâîì ñëåäóþùåãî èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ:

à) Äëÿ êàæäîé ïðåäìåòíîé êîíñòàíòû a, âñòðå÷àþùåéñÿ â f , îäíîáóê-
âåííûé òåðì a âõîäèò â Hf . Åñëè f íå èìååò ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, òî âHf

âêëþ÷àåòñÿ òåðì a1, ãäå a1 - ïåðâàÿ ïî àëôàâèòíîìó ñïèñêó ïðåäìåòíàÿ
êîíñòàíòà.

á) Åñëè òåðìû t1, . . . , tn ïðèíàäëåæàò Hf è ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë φ
àðíîñòè n âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå f , òî òåðì φ(t1, . . . , tn) âõîäèò â Hf .

Èíûìè ñëîâàìè, Hf îáðàçîâàíî âñåìè òåðìàìè, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðî-
èòü ïðè ïîìîùè ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, âñòðå-
÷àþùèõñÿ â f (åñëè f íå èìååò ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò, òî ðàçðåøàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü êîíñòàíòó a1). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà (Ýðáðàí). Çàìêíóòàÿ ôîðìóëà f âèäà ∀x1 . . . ∀xng, ãäå g íå ñî-
äåðæèò êâàíòîðîâ, âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {Sx1,...,xn

t1,...,tn
g|t1, . . . , tn ∈ Hf} - âûïîëíèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Åñëè â íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèèI ôîðìóëà ∀x1 . . . ∀xng
èìååò çíà÷åíèå È, òî â ýòîé æå èíòåïðåòàöèè (ñîãëàñíî ëåììå îá èíòåðïðå-
òàöèÿõ èñòèííû è âñå ôîðìóëû Sx1,...,xn

t1,...,tn
g. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû-

ïîëíèìî êàæäîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàM = {Sx1,...,xn

t1,...,tn
g|t1, . . . , tn ∈

Hf}, è áóäåì äîêàçûâàòü âûïîëíèìîñòü f .
Ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå òàêîé èíòåðïðåòàöèè I, â êî-

òîðîé âñå ôîðìóëû ìíîæåñòâà M èìåþò çíà÷åíèå È. Åñëè M - êîíå÷íî,
òî ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç ñäåëàíííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. ÏóñòüM áåñêîíå÷-
íî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîA = {A1, A2, . . . } âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â ôîðìó-
ëàõ èç M ïîäôîðìóë âèäà P (τ1, . . . , τm), ãäå P -ïðåäèêàòíûé ñèìâîë (òàêèå
ôîðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ ñîãëàñíî ïóíêòó Ô2 îïðåäåëåíèÿ ôîðìóë ëîãè-
êè ïðåäèêàòîâ ïðèíÿòî íàçûâàòü àòîìàðíûìè, èëè, êîðî÷å, àòîìàìè).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî A áåñêîíå÷íî. Ïóñòü Mi - ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M ,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ ôîðìóë, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî àòîìû èç
{A1, A2, . . . , Ai}. Î÷åâèäíî, ÷òî M = ∪inf

i=1Mi, ïðè÷¼ì êàæäîå Mi - êîíå÷-
íî. Òàê êàê êàæäàÿ ôîðìóëà ìíîæåñòâàM ïîñòðîåíà èç ñâîèõ àòîìîâ ïðè
ïîìîùè îäíèõ èòîëüêî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, òî îïðåäåëåíèå èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé ýòèõ àòîìîâ â êàêîé-ëèáî èíòåðïðåòàöèè ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèòü è çíà÷åíèå ñàìîé ôîðìóëû. Ââèäó âûïîëíèìîñòè êàæäîãîMi,
ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òåïåðü íåïóñòûå ìíîæåñòâà Vi íàáîðîâ α1, . . . , αi

èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé àòîìîâA1, . . . , Ai, ïðè êîòîðûõ âñå ôîðìóëû èçMi

èìåþò çíà÷åíèå È. Ïîñòðîèì áåñêîíå÷íûé ãðàô - äåðåâîT , âåðøèíàìè i-ãî
ÿðóñà êîòîðîãî áóäóò ñëóæèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâàVi (ïðè i = 0 ðàññìàò-
ðèâàåì äîïîëíèòåëüíóþ âåðøèíó v0 - êîðåíü äåðåâà T ). Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî åñëè (α1, . . . , αi, αi+1) ∈ Vi+1, òî (α1, . . . , αi) ∈ Vi, â ýòîì ñëó÷àå âåðøè-
íû (α1, . . . , αi, αi+1) è (α1, . . . , αi) ñîåäèíÿþòñÿ â äåðåâå T ðåáðîì, è äðóãèõ
ð¼áåð ãðàô T íå èìååò (çà èñêëþ÷åíèåì ð¼áåð âåäóùèõ îò êîðíÿv0 êî âñåì
âåðøèíàì (α1) èç V1). Ïî ïîñòðîåíèþ, ãðàô T áåñêîíå÷åí è èç êàæäîé èç
åãî âåðøèí âûõîäèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ð¼áåð. Îí ñâÿçåí (âåðøèíà v0

äîñòèæèìà èç ëþáîé âåðøèíû) è íå èìååò öèêëîâ( òàê êàê èç ëþîé âåðøè-
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íû ìíîæåñòâà Vi â ìíîæåñòâî Vi−1 âåä¼ò ëèøü îäíî ðåáðî, òî ïðè íàëè÷èè
öèêëà ìîæíî áûëî áû óñìîòðåòü ïðîòèâîðå÷èå èç íàëè÷èÿ äâóõ ð¼áåð, âû-
õîäÿùèõ èç òîé åãî âåðøèíû, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ êVi ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì
i), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî èçâåñòíîé ëåììå Ê¼íèãà èç
òåîðèè ãðàôîâ, â äåðåâå T ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ïóòü π = v0, v1, v2, . . . ,
vi ∈ Vi ïðè i = 1, 2, . . . . Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ äåðåâàT , åñëè vi = (α1, . . . , αi)
è vi+1 = (β1, . . . , βi + 1), òî α1 = β1, . . . , αi = βi.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó íàòóðàëüíîìó i èñòèííîñòíîå çíà÷åíèåαi, òîêîå
÷òî vi = (γ1, . . . , γi−1, αi). Òîãäà, î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . áó-
äåò âûïîëíåíî vi = (α1, α2, . . . , αi). Îïðåäåëèì òåïåðü â êà÷åñòâå îáëàñòè
D èíòåðïðåòàöèè I ìíîæåñòâî Hf . Êàæäîìó ñèìâîëó ïðåäìåòíîé êîíñòàí-
òû, âñòðå÷àþùåìóñÿ â f , ñîïîñòàâëÿåì â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ñàìîãî ñåáÿ,
ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëóφ, âñòðå÷àþùåìóñÿ â f , ñîïîñòàâëÿåì ôóíêöèþ
φI1 íàä òåðìàìè èç Hf , ïðåîáðàçóþùóþ íàáîð (t1, . . . , tn) òàêèõ òåðìîâ â
φ(t1, . . . , tn). Åñëè Ai = P (τ1, . . . , τm) (çäåñü τ1, . . . , τm ∈ Hf ), òî çíà÷åíèå
ïðåäèêàòà PI íà íàáîðå (τ1, . . . , τm) ïîëàãàåì ðàâíûì αi, i = 1, 2, . . . Â
îñòàëüíîì èíòåðïðåòàöèþ I äîîïðåäåëÿåì ïðîèçâîëüíî.

Ïî îïðåäëåíèþ I àòîìû A1, A2, . . . èìåþò â íåé èñòèííîñòíîûå çíà-
÷åíèÿ α1, α2, . . . . Åñëè h - ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà èç M , òî îíà âõîäèò â
íåêòîðîå Mi, è ïðèíèìàåò íà íàáîðå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé (α1, . . . , αi)
ñâîèõ àòîìîâ A1, . . . , Ai, çíà÷åíèå È, èíûìè ñëîâàìè, (h)I = È, è ñóùåñòâî-
âàíèå òðåáóåìîé èíòåðïðåòàöèè óñòàíîâëåíî. Ïóñòü (g)I = G(x1, . . . , xn).
Åñëè (τ1, . . . , τn) - ïðîèçâîëüíûé íàáîð òåðìîâ èç Hf , òî ñîãëàñíî ëåììå
îá èíòåðïðåòàöèÿõ èìååì G((τ1)I , . . . , (τn)I) = (Sx1,...,xn

τ1,...,τn
g)I = È. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ I èìååì (τ1)i = τ1, . . . , (τn)i = τn. Îò-
ñþäà G(τ1, . . . , τn) = È, òî åñòü G - òîæäåñòâåííî èñòèííûé ïðåäèêàò, è
(∀x1 . . . ∀xng)I = È. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñîãëà÷íî äîêàçàííîé òåîðåìå, íåâûïîëíèìîñòü ôîðìóëûF2, ïîëó÷åí-
íîé â ïóíêòå 3) è èìåþùåé âèä ∀x1 . . . ∀xnA, ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ
êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {Sx1,...,xn

t1,...,tn
A|t1, . . . , tn ∈ HF2}, ÿâëÿþ-

ùåãîñÿíåâûïîëíèìûì, òàê êàê ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè êîíå÷íîãî ïîäìíî-
æåñòâà óêàçàííîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó ïðîâåðêîé
âûïîëíèìîñòè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è àë-
ãîðèòìè÷åñêè ðåàëèçóåìà, òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåâûïîëíèìîñòèF2 ìîæíî
ïðèìåíÿòü ïåðåáîð òàêèõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ. Ýòà ïðîöåäóðà, îäíàêî,
ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíî òðóäî¼ìêîé, è íàøè äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ áóäóò èñ-
ïîëüçîâàòü òåîðåìó Ýðáðàíà ëèøü â íåÿâíîì âèäå.

Èñïîëüçóÿ óæå îïèñàííóþ äëÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðîöåäóðó, ïðåîá-
ðàçóåì ôîðìóëó A ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå ïîëó÷èì ôîðìó-
ëó A′ âèäà &m

i=1Bi, ãäå êàæäîå Bi - äèçúþíêöèÿ àòîìîâ ëèáî èõ îòðèöà-
íèé. (Àòîìû è èõ îòðèöàíèÿ íàçûâàþòñÿ ëèòåðàìè, äèçúþíêöèè ëèòåð
- äèçúþíêòàìè, ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Ë ïî îïðåäåëåíèþ òàêæå ñ÷èòà-
åòñìÿ äèçúþíêòîì). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî íåâû-
ïîëíèìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {Sx1,...,xn

t1,...,tn
A|t1, . . . , tn ∈ HF2} ýêâèâà-

ëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ êîíå÷íîãî íåâûïîëíèìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
{Sx1,...,xn

t1,...,tn
Bi|t1, . . . , tn ∈ HF2 , i = 1, . . . , m}. Ïîñëåäíåå íàì óäîáíî áóäåò âïî-
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ñëåäñòâèå ôîðìóëèðîâàòü êàê ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôîðìóë f1, . . . , fl, íå
èìåþùèõ îáùèõ ïåðåìåííûõ è ïîëó÷åííûõ èç íåêîòîðûõ ôîðìóë ñïèñêà
{B1, . . . , Bm} ïåðåîáîçíà÷åíèåì áåç îòîæäåñòâëåíèÿ èõ ïåðåìåííûõx1, . . . , xn,
à òàêæå òàêîé ïîäñòàíîâêè σ âìåñòî ïåðåìåííûõ ôîðìóë f1, . . . , fl òåðìîâ
ìíîæåñòâà HF2 , ÷òî ñèñòåìà {σ(f1), . . . , σ(fl)} - íåâûïîëíèìà. (Çäåñü ïîä-
ñòàíîâêà σ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îïåðàòîð íà ìíîæåñòâå ôîðìóë).

5) Êàê è â ñëó÷àå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåâûïîëíè-
ìîñòè ôîðìóëûF2 ìû ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ äåäóêòèâíóþ ñèñòåìó, àêñè-
îìàìè êîòîðîé áóäóò ÿâëÿòüñÿ îïðåäåë¼ííûå âûøå äèçúþíêòûB1, . . . , Bm,
è äîêàæåì, ÷î âûâîäèìîñòü â ýòîé ñèñòåìå êîíñòàíòû Ë ýêâèâàëåíòà íåâû-
ïîëíèìîñòè F2. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïðàâèë âûâîäà äàííîé äåäóêòèâíîé ñè-
ñòåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿëåììà îá óíèôèöèðóþùåé ïîäñòà-
íîâêå (ïîäñòàíîâêó òåðìîâ t1, . . . , tn âìåñòî ïåðåìåííûõx1, . . . , xn ðàññìàò-
ðèâàåì êàê îïåðàòîð íà ìíîæåñòâå áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë è òåðìîâ):

Ëåììà. Åñëè f1, g1, . . . , fk, gk - áåñêâàíòîðíûå ôîðìóëû ëèáî òåðìû è
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîñêà σ, ÷òî σ(f1) = σ(g1), . . . , σ(fk) = σ(gk), òî
ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà σ1, îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì, òî
åñòü σ1(f1) = σ1(g1), . . . , σ1(fk) = σ1(gk) è äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ2, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì σ2(f1) = σ2(g1), . . . , σ2(fk) = σ2(gk), âûïîëíåíî:
σ2 = σ3σ1 ïðè ïîäõîäÿùåé ïîäñòàíîâêå σ3 (çäåñü óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê
îçíà÷àåò èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå).

Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè ðàññìàòðèâàòü êàæäûé âõîäÿùèé â áåñêâàíòîð-
íóþ ôîðìóëó ëèáî òåðì f ñèìâîë φ (ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, ôóíêöèîíàëü-
íûé ñèìûîë ëèáî ëîãè÷åñêóþ ñâÿçêó) àðíîñòèn êàê îáîçíà÷åíèå n-ìåñòíîé
îïåðàöèè íàä òåðìàìè (â ñëó÷àå ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè - íàä áåñêâàíòîðíûìè
ôîðìóëàìè), ïðåîáðàçóþùåé íàáîð (t1, . . . , tn) â ñëîâî φ(t1, . . . , tn), òî f
áóäåò îïðåäåëÿòü íåêîòîðûé îïåðàòîð f∗ íà íàáîðå (τ1, . . . , τm) çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm áóäåò ðàâíî Sx1,...,xm

τ1,...,τm
f . Ïóñòü x1, . . . , xm - âñå ïåðå-

ìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ â f1, g1, . . . , fk, gk èç óñëîâèÿ ëåììû. Òîãäà âûïîë-
íåíèå óñëîâèé σ(f1) = σ(g1), . . . , σ(fk) = σ(gk) äëÿ ïîäñòàíîâêè σ òåðìîâ
τ1, . . . , τm âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé f∗1 = g∗1 , . . . , f∗k = g∗k. Äëÿ îïèñàíèÿ â ÿâíîì âèäå âñåé ñîâîêóïíîñòè
å¼ ðåøåíèé èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîé
ñèñòåìû:

à) Åñëè ïðè íåêîòîðîì i ñëîâà f∗i , g∗i èìåþò, ñîîòâåòñâåííî âèäφ(t1, . . . , tp)
è ψ(t′1, . . . , t

′
p), òî ïðè φ 6= ψ äåëàåì âûâîä î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (ñî-

ãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû, ýòî íåâîçìîæíî), à ïðè φ = ψ (ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè p = q) çàìåíÿåì óðàâíåíèå f∗i = g∗i íà ãðóïïó óðàâíåíèé
t1 = t′1, . . . , tp = t′p.

á) Åñëè f∗i ñîâïàäàåò ñ g∗i , òî óðàâíåíèå f∗i = g∗i óäàëÿåòñÿ.
â) Åñëè ïðè íåêîòîðîì i îäíî èç ñëîâ f∗i , g∗i åñòü ïåðåìåííàÿ x, à äðóãîå

òåðì t, x 6= t, òî â ñëó÷àå, êîãäà t ñîäåðæèò x, äåëàåì âûâîä î íåñîâìåñòíî-
ñòè ñèñòåìû (íåâîçìîæíî ïî ïðåïîëîæåíèþ ëåììû), èíà÷å - ïîäñòàâëÿåì
t âìåñòî x âî âñå îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå îòf∗i = g∗i óðàâ-
íåíèå ñîäåðæàùåå x.
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Ïðåîáðàçîâàíèå â) óìåíüøàåò ÷èñëî ïåðåìåííûõ x, íå èìåþùèõ ÿâíîãî
âûðàæåíèÿ x = t ÷åðåç îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû ëèáî èìåþùèõ áîëåå
îäíîãî âõîæäåíèÿ â ñèñòåìó, è îíî ïðèìåíèìî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Ïðåîáðàçîâàíèå à), â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ åãî ê óðàâíåíèÿì ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîé äëèíû, óìåíüøàåò ÷èñëî óðàâíåíèé äàííîé ëèáî áîëüøåé äëè-
íû, è òàêèì îáðàçîì åãî âîçìîæíî ïðèìåíÿòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïî
çàâåðøåíèè ïðåîáðàçîâàíèé â)

Òàêèì îáðàçîì ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïðåîáðàçîâà-
íèé à), á), â) îáðûâàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà
ê êîòîðîé ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïðèìåíèìû ìîæåò èìåòü ëèøü âèäxi1 =
θ∗1 , . . . , xip

= θ∗p, ãäå òåðìû θ1, . . . , θp íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ xi1 , . . . , xip
.

Âûáåðåì òåïåðü â êà÷åñòâå σ1 ïîäñòàíîâêó òåðìîâ θ1, . . . , θp âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ xi1 , . . . , xip . Åñëè ïåðåìåííûå xi1 , . . . , xip èìåþò ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
òåðìû θ1, . . . , θp, à êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ xj , j ∈ {1, . . . , m}\{i1, . . . , ip}, èìå-
åò çíà÷åíèåì îäíîáóêâåííûé òåðì xj , òî óðàâíåíèÿ xi1 = θ∗1 , . . . , xip

= θ∗p
âûïîëíÿþòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, σ1(f1) = σ1(g1), . . . , σ1(fk) = σ1(gk). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî σ2 - ïîäñòàíîâêà òàêàÿ, ÷òî σ2(f1) = σ2(g1), . . . , σ2(fk) =
σ2(gk). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîσ2 ïîäñòàâëÿåò òåð-
ìû τ1, . . . , τq âìåñòî ïåðåìåííûõx1, . . . , xq, q ≥ m. Íàáîð çíà÷åíèé (τ1, . . . , τm)
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå xi1 = θ∗1 , . . . , xip = θ∗p. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

τi1 = S
xj1 ,...,xjr
τj1 ,...,τjr

θ1, . . . , τip = S
xj1 ,...,xjr
τj1 ,...,τjr

θp,

ãäå {j1, . . . , jr} = {1, . . . ,m}\{i1, . . . , ip}. Åñëè òåïåðü âûáðàòü â êà÷åñòâå
σ3 ïîäñòàíîâêó òåðìîâ τj1 , . . . , τjr , τm+1, . . . , τq âìåñòî ïåðåìåííûõxj1 , . . . , xjr , xm+1, . . . , xq,
òî ïîëó÷èì σ2 = σ3σ1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîäñòàíîâêà σ1 ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óñòàíîâëåíî â äàííîé ëåììå, íà-
çûâàåòñÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé äëÿ ïàð (f1, g1), . . . , (fk, gk).
Çàìûêàíèåì äèçúþíêòà D (îáîçíà÷àåìûì [D]) áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëó
∀x1∀xkD, ãäå x1, . . . , xk - âñå âõîäÿùèå â D ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå. Åñëè
îïðåäåë¼ííîå íà ìíîæåñòâå äèçúþíêòîâ "ïðàâèëî âûâîäà"ïîçâîëÿåò âûâî-
äèòü èç äèçúþíêòîâD1, . . . , Dr ëèøü òàêèå ñëåäñòâèÿD0, ÷òî ôîðìóëà [D0]
åñòü ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå ôîðìóë [D1], . . . , [Dr], òî òàêîå ïðàâèëî âûâîäà
íàçîâ¼ì êîððåêòíûì. Êàê ëåãêî âèäåòü, åñëè ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðîãî
íàáîðà êîððåêòíûõ ïðàâèë âûâîäà èç äèçúþíêòîâB1, . . . , Bm, ââåä¼ííûõ â
ïóíêòå 4) óäà¼òñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ èçâëå÷ü ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó
Ë, òî ôîðìóëà F2 íåâûïîëíèìà, à F - îáùåçíà÷èìà. Ïðåäïîëàãàåìàÿ çäåñü
ïðîöåäóðà àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì èñïîëüçóåò ïðè ïîèñ-
êå òàêîãî âûâîäà êîíñòàíòû K ñëåäóþùèå (êàê ëåãêî âèäåòü, êîððåêòíûå)
ïðàâèëà âûâîäà:

R0 (ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ). Èç ïðîèçâîëüíîãî äèçúþíêòàD âû-
âîäèòñÿ äèçúþíêò D′, ïîëó÷åííûé èç D ïåðåîáîçíà÷åíèåì áåç îòîæäåñòâ-
ëåíèé ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ âD.

R1 (ïðàâèëî ðåçîëþöèè) Åñëè f1 ∨ · · · ∨ fs è g1 ∨ · · · ∨ gr - äèçúþíê-
òû, ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ êîòîðûõ íå ïåðåìåêàþòñÿ, ïðè÷¼ìfi èìååò âèä
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P (t1, . . . , tk), à gj - âèä ¬P (t′1, . . . , t
′
k) è σ - óíèôèöèðîâàííàÿ ïîäñòàíîâêà

äëÿ ïàðû (P (t1, . . . , tk), P (t′1, . . . , t
′
k)), i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , r}, òî âûâî-

äèòñÿ äèçúþíêò

σ(f1)∨· · ·∨σ(fi−1)∨σ(fi+1)∨· · ·∨σ(fs)∨σ(g1)∨· · ·∨σ(gj−1)∨σ(gj+1)∨· · ·∨σ(gr)

(åñëè s = r = 1, òî âûâîäèòñÿ êîíñòàíòà Ë).
Äèçúþíêò ïîëó÷àåìûé ñîãëàñíî ïðàâèëó R1, íàçûâàåòñÿðåçîëüâåíòîé

èñõîäíûõ äèçúþíêòîâ.
R2 (ïðàâèëî ñêëåèâàíèÿ) Åñëèf1∨· · ·∨fs - äèçúþíêò èσ -óíèôèöèðóþùàÿ

ïîäñòàíîâêà äëÿ (fi, fj), i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , s}, òî âûâîäèòñÿ äèçúþíêò
σ(f1) ∨ · · · ∨ σ(fi−1) ∨ σ(fi+1) ∨ · · · ∨ σ(fs)

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè ôîðìóëà F2 íåâûïîëíèìà, òî çà êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî øàãîâ èç äèçúþíêòîâ B1, . . . , Bm ïðè ïîìîùè ïðàâèë âûâîäà R0,R1,R2
ìîæåò áûòü âûâåäåíà ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Ë.

Äîêàçàòåëüñòâî Êàê áûëî çàìå÷åíî â êîíöå ïóíêòà 4), íåâûïîëíè-
ìîñòü F2 âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôîðìóëf1, . . . , fl, íå èìåþùèõ îáùèõ
ïåðåìåííûõ è ïîëó÷åííûõ èç íåêîòîðûõ ôîðìóë ñïèñêà{B1, . . . , Bm} ïåðå-
îáîçíà÷åíèåì áåç îòîæäåñòâëåíèÿ èõ ïåðåìåííûõx1, . . . , xn, à òàêæå òàêîé
ïîäñòàíîâêè σ âìåñòî ïåðåìåííûõ ôîðìóëf1, . . . , fl òåðìîâ ìíîæåñòâàHF2 ,
÷òî ñèñòåìà {σ(f1), . . . , σ(fl)} íåâûïîëíèìà.

Êàæäàÿ ôîðìóëà σ(fi) èìååò âèä Aα1
1 ∨ · · · ∨Aαs

s , ãäå A1, . . . , As - àòîìû
áåç ïåðåìåííûõ, α1, . . . , αs - ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû. Åñëè íåêîòîðûåA

αj

j â
ýòîé ôîðìóëå ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, òî ïîñëå èõ îòîæäåñòâëåíèÿ ôîðìó-
ëà σ(fi) ïðåîáðàçóåòñÿ â íåêîòîðûé äèçúþíêò, êîòîðûé îáîçíà÷èìdi. Ïóñòü
A1, . . . , An - âñå ðàçëè÷íûå àòîìû, âñòðå÷àþùèåñÿ â äèçúþíêòàõd1, . . . , dl,
n ≥ 1. Ìíîæåñòâî M = {d1, . . . , dl} ïðåäñòàâèì â âèäå M1 ∪ M2 ∪ M3, ãäå
M1 - âñå äèçúþíêòû, â êîòîðûå íå âõîäèò A1, M2 - âñå äèçúþíêòû âèäà
A1 ∨B, M3 - âñå äèçúþíêòû âèäà ¬A1 ∨B. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M4, îá-
ðàçîâàííîå âñåìè äèçúþíêòàìè âèäàB ∨C, ãäå A1 ∨B ∈ M2, ¬A1 ∨C ∈ M3

(åñëè A1 ∈ M2, ¬A1 ∈ M3, òî â M4 âêëþ÷àåòñÿ Ë). Òàê êàê {d1, . . . , dl}
- íåâûïîëíèìîå ìíîæåñòâî äèçúþíêòîâ, òî äëÿ ëþáûõ èñòèííîñòíûõ çíà-
÷åíèé a1, . . . , an àòîìîâ A1, . . . , An ñóùåñòâóåò ôîðìóëà d ∈ M , èìåþùàÿ
çíà÷åíèå Ë. Åñëè d ∈ M1, òî d ∈ M ′ = M1 ∪ M4. Åñëè òàêîé ôîðìóëû
d â M1 íåò, òî ïðè a1 = È ñóùåñòâóåò ôîðìóëà d′ = ¬A1 ∨ C èìåþùàÿ
çíà÷åíèåì Ë, à ïðè a1 = Ë - ôîðìóëà d′′ = A1 ∨ B, èìåþùàÿ çíà÷åíèå Ë,
d′ ∈ M3, d′′ ∈ M2. Òàêèì îáðàçîì, âàðüèðóÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõa2, . . . , an,
çíà÷åíèå a1, íàõîäèì óêàçàííûå ôîðìóëû d′, d′′ è ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà
d′′′ = B ∨ C, ïðèíàäëåæàùàÿ M4, à ñëåäîâàòåëüíî è M ′, èìååò íà íàáîðå
çíà÷åíèé a2, . . . , an ôòîìîâ A2, . . . , An çíà÷åíèå Ë. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ
ëþáûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé àòîìîâ A2, . . . , An â M ′ èìååòñÿ ôîðìóëà,
çíà÷åíèå êîòîðîé åñòü Ë, ò.å.M ′ íåâûïîëíèìî è èìååò íå áîëåån−1 àòîìà.

Ïóñòü äèçúþíêò B ∨ C èç M4 ïîëó÷åí èç äèçúþíêòîâ A1 ∨ B ∈ M2 è
¬A1 ∨ C ∈ M3. A1 ∨B âîçíèêëî èç íåêîòîðîãî σ(fi) îòîæäåñòâëåíèåì îäè-
íàêîâûõ ëèòåð. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(fi) = σ′1σ

′′
1 (fi), ãäå σ′′1 óíèôèöèðóåò òå

17



ëèòåðû èç fi, êîòîðûå ñîâïàäàþò ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íèìσ. Àíàëîãè÷íî,
σ(fj) = σ′2σ

′′
2 (fj). Òàê êàê ïåðåìåííûå â fi è fj ðàçëè÷íû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü

σ′′2 = σ′′1 = σ′′, σ′2 = σ′1 = σ′. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî σ′′(fi) è σ′′(fj) ïîëó÷å-
íû èç fi, fj íåñêîëüêèìè ïðèìåíåíèÿìè ïðàâèëà R2. Âûäåëÿÿ â σ′′(fi) è
σ′′(fj) òå àòîìû, ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâêèσ′ ê êîòîðûì äà¼ò, ñîîòâåòñòâåí-
íî, A1 è ¬A1, áóäåì èìåòü äëÿ σ′′(fi) è σ′′(fj) ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:
σ′′(fi) = P (θ′1, . . . , θ

′
s) ∨ B′, σ′′(fj) = ¬P (θ′1, . . . , θ

′
s) ∨ C ′, σ′(P (θ1, . . . , θs)) =

A1, σ′(B′) = B, σ′(P (θ′1, . . . , θ
′
s)) = A1, σ′(C ′) = C. Ðàññìàòðèâàÿ äàëåå ïîä-

ñòàíîâêó ρ, óíèôèöèðóþùóþ ïàðó (P (θ1, . . . , θs), P (θ′1, . . . , θ
′
s)), ïîëó÷èì,

÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè ρ′ âûïîëíÿåòñÿ σ′ = ρ′ρ. Ïðè ýòîì äèçú-
þíêò ρ(B′)∨ρ(C ′) ïîëó÷åí èç σ′′(fi), σ′′(fj) ïî ïðàâèëó R1, ïðè÷¼ìB∨C =
ρ′(ρ(B′) ∨ ρ(C ′)). Ïðîâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíÿÿ ê
{f1, . . . , fl} ïðàâèëà R0,R1,R2 ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå ôîðìóëû{g1, . . . , gr},
íå èìåþùèå îáùèõ ïåðåìåííûõ, ÷òîM1 ∪M4 = {σ̃(g1), . . . , σ̃(gr)} äëÿ ïîä-
õîäÿùåé ïîäñòàíîâêè σ̃, òî åñòü äëÿ g1, . . . , gr âûïîëíåíû òå æå óñëîâèÿ,
÷òî è äëÿ f1, . . . , fl, è ÷èñëî àòîìîâ â ôîðìóëàõ {σ̃(g1), . . . , σ̃(gr)}, õîòÿ áû
íà îäèí ìåíüøå, ÷åì â {σ(f1), . . . , σ(fl)}.

Ïðîäîëæàÿ îïèñàííûé ïðîöåññ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ ïîëó÷èì ñèñòåìó {h1, . . . , hq}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì óñëîâè-
ÿì, ïðè÷¼ì òàêóþ, ÷òî äëÿ íå¼ ÷èñëî àòîìîâ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñåìåéñòâå
{σ̃(h1), . . . , σ̃(hq)} îêàæåòñÿ ðàâíî 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî q = 1 è σ(h1) = Ë, à
ñëåäîâàòåëüíî, è h1 = Ë, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû àâ-
òîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. ÔîðìóëàF , îá-
ùåçíà÷èìîñòü êîòîðîé òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü èìååò âèä:

(∀x∃y(P (x, y) ∨Q(x, y))&∀x∀y(P (x, y) → R(x, f(x, y)))&
&∀x∀y(Q(x, y) → R(x, f(x, y))) → ∀x∃yR(x, y))

Îòðèöàíèå F0 ôîðìóëû F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ ñëåäóþùèõ
ôîðìóë:

∀x∃y(P (x, y) ∨Q(x, y));

∀x∀y(P (x, y) → R(x, f(x, y)));

∀x∀y(Q(x, y) → R(x, f(x, y)));

∃x∀y¬R(x, y).

íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïèñàííûå â ïóíêòàõ 2)-4) ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü èñõîäíóþ ñîâîêóïíîñòü äèçúþíêòîâB1, . . . , Bm,
ìîæíî ïðèìåíÿòü ê êàæäîé èç ýòèõ ôîðìóë ïî îòäåëüíîñòè. Â ïåðâîé ôîð-
ìóëå èçáàâëÿåìñÿ îò êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå íîâûé
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ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë g: ∀x(P (x, g(x))∨Q(x, g(x))), â ïîñëåäíåé ôîðìó-
ëå äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåì íîâóþ ïðåäìåòíóþ ïåðåìåííóþa: ∀y¬R(a, y).
Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèçúþíêòîâ:

1) P (x, g(x)) ∨Q(x, g(x))
2) ¬P (x, y) ∨R(x, f(x, y))
3) ¬Q(x, y) ∨R(x, f(x, y))
4) ¬R(a, y)
Äàëåå ïåðåîáîçíà÷àåì ïåðåìåííóþy â äèçúþíêòå 4 íà y′ è óíèôèöèðóåì

R(a, y′) c R(x, f(x, y)) èç äèçúþíêòà 2: a = x, y′ = f(x, y), y′ = f(a, y). Òàêèì
îáðàçîì, óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà èìååò âèäSx,y′

a,f(a,y), è ñ å¼ ïîìîùüþ
ïîëó÷àåì ïî ïðàâèëó R1 íîâûé äèçúþíêò:

5) ¬P (a, y)
Äàëåå èç äèçúþíêòîâ 3, 4 ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:
6) ¬Q(a, y)
Óíèôèöèðóåì P (a, y) c P (x, g(x)) èç äèçúþíêòà 1: x = a, y = g(a), è

ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå äèçúþíêòîâ 5, 1:
7) Q(a, g(a))
Íàêîíåö, óíèôèöèðóåì Q(a, g(a)) è ¬Q(a, y) (òî åñòü äèçúþíêòû 6,7) è

âûâîäèì êîíñòàíòó Ë.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîöåññ ïîèñêà âûâîäà êîíñòàíòû Ë èç èñõîäíûõ äèçú-

þíêòîâ B1, . . . , Bm ïðè ïîìîùè ïðàâèë âûâîäà R0,R1,R2 ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåïðèåìëåìî òðóäî¼ìêèì, äàæå â ðàññìàòðèâàåìîì âûøå ïðîñòîì ïðèìåðå
ìîæíî áûëî áû óêàçàòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë âûâîäà (íàïðèìåð, ïîëó÷èòü ðåçîëüâåíòû äèçúþíêòîâ
1 è 2, ëèáî 1 è 3).

Òðóäî¼ìêîñòü ïîèñêà âûâîäà äëÿ îïèñàííîé ïðîöåäóðû ðàñò¼ò ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ãëóáèíû âûâîäà, è ýòî çàñòàâëÿåò ïðåäïðèíèìàòü èñ-
ñëåäîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà íàõîæäåíèå ïðèíöèïîâ óïðàâëåíèÿ âûâîäîì
ñëåäñòâèé. Ìû ïðèâåä¼ì çäåñü êðàòêèé îáçîð òàêîãî ðîäà ïðèíöèïîâ, êîòî-
ðûå áûëè íàéäåíû ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè óêàçàííîé ïðîöåäóðû,
à òàêæå ïðè òåîðåòè÷åñêîì å¼ èññëåäîâàíèè. Ýòè ïðèíöèïû ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû - ïðèíöèïû èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûõ "èçáû-
òî÷íûõ"ñëåäñòâèé, ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñîõðàíåíèÿ ïîëíîòû ïðîöåäóðû ïðè
èõ ïðèìåíåíèè (îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå "ñòðàòåãèè î÷èùåíèÿ"), è ýâðèñòè-
÷åñêèå ïðèíöèïû óïîðÿäî÷åíèÿ ïåðåáîðà ðåçîëüâåíò ("ñòðàòåãèè óïîðÿäî-
÷åíèÿ"). Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ òàêèõ ñòðàòåãèé:

1) Ñòðàòåãèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíî÷ëåíîâ. Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü,
ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ðåçîëþöèè ê äèçúþíêòàìA∨K1∨· · ·∨Km−1 è ¬A′∨K ′

1∨
· · · ∨K ′

n−1 äëèíû m è n ñîîòâåòñòâåííî äà¼ò ðåçîëüâåíòóK ′′
1 ∨ · · · ∨K ′′

m−1 ∨
K ′′′

1 ∨ · · · ∨K ′′′
n−1 äëèíû m + n− 2. Äëèíà ýòà ëèøü â òîì ñëó÷àå îêàæåòñÿ

ìåíüøåé äëèíû îäíîãî èç èñõîäíûõ äèçúþíêòîâ, êîãäà äðóãîé äèçúþíêò
èìåë äëèíó 1, òî åñòü ÿâëÿëñÿ "îäíî÷ëåíîì". Èñõîäÿ èç òàêîãî, âîîáùå
ãîâîðÿ, ýâðèñòè÷åñêîãî ñîîáðàæåíèÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèé, áîëåå ïðîñòûõ
÷åì èñõîäíûå ôîðìóëû, ñòðàòåãèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíî÷ëåíîâ ðåêîìåíäóåò
ïåðâîî÷åðåäíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ðåçîëþöèè ê îäíî÷ëåíàì.
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2) Èñêëþ÷åíèå òàâòîëîãèé è óíèêàëüíûõ ëèòåð: â ïðîöåññå âû-
âîäà ñëåäñòâèé îòáðàñûâàþòñÿ äèçúþíêòû âèäà (A ∨ ¬A ∨ B1 ∨ · · · ∨ Bk)
("òàâòîëîãèè"). Åñëè ïðåäèêàòíûé ñèìâîëP âñòðå÷àåòñÿ âî âñåõ äèçúþíê-
òàõ òîëüêî ñ îòðèöàíèåì, ëèáî òîëüêî áåç îòðèöàíèÿ, òî âñå ñîäåðæàùèåP
äèçúþíêòû îòáðàñûâàþòñÿ.

Ñòðàòåãèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíî÷ëåíîâ äà¼ò ïðèìåð ñòðàòåãèè óïîðÿäî÷å-
íèÿ, ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ òàâòîëîãèé è óíèêàëüíûõ ëèòåð - ïðèìåð ñòðà-
òåãèè î÷èùåíèÿ.

3) Ñòðàòåãèÿ ïåðâîî÷åð¼äíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ñêëåèâà-
íèÿ: ïðàâèëî R1 ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü ïîñëå òîãî, êàê áûëè ïîëó÷åíû âñå
âîçìîæíûå â òåêóùåé ñèòóàöèè ñëåäñòâèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà R2.

4) Ñòðàòåãèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîäñëó÷àåâ. Äèçúþíêò D íàçûâàåò-
ñÿ ïîäñëó÷àåì äèçúþíêòà C, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñòàíîâêà σ, ÷òî
C èìååò âèä σ(D) ∨ C ′. Ñòðàòåãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòáðàñûâàíèè âñåõ âîç-
íèêàþùèõ ïðè âûâîäå äèçúþíêòîâC, äëÿ êîòîðûõ óæå íàéäåí áûë ðàíåå
íåêîòîðûé èõ ïîäñëó÷à (äàííàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèåé î÷èùåíèÿ
è ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ êîíñòàíòû "Ë").

5) Ñòðàòåãèÿ ïðèìåíåíèÿ íåñóùåãî ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ. Ýòà
ñòðàòåãèÿ ñâÿçàíà ñ âûäåëåíèåì â èñõîäíîì ìíîæåñòâå äèçúþíêòîâM òà-
êîãî, âîçìîæíî á'îëüøåãî ïîäìíîæåñòâàM ′, ïðî êîòîðîå èçâåñòíî, ÷òî îíî
âûïîëíèìî (íàïðèìåð M ′ ìîæåò áûòü îáðàçîâàíî âñåìè àêèîìàìè, èç êî-
òîðûõ òðåáóåòñÿ èçâëå÷ü çàäàííîå ñëåäñòâèå). Ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé äî-
ïóñêàåòñÿ ëèøü òàêîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ðåçîëþöèè, êîãäà õîòÿ áû îäèí
èç íåñóùèõ äèçúþíêòîâ ïðèíàäëåæèò íåñóùåìó ìíîæåñòâó. Ïîñëåäíåå
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì îáðàçîì:

à) Êàæäûé ýëåìåíò èç M\M ′ îòíîñèòñÿ ê íåñóùåìó ìíîæåñòâó.
á) Åñëè ðåçîëüâåíòà ïîëó÷åíà ïðè ó÷àñòèè õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà íåñó-

ùåãî ìíîæåñòâà, òî îíà âõîäèò â íåñóùåå ìíîæåñòâî.
â) Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà R0 ëèáî R2 ê ýëåìåíòó íåñóùåãî

ìíîæåñòâà äàþò ýëåìåíò íåñóùåãî ìíîæåñòâà.
6) ñòðàòåãèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíûõ âûâîäîâ. Ëèíåéíûé âû-

âîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèé ïðàâòëà ðåçîëþ-
öèè îïðåäåëÿåìóþ äèàãðàìîé ñëåäóþùåãî âèäà:

D0 C1

↓ ↙
D1 C2

↓ ↙
D2 C3

↓ ↙
... Cn

↓ ↙
Dn
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Çäåñü êàæäîå Ci - ëèáî ýëåìåíò èñõîäíîãî ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâM ,
ëèáî åñòü íåêòîðîå Dj ïðè j ∈ {0, 1, . . . , i − 1}. Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå
(Àíäåðñîí-Áëåäñîó), ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíñòàíòû Ë äîñòà-
òî÷íî èñïîëüçîâàòü ëèøü ëèíåéíûå âûâîäû (çäåñü è äàëåå ìû ðàññìàòðèâà-
åì ëèøü âñòðå÷àþùèåñÿ â âûâîäàõ ïðàâèëà R1, òàê êàê èìåííî îíè îòâåò-
ñòâåííû çà ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùóþ ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû âûâîäà
òðóäî¼ìêîñòü ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâà, íå óïîìèíàÿ î âîçìîæíûõ ïðèìåíå-
íèÿõ "îäíîìåñòíûõ"ïðàâèë R0 è R2). Çàìåòèì, ÷òî ñàìî ïî ñåáå îãðàíè÷å-
íèå ëèíåéíîñòè âûâîäà íå óñòðàíÿåò äðåâîâèäíîé ñõåìû ïîèñêà ëèíåéíîãî
âûâîäà ïðè ïåðåáîðå ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé äëÿC1, C2, . . . , Cn.

7)Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ñòðàòåãèé èñïîëüçîâàíèÿ ïîäñëó÷àåâ
è ñëèÿíèÿ. Ââåä¼ì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ ñëèÿíèÿ è ëèòå-
ðû ñëèÿíèÿ. Ðåçîëüâåíòà σ(D′

1) ∨ · · · ∨ σ(D′
n) ∨ σ(D′′

1 ) ∨ · · · ∨ σ(D′′
m) äâóõ

äèçúþíêòîâ A ∨D′
1 ∨ · · · ∨D′

n è ¬A ∨D′′
1 ∨ · · · ∨D′′

m íàçûâàåòñÿ ñëèÿíèåì
ýòèõ äèçúþíêòîâ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå i ∈ {1, . . . , n} è i ∈ {1, . . . , m},
÷òî σ(D′

i) = σ(D′′
j ). Ôîðìóëà σ(D′

i) ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ëèòåðîé ñëèÿ-
íèÿ. Àíäåðñîíó è Áëåäñîó ïðèíàäëåæèò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðè ïîèñêå
âûâîäà êîíñòàíòû Ë äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòñÿ ëèøü òàêèìè ëèíåéíûìè âû-
âîäàìè, ó êîòîðûõ êàæäîåCi (îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî â ïóíêòå 6) ëèáî ïðè-
íàäëåæèò èñõîäíîìó ìíîæåñòâó äèçúþíêòîâM , ëèáî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì
Dj , j < i, ïîëó÷åííûì ïðè ñëèÿíèè äâóõ äèçúþíêòîâ, ïðè÷¼ì ëèòåðîé (óíè-
ôèöèðóåìîé ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà ðåçîëþöèè ôîðìóëîéA ëèáî ¬A′)â
Ci ïðè ïîëó÷åíèè Di ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ëèòåðà ñëèÿíèÿ, à ñàìîDi ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäñëó÷àåì äèçúþíêòàDi−1. Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå â
èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëCi, íå ïðèíàäëåæàùèõ M (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïóíêòîì
6), äàííîå óòâåðæäåíèå ïðàêòè÷åñêè íå óñòðàíÿåò ýôåêò ýêñïîíåíöèàëüíîãî
íàðàñòàíèÿ òðóäî¼ìêîñòè, òàê êàê äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî àëüòåðíàòèâíûõ
ïðèìåíåíèé ïðàâèë âûâîäà íà êàæäîì øàãå äà¼ò óæå èñõîäíîå ìíîæåñòâî
M .

8) Ñòðàòåãèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ëèòåð. Âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ïðè ïîèñ-
êå âûâîäà êîíñòàíòû Ë äðóãîãî îãðàíè÷åíèÿ íà âèä ëèíåéíîãî âûâîäà. Â
ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøàþùåé ëèòåðîé â êàæäîìDi ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ëèòåðà,
òî åñòü Di+1 âîçíèêàåò èç Di = A ∨D′

1 ∨ · · · ∨D′
n è Ci = D′′

1 ∨ · · · ∨D′′
j−1 ∨

¬A′ ∨D′′
j+1 ∨ · · · ∨D′′

n êàê

σ(D′′
1 ) ∨ · · · ∨ σ(D′′

j−1) ∨ σ(D′′
j+1) ∨ · · · ∨ σ(D′′

n) ∨ σ(D′
1) ∨ · · · ∨ σ(D′

n),

ïðè÷¼ì óêàçàííîå çäåñü óïîðÿäî÷åíèå ëèòåð â äèçúþíêòåDi+1 ñîõðàíÿ-
åòñÿ. Êàê è â ïóíêòå 7, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäîåCi - ëèáî èç èñõîäíîãî
ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ M , ëèáî ñîâïàäàåò ñ íåêòîðûì Dj , j < i, ÿâëÿþ-
ùèìñÿ äèçúþíêòîì ñëèÿíèÿ. Ïîëíîòà äàííîé ñòðàòåãèè òàêæå áûëà óñòà-
íîâëåíà â ðàáîòàõ Àíäåðñîíà è Áëåäñîó.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñòðàòåãèé ðàññìîò-
ðèì ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì èç òåîðèè ãðóïï.
Áóäåò äîêàçûâàòüñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â àññîöèàòèâíîé ñèñòåìå â êî-
òîðîé óðàâíåíèÿ âèäà xa = b è ay = b èìåþò ëåâîå è ïðàâîå ðåøåíèå x è
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y, ñóùåñòâóåò ïðàâûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò. ïðè ôîðìóëèðîâêå ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ íà ÿçûêå ëîãèêè ïðåäèêàòîâèñïîëüçóåì òð¼õìåñòíûé ïðåäèêàòíûé
ñèìâîë P (x, y, z), èíòåðïðåòèðóåìûé êàê ðàâåíñòâî xy = z. Ïîñëå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ê âèäó äèçúþíêòîâ àêñèîìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé
xa = b è ay = b ïðèíèìàþò âèä:

D1 − P (g(x, y), x, y) ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ xa = b

D2 − P (x, h(x, y), y) ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ ay = b

àññîöèàòèâíîñòü âûðàæàåòñÿ äâóìÿ äèçúþíêòàìè:

D3 − ¬P (x, y, z) ∨ ¬P (y, v, w) ∨ ¬P (x,w, u) ∨ P (z, v, u);

D4 − ¬P (x, y, z) ∨ ¬P (y, v, w) ∨ ¬P (z, v, u) ∨ P (z, w, u);

Íàêîíåö, îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâîãî åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

D5 − ¬P (f(y), y, f(y)).

Â èñõîäíîé ñèòóàöèè íåñóùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëå-
ìåíòà D5, ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèë âûâîäà áóäåì ñòðîèòü ëèøü ëèíåéíûå
âûâîäû. Ñòðàòåãèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíî÷ëåíîâ äà¼ò ëèøü äâå âîçìîæíîñòè
- ïðèìåíåíèå ïðàâèëà R1 ê D5 è D3, ëèáî ê D5 è D4. Âûáåðåì, íàïðèìåð,
ïåðâóþ èç íèõ, ïîëó÷èì äèçúþíêò:

D6 − ¬P (x, y, f(z)) ∨ ¬P (y, z, v) ∨ ¬P (x, v, f(z))

(ïî ìåðå íàäîáíîñòè â íîâûõ äèçúþíêòàõ ïðîâîäèì ïåðåîáîçíà÷åíèå ïå-
ðåìåííûõ). Òåïåðü íåñóùåå ìíîæåñòâî èìååò óæå äâà ýåëåìåíòà -D5 è D6, è
ñòðàòåãèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíî÷ëåíîâ âîâëåêàåò â ðàññìîòðåíèå òàêæå äèçú-
þíêòû D1 è D2. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî R1 ê D1 è D6, ïîëó÷àåì äèçúþíêò:

D7 − ¬P (x, y, z) ∨ ¬P (g(x, f(y)), z, f(y))

Äàëåå èç D7 è D1 âûâîäèì:

D8 − ¬P (x, y, z)

è, íàêîíåö, óíèôèöèðóÿ D8 ñ îòðèöàíèåì D2, âûâîäèì êîíñòàíòó Ë.
Ðàçáèðàÿ ïðèìåð, ìû ïðèâåëè ëèøü âåäóùóþ ê öåëè öåëè öåïî÷êó âû-

âîäà. Âìåñòå ñ òåì, çäåñü èìåëîñü óæå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ìíîæåñòâî àëü-
òåðíàòèâíûõ âûâîäîâ, íå îòñåêàåìûõ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñòðàòåãèÿìè:
ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ðåçîëþöèè ê ïàðàì (D5, D4), (D2, D6), (D2, D7), à òàê-
æå àëüòåðíàòèâíûå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðàâèëà ê (D1, D6) è (D1, D7) äàþò
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íîâûå äèçúþíêòû, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäÿò ê íîâûì ñëåäñòâèÿì.
Òàêèì îáðàçîì, â öåëîì ñîõðàíÿåòñÿ âåòâÿùèéñÿ õàðàêòåð ðàññìàòðèâàåìî-
ãî â îïèñàííîé ïðîöåäóðå ëîãè÷åñêîãî âûîäà, è ýòî îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü
ýôåêòèâíîé å¼ ïðèìåíèìîñòè êëàññîì ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ çàäà÷, ãäå ïðî-
âåäåíèå ïîëíîãî ïåðåáîðà ÿâëÿåòñÿ âñ¼ åù¼ ðåàëèçóåìûì.

Ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ èçëîæåííîé âûøå ïðîöåäóðû àâòîìàòè÷åñêîãî äà-
êàçàòåëüñòâà òåîðåì â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ëîãè÷å-
ñêèì âûâîäîì, ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ ÿçûêà ÏÐÎËÎÃ. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà
òåõíè÷åñêèõ ïîäðîáíîñòÿõ, èçëîæåííûõ â ðóêîâîäñòâàõ ïî ïðîãðàììèðîâà-
íèþ íà ýòîì ÿçûêå, ìû ïðèâåä¼ì çäåñü ëèøü "îáùåëîãè÷åñêóþ"ñõåìó îðãà-
íèçàöèè è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðîãðàìì íà ÏÐÎËÎÃ'å. êàæäàÿ òàêàÿ ïðî-
ãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð äèçúþíêòîâ(D1, D2, . . . , Dn),
ïðè÷¼ì âõîäíîé èíôîðìàöèåé äëÿ ïðîãðàìì òàêæå ñëóæèò íåêîòîðûé äèçú-
þíêò D0. Ïðîãðàììà ïûòàåòñÿ íàéòè òàêóþ ïîäñòàíîâêóσ, äëÿ êîòîðîé ñî-
âîêóïíîñòü äèçúþíêòîâ {σ(D0), D1, D2, . . . , Dn} ñòàíîâèòñÿ íåâûïîëíèìîé,
ïðè÷¼ì îíà íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, íàéäÿ ïåðâóþ òàêóþσ, à ïðîäîëæàåò ïîèñê
è ïåðå÷èñëÿåò âñå íàéäåííûå σ âïëîòü äî èñ÷åðïàíèÿ âñåõ âîçìîæíîñòåé,
çàëîæåííûõ â å¼ ñõåìå ïåðå÷èñëåíèÿ. Ñàìà ýòà ñõåìà èñêëþ÷èòåëüíî ïðî-
ñòà - ïî ñóùåñòâó, ýòî ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ ëèíåéíûõ âûâîäîâ,
îïðåäåëÿåìûõ äèçúþíêòàìè D1, . . . , Dn, ðåàëèçóåìûé ïî ïðèíöèïó "ñíà-
÷àëà âãëóáü". Áîëåå ïîäðîáíî, ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðîãðàììû ïðîèñõîäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òåêóùàÿ ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè íàáîðà
òðîåê S = (S1, . . . , Sm), ãäå êàæäîå Si, i = 1, . . . ,m, èìååò âèä (σi, D

∗
i , ki),

σi - ïîäñòàíîâêà, D∗
i - äèçúþíêò, ki ∈ {1, 2, . . . , n + 1}. Â èñõîäíîé ñèòóà-

öèè m = 1, σ1 = e-òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà, D∗
1 = D0, k1 = 1. Íà î÷å-

ðåäíîì øàãå ïðåîáðàçîâàíèé ïðîèñõîäèò ðàññìîòðåíèå "òåêóùåé"òðîéêè
Sm = (σm, D∗

m, km), D∗
m = K1 ∨ · · · ∨Ks, è ïåðåáîð âñåõ äèçúþíêòîâ íîìåð

êîòîðûõ íå ìåíüøå km. Äëÿ êàæäîãî Dj , Dj = Q1 ∨ · · · ∨ Qp, ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà óíèôèêàöèè ëèòåð K1 è ¬Q1. Êàê òîëüêî ýòî óäàëîñü
ñäåëàòü, îïðåäåëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòàD′ äèçúþíêòîâ D∗

m è Dj , è ê êîíöó íà-
áîðà S ïðèñîåäèíÿåòñÿ íîâàÿ òðîéêà (σmσ′, D′, 1), ãäå σ′ - óíèôèöèðóþùàÿ
ïîäñòàíîâêà. Îäíîâðåìåííî èíäåêñ km â òðîéêå Sm çàìåíÿåòñÿ íà j + 1,
è ïðîöåññ âîçîáíîâëÿåòñÿ. Åñëè ïðîñìîòð âñåõ äèçúþíêòîâDj çàêîí÷èëñÿ
áåçðåçóëüòàòíî è íîâàÿ òðîéêà Sm+1 íå âîçíèêëà, òî ëèáî m = 1, è òî-
ãäà ïðîãðàììà çàâåðøàåò ðàáîòó (òî åñòü çàâåðøàåò ïðîöåññ ïåðå÷èñëåíèÿ
ðåçóëüòèðóþùèõ ïîäñòàíîâîê), ëèáîm > 1, è òîãäà òðîéêà Sm îòáðàñûâà-
åòñÿ, ïîñëå ÷åãî - ïåðåõîä ê ñëåäóþùåíìó øàãó. Èñêëþ÷èòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà äèçúþíêò D′ îêàçàëñÿ êîíñòàíòîé Ë. Â ýòîì ñëó÷àå òðîéêà
Sm+1 íå ââîäèòñÿ, à ëèøü ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíàkm íà j + 1 è ïðîèñõî-
äèò âûäà÷à î÷åðåäíîãî ðåçóëüòàòà - ïîäñòàíîâêè σmσ′. Çàòåì - ïåðåõîä ê
î÷åðåäíîìó øàãó.

Äèçúþíêò Di = Q1 ∨ · · · ∨Qp ÏÐÎËÎÃ-ïðîãðàììû ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü "îïåðàòîðîâ"¬Q2, . . . ,¬Qp, âûïîëíÿåìûõ â
êà÷åñòâå ïîäïðîãðàììû äëÿ ðåàëèçàöèè óñëîâèÿQ1. Çäåñü âîçíèêàþò äâà
ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñâîéñòâà, îòñóòñâóþùèõ ó îïåðàòîðîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ "îáû÷íûõ"àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ. Âî-ïåðâûõ, îòñóòñòâóåò ÷¼ò-
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êîå ðàçäåëåíèå ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â îïåðàòîðå, íà
âõîäíûå è âûõîäíûå, è â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ â îäíîé è òîé æå ïðîãðàììå
ðîëè òàêèõ ïåðåìåííûõ ìîãóò ìåíÿòüñÿ. Âî-âòîðûõ, îïåðàòîð ðåàëèçóåò-
ñÿ êàê áû â ðåæèìå ïåðå÷èñëåíèÿ ñâîèõ "âûõîäíûõ"ïåðåìåííûõ: ñíà÷àëà
íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ âåðñèÿ íàáîðà ýòèõ çíà÷åíèé, ðåàëèçóþòñÿ ïîñëåäóþùèå
îïåðàòîðû, è åñëè ïðè èõ îáðàáîòêå âîçíèêàåò â íåêòîðûé ìîìåíò ëîæíîå
óñëîâèå, òî ïðîèñõîäèò âîçâðàùåíèå ê ðàíåå ðàññìîòðåííîìó îïåðàòîðó, êî-
òîðûé âûäà¼ò î÷åðåäíóþ âåðñèþ íàáîðà çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ,
è òàê äàëåå.

Òàêîé "ðåæèì ïåðå÷èñëåíèÿ"ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîãðàììèðîâàíèå:
èñ÷åçàþò íå òîëüêî çàòðóäíÿþùèå îòëàäêó îïåðàòîðû "goto", íî è ñòàíî-
âÿòñÿ êðàéíå ðåäêèìè â ÿâíî âûäåëåííûå â ïðîãðàììå êîíñòðóêöèè ñ öèê-
ëàìè, òàê êàê ýòè öèêëû ðåàëèçóþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïî-âèäèìîìó, óêà-
çàííîå îáñòîÿòåëüñòâî è ïðåäîïðåäåëèëî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå ÏÐÎËÎÃ'à - â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîÿâëåíèå â í¼ì áîëüøîãî
÷èñëà âñòðîåííûõ ïðåäèêàòîâ, ðåàëèçóåìûõ èíòåðïðåòàòîðîì (ëèáî êîì-
ïèëèðóåìûõ) áåç ïðèâëå÷åíèÿ ìåõàíèçìà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, íî ñ ñîõðà-
íåíèåì óêàçàííîãî ïðèíöèïà ïåðå÷èñëåíèÿ âûõîäíûõ çíà÷åíèé. Â ÏÐÎ-
ËÎÃ áûëè ââåäåíû òàêæå íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ
õîäîì âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, è â êîíå÷íîì èòîãå ïðîãðàììèðîâàíèå íà
í¼ì çíà÷èòåëüíî ïðèáëèçèëîñü ê ïðîãðàììèðîâàíèþ íà òðàäèöèîííûõ àë-
ãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõ, õîòÿ áû â òîì ñìûñëå, ÷òî íàïèñàíèþ ïðîãðàììû
çäåñü òàêæå äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà, ó÷èòûâàþùå-
ãî ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñïåöèôèêó êîíêðåòíîé çàäà÷è è âêëþ÷àþùàÿ â
ñåáÿ îïòèìèçàöèþ ïðèìåíÿåìîé ñõåìû âû÷èñëåíèé. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷è-
ìîñòü îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì
êàê óíèâåðñàëüíîãî ñðåäñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷ îêàçàëàñü â ðåçóëüòàòå âåñü-
ìà ñêðîìíîé, áóäó÷è ÿâíî îòîäâèíóòîé íà âòîðîé ïëàí ïðåäîñòàâëÿåìîé
ÏÐÎËÎÃ'îì âîçìîæíîñòüþ ïðîãðàììèðîâàòü "ïî÷òè áåç öèêëîâ".

Âàæíûé ýòàï â ðàçâèòèè ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ àâòîìàòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûé ñ ïîïûòêàìè îáíàðóæèòü óíèâåðñàëüíûå, ïðåäìåòíî-
íåçàâèñèìûå ñïîñîáû áîðüáû ñ ïåðåáîðîì, âîçíèêàþùèì ïðè ïîèñêå ðåøå-
íèÿ, ïðèâ¼ë ê ïîíèìàíèþ íåâîçìîæíîñòè òàêèõ ñïîñîáîâ è íåîáõîäèìîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ â êàæäîé êîíêðåòíîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ñâîèõ àëãîðèò-
ìè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ó÷èòûâàþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèå
îñîáåííîñòè êàê äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè â öåëîì òàê è ðàññìàòðèâà-
åìûõ â ïðèêëàäíûõ ñèòóàöèÿõ "ïîòîêîâ çàäà÷". Ïî-âèäèìîìó âûðàáîòêà
ðåøàþùèõ ïðàâèë â ïðåäìåòíîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äîñòàòî÷-
íî òðóäî¼ìêîé è ñëîæíîé â ëîãè÷åñêîì îòíîøåíèè àäàïòàöèè, è ëèøü íà
óðîâíå àíàëèçà îáùèõ ïðèíöèïîâ ïðîöåññîâ òàêîé àäàïòàöèè ìîæíî íà-
äåÿòüñÿ íà îáíàðóæåíèå ïðåäìåòíî-íåçàâèñèìûõ ïðîöåäóð, èñïîëüçóåìûõ
èíòåëëåêòóàëüíûìè ñèñòåìàìè.
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