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ïðåäîñòàâëÿåò íåîáõîäèìûé ìàòåðèàë äëÿ ðàçâèòèÿ ìåõàíèçìîâ ñàìîîáó÷åíèÿ êîì-
ïüþòåðíûõ ðåøàòåëåé.
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Ââåäåíèå

Ìå÷òà ÷åëîâå÷åñòâà îá èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå èìååò äàâíþþ èñòîðèþ. Íà ñåãî-
äíÿøíèé äåíü îíà, óâû, îñòàåòñÿ ëèøü ìå÷òîé. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è ïàìÿòü ñî-
âðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì îãðîìíû è ïðîäîëæàþò áûñòðî óâåëè÷èâàòüñÿ.
Îíè îòíîñèòåëüíî äåøåâû è øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû. Îäíàêî, ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêèé
ñòàíäàðò èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ñèñòåì ïî-ïðåæíåìó ñâîäèòñÿ ê íåêîåìó ãèáðèäó òåëå-
ôîíà, çàïèñíîé êíèæêè, ïèøóùåé ìàøèíêè, òåëåâèçîðà è òðåíàæåðà äëÿ îòðàáîòêè
ïðîñòåéøèõ ðåàêöèé. Ïîíèìàíèå ìèðà õîòÿ áû íà óðîâíå ïÿòèêëàññíèêà, ñ åãî ñïî-
ñîáíîñòüþ ÷èòàòü êíèãè è âîñïðèíèìàòü ñìûñë èçîáðàæåíèé, îñòàåòñÿ äàëåêî çà
ðàìêàìè âîçìîæíîñòåé ñóùåñòâóþùèõ "èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì". Î òàêèõ âåùàõ,
êàê íàó÷íî-òåõíè÷åñêîå òâîð÷åñòâî â ïîäëèííîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, ãîâîðèòü è âî-
âñå íå ïðèõîäèòñÿ. Àâòîìàòèçèðîâàòü óäàåòñÿ ëèøü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå è óçêî
ñïåöèàëèçèðîâàííûå ôóíêöèè åñòåñòâåííîãî èíòåëëåêòà. Òàê êàê äàííîå ïîëîæåíèå
íàáëþäàåòñÿ óæå äîñòàòî÷íî äàâíî, åñòü âñå îñíîâàíèÿ ãîâîðèòü î íàëè÷èè íåêîòîðî-
ãî ïðèíöèïèàëüíîãî áàðüåðà, âîçíèêøåãî íà ïóòè ê èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó. Î÷å-
âèäíî, ýòîò áàðüåð íèêàê íå ñâÿçàí ñ "ôèçè÷åñêèìè" âîçìîæíîñòÿìè ñåãîäíÿøíèõ
êîìïüþòåðîâ, à ñâÿçàí ñ îñòðûì äåôèöèòîì íàøèõ çíàíèé î ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ,
ëåæàùèõ â îñíîâå ëþáîé èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Ïî ñóùåñòâó, ðå÷ü äîëæ-
íà èäòè î ñîçäàíèè íîâîé íàóêè, èçó÷àþùåé ýòè ïðîöåññû, ñâîåãî ðîäà "ëîãè÷åñêîé
äèíàìèêè".

Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òîáû ïîïûòîê íà÷àòü èçó÷åíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íå áûëî
âîâñå. Ïðåæäå âñåãî, îíè ïðåäïðèíèìàëèñü â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îäíà-
êî, åå ïîïûòêè ñîçäàíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ýôôåêòèâíûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ çàäà÷ óñïå-
õîì íå óâåí÷àëèñü. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé âîçíèêëà ëèøü îáùàÿ ñõåìà îðãàíèçàöèè
ïåðåáîðà. Ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùàÿ òðóäîåìêîñòü îãðàíè÷èëà ñôåðó ïðèìåíèìî-
ñòè ýòèõ ïðîöåäóð ñàìûìè ïðîñòûìè çàäà÷àìè è äàæå ïîñòàâèëà ïîä ñîìíåíèå âîç-
ìîæíîñòü ñîçäàíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà âîîáùå. Âïðî÷åì, ÷åëîâåê âïîëíå ýô-
ôåêòèâíî ðåøàåò çàäà÷è, èçáåãàÿ "ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïåðåáîðîâ", è íåóäà÷à ïîïûòêè
ðåøèòü ïðîáëåìó ìàòåìàòè÷åñêèì ïóòåì îçíà÷àåò ëèøü çàâåäîìóþ íåäîñòàòî÷íîñòü
óìîçðèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé äëÿ àíàëèçà òàêîãî ñëîæíîãî ÿâëåíèÿ, êàê èíòåëëåêò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñêè ñðàçó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ êîìïüþòåðîâ ñòàëè ñî-
çäàâàòüñÿ ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ "èíòåëëåêòóàëüíûõ" çàäà÷ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ. Îíè èìèòèðîâàëè äåéñòâèÿ ýêñïåðòà â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè è ïîëó÷è-
ëè íàçâàíèå ýêñïåðòíûõ ñèñòåì. Ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì â
ôîðìàëüíîé ëîãèêå, çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì, ôîðìàëüíîå
èíòåãðèðîâàíèå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ, øàõ-
ìàòíûå çàäà÷è, è ìíîãîå, ìíîãîå äðóãîå. Ñîáñòâåííî, ñåé÷àñ òðóäíî íàéòè òàêóþ
ïðåäìåòíóþ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé íå áûëî áû ñîçäàíî ìíîæåñòâî ýêñïåðòíûõ ñè-
ñòåì. Íåêîòîðûå èç íèõ âåñüìà ðàçâèòû è óñïåøíî ìîãóò êîíêóðèðîâàòü ñ ÷åëîâåêîì.
Íàïðèìåð, äëÿ øàõìàò áûëà ñîçäàíà ñèñòåìà, îäåðæàâøàÿ ïîáåäó äàæå íàä ÷åìïè-
îíîì ìèðà. Ìîæåò áûòü, íåêîå îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ñèñòåì è ÿâëÿåòñÿ äîëãîæäàí-
íûì èñêóññòâåííûì èíòåëëåêòîì? Îäíàêî, ïðè áëèæàéøåì ðàññìîòðåíèè ñòàíîâèòñÿ
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ÿñíî, ÷òî áîãàòñòâî çäåñü èëëþçîðíîå. Â ñêîëü-íèáóäü ñëîæíûõ îáëàñòÿõ ðàçâèòèå
ýêñïåðòíîé ñèñòåìû îñòàíàâëèâàëîñü íà ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ, äåìîíñòðèðóÿ ñêîðåå
íåâîçìîæíîñòü îñâîåíèÿ îáëàñòè ñîâðåìåííûìè ñðåäñòâàìè, ÷åì óñïåøíîå åå ïðåîäî-
ëåíèå. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ (â òåõ æå øàõìàòàõ) óäàâàëîñü äîñòè÷ü âíåøíå âïå÷àò-
ëÿþùèõ ðåçóëüòàòîâ íå çà ñ÷åò ïðîíèêíîâåíèÿ â ëîãèêó äåéñòâèé ÷åëîâåêà, à ëèøü
ìåòîäîì "ãðóáîé ñèëû", èñïîëüçóÿ îãðîìíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîìïüþòåðîâ äëÿ
ïåðåáîðà. Õîðîøî èçâåñòíû âûñêàçûâàíèÿ íà ýòîò ñ÷åò îäíîãî èç ïèîíåðîâ â îáëàñòè
èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà ÷åìïèîíà ìèðà ïî øàõìàòàì Ì.Ì.Áîòâèííèêà.

Ðàçóìååòñÿ, âî ìíîãèõ, ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ñ ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòÿõ áûëè ñîçäàíû ýôôåêòèâíûå ïðèêëàäíûå ýêñïåðòíûå ñèñòåìû. Îä-
íàêî, çäåñü âîçíèêëî äðóãîå íåãàòèâíîå ÿâëåíèå. Ðàçðàáîò÷èêè, íàõîäÿñü ïîä âïå÷àò-
ëåíèåì äîñòèãíóòûõ óñïåõîâ, ýêñòðàïîëèðîâàëè ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè ñâîèõ ñèñòåì
äàëåêî çà ðàìêè ðàññìàòðèâàâøåéñÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè, âîçâîäÿ èõ â ðàíã "îáùåé
òåîðèè" èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Åñòåñòâåííî, â ñêîëü-íèáóäü áîëåå ñëîæíûõ èëè
ïðîñòî ñèëüíî îòëè÷àþùèõñÿ îò èñõîäíîé ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ ýòè òåîðèè íèêàêîé
ïîëüçû íå ïðèíåñëè. Çäåñü ïðîñëåæèâàåòñÿ âñ¼ òà æå ëèíèÿ îñíîâàííûõ íà íåäîñòà-
òî÷íîé èíôîðìàöèè óìîçðèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé.

Âïðî÷åì, îòâëå÷åìñÿ îò çàâåäîìîé ñëàáîñòè êàêîé-òî (íåâàæíî, ìàëîé èëè áîëü-
øîé) ÷àñòè óçêîñïåöèàëèçèðîâàííûõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ
èç íèõ â ñâîåé îáëàñòè äîñòèãëà óðîâíÿ ñàìîãî îïûòíîãî ýêñïåðòà. È â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìàëüíîå èõ îáúåäèíåíèå íèêàêîãî èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà íå äàñò. Âî-ïåðâûõ,
èç-çà ïðîáëåì îðãàíèçàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Êàê èçâåñòíî, çíàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòåé òåñíî âçàèìîñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Íåëüçÿ õîðîøî ðåøàòü çàäà÷è
ïî ãåîìåòðèè, ñîâñåì íå çíàÿ àëãåáðû, íåëüçÿ îâëàäåòü ôèçèêîé, íå çíàÿ ìàòåìà-
òèêè, è ò.ä. è ò.ï. ×òîáû íàó÷èòü ñèñòåìó ïîíèìàíèþ ñìûñëà èçîáðàæåíèé, íóæíî
çàëîæèòü â íåå ïðèìåðíî ñòîëüêî æå çíàíèé î ìèðå è ïðèåìîâ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ
çíàíèé â ðàññóæäåíèÿõ, ñêîëüêî èõ ïîíàäîáèëîñü áû äëÿ îáó÷åíèÿ äðóãîé ñèñòåìû
ïîíèìàíèþ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà. Íèêàêîé ñàìûé óìíûé ïåðåêëþ÷àòåëü ìåæäó èçî-
ëèðîâàííûìè ýêñïåðòíûìè ñèñòåìàìè çäåñü íå ïîìîæåò, òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷ "íà
ñòûêå" ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïîòðåáóåò îäíîâðåìåííîãî èõ ó÷àñòèÿ. Åñëè áû ïîäîá-
íàÿ ïîïûòêà ñîçäàíèÿ "îáúåäèíåííîãî" èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è â ñàìîì äåëå
êîãäà-ëèáî áûëà áû ïðåäïðèíÿòà, òî îíà íåìåäëåííî ïðèâåëà áû ê íåîáõîäèìîñòè
óñòðàíåíèÿ ïåðåãîðîäîê ìåæäó îòäåëüíûìè ÷àñòÿìè è, ôàêòè÷åñêè, ñîçäàíèþ çàíî-
âî íåêîåé "óíèâåðñàëüíîé" ýêñïåðòíîé ñèñòåìû.

Íî è òàê ìû íå ïîëó÷èëè áû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ýêñïåðòíàÿ ñèñòåìà
ëèøü çàôèêñèðîâàëà áû òåêóùèé óðîâåíü ðàçâèòèÿ íàøèõ çíàíèé è óìåíèé. Íåñìîò-
ðÿ íà ñâîþ íåîñïîðèìóþ ïðàêòè÷åñêóþ ïîëåçíîñòü, îíà íèêîèì îáðàçîì íå ìîãëà áû
ïðåòåíäîâàòü íà òó ðîëü ìîùíîãî óñêîðèòåëÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà, êîòî-
ðóþ ïðèçâàí ñûãðàòü èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Òàêàÿ ðîëü îäíîçíà÷íî ïðåäïîëàãà-
åò ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû ê ñàìîðàçâèòèþ. Ïðîñòåéøàÿ àäàïòàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ îïòè-
ìèçàöèåé ñèñòåìîé êàêèõ-òî ñâîèõ ïàðàìåòðîâ, íå â ñ÷åò. Ïîäëèííîå ñàìîðàçâèòèå
òðåáóåò ìåõàíèçìîâ, ñîçäàþùèõ íîâûå ïðèåìû ðåøåíèÿ çàäà÷ íà îñíîâå èìåþùèõñÿ
çíàíèé è ïîïîëíÿþùèõ çíàíèÿ ñ îðèåíòàöèåé íà ðåøåíèå çàäà÷. Áåç ýòîãî íåâîç-
ìîæíî ðåøåíèå íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷, à îíè â òâîð÷åñòâå ñîñòàâëÿþò ïîäàâëÿþùóþ
äîëþ. Èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìå ïðîñòî íåîáõîäèìà ìîùíàÿ òåõíèêà êîìïèëÿöèè,
âûâîäÿùàÿ åå àðõèòåêòóðó è ïðîãðàììû èç èäåé, ïîðîæäàåìûõ åþ æå íà ÿçûêå, ìàê-
ñèìàëüíî ïðèáëèæåííîì ê ÿçûêó òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé. Ñîáñòâåííî ãåíåðàöèÿ èäåé
ïðîèñõîäèò íà ïîãðàíè÷íîì ñëîå ìåæäó òåîðåòè÷åñêèìè çíàíèÿìè è ïðàêòè÷åñêèìè
ïðèåìàìè, êîòîðûé è äîëæåí ñòàòü ãëàâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ.
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Çäåñü ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê âîïðîñó î öåëåñîîáðàçíîñòè ñîçäàíèÿ èçîëèðîâàííûõ
äðóã îò äðóãà èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Êîíå÷íî,
äëÿ èãðû â øàõìàòû, çíàíèå, ñêàæåì, àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
èçëèøíèì. Îäíàêî, ìåõàíèçìû, ïîðîæäàþùèå íîâûå ïðèåìû íà îñíîâå òåîðåòè÷å-
ñêèõ çíàíèé, èìåþò îáùåëîãè÷åñêèé õàðàêòåð. Êàæäàÿ ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü âíîñèò
â êîïèëêó òàêèõ ìåõàíèçìîâ, òèïîâ ïðèåìîâ è ñòàíäàðòîâ ðàññóæäåíèé ÷òî-òî ñâîå.
È äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé êîëëåêöèè íåîáõîäèìî èçó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèé
ñïåêòð ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé, ÷òîáû óæå âïîñëåäñòâèè âåðíóòüñÿ "âî âñå-
îðóæèè" ê êàêîé-òî îäíîé îáëàñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïóòü ê èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ëåæèò ÷åðåç ñîçäàíèå ýêñ-
ïåðòíîé ñèñòåìû, îõâàòûâàþùåé äîñòàòî÷íî øèðîêèé ñïåêòð ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé
è ïðîãðàììèðóåìîé íà óðîâíå "ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ" ìåæäó òåîðèåé è àëãîðèòìà-
ìè. Îíà äîëæíà ïîñëóæèòü ñâîåãî ðîäà ìèêðîñêîïîì, äàþùèì äîñòàòî÷íî áîãàòûé
ôàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë äëÿ èçó÷åíèÿ îáùèõ ïðèíöèïîâ îðãàíèçàöèè ëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ: ïðèíöèïîâ ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññóæäåíèÿìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷,
ïðèíöèïîâ èçâëå÷åíèÿ íîâûõ ïðèåìîâ èç òåîðåì, ïðèíöèïîâ àâòîìàòè÷åñêîãî ðàçâè-
òèÿ òåîðèé, è ò.ä. Àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðîäîëæåíèå áåñïëîäíûõ ïîïûòîê
óìîçðèòåëüíîãî óãàäûâàíèÿ ýòèõ ïðèíöèïîâ.

Äàííàÿ ñèñòåìà âîâñå íå îáÿçàíà ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü ñêîëü-íèáóäü ñèëüíîãî ðå-
øàòåëÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, îíà äîëæíà äàâàòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, îáúÿñíÿþùèõ,
êàê ìîæíî áûëî áû óïðàâëÿòü ðàññóæäåíèÿìè, ÷òîáû ðåøèòü òó èëè èíóþ êîí-
êðåòíóþ çàäà÷ó, íå ïðèáåãàÿ ê íåïîìåðíî áîëüøîìó ïåðåáîðó. Ðàçóìååòñÿ, ïî ìåðå
íàêîïëåíèÿ ñðåäñòâ îíà íà÷íåò ìíîãîå äåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Îäíàêî, â èíûõ ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòÿõ âîçìîæíîñòü ïîëíîé ïðîðàáîòêè òåìû ïðè îáó÷åíèè "âðó÷íóþ"
âîîáùå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîìíèòåëüíîé, è çäåñü ïðèäåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ íàêîïëåíèåì
åäèíè÷íûõ òðàåêòîðèé ïðîöåññîâ, êîòîðûå âñå æå äàäóò ïèùó äëÿ îáîáùåíèé. Äåé-
ñòâèòåëüíî ñèëüíûå ðåøàòåëè äîëæíû áóäóò ïîÿâèòüñÿ âïîñëåäñòâèè, êîãäà íàêîï-
ëåíèå çíàíèé î ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ïîçâîëèò ñîçäàòü èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû,
ñïîñîáíûå ñàìîîáó÷àòüñÿ. Ïîêà òàêèõ ñèñòåì íåò, è ðå÷ü èäåò ëèøü î íà÷àëå ñè-
ñòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, îïèðàþùåãîñÿ íà íåêèé êîìïüþòåðíûé "ëîãè÷åñêèé
ìèêðîñêîï".

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîíîãðàôèÿ "Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ" ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû, ïðåäîñòàâëÿþùåé âîçìîæíîñòè
äëÿ ðàçâèòèÿ óíèâåðñàëüíîé ýêñïåðòíîé ñèñòåìû ("ðåøàòåëÿ") óêàçàííîãî âûøå òè-
ïà è èçó÷åíèÿ îáùèõ ïðèíöèïîâ îðãàíèçàöèè ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âêëþ÷àÿ ñà-
ìîîáó÷åíèå. Â ðàíåå âûøåäøåì ïåðâîì òîìå ("Àðõèòåêòóðà è ÿçûêè ðåøàòåëÿ çà-
äà÷") áûëè ïðåäñòàâëåíû îáùàÿ àðõèòåêòóðà ñèñòåìû è èñïîëüçóåìûå ïðè åå îáó-
÷åíèè ÿçûêè "ËÎÑ" è "ÃÅÍÎË�ÎÃ". Âòîðîé èç ýòèõ ÿçûêîâ ðàñïîëîæåí â òî÷íîñòè
íà ïîãðàíè÷íîì ñëîå ìåæäó òåîðèåé è àëãîðèòìàìè. Îí çàäàåò ïðèåì êàê òåîðåìó
ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ñíàáæåííóþ íåêîòîðîé àëãîðèòìèçèðóþùåé ðàçìåòêîé. Îáó÷å-
íèå ñèñòåìû ïðåäïðèíèìàëîñü â øèðîêîì ñïåêòðå ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé è ïîçâîëè-
ëî âûÿâèòü äîñòàòî÷íî áîãàòóþ êîëëåêöèþ ñïîñîáîâ ýôôåêòèâíîé àëãîðèòìèçàöèè
òåîðåì. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé êîëëåêöèè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùåñòâåííî óñêîðèëî è
óïðîñòèëî ïðîöåññ "ðó÷íîãî" îáó÷åíèÿ ðåøàòåëÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû - ïîçâîëèëî
âïëîòíóþ ïðèáëèçèòüñÿ ê àâòîìàòè÷åñêîìó ñèíòåçó ïðèåìîâ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
íå òîëüêî ïðîãðàììèðîâàíèå ðåøàòåëåé, íî äàæå òðàäèöèîííîå "íåëîãè÷åñêîå" ïðî-
ãðàììèðîâàíèå â êîíå÷íîì ñ÷åòå âûâîäèò ñâîè êîíñòðóêöèè èç òåîðåì. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â ñàìîîáó÷àþùèõñÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåìàõ âîîáùå âñå ïðîãðàììèðîâàíèå
íåèçáåæíî äîëæíî áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç óðîâåíü ÃÅÍÎË�ÎÃà, è îí âïîëíå ìîæåò
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ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü "óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî ÿçûêà áóäóùåãî". Ðàçó-
ìååòñÿ, ýòî ïðèäàåò îñîáóþ çíà÷èìîñòü ðàçâèòèþ êîìïèëÿòîðîâ äëÿ ÿçûêîâ òàêîãî
òèïà. Ïðè ðàçâèòèè ÃÅÍÎË�ÎÃà è îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ, ïðîèñõîäèâøèõ îäíîâðåìåí-
íî, áûëè ðàññìîòðåíû òàêèå ïðåäìåòíûå îáëàñòè, êàê ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêè, àëãåáðà ìíîæåñòâ, ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà, ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ, àíàëè-
òè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, âû÷èñëåíèÿ, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ýëåìåíòû îáùåé
àëãåáðû, ðÿä ðàçäåëîâ ýëåìåíòàðíûõ ôèçèêè è õèìèè, øàõìàòû, òåêñòîâûå çàäà-
÷è (â äâóõ âàðèàíòàõ - íà ëîãè÷åñêîì ëèáî åñòåñòâåííîì ÿçûêå), àíàëèç ðèñóíêîâ.
Îáó÷àþùèé ìàòåðèàë ñîäåðæàë ïðèìåðíî 11000 çàäà÷, èç êîòîðûõ áûëè èçâëå÷åíû
ïðèìåðíî 39000 ïðèåìîâ. Â îòäåëüíûõ îáëàñòÿõ äàæå òàêîå, ñóãóáî ïðåäâàðèòåëüíîå,
îáó÷åíèå ïîçâîëèëî âûéòè íà íåïëîõîé óðîâåíü ðåøåíèÿ çàäà÷ ñðåäíåé ñëîæíîñòè. Â
äðóãèõ - óäàëîñü ïðîðàáîòàòü ëèøü íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, êîòîðûå, îäíà-
êî, äàëè âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííî ñêîððåêòèðîâàòü ïåðâîíà÷àëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
è ïîëó÷èòü ñðàâíèòåëüíî óñòîé÷èâóþ àðõèòåêòóðó äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç âîçìîæíîñòåé ñàìîîáó÷åíèÿ ñèñòåìû. Ê ÿâëåíèþ ñàìî-
îáó÷åíèÿ ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ñ îïðåäåëåííîé îñòîðîæíîñòüþ, òàê êàê ïîêà èçâåñòíà
ëèøü îäíà ñàìîîáó÷àþùàÿñÿ â àáñîëþòíîì ñìûñëå èíòåëëåêòóàëüíàÿ ñèñòåìà - ýòî
âñÿ ÷åëîâå÷åñêàÿ öèâèëèçàöèÿ â öåëîì. Ïðîöåññû ïîäîáíîãî ìàñøòàáà äàëåêî âûõî-
äÿò çà ðàìêè âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ. Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñåé÷àñ "îãðàíè÷åííîå" ñàìîîáó÷åíèå îòäåëüíîãî ÷åëîâåêà, çàêëþ÷àþùååñÿ
â ñàìîñòîÿòåëüíîì óñâîåíèè ïî êíèãàì èëè èíûì èñòî÷íèêàì âîçìîæíî áîëüøåé
ñóììû çíàíèé è ïðèîáðåòåíèè íàâûêîâ èõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïóòåì òðå-
íèðîâêè íà îáó÷àþùèõ ïðèìåðàõ. Öåëüþ ðàáîòû ñ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìîé äîëæíî
ÿâèòüñÿ îñâîåíèå àíàëîãè÷íîãî ðåæèìà ñàìîîáó÷åíèÿ: åé ñîîáùàåòñÿ òåîðèÿ è äàåò-
ñÿ ïîòîê çàäà÷, íà êîòîðîì ïðîèñõîäÿò ñàìîñòîÿòåëüíîå ñîçäàíèå ïðèåìîâ è îïòè-
ìèçàöèÿ èõ ñîâìåñòíîãî ïîâåäåíèÿ. Öåíòðàëüíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ðàçâèòîé
êëàññèôèêàöèè ëîãè÷åñêèõ òèïîâ ïðèåìîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû ïî çàäàííîé òåîðå-
ìå ãåíåðèðîâàòü ñåðèþ ïðåäïîëîæèòåëüíî èíòåðåñíûõ äëÿ çàäà÷è ïðèåìîâ ("èäåé"),
ïðîâåðÿòü èõ öåííîñòü è îòáèðàòü ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è òå ïðèåìû, êîòîðûå
îêàçàëèñü ðåçóëüòàòèâíûìè. Ðàáîòà íàä ñîçäàíèåì òàêîé êëàññèôèêàöèè íà÷àòà, îä-
íàêî îíà ñâÿçàíà ñ òðóäîåìêîé èòåðàòèâíîé ñòàíäàðòèçàöèåé ïðèåìîâ ñîçäàííîãî
(â îáùåì, ïîêà îòíîñèòåëüíî "ñûðîãî") ðåøàòåëÿ è îïòèìèçàöèåé åãî ëîãè÷åñêèõ
ðåæèìîâ.

Ïîäðîáíåå î ìåõàíèçìàõ ñàìîîáó÷åíèÿ, ðàçâèâàþùèõñÿ â ïðåäëàãàåìîé ñèñòåìå,
áóäåò ðàññêàçàíî â ïîñëåäíåì, ïÿòîì òîìå ìîíîãðàôèè. Ýòè ìåõàíèçìû ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé íåêîòîðóþ íàäñòðîéêó íàä ðåøàòåëåì è ïîäñêàçàíû åãî ñîäåðæèìûì. Ðå-
øàòåëü çäåñü ñàì íà÷èíàåò èãðàòü ðîëü "çàäà÷íèêà", ïîñòàâëÿþùåãî ìàòåðèàë äëÿ
ðó÷íîãî îáó÷åíèÿ óêàçàííûõ ìåõàíèçìîâ. Îíè äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíû è, ïî âñåé
âåðîÿòíîñòè, ïîòðåáóþò äëÿ ñâîåãî àâòîìàòè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
åùå áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé. Â öåëîì, ñêëàäûâàåòñÿ ïåðñïåêòèâà ïîñòåïåííîãî ïðîõî-
æäåíèÿ "ñíèçó ââåðõ" ÷åðåç íåêîòîðóþ ïèðàìèäó óðîâíåé ëîãè÷åñêîé àâòîìàòèêè,
â êîòîðîé êàæäûé ñëåäóþùèé óðîâåíü îáåñïå÷èâàåò ñàìîðàçâèòèå ïðåäûäóùåãî è
âûâîäèòñÿ èç íåãî ïóòåì ðó÷íîãî îáó÷åíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå, ïðèõîäèòñÿ êîíñòàòèðî-
âàòü, ÷òî "îáó÷åíèå" è "ñàìîîáó÷åíèå" â èññëåäîâàíèè ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ òåñíî
âçàèìîñâÿçàíû.

Ìíîãîîáðàçèå ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ, âîçíèêøèõ ïðè åãî îáó÷åíèè, îïèñûâàåòñÿ âî
âòîðîì, òðåòüåì è ÷åòâåðòîì òîìàõ ìîíîãðàôèè ("Îïûò îáó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîãî
ðåøàòåëÿ çàäà÷"). Äàííûé, âòîðîé, òîì íà÷èíàåò ýòîò öèêë. Â íåì ðàññìàòðèâàþò-
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ñÿ îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, à òàêæå ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëåäóþùèì ðàçäåëàì:
àëãåáðà ìíîæåñòâ, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ôóíêöèé, ìîùíîñòè ìíîæåñòâ è êîìáèíàòî-
ðèêà, ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà, êîìáèíàòîðíûå ôóíêöèè, ìíîãî-
÷ëåíû. Â òðåòüåì òîìå áóäóò ðàññìîòðåíû ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Â ÷åòâåðòûé
òîì âîéäåò îïèñàíèå ïðèåìîâ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ëèíåéíîé àëãåáðå, êîì-
ïëåêñíîìó àíàëèçó, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îáùåé àëãåáðå, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå,
ïðîãðàììèðîâàíèþ íåëîãè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, ýëåìåíòàðíûì ôèçèêå è õèìèè, øàõ-
ìàòàì, àíàëèçó òåêñòîâ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà è èçîáðàæåíèé.

Ïðåæäå âñåãî, ýòè òîìà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ íà ÃÅÍÎË�ÎÃå. Â ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ ðàññûïàíû ìíîãî-
÷èñëåííûå "îñîáûå ñëó÷àè", äëÿ êîòîðûõ ïðèõîäèëîñü ïîïîëíÿòü êîïèëêó âîçìîæ-
íîñòåé ÃÅÍÎË�ÎÃà. Îíè ìîãóò ìíîãîå ïîäñêàçàòü ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ â íîâûõ
îáëàñòÿõ. Òåêñò êíèãè õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò îãëàâëåíèþ ïðèåìîâ, èìåþùåìóñÿ â ñè-
ñòåìå, è ÷èòàòü åå ñëåäóåò, èìåÿ ïåðåä ãëàçàìè îïèñàíèå òåêóùåãî ïðèåìà íà ýêðàíå
êîìïüþòåðà. Ïåðâûå ðàçäåëû êíèãè ñîïðîâîæäàþòñÿ ïðèìåðàìè è óïðàæíåíèÿìè.
Â ñâåòå ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé, ïîëíîå îïèñàíèå ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ íåîá-
õîäèìî íå òîëüêî êàê ñïðàâî÷íèê ïî ÃÅÍÎË�ÎÃó, íî è êàê îòïðàâíàÿ òî÷êà äëÿ
ïîñëåäóþùåé îïòèìèçàöèè ëîãè÷åñêîé àâòîìàòèêè è ðàçâèòèÿ îáùèõ ìåõàíèçìîâ
ñàìîîáó÷åíèÿ. Â ñî÷åòàíèè ñ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìîé, îíî äåëàåò âèäèìûìè ìíîãèå
ïðîáëåìû, êîòîðûå åùå ïðåäñòîèò ðåøàòü.

Ïàðàëëåëüíî ñ íàïèñàíèåì ìîíîãðàôèè ïðîäîëæàåòñÿ ðàçâèòèå ñèñòåìû. Ïîýòî-
ìó êàæäàÿ êíèãà áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñâîåé âåðñèåé ïðîãðàììû. Âñå ýòè âåð-
ñèè, ðàñïîëîæåííûå â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî àäðåñó
� www.intsys.msu.ru/invest/solver/logsyst.zip�. Ñáîðíèêè çàäà÷, èñïîëüçîâàííûå ïðè
îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ, ïðèâîäÿòñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü Â.Á.Êóäðÿâöåâó, ïîääåðæêà êîòîðîãî
ñäåëàëà âîçìîæíûì ïðîâåäåíèå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí òàêæå Ï.À.
Ïàíòåëååâó, îêàçàâøåìó ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè.
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Ãëàâà 1

Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû,

ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå

Äëÿ îáó÷åíèÿ è îïòèìèçàöèè ðåøàòåëÿ, à òåì áîëåå äëÿ èçâëå÷åíèÿ èç íåãî èíôîð-
ìàöèè î âîçìîæíûõ ïîäõîäàõ ê ñàìîîáó÷åíèþ, íåîáõîäèìî õîòÿ áû îáùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î òåõ ïðèåìàõ, êîòîðûå óæå èìåþòñÿ, à òàêæå î âûðàáîòàííûõ ñòàíäàðòàõ
òåõíè÷åñêîé îáðàáîòêè ïðèåìîâ. Äàííûé òîì ïîñâÿùåí ñèñòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ
íàêîïëåííîãî â ðåøàòåëå ìíîãîîáðàçèÿ ïðèåìîâ, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ìîæåò èã-
ðàòü êàê ðîëü ñïðàâî÷íèêà ïî ðåøàòåëþ, òàê è ðîëü ó÷åáíèêà ïî ïðîãðàììèðîâà-
íèþ ðåøàòåëåé. Íå âñå ïðåäëàãàåìûå òåõíè÷åñêèå ðåøåíèÿ áåññïîðíû, è îïèñàíèå
èõ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê ïîñòàíîâêó çàäà÷è íà ïîèñê
áîëåå òî÷íîãî îáúÿñíåíèÿ. Íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ âåðñèÿ ðåøàòå-
ëÿ ëèøü îòêðûâàåò ïîëå èññëåäîâàíèé ïî ëîãè÷åñêîé äèíàìèêå, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé
÷òî-òî âðîäå ÷åðíîâîãî íàáðîñêà, èëëþñòðèðóþùåãî ñîçäàííûå èíñòðóìåíòàëüíûå
âîçìîæíîñòè. Ïðåäñòîèò î÷åíü áîëüøàÿ ðàáîòà ïî îïòèìèçàöèè èìåþùèõñÿ êîí-
ñòðóêòèâíûõ ðåøåíèé, â ïðîöåññå êîòîðîé ïðàêòè÷åñêè âñå ñîäåðæèìîå, âåðîÿòíî,
áóäåò ïîëíîñòüþ ïåðåäåëàíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîçäàííûå ïðîöåäóðû, âñå æå, ðàáî-
òàþò íà ìíîãèõ òûñÿ÷àõ çàäà÷, àðõèòåêòóðà èõ ïîäñêàçàíà îáó÷àþùèì ìàòåðèàëîì,
è ëþáûå êðóïíûå èçìåíåíèÿ àðõèòåêòóðû äîëæíû áûòü õîðîøî ñ ýòèì ìàòåðèàëîì
ñîãëàñîâàíû. Ñòåïåíè ñâîáîäû ïî âàðüèðîâàíèþ ðåøàòåëÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ íå òàêèìè óæ è áîëüøèìè.

Îïèñàíèå áàçû ïðèåìîâ ìû íà÷íåì ñ îáùåëîãè÷åñêèõ ïðèåìîâ, ïðèìåíåíèå êî-
òîðûõ âîçìîæíî â ïðîèçâîëüíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî
ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ ðåàëèçîâàíû íà ÃÅÍÎËÎÃå. Â ïðèíöèïå, âîçìîæíî òàêîå ðàçâè-
òèå ýòîãî ÿçûêà, ïðè êîòîðîì âñå ïðèåìû áûëè áû ïåðåâåäåíû íà íåãî. Îäíàêî, â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷àñòü ïðèåìîâ ðåàëèçîâàíû íåïîñðåäñòâåííî íà ËÎÑå. Ãëàâíûì îá-
ðàçîì, ýòî îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ãäå îêàçàëîñü ïðîùå íàïèñàòü ïðîãðàììó âðó÷-
íóþ, ÷åì ñîçäàâàòü íîâûå êîìïîíåíòû ÃÅÍÎËÎÃà äëÿ ïî÷òè îäíîðàçîâîãî ïðèìå-
íåíèÿ. Íèæå ïåðå÷èñëÿþòñÿ îñíîâíûå ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå îáùåëîãè÷åñêèå ïðè-
åìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàçäåëå "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû"
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè ïðîãðàìì ïðèåìîâ îïóñêàþòñÿ. Ýòè
ïðîãðàììû ëåãêî íàõîäÿòñÿ â êîíöåâûõ ïóíêòàõ óêàçàííîãî ðàçäåëà, òàê êàê íàçâà-
íèÿ ïóíêòîâ ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþò ïîäçàãîëîâêàì äàííîãî òåêñòà.
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1.1 Ïðèåìû çàäà÷ íà îïèñàíèå

Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ â çàäà÷å íåêîòîðî-
ãî êëþ÷åâîãî äëÿ äàííîãî ïðèåìà ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà. Òàêîé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü ïðèåìû ïî ðàçëè÷íûì ëîãè÷åñêèì ñèìâîëàì è îáåñïå÷èòü
îòñå÷åíèå âñåõ ïðèåìîâ, íå ñâÿçàííûõ ñ êîíòåêñòîì çàäà÷è. Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ
âûÿñíèëîñü, ÷òî ÷èñëî ïðèåìîâ, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ íåâîçìîæíî ñâÿçàòü ñ êàêèì-
ëèáî êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì, âîçíèêàþùèì â çàäà÷å, êðàéíå íåâåëèêî. Ýòè ïðèåìû
ðàñïðåäåëåíû ïî ÷åòûðåì òèïàì çàäà÷ - íà îïèñàíèå, ïðåîáðàçîâàíèå, äîêàçàòåëü-
ñòâî è èññëåäîâàíèå. Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ çäåñü ñ ðàññìîòðåíèÿ
ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà, ÿâëÿþùåãîñÿ òèïîì çàäà÷è, è îáðàùåíèÿ ê ïðîãðàììå ýòîãî
ñèìâîëà.

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ïåðå÷èñëèì ïðèåìû, îòíåñåííûå ê çàäà÷àì íà îïèñàíèå. Èõ
ïðîãðàììû ñîáðàíû â âåòâè ôðàãìåíòîâ ïðîãðàìì ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà "îïèñàòü".
Ïåðåõîäèòü ê íà÷àëüíûì òî÷êàì ïðîãðàìì îòäåëüíûõ ïðèåìîâ ñëåäóåò ÷åðåç êîíöå-
âûå ïóíêòû îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ó÷åò î.ä.ç.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ôîðìóëèðîâîê çàäà÷ ïðèíèìàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñîãëàøåíèÿ îá îïóñ-
êàíèè óñëîâèé, âîññòàíàâëèâàåìûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïî óìîë÷àíèþ. Òàê, îáû÷íî
îïóñêàþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå îñìûñëåííîñòü âûðàæåíèé
è óòâåðæäåíèé îñíîâíûõ óñëîâèé. Ýòè óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè íà îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé; ñîêðàùåííî - î.ä.ç. ×àùå âñåãî ñ óñëîâèÿìè íà î.ä.ç. ïðèõî-
äèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ â çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Íàïðèìåð, åñëè ðåøàåòñÿ
óðàâíåíèå

2

2 +
√
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− 1
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√
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=

1

x
,

òî ïåðåä íà÷àëîì ïðåîáðàçîâàíèé âîññòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, âûðàæàþùèå íåîòðè-
öàòåëüíîñòü âûðàæåíèé ïîä ðàäèêàëàìè è îòëè÷èå çíàìåíàòåëåé îò 0: 0 ≤ 4 − x2,
2 −

√
4− x2 6= 0, x 6= 0. Ê ýòîé æå êàòåãîðèè âîññòàíàâëèâàåìûõ ïî óìîë÷àíèþ

óñëîâèé îòíîñèòñÿ è óòâåðæäåíèå "x- ÷èñëî".
×òîáû ðåøàòåëü àâòîìàòè÷åñêè ïðèñîåäèíÿë ê óñëîâèÿì è ïîñûëêàì çàäà÷è óò-

âåðæäåíèÿ, çàäàþùèå î.ä.ç., èìååòñÿ ñïåöèàëüíûé ïðèåì, òî÷íåå, ïî îäíîìó ïðèåìó
äëÿ çàäà÷ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ òèïîâ. Îíè óñòðîåíû ñîâåðøåííî îäèíàêîâî - ïðî-
âåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó çàäà÷è öåëè "îäç"; åñëè ýòà öåëü åñòü, òî îíà óäàëÿåòñÿ (äëÿ
ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîâòîðíûõ ïðèìåíåíèé ïðèåìà), è ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê âñïî-
ìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðå "îäç", âõîäíûì äàííûì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òåêóùàÿ çàäà÷à.
Ïîñëåäíÿÿ ïðîöåäóðà è ïðåîáðàçóåò çàäà÷ó, ïîïîëíÿÿ óñëîâèÿ è ïîñûëêè. Çàìåòèì,
÷òî öåëü "îäç" ïðèñóòñòâóåò â öåëåâûõ óñòàíîâêàõ ïî÷òè âñåõ çàäà÷, ñîçäàâàåìûõ â
çàäà÷íèêå. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íå èìåþùåé íèêàêèõ öåëåé, ñèìâîë
"îäç" ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ, ãäå îí îáðàáàòûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Èñïîëüçîâàòü öåëü "îäç" âî âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷àõ, ñîçäàâàåìûõ ïðèåìàìè
ðåøàòåëÿ, ñëåäóåò äîñòàòî÷íî îñòîðîæíî, òàê êàê ââîä äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà
î.ä.ç., ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ëîãè÷åñêèì ïåðåõîäîì. Ýòî, ñêî-
ðåå, ÷àñòü èíòåðôåéñà ñèñòåìû. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøàòåëü ìîæåò ñàì
îòáðàñûâàòü èìåþùèåñÿ ó íåãî ñîïðîâîæäàþùèå óñëîâèÿ íà î.ä.ç., ðóêîâîäñòâóÿñü
òåìè èëè èíûìè ïðèíöèïàìè âîññòàíîâëåíèÿ èõ "ïî óìîë÷àíèþ". Íàïðèìåð, ýòî
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ïðîèñõîäèò ïðè âûäà÷å îòâåòà. Ëèøü äëÿ òàêîãî âîññòàíîâëåíèÿ è íóæíî ïðèìå-
íÿòü îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì, èìåþùèì öåëü "îäç".

Èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé, ïðîöåäóðà "îäç" ïîëó÷àåò ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "îäç". Ýòîò ñïðàâî÷íèê
èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: õ1 - çàäà÷à; õ2,õ3,õ4 - êî-
îðäèíàòà âõîæäåíèÿ â íåå ïåðâîãî ñèìâîëà âûðàæåíèÿ èëè óòâåðæäåíèÿ A. Ñèìâî-
ëîì îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó ñëóæèò çàãîëîâîê òåðìà A. Ðåçóëüòàòîì îáðàùåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íàáîð óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ A "èìååò ñìûñë". Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ïðèå-
ìû ñïðàâî÷íèêà ðåàëèçîâàíû íà ËÎÑå, íî îñíîâíàÿ èõ ÷àñòü çàäàíà íà ÃÅÍÎ-
ËÎÃå. Òåîðåìà ïðèåìà ñïðàâî÷íèêà "îäç" èìååò âèä "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn ýêâèâà-
ëåíòíî(îïðåäåëåíî(f x1 . . . xn)è(B1 . . . Bm)))", ãäå B1, . . . , Bm - óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ f(x1 . . . xm) ÿâëÿåòñÿ îñìûñëåííûì óòâåðæäåíèåì ëèáî âûðàæåíèåì. Íàïðèìåð,
â ñëó÷àå äðîáè èìååì òåîðåìó: "äëÿëþáîãî(x1 x2 ýêâèâàëåíòíî( îïðåäåëåíî( äðîáü
x1 x2)è(÷èñëî(x1)÷èñëî(x2)íå(ðàâíî(x2 0)))))".

Îòìåòèì, ÷òî íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ïðèåìà îñíîâàí åùå îäèí ñïðàâî÷íèê
- "òèïäàííûõ". Ýòîò ñïðàâî÷íèê îïðåäåëÿåò äîïóñòèìûé òèï çíà÷åíèé îïåðàíäîâ
îïåðàöèè ëèáî îòíîøåíèÿ. Ñ åãî ïîìîùüþ ðåøàòåëü àâòîìàòè÷åñêè ïðèñîåäèíÿåò ê
çàäà÷å óêàçàíèÿ íà òèïû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ è ñîõðàíÿåò èõ â çàäà÷íèêå åùå äî
îáðàùåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è - ñðàçó æå ïî îêîí÷àíèè åå ðó÷íîãî ââîäà. Ïîýòîìó,
õîòÿ ñïðàâî÷íèê "îäç" è óêàçûâàåò íà òèïû çíà÷åíèé îïåðàíäîâ, îíè îáû÷íî óæå
èìåþòñÿ â íàëè÷èè è ïðîöåäóðîé "îäç" ê çàäà÷å íå äîáàâëÿþòñÿ.

Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå äåéñòâèé, âûïîëíÿåìûõ ïðîöåäóðîé "îäç". Ñíà÷àëà
ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå óñëîâèÿ è ïîñûëêè çàäà÷è, è äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ v ñèì-
âîëà îïåðàöèè ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "îäç". Åñëè ñïðàâî÷íèê
îïðåäåëÿåò íåïóñòîé ñïèñîê óòâåðæäåíèé, âûðàæàþùèõ óñëîâèÿ íà îáëàñòü äîïó-
ñòèìûõ çíà÷åíèé îïåðàíäîâ äàííîé îïåðàöèè, òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ íå ÿâëÿþùèåñÿ
ïîñûëêàìè çàäà÷è ýëåìåíòû F ýòîãî ñïèñêà. Îòáðàñûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ áåç ñâî-
áîäíûõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ âèäà P (g(. . .)), ãäå P - íàçâàíèå òàêîãî
òèïà îáúåêòîâ, ÷òî îïåðàöèÿ g ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ ýòîãî òèïà. Ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå, ðàññìàòðèâàòü ëè F êàê íîâóþ ïîñûëêó (óñëîâèå) èëè ðàçìåùàòü åãî âíóò-
ðè òîãî æå òåðìà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ v. Ïîñëåäíåå äåëàåòñÿ, åñëè v ðàñïîëîæåíî
âíóòðè êâàíòîðà, îïèñàòåëÿ èëè äèçúþíêöèè. Äëÿ êâàíòîðà îáùíîñòè ïðèíèìàåò-
ñÿ ðåøåíèå îá îòíåñåíèè F ê êîíñåêâåíòó ëèáî àíòåöåäåíòó. Ïî èòîãàì ïðîñìîòðà
óñëîâèé è ïîñûëîê çàäà÷è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S ÷åòâåðîê (A1 A2 A3 A4), ãäå A1 -
óêàçàòåëü ïîñûëêè ëèáî óñëîâèÿ (0 èëè 1); A2 - óêàçàòåëü ðåãèñòðàöèè ñîïðîâîæäàþ-
ùèõ óñëîâèé â êà÷åñòâå íîâûõ òåðìîâ çàäà÷è (0) ëèáî âõîæäåíèå òî÷êè ðåãèñòðàöèè
èõ â ñòàðûé òåðì; A3 - âõîæäåíèå òîãî òåðìà çàäà÷è, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñîïðîâî-
æäàåìîå âõîæäåíèå v; A4 - ñïèñîê ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé, ðåãèñòðèðóåìûõ
ñîãëàñíî àäðåñó A1, A2.

Ñïèñîê S èãðàåò ðîëü ïëàíà ðåãèñòðàöèè â çàäà÷å íîâûõ óòâåðæäåíèé, îáåñïå-
÷èâàþùèõ ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. Ïåðåä ðåàëèçàöèåé äàííîãî ïëàíà âûïîëíÿåò-
ñÿ óïðîùåíèå íàéäåííûõ óòâåðæäåíèé. Ñîñòàâëÿþùèå ñïèñîê ÷åòâåðêè (A1 A2 A3

A4) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ; ñíà÷àëà - îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñûëêàì, çàòåì
- ê óñëîâèÿì. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ïðîñìîòð íà÷èíàåòñÿ ñ ÷åòâåðêè, îòíîñÿùåéñÿ
ê óòâåðæäåíèÿì, ðåãèñòðèóåìûì íåïîñðåäñòâåííî â ñïèñêå ïîñûëîê ëèáî óñëîâèé.
Òàêîå óïîðÿäî÷åíèå âîçíèêëî ñ öåëüþ ïîäãîòîâèòü ê íóæíîìó ìîìåíòó òå ñîïðî-
âîæäàþùèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ äðóãèõ ñîïðîâîæäà-
þùèõ óòâåðæäåíèé. Äàëåå ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê P òåõ ïîñûëîê èëè óñëîâèé çàäà÷è,
êîòîðûå îáðàçóþò êîíòåêñò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå óòâåðæäå-
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íèÿ ñïèñêà A4.
×òîáû óïðîùàòü îòíîñèòåëüíî P óêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ, ïðèìåíÿåòñÿ íîðìà-

ëèçàòîð "íîðìîäç". Ýòîò íîðìàëèçàòîð ðåàëèçîâàí íà ÃÅÍÎËÎÃå; åãî ìîæíî íàéòè
â ðàçäåëå "Ëîãè÷åñêèå ïðèåìû" - "Îáùèå ïðèåìû" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ. Çäåñü
ñîáðàíû ñàìûå ïðîñòûå óïðîùàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïè÷íûõ óñëîâèé íà î.ä.ç.
- íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâåäåíèÿ â êîíúþíê-
öèþ îòðèöàíèé ðàâåíñòâà íóëþ ñîìíîæèòåëåé; çàìåíà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ
ñòåïåíè íà îòðèöàíèå ðàâåíñòâà íóëþ åå îñíîâàíèÿ; çàìåíà íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà
ñòðîãîå ïðè íàëè÷èè â ïîñûëêàõ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà; îòáðàñûâàíèå çàâåäîìî ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûõ ëèáî ñòðîãî îòðèöàòåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé â óñëîâèÿõ ïîëîæèòåëü-
íîñòè ëèáî îòðèöàòåëüíîñòè (ðàçóìååòñÿ, ñ íåîáõîäèìîé ïåðåñòàíîâêîé îïåðàíäîâ), è
ò.ï. Íåîáõîäèìîñòü óïðîùàòü ñîïðîâîæäàþùèå óñëîâèÿ äî ðåãèñòðàöèè èõ â çàäà÷å,
ãäå îíè âñå ðàâíî áûëè áû óïðîùåíû, ïðîäèêòîâàíà ñîîáðàæåíèÿìè îïòèìèçàöèè.
Öåïî÷êà ìåëêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, âûïîëíÿåìûõ ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è, òðåáóåò
îáû÷íî â äåñÿòêè ðàç áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ðåàëèçàöèÿ ýòèõ æå ïðåîáðàçîâàíèé çà
îäèí øàã êàêîé-ëèáî âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðîé, ïðèìåíÿåìîé âíå ñêàíèðîâàíèÿ
çàäà÷è. Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ õîðîøèé ïîâîä ñãðóïïèðîâàòü ïðèåìû, óïðîùàþ-
ùèå óñëîâèÿ íà î.ä.ç., â îäíîì ïàêåòå, òàê êàê íåóïðîùåííàÿ âåðñèÿ óñëîâèé îáû÷-
íî ïîðîæäàåò äëèííûå öåïî÷êè ïðèìåíåíèé ýòèõ ïðèåìîâ, à ÷èñëî ñàìèõ ïðèåìîâ
íåâåëèêî.

Ñîïðîâîæäàþùèå óòâåðæäåíèÿ, ðåãèñòðèðóåìûå â çàäàííîé òî÷êå, ñíà÷àëà óïðî-
ùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî êîíòåêñòà P íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïîñëå ýòîãî ðåàëèçóåò-
ñÿ öèêë ïîâòîðíûõ óïðîùåíèé, ãäå êîíòåêñòîì ïðåîáðàçîâàíèé êàæäîãî ñîïðîâîæäà-
þùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëóæèò ñïèñîê P , ïîïîëíåííûé îñòàëüíûìè ñîïðîâîæäàþùèìè
óòâåðæäåíèÿìè. Ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîèñõîäÿò êàêèå-
ëèáî èçìåíåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî èçìåíåííûé ñïèñîê ðåãèñòðèðóåòñÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà
A4 òåêóùåé ïðîñìàòðèâàåìîé ÷åòâåðêè.

Ïî çàâåðøåíèè óïðîùåíèÿ ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðå-
ãèñòðàöèÿ èõ â çàäà÷å. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ òå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ðàçìåùà-
þòñÿ âî âíóòðåííèõ ëîãè÷åñêèõ êîíòåêñòàõ óæå èìåþùèõñÿ ïîñûëîê ëèáî óñëîâèé,
çàòåì - óòâåðæäåíèÿ, ðåãèñòðèðóåìûå íåïîñðåäñòâåííî â âèäå íîâûõ óñëîâèé èëè
ïîñûëîê.

Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû "îäç" ìîæåò áûòü íàéäåíà â ðàçäåëå îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì
"Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ" - "Ïðîöåäóðà
ÎÄÇ". Ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ õ2 èãðàåò ðîëü íàêîïèòåëÿ ñïèñêà S. Ïðîãðàììó
ïðèåìà, îáåñïå÷èâàþùåãî ó÷åò î.ä.ç. äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå, ìîæíî íàéòè â ðàçäå-
ëå "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà îïèñàíèå" - "Ó÷åò î.ä.ç. â
çàäà÷å íà îïèñàíèå". Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà íóëåâîì óðîâíå ñêàíèðîâàíèÿ.

Ñîçäàíèå êîììåíòàðèåâ, îïðåäåëÿþùèõ ñõåìó ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîãóò âîçíèêàòü íîâûå âûðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ
íà î.ä.ç. íå áóäóò íåïîñðåäñòâåííî óñìàòðèâàòüñÿ èç êîíòåêñòà òàê, êàê îíè óñìàò-
ðèâàþòñÿ äëÿ èñõîäíûõ âûðàæåíèé ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Âìåñòå
ñ òåì, óñëîâèÿ íà î.ä.ç. ÷àñòî ïðîâåðÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðèåìàìè ïåðåä âûïîëíå-
íèåì ïðåîáðàçîâàíèé. ×òîáû èç-çà íåâîçìîæíîñòè áûñòðî ïðîâåðèòü ýòè óñëîâèÿ íå
çàáëîêèðîâàòü íåîáõîäèìûå ïðèåìû, â ðåøàòåëå ïðåäóñìîòðåíà àâòîìàòè÷åñêàÿ êîð-
ðåêöèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Òå íåìíîãèå îñíîâíûå ïðîöåäóðû, êîòîðûå ôàêòè-
÷åñêè ïðåîáðàçóþò çàäà÷ó (íàïðèìåð, ïðîöåäóðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ"), îïðåäåëÿþò
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óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ íîâûõ âûðàæåíèé, ïðîâåðÿþò èõ è ðåãèñòðèðóþò â êîíòåêñòå
çàäà÷è. ×òîáû îáëåã÷èòü èì ðàáîòó, èíîãäà â ïðèåìå ñîäåðæàòñÿ ïðÿìûå óêàçàíèÿ íà
âûâîä óòâåðæäåíèé, ñîïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. íîâûå âûðàæåíèÿ. Îäíàêî, ñîïðîâî-
æäàþùèå ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ íóæíî çàùèùàòü îò ïðèìåíåíèÿ ê íèì êàêèõ-áû òî
íè áûëî, äàæå ñàìûõ ïðîñòûõ, ïðåîáðàçîâàíèé - âåäü ëþáîå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
óâåëè÷èâàåò "ðàññòîÿíèå" ìåæäó ñîïðîâîæäàþùèì óòâåðæäåíèåì è ñîïðîâîæäàå-
ìûì òåðìîì, ÷òî ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ïðîâåðêè ïî î.ä.ç. èëè äàæå ê îòêàçó ïðè
ýòîé ïðîâåðêå. Äëÿ òàêîé çàùèòû ïðåäóñìîòðåí ñïåöèàëüíûé êîììåíòàðèé (ñîïðî-
âîæäåíèå A). Â ñëó÷àå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå îí ÿâëÿåòñÿ êîììåíòàðèåì ê ñïèñêó
ïîñûëîê, èíà÷å - ê ñàìîé çàäà÷å. Â íàáîðå A äàííîãî êîììåíòàðèÿ ïåðå÷èñëÿþòñÿ
âñåâîçìîæíûå ïàðû (M t), ãäå t - âûðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî ñîïðîâîæäå-
íèå ïî î.ä.ç.; M - ìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé, èç êîòîðûõ ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëî-
âèé íà î.ä.ç. äëÿ t. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å â
ÿâíîì âèäå - êàê ïîñûëêè, óñëîâèÿ, êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîíúþíêöèé, àíòåöåäåí-
òû êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé è ò.ï. Äî òåõ ïîð, ïîêà óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ êàê
ñîïðîâîæäàþùåå ïî î.ä.ç., ïîïûòêè èçìåíèòü èëè óäàëèòü åãî áóäóò àâòîìàòè÷å-
ñêè áëîêèðîâàòüñÿ. Âïðî÷åì, ïðèåìó ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îòìåíÿòü òàêóþ
áëîêèðîâêó, ïðèíèìàÿ íà ñåáÿ âñþ îòâåòñòâåííîñòü çà ïîñëåäñòâèÿ. Îáû÷íî ýòî äå-
ëàåòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ñèíõðîííî áóäóò èçìåíÿòü è ñîïðîâîæäàåìûé,
è ñîïðîâîæäàþùèé òåðìû.

Êîììåíòàðèé (ñîïðîâîæäåíèå . . .) ñîçäàåòñÿ â ñàìîì íà÷àëå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñðà-
çó ïîñëå îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "îäç". Äëÿ ýòîãî ñëóæàò ïðèåìû, êîòîðûå ëåãêî
íàéòè â ïóíêòàõ "Ââîä êîììåíòàðèÿ ÑÎÏÐÎÂÎÆÄÅÍÈÅ" ðàçäåëîâ îãëàâëåíèÿ
ïðîãðàìì, îòíîñÿùèõñÿ ê îáùèì ïðèåìàì çàäà÷ íà îïèñàíèå, ïðåîáðàçîâàíèå, è ò.ä.
Ïðèåìû îáðàùàþòñÿ ê ïðîöåäóðå "ñîïðîâîæäòåðì", êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ ññûëêà íà
êîíêðåòíóþ ïîñûëêó ëèáî óñëîâèå P . Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ â P íåîäíîáóê-
âåííûõ ïîäòåðìîâ t, è ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "îäç" íàõîäÿòñÿ ñîïðîâîæäàþùèå
óòâåðæäåíèÿ, îòëè÷íûå îò óêàçàòåëåé òèïîâ îáúåêòîâ. Åñëè ìíîæåñòâî Q òàêèõ
óòâåðæäåíèé íåïóñòî, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü èõ èñòèííîñòü èç êîí-
òåêñòà âõîæäåíèÿ t ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ýòà ïîïûòêà îïðåäåëÿåò
ìíîæåñòâî M óòâåðæäåíèé êîíòåêñòà, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ ñëóæèò Q, è äàëåå ïàðà
(M t) ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (ñîïðîâîæäåíèå . . .).

Ó÷åò èíôîðìàöèè îá èñõîäíûõ ïîñûëêàõ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è

Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü îïèñàíèå ïðèåìîâ, îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì âàæíîì ýëåìåíòå
ñòðóêòóðû äàííûõ çàäà÷è. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò íóæíî íå òîëüêî ïîëó÷èòü
îòâåò, íî è ðàñïîçíàòü, êàêèå èìåííî èñõîäíûå ïîñûëêè çàäà÷è ôàêòè÷åñêè áûëè
èñïîëüçîâàíû ïðè åãî ïîëó÷åíèè. ×òîáû îòñëåæèâàòü èñïîëüçîâàíèå èñõîäíûõ ïî-
ñûëîê, ïðèìåíÿþòñÿ êîììåíòàðèè (âûâîäèìî A), àâòîìàòè÷åñêè ñîçäàâàåìûå è êîð-
ðåêòèðóåìûå ïðàêòè÷åñêè âñåìè ïðèåìàìè ðåøàòåëÿ. Ðàçëè÷àþòñÿ äâà òèïà êîì-
ìåíòàðèÿ (âûâîäèìî A). Âî-ïåðâûõ, êîììåíòàðèé êî âñåé çàäà÷å (êðîìå çàäà÷ íà
èññëåäîâàíèå). Â ýòîì ñëó÷àå A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê èñõîäíûõ ïîñûëîê çàäà-
÷è, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ åå èñõîäíûõ óñëîâèé ê òåêóùåìó âèäó.
Âî-âòîðûõ, êîììåíòàðèé ê îòäåëüíîé ïîñûëêå f . Â ýòîì ñëó÷àå A - ñïèñîê âñåõ
èñõîäíûõ ïîñûëîê çàäà÷è, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîëó÷åíèè f . Òàêèì îáðàçîì, îòñóò-
ñòâèå êîììåíòàðèÿ (âûâîäèìî . . .) îçíà÷àåò, ÷òî f - èñõîäíàÿ ïîñûëêà.

Åñëè ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ïàêåòó ïðîäóêöèé, òî ïîñëåäíèé âûäàåò íå òîëüêî îò-
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âåò, íî è ñïèñîê ïîñûëîê, èñïîëüçîâàííûõ ïðè åãî ïîëó÷åíèè. Ýòîò ñïèñîê â ñëó÷àå
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà èëè ñèíòåçàòîðà ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì îäíîé èç âûõîäíûõ
ïåðåìåííûõ ïàêåòà; â ñëó÷àå íîðìàëèçàòîðà äëÿ íàêîïëåíèÿ äàííîãî ñïèñêà èñïîëü-
çóåòñÿ êîììåíòàðèé òîãî æå âèäà (âûâîäèìî A), ÷òî è âûøå. Îòñóòñòâèå òàêîãî
êîììåíòàðèÿ ìîæåò íàðóøèòü ðàáîòó íîðìàëèçàòîðà, è åãî ñëåäóåò ââîäèòü äàæå â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñïèñîê A äàëåå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Äëÿ ñîçäàíèÿ è êîððåêöèè êîììåíòàðèåâ (âûâîäèìî . . .) ñëóæèò ïðîöåäóðà "ó÷åò-
ïîñûëîê(õ1 õ2 õ3 õ4)". Ó íåå õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à; õ2 - ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïðèå-
ìîì óòâåðæäåíèé òåêóùåãî êîíòåêñòà. Çíà÷åíèå õ4 ëèáî ðàâíî 0, è òîãäà çíà÷åíèåì
õ3 ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèå âûâåäåííîé ëèáî ïðåîáðàçîâàííîé ïðèåìîì ïîñûëêè, ëèáî
ðàâíî 1, è òîãäà õ3 èãíîðèðóåòñÿ. Âûïîëíÿåòñÿ ñîçäàíèå ëèáî êîððåêöèÿ êîììåíòà-
ðèÿ (âûâîäèìî . . .): â ïåðâîì ñëó÷àå - ê ïîñûëêå õ3, âî âòîðîì - ê çàäà÷å õ1. Ïðîöåäó-
ðà îòáèðàåò òå ýëåìåíòû ñïèñêà õ2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è õ1. Çàòåì,
ñ ïîìîùüþ êîììåíòàðèåâ (âûâîäèìî . . .) ê ýòèì ïîñûëêàì, îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
M èñõîäíûõ ïîñûëîê, íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ òåêóùèé ïðèåì. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ
ëèøü ïîïîëíèòü ñòàðûé êîììåíòàðèé (âûâîäèìî . . .) ýëåìåíòàìè ñïèñêà M ëèáî ñî-
çäàòü íîâûé òàêîé êîììåíòàðèé. Îáðàùàòüñÿ ê ïðîöåäóðå "ó÷åòïîñûëîê" ñëåäóåò äî
òîãî, êàê ïðèåì ôàêòè÷åñêè èçìåíèë ïîñûëêó õ3. Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè
ÃÅÍÎËÎÃà îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïðîöåäóðå ñîçäàþòñÿ êîìïèëÿòîðîì àâòîìàòè÷åñêè,
áåç ââîäà â îïèñàíèå ïðèåìà êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ óêàçàòåëåé.

Ïðîòèâîïîëîæíûå ïîñûëêè

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò äâå ïîñûëêè, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíè-
åì äðóãîé, òî åå ñïèñîê ïîñûëîê ïðîòèâîðå÷èâ, è ìîæíî ñ÷èòàòü îòâåòîì íà çàäà-
÷ó ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà", ïðåäñòàâëåííóþ â ôîðìàòå òåðìà. Ïðèåì, êîòî-
ðûé îòñëåæèâàåò óêàçàííóþ ñèòóàöèþ, àêòèâèçèðóåòñÿ íà íóëåâîì óðîâíå ñêàíèðî-
âàíèÿ. Îí ïðîñìàòðèâàåò âñå ïîñûëêè, èìåþùèå âåñ 0 (ò.å. òîëüêî ÷òî èçìåíåííûå
ëèáî çàíåñåííûå ïîñûëêè), è äëÿ êàæäîé âûÿñíÿåò, ñîäåðæèòñÿ ëè åå îòðèöàíèå â
ñïèñêå ïîñûëîê. Òàê êàê îáîñíîâàíèåì îòâåòà "èñòèíà" ñëóæàò òîëüêî íàéäåííûå äâå
ïðîòèâîïîëîæíûå ïîñûëêè, òî ïðèåì ñáðàñûâàåò ðàíåå èìåâøóþñÿ â êîììåíòàðèè
(âûâîäèìî . . .) èíôîðìàöèþ îá èñõîäíûõ ïîñûëêàõ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ðåøåíèè,
è ïåðåóñòàíàâëèâàåò åå ïî óêàçàííûì äâóì ïîñûëêàì.

Èäåíòè÷íûå ïîñûëêè

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò äâå èäåíòè÷íûå ïîñûëêè, òî îäíà èç íèõ îòáðà-
ñûâàåòñÿ, à âñå êîììåíòàðèè îòáðîøåííîé ïîñûëêè äîáàâëÿþòñÿ ê êîììåíòàðèÿì
îñòàâøåéñÿ. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0; îí ïðîñìàòðèâàåò âñå ïîñûëêè çàäà-
÷è, èìåþùèå âåñ 0, è ïðîâåðÿåò íàëè÷èå èäåíòè÷íîé ïîñûëêè òîëüêî äëÿ íèõ. Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îáû÷íî îòáðàñûâàåòñÿ òà ïîñûëêà, êîòîðàÿ ïîÿâèëàñü ïîçäíåå.

Óñëîâèå, èìåþùååñÿ â ïîñûëêàõ

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è, îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû "èñòèíà", ñîäåðæèòñÿ â ïîñûëêàõ, òî
îíî îòáðàñûâàåòñÿ, à â êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .) ðåãèñòðèðóåòñÿ ðàâíàÿ åìó ïî-
ñûëêà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò òîëüêî äèçúþíêòèâíûå óñëîâèÿ, ñîïðîâîæäàåìûå
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", ò.å. ââåäåííûå ñïåöèàëüíî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîä-
ñëó÷àåâ. Çàìåòèì, ÷òî íåâîçìîæíî óäàëèòü âîîáùå âñå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå:
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êîãäà îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî óñëîâèå, òî âìåñòî óäàëåíèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà åãî
íà êîíñòàíòó "èñòèíà".

Èäåíòè÷íûå óñëîâèÿ

Ïðè óñìîòðåíèè ñîâïàäàþùèõ óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå îäíî èç íèõ îòáðàñû-
âàåòñÿ âìåñòå ñî ñâîèìè êîììåíòàðèÿìè. Ñõåìà ïîèñêà ñîâïàäåíèÿ òà æå, ÷òî äëÿ
ïîñûëîê - ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå óñëîâèÿ F âåñà 0, è åñëè èìååòñÿ äðóãîå óñëîâèå,
ðàâíîå F , òî óäàëÿåòñÿ F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íóëåâîé.

Ïîñûëêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ óñëîâèÿ

Åñëè ïîñûëêà A èìååò âõîæäåíèå â óñëîâèå B, ïðè÷åì ýòî âõîæäåíèå íå ðàñïîëîæåíî
â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ ëèáî îïèñàòåëåé ïî ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì óòâåðæäå-
íèÿ A, òî äàííîå âõîæäåíèå çàìåíÿåòñÿ â óñëîâèè B íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïðèåì
ïðîñìàòðèâàåò âñå ïîñûëêè âåñà 0, è äëÿ êàæäîé òàêîé ïîñûëêè - âñå óñëîâèÿ. Óðî-
âåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Äëÿ èçìåíåíèÿ óñëîâèÿ ïðèåì èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó "çàìåíàâõîæäåíèÿ". Ýòà
ïðîöåäóðà îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íåìíîãèõ ïðîöåäóð, ïðèìåíÿåìûõ ïðèåìàìè äëÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ çàäà÷è. Êîðîòêî î íåé ðàññêàçûâàëîñü â ïåðâîé êíèãå, îäíàêî äëÿ ðàç-
âèòèÿ ðåøàòåëÿ íåîáõîäèìî áîëåå äåòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î åå óñòðîéñòâå. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì ýòó ïðîöåäóðó â ñëåäóþùåé ãëàâå, íàðÿäó ñ ðÿäîì äðóãèõ îáùèõ ïðîöåäóð,
èñïîëüçóåìûõ ïðèåìàìè. Ëîêàëèçàöèÿ âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ äåéñòâèé ðåøàòåëÿ ïî
èçìåíåíèþ êîíòåêñòà âíóòðè íåìíîãèõ ïðîöåäóð ïîçâîëÿåò ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå
ìåõàíèçìû óïðàâëåíèÿ è ñîïðîâîæäåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ëîãèêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,
ðàññðåäîòî÷åííîé ïî êîíêðåòíûì ïðèåìàì, ýòè ìåõàíèçìû ïîçâîëÿþò îòñëåäèòü èëè
çàáëîêèðîâàòü äåéñòâèÿ ðåøàòåëÿ èç êàêèõ-ëèáî ñîâñåì îáùèõ ñîîáðàæåíèé, à òàê-
æå àâòîìàòè÷åñêè äîïîëíèòü îñíîâíûå äåéñòâèÿ ïðèåìà ðÿäîì ñîïóòñòâóþùèõ äåé-
ñòâèé. Îíè ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþò ïðîãðàììû "ïðåîáðàçóþùèõ" ïðîöåäóð, ñîñòàâ-
ëÿÿ ãëàâíóþ ÷àñòü èõ îáúåìà è òðóäîåìêîñòè.

Óïðîùåíèå ïîñûëîê

Åñëè çàäà÷à èìååò íåâûðîæäåííûå ïîñûëêè, êîòîðûå äî ýòîãî íå àíàëèçèðîâàëèñü,
òî èìååò ñìûñë â íà÷àëå ðåøåíèÿ ïîïûòàòüñÿ óïðîñòèòü ýòè ïîñûëêè, ïðèâåñòè èõ
ê ñòàíäàðòíîìó äëÿ ðåøàòåëÿ âèäó. Òàêèì îáðàçîì ìîæåò ñäåëàòüñÿ ÿâíîé òà èëè
èíàÿ çàìàñêèðîâàííàÿ âíà÷àëå èíôîðìàöèÿ.

Ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé óïðîùåíèå ïîñûëîê çàäà÷è íà îïèñàíèå, àêòèâèçèðó-
åòñÿ ïðè òåêóùåì óðîâíå 2 ëèáî 3. Ñíà÷àëà îí ðàññìàòðèâàåò öåëåâóþ óñòàíîâêó.
Åñëè èç íåå ÿñíî, ÷òî ïîñûëêè óæå áûëè ðàíåå óïðîùåíû, èëè ÷òî èõ àíàëèç öåëåñî-
îáðàçíî îòëîæèòü äî îáðàùåíèÿ ê ïîäçàäà÷å, òî äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ áëîêèðóþòñÿ.
Íàïðèìåð, íå óïðîùàþòñÿ ïîñûëêè çàäà÷è, èìåþùåé öåëü "ðåäàêöèÿ", òàê êàê â íåé
ïðîèñõîäèò îáðàáîòêà íàéäåííîãî îòâåòà, à ïîñûëêè äîëæíû áûëè àíàëèçèðîâàòü-
ñÿ äî ýòîãî. Çàòåì ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ïîñûëêè A âåñà 2. Åñëè çàäà÷à íå èìååò
öåëè "ïðÿìîéîòâåò", òî èç ïðîñìîòðà èñêëþ÷àþòñÿ ïîñûëêè ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâî-
âàíèÿ â çàãîëîâêå, òàê êàê îíè áóäóò ïðåîáðàçîâàíû ïóòåì ââîäà âñïîìîãàòåëüíûõ
îáúåêòîâ. Íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàðíûå ïîñûëêè, èìåþùèå ëèøü îäíî-
áóêâåííûå ïîäâûðàæåíèÿ. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ ïîñûëêè âûïîëíÿåòñÿ îäíîêðàòíî -
óæå ðàññìîòðåííûå ïîñûëêè ñíàáæàþòñÿ êîììåíòàðèåì "óïðîñòèòü". Äëÿ óïðîùå-
íèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óñëîâèåì
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ýòîé çàäà÷è ñëóæèò òåêóùàÿ ïîñûëêà A, à ïîñûëêàìè - âñå îñòàâøèåñÿ ïîñûëêè
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Åñëè ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ B îòëè÷åí îò A, òî ïðîöåäóðà "çà-
ìåíàâõîæäåíèÿ" çàìåíÿåò ïîñûëêó A íà B.

Àíàëèç îáúåäèíåííîãî ñïèñêà óñëîâèé è ïîñûëîê

Ðàíåå óæå ãîâîðèëîñü, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âûâîäà
ñëåäñòâèé èç îáúåäèíåííîãî ñïèñêà ïîñûëîê è óñëîâèé. Ýòîò îáúåäèíåííûé ñïèñîê
õðàíèòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå A, ñâÿçûâàåìîé ñ çàäà÷åé íà îïèñàíèå Z è íàçû-
âàåìîé åå áëîêîì àíàëèçà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è A. Îáû÷íî
íîâàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå íå èìååò áëîêà àíàëèçà. Òà ïîçèöèÿ åå ñòðóêòóðû äàííûõ,
êîòîðàÿ õðàíèò ññûëêó íà áëîê àíàëèçà (ïîñëåäíèé ðàçðÿä íàáîðà), âíà÷àëå çàïîëíÿ-
åòñÿ ëèáî ïóñòûì ñëîâîì, ëèáî, åñëè áëîê àíàëèçà íåæåëàòåëüíî ñîçäàâàòü âîîáùå,
íóëåì. Â ïðîöåññå ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è ðåøàòåëü ñîçäàåò áëîê àíàëèçà ñàìîñòîÿ-
òåëüíî. Îí ìîæåò äåëàòü íåñêîëüêî ïîïûòîê ðàçâèòèÿ äàííîãî áëîêà - ñ âîçðàñòà-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ óðîâíåé îáðàùåíèÿ, ïðèâëåêàÿ êàæäûé ñëåäóþùèé ðàç
âñå áîëåå è áîëåå ìîùíûå ñðåäñòâà.

Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ââîäà áëîêà àíàëèçà è îðãàíèçàöèè îáðàùåíèé ê íåìó ñëó-
æèò îäèí è òîò æå ïðèåì. Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå Z èìååò öåëü "èññëåäîâàòü", îçíà-
÷àþùóþ, ÷òî îòâåòîì íà íåå ÿâëÿþòñÿ âñå ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ óòâåðæäåíèÿ,
âûâåäåííûå â áëîêå àíàëèçà, òî óðîâåíü àêòèâèçàöèè ïðèåìà ðàâåí 1. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îí àêòèâèçèðóåòñÿ íå ðàíåå óðîâíÿ 4.

Ïðèåì ñîçäàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà èññëåäîâàíèå A, ðåãèñòðèðóÿ åå êàê
áëîê àíàëèçà çàäà÷è Z, ëèáî áåðåò óæå ñîçäàííûé ðàíåå áëîê àíàëèçà A. Îí îáðà-
ùàåòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è A, îïðåäåëÿÿ ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü îáðàùåíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò êîíòåêñòà. Îò êîíòåêñòà æå çàâèñèò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ñàìîãî ïðèåìà.
Åñëè ïðè ðàññìîòðåíèè áëîêà àíàëèçà îêàçûâàþòñÿ íàéäåíû ñëåäñòâèÿ, òðåáóþùèå
ïåðåîñìûñëåíèÿ íà óðîâíå âíåøíåé çàäà÷è Z, òî îíè ïåðåäàþòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé
ïîñëåäíåé, è ðàáîòà ñ çàäà÷åé A îáðûâàåòñÿ. Îáðûâ ðåøåíèÿ çàäà÷è A è âîçâðàùåíèå
ê çàäà÷å Z èíèöèèðóåòñÿ îïåðàòîðîì ËÎÑà "îòâåò(A)".

Îïèøåì äåéñòâèÿ ïðèåìà íåñêîëüêî áîëåå ïîäðîáíî. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî
ïîñëåäíèé ðàçðÿä íàáîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî òåêóùóþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå Z, îòëè-
÷åí îò 0, à öåëè è êîììåíòàðèè ýòîé çàäà÷è íå îòìåíÿþò ðàññìîòðåíèÿ áëîêà àíà-
ëèçà, ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê âñåõ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â óñëîâèÿ çàäà÷è Z.
Ïî íåìó îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê S ðàçäåëîâ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ äàííûå ñèìâîëû.
Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "ðàçäåëû", îáðàùàþùàÿñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ðàçäåë".
Ïîñëåäíèé ñïðàâî÷íèê, à òàêæå ñïðàâî÷íèê "ñîäåðæàíèå" ðåãóëÿðíî ïîïîëíÿþòñÿ
ïî ìåðå ââîäà íîâûõ ïîíÿòèé ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ.

Çíàíèå ðàçäåëîâ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ çàäà÷à Z, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êàê âåëè-
÷èíó òåêóùåãî óðîâíÿ ñêàíèðîâàíèÿ, íà êîòîðîì ñëåäóåò îáðàùàòüñÿ ê áëîêó àíà-
ëèçà, òàê è ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê íåìó. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ñïðàâî÷íèê
"âõîä". Åìó ñîîáùàþòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, çàäà÷à Z è òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðî-
âàíèÿ. Åñëè ïðèåì ñïðàâî÷íèêà íàõîäèò öåëåñîîáðàçíûì ðàññìîòðåíèå áëîêà àíà-
ëèçà, òî âûäàåò íåíóëåâóþ âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ îáðàùåíèÿ. Íàõîäèòñÿ
ìàêñèìóì M òàêèõ âåëè÷èí (â ïðîãðàììå ïðèåìà - çíà÷åíèå õ7). Ïðè íàëè÷èè ó
Z öåëåé "èçâåñòíî" ëèáî "èññëåäîâàòü", êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî óêàçûâàþò íà èñ-
ïîëüçîâàíèå áëîêà àíàëèçà êàê ãëàâíîãî ñðåäñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è, çíà÷åíèå M ñðàçó
ïîëàãàåòñÿ íàèáîëüøèì - ðàâíûì 16.

Åñëè áëîê àíàëèçà A åùå íå ñîçäàí, òî îí ñîçäàåòñÿ êàê çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå,
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èìåþùàÿ ñâîèì ñïèñêîì ïîñûëîê îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ óñëîâèé è ïîñûëîê çàäà÷è
Z. Âåñà âñåõ ïîñûëîê ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 0; óñëîâèÿ f çàäà÷è Z ñîïðîâîæäàþòñÿ â
ýòîì ñïèñêå êîììåíòàðèÿìè (óñëîâèå f (f)). Êîììåíòàðèé (óñëîâèå g K) ê ïîñûëêå f
âïîñëåäñòâèè áóäåò îòñëåæèâàòü âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ ýòîé ïîñûëêè, óêàçûâàÿ, ÷òî
óñëîâèå g çàäà÷è Z ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì f è ïðî÷èõ ïîñûëîê çàäà÷è A, ïåðå÷èñëÿå-
ìûõ íàðÿäó ñ f â ñïèñêå K. Â êà÷åñòâå îáùèõ êîììåíòàðèåâ ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è
A ââîäÿòñÿ: (îïèñàòü B), ãäå ñïèñîê B ïåðå÷èñëÿåò âñå óñëîâèÿ çàäà÷è Z, ïåðåíåñåí-
íûå â A; (âõîä C), ãäå C - îáðàòíàÿ ññûëêà èç A íà çàäà÷ó Z, à òàêæå "îáðàùåíèå".
Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ññûëêè C çäåñü áåðåòñÿ íå ñàìà çàäà÷à Z, à âõîæäåíèå
ïåðâîãî ðàçðÿäà ïðåäñòàâëÿþùåãî åå íàáîðà. Ýòî - ìåðà ïðåäîñòîðîæíîñòè ïðîòèâ
âîçíèêíîâåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ññûëîê: âåäü èç Z èìååòñÿ ññûëêà íåïîñðåäñòâåííî íà
A. Öèêëè÷åñêèå ññûëêè â çîíå çàäà÷ íåäîïóñòèìû, òàê êàê îíè ìîãóò ïðèâîäèòü ê
çàâèñàíèþ ïðîöåäóðû ËÎÑà, ñðàâíèâàþùåé äâà íàáîðà. Êîììåíòàðèé "îáðàùåíèå"
èíèöèèðóåò âûäà÷ó íà ýêðàí â ðåæèìå ïðîñìîòðà ðåøåíèÿ èíôîðìàöèè îá îáðàùå-
íèè ê áëîêó àíàëèçà A. Â ñïèñîê öåëåé çàäà÷è A ïåðåíîñÿòñÿ èç ñïèñêà öåëåé çàäà÷è
Z íàáîð (íåèçâåñòíûå . . .), ïåðå÷èñëÿþùèé íåèçâåñòíûå, à òàêæå ðÿä äðóãèõ öåëåé,
óòî÷íÿþùèõ ðåæèì âûâîäà ñëåäñòâèé.

Åñëè çàäà÷à Z èìåëà öåëü (èçâåñòíî a1 . . . an), ïåðå÷èñëÿþùóþ ïåðåìåííûå a1, . . . ,
an, ÷åðåç êîòîðûå äîëæåí áûòü âûðàæåí îòâåò, òî îíà íå ïåðåíîñèòñÿ â çàäà÷ó A;
âìåñòî íåå çàäà÷å A ïåðåäàåòñÿ öåëü "èçâåñòíî". Â ýòîé ñèòóàöèè âñå ïåðåìåííûå
ïîñûëîê çàäà÷è Z, íå óïîìÿíóòûå ñðåäè a1, . . . , an, ñòàíîâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè
íåèçâåñòíûìè çàäà÷è A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåèçâåñòíûå çàäà÷è Z, êîòîðûå óæå îêà-
çàëèñü íåÿâíî âûðàæåíû åå óñëîâèÿìè ÷åðåç a1, . . . , an, èñêëþ÷àþòñÿ èç íåèçâåñòíûõ
çàäà÷è A.

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäñëó÷àé, âîçíèêøèé ðàíåå ïðè
ðàññìîòðåíèè íåêîòîðîé äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêè, òî çàäà÷à A äîïîëíÿåòñÿ öåëüþ
"êîíòðîëü". Ýòà öåëü áëîêèðóåò ïîñïåøíóþ âûäà÷ó îòâåòà, íàéäåííîãî â A äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ïîäñëó÷àÿ, òàê êàê ñàì ïîäñëó÷àé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíûì.
Ëèøü ïî äîñòèæåíèè óðîâíÿ 3, êîãäà ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñïèñêà
ïîñûëîê çàäà÷è A îêàæóòñÿ áåçóñïåøíûìè, îòâåò áóäåò âûäàí.

Çàäà÷å A ïåðåäàåòñÿ ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîììåíòàðèåâ çàäà÷è Z, íàïðèìåð, êîì-
ìåíòàðèé (ãåîìðåäàêòîð . . .), îïðåäåëÿþùèé òåêóùèé ÷åðòåæ.

Ïî çàâåðøåíèè ïîïîëíåíèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ çàäà÷è A, îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
êà÷åñòâå áëîêà àíàëèçà çàäà÷è Z, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê åå ðåøåíèþ äî
ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ M . Îêîí÷àíèå ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è A âîçìîæíî ïî äâóì
ïðè÷èíàì - ëèáî ïî èñ÷åðïàíèè äîïóñòèìîãî óðîâíÿ, ëèáî ïðè îáðûâå, âûçâàííîì
äåéñòâèÿìè êàêîãî-ëèáî ïðèåìà, îáðàòèâøåãîñÿ ê îïåðàòîðó ËÎÑà "îòâåò(A)". Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå òîò æå ïðèåì ìîäèôèöèðóåò è çàäà÷ó Z, òàê ÷òî îíà óæå ñîäåð-
æèò â ñåáå íàéäåííûé ïðè ðàññìîòðåíèè A ðåçóëüòàò. Ïîýòîìó äàëåå âîçîáíîâëÿåòñÿ
ñêàíèðîâàíèå çàäà÷è Z; åñëè îíà áûëà èçìåíåíà, òî òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ
ïðåäâàðèòåëüíî ïîíèæàåòñÿ äî 0. ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü ïîâòîðíûå ïîïûòêè îáðà-
ùåíèÿ ê áëîêó àíàëèçà ñ îäíèì è òåì æå ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì M , èñïîëüçóþòñÿ
êîììåíòàðèè (âõîä M) ê çàäà÷å Z.

Åñëè íà ìîìåíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ðàññìîòðåíèÿ áëîêà àíàëèçà A ýòîò áëîê
óæå áûë ñîçäàí, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïîëíåíèå ñïèñêà ïîñûëîê çàäà÷è A òåìè
óñëîâèÿìè çàäà÷è Z êîòîðûå ðàíåå íå áûëè ïåðåíåñåíû â A. Äàëåå, êàê è âûøå,
ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê çàäà÷å A ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì M .
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Ðàçáèåíèå óñëîâèé íà íåçàâèñèìûå ãðóïïû

Åñëè ìíîæåñòâî ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ðàçáèâàåò-
ñÿ íà òàêèå ïîäãðóïïû M1, . . . ,Mn, ÷òî óòâåðæäåíèÿ èç ðàçíûõ ïîäãðóïï íå èìåþò
îáùåé íåèçâåñòíîé, òî ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ íåçàâèñèìûõ çàäà÷ Z1, . . . , Zn ñî
ñïèñêàìè óñëîâèé M1, . . . ,Mn. Ê êàæäîìó èç ýòèõ ñïèñêîâ äîáàâëÿþòñÿ òàêæå âñå
óñëîâèÿ çàäà÷è Z, âîîáùå íå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûõ. Îòâåò íà çàäà÷ó Z áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáúåäèíåíèå îòâåòîâ íà óêàçàííûå çàäà÷è. Ïðèåì, âûïîëíÿþ-
ùèé äàííûå äåéñòâèÿ, íåòðóäíî íàéòè ïî îãëàâëåíèþ ïðîãðàìì. Åãî ïðîãðàììà íà-
÷èíàåòñÿ ñ êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(13)" â ïðîãðàììå ñèìâîëà "îïèñàòü". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Âî-ïåðâûõ, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà öåëåñîîáðàçíîñòè ðàçáèåíèÿ ñïèñêà óñëî-
âèé íà íåçàâèñèìûå ãðóïïû. Íàïðèìåð, îíî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ çàäà÷ ñ öåëüþ "ðå-
äàêöèÿ" èëè "èçâåñòíî . . .", à òàêæå äëÿ çàäà÷, èìåþùèõ êîììåíòàðèé (êîíòåêñò
. . .). Ïîñëåäíèé êîììåíòàðèé âîçíèêàåò ïðè èñêëþ÷åíèè ÷àñòè íåèçâåñòíûõ çàäà-
÷è, äëÿ êîòîðûõ áûëî íàéäåíî ÿâíîå èõ îïèñàíèå ÷åðåç äðóãèå íåèçâåñòíûå. Ïðè
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà â êàêîì-ëèáî îòäåëüíîì ïîäñëó÷àå èç êîììåíòàðèÿ èçâëåêà-
þòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ðàíåå èñêëþ÷åííûå íåèçâåñòíûå ñ îñòàâøèìèñÿ.
Ýòè óòâåðæäåíèÿ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ïðî÷èì óñëîâèÿì çàäà÷è, è óïðîùåíèå îòíî-
ñèòñÿ êî âñåìó ñïèñêó óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïîäñëó÷àé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ïîñëåäóþùåé ñêëåéêå ïîäñëó÷àåâ â îáùèé îòâåò íå íóæíî ñïåöèàëüíî ó÷èòûâàòü
ðàíåå èñêëþ÷åííûå íåèçâåñòíûå. Ðàçáèåíèå íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íàðóøèëî áû
äàííûé ðåæèì, èç-çà ÷åãî îíî è áëîêèðóåòñÿ.

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ñïèñêà ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå óñëîâèé çàäà÷è Z
íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Mi ïî çàâèñèìîñòè îò îáùåé íåèçâåñòíîé. Íàõîäèòñÿ òàê-
æå ñïèñîê M0 âñåõ óñëîâèé, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S ïàð
(Mi ∪ M0 - ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ, âõîäÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ èç Mi). Â ïðîãðàììå
ïðèåìà ýòîò ñïèñîê ïðèñâîåí ïåðåìåííîé õ6. Åñëè ÷èñëî êîìïîíåíò áîëåå îäíîé, òî
îíè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ, è äëÿ êàæäîé èç íèõ ñîçäàåòñÿ çàäà÷à Zi.
Êîììåíòàðèè ê óñëîâèÿì çàäà÷è Zi, à òàêæå êîììåíòàðèè êî âñåé ýòîé çàäà÷å ïî
óìîë÷àíèþ áåðóòñÿ èç Z. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îíè ìîãóò áûòü ñêîððåêòèðîâàíû ñ
ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "êîïèÿôàéëà". Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê öåëÿì çàäà÷è, ãäå èñ-
ïîëüçóåòñÿ äðóãîé ñïðàâî÷íèê - "ñîêðàùíåèçâ". Äëÿ îòîáðàæåíèÿ (ïðè òðàññèðîâêå)
íà ýêðàíå ôàêòà îáðàùåíèÿ ê çàäà÷å Zi, îíà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îáðàùåíèå".
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Zi, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü -
òîò æå, ÷òî ó çàäà÷è Z. Åñëè ïîëó÷åí îòêàç, òî è íà çàäà÷ó Z âûäàåòñÿ îòêàç. Èíà-
÷å - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà çàäà÷è Zi è ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïðè
ïîëó÷åíèè ýòîãî îòâåòà èñõîäíûõ ïîñûëîê çàäà÷è Z ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïåöèàëüíîì
íàêîïèòåëå (R1, R2). Â ïðîãðàììå ïðèåìà ðîëü ýòîãî íàêîïèòåëÿ èãðàåò ïåðåìåííàÿ
õ7.

Ïîñëå ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ Zi ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå öåëè "óïðîñòèòü" ó çàäà÷è Z.
Åñëè îíà åñòü, òî ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, óñëîâèÿ êîòî-
ðîé ñóòü âñå ýëåìåíòû íàêîïèòåëÿ R1, à öåëè - äîïîëíåííûå ñèìâîëîì "ðåäàêöèÿ"
öåëè çàäà÷è Z. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ; â êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .) çàäà÷è Z ðåãèñò-
ðèðóþòñÿ âñå èñõîäíûå ïîñûëêè, èñïîëüçîâàííûå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ Z1, . . . , Zn, Z

′,
è âûäàåòñÿ îòâåò çàäà÷è Z ′. Åñëè æå öåëè "óïðîñòèòü" ó çàäà÷è Z íå áûëî, òî â
êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà R1.
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Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäáîð çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ

Åñëè â çàäà÷å íà îïèñàíèå äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ëèøü ïðèìåð çíà÷åíèé íåèçâåñò-
íûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ åå óñëîâèÿì, òî ìîæíî ïðîâåðèòü, íå ñîäåðæàò ëè ïîñûëêè
ãðóïïó óòâåðæäåíèé, íåïîñðåäñòâåííî äàþùèõ òàêîé ïðèìåð, ò.å. ïîëó÷àþùèõñÿ èç
óñëîâèé ïîäñòàíîâêîé âìåñòî íåèçâåñòíûõ êàêèõ-òî êîíêðåòíûõ âûðàæåíèé. Ïðè
ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî èñêîìûå ïîñûëêè ìîãóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ óñëî-
âèÿìè ëèøü ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íèì êàêèõ-ëèáî ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàïðè-
ìåð, ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ â êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèÿõ è îòíîøåíèÿõ. Èíîãäà
äîñòàòî÷íî ëèøü ÷àñòè÷íîé èäåíòèôèêàöèè óñëîâèé ñ ïîñûëêàìè, ïîçâîëÿþùåé îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïðåäïîëàãàåìûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, ïîñëå ÷åãî ëåãêî óñìà-
òðèâàåòñÿ èñòèííîñòü îñòàâøèõñÿ óñëîâèé.

Òàêîãî ðîäà ñðàâíåíèå óñëîâèé ñ ïîñûëêàìè íóæíî ïðîâîäèòü áûñòðî, íå äîâîäÿ
äåëî äî ñêîëü-íèáóäü çíà÷èòåëüíîãî ïåðåáîðà, òàê êàê ñëó÷àè, â êîòîðûõ îíî âîîáùå
îêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòèâíûì, äîñòàòî÷íî ðåäêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷è, ãäå îòâåò
âñå æå óñìàòðèâàåòñÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì, îòíîñÿòñÿ ê êàòåãîðèè "î÷åâèäíûõ", è
äàííûé ïðèåì äîëæåí ïðèìåíÿòüñÿ íà ìàëûõ óðîâíÿõ.

Â ðåøàòåëå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðèåìîâ, âûïîëíÿþùèõ ïîïûòêó íåïîñðåäñòâåí-
íîãî ñîïîñòàâëåíèÿ óñëîâèé ñ ïîñûëêàìè äëÿ óñìîòðåíèÿ îòâåòà. Ïðåæäå âñåãî, ýòà
ïîïûòêà ïðåäïðèíèìàåòñÿ íà óðîâíÿõ 1 è 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è
ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ, è äëÿ ïîäáîðà çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ èñïîëüçóåò-
ñÿ ïðîöåäóðà "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îíà íàõîäèò óñëîâèå, çàãîëîâîê êîòîðîãî (ñ ó÷åòîì
âíåøíåãî îòðèöàíèÿ) âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàç. Ïîñëåäîâàòåëü-
íî ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû èäåíòèôèêàöèè ýòîãî óñëîâèÿ ñ ïîñûëêàìè; äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè îñòàâøèõñÿ óñëîâèé ïðåäïðèíèìàþòñÿ ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê òîé æå
ñàìîé ïðîöåäóðå. Åñëè óäàëîñü ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, òî ïåðåä âûäà÷åé
îòâåòà ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .). Îí õðàíèò òó ÷àñòü îòâåòà,
êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ðàíåå èñêëþ÷åííûìè (âûðàæåííûìè ÷åðåç îñòàâøèåñÿ) íåèçâåñò-
íûìè. Ýòà ÷àñòü ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê òåêóùåìó îòâåòó, ïðè÷åì â íåå ïîäñòàâëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ íàéäåííûõ íåèçâåñòíûõ.

Íà óðîâíå 4 ïðåäïðèíèìàåòñÿ åùå îäíà ïîïûòêà ïîäáîðà çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ. Â
íåé ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ óñëîâèé áåç íåèçâåñòíûõ. Äëÿ òàêèõ óñëîâèé
âûïîëíÿþòñÿ ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ èõ èñòèííîñòè ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷
íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìûõ ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 4. Â ñëó÷àå óñïåõà èñïîëüçó-
åòñÿ ïðîöåäóðà "ïîäáîðíåèçâåñòíûõ", èäåíòèôèöèðóþùàÿ ñ ïîñûëêàìè îñòàëüíûå
óñëîâèÿ. ×òîáû âñå ýòè äåéñòâèÿ âûïîëíÿëèñü áûñòðî, ââåäåí îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè, ïî èñ÷åðïàíèè êîòîðîãî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îáðûâàþòñÿ.

Åùå îäíà ïîïûòêà ïîäáîðà, ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàþùàÿ ñ ïðåäïðèíèìàâøåéñÿ íà
óðîâíÿõ 1 è 3, ðåàëèçóåòñÿ íà óðîâíå 5.

Íàêîíåö, óïîìÿíåì åùå îäèí ïðèåì, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ ïî ñâîåìó íàçíà÷å-
íèþ îò óêàçàííûõ âûøå. Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëè "ïðèìåð", "ïîëíûé",
ïðè÷åì âñå åå íåèçâåñòíûå - íåñóùåñòâåííûå, ò.å. ñîäåðæàòñÿ â öåëè (ïàðàìåòðû . . .),
òî îíà ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî óäàëîñü ïîäîáðàòü òàêèå çíà÷åíèÿ åå íåèçâåñòíûõ, äëÿ êîòîðûõ âñå
óñëîâèÿ, êðîìå îäíîãî, îòîáðàçèëèñü â íåêîòîðûå ïîñûëêè. Îáîçíà÷èì A ðåçóëü-
òàò ïîäñòàíîâêè â îñòàâøååñÿ óñëîâèå íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ; ïóñòü ýòîò
ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Òîãäà ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó ïóòåì ðàçáîðà ñëó-
÷àåâ, ïðèñîåäèíÿÿ ê åå ïîñûëêàì óòâåðæäåíèå A ∨ ¬A. Ïåðâûé ïîäñëó÷àé î÷åâèäåí
- íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ñóùåñòâóþò. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ òîëüêî ðàññìîò-
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ðåíèå âòîðîãî ïîäñëó÷àÿ. Îäíàêî, òåõíè÷åñêè ïðîùå èçáåæàòü ÿâíîãî ðàññìîòðåíèÿ
ñëó÷àåâ, ñðàçó æå äîáàâëÿÿ ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è óòâåðæäåíèå ¬A. Êîíå÷íî, ýòî
ïîâëèÿåò íà èòîãîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ - îíè äîëæíû áûëè áû îïðåäåëÿòüñÿ
óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè, â çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòè A. Íî òàê êàê íåèçâåñòíûå
íåñóùåñòâåííû, äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Ïðèåì, âûïîëíÿþ-
ùèé îïèñàííûé "âûâîä" íîâîé ïîñûëêè ¬A, àêòèâèçèðóåòñÿ íà óðîâíå 4. Äëÿ ïîä-
áîðà íåèçâåñòíûõ îí èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó "÷àñòè÷íïîäáîð".

Âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãèå

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé, òî ìîæíî ñíà÷àëà ïîïû-
òàòüñÿ, âûäåëèâ êàêóþ-òî îäíó íåèçâåñòíóþ x è âðåìåííî ñ÷èòàÿ âñå îñòàëüíûå íåèç-
âåñòíûå èçâåñòíûìè, íà÷àòü ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî x. Ïîëó÷èâ îòâåò è èñêëþ÷èâ èç
íåãî òó ÷àñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ x, äàëåå ìîæíî âåðíóòüñÿ ê
ðåøåíèþ çàäà÷è îòíîñèòåëüíî îñòàâøèõñÿ íåèçâåñòíûõ. Ïî çàâåðøåíèè ïîñëåäíåãî
ïðîöåññà îñòàåòñÿ îáúåäèíèòü îòâåòû è óïðîñòèòü ðåçóëüòàò. Ýòà ñõåìà ÷àñòî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå; êëàññè÷åñêèé ïðèìåð - ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ìåòîäîì Ãàóññà. Îäíàêî, äàæå â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå îíà íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íîé. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïîñëå âûðàæåíèÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç
äðóãèå ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ ÷ðåçìåðíî ãðîìîçäêîé, è çàäà÷à çàâîäèòñÿ â
òóïèê. Ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ ïðèåì, ðåàëèçóþùèé äàííóþ ñõåìó, íàêîïèë â ñåáå
íàñòîëüêî ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ îêàçàëñÿ ïî÷òè îò-
êëþ÷åííûì. Íàïðèìåð, â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå îí ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü äëÿ ñëó÷àåâ,
êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Ðàçóìååòñÿ, åñëè ñèñòåìà
èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî ðåøàòåëü ïîïûòàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü èõ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Îäíàêî, ýòè äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ íå îáùèì
ïðèåìîì, à ñïåöèàëüíûìè ðåàëèçîâàííûìè íà ÃÅÍÎËÎÃå ïðèåìàìè, îòíîñÿùèìèñÿ
èìåííî ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì. Äàæå îíè èìåþò ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé. Ïîñëå òîãî, êàê â çàäà÷å ïîÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà x = t, ÿâíî âûðàæàþ-
ùåå íåèçâåñòíóþ x ÷åðåç ïðî÷èå íåèçâåñòíûå, íåèçâåñòíàÿ x èñêëþ÷àåòñÿ ïðèåìîì,
çàêðåïëåííûì çà ñèìâîëîì "ðàâíî" (ñì. íèæå).

Âïðî÷åì, óêàçàííûé âûøå ïðèåì íåïëîõî ðàáîòàåò â äðóãèõ ðàçäåëàõ; íàïðèìåð,
ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ ìíîæåñòâ.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó îïèñàíèþ äåéñòâèé ïðèåìà. Ïðîãðàììó åãî ìîæíî
íàéòè â ïóíêòå "Ðåøåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè ïóòåì
âûðàæåíèÿ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ ÷åðåç îñòàëüíûå" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç öåëåâîé óñòàíîâêè ïðèåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóò-
ñòâèå öåëè "ðåäàêöèÿ", îçíà÷àþùåé, ÷òî çàäà÷à óæå ðåøåíà è âûïîëíÿåòñÿ ðåäàêòè-
ðîâàíèå îòâåòà; îòñóòñòâèå öåëè "ïðèìåð"; íàëè÷èå öåëè "ïîëíûé"; îòñóòñòâèå êîì-
ìåíòàðèÿ "áëîêíåèçâåñòíûõ", áëîêèðóþùåãî ïîâòîðíóþ ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèå-
ìà; îòñóòñòâèå äèçúþíêòèâíûõ óñëîâèé, äëÿ êîòîðûõ áóäóò ðàçáèðàòüñÿ ïîäñëó÷àè,
è ò.ï.

Åñëè èç öåëåâîé óñòàíîâêè è îáùåãî âèäà óñëîâèé íå óñìàòðèâàåòñÿ íåöåëåñîîá-
ðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, òî íàõîäèòñÿ ñïèñîê S âñåõ ðàçäåëîâ, ê êîòîðûì îòíî-
ñÿòñÿ âñòðå÷àþùèåñÿ â çàäà÷å ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõîäÿùèå â S
ñèìâîëû f , è äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïðèìåíåíèè ïðèåìà âûïîë-
íÿþòñÿ îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "îïèñàòü" íà ýòèõ ñèìâîëàõ. Çäåñü æå óòî÷íÿåòñÿ
óðîâåíü ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà - 2 ëèáî 3. Åñëè ïîïûòêà ïðèçíàåòñÿ öåëåñîîáðàçíîé, òî
ñïðàâî÷íèê âûäàåò ñïèñîê âñåõ íåèçâåñòíûõ x, äëÿ êîòîðûõ åå ñëåäóåò âûïîëíÿòü.
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Íåèçâåñòíûå â ýòîì ñïèñêå óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ ïðèîðèòåòà. Áåðåòñÿ ïåðâàÿ
íåèçâåñòíàÿ x, è äëÿ íåå ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′. Îíà ïîëó÷åíà èç
òåêóùåé çàäà÷è Z ïðåîáðàçîâàíèåì öåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîõðàíåíèþ åäèíñòâåí-
íîé íåèçâåñòíîé x. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà
"ñîêðàùíåèçâ". Çàäà÷à Z ′ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì (ñîêðàùíåèçâ Z∗ X), ãäå Z∗ -
èñõîäíàÿ çàäà÷à ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûìè, ñîâïàäàþùàÿ ñ Z ëèáî (åñëè óæå âû-
ïîëíÿëîñü èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ) èçâëåêàåìàÿ èç êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò Z∗ . . .);
X - ñïèñîê íåèçâåñòíûõ, âðåìåííî ðàññìàòðèâàåìûõ êàê èçâåñòíûå. Õîòÿ âñïîìîãà-
òåëüíàÿ çàäà÷à Z ′ èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàíà íà ðàçðåøåíèå óñëîâèé òîëüêî îòíîñè-
òåëüíî x, â ïðîöåññå åå ðåøåíèÿ êîììåíòàðèé (ñîêðàùíåèçâ . . .) áóäåò ó÷òåí òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñðàçó îòâåò íà çàäà÷ó Z. Êàê èìåííî ýòî ïðîèñõîäèò, îïè-
øåì íèæå. Çäåñü æå çàìåòèì, ÷òî ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z ′. Åñëè íà
íåå ïîëó÷àåòñÿ îòâåò, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî îí âûäàåòñÿ êàê îòâåò íà Z.
Èíà÷å - ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "áëîêíåèçâåñòíûõ" è âûïîëíÿåòñÿ îòêàò ê ïðîñìîòðó
ñëåäóþùåãî ñèìâîëà f .

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ðàçáîð ñëó÷àåâ, è êîììåí-
òàðèé (ñîêðàùíåèçâ . . .) áóäåò ïåðåäàâàòüñÿ çàäà÷àì, ñîîòâåòñòâóþùèì îòäåëüíûì
ïîäñëó÷àÿì. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà äëÿ x â íåêîòîðîé òàêîé çàäà÷å
Z ′′, ðåøàòåëü îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà", âûïîëíÿþùåé çàâåðøàþ-
ùóþ îáðàáîòêó îòâåòà. Çäåñü è ðåàëèçóåòñÿ ó÷åò êîììåíòàðèÿ (ñîêðàùíåèçâ Z∗ X).
Ïðîãðàììó, âûïîëíÿþùóþ ýòîò ó÷åò, ìîæíî íàéòè â ïóíêòå "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" -
"Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ" - "Ïðîöåäóðà ÐÅÄÀÊÒÎÐÎÒÂÅÒÀ"
- "Ó÷åò íåèçâåñòíûõ, êîòîðûå âðåìåííî ðàññìàòðèâàëèñü êàê èçâåñòíûå" îãëàâëå-
íèÿ ïðîãðàìì. Îòâåò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A(x) & B, ãäå B - âñå óòâåðæäåíèÿ áåç
íåèçâåñòíîé x. Ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′′′ äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî îñòàâøèõñÿ íåèçâåñòíûõ X óñëîâèé, ïîëó÷åííûõ äîáàâëåíèåì ê B óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ∃xA(x), åñëè îíî íå î÷åâèäíî. Â ïðîãðàììå ýòà çàäà÷à ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ10. Èíôîðìàöèÿ î ôðàãìåíòå îòâåòà A(x) ïåðåäàåòñÿ çàäà÷å Z ′′ ÷åðåç
êîììåíòàðèé (êîíòåêñò . . .), êîòîðûé ìîæåò òàêæå ñîäåðæàòü èíôîðìàöèþ î äðóãèõ
ðàíåå èñêëþ÷åííûõ íåèçâåñòíûõ. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Z ′′′.
Åñëè íà íåå ïîëó÷åí "îòêàç", òî âûäàåòñÿ îòêàç íà Z ′′. Òàê êàê ïðè ðåäàêòèðîâàíèè
îòâåòîâ îòäåëüíûõ ïîäñëó÷àåâ, âîçíèêàþùèõ â Z ′′′, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðèñîåäèíå-
íèå è óïðîùåíèå ôðàãìåíòîâ îòâåòà, ñîõðàíåíûõ â êîììåíòàðèè (êîíòåêñò . . .), òî
ïîëó÷åíèå îòâåòà R íà Z ′′′ îäíîâðåìåííî áóäåò îçíà÷àòü ïîëó÷åíèå îòâåòà è íà Z (ðà-
çóìååòñÿ, ëèøü äëÿ òåêóùåãî ïîäñëó÷àÿ, îïðåäåëÿåìîãî çàäà÷åé Z ′′). Â ýòîé ñèòóàöèè
áóäåò ïðåäïðèíÿòî ïåðåíåñåíèå òåõ êîììåíòàðèåâ çàäà÷è Z ′′′, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò
öåííîñòü äëÿ âíåøíèõ çàäà÷, â çàäà÷ó Z ′′, è âûäàí îòâåò R çàäà÷è Z ′′. Îáðàáîòêà
êîììåíòàðèåâ âûïîëíÿåòñÿ çäåñü ñïðàâî÷íèêîì "ïðåîáðàçîâàíèå".

Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé

Ó çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (ïàðàìåòðû x1 . . . xn), íåèçâåñòíûå x1, . . . xn ÿâ-
ëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè - îíè íå îáÿçàíû âõîäèòü â îòâåò. Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèÿ êàêîé-ëèáî íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé x, äëÿ êîòîðîãî èñ-
òèííû âñå ñîäåðæàùèå åå óñëîâèÿ A1, . . . , An, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðî÷èõ óñëîâèé,
òî äàííàÿ íåèçâåñòíàÿ è âñå óñëîâèÿ íà íåå ìîãóò áûòü èç çàäà÷è èñêëþ÷åíû. Íåñó-
ùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x ìîæíî èñêëþ÷èòü è äðóãèì ïóòåì - åñëè óñìîòðåòü, ÷òî
óòâåðæäåíèå ∃x(A1 & . . . & An) ýêâèâàëåíòíî êàêîìó-òî ïðîñòîìó áåñêâàíòîðíîìó
óòâåðæäåíèþ B è çàìåíèòü A1, . . . , An íà B. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ òàêîå óñìîòðå-
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íèå âûïîëíÿåòñÿ ïðèåìàìè, îðèåíòèðîâàííûìè íà êîíêðåòíûå ñèòóàöèè. Íàïðèìåð,
åñëè âñå ñîäåðæàùèå íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x óñëîâèÿ ñóòü a < x, x < b,
"x-÷èñëî", òî îíè çàìåíÿþòñÿ íà a < b.

Åñëè çàäà÷à íå òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî îòâåòà - ëèáî èìååò öåëü "ïðèìåð",
ëèáî íå èìååò öåëè "ïîëíûé", òî ïðåäóñìîòðåí îáùèé ïðèåì èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñò-
âåííîé íåèçâåñòíîé (ñì. ïóíêò "Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé
ïóòåì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå ñ åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé").
Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è íå ìåíåå 2, è âûáèðàåò êàêóþ-ëèáî íåñó-
ùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ðàññìîòðåíèé ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ñâåðòêà x), êîòîðûé çàòåì ñðàçó æå ââîäèòñÿ. Ñîçäàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîëó÷åííàÿ èç òåêóùåé çàäà÷è Z ïåðåíåñåíèåì â ïîñûë-
êè âñåõ íå ñîäåðæàùèõ x óñëîâèé è âûáîðîì x â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé,
ïðè÷åì íåñóùåñòâåííîé. Îíà ðåøàåòñÿ ñ óìåðåííûì îãðàíè÷åíèåì íà äîïóñòèìóþ
òðóäîåìêîñòü. Åñëè ïîëó÷åí îòâåò B, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå x â ýòîì îòâåòå è ïðîèñõîäèò ðåãèñòðàöèÿ âñåõ åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ â óñëîâèÿõ çàäà÷è Z âìåñòî âñåõ ñòàðûõ óñëîâèé, ñîäåðæàâøèõ x. Ïåðåìåííàÿ
x èñêëþ÷àåòñÿ èç íåèçâåñòíûõ, è âåñà óñëîâèé çàäà÷è Z ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 0.

Óïðîùåíèå âûðàæåíèé ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

Ïîñëå òîãî, êàê óñìîòðåí îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà
"ðåäàêòîðîòâåòà", âûïîëíÿþùàÿ óïðîùåíèå îòâåòà â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëåâîé óñòà-
íîâêîé çàäà÷è. Ïîäðîáíåå ýòà ïðîöåäóðà áóäåò ðàññìîòðåíà ïîçäíåå. Ïîêà æå îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ óïðîùåíèÿ îòâåòà èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå,
èìåþùàÿ öåëü "ðåäàêöèÿ". Â íåé îòâåò îïðåäåëÿåòñÿ óæå áåç îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå
"ðåäàêòîðîòâåòà", ïî èñ÷åðïàíèè îòâåäåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñðåäñòâ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, èìåþùåé öåëü "ðåäàêöèÿ", ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðî-
ñòèòü ïîäâûðàæåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûõ. Ýòî âàæíî, òàê êàê ïîñëå ïåðåõî-
äà ê óòâåðæäåíèÿì, îáðàçóþùèì òðåáóåìîå îïèñàíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ, ðåøåíèå
çàäà÷è ñðàçó ïðåêðàùàåòñÿ, è îòíîñèòåëüíî èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ óêàçàííûå óòâåð-
æäåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî íåîáðàáîòàííûìè. Óïðîùåíèå ïîäâûðàæåíèÿ,
ñîäåðæàùåãî òîëüêî èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, âûïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà (íà
òåêóùåì óðîâíå 2) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå; çàòåì (íà
óðîâíå 3) ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "ñâåðòêà", îáåñïå÷èâàþùåé ïåðåõîä ê âîçìîæíî áî-
ëåå êîðîòêîé çàïèñè. Ýòà ïðîöåäóðà îáðàùàåòñÿ ê ñïåöèàëüíûì ïàêåòíûì íîðìàëè-
çàòîðàì, çàãîëîâêè êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ïðåôèêñà "óïðîù" ê íàçâàíèþ
êîðíåâîé îïåðàöèè. Îíè ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïî îãëàâëåíèþ áàçû ïðèåìîâ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïðèâåäåì ïðèåì ïàêåòà "óïðîùóìíîæåíèå", ïðåîáðàçóþùèé ïðîèçâåäåíèå
acbc ê âèäó (ab)c. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïåðåõîä íóæåí ëèøü äëÿ ñæàòèÿ îòâåòà; â ïðî-
öåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå
ïîëó÷àòü îäíî÷ëåíû ñòàíäàðòíîãî âèäà.

Ê ïðîãðàììå ïðèåìà, âûïîëíÿþùåãî óïðîùåíèå èçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé ïðè
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà, ìîæíî ïåðåéòè ÷åðåç îãëàâëåíèå ïðîãðàìì. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà - 2 è 3. Ïîñëå àíàëèçà öåëåâîé óñòàíîâêè çàäà÷è (â ÷àñòíîñòè,
ïðîâåðêè íàëè÷èÿ öåëè "ðåäàêöèÿ") ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïðèìåíåíèè ïðèåìà.
Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ F , íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. è íå
èìåþùèå êîììåíòàðèÿ (ïàðàìåòðû U), óêàçûâàþùåãî, ÷òî íà òåêóùåì óðîâíå U èç-
âåñòíûå ïîäâûðàæåíèÿ F óæå óïðîùàëèñü. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå áîëåå êîðîòêîãî
óñëîâèÿ, ïîäõîäÿùåãî äëÿ óïðîùåíèÿ èçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé è åùå íå ïîìå÷åí-
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íîãî äàííûì êîììåíòàðèåì. Óêàçàííûé êîììåíòàðèé ê F ââîäèòñÿ. Ñîñòàâëÿåòñÿ
ñïèñîê S ìàêñèìàëüíûõ èçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé óòâåðæäåíèÿ F . Òàê êàê â îòâåòå
çàäà÷è ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè âñòðå÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, âûðàæàþùèå îäíó
íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãèå, ëîêàëüíî êàê áû èçâåñòíûå, òî ïðè ñîñòàâëåíèè ñïèñêà S
ýòî ó÷èòûâàåòñÿ, è â íåãî ìîãóò ïîïàñòü âûðàæåíèÿ ñ "ïîáî÷íûìè" äëÿ F íåèçâåñò-
íûìè. Åñëè âñòðå÷àåòñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, òî â S îòáèðàåòñÿ
åå ôðàãìåíò, îáðàçîâàííûé âñåìè èçâåñòíûìè îïåðàíäàìè. Èç S èñêëþ÷àþòñÿ îä-
íîáóêâåííûå âûðàæåíèÿ è äåñÿòè÷íûå ÷èñëà. Äëÿ óðîâíÿ 2 îòáðàñûâàþòñÿ òàêæå
ïîäâûðàæåíèÿ ðàíåå óïðîùåííûõ âûðàæåíèé A. Ïîñëåäíèå ðàñïîçíàþòñÿ ïî êîì-
ìåíòàðèÿì (óïðîùåíèå A). Â ïðîãðàììå ïðèåìà ñïèñîê S ïðèñâîåí ïåðåìåííîé õ9.
Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ïðîñìîòð ýëåìåíòîâ t ñïèñêà S. Åñëè òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 2,
òî îðãàíèçóåòñÿ îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà óïðîùåíèå t îòíîñèòåëüíî
êîíòåêñòà óòâåðæäåíèÿ F . Äëÿ ðåçóëüòàòà T ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé (óïðîùåíèå T ).
Åñëè T îòëè÷àåòñÿ îò t, òî âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà t íà T . Îíà îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê F ,
íî ñðàçó êî âñåì ñîäåðæàùèì t òåðìàì çàäà÷è. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåíû ïðîñìîòð
ñïèñêà S ïðîäîëæàåòñÿ. Äåéñòâèÿ â ñëó÷àå óðîâíÿ 3 àíàëîãè÷íû, íî âìåñòî îáðàùå-
íèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ñâåðòêà".
Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà S - îòêàò ê íà÷àëó öèêëà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñ
îáíóëåíèåì òåêóùåãî óðîâíÿ (îïåðàòîð "ïåðåñìîòð").

Âûäà÷à îòâåòà

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå âûäàåòñÿ ïðèåìàìè ÃÅÍÎËÎÃà,
óñìàòðèâàþùèìè â ñïèñêå óñëîâèé ÿâíîå îïèñàíèå äëÿ åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé.
Ïåðå÷èñëèì òå îñîáûå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ïðåäóñìîòðåí îáùèé ïðèåì âûäà÷è îòâå-
òà, ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå. Ïåðåéòè ê èõ ïðîãðàììàì ìîæíî ÷åðåç ðàçäåë "Ïðèåìû
ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà îïèñàíèå" - "Âûäà÷à îòâåòà" îãëàâëåíèÿ
ïðîãðàìì.

1. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ðåäàêöèÿ" è äîñòèãíóò åå ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü,
òî ïðîâåðÿåòñÿ, íå ïðîòèâîðå÷èò ëè öåëÿì çàäà÷è âèä åå ñïèñêà óñëîâèé. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "ðåäàêöèÿ", îáðàùåíèÿ ê êîòîðîìó ïðîèñõîäÿò
íà ñèìâîëàõ - çàãîëîâêàõ öåëåé. Åñëè ïðîòèâîðå÷èÿ íå óñìîòðåíî, â êà÷åñòâå
îòâåòà âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óñëîâèé çàäà÷è.

2. Åñëè çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå óñëîâèå P (x), ãäå x - íåèçâåñòíàÿ, à P - íàç-
âàíèå îäíîãî èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ ("÷èñëî", "ìíîæåñòâî", "ôóíêöèÿ",
è ò.ï.), òî íà òåêóùåì óðîâíå 0 âûäàåòñÿ îòâåò. Åñëè çàäà÷à íå èìååò öåëè
"ðåäàêöèÿ", òî âûäà÷à îòâåòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé "ðåäàêòîðîòâåòà",
èíà÷å - îòâåò P (x) âûäàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðè íàëè÷èè öåëè "ïðèìåð"
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íóæíî óêàçàòü êîíêðåòíîå çíà÷åíèå
x. Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà" ïðè îòñóòñòâèè öåëè "ðåäàêöèÿ"
íåîáõîäèìî íå äëÿ óïðîùåíèÿ è áåç òîãî "ìèíèìàëüíîãî" îòâåòà, à äëÿ ó÷åòà
èíôîðìàöèè î âíåøåì êîíòåêñòå, êîòîðàÿ, âîçìîæíî, ïîòðåáóåò ïðèñîåäèíåíèÿ
ê îòâåòó óòâåðæäåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàíåå èñêëþ÷åííûå íåèçâåñòíûå.

3. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ñòîï", òî îòâåò íà íåå âûäàåòñÿ íà òåêóùåì óðîâíå
0 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ óñëîâèé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ,
åñëè çàäà÷à íóæíà òîëüêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïèñêà óòâåðæäåíèé, ïîïîëíåííîãî
îãðàíè÷åíèÿìè íà î.ä.ç.



Ãëàâà 1. Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå 30

4. Åñëè âñå óñëîâèÿ çàäà÷è îêàçàëèñü íå ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûõ, òî â êà÷åñòâå
îòâåòà âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ýòèõ óñëîâèé, âîçìîæíî, ïðåäâàðèòåëüíî óïðî-
ùåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íå
èìååò öåëåé "ðåäàêöèÿ" è "íåçàâèñèò . . ." (ïîñëåäíèé ñëó÷àé îáðàáàòûâàåò-
ñÿ äðóãèì ïðèåìîì). Îòáðàñûâàåòñÿ ñëó÷àé çàäà÷è áåç íåèçâåñòíûõ, èìåþùåé
öåëü "ÿâíîå", åñëè òîëüêî åå ñïèñîê óñëîâèé íå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ëî-
ãè÷åñêîé êîíñòàíòû "èñòèíà" èëè "ëîæü". Åñëè çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé",
"ïðèìåð", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü èñòèííîñòü âñåõ åå óñëîâèé,
è ïðè íåóäà÷å âûäà÷à îòâåòà áëîêèðóåòñÿ. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ, â çàâèñèìîñòè
îò íàëè÷èÿ öåëè "óïðîñòèòü", ëèáî ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ðåäàê-
òîðîòâåòà", ëèáî ñðàçó âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óñëîâèé. Îñîáî àíàëèçèðóåòñÿ
ñëó÷àé íàëè÷èÿ â óñëîâèÿõ êîíñòàíòû "ëîæü" - òîãäà îíà è âûäàåòñÿ â êà÷åñò-
âå îòâåòà.

5. Åñëè çàäà÷à èìååò îäíó èç öåëåé "ìîùíîñòü", "èññëåäîâàòü", "ïîïûòêàñïóñêà",
òî îòâåò íà íåå âûäàåòñÿ ïî äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ. Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "ðåäàêòîðîòâåòà".

6. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ñâîáîïåðàíä", òî îòâåò íà íåå âûäàåòñÿ ñðàçó æå,
êàê òîëüêî â åå óñëîâèÿõ ïðîïàäàþò êâàíòîðû. Ïðèåì, îòñëåæèâàþùèé ýòî
ñîáûòèå, ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0. Îòâåòîì ñëóæèò êîíúþíêöèÿ óñëîâèé.

7. Åñëè çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé "îòâåò", òî ñðàçó æå (íà óðîâíå 0) â êà÷åñò-
âå îòâåòà âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óñëîâèé. Êîììåíòàðèé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïåðåäà÷è óæå íàéäåííîãî îòâåòà èç âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è âî âíåøíþþ
çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à äîëæíà èçìåíèòü ñïèñîê óñëîâèé
âíåøíåé çàäà÷è è ïåðåäàòü åé óêàçàííûé êîììåíòàðèé.

8. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ïåðå÷èñëåíèå", òî îíà ðåøàåòñÿ â ðåæèìå ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ ÷àñòè÷íûõ îòâåòîâ, íàêàïëèâàåìûõ â íàáîðå A êîììåíòàðèÿ (îòâåòçà-
äà÷è A). Ðåãèñòðàöèÿ ýòèõ îòâåòîâ âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðàìè "ïîïûòêàñïóñ-
êà", "ïîïûòêàïàðàìåòðèçàöèè", èñïîëüçóåìûõ ïðèåìàìè ïðè ïîïûòêàõ ðåøèòü
çàäà÷ó â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ïî äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîñòàâëÿåò-
ñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé íàêîïèòåëÿ A, íà êîòîðóþ çàìåíÿþòñÿ óñëîâèÿ
çàäà÷è è êîòîðàÿ âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå îòâåòà. Ïðè ïóñòîì ñïèñêå A âûäàåòñÿ
îòêàç.

9. Äëÿ çàäà÷è, èìåþùåé òîëüêî öåëè "íåçàâèñèò" è "ïðÿìîéîòâåò", îòâåò âûäàåò-
ñÿ ïî äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ, åñëè åå óñëîâèÿ íå ñîäåðæàò çàïðå-
ùåííûõ ïåðåìåííûõ. Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ çàäà÷è, èìåþ-
ùåé öåëè "äëÿëþáîãî" è "íåçàâèñèò", îäíàêî óæå íà íóëåâîì òåêóùåì óðîâíå.

10. Ïðåäóñìîòðåí ñïåöèàëüíûé ïðèåì äëÿ âûäà÷è îòâåòà íà äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, åñëè ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé èñêëþ÷åíû, íî ÿâíî ðàç-
ðåøèòü ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ôóíêöèé íå óäàëîñü.

11. Ñîâñåì îñîáûé ñëó÷àé - çàäà÷è ñ öåëüþ "âû÷èñëåíèå". Òàêèå çàäà÷è ïðåä-
íàçíà÷åíû äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîãðàììû ËÎÑà, íàõîäÿùåé çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ
ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñíà÷àëà çàäà÷à ðåøàåòñÿ êàê
îáû÷íàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïðè÷åì â ñïèñêå åå óñëîâèé ñêëàäûâàåòñÿ ñõå-
ìà âû÷èñëåíèé, ïîíÿòíàÿ êîìïèëÿòîðó ÃÅÍÎËÎÃà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü óòâåðæäåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþùèõ íîâûå
çíà÷åíèÿ ÷åðåç ðàíåå îïðåäåëåííûå. Â ýòîì îòíîøåíèè îíà íè÷åì íå îòëè÷àåò-
ñÿ îò ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàåìîé êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà òåîðå-
ìû ïðèåìà. Ïîýòîìó, ïî çàâåðøåíèè ðåøåíèÿ "îáû÷íîé" çàäà÷è íà îïèñàíèå,
îñòàåòñÿ ëèøü îáðàòèòüñÿ ê êîìïèëÿòîðó äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñõîäíîé ïðîãðàì-
ìû. Ïîäðîáíåå âñå ýòè äåéñòâèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé
âû÷èñëèòåëüíûì çàäà÷àì. Ïîêà îãðàíè÷èìñÿ óêàçàíèåì íà ïóíêò "Êîìïèëÿ-
öèÿ îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå" ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäðàçäåëà îãëàâëåíèÿ
ïðîãðàìì, ÷åðåç êîòîðûé ìîæíî âûéòè íà íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà, îáðà-
ùàþùåãîñÿ ê êîìïèëÿòîðó ÃÅÍÎËÎÃà ïî çàâåðøåíèè ïîäãîòîâêè ñõåìû âû-
÷èñëåíèé. Ïðèåì àêòèâèçèðóåòñÿ íà ìàêñèìàëüíîì óðîâíå, ò.å. ïî èñ÷åðïàíèè
ñðåäñòâ, îòâåäåííûõ äëÿ îáðàáîòêè óêàçàííîé ñõåìû. Ñîáñòâåííî îáðàùåíèå
ê êîìïèëÿòîðó âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðîé "âû÷èñëåíèå", êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåò
ñîçäàííóþ ïðîãðàììó â áëîêå ïðîãðàìì êàê ïðîãðàììó ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñëå-
íèå", çàêðåïëåííóþ çà íåêîòîðûì (âûáðàííûì íàóãàä) êëþ÷åâûì ëîãè÷åñêèì
ñèìâîëîì s. Åñëè çàäà÷à íå èìåëà èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, òî âû÷èñëåíèÿ âûïîë-
íÿþòñÿ íåìåäëåííî, ïóòåì îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "âû÷èñëåíèå" íà ñèìâîëå
s. Ïî èòîãàì ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ, óêàçûâàþùèõ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ. Óñëîâèÿ çàäà÷è çàìåíÿþòñÿ íà ýòè ðàâåíñòâà, è êîíúþíêöèÿ èõ
âûäàåòñÿ êàê îòâåò. Åñëè æå çàäà÷à èìåëà èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, òî îòâåòîì íà
íåå ñëóæèò îäíîáóêâåííûé òåðì "ïðîãðàììà". Îäíàêî, ïåðåä âûäà÷åé äàííîãî
îòâåòà íà ýêðàí ïðîèçîéäåò îáðàùåíèå ê èíòåðôåéñó, ïðåäîñòàâëÿþùåìó âîç-
ìîæíîñòü ââîäèòü íóæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ è âû÷èñëÿòü äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ. Îòâåò áóäåò ïðîðèñîâàí ëèøü ïîñëå âûõîäà èç ýòîãî èíòåðôåéñà.
Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîçäàííàÿ ïðîãðàììà ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñëåíèå"
ñîõðàíÿåòñÿ, è äàëüíåéøèå îáðàùåíèÿ ê íåé ìîæíî âûïîëíÿòü áåç ïîâòîðíîãî
çàïóñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Çàäà÷à íà ïðîâåðêó èñòèííîñòè

Çàäà÷à íà óñòàíîâëåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ îôîðìëÿåòñÿ êàê
çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ ñâîèì óñëîâèåì ýòî óòâåðæäåíèå è íå èìåþùàÿ íå-
èçâåñòíûõ. Òàêàÿ çàäà÷à ñîïðîâîæäàåòñÿ öåëüþ "ïðîâåðêà". Ñíà÷àëà îíà ðåøàåòñÿ
â ðåæèìå ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé óñëîâèÿ - â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ýòî óæå
ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëó÷åíèþ êîíñòàíòû "èñòèíà" ëèáî "ëîæü". Îäíàêî, ïî äîñòè-
æåíèè óðîâíåé 7 è 10 ïðåäïðèíèìàþòñÿ ÿâíûå ïîïûòêè äîêàçàòü ëèáî îïðîâåðãíóòü
óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Íà óðîâíå 7
ïðè îáðàùåíèè ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å óñòàíàâëèâàåòñÿ ëèìèò òðóäîåìêîñòè, â
íåñêîëüêî ðàç ìåíüøèé ëèìèòà, óñòàíàâëèâàåìîãî íà óðîâíå 10.

Çàäà÷à ñ öåëüþ "çàìåùåíèå"

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ áûâàåò íåîáõîäèìî íàéòè ïåðåôîðìóëèðîâêó ãðóïïû óòâåð-
æäåíèé îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî êîíòåêñòà, ïðè êîòîðûé áûëè áû èñïîëüçîâàíû òîëü-
êî ïåðåìåííûå çàäàííîãî ñïèñêà. Òàêèå ñèòàóöèè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ íà ïîèñê ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äîïóñêàþùèõ íåêîòîðûé
"ñöåíàðèé" - ãåîìåòðè÷åñêèé ÷åðòåæ, ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ è ò.ï. Çäåñü íåîáõîäèìî
ñíà÷àëà ïåðåâåñòè êà÷åñòâåííûå óñëîâèÿ, îïèñûâàþùèå äîïóñòèìîñòü ñöåíàðèÿ, íà
ÿçûê ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, à çàòåì óæå ïðèìåíÿòü òðàäèöèîííûå
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ìåòîäû àíàëèçà.
Çàäà÷à íà îïèñàíèå, â êîòîðîé íóæíî ïðåîáðàçîâàòü óñëîâèÿ ê çàäàííîìó ñïèñêó

ïåðåìåííûõ, ñíàáæàåòñÿ öåëüþ "çàìåùåíèå". Íåèçâåñòíûìè åå ñëóæàò âñå ïåðåìåí-
íûå óñëîâèé, íå îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñïèñêó. ×òîáû áûëî âîçìîæíî çàäàòü ñâÿçè
íåèçâåñòíûõ ñ èçâåñòíûìè, äîïóñêàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâûõ íå òîëüêî â óñëîâèÿ, íî
è â ïîñûëêè çàäà÷è.

Ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê çàäà÷å ñ öåëüþ "çàìåùåíèå" äëÿ îòûñêàíèÿ ýêcòðåìàëü-
íûõ çíà÷åíèé, áóäåò ðàññìîòðåí â äðóãîì ðàçäåëå. Çäåñü æå ðàññìîòðèì ëèøü ïðè-
åì, êîòîðûé ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âûðàçèòü àòîìàðíûå ÷èñëîâûå ïîäâûðàæåíèÿ
óñëîâèé, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå, ÷åðåç èçâåñòíûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû. Ê ïðîãðàì-
ìå åãî ìîæíî ïåðåéòè èç ïóíêòà "Ïîïûòêà âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé
â çàäà÷å ñ öåëüþ "çàìåùåíèå" " îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "çàìåùåíèå", áëîêèðóþùåãî ïî-
âòîðíóþ ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, è ýòîò êîììåíòàðèé ñðàçó æå ââîäèòñÿ. Çàòåì
ïðîñìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ F , ïðè÷åì ñíà÷àëà - âñå ðàâåíñòâà, à çàòåì óæå îñòàëüíûå
óñëîâèÿ. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê S àòîìàðíûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ óñëîâèÿ F , ñîäåð-
æàùèõ íåèçâåñòíûå è îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ. Â ïðîãðàììå ýòîò ñïèñîê ïðèñâîåí
ïåðåìåííîé õ10. Åñëè ñïèñîê íåïóñò è ñîñòîèò èç âûðàæåíèé t1, . . . , tn, òî âûáèðà-
þòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê p1, . . . , pn âñåõ èçâåñòíûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â êîíòåêñòå óñëîâèÿ F . Ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, óñëîâèÿ êîòîðîé ñóòü ðàâåíñòâà x1 = t1, . . . , xn = tn è
óêàçàòåëè òèïà çíà÷åíèÿ "÷èñëî(x1)", . . . , "÷èñëî(xn)". Ïîñûëêàìè åå ñëóæàò âñå
ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è Z, ê êîòîðûì ïðèñîåäèíåíû íå ñîäåðæàùèå âûðàæåíèé
t1, . . . , tn îñòàëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è Z. Çàäà÷à Z ′ èìååò öåëè (íåèçâåñòíûå x1 . . . xn),
(èçâåñòíî p1 . . . pn), "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò". Åñëè íàéäåí îòâåò R çàäà÷è
Z ′, îïðåäåëÿþùèé âûðàæåíèÿ r1, . . . , rn äëÿ x1, . . . , xn, òî âî âñåõ óñëîâèÿõ çàäà÷è Z
ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà âûðàæåíèé ti íà ri. Äàëåå - ïðîäîëæåíèå ïðîñìîòðà óñëîâèé
F .

Ïåðåõîä ê íîâîé íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò òàêóþ íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x, êîòîðàÿ âñòðå-
÷àåòñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ P (x), îïðåäåëÿþùåãî òèï çíà÷åíèÿ x) òîëüêî âíóòðè
çàäàííîãî òåðìà t âèäà f(. . . x . . .), è ýòîò òåðì èìååò íå ìåíåå äâóõ âõîæäåíèé â
óñëîâèÿ, òî èìååò ñìûñë ñàì òåðì t îáîçíà÷èòü íîâîé âñïîìîãàòåëüíîé íåñóùåñò-
âåííîé íåèçâåñòíîé, à ñòàðóþ íåèçâåñòíóþ x íå ðàññìàòðèâàòü âîîáùå. Ýòîò ïðèåì
ðåàëèçîâàí äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà x è t ïðèíèìàþò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Åãî
ïðîãðàììó ìîæíî íàéòè â ïóíêòå "Ïåðåõîä ê íîâîé íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé"
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ x îáîçíà÷åíà â ïðîãðàììå ïî-
ñðåäñòâîì õ7, à âõîæäåíèå òåðìà t - õ12. Íà ðîëü âñïîìîãàòåëüíîé íåñóùåñòâåííîé
íåèçâåñòíîé ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ y (ñì. ïåðåìåííóþ õ15), è ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, èìåþùàÿ óñëîâèÿ "÷èñëî(y)", ∃x(y = t). Ïîñûëêàìè åå
ñëóæàò âñå ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è Z, à òàêæå âñå åå óñëîâèÿ, íå ñîäåðæàùèå x.
Çàäà÷à Z ′ èìååò íåèçâåñòíóþ y è äîïîëíèòåëüíóþ öåëü "ñì", áëîêèðóþùóþ ïîïûò-
êè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà ïðè åå ðåøåíèè (÷òî ìîãëî áû ïðèâåñòè
ê çàöèêëèâàíèþ). Åñëè íà çàäà÷ó Z ′ ïîëó÷åí îòâåò R, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé
x, òî âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è Z. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè îêàçûâàåò-
ñÿ óäîáíûì ñîõðàíèòü äëÿ íîâîé íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé ñòàðîå îáîçíà÷åíèå x.
Âõîæäåíèÿ òåðìà t â óñëîâèÿ çàäà÷è Z çàìåíÿþòñÿ íà x; ïåðåìåííàÿ y â óòâåðæ-
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äåíèè R çàìåíÿåòñÿ íà x, è îòëè÷íûå îò "÷èñëî(x)" êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû äàííîãî
óòâåðæäåíèÿ çàíîñÿòñÿ â óñëîâèÿ çàäà÷è Z.

Ó÷åò êîììåíòàðèÿ "âíèìàíèå"

Åñëè êàêîé-ëèáî ïðèåì íå ñðàáàòûâàåò èç-çà òîãî, ÷òî íå óäàåòñÿ óáåäèòüñÿ â èñ-
òèííîñòè íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ A, òî îí ìîæåò óñòàíîâèòü ðåæèì ñëåæåíèÿ çà
ïîÿâëåíèåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ çàäà÷è (íàïðè-
ìåð, ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé). Äëÿ ýòîãî ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé (âíèìàíèå S), ñïè-
ñîê S êîòîðîãî ïåðå÷èñëÿåò òðîéêè (A T u). Çäåñü T - òåðì çàäà÷è (óñëîâèå ëèáî
ïîñûëêà), âåñ êîòîðîãî äîëæåí áûòü óìåíüøåí äî âåëè÷èíû u ïðè îáíàðóæåíèè
óòâåðæäåíèÿ A. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óìåíüøåíèå âåñà âûçîâåò ïîâòîðíóþ ïîïûò-
êó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ óæå óñïåøíîé. Åñëè êîììåíòàðèé
îòíîñèòñÿ ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è, òî îòñëåæèâàåòñÿ òîëüêî ïîÿâëåíèå óòâåðæäå-
íèÿ A â ñïèñêå ïîñûëîê; åñëè îí îòíîñèòñÿ êî âñåé çàäà÷å, òî - ïîÿâëåíèå óòâåðæ-
äåíèÿ A â ñïèñêå óñëîâèé. ×òîáû óñòàíîâêà íà ñëåæåíèå áûëà ââåäåíà, â îïèñàíèå
ïðèåìà íà ÃÅÍÎËÎÃå äîáàâëÿåòñÿ óêàçàòåëü "Ñì(i)", ãäå i - íîìåð àíòåöåäåíòà
òåîðåìû, äëÿ êîòîðîãî ââîäèòñÿ ñëåæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ðåæèì èñïîëüçîâàíèÿ
êîììåíòàðèåâ "âíèìàíèå" è áûë ââåäåí â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, îäíàêî âïîñëåäñòâèè
íàäîáíîñòü â íåì îòïàëà, è ñåé÷àñ îí íå âîñòðåáîâàí.

Ïðîãðàììû ïðèåìîâ, ó÷èòûâàþùèõ êîììåíòàðèé "âíèìàíèå", íàõîäÿòñÿ ÷åðåç
ïóíêòû "Ó÷åò êîììåíòàðèÿ ïîñûëîê ÂÍÈÌÀÍÈÅ", "Ó÷åò êîììåíòàðèÿ ÂÍÈÌÀ-
ÍÈÅ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Ýòè ïðèåìû ïðîñìàòðèâàþò âñå ïîñûëêè ëèáî óñëîâèÿ
çàäà÷è, èìåþùèå âåñ 0, è ñðàâíèâàþò èõ ñ óòâåðæäåíèÿìè, çà êîòîðûìè ââåäåíî
ñëåæåíèå. Ïðè ñîâïàäåíèè ðåàëèçóþòñÿ óìåíüøåíèå âåñà è îòêëþ÷åíèå ñëåæåíèÿ çà
íàéäåííûì óòâåðæäåíèåì.

Ó÷åò êîììåíòàðèÿ "Ñëó÷àé"

Èíîãäà ðàçáîð ñëó÷àåâ â çàäà÷å íóæíî îðãàíèçîâàòü ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ýòîãî òðåáó-
åò êàêîé-ëèáî âñïîìîãàòåëüíûé ïàêåòíûé îïåðàòîð. Íåîáõîäèìîñòü ðàçáîðà ñëó÷àåâ
óñìàòðèâàåòñÿ â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäíåãî, îäíàêî ïðÿìûõ ñïîñîáîâ ïåðåäàòü
èíôîðìàöèþ î íåîáõîäèìîñòè ðàçáîðà ñëó÷àåâ âíåøíåé çàäà÷è íå ïðåäóñìîòðåíî -
îïåðàòîð ïðîñòî îêàçûâàåòñÿ ëîæíûì ëèáî âûäàåò îòêàç, è íà ýòîì âñå çàêàí÷è-
âàåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü êîììåíòàðèé
(Ñëó÷àé A) ê âíåøíåé çàäà÷å, ñîçäàâàåìûé ñïåöèàëüíûì ïðèåìîì ïàêåòíîãî îïåðà-
òîðà. Çäåñü A - äèçúþíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ. Ïðèåì çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, ó÷èòûâàþùèé äàííûé êîììåíòàðèé, ñðàáàòûâàåò íà ëþáîì óðîâíå, êàê òîëüêî
ýòîò êîììåíòàðèé ïîÿâëÿåòñÿ. Îí èñêëþ÷àåò êîììåíòàðèé, ðåãèñòðèðóåò óòâåðæäå-
íèå A â ñïèñêå óñëîâèé, è ñîïðîâîæäàåò åãî êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Ïðèåì
èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà êëàññó

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî íåòèïè÷íûé ïðèåì. Õîòÿ îí è îòíîñèòñÿ ê ÷àñò-
íîìó ëîãè÷åñêîìó ñèìâîëó - îïèñàòåëþ "êëàññ", ïðîãðàììó åãî ïðèøëîñü çàêðåïèòü
çà òèïîì çàäà÷è "îïèñàòü".

Åñëè çàäà÷à èìååò ïîñûëêó âèäà êëàññx(A(x) & . . .) = y, ãäå A(x) - ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå, ñîäåðæàùåå âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x, òî ïðè ïîÿâ-
ëåíèè ïîñûëîê âèäà A(p) ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà èñòèííîñòè îñòàëüíûõ óòâåðæ-
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äåíèé ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ïîñëå ÷åãî âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå p ∈ y. Ýòîò ïðèåì
ìîæíî áûëî áû ðåàëèçîâàòü íà ÃÅÍÎËÎÃå è ïðåäïðèíèìàòü ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ
åãî ïðè îáíàðóæåíèè ñèìâîëà "êëàññ". Îäíàêî, òîãäà áóäóò èãíîðèðîâàòüñÿ íîâûå
óòâåðæäåíèÿ A(p), ïîÿâëÿþùèåñÿ ïîñëå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà. Òàê êàê àïðè-
îðè íè÷åãî íå èçâåñòíî î ïîíÿòèÿõ, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â óòâåðæäåíèÿõ A(p),
ïðèøëîñü ñîçäàòü îáùèé ïðèåì, àêòèâèçèðóåìûé íà ñèìâîëå "îïèñàòü" ïðè òåêóùåì
óðîâíå 4. Îí ïðîñìàòðèâàåò ýëåìåíòàðíûå ïîñûëêè âåñà 4 - êàíäèäàòû íà ðîëü A(p),
èùåò äëÿ íèõ ïîäõîäÿùåå ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå êëàññ, âûïîëíÿåò íåîáõîäèìûå
ïðîâåðêè, è âûâîäèò ñëåäñòâèå.

1.2 Ïðèåìû çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå

Ó÷åò î.ä.ç.

Ââîä óòâåðæäåíèé, ôîðìóëèðóþùèõ óñëîâèÿ íà î.ä.ç., äëÿ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå
ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê è äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Íà òåêóùåì óðîâíå 0 ïðîâåðÿåòñÿ
íàëè÷èå öåëè "îäç"; ýòà öåëü óäàëÿåòñÿ, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå
"îäç".

Ñîçäàíèå êîììåíòàðèåâ, îïðåäåëÿþùèõ ñõåìó ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Ïðèåì - òàêîé æå, êàê äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå.

Èäåíòè÷íûå ïîñûëêè çàäà÷è

Ïðèåì, óñòðàíÿþùèé äóáëèðîâàíèå â ïîñûëêàõ, òàêîé æå, êàê â ñëó÷àå çàäà÷ íà
îïèñàíèå.

Ïîíèæåíèå âåñà ïîñûëêè

Ïðè ñîçäàíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå âåñà ïîñûëîê ÷àñòî áåðóòñÿ
áîëüøèìè, ÷åì ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü îáðàùåíèÿ (íàïðèìåð, ðàâíûìè "äâàäöàòü").
Ýòî íóæíî äëÿ óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ, ÷òîáû íå òðàòèòü âðåìÿ íà ïîâòîðíîå ðàññìîò-
ðåíèå ïîñûëîê, îáðàçóþùèõ óæå "çíàêîìûé" êîíòåêñò êàêîé-òî âíåøíåé çàäà÷è.
Îäíàêî, òàêîå çàìîðàæèâàíèå ïîñûëîê âñå æå ïðèõîäèòñÿ ÷àñòè÷íî îòìåíÿòü, èñ-
ïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå ïðèåìû. Â ÷àñòíîñòè, íåæåëàòåëüíî áëîêèðîâàòü ðàññìîòðå-
íèå ðàâåíñòâ A = B, ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü A âñòðå÷àåòñÿ â ïðåîáðàçóåìîì
òåðìå t. Îíè, áóäó÷è çàáëàãîâðåìåííî îðèåíòèðîâàíû íóæíûì îáðàçîì, îïðåäåëÿþò
ñòàíäàðòèçàöèþ îáîçíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà, òàê ÷òî ðåøàòåëþ ñòîèëî
áû çàìåíèòü â t âûðàæåíèå A íà B. ×òîáû ýòî ïðîèçîøëî, èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì,
êîòîðûé ïî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ ïðîñìàòðèâàåò ïîñûëêè A = B, âåñ
êîòîðûõ áîëüøå òåêóùåãî óðîâíÿ, ïðè÷åì A âõîäèò â óñëîâèå. Âåñà òàêèõ ïîñûëîê
çàìåíÿþòñÿ íà 0, è ðåàëèçóåòñÿ ïîâòîðíîå ðàññìîòðåíèå çàäà÷è.

Óïðîùåíèå ïîñûëîê

Ïðèåì, óïðîùàþùèé ïîñûëêè, àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèåìó çàäà÷ íà îïè-
ñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñûëêà íå áûëà ïîëó÷åíà ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé è ðàíåå íå
óïðîùàëàñü. Äëÿ åå óïðîùåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, ðåøàåìàÿ ñ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà òðóäîåìêîñòü (âñåãî 50000
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øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà). Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ëèøü ñàìîå áûñòðîå
ïîâåðõíîñòíîå óïðîùåíèå ïîñûëîê.

Çàâåðøàþùåå ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà

Ïî èñ÷åðïàíèè ñðåäñòâ, îòïóùåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà êîìïàêòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêè åå óñëîâèÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
öåäóðû "ñâåðòêà". Îíà èíèöèèðóåòñÿ äëÿ òåêóùåãî óðîâíÿ, ðàâíîãî ìàêñèìàëüíî-
ìó óðîâíþ. Ïðåäâàðèòåëüíî àíàëèçèðóåòñÿ öåëåâàÿ óñòàíîâêà, ÷òîáû íå ïðèìåíÿòü
ïðèåì òàì, ãäå îí ìîæåò íàðóøèòü òðåáóåìûé âèä îòâåòà. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîð-
íîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñëóæèò êîììåíòàðèé "äëèíà". Åñëè ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü
çàäà÷è ìåíüøå 7, òî ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü ïðè íàëè÷èè öåëè "ó÷åòðåçóëüòàòà",
ò.å. ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
(èçâåñòíî . . .).

Âûäà÷à îòâåòà

Îòâåò çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå âûäàåòñÿ ïðèåìàìè, ñãðóïïèðîâàííûìè â ðàçäå-
ëå "Çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå" - "Âûäà÷à îòâåòà" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Îáû÷íî
ýòî ïðîèñõîäèò íà ìàêñèìàëüíîì óðîâíå, ïðè èñ÷åðïàíèè îòâåäåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñðåäñòâ; ñì. ïóíêò "Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå - îáùèé ñëó-
÷àé". Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì, íà-
êëàäûâàåìûì íà îòâåò öåëåâîé óñòàíîâêîé. Ïðåæäå âñåãî, îòáðàñûâàþòñÿ ñëó÷àè,
êîãäà óñëîâèå ñîäåðæèò ââåäåííóþ ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ x,
óêàçàííóþ â êîììåíòàðèè (âñïîìïàðàìåòð x). Ó÷åò îñòàëüíûõ öåëåé ïðîèñõîäèò ñ
ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ïðåîáðàçîâàòü", êîòîðîìó ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäúÿâëÿþòñÿ
òðîéêè (òåêóùàÿ öåëü - çàäà÷à - åå óñëîâèå). Ñèìâîëîì îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó
ñëóæèò çàãîëîâîê öåëè. Åñëè íè îäíà èç öåëåé íå áëîêèðóåò âûäà÷è îòâåòà, òî â
êà÷åñòâå îòâåòà áåðåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è.

Çàìåòèì, ÷òî êîíòðîëü ïðèãîäíîñòè óñëîâèÿ âûïîëíÿåòñÿ â íà÷àëå öèêëà ñêà-
íèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîìó óðîâíþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå
âûäà÷è îòâåòà äðóãèå ïðèåìû, êîòîðûå ìîãëè áû ñðàáîòàòü íà ìàêñèìàëüíîì óðîâ-
íå, ïðèìåíåíû íå áóäóò. Åñëè íóæíî îáåñïå÷èòü ïðèìåíåíèå êàêèõ-ëèáî êîíêðåòíûõ
ïðèåìîâ, íàïðèìåð, ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèÿ, òî ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü îáðàùå-
íèÿ ê çàäà÷å ñëåäóåò âûáèðàòü õîòÿ áû íà åäèíèöó áîëüøèì èõ óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ.

Â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ îòâåò ìîæåò áûòü âûäàí ñðàçó æå, íà íóëåâîì òåêóùåì
óðîâíå:

1. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü (ñèìâîë A), îçíà÷àþùóþ íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà
ïðè ïîëó÷åíèè çàãîëîâêà A ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà;

2. Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ íå âûðàæåíèå, à óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñîâïàëî ñ îäíîé èç
ïîñûëîê çàäà÷è. Òîãäà ñðàçó âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà";

3. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü (óïðîùåíèå A), èçíà÷àþùóþ íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îò-
âåòà ïðè ïîëó÷åíèè òåðìà, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå äëèíû òåðìà A;

4. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü (çàãîëîâîê A1 . . . An) è íå èìååò äðóãèõ öåëåé (êðî-
ìå, áûòü ìîæåò, öåëè ñ çàãîëîâêîì "äåêîìïîçèöèÿ"), ïðè÷åì ïîëó÷åí òåðì ñ
çàãîëîâêîì Ai; i ∈ {1, . . . , n};
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5. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "äåëåíèå", îçíà÷àþùóþ íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà
ïðè óñòðàíåíèè äðîáíîãî âèäà ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå îñîáûå ñëó÷àè âñòðå÷àþòñÿ â ðàáîòå ñèñòåìû èñ-
êëþ÷èòåëüíî ðåäêî.

Ó÷åò öåëè "çàãîëîâîê"

Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü (çàãîëîâîê A1 . . . An), óêàçûâàþùóþ íà íåîáõîäèìîñòü ïðå-
îáðàçîâàíèÿ óñëîâèÿ ê âèäó òåðìà ñ çàãîëîâêîì - ýëåìåíòîì ñïèñêà {A1, . . . , An},
òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âîñïîëüçîâàòüñÿ íîðìàëèçàòîðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ê
çàäàííûì çàãîëîâêàì. Ýòè íîðìàëèçàòîðû íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "íîðì-
çàãîëîâîê". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ïðîöåäóðàõ, ñâÿçàííûõ ñ áàçîé òåîðåì.

Ó÷åò êîììåíòàðèÿ ïîñûëîê "âíèìàíèå"

Ïðèåì - òàêîé æå, êàê äëÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ

Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "âû÷", òî åå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòíûé òåðì,
è íóæíî íàéòè åãî ïðèáëèæåííîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, îðèåíòèðóÿñü íà óðîâåíü òî÷-
íîñòè, îáåñïå÷èâàåìûé âû÷èñëåíèÿìè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîïðîöåññîðà â
ôîðìàòå ÷èñåë "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Â ýòîé ñèòóàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ëèáî ïðîöåäó-
ðà "âû÷ïðîã", ñîñòàâëÿþùàÿ ïðîãðàììó âû÷èñëåíèé, ðåàëèçóåìóþ äàëåå îïåðàòîðîì
"Âû÷(ïðîãðàììà . . .)", ëèáî ïðîöåäóðà "âû÷êîíñò", îñóùåñòâëÿþùàÿ ðåêóðñèâíîå
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ. Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü íåñêîëüêî áûñòðåå, è âòîðàÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà óñëîâèå ñîäåðæèò îïåðàöèè, íå ðåàëèçóåìûå êîìàíäàìè
ïðîãðàììû îïåðàòîðà "Âû÷(ïðîãðàììà . . .)".

1.3 Ïðèåìû çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî

Ó÷åò î.ä.ç.

Âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.

Ñîçäàíèå êîììåíòàðèåâ, îïðåäåëÿþùèõ ñõåìó ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.

Èäåíòè÷íûå ïîñûëêè çàäà÷è

Òàê æå, êàê ðàíåå.

Ïðîòèâîïîëîæíûå ïîñûëêè çàäà÷è

Åñëè ïðè ïðîñìîòðå ïîñûëîê A, èìåþùèõ âåñ 0, îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî îòðèöàíèå A
òîæå èìååòñÿ â ïîñûëêàõ, òî ðàíåå ââåäåííûå êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .) óäàëÿþò-
ñÿ; ðåãèñòðèðóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî îòâåò èçâëå÷åí èç íàéäåííûõ ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ïîñûëîê, è âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà".
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Ñîâïàäåíèå óñëîâèÿ ñ îäíîé èç ïîñûëîê

Åñëè íà òåêóùåì óðîâíå 0 óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé ïî-
ñûëêîé, òî âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà". Ïðåäâàðèòåëüíî â êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .)
ðåãèñòðèðóåòñÿ èíôîðìàöèÿ îá èñïîëüçîâàíèè ýòîé ïîñûëêè.

Îòðèöàíèå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óñëîâèÿ âõîäèò â ïîñûëêè

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä A1& . . . &An, ïðè÷åì îòðèöàíèå íåêîòîðîãî Ai ñî-
äåðæèòñÿ â ïîñûëêàõ, òî óñëîâèå çàäà÷è çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Óïðîùåíèå ïîñûëîê

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðèåìó, óïðîùàþùåìó ïîñûëêè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ïðè-
ìåíåíèÿ åãî ðàâåí 2. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è íå èìååò çàãîëîâêà "è"
ëèáî "ñóùåñòâóåò" (èíà÷å áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ äðóãèå, áîëåå ïðèîðèòåòíûå ïðèåìû)
íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð ïîñûëîê A. Îòáèðàþòñÿ òå ïîñûëêè, äëÿ êîòîðûõ öåëåñîîáðàç-
íî ïðåäïðèíèìàòü ïîïûòêó èõ óïðîùåíèÿ. Îíà ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Åñëè ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî íå óäàåòñÿ äîâåñòè äî êîíöà ñ ïîìîùüþ ïðèåìîâ ìàëûõ
óðîâíåé, òî íà óðîâíå 5 ëèáî 7 ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâ-
íîãî. Óðîâåíü 5 îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àÿì, êîãäà ïðàâäîïîäîáíî èçâëå÷åíèå äîñòàòî÷íî
èíôîðìàòèâíûõ ñëåäñòâèé èç îòðèöàíèÿ óñëîâèÿ A: ëèáî A èìååò âèä "íå(ðàâíî(x
t))", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â t, ëèáî A èìååò âèä ðàâåíñòâà äâóõ íå÷èñ-
ëîâûõ ïåðåìåííûõ, ëèáî A ñîäåðæèò âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)"äëÿ êîíñòàíòíîãî
t, à â ïîñûëêàõ èìååòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ äëÿ f . Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ, åñëè äîêàçûâàåòñÿ øàã èí-
äóêöèè. Êðîìå òîãî, îíî áëîêèðóåòñÿ, åñëè A íå èìååò âèäà "íå(ðàâíî(x t))", à çàäà÷à
ñîäåðæèò íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ïîíÿòèÿ ("ðàññòîÿíèå", "óãîë", è ò.ï.).

Ðàçóìååòñÿ, âñå ýòî - ñóãóáî ýâðèñòè÷åñêèå îãðàíè÷èòåëè. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî
îáó÷àþùåãî ìàòåðèàëà îíè äîñòàòî÷íû, òàê êàê îòñåêàþò áîëüøèíñòâî çàâåäîìî
áåñïîëåçíûõ ïîïûòîê äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî. Îäíàêî, ýòè îãðàíè÷èòåëè íè â
êîåé ìåðå íå äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íå÷òî çàâåðøåííîå. Ïðèåì äîêàçàòåëüñòâà
îò ïðîòèâíîãî - ÷ðåçâû÷àéíî îáùèé ìåòîä, è äëÿ õîðîøåãî óïðàâëåíèÿ èì ïîíàäî-
áèòñÿ íàêîïëåíèå öåëîé áàçû ýâðèñòè÷åñêèõ ôèëüòðîâ, ó÷èòûâàþùèõ îñîáåííîñòè
êîíêðåòíûõ ñèòóàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé. Âîçìîæíî, ïî ìåðå ðàç-
âèòèÿ ýòîé áàçû ïðèäåòñÿ ðàñïðåäåëèòü ôèëüòðû ïî ïðîãðàììàì âñïîìîãàòåëüíîãî
ñïðàâî÷íèêà.

Åñëè ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî íå îòâåðãíóòà, òî ââîäèòñÿ êîììåí-
òàðèé "ïðîòèâîðå÷èå", áëîêèðóþùèé ïîâòîðíóþ ïîïûòêó, è ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå Z ′. Åå ñïèñîê ïîñûëîê îáðàçîâàí âñåìè ïîñûëêàìè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ê êîòîðûì äîáàâëåíî îòðèöàíèå óñëîâèÿ A. Çàäà÷à Z ′ èìååò
åäèíñòâåííóþ öåëü "ïðîòèâîðå÷èå". Ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z ′ ñ
ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 7. Åñëè ïîñëå ýòîãî â ïîñûëêàõ çàäà÷è Z ′ îáíàðóæèâàåòñÿ
êîíñòàíòà "ëîæü", òî íà òåêóùóþ çàäà÷ó Z âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà".
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Èñïîëüçîâàíèå çàìîðîæåííîãî ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ

Äëÿ óñêîðåííîé ïðîâåðêè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è, ó êîòîðûõ âåñà ïîñûëîê áîëü-
øå, ÷åì ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü. Îáû÷íî îíè ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì "èçâëå-
êàåòñÿ". Îäíàêî, ó òàêèõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ çàáëîêèðîâàííîé ñòàíäàðòèçàöèÿ îáî-
çíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà, èñïîëüçóþùàÿ ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê. Ýòî ìîæåò
ïðèâåñòè ê âûäà÷å îòêàçà äàæå â î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó ïðåäóñìîòðåí ñïåöè-
àëüíûé ïðèåì, êîòîðûé ïðè íàëè÷èè öåëè "èçâëåêàåòñÿ" ïðîâåðÿåò íàëè÷èå ïîñûëîê
âèäà A1 = A2, ãäå A1 âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Äëÿ ýòèõ ïîñûëîê ïðåäïðèíèìàåòñÿ
çàìåíà â óñëîâèè âñåõ âõîæäåíèé A1 íà A2. Âåñà ïîñûëîê íå èçìåíÿþòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1; äëÿ áëîêèðîâêè åãî ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ñëóæèò
êîììåíòàðèé "ðåçóëüòïîäñò".

Óïðîùåíèå óñëîâèÿ

Íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå ñêàíèðîâàíèÿ (øåñòîì) ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
îáðàòèòüñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ óïðîùåíèÿ óñëîâèÿ.
Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè óñëîâèå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì êîíúþíêöèþ, äèçúþíê-
öèþ ëèáî êâàíòîð, ëèáî íå ñîäåðæèò áîëåå ÷åì îäíîáóêâåííûõ âûðàæåíèé. Èìååòñÿ
ðÿä äðóãèõ ôèëüòðîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ ïðèìåíåíèå ïðèåìà. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîð-
íûõ ïîïûòîê óïðîùåíèÿ ñëóæèò êîììåíòàðèé "óïðîñòèòü".

Ðàçâåðòêà - ñâåðòêà íåýëåìåíòàðíûõ ïîñûëîê

Åñëè ïîñûëêà çàäà÷è ñîäåðæèò êâàíòîðû è îïèñàòåëè, òî èíîãäà åå óäàåòñÿ ñóùåñò-
âåííûì îáðàçîì óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ ñíà÷àëà ïîëíóþ ðàñøèôðîâêó âõîäÿùèõ â íåå
ïîíÿòèé ïî îïðåäåëåíèÿì, à çàòåì, ïîñëå îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ðåçóëüòàòà ðàñøèô-
ðîâêè, îáðàòíóþ ñâåðòêó "ïî îïðåäåëåíèÿì". Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé òàêèå äåéñòâèÿ,
àêòèâèçèðóåòñÿ íà 6-ì óðîâíå. Äëÿ ðàñøèôðîâêè "ïî îïðåäåëåíèÿì" ñëóæèò îáðàùå-
íèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå, óñëîâèå êîòîðîé îáðàçîâàíî âûäåëåííîé
íåýëåìåíòàðíîé ïîñûëêîé, à öåëè ñóòü "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà", "ïîëíûé", "ïðÿ-
ìîéîòâåò". Îíà ðåøàåòñÿ ñ íåáîëüøèì óðîâíåì îáðàùåíèÿ - 4. Ñâåðòêà âûïîëíÿåòñÿ
àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé, â îòñóòñòâèè öåëè "ðàçâåðòêà". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðîâ ñëó-
æèò êîììåíòàðèé ê ïîñûëêå "ñòàíäòåðì".

Âûáîð íîâîé íåèçâåñòíîé ïðè ïîëó÷åíèè èçâåñòíîãî óñëîâèÿ

Â íåêîòîðûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ óäîáíî áûâàåò
âûäåëèòü ñðåäè ïåðåìåííûõ ïîäìíîæåñòâà óñëîâíî "èçâåñòíûõ" è "íåèçâåñòíûõ".
Âûäåëåííûå íåèçâåñòíûå ðåãèñòðèðóþòñÿ â êîììåíòàðèè ê çàäà÷å (íåèçâåñòíûå x1

. . . xn); èçâåñòíûå - â êîììåíòàðèè (èçâåñòíî a1 . . . am). Ïðè ýòîì íà÷èíàþò ðàáî-
òàòü ïðèåìû, ïðåäïðèíèìàþùèå ïîïûòêè âûðàçèòü "íåèçâåñòíûå" ÷åðåç "èçâåñò-
íûå". Ïîñëå ïîäñòàíîâêè òàêèõ âûðàæåíèé â óñëîâèå çàäà÷è îíî îáû÷íî ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíûì. Äàííàÿ ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ ñîîòíîøåíèé. Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé çäåñü åñòåñòâåííî âûáèðàòü êàêóþ-ëèáî
÷èñëîâóþ ïåðåìåííóþ, âõîäÿùóþ â óñëîâèå, à â êà÷åñòâå èçâåñòíûõ - ïðî÷èå ÷èñ-
ëîâûå ïåðåìåííûå. Åñëè â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé (íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ íåèç-
âåñòíîé ÷åðåç èçâåñòíûå) óñëîâèå ïåðåñòàåò ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå, òî âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ. Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé òàêîé âûáîð, àêòèâèçèðóåòñÿ íà óðîâíå
7. Â êà÷åñòâå íîâîé íåèçâåñòíîé îí âûáèðàåò ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, óêàçàííûé
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â êîììåíòàðèè (èçâåñòíî . . .) è âõîäÿùèé â óñëîâèå. Ýòîò ïàðàìåòð ïåðåíîñèòñÿ èç
ñïèñêà (èçâåñòíî . . .) â ñïèñîê (íåèçâåñòíûå . . .). Âåñà ïîñûëîê è óñëîâèÿ ïðè ýòîì
ïîíèæàþòñÿ äî 0.

Ó÷åò êîììåíòàðèÿ ïîñûëîê "âíèìàíèå"

Òî æå, ÷òî äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå è ïðåîáðàçîâàíèå.

Ââîä êîììåíòàðèÿ "ðàçäåë"

Äëÿ ðàçëè÷íûõ öåëåé ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ñïèñîê ìàêñèìàëüíûõ ðàçäåëîâ, ê êîòî-
ðûì îòíîñÿòñÿ âñòðå÷àþùèåñÿ â çàäà÷å ïîíÿòèÿ. Òàêîé ñïèñîê A ñîçäàåòñÿ â íà÷àëå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (ïðè òåêóùåì óðîâíå 0) è ñîõðàíÿåòñÿ â êîììåíòàðèè (ðàçäåë A).

1.4 Ïðèåìû çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå

Ó÷åò î.ä.ç.

Âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.

Ñîçäàíèå êîììåíòàðèåâ, îïðåäåëÿþùèõ ñõåìó ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ.

Èäåíòè÷íûå ïîñûëêè çàäà÷è

Òàê æå, êàê ðàíåå.

Ïðîòèâîïîëîæíûå ïîñûëêè çàäà÷è

Åñëè íåêîòîðàÿ ïîñûëêà çàäà÷è, èìåþùàÿ âåñ 0, îêàçûâàåòñÿ ñîâïàäàþùåé ñ îòðè-
öàíèåì äðóãîé ïîñûëêè, òî îíà çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü".

Óäàëåíèå ÷ðåçìåðíî áîëüøèõ ïîñûëîê

×ðåçìåðíî ãðîìîçäêèå ïîñûëêè, âîçíèêàþùèå ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé, ÷àùå âñåãî
îêàçûâàþòñÿ áåñïîëåçíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè ýòîì îíè ñèëüíî çàìåäëÿþò äåéñò-
âèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó æåëàòåëüíî èìåòü ïðèåì, êîòîðûé áû èñêëþ÷àë òàêèå ïîñûë-
êè. Îäíàêî, íåîáõîäèìî áëîêèðîâàòü îòáðàñûâàíèå ïîñûëîê, íåñóùèõ óíèêàëüíóþ
è íåîáõîäèìóþ â çàäà÷å èíôîðìàöèþ. Íàïðèìåð, íå ñëåäóåò óäàëÿòü ïîñûëêè âèäà
x = t, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, t - èçâåñòíîå âûðàæåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ýòè ïîñûëêè è îêàçûâàþòñÿ ðåêîðäíî äëèííûìè, íàïðèìåð,
åñëè îòâåò ïî íåîáõîäèìîñòè ãðîìîçäîê. Çäåñü âîçíèêàåò íåïðîñòàÿ ïðîáëåìà íàêîï-
ëåíèÿ ýâðèñòè÷åñêèõ îãðàíè÷èòåëåé ïðèåìà. Íà òåêóùèé ìîìåíò íàêîïëåíà êàêàÿ-
òî, âèäèìî, äàëåêî íå èäåàëüíàÿ ñèñòåìà òàêèõ îãðàíè÷èòåëåé. Ïîäðîáíåå ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ ñ íèìè ïî ïðîãðàììå ïðèåìà (ñì. ïóíêò "Óäàëåíèå ÷ðåçìåðíî áîëü-
øèõ ïîñûëîê â çàäà÷àõ, èìåþùèõ öåëü ÈÇÂÅÑÒÍÎ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì). Ïî-
ñûëêà ñ÷èòàåòñÿ ÷ðåçìåðíî äëèííîé, åñëè â íåé áîëåå 130 ñèìâîëîâ. Â ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ýòà êîíñòàíòà óâåëè÷èâàåòñÿ äî 300. Áëîêèðóåòñÿ îòáðàñûâàíèå äèçúþíê-
öèé, ñíàáæåííûõ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", à òàêæå êîíúþíêöèé (âïðî÷åì,
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ïîñëåäíåå îòìåíÿåòñÿ, åñëè íåèçâåñòíûå çàäà÷è ÷àñòè÷íî îïðåäåëåíû). Áëîêèðóåòñÿ
òàêæå îòáðàñûâàíèå ïîñûëîê, âîçíèêøèõ ñ ñàìîãî íà÷àëà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Óñìîòðåíèå îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå Z ′, ÿâëÿþùåéñÿ áëîêîì àíàëèçà çàäà÷è íà
îïèñàíèå Z, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïîëó÷èòü òàêóþ ñèñòåìó ñëåäñòâèé, êîòîðàÿ
ÿâíî óêàçàëà áû èñêîìûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, è òàêèì îáðàçîì ìîãëà áû áûòü
âçÿòà (ñ íåîáõîäèìûìè êîððåêöèÿìè) â êà÷åñòâå îòâåòà çàäà÷è Z. Óñìîòðåíèå òîãî,
÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ñëåäñòâèé èëè åå ôðàãìåíò óæå ïîëó÷åíû, îáû÷íî âûïîëíÿåò-
ñÿ ïðèåìàìè ñèìâîëà "ðàâíî". Îäíàêî, â îäíîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå äëÿ óñìîòðå-
íèÿ îòâåòà ïîíàäîáèëñÿ îáùèé ïðèåì çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå. Ýòîò ñëó÷àé ñâÿçàí
ñ ðåøåíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå èëè ïîõîæèõ íà íèõ çàäà÷. Ïðî-
öåäóðà ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ íåêîòîðàÿ èçíà÷àëüíàÿ
ôèêñàöèÿ íåñêîëüêèõ òî÷åê êàê "èçâåñòíûõ" - äëÿ óñòðàíåíèÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû,
äîïóñêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè, ïîâîðîòàìè è ò.ï. Äàëåå ïðîèñõîäèò àíàëèç
÷åðòåæà, â ïðîöåññå êîòîðîãî ïîñòåïåííî äîîïðåäåëÿþòñÿ (ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìûõ
ñðåäñòâ ïîñòðîåíèÿ) ïðî÷èå òî÷êè. Íà êàæäîì øàãå äîîïðåäåëåíèÿ âîçíèêàþò îä-
íî èëè íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê âûðàæåíèå íîâîé òî÷êè ÷åðåç
ñòàðûå. Ïîñëå ýòîãî äàííàÿ òî÷êà óæå ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Óòâåðæäåíèÿ, îïðåäå-
ëÿþùèå ôèêñàöèþ òî÷êè A, ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèÿìè (íàéäåíî A). Â íåêîòîðûé
ìîìåíò îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íåèçâåñòíûå â çàäà÷å Z òî÷êè îïðåäåëèëèñü. Òîãäà è
äîëæåí ñðàáîòàòü óêàçàííûé âûøå ïðèåì óñìîòðåíèÿ îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
åãî ðàâåí 1; ïðîãðàììó ìîæíî íàéòè â ïóíêòå "Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ îòâåòà âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðè îïðåäåëåíèè âñåõ åå íåèçâåñòíûõ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ïðèåì àíàëèçèðóåò öåëåâóþ óñòàíîâêó è ïðîâåðÿåò íåïåðåñå÷åíèå
ñïèñêîâ íåèçâåñòíûõ çàäà÷ Z è Z ′. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âñå íåèçâåñòíûå çàäà÷è Z
îïðåäåëåíû. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S ïàð (ïåðåìåííàÿ - óòâåðæäåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå
åå çíà÷åíèå ñîãëàñíî êîììåíòàðèÿì "íàéäåíî"). Çäåñü ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ íå òîëüêî
íåèçâåñòíûå çàäà÷è Z, íî è âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, ÷åðåç êîòîðûå áóäóò âûðà-
æàòüñÿ ýòè íåèçâåñòíûå. Â ïðîãðàììå ñïèñîê S ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ7. Ïàðû
ñïèñêà S ïåðåóïîðÿäî÷èâàþòñÿ òàê, ÷òîáû íîâûå ïåðåìåííûå îïðåäåëÿëèñü òîëüêî
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàíåå îïðåäåëåííûõ; ýòî äàåò ñïèñîê S ′. Â ïðîãðàììå îí ïðèñâîåí
ïåðåìåííîé õ8. Äàëåå ïî S ′ íàõîäèòñÿ ñïèñîê R âñåõ óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ,
ïðÿìî èëè êîñâåííî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è Z. Â ïðîãðàììå ñïèñîê
R ïðèñâîåí ïåðåìåííîé õ9. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê P âñåõ èçâåñòíûõ ïîñûëîê çàäà÷è
Z ′, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííûõ ñïèñêîì S, ïîïîëíåííûé âñåìè èç-
âåñòíûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è Z. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî
óñëîâèÿ çàäà÷è Z ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè åå ïîñûëîê, îáúåäèíåííûõ ñî ñïèñêàìè R
è P . Äëÿ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå ýòîò øàã îçíà÷àåò ïîïûòêó äîêàçàòü, ÷òî íàéäåííàÿ
ïðè àíàëèçå ÷åðòåæà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðèâîäèò ê æåëàåìûì ðåçóëüòà-
òàì. Èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà P äîáàâëÿþòñÿ, ïîñëå
óïðîùåíèÿ èõ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà îïèñàíèå, ê ñïèñêó R. Ïîñëåäíèé è
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòâåò. ×òîáû çàðåãèñòðèðîâàòü åãî â òàêîì êà÷åñòâå, ïðèåì
ïðåäïðèíèìàåò çàìåíó âñåõ óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è Z íà óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà R, à
ñïèñîê íåèçâåñòíûõ çàäà÷è Z ïîïîëíÿåò òåìè âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè, êî-
òîðûå âîøëè â R. Çàòåì ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé "îòâåò" ê çàäà÷å Z, è ïðîèñõîäèò
âîçâðàùåíèå ê íåé îò çàäà÷è Z ′.
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Ó÷åò êîììåíòàðèÿ ïîñûëîê "âíèìàíèå"

Òî æå, ÷òî äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå, ïðåîáðàçîâàíèå è äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîïîëíåíèå íàêîïèòåëÿ "ïîëíûåïîñûëêè"

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò ñâîèì óñëîâèåì êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ∀x(A1 & . . .
& An → A0), òî îáû÷íî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè åå áåñêâàíòîðíóþ ýêâèâà-
ëåíòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ýòîãî óäàåòñÿ äîáèòüñÿ ñ ïî-
ìîùüþ êâàíòîðíûõ îïðåäåëåíèé ëèáî çà ñ÷åò ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ ïîäêâàíòîðíûõ
óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Â áîëåå ñëîæíûõ
ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó íàêîïëåíèÿ òàêîãî ñïèñêà áåñêâàíòîðíûõ
ñëåäñòâèé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, êîòîðûå îêàçàëèñü áû äîñòàòî÷íû äëÿ èñòèí-
íîñòè ýòîé èìïëèêàöèè. Ýòî - õîðîøî èçâåñòíàÿ ïðîöåäóðà óñèëåíèÿ íåîáõîäèìîãî
óñëîâèÿ, ïîêà îíî íå ñòàíåò äîñòàòî÷íûì. Äëÿ åå ðåàëèçàöèè ñîçäàí ñïåöèàëüíûé
ïðèåì ñèìâîëà "äëÿëþáîãî", êîòîðûé áóäåò ïîäðîáíåå îïèñàí âïîñëåäñòâèè. Âûâîä
ñëåäñòâèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "äëÿëþáîãî". Ýòîé çàäà÷å ïåðåäàþòñÿ â êà÷åñòâå ïîñûëîê âñå àíòåöåäåíòû
Ai è âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîíñåêâåíòà A0. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ðåàëè-
çóåìîñòü àíòåöåäåíòîâ.

Íàêîïëåíèå áåñêâàíòîðíûõ ñëåäñòâèé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ïðîèñõîäèò â êîì-
ìåíòàðèè (ïîëíûåïîñûëêè S). Åãî îáåñïå÷èâàåò îáùèé ïðèåì çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå,
ïðîñìàòðèâàþùèé âíîâü âûâåäåííûå ïîñûëêè P . Åñëè òàêàÿ ïîñûëêà íå ñîäåðæèò
ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x, òî îíà íåïîñðåäñòâåííî ðåãèñòðèðóåòñÿ â S.
Èíà÷å - ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ∀x(A1 & . . . & An → P ), è ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü åå â áåñêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Åñëè ýòî óäàåòñÿ, ðåçóëüòàò òîæå ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå S.

1.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "è"

Ïåðåõîäèì ê ïðèåìàì, àêòèâèçèðóåìûì ïðè ïðîñìîòðå âõîäÿùèõ â óñëîâèÿ è ïîñûë-
êè çàäà÷è ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ. Ýòè ïðèåìû, â îñíîâíîì äåëÿòñÿ íà òðè ãðóïïû -
ïðîñòûå îáùåëîãè÷åñêèå óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèé, ïðèìåíÿåìûå ïî÷òè áåç îãðàíè-
÷åíèé; ïðèåìû, ïëàíèðóþùèå îáùèé õîä äåéñòâèé ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (ðàçáîð ñëó-
÷àåâ; èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé, ÿâíî âûðàæåííîé ÷åðåç äðóãèå íåèçâåñòíûå, è ò.ï.),
è ïðèåìû, îñóùåñòâëÿþùèå âûâîä ñëåäñòâèé. Íåêîòîðûå ïðèåìû èìåþò äîñòàòî÷íî
îáùèé õàðàêòåð, â òî âðåìÿ êàê îöåíèòü èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé öåëåñîîáðàçíîñòü
èõ ïðèìåíåíèÿ áûâàåò çàòðóäíèòåëüíî. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ñïåöèàëüíûì
"ðåøàþùèì" ñïðàâî÷íèêàì, ïîäëåæàùèì ïîïîëíåíèþ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñèñòåìû
è îöåíèâàþùèì öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî îáùåãî ïðèåìà â çàâèñèìîñòè
îò òåõ ïîíÿòèé, êîòîðûå âñòðåòèëèñü â êîíêðåòíîì êîíòåêñòå åãî ñðàáàòûâàíèÿ.

Íà÷íåì ñ ñèìâîëà "è". Ãðóïïó åãî ðåàëèçîâàííûõ íà ËÎÑå ïðèåìîâ ìîæíî íàéòè
â ðàçäåëå îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Êîíúþíê-
öèÿ". Âñå ýòè ïðèåìû êðàéíå ïðîñòû.
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Êîíúþíêöèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ÷ëåíàìè

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0. Îí ïðîèçâîäèò ïîïàðíûå ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ îïå-
ðàíäîâ êîíúþíêöèè. Åñëè îáíàðóæèâàþòñÿ îïåðàíäû, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îò-
ðèöàíèåì äðóãîãî, òî êîíúþíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü".

Êîíúþíêöèÿ ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ ÷ëåíàìè

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðÿåò ñîâïàäåíèå ðàçëè÷íûõ îïåðàíäîâ.
Ïðè îáíàðóæåíèè ñîâïàäåíèÿ îäèí èç îïåðàíäîâ îòáðàñûâàåòñÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà
îïåðàíäîâ áûëî âñåãî äâà, îòáðàñûâàåòñÿ òàêæå ñèìâîë êîíúþíêöèè.

Êîíúþíêòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò âèä A1 & . . . & An, òî îáû÷íî ýòà çà-
äà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà n íåçàâèñèìî ðåøàåìûõ çàäà÷, èìåþùèõ óñëîâèÿ A1, . . . , An.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2 - ÷òîáû â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ óñïåëè ñðàáî-
òàòü ïðèåìû, óñòðàíÿþùèå êîíúþíêöèþ ïðî÷èìè ñðåäñòâàìè. Áëîêèðîâêà ïðèåìà
áûëà âåäåíà ëèøü äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðûå îêàçàëîñü
öåëåñîîáðàçíåå ðåøàòü áåç ðàçáèåíèÿ óñëîâèÿ. Êîììåíòàðèè èñõîäíîé çàäà÷è ïå-
ðåäàþòñÿ ïîäçàäà÷àì ïîñëå îáðàáîòêè èõ ñïðàâî÷íèêîì "êîíúþíêò÷ëåí". Ñïèñîê
ïîñûëîê êàæäîé ïîäçàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàâèñèìóþ êîïèþ ñïèñêà ïîñûëîê
èñõîäíîé çàäà÷è. Èíôîðìàöèÿ îá èñïîëüçîâàíèè ïîñûëîê èçâëåêàåòñÿ èç êàæäîé
ïîäçàäà÷è ïîñëå åå ðåøåíèÿ, è îáúåäèíåííûé ñïèñîê ïåðåäàåòñÿ èñõîäíîé çàäà÷å
ïåðåä âûäà÷åé îòâåòà "èñòèíà" íà íåå.

Êîíúþíêòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò ñâîèì óñëîâèåì óòâåðæäåíèå A1 & . . . & An, òî ýòî
óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà A1, à óòâåðæäåíèÿ A2, . . . , An ïðèñîåäèíÿþòñÿ â êà÷åñòâå íîûõ
óñëîâèé. Êîììåíòàðèè ê èñõîäíîìó óñëîâèþ ïåðåäàþòñÿ èçìåíåííîìó è íîâûì óñëî-
âèÿì ïîñëå îáðàáîòêè èõ ñïðàâî÷íèêîì "è". Âåñà ýòèõ óñëîâèé ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè
0. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé, è óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 0.

Êîíúþíêòèâíàÿ ïîñûëêà

Åñëè óòâåðæäåíèå A1 & . . . & An ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó çàäà÷è, òî îíà ðàçáèâà-
åòñÿ íà îòäåëüíûå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû. Ýòî ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì
ïðèåìå, ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ñàìûé ñïðàâî÷íèê "è". Äëÿ çàäà÷ íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùèõ öåëü "òåêñòîâàÿçàäà÷à", ðàáîòà ïðèåìà íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàíà
- ïîñûëêè A2, . . . , An äîáàâëÿþòñÿ íå â íà÷àëå ñïèñêà ïîñûëîê, êàê â îáùåì ñëó÷àå,
à íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå èçìåíåííîé ïîñûëêè. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ òîé èí-
ôîðìàöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ñëîâ â àíàëèçèðóåìîì òåêñòå, íàïðèìåð,
èíôîðìàöèè î âðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé. Âïðî÷åì, äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïî-
ñëåäíåé ïðåäóñìîòðåíû è äðóãèå ñðåäñòâà.

1.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "èëè"

Êîëè÷åñòâî ïðèåìîâ â ýòîì ðàçäåëå çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì, è íåêî-
òîðûå èç íèõ óæå äîñòàòî÷íî ñëîæíû.



Ãëàâà 1. Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå 43

Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

Íà÷íåì ñ ñåðèè ïðîñòûõ ïðèåìîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ óïðîùåíèå äèçúþíêöèè.
1. Óñòðàíåíèå ïîâòîðíûõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Åñëè êàêèå-òî äâà îïåðàíäà

Ai, Aj äèçúþíêöèè A1 ∨ . . . ∨ An ñîâïàäàþò, òî îäèí èç íèõ óäàëÿåòñÿ. Ïðè
n = 2 óäàëÿåòñÿ òàêæå çíàê äèçúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí
0.

2. Äèçúþíêöèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ÷ëåíàìè. Åñëè êàêîé-ëèáî îïåðàíä äèçú-
þíêöèè ñîâïàäàåò ñ îòðèöàíèåì äðóãîãî îïåðàíäà, òî äèçúþíêöèÿ çàìåíÿåò-
ñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò äèçúþíêòèâíûå óñëîâèÿ è
ïîñûëêè, ñíàáæåííûå êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Îáû÷íî îíè èìåþò ïðî-
òèâîïîëîæíûå îïåðàíäû, íî èñêëþ÷àòü èõ íå ñëåäóåò, òàê êàê äèçúþíêöèÿ
äîëæíà èíèöèèðîâàòü ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà, âûïîëíÿþùåãî ðàçáîð ñëó÷àåâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå äèçúþíêöèè, åñëè â êîíòåêñòå èìååòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí
èëè åãî îòðèöàíèå. Åñëè â êîíòåêñòå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ
äèçúþíêöèÿ A1∨ . . .∨An, èìååòñÿ óòâåðæäåíèå Ai, òî ýòà äèçúþíêöèÿ çàìåíÿ-
åòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Åñëè â êîíòåêñòå èìååòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ
Ai, òî äèçúþíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà A1 ∨ . . . Ai−1 ∨ Ai+1 ∨ . . . ∨ An. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà - 0 ëèáî 7. Óðîâåíü 7 ââåäåí äëÿ ïîâòîðíîãî êîíòðîëÿ, òàê
êàê âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ â êîíòåêñòå íîâûõ
óòâåðæäåíèé.

4. Àíàëèç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Åñëè äèçúþíêòèâíûé
÷ëåí Ai èìååò âèä B1 & . . . &Bm, ïðè÷åì íåêîòîðîå Bi âñòðå÷àåòñÿ â êîíòåêñòå
äèçúþíêöèè, òî îíî èñêëþ÷àåòñÿ èç Ai. Åñëè â êîíòåêñòå âñòðå÷àåòñÿ îòðè-
öàíèå óòâåðæäåíèÿ Bi, òî èñêëþ÷àåòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí Ai. Îáà ïðèåìà
ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0.

5. Óñìîòðåíèå â êîíòåêñòå äèçúþíêöèè, ïîãëîùàþùåé äàííóþ. Åñëè â êîíòåêñòå
èìååòñÿ äèçúþíêöèÿ, ìíîæåñòâî äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A1, . . . , An äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåêóùåé äèçúþíê-
öèè, òî ïîñëåäíÿÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâíû 0 ëèáî 7.

6. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåé ÷àñòè äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Åñëè äâà äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíà Ai, Aj ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíúþíêöèè, èìåþùèå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî îäèíàêîâûõ ÷ëåíîâ, ò.å. ïðåäñòàâèìûå â âèäå B&C è B&D, òî îíè
îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí íîâûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí B&(C∨D). Èìåþòñÿ íåáîëü-
øèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà - èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó-
÷àé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "äíô", à òàêæå ñëó÷àé ðåäàêòè-
ðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, êîãäà C ñîäåðæèò ÿâíîå âûðàæåíèå íåêî-
òîðîé íåèçâåñòíîé, âñòðå÷àþùåéñÿ â B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí
1.

7. Ïîãëîùåíèå äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Åñëè íåêîòîðûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí Ai

èìååò ñâîèì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí Aj, òî Ai îòáðàñû-
âàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.
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8. Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "áëîêäèçúþíêöèè" äëÿ óïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíîãî
óñëîâèÿ â ðåäàêòèðóåìîì îòâåòå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îïåðàòîð "áëîêäèçúþíê-
öèè" âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ: èñêëþ÷åíèå âëîæåííûõ
äèçúþíêöèé è âëîæåííûõ êîíúþíêöèé, à òàêæå âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåé
÷àñòè äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà òåêóùåì óðîâíå 0.
Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ïîïûòîê îáðàáîòêè èì òîãî æå ñàìîãî óñëîâèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "áëîêäèçúþíêöèè".

9. Èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A ∨ (B&(A ∨ C)) = A ∨ (B&C). Ïðèåì ïðèìå-
íÿåòñÿ íà óðîâíå 1.

Êàê ëåãêî çàìåòèòü, ïðåäëîæåííûé ñïèñîê óïðîùàþùèõ äèçúþíêöèþ ïðèåìîâ íå
ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó. Îäíàêî, óâåëè÷åíèå ýòîãî ñïèñêà èç êàêèõ-ëèáî îáùèõ ñîîá-
ðàæåíèé, â îñîáåííîñòè äëÿ ìàëûõ óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ, ìîãëî áû ïîâëå÷ü çà ñîáîé
íåîïðàâäàííîå çàìåäëåíèå ðàáîòû ðåøàòåëÿ. Ïîýòîìó äàííàÿ êîëëåêöèÿ âêëþ÷àåòâ
ñåáÿ ëèøü òî, ÷òî ôàêòè÷åñêè áûëî âîñòðåáîâàíî íà ïðîðàáîòàííîì îáó÷àþùåì ìà-
òåðèàëå, è äàëüíåéøåå ïîïîëíåíèå åå äîëæíî ïðîèñõîäèòü ñ ó÷åòîì öåëåñîîáðàçíîñòè
âðåìåííûõ çàòðàò ðåøàòåëÿ íà ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ íîâûõ ïðèåìîâ.

Äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò óñëîâèå A1 ∨ . . . ∨ An, òî îíà ñâîäèòñÿ ê çàäà-
÷å íà äîêàçàòåëüñòâî êàêîãî-òî îäíîãî óòâåðæäåíèÿ Ai, ñ ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîñûë-
êàì îòðèöàíèé óòâåðæäåíèé A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An. ×òîáû âûáðàòü íóæíîå Ai,
ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåóïîðÿäî÷åíèå äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ: âî-ïåðâûõ,
ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîìó èç äâóõ óòâåðæäåíèé, êîòîðîå íå èìååò çàãîëîâêà "ñó-
ùåñòâóåò"; âî-âòîðûõ, òîìó, êîòîðîå íå èìååò çàãîëîâêà "íå"; â-òðåòüèõ, áîëåå êî-
ðîòêîìó. Êîììåíòàðèè âî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ïåðåíîñÿòñÿ ïîñëå îáðàáîòêè èõ
ñïðàâî÷íèêîì "èëè". Åñëè íà íåå ïîëó÷åí îòâåò "èñòèíà", òî âî âíåøíþþ çàäà÷ó
ïåðåíîñèòñÿ èíôîðìàöèÿ îá èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëêàõ, è çàòåì âûäàåòñÿ îòâåò "èñ-
òèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà âûáðàí ðàâíûì 2, ÷òîáû â ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî
âîçìîæíî, óñïåâàëè ñðàáîòàòü ïðèåìû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, èñêëþ÷àþùèå äèçú-
þíêöèþ.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîìó óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå

Ýòî îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ îáùåëîãè÷åñêèõ ïðèåìîâ. Óðîâíè, íà êîòîðûõ ìîæåò
áûòü ïðåäïðèíÿòàÿ ïîïûòêà åãî ïðèìåíåíèÿ, ðàâíû 1,2,3,5 è 7. Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå
çàâèñèò îò êîíòåêñòà. Åñëè äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå ïîÿâëÿåòñÿ íà ýòàïå ðåäàêòèðî-
âàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå (ò.å. ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "ðåäàêöèÿ"), òî ðàçáîð ñëó÷àåâ äîïóñêàåòñÿ â äâóõ ñèòóàöèÿõ - ëèáî äèçúþíê-
öèÿ íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ïîìå÷åíà êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", ëèáî â
êàêîì-ëèáî èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ÿâíî óêàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå íåñóùåñòâåííîé
íåèçâåñòíîé. Â íà÷àëå ïðîãðàììû ïðèåìà ïðåäóñìîòðåíà åùå îäíà ïðîâåðêà òîãî,
÷òî êàêîé-ëèáî äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Åñëè ýòî òàê, òî
äèçúþíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Õîòÿ äàííàÿ ïðîâåðêà óæå ïðåä-
ïðèíèìàëàñü íà óðîâíå 0 äðóãèì ïðèåìîì, íî ñ òåõ ïîð (ïî äîñòèæåíèè òåêóùåãî
óðîâíÿ) ìîãëè èçìåíèòüñÿ ïðî÷èå óñëîâèÿ çàäà÷è, è ïîâòîðåíèå åå èíîãäà îêàçûâà-
åòñÿ ðåçóëüòàòèâíûì.
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Äàëåå óòî÷íÿåòñÿ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà. Åñëè óñëîâèå âûäåëåíî êîì-
ìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", òî îí ðàâåí 1. Äëÿ óñëîâèÿ, ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå,
óðîâåíü îáû÷íî ðàâåí 3. Åñëè íåèçâåñòíûõ â äèçúþíêöèè íåò, òî óðîâåíü áåðåòñÿ
ðàâíûì 7 ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå è 5 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïðè íàëè÷èè öåëè "ïðèìåð" îãðàíè÷åíèÿ íà óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ñíèìàþòñÿ.

×òîáû áëîêèðîâàòü ïîâòîðíóþ ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà ïðè äàííîì
óðîâíå ñðàáàòûâàíèÿ U , èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé ê óñëîâèþ (èëè U). Åñëè èìå-
åòñÿ íåñêîëüêî äèçúþíêòèâíûõ óñëîâèé, òî ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîìó, êîòîðîå â
êàæäîì ñâîåì ïîäñëó÷àå äàåò ÿâíîå çíà÷åíèå äëÿ êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé çàäà÷è.

Îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü, ñ êîòîðûì áóäóò ðåøàòüñÿ çàäà÷è äëÿ îò-
äåëüíûõ ïîäñëó÷àåâ (ñì. ïåðåìåííóþ õ7 â ïðîãðàììå ïðèåìà). Îáû÷íî îí ðàâåí
ìàêñèìàëüíîìó óðîâíþ òåêóùåé çàäà÷è, õîòÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ïîäáîð ïðèìå-
ðà âîçìîæíû ïîïûòêè ðàññìîòðåíèÿ ïîäñëó÷àåâ ñ ìàëûì óðîâíåì, ðàâíûì 3. Åñëè
ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïîäáîð ïðèìåðà, òî èç äâóõ ïîäñëó÷àåâ ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ
òîò, êîòîðûé çàäàåòñÿ áîëåå êîðîòêèì óòâåðæäåíèåì.

Äàëåå íàõîäèòñÿ ñïèñîê A1, . . . , An äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðàññìàòðèâàåìîãî óñ-
ëîâèÿ, è íà÷èíàåòñÿ èõ ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð. Ïóñòü Ai - òåêóùèé ïðîñìàò-
ðèâàåìûé ïîäñëó÷àé. Åñëè çàäà÷à - íà ïîäáîð ïðèìåðà è èìååò öåëü (íåçàâèñèò . . .),
ïðè÷åì Ai ñîäåðæèò êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ äàííîé öåëè, òî ðàññìîòðåíèå ýòîãî
ïîäñëó÷àÿ îòìåíÿåòñÿ. Åñëè âûáðàííîå äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå áûëî ïîìå÷åíî êîì-
ìåíòàðèåì "Îäç", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ñêîððåêòèðîâàòü åãî ÷ëåíû (ñ ñî-
õðàíåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè èñõîäíîìó óñëîâèþ), ïðèñîåäèíèâ ê íèì òå íåîáõîäèìûå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî óñìîòðåòü èç îòðèöàíèÿ
îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ.

Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîëó÷åííàÿ èç òåêóùåé çàäà÷è Z
çàìåíîé äèçúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ íà óòâåðæäåíèå Ai. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð
"ñïóñê", çàìåíÿþùèé çàäàííîå óñëîâèå íà íîâîå, à òàêæå êîïèðóþùèé áëîê àíà-
ëèçà è êîððåêòèðóþùèé êîììåíòàðèè. Åñëè äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå íå èìåëî êîì-
ìåíòàðèÿ "ðàçáîðñëó÷àåâ", òî âõîæäåíèÿ â óñëîâèÿ çàäà÷è Z ′ ðàíåå ðàçîáðàííûõ
ïîäñëó÷àåâ çàìåíÿþòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Êîððåêòèðóåòñÿ áëîê àíàëèçà çàäà÷è
Z ′. Èç íåãî óäàëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîå äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå è ïîíèæàþòñÿ äî 0
âåñà ðÿäà ïîñûëîê - íàïðèìåð, òåõ, êîòîðûå èìåþò îáùóþ ïåðåìåííóþ ñ Ai. Äàëåå
ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z ′. Åñëè íà íåå ïîëó÷åí "îòêàç",
à çàäà÷à Z íå èìåëà öåëè "ïðèìåð" è èìåëà öåëü "ïîëíûé", òî íà çàäà÷ó Z òîæå
âûäàåòñÿ "îòêàç". Åñëè íà çàäà÷ó Z ′ ïîëó÷åí îòâåò Ri, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îò-
êàç", òî ïðåæäå âñåãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåíåñåíèå èç ñïèñêà ïîñûëîê çàäà÷è Z ′ â
ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è Z òåõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ìîãóò âïîñëåäñòâèè îêàçàòüñÿ
ïîëåçíûìè - îíè ïîìå÷àþòñÿ â çàäà÷å Z ′ êîììåíòàðèÿìè "îáëâõîæä". Àíàëîãè÷-
íàÿ ðàáîòà ïðîâîäèòñÿ ñ êîììåíòàðèÿìè - ñïðàâî÷íèê "ïðåîáðàçîâàíèå" îòáèðàåò è
êîððåêòèðóåò èõ äëÿ ïåðåíåñåíèÿ èç Z ′ â Z. Åñëè Ri - êîíñòàíòà "èñòèíà", òî îíà
ñðàçó âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå îòâåòà. Äëÿ êîíñòàíòû "ëîæü" âûäåëåí îäèí ñïåöèàëü-
íûé ïîäñëó÷àé, êîãäà åå òîæå ìîæíî ñðàçó æå âûäàòü â êà÷åñòâå îòâåòà. Â ïðî÷èõ
ñèòóàöèÿõ ÷àñòè÷íûé îòâåò Ri ðåãèñòèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå îòâåòà (åãî ðîëü èãðàåò
ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ õ8). Äëÿ çàäà÷ íà ïîäáîð ïðèìåðà îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ
Qi íà èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ Ri äàåò òðåáóåìûé ïðèìåð. Ïðîâåðÿåòñÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ ëè äèçúþíêöèÿ Q1, . . . , Qi ñëåäñòâèåì ïîñûëîê çàäà÷è Z. Åñëè ýòî òàê,
òî óæå ìîæíî âûäàâàòü ïîëíûé îòâåò, è ðàññìîòðåíèå ïîñëåäóþùèõ ïîäñëó÷àåâ Aj

îáðûâàåòñÿ.
Ïî îêîí÷àíèè ðàññìîòðåíèÿ âñåõ Ai (ñ ó÷åòîì óêàçàííîé âûøå âîçìîæíîñòè îá-
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ðûâà) âîçíèêàþò ñïèñêè îòâåòîâ R1, . . . , Rk äëÿ ðàçîáðàííûõ ïîäñëó÷àåâ. Åñëè ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà ïîèñê ïðèìåðà, òî âîçíèêàåò òàêæå ñïèñîê óñëîâèé Q1, . . . , Qk íà
èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå îòâåòû. Ïåð-
âûé ñïèñîê (â âèäå íàáîðîâ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèé Ri) ïðèñâîåí ïå-
ðåìåííîé õ8; âòîðîé - ïåðåìåííîé õ9. Ïåðåìåííàÿ õ10 ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì îõâàòà
óñëîâèÿìè Q1, . . . , Qk âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ âîçìîæíîñòåé, ïðåäîñòàâëÿåìûõ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è Z: åñëè âñå ñëó÷àè îõâà÷åíû, òî îíà ðàâíà 0.

Ïðåæäå âñåãî, â ñèòóàöèè ñ çàäà÷åé íà ïîèñê ïðèìåðà è ïðè íåíóëåâîì õ10, ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñòàíîâèòü, ÷òî äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé Q1, . . . , Qk ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ïîñûëîê çàäà÷è Z. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåò-
ñÿ. Èíà÷å - îïðåäåëÿþòñÿ îáùàÿ íå ñîäåðæàùàÿ íåèçâåñòíûõ ÷àñòü M âñåõ îòâåòîâ
R1, . . . , Rk, à òàêæå îñòàòêè S1, . . . , Sk ýòèõ îòâåòîâ. Îïðåäåëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå R
âèäà M &(S1 ∨ . . .∨ Sk)), â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ òðèâèàëüíûå óïðîùåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òîæäåñòâåííîé èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè êàêèõ - ëèáî Si. Åñëè çàäà÷à Z
íå èìååò öåëè "óïðîñòèòü", òî â êà÷åñòâå îòâåòà íà íåå âûäàåòñÿ R. Ýòî æå ïðîèñ-
õîäèò åùå â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Èíà÷å - ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå
ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìèëè", êîòîðûé è äàåò îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà çàäà÷ó.

Ïðè äàííîé ñõåìå ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå çàâåðøàþùåå ðåäàêòè-
ðîâàíèå äèçúþíêöèè îòâåòîâ, íàéäåííûõ â ïîäñëó÷àÿõ, ïðîèñõîäèò òîëüêî âíóòðè
íîðìàëèçàòîðà "íîðìèëè". Íèêàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîé äèçúþíêöèè â ðàìêàõ ñêà-
íèðîâàíèÿ òîé èëè èíîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íå ïðåäóñìîòðåíî. Ñîîòâåòñòâåííî,
íîðìàëèçàòîð "íîðìèëè" îêàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøîé ïðîöåäóðîé, âáèðà-
þùåé â ñåáÿ âñþ òåõíèêó ñêëåéêè äèçúþíêòèâíûõ ëîãè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, èìå-
þùóþñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Ïîäðîáíåå åãî ñîäåðæèìîå áóäåò ðàñ-
ñìîòðåíî íèæå: îáùåëîãè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â äàííîé ãëàâå, îñòàëüíîå - â ãëàâàõ,
ïîñâÿùåííûõ îòäåëüíûì ïðåäìåòíûì îáëàñòÿì.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêå çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò ñâîåé ïîñûëêîé äèçúþíêöèþ A1 ∨ . . . ∨ An, òî îíà
ìîæåò ðåøàòüñÿ ïóòåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî ýòîé äèçúþíêöèè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà, ðåàëèçóþùåãî ðàçáîð ñëó÷àåâ, ðàâíû 1, 2 ëèáî 3. Óðîâåíü ðàâåí 1, åñëè
ïîñûëêà âûäåëåíà êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ"; ðàâåí 2, åñëè çàäà÷à èìååò öåëü
"ïðèìåð", è ðàâåí 3 â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ. Åñëè ïîñûëêà íå âûäåëåíà êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ", òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí åå ïàðàìåòð âõîäèò â óñëîâèÿ
çàäà÷è. Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïîäñëó÷àè. Ïóñòü
Ai - òåêóùåå òàêîå óòâåðæäåíèå. Ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîëó÷åííàÿ
èç Z çàìåíîé ðàññìàòðèâàåìîé ïîñûëêè íà Ai. Â ïðîãðàììå ýòà çàäà÷à ïðèñâîåíà
ïåðåìåííîé õ11. Êîììåíòàðèè ê ïîñûëêàì ïåðåíîñÿòñÿ â Z ′ èç Z ïðè ïîìîùè ñïðà-
âî÷íèêà "âàðèàíò"; êîììåíòàðèè ê óñëîâèÿì - ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "êîìïîíåí-
òà". Äîáàâëÿåòñÿ öåëü "òåêïîñûëêà", èìåþùàÿ ÷èñòî èíôîðìàöèîííûé õàðàêòåð -
îíà îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå âîçíèêëà ïðè ðàçáîðå
ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêå. Åñëè çàäà÷à Z èìåëà áëîê àíàëèçà, òî êîïèÿ åãî
ïåðåäàåòñÿ çàäà÷å Z ′ ïîñëå äîáàâëåíèÿ ïîñûëêè Ai. Âåñà ïîñûëîê çàäà÷è Z ′, êîòîðûå
ñîäåðæàò óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, èìåþùèå ñâîèì ïîäóòâåðæäåíèåì óòâåðæäåíèå Ai ñ
îòáðîøåííûì âíåøíèì îòðèöàíèåì, óìåíüøàþòñÿ äî 0.

Äàëåå ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z ′ ñ òåì æå ìàêñèìàëüíûì óðîâ-
íåì, êàêîé èìåëà çàäà÷à Z. Åñëè ïîëó÷àåòñÿ "îòêàç", òî è íà çàäà÷ó Z âûäàåòñÿ
"îòêàç". Èíà÷å - ïî çàâåðøåíèè ðàññìîòðåíèÿ âñåõ ïîäñëó÷àåâ âîçíèêàåò íàáîð îò-
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âåòîâ R1, . . . , Rn. Åñëè çàäà÷à Z èìååò öåëü (íåçàâèñèò . . .) è íå èìååò öåëè "ïîëíûé"
(÷òî îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè öåëè "íåçàâèñèò"), òî â êà÷åñòâå îòâåòà áå-
ðåòñÿ êîíúþíêöèÿ âñåõ Ri. Áûòü ìîæåò, â êàêèõ-òî ñëó÷àÿõ ýòî ñóùåñòâåííî ñóæàåò
îòâåò, íî çàòî èñêëþ÷àåò åãî çàâèñèìîñòü îò óêàçàííûõ â öåëè ïàðàìåòðîâ. Ïðè
îòñóòñòâèè öåëè (íåçàâèñèò . . .) â êà÷åñòâå çàãîòîâêè îòâåòà ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå âèäà (A1&R1)∨ . . .∨ (An&Rn). Îíî óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîøüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå, öåëè êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê öåëÿì çàäà÷è Z ñèìâîëà
"ðåäàêöèÿ", è çàòåì âûäàåòñÿ êàê îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èëè
íà ïðåîáðàçîâàíèå

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà ýòà ïîñûëêà âûäåëåíà êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ïðè ýòîì ðàâåí 0. Äëÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1 ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ ïîñûëêè "ðàçáîðñëó÷àåâ", ðàâåí
2, åñëè õîòÿ áû îäíà èç àëüòåðíàòèâ íå èìååò âèäà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà, è ðàâåí 5
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåçóëüòàò ðàçáîðà ñëó÷àåâ íå
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì îòâåòîì. Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ îí ëèøü çàìåùà-
åò òåêóùóþ âåðñèþ ïðåîáðàçóåìîãî óñëîâèÿ. Òîãäà, ñ öåëüþ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ
ïðèìåíåíèé ïðèåìà, ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé ïîñûëêè "èëè".

Îáîçíà÷èì äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé äèçúþíêòèâíóþ ïîñûëêó ÷åðåç A1 ∨
. . . ∨An. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëè (îáîçíà÷åíèå . . .),
òî ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S âñåõ ïåðåìåííûõ, óïîìèíàåìûõ â òàêèõ öåëÿõ. Ýòè ïå-
ðåìåííûå ñóòü âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå íå äîëæíû âõîäèòü â îòâåò
çàäà÷è. Ïîýòîìó íåæåëàòåëüíî èõ ïîÿâëåíèå â àëüòåðíàòèâàõ Ai, êîòîðûå âîéäóò â
óñëîâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåçóëüòàòà ðàçáîðà ñëó÷àåâ. ×òîáû èñêëþ÷èòü òàêóþ âîç-
ìîæíîñòü, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê "óêîðî÷åííûõ" àëüòåðíàòèâ Bi, ïîëó÷åííûõ èç
Ai îòáðàñûâàíèåì âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, çàâèñÿùèõ îò S. Åñëè âñå óòâåðæäå-
íèÿ Bi îòëè÷íû îò êîíñòàíòû "èñòèíà", ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ èõ íåñîâìåñòíîñòü,
òî îíè çàìåíÿþò â äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ óòâåðæäåíèÿ Ai. Èíà÷å ïðèìåíåíèå
ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ.

Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîñûëêè.
Ïóñòü Ai - òåêóùèé òàêîé ÷ëåí. Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîëó÷åííàÿ
èç òåêóùåé çàäà÷è Z çàìåíîé äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêè íà Ai. Åñëè Z èìååò êîììåí-
òàðèé "ñìïîñûëêà", òî âåñà âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è Z ′ îáíóëèâàþòñÿ. Èíà÷å íà íîëü
çàìåíÿåòñÿ òîëüêî âåñ ïîñûëêè Ai. Êîììåíòàðèè ê ïîñûëêàì è ê çàäà÷å ïåðåíîñÿòñÿ
èç Z â Z ′, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêîâ "äèçúþíêò÷ëåí" è "ðàçáîðñëó-
÷àåâ". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîíèæåíèå äî íóëÿ âåñîâ ïîñûëîê, èìåþùèõ òàêèå óñëîâíûå
âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò Ai. Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è Z ′ ñ òåì æå ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, ÷òî è ó çàäà÷è Z. Åñëè ïîëó÷åí "îòêàç", òî
â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó âûäàåòñÿ èòîãîâûé îòêàç. Â ñëó÷àå çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷åíèå îòêàçà ïðèâîäèò ëèøü ê îáðûâó ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ
äàííîãî ïðèåìà. Äëÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå çàïîëíÿåòñÿ íàêîïèòåëü ÷àñòè÷íûõ
îòâåòîâ R1, . . . , Rn, íàéäåííûõ â îòäåëüíûõ ïîäñëó÷àÿõ. Çíà÷åíèåì ïðîãðàììíîé ïå-
ðåìåííîé õ6 ñòàíîâèòñÿ ïàðà, ïåðâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ñëóæèò äàííûé íàêîïè-
òåëü, à âòîðûì - íàêîïèòåëü èñïîëüçîâàííûõ âî âñåõ ïîäñëó÷àÿõ ïîñûëîê.

Ïî îêîí÷àíèè ðàçáîðà ñëó÷àåâ â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî âûäàåòñÿ îòâåò "èñ-
òèíà". Ïðåäâàðèòåëüíî îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêöèÿ êîììåíòàðèÿ (âûâîäèìî . . .) ê òå-
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êóùåé çàäà÷å Z, ÷òîáû îí ññûëàëñÿ íà âñå èñïîëüçîâàííûå ïðè ðàçáîðå ïîäñëó÷àåâ
èñõîäíûå ïîñûëêè.

Åñëè ðåøàëàñü çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, òî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñïèñêà ÷àñòè÷íûõ
îòâåòîâ (R1, . . . , Rn) ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü âîçìîæíîñòü ïîãëîùåíèÿ
îäíèõ ïîäñëó÷àåâ äðóãèìè. Ïóñòü, íàïðèìåð, íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå Ai èìåëî ñâî-
èìè êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè ðàâåíñòâà x1 = t1, . . . , xm = tm, ôèêñèðóþùèå çíà÷å-
íèÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm. Åñëè â äðóãîì óòâåðæäåíèè Aj çíà÷åíèÿ ýòèõ
ïåðåìåííûõ íå áûëè ôèêñèðîâàíû, ïðè÷åì óäàåòñÿ óñìîòðåòü ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
Ri ðåçóëüòàòó ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé t1, . . . , tm â Rj âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm,
ïðåäïîëàãàÿ èñòèííîñòü Ai, òî âìåñòî Ri â ïîäñëó÷àå Ai ìîæíî èñïîëüçîâàòü Rj.

Äàëåå ñòðîèòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå R âèäà "âàðèàíò(A1 R1 âàðèàíò(A2 R2 . . .
âàðèàíò(An−1 Rn−1 Rn) . . . ))". Åñëè êàêèå-ëèáî ïîäñëó÷àè Ai â äåéñòâèòåëüíîñòè
îêàçàëèñü íåâîçìîæíûìè è â êà÷åñòâå Ri áûë ïîëó÷åí ñèìâîë "ïðîòèâîðå÷èå", òî
ýòè ïîäñëó÷àè ïðè ïîñòðîåíèè R îòáðàñûâàþòñÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò, ê R ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "óïðîùâàðèàíò". Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò
çàäà÷è, èìåþùèå öåëü "êëàññ". Òîãäà íîðìàëèçàöèÿ îòìåíÿåòñÿ, è âìåñòî âûäà÷è
îòâåòà âûðàæåíèå R çàìåùàåò óñëîâèå òåêóùåé çàäà÷è Z. Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷ íà
äîêàçàòåëüñòâî, ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ êîììåíòàðèÿ (âûâîäèìî . . .).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ äèçúþíêöèè ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå

Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ äèçúþíêòèâíûå
óñëîâèÿ, ïî êîòîðûì íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ. Äëÿ ðàáîòû ñ íèìè ïðå-
äóñìîòðåí ðÿä ïðîñòûõ ïðèåìîâ, êîòîðûå ïåðå÷èñëÿåì íèæå. Íàïîìíèì, ÷òî ýòàï
ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà âûäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì öåëè "ðåäàêöèÿ".

1. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ èçáûòî÷íîñòè äèçúþíêöèè îòðèöàíèé ðàâåíñòâ. Åñëè ïðè
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà âîçíèêàåò óñëîâèå âèäà x1 6= t1 ∨ . . . ∨ xn 6= tn, ãäå
ïåðåìåííûå x1, . . . , xn íå âñòðå÷àþòñÿ â òåðìàõ t1, . . . , tn, òî ïðîñìàòðèâàþò-
ñÿ äðóãèå óñëîâèÿ g, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå
x1, . . . , xn. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü èç êîíòåêñòà óòâåðæäåíèÿ g
îòðèöàíèå ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêè â g âûðàæåíèé t1, . . . , xn âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ x1, . . . , xn. Êàê òîëüêî ýòî óäàåòñÿ, äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå îòáðàñûâàåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

2. Ïåðåìåùåíèå âãëóáü äèçúþíêöèè òåõ óòâåðæäåíèé, äëÿ êîòîðûõ âíóòðè äèçú-
þíêöèè ÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èõ íåèçâåñòíûõ. Åñëè â óñëî-
âèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ðåäàêöèÿ", âñòðå÷àåòñÿ äèçúþíêöèÿ
D âèäà (x = t)&A ∨ B1 . . . ∨ Bn, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå
ðàñïîëîæåííûå íàä íåé äèçúþíêöèè D′ òîãî æå óñëîâèÿ (äîïóñêàÿ ñîâïàäåíèå
D′ è D). Ïóñòü D′ = C1∨ . . .∨Cm. Åñëè D′ ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì êîíúþíêöèè K,
ïðè÷åì ñóùåñòâóþò äðóãèå åå îïåðàíäû, çàâèñÿùèå îò x, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîíúþíêöèÿ K ′ âñåõ òàêèõ îïåðàíäîâ. Îíè èñêëþ÷àþòñÿ èç K è ïåðåíîñÿòñÿ â
D′, êîòîðàÿ ïðèîáðåòàåò âèä C1&K ′∨. . .∨Cm&K ′. Àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå
âûïîëíÿåòñÿ, åñëè D′ - êîðíåâàÿ äèçúþíêöèÿ. Âìåñòî îïåðàíäîâ êîíúþíêöèè
K òîãäà áåðóòñÿ âñå ïðî÷èå óñëîâèÿ çàäà÷è. Äàííûé ïðèåì ïîäãîòàâëèâàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ t âìåñòî x â ñîäåðæàùèå x óòâåðæäåíèÿ. Îí
èìååò äâà óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 7.
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3. Ëîãè÷åñêîå óïðîùåíèå. Åñëè óñëîâèå ðåäàêòèðóåìîãî îòâåòà ñîäåðæèò äèçú-
þíêöèþ âèäà A ∨ (B&¬A), ãäå óòâåðæäåíèå A ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, òî ýòà
äèçúþíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà A ∨ B. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èçâåñòíîãî A äàííîå
ïðåîáðàçîâàíèå óæå íåæåëàòåëüíî, òàê êàê óñòðàíÿåò ÿâíîå óêàçàíèå íà àëü-
òåðíàòèâû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äàþòñÿ ôðàãìåíòû îòâåòà. Åùå îäèí ïðè-
ìåð ëîãè÷åñêîé ïåðåãðóïïèðîâêè, âûïîëíÿåìîé èç ñîîáðàæåíèé âûíåñåíèÿ çà
ñêîáêè óòâåðæäåíèé, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ, - èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà
(A&B)∨(C&((A&D)∨E)) = (A&(B∨(C&D)))∨(C&E). Çäåñü A - óòâåðæäåíèå
áåç íåèçâåñòíûõ; C - óòâåðæäåíèå, âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîòîðîãî ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 1 è 7; âòîðîé - íà
óðîâíå 2. Âèäèìî, îíè íå èñ÷åðïûâàþò ëîãè÷åñêèõ ïåðåãðóïïèðîâîê â äèçú-
þíêöèÿõ, êîòîðûå ìîãëè áû áûòü ïîëåçíûìè ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà. Ïî-
ÿâëåíèå èìåííî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé â ðåøàòåëå îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòî òåì, ÷òî
îíè îêàçàëèñü íåîáõîäèìû â ðàññìîòðåííûõ ê òåêóùåìó ìîìåíòó ïðèìåðàõ.

Ñêëåéêà äâóõ äèçúþíêöèé ñ îáùèìè ÷ëåíàìè

Åñëè äâå äèçúþíêöèè A ∨ B è A ∨ C ÿâëÿþòñÿ îïåðàíäàìè íåêîòîðîé êîíúþíêöèè,
òî îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó äèçúþíêöèþ A ∨ (B&C). Çäåñü A âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå
îáùèå ÷ëåíû äèçúþíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2. Îí ïðèìåíÿåòñÿ
áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé, êàê â óñëîâèÿõ, òàê è â ïîñûëêàõ çàäà÷.

Âûíåñåíèå çà çíàê äèçúþíêöèè êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà îäíîãî èç îïåðàí-
äîâ

Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ öåëüþ "è", òî îòâåò åå äîëæåí èìåòü âèä êîíú-
þíêöèè ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà èçâëå-
÷åíèÿ èç äèçúþíêöèè A1 ∨ . . .∨An êîíúþíêòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à èìååò öåëü "ðåäàêöèÿ" è ðàññìàòðèâàåìîå åå óñëîâèå, ñîäåð-
æàùåå äèçúþíêöèþ, íå èìååò íåèçâåñòíûõ. Çàòåì ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ Ai.
Äëÿ òåêóùåãî òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå åãî êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû
B, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Åñëè ñóùåñòâóåò ïàêåòíûé
ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð, êîòîðûé ìîã áû ðàñïîçíàâàòü èñòèííîñòü B, òî îí ïðèìå-
íÿåòñÿ äëÿ óñìîòðåíèÿ B â êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ àëüòåðíàòèâ Aj. Â ñëó÷àå óñïåõà
äèçúþíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèÿ B è îñòàòî÷íîé äèçúþíêöèè
A′

1 ∨ . . . ∨ A′
n, ãäå A′

j ïîëó÷åíî èç Aj îòáðàñûâàíèåì êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà B, åñëè
òàêîâîé èìåëñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"äíô."

Åñëè çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò öåëü "äíô", ò.å. åå óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ íåêî-
òîðîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íàäî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìû îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíûõ ïîäóòâåðæäåíèé, òî ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå A&(B ∨ C) = (A&B) ∨ (A&C). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.
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Äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå â îäíîì èç ïîäñëó÷àåâ ÿâíîå çíà-
÷åíèå èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è èìååò âèä (x = t&A)∨
B1∨ . . .∨Bn, ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â òåðì t, òî îíî ñíàáæàåòñÿ êîììåíòà-
ðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Âåñ óñëîâèÿ ïðè ýòîì ïîíèæàåòñÿ äî 0. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 1.

Âûõîä èç áëîêà àíàëèçà äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî âûâåäåííîé äèçúþíêöèè

Åñëè ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà Z íåêîòîðîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′

âîçíèêàåò äèçúþíêöèÿ A1∨ . . .∨An, ñîäåðæàùàÿ íåèçâåñòíûå ëèáî ïîìå÷åííàÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", òî íà óðîâíå 2 îíà èíèöèèðóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ. Ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèåâ, áëîêèðóþùèõ ýòî äåéñòâèå, à òàêæå
îòñóòñòâèå â ñïèñêå óñëîâèé çàäà÷è Z ′ óòâåðæäåíèé Ai ëèáî äèçúþíêöèè, ïîëó÷åí-
íîé èç äàííîé îòáðàñûâàíèåì ÷àñòè ÷ëåíîâ.

×òîáû âûïîëíèòü ðàçáîð ñëó÷àåâ, ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ïåðåíåñåíèå èç Z â Z ′ óêà-
çàííîé äèçúþíêöèè, à òàêæå, áûòü ìîæåò, ÷àñòè ñîïðîâîæäàþùèõ åå ïîñûëîê. Ýòî
îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "çàìåùåíèåóñëîâèé", êîòîðàÿ ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó
äîïîëíèòü ïåðåíîñèìûå èç Z â Z ′ óòâåðæäåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñòàëî âîç-
ìîæíûì îòáðîñèòü êàêèå-ëèáî ñòàðûå óñëîâèÿ çàäà÷è Z ′, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèÿìè
íîâûõ. Ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðèåìàìè, âûïîëíÿþùèìè ïåðåíåñåíèå
âî âíåøíþþ çàäà÷ó îòâåòà, ïîëó÷åííîãî â áëîêå àíàëèçà. Îíà áóäåò îïèñàíà íèæå â
ñïåöèàëüíîì ïîäðàçäåëå. Ïåðåíåñåííàÿ â Z ′ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ". Çàòåì ïðèåì îñóùåñòâëÿåò âûõîä èç áëîêà àíàëèçà Z, èñïîëüçóÿ
äëÿ ýòîãî îïåðàòîð "îòâåò(Z)". Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ äðóãèìè
ïðèåìàìè. Ïðîèçîéäóò ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîìó óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå è ïåðåõîäû ê ðàññìîòðåíèþ áëîêà àíàëèçà â ïîäñëó÷àÿõ Ai, òàê ÷òî ïðåðâàííûé
âûâîä ñëåäñòâèé áóäåò ïðîäîëæåí äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïîäñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Åñëè çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå èìååò öåëü "èññëåäîâàòü", òî ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî
âûâåäåííîé äèçúþíêöèè, ñíàáæåííîé êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", èíèöèèðóåòñÿ
áûñòðåå - óæå íà íóëåâîì óðîâíå.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìèëè"

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà "íîðìèëè" ðåàëèçîâàíà íà ÃÅÍÎËÎÃå. Íà
ËÎÑå ðåàëèçîâàíû ëèøü òðè âòîðîñòåïåííûõ è ïðèòîì âåñüìà ïðîñòûõ ïðèåìà, êî-
òîðûå è ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

1. Óñòðàíåíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà, èìåþùåãîñÿ â íåêîòîðîì äèçúþíêòèâíîì ÷ëå-
íå. Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîìó âûøå ïðèåìó ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Îí
îòáðàñûâàåò îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â äèçúþíêöèè (¬(x = t)&A(x)∨B1(x)∨ . . .∨
Bn(x)) ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî A(t) âûòåêàåò èç íåêîòîðîãî Bi(t). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

2. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ êâàíòîðîâ. Åñëè
â ïðåîáðàçóåìîì òåðìå îáíàðóæèâàþòñÿ äâà îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà êâàí-
òîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ äëèíó, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ïåðåîáîçíà÷èòü ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå òàê, ÷òîáû êâàíòîðû îòîæäåñòâèëèñü.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5. Îí èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü, ïîä-
ãîòàâëèâàÿ âîçìîæíîñòü ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé äèçúþíêöèè.
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3. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ. Åñëè ïðåîáðàçóåìûé òåðì ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå âèäà
{F (|A|), F (−|A|)}, òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà {F (A), F (−A)}. Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé
òàêîé ïðèåì ïðèøëîñü âêëþ÷èòü â íîðìàëèçàòîð "íîðìèëè", ñîñòîèò â òîì,
÷òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé êîíå÷íîìó ñïèñêó îáû÷íî âîçíèêàåò
ïðè åãî ðàáîòå ïîñëå îáðàáîòêè äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ. Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå
ñïèñêà çà ñ÷åò ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è óæå íåâîçìîæíî - îòâåò áóäåò
âûäàí ñðàçó ïî îêîí÷àíèè ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ
âêëþ÷àòü â íåãî ìíîæåñòâî ìåëêèõ ïðèåìîâ óïðîùåíèÿ îòâåòà, ñðàáàòûâàíèå
êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî âåðîÿòíûì èç-çà ïðåäøåñòâóþùåé äåÿòåëüíî-
ñòè äàííîãî íîðìàëèçàòîðà.

1.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "íå"

Ýòè ïðèåìû, â îñíîâíîì, êðàéíå ïðîñòû è îáåñïå÷èâàþò ëèøü îáùóþ ñòàíäàðòèçà-
öèþ óòâåðæäåíèé.

Äâîéíîå îòðèöàíèå

Óòâåðæäåíèå "íå(íå(A))" çàìåíÿåòñÿ íà A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îòðèöàíèå äèçúþíêöèè

Óòâåðæäåíèå "íå(èëè(A1 . . . An))" çàìåíÿåòñÿ íà "è(íå(A1) . . . íå(An))". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ - 0.

Îòðèöàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè

Óòâåðæäåíèå "íå(äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . An òî A0))" çàìåíÿåòñÿ íà "ñóùåñò-
âóåò(x1 . . . xn è(A1 . . . An íå(A0)))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ - 0.

Îòðèöàíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ

Óòâåðæäåíèå "íå(ñóùåñòâóåò(x1 . . . xn è(A1 . . . An)))" çàìåíÿåòñÿ íà "äëÿëþáîãî(x1

. . . xn åñëè A1 . . . An−1 òî íå(An))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Çàìåòèì, ÷òî â
ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ìîæíî ïðîèçâîëüíî ïåðåãðóïïèðîâûâàòü óòâåðæäåíèÿ ìåæäó
àíòåöåäåíòàìè è êîíñåêâåíòîì. Ïðèåì îòíîñèò ê àíòåöåäåíòàì ïåðâûå êîíúþíêòèâ-
íûå ÷ëåíû. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíî. Îò ñïîñîáà ãðóïïèðîâêè
ìîæåò çàâèñåòü, íàïðèìåð, âûâîä ñëåäñòâèé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè, îáðàòíûé âûâîä, è ò.ï. Ïîýòîìó èìåþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðèåìû,
îáåñïå÷èâàþùèå ïåðåãðóïïèðîâêó óòâåðæäåíèé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ìåæäó àí-
òåöåäåíòàìè è êîíñåêâåíòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè êîíòåêñòà.

Îòðèöàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò àíòåöåäåíò âèäà "íå(ýêâèâàëåíòíî(A B))", ïðè-
÷åì êîíñåêâåíò åå íå èìååò çàãîëîâêà "ýêâèâàëåíòíî", òî ïðîèñõîäèò êîíòðàïîçèöèÿ
êîíñåêâåíòà ñ äàííûì àíòåöåäåíòîì. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäåíèå "íå(ýêâèâàëåíò-
íî(A B))" ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "ýêâèâàëåíòíî(A íå(B))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ -
1.
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Îòðèöàíèå êîíúþíêöèè

Åñëè ïðåîáðàçîâàòü îòðèöàíèå êîíúþíêöèè "íå(A1& . . . &An)" â äèçúþíêöèþ îòðè-
öàíèé "íå(A1) ∨ . . .∨ íå(An)", òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî óòåðÿíî ñîïðîâîæäåíèå ïî
î.ä.ç. äëÿ íåêîòîðûõ èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ "íå(Ai)". Èìåííî, ýòî ïðîèçîéäåò,
åñëè äàííîå ñîïðîâîæäåíèå îáåñïå÷èâàëîñü äðóãèìè Aj. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèìåíÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé. Ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî Ai ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå ñîïðîâîæäàþùèå åãî ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ Bi, íå âûòåêàþùèå èç êîíòåêñòà îò-
ðèöàíèÿ êîíúþíêöèè, ñóòü ñëåäñòâèÿ ïðî÷èõ Aj. Òîãäà ïðè ïåðåõîäå ê äèçúþíêöèè
îòðèöàíèå Ai áåðåòñÿ â êîíúþíêöèè ñ óòâåðæäåíèÿìè Bi. Ýêâèâàëåíòíîñòü òàêîãî
ïåðåõîäà îñíîâàíà íà îòñóòñòâèè öèêëîâ â îòíîøåíèè ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ìåæäó
ðàçëè÷íûìè óòâåðæäåíèÿìè. Åñëè æå óêàçàííîå âûøå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî
ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ, ïðè÷åì ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé, ïðåäîòâðàùàþùèé ïî-
âòîðíûå ïîïûòêè åãî ïðèìåíåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå óòâåðæäåíèÿ ¬(x/y = z & ¬(y = 0)). Âòî-
ðîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ ïåðâîãî. Ïîýòîìó
ïðåîáðàçîâàííîå óòâåðæäåíèå áóäåò èìåòü âèä (¬(x/y = z) & ¬(y = 0)) ∨ (y = 0).

Îòðèöàíèå óñëîâèÿ ëèáî ïîñûëêè

Åñëè äëÿ óñëîâèÿ "íå(A)" óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî A - ïîñûëêà ëèáî äðóãîå óñëîâèå, òî
ïåðâîå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Åñëè "íå(A)" - ïîñûëêà, òî ïðî-
âåðÿåòñÿ íàëè÷èå óñëîâèÿ A, êîòîðîå çàìåíÿåòñÿ íà "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
îáîèõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

Êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò âèä "íå(A)", à íåêîòîðàÿ ïîñûëêà -
âèä "íå(B)", òî óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà B, à ïîñûëêà - íà A. Äëÿ ïðîâåðêè öåëåñîîá-
ðàçíîñòè òàêîé êîíòðàïîçèöèè ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâî÷íèê "íå", îáðàùåíèå ê êîòîðîìó
ïðîèñõîäèò íà ñèìâîëå, ÿâëÿþùåìñÿ çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ A.

1.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "äëÿëþáîãî"

×àñòîòà âîçíèêíîâåíèÿ êâàíòîðíûõ êîíñòðóêöèé â çàäà÷àõ ñèëüíî çàâèñèò îò ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, â ãåîìåòðèè îíè âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî;
â òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó - ÷àñòî. Òèïè÷íûé ñïîñîá èñ-
êëþ÷åíèÿ êâàíòîðíûõ êîíñòðóêöèé - ââîä îïðåäåëåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îíè ñâî-
äÿòñÿ ê íîâûì áåñêâàíòîðíûì óòâåðæäåíèÿì èëè âûðàæåíèÿì. Òàê, äëÿ êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè ∀x(x ∈ A → x ∈ B) ââîäèòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ îáîçíà÷åíèå A ⊆ B; äëÿ
âûðàæåíèÿ setx(∃y(y ∈ A & x = f(y))) - îáîçíà÷åíèå "îáðàç(f ,A)", è ò.ä. Çà ñ÷åò
íàðàáîòêè òåîðåì, îáñëóæèâàþùèõ ââåäåííûå íîâûå ïîíÿòèÿ, âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ
óäàåòñÿ èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèÿì, è ñäåëàòü ïðîöåñ-
ñû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî÷òè "áåñêâàíòîðíûìè". Îäíàêî, îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷å-
ñòâî ñëó÷àåâ, êîãäà èñêëþ÷åíèå êâàíòîðíûõ êîíñòðóêöèé íåâîçìîæíî, è äëÿ ðàáîòû
ñ íèìè ïðèõîäèòñÿ ñîçäàâàòü ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ. Íà äîëþ êâàíòîðà
îáùíîñòè ïðèõîäèòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî òàêèõ ïðèåìîâ.
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Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

Ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå íà íóëåâîì óðîâíå.
1. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ êâàíòîð

èëè îïèñàòåëü, òî ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå åãî íåìåäëåííî ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàê,
÷òîáû îíè íå èìåëè ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé â óòâåðæäåíèÿ, îáðàçóþùèå âíåø-
íèé êîíòåêñò äëÿ äàííîãî êâàíòîðà èëè îïèñàòåëÿ. Íàïðèìåð, åñëè âíåøíèé
êîíòåêñò êâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ ∀xP (x) ñîäåðæèò ðàâåíñòâî x = 2, òî ýòî
óòâåðæäåíèå áóäåò çàìåíåíî íà ∀yP (y). Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìàëèçàöèÿñâÿçîê". Âîçíèêàþùàÿ ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé ñòàíäàð-
òèçàöèÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî íà óðîâíÿõ, áîëüøèõ èëè ðàâíûõ 1, íèêàêàÿ ñâÿçàí-
íàÿ ïåðåìåííàÿ íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ îáîçíà÷åíèåì îáúåêòà, óæå èìåþùèìñÿ â
òåêóùåì êîíòåêñòå.

2. Óñòðàíåíèå èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè äóáëèðóþùèõ ïåðåìåííûõ. Åñëè êâàí-
òîðíàÿ ïðèñòàâêà èìååò ïåðåìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ áîëåå îäíîãî ðàçà, òî ïî-
âòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ èç íåå èñêëþ÷àþòñÿ.

3. Óñòðàíåíèå äóáëèðóþùèõ àíòåöåäåíòîâ. Åñëè èìåþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ àíòåöå-
äåíòû, òî îíè èñêëþ÷àþòñÿ.

4. Èñêëþ÷åíèå èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ïåðåìåííûõ, íå èìåþùèõ ñâîáîäíûõ âõî-
æäåíèé â àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò. Åñëè íåêîòîðûå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè èçáûòî÷íû - íå èìåþò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé íè â àíòåöåäåíòû, íè â
êîíñåêâåíò, òî îíè óäàëÿþòñÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îñòàåòÿ
ïóñòîé, ïðîèñõîäèò çàìåíà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ∀x1...xn(A1 & . . . & An → A0)
íà äèçúþíêöèþ ¬A1 ∨ . . . ∨ ¬An ∨ A0.

5. Óñòðàíåíèå äèçúþíêöèè â êîíñåêâåíòå. Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò
âèä ∀x1...xn(A1 & . . . & An → (B1 ∨ . . . ∨ Bm)), òî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
∀x1...xn(A1 & . . . & An & ¬B1 & . . . & ¬Bm−1 → Bm). Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
ñëó÷àé ðåäàêòèðîâàíèÿ òåîðåìû, ñïåöèàëüíî ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ óêàçàíèÿ
ñïèñêà àëüòåðíàòèâ.

6. Çàìåíà êîíúþíêòèâíîãî àíòåöåäåíòà íà ãðóïïó àíòåöåäåíòîâ. Åñëè íåêîòîðûé
àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé, òî îí èñêëþ÷àåòñÿ,
à âñå åãî êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ñòàíîâÿòñÿ íîâûìè àíòåöåäåíòàìè.

7. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, ó êîòîðîé àíòåöåäåíò ñîâïà-
äàåò ñ êîíñåêâåíòîì ëèáî èìåþòñÿ äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ àíòåöåäåíòà. Â óêà-
çàííîé ñèòóàöèè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà".

8. Èñêëþ÷åíèå àíòåöåäåíòà, îòðèöàíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ êîíñåêâåíòîì.
9. Óñìîòðåíèå àíòåöåäåíòîâ, óêàçûâàþùèõ íåñîâìåñòèìûå òèïû îäíîé è òîé æå

ïåðåìåííîé. Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò àíòåöåäåíòû P (x) è Q(x), ãäå
P, Q - íàçâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îáúåêòîâ, ïðè÷åì ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà
"ðîä" óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç òèïîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì äðóãîãî, òî
ýòà èìïëèêàöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà".

Äàëåå èäóò ïðèåìû ñòàíäàðòèçàöèè êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé, óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ êîòîðûõ áîëüøå íóëÿ.
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1. Óñòðàíåíèå êîíúþíêöèè â êîíñåêâåíòå. Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò
âèä ∀x1...xn(A1 & . . . & An → (B1 & . . . & Bm)), òî åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
êîíúþíêöèè êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé

∀x1...xn(A1 & . . . & An → B1) & . . . & ∀x1...xn(A1 & . . . & An → Bm).

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëåçíî, òàê êàê óïðîùàåò êâàíòîðíûå
êîíñòðóêöèè, õîòÿ è óâåëè÷èâàåò èõ ÷èñëî. Îäíàêî, åñòü ðÿä îãðàíè÷åíèé íà
åãî ïðèìåíåíèå. Âî-ïåðâûõ, íåöåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü åãî ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî, òàê êàê âûãîäíåå ñíà÷àëà ïðèìåíèòü äðóãîå ïðåîáðàçîâà-
íèå, èñêëþ÷àþùåå êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ çà ñ÷åò ïåðåáðîñêè àíòåöåäåíòîâ
â ñïèñîê ïîñûëîê (ñì. íèæå). Âî-âòîðûõ, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè óñëîâèÿ çàäà÷è
íà îïèñàíèå íóæíî êîíòðîëèðîâàòü ñîõðàíåíèå ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè
êàêîå-òî Bi îáåñïå÷èâàëî î.ä.ç. äëÿ äðóãîãî Bj, òî èõ íåâûãîäíî ðàçáèâàòü ïî
ðàçíûì êâàíòîðíûì èìïëèêàöèÿì. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå
ìîäèôèöèðóåòñÿ, àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàíèþ îòðèöàíèÿ êîíúþíêöèè. Íàõî-
äÿòñÿ âñå Bi, íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. äðóãèõ Bj, è óòâåð-
æäåíèÿ B1, . . . , Bm ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ãðóïïàì, îáðàçîâàííûì óêàçàííûìè Bi

è ñîïðîâîæäàþùèìè èõ ïî î.ä.ç. äðóãèìè Bk. Ýòè ãðóïïû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.
Çàòåì èñõîäíàÿ èìïëèêàöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ èìïëèêàöèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íàéäåííûì ãðóïïàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

2. Óñòðàíåíèå äèçúþíêöèè â àíòåöåäåíòå. Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò
âèä ∀x1...xn(A1 & . . . & Ai−1 &(B1 ∨. . .∨ Bm) & Ai+1 & . . . & An → A0), òî îíà çàìå-
íÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ èìïëèêàöèé ∀x1...xn(A1 & . . . & Ai−1 & B1 & Ai+1 & . . . & An

→ A0) & . . . & ∀x1...xn(A1 & . . . & Ai−1 & Bm & Ai+1 & . . . & An → A0). Ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé, è óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 1.

3. Óñìîòðåíèå âõîæäåíèÿ àíòåöåäåíòà â êîíñåêâåíò ëèáî â äðóãîé àíòåöåäåíò.
Åñëè íåêîòîðûé àíòåöåäåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè âõîäèò â äðóãîé åå àíòå-
öåäåíò ëèáî â êîíñåêâåíò, òî ýòî âõîæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
Åñëè àíòåöåäåíò èìååò âèä "íå(A)", ïðè÷åì óòâåðæäåíèå A âõîäèò â äðóãîé
àíòåöåäåíò ëèáî â êîíñåêâåíò, òî âõîæäåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà
êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå âõîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà â àíòåöåäåíò. Åñëè êîíñåêâåíò êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè âõîäèò â åå àíòåöåäåíò, òî ýòî âõîæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó
"ëîæü". Åñëè êîíñåêâåíò èìååò âèä "íå(A)", ïðè÷åì óòâåðæäåíèå A âõîäèò
â àíòåöåäåíò, òî åãî âõîæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ñäâîåííûå ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
∀x1...xk

(A1 & . . . & An → A0) èìååò òàêèå äâå ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå xi, xj, êîòî-
ðûå ïîâñþäó âñòðå÷àþòñÿ âìåñòå ïîä îäíîé è òîé æå îïåðàöèåé f , êðîìå, áûòü
ìîæåò, àíòåöåäåíòîâ, óêàçûâàþùèõ òèï çíà÷åíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ ïî îòäåëü-
íîñòè, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïåðåéòè îò ïàðû ïåðåìåííûõ xi, xj ê íî-
âîé ïåðåìåííîé, îáîçíà÷àþùåé f(xi, xj). Äëÿ êîììóòàòèâíîé è àññîöèàòèâíîé
îïåðàöèè f ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàê xi, òàê è xj ïðèñóòñòâóþò ñðåäè åå îïåðàí-
äîâ ëèøü îäíîêðàòíî. Äëÿ íå êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè f ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
äâóìåñòíàÿ, ïðè÷åì îïåðàíäû xi, xj âñòðå÷àþòñÿ âåçäå â îäíîì è òîì æå ïî-
ðÿäêå. ×òîáû îïðåäåëèòü óñëîâèÿ íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé
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z, îáîçíà÷àþùåé f(xi, xj), ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, óñëîâèÿ êîòîðîé
ñóòü z = f(xixj), P (z), ãäå P - òèï çíà÷åíèé îïåðàöèè f , à òàêæå âñå àíòåöå-
äåíòû, èìåþùèå åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xi ëèáî åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ
xj. Íåèçâåñòíûå çàäà÷è ñóòü ïåðåìåííûå xi, xj. Íà îòâåò íàâåøèâàåòñÿ êâàí-
òîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî xi, xj, è ðåçóëüòàò óïðîùàåòñÿ. Íàéäåííûå óñëîâèÿ íà z
áåðóòñÿ â êà÷åñòâå àíòåöåäåíòîâ, çàìåíÿþùèõ ðàíåå èìåâøèåñÿ àíòåöåäåíòû,
ñîäåðæàùèå xi, xj ïî îòäåëüíîñòè. Âñå ñäâîåííûå âõîæäåíèÿ xi, xj â àíòåöåäåí-
òû è êîíñåêâåíò çàìåíÿþòñÿ íà z; â ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå ïðîâîäèòñÿ òàêàÿ
æå çàìåíà. Ôàêòè÷åñêè ïðèåì äàæå íå ïåðåõîäèò ê íîâîé ïåðåìåííîé z, à èñ-
ïîëüçóåò â êà÷åñòâå íåå ñòàðóþ ïåðåìåííóþ xi. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

6. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå àíòåöåäåíòîâ. Ïî çàâåðøåíèè îïèñàííûõ
âûøå ïðåîáðàçîâàíèé îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå åå àíòåöåäåíòîâ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3. Òàêîå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå ìîæåò áûòü íåîáõîäèìûì
äëÿ óñìîòðåíèÿ ñîâïàäåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ èìïëèêàöèé.

Äåêîìïîçèöèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè íà íåçàâèñèìûå óòâåðæäåíèÿ

Óòâåðæäåíèÿ A1, . . . , An,¬A0 êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ∀x1...xk
(A1 & . . . & An → A0)

ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ íà òàêèå ïîäìíîæåñòâà B1, . . . , Br, ÷òî ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ ïîä-
ìíîæåñòâ íå çàâèñÿò îò îáùèõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè x1, . . . , xk. Â ýòîì
ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé äåêîìïîçèöèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â äèçúþíêöèþ
íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé C1, . . . , Cr. ×èñëî r âûáèðàåòñÿ íàèáîëüøèì âîçìîæíûì,
r > 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó â êà÷åñòâå êàæäîãî Bi îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
èñõîäíîãî ñïèñêà óòâåðæäåíèé äëÿ îòíîøåíèÿ çàâèñèìîñòè äâóõ óòâåðæäåíèé îò îá-
ùåé ïåðåìåííîé êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Ci åñòü êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ
èç ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà Bi âûáîðîì â êà÷åñòâå êîíñåêâåíòà îòðèöàíèÿ îäíîãî èç
íèõ, à â êà÷åñòâå àíòåöåäåíòîâ - îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ. Êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà ó Ci

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî Ki ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè èñõîäíîé
èìïëèêàöèè, âñòðå÷àþùèõñÿ â Bi. Åñëè Ki ïóñòîå, òî Bi, î÷åâèäíî, îäíîýëåìåíòíî,
è òîãäà Ci ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ýòîãî ýëåìåíòà. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíÿõ 0
ëèáî 2. Óðîâåíü 0 èìååò ìåñòî äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "êâàíòîðíàÿ-
ñâåðòêà". Çäåñü íåîáõîäèìî óñïåòü âûïîëíèòü äåêîìïîçèöèþ äî òîãî, êàê êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ áóäåò ïðåîáðàçîâàíà "ïî îïðåäåëåíèÿì" â áåñêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðè íàëè÷èè â êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê
êàê öåëåñîîáðàçíî ñíà÷àëà îò íèõ èçáàâèòüñÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ Bi èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "êîìïîíåíòà(õ1 õ2 õ3)",
ïðè îáðàùåíèè ê êîòîðîé çàäàþòñÿ íàáîð òåðìîâ õ2 è äâà ñïèñêà ïåðåìåííûõ - õ1 è
õ3. õ1 óêàçûâàåò ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå íåêîòîðîãî òåðìà T íàáîðà õ2. Ïðîöåäóðà
íàõîäèò ñîäåðæàùóþ T êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè â õ2, ñîñòîÿùóþ èõ âñåõ òåðìîâ, ê
êîòîðûì ìîæíî ïåðåéòè îò T ïî öåïî÷êå ïåðåõîäîâ ìåæäó òåðìàìè, çàâèñÿùèìè îò
îáùåé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ3.

Âûáîð êîíñåêâåíòà â êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè Ci, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷åí.
Ïðèåì äåëàåò íåêîòîðûé ïðåäâàðèòåëüíûé âûáîð, ðóêîâîäñòâóÿñü ðÿäîì ýâðèñòè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, îí ïûòàåòñÿ ñîõðàíèòü ñòàðûé êîíñåêâåíò, åñëè
òàêîâîé ïîïàë â Ci, è ñîõðàíèòü â àíòåöåäåíòàõ ïðîñòåéøèå óòâåðæäåíèÿ, îáåñïå÷è-
âàþùèå î.ä.ç. äëÿ áîëåå ñëîæíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå êîíñåêâåíòà
íåîáõîäèìûå ïåðåñòàíîâêè áóäóò âûïîëíåíû äðóãèìè ïðèåìàìè.
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Êîíòðàïîçèöèè

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî îáùèõ ïðèåìîâ, ïåðåñòàâëÿþùèõ ìåñòàìè êîíñåêâåíò è àíòå-
öåäåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè (ðàçóìååòñÿ, ïåðåõîäÿ ïðè ýòîì ê èõ îòðèöàíèÿì).
Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ êîíòðàïîçèöèÿìè.

1. Êîíñåêâåíò è àíòåöåäåíò íà÷èíàþòñÿ ñ ñèìâîëà "íå". Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî
âûïîëíÿåòñÿ êîíòðàïîçèöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ îòáðîñèòü îáà îòðèöàíèÿ. Îäíàêî,
â ðÿäå ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè
êîíñåêâåíò èìååò âèä îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå, à àíòå-
öåäåíò íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò, ëèáî åñëè àíòåöåäåíò íåîáõîäèì äëÿ îáåñïå-
÷åíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

2. Êîíñåêâåíò èìååò âèä "íå(P (x))", ãäå x - ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè,
à P - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Åñëè íåêîòîðûé àíòåöåäåíò íå èìååò âèäà Q(y), ãäå
y - ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, à Q - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, òî äëÿ íåãî
âûïîëíÿåòñÿ êîíòðàïîçèöèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Êîíñåêâåíò èìååò âèä "íå(P (x))", è íèêàêîé àíòåöåäåíò íå èìååò ñâîèì çàãî-
ëîâêîì ñèìâîëà "íå". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S àíòåöåäåíòîâ, ïîïîëíåííûé óòâåð-
æäåíèåì P (x). Íàõîäèòñÿ ïîäìíîæåñòâî R óòâåðæäåíèé ñïèñêà S, íå èñïîëü-
çóåìûõ â êà÷åñòâå ñîïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. äëÿ äðóãèõ óòâåðæäåíèé äàííîãî
ñïèñêà. Åñëè R ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà Q, îòëè÷íîãî îò P (x), òî âû-
ïîëíÿåòñÿ êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ àíòåöåäåíòà Q. Åñëè R áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíî,
òî êîíòðàïîçèöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òàêîãî åãî ýëåìåíòà Q, êîòîðûé ëèáî ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé, â òî âðåìÿ êàê P (x) ýëåìåíòàðíî, ëèáî èìååò
íàèáîëüøåå ÷èñëî âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, ïðåâîñ-
õîäÿùåå òàêîå ÷èñëî äëÿ P (x).

4. Íåêîòîðûé àíòåöåäåíò èìååò âèä "íå(P )", à êîíñåêâåíò Q èìååò òîò æå çàãî-
ëîâîê, ÷òî è óòâåðæäåíèå P . Åñëè ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ êîíñåêâåíòà
âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèÿ P , äëèíà òåðìà Q õî-
òÿ áû â 1.2 ðàçà ìåíüøå äëèíû òåðìà P , è àíòåöåäåíò "íå(P )" íå èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., òî âûïîëíÿåòñÿ êîíòðàïîçèöèÿ.

Ñëèÿíèå êâàíòîðíûõ ïðèñòàâîê

Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò âèä "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn äëÿëþáîãî(y1 . . . ym åñ-
ëè A1 . . . Ak òî A0))", òî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "äëÿëþáîãî(x1 . . . xny1 . . . ym åñëè
A1 . . . Ak òî A0)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ãðóïïèðîâêà êâàíòîðîâ íàðóæó

Íà óðîâíå 1 âûïîëíÿåòñÿ îáîáùàþùàÿ ïðåäûäóùèé ñëó÷àé ãðóïïèðîâêà êâàíòî-
ðîâ íàðóæó. Èìåííî, åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò âèä "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn

åñëè B1 . . . Bp òî äëÿëþáîãî(y1 . . . ym åñëè A1 . . . Ak òî A0))", òî îíà çàìåíÿåòñÿ íà
"äëÿëþáîãî(x1 . . . xny1 . . . ym åñëè B1 . . . BpA1 . . . Ak òî A0)". Àíàëîãè÷íî, óòâåðæäå-
íèå "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . Ai−1 ñóùåñòâóåò(y1 . . . ym B) Ai+1 . . . Ak òî A0)"
çàìåíÿåòñÿ íà "äëÿëþáîãî(x1 . . . xny1 . . . ym åñëè A1 . . . Ai−1BAi+1 . . . Ak òî A0)". Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìûé òåðì çàäà÷è íå ñîäåðæàë âûðà-
æåíèÿ "îòîáðàæåíèå(y1 . . . ym B t)".
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Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íûõ àíòåöåäåíòîâ

Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ ïîçâîëÿþò îòáðàñûâàòü àíòåöåäåíòû, íå èçìåíÿþùèå
îáëàñòè èñòèííîñòè êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Îáû÷íî òàêèå ïðèåìû áûâàþò íóæíû
ïðè âûâîäå òåîðåì.

1. Îòáðàñûâàåòñÿ àíòåöåäåíò P (x), ãäå îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P îïðå-
äåëÿåò òèï îáúåêòà, à ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â äðóãèõ àíòåöå-
äåíòàõ è â êîíñåêâåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Åñëè íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè x íå âñòðå÷àåòñÿ â êîíñå-
êâåíòå, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå åå àíòåöåäåíòû A1, . . . , An. Åñëè
èç îñòàâøèõñÿ àíòåöåäåíòîâ B1, . . . , Bm âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî çíà÷å-
íèÿ x, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ A1, . . . , An èñòèííû, òî ïîñëåäíèå îòáðàñûâàþòñÿ èç
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ. Äëÿ ïðîâåðêè çäåñü èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå, ðåøàåìàÿ ñ ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà äîïóñòèìóþ òðóäîåìêîñòü.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè âûâîäå òåîðåì - äëÿ åãî àêòèâèçàöèè òðåáóåòñÿ
öåëü "ðåäóöèðîâàíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Åñëè àíòåöåäåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, âîçíèêàþùåé ïðè âûâîäå òåîðåì,
èìååò âèä ¬(x = t), ãäå x - ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, íå âõîäÿùàÿ â
t, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü è â ñëó÷àå x = t. Ïîñëå
ýòîãî àíòåöåäåíò îòáðàñûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Çàìåíà ïåðåìåííîé êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè

Ïóñòü êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . Am òî A0)" èìååò ïå-
ðåìåííóþ xi ñâîåé êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå òîëüêî
âíóòðè âõîæäåíèé îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ T , ïðè÷åì âñå ñîäåðæàùèå xi àíòå-
öåäåíòû íå èìåþò ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò xi. Â êà÷åñòâå T áåðåòñÿ ìèíèìàëüíîå
âûðàæåíèå, êîðíåâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò xi, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
âõîæäåíèé T â êîíñåêâåíò íå ìåíåå äâóõ è ÷òî íè îäíà èç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ T íå
ñâÿçàíà íèêàêèì âíåøíèì êâàíòîðîì èëè îïèñàòåëåì, íàõîäÿùèìñÿ â êîíñåêâåíòå.
Â óêàçàííîé ñèòóàöèè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà çàìåíèòü ïåðåìåííóþ xi íà íîâóþ
ïåðåìåííóþ y, ÿâëÿþùóþñÿ âñïîìîãàòåëüíûì îáîçíà÷åíèåì äëÿ T . ×òîáû íàéòè
óñëîâèÿ íà îáëàñòü èçìåíåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé, ïðåîáðàçóåòñÿ ê áåñêâàíòîðíîìó
âèäó óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(xi è(Q y = T ))", ãäå Q - êîíúþíêöèÿ ñîäåðæàùèõ xi

àíòåöåäåíòîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà - ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå ñ óñëîâèÿìè Q, y = T è íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé xi, çàòåì óïðîùàåòñÿ
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Åñëè ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ èìååò âèä P1 ∨ . . .∨Pk, k ≥ 1, òî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ñîäåðæàùèé y êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí êàæäîãî Pj íå ñîäåð-
æèò äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå ââîäÿòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè Cj, j = 1, . . . , k,
ïîëó÷åííûå èç èñõîäíîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè çàìåíîé â êîíñåêâåíòå âñåõ âõîæäå-
íèé âûðàæåíèÿ T íà y, çàìåíîé âñåõ ñîäåðæàùèõ xi àíòåöåäåíòîâ íà Pj è çàìåíîé â
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå xi íà y. Íàêîíåö, ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà èñõîäíîé êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè íà êîíúþíêöèþ ðåçóëüòàòîâ óïðîùåíèÿ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé
C1, . . . , Ck. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè êàê óñëîâèÿ ïóñòîòû êëàññà

Åñëè â îäíîì è òîì æå òåðìå çàäà÷è ïðèñóòñòâóþò êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿ-
ëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . Am òî A0)" è âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn P t)",
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ïðè÷åì îòðèöàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñîâïàäàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîñòåéøèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ñ óòâåðæäåíèåì "ñóùåñòâóåò(x1 . . . xn P )", òî êâàíòîðíàÿ èìïëèêà-
öèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "ðàâíî(êëàññ(x1 . . . xn P )ïóñòî)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Èìïëèêàòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî Z èìååò óñëîâèå âèäà "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1

. . . Am òî A0)", òî îíà ñâîäèòñÿ ê íîâîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî Z ′, ïîëó÷àåìîé èç
òåêóùåé äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé A1, . . . , Am ê ñïèñêó ïîñûëîê è âûáîðîì óòâåð-
æäåíèÿ A0 â êà÷åñòâå óñëîâèÿ. Êîììåíòàðèè ê ïîñûëêàì è êîììåíòàðèè ê çàäà÷å
ïåðåíîñÿòñÿ èç Z â Z ′ ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêîâ "íîâàÿïîñûëêà", "äëÿëþáîãî". Çà-
äà÷à Z ′ ðåøàåòñÿ ñ òåì æå ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, ÷òî è Z. Ðåçóëüòàò åå ðåøåíèÿ
(îòâåò "èñòèíà" ëèáî ñèìâîë "îòêàç") âûäàåòñÿ êàê îòâåò íà çàäà÷ó Z. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Êîíòðàïîçèöèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî è åå óñëîâèÿ, èìåþùåãî âèä îòðèöàíèÿ

Åñëè çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî Z èìååò åäèíñòâåííóþ êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ A
â ïîñûëêàõ, à óñëîâèå åå èìååò âèä "íå(B)", òî îíà ñâîäèòñÿ ê íîâîé çàäà÷å Z ′,
ïîëó÷åííîé çàìåíîé ïîñûëêè A íà B, à óñëîâèÿ - íà îòðèöàíèå A. Öåëüþ òàêîé
êîíòðàïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå â óñëîâèè çàäà÷è êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ
ïîñëåäóþùåãî ïåðåõîäà îò çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ê çàäà÷å íà ïîäáîð ïðèìåðà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 6.

Îáðàòíûé âûâîä â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò ñâîåé ïîñûëêîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ "äëÿ-
ëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . Am òî A0)", ó êîòîðîé âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè âõîäÿò â êîíñåêâåíò A0, à óñëîâèåì çàäà÷è ñëóæèò ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå
B c òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî A0, îòëè÷íûì îò ðàâåíñòâà, òî ïðîâåðÿåòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
ëè B ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè â A0 íåêîòîðûõ òåðìîâ t1, . . . , tn âìåñòî ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn. Åñëè òàêèå òåðìû íàéäåíû, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëü-
òàòû Bi ïîäñòàíîâêè èõ âìåñòî ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè â àíòåöåäåíòû
A1, . . . , Am. Äëÿ êàæäîãî Bi ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü åãî èñòèííîñòü â
êîíòåêñòå ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà äîêàçà-
òåëüñòâî ñ çàìîðîæåííûìè ïîñûëêàìè è ñ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà
òðóäîåìêîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïîïûòîê áûñòðîãî óñìîòðåíèÿ. Â
ñëó÷àå åãî óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ íà òåêóùóþ çàäà÷ó âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, èìåþùåé çàãîëîâêîì êîíñåêâåí-
òà êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ

Åñëè çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò ïîñûëêó âèäà "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . .
Am òî ñóùåñòâóåò(y1 . . . yk è(B1 . . . Br)))", à óñëîâèå åå èìååò âèä "ñóùåñòâóåò(z1 . . . zp

è(C1 . . . Cq))", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïîäîáðàòü òàêóþ ïîäñòàíîâêó òåðìîâ
s1, . . . , sp âìåñòî ïåðåìåííûõ z1, . . . , zp â óòâåðæäåíèÿ C1, . . . , Cq, êîòîðàÿ äàåò ïîä-
ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè íåêîòîðûõ òåðìîâ t1, . . . , tn âìåñòî ïåðåìåííûõ
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x1, . . . , xn â óòâåðæäåíèÿ B1, . . . , Br. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "óíèôèêà-
öèÿ". Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàþòñÿ íàéäåíû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ - óñëîâèÿ çàäà÷è, îòîæäåñòâëÿþùèå ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ ñ
íåêîòîðûìè êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè êîíñåêâåíòà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Äàëåå
îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå
â àíòåöåäåíòû òåðìîâ t1, . . . , tn âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàòîðà "èçâëåêàåòñÿ", ðåøàþùåãî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ñ îãðàíè÷åííûìè ñðåäñòâàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè ïîïûòêó áûñòðîãî óñìîòðåíèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 1. Óâåëè÷åíèå åãî ïðèâåëî áû ê òîìó,
÷òî ïðèåì îêàçàëñÿ ïðàêòè÷åñêè îòêëþ÷åííûì: íà óðîâíå 2 ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ñâî-
äÿùèé äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ê çàäà÷å íà ïîäáîð ïðèìåðà.

Ðàçðåøåíèå ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ êâàí-
òîðíîé ïðèñòàâêè

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ äîïóñêàþò ÿâíîå ðàçðåøåíèå îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè êàê íåèçâåñòíûõ. Îáû÷íî, âñëåä çà
ýòèì óäàåòñÿ âîîáùå èçáàâèòüñÿ îò äàííîãî êâàíòîðà, ïåðåôîðìóëèðîâàâ åãî â òåð-
ìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Äëÿ óäîáñòâà êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó îòðèöàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäêâàíòîð-
íûå óòâåðæäåíèÿ ïîñëåäíåãî. Íàïðèìåð, åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå èìååò âèä
∀x(1 ≤ x & x ≤ 3 → x + a < 2), òî ìîæíî ðåøèòü íåðàâåíñòâà 1 ≤ x, x ≤ 3,
¬(x + a < 2) îòíîñèòåëüíî íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé x. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ áó-
äóò èñêëþ÷àòüñÿ ÿâíûå óêàçàíèÿ èíòåðâàëîâ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x è ñîõðàíÿòüñÿ
òîëüêî óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ýòè çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóþò. Ïîëó÷èâ îòâåò
a ≥ −1, ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ê âèäó ¬∃x(a ≥ −1), ÷òî
äàëåå äàåò áåñêâàíòîðíîå óñëîâèå a < −1.

Ïðèâåäåííûé ïðèåì ÷àñòî áûâàåò ïîëåçåí â çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå; â
äðóãèõ ðàçäåëàõ îí îáû÷íî ìàëî ýôôåêòèâåí è ïðèâîäèò ëèøü ê íåîïðàâäàííûì
äîïîëíèòåëüíûì çàòðàòàì âðåìåíè. Ïîýòîìó íà÷èíàåòñÿ ïðèåì ñ ïðîâåðêè ñåðèè
ýâðèñòè÷åñêèõ ôèëüòðîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ åãî àêòèâèçàöèþ.

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñ-
ëè A1 . . . Am òî A0)", ÿâëÿþùèõñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷ íà îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òàêàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îòâåòà, çàäàþùåé ñåðèþ îãðàíè-
÷åíèé. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé A1, . . . , Am,¬A0, è ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ äàííûì ñïèñêîì óñëîâèé. Ïîñûëêàìè åå ñëóæàò âñå óòâåðæäå-
íèÿ èç êîíòåêñòà ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè; íåñóùåñòåííûìè íåèç-
âåñòíûìè - ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Åñëè íàéäåí îòâåò B, òî êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèå ¬∃x1...xnB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Ôèêñàöèÿ çíà÷åíèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ÷åðåç ðàâåíñòâî â àíòåöåäåíòå

Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ âèäà "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . Ai−1 xj = t Ai+1 . . . Am

òî A0)", ãäå âûðàæåíèå t íå ñîäåðæèò xj, çà èñêëþ÷åíèåì êðàéíå ðåäêèõ ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àåâ, ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "äëÿëþáîãî(x1 . . . xj−1xj+1 . . . xn åñëè B1 . . . Bi−1Bi+1

. . . Bm òî B0)". Çäåñü êàæäîå Bk - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ t âìåñòî ïåðå-
ìåííîé xj â óòâåðæäåíèå Ak. ×òîáû ïðåîáðàçîâàíèå áûëî êîððåêòíûì, ñâÿçàííûå
ïåðåìåííûå óòâåðæäåíèÿ Ak ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ íà ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ òåðìà t. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.
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Ôèêñàöèÿ çíà÷åíèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ÷åðåç îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â
êîíñåêâåíòå

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Îí çàìåíÿåò êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ âèäà
"äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . Am òî íå(xj = t))" íà èìïëèêàöèþ "äëÿëþáîãî(x1 . . .
xj−1xj+1 . . . xn åñëè B1 . . . Bm−1 òî íå(Bm))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî òîæå ðàâåí 0.

Âûâîä ñëåäñòâèé ñ ïîìîùüþ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè

Äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ íåêîòîðîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàíòîð-
íóþ èìïëèêàöèþ "äëÿëþáîãî(x1 . . . xn åñëè A1 . . . Am òî A0)", ñîäåðæàùóþñÿ â òåõ
æå ïîñûëêàõ. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ òàêîé âûâîä:

1. Âûâîä áåç êîíòðàïîçèöèé. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2, èíà÷å îí ðàâåí 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ
A1, . . . , Am, A0 ýëåìåíòàðíû (íå ñîäåðæàò ëîãè÷åñêèõ ñÿçîê, êðîìå, áûòü ìî-
æåò, âíåøíåãî îòðèöàíèÿ, è íå èìåþò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ). Ïðîâåðÿåòñÿ
òàêæå îòñóòñòâèå íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êîììåíòàðèåâ, äåëàþùèõ èñïîëüçî-
âàíèå äàííîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèé äëÿ ïðÿìîãî âûâîäà ñëåäñòâèé íåöåëåñî-
îáðàçíûì. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ïîäáîðçíà÷å-
íèé", êîòîðàÿ ïûòàåòñÿ ïîäîáðàòü òàêèå òåðìû t1, . . . , tn, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ
â àíòåöåäåíòû äàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé) íåêîòîðûå
ïîñûëêè B1, . . . , Bn. Òàê êàê öåëüþ âûâîäà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óòâåðæäåíèé,
ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ïåðåìåííûå çàäà÷è, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óêàçàííûå
ïîñûëêè èìåþò õîòÿ áû îäíó ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæ-
äàÿ ïîñûëêà Bi ëèáî èìååò ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ, âñòðå÷àþùóþñÿ â óñëîâèè
çàäà÷è, ëèáî îòíîñèòñÿ ê òîé æå êîìïîíåíòå ñïèñêà ïîñûëîê, îïðåäåëÿåìîé
îòíîøåíèåì çàâèñèìîñòè äâóõ óòâåðæäåíèé îò îáùåé ïåðåìåííîé, ÷òî è ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò C
ïîäñòàíîâêè òåðìîâ t1, . . . , tn âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â êîíñåêâåíò A0.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå óòâåðæäåíèÿ C, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò íîðìàëè-
çàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è (â ñëó÷àå ðàâåíñòâà) îïåðàòîð "ñòàíäðàâíî".
Òå ïîäòåðìû äàííîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ çà-
äà÷è, óïðîùåíèåì íå çàòðàãèâàþòñÿ. Åñëè â ðåçóëüòàòå óïðîùåíèÿ ïîëó÷åíî
óòâåðæäåíèå D, îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû "èñòèíà", òî âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå
ê îïåðàòîðó "ôèëüòðèìïëèêàöèè" äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ öåëåñîîá-
ðàçíîñòè âûâîäà ñëåäñòâèÿ D.
Çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ÿâëåíèåì, õàðàêòåðíûì äëÿ ìíîãèõ îáùèõ ïðèåìîâ.
Ââèäó èõ îáùíîñòè, èíîãäà áûâàåò çàòðóäíèòåëüíî äàòü êàêèå-òî ïðîñòûå ðå-
êîìåíäàöèè îòíîñèòåëüíî òîãî, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèåì ïðèìåíÿòü íóæíî, à â
êàêèõ - íå íóæíî. ×òîáû îáåñïå÷èòü õîðîøåå óïðàâëåíèå ïðèåìîì, ïðèõîäèòñÿ
ââîäèòü â íåãî íàêîïèòåëü ýâðèñòè÷åñêèõ ðåøàþùèõ ïðàâèë, èìåþùèõ ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøèé óðîâåíü îáùíîñòè, ÷åì ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà âûïîëíÿåìûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Ýòè ïðàâèëà ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèÿìè ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòåé, è òîãäà äëÿ îáúåäèíåíèÿ èõ â îáùóþ ïðîöåäóðó ïðèìåíÿþòñÿ
ñïðàâî÷íèêè. Ïîñëå òîãî, êàê ñèòóàöèÿ êîíêðåòèçèðóåòñÿ, îáû÷íî óäàåòñÿ íàé-
òè äîñòàòî÷íî õîðîøèå ìîòèâèðîâêè äëÿ ðàçðåøåíèÿ ëèáî áëîêèðîâêè ñðàáà-
òûâàíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë, íàêîïëåí-
íûõ ïðè îáó÷åíèè ñèñòåìû, ñãðóïïèðîâàíû â ïðîöåäóðå "ôèëüòðèìïëèêàöèè".
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Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî äëÿ òåõ ðàçäåëîâ, ïî êîòîðûì âåëîñü îáó÷åíèå ðåøàòå-
ëÿ, êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè âîçíèêàëè â ïîñûëêàõ èñêëþ÷èòåëüíî ðåäêî. Ïî-
ýòîìó îáó÷àþùèé ìàòåðèàë äëÿ ñîçäàíèÿ ôèëüòðîâ äàííîãî ïðèåìà îêàçàëñÿ
íåáîëüøèì. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî äëèòåëüíîå âðåìÿ äîñòàòî÷íûìè ÿâëÿëèñü
ñàìûå ïðîñòûå ñðåäñòâà îòñå÷åíèÿ. Ðàçðåøàëîñü âûâîäèòü ñëåäñòâèÿ, ó êîòî-
ðûõ íîâûå ïîäâûðàæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèëè ïî ñâîåé äëèíå ïîäâûðàæåíèé, óæå
èìåþùèõñÿ â çàäà÷å. Ëèøü ïðè ïåðåõîäå ê ðàññìîòðåíèþ ïðîñòûõ "òåîðåòè÷å-
ñêèõ" çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó äàííûé ïðèåì ñòàë ïîðîæäàòü ÷ðåç-
ìåðíîå êîëè÷åñòâî áåñïîëåçíûõ ñëåäñòâèé, è ïðîöåäóðà "ôèëüòðèìïëèêàöèè"
ïîïîëíèëàñü äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷èòåëÿìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ââîäó ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ (ò.å. òåðìîâ âèäà "çíà÷åíèå(f t)"). Ýòè îãðàíè÷èòåëè
äîñòàòî÷íî ãðóáûå è âïîñëåäñòâèè äîëæíû áûòü ñóùåñòâåííî óòî÷íåíû.
Ïåðåéäåì ê ïåðå÷èñëåíèþ ðåøàþùèõ ïðàâèë ïðîöåäóðû "ôèëüòðèìïëèêàöèè":
(a) Åñëè óòâåðæäåíèå D ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)", ïðè÷åì òå-

êóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü "ïðèìåð", è íåêîòîðîå åå óñëîâèå
òàêæå ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(f s)", íå ñâÿçàííîå âíåø-
íèì êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì, à ïîñûëêè òàêîãî âèäà íåò, òî ïðèíèìà-
åòñÿ ðåøåíèå î âûâîäå ñëåäñòâèÿ D.

(b) Åñëè ïðåäûäóùàÿ ñèòóàöèÿ íå èìååò ìåñòà, ïðè÷åì D ñîäåðæèò ïîäâûðà-
æåíèå "çíà÷åíèå(f t)", ãäå t èìååò âõîæäåíèå ñèìâîëà "çíà÷åíèå", òî âû-
âîä áëîêèðóåòñÿ. Õîòÿ è íåñêîëüêî èñêóññòâåííîå, ýòî îãðàíè÷åíèå äîëæíî
âîñïðèíèìàòüñÿ â êîíòåêñòå íàëè÷èÿ äðóãèõ ïðèåìîâ, ñïåöèàëüíî ïðåäíà-
çíà÷åííûõ äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé ñ ïîäâûðàæåíèÿìè òèïà "çíà÷åíèå(. . .)".
Ïîýòîìó äëÿ äàííîãî ïðèåìà îñòàâëåíû ëèøü ïðîñòåéøèå ñèòóàöèè âûâî-
äà ñëåäñòâèé, ñîäåðæàùèõ òàêèå ïîäâûðàæåíèÿ.

(c) ÅñëèD ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)", êîòîðîå äî ýòîãî íå âñòðå-
÷àëîñü â çàäà÷å, òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå òàêîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåí-
íîé g, ÷òî âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f . . .)" âõîäÿò â îòëè÷íûå îò ðàññìàòðè-
âàåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè òåðìû çàäà÷è òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé
"çíà÷åíèå(g . . .)", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî òàêîå âõîæäåíèå èìååòñÿ. Â ýòîé
ñèòóàöèè âûâîä ñëåäñòâèÿ D áëîêèðóåòñÿ.

(d) Åñëè D ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(. . .)", íå âñòðå÷àþùååñÿ â óñëî-
âèÿõ è ïîñûëêàõ òåêóùåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð",
ïðè÷åì óñëîâèå èç ïóíêòà a) íå âûïîëíåíî, òî âûâîä áëîêèðóåòñÿ.

(e) Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ïðèìåð", ëèáî çàäà÷à
íà äîêàçàòåëüñòâî, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü êîòîðîé áîëåå 6, ïðè÷åì äëèíà
êàæäîãî ïîäâûðàæåíèÿ óòâåðæäåíèÿ D íå ïðåâîñõîäèò äëèíû õîòÿ áû
êàêîãî-òî ïîäâûðàæåíèÿ ïîñûëêè ëèáî óñëîâèÿ çàäà÷è, òî ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå î âûâîäå ñëåäñòâèÿ D.

(f) Åñëè êàæäîå ïîäâûðàæåíèå óòâåðæäåíèÿ D óæå èìååòñÿ â ïîñûëêàõ è
óñëîâèÿõ çàäà÷è, òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î âûâîäå ñëåäñòâèÿ D.

(g) Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñíàáæåíà êîììåíòàðèåì "òî", áëîêèðóþùèì
îãðàíè÷åíèÿ ïðîöåäóðû "ôèëüòðèìïëèêàöèè", òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î
âûâîäå ñëåäñòâèÿ D. Îäíàêî, ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàå-
ìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè áîëåå 4 ñëåäñòâèé, êîììåíòàðèé "òî" ê íåé
óäàëÿåòñÿ.
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(h) Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü"èçâåñòíî", ïðè÷åì
D ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå ñïåöèàëüíîãî âèäà ("çíà÷åíèå(. . .)" ëèáî ÷èñ-
ëîâîé àòîì), ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå è óæå èìåþùååñÿ â íåêîòîðîé ïî-
ñûëêå çàäà÷è, â êîòîðóþ âõîäÿò òàêæå íåèçâåñòíûå âíåøíåé çàäà÷è íà
îïèñàíèå, òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î âûâîäå ñëåäñòâèÿ D.

Åñëè ïðîöåäóðà "ôèëüòðèìïëèêàöèè" ïðèíèìàåò ðåøåíèå î âûâîäå ñëåäñòâèÿ
D, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê. Ïðè ýòîì âåñà âñåõ ïîñûëîê è
óñëîâèé, èìåþùèõ îáùóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ ñ D, óìåíüøàþòñÿ äî 1.

2. Âûâîä ñ êîíòðàïîçèöèÿìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5. Çäåñü ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíèòü êîíòðàïîçèöèþ
êàêîãî-ëèáî åå àíòåöåäåíòà (ïîìåíÿòü åãî ìåñòàìè ñ êîíñåêâåíòîì, çàìåíèâ îáà
óòâåðæäåíèÿ íà èõ îòðèöàíèÿ). Òåõíè÷åñêè ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ñîñòàâëåíèÿ
ñïèñêà A1, . . . , Am,¬A0 è îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå "ïîäáîðïîñûëîê", êîòîðàÿ
ïûòàåòñÿ èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà, êðî-
ìå êàêîãî-ëèáî îäíîãî. Íà îñíîâå îòðèöàíèÿ ïîñëåäíåãî è ñòðîèòñÿ ñëåäñòâèå
D. Ýòî äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Ôèëüòðàöèÿ âûâîäèìûõ
óòâåðæäåíèé D óñèëèâàåòñÿ - ïðîïóñêàþòñÿ ëèøü òå óòâåðæäåíèÿ, âñå ïîä-
âûðàæåíèÿ êîòîðûõ óæå âñòðå÷àëèñü â çàäà÷å. Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàùåíèå ê
ïðîöåäóðå "ôèëüòðèìïëèêàöèè" äëÿ äàííîãî ïðèåìà ñòàíîâèòñÿ íå íóæíûì.
Óìåíüøåíèå âåñîâ ïîñûëîê è óñëîâèé íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ.

3. Âûâîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ óòâåðæäåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûì âûðàæåíèåì, óæå èìå-
þùèìñÿ â çàäà÷å. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêà êîòîðîé
ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)", çàâèñÿùåå îò íåèçâåñò-
íûõ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ìîãóò ïðåäïðèíèìàòüñÿ ïîïûòêè âûâîäà
ñëåäñòâèé, ñîäåðæàùèõ äàííîå ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå. Ïðèåì, âûïîëíÿ-
þùèé òàêèå ïîïûòêè, èíèöèèðóåòñÿ ïðè îáíàðóæåíèè â êîíñåêâåíòå A0 êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè ïîäâûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f s)", ãäå f - ïåðåìåííàÿ. Îí
ïðîâåðÿåò, ÷òî âñå ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ñîäåðæàòñÿ â âûðàæåíèè
s, âûáèðàåò â íåêîòîðîé ýëåìåíòàðíîé ïîñûëêå òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)", ãäå t çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ âíåøíåé çàäà-
÷è íà îïèñàíèå, è íàõîäèò òàêèå òåðìû r1, . . . , rn, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â âûðàæåíèå s äàåò âûðàæåíèå t. Íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòà-
òû B1, . . . Bm, B0 ïîäñòàíîâêè òåðìîâ r1, . . . , rn âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn

â àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Èñïîëüçóÿ ïðîâåðî÷íûå
îïåðàòîðû, ïðèåì ïûòàåòñÿ óñòàíîâèòü èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé B1, . . . Bn â
êîíòåêñòå ñïèñêà ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è. Çäåñü óñòàíàâëèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà äîïóñòèìóþ òðóäîåìêîñòü. Â ñëó÷àå óñïåõà ñëåäñòâèå
B0 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

4. Âûâîä ðàâåíñòâà äëÿ ÷èñëîâîãî àòîìà. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, è
êîíñåêâåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî F (a1 . . . ak) =
t, ãäå F - íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà íå÷èñëîâûõ îáúåêòîâ (äëèíà,
ìàññà, è ò.ï.), òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñòàíîâèòü ñ åãî ïîìîùüþ çíà÷å-
íèÿ äàííîé õàðàêòåðèñòèêè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðî÷èõ ïîñûëêàõ çàäà÷è. Äëÿ
ëþáîãî âõîæäåíèÿ â òàêóþ ïîñûëêó ïîäòåðìà F (b1 . . . bk), íå ñâÿçàííîãî âíåø-
íèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè, íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà p âìåñòî ïåðåìåííûõ
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êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, ïåðåâîäÿùàÿ a1, . . . , ak â b1, . . . , bk. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñ-
òèííîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ p ê àíòåöåäåíòàì óñìàòðèâàåòñÿ èç ïîñû-
ëîê çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ, è ðåãèñòðèðóåòñÿ ñëåäñòâèå
F (b1 . . . bk) = s, ãäå s - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ p ê òåðìó t. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

5. Ïîïûòêà âûâåñòè ñëåäñòâèå, ñîäåðæàùåå óæå âñòðå÷àâøååñÿ â çàäà÷å âûðà-
æåíèå ñ íåèçâåñòíûìè. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì äëèíà
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè áîëüøå 1, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå áîëåå ÷åì îäíî-
áóêâåííîå ïîäâûðàæåíèå t åå êîíñåêâåíòà, çàãîëîâîê êîòîðîãî íå àññîöèàòèâåí
è îòëè÷åí îò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ýòî âûðàæåíèå áåðåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â òîì
ñìûñëå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå S ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ t ñ êâàí-
òîðíîé ïðèñòàâêîé íåïóñòî è ÷òî íåïóñò ñïèñîê R åãî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ,
íå âõîäÿùèõ â êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó. Çàòåì èùåòñÿ òàêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ïî-
ñûëêà F , êîòîðàÿ èìååò íåèçâåñòíîå ïîäâûðàæåíèå T ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî
ó âûðàæåíèÿ t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà R ñîäåðæàòñÿ â T è
÷òî ïîñûëêà F íå èìååò âèäà T = a, ãäå a èçâåñòíî. Íàõîäÿòñÿ òàêèå òåðìû
Q, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â t âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà S äàåò âûðàæåíèå T .
Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû C1, . . . , Cm ïðèìåíåíèÿ äàííîé ïîäñòàíîâêè ê àíòå-
öåäåíòàì A1, . . . , Am. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê D âñåõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðè-
ñòàâêè x1, . . . , xn, âõîäÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ C1, . . . , Cm, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
íåïóñò. Ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, óñëîâèÿìè êîòîðîé
ñëóæèò óòâåðæäåíèÿ C1, . . . , Cm, ïîñûëêàìè - âñå ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, à íåèçâåñòíûìè - ïåðåìåííûå ñïèñêà D. Ýòà çàäà÷à èìååò òàêæå
öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "è", "óïðîñòèòü". Ïðè îáðàùåíèè ê
íåé óñòàíàâëèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà òðóäîåìêîñòü. Åñëè â
ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ âîçíèêàåò ñèñòåìà ðàâåíñòâ, ÿâíî îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ ñïèñêà D, òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê êîíñåêâåíòó A0

îáúåäèíåííîé ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêîâ S, D. Ýòîò ðåçóëüòàò ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ ïðèåìîì êàê íîâîå ñëåäñòâèå, âûâåäåííîå ñ ïîìîùüþ êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè. Îí ñîäåðæèò ðàíåå âñòðå÷àâøååñÿ â çàäà÷å íåèçâåñòíîå âûðàæå-
íèå T è ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ äàëüíåéøåãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 5.

Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé ïîñûëêè çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ óñìîòðåíèÿ
èñòèííîñòè óñëîâèÿ

Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, â êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíûé îòâåò,
òî êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ K â åå ïîñûëêàõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ óñìîòðå-
íèÿ èñòèííîñòè ýëåìåíòàðíîãî óñëîâèÿ F . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
ïîäñòàíîâêè p â êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè K íåêîòîðûõ òåðìîâ âìåñòî ïåðåìåííûõ
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ öèêë ïðîâåðîê èñòèííîñòè ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ òîé æå ïîäñòàíîâêè p ê àíòåöåäåíòàì èìïëèêàöèè. Äëÿ ïðî-
âåðîê èñïîëüçóþòñÿ ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû. Â ñëó÷àå óñïåõà óñëîâèå F çàìåíÿåòñÿ
íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.
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Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé êîíñòàíòå

Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò êîíñåêâåíò âèäà f(t) = p, ãäå âûðàæåíèå t ñî-
äåðæèò ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, à âûðàæåíèå p - íå ñîäåðæèò ýòèõ ïåðå-
ìåííûõ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà çàìåíèòü íà p âñå ïðåäñòàâèìûå â âèäå f(t)
ïîäâûðàæåíèÿ, ê êîíòåêñòó êîòîðûõ îòíîñèòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïåðåä êàæ-
äîé çàìåíîé ïðîâåðÿåòñÿ èñòèííîñòü àíòåöåäåíòîâ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäñëó÷àå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Èìïëèêàòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå òðåáóþùåé ïîëíîãî îòâåòà

Äëÿ óñòðàíåíèÿ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå íåò êàêèõ-
òî ïðîñòûõ îáùèõ ïðèåìîâ. Â çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå îíè îáû÷íî èñêëþ-
÷àþòñÿ çà ñ÷åò ðàçðåøåíèÿ ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Îäíàêî, â äðóãèõ ðàçäåëàõ (íàïðèìåð, â ìàòåìàòè÷åñêîì àíà-
ëèçå) òàêîå ðàçðåøåíèå ðåäêî áûâàåò âîçìîæíûì. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè, èíîãäà óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íîâûå ïîíÿòèÿ, èìåþùèå êâàíòîðíûå
îïðåäåëåíèÿ. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïåðåõîäà ê òàêèì ïîíÿòèÿì öåëèêîì çàâèñèò îò òîãî,
íàñêîëüêî ðàçâèò àïïàðàò ðåøåíèÿ çàäà÷, ñôîðìóëèðîâàííûõ íà èõ ÿçûêå.

Íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàáîòû ñ êâàíòîðíûìè èìïëèêàöèÿìè â óñëîâèÿõ çàäà÷è
íà îïèñàíèå ïîÿâëÿþòñÿ, åñëè íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíûé îòâåò. Òîãäà ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü ðàçëè÷íûå ðàçíîâèäíîñòè îáðàòíîãî âûâîäà, ïîäáèðàÿ òàêèå áåñêâàíòîðíûå
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è, ïðè íàëè÷èè êîòîðûõ êîíñåêâåíò èìïëèêàòèâíî-
ãî óñëîâèÿ ñòàíîâèòñÿ ñëåäñòâèåì åãî àíòåöåäåíòîâ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèåìîâ,
ðåàëèçóþùèõ ýòîò îáðàòíûé âûâîä. Ðàññìàòðèâàåìîå èìïëèêàòèâíîå óñëîâèå îáî-
çíà÷àåì äàëåå ïîñðåäñòâîì ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → A0).

1. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ êîíñåêâåíòà ñ àíòåöåäåíòîì ëèáî ïîëó÷åíèÿ äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïóñòü òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z íå èìååò
öåëè "ïîëíûé" ëèáî èìååò öåëü "ïðèìåð", ïðè÷åì êîíñåêâåíò A0 è íåêîòîðûé
àíòåöåäåíò Ai ýëåìåíòàðíû. Åñëè îäíî èç óòâåðæäåíèé A0, Ai ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, à äðóãîå íåò, ïðè÷åì òî èç íèõ, êîòîðîå "èçâåñòíî", ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé) ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â "íåèç-
âåñòíîå" íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåðìîâ t1, . . . , tk
âìåñòî íåèçâåñòíûõ y1, . . . , yk, òî ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîëó-
÷åííàÿ èç Z çàìåíîé èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ íà y1 = t1 & . . . & yk = tk. Â
ñëó÷àå óñïåõà íàéäåííûé îòâåò âûäàåòñÿ êàê îòâåò íà çàäà÷ó Z.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà àíòåöåäåíòà Ai, Aj, îäèí èç êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à äðóãîé - íåò. Åñëè îòðèöàíèå "èçâåñòíîãî" ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â "íåèçâåñòíîå" íå çàâèñÿùèõ îò ïåðå-
ìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåðìîâ t1, . . . , tk âìåñòî íåèçâåñòíûõ y1, . . . , yk,
òî äàëåå, êàê è âûøå, ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′.
Îáà ñëó÷àÿ îáúåäèíåíû â îäèí ïðèåì, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí 9.

2. Èñêëþ÷åíèå èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ áåç íåèçâåñòíûõ â àíòåöåäåíòàõ ñ ïîìî-
ùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "íåçàâèñèò". Ïóñòü
âñå àíòåöåäåíòû A1, . . . , Am íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå Z, à êîíñåêâåíò A0 ñîäåðæèò. Åñëè ýòà çàäà÷à íå èìååò öåëè "ïîëíûé"
ëèáî èìååò öåëü "ïðèìåð", òî ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîñûëêà-
ìè êîòîðîé ñòàíîâÿòñÿ âñå ïîñûëêè çàäà÷è Z, ïîïîëíåííûå óòâåðæäåíèÿìè
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A1, . . . , Am. Óñëîâèÿ åå ïîëó÷åíû çàìåíîé ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîðíîé èìïëè-
êàöèè íà ãðóïïó êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà A0. Öåëè çàäà÷è Z ′ âîñ-
ïðîèçâîäÿò öåëè çàäà÷è Z, ñ äîáàâëåíèåì öåëè (íåçàâèñèò . . .), ïåðå÷èñëÿþùåé
ïåðåìåííûå x1, . . . , xn êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåä ñîçäà-
íèåì çàäà÷è Z ′ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåîáîçíà÷åíèå ýòèõ ïåðåìåííûõ. Òðåáîâà-
íèå íåçàâèñèìîñòè îòâåòà R çàäà÷è Z ′ îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè,
êàê ëåãêî âèäåòü, ãàðàíòèðóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñëåäñòâèåì R è ïîñûëîê çàäà÷è Z. Ïîýòîìó R âûäàåòñÿ â êà-
÷åñòâå îòâåòà íà çàäà÷ó Z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 6.

3. Ïîïûòêà îáðàòíîãî âûâîäà ñ ïîìîùüþ êâàíòîðíîé ïîñûëêè. Êàê è âûøå, ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå íå èìååò öåëè "ïîëíûé" ëèáî èìååò
öåëü "ïðèìåð". Ïóñòü êîíñåêâåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè èìååò âõîæäåíèÿ
âûðàæåíèé âèäà "çíà÷åíèå(f t)", ãäå f - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â êâàíòîð-
íóþ ïðèñòàâêó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê S âñåõ òàêèõ ïåðåìåííûõ f . Íàõîäèòñÿ
òàêàÿ èìïëèêàòèâíàÿ ïîñûëêà ∀y1...yp(B1 & . . . & Br → B0), ÷òî êîíñåêâåíò B0

ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå y1, . . . , yp è èìååò âõîæäåíèå òàêîé ïåðåìåííîé ñïèñ-
êà S, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ B1, . . . Br. Åñëè ñóùåñòâóþò òåðìû
t1, . . . , tp, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â B0 âìåñòî ïåðåìåííûõ y1, . . . , yp äàåò êîíñå-
êâåíò A0, òî ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîëó÷åííàÿ èç òåêóùåé çà-
ìåíîé â ðàññìàòðèâàåìîì èìïëèêàòèâíîì óñëîâèè êîíñåêâåíòà íà êîíúþíêöèþ
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè t1, . . . , tp âìåñòî y1 . . . , yp â àíòåöåäåíòû B1, . . . , Br. Åñ-
ëè íà çàäà÷ó Z ′ íàéäåí îòâåò, òî îí âûäàåòñÿ êàê îòâåò íà òåêóùóþ çàäà÷ó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 6.

4. Èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "äëÿëþ-
áîãî". Ðàíåå óæå ðàññìàòðèâàëñÿ ïðèåì, ââîäÿùèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èìïëèêà-
òèâíîãî óñëîâèÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó Z ′ íà îïèñàíèå ñ öåëüþ "íåçàâèñèò".
Ïîñûëêàìè åå ñëóæèëè âñå óòâåðæäåíèÿ èç êîíòåêñòà èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ
(ò.å. ïîñûëêè è îñòàëüíûå óñëîâèÿ), à òàêæå àíòåöåäåíòû; óñëîâèÿìè ÿâëÿëèñü
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîíñåêâåíòà. Ïðè ïîëó÷åíèè îòâåòà R, íå çàâèñÿùåãî
îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, ìîæíî áûëî ïðåäïðèíÿòü ïîïûòêó çà-
ìåíû èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ íà ýòîò îòâåò. ×àñòî áûâàåò íåîáõîäèìà áîëåå
îáùàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé, ïðè êîòîðîé ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′ ðàçðåøàåò-
ñÿ ââîäèòü âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âûòåêàåò èç åå èñõîäíûõ ïîñûëîê, íî íàêëàäûâàåò íå ñëèøêîì ñèëüíûå äî-
ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû òåêóùåé çàäà÷è Z. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ
(ðàçóìååòñÿ, íå çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè) ïðèñîåäè-
íÿþòñÿ ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ ê îòâåòó R. ×òîáû óêàçàòü íà äàííûé ðåæèì
ðåøåíèÿ, çàäà÷à Z ′ ñíàáæàåòñÿ öåëüþ "äëÿëþáîãî".
Ïðèåì, ââîäÿùèé çàäà÷ó Z ′, ñíà÷àëà íàõîäèò ñïèñîê S âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ f èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ, èìåþùèõ âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ f(t), íåêîòî-
ðûå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà S ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â êîíñåêâåíòå èìïëè-
êàòèâíîãî óñëîâèÿ. Ýòî - ýâðèñòè÷åñêèé ôèëüòð, îòñåêàþùèé ñèòóàöèè, íå òè-
ïè÷íûå äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ïðèåì áûë èñïîëüçîâàí. Äàëåå, êàê óêàçàíî âûøå,
ñîçäàåòñÿ çàäà÷à Z ′. Îíà èìååò ëèøü òðè öåëè - "ïðÿìîéîòâåò", "äëÿëþáîãî"
è "íåçàâèñèò x1 . . . xn", óêàçûâàþùåé íà ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè.
Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñîçäàþòñÿ êîììåíòàðèè (áëîêïîñûëîê Q1
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Q2), ðåãèñòðèðóþùèå ââîä âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ. Çäåñü Q1 - íàáîð òðîåê
(X1 X2 P ), ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûì ïîñûëêàì "ñóùåñòâóåò(X B)",
ââîäÿùèì âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû X. Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà X ðàçáèâàåò-
ñÿ íà äâå ÷àñòè - X1 è X2. Ïåðåìåííûå ïåðâîé ÷àñòè ñ÷èòàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè
îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè x1, . . . , xn ðàññìàòðèâàåìîãî èìïëèêàòèâ-
íîãî óñëîâèÿ; ïåðåìåííûå âòîðîé ÷àñòè - çàâèñÿùèìè îò íèõ. P - íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ B. Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé
ïîñûëêå óñòðàíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïðèåìîì, ïîñëå ÷åãî âñå ïåðåìåííûå ñïèñ-
êà X ñòàíîâÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â çà-
äà÷å Z ′. Ðåøåíèå î òîì, êàêèå ïåðåìåííûå ñëåäóåò îòíîñèòü ê X1, à êàêèå
- ê X2, ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâå ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ëîãè÷åñêàÿ êîð-
ðåêòíîñòü ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé îñíîâàíà íà ó÷åòå ýòîãî ðåøåíèÿ. Q2

åñòü íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ, âûðà-
æàþùåãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ óäîâëåòâîðÿþùèõ àíòåöåäåíòàì A1, . . . , Am çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç ñïèñêîâ X2,
ïðåäñòàâëåííûõ â Q1, ÷òî èñòèííà êîíúþíêöèÿ âñåõ óòâåðæäåíèé P . Îáû÷íî
ââîäÿòñÿ òàêèå âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû, ÷òîáû óòâåðæäåíèÿ â Q2 íå èìå-
ëè âèäà êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé. Çàäà÷à Z ′ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðàçëè÷-
íûõ êîììåíòàðèåâ (áëîêïîñûëîê . . .), îòíîñÿùèõñÿ ê íåñâÿçàííûì ìåæäó ñîáîé
ãðóïïàì âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.
Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′ ñîñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåííûé ñïèñîê D êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ åå îòâåòà è âñåõ óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêàõ Q2

êîììåíòàðèåâ "áëîêïîñûëîê". Íà êîíúþíêöèþ ýëåìåíòîâ ñïèñêà D íàâåøèâà-
åòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì ñïèñêîâ X1. Ïóñòü H - ðåçóëü-
òèðóþùåå óòâåðæäåíèå. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ðàññìàòðèâàåìîå èìïëèêàòèâíîå
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî êîíòåê-
ñòà, è äàëåå ìîæíî ïðåäïðèíÿòü ïîïûòêó ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Z ′′,
ïîëó÷åííîé èç òåêóùåé çàäà÷è çàìåíîé èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ íà H.
Â ïðèåìå ïðåäóñìîòðåíî îñîáîå ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà âñå íåèçâåñòíûå
òåêóùåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè. Íàïðèìåð, òàê áûâàåò ïðè ñâå-
äåíèè ê çàäà÷å íà îïèñàíèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ. Çäåñü
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðåøåíèÿ óêàçàííîé âûøå çàäà÷è Z ′′ ñ îñëàáëåííûìè
öåëÿìè, ðàçðåøàþùèìè âûäà÷ó îòâåòà M ïðîñòî ïî èñ÷åðïàíèè ñðåäñòâ (êàê
êîíúþíêöèþ òåêóùèõ óñëîâèé). Â ñëó÷àå, êîãäà M îêàçàëîñü êîíñòàíòîé "èñ-
òèíà", âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà". Èíà÷å - ðàññìàòðèâàåòñÿ îòðèöàíèå ðåçóëüòàòà
íàâåøèâàíèÿ íà óòâåðæäåíèå M êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî âñåì âõîäÿùèì â
íåãî íåèçâåñòíûì, êîòîðîå ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è.
Ñìûñë òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîèò â îòñå÷åíèè ñèòóàöèè, äëÿ êîòîðîé çàäà-
÷ó óäàëîñü ðåøèòü, òàê ÷òî äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ îòíîñÿòñÿ ê àëüòåðíàòèâíûì
ñèòóàöèÿì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 7.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà äîêàçà-
òåëüñòâî ðàâåíñòâà ïðåäåëà ñóììû äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñóììå èõ ïðåäåëîâ. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê çàäà÷å
íà îïèñàíèå, èìåþùåé ñëåäóþùèå ïîñûëêè:
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g,R), ∀ε(0 < ε & ε − ÷èñëî →
n(ε) − íàòóðàëüíîå), ∀εk(0 < ε & ε − ÷èñëî & k − íàòóðàëüíîå & n(ε) ≤ k →
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|a − f(k)| < ε), ∀ε(0 < ε & ε − ÷èñëî → m(ε) − íàòóðàëüíîå), ∀εk(0 < ε & ε −
÷èñëî & k − íàòóðàëüíîå & m(ε) ≤ k → |b− g(k)| < ε), 0 < c, c− ÷èñëî.
Óñëîâèÿìè çàäà÷è ñëóæàò êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ∀N(N − íàòóðàëüíîå & p ≤
N → |a + b− f(N)− g(N)| < c è óòâåðæäåíèå "p - íàòóðàëüíîå". Çàäà÷à èìååò
åäèíñòâåííóþ íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ p.
Ïåðåõîäÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å Z ′, äîáàâëÿåì ê óêàçàííûì âûøå ïîñûë-
êàì óòâåðæäåíèÿ "p-íàòóðàëüíîå", "N -íàòóðàëüíîå" è p ≤ N . Óñëîâèåì ýòîé
çàäà÷è ñëóæèò åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå |a + b− f(N)− g(N)| < c.
Òàê êàê îòâåò çàäà÷è íå äîëæåí çàâèñåòü îò ïåðåìåííîé N , íåîáõîäèìî êàê-òî
èñêëþ÷èòü èç óñëîâèÿ âûðàæåíèÿ f(N) è g(N). Ñäåëàòü ýòî ìîæíî òîëüêî ñ
ïîìîùüþ èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â èìïëèêàòèâíûõ ïîñûëêàõ äëÿ f è g.
Îäíàêî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííûìè ïîñûëêàìè, íóæíî îáåñïå÷èòü èñòèí-
íîñòü èõ àíòåöåäåíòîâ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå f íóæíî ðàññìîòðåòü òàêîå ÷èñëî ε1,
÷òî èñòèííû óòâåðæäåíèÿ 0 < ε1, ε1−÷èñëî, n(ε1) ≤ N . Âîîáùå ãîâîðÿ, íèîòêó-
äà íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ÷èñëà. Îäíàêî, ðàññìîòðåíèå åãî íåîáõîäè-
ìî, è ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèåì (ìû ðàññìîòðèì åãî ïîçäíåå) ââåäåò óêàçàííûå
óòâåðæäåíèÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê, ñîïðîâîäèâ èõ êîììåíòà-
ðèåì (áëîêïîñûëîê Q1 Q2). Çäåñü Q1 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òðîéêè (ε1, ∅,
{0 < ε1, ε1−÷èñëî, n(ε1) ≤ N}). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ Q2 ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå
óòâåðæäåíèÿ ∀N(N−íàòóðàëüíîå & p ≤ N → (0 < ε1 & ε1−÷èñëî & n(ε1) ≤ N)).
Â ðåçóëüòàòå Q2 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç 0 < ε1, ε1−÷èñëî, n(ε1) ≤ p. Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ g ïîëó÷àåì êîììåíòàðèé (áëîêïîñûëîê . . .), ó êîòîðîãî
Q2 ñîñòîèò èç 0 < ε2, ε2 − ÷èñëî, m(ε2) ≤ p. Èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûë-
êè è êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè â îñíîâíûõ ïîñûëêàõ, äàëåå âûâîäèì ñëåäñòâèÿ
|a−f(N)| < ε1, |b−g(N)| < ε2. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ε1+ε2 âûðàæåíèÿ
|a + b− f(N)− g(N)| èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Òàê êàê äàííàÿ îöåíêà íå çàâèñèò îò
N , íåðàâåíñòâî ε1 + ε2 < c âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå îòâåòà íà Z ′. Äàëåå äîáàâëÿåì ê
íåìó âñå óòâåðæäåíèÿ èç íàêîïèòåëåé Q2 è íàâåøèâàåì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ
ïî ε1, ε2. Ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ∃ε1ε2(0 < ε1 & ε1 − ÷èñëî & n(ε1) ≤ p & 0 <
ε2 & ε2 − ÷èñëî & m(ε2) ≤ p & 0 < c − ε1 − ε2). Îíî è çàìåíÿåò ðàññìàòðèâàå-
ìîå èìïëèêàòèâíîå óñëîâèå. Êâàíòîð îáùíîñòè îêàçàëñÿ óñòðàíåííûì, è äàëåå
çàäà÷à ëåãêî äîâîäèòñÿ äî îòâåòà.

Íàêîïëåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ

Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, â êîòîðîé òðå-
áóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíûé îòâåò, òî èìååòñÿ åùå îäíà âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíèÿ êâàí-
òîðà îáùíîñòè. Îíà ñîñòîèò â íàêîïëåíèè òàêîãî ñïèñêà áåñêâàíòîðíûõ ñëåäñòâèé
äàííîãî óñëîâèÿ, êîòîðûé â èòîãå îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ñàìîìó óñëîâèþ. Ïðè-
åì, ðåàëèçóþùèé ýòè äåéñòâèÿ, ïðåæäå âñåãî ïðîâåðÿåò öåëåñîîáðàçíîñòü ïîïûòêè
èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðà. Íàïðèìåð, îòñåêàþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà èìïëèêàöèÿ âõîäèò
â îòâåò êàê ñåðèÿ îãðàíè÷åíèé íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ïîñëå ýòîãî
âûïîëíÿåòñÿ áûñòðàÿ ïðîâåðêà ðåàëèçóåìîñòè àíòåöåäåíòîâ â êîíòåêñòå ðàññìàòðè-
âàåìîãî óñëîâèÿ. Äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé èç êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè èñïîëüçóåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå Z ′. Åå ïîñûëêàìè ñëóæàò âñå óòâåðæäå-
íèÿ èç êîíòåêñòà èìïëèêàöèè, ïîïîëíåííûå àíòåöåäåíòàìè è êîíúþíêòèâíûìè ÷ëå-
íàìè êîíñåêâåíòà. Çàäà÷à èìååò öåëü "äëÿëþáîãî", à òàêæå öåëü, ïåðå÷èñëÿþùóþ
íåèçâåñòíûå òåêóùåé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â çàäà÷å Z îòáèðà-
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þòñÿ ëèøü òàêèå ïîñûëêè çàäà÷è Z ′, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ. Îíè ðåãèñòðèðóþòñÿ â êîììåíòàðèè (ïîëíûåïî-
ñûëêè . . .). Â íåì æå ðåãèñòðèðóþòñÿ áåñêâàíòîðíûå ðåçóëüòàòû óïðîùåíèÿ êâàíòîð-
íûõ èìïëèêàöèé, ïîëó÷åííûõ èç ðàññìàòðèâàåìîãî èìïëèêàòèâíîãî óñëîâèÿ çàìåíîé
êîíñåêâåíòà íà âûâåäåííûå ïîñûëêè çàäà÷è Z ′, çàâèñÿùèå îò êâàíòîðíîé ïðèñòàâ-
êè. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïðèåìîì ñèìâîëà "èññëåäîâàòü" (ñì. âûøå). Ïî
çàâåðøåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîäåðæèìîå R íàêîïèòåëÿ (ïîëíû-
åïîñûëêè . . .). Åñëè óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî èìïëèêàòèâíîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì ñâîåãî êîíòåêñòà Q, ïîïîëíåííîãî óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà R, òî ýòè óòâåðæäåíèÿ
óïðîùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî Q, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà ðàññìàòðèâàåìîãî óñëîâèÿ
çàäà÷è Z íà èõ êîíúþíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ
ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 2/4, 3/4, . . .. Ïî-
ñëå ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé îíà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå
∀an(0 < a & a − ÷èñëî & n − íàòóðàëüíîå → ∃bm(n < m & |x − b

m+1
| < a & b ∈

{1, . . . ,m} & m − íàòóðàëüíîå)). Åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ
x. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ñîçäàâàåìàÿ ïðèåìîì, èìååò ïîñûëêè
x − ÷èñëî, 0 < a, a − ÷èñëî, n − íàòóðàëüíîå, ∃bm(n < m & |x − b

m+1
| < a & b ∈

{1, . . . ,m} & m− íàòóðàëüíîå). Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â ïîñëåäíåé ïîñûëêå óñòðà-
íÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïðèåìîì, çàìåíÿþùèì ïåðåìåííûå b, m íà íîâûå ïåðåìåííûå
c, d. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ïîñûëêè n < d, |x− c

d+1
| < a, c ∈ {1, . . . , d}, d−íàòóðàëüíîå

è äîáàâëÿåòñÿ öåëü (íåçàâèñèò c d). Èç íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì âûâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ
−a + c

d+1
< x, x < a + c

d+1
. ×òîáû ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâà äëÿ x, íå ñîäåðæàùèå ïåðå-

ìåííûõ c, d, ïðèìåíÿþòñÿ ïðèåìû, îáðàùàþùèåñÿ ê ñèíòåçàòîðàì "âåðõíÿÿîöåíêà"
è "íèæíÿÿîöåíêà". Îíè âûâîäÿò ñëåäñòâèÿ −a < x, x < a + 1. Ñðàçó ïî ïîëó÷åíèè
êàæäîãî èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ îáùèé ïðèåì ñèìâîëà "èññëåäîâàòü". Â ïåðâîì ñëó÷àå
îí óïðîùàåò óòâåðæäåíèå ∀a(0 < a & a− ÷èñëî→ −a < x) è ïîëó÷àåò 0 ≤ x, âî âòî-
ðîì - óïðîùàåò óòâåðæäåíèå ∀a(0 < a & a−÷èñëî→ x < a+1 è ïîëó÷àåò x ≤ 1. Îáà
ðåçóëüòàòà ðåãèñòðèðóþòñÿ â êîììåíòàðèè (ïîëíûåïîñûëêè . . .). Ïî îêîí÷àíèè ðå-
øåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü,
÷òî èç íåðàâåíñòâ 0 ≤ x, x ≤ 1 âûòåêàåò èñòèííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî èìïëèêàòèâ-
íîãî óñëîâèÿ. Ýòà ïîïûòêà îêàçûâàåòñÿ óñïåøíîé, è ïðèåì çàìåíÿåò èìïëèêàòèâíîå
óñëîâèå íà êîíúþíêöèþ íåðàâåíñòâ.

Ïîäáîð êîíòðïðèìåðà ê èìïëèêàòèâíîé ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîòèâîðå÷èå"

Çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ïðîòèâîðå÷èå", îáû÷íî ðåøàåòñÿ äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà êàêîãî-ëèáî óòâåðæäåíèÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïðè åå ðåøåíèè íóæíî óñìîò-
ðåòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïîñûëîê, ò.å. âûâåñòè ñëåäñòâèå "ëîæü". Åñëè êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → A0) âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ òàêîé çàäà÷è, òî
ìîæíî ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü åå îòðèöàíèå, ïîäîáðàâ êîíòðïðèìåð. Ñ ýòîé öåëüþ ñî-
çäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñòàíîâÿòñÿ âñå
àíòåöåäåíòû A1, . . . , Am è îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà A0. Ïîñûëêàìè ñëóæàò âñå îñòàëü-
íûå ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Öåëè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñóòü
(íåèçâåñòíûå x1 . . . xn), (ïàðàìåòðû x1 . . . xn), "ïîëíûé", "ïðèìåð", "îòðèöàíèå". Ïî-
ñëåäíÿÿ öåëü ïðîñòî ñëóæèò ïîìåòêîé, óêàçûâàþùåé íà èñòî÷íèê ïîÿâëåíèÿ äàííîé
çàäà÷è. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê çàäà÷å Z ′ íåâåëèê è óñòàíàâëèâàåòñÿ
èç ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè çàäà÷à Z ′ ðåøåíà, òî èìïëèêàòèâíàÿ ïîñûëêà
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òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

Ïîïûòêà âûâîäà ñëåäñòâèé èç êîíñåêâåíòà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè äëÿ
ïîñëåäóþùåé êâàíòîðíîé ñâåðòêè

Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à èìååò ïîñûëêó P âèäà ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → A0), òî
äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåñêâàíòîðíûõ ñëåäñòâèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ïðî-
öåäóðà. Ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå Z ′, ïîñûëêàìè êîòîðîé
ñòàíîâÿòñÿ âñå îòëè÷íûå îò P ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è, àíòåöåäåíòû A1, . . . , Am è
êîíñåêâåíò A0. Â çàäà÷å Z ′ ïðåäïðèíèìàåòñÿ âûâîä ñëåäñòâèé, ïðè÷åì ëèìèò âðåìå-
íè, îòïóùåííîãî íà åå ðåøåíèå, íå î÷åíü âåëèê. Ïî îêîí÷àíèè âûâîäà ñëåäñòâèé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òå ïîñûëêè Q çàäà÷è Z ′, îòëè÷íûå îò åå èñõîäíûõ ïîñûëîê, êîòîðûå
ïîëó÷åíû ñ ñóùåñòâåííûì èñïîëüçîâàíèåì êîíñåêâåíòà A0. Ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåòñÿ
ïî êîììåíòàðèþ (âûâîäèìî . . .) ê ïîñûëêå Q. Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà óïðîùåíèå
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → Q), ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ñëóæèò
íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå R. Åñëè R áåñêâàíòîðíîå, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïîñûëêàõ
òåêóùåé çàäà÷è êàê ñëåäñòâèå ïîñûëêè P . Â êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .) ê R ó÷èòû-
âàþòñÿ òàêæå äðóãèå ïîñûëêè, èñïîëüçîâàííûå ïðè âûâîäå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 5.

Âûâîä ñëåäñòâèé èç êâàíòîðíîé ïîñûëêè òèïà "äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâóåò"
ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèåì âûâîäà ñëåäñòâèé èç êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé, íà ýòîò ðàç
èìåþùèõ óæå ñïåöèàëüíûé âèä - ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → ∃y1...yk

(B1 & . . . & Bp)).
Ïðèåì ïðèìåíÿåò ñõåìó ðàññóæäåíèé "îò ïðîòèâíîãî". Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ
îòðèöàíèå N êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Îíî èìååò âèä

∃x1...xn(A1 & . . . & Am & ∀y1...yk
(B1 & . . . & Bp−1 → ¬Bp)).

×òîáû ïîëó÷èòü áåñêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå P , ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿëàñü áû
êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ∀y1...yk

(B1 & . . . & Bp−1 → ¬Bp), ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "äëÿëþáîãî". Êàê è â ðàññìîòðåííîì ðàíåå
ïðèåìå, îíà èñïîëüçóåò êîììåíòàðèé (áëîêïîñûëîê . . .), íàêàïëèâàþùèé äîïîëíå-
íèÿ ê îòâåòó. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ A1, . . . , Am, P , êîòîðûå ñòàíî-
âÿòñÿ óñëîâèÿìè åùå îäíîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â íåé òðåáóåòñÿ
ïîäîáðàòü ïðèìåð äëÿ íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn, ïðè÷åì ýòè íåèçâåñòíûå îáúÿâëÿþòñÿ
íåñóùåñòâåííûìè. Êàê ëåãêî âèäåòü, N ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòâåòà R íà óêàçàí-
íóþ çàäà÷ó. Ýòà çàäà÷à èìååò öåëü "ïîïûòêàñïóñêà", ò.å. ïî èñ÷åðïàíèè ñðåäñòâ â
êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ åå òåêóùèõ óñëîâèé. Íà îñòàâøèåñÿ íåèñêëþ-
÷åííûìè íåèçâåñòíûå â R íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Çàâåðøàåò ðàññóæ-
äåíèÿ "îò ïðîòèâíîãî" ïðèñîåäèíåíèå îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ R â êà÷åñòâå íîâîé
ïîñûëêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 8.

Äàííûé ïðèåì âîçíèê ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâà-
íèÿ íàèáîëüøåãî ëèáî íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà ó ñõîäÿùåéñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå çàäà÷íèêà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç" - "Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî" - "Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè" è ïðîñëåäèòü ïî íåé
õîä ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò ðåøåíèÿ âîçíèêàåò çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå, èìåþùàÿ ïîñûëêè ∀n(n − íàòóðàëüíîå → f(n) ≤ d), ∀c(0 < c & c − ÷èñëî →
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p(c) − íàòóðàëüíîå), ∀m(m − íàòóðàëüíîå → ∃k(f(k) < f(m) & k − íàòóðàëüíîå)),
d−÷èñëî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R), ∀cl(0 < c & c−÷èñëî & l−íàòóðàëüíîå & p(c) ≤
l → |d− f(l)| < c). Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå ∀m(m− íàòóðàëüíîå→ ∃k(f(k) <
f(m) & k−íàòóðàëüíîå)). Îòðèöàíèå åå êîíñåêâåíòà èìååò âèä ∀k(k−íàòóðàëüíîå→
f(m) ≤ f(k)). Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ öåëüþ "äëÿëþáîãî", ïîñûëêè êî-
òîðîé ñóòü: k − íàòóðàëüíîå, m − íàòóðàëüíîå, ∀n(n − íàòóðàëüíîå → f(n) ≤ d),
∀c(0 < c & c − ÷èñëî → p(c) − íàòóðàëüíîå), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R), d − ÷èñëî,
∀cl(0 < c & c − ÷èñëî & l − íàòóðàëüíîå & p(c) ≤ l → |d − f(l)| < c). Óñëîâè-
åì åå ñëóæèò íåðàâåíñòâî f(m) ≤ f(k). Íà ýòó çàäà÷ó ðåøàòåëü ïîëó÷àåò îòâåò
f(m) ≤ d − a & f(m) ≤ inf(setx(∃i(i ∈ {1, . . . , p(a) − 1} & x = f(i)))). Çäåñü a - âñïî-
ìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, óñëîâèÿ íà êîòîðûé èçâëåêàþòñÿ èç êîììåíòàðèÿ (áëîêïî-
ñûëîê . . .). Ïîñëå ó÷åòà óñëîâèé íà a îòâåò ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ∃a(a− ÷èñëî & 0 <
a & f(m) ≤ d − a & f(m) ≤ inf(setx(∃i(i ∈ {1, . . . , p(a) − 1} & x = f(i))))). Äàëåå
ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïîäáîð çíà÷åíèÿ m, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäå-
íèþ è óñëîâèþ "m − íàòóðàëüíîå". Ïî èñ÷åðïàíèè ñðåäñòâ, íà íåå âûäàåòñÿ îòâåò
∃i(f(i) < d & i − íàòóðàëüíîå). Îòðèöàíèå ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ, èìåþùåå âèä
∀i(i− íàòóðàëüíîå→ d ≤ f(i)), çàíîñèòñÿ â êà÷åñòâå íîâîé ïîñûëêè çàäà÷è. Òàê êàê
â ïîñûëêàõ èìååòñÿ âñòðå÷íîå êâàíòîðíîå íåðàâåíñòâî äëÿ f , îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòàíòíàÿ, è äàëåå çàäà÷à áûñòðî äîâîäèòñÿ äî êîíöà.

Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, èìåþùåãî âèä êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè

Ïðèåìû äîêàçàòåëüñòâà ïî èíäóêöèè ñîçäàþò âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, ñïèñêè ïî-
ñûëîê êîòîðûõ ïîïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿìè - êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè èíäóêòèâ-
íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. Âûâîä ñëåäñòâèé èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèîðèòåò-
íûì, è äëÿ óñèëåíèÿ åãî ñîçäàí ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìîâ. Îäèí èç íèõ îòíîñèò-
ñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå èìååò âèä êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè
∀x1...xn(A1 & . . . & Am → A0). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ ëèáî âûðàæåíèå, ïî
êîòîðîìó âåäåòñÿ èíäóêöèÿ, âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ. Íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûé
àíòåöåäåíò Ai, ñîäåðæàùèé âñå ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, è äëÿ íåãî âû-
áèðàåòñÿ ïîñûëêà P , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê Ai íåêîòîðîé
ïîäñòàíîâêè s âìåñòî ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðèìå-
íåíèå s êî âñåì îñòàâøèìñÿ àíòåöåäåíòàì äàåò óòâåðæäåíèÿ, èñòèííîñòü êîòîðûõ
îòíîñèòåëüíî êîíòåêñòà áûñòðî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "èçâëåêàåò-
ñÿ". Òîãäà íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ s ê êîíñåêâåíòó A0, è ýòîò ðåçóëüòàò
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïîñûëêàõ òåêóùåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåííû-
ìè äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðî-
òèâîðå÷èå"

Åñëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → A0) èìååò äëÿ êàæäîé ïå-
ðåìåííîé xi êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò âûðàæåíèÿ âèäà f(xi),
òî ìîæíî ïîïðîáîâàòü èñïîëüçîâàòü åå äëÿ âûâîäà óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùåãî óæå
âñòðå÷àâøèåñÿ â çàäà÷å âûðàæåíèÿ âèäà g(t). Òàêîå óòâåðæäåíèå, äàþùåå äîïîëíè-
òåëüíóþ ñâÿçü ìåæäó óæå èìåþùèìèñÿ îáúåêòàìè, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ
óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ. Ïðèåì îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xi ñïèñîê Ti

òàêèõ âûðàæåíèé t, ÷òî êîíñåêâåíò A0 ñîäåðæèò f(xi), à íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
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ïîñûëêà - f(t). Äàëåå ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæíûå íàáîðû (t1, . . . tn) âûðàæåíèé ti
èç ñïèñêîâ Ti. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ. ÷òî ÷èñëî ýòèõ íàáîðîâ íåâåëèêî (äëÿ
ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ïðèìåðîâ îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî âåðõíåé ãðàíèöû ÷èñëà íàáîðîâ,
ðàâíîé 3). Êàê òîëüêî îáíàðóæèâàåòñÿ íàáîð, ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè â àíòåöåäåíòû äàåò óòâåðæäåíèÿ, óñìàòðèâàåìûå ñ ïî-
ìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ, âûïîëíÿåòñÿ âûâîä ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ òîé æå
ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó A0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

1.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñóùåñòâóåò"

Õîòÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ îòðèöàíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êâàíòîð îáù-
íîñòè, ëèøü ïðîñòåéøèå åãî ïðèåìû àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå. Çàìåòèì òàê-
æå, ÷òî êîðíåâûå âõîæäåíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ îáû÷íî óñòðàíÿþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ íåñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ - â ïîñûëêàõ çà ñ÷åò ââîäà âñïîìîãàòåëüíûõ
îáúåêòîâ, â óñëîâèÿõ - çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê çàäà÷å íà îïèñàíèå ëèáî çà ñ÷åò ââîäà
äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ òàêîé çàäà÷è.

Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû îáùåé ñòíäàðòèçàöèè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Â îñíîâíîì,
îíè àíàëîãè÷íû òàêèì ïðèåìàì, ââåäåííûì äëÿ êâàíòîðà îáùíîñòè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ èõ ðàâåí 0.

1. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè
ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàê, ÷òîáû îíè îòëè÷àëèñü îò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ óòâåð-
æäåíèé òîãî êîíòåêñòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "íîðìàëèçàöèÿñâÿçîê".

2. Èñêëþ÷åíèå èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ïåðåìåííûõ, íå èìåþùèõ ñâîáîäíûõ âõî-
æäåíèé â ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå.

3. Óñòðàíåíèå èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé îäíîé è òîé æå
ïåðåìåííîé.

4. Ñëèÿíèå êâàíòîðíûõ ïðèñòàâîê âëîæåííûõ êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Âûïîë-
íÿåòñÿ çàìåíà óòâåðæäåíèÿ ∃x1...xn(∃y1...ymA) íà ∃x1...xny1...ymA.

5. Óñòðàíåíèå äèçúþíêöèè ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà
óòâåðæäåíèÿ ∃x1...xn(A1 ∨ . . . ∨ Am) íà ∃x1...xnA1 ∨ . . . ∨ ∃x1...xnAm.

6. Ïîäñòàíîâêà ÿâíî îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì çíà÷åíèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé.
Óòâåðæäåíèå ∃x1...xn(xi = t & A), ãäå òåðì t íå çàâèñèò îò xi, çàìåíÿåòñÿ íà
∃x1...xi−1xi+1...xnB. Çäåñü B - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ t âìåñòî xi â
óòâåðæäåíèå A. Íà ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååòñÿ ðÿä îãðàíè÷å-
íèé, ñâÿçàííûõ ñ òåìè ñëó÷àÿìè, êîãäà ðàâåíñòâî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ íóæíî äëÿ çàäàíèÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
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Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäå-
íèÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïî çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè

Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû A1, . . . , An ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ â êâàíòîðå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ∃x1...xm(A1 & . . . & An) ðàçáèâàþòñÿ íà íàèáîëüøåå ÷èñëî òàêèõ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäãðóïï B1, . . . , Bk, ÷òî óòâåðæäåíèÿ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï
íå çàâèñÿò îò îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Åñëè k > 1, òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíúþíêöèè C1, . . . , Ck óòâåðæäåíèé ãðóïï B1, . . . , Bk, è êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ êâàíòîðîâ ∃X1C1, . . . , ∃Xk

Ck. Çäåñü Xi -
âñå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, èìåþùèå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ â óòâåðæäåíèå Ci. Åñëè
êàêàÿ - ëèáî ãðóïïà ïåðåìåííûõ Xi ïóñòà, òî Ci áåðåòñÿ áåç íàâåøèâàíèÿ íà íåãî
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, ïðèåì ìîæåò ñðàáàòûâàòü íà
óðîâíÿõ 0, 1 è 3.

Óñòðàíåíèå äèçúþíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì óòâåðæäå-
íèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ

Óòâåðæäåíèå ∃x1...xn(A & (B1 ∨ . . . ∨ Bm)) çàìåíÿåòñÿ íà ∃x1...xn(A & B1) ∨ . . . ∨
∃x1...xn(A & Bm). Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí
1 ëèáî (â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ)4. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðèåì
îáû÷íî áëîêèðóåòñÿ.

Ãðóïïèðîâêà êâàíòîðîâ íàðóæó

Åñëè êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ ñàì ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ, òî ýòîò êâàíòîð âûíîñèòñÿ íàðóæó: óòâåðæäåíèå ∃x1...xn(A & ∃y1...ymB)
çàìåíÿåòñÿ íà ∃x1...xny1...ym(A & B). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1. Çàìåòèì,
÷òî ê ìîìåíòó ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà óæå âûïîëíåíî ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàí-
íûõ ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym, ãàðàíòèðóþùåå, ÷òî îíè íå èìåþò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé
â óòâåðæäåíèå A.

Ðåøåíèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòåì ïîäáîðà ïðèìåðà

Åñëè óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ñëóæèò óòâåðæäåíèå ∃x1...xn(A1 & . . . & Am),
m ≥ 1, òî ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, èìåþùàÿ òîò æå ñïèñîê
ïîñûëîê è óñëîâèÿ A1, . . . , Am. Ýòà çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ïðèìåð", (íåèç-
âåñòíûå x1 . . . xn), (ïàðàìåòðû x1 . . . xn). Êîììåíòàðèè ê åå ïîñûëêàì ïåðåíîñÿòñÿ èç
òåêóùåé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ñóùåñòâóåò". Åñëè íà çàäà÷ó Z ′ ïîëó÷åí
îòâåò, îòëè÷íûé îò ñèìâîëîâ "îòêàç" è "ëîæü", òî íà òåêóùóþ çàäà÷ó âûäàåòñÿ îòâåò
"èñòèíà". Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå òåêóùåé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîäîë-
æàåòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì äðóãèõ ñðåäñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â ïîñûëêàõ çà ñ÷åò ââîäà âñïîìîãà-
òåëüíûõ îáúåêòîâ

Åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé
öåëè "ïðÿìîéîòâåò", âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà ∃x1...xnA, òî êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ óñòðàíÿåòñÿ. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:
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1. Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íå èìååò öåëè (íåçàâèñèò z1 . . . zm),
ïåðåìåííûå êîòîðîé èìåþò ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ êâàí-
òîðíóþ ïîñûëêó. Òîãäà âûáèðàþòñÿ íå èñïîëüçîâàííûå â çàäà÷å ïåðåìåííûå
y1, . . . , yn, íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò B ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â A ïåðåìåííûõ xi íà yi, è
êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà çàìåíÿåòñÿ íà B.

2. Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà îïèñàíèå è èìååò öåëü (íåçàâèñèò z1 . . . zm), ïåðåìåííûå
êîòîðîé èìåþò ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ ïîñûëêó. Íàõîäèò-
ñÿ ñïèñîê Z1, . . . , Zp âñåõ òàêèõ ïåðåìåííûõ. Âûáèðàþòñÿ íå èñïîëüçîâàííûå
â çàäà÷å ïåðåìåííûå y1, . . . , yn è îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò B ïîäñòàíîâêè â A
âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn âûðàæåíèé y1(Z1 . . . Zp), . . . , yn(Z1 . . . Zp). Çàòåì
êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà çàìåíÿåòñÿ íà B.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êîððåêòèðóåòñÿ êîììåíòàðèé (íîâàÿïåðåìåííàÿ S1 S2) ê ïîñûë-
êàì òåêóùåé çàäà÷è. Òàêîé êîììåíòàðèé ïåðå÷èñëÿåò â íàáîðå S1 âñå âñïîìîãàòåëü-
íûå ïåðåìåííûå ïîñûëîê, âîçíèêøèå â ïðîöåññå âûâîäà ñëåäñòâèé. Ñïèñîê S2 èìååò
òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê S1. Íà ïîçèöèè åãî, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé x ñïèñêà
S1, óêàçûâàåòñÿ íàáîð ðàíåå ââåäåííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ x
ìîæåò çàâèñåòü. Â äàííîì ïðèåìå ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèå ê ñïèñêó S1 ïåðåìåííûõ
y1, . . . , yn è óêàçàíèå äëÿ íèõ â S2 ïåðåñå÷åíèÿ S1 ñî ñïèñêîì ïàðàìåòðîâ êâàíòîðíîé
ïîñûëêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "äëÿëþáîãî"

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì íà èññëåäîâàíèå. Òðå-
áóåòñÿ òàêæå, ÷òîáû çàäà÷à èìåëà öåëü "äëÿëþáîãî" (ñì. ïðèâåäåííûé ðàíåå ïðè-
åì, àíàëèçèðóþùèé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå). Äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ïîñûëêè ∃x1...xnA âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå y1, . . . , yn. Åñëè
çàäà÷à èìåëà öåëü (íåçàâèñèò . . .), òî ê ñïèñêó ïåðåìåííûõ ýòîé öåëè ïðèñîåäèíÿ-
þòñÿ ïåðåìåííûå y1, . . . , yn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîçäàåòñÿ öåëü (íåçàâèñèò y1 . . . yn).
Äàëåå ïîñûëêà çàìåíÿåòñÿ íà ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â A ïåðåìåííûõ xi íà yi.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Ââîä ñêîëåìîâñêèõ ôóíêöèé äëÿ ýëèìèíàöèè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â
êîíñåêâåíòå êâàíòîðíîé ïîñûëêè

Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ íå òîëüêî â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ çà-
ãîëîâêîì ïîñûëêè, íî è â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì êîíñåêâåíòà
ïîñûëêè - êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Èìåííî, åñëè ïîñûëêà çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïðÿìîéîòâåò", ïðåäñòàâèìà â âèäå
∀x1...xn(A1 & . . . & Am → ∃y1...ymA0), òî âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå f1, . . . , fm,
è ïîñûëêà çàìåíÿåòñÿ íà ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → B. Çäåñü B - ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè â óòâåðæäåíèå A0 âûðàæåíèé f1(x1 . . . xn), . . . , fn(x1 . . . xn) âìåñòî ïåðåìåííûõ
y1, . . . , ym. Ïðèåì êîððåêòèðóåò êîììåíòàðèé (íîâàÿïåðåìåííàÿ S1 S2) òàê æå, êàê
ýòî äåëàë ïðåäûäóùèé ïðèåì. Ïåðåìåííûå f1, . . . , fm, âîçíèêàþùèå ïðè äàííîì ïðå-
îáðàçîâàíèè, â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå îáû÷íî íàçûâàþòñÿ "ñêîëåìîâñêèìè ôóíêöè-
ÿìè". Ïðèåì ïîêà ðåàëèçîâàí ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ ó çàäà÷è íà îïèñàíèå öåëè
(íåçàâèñèò . . .), ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ïàðàìåòðàìè ïîñûëêè. Óðîâåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
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Ýëèìèíàöèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â çàäà÷å íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé ñ
öåëüþ "ïðèìåð"

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò óñëîâèå ∃x1...xnA, òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî çàìåíèòü
äàííîå óñëîâèå íà A, ïðèñîåäèíèâ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn ê ñïèñêó íåèçâåñòíûõ çà-
äà÷è è óêàçàâ íà òî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè. Ýòî äåëàåòñÿ, åñëè çàäà÷à
èìååò öåëü "ïðèìåð", ëèáî öåëü "çàìåùåíèå" (ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèé áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ, êîòîðûå â òàêèõ çàäà÷àõ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ è â ïîñûëêàõ),
ëèáî öåëü "ôóíêöèîíàëüíî" (â çàäà÷å íóæíî ëèøü óñòàíîâèòü ôàêò îäíîçíà÷íîãî
îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïî çíà÷åíèÿì èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ). Êðîìå òî-
ãî, ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà äîïóñêàåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè íåèçâåñòíûõ ëèáî ïðè íàëè÷èè
ó óñëîâèÿ êîììåíòàðèÿ "ïàðàìåòðû". Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ
îòâåòà. Åñëè çàäà÷à èìåëà öåëü (íåçàâèñèò y1 . . . yk), òî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xi

ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ öåëü (ñîêðàùíåèçâ xi y1 . . . yk), ðàçðåøàþùàÿ íåèçâåñò-
íîé xi çàâèñåòü îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , yk. Ïðèåì íå ïðåîáðàçóåò óêàçàííûì âûøå
îáðàçîì òåêóùóþ çàäà÷ó, à ââîäèò è ðåøàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Åñëè íà íåå
ïîëó÷åí "îòêàç", òî è íà òåêóùóþ çàäà÷ó âûäàåòñÿ "îòêàç". Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
- â çàâèñèìîñòè îò öåëåâîé óñòàíîâêè ëèáî ñðàçó âûäàåòñÿ íàéäåííûé îòâåò, ëè-
áî íà íåãî íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn, è îòâåò
âûäàåòñÿ ëèøü ïîñëå óïðîùåíèÿ ýòîãî êâàíòîðà. Äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ åùå
îäíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ñíàáæåííàÿ öåëüþ "ðåäàêöèÿ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Óäàëåíèå ïîñûëêè "ñóùåñòâóåò(. . .)" çà ñ÷åò íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäáîðà
çíà÷åíèé

Åñëè ïîñûëêà çàäà÷è èìååò âèä ∃x1...xn(A1 & . . . & Am), ãäå A1, . . . , Am - ýëåìåíòàðíûå
óòâåðæäåíèÿ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ñðåäè ïðî÷èõ ïîñûëîê òàêèå
ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ B1, . . . , Bm, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâ-
êè âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â óòâåðæäåíèÿ A1, . . . , Am íåêîòîðûõ âûðàæåíèé
t1, . . . , tn. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "ïîäáîðïîñûëîê". Åñëè îíà âûäàåò èñ-
êîìûé ðåçóëüòàò, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà óäàëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ðàçðåøåíèå ïîäêâàíòîðíîãî óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ êâàíòîð-
íîé ïðèñòàâêè

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì óæå ðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå öåëåé è êîììåíòàðèåâ, áëîêèðóþùèõ ïîïûòêó ðàçðåøåíèÿ ïîäêâàíòîð-
íîãî óòâåðæäåíèÿ óñëîâèÿ ∃x1...xnA îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn. Ñîçäàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò âñå óòâåðæäåíèÿ èç êîíòåê-
ñòà ðàññìàòðèâàåìîãî óñëîâèÿ, à óñëîâèÿìè - êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ
A. Öåëè çàäà÷è ñóòü "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", (íåèçâåñòíûå x1 . . . xn), (ïà-
ðàìåòðû x1 . . . xn), à òàêæå ðÿä öåëåé, ïåðåíîñèìûõ èç òåêóùåé çàäà÷è. Åñëè ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è Z ′ ïîëó÷åí îòâåò B, îòëè÷íûé îò A, òî ïðîèñõîäèò çàìåíà óñëîâèÿ
íà ∃x1...xnB. Ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäå-
íèå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, òî îáû÷íî óäàåòñÿ
âîîáùå èñêëþ÷èòü êâàíòîð, èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøèå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.
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Ïåðåíåñåíèå íåèçâåñòíîé ïîñûëêè "ñóùåñòâóåò(. . .)" èç áëîêà àíàëèçà âî
âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ïåðåíîñèë èç áëîêà àíàëèçà âî âíåøíþþ çàäà÷ó äèçúþíêöèþ,
ñîäåðæàùóþ íåèçâåñòíûå. Ñîáñòâåííî ïåðåíåñåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ âûïîë-
íÿåòñÿ ïðîöåäóðîé "çàìåùåíèåóñëîâèé", êîòîðàÿ ïûòàåòñÿ äîïîëíèòü ýòî óñëîâèå
íåîáõîäèìûìè ñîïðîâîæäàþùèìè óòâåðæäåíèÿìè, èçâëåêàåìûìè èç ïîñûëîê çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå, à ïðè âîçìîæíîñòè - òàêæå îòáðîñèòü óñëîâèÿ âíåøíåé çàäà÷è,
îêàçûâàþùèåñÿ ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ èçáûòî÷íûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðà-
âåí 2. Òàê êàê ïîÿâëåíèå â ïîñûëêàõ áëîêà àíàëèçà äèçúþíêöèè ëèáî óòâåðæäåíèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå, ïðèâîäèò ê ïî÷òè íåìåäëåííîìó ïåðåíåñå-
íèþ èõ âî âíåøíþþ çàäà÷ó, ñîïðîâîæäàåìîìó äëÿ äèçúþíêöèè ðàçáîðîì ñëó÷àåâ, à
äëÿ êâàíòîðà - ïîïûòêàìè åãî èñêëþ÷åíèÿ, òî íóæíî ââîäèòü íîâûå ïîñûëêè îäíîãî
èç óêàçàííûõ âèäîâ ëèøü ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî âåñêèõ ïðè÷èí.

Óñòðàíåíèå ñäâîåííûõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè

Ðåàëèçîâàíà íåñêîëüêî îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, èìåâøåãîñÿ äëÿ êâàíòîðíûõ èì-
ïëèêàöèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà ∃x1...xn(A1 & . . . & Am). Åñëè äëÿ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè xi, xj íåêîòîðûå Ak, Ap èìåþò
âèä P (xi), P (xj), ãäå P - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ, ïðè÷åì âî âñåõ îñòàëüíûõ êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíàõ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ ýòè ïåðåìåííûå âñòðå÷àþòñÿ òîëü-
êî ïîä çíàêîì îäíîé è òîé æå îïåðàöèè f (â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå - â îäíîì è
òîì æå ïîðÿäêå), òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñêëåéêà äàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f èìååò åäèíèöó - ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî íà çíà÷åíèÿ íîâîé ïåðå-
ìåííîé íå âîçíèêíóò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ôàêòè÷åñêè â êà÷åñòâå íîâîé
ïåðåìåííîé áåðåòñÿ ñàìà ïåðåìåííàÿ xi: âûðàæåíèÿ f(xi, xj) çàìåíÿþòñÿ íà xi, à
P (xj) îòáðàñûâàåòñÿ.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ, îïðåäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è

Â îòâåòàõ çàäà÷ íà îïèñàíèå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà ∃x1...xn(P & y1 =
t1 & . . . yn = tn), ãäå y1, . . . , yn - íåèçâåñòíûå; P - óòâåðæäåíèå áåç íåèçâåñòíûõ,
îãðàíè÷èâàþùåå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn; t1, . . . , tn
- âûðàæåíèÿ áåç íåèçâåñòíûõ. Òàêèå óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ÿâíûìè ïàðàìåòðè-
÷åñêèìè îïèñàíèÿìè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ y1, . . . , yn; ïåðå-
ìåííûå x1, . . . , xn ñóòü ïàðàìåòðû îïèñàíèÿ. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå íåÿâíûå
ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ y1, . . . , yn íå çàäàþòñÿ
ÿâíûìè âûðàæåíèÿìè ÷åðåç ïàðàìåòðû, à ñâÿçûâàþòñÿ ñ íèìè êàêèì-ëèáî êîñâåí-
íûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ìîãóò óêàçûâàòüñÿ ïðîìåæóòêè äëÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ.
×òîáû óñìàòðèâàòü è óïðîùàòü óñëîâèÿ çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïàðàìåòðè-
÷åñêèå îïèñàíèÿ, à òàêæå ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííî óñìàòðèâàòü ãîòîâûé îòâåò, ñî-
ñòàâëåííûé èç òàêèõ îïèñàíèé, ñëóæàò ñïåöèàëüíûå ïðèåìû. Ïåðå÷èñëèì òå èç íèõ,
êîòîðûå ðåàëèçîâàíû íà ËÎÑå:

1. Óñìîòðåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñåðèè çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ.
Åñëè óñëîâèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå çíà÷åíèé
íåèçâåñòíûõ ëèáî ââåäåíî äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê òàêîìó îïèñà-
íèþ, òî îíî ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". ×àñòî êîììåíòàðèè "ñåðèÿ"
ââîäÿòñÿ ïðèåìàìè, ñîçäàþùèìè êâàíòîðíîå óñëîâèå. Ïðè îòñóòñòâèè äàííîãî
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êîììåíòàðèÿ ó óñëîâèÿ âèäà ∃x1...xnA ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü â
íåì ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå. Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå íå èìååò öåëåé "ðåäàêöèÿ" è "ïðèìåð". Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå A èìååò âèä y1 = t1 & . . . & yk = tk & B, ãäå y1, . . . , yk - íåèçâåñòíûå;
t1, . . . , tk, B íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå â
çàäà÷ó íåèçâåñòíîé yi, i ∈ {1, . . . , k}, íå îòíîñÿùååñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó êâàí-
òîðíîìó óñëîâèþ, îòíîñèòñÿ ê ïðîñòåéøåìó óêàçàòåëþ òèïà äàííûõ P (yi). Ïðî-
âåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó B êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ñ çàãîëîâêàìè "ðàâíî", "÷èñ-
ëî". Ïîñëå ýòîãî êâàíòîðíîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà - 2 ëèáî 3.

2. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
Ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè óñëîâèÿ ∃x1...xnA ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàê, ÷òî-
áû îíè íå èìåëè ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé â óòâåðæäåíèÿ êîíòåêñòà äàííîãî óñëî-
âèÿ. Ýòî äåëàåò íà óðîâíå 0 ïðèåì, î êîòîðîì óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå. Èíîãäà
áûâàåò íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå ïåðåîáîçíà÷åíèå. Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå
Z èìååò êîììåíòàðèé (êîíòåêñò Z ′ B), òî ïðè ðåäàêòèðîâàíèè åå îòâåòà âñå
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà B áóäóò ïðèñîåäèíÿòüñÿ ê äàííîìó îòâåòó. Îíè îïðåäå-
ëÿþò âûðàæåíèå èñêëþ÷åííûõ ðàíåå íåèçâåñòíûõ çàäà÷è Z ′ ÷åðåç îñòàâøèåñÿ
åå íåèçâåñòíûå. Èñêëþ÷åííûå íåèçâåñòíûå â óñëîâèÿõ è ïîñûëêàõ òåêóùåé çà-
äà÷è Z óæå íå âñòðå÷àþòñÿ. Ê ìîìåíòó ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà êâàíòîðíàÿ
ïðèñòàâêà ðàññìàòðèâàåìîãî óñëîâèÿ ìîæåò áûòü îòáðîøåíà, à ïåðåìåííûå åå
äîáàâëåíû ê ñïèñêó íåèçâåñòíûõ çàäà÷è. Åñëè ýòè ïåðåìåííûå èìåëè ñâîáîä-
íûå âõîæäåíèÿ â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà B, ò.å. ñîâïàäàëè ñ èñêëþ÷åííûìè íåèç-
âåñòíûìè, òî ïðîèçîéäåò êîëëèçèÿ - îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷àþ-
ùèõ ðàçëè÷íûå îáúåêòû. Äëÿ åå ïðåäîòâðàùåíèÿ íåîáõîäèìî çàáëàãîâðåìåííî
ïåðåîáîçíà÷èòü ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òàê, ÷òîáû îíè íå èìåëè
ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé â B. Ýòî ïåðåîáîçíà÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðèåìîì, ñðàáà-
òûâàþùèì íà óðîâíå 2.

3. Âûäà÷à îòâåòà, îáðàçîâàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì.
Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå èìååò âèä ∃x1...xnA è ñíàáæåíî êîììåíòàðèåì
"ñåðèÿ", òî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ïåðåìåííûå y1, . . . , ym ýòîãî óñëîâèÿ, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ íåèçâåñòíûìè ëèáî âñòðå÷àþùèåñÿ â öåëè (ñåðèÿ . . .). Âûäåëÿþòñÿ âñå
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû A1, . . . , Ak óòâåðæäåíèÿ A, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûå yi.
Äàëåå ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(a) Êàæäîå Aj èìååò ëèáî âèä yi = t, ãäå t èçâåñòíî, ëèáî âèä P (yi(x) . . .);
(b) Ðàññìàòðèâàåìîå êâàíòîðíîå óñëîâèå íå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì

"ôèëüòðñåðèè";
(c) Çàäà÷à íå èìååò íåèçâåñòíûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â äàííîì êâàíòîðíîì

óñëîâèè;
(d) Êàæäîå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé y âíå äàííîãî êâàíòîðíîãî óñëîâèÿ îòíî-

ñèòñÿ ê ïðîñòåéøåìó óêàçàòåëþ òèïà çíà÷åíèÿ ýòîé íåèçâåñòíîé - óòâåð-
æäåíèþ Q(y).

(e) Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (êîíòåêñò . . .) ê çàäà÷å.
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Åñëè âñå îíè âûïîëíåíû, òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î òîì, ÷òî ñïèñîê óñëîâèé
çàäà÷è óæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî÷òè ãîòîâûé îòâåò. Ê íåìó ïðèìåíÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíàÿ ïðîöåäóðà çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ (ò.å. ïðîöåäóðà "ðåäàêòî-
ðîòâåòà"), è äàëåå âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò åå ïðèìåíåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2 ëèáî 3.
Òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñî-
äåðæàùèåñÿ â íåì óòâåðæäåíèÿ, âûðàæàþùèå ðàíåå èñêëþ÷åííûå íåèçâåñòíûå
÷åðåç íåèçâåñòíûå, îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì, òðåáóþò ÿâíîé
ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé ñîãëàñíî ýòîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ. Ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè çíà÷åíèé ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ äåéñòâèÿ ïî óïðîùåíèþ îòâåòà. Â òàêîé
ñèòóàöèè íåìåäëåííàÿ âûäà÷à îòâåòà ÿâëÿåòñÿ ïðåæäåâðåìåííîé.

4. Âûäà÷à îòâåòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ÷èñëîâîãî
ïðîìåæóòêà.
Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, âìåñòî ïåðå÷èñëÿåìûõ â íåì óñëîâèé,
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ A1, . . . , Ak îáðàçóþò îäíî ëèáî äâà íåðàâåíñòâà,
îïðåäåëÿþùèõ ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé y. Åñëè çàäà÷à íå
èìååò äðóãèõ íåèçâåñòíûõ, à íåèçâåñòíàÿ y âñòðå÷àåòñÿ âíå ðàññìàòðèâàåìîãî
êâàíòîðíîãî óñëîâèÿ ëèøü âíóòðè óêàçàòåëÿ òèïà åå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì îòñóò-
ñòâóåò êîììåíòàðèé (êîíòåêñò . . .), òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå
"ðåäàêòîðîòâåòà" è âûäà÷à îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ - 2 ëèáî 3.

5. Îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ.
Â ïðåäïîëîæåíèÿõ äâóõ ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèìûå â
íèõ óñëîâèÿ íà óòâåðæäåíèÿ A1, . . . , Ak íå âûïîëíåíû. Òîãäà ïðåäïðèíèìàåòñÿ
îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å Z ′, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ðåäàêòèðîâà-
íèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî óòî÷íÿåò-
ñÿ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà: åñëè âñå óòâåðæäåíèÿ Ai ñóòü íåðàâåíñòâà, òî
îí ðàâåí 3, èíà÷å - ðàâåí 2. Óñëîâèÿìè çàäà÷è Z ′ ñëóæàò âñå óñëîâèÿ òåêóùåé
çàäà÷è Z, îòëè÷íûå îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, à òàêæå âñå êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ A. Ïîñûëêè åå òå æå, ÷òî ó òåêóùåé çàäà-
÷è. Ñïèñêè íåèçâåñòíûõ è íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ ïîïîëíÿþòñÿ â çàäà÷å
Z ′ ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Åñëè çàäà÷à Z íå èìååò öåëè
(ñåðèÿ . . .), òî ââîäèòñÿ öåëü (ñåðèÿ x1 . . . xn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòàðàÿ öåëü
(ñåðèÿ . . .) ïîïîëíÿåòñÿ ïåðåìåííûìè êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Òàêèì îáðàçîì,
öåëü (ñåðèÿ . . .) ïåðå÷èñëÿåò âñå ïåðåìåííûå çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàìåòðàìè
âíåøíèõ ðåäàêòèðóåìûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé. Â çàäà÷ó Z ′ ïåðåíîñÿò-
ñÿ ïðî÷èå öåëè çàäà÷è Z, à òàêæå äîáàâëÿåòñÿ öåëü "ó÷åòîòâåòà". Ïîñëåäíÿÿ
ñëóæèò ñèãíàëèçàòîðîì ðåæèìà ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
Åñëè íà çàäà÷ó Z ′ ïîëó÷åí îòâåò R, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî íà ýòîò
îòâåò íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî âñåì âõîäÿùèì â R ïåðåìåí-
íûì ñïèñêà x1, . . . xn. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì óòâåðæäåíèå óïðîùàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïàêåòíîãî íîðìàëèçàòîðà "íîðìñóùåñòâóåò", è ðåçóëüòàò âûäàåòñÿ â
êà÷åñòâå îòâåòà. Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ïðåäïðèíèìàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå øàãè ïî
èñêëþ÷åíèþ èç îòâåòà èìåþùèõñÿ â íåì êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ.
Äàííûé ïðèåì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñåðèè êîðíåé ∃n(n − öåëîå & x = f(n)) îáû÷íî áûâàåò
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íóæíî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà x, íàïðèìåð, âûòåêàþùèå èç
óñëîâèé íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Ïðè ðåøåíèè óêàçàííîé âûøå âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è Z ′, â êîòîðîé âíåøíèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ îòáðîøåí,
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ x â ýòè äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ. Èõ àíàëèç ïðèâîäèò ê îòáðàñûâàíèþ íåêîòîðûõ ïîäñåðèé íàé-
äåííîé ñåðèè, è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

Óñìîòðåíèå ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ
èçâåñòíîé ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ â óñëîâèÿõ ñ íåèçâåñòíîé, è ïîä-
ñòàíîâêà îïðåäåëÿåìîãî èì çíà÷åíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå â ñïèñêå óñëîâèé îáíàðóæè-
âàåòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà ∃x1...xn(y1 = t1 & . . . ym = tm & A), íå ñîäåðæàùåå íåèç-
âåñòíûõ. Ïóñòü òàêæå y1, . . . , ym - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â âû-
ðàæåíèÿõ t1, . . . , tm è îòëè÷íûå îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Òàêàÿ ñèòó-
àöèÿ, â êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ èçâåñòíîãî ïàðàìåòðîâ
çàäà÷è, ìîæåò âîçíèêíóòü ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïàðàìåò-
ðà, à ñàìî óðàâíåíèå - âîçíèêíóòü ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ, êàê óêàçûâàþùåå íà íåêî-
òîðûé âûðîæäåííûé ïîäñëó÷àé. Åñëè èçâåñòíûé ïàðàìåòð ïîÿâëÿåòñÿ â óñëîâèÿõ,
ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå, òî äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïîëó÷èòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå
äëÿ íåèçâåñòíûõ. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå óñëîâèÿ B1, . . . , Bk, ñîäåðæàùèå
ïåðåìåííûå y1, . . . , ym è îòëè÷íûå îò èñõîäíîãî êâàíòîðíîãî óñëîâèÿ. Íàõîäÿòñÿ
ðåçóëüòàòû C1, . . . , Ck ïîäñòàíîâêè â íèõ âûðàæåíèé t1, . . . , tm âìåñòî ïåðåìåííûõ
y1, . . . , ym, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà áûñòðîãî óïðîùåíèÿ. Çàòåì ââîäèòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, óñëîâèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèå
∃x1...xn(C1 & . . . & Ck & y1 = t1 & . . . & ym = tm & A) è âñå îñòàëüíûå (ò.å. íå
ñîäåðæàùèå y1, . . . , ym) óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è. Ïåðâîå èç ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ"; âìåñòî öåëè "ðåäàêöèÿ" çàäà÷å Z ′ äàåòñÿ öåëü
"óïðîñòèòü". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îò ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòêàò ê
ïîâòîðíîìó ðàññìàîòðåíèþ ñïèñêà óñëîâèé. Äàëåå çàäà÷à Z ′ ðåøàåòñÿ, è íàéäåííûé
íà íåå îòâåò (ëèáî îòêàç) âûäàåòñÿ êàê îòâåò íà òåêóùóþ çàäà÷ó.

Ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, îïðåäåëÿåìîå
âñïîìîãàòåëüíûì óñëîâèåì

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ, ÷òî öåëåñîîáðàçåí ïåðåõîä ê äðóãèì ïàðàìåòðàì. Ïðèìåðû òàêîãî ðîäà âîçíè-
êàëè â ñâÿçè ñ ðåäàêòèðîâàíèåì îòâåòîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïåðåõîä
ê íîâûì ïàðàìåòðàì çàäàåòñÿ óñëîâèåì âèäà ∃x1...xn(y1 = t1 & . . . & yn = tn & A),
êîòîðîå çàáëàãîâðåìåííî ââîäèòñÿ äðãóèì ïðèåìîì. Ýòî óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "çàìåíàïåðåìåííîé". Ñòàðûå ïàðàìåòðû ñóòü y1, . . . yn; íîâûå - x1, . . . , xn.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâà ýòèõ ïàðàìåòðîâ îäèíàêîâû. Óòâåðæäåíèå A è âû-
ðàæåíèÿ t1, . . . , tn íå ñîäåðæàò ñòàðûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèåì, ðåàëèçóþùèé ïåðåõîä ê
íîâûì ïàðàìåòðàì xi, èñïîëüçóåò äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ ñòàðûå ïåðåìåííûå yi. Îí àê-
òèâèçèðóåòñÿ ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ó÷åòîòâåòà" (ñì.
âûøå). Ïðîâåðèâ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "çàìåíàïåðåìåííîé", ïðèåì îïðåäåëÿåò âû-
ðàæåíèÿ s1, . . . , sn, ïîëó÷àåìûå èç t1, . . . , tn ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn âìå-
ñòî x1, . . . , xn. Çàòåì âî âñåõ ïðî÷èõ óñëîâèÿõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäñòàíîâêà âûðà-
æåíèé s1, . . . , sn âìåñòî x1, . . . , xn. Òàêàÿ æå ïîäñòàíîâêà ïðåäïðèíèìàåòñÿ â òåðìàõ
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êîììåíòàðèåâ (ñîïðîâîæäåíèå . . .). Â çàêëþ÷åíèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþùåå çà-
ìåíó ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîå óñëîâèå îòáðàñûâàåòñÿ, à óòâåðæäåíèå A äîáàâëÿåòñÿ
ê ñïèñêó óñëîâèé. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.

Óñìîòðåíèå ðîäà îáúåêòà, îïðåäåëÿåìîãî âíóòðè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ

Åñëè ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå âñòðå÷àåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå
îïèñàíèå ∃x1...xn(y = t & A), ãäå y - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è; t - âûðàæåíèå áåç íåèçâåñò-
íûõ, ïðè÷åì çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ t îïðåäåëÿåò òèï P çíà÷åíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ,
òî èñêëþ÷àåòñÿ (åñëè îíî åñòü) óñëîâèå P (y). Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2.

Ýëèìèíàöèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ

Åñëè âíóòðè êâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ ∃x1...xnA âñòðå÷àåòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå
"âàðèàíò(x = p t1 t2)", ïðè÷åì x - ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, à âûðàæåíèå p
íå èìååò âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ âíóòðè A, òî íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû A1,
A2 çàìåíû â óòâåðæäåíèè A âñåõ âõîæäåíèé äàííîãî óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ íà t1 è t2,
ñîîòâåòñòâåííî. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå óòâåðæäåíèé ∃x1...xn(x = p & A1),
∃x1...xn(¬(x = p) & A2), è èñõîäíîå êâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà èõ äèçú-
þíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3. Ïðèåì ãàðàíòèðóåò èñêëþ÷åíèå
ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé x ïî êðàéíåé ìåðå â ïåðâîì äèçúþíêòèâíîì ÷ëåíå.

Ïåðåõîä îò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ê óñëîâèþ íåïóñòîòû îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü â íåêîòîðîì òåðìå âñòðå÷àþòñÿ îäíîâðåìåííî óòâåðæäåíèå ∃x1...xnA è âûðà-
æåíèå "îòîáðàæåíèå(y1 . . . yn B t)", ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ïåðâîå ñîâïàäàåò (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ è äîïóñòèìûõ ïåðåñòàíîâîê
îïåðàíäîâ) ñ óòâåðæäåíèåì ∃y1...ynB. Òîãäà ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà óòâåðæäåíèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ íà óòâåðæäåíèå "íå(ðàâíî(êëàññ(y1 . . . yn B) ∅))". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

1.10 Ïðèåìû ñèìâîëà "ðàâíî"

Ðàâåíñòâî îòíîñèòñÿ ê îáùåëîãè÷åñêèì ñèìâîëàì, òàê êàê ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â ëþ-
áîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Îñíîâàÿ ÷àñòü åãî ïðèåìîâ ðåàëèçîâàíà íà ËÎÑå.

Ðàâåíñòâî ñ ñîâïàäàþùèìè ÷àñòÿìè

Óòâåðæäåíèå a = a çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 0.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, åäèíñòâåííîå íåèçâåñòíîå óñëîâèå êî-
òîðîé èìååò âèä x = t

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò óñëîâèå x = t, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ, t - âûðàæåíèå, íå
ñîäåðæàùåå x, ïðè÷åì âñå ïðî÷èå óñëîâèÿ íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, òî îáû÷íî ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåêðàùàåòñÿ, è äëÿ âûäà÷è îòâåòà ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå
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ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0. Ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ðÿä òðåáîâàíèé, èç ÷èñëà êîòîðûõ ïðèâåäåì ñëåäóþùèå:

1. Çàäà÷à íå èìååò öåëè "ðåäàêöèÿ", öåëè "èññëåäîâàòü" ëèáî öåëè "ôóíêöèî-
íàëüíî". Â ïåðâîì ñëó÷àå îòâåò óæå ðåäàêòèðóåòñÿ; âî âòîðîì - íåò íåîáõîäè-
ìîñòè ÿâíî âûðàæàòü íåèçâåñòíûå ÷åðåç èçâåñòíûå; â òðåòüåì - ïðèìåíÿåòñÿ
îñîáûé ïðèåì.

2. Çàäà÷à íå èìååò öåëè (èçâåñòíî . . .). Ïðè òàêîé öåëè íóæíî íå ïðîñòî âûðàçèòü
íåèçâåñòíóþ ÷åðåç èçâåñòíûå, íî âûðàçèòü åå ÷åðåç ñïåöèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî
èçâåñòíûõ. Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ýòîé ñèòóàöèè - îñîáàÿ, èñïîëüçóþùàÿ áëîê
àíàëèçà.

3. Çàäà÷à íå èìååò öåëè "çàìåùåíèå". Òàêàÿ öåëü òðåáóåò, ÷òîáû íåèçâåñòíûå
âîîáùå íå âõîäèëè â îòâåò.

4. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ñòàíäðàâíî", ò.å. âîçíèêëà èç çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå óñëîâèé, íå èìåþùèõ
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ëîãè÷åñêèì êîíñòàíòàì,
è òðåáóåòñÿ ñíà÷àëà îïðåäåëèòü èõ èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü. Ýòî âàæíî äëÿ
óñìîòðåíèÿ íåâûïîëíèìûõ ïîäñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå âàðèàíòîâ ïî-
ñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ÷åðòåæà).

5. Çàäà÷à íå èìååò öåëè (îáîçíà÷åíèå . . .), íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ êîòîðîé âõîäèò
â óñëîâèÿ. Â ýòîé öåëè ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, ïîÿâëåíèå
êîòîðûõ â îòâåòå íåäîïóñòèìî.

Åñëè çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ïðèìåð", òî, âî-ïåðâûõ, ïðîâåðÿåòñÿ äîïó-
ñòèìîñòü íàéäåííîãî îòâåòà x = t ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëè (íåçàâèñèò . . .), è , âî-âòîðûõ,
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü èñòèííîñòü âñåõ èçâåñòíûõ óñëîâèé â êîíòåê-
ñòå ñïèñêà ïîñûëîê. Ïîñëå ýòîãî èçâåñòíûå óñëîâèÿ îòáðàñûâàþòñÿ, è ëèøü çàòåì
ðåàëèçóåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà".

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ôóíêöèîíàëüíî"

Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ôóíêöèîíàëüíî", òî â íåé íóæíî ëèøü óñòàíîâèòü ôàêò
îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïî çíà÷åíèÿì èçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. ßâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ïîëó÷àòü íå òðåáóåòñÿ, ïðè÷åì â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ ìîæíî ââîäèòü íîâûå ïàðàìåòðû, âûðàæàåìûå îäíîçíà÷íî ÷åðåç èñõîäíûå.
Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â êîìáèíàòîðèêå, ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîì çàäàíèè êëàññà îáúåêòîâ. Åñëè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé x,
íå ÿâëÿþùåéñÿ íåñóùåñòâåííîé, îáíàðóæèâàåòñÿ óñëîâèå âèäà x = t, ãäå t èçâåñòíî,
òî â êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óñëîâèé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 0.

Ïåðåñòàíîâêà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà

Ðàâåíñòâî t1 = t2 â ïîñûëêàõ èëè óñëîâèÿõ çàäà÷è îïðåäåëÿåò äâà ðàçëè÷íûõ îáîçíà-
÷åíèÿ t1, t2 îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà. Îáû÷íî îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè
òàêèõ îáîçíà÷åíèé - t1 ïîâñþäó â "çîíå äåéñòâèÿ" ðàâåíñòâà çàìåíÿåòñÿ íà t2. Èñêëþ-
÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè, îãîâîðåííûå ñïåöèàëüíûìè êîììåíòàðèÿìè ê ðàâåíñòâó
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ëèáî ê çàìåíÿåìîìó âõîæäåíèþ òåðìà t1. Îäíàêî, öåëåñîîáðàçíî ïåðåõîäèòü îò "áî-
ëåå ñëîæíûõ" â òîì èëè èíîì ñìûñëå îáîçíà÷åíèé ê "áîëåå ïðîñòûì". Ïîýòîìó äî
ïðèìåíåíèÿ çàìåíû, îñíîâàííîé íà ðàâåíñòâå, ïðåäïðèíèìàåòñÿ òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà
åãî ÷àñòåé, ÷òîáû ñëåâà ðàñïîëàãàëîñü "áîëåå ñëîæíîå" âûðàæåíèå. Ýòî ïðîèñõîäèò
ïðè òåêóùåì óðîâíå, ðàâíîì 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì çàìåíû ñðàáàòûâàåò òîæå íà
óðîâíå 1, íî ïðîãðàììà ïðèåìà, ïåðåñòàâëÿþùåãî ÷àñòè ðàâåíñòâà, ðàñïîëîæåíà äî
ïðîãðàììû ïðèåìà çàìåíû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåëåñîîáðàçíîñòè ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâà ñëóæèò îïå-
ðàòîð "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà(õ1 õ2 õ3 õ4)". Åìó ñîîáùàåòñÿ êîîðäèíàòà (õ2,õ3,õ4)
âõîæäåíèÿ ðàâåíñòâà â çàäà÷ó õ1. Åñëè ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåîáõîäèìà, òî îïåðà-
òîð èñòèíåí, èíà÷å - ëîæåí. Ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà - ïîñûëêè ëèáî óñëîâèÿ -
áëîêèðóåò êîììåíòàðèé "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà" ê äàííîìó òåðìó çàäà÷è. Â ðÿäå ñëó-
÷àåâ ýòîò êîììåíòàðèé èãíîðèðóåòñÿ (íàèáîëåå ÷àñòî - äëÿ íåêîðíåâûõ âõîæäåíèé
ðàâåíñòâà). Ïóñòü ïðîöåäóðå "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà" ïåðåäàíû êîîðäèíàòû âõîæäå-
íèÿ ðàâåíñòâà, èìåþùåãî ÷àñòè t1, t2 (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå). Ïðèîðèòåòû ïðè
ïåðåñòàíîâêå ýòèõ ÷àñòåé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì ñèòóàöèé (êàæäàÿ î÷å-
ðåäíàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäûäóùèå íå èìåëè ìåñòà):

1. Åñëè t1 - íåèçâåñòíàÿ, à çàãîëîâêîì t2 ñëóæèò ñèìâîë "îòîáðàæåíèå", ïðè÷åì
çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå è èìååò öåëü "èñëåäîâàòü", òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñïðàâà;

2. Åñëè çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå è èìååò öåëü "èññëåäîâàòü"; t1 - ïåðåìåííàÿ, t2
- íåîäíîáóêâåííûé òåðì, íå ñîäåðæàùèé ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå" è ïåðåìåííîé
t1, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

3. Åñëè ðàâåíñòâî ïîä÷èíåíî îïèñàòåëþ "êëàññ"; âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñèìâîëû
ìåæäó ñèìâîëîì ýòîãî îïèñàòåëÿ è ðàâåíñòâîì - ëèáî êîíúþíêöèè, ëèáî êâàí-
òîðû ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðè÷åì t2 - ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ,
à t1 - íåò, è t2 íå âñòðå÷àåòñÿ â t1, òî t2 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

4. Ïóñòü çàäà÷à - íà îïèñàíèå è èìååò öåëè (ñâÿçêà . . .), "ó÷åòîòâåòà", ò.å. ïðîèñõî-
äèò ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöè-
îíàëüíûõ (íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). Åñëè t1 èìååò çàãîëîâîê
"çíà÷åíèå" è ñîäåðæèò ïåðåìåííûå öåëè "ñâÿçêà", à t2 - íå ñîäåðæèò òàêèõ
ïåðåìåííûõ, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

5. Åñëè ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî çàäà÷à -
íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì t1 ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à t2 - íå ñîäåðæèò, òî t1
ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

6. Åñëè ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî çàäà÷à -
íà èññëåäîâàíèå è íå èìååò öåëè "èçâåñòíî"; îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì t1 - íåèçâåñòíàÿ è íå âõîäèò â t2, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà.
Åñëè îáà òåðìà t1, t2 - íåèçâåñòíûå, òî ïåðåñòàíîâêè íå ïðîèñõîäèò;

7. Åñëè çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå è èìååò öåëü "èçâåñòíî", t1, t2 - íåèçâåñòíûå ýòîé
çàäà÷è, ïðè÷åì îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå,
à äðóãàÿ - íå ÿâëÿåòñÿ, òî ïîñëåäíÿÿ ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

8. Åñëè çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå è èìååò öåëü "èçâåñòíî", t2 - íåèçâåñòíàÿ ýòîé
çàäà÷è, ïðèíèìàþùàÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, à t1 íå ñîäåðæèò t2 è ñîäåðæèò
íåèçâåñòíóþ, ïðèíèìàþùóþ âåêòîðíûå çíà÷åíèÿ, òî t2 ðàçìåùàåòñÿ ñïðàâà;
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9. Ïóñòü çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå è èìååò öåëü "èçâåñòíî"; t1 - íåèçâåñòíàÿ, ïðè-
íèìàþùàÿ ÷èñëîâûå ëèáî âåêòîðíûå çíà÷åíèÿ è íå âõîäÿùàÿ â òåðì t2, êîòîðûé
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ïðèíèìàþùèõ íå ÷èñëîâûå è íå âåêòîðíûå çíà÷åíèÿ.
Òîãäà t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà. Åñëè îáà òåðìà - íåèçâåñòíûå, ïåðåñòàíîâêà íå âû-
ïîëíÿåòñÿ;

10. Åñëè çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå è èìååò öåëü "èçâåñòíî"; t1 ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íóþ, ïðèíèìàþùóþ íå ÷èñëîâûå è íå âåêòîðíûå çíà÷åíèÿ, à t2 íå ñîäåðæèò
òàêîé íåèçâåñòíîé, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

11. Åñëè çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå è èìååò öåëü "èçâåñòíî"; t1 ïðèíèìàåò ÷èñëîâîå
ëèáî âåêòîðíîå çíà÷åíèå è ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïåðåìåííîé, ëèáî îïåðàöèåé îò îïå-
ðàíäîâ, õîòÿ áû îäèí èç êîòîðûõ íå ÷èñëîâîé è íå âåêòîðíûé; t2 - îïåðàöèÿ îò
÷èñëîâûõ ëèáî âåêòîðíûõ îïåðàíäîâ, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

12. Åñëè çàäà÷à - íà äîêàçàòåëüñòâî, òî äëÿ íåå ïðåäóñìîòðåíû àíàëîãè ïîñëåäíèõ
ñåìè ïóíêòîâ. Ïðè ýòîì íåèçâåñòíîé çàäà÷è ñ÷èòàåòñÿ ëþáîé åå ïàðàìåòð, íå
âõîäÿùèé â êîììåíòàðèé (èçâåñòíî . . .);

13. Åñëè çàäà÷à - íà äîêàçàòåëüñòâî, t1 - ïàðàìåòð, ïî êîòîðîìó âåäåòñÿ èíäóêöèÿ
è íå âõîäèò â t2, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñïðàâà;

14. Åñëè ðàâåíñòâî - íå êîðíåâîå; t1 - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â t2 è ñâÿçàííàÿ
âíåøíèì êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì; t2 - ëèáî íå ïåðåìåííàÿ, ëèáî íå ñâÿçàíî
âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè, òî t2 ðàçìåùàåòñÿ ñïðàâà;

15. Åñëè ðàâåíñòâî - êîðíåâîå; t1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ, à t2 èìååò çàãî-
ëîâîê "îòîáðàæåíèå" è íå ñîäåðæèò t1, òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ïîñûëêè ëèáî
óñëîâèÿ, ê êîíòåêñòó êîòîðîãî îòíîñèòñÿ ðàâåíñòâî, â êîòîðîå ïåðåìåííàÿ t1
âõîäèò íå ïîä ñèìâîëîì "çíà÷åíèå" ëèáî îáëàñòü. Åñëè òàêàÿ ïîñûëêà (óñëî-
âèå) íàøëàñü, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñïðàâà;

16. Åñëè ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
(íåçàâèñèò . . .), ïðè÷åì t1 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, à t2 èìååò, òî t1
ðàçìåùàåòñÿ ñïðàâà;

17. Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à íå èìååò òèïà "èññëåäîâàòü" ëèáî èìååò öåëü "ïðîòèâî-
ðå÷èå", ïðè÷åì t1 - ïåðåìåííàÿ, à t2 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé è íå ñîäåðæèò t1,
òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

18. Åñëè t1 ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ, à t2 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ
ñëåâà;

19. Åñëè t1 èìååò çàãîëîâîê "çíà÷åíèå", à t2 íå èìååò òàêîãî çàãîëîâêà è íå ñîäåð-
æèò t1, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;

20. Åñëè ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñåêâåíò êîðíåâîé êâàíòîðíîé èìïëèêà-
öèè; òåêóùàÿ çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì t1 ñîäåðæèò àòîìàðíûå ÷èñëî-
âûå âûðàæåíèÿ, îòëè÷íûå îò êîíñòàíò, ïåðåìåííûõ è óñëîâíûõ âûðàæåíèé, à
t2 òàêîâûõ íå ñîäåðæèò, òî t1 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà. Ýòèì äîñòèãàåòñÿ ïðèâåäå-
íèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ê òàêîìó âèäó, ÷òîáû åå ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü
äëÿ âûðàæåíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê íå÷èñëîâûõ îáúåêòîâ ÷åðåç ÷èñëîâûå
ïàðàìåòðû;
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21. Åñëè t1 èìååò ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì t2, òî t2 ðàçìåùàåòñÿ ñëåâà;
22. Åñëè òåðì t1 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò òåðìó t2 (â ñèëó ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà, äëèíû ýòèõ òåðìîâ ðàâíû), òî â ñëó÷àå êîðíåâîãî ðàâåíñòâà t1 ðàçìå-
ùàåòñÿ ñïðàâà, èíà÷å - ñëåâà.

Çàìåòèì, ÷òî êðîìå äàííîãî îáùåãî ïðèåìà, ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà âû-
ïîëíÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ, ðåàëèçîâàííûõ íà ÃÅÍÎËÎÃå. Ýòè
ïðèåìû, ÷òîáû çàêðåïèòü âûïîëíåííóþ èìè ïåðåñòàíîâêó, ñîïðîâîæäàþò ñîäåðæà-
ùèé ðàâåíñòâî òåðì çàäà÷è êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Îí îòìåíÿåò ïå-
ðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà "èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé". Èíîãäà ïî õîäó ïðåîáðàçîâà-
íèé ôèêñàöèÿ ðàíåå ââåäåííîé îðèåíòàöèè ðàâåíñòâà óñòàðåâàåò, è òðåáóþòñÿ ñïåöè-
àëüíûå ïðèåìû äëÿ åå êîððåêöèè - ëèáî ïóòåì óäàëåíèÿ êîììåíòàðèÿ "îðèåíòàöèÿ-
ðàâåíñòâà", ëèáî çà ñ÷åò ïðèåìîâ, èãíîðèðóþùèõ ýòîò êîììåíòàðèé è âûïîëíÿþùèõ
ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì òåêóùåé ñèòóàöèè.

Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ ñîãëàñíî ðàâåíñòâó èç òåêóùåãî êîíòåêñòà

Ïóñòü â çàäà÷å îáíàðóæåíî ðàâåíñòâî t1 = t2, ïðè÷åì òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 1 ëèáî
6. Òîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ t1, ê êîíòåêñòó êîòîðûõ îòíî-
ñèòñÿ äàííîå ðàâåíñòâî, è àíàëèçèðóåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü çàìåíû ýòèõ âõîæäåíèé
íà t2. Ïðîãðàììà ïðèåìà, âûïîëíÿþùåãî ýòè äåéñòâèÿ, ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî
âåòâåé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ñèòóàöèÿì:

1. Âõîæäåíèå ðàâåíñòâà - êîðíåâîå, ò.å. ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ
ïîñûëêó ëèáî óñëîâèå çàäà÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåñêîëüêèõ îáùèõ óñëî-
âèé, ïðè íàðóøåíèè êîòîðûõ çàìåíà íåöåëåñîîáðàçíà. Ïðåæäå âñåãî, óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, ÷òî t1 íå âõîäèò â t2 è ÷òî òåêóùàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Åñëè ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
ñûëêó çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì t1 - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â òåðì
t2, êîòîðûé èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ äëèíó è íå ÿâëÿåòñÿ äåñÿòè÷íîé êîí-
ñòàíòîé, òî íàõîäèòñÿ ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé t1 â óñëîâèå çàäà÷è. Åñëè
ýòî ÷èñëî áîëåå 3, òî çàìåíû áëîêèðóþòñÿ. Åñëè çàäà÷à íå èìååò òèïà "ïðå-
îáðàçîâàòü", òî çàìåíû âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íà óðîâíå 1, èíà÷å - äîáàâëÿåò-
ñÿ ïîïûòêà íà óðîâíå 6. Äàëåå, ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "áëîê"
ê ðàññìàòðèâàåìîìó ðàâåíñòâó. Òàêîé êîììåíòàðèé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ äàííûì ïðèåìîì - ââîäèòñÿ çàáëàãîâðåìåííî äðóãèìè ïðèåìàìè, åñëè
ïðèìåíåíèå ðàâåíñòâà äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèé íåæåëàòåëüíî. Ïîñëå
òîãî, êàê ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç öåëåñîîáðàçíîñòè çàâåðøåí, ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äâà ïîäñëó÷àÿ:
(a) Çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ t1 íå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì è êîììóòàòèâíûì

ñèìâîëîì. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà öåëåñîîáðàçíîñòü çàìåíû: ëèáî t1 - ïåðåìåííàÿ, íå
âõîäÿùàÿ â t2, ëèáî t1 èìååò çàãîëîâîê "îáëàñòü", ëèáî t1 èìååò ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå, à t2 - íå èìååò. Ôàêòè÷åñêè, ïðèåì áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ
çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, òàê êàê ïëîõî
ó÷èòûâàåò öåëåâóþ ñïåöèôèêó çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå òàêèå ïîñûëêè è óñëîâèÿ A, ê êîíòåêñòó êîòîðûõ
îòíîñèòñÿ äàííîå ðàâåíñòâî. Äëÿ òåêóùåãî A âûïîëíÿåòñÿ öèêë ïðîâåðîê
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öåëåñîîáðàçíîñòè çàìåíû. Â îñíîâíîì, îíè îòíîñÿòñÿ ê ðåäêî âñòðå÷àþ-
ùèìñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àÿì. Âûäåëèì ëèøü ïðîâåðêó îòñóòñòâèÿ êîì-
ìåíòàðèÿ "ðàâíî" ê A. Òàêîé êîììåíòàðèé èñïîëüçóåòñÿ, åñëè íóæíî çà-
ùèòèòü êàêóþ-ëèáî ïîñûëêó ëèáî óñëîâèå îò çàìåí ïîäòåðìîâ, âûïîëíÿ-
åìûõ îïèñûâàåìûì ïðèåìîì. Åñëè ìíîæåñòâî âõîæäåíèé t1 â A íåïóñòî,
òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò B çàìåíû âñåõ ýòèõ âõîæäåíèé íà t2. Åñëè ýòîò
ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî - ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", òî ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà åãî
óïðîùåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Êðîìå
òîãî, ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé òàêîãî ðàâåíñòâà. Ïîñëå
ïðîâåðêè ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé öåëåñîîáðàçíîñòè çàìåíû A íà B,
òàêàÿ çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ. Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî çàìåíû ìîæåò áûòü
ïðåäïðèíÿò âûâîä ñëåäñòâèÿ B ïðè ñîõðàíåííîì A.
Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà âñåõ òåðìîâ A ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ òåõ
êîììåíòàðèåâ, ãäå íóæíà ñèíõðîííàÿ ñ ïîñûëêàìè è óñëîâèÿìè çàìåíà t1
íà t2. Îñîáî ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîììåíòàðèÿ (ñîïðîâîæäåíèå . . .).

(b) Çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ t1 - êîììóòàòèâíûé è àññîöèàòèâíûé ñèìâîë f . Òà-
êèì îáðàçîì, t1 èìååò âèä f(r1 . . . rm). Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùå-
ìó, îäíàêî ðàññìàòðèâàþòñÿ íå ÿâíûå âõîæäåíèÿ òåðìà t1 â òåêóùèé òåðì
A, à âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ f(. . .), îïåðàíäû êîòîðûõ âêëþ÷àþò âñå òåð-
ìû r1, . . . , rm. Çàìåíà çàòðàãèâàåò òîëüêî ïîñëåäíèå - âìåñòî íèõ ââîäÿòñÿ
êîðíåâûå f - îïåðàíäû òåðìà t2. Äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå ïðå-
äóñìîòðåíû åùå áîëåå ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ - çàìåíû ïðåäïðèíèìàþòñÿ
òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî t1 èìååò ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, à t2 íå èìååò.

2. Ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå ðàâåíñòâà t1 = t2 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì. Òîãäà óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1. Ðàâåíñòâî äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ëèáî îïåðàíäîì
êîíúþíêöèè, ëèáî àíòåöåäåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Ïðåäóñìîòðåíà ïðî-
âåðêà íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ è ðåäêî íàðóøàåìûõ óñëîâèé öåëåñîîáðàçíîñòè çàìå-
íû. Íàïðèìåð, çàìåíà áëîêèðóåòñÿ, åñëè ðàâåíñòâî îòíîñèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó
óðàâíåíèþ ïîâåðõíîñòè. Ñëó÷àé êîììóòàòèâíîãî è àññîöèàòèâíîãî çàãîëîâêà
t1 îñîáî íå âûäåëÿåòñÿ. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîä÷èíåííûå òîé æå êîíúþíêöèè
èëè èìïëèêàöèè, ÷òî è ðàâåíñòâî, âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà t1, â êîíòåêñò êîòî-
ðûõ ïîïàäàåò ðàâåíñòâî. Îíè çàìåíÿþòñÿ íà t2. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ,
êîððåêòèðóåòñÿ êîììåíòàðèé (ñîïðîâîæäåíèå . . .).

Îïèñàííûé ïðèåì ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî, ÿâëÿ-
åòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî îáùèì è ÷àñòî ïðèìåíÿåìûì. Ïî ìåðå îáó÷åíèÿ ðåøàòåëÿ îí ñî-
ïðîâîæäàëñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ ýâðèñòè÷åñêèõ îãðàíè÷èòåëåé. Ýòîò
ïðîöåññ, î÷åâèäíî, áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ ïî ìåðå äàëüíåéøåãî îáó÷åíèÿ, ïðè÷åì êàêèå-
òî èç ñîçäàííûõ ôèëüòðîâ ìîãóò èçìåíèòüñÿ, à êàêèå-òî - âîîáùå îêàçàòüñÿ èñêëþ-
÷åííûìè. Â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ, íàïðèìåð, â ãåîìåòðèè, äàííûé ïðèåì, âîçìîæíî,
ïðèìåíÿåòñÿ ñåé÷àñ èçëèøíå ÷àñòî è ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ íåîïðàâäàííî ãðî-
ìîçäêèõ âûðàæåíèé. Âïðî÷åì, ïðîâåäåííàÿ ðåãóëèðîâêà ðåøàòåëÿ ïîêà ïîçâîëÿåò
ñïðàâëÿòüñÿ ñ òàêèì íåäîñòàòêîì, à ñêîëü-íèáóäü ñèëüíîå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷å-
íèå ïðèåìà ïîòðåáóåò çíà÷èòåëüíîé ïåðåðåãóëèðîâêè. Ïîïûòêó òàêîé îïòèìèçàöèè
ìîæíî áóäåò ïðåäïðèíÿòü âïîñëåäñòâèè. Íà äàííîì ýòàïå ðàáîòû ñ ðåøàòåëåì ïðî-
èñõîäèò ëèøü ïðåäâàðèòåëüíîå íàêîïëåíèå èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ ïîçâîëèò ñîçäàòü
ñëåäóþùèå, áîëåå ýôôåêòèâíûå åãî âåðñèè.
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Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ðàâåíñòâà èç ðàçëè÷èÿ òèïîâ åãî ÷àñòåé

Â ëîãè÷åñêîé ñèñòåìå ïðåäóñìîòðåíà íåêîòîðàÿ äðåâîâèäíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ
îáúåêòîâ. Åñëè äâà îáúåêòà îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì âåòâÿì ýòîé êëàññèôèêàöèè,
òî îíè çàâåäîìî ðàçëè÷íû. ×òîáû ðàñïîçíàâàòü îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû, çàäàþ-
ùèå òèï îáúåêòà, ñëóæèò ñïðàâî÷íèê "ðîäîáúåêòà". Òàêèìè ïðåäèêàòàìè ÿâëÿþòñÿ:
"÷èñëî(x)", "êîìïëåêñíîå(x)", "öåëîå(x)", "òî÷êà(x)", "ìíîæåñòâî(x)", è ò.ï. Äëÿ
óêàçàíèÿ íà ñïèñîê âñåõ íàäòèïîâ äàííîãî òèïà èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "ðîä". Íà-
ïðèìåð, íà ëîãè÷åñêîì ñèìâîëå "öåëîå" îí âûäàåò íàáîð ñèìâîëîâ "ðàöèîíàëüíîå",
"÷èñëî", "êîìïëåêñíîå". Ñïèñîê îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ ïîïîëíÿåòñÿ ïî ìåðå îáó-
÷åíèÿ ðåøàòåëÿ; âñÿ èíôîðìàöèÿ î íåì çàêëþ÷åíà â óêàçàííûõ ñïðàâî÷íèêàõ. Êðîìå
òîãî, ââåäåí ñïðàâî÷íèê "òèï", óêàçûâàþùèé ïî çàãîëîâêó îïåðàöèè ëèáî êîíñòàíòû
íàáîð òèïîâ îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ åå çíà÷åíèÿìè. Èíîãäà çäåñü ïðèâî-
äèòñÿ ïîëíûé ñïèñîê, íî ÷àùå - òîëüêî ìèíèìàëüíûå òèïû. Íàïðèìåð, ìîæåò áûòü
óêàçàí òèï "÷èñëî", íî îòáðîøåí òèï "êîìïëåêñíîå". Ïðîöåäóðà "ðîäîáúåêòà(. . .)"
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàáîð òèïîâ îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìè çà-
äàííîãî ïîäâûðàæåíèÿ çàäà÷è. Îíà èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïðèåìîì, ñðàâíèâà-
þùèì òàêèå äâà ñïèñêà äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óñìîòðåííîãî â çàäà÷å ðàâåíñòâà.
Åñëè äàííûå ñïèñêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ èìåíàìè

Íåêîòîðûå êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå èìåí îáúåêòîâ; ïîíÿòèå
"èìÿ" ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåò ðàçëè÷èå îáúåêòîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå èìåíà. Íàïðè-
ìåð, èìåíàìè ÿâëÿþòñÿ äåñÿòè÷íûå çàïèñè ÷èñåë. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îäíîáóêâåííûå âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ëîãè÷åñêèìè ñèìâîëàìè, òàêæå ñóòü èìåíà.
Òàêîå ñîãëàøåíèå, ðàçóìååòñÿ, çàïðåùàåò ââîäèòü ðàçëè÷íûå ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà. Âîîáùå, âñåãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèåì
îäíîáóêâåííîãî âûðàæåíèÿ, îáðàçîâàííîãî ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì, ñëóæèò ñàì ýòîò
ñèìâîë, ñ êîòîðûì è îòîæäåñòâëÿåòñÿ îáîçíà÷àåìûé èì îáúåêò ïðåäìåòíîé îáëàñòè.
Íà óðîâíå 0 ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ðàñïîçíàþùèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà
äâà ðàçëè÷íûõ èìåíè. Â òàêîé ñèòóàöèè îí çàìåíÿåò ðàâåíñòâî íà êîíñòàíòó "ëîæü".

Èñêëþ÷åíèå ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé âèä ðàâåíñòâà
ïåðåìåííîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â äðóãèõ ïîñûëêàõ è óñëîâèè

Åñëè ïîñûëêà çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò âèä a = t, ãäå a - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå-
÷àþùàÿñÿ â âûðàæåíèè t, à òàêæå â ïðî÷èõ ïîñûëêàõ, óñëîâèè è â êîììåíòàðèÿõ
(èçâåñòíî . . .), (íåèçâåñòíûå . . .), òî ýòà ïîñûëêà óäàëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà èç ïîñûëîê äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé â óñëîâèè
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå

Ïóñòü ïîñûëêà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä t1 = t2, ïðè÷åì çàìåíà âñåõ
âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ t1 â óñëîâèå çàäà÷è íà âûðàæåíèå t2 ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ â
ýòîì óñëîâèè îò íåêîòîðîé ïåðåìåííîé x, íå äîáàâëÿÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè çàäà-
÷à íå èìååò äðóãèõ öåëåé, êðîìå öåëè "óïðîñòèòü", òî óêàçàííàÿ çàìåíà ðåàëèçóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.
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Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÿâíî âûðàæåííîé ÷åðåç îñ-
òàëüíûå íåèçâåñòíûå

Åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå âîçíèêàåò ðàâåíñòâî x = t, ãäå x - íåèçâåñò-
íàÿ, t - âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå ýòîé íåèçâåñòíîé, òî îáû÷íî ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïåðåõîä ê ðåøåíèþ íîâîé çàäà÷è, íå ñîäåðæàùåé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà,
âûïîëíÿþùåãî òàêîé ïåðåõîä, ðàâåí 1.

Åñëè íåèçâåñòíàÿ x ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, ïðî÷èå óñëîâèÿ çàäà÷è íå ñîäåð-
æàò x, è íåò êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .), â êîòîðîì óïîìèíàåòñÿ x, òî ïðîèñõîäèò
îòîáðàñûâàíèå óñëîâèÿ x = t, è ðàáîòà ïðèåìà íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå öåëè (íåçàâèñèò . . .), çàïðåùàþùåé íåèçâåñòíîé x çàâèñåòü
îò êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé âûðàæåíèÿ t.

Åñëè óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ íå èìååò ìåñòà, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íå èìååò
öåëåé (èçâåñòíî . . .), "ðåäàêöèÿ" è ÷èñëî åå íåèçâåñòíûõ íå ìåíåå 2. Åñëè öåëü (íåçà-
âèñèò . . .) çàïðåùàåò íåèçâåñòíîé x çàâèñåòü â îòâåòå çàäà÷è îò êàêîé-ëèáî ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé âûðàæåíèÿ t, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîçäàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′. Åå ïîñûëêè - òå æå, ÷òî ó òåêóùåé çàäà÷è Z,
íî äîïîëíèòåëüíî ââîäèòñÿ ôèêòèâíàÿ ïîñûëêà - "ôèêòïîñûëêà(x)". Îíà íóæíà,
÷òîáû ïðîöåäóðû, êîòîðûå ïðè ïîñëåäóþùåì ðåøåíèè áóäóò âûáèðàòü íîâûå ïå-
ðåìåííûå, çíàëè, ÷òî ïåðåìåííàÿ x óæå çàíÿòà. Õîòÿ ýòà ïåðåìåííàÿ èñêëþ÷àåòñÿ
èç óñëîâèé ðåøàåìûõ äàëåå çàäà÷, íî íà ýòàïå çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâå-
òà ðàâåíñòâî x = t áóäåò èçâëå÷åíî èç êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .), è ïåðåìåííàÿ x
âíîâü ïîÿâèòñÿ. Óñëîâèÿìè çàäà÷è Z ′ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ
t âìåñòî ïåðåìåííîé x âî âñå îñòàëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è Z. Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å
Z ′ ïåðåíîñÿòñÿ èç Z ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ðåäóêöèÿ". Öåëè êîððåêòèðóþòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî èñêëþ÷åíèþ íåèçâåñòíîé x - îíà óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêîâ íåèçâåñòíûõ è
íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Äëÿ èçìåíåííûõ óñëîâèé çàäà÷è Z ′ êîððåêòèðóþòñÿ
êîììåíòàðèè (ñîïðîâîæäåíèå . . .). Åñëè íåèçâåñòíàÿ x íå ÿâëÿëàñü íåñóùåñòâåííîé,
òî âñå íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå âûðàæåíèÿ t ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å Z ′ êàê
ñóùåñòâåííûå. Â çàäà÷ó Z ′ ïåðåíîñÿòñÿ èç çàäà÷è Z êîììåíòàðèè "ðàçáîðñëó÷àåâ"
ê äèçúþíêòèâíûì óñëîâèÿì.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ èíôîðìàöèè îá îòáðîøåííîì óñëîâèè x = t ñëóæèò êîììåíòà-
ðèé (êîíòåêñò A B). Ó íåãî B - ñïèñîê âñåõ îòáðîøåííûõ óñëîâèé, âîçíèêàâøèõ íà
ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ; A - çàäà÷à, öåëè êîòîðîé ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè çàâåð-
øàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà, ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê íåìó óòâåðæäåíèé ñïèñêà B.
Ïðèåì, âûäàþùèé îòâåò íà òîò èëè èíîé ïîäñëó÷àé çàäà÷è Z ′, îáðàòèòñÿ ê ïðîöåäóðå
"ðåäàêòîðîòâåòà", îñóùåñòâëÿþùåé ó÷åò êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .). Îíà ïîïîëíèò
îòâåò óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà B, ïîäñòàâèò â äîáàâëåííûå óòâåðæäåíèÿ íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ è óïðîñòèò ðåçóëüòàò. Äëÿ ýòîãî áóäåò ðåøàòüñÿ åùå îäíà
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ñíàáæåííàÿ öåëüþ "ðåäàêöèÿ".

Ïîñëå ðåãèñòðàöèè óñëîâèÿ x = t â êîììåíòàðèè (êîíòåêñò . . .) ïðåäïðèíèìàåòñÿ
îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z ′. Äëÿ ïîëó÷åííîãî îòâåòà R ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíå-
íèå îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà x öåëüþ (íåçàâèñèò . . .). Çàòåì êîððåêòèðóþòñÿ
êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .),(ñîïðîâîæäåíèå . . .), è âûäàåòñÿ îòâåò R.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, åñëè âñå åå óñëîâèÿ ñóòü ðàâåíñòâà,
îïðåäåëÿþùèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ

Åñëè âñå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ñóòü ëèáî ðàâåíñòâà x = t, ãäå x - íåèçâåñò-
íàÿ, t - ÷èñëî, ëèáî óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(x)", òî ïðåäóñìîòðåíà óñêîðåííàÿ âûäà-
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÷à â êà÷åñòâå îòâåòà êîíúþíêöèè óñëîâèé. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .), íàêàïëèâàþùåãî ðàíåå íàéäåííûå ôðàãìåíòû îòâåòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è èìååòñÿ ðàâåíñòâî, îïðåäå-
ëÿþùåå åå çíà÷åíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Ðàâåíñòâî â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÿâíî âûðàæàþùåå îäèí èç ïà-
ðàìåòðîâ ÷åðåç äðóãèå ïàðàìåòðû

Åñëè óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûõ ðàâåíñòâî
a = t, ãäå a - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå t, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ïåðåéòè ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Z ′, ïîëó÷åííîé èç òåêóùåé çàäà÷è ïîä-
ñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ t âìåñòî a êàê â ïîñûëêàõ, òàê è â óñëîâèÿõ. Ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íå èìåëà öåëè (èçâåñòíî . . .), à óêàçàííîå ðàâåíñòâî âîçíèê-
ëî ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ êàê ôðàãìåíò îäíîé èç àëüòåðíàòèâ. Ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷è
Z ′ ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå ìàêñèìàëüíûõ ïîäâûðàæåíèé åå ïîñûëîê è óñëîâèé,
èçìåíèâøèõñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íà çàäà÷ó Z ′ îòëè÷íîãî îò ñèì-
âîëà "îòêàç" îòâåòà R ôîðìèðóåòñÿ êîíúþíêöèÿ x = t & R, êîòîðàÿ è âûäàåòñÿ êàê
îòâåò íà òåêóùóþ çàäà÷ó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïîäáîð ïðèìåðà îáúåêòà, îòëè÷íîãî îò çàäàííûõ îáúåêòîâ

Ïóñòü âñå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ñóòü x 6= t1, . . . , x 6= tn, ãäå x - åäèíñòâåííàÿ
íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è; t1, . . . , tn - âûðàæåíèÿ áåç íåèçâåñòíûõ. Ïóñòü òàêæå çàäà÷à èìå-
åò öåëü "ïðèìåð". Åñëè âñå âûðàæåíèÿ t1, . . . , tn ñóòü èìåíà, òî íàõîäèòñÿ íåêîòîðîå
÷èñëî a, îòëè÷íîå îò âñåõ ýòèõ èìåí, è ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî A âèäà x = a.
Èíà÷å â êà÷åñòâå A áåðåòñÿ ðàâåíñòâî "x = âíåøíèéýëåìåíò({t1, . . . , tn})". Åñëè çà-
äà÷à íå èìåëà êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .), ñîäåðæàùåãî ðàíåå íàéäåííûå ôðàãìåíòû
îòâåòà, òî A âûäàåòñÿ êàê îòâåò. Èíà÷å âñå óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è çàìåíÿþòñÿ íà
åäèíñòâåííîå óñëîâèå A, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðî-
öåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Âûâîä â ïîñûëêàõ èç êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, àíòåöåäåíò êîòîðîé èìååò
âèä ðàâåíñòâà, ïóòåì óíèôèêàöèè ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà

Ïóñòü â ïîñûëêàõ òåêóùåé çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ âèäà ∀x1...xn

(t1 = t2 → A) ëèáî âèäà ∀x1...xn(B → ¬(t1 = t2)), ãäå A, B - ýëåìåíòàðíûå óòâåð-
æäåíèÿ; âûðàæåíèå t1 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, à âûðàæåíèå
t2 ñîäåðæèò âñå ýòè ïåðåìåííûå. Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à - íà îïèñàíèå è èìååò öåëü
"ïðèìåð", ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïîäîáðàòü òàêèå
âûðàæåíèÿ s1, . . . , sn, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â t2 âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn äàåò (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîñòåéøèõ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé) âûðàæåíèå t1. Åñëè ýòî
óäàåòñÿ, òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò C ïîäñòàíîâêè â A (ñîîòâåòñòâåííî, â ¬B) âûðàæå-
íèé s1, . . . , sn âìåñòî x1, . . . , xn, êîòîðûé âûâîäèòñÿ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà áåç íåèçâåñòíûõ

Åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî t1 = t2, íå ñîäåð-
æàùåå íåèçâåñòíûõ è íå ÿâëÿþùååñÿ âûðàæåíèåì ïåðåìåííîé ÷åðåç äðóãèå ïåðåìåí-
íûå, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçðåøèòü åãî ÿâíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî êàêî-
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ãî - ëèáî âñòðå÷àþùåãîñÿ â íåì àòîìàðíîãî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà - ïåðåìåííîé èëè
÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè íå÷èñëîâûõ îáúåêòîâ. Òàêàÿ æå ïîïûòêà ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ äëÿ óñëîâèÿ âèäà ¬(t1 = t2), íå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûõ, åñëè òîëüêî îíî èìååò
åäèíñòâåííóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ðÿä óñëîâèé íà
öåëåâóþ óñòàíîâêó çàäà÷è: îòñóòñòâèå öåëåé (èçâåñòíî . . .), "çàìåùåíèå", "ñòàíäðàâ-
íî" è äð. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óòâåðæäåíèå íå èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Âûáîð àòîìàðíîãî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà è îáðàùåíèå ê
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåãî âûïîëíÿþòñÿ ïðîöåäó-
ðîé "îïðåäåëåíèåïàðàìåòðà". Ïðîöåäóðà èùåò òàêîé ïàðàìåòð, äëÿ êîòîðîãî óðàâ-
íåíèå áóäåò èìåòü ñàìûé ïðîñòîé âèä. Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ
äèçúþíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ â ñâîèõ ïîäñëó÷àÿõ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êàêîãî-ëèáî
èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, âñòðå÷àþùåãîñÿ â óñëîâèÿõ ñ íåèçâåñòíûìè, òî ýòà äèçúþíê-
öèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

Ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà ðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â
ñïèñêå ïîñûëîê

Åñëè ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî t1 = t2 âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, òî ìîæåò áûòü ïðè-
ìåíåíà ïðîöåäóðà ðàçðåøåíèÿ åãî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî àòîìà, àíàëî-
ãè÷íàÿ îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ðÿä óñëîâèé
íà öåëåâóþ óñòàíîâêó çàäà÷è, èç êîòîðûõ âûäåëèì ñëåäóþùèå:

1. Åñëè çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå, òî îíà èìååò öåëü "ïðîòèâîðå÷èå";
2. Åñëè çàäà÷à - íà îïèñàíèå, òî îíà íå èìååò öåëåé "ðåäóöèðîâàíèå", "çàìåùå-

íèå", (èçâåñòíî . . .).
3. Åñëè çàäà÷à - íà ïðåîáðàçîâàíèå è íå èìååò öåëåé, êðîìå öåëè "óïðîñòèòü", òî

âñå ïåðåìåííûå ðàâåíñòâà âõîäÿò â åå óñëîâèå;
4. Åñëè çàäà÷à - íà ïðåîáðàçîâàíèå, òî íå èìååò öåëåé "èçâåñòíû", "÷àñòíïðîèçâ",

"äëèíà";
Ïðîâåðÿåòñÿ, äàëåå, ÷òî â ðàâåíñòâî íå âõîäÿò îïèñàòåëè "êëàññ", "îòîáðàæåíèå"

è ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì âûðàæåíèåì îäíîé ïåðåìåííîé ÷åðåç äðóãèå. Äëÿ âû-
áîðà ÷èñëîâîãî àòîìà è ðàçðåøåíèÿ ðàâåíñòâà ïðèìåíÿåòñÿ òà æå ïðîöåäóðà "îïðå-
äåëåíèåïàðàìåòðà", ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà - 1,
3, 5. Íà êàæäîì èç íèõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâîé (ðàâíûé, ñîîòâåòñòâåííî, 2, 5 è 20) ìàê-
ñèìàëüíûé óðîâåíü âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, îáåñïå÷èâàþùåé ðàçðåøåíèå. Â ïðèåìå
îñîáî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ðàâåíñòâà, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà "Îïðåäåëåíèåïàðàìåòðà".

Âîçâðàùåíèå ê óñëîâèÿì çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîñëå òîãî, êàê àíàëèç îáú-
åäèíåííîãî ñïèñêà óñëîâèé è ïîñûëîê ïðèâåë ê ÿâíîìó âûðàæåíèþ äëÿ
îäíîé èç íåèçâåñòíûõ

Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå Z ′, ÿâëÿþùåéñÿ áëîêîì àíàëèçà çàäà÷è
íà îïèñàíèå Z, ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî âèäà x = t, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è Z; t
- âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå x, òî ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿò îáðûâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Z ′ è âîçâðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z, ñ ïåðåíåñåíèåì â íåå íàéäåííîãî ðàâåíñòâà.
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Ýòî äåëàåòñÿ ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäà÷à Z ′ íå èìååò öåëåé "èçâåñòíî", "êîí-
òðîëüâûâîäà", "èññëåäîâàòü". Êðîìå ðàâåíñòâà x = t, â çàäà÷ó Z ïåðåíîñèòñÿ ðÿä
ñîïóòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé, è èç óñëîâèé çàäà÷è Z èñêëþ÷àþòñÿ òå óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïåðåíåñåííûõ â íåå íîâûõ óòâåðæäåíèé. Ýòî äåëàåò
ïðîöåäóðà "çàìåùåíèåóñëîâèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0. Êàê âèäíî
èç ïðèâåäåííûõ âûøå îãðàíè÷åíèé, äëÿ çàäà÷ ñ öåëüþ "èçâåñòíî" ïðèåì çàáëîêèðî-
âàí. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çäåñü íåöåëåñîîáðàçíî ñïåøèòü ñ ïåðåäà÷åé âî âíåø-
íþþ çàäà÷ó ÷àñòè îòâåòà - ýêîíîìíåå ñíà÷àëà íàéòè âåñü îòâåò â ðàìêàõ çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Ïîýòîìó ââåäåí ñïåöèàëüíûé ïðèåì, àíàëèçèðóþùèé ðàâåíñòâà x = t
äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî" (ñì. íèæå). Ïðè óñìîòðåíèè
ïîëíîãî îòâåòà îí îáåñïå÷èâàåò åãî óïðîùåíèå è âûäà÷ó.

Èñêëþ÷åíèå âíåøíåé ôèêòèâíîé îïåðàöèè äëÿ ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè

Ïóñòü êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò âèä ∀x1...xn(A1 & . . . & Am → f(xit1) = f(xit2),
ãäå ïåðåìåííàÿ xi íå âñòðå÷àåòñÿ â t1, t2 è â ñóùåñòâåííûõ ïîñûëêàõ Aj. Òîãäà ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ f èìååò åäèíèöó a ïî ïåðåìåííîé xi; ýòà åäèíèöà ïîäñòàâëÿåòñÿ
âî âñå àíòåöåäåíòû, ñîäåðæàùèå xi, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè
ïðî÷èõ àíòåöåäåíòîâ. Ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè íà
óòâåðæäåíèå ∀x1...xi−1xi+1...xn(Aj1 & . . . & Ajk

→ t1 = t2), ãäå Aj1 , . . . , Ajk
- âñå íå

ñîäåðæàùèå xi àíòåöåäåíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïîïûòêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èç áëîêà àíàëèçà, èìåþùåãî åäèíñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ

Åñëè âûâîä ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà Z ′ íåêîòîðîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z äàåò óðàâ-
íåíèå t1 = t2, ñîäåðæàùåå åäèíñòâåííóþ ÷èñëîâóþ íåèçâåñòíóþ x, òî ìîæåò áûòü
ïðåäïðèíÿòî îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ ðàçðåøåíèÿ äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî x. Óðîâíè, íà êîòîðûõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ýòà ïîïûòêà,
ðàâíû 1, 3 è 5. Ïðè íàëè÷èè â óðàâíåíèè íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîä-
âûðàæåíèé äîïóñêàþòñÿ òîëüêî óðîâåíü 5, ëèáî, äëÿ íå î÷åíü äëèííûõ óðàâíåíèé,
óðîâåíü 3. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

1. Óðàâíåíèå íå äàåò ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ x;
2. Èç êîíòåêñòà óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî x - ÷èñëîâàÿ ïåðåìåííàÿ;
3. Íå ñóùåñòâóåò äèçúþíêòèâíî-êîíúþíêòèâíîé ïîñûëêè, ôðàãìåíò êîòîðîé äàåò

ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ x;
4. Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå íå áûëî ïåðåíåñåíî â áëîê àíàëèçà èç ñïèñêà óñëî-

âèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ è íå
èìåþùåé öåëè (èçâåñòíî . . .);

5. Íå ñóùåñòâóåò áîëåå êîðîòêîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî òåì æå óñëîâèÿì,
äëÿ êîòîðîãî åùå íå âûïîëíÿëàñü ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà;

Òîãäà ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′′, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëó-
æàò âñå íå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûõ ïîñûëêè çàäà÷è Z ′, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì -
ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå. Öåëè ýòîé çàäà÷è ñóòü "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "èëè",
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"ÿâíîå", (íåèçâåñòíûå x). Åñëè çàäà÷à Z ′ èìååò öåëü "èçâåñòíî", òî ê äàííîìó ñïèñêó
äîáàâëÿþòñÿ òàêæå öåëè "óïðîñòèòü" è "ñòàíäðàâíî". Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öåëü
èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, îáðàçîâàííûõ ïîäñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå Z ′, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Îíà óêàçûâàåò
íà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ íåñêîëüêî óïðîùåííîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþ-
ùåé ïîòðåáíîñòè çàäà÷è Z ′.

Óñëîâèÿ è ïîñûëêè çàäà÷è Z ′′ îáû÷íî áûâàåò öåëåñîîáðàçíî ïîïîëíèòü íåêîòîðû-
ìè äîïîëíèòåëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè, èçâëåêàåìûìè èç ñïèñêà ïîñûëîê áëîêà àíà-
ëèçà. Äëÿ òàêîãî ïîïîëíåíèÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ðåøàòåëÿ áûëè îòîáðàíû ïðàâèëà,
ïåðå÷èñëÿåìûå íèæå. Çàìåòèì, ÷òî çàíåñåíèå â Z ′′ ñëèøêîì ñëîæíûõ ñîïðîâîæäàþ-
ùèõ óòâåðæäåíèé, îãðàíè÷èâàþùèõ äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé x, îêàçàëîñü
íåöåëåñîîáðàçíûì - âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíî ñèëüíî çàìåäëÿëî ðåøåíèå çàäà÷è. Ñòîëü
æå íåæåëàòåëüíûì è ïî òîé æå ïðè÷èíå îêàçàëñÿ è íåäîáîð ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåð-
æäåíèé. Ïîýòîìó ïîíàäîáèëàñü ýìïèðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ, ïîñëå êîòîðîé âîçíèê
ïðèâîäèìûé íèæå ïåðå÷åíü ïðàâèë. Îíè ôîðìèðóþò îáúåäèíåííûé ñïèñîê S äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèé è ïîñûëîê:

1. Â S âêëþ÷àþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ
t1 = t2 ïî î.ä.ç. è èìåþùèå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå;

2. Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà "öåëîå(x)", òî îíà âêëþ÷àåñòÿ â S;
3. Åñëè åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåò ïîëåçíà èí-

ôîðìàöèÿ î íåîòðèöàòåëüíîñòè x (íàïðèìåð, åñëè x - çíà÷åíèå çàâåäîìî íåîò-
ðèöàòåëüíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè íå÷èñëîâîãî îáúåêòà, ëèáî ðàñïîëîæåíî
ïîä äîñòàòî÷íî "ñëîæíîé" îïåðàöèåé), òî âûïîëíÿåòñÿ áûñòðàÿ ïðîâåðêà íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè x. Â ñëó÷àå óñïåõà ñïèñîê S ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì 0 ≤ x.

4. Åñëè áëîê àíàëèçà èìååò ïîñûëêó âèäà �ðàññòîÿíèå(AB)= r�; r - ÷èñëîâîå âû-
ðàæåíèå, âñå ïàðàìåòðû êîòîðîãî âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å Z ′′, òî â S çàíîñèòñÿ
íåðàâåíñòâî 0 ≤ r, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî îòáðàñûâàþòñÿ çàâåäîìî ïîëîæè-
òåëüíûå ìíîæèòåëè;

5. Åñëè óðàâíåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ x ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé,
òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîñûëêè áëîêà àíàëèçà, èìåþùèå âèä "óãîë(. . .)= r" ëèáî
"óãîëìåæäó(. . .)= r". Â S çàíîñèòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ≤ r èëè, åñëè áûñòðî óäàåòñÿ
óñìîòðåòü ñòðîãóþ ïîëîæèòåëüíîñòü, íåðàâåíñòâî 0 < r. Åñëè áûñòðî óäàåòñÿ
óñìîòðåòü íåðàâåíñòâî 0 ≤ π − 2r, òî îíî òàêæå çàíîñèòñÿ â S. Èíà÷å - â S
çàíîñèòñÿ 0 ≤ π − r.

6. Ïóñòü â áëîêå àíàëèçà èìååòñÿ ðàâåíñòâî T = r, ãäå r - ëèáî ïåðåìåííàÿ, ëè-
áî èçâåñòíîå âûðàæåíèå ìàëîé äëèíû (íàïðèìåð, íå áîëåå 4). Ïóñòü òàêæå
T èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "óãîë", "óãîëìåæäó", "ðàññòîÿ-
íèå", "ïëîùàäü". Òîãäà â S çàíîñèòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ≤ r. Åñëè T èìååò âèä
"ðàññòîÿíèå(AB)", ïðè÷åì óäàåòñÿ óñìîòðåòü ðàçëè÷èå òî÷åê A, B, òî äàííîå
íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà ñòðîãîå. Åñëè r - ïåðåìåííàÿ, òî äàëåå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:
(a) Åñëè çàãîëîâîê T - ñèìâîë "óãîë" ëèáî "óãîëìåæäó", òî ïðåäïðèíèìàåò-

ñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü, ÷òî äàííûé óãîë - îñòðûé, ò îãäà â S çàíîñèòñÿ
íåðàâåíñòâî 0 < π − 2r. Ïðè íåóäà÷å ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü,
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÷òî óãîë ìåíüøå ïè, è òîãäà çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 < π − r. Â ïðî÷èõ
ñëó÷àÿõ çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 ≤ π − r;

(b) Åñëè çàãîëîâîê T - ñèìâîë "ïëîùàäü", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñòà-
íîâèòü åå ïîëîæèòåëüíîñòü. Ïðè óäà÷å â S çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 < r;

7. Åñëè â áëîêå àíàëèçà èìååòñÿ ïîñûëêà r = sin T , ãäå r - ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷à-
þùàÿñÿ â Z ′′; T - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "óãîë" ëèáî "óãîëìåæäó", òî â S
çàíîñèòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ≤ r;

8. Åñëè â áëîêå àíàëèçà èìååòñÿ ïîñûëêà r = T , ãäå r - ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷àþùàÿ-
ñÿ â óðàâíåíèè t1 = t2 â ÷åòíîé ñòåïåíè, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà áûñòðîãî
óñìîòðåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè âûðàæåíèÿ T . Ïðè óäà÷å â S çàíîñèòñÿ íåðà-
âåíñòâî 0 ≤ r.

9. Åñëè íåèçâåñòíàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèè âíóòðè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîä-
âûðàæåíèÿ, ïðè÷åì áëîê àíàëèçà èìååò ñâîåé ïîñûëêîé ñòðîãîå ëèáî íåñòðîãîå
íåðàâåíñòâî ñ π/2−x â îäíîé ÷àñòè è 0 - â äðóãîé, òî ýòî íåðàâåíñòâî çàíîñèòñÿ
â S.

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå ñïèñêà S - êàæäîå âõîäÿùåå â íåãî óòâåð-
æäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîäç" â êîíòåêñòå ïðî÷èõ óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà, à òàêæå ïîñûëîê çàäà÷è Z ′′. Íîðìàëèçàòîð "íîðìîäç" óæå âñòðå÷àëñÿ
ðàíåå - îí èñïîëüçîâàëñÿ ïðîöåäóðîé "îäç" äëÿ ïåðâè÷íîé îáðàáîòêè ñîïðîâîæäàþ-
ùèõ óòâåðæäåíèé.

Âñå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ x óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà S äîáàâëÿþòñÿ ê óñëîâèÿì
çàäà÷è Z ′′, à îñòàëüíûå - ê åå ïîñûëêàì. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå çàäà-
÷è Z ′′ ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, ðàâíûì 6. Åñëè ïðè ðåøåíèè ïîëó÷åí "îòêàç"ëèáî
óòâåðæäåíèå, îòëè÷íîå îò êîíñòàíòû "ëîæü" è íå ñîäåðæàùåå ñèìâîëà "ðàâíî" â
êàæäîì èç ñâîèõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, òî óðàâíåíèå t1 = t2 ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòà-
ðèåì "íåèçâåñòíàÿ", áëîêèðóþùèì ïîâòîðíûå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû îòâåòà çàìåùàþò â çàäà÷å Z ′ ðàññìàòðèâàåìîå
óðàâíåíèå. Êîððåêòèðóþòñÿ êîììåíòàðèè "âûâîäèìî", "óñëîâèå", "ïðîîáðàç".

Âûäà÷à ïîëó÷åííîãî â áëîêå àíàëèçà îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "èçâåñòíî"

Ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå Z ′ ñ öåëüþ "èçâåñòíî", ÿâëÿþùàÿñÿ áëîêîì
àíàëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå Z, è â íåé óñìîòðåíî ðàâåíñòâî x = t, ãäå t - âûðàæåíèå
áåç íåèçâåñòíûõ; x - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è Z. Òîãäà íà óðîâíÿõ 0, 3, 6 ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà óñìîòðåòü â ïîñûëêàõ çàäà÷è Z ′ îòâåò çàäà÷è Z. Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå â t ïåðåìåííûõ, âûäåëåííûõ êîììåíòàðèåì (âñïîìïàðàìåòð . . .). Ýòîò
êîììåíòàðèé íàêàïëèâàåò ïåðåìåííûå, êîòîðûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Z ′ ââîäèëèñü
êàê âñïîìîãàòåëüíûå "èçâåñòíûå". Îíè íå äîëæíû âõîäèòü â îòâåò; ïîñëå òîãî, êàê
çíà÷åíèå òàêîé ïåðåìåííîé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå "èçâåñòíûå", îíà ïåðåíîñèòñÿ
â ñïèñîê íåèçâåñòíûõ çàäà÷è Z ′.

Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé y çàäà÷è Z, íå âûäåëåííîé êîì-
ìåíòàðèåì (âñïîìíåèçâåñòíàÿ . . .), ñðåäè ïîñûëîê çàäà÷è Z ′ èìååòñÿ ðàâåíñòâî âèäà
y = r, ãäå r íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ïåðåìåííûõ, âûäåëåííûõ êîììåíòàðèåì
(âñïîìïàðàìåòð . . .). Çàìåòèì, ÷òî êîììåíòàðèé (âñïîìíåèçâåñòíàÿ . . .) ïåðå÷èñëÿåò
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âñïîìîãàòåëüíûå íåèçâåñòíûå, ââîäèâøèåñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Z ′. Îíè îäíîâðå-
ìåííî ðåãèñòðèðîâàëèñü â çàäà÷å Z, îäíàêî â îòâåò çàäà÷è Z èíôîðìàöèÿ î èõ çíà-
÷åíèÿõ âêëþ÷àòüñÿ íå áóäåò. Ýòè íåèçâåñòíûå íóæíû áûëè ëèøü äëÿ óïðàâëåíèÿ
õîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′.

Åñëè çàäà÷à Z ′ èìååò öåëü "êîíòðîëü", òî ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå òåêóùåãî óðîâíÿ
îò 0. Äàííàÿ öåëü óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé ïîäñëó÷àé èñ-
õîäíîé çàäà÷è. Âîîáùå ãîâîðÿ, îí ìîæåò îêàçàòüñÿ íåðåàëèçóåìûì. Íàïðèìåð, òàê
÷àñòî áûâàåò â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. ×òîáû óñìîòðåòü ïðîòèâîðå÷èå è îòñå÷ü
ïîäñëó÷àé, ïðåäóñìîòðåíà ïàóçà ïåðåä âûäà÷åé îòâåòà. Íà óðîâíÿõ îò 0 äî 2 ñðà-
áàòûâàþò ïðèåìû, óñìàòðèâàþùèå ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïîñûëîê çàäà÷è Z ′. Âñå îíè
àêòèâèçèðóþòñÿ ëèøü ïðè íàëè÷èè öåëè "êîíòðîëü".

Íàêîíåö, ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ðàâåíñòâà y = r óêàçàííîãî âûøå âèäà,
è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ r. Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî
ðåøàþòñÿ äâå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâàÿ èç íèõ, èìåþùàÿ öåëè "óïðîñòèòü",
"èçâåñòíû", ïðåäïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûå äåéñòâèÿ ïî óïðîùåíèþ. Óðîâåíü åå, êàê
è ñëåäóþùåé çàäà÷è, ðàâåí 4. Âòîðàÿ çàäà÷à, ñ öåëÿìè "äëèíà" è "ó÷åòðåçóëüòàòà",
îðèåíòèðîâàíà íà îñòàòî÷íûå óïðîùåíèÿ è ñîêðàùåííóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ðåçóëü-
òàòà. Öåëè "èçâåñòíû", "ó÷åòðåçóëüòàòà" óêàçûâàþò íà äàííûé ïðèåì âûäà÷è îòâå-
òà. Â äðóãèõ çàäà÷àõ îíè íå âñòðå÷àþòñÿ. Ïîñëå óïðîùåíèé ðàâåíñòâà çàìåùàþò âñå
ðàíåå èìåâøèåñÿ óñëîâèÿ âíåøíåé çàäà÷è Z. ×òîáû ïî âîçâðàùåíèè ê çàäà÷å Z ñðà-
çó æå áûë âûäàí îòâåò íà íåå, äàííàÿ çàäà÷à ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îòâåò". Â
çàêëþ÷åíèå ïðèåì îáðûâàåò ðåøåíèå çàäà÷è Z ′. Òàêèì îáðàçîì, íèêàêîãî äîïîëíè-
òåëüíîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà â ðàìêàõ âíåøíåé çàäà÷è Z óæå íå ïðîèñõîäèò - òàì
íåìåäëåííî âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ.

Óñìîòðåíèå è ðåøåíèå ïîäñèñòåì ÷èñëîâûõ óðàâíåíèé â çàäà÷å íà èññëå-
äîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî"

Çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå öåëü "èçâåñòíî" (íàïðèìåð, ïëàíèìåòðè÷åñêèå çàäà-
÷è íà âû÷èñëåíèå), ðåøàþòñÿ ïóòåì âûâîäà ñëåäñòâèé â ñâîåì áëîêå àíàëèçà. Åñ-
ëè íà íåêîòîðûé ìîìåíò âûâîä ñëåäñòâèé äàåò ïîäñèñòåìó ÷èñëåííûõ óðàâíåíèé, â
êîòîðîé êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó óðàâíåíèé, òî ìîæåò áûòü ïðåä-
ïðèíÿòà ïîïûòêà ðåøèòü åå ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Èìååòñÿ íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ, ðåàëèçóþùèõ äàííóþ ïîïûòêó:

1. Âûäåëåíèå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ïðèåì ñðàáàòû-
âàåò íà óðîâíå 6. Åãî ïðèìåíåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ óðàâíåíèÿ t1 = t2,
ñîäåðæàùåãî ðîâíî äâå íåèçâåñòíûõ x, y ðàññìàòðèâàåìîãî áëîêà àíàëèçà Z ′

çàäà÷è íà îïèñàíèå Z, êîòîðûå îáå îêàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïè-
ñîê S âñåõ óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùèõ îòëè÷íûõ îò x, y íåèçâåñòíûõ áëîêà àíà-
ëèçà è íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàâåíñòâàìè, âûðàæàþùèìè îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç
äðóãóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî S èìååò íå ìåíåå äâóõ è íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåóïîðÿäî÷åíèå óðàâíåíèé ñïèñêà S ïî âîçðàñòàíèþ èõ
äëèí. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàþò-
ñÿ ïàðû óðàâíåíèé, îäíî èç êîòîðûõ - òåêóùåå óðàâíåíèå t1 = t2, à äðóãîå -
îòëè÷íûé îò íåãî ýëåìåíò ñïèñêà S. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ áîëåå êîðîòêèå äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ êîììåíòàðèÿ
(íåèçâåñòíûå . . .) áëîêèðóþòñÿ ïîâòîðíûå ïîïûòêè ðàçðåøåíèÿ ðàíåå ðàññìàò-
ðèâàâøåéñÿ ñèñòåìû. Ââîäÿòñÿ íàêîïèòåëè P è U , ñîîòâåòñòâåííî, ïîñûëîê è
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óñëîâèé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′′. Â ïðîãðàììå îíè îáîçíà÷åíû
ïåðåìåííûìè õ14 è õ12. Â ñïèñîê P çàíîñÿòñÿ âñå íå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûõ
ïîñûëêè çàäà÷è Z ′, èìåþùèå îáùèé ïàðàìåòð ñ îòîáðàííûìè óðàâíåíèÿìè.
Â ñïèñîê U çàíîñÿòñÿ: îòîáðàííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïàðà óðàâíåíèé; óòâåðæäåíèÿ
"÷èñëî(x)" è "÷èñëî(y)"; âñå íåðàâåíñòâà è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ, íå ñîäåðæàùèå
íåèçâåñòíûõ çàäà÷è Z ′, îòëè÷íûõ îò x, y; ïîñûëêè, óêàçûâàþùèå íà öåëî÷èñ-
ëåííîñòü çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ x, y (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ). Äàëåå ïðîñìàò-
ðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåìåííûå z, ñîâïàäàþùèå ñ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ
x, y ëèáî ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà P .
Äëÿ íèõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïîëíåíèå ñïèñêîâ P, U ïåðå÷èñëÿåìûìè íèæå äî-
ïîëíèòåëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè. Åñëè z - ïàðàìåòð óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà P , òî
óòâåðæäåíèå çàíîñèòñÿ â ñïèñîê P , èíà÷å - â ñïèñîê U .
(a) Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà z = r, ãäå çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ r - îäèí èç ñèìâî-

ëîâ "óãîë", "ðàññòîÿíèå", "ïëîùàäü", òî äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå 0 ≤ z,
ãäå ïî ìåðå âîçìîæíîñòè âìåñòî íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà áåðåòñÿ ñòðîãîå.
Â ñëó÷àå óãëà ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè óñìîòðåòü è äîáàâèòü íåðàâåí-
ñòâî, óêàçûâàþùåå, ÷òî óãîë îñòðûé. Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ íåðàâåíñòâî,
óêàçûâàþùåå, ÷òî óãîë íå ïðåâîñõîäèò ïè; ïî ìåðå âîçìîæíîñòè - ñòðîãîå.

(b) Åñëè r - ñèíóñ óãëà, òî äîáàâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ≤ z;
(c) Åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî z íåîòðèöàòåëüíî ëèáî ïîëîæèòåëüíî, òî äî-

áàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî.
Ïîñëå ýòîãî ôîðìèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′′. Îíà èìå-
åò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü", "ñòàíäðàâíî",
(íåèçâåñòíûå xy). Åñëè êàêàÿ - ëèáî èç íåèçâåñòíûõ x, y áûëà â çàäà÷å Z ′ âû-
äåëåíà êîììåíòàðèåì (âñïîìíåèçâåñòíàÿ . . .), òî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê íåñó-
ùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è Z ′′.
Çàäà÷à Z ′′ ðåøàåòñÿ ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 6. Åñëè íà íåå ïîëó÷åí îòâåò
R, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â R ðàâåíñòâà, äàþ-
ùåãî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êàêîé-ëèáî èç íåèçâåñòíûõ x, y. Åñëè R ñîäåðæèò
äèçúþíêöèþ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî óêàçàííîãî âèäà èìååòñÿ ëèáî â
êàæäîì åå äèçúþíêòèâíîì ÷ëåíå, ëèáî â òîé ÷àñòè R, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê
êîíòåêñòó äèçúþíêöèè. Çàòåì èç ñïèñêà ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà Z ′ èñêëþ÷à-
þòñÿ òå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ðàçðåøàëèñü, è âìåñòî íèõ çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå
R.

2. Ðåøåíèå ñèñòåìû èç òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5. Îí àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó ïðèåìó, îäíàêî âîçíèêàåò
íåáîëüøîå îòëè÷èå ïðè îïðåäåëåíèè ñïèñêà íåèçâåñòíûõ. Åñëè òåêóùåå óðàâíå-
íèå t1 = t2 èìååò ðîâíî òðè ÷èñëîâûõ íåèçâåñòíûõ x, y, z, òî ïî íèì ñîñòàâëÿåòñÿ
ñïèñîê S âñåõ óðàâíåíèé áëîêà àíàëèçà, íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ íåèçâåñòíûõ,
êðîìå x, y, z. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê èìååò íå ìåíåå 3 è íå áîëåå 5 ýëå-
ìåíòîâ, è äàëåå âûïîëíÿþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Åñëè
òåêóùåå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî äâå ÷èñëîâûõ íåèçâåñòíûõ x, y, òî äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ òðåòüåé íåèçâåñòíîé z íàõîäèòñÿ åùå îäíî óðàâíåíèå, èìåþùåå ðîâíî
äâå ÷èñëîâûõ íåèçâåñòíûõ - íàïðèìåð, x è z. Çàòåì ïî òðîéêå íåèçâåñòíûõ
ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S, è äàëåå - êàê äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ.
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3. Ðåøåíèå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè. Ïóñòü áëîê àíàëè-
çà èìååò âñåãî äâà óðàâíåíèÿ U1, U2 äëÿ êàêèõ-òî òðåõ ñâîèõ ÷èñëîâûõ íåèç-
âåñòíûõ x, y, z, îäíàêî åñòü óðàâíåíèå v = t, âûðàæàþùåå åùå îäíó ÷èñëîâóþ
íåèçâåñòíóþ v âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ÷åðåç x, y. Åñëè ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî v âûðàçèìî ÷åðåç îòíîøåíèå x ê y (íàïðèìåð, ïîñëå óñìîòðåíèÿ â
t äðîáè, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êîòîðîé ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå x, y), òî ââî-
äèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû U1, U2, v = t îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ y, z, v. Ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ x ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé, òàê ÷òî âñå
ïîñûëêè ñ x, íå ñîäåðæàùèå äðóãèõ íåèçâåñòíûõ áëîêà àíàëèçà, ðåãèñòðèðó-
þòñÿ â ïîñûëêàõ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Â îñòàëüíîì äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû
ñëó÷àþ äâóõ íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

4. Ðåøåíèå ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ ÷èñëîâûìè íåèçâåñòíûìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 7. Åñëè òåêóùåå óðàâíåíèå t1 = t2 èìååò
ðîâíî 4 ÷èñëîâûõ íåèçâåñòíûõ x, y, z, v, òî ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S âñåõ óðàâíå-
íèé áëîêà àíàëèçà, íåèçâåñòíûå êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ñðåäè x, y, z, v. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê èìååò ðîâíî 4 ýëåìåíòà, è äàëåå âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ,
àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ äâóõ íåèçâåñòíûõ.

Ïðåîáðàçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ áëîêà àíàëèçà, ÷åðåç êîòî-
ðûå âûðàæåíà íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, âî âñïîìîãàòåëü-
íûå íåèçâåñòíûå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", ìîãóò âîçíèêàòü
âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, õàðàêòåðèçóþùèå òå èëè èíûå îáúåêòû çàäà÷è (íà-
ïðèìåð, âûñîòà òðåóãîëüíèêà) è êîòîðûå âðåìåííî ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Òàêèå
ïåðåìåííûå x ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèÿìè (âñïîìïàðàìåòð x) ê ïîñûëêàì çàäà÷è.
Ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå èõ çíà÷åíèÿ, âðåìåííî ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ñïèñêó ïîñûëîê
âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z. Ïîñëå òîãî, êàê ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû
óäàëîñü âûðàçèòü êàêóþ-ëèáî íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è, ëèáî âûðàçèòü îäèí èç
íèõ ÷åðåç äðóãèå, ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñòàòóñà ïàðàìåòðà - îí îáúÿâëÿåòñÿ âñïîìî-
ãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ñðàáàòûâàåò íà
óðîâíå 0. Îí èíèöèèðóåòñÿ ïîñûëêîé âèäà y = t, ãäå y - ëèáî íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è
Z, ëèáî îäèí èç âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ; t - âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå âñïîìîãà-
òåëüíûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ñîñòàâëÿåò ñïèñîê S âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ,
âñòðå÷àþùèõñÿ â äàííîé ïîñûëêå. Â çàäà÷å Z îí èñêëþ÷àåò âñå ïîñûëêè çàäà÷è
Z, èìåþùèå ïåðåìåííóþ ñïèñêà S, è ââîäèò äëÿ ïåðåìåííûõ v èç S êîììåíòàðèè
(âñïîìíåèçâåñòíàÿ v). Â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå Z ′ - áëîêå àíàëèçà çàäà÷è Z - ïðèåì
çàìåíÿåò êîììåíòàðèè (âñïîìïàðàìåòð v), ãäå v ∈ S, íà êîììåíòàðèè (âñïîìíåèç-
âåñòíàÿ v). Â îáîèõ çàäà÷àõ ñïèñîê íåèçâåñòíûõ ïîïîëíÿåòñÿ ïåðåìåííûìè èç S.

Ïîïîëíåíèå ñïèñêà íåèçâåñòíûõ çàäà÷è íà îïèñàíèå ïàðàìåòðàìè ÷èñëî-
âûõ óðàâíåíèé

Åñëè êîëè÷åñòâî ÷èñëîâûõ óðàâíåíèé çàäà÷è íà îïèñàíèå áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ,
èìåþùèõñÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, îäíàêî ðàâíî ÷èñëó âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â óðàâíåíèÿõ
÷èñëîâûõ ïåðåìåííûõ - êàê èçâåñòíûõ, òàê è íåèçâåñòíûõ, òî ìîæåò ïîìî÷ü ïðèåì,
ðåøàþùèé äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå åå ïåðåìåííûå -
íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 9. Îí ââîäèò âñïîìîãàòåëüíóþ
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çàäà÷ó Z ′, ïîëó÷åííóþ èç òåêóùåé çàäà÷è Z îáúÿâëåíèåì íåèçâåñòíûìè âñåõ ïåðå-
ìåííûõ S, ñîäåðæàùèõñÿ â ÷èñëîâûõ óðàâíåíèÿõ, è ïåðåíåñåíèåì â ñïèñîê óñëîâèé
âñåõ ïîñûëîê, çàâèñÿùèõ îò S.

1.11 Ïðèåìû ñèìâîëà "ýêâèâàëåíòíî"

Ñèìâîë "ýêâèâàëåíòíî" âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ ðåäêî, ãëàâíûì îáðàçîì â êîíñåêâåí-
òàõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé. Äëÿ íåãî ïîíàäîáèëèñü ëèøü ïðîñòåéøèå ïðèåìû, âû-
ïîëíÿþùèå îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ. Ïðèâîäèìûé íèæå ñïèñîê íå ïðåòåíäóåò íà ïîë-
íîòó - îí ëèøü ïîêàçûâàåò, êàêèå èìåííî ñâÿçàííûå ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ îêàçàëèñü ôàêòè÷åñêè âîñòðåáîâàíû.

Ñîâïàäàþùèå îïåðàíäû

Óòâåðæäåíèå A ↔ A çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðîòèâîïîëîæíûå îïåðàíäû

Óòâåðæäåíèå A ↔ ¬A çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ 0.

Çàãîëîâîê êàæäîãî îïåðàíäà - îòðèöàíèå

Óòâåðæäåíèå ¬A ↔ ¬B çàìåíÿåòñÿ íà A ↔ B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Çàãîëîâîê îäíîãî îïåðàíäà - îòðèöàíèå, à äðóãîé îïåðàíä åñòü äèçúþíê-
öèÿ ëèáî êîíúþíêöèÿ îòðèöàíèé

Óòâåðæäåíèå ¬A ↔ (¬B1∨ . . .∨ ¬Bn) çàìåíÿåòñÿ íàA ↔ (B1 & . . . & Bn). Äâîéñòâåí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ
îòðèöàíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Çàìåíà êâàíòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
íà äâå êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèè

Åñëè óòâåðæäåíèå ∀x1...xn(A → (B ↔ C)) âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ∀x1...xn(A & B → C), ∀x1...xn(A & C →
B). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Çàìåíà êâàíòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà èìïëèêàöèþ

Â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî çàìåíèòü êâàíòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íà èìïëèêà-
öèþ. Òàê, óòâåðæäåíèå ∀x1...xn(C → (A∨B ↔ A)) çàìåíÿåòñÿ íà ∀x1...xn(C & B → A)).
Óòâåðæäåíèå ∀x1...xn(C → (A & B ↔ A)) çàìåíÿåòñÿ íà ∀x1...xn(C & A → B)). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 0.
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Âûðàæåíèå áåñêâàíòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç äèçúþíêöèþ, êîíúþíê-
öèþ è îòðèöàíèå

Åñëè óòâåðæäåíèå A ↔ B íå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì è íå ÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà (A & B)∨ (¬A & ¬B).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàâåíñòâî â îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè, äàþùåå ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ ïåðåìåííîé

Åñëè îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò âèä x = t & A(x), ãäå x - ïåðåìåííàÿ; t
- îòëè÷íîå îò ïåðåìåííîé âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå x, òî ýòà ÷àñòü çàìåíÿåòñÿ íà
x = t & A(t). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçëè÷àþùèåñÿ ôðàãìåíòû ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìåþò âèä îòðèöàíèé

Åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò âèä (¬A & B) ↔ (¬C & B), òî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
(A & B) ↔ (C & B). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíò îáùåãî ôðàãìåíòà äâóõ ÷àñòåé êâàíòîðíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè

Êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âèäà ∀x1...xn(A1 & . . . & An → (B & C ↔ B & D))
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ∀x1...xn(A1 & . . . & An & B → (C ↔ D)). Â óñëîâèè çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ýêâ", ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0; èíà÷å - íà óðîâíå 5.

Êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ðàâåíñòâ ñ îáùåé ïåðåìåííîé

Åñëè êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò êîíñåêâåíò âèäà x = t ↔ x = s, ãäå x -
ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, à âûðàæåíèÿ s, t íå ñîäåðæàò x, òî â åå àíòåöå-
äåíòàõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäñòàíîâêà t âìåñòî x, êîíñåêâåíò çàìåíÿåòñÿ íà s = t, à
x èñêëþ÷àåòñÿ èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äîïóñêàåò ðàçáèåíèå ïî íåçàâèñèìûì ãðóï-
ïàì ïåðåìåííûõ

Åñëè êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íå èìååò àíòåöåäåíòîâ, à êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà åå
ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà äâå ïîäãðóïïû ïåðåìåííûõ x è y òàê, ÷òî êîíñåêâåíò èìååò
âèä (P (x) & Q(y)) ↔ (R(x) & S(y)), òî îíà çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ óòâåðæäåíèé
(∀x(¬P (x)) ∨ ∀y(¬Q(y))) & (∀x(¬R(x)) ∨ ∀y(¬S(y))), ∀x(P (x) ↔ R(x)) & ∀y(Q(y) ↔
S(y)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

Óñèëåíèå êîíòåêñòà îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèÿ", âñòðå÷àþùåãîñÿ â êâàíòîð-
íîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Ïóñòü êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò âèä ∀x1...xn(A1 & . . . & An → (B ↔ C & D));
óòâåðæäåíèå B ñîäåðæèò îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå(z P t)", ïðè÷åì âñå ñâîáîäíûå ïå-
ðåìåííûå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà C ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè âõîäÿò â P , à
ëþáîé äðóãîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò. Òîãäà ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ∀x1...xn(A1 & . . . & An & C →
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(B ↔ D)), ∀x1...xn(A1 & . . . & An & B → C). Ïåðâîå èç íèõ ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-
âàòü ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ, çàòðàãèâàþùèõ îïèñàòåëü, äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ C.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ äâóõ èìïëèêàöèé

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî Z èìååò âèä A ↔ B, òî íà òåêóùåì óðîâíå 1
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Ïåðâàÿ èç
íèõ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê ïîñûëêàì çàäà÷è Z óòâåðæäåíèÿ A è çàìåíîé óñëîâèÿ
íà B; âòîðàÿ - äîáàâëåíèåì ê ïîñûëêàì B è çàìåíîé óñëîâèÿ íà A. Åñëè îáå ðåøåíû,
âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà".

1.12 Ïðèåìû ñèìâîëà "âàðèàíò"

Áîëüøàÿ ÷àñòü îáùèõ ïðèåìîâ ñèìâîëà "âàðèàíò" ðåàëèçîâàíà íà ÃÅÍÎËÎÃå è
áóäåò ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Íà ËÎÑå ðåàëèçîâàíû ëèøü íåñêîëüêî
ïðèåìîâ.

Âûíåñåíèå èç-ïîä óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñèìâîëà îäíîìåñòíîé îïåðàöèè

Åñëè óñëîâíîå âûðàæåíèå èìååò âèä "âàðèàíò(A f(t1) f(t2))", ãäå f - ñèìâîë îäíî-
ìåñòíîé îïåðàöèè, òî îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó f(âàðèàíò(A t1 t2)). Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 1.

Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óñëîâèÿ

Åñëè èç êîíòåêñòà íåïîñðåäñòâåííî óñìàòðèâàåòñÿ èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü óñëî-
âèÿ A âûðàæåíèÿ "âàðèàíò(A t1 t2)", òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå âûðà-
æåíèå ti. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí óòâåðæäåíèÿ A ñîäåðæèòñÿ â êîíòåêñòå óñëîâíîãî âûðà-
æåíèÿ. Òîãäà îíî çàìåíÿåòñÿ íà t1.

2. Äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ A ñîäåðæèòñÿ â êîíòåêñòå óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ. Òîãäà îíî çàìåíÿåòñÿ íà t2.

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà íóëåâîì óðîâíå.

Óñìîòðåíèå ÷àñòè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óñëîâèÿ

Åñëè ÷àñòü êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A âñòðå÷àåòñÿ â êîíòåêñòå óñëîâíî-
ãî âûðàæåíèÿ "âàðèàíò(A t1 t2)", òî ýòè ÷ëåíû â äàííîì âûðàæåíèè îòáðàñûâàþòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîïûòêà óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óñëîâèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü âûðàæåíèå "âàðèàíò(A t1 t2)" ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, ëèáî â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, öåëåâàÿ óñòàíîâêà êîòîðîé óêàçûâàåò íà äî-
ñòàòî÷íî âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü èñêëþ÷åíèÿ óñëîâíûõ âûðàæåíèé. Òîãäà ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà óñòàíîâèòü èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü óòâåðæäåíèÿ A ñ ïîìîùüþ
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îáðàùåíèé ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì íà äîêàçàòåëüñòâî. Îíè ðåøàþòñÿ ñ ìàêñè-
ìàëüíûì óðîâíåì 4 è äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîé òðóäîåìêîñòüþ. Ïðè óñïåõå ïðîâåðêè
âûðàæåíèå çàìåíÿåòñÿ íà t1 ëèáî t2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4 â ñëó÷àå
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå è 0 â ñëó÷àå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ,
åñëè óñëîâíîå âûðàæåíèå ñîäåðæèòñÿ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", à óòâåðæäåíèå
A çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Ýòîò ñëó÷àé îçíà÷àåò îïðåäåëå-
íèå ôóíêöèè ðàçáîðîì ñëó÷àåâ ïî çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà, è óñòðàíåíèå "âàðèàíòà"
çäåñü ìàëîâåðîÿòíî.

1.13 Ñèìâîë "àëüòåðíàòèâà"

Ñèìâîë "àëüòåðíàòèâà" ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà â çàäà÷àõ íå âñòðå÷àåòñÿ. Äëÿ íåãî
èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå. Îí çàìåíÿåò óòâåðæäåíèå "àëü-
òåðíàòèâà(A P (t1 . . . ti−1p ti+1 . . . tn) P (t1 . . . ti−1q ti+1 . . . tn))" íà óòâåðæäåíèå
P (t1 . . . ti−1âàðèàíò(A p q) ti+1 . . . tn). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

1.14 Ïðèåìû ñèìâîëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè çàäàíèè

êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ

Äëÿ ñèìâîëîâ "íàáîð", "ïðåôèêñ", "ñóôôèêñ", "êîíêàòåíàöèÿ", "ïîäíàáîð", "íà-
áîðíîìåðîâ", ïîçâîëÿþùèõ ñîçäàâàòü êîíå÷íûå óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû ýëåìåíòîâ,
íà ËÎÑå ðåàëèçîâàí ðÿä ïðîñòûõ ïðèåìîâ.

Ðàâåíñòâî äâóõ íàáîðîâ

Ðàâåíñòâî äâóõ íàáîðîâ "íàáîð(t1 . . . tn)" è "íàáîð(p1 . . . pm)" ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè
m = n â êîíúþíêöèþ ðàâåíñòâ t1 = p1, . . ., tn = pn. Ïðè m 6= n îíî çàìåíÿåòñÿ
íà ëîãè÷åñêþó êîíñòàíòó "ëîæü". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0, îäíàêî áëîêè-
ðóåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðíåâîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà äâóõ íàáîðîâ, ïîìå÷åí-
íîå êîììåíòàðèåì "íàáîð". Òàêèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíóþ
ôîðìó çàïèñè óñëîâèé, êîòîðûå íåâûãîäíî ïðèâîäèòü ê âèäó äèçúþíêöèé. Íàïðè-
ìåð, óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè p, q îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ êàê
(p, q) 6= (0, 0).

Îïðåäåëåíèå äëèíû íàáîðà

Âûðàæåíèå "äëèíàíàáîðà(íàáîð(t1 . . . tn))" ïðåîáðàçóåòñÿ â äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà
n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà íàáîðà ïî åãî íîìåðó

Âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(íàáîð(t1 . . . tn)i)", ãäå i - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà îò 1 äî n, çàìåíÿåòñÿ íà ti. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñòðàíåíèå ðàâåíñòâà íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ íàáîðó ïåðåìåííûõ, ñâÿçàí-
íûõ âíåøíèìè êâàíòîðàìè

Ïóñòü ðàâåíñòâî t = íàáîð(x1 . . . xn) èìååò â ñâîåé ïðàâîé ÷àñòè ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûå ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå âíåøíèìè êâàíòîðàìè è íå âõîäÿùèå â âûðàæåíèå t.
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×òîáû ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü âïîñëåäñòâèè ïðèìåíÿòü ïðèåìû, èñêëþ÷àþùèå äàí-
íûå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå, ýòî ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "è(ñëîâî(t) äëèíà-
íàáîðà(t)= n x1 = çíà÷åíèå(t 1) . . . xn = çíà÷åíèå(t n))", ãäå ýòè ïåðåìåííûå ÿâíî
âûðàæåíû ÷åðåç t. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ñèòóàöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (íàïðèìåð, åñëè t - âûðàæåíèå âèäà "êîîðä(. . .)", îïðåäå-
ëÿþùåå íàáîð êîîðäèíàò òî÷êè ëèáî âåêòîðà). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðåôèêñ"

Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ ñâÿçàíû ñ èñêëþ÷åíèåì ñèìâîëà "ïðåôèêñ". Îíè ñðà-
áàòûâàþò íà óðîâíå 1.

1. Âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(a íàáîð(b1 . . . bn))" ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "íàáîð(a b1 . . . bn)".
2. Âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(a ïóñòîåñëîâî)" çàìåíÿåòñÿ íà "íàáîð(a)".
3. Âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(a êîíêàòåíàöèÿ(íàáîð(b1 . . . bn)c1 . . . cm))" çàìåíÿåòñÿ íà

"êîíêàòåíàöèÿ(íàáîð(a b1 . . . bn)c1 . . . cm)".
4. Âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(a êîíêàòåíàöèÿ(c1 . . . cm))", ãäå âûðàæåíèå c1 íå èìååò

ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëà "íàáîð", ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "êîíêàòåíàöèÿ(íà-
áîð(a)c1 . . . cm)".

5. Âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(a ïðåôèêñ(b c))" çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå "êîíêàòåíà-
öèÿ(íàáîð(a b)c)".

Ïðèåìû ñèìâîëà "êîíêàòåíàöèÿ"

Ñëåäóþùèå ïðèåìû ñèìâîëà "êîíêàòåíàöèÿ" ñðàáàòûâàþò íà íóëåâîì óðîâíå:
1. Åñëè â âûðàæåíèè "êîíêàòåíàöèÿ(. . .)" èäóùèå ïîäðÿä îïåðàíäû èìåþò çàãî-

ëîâîê "íàáîð", òî îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí îïåðàíä ñ çàãîëîâêîì "íàáîð".
2. Åñëè âûðàæåíèå "êîíêàòåíàöèÿ(. . .)" ðàñïîëîæåíî ïîä òàêîé îïåðàöèåé, äëÿ

êîòîðîé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â íàáîðå íåñóùåñòâåíåí, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ èç-
âëå÷åíèå âñåõ îïåðàíäîâ ñ çàãîëîâêîì "íàáîð", îáúåäèíåíèå èõ â îáùèé îïå-
ðàíä ñ çàãîëîâêîì "íàáîð", è ïåðåíåñåíèå äàííîãî îïåðàíäà íà ïåðâîå ìåñòî.
Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëèáî îïåðàíäîâ "íàáîð(. . .)" áû-
ëî áîëüøå îäíîãî, ëèáî ÷òîáû åäèíñòâåííûé òàêîé îïåðàíä íå áûë ðàñïîëîæåí
íà ïåðâîì ìåñòå.

3. Âûðàæåíèå "êîíêàòåíàöèÿ(íàáîð(a)b)", ãäå îïåðàíä b íå èìååò çàãîëîâêà "íà-
áîð", ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "ïðåôèêñ(a b)".

4. Åñëè â âûðàæåíèè "êîíêàòåíàöèÿ(. . .)" âñëåä çà îïåðàíäîì âèäà "íàáîð(a1 . . .
an)" ðàñïîëîæåí îïåðàíä âèäà "ïðåôèêñ(b c)", òî ïåðâûé îïåðàíä çàìåíÿåòñÿ
íà "íàáîð(a1 . . . anb)", à âòîðîé - íà c.

5. Åñëè â âûðàæåíèè "êîíêàòåíàöèÿ(. . .)" îïåðàíä "ïðåôèêñ(a b)" íå óñòðàíÿåòñÿ
îäíèì èç îïèñàííûõ âûøå ïðèåìîâ, òî îí çàìåíÿåòñÿ íà äâà èäóùèõ ïîäðÿä
îïåðàíäà "íàáîð(a)", b.

6. Â âûðàæåíèè "êîíêàòåíàöèÿ(. . .)" îòáðàñûâàþòñÿ îïåðàíäû "ïóñòîåñëîâî".
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Åñëè âûðàæåíèå "êîíêàòåíàöèÿ(. . .)" íàõîäèòñÿ ïîä îïåðàöèåé, äëÿ êîòîðîé íåñó-
ùåñòâåíåí ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íàáîðà, òî íà óðîâíå 3 ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå åå îïåðàíäîâ. Îíî íå çàòðàãèâàåò ïåðâîãî îïåðàíäà "íàáîð(. . .)",
åñëè òàêîâîé èìååòñÿ.

Ïðèåìû ñèìâîëà "ñóôôèêñ"

Èìååòñÿ âñåãî äâà òàêèõ ïðèåìà, ðåàëèçîâàííûõ íà ËÎÑå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ èõ
ðàâåí 1. Ïåðâûé çàìåíÿåò âûðàæåíèå "ñóôôèêñ(íàáîð(a1 . . . an)b)" íà "íàáîð(a1 . . . an b)".
Âòîðîé - çàìåíÿåò âûðàæåíèå "ñóôôèêñ(ïóñòîåñëîâî a)" íà "íàáîð(a)".

Ïðèåìû ñèìâîëîâ "ïîäíàáîð", "íàáîðíîìåðîâ"

Ýòè ñèìâîëû èìåþò êàæäûé ïî îäíîìó ïðèåìó. Ïåðâûé ïðèåì çàìåíÿåò âûðàæåíèå
"ïîäíàáîð(íàáîð(a1 . . . an)i j)" íà âûðàæåíèå "íàáîð(aiai+1 . . . aj)". Âòîðîé - çàìå-
íÿåò âûðàæåíèå "íàáîðíîìåðîâ (i j)" íà âûðàæåíèå "íàáîð(i i + 1 . . . j)". Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ýòèõ ïðèåìîâ ðàâíû 0.

1.15 Ïðèåìû ñèìâîëà "êëàññ"

Îáùèõ ïðèåìîâ ñèìâîëà "êëàññ", ðåàëèçîâàííûõ íà ËÎÑå, íåìíîãî, è âñå îíè íåñëîæ-
íû. Îáùèå ïðèåìû ýòîãî ñèìâîëà, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎËÎÃå, ñîñòàâëÿþò çíà÷è-
òåëüíî áîëüøèé ñïèñîê; îíè ñîáðàíû â ðàçäåëå áàçû ïðèåìîâ, îòíîñÿùåìñÿ ê àëãåáðå
ìíîæåñòâ. ×òîáû èçáåæàòü èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ òåîðèè ìíîæåñòâ, íà èñïîëüçîâà-
íèå îïèñàòåëÿ "êëàññ" íàêëàäûâàþòñÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Âî èçáåæàíèå ïî-
ÿâëåíèÿ ñëèøêîì "áîëüøèõ" ìíîæåñòâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïàðàäîêñàõ, ðàçðåøàåòñÿ
ïðèìåíÿòü äàííûé îïèñàòåëü ëèøü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí âûäåëÿë ïîäìíîæå-
ñòâî â êàêîì-ëèáî ðàíåå óæå ïîñòðîåííîì ìíîæåñòâå. Ýòîò ïîäõîä õîðîøî èçâåñòåí
â àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Íîðìàëèçàöèÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè

Íà íóëåâîì óðîâíå ïðåäïðèíèìàåòñÿ òàêîå ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþ-
ùåé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ "êëàññ(. . .)", ÷òîáû îíè íå èìåëè ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé â
óòâåðæäåíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ äàííûé îïèñàòåëü.

Èñêëþ÷åíèå îïèñàòåëÿ

Âûðàæåíèå "êëàññ(x ïðèíàäëåæèò(x t))" çàìåíÿåòñÿ íà t. Çäåñü t - âûðàæåíèå, íå
ñîäåðæàùåå x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó

Óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(t êëàññ(x P (x)))", "ïðèíàäëåæèò(íàáîð(t1 . . . tn) êëàññ(
x1 . . . xn P (x1 . . . xn)))" çàìåíÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà P (t) è íà P (t1 . . . tn). Åñëè â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëèíû íàáîðà è ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ðàçëè÷àþòñÿ, óòâåðæäå-
íèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.
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Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ îïèñàòåëåé "êëàññ", îòëè÷àþùèõñÿ ïåðåîáîçíà÷å-
íèåì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ

Åñëè äâà âûðàæåíèÿ "êëàññ(. . .)" ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì ýòè ïåðåìåííûå â îáîèõ ñëó÷àÿõ óæå áûëè ïåðå-
îáîçíà÷åíû òàê, ÷òîáû íå ñîâïàäàòü ñî ñâîäîäíûìè ïåðåìåííûìè êîíòåêñòîâ îáîèõ
âûðàæåíèé, òî îäíî èç íèõ çàìåíÿåòñÿ íà äðóãîå. Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîìó âûðà-
æåíèþ, êîòîðîå èäåò ðàíüøå â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 0.

Çàìåíà íà êîíñòàíòó "ëîæü" óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ îòîáðàæåíèÿ, åñëè èç êîíòåêñòà óñìàòðèâàåòñÿ ïóñòîòà ýòîé îáëàñòè

Åñëè â çàäà÷å óñìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(êëàññ(x1 . . . xn P (x1 . . . xn))ïóñòî)",
ðàñïîëîæåííîå â êîíòåêñòå âûðàæåíèÿ "îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn P (x1 . . . xn) t(x1 . . . xn)
)", òî ïîñëåäíåå çàìåíÿåòñÿ íà "îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn ëîæü t(x1 . . . xn))". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ 1.

Ðàñøèôðîâêà ðàâåíñòâà îïèñàòåëÿ "êëàññ" ïóñòîìó ìíîæåñòâó

Óòâåðæäåíèå "ðàâíî(êëàññ(x1 . . . xn P (x1 . . . xn))ïóñòî)" çàìåíÿåòñÿ íà "íå(ñóùåñòâó-
åò(x1 . . . xn P (x1 . . . xn)))". Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïèñàòåëÿ "êëàññ"

Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëåé "ðåäàêöèÿ", "ïðÿìîéîòâåò",
âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(x P (x))", íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûõ, òî äëÿ íåãî
ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ y, è â ñïèñîê
ïîñûëîê çàíîñèòñÿ ðàâåíñòâî "êëàññ(x P (x)))= y". Îíî ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà", òàê ÷òî äàëåå áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðèåìû, çàìåíÿþùèå âñå
âõîæäåíèÿ â çàäà÷ó äàííîãî âûðàæåíèÿ "êëàññ(. . .)" íà y. Ïåðåä ðåãèñòðàöèåé óêà-
çàííîãî ðàâåíñòâà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàññìîòðåíèå óòâåðæäåíèÿ ∀x(x ∈ y → P (x)).
Îíî ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ äâóìÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà îïè-
ñàíèå - ñíà÷àëà äëÿ ðàçâåðòêè "ïî îïðåäåëåíèÿì", çàòåì - äëÿ îáðàòíîé ñâåðòêè.
Òå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ðåçóëüòàòà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòàðíûå
óòâåðæäåíèÿ ëèáî ïðîñòûå èìïëèêàöèè, ðåãèñòðèðóþòñÿ â ïîñûëêàõ. Îíè ìîãóò ïîç-
âîëèòü ðàáîòàòü äàëåå ñ îáîçíà÷åíèåì y íàïðÿìóþ, áåç ââîäÿùåãî ýòî îáîçíà÷åíèå
ðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5. Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå äëÿ
âîçìîæíîñòè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà îòñóòñòâèå öåëè "ïðÿìîéîòâåò" îçíà÷àåò, ñêîðåå
âñåãî, ÷òî çàäà÷à áûëà ñîçäàíà äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Â
ýòîé ñèòóàöèè äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè, ñîïðîâîæäàþùèå y, ìîãóò ïîçâîëèòü âûâå-
ñòè íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ.

1.16 Ïðèåìû ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå"

Êîëè÷åñòâî îáùèõ ïðèåìîâ ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå" íåâåëèêî - êàê ðåàëèçîâàííûõ
íà ËÎÑå, òàê è íà ÃÅÍÎËÎÃå.



Ãëàâà 1. Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå 102

Íîðìàëèçàöèÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè

Ïðèåì ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òàê, ÷òîáû îíè îòëè÷à-
ëèñü îò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèé êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ â çàäàííîé òî÷êå

Âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(îòîáðàæåíèå(x P (x) t(x)) A)" è "çíà÷åíèå(îòîáðàæåíèå(x1 . . .
xn P (x1 . . . xn) t(x1 . . . xn)) íàáîð(A1 . . . An))" çàìåíÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà t(A) è
t(A1 . . . An). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

Âûðàæåíèå "îáëàñòü(îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn P (x1 . . . xn) t(x1 . . . xn)))" çàìåíÿåòñÿ íà
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ "êëàññ(x1 . . . xn P (x1 . . . xn))". Óïðîùåíèå ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äî ìàê-
ñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ îïèñàòåëåé
"îòîáðàæåíèå"

Åñëè â çàäà÷å óñìàòðèâàþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèÿ "îòîáðàæåíèå(. . .)", îòëè-
÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, òî ñîçäàåòñÿ ýòà-
ëîííàÿ âåðñèÿ C óêàçàííûõ âûðàæåíèé A, B, ïîëó÷åííàÿ èç íèõ ïåðåîáîçíà÷åíèåì
ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íà íîâûå ïåðåìåííûå. Çàòåì âñå âõîæäåíèÿ â
çàäà÷ó âûðàæåíèé A, B çàìåíÿþòñÿ íà C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîïûòêà âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû ÷èñëîâé àòîì, èñïîëüçóå-
ìûé äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

Ïóñòü â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "èçâåñòíî", âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå f(îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn P (x1 . . . xn) t(x1 . . .
xn))), èìåþùåå âíóòðè t(x1 . . . xn) âõîæäåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà A, îòëè÷íîãî îò ïå-
ðåìåííîé è çàâèñÿùåãî îò x1, . . . , xn. Òàêîé àòîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó íå÷èñëîâîãî îáúåêòà (ìàññà, äëèíà, ìîùíîñòü è ò.ï.). Ïóñòü, äàëåå, f -
÷èñëîâîé ôóíêöèîíàë (çíàê êîíå÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ï.). Òîãäà
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûðàçèòü A ÷åðåç ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, áûòü ìî-
æåò, èñïîëüçóÿ òàêæå äðóãèå ÷èñëîâûå àòîìû, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñâÿçàííûå ñ A.
Äëÿ ýòîé öåëè ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, óñëîâèÿìè êîòîðîé
ñëóæàò ðàâåíñòâî A = x è óòâåðæäåíèå "÷èñëî(x)"; x - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, èãðàþùàÿ
ðîëü íåèçâåñòíîé. Ê ïîñûëêàì îòíîñÿòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ êîíòåêñòà ðàññìàòðèâàå-
ìîãî âõîæäåíèÿ A. Çàäà÷à èìååò öåëü (èçâåñòíî . . .), ïåðå÷èñëÿþùóþ âñå ÷èñëîâûå
ïàðàìåòðû óêàçàííîãî êîíòåêñòà (â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî, íåêîòîðûå ïåðåìåííûå xi

ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè).
Åñëè âíóòðè ÷èñëîâîãî àòîìàA óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(g

s)", ãäå g - ïåðåìåííàÿ, à s ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, òî ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ ðàññìîòðåíèå ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è Z, èìåþùèõ âõîæäåíèÿ âûðàæåíèé âèäà
"îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn P (x1 . . . xn) q(x1 . . . xn))". Åñëè âíóòðè q(x1 . . . xn) âñòðå÷àåòñÿ
îòëè÷íûé îò A ÷èñëîâîé àòîì B, ïðè÷åì B èìååò ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(g s′)",
ãäå s′ ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, òî íà âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′ ÷èñëîâîé
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àòîì B îáúÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ y;
ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è Z ′ ïîïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîì B = y, è y ðåãèñòðèðóåòñÿ â öåëè
(èçâåñòíî . . .).

Çàäà÷à Z ′ ðåøàåòñÿ äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 5. Åñëè íà íåå ïîëó÷åí îòâåò, äàþ-
ùèé âûðàæåíèå R ÷èñëîâîãî àòîìà A ÷åðåç ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, òî â R âîññòàíàâëè-
âàþòñÿ ÷èñëîâûå àòîìû B, âðåìåííî îáîçíà÷åííûå âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè
y (åñëè òàêèå ïåðåìåííûå âîîáùå èìåþòñÿ â R), è ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà â òåêóùåé
ïîñûëêå àòîìà A íà R. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

Ïîïûòêà îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â çàäà÷å íà âû÷èñëåíèå

Çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå öåëü "âû÷èñëåíèå", ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñîñòàâëåíèÿ
ËÎÑ-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è ïî çíà÷åíèÿì åå èçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ. Òàêàÿ ïðîãðàììà ñîçäàåòñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà óñëîâèÿ çàäà÷è
íà îïèñàíèå ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó, ïîíÿòíîìó êîìïèëÿòîðó ÃÅÍÎËÎÃà, à çàòåì
ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê êîìïèëÿòîðó. Íà ïåðâîì ýòàïå èíîãäà îêàçûâàåòñÿ
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ñõåìû âû÷èñëåíèé äëÿ ÷èñòî òåõíè÷åñêîé ïå-
ðåôîðìóëèðîâêè óñëîâèé (ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà â âèäå êîíå÷íîé ñóììû, ïåðåõîä
îò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå è ò.ï.). Èíîãäà æå
ïðèõîäèòñÿ ñíà÷àëà ðåøàòü îáû÷íóþ çàäà÷ó íà ÿâíîå âûðàæåíèå íåèçâåñòíûõ ÷åðåç
èçâåñòíûå, è ëèøü çàòåì ïåðåõîäèòü ê òåõíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ ñêëàäûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ñîñòàâëåíèè ïðîãðàìì, îòíîñÿùèõñÿ ê ôèçè÷åñêèì
ïðîöåññàì, çàäàííûì íà ëîãè÷åñêîì ÿçûêå. Òèïè÷íûì ÿâëåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå òðàåêòîðèè êàêîãî - ëèáî ïàðàìåòðà, ò.å. òàáëèöû çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ
èì â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
èìååò óñëîâèå âèäà "y = îòîáðàæåíèå(t P (t) F (t))"; y - íåèçâåñòíàÿ äëÿ òðàåêòîðèè.

Åå ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê âûâîäó ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà, ãäå îïèñûâàåìûé ïðè-
åì è îáíàðóæèâàåò ñîäåðæàùóþ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(t P (t) F (t))" ïîñûëêó.
Åñëè âûðàæåíèå F (t) ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå áëîêà àíàëèçà (íàïðèìåð, çàäàíî ÷åðåç
êîñâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññîâ - êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè, ñèëû, ïîêà åùå íå âû-
ðàæåííûå ÿâíî ÷åðåç ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû), òî ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå Z ′. Åå óñëîâèÿìè ñòàíîâÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ x = F (t), "÷èñëî(x)", ïîñûëêàìè
- âñå óòâåðæäåíèÿ èç êîíòåêñòà F (t). Íåèçâåñòíîé çàäà÷è ñëóæèò íîâàÿ ïåðåìåííàÿ
x; öåëü (èçâåñòíî . . .) ñîäåðæèò âñå èçâåñòíûå ïàðàìåòðû áëîêà àíàëèçà è ïåðåìåí-
íóþ t. Åñëè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îòâåò íà çàäà÷ó Z ′, äàþùèé ÿâíîå âûðàæåíèå R äëÿ
åå íåèçâåñòíîé, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñûëêå âûðàæåíèÿ
F (t) íà R. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

1.17 Ïðèåìû ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò

Ïðèåìû ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò îáû÷íî âûïîëíÿþò èõ èñêëþ÷åíèå ëèáî óñìàòðèâàþò
çàâåðøåíèå ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Óñëîâèå "èñòèíà" çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ñëóæèò ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà", òî
âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Óñëîâèå "èñòèíà" çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ñëóæèò óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Ïðè îòñóòñòâèè ïðî÷èõ óñëîâèé âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà"
(íå ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, êàê â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, à îäíîáóêâåííûé
òåðì). Èíà÷å óñëîâèå "èñòèíà" óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà óñëîâèé, è ðåøåíèå ïðîäîëæàåò-
ñÿ. Åñëè ïðè ýòîì îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå óñëîâèå ñ íåèçâåñòíûìè, âåñ åãî ïîíèæàåòñÿ
äî 0. Äàííàÿ ìåðà íóæíà, ÷òîáû ñðàáàòûâàëè ïðèåìû óñìîòðåíèÿ îòâåòà, êîòîðûå
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå "íå çàìåòÿò" èñ÷åçíîâåíèÿ (ïðåîáðàçîâàíèÿ â êîíñòàíòó "èñòè-
íà") íåèçâåñòíûõ óñëîâèé, ðàíåå íå âïèñûâàâøèõñÿ â òðåáóåìûé âèä îòâåòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Ïîñûëêà "èñòèíà"

Åñëè ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ñëóæèò ïîñûëêîé çàäà÷è, ïðè÷åì èìåþòñÿ è
äðóãèå ïîñûëêè, òî îíà óäàëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Êîíñåêâåíò "èñòèíà"

Åñëè ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ÿâëÿåòñÿ êîíñåêâåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêà-
öèè, òî ýòà èìïëèêàöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
0.

Àíòåöåäåíò "èñòèíà"

Åñëè ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ÿâëÿåòñÿ àíòåöåäåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêà-
öèè, òî îíà îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü îòáðîøåíû òàêæå ÷àñòèöû "åñëè",
"òî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ïîä äèçúþíêöèåé ëèáî êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ

Åñëè êîíñòàíòà "èñòèíà" ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì äèçúþíêöèè ëèáî êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ, òî ïîñëåäíèå çàìåíÿþòñÿ íà ýòó êîíñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ïîä êîíúþíêöèåé ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòüþ

Åñëè êîíñòàíòà "èñòèíà" ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì êîíúþíêöèè ëèáî ýêâèâàëåíòñíîñòè,
òî ýòîò îïåðàíä îòáðàñûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ïîä îòðèöàíèåì

Îòðèöàíèå êîíñòàíòû "èñòèíà" çàìåíÿåòñÿ íà "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" â óñëîâíîì âûðàæåíèè

Âûðàæåíèå "âàðèàíò(èñòèíà t1 t2)" çàìåíÿåòñÿ íà t1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.
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Óñëîâèå "ëîæü" çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî îêàçàëàñü êîíñòàíòà "ëîæü", òî íà óðîâíå 0
âûäàåòñÿ îòêàç. Îäíàêî, ìîæåò òàê îêàçàòüñÿ, ÷òî ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî, èìåþùåé óñëîâèå "ëîæü", ïðîòèâîðå÷èâ. Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìà âûäà÷à
îòâåòà "èñòèíà". ×òîáû íå ñïåøèòü ñ âûäà÷åé îòêàçà äî òîãî, êàê ïðåäïðèíÿòû ïî-
ïûòêè óñòàíîâèòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïîñûëîê, ïðåäñóìîòðåí êîììåíòàðèé "ëîæü".
Ïðè åãî íàëè÷èè âûäà÷à îòêàçà îòêëàäûâàåòñÿ äî óðîâíÿ 5.

Óñëîâèå "ëîæü" çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè êîíñòàíòà "ëîæü" îêàçàëàñü óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ïðè íàëè÷èè
öåëåé "ïîëíûé" è "ïðèìåð" âûäàåòñÿ îòêàç. Èíà÷å âûäàåòñÿ îòâåò "ëîæü". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïîñûëêà "ëîæü" çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò ïîñûëêó "ëîæü", òî íà íåå âûäàåòñÿ îòâåò
"èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ïîñûëêà "ëîæü" çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò ïîñûëêó "ëîæü", òî íà íåå âûäàåòñÿ îòâåò "èñòèíà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ïîñûëêà "ëîæü" çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå

Åñëè çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ïîñûëêó "ëîæü", òî íà íåå âûäàåòñÿ îòâåò
- îäíîáóêâåííûé òåðì "ïðîòèâîðå÷èå". Ñèìâîë "ïðîòèâîðå÷èå" ìîæåò âîçíèêàòü â
ðåøàòåëå òîëüêî óêàçàííûì îáðàçîì, è â îñîáûõ ñëó÷àÿõ íóæíî ó÷èòûâàòü âîçìîæ-
íîñòü åãî ïîÿâëåíèÿ êàê îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Ïîñûëêà "ëîæü" çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå

Åñëè çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ áëîêîì àíàëèçà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå,
òî ïðè ïîÿâëåíèè â åå ïîñûëêàõ êîíñòàíòû "ëîæü" ïðåäïðèíèìàþòñÿ ðåãèñòðàöèÿ
ýòîé êîíñòàíòû â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå è âîçâðàùåíèå ê ñêàíèðîâàíèþ ïî-
ñëåäíåé. Åñëè çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ðåøàëàñü ñ öåëüþ óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâî-
ñòè ñïèñêà ïîñûëîê, òî ïðè îáíàðóæåíèè â íåé êîíñòàíòû "ëîæü" ïðîñòî ïðîèñõîäèò
âîçâðàùåíèå ê âíåøíåé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "ëîæü" ïîä îòðèöàíèåì ëèáî â àíòåöåäåíòå êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè

Eñëè óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðèöàíèå êîíñòàíòû "ëîæü" ëèáî êâàíòîð-
íóþ èìïëèêàöèþ ñ àíòåöåäåíòîì "ëîæü", òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.
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Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "ëîæü" ïîä êîíúþíêöèåé ëèáî ïîä êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ

Åñëè óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ ñ îïåðàíäîì "ëîæü" ëèáî êâàí-
òîð ñóùåñòâîâàíèÿ ñ ïîäêâàíòîðíûì óòâåðæäåíèåì "ëîæü", òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà
êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "ëîæü" ïîä äèçúþíêöèåé

Åñëè êîíñòàíòà "ëîæü" îêàçûâàåòñÿ îïåðàíäîì äèçúþíêöèè, òî îíà îòáðàñûâàåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "ëîæü" â êîíñåêâåíòå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè

Åñëè ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "ëîæü" ÿâëÿåòñÿ êîíñåêâåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè
∀x1...xn(A1 & . . . & An → A0), òî îíà çàìåíÿåòñÿ:

1. Ïðè n = 0 - íà êîíñòàíòó "ëîæü";
2. Ïðè n > 0 - íà ∀x1...xn(A1 & . . . & An−1 → ¬An).
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.

Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "ëîæü" ïîä ýêâèâàëåíòíîñòüþ

Óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(A ëîæü)" çàìåíÿåòñÿ íà ¬A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

1.18 Ïðèåìû îñíîâíûõ ñèìâîëîâ, ñâÿçàííûõ ñ ôóíê-

öèÿìè

Äëÿ ñèìâîëîâ "îáëàñòü", "çíà÷åíèå", "ïîäôóíêöèÿ", "ñóùåñòâïåðåì" íà ËÎÑå ðåà-
ëèçîâàíà ñðàâíèòåëüíî áîëüøàÿ ãðóïïà ïðèåìîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñðåäñòâîì "çíà-
÷åíèå(f t)" îáîçíà÷àåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå t è ÷òî ýòî âûðàæåíèå ïðîðè-
ñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå f(t).

Ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Åñëè ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ x êâàíòîðà îáùíîñòè ëèáî ñóùåñòâîâàíèÿ âñòðå÷àåò-
ñÿ òîëüêî â âûðàæåíèÿõ "îáëàñòü(x)", çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, óòâåðæäåíèÿ
"ôóíêöèÿ(x)", ðàñïîëîæåííîãî â êîíòåêñòå óêàçàííûõ âûðàæåíèé, òî óòâåðæäåíèå
"ôóíêöèÿ(x)" çàìåíÿåòñÿ íà "ìíîæåñòâî(x)", à âñå âûðàæåíèÿ "îáëàñòü(x)" çàìåíÿ-
þòñÿ íà x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé îïèñà-
òåëåì "îòîáðàæåíèå"

Åñëè â êîíòåêñòå óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(t îáëàñòü(f))" âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî
"f = îòîáðàæåíèå(x P (x) s(x))", òî äàííîå óòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà P (t). Ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ è â âåêòîðíîé ñèòóàöèè - åñëè ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x èìååò áîëåå
îäíîé ïåðåìåííîé, à âûðàæåíèå t èìååò âèä "íàáîð(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1.
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Çàìåíà êâàíòîðà ïî ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, íà
êâàíòîð ïî ãðóïïå ïåðåìåííûõ - çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ýëåìåíòàõ ýòîãî
ìíîæåñòâà

Ïóñòü ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ f êâàíòîðà îáùíîñòè ëèáî ñóùåñòâîâàíèÿ âñòðå÷àåòñÿ
â îäíîì èç ñëåäóþùèõ êîíòåêñòîâ:

1. Â âûðàæåíèè âèäà f(i), ãäå i - äåñÿòè÷íîå ÷èñëî;
2. Â óòâåðæäåíèè "ñëîâî(f)" - àíòåöåäåíòå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ëèáî êîíú-

þíòèâíîì ÷ëåíå ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ;
3. Â óòâåðæäåíèè "ðàâíî(äëèíàíàáîðà(f)m)", ãäå m - äåñÿòè÷íîå ÷èñëî.
Òîãäà íàõîäèòñÿ ñïèñîê S âñåâîçìîæíûõ âûðàæåíèé f(i), ñîäåðæàùèõ f , è âû-

áèðàåòñÿ ñïèñîê P íîâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ âìåñòî äàííûõ
âûðàæåíèé. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà ïîä êâàíòîðîì âûðàæåíèé ñïèñêà S íà
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåìåííûå ñïèñêà P , çàìåíà â êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå ïåðåìåí-
íîé f íà ïåðåìåííûå P , è îòáðàñûâàíèå óòâåðæäåíèé "ñëîâî(f)", "ðàâíî(äëèíàíà-
áîðà(f)m)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ìíîãîìåñòíîé ôóíêöèè, çàäàííîé îïèñàòåëåì "îòî-
áðàæåíèå"

Âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f íàáîð(t1 . . . tn))", â êîíòåêñòå êîòîðîãî âñòðå÷àåòñÿ ðàâåí-
ñòâî "f = îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn P (x1 . . . xn) g(x1 . . . xn))", çàìåíÿåòñÿ íà ðåçóëüòàò
óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ g(t1 . . . tn). Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê óñëîâèÿì çàäà÷ è â
ðÿäå ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ áëîêèðóåòñÿ (íàïðèìåð, åñëè óêàçàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ îïåðàíäîì îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå"). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè-
åìàìè, çàäàííûìè íà ÃÅÍÎËÎÃå.

Èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà "ïîäôóíêöèÿ"

Âûðàæåíèå "ïîäôóíêöèÿ(f íàáîð(i1 . . . ik) íàáîð(t1 . . . tk))" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ôèê-
ñàöèè àðãóìåíòîâ ìíîãîìåñòíîé ôóíêöèè f , íîìåðà êîòîðûõ ñóòü i1, . . . , ik, çíà÷åíè-
ÿìè t1, . . . , tk. Åñëè f èìååò âèä "îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn P g)", ëèáî â êîíòåêñòå ñîäåð-
æèòñÿ ðàâåíñòâî f òàêîìó âûðàæåíèþ, òî îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû A, B ïîäñòàíîâ-
êè âûðàæåíèé t1, . . . , tk âìåñòî xi1 , . . . , xik â óòâåðæäåíèå P è âûðàæåíèå g. Óòâåð-
æäåíèå A óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàå-
ìîé äî óðîâíÿ 4; âûðàæåíèå B îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè. Ïîñëå ýòîãî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò y1, . . . , yn−k èñêëþ÷åíèÿ èç ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè x1, . . . , xn ïåðåìåííûõ ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik, è âûðàæåíèå "ïîäôóíêöèÿ(. . .)"
çàìåíÿåòñÿ íà "îòîáðàæåíèå(y1 . . . yn−k A B)". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0.

Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ñóùåñòâåííîñòè ïåðåìåííîé

Óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâïåðåì(i f)" îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ xi ôóíêöèè f(x1 . . . xn)
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé, ò.å. ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè
ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â êîíñòàíòó. Åñëè äàííîå óòâåðæäåíèå
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì f èìååò âèä "îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn
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P F )", òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
àðãóìåíòà xi (ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ïðî÷èõ ïåðåìåííûõ), ïðè êîòîðûõ çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè ðàçëè÷àþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4. Îñîáî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëó÷àé ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, ãäå êâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå ïðèîáðåòàåò
íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòîé âèä.

Òîæäåñòâåííàÿ çàìåíà ñ ïîìîùüþ êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùàÿ
èñêëþ÷èòü ñèìâîë "çíà÷åíèå"

Äëÿ ïåðåìåííûõ f , èìåþùèõ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè, â ïîñûëêàõ çàäà÷è ÷àñòî
óêàçûâàþòñÿ êâàíòîðíûå òîæäåñòâà ∀x1...xn(A1 & . . . & An → B = C, ïîçâîëÿþùèå
îïðåäåëèòü çíà÷åíèå C âûðàæåíèÿ B, ñîäåðæàùåãî ïîäòåðì âèäà "çíà÷åíèå(f r)".
Èìååòñÿ ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêèì òîæäåñòâîì äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ ïîäòåðìîâ óêàçàííîãî âèäà. Îí àêòèâèçèðóåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâà-
íèå ïðè îáíàðóæåíèè âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà "çíà÷åíèå(f r)" â êîíñåêâåíò êâàíòîðíîãî
òîæäåñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè âû-
ðàæåíèÿ r è ÷òî ëèáî òåðì C íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå", ëèáî îí íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, â òî âðåìÿ êàê òåðì B ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðà-
æåíèå B íå ñîäåðæèò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì ïðîñìàòðèâàþòñÿ òàêèå ïîñûëêè
òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, â êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü ïîäòåðì "çíà÷åíèå(f
R)", ïîëó÷àåìûé ïîäñòàíîâêîé â "çíà÷åíèå(f r)" íåêîòîðûõ òåðìîâ t1, . . . , tn âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò àíòåöåäåíòû
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â î÷åâèäíûå óòâåðæäåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïîäòåðì "çíà÷åíèå(f
R)" çàìåíÿåòñÿ â ïîñûëêå íà ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè ê C. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4. Áëîêèðóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîñûëîê, ñïåöèàëüíî ââåäåí-
íûõ äëÿ óêàçàíèÿ ñâÿçåé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ñ ïðî÷èìè îáúåêòàìè è ïîìå÷åííûõ
êîììåíòàðèåì "óçåëâûâîäà".

Ïðèìåíåíèå êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà, ïîìå÷åííîãî êîììåíòàðèåì "áëîêçà-
ìåí"

×òîáû êâàíòîðíîå òîæäåñòâî âèäà ∀x1...xn(A1 & . . . & An → f(t) = r, ðàñïîëîæåííîå
â ïîñûëêàõ òåêóùåé çàäà÷è, èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ïîâñåìåñòíîãî èñêëþ÷åíèÿ âûðàæå-
íèé âèäà f(. . .), îíî ìîæåò áûòü ïîìå÷åíî êîììåíòàðèåì (áëîêçàìåí f). Èñêëþ÷åíèå
âûïîëíÿåòñÿ äâóìÿ ïðèåìàìè, àíàëîãè÷íûìè ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ïåðâûé
èç íèõ èíèöèàëèçèðóåò èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà. Êàê òîëüêî òîæäåñòâî âîçíèêàåò,
ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïðîñìîòð ïîñûëîê è ïðèìåíÿåò òîæäåñòâî ê èõ ïîäâûðàæåíè-
ÿì f(. . .). Âòîðîé ïðèåì íåîáõîäèì, ÷òîáû òîæäåñòâî ìîãëî áûòü ïðèìåíåíî ê òåì
âûðàæåíèÿì f(. . .), êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷å ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà.
Îí àêòèâèçèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ âèäà "çíà÷åíèå(f R)"; ïðåäïðèíèìà-
åò ïîèñê òîæäåñòâà óêàçàííîãî âûøå âèäà, ïîìå÷åííîãî êîììåíòàðèåì (áëîêçàìåí
f), è ïðèìåíÿåò åãî ê äàííîìó âûðàæåíèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ
ðàâåí 2.

Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëîâîãî àòîìà, ñîäåð-
æàùåãî ïîäâûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "çíà÷åíèå"

Åñëè ïîñûëêà çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå èìååò ÷èñëîâîé àòîì C, ñîäåðæàùèé ïîä-
âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)", ãäå t íåêîíñòàíòíîå, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïî-
ëó÷èòü äëÿ C ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó. Äëÿ ýòîãî íàõîäèòñÿ êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà
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∀x(A1 & . . . & An → A0), êîíñåêâåíò êîòîðîé èìååò ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f
r)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû ýòîé ïîñûëêè îïðåäåëÿþò ëèáî êîíå÷íûé îòðå-
çîê öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x, ëèáî ìíîæåñòâî âñåõ åå íàòóðàëüíûõ
çíà÷åíèé, íå ìåíüøèõ çàäàííîãî. Â êîíñåêâåíòå A0 íàõîäèòñÿ åùå îäíî ïîäâûðàæå-
íèå "çíà÷åíèå(f R)" è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî r - ÷èñëîâîå âûðàæåíèå, áîëüøåå íà åäè-
íèöó âûðàæåíèÿ R. Åñëè òàêàÿ êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà îáíàðóæåíà, òî îïðåäåëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòû C1, C2 çàìåíû â òåðìå C ïîäâûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f t)" íà âûðàæåíèÿ
"çíà÷åíèå(f R)", "çíà÷åíèå(f r)" ñîîòâåòñòâåííî. Âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå
y, z, è ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′. Åå ïîñûëêàìè ñëóæàò âñå
ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è, ïîïîëíåííûå àíòåöåäåíòàìè A1, . . . An è óòâåðæäåíèÿìè
"÷èñëî(y)", y = C1. Óñëîâèÿ ñóòü óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(z)", z = C2. Çàäà÷à èìååò
öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåêóðñèÿ", "óïðîñòèòü". Åå åäèíñòâåííîé
íåèçâåñòíîé ñëóæèò z; öåëü (èçâåñòíî . . .) ïåðå÷èñëÿåò âñå èçâåñòíûå ïàðàìåòðû òå-
êóùåé çàäà÷è è ïåðåìåííóþ y. Åñëè íà çàäà÷ó Z ′ ïîëó÷åí îòâåò P , òî íàõîäèòñÿ
ðåçóëüòàò P ′ ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííûõ y, z âûðàæåíèé C1, C2. Ïîñëå
ýòîãî â ñïèñîê ïîñûëîê çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå ∀x(A1 & . . . & An → P ′), äàþùåå
ðåêóððåíòíóþ çàâèñèìîñòü äëÿ ÷èñëîâîãî àòîìà C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3. Îò çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ íàëè÷èå öåëè "èçâåñò-
íî".

Ïîíèæåíèå âåñîâ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ âûâîäà óò-
âåðæäåíèé ñ ñèìâîëîì "çíà÷åíèå"

Åñëè çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò öåëü (çíà÷åíèå x), òî ïðè åå ðåøåíèè ñòèìóëè-
ðóåòñÿ âûâîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ, ñîäåðæàùèõ âûðàæåíèÿ âèäà "çíà÷åíèå(f x)".
Èìååòñÿ ïðèåì, àêòèâèçèðóåìûé ïðè îáíàðóæåíèè â óñëîâèè òàêîé çàäà÷è âûðàæå-
íèÿ âèäà "çíà÷åíèå(A x)" è ïîíèæàþùèé äî óðîâíÿ 2 âåñà âñåõ êâàíòîðíûõ èìïëè-
êàöèé â ïîñûëêàõ, ñîäåðæàùèõ ïîäòåðì "çíà÷åíèå(A . . .)". Ýòîò ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 3.

Âûâîä ñëåäñòâèé, ñîäåðæàùèõ çàäàííûé òåðì "çíà÷åíèå(f t)"

Íà÷èíàÿ ñ äàííîãî ïóíêòà, áóäåò ðàññìîòðåíà ñåðèÿ ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê çàäà÷àì
íà îïèñàíèå, èìåþùèì öåëü "äëÿëþáîãî". Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, òàêàÿ çàäà÷à
Z ′ ââîäèòñÿ äëÿ àíàëèçà êâàíòîðíîãî óñëîâèÿ F âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z. Â
ïîñûëêè åå çàíîñÿòñÿ âñå àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè F , à êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîíñå-
êâåíòà ñòàíîâÿòñÿ óñëîâèåì. Çàäà÷à íå èìååò íåèçâåñòíûõ, íî èìååò öåëü (íåçàâèñèò
. . .), ïåðå÷èñëÿþùóþ ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè F . Ïðè åå ðåøåíèè ìîæ-
íî ïîïîëíÿòü ñïèñîê ïîñûëîê äîïîëíèòåëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ, íå
ÿâëÿþùèìèñÿ ñëåäñòâèÿìè èñõîäíûõ. Âñå òàêèå äîïîëíåíèÿ ðåãèñòðèðóþòñÿ â êîì-
ìåíòàðèè (áëîêïîñûëîê A1 A2). Çäåñü A1 - íàáîð òðîåê (X1 X2 P ), ñîîòâåòñòâóþùèõ
íîâûì ïîñûëêàì "ñóùåñòâóåò(X B)". Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà X ðàçáèòà íà äâå
êîìïîíåíòû X1, X2, ïðè÷åì ïåðåìåííûå ïåðâîé èç íèõ ñ÷èòàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò
ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè èìïëèêàöèè F , à ïåðåìåííûå âòîðîé - ìîãóò çàâè-
ñåòü. Äàííîå ðàçáèåíèå îñòàâëÿåòñÿ íà óñìîòðåíèå òîãî ïðèåìà, êîòîðûé äîáàâëÿåò
ïîñûëêó. P - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ B. A2 - íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ, âûðàæàþùåãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ
óäîâëåòâîðÿþùèõ àíòåöåäåíòàì èìïëèêàöèè F çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ åå êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç ñïèñêîâ X2, ïðè êîòîðûõ èñòèííà
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êîíúþíêöèÿ âñåõ óòâåðæäåíèé P . Ðàçëè÷íûå êîììåíòàðèè (áëîêïîñûëîê . . .) îòíî-
ñÿòñÿ ê íåñâÿçàííûì ìåæäó ñîáîé ãðóïïàì ïåðåìåííûõ Xi.

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "äëÿëþáîãî", ñîäåðæèò ïîäòåðì
"çíà÷åíèå(f t)", ó êîòîðîãî âûðàæåíèå t çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ öåëè (íåçàâèñèò . . .),
òî íåîáõîäèìî ïîïûòàòüñÿ èñêëþ÷èòü äàííûé ïîäòåðì èç óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî âûâåñòè êàêèå-òî ñëåäñòâèÿ, ñîäåðæàùèå ïîäòåðì. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è èùåòñÿ
êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ K, ó êîòîðîé êîíñåêâåíò èìååò ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f
r)". Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê S1 âñåõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè èìïëèêàöèè K,
âõîäÿùèõ â r, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî t ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè â r íåêîòî-
ðûõ òåðìîâ T1 âìåñòî ïåðåìåííûõ S1. Íàõîäèòñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü S2 êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè èìïëèêàöèè K. Äëÿ åå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âûáèðàåòñÿ ñïèñîê S3 íå èñïîëü-
çóåìûõ â çàäà÷å ïåðåìåííûõ. Çàòåì íàõîäÿòñÿ: ñïèñîê D ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
T1, S3 âìåñòî S1, S2 â àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè K, à òàêæå ðåçóëüòàò E ïðèìåíå-
íèÿ äàííîé ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó K. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî E íå èìååò ïîäòåðìîâ
"çíà÷åíèå(. . .)", ó êîòîðûõ âòîðîé îïåðàíä ñîäåðæèò ïåðåìåííûå ñïèñêà S3. Òàêèì
îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåíà ïîäãîòîâêà ê ðåãèñòðàöèè â ïîñûëêàõ íîâîãî óòâåð-
æäåíèÿ E, ñîäåðæàùåãî ïîäòåðì "çíà÷åíèå(f t)". Îäíàêî, äëÿ åãî âûâîäà òðåáóåòñÿ
èñòèííîñòü âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà D, íà êîòîðûå íàâåøåí êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ
ïî ïåðåìåííûì S3. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ðåãèñòðèðóþòñÿ â óêàçàííîì âûøå êîììåíòà-
ðèè (áëîêïîñûëîê . . .), è ëèøü çàòåì ê ïîñûëêàì çàäà÷è ïðèñîåäèíÿþòñÿ óòâåðæäå-
íèå E è âñå óòâåðæäåíèÿ D. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2.

Âûâîä ïðîìåæóòî÷íûõ èìïëèêàöèé â çàäà÷å ñ öåëüþ "äëÿëþáîãî"

Â ïðåäûäóùåì ïðèåìå ïåðåä âûâîäîì ñëåäñòâèÿ E ïðîâåðÿëîñü, ÷òî â íåì îòñóòñòâó-
þò òåðìû "çíà÷åíèå(g s)", ó êîòîðûõ s ñîäåðæèò ïåðåìåííûå ñïèñêà S3. Åñëè òàêèå
òåðìû â E èìåþòñÿ, òî ïðèåì íåñêîëüêî êîððåêòèðóåòñÿ - âìåñòî E âûâîäèòñÿ êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ó êîòîðîé E ÿâëÿåòñÿ êîíñåêâåíòîì. Êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó
èìïëèêàöèè îáðàçóþò âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà S3, âõîäÿùèå â óêàçàííûå âûðàæåíèÿ
s. Àíòåöåäåíòàìè ñëóæàò âñå óòâåðæäåíèÿ D, çàâèñÿùèå îò òàêèõ ïåðåìåííûõ. Ïå-
ðåä âûâîäîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðî÷èå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà D ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè
ñïèñêà ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è. Âûâåäåííàÿ èìïëèêàöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"÷èñòêàïîñûëîê". Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå òîæå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ïîñûëîê, òî íèêàêîé ðåãèñòðàöèè åãî â êîììåíòàðèÿõ (áëîêïîñûëîê . . .)
íå âûïîëíÿåòñÿ. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, âûâåäåííàÿ ïðèåìîì, íàçûâàåòñÿ ïðîìå-
æóòî÷íîé. Áåñêâàíòîðíûå ñëåäñòâèÿ èç íåå âûâîäèò ïðèåì, îïèñûâàåìûé â ñëåäó-
þùåì ïóíêòå. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ê ïðîìåæóòî÷íûì èìïëèêàöèÿì ïðèåìà èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà áëîêèðóåòñÿ. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ìîæíî íàéòè â ïðî-
ñòåéøèõ çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî èç ðàçäåëà çàäà÷íèêà "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî, êàê è ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, ðàâåí 2.

Èçâëå÷åíèå ñëåäñòâèé èç ïðîìåæóòî÷íûõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé â çà-
äà÷å ñ öåëüþ "äëÿëþáîãî"

Ïðîìåæóòî÷íàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ K, ââåäåííàÿ ïðåäûäóùèì ïðèåìîì, ñîäåð-
æèò ñâîåì êîíñåêâåíòå ïîäòåðì "çíà÷åíèå(g s)". ×òîáû êàê-òî ñâÿçàòü ýòî çíà÷åíèå
ñ äðóãîé èíôîðìàöèåé î ôóíêöèè g, èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíà êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
K ′ èç ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è, ñîäåðæàùàÿ g. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè K ñîäåðæàòñÿ â s è ÷òî óòâåðæäåíèå K íå èìå-
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åò äðóãèõ ïîäòåðìîâ âèäà "çíà÷åíèå(. . .)", âòîðîé àðãóìåíò êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé K. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî íè îäíà èç èìïëèêàöèé K, K ′ íå
áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè âûâîäå äðóãîé. Ïåðåä âûâîäîì ñëåäñòâèé ïðåäïðèíèìàåòñÿ
òàêîå ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ îáîèõ èìïëèêàöèé, ÷òîáû îíè îòëè-
÷àëèñü äðóã îò äðóãà è îò ïåðåìåííûõ ïðî÷èõ óòâåðæäåíèé çàäà÷è. Â êîíñåêâåíòå
èìïëèêàöèè K ′ íàõîäèòñÿ ïîäòåðì "çíà÷åíèå(g u)". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê H âñåõ ïå-
ðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè K ′, âñòðå÷àþùèõñÿ â u, è ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â
K ′ ïîäòåðìîâ "çíà÷åíèå(. . .)", ñîäåðæàùèõ íå âîøåäøèå â H ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè. Äàëåå ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê H ′, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê H êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè èìïëèêàöèè K. Íàõîäÿòñÿ òàêèå òåðìû T , ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî
H ′ óíèôèöèðóåò âûðàæåíèÿ u è s. Ýòà ïîäñòàíîâêà îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðå-
ìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè K è ÷àñòè ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðñòàâêè K ′. Íà-
õîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû C1, C2 åå ïðèìåíåíèÿ ê êîíñåêâåíòàì èìïëèêàöèé K, K ′, à òàêæå
ñïèñîê L ðåçóëüòàòîâ åå ïðèìåíåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì îáåèõ èìïëèêàöèé. Íàõîäèòñÿ
ðåçóëüòàò U ïðèìåíåíèÿ äàííîé ïîäñòàíîâêè ê u. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê V ïåðåìåí-
íûõ ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê èìïëèêàöèé K,K ′, âñòðå÷àþùèõñÿ â óòâåðæäåíèÿõ èç
L. Îí ïîäðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäñïèñêà V1, V2, ïåðâûé èç êîòîðûõ îáðàçîâàí âñåìè
ïåðåìåííûìè, íå âõîäÿùèìè â U . ×òîáû ïîëó÷èòü ñëåäñòâèÿ C1, C2 èç K, K ′, íóæíî
ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ïîñûëêó - óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ ñïèñêà V , ïðè êîòîðûõ èñòèííû àíòåöåäåíòû L. Ýòî óòâåðæäåíèå ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (áëîêïîñûëîê . . .), ïðè÷åì ïåðåìåííûå ñïèñêà V1 ñ÷èòàþòñÿ
ïðè ðåãèñòðàöèè íå çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè êâàíòîðíîãî
óñëîâèÿ F âíåøíåé çàäà÷è, à ïåðåìåííûå V2 - çàâèñÿùèìè. Ïîñëåäíèå ïåðåìåííûå
ïðèñîåäèíÿþòñÿ òàêæå ê öåëè (íåçàâèñèò . . .). Çàâåðøàåò äåéñòâèÿ ïðèåìà ïðèñîåäè-
íåíèå ê ïîñûëêàì óòâåðæäåíèé C1, C2, à òàêæå âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà L. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ â çàäà÷å ñ
öåëüþ "äëÿëþáîãî"

Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "äëÿëþáîãî", âñòðå÷àåòñÿ âûðà-
æåíèå "çíà÷åíèå(f t)", ó êîòîðîãî t ñîäåðæèò ïåðåìåííûå, âûäåëåííûå öåëüþ (íåçà-
âèñèò . . .), òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîèñê â ïîñûëêàõ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè K, èìå-
þùåé â ñâîåì êîíñåêâåíòå âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f r)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ íå áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèÿ ñ âûðàæåíèåì
"çíà÷åíèå(f t)" è íå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé èìïëèêàöèåé (ñì. âûøå). Ñîñòàâëÿåò-
ñÿ ñïèñîê S1 âñåõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè K, âõîäÿùèõ â r, è îïðåäåëÿ-
þòñÿ òàêèå òåðìû T , ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â r âìåñòî S1 äàåò t. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê
S2 îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè K, è äëÿ èõ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âû-
áèðàþòñÿ íå èñïîëüçóåìûå â çàäà÷å ïåðåìåííûå S3. Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ñïèñîê D
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè T, S3 âìåñòî S1, S2 â àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè K, à òàêæå
ðåçóëüòàò E ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó K. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî E íå
ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèé "çíà÷åíèå(. . .)", âòîðîé îïåðàíä êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ S3.
Ñïèñîê D ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäñïèñêà D1, D2, ê ïåðâîìó èç êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ âñå
óòâåðæäåíèÿ, èìåþùèå âûäåëåííûå öåëüþ (íåçàâèñèò . . .) ïåðåìåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî D1 íåïóñò è ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà S3 ñîäåðæàòñÿ â D2. Äàëåå â êîììåíòà-
ðèè (áëîêïîñûëîê . . .) ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ ñïèñêà S3, ïðè êîòîðûõ èñòèííû âñå óòâåðæäåíèÿ èç D2. Îäíàêî, ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ åùå íå äîñòàòî÷íî äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ E, òàê êàê îñòàåòñÿ íåðåàëèçî-
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âàííûì ñïèñîê D1. Ïîýòîìó íàõîäèòñÿ êîíúþíêöèÿ H âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà D1,
è â ñïèñîê ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è çàíîñèòñÿ äèçúþíêöèÿ (E & H)∨¬H. Îíà ïîìå-
÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à èìååò öåëü (íåçàâèñèò
. . .), à àëüòåðíàòèâû íîâîé ïîñûëêè çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ äàííîé öåëè. ×òîáû ýòà
çàâèñèìîñòü íå ïåðåøëà â îòâåò çàäà÷è, îí áóäåò ôîðìèðîâàòüñÿ êàê êîíúþíêöèÿ
îòâåòîâ, íàéäåííûõ äëÿ ïîäñëó÷àåâ (ñì. âûøå ïðèåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî äèçúþíê-
òèâíîé ïîñûëêå çàäà÷è íà îïèñàíèå). Òàêàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé,
íàïðèìåð, ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê. Ñíà÷àëà íåðàâåíñòâà äëÿ îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû
x íàõîäÿòñÿ â êàæäîì ïîäñëó÷àå, à çàòåì êîíúþíêöèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ äàåò îöåíêó,
âåðíóþ âî âñåõ ñèòóàöèÿõ. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ

Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "äëÿëþáîãî", âñòðå÷àåòñÿ âû-
ðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)", ó êîòîðîãî t ñîäåðæèò ïåðåìåííûå, âûäåëåííûå öåëü (èç-
âåñòíî . . .), à f åñòü íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïòûêà ïîäîáðàòü â êà÷åñòâå f êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà óïðî-
ùàåòñÿ âûðàæåíèå "îáëàñòü(f)". Åñëè ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ M íå ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííîé f , òî ñîçäàåòñÿ âûðàæåíèå F âèäà "îòîáðàæåíèå(x x ∈ M a)". Çäåñü x, a -
íîâûå ïåðåìåííûå. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê S ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâà f = F , è â
êîììåíòàðèè (áëîêïîñûëîê . . .) ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ S, ïðè êîòîðûõ ýòî ðàâåíñòâî èñòèííî. Çàòåì ðàâåíñòâî f = F
çàíîñèòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê, è âî âñåõ óñëîâèÿõ çàäà÷è âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f X)"
çàìåíÿþòñÿ íà a. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ïîïûòêè ïîäáîðà
êîíñòàíòíîé ôóíêöèè íóæíû äîïîëíèòåëüíûå âåñêèå îñíîâàíèÿ; íóæíî îáåñïå÷èòü
âîçìîæíîñòü îòêàòà ïðè íåóäà÷å è ò.ï. Îäíàêî, íà ðàññìàòðèâàâøèõñÿ çàäà÷àõ äîñòà-
òî÷íî áûëî è ïðåäëàãàåìîé âåðñèè. Äàííûé è äðóãèå ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê çàäà÷àì
ñ öåëüþ "äëÿëþáîãî", ïðîâåðåíû ïîêà íà î÷åíü íåáîëüøîì îáó÷àþùåì ìàòåðèàëå.
Îíè èìåþò õàðàêòåð ãðóáûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ âåðñèé è òðåáóþò ñóùåñòâåííîé ïî-
ñëåäóþùåé äîðàáîòêè. Òåì íå ìåíåå, îíè âñå æå èëëþñòðèðóþò îáùèå ïðèíöèïû
ðàçâèòèÿ àïïàðàòà, ñâÿçàííîãî ñ êâàíòîðíûìè óñëîâèÿìè çàäà÷ íà îïèñàíèå.

Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè âûðàæå-
íèÿ "çíà÷åíèå(f t)"

Åñëè ïîñûëêàK çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "äëÿëþáîãî", ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ñ íåðàâåíñòâîì äëÿ âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f x)" â êîíñå-
êâåíòå, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûâåñòè ñ åå ïîìîùüþ íåðàâåíñòâî äëÿ âñòðå-
÷àþùåãîñÿ â óñëîâèè P âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f t)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî t çàâèñèò îò
ïåðåìåííûõ, óïîìèíàåìûõ â öåëè (íåçàâèñèò . . .) òåêóùåé çàäà÷è è ÷òî x - ïåðå-
ìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè K. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå P ñàìî èìååò âèä
íåðàâåíñòâà, ïðè÷åì íàïðàâëåíèå íåðàâåíñòâà äëÿ "çíà÷åíèå(f t)", ïîëó÷àåìîãî èç
K, ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ èì äëÿ âûâîäà P "ïî ìîíîòîííîñòè" èç íîâîãî óñëîâèÿ
Q, ïîëó÷åííîãî çàìåíîé âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f t)" íà ïðåäëàãàåìóþ íåðàâåíñòâîì
îöåíêó ýòîãî âûðàæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà X èìïëèêàöèè K.
Åñëè îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, òî äëÿ ïîäñòàíîâêè âìåñòî X áå-
ðåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç òåðìà t. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî X äâóõýëåìåíòíà, è äëÿ ïîäñòàíîâêè âìåñòî x ñíîâà âûáèðàåòñÿ t, à äëÿ
ïîäñòàíîâêè âìåñòî äðóãîé ïåðåìåííîé - êàêîå-ëèáî âûðàæåíèå r, íå èìåþùåå îá-
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ùèõ ïåðåìåííûõ ñ öåëüþ (íåçàâèñèò . . .) è òàêîå, ÷òî "çíà÷åíèå(f r)" âñòðå÷àåòñÿ â
óñëîâèÿõ çàäà÷è. Íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîé ïîäñòàíîâêè ê àíòå-
öåäåíòàì èìïëèêàöèè K è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè âûòåêàþò èç ïîñûëîê çàäà÷è. Çàòåì
îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó èìïëèêàöèè, êîòî-
ðûé è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Âåñ óñëîâèÿ ñ âûðàæåíèåì "çíà÷åíèå(f t)"
ïîíèæàåòñÿ äî 3. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

Ïîäáîð ïðèìåðà ñ çàìåíîé ôóíêöèîíàëüíîé íåèçâåñòíîé íà îáû÷íóþ

Ïóñòü â çàäà÷å íà îïèñàíèå ñ öåëüþ "ïðèìåð" èìååòñÿ òàêàÿ íåèçâåñòíàÿ f , êîòîðàÿ
âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâèÿõ "ôóíêöèÿ(f)", "ðàâíî(îáëàñòü(f)A)", à êðîìå ýòîãî - òîëü-
êî âíóòðè âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(f x)", ðàñïîëîæåííûõ â êîíñåêâåíòàõ êâàíòîðíûõ
èìïëèêàöèé, èìåþùèõ àíòåöåäåíò "ïðèíàäëåæèò(x A)"; x - ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè èìïëèêàöèè, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â ïðî÷èõ àíòåöåäåíòàõ. Òàêèå èìïëèêàöèè
çàäàþò íåêîòîðîå îáùåå óñëîâèå íà ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f , òàê ÷òî âñåãäà
ìîæíî â êà÷åñòâå f áðàòü êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà A è èìåþùóþ
òàêîå çíà÷åíèå a, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ. Ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé
îïèñàííóþ ñèòóàöèþ, ñîñòàâëÿåò ñïèñîê S óòâåðæäåíèé, ïîëó÷åííûõ èç ñîäåðæàùèõ
f êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé óäàëåíèåì àíòåöåäåíòà "ïðèíàäëåæèò(x A)", èñêëþ÷åíè-
åì èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ïåðåìåííîé x è çàìåíîé "çíà÷åíèå(f x)" íà "çíà÷åíèå(f
y)". Åñëè íå òîëüêî f , íî è íåêîòîðûå äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå íåèçâåñòíûå g óäîâëå-
òâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì âûøå îãðàíè÷åíèÿì, ïðè÷åì èõ âõîæäåíèÿ "çíà÷åíèå(g x)"
ðàñïîëîæåíû â òåõ æå êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèÿõ è èìåþò òå æå ñàìûå àðãóìåíòû
x, òî îíè âìåñòå ñ f îáðàçóþò ñïèñîê X ïðåîáðàçóåìûõ íåèçâåñòíûõ. Óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà S ïðåîáðàçóþòñÿ ïóòåì çàìåíû âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(g y)" äëÿ g èç X íà
ïåðåìåííûå g. Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′ íà îïèñàíèå, ñïèñ-
êîì óñëîâèé êîòîðîé ñëóæèò S. Ïîñûëêè åå ñîñòàâëåíû èç ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è,
âñåõ íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ X óñëîâèé òåêóùåé çàäà÷è, à òàêæå èç óòâåðæäåíèÿ
y ∈ A. Íåèçâåñòíûå ñóòü ïåðåìåííûå ñïèñêà X. Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′ ïîëó-
÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ t1, . . . , tn äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñïèñîê X íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn, òî â
òåêóùåé çàäà÷å îòáðàñûâàþòñÿ âñå óñëîâèÿ, ñîäåðæàùèå ýòè íåèçâåñòíûå, à âìåñòî
íèõ ðåãèñòðèðóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(xi îòîáðàæåíèå(y ïðèíàäëåæèò(y A) ti))"
è ñîïðîâîæäàþùèå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû îòâåòà çàäà÷è Z ′. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

Íåèçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âõîäÿùàÿ â óñëîâèÿ ñ îäíèì è òåì æå
àðãóìåíòîì

Åñëè â çàäà÷å íà îïèñàíèå ñ öåëüþ "ïðèìåð" èìååòñÿ íåèçâåñòíàÿ f , âõîäÿùàÿ â
óñëîâèå "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f A)", à êðîìå ýòîãî âñòðå÷àþùàÿñÿ òîëüêî âíóòðè
âõîæäåíèé îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f t)", íå ñâÿçàííîãî âíåøíè-
ìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè, òî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, àíàëîãè÷íûé ïðåäûäóùåìó -
ôóíêöèîíàëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ f ïðåîáðàçóåòñÿ â îáû÷íóþ. Äëÿ ýòîãî ñîçäàåòñÿ íî-
âàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, èìåþùàÿ ñâîèìè óñëîâèÿìè óòâåðæäåíèå f ∈ A, à òàêæå
óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç îòëè÷íûõ îò "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f A)" óñëîâèé òåêó-
ùåé çàäà÷è çàìåíîé âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f t)" íà f . Ïîñûëêè è öåëè
çàäà÷è Z ′ - òå æå, ÷òî ó òåêóùåé çàäà÷è. Åñëè íà íåå ïîëó÷åí îòëè÷íûé îò ñèìâîëà
"îòêàç" ðåçóëüòàò R, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå s íåèçâåñòíîé f , òî âûáèðàåòñÿ íîâàÿ
ïåðåìåííàÿ y, è çíà÷åíèå s çàìåíÿåòñÿ â R íà "îòîáðàæåíèå(y íàòóðàëüíîå(y) s)".
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Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à íå èìåëà êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .), ñîõðàíÿþùåãî çíà÷åíèÿ
âíåøíèõ íåèçâåñòíûõ, âûðàæåííûõ ÷åðåç îñòàâøèåñÿ íåèçâåñòíûå, òî ñðàçó âûäà-
åòñÿ îòâåò R. Èíà÷å óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è çàìåíÿþòñÿ íà êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû
óòâåðæäåíèÿ R, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà", îáåñ-
ïå÷èâàþùåé íàäëåæàùèé ó÷åò êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

Ïîïûòêà ïîäîáðàòü çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé èç ñîïîñòàâëåíèÿ àðãóìåíòîâ
îäíîé è òîé æå ôóíêöèè

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëè "ïîëíûé", "ïðèìåð", ïðè÷åì åå åäèíñòâåííàÿ
íåèçâåñòíàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â ïîäâûðàæåíèè óñëîâèÿ "çíà÷åíèå(f x)", à ïîñûëêè èìå-
þò ïîäâûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f t)", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðîâåðèòü, íå ïî-
äîéäåò ëè äëÿ x çíà÷åíèå t. Ïðîâåðêè èñòèííîñòè ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè t âìåñòî x
â óñëîâèÿ çàäà÷è ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà òðóäîåì-
êîñòü. Åñëè îíè óñïåøíî ðåàëèçîâàíû, âûäàåòñÿ îòâåò x = t. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 4.

1.19 Ïðèìåðû è óïðàæíåíèÿ

Áîëüøèíñòâî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèåìîâ âûïîëíÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ, öåëåñîîá-
ðàçíîñòü êîòîðûõ î÷åâèäíà. Îäíàêî, â ðÿäå ñëó÷àåâ îíà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñîìíè-
òåëüíîé, à òî è âîâñå íåïîíÿòíîé. Â ýòèõ ñèòóàöèÿõ ïîëåçíî îáðàòèòüñÿ ê çàäà÷íèêó
ñèñòåìû, íàéòè òå çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðèåì ñðàáàòûâàåò, è ñ ïîìîùüþ îòëàä÷èêà ËÎ-
Ñà ïðîàíàëèçèðîâàòü åãî äåéñòâèÿ ïîäðîáíåå. Èíîãäà ýòî ìîæåò ïðîÿñíèòü ñìûñë
ïðåîáðàçîâàíèé. Â òåõ ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà è ðàññìîòðåíèå ïðèìåðà îñòàâëÿåò ñî-
ìíåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèåìà, ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ê íåìó êàê ê âðå-
ìåííîé "çàãëóøêå", ñîçäàííîé ïî íåìíîãèì, ÷àùå âñåãî - ïî åäèíñòâåííîìó ïðèìåðó.
Çäåñü ìîæíî ñìåëî áðàòüñÿ çà äîðàáîòêó ïðèåìà èëè äàæå íàéòè êàêóþ-òî ñîâñåì
èíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîçàáîòèâøèñü â ïåðâóþ î÷åðåäü î äîñòàòî÷íî áîãàòîì
îáó÷àþùåì ìàòåðèàëå äëÿ àíàëèçà àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèé. Ýòîò ìàòåðèàë äîëæåí
ïðåäîñòàâèòü èíôîðìàöèþ î "ñêðûòûõ" îñîáåííîñòÿõ çàäà÷è, êîòîðûå íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ïåðåä ïðèíÿòèåì ðåøåíèÿ î ïðèìåíåíèè ïðèåìà, à òàêæå îáåñïå÷èòü òå-
ñòèðîâàíèå åãî ôàêòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Åñëè îáíîâëåííûé èëè âíîâü ñîçäàííûé
ïðèåì èìååò ñðàâíèòåëüíî îáùèé õàðàêòåð è ìîæåò ñðàáàòûâàòü â ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòÿõ, òî ñëåäóåò ïðîÿâëÿòü îñîáóþ îñòîðîæíîñòü ïðè çàíåñåíèè åãî â
áàçó ïðèåìîâ, âûïîëíÿÿ ïðîãîíêó ðåøàòåëÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçäåëàì èëè äà-
æå ïî âñåìó çàäà÷íèêó.

1.19.1 Ïðèåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîìó óñëîâèþ

çàäà÷è íà îïèñàíèå

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü òåõíèêó ïðèìåíåíèÿ îòëàä÷èêà äëÿ àíàëèçà äåéñòâèé
ïðèåìîâ, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà âû-
áåðåì ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ïðèåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîìó óñëîâèþ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îí íàõîäèòñÿ â ïîäðàçäåëå "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðè-
åìû" - "Äèçúþíêöèÿ" - "Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîìó óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå".
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Åñëè çàäà÷à, â êîòîðîé ñðàáàòûâàåò ïðèåì, íåèçâåñòíà, òî äëÿ îòñëåæèâàíèÿ
ìîìåíòîâ åãî ïðèìåíåíèÿ óäîáíåå âñåãî âñòàâèòü â ïðîãðàììó ïðèåìà êîíòðîëüíóþ
òî÷êó - îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(ñòîï 0)". Ïðè âûõîäå íà ýòîò îïåðàòîð ïðîãðàììà
áóäåò îñòàíàâëèâàòüñÿ è âêëþ÷àòü îòëàä÷èê ËÎÑà, êîòîðûé è ïîçâîëèò ðàññìîòðåòü
êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ. Åñëè ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî, òî äëÿ ïîèñêà çàäà÷,
ãäå îí ñðàáàòûâàåò, óäîáíî ïðèìåíÿòü ðåæèì "ïðîãîíêè" ðåøàòåëÿ ïî çàäà÷íèêó,
ïðåäâàðèòåëüíî ââåäÿ óêàçàííóþ êîíòðîëüíóþ òî÷êó ðåäàêòîðîì ËÎÑà.

Åñëè çàäà÷à, â êîòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò, èçâåñòíà, èëè òàêèå çàäà÷è èäóò â
ðàññìàòðèâàåìîì ðàçäåëå çàäà÷íèêà äîñòàòî÷íî ÷àñòî, òî ìîæíî íå ïîëüçîâàòüñÿ
ðåäàêòîðîì ËÎÑà, à çàïóñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è ÷åðåç òî÷êó îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàòðèâàåìîìó ïðèåìó ëèáî íåêîòîðîìó ýòàïó åãî ðàáîòû.
Â íàøåì ñëó÷àå ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ èìåííî òàêèì ïîäõîäîì. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ÷à-
ñòî âñòðå÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Âîéäåì â
ðàçäåë çàäà÷íèêà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Ðåøåíèå óðàâíåíèé" - "Òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ" - "Óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé â çíàìåíàòåëå - 1" è âûáåðåì ïåðâóþ
æå çàäà÷ó äàííîãî ðàçäåëà. ×òîáû ïåðåéòè â îãëàâëåíèå ïðîãðàìì, íàæèìàåì "ë",
çàòåì âõîäèì â óêàçàííûé âûøå ïîäðàçäåë îãëàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé íàøåìó
ïðèåìó. Â ýòîì ïîäðàçäåëå âûäåëåíî íåñêîëüêî êîíöåâûõ ïóíêòîâ, è ìîæíî â êà-
÷åñòâå òî÷êè ïðåðûâàíèÿ âûáðàòü ëþáîé èç íèõ. Íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûì, âèäè-
ìî, ÿâëÿåòñÿ ïóíêò 4 - "Ðàññìîòðåíèå ïîäñëó÷àÿ äëÿ äèçúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ". Îí
ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òåêóùåìó ïîä-
ñëó÷àþ, äî âõîäà â åå ðåøåíèå. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî áóäåò âîéòè â òðàññèðîâ-
êó ïîäñëó÷àÿ, ëèáî ïðîïóñòèòü åå è ñðàçó ïîñìîòðåòü îòâåò. Ïîýòîìó êëàâèøàìè
"êóðñîð âíèç - ââåðõ" âûäåëÿåì äàííûé ïóíêò. Äëÿ çàïóñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïðå-
ðûâàíèåì íà íåì íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî". Íà÷èíàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, è ïî÷òè
ñðàçó âîçíèêàåò êàäð îòëàä÷èêà ËÎÑà. Â íåì âûäåëåí ìàëèíîâûì öâåòîì òåêóùèé
(åùå íå âûïîëíåííûé) îïåðàòîð "óðîâåíüîáðàùåíèÿ(õ7)". Îïåðàòîðó ïðåäøåñòâóåò
êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(3 3)", ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáðàííîìó êîíöåâîìó ïóíêòó
îãëàâëåíèÿ. ×òîáû íà ýêðàíå ïðîðèñîâàòü âåñü òåêñò ôðàãìåíòà ïðîãðàììû, íàæè-
ìàåì "ô". Òîãäà ñòàíîâèòñÿ âèäåí îïåðàòîð "ðàâíî(õ18 îòâåòçàäà÷è(õ17))", îáðà-
ùàþùèéñÿ ê ðàññìîòðåíèþ òåêóùåãî ïîäñëó÷àÿ. Äëÿ àíàëèçà òåêóùåãî êîíòåêñòà
ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïîñìîòðåòü íà äèçúþíêöèþ, ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ. Åå òåêó-
ùåå âõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé õ2, òàê ÷òî äî-
ñòàòî÷íî íàæàòü "õ" (êèð.), "2", "Enter". Ïîÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà sin x + cos x =
0 ∨ cos(2x) = −1/2.

2. Ïîñìîòðåòü âñþ òåêóùóþ çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "ç". Íà ýêðàíå
ïîÿâëÿåòñÿ òåêñò "Íàéòè x", ïîä êîòîðûì ðàñïîëîæåíû óñëîâèå ¬(cos x = 0)
è ïðèâåäåííàÿ âûøå äèçúþíêöèÿ. ×òîáû âåðíóòüñÿ â êàäð îòëàä÷èêà ËÎÑà,
íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "ô". Íå ñëåäóåò â äàííîé ñèòóàöèè íàæèìàòü Esc, òàê
êàê ýòî ïðèâåäåò ê îáðûâó òðàññèðîâêè è âîçâðàùåíèþ ê ïðîñìîòðó èñõîäíîãî
òåêñòà çàäà÷è.

3. Ïîñìîòðåòü òåêóùèé ðàññìàòðèâàåìûé ïîäñëó÷àé. Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ êëà-
âèøè "Home", "End", ïåðåìåùàåìñÿ âäîëü öåïî÷êè ôðàãìåíòîâ òåêóùåé ïðî-
ãðàììû, ïðåäøåñòâóþùèõ òåêóùåìó ôðàãìåíòó. Íàæàòèå êëàâèøè "Home" ïå-
ðåâîäèò â íàïðàâëåíèè ê íà÷àëó ïðîãðàììû, íàæàòèå "End" - âîçâðàùàåò íà
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îäèí øàã â íàïðàâëåíèè îò íà÷àëà ïðîãðàììû ê òåêóùåìó ôðàãìåíòó. Â îä-
íîì èç ôðàãìåíòîâ äàííîé öåïî÷êè çàìå÷àåì îïåðàòîð "ðàâíî(õ14 íàáîðîïå-
ðàíäîâ(õ2))", êîòîðûé ñîçäàåò ñïèñîê õ14 äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðàññìàòðè-
âàåìîé äèçúþíêöèè. Äâèãàÿñü îò íåãî ïî íàïðàâëåíèþ ê òåêóùåìó ôðàãìåí-
òó (êëàâèøà "End"), îáíàðóæèâàåì â ñëåäóþùåì ôðàãìåíòå îïåðàòîð "ïîçè-
öèÿ(õ15 õ14)". Î÷åâèäíî, îí è âûäåëÿåò òåêóùåå ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå
ñïèñêà õ14. Çà íèì ðàñïîëîæåí îïåðàòîð "ðàâíî(õ16 áóêâà(õ15))", ïðèñâàèâà-
þùèé òåêóùèé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ïåðåìåííîé õ16. Ìîæíî ïîñìîòðåòü çíà-
÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé - sin x + cos x = 0.

4. Ïîñìîòðåòü çàäà÷ó, ñîçäàííóþ äëÿ îáðàáîòêè ïîäñëó÷àÿ. Îïåðàòîð "ðàâíî(õ18
îòâåòçàäà÷è(õ17))" ïîäñêàçûâàåò, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ïðèñâîåíà ïåðåìåííîé õ17.
Òàê êàê çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó äàííûõ,
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñêâîçíîé åå ïðîñìîòð. Ïîýòîìó íàæèìàåì êëàâèøè "Ê"
(êèð., çàãëàâíàÿ); "1"; "7"; "Enter". Âîçíèêàåò ñïèñîê ïðîíóìåðîâàííûõ îáú-
åêòîâ - ðàçðÿäîâ íàáîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî çàäà÷ó. Ñíà÷àëà èäåò òèï çàäà÷è
"îïèñàòü", çàòåì - ñïèñîê ïîñûëîê, ñïèñîê âåñîâ ïîñûëîê, è ò.ä. âïëîòü äî 9-ãî
ýëåìåíòà - áëîêà àíàëèçà (ïîêà îòñóòñòâóþùåãî). Âûäåëÿåì êëàâèøàìè "êóð-
ñîð ââåðõ - âíèç" äëÿ ïðîñìîòðà ïÿòûé ýëåìåíò - ñïèñîê óñëîâèé, ïîñëå ÷åãî íà-
æèìàåì "êóðñîð âïðàâî". Ïîÿâëÿåòñÿ ñïèñîê èç òðåõ óòâåðæäåíèé ¬(cos x = 0),
x − ÷èñëî, sin x + cos x = 0, â êîòîðîì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå - äèçúþíêòèâ-
íûé ÷ëåí, çàìåùàþùèé äèçúþíêöèþ âíåøíåé çàäà÷è. Äëÿ âîçâðàùåíèÿ â êàäð
îòëàä÷èêà ËÎÑà íàæèìàåì íåñêîëüêî ðàç "End" ëèáî "Esc". Ëó÷øå èçáåãàòü
íàæàòèé ïîñëåäíåé êëàâèøè, òàê êàê ëèøíåå åå íàæàòèå îáîðâåò òðàññèðîâêó.

Èñïîëüçóÿ ñðåäñòâà îòëàä÷èêà, ìîæíî ïîñìîòðåòü è äðóãèå ñâåäåíèÿ î òåêóùåì
êîíòåêñòå - íàïðèìåð, êîììåíòàðèè ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, åå öåëè è ò.ï. Ïðî-
äîëæèì òðàññèðîâêó ðàáîòû ïðèåìà, ïîñìîòðåâ ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è õ17. Äëÿ
ýòîãî íóæíî ïåðåóñòàíîâèòü ðåæèì òðàññèðîâêè íà ïîîïåðàòîðíûå øàãè â òåêóùåì
êàäðå - íàæàòü êëàâèøó "2". Åñëè ýòîãî íå ñäåëàòü, à ïðîäîëæèòü òðàññèðîâêó
íàæàòèÿìè êëàâèøè "Enter", òî îòëàä÷èê áóäåò îòñëåæèâàòü ìèíèìàëüíûå øàãè
ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà è ïåðåõîäèòü â êàæäóþ ðåàëèçóåìóþ ïîäïðîãðàììó. Ïîñëå
óêàçàííîé ñìåíû ðåæèìà íàæèìàåì "Enter" äâàæäû - ñíà÷àëà äëÿ ïðîõîæäåíèÿ
÷åðåç îïåðàòîð "óðîâåíüîáðàùåíèå(õ7)", à çàòåì - ÷åðåç îïåðàòîð "ðàâíî(õ18 îòâåò-
çàäà÷è(õ17))". Ïðîñìàòðèâàåì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ18 - íàéäåííûé äëÿ ïîäñëó÷àÿ
îòâåò ∃n(x = (4n + 3)π/4 & n − öåëîå). Ïðîäîëæàåì òðàññèðîâêó ïî îïåðàòîðàì
ïðîãðàììû, íàæèìàÿ íà êëàâèøó "Enter". ×åðåç íåñêîëüêî øàãîâ èíèöèèðóåòñÿ ïó-
ñòûì ñëîâîì íàêîïèòåëü õ19. Êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî îïåðàòîðà, îáðàùàþùåãîñÿ
ê êîììåíòàðèþ (âûâîäèìî . . .), â õ19 ïåðåäàåòñÿ ñïèñîê âñåõ èñïîëüçîâàííûõ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è õ17 ïîñûëîê. Äàëåå ñîäåðæèìîå õ19 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íàêîïèòåëþ
õ6, ãäå ñîçäàåòñÿ îáùèé ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì ïîñûëîê. Ñëåäóþùèé îïå-
ðàòîð - "çàìåíà(8 ñóôôèêñ(õ8 íàáîð÷ëåíîâ(è õ18)))" - çàíîñèò â íàêîïèòåëü õ8 íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà çàäà÷è õ17. Òàêèì îáðàçîì, ïî îêîí÷àíèè ðàññìîòðå-
íèÿ âñåõ ïîäñëó÷àåâ äëèíà íàáîðà õ8 áóäåò ðàâíà ÷èñëó ïîäñëó÷àåâ, à åãî ýëåìåí-
òû áóäóò îïðåäåëÿòü íàéäåííûå â ïîäñëó÷àÿõ îòâåòû. Åùå îäíî íàæàòèå êëàâèøè
"Enter" âûçûâàåò îòêàò ê îïåðàòîðó "ïîçèöèÿ(õ15 õ14)", âûáèðàþùåìó ñëåäóþùèé
äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí. ×òîáû ñðàçó ïåðåéòè îò ýòîé òî÷êè ê ìîìåíòó âõîäà â ðåøåíèå
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ î÷åðåäíîãî ïîäñëó÷àÿ, íàæèìàåì "Ctr-ã", ïåðåâîäÿùåå
â îãëàâëåíèå ïðîãðàìì. Çäåñü ñíîâà âûáèðàåì ïóíêò "Ðàññìîòðåíèå ïîäñëó÷àÿ äëÿ
äèçúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ" è íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî".
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Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ íîâîé âåðñèè çàäà÷è õ17 ïîëó÷àåì îòâåò ∃n((x = (3n +
1)π/3 ∨ x = (3n + 2)π/3) & n − öåëîå). Åãî âèä ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è èìåë ìåñòî åùå îäèí ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîìó óñëîâèþ. ×òîáû
ïîñìîòðåòü ìîìåíò ýòîãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ, ìîæíî áûëî ñðàçó æå ïîñëå âûõîäà íà
êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(3 3)", ïðåäøåñòâóþùóþ îáðàùåíèþ ê çàäà÷å õ17, âûäå-
ëèòü îïåðàòîð "óðîâåíüîáðàùåíèÿ(õ7)" è íàæàòü "Ctr-Enter". Òàêèå äåéñòâèÿ ïðèâå-
ëè áû ê îñòàíîâó îòëàä÷èêà ËÎÑà íà âûäåëåííîì îïåðàòîðå áåçîòíîñèòåëüíî ê òîìó
êàäðó, â êîòîðîì áûëà ñîçäàíà óñòàíîâêà íà ïðåðûâàíèå. Â íàøåé çàäà÷å ýòî îçíà-
÷àëî áû îñòàíîâêó ïðè ïîïûòêå íîâîãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ âíóòðè òåêóùåãî ïîäñëó÷àÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ îïåðàòîðà â îòëàä÷èêå ËÎÑà íóæíî íàæàòü êëàâè-
øó "êóðñîð âíèç", è äàëåå èñïîëüçîâàòü êëàâèøè "êóðñîð âïðàâî - âëåâî". ×òîáû
îòìåíèòü âûäåëåíèå, íàæèìàåòñÿ "êóðñîð ââåðõ". Åñëè ïîñëå âûäåëåíèÿ îïåðàòîðà
"óðîâåíüîáðàùåíèÿ(õ7)" áûëà áû íàæàòà êëàâèøà "Enter", òî îñòàíîâêà ïðîèçîøëà
áû òîëüêî ïðè îáðàùåíèè ê äàííîìó îïåðàòîðó â òîì æå ñàìîì êàäðå, ò.å. äëÿ î÷å-
ðåäíîãî ïîäñëó÷àÿ òåêóùåé äèçúþíêöèè.

×òîáû ïîñìîòðåòü äåéñòâèÿ ïðèåìà ïî çàâåðøåíèè ðàññìîòðåíèÿ ïîäñëó÷àåâ, âû-
õîäèì ÷åðåç ïóíêò "Çàâåðøàþùàÿ îáðàáîòêà îòâåòîâ äëÿ ïîäñëó÷àåâ" îãëàâëåíèÿ
ïðîãðàìì íà êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(3 5)". Íàæèìàÿ "2" äëÿ ïåðåõîäà â ïîîïåðà-
òîðíóþ òðàññèðîâêó, êàæäûé î÷åðåäíîé øàã âûïîëíÿåì íàæàòèåì êëàâèøè "Enter".
Äîõîäèì äî îïåðàòîðà, ïðèñâàèâàþùåãî ïåðåìåííîé õ12 ïåðåñå÷åíèå âñåõ "èçâåñò-
íûõ" óòâåðæäåíèé, âõîäÿùèõ â îòâåòû ïîäñëó÷àåâ. Äàëåå ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò çàíåñåíèÿ â êîíåö ñïèñêà õ12 äèçúþíêöèè êîíúþíêöèé îñòàâøèõñÿ
ôðàãìåíòîâ îòâåòîâ, à ïåðåìåííîé õ14 - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13. Îíà
ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Îïåðàòîð "èçìåíåíèå(îêðåñòíîñòü(õ1 4)íà-
áîð(õ14))" çàìåíÿåò âåñü ñïèñîê óñëîâèé òåêóùåé çàäà÷è íà îäíîýëåìåíòíûé ñïè-
ñîê, ñîñòîÿùèé èç õ14. Îäíàêî, â êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ íå õ14, à ðåçóëüòàò õ15
óïðîùåíèÿ åãî ïàêåòíûì íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèëè". Ýòîò íîðìàëèçàòîð, â îñíîâ-
íîì, ðåàëèçîâàí íà ÃÅÍÎËÎÃå, è áóäåò îïèñàí â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Ïðîäîë-
æàÿ òðàññèðîâêó, âûïîëíÿåì îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó è ñðàâíèâàåì óòâåðæäåíèÿ
õ14, õ15. Âèäíî, ÷òî íîðìàëèçàòîð îáúåäèíèë äâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèÿ â îäíî
è âûíåñ çà ñêîáêó îáùåå óñëîâèå íà ïàðàìåòð (n− öåëîå).

1.19.2 Ïðèåì ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

Ñëåäóþùèé ïðèìåð - ïðèåì ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Îí ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê èìåþùåìó âèä ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ∃x1...xnA óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, íå ðàçðåøåííîìó ÿâíî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ëèáî òàêîìó, ÷òî íà îïðå-
äåëÿåìûå â íåì íåèçâåñòíûå ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå âíåøíèå óñëîâèÿ. Ïðèåì
ìîæåò áûòü íàéäåí â ðàçäåëå "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ" - "Îáðàùåíèå ê çàäà÷å íà ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ". Êîíòðîëüíàÿ òî÷êà âûõîäà íà ïðèåì ÷åðåç îãëàâëåíèå ïðîãðàìì ðàñïîëîæåíà
â íà÷àëå ïðîãðàììû, è íå êàæäîå ïîïàäàíèå íà íåå áóäåò îçíà÷àòü ñðàáàòûâàíèå
ïðèåìà. ×òîáû íàéòè çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðèåì ñðàáàòûâàåò, íóæíî ââåñòè â åãî
ïðîãðàììó êîíòðîëüíóþ òî÷êó - îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(ñòîï 0)". Äëÿ ýòîãî âûõî-
äèì íà ïðîãðàììó ïðèåìà ÷åðåç îãëàâëåíèå ïðîãðàìì è íàæèìàåì "êóðñîð âíèç".
Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ôðàãìåíòó, â íà÷àëå êîòîðîãî ðàñïîëîæåí îïåðàòîð "ðàâ-
íî(õ13 îòâåòçàäà÷è(õ12))". Îí îñóùåñòâëÿåò îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å
íà ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, òàê ÷òî êîíòðîëüíóþ òî÷êó óäîáíî
ðàçìåñòèòü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íèì.
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Ïîñëå òîãî, êàê êîíòðîëüíàÿ òî÷êà, âûçûâàþùàÿ âûõîä â îòëàä÷èê ËÎÑà ïðè
ïîïûòêå ïðèìåíèòü ïðèåì, ñîçäàíà, ìîæíî âûáðàòü êàêîé-ëèáî ðàçäåë çàäà÷íèêà è
çàïóñòèòü öèêë ðåøåíèÿ çàäà÷. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ ÷àñòî
âîçíèêàþò â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ è íåðàâåíñòâàõ, âûáåðåì ïîäðàçäåë
çàäà÷íèêà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Ðåøåíèå óðàâíåíèé" - "Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ" - "Óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé â çíàìåíàòåëå - 1" è çàïóñòèì öèêë ðåøåíèÿ
íàæàòèåì êëàâèøè "Ctr-ç". Óæå íà òðåòüåé çàäà÷å áóäåò âûÿâëåíî ñðàáàòûâàíèå
ïðèåìà. Îäíàêî, îíî îòíîñèòñÿ ê ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîìó ñëó÷àþ, è äëÿ äàëüíåéøåãî
ïåðåéäåì ñðàçó ê 22-é çàäà÷å ïîäðàçäåëà, ãäå ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî áîëåå èíòåðåñíàÿ.
×òîáû ïåðåéòè ê äàííîé çàäà÷å ïîñëå ïîÿâëåíèÿ êàäðà îòëàä÷èêà ËÎÑà â öèêëå
ðåøåíèÿ, íàæèìàåì êëàâèøó "Ctr-ç". Ëèøü ïîñëå ýòîãî íàæàòèå "Esc" îáîðâåò öèêë
è âûâåäåò â ãëàâíîå ìåíþ, îòêóäà åùå ðàç íóæíî áóäåò çàéòè â çàäà÷íèê è âûáðàòü
óêàçàííóþ çàäà÷ó. Îíà èìååò ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(sec x)2 − (cos x + sin x tg
x

2
) =

sin(x− π
6
) + cos(π

3
− x)

cos x
.

Çàïóñêàåì ðåøåíèå çàäà÷è êëàâèøåé "î" è ïîïàäàåì â êàäð îòëàä÷èêà ËÎÑà. Ïðî-
ñìàòðèâàåì òåêóùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, íà êîòîðîì ñðàáîòàë ïðèåì - åãî
âõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ2: ∃n(x = nπ & n− öåëîå). Ïðîñìàòðè-
âàåì çàäà÷ó õ12 íà ðåäàêòèðîâàíèå äàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Òàê êàê åå
ðåøåíèå åùå íå íà÷àòî, èñïîëüçóåì ñêâîçíîé ïðîñìîòð íàáîðà õ12, íàæèìàÿ "Ê12".
Ïÿòûé ýëåìåíò ýòîãî íàáîðà - ñïèñîê óñëîâèé; îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé x = πn,
n− öåëîå, ¬(cos x

2
= 0), ¬(cos x = 0), x− ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ñìûñë ðåäàêòèðîâà-

íèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé x â ñîïðîâîæäàþùèå óñëîâèÿ
è óïðîùåíèè ðåçóëüòàòîâ. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à õ12 èìååò äâå íåèçâåñòíûå - x è n,
ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ n îáúÿâëåíà íåñóùåñòâåííîé. Äëÿ âõîäà â òðàññèðîâêó ïî øà-
ãàì ðåøåíèÿ çàäà÷è õ12 íàæèìàåì "Enter". Ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâûé îïåðàòîð ïðîãðàììû
ñèìâîëà "îïèñàòü". ×òîáû èíèöèèðîâàòü óêàçàííóþ òðàññèðîâêó çàäà÷è, íàæèìàåì
êëàâèøó ïðîáåëà. Òåïåðü êàæäîå íîâîå íàæàòèå "Enter" áóäåò ïðèâîäèòü ê î÷å-
ðåäíîìó øàãó ðåøåíèÿ. Íà÷èíàåì òðàññèðîâêó. Íà ïåðâîì øàãå ïðåäïðèíèìàåòñÿ
èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé x, âûðàæåííîé ÷åðåç n. Âîçíèêàåò âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à,
èìåþùàÿ óñëîâèÿ "n − öåëîå, ¬(cos πn

2
= 0), ¬(cos(πn) = 0), πn − ÷èñëî" è íåèç-

âåñòíóþ n, óæå ñóùåñòâåííóþ. Ñëåäóþùåå íàæàòèå "Enter" - óñëîâèå ¬(cos(πn) = 0)
çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà", êîòîðàÿ îòáðàñûâàåòñÿ ïðèåìîì, íå âûâîäèìûì
íà óðîâåíü äàííîé òðàññèðîâêè. Äàëåå óñëîâèå ¬(cos πn

2
= 0) çàìåíÿåòñÿ íà

¬(((−1)
n
2 ïðè n− even, èíà÷å 0) = 0).

Ïîñëåäíåå, ïîñëå íåñêîëüêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, äàåò óñëîâèå n− even. Óñëîâèå ÷åòíî-
ñòè ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â åùå îäíî ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå - ∃m(n = 2m & m−öåëîå).

×åðåç íåñêîëüêî øàãîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè óñëîâèé âíîâü ñðàáàòûâàåò àíàëè-
çèðóåìûé íàìè ïðèåì, è ìû îïÿòü îêàçûâàåìñÿ â êàäðå îòëàä÷èêà ËÎÑà. Íà ýòîò
ðàç çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ2 ñëóæèò òîëüêî ÷òî ñîçäàííîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñà-
íèå äëÿ n. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååòñÿ âíåøíèé êàäð ïðîãðàììû òîãî æå ïðèåìà.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äâà ðàçà íàæàòü "Page Up". Âåðíóâøèñü â òåêóùèé êàäð (äâà
íàæàòèÿ "Page Down"), ïðîñìàòðèâàåì çàäà÷ó õ12. Îíà èìååò òðè óñëîâèÿ - n = 2m,
m−öåëîå, n−öåëîå. Âõîäèì â ïðîñìîòð ñïèñêà êîììåíòàðèåâ ê çàäà÷å õ12 (ñåäüìîé
ýëåìåíò íàáîðà õ12 - ñïèñîê ñïèñêîâ êîììåíòàðèåâ, è ïîñëåäíèé ýëåìåíò äàííîãî
ñïèñêà - òðåáóåìûé ñïèñîê). Â íåì îáíàðóæèâàåòñÿ êîììåíòàðèé (êîíòåêñò A1 A2),
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ãäå A2 - îòëîæåííîå äî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà ðàâåíñòâî x = πn, ñ ïîìîùüþ êîòîðî-
ãî âûøå áûëà èñêëþ÷åíà ïåðåìåííàÿ x. A1 - òà çàäà÷à, â êîòîðîé ïðîèçîøëî äàííîå
èñêëþ÷åíèå.

Ïðîäîëæàåì òðàññèðîâêó âíóòðè íîâîé çàäà÷è õ12. Êàê è ðàíåå, íàæèìàåì "En-
ter", "ïðîáåë", è äàëåå êàæäûé íîâûé øàã âûçûâàåì íàæàòèåì "Enter". Ñíîâà èñ-
êëþ÷àåòñÿ íåèçâåñòíàÿ, ÿâíî âûðàæåííàÿ ÷åðåç äðóãóþ, íà ýòîò ðàç ñ ïîìîùüþ ðà-
âåíñòâà n = 2m. Âîçíèêàåò çàäà÷à ñ äâóìÿ óñëîâèÿìè - "m − öåëîå, 2m − öåëîå".
Íà ïåðâîì øàãå åå ðåøåíèÿ óñëîâèå "2m−öåëîå" çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà"
è îòáðàñûâàåòñÿ. Â åäèíñòâåííîì îñòàâøåìñÿ óñëîâèè ðåøàòåëü óñìàòðèâàåò îòâåò
(îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé m). Îí îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà", êîòî-
ðàÿ èçâëåêàåò èç êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .)îòëîæåííûå óñëîâèÿ x = πn, n = 2m ,
ïðèñîåäèíÿåò èõ ê òåêóùåìó óñëîâèþ "m−öåëîå", è îáðàáàòûâàåò âåñü ýòîò ñïèñîê âî
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, èìåþùåé öåëü "ðåäàêöèÿ". Íåèçâåñòíûìè âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è ñëóæàò ïåðåìåííûå x, n,m, ïðè÷åì äâå ïîñëåäíèå - íåñóùåñòâåííûå. Ïîýòîìó
ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ n = 2m â ïåðâîå óñëîâèå ðàâåíñòâî äëÿ n îòáðàñûâà-
åòñÿ. Ïî çàâåðøåíèè ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåò ïðèîáðåòàåò âèä x = 2πm & m − öåëîå.
Â ìîìåíò åãî âûäà÷è ñëåäóåò âîéòè â êàäð îòëàä÷èêà ËÎÑà, íàæàâ êëàâèøó "ô".
Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäîëæèòü òðàññèðîâêó ïðèìåíåíèÿ àíàëèçèðóåìîãî
ïðèåìà ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ12. Èìååòñÿ â âèäó âíóòðåííåå ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà,
îòíîñÿùååñÿ ê îïèñàíèþ ∃m(n = 2m & m−öåëîå). Âîçâðàùàåìñÿ ê êàäðó äàííîãî ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà, íàæèìàÿ "Page Up". Âîéäÿ â íåãî, íàæèìàåì "2" äëÿ óñòàíîâêè
ïîîïåðàòîðíîé òðàññèðîâêè â êàäðå. Äàëåå íàæèìàåì "Enter" è ïðîõîäèì îïåðàòîð
"ðàâíî(õ13 îòâåòçàäà÷è(õ12))". Óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ13
ñëóæèò íàéäåííûé âûøå îòâåò.

Ïðîäîëæàåì òðàññèðîâêó â êàäðå. ×åðåç íåñêîëüêî øàãîâ ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâà-
èâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "∃m(x = 2πm & m − öåëîå)". Ñïèñîê óñëîâèé òåêóùåé çàäà÷è
(ò.å. çàäà÷è íà ðåäàêòèðîâàíèå èñõîäíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ) çàìåíÿåòñÿ
íà îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç óêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà õ16 ê óòâåðæäåíèþ õ15 ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé "íîðìñóùåñòâóåò", êîòîðûé îñòàâëÿåò
õ15 íåèçìåííûì. Íàêîíåö, ðåàëèçóåòñÿ îïåðàòîð "îòâåò(õ16)". ×òîáû âåðíóòüñÿ ïî-
ñëå âûïîëíåíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà âî âíåøíèé êàäð, íóæíî ïåðåóñòàíîâèòü ðåæèì
òðàññèðîâêè íà ïîøàãîâûé (êëàâèøà "1"). Åñëè ýòîãî íå ñäåëàòü è ïðîäîëæàòü íà-
æèìàòü "Enter", òî ñëåäóþùåå ïðåðûâàíèå ïðîèçîéäåò çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå - ñíîâà
ïî êîíòðîëüíîé òî÷êå "òðàññèðîâêà(ñòîï 0)", íî óæå äëÿ äðóãîãî ïîäñëó÷àÿ. Ïåðå-
óñòàíàâëèâàåì ðåæèì, íàæèìàåì "Enter" è ïîïàäàåì âî âíåøíèé êàäð íà îïåðàòîð
"ðàâíî(õ12 îòâåòçàäà÷è(õ11))". Ýòîò êàäð - ïðîìåæóòî÷íûé íà ïóòè ê òîìó êàä-
ðó, ãäå áûëî íà÷àòî ðåäàêòèðîâàíèå èñõîäíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Çäåñü
ðåàëèçóåòñÿ ïðèåì, èñêëþ÷èâøèé íåèçâåñòíóþ x ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ x = nπ. Íà-
æèìàåì "2" è ïðîäîëæàåì òðàññèðîâêó â êàäðå. ×åðåç íåñêîëüêî øàãîâ ïðèõîäèì
ê îïåðàòîðó "îòâåò(õ12)". Îïÿòü íàæèìàåì "1", "Enter", è âîçâðàùàåìñÿ íàêîíåö ê
òîé òî÷êå, ñ êîòîðîé áûëî íà÷àòî ðåäàêòèðîâàíèå. Íàæèìàåì "2", è äàëåå, ïî óæå
èçâåñòíîé òðàåêòîðèè, äîõîäèì äî îïåðàòîðà "îòâåò(õ16)", çàâåðøàþùåãî ñðàáàòû-
âàíèå ïðèåìà. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå "∃m(x = 2πm & m − öåëîå)"íà ïîñëåäíèõ
øàãàõ îñòàëîñü íåèçìåííûì - âñÿ ôàêòè÷åñêàÿ ðàáîòà ïî ðåäàêòèðîâàíèþ îòâåòà â
ðàññìàòðèâàåìîì ïîäñëó÷àå óæå áûëà âûïîëíåíà îïåðàòîðîì "ðåäàêòîðîòâåòà" äî
âîçâðàùåíèÿ ïî öåïî÷êå êàäðîâ. Â äàííîé çàäà÷å ïðèåì ñðàáàòûâàåò åùå îäèí ðàç,
÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü, îòêëþ÷èâ òðàññèðîâêó íàæàòèåì êëàâèøè "0" è íàæàâ "Enter".
Ñíîâà ïðîèçîéäåò ïðåðûâàíèå ïî äîñòèæåíèè êîíòðîëüíîé òî÷êè "òðàññèðîâêà(ñòîï
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0)". Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïî-
âåäåíèå ðåøàòåëÿ íà ýòîì ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà. Ïî îêîí÷àíèè íóæíî íå çàáûòü
óñòðàíèòü èç ïðîãðàììû ïðèåìà êîíòðîëüíóþ òî÷êó "òðàññèðîâêà(ñòîï 0)".

1.19.3 Ïðèåì èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå,

ÿâíî âûðàæåííîé ÷åðåç îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå

×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè ïðèåì, èñêëþ-
÷àþùèé íåèçâåñòíóþ x ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ x = t, ãäå âûðàæåíèå t íå ñîäåðæèò x.
Ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðîèñõîäèò áåçîòíîñèòåëüíî ê òîìó, ðàñïîëîæåíî ëè x â ëåâîé
èëè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. ×òîáû îí ìîã ñðàáîòàòü, íåîáõîäèìà ïðåäøåñòâóþùàÿ
ðàáîòà äðóãèõ ïðèåìîâ, ñîçäàþùèõ ðàâåíñòâî óêàçàííîãî âèäà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè òàêîå ðàâåíñòâî óæå èìååòñÿ, íî ïðèìåíåíèå ïðèåìà íåöåëåñîîáðàçíî, ìîãóò ïî-
íàäîáèòüñÿ ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 0 è "ìàñêèðóþùèå" ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ x (íàïðèìåð, ïåðåíåñåíèåì âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ ÷èñëîâîãî óðàâíåíèÿ â îäíó
÷àñòü).

Ïðèåì íàõîäèòñÿ â ðàçäåëå "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Ðàâåíñòâî"
- "Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÿâíî âûðàæåííîé ÷åðåç îñòàëüíûå
íåèçâåñòíûå" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Äëÿ àíàëèçà åãî ðàáîòû ðàññìîòðèì êàêóþ -
ëèáî ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, çàäà÷ó 8 èç ðàçäåëà çàäà÷íèêà
"Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Ðåøåíèå óðàâíåíèé" - "Ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé - 2". Ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:

x3 + y3 = 7z3

x− y = 3z
y − z = x− 2

Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ äàííîãî ïðèåìà íåò íåîáõîäèìîñòè âñòàâëÿòü â åãî ïðîãðàì-
ìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "òðàññèðîâêà(ñòîï 0)". Äîñòàòî÷íî âîéòè â ïðîñìîòð çàäà÷è,
íàæàòü "ë", âûáðàòü êîíöåâîé ðàçäåë îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, ñîäåðæàùèé ïðèåì, è
íàæàòü êëàâèøó "êóðñîð âïðàâî". Ïî÷òè ñðàçó âîçíèêàåò ïðåðûâàíèå ñ âûõîäîì â
îòëàä÷èê ËÎÑà. Âûçûâàåì íà ýêðàí çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ2 - òåêóùåå óðàâíåíèå
"x = y + 3z". Îïåðàòîðû òåêóùåãî ôðàãìåíòà ïðîãðàììû ïîäñêàçûâàþò íàì, ÷òî
çíà÷åíèåì ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé õ7 ñëóæèò èñêëþ÷àåìàÿ íåèçâåñòíàÿ x, à çíà-
÷åíèåì ïåðåìåííîé õ6 - âõîæäåíèå ýòîé íåèçâåñòíîé â ðàâåíñòâî. ×òîáû îïðåäåëèòü
îáùèé êîíòåêñò, âûõîäèì íà óðîâåíü ïðîñìîòðà çàäà÷è (êëàâèøà "ç"). Îñòàëüíûå
äâà óñëîâèÿ èìåþò âèä −7z3 + x3 + y3 = 0, y − z = x − 2. Âîçâðàùàåìñÿ â êàäð
îòëàä÷èêà (êëàâèøà "ô"), è äëÿ ïðîäîëæåíèÿ òðàññèðîâêè â ýòîì êàäðå íàæèìàåì
"2". Ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé ôèëüòðîâ è ó÷åòîì ñïåöè-
àëüíûõ ñëó÷àåâ, ïîïàäàåì íà îïåðàòîðû "îïåðàíä(õ2 õ8) íå(ðàâíî(õ6 õ8)) ðàâíî(õ9
ïîäòåðì(õ8))". Îíè âûäåëÿþò ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü õ8 ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâåí-
ñòâà; ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå y + 3z, ðàñïîëîæåííîå â ýòîé ÷àñòè.
Ïðîäîëæàåì òðàññèðîâêó äî îïåðàòîðà, ïðèñâàèâàþùåãî ïåðåìåííîé õ10 íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ y + 3z âìåñòî x â îñòàëüíûå óñëîâèÿ. Íàæèìàåì
"Ê10" äëÿ ïðîñìîòðà ýòîãî íàáîðà. Äàëåå ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à õ11,
èìåþùàÿ õ10 ñâîèì ñïèñêîì óñëîâèé. Ïðîñìàòðèâàåì åå, íàæèìàÿ "Ê11". Â ñïèñêå
öåëåé (8 - é ýëåìåíò íàáîðà çàäà÷è) íàõîäèì èçìåíåííóþ öåëü (íåèçâåñòíûå y z), â
êîòîðîé îòñóòñòâóåò èñêëþ÷åííàÿ íåèçâåñòíàÿ x.

×åðåç íåñêîëüêî øàãîâ ïîÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð "çàìå÷àíèå(õ11 îáðàùåíèå)", ñîïðî-
âîæäàþùèé íîâóþ çàäà÷ó êîììåíòàðèåì "îáðàùåíèå". Ýòîò êîììåíòàðèé íåîáõîäèì
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äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðîöåññå òðàññèðîâêè ðåøåíèÿ "ïî ñðàáàòûâàíèÿì ïðèåìîâ" ñè-
ñòåìà àâòîìàòè÷åñêè âõîäèëà â ïðîñìîòð ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è õ11. Îíî
ñóùåñòâåííî âàæíî äëÿ ïîíèìàíèÿ îáùåãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ, è ïðîïóñê åãî áûë áû
íåæåëàòåëåí.

Åùå îäíà âàæíàÿ ïîäðîáíîñòü - ïðè ïðîäîëæåíèè òðàññèðîâêè çàäà÷à õ11 ñîïðî-
âîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (êîíòåêñò õ1 A), ãäå A - îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé
èç ðàâåíñòâà x = y + 3z.

Íàêîíåö, êîððåêöèÿ íîâîé çàäà÷è õ11 çàâåðøàåòñÿ, è âîçíèêàåò îïåðàòîð "ðàâ-
íî(õ12 îòâåòçàäà÷è(õ11))". Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ìû óæå îêà-
çûâàëèñü â åãî îêðåñòíîñòè. Â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ, ìîæíî ïðî-
äîëæèòü òðàññèðîâêó ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è õ11 äî ïîëó÷åíèÿ îòâåòà è ìîìåí-
òà èñïîëüçîâàíèÿ êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .). Ïîêà ìû ïðîïóñêàåì ýòó òðàññèðîâ-
êó, íàæèìàÿ "Enter" â î÷åðåäíîé ðàç. Âûïîëíåíèå îïåðàòîðà "ðàâíî(õ12 îòâåòçà-
äà÷è(õ11))" òðåáóåò îïðåäåëåííîãî âðåìåíè, òàê êàê ôàêòè÷åñêè â íåì ðåøåíèå
âñåé çàäà÷è äîâîäèòñÿ äî êîíöà. Ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò õ12 è âûâîäèì åãî íà ýêðàí:
z = 1/2 & x = 1 & y = −1/2. Ïîñëå íåñêîëüêèõ äàëüíåéøèõ øàãîâ ñîïðîâîæäàþùåãî
õàðàêòåðà (íàïðèìåð, êîððåêöèè êîììåíòàðèÿ (âûâîäèìî . . .) äëÿ ó÷åòà èñïîëüçî-
âàííûõ ïîñûëîê) ïðèåì âûäàåò îòâåò õ12.

1.19.4 Ïîïûòêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èç áëîêà àíàëèçà, èìåþ-

ùåãî åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé â áëîêå àíàëèçà óðàâíåíèå ñ åäèí-
ñòâåííîé ÷èñëîâîé íåèçâåñòíîé x è ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ðåøèòü åãî îòíîñè-
òåëüíî x. Çàìåòèì, ÷òî ê óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîãî àòîìàðíîãî ÷èñ-
ëîâîãî ïîäâûðàæåíèÿ t ñ íåèçâåñòíûìè, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåìåííîé, äàííûé ïðèåì
íåïðèìåíèì. ×òîáû ðàçðåøèòü òàêèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âûðàæåíèÿ t, íóæíî
ââîäèòü äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå - íîâóþ íåèçâåñòíóþ y,
è ëèøü òîãäà ïðèåì ñðàáîòàåò.

Íàéòè ïðîãðàììó ïðèåìà ìîæíî â ðàçäåëå "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðè-
åìû" - "Ðàâåíñòâî" - "Ïîïûòêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èç áëîêà àíàëèçà, èìåþùåãî
åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ". Îí ÷àñòî ñðàáàòûâàåò â òåõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ, ãäå
èíòåíñèâíî èñïîëüçóåòñÿ áëîê àíàëèçà, íàïðèìåð, â ãåîìåòðèè. Ðàññìîòðèì â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà ïðîñòóþ ïëàíèìåòðè÷åñêþó çàäà÷ó íà âû÷èñëåíèå, ðàñïîëîæåííóþ
â ðàçäåëå çàäà÷íèêà "Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ" - "Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå" - "Òðå-
óãîëüíèê" - "Îáùèé ñëó÷àé" - "Áèññåêòðèñû" è èìåþùóþ íîìåð 1. Äàí òðåóãîëüíèê
ABC, ó êîòîðîãî èçâåñòíû äëèíû b, c ñòîðîí AC, AB, ïðè÷åì äëèíà áèññåêòðèñû AD
ðàâíà äëèíå îòðåçêà DB. Òðåáóåòñÿ íàéòè äëèíó ñòîðîíû BC.

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà, âîéäåì â ïðîñìîòð óñëîâèÿ çà-
äà÷è, íàæàòèåì êëàâèøè "ë" ïåðåéäåì â îãëàâëåíèå ïðîãðàìì, íàéäåì óêàçàííûé
âûøå ïîäðàçäåë ïðèåìà, âûáåðåì â íåì êîíöåâîé ïóíêò "Ôîðìèðîâàíèå âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå õ9", è íàæìåì "Enter". Ïî÷òè ñðàçó ïîÿâèòñÿ êàäð îò-
ëàä÷èêà - êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(1 3)", ïîñëå êîòîðîé ðàñïîëîæåí âûäåëåííûé
ìàëèíîâûì öâåòîì îïåðàòîð "ðàâíî(õ9 . . .)". Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ ïóíêòà, äàí-
íûé îïåðàòîð ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ9 çàãîòîâêó ñîçäàâàåìîé âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Ïðîñìàòðèâàåì ñàìî óðàâíåíèå - åãî êîðíåâîå âõî-
æäåíèå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ2. Óðàâíåíèå èìååò âèä "(b+x)(x−b) = bc".

Â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ, ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü ïðîñìîòðåòü
ïðåäûñòîðèþ ïîÿâëåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ïóòåì òðàññèðîâêè íà óðîâíå ïðèìåíå-
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íèé ïðèåìîâ. Ïðè ýòîì íóæíî ïîñòàðàòüñÿ òî÷íî îïðåäåëèòü ìîìåíò ñìåíû ðåæèìà
òðàññèðîâêè, ÷òîáû ñíîâà ïîïàñòü â äàííûé êàäð îòëàä÷èêà ËÎÑà.

Íàæàòèåì êëàâèøè "2" âõîäèì â ðåæèì ïîîïåðàòîðíîé òðàññèðîâêè, íàæèìàåì
"Enter" è ïðîñìàòðèâàåì ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ñêâîçíîãî ïðîñìîòðà çàãîòîâêó çà-
äà÷è õ9 (íàæèìàåòñÿ "K9"). Âèäíî, ÷òî â ñïèñîê ïîñûëîê îòîáðàíû óòâåðæäåíèÿ
0 < c, 0 < b, b− ÷èñëî, c− ÷èñëî. Åäèíñòâåííûì ïîêà óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå;
íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ x. Âåðíóâøèñü èç ñêâîçíîãî ïðîñìîòðà â êàäð îòëàä-
÷èêà, ïðîäîëæàåì íàæèìàòü "Enter". Ïîïàäàåì â öèêë ïðîñìîòðà óñëîâèé çàäà÷è õ9
è îáðàùåíèé ê ñïðàâî÷íèêó "îäç", ïîïîëíÿþùåìó ñïèñîê óñëîâèé ñîïðîâîæäàþùè-
ìè óòâåðæäåíèÿìè. Íà íåêîòîðîì øàãå ýòîãî öèêëà ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå "x - ÷èñëî", çàíîñèìîå â ñïèñîê õ10. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàêîïè-
òåëü óñëîâèé è ïîñûëîê, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè áóäóò ïðèñîåäèíåíû ê çàäà÷å õ9.
Ïîñëå öèêëà ó÷åòà î.ä.ç. ïðîäîëæàþòñÿ ïîïûòêè ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà óñëîâèé çàäà÷è
õ9 ïóòåì óñìîòðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà x, âûòå-
êàþùèõ èç âñåãî ñïèñêà ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà. Íà íåêîòîðîì øàãå òðàññèðîâêè
îáíàðóæèâàåì ïðèñâîåíèå ïåðåìåííîé õ18 óòâåðæäåíèÿ 0 ≤ x, âûòåêàþùåãî èç ðà-
âåíñòâà l(BC) = x. Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "ðàçíûåòî÷êè",
óñòàíàâëèâàþùåìó ðàçëè÷èå òî÷åê B, C, è çàìåíà õ18 íà áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå
0 < x. Çàòåì õ18 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ10. Äàëüíåéøàÿ òðàññèðîâêà íå èçìåíÿåò
ñîäåðæàùèõ x óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ10, õîòÿ â ýòîò ñïèñîê ïîïàäàþò åùå äâà óòâåð-
æäåíèÿ - 0 < b è 0 < c. Ïîñëå äîñòàòî÷íî äëèííîé öåïî÷êè øàãîâ (â òîì ÷èñëå öèêëà
ïîïûòîê óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèé èç õ10 îòíîñèòåëüíî ñïèñêà ïîñûëîê çàäà÷è õ9),
ïðèõîäèì ê îïåðàòîðó "äëÿëþáîãî(õ12 åñëè âõîäèò(õ12 õ10)òî àëüòåðíàòèâà(. . .))".
Ýòîò îïåðàòîð äîáàâëÿåò ê ñïèñêó óñëîâèé çàäà÷è õ9 âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ10, ñî-
äåðæàùèå x, à ê ñïèñêó ïîñûëîê - âñå îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïîñëå åãî âûïîëíåíèÿ
èäóò îïåðàòîðû "óðîâåíüîáðàùåíèÿ(6) ðàâíî(õ12 îòâåòçàäà÷è(õ9))", îáðàùàþùèåñÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è õ9. Çäåñü ìîæíî ñíîâà íàæàòü "Ê9" è ïîñìîòðåòü íà îêîí÷àòåëü-
íóþ âåðñèþ äàííîé çàäà÷è. Åñëè íóæíî ïîñìîòðåòü õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è õ9, òî, âåð-
íóâøèñü â êàäð îòëàä÷èêà, óñòàíàâëèâàåì ïîøàãîâûé ðåæèì òðàññèðîâêè (êëàâèøà
"1"), íàæèìàåì "Enter" è îêàçûâàåìñÿ â ïðîãðàììå ñèìâîëà "îïèñàòü". Íàæèìàåì
"ïðîáåë" äëÿ ïåðåõîäà ê òðàññèðîâêå ïî ñðàáàòûâàíèÿì ïðèåìîâ, è äàëåå ïðîñëåæè-
âàåì õîä ðåøåíèÿ. Ïîëó÷èâ óðàâíåíèå x2 = bc+b2, ðåøàòåëü ñðàçó èçâëåêàåò êîðåíü,
îòáðàñûâàÿ îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå. Çäåñü ïîìîãàåò èçâëå÷åííîå èç áëîêà àíàëèçà
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå 0 < x. Ïîñëå óïðîùåíèÿ, âûäàåòñÿ îòâåò x =

√
b(b + c). Äëÿ

âîçâðàùåíèÿ â îòëàä÷èê ËÎÑà íàæèìàåì "ô". Íàæèìàÿ "PageUp", âîçâðàùàåìñÿ
â òîò êàäð, ãäå áûë ðàñïîëîæåí îïåðàòîð "ðàâíî(õ12 îòâåòçàäà÷è(õ9))". Çäåñü ïåðå-
õîäèì â ðåæèì òðàññèðîâêè ïî îïåðàòîðàì äàííîãî êàäðà (êëàâèøà "2"). Íàæèìàÿ
äàëåå "Enter", âûõîäèì íà îïåðàòîð, ñëåäóþùèé çà "ðàâíî(õ12 îòâåòçàäà÷è(õ9))".
Óáåæäàåìñÿ, ÷òî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ12 ñòàë íàéäåííûé âûøå îòâåò. Ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ ðÿäà îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîððåêöèåé êîììåíòàðèåâ äëÿ ïðåäñòîÿùåãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê îïåðàòîðó "óäàëåíèåïîñûëêè(õ1 õ3)". Îí óäàëÿåò ïî-
ñûëêó - ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå áëîêà àíàëèçà. Âìåñòî ýòîãî â ñïèñîê ïîñûëîê
ââîäÿòñÿ êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ12, ñîïðîâîæäàåìûå íåîáõîäèìûìè
êîììåíòàðèÿìè. Âûïîëíåíèå ïðèåìà çàâåðøàåò îïåðàòîð "ïåðåñìîòð".

1.19.5 Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè â ðàçäåëå çàäà÷íèêà "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ" çàäà÷ó, èñïîëüçóþùóþ ïðèåì
äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî. Ïîñìîòðåòü õîä ðàññóæäåíèé ïðè ïîëó÷åíèè
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ïðîòèâîðå÷èÿ.
2. Íàéòè â òîì æå ðàçäåëå âñå çàäà÷è, èñïîëüçóþùèå ïðèåì ïîäáîðà ïîäñòàíîâêè

âìåñòî íåèçâåñòíûõ, ïðåîáðàçóþùåé âñå óñëîâèÿ â ïîñûëêè.
3. Íàéòè ïðèåì "ôèêñàöèÿ çíà÷åíèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ÷åðåç ðàâåíñòâî â àí-

òåöåäåíòå". Íàéòè â ðàçäåëå "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" çàäà÷ó, â êîòîðîé îí ïðè-
ìåíÿåòñÿ.

4. Â ïîäðàçäåëå îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì "Èìïëèêàòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, íå òðåáóþùåé ïîëíîãî îòâåòà" íàéòè ïóíêò "Ïîïûòêà îáðàòíîãî âûâîäà ñ
ïîìîùüþ êâàíòîðíîé ïîñûëêè". Íàéòè â ðàçäåëå çàäà÷íèêà "Ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç" - "Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî" çàäà÷ó, â êîòîðîé ýòîò ïðèåì ñðàáàòû-
âàåò. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ýòî ñðàáàòûâàíèå.

5. Íàéòè ïðèåì "Ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà áåç íåèç-
âåñòíûõ". Íàéòè â ðàçäåëå çàäà÷íèêà "Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ" òàêóþ
çàäà÷ó, ãäå ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàâåíñòâó, íå ÿâëÿþùåìóñÿ ëèíåéíûì
îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïàðàìåòðà.

6. Íàéòè ïðèåì "Ïîäáîð ïðèìåðà ñ çàìåíîé ôóíêöèîíàëüíîé íåèçâåñòíîé íà îáû÷-
íóþ". Íàéòè â ðàçäåëå çàäà÷íèêà "Ïðåäåëû" - "Òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è" çàäà÷ó,
â êîòîðîé ýòîò ïðèåì ñðàáàòûâàåò. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñðàáàòûâàíèå.



Ãëàâà 2

Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â

ïðèåìàõ

Ïðèåìû ðåøàòåëÿ èñïîëüçóþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð, ðå-
àëèçîâàííûõ íà ËÎÑå. Èíîãäà òðàññèðîâêà ïðîöåññîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òðåáóåò ïî-
íèìàíèÿ òîãî, êàê óñòðîåíû ýòè ïðîöåäóðû. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáó÷å-
íèå ðåøàòåëÿ ìîæåò ïîòðåáîâàòü ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà âûïîëíÿåìûõ èìè äåéñòâèé.
Ïî ñóùåñòâó, â ýòèõ ïðîöåäóðàõ ñîñðåäîòî÷åíà "àâòîìàòèêà íèæíåãî óðîâíÿ" ðå-
øàòåëÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ íåîáõîäèìóþ êîððåêöèþ ðàçíîîáðàçíûõ ñòðóêòóð äàííûõ,
îòîáðàæàþùèõ òåêóùóþ ñèòóàöèþ. Ïðèâîäèìîå íèæå êðàòêîå îïèñàíèå óñòðîéñòâà
íàèáîëåå âàæíûõ òàêèõ ïðîöåäóð äàåò ìèíèìàëüíóþ íåîáõîäèìóþ â îáîèõ ñëó÷àÿõ
èíôîðìàöèþ. Ïðè ÷òåíèè äàííîãî ðàçäåëà ðåêîìåíäóåòñÿ âõîäèòü â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ËÎÑ - ïðîãðàììû è íàõîäèòü òå èõ òî÷êè, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â òåêñòå.

2.1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷

Íà÷íåì ñ âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð, ïðåîáðàçóþùèõ çàäà÷ó. Èõ êîëè÷åñòâî íå î÷åíü
âåëèêî, íî ïðàêòè÷åñêè âñå èçìåíåíèÿ çàäà÷, âûïîëíÿåìûå ïðèåìàìè, ïðîõîäÿò ÷åðåç
ýòè ïðîöåäóðû. Òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåõâàòà è áëîêèðîâ-
êè ïðåîáðàçîâàíèÿ óæå ïîñëå òîãî, êàê ïðèåì ïðèíÿë ðåøåíèå î åãî âûïîëíåíèè.
Íåîáõîäèìîñòü áëîêèðîâêè ìîæåò áûòü âûçâàíà êàêèìè - ëèáî îáùèìè ñîîáðàæåíè-
ÿìè, êîòîðûå ïðîùå ðàññìàòðèâàòü â îäíîé òî÷êå, ÷åì äóáëèðîâàòü èõ ðàññìîòðåíèå
âî ìíîãèõ ïðîãðàììàõ. Êðîìå òîãî, áëîêèðîâêà ìîæåò áûòü âûçâàíà îñîáåííîñòÿ-
ìè òðàññèðîâêè, íàëè÷èåì ðåæèìà âûâîäà â áàçå òåîðåì, ïîòðåáíîñòÿìè ãåíåðàòîðà
ïðèåìîâ è ò.ï. Îáû÷íî ïðîöåäóðà, âûïîëíÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è, äîëæíà
îáåñïå÷èòü êîððåêöèþ ìíîãèõ ñîïóòñòâóþùèõ ñòðóêòóð äàííûõ, â îñíîâíîì, ëîêà-
ëèçîâàííûõ â êîììåíòàðèÿõ çàäà÷è. Èíîãäà îíà ìîæåò äàæå îáðàùàòüñÿ ê âñïîìî-
ãàòåëüíûì ïðîöåññàì ëîãè÷åñêîãî óðîâíÿ, âûçûâàþùèì äîïîëíèòåëüíûå èçìåíåíèÿ
ïîñûëîê è óñëîâèé çàäà÷è.

2.1.1 Ïðîöåäóðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ"

Ýòî íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ ïðîöåäóðà ïðèåìîâ, âûïîëíÿþùàÿ çàìåíó ïîäòåð-
ìà ïî çàäàííîìó âõîæäåíèþ â çàäà÷ó. Ôîðìàò îáðàùåíèÿ ê íåé èìååò âèä "çàìå-
íàâõîæäåíèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)", ãäå õ1, õ2, õ3 - êîîðäèíàòà âõîæäåíèÿ â çàäà÷ó õ4
çàìåíÿåìîãî ïîäòåðìà; õ5 - çàìåíÿþùèé òåðì ëèáî ñèìâîë; õ6 - íàáîð èíôîðìàöè-
îííûõ ýëåìåíòîâ, äîïîëíÿþùèõ è óòî÷íÿþùèõ ðåàëèçàöèþ ïðîöåäóðû. Íàïîìíèì,
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÷òî êîîðäèíàòîé âõîæäåíèÿ â çàäà÷ó ÿâëÿåòñÿ òðîéêà (A1, A2, A3), ãäå A1 - âõîæäå-
íèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäòåðìà â íåêîòîðûé òåðì çàäà÷è (ò.å. â åå ïîñûëêó ëèáî
óñëîâèå); A2 - âõîæäåíèå äàííîãî òåðìà çàäà÷è â åãî âíåøíèé ñïèñîê (ò.å. ñïèñîê
óñëîâèé, ïîñûëîê ëèáî â çàäà÷ó); A3 - óêàçàòåëü óñëîâèÿ (1) ëèáî ïîñûëêè (0).

Â îãëàâëåíèè ïðîãðàìì ïðîöåäóðå îòâåäåí ïîäðàçäåë "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îá-
ùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ" - "Ïðîöåäóðà ÇÀÌÅÍÀÂÕÎÆÄÅÍÈß".
Âûáèðàåì â ýòîì ïîäðàçäåëå ïóíêò "Èñõîäíàÿ òî÷êà", íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî",
è ïîïàäàåì íà íà÷àëüíûé ôðàãìåíò ïðîãðàììû.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìûé è çàìåíÿþùèé òåðìû ðàçëè÷íû. Åñ-
ëè ýòî íå òàê, òî - âûõîä ïî èñòèííîñòíîìó çíà÷åíèþ "ëîæü". Èíà÷å - ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 2".

Åñëè çàìåíÿþùèé òåðì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìâîë (ëîãè÷åñêèé ëèáî ïåðåìåí-
íîé), òî îí ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìàò òåðìà. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Ñëåäóþùèé ôðàãìåíò îòíîñèòñÿ ê ðåäêîé ñèòóàöèè, âñòðå÷àþùåéñÿ ïðè âûâîäå
òåîðåì, è ìû åãî ïðîïóñêàåì, ïåðåõîäÿ ÷åðåç "âåòâü 1".

Çäåñü íà÷èíàåòñÿ âåòâü ïðîâåðêè óñëîâèé, áëîêèðóþùèõ ïðèìåíåíèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ. Ïðåæäå âñåãî, àíàëèçèðóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ïðèåìû A1 A2 A3) ê
ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è, áëîêèðóþùåãî ïðèìåíåíèå ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà, àäðåñóå-
ìîãî òðîéêîé (A1, A2, A3). Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé òðîéêè ñóòü, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, íîìåð óçëà ýòîãî ñèìâîëà â áàçå ïðèåìîâ, ê êîòîðîìó îòíåñåí
ïðèåì, è çàãîëîâîê ïðèåìà. Òàêîé êîììåíòàðèé ìîã áûòü ñîçäàí, ÷òîáû âðåìåííî çà-
áëîêèðîâàòü ëþáûå ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà (íàïðèìåð, ïðè ðàáîòå ñèñòåìû
âûâîäà òåîðåì èëè ïðè îòëàäêå). Åñëè A3 â êîììåíòàðèè ðàâíî 0, òî áëîêèðóþòñÿ
âñå ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê òîìó æå ñàìîìó óçëó. Ïðè íàëè÷èè â õ6 èíôîðìàöèîí-
íîãî ýëåìåíòà (ïðèåì . . .), àäðåñóþùåãî òåêóùèé âûïîëíÿåìûé ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà,
ýòîò àäðåñ ñðàâíèâàåòñÿ ñ óêàçàííûì â êîììåíòàðèè, è ïðè ñîâïàäåíèè (ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëó÷àÿ A3 = 0) ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (âû÷åðê . . .), êîòîðûé àíàëîãè÷åí êîì-
ìåíòàðèþ (ïðèåìû . . .), íî ââîäèòñÿ â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ - â öèêëàõ òåñòèðîâàíèÿ
èçáûòî÷íîñòè ïðèìåíåíèé ïðèåìîâ âûâîäà ëèáî çàìåíû.

Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ óêàçàííûõ êîììåíòàðèåâ - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 1",
ðàñïîëîæåííîìó ïåðåä îïåðàòîðîì "èñõîäíàÿçàäà÷à(õ7)". Çäåñü ïðîäîëæàåòñÿ ïåðå-
÷èñëåíèå ðåäêèõ ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Ýòî ïðîèñõî-
äèò, åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, à ïðåîáðàçóåìàÿ ïîñûëêà - èñõîäíàÿ äëÿ
íåå è ïîìå÷åíà êîììåíòàðèåì "ïàññèâ". Äðóãîé ñëó÷àé - ðåøåíèå çàäà÷è íà ïðåä-
âàðèòåëüíûé àíàëèç òåêñòà, åñëè ïûòàåòñÿ ñðàáîòàòü ïðèåì, àíàëèçèðóþùèé òèïû
îáúåêòîâ. Äëÿ ýòîãî ïðèåìà íóæåí êîððåêòíûé ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò, êîòîðûé åùå
íå ñîçäàí.

Ñíîâà ïåðåõîäèì ÷åðåç "âåòâü 1". Â ýòîì ôðàãìåíòå, íà÷èíàþùåìñÿ ñ îïåðàòîðîâ
"âåòâü 1 âåòâü 2 çàãîëîâîê(õ5 ëîæü)", ïðîèñõîäèò ó÷åò ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè
ïðåäïîëàãàåìàÿ çàìåíà îòíîñèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ êàê ñîïðîâî-
æäàþùåå ïî î.ä.ç. äëÿ êàêîãî-òî äðóãîãî òåðìà çàäà÷è, òî îíà îáû÷íî áëîêèðóåòñÿ.
Ýòî äåëàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî èíà÷å óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé êàêèõ-òî ïîäâûðàæåíèé çàäà÷è ìîãëî áû îêàçàòüñÿ çàòðóäíåííûì. Òàêóþ
ñèòóàöèþ áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êàê íàðóøåíèå ñòðóêòóðû ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Îíà êðàéíå íåæåëàòåëüíà, òàê êàê ìîæåò ïðèâîäèòü ê áëîêèðîâêå ñðàáàòûâàíèé
ñàìûõ ïðîñòûõ è åñòåñòâåííûõ ïðèåìîâ. Ôðàãìåíòû, îáåñïå÷èâàþùèå êîíòðîëü ñî-
õðàíåíèÿ ñòðóêòóðû ñîïðîâîæäåíèÿ, äîñòèæèìû ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 2". Äî ïå-
ðåõîäà ê íèì àíàëèçèðóþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà çàìåíÿþùèé òåðì ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêîé
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êîíñòàíòîé. Åñëè îí ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé "ëîæü" è çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå - êîðíåâîå
ëèáî ðàñïîëîæåíî ïîä èìïëèêàöèåé èëè êîíúþíêöèåé, òî âåñü ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò,
ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå, ñòàíîâèòñÿ ëîæíûì. Ïîýòîìó ñî-
õðàíÿòü â íåì ñòðóêòóðó ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. íåò íåîáõîäèìîñòè, è ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 2" îòìåíÿåòñÿ. Òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå - êîí-
ñòàíòà "èñòèíà", à çàìåíÿåìîå ðàñïîëîæåíî ïîä îòðèöàíèåì, ò.å. ïîñëå çàìåíû ñíîâà
ïîÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà "ëîæü" â îäíîì èç óêàçàííûõ âûøå êîíòåêñòîâ.

Åñëè ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2" âñå æå ðåàëèçóåòñÿ, òî ïðåæäå âñåãî ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå â õ6 èíôîðìàöèîííîãî ýëåìåíòà "ðåçóëüòïîäñò". Îí îçíà÷àåò, ÷òî çàìå-
íà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòèçàöèþ îáîçíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà t1 = t2,
ðàñïîëîæåííîãî â êîíòåêñòå çàìåíÿåìîãî òåðìà. Çäåñü áëîêèðîâêè èç ñîîáðàæåíèé
ñîõðàíåíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòìåíÿþòñÿ. Îáû÷íî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå,
ïðèìåíÿåìîå êàê ê ñîïðîâîæäàþùåìó, òàê è ñîïðîâîæäàåìîìó òåðìàì, ñîõðàíÿåò
ñòðóêòóðó ñîïðîâîæäåíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàïîìíèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ñîïðîâîæäåíèè ïî î.ä.ç. ñîçäà-
åòñÿ â íà÷àëå ðåøåíèÿ çàäà÷è â êîììåíòàðèÿõ (ñîïðîâîæäåíèå A). Çäåñü A - íàáîð
ïàð (B1 B2), òàêèõ, ÷òî B1 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé çàäà÷è (ïîñûëîê, óñëîâèé, ïîäòåð-
ìîâ êîíúþíêöèé è èìïëèêàöèé, è ò.ï.), èç êîòîðûõ âûâîäèòñÿ ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé
íà î.ä.ç. äëÿ òåðìà B2. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è äàííûå êîììåíòàðèè ïîñòîÿííî
ïîïîëíÿþòñÿ è êîððåêòèðóþòñÿ ïðîöåäóðàìè, èçìåíÿþùèìè çàäà÷ó. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî äåëàåòñÿ è îïèñûâàåìîé ïðîöåäóðîé. Íà äàííîì, íà÷àëüíîì ýòàïå, ðå÷ü èäåò íå
î êîððåêöèÿõ êîììåíòàðèåâ (ñîïðîâîæäåíèå . . .), à ëèøü îá èñïîëüçîâàíèè èõ äëÿ
áëîêèðîâêè çàìåíû.

Åñëè â õ6 èìååòñÿ èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò "ñîïðîâîæäåíèå", òî ïðèåì, âûïîë-
íÿþùèé çàìåíó, áåðåò íà ñåáÿ âñþ îòâåòñòâåííîñòü çà âîçìîæíîå íàðóøåíèå ñòðóêòó-
ðû ñîïðîâîæäåíèÿ. Îáû÷íî ýòî äåëàþò ïðèåìû, ïðåîáðàçîâàíèÿ êîòîðûõ ñèíõðîííî
èçìåíÿþò è ñîïðîâîæäàþùèé, è ñîïðîâîæäàåìûé òåðìû. Òîãäà áëîêèðîâêè íå ïðî-
èñõîäèò, íî âî âñåõ ññûëêàõ íà ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå èç êîììåíòàðèÿ (ñîïðî-
âîæäåíèå . . .) âûïîëíÿåòñÿ èçìåíåíèå åãî íà ïðåîáðàçîâàííóþ âåðñèþ. Ïîñëåäíÿÿ
ñîçäàåòñÿ çäåñü æå, çàäîëãî äî âûïîëíåíèÿ äàííîé ïðîöåäóðîé ôàêòè÷åñêîé çàìåíû
óòâåðæäåíèÿ (òàì îíà áóäåò ñîçäàíà ïîâòîðíî).

Åñëè ýëåìåíòà "ñîïðîâîæäåíèå" â õ6 íåò, òî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "ñîïðîâî-
æäåíèå(õ4 õ1 õ2 õ3)", êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñ ïîìîùüþ êîììåíòàðèåâ (ñîïðîâîæäåíèå
. . .), èñïîëüçóåòñÿ ëè ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè
èñïîëüçóåòñÿ, ïðè÷åì èìååò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ, òî çàìåíà áëîêèðóåòñÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà çàìåíà íå áûëà çàáëîêèðîâàíà, ïðîèñõîäèò îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç
"âåòâü 1". Äàííûé ôðàãìåíò ïðîãðàììû íà÷èíàåòñÿ ñ îïåðàòîðîâ "âåòâü 1 òèï(õ4
îïèñàòü) ðàâíî(õ3 1) öåëü(õ4 ðåäóöèðîâàíèå)". Öåëü "ðåäóöèðîâàíèå" îáû÷íî âîç-
íèêàåò â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ëîãè÷åñêèì âûâîäîì òåîðåì. Ïîýòîìó ìû ïîêà ïðî-
ïóñòèì ôðàãìåíò è ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó ôðàãìåíòó ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 1".

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(63)" ðàñïîëàãàåòñÿ ôðàãìåíò, îáåñïå÷èâàþùèé
êîíòðîëü çàöèêëèâàíèé. ×òîáû ýòîò êîíòðîëü âûïîëíÿëñÿ, íåîáõîäèìî íàëè÷èå ýëå-
ìåíòà "ïîâòîðåíèå" â ñïèñêå õ6 îïöèé îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå. Äëÿ êîíòðîëÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ïîâòîðåíèå A) ê ïðåîáðàçóåìîìó òåðìó çàäà÷è (â ñëó÷àå
óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå - êîììåíòàðèé ê çàäà÷å). Íà-
áîð A ýòîãî êîììåíòàðèÿ õðàíèò ïàðû (t N), ãäå t - òåðì, íà êîòîðûé ðàíåå çàìåíÿëñÿ
äàííûé òåðì çàäà÷è; N - ñêîëüêî ðàç ïðåäïðèíèìàëàñü çàìåíà. Êàê òîëüêî N ñòàíî-
âèòñÿ ðàâíî 4 (ñ÷èòàÿ òåêóùóþ ïîïûòêó), çàìåíà áëîêèðóåòñÿ. Ñïèñîê A äîâîäèòñÿ
äî äëèíû 12, è äàëåå ïðè êàæäîì çàíåñåíèè â íåãî íîâîé ïàðû îòáðàñûâàåòñÿ ñàìàÿ



Ãëàâà 2. Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ 127

"ñòàðàÿ" ïàðà (îíà èäåò â íà÷àëå ñïèñêà). Òàêèì îáðàçîì ëåãêî îáíàðóæèâàòü áîëü-
øèíñòâî òèïè÷íûõ çàöèêëèâàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàáîòå ðåùàòåëÿ. Áîëåå òîãî,
îíè àâòîìàòè÷åñêè îáðûâàþòñÿ - äîñòàòî÷íî ëèøü, ÷òîáû òå ïðèåìû, êîòîðûå àïðè-
îðè ìîãóò ïðèâåñòè ê çàöèêëèâàíèþ, ââîäèëè ýëåìåíò "ïîâòîðåíèå" â îáðàùåíèå ê
ïðîöåäóðå "çàìåíàâõîæäåíèÿ".

Ïðîäîëæàÿ ïåðåìåùåíèå ïî öåïî÷êå îïåðàòîðîâ "âåòâü 1", ïåðåõîäèì ê ñëåäó-
þùåìó ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(55)". Çäåñü ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ðàñ÷èñòêà áóôåðà îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðàì, îïðåäåëÿåìàÿ èíôîðìà-
öèîííûì ýëåìåíòîì (êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè S T ) íàáîðà õ6. Íàïîìíèì, ÷òî ðîëü
áóôåðà îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðó ñ çàãîëîâêîì S èãðàåò êîììåíòàðèé (êîíòðîëü-
íîðìàëèçàöèè S A v). Ó íåãî A - íàáîð íàáîðîâ (1 t P K r Q), ãäå t - ïðåîáðàçóåìûé
òåðì; P - ñïèñîê ïîñûëîê îáðàùåíèÿ; K - ñïèñîê âõîäíûõ êîììåíòàðèåâ îáðàùå-
íèÿ, îò êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü ðåçóëüòàò; r - ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèé òåðìà t; Q
- ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (êîíòðîëüíîðìàëèçà-
öèè S T ) îïðåäåëÿåò îòáðàñûâàíèå èç áóôåðà âñåõ íàáîðîâ, ó êîòîðûõ r ñîäåðæèò
ïîäòåðì T . Èñïîëüçóåòñÿ äàííàÿ âîçìîæíîñòü êðàéíå ðåäêî - îíà ïðåäîòâðàùàåò â
ðÿäå ñëó÷àåâ íåæåëàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîòîâûõ ðåçóëüòàòîâ,
ñîõðàíåííûõ â áóôåðå.

Åùå îäèí ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ïðèâîäèò ê ôðàãìåíòó ñ îïåðàòîðîì "êëþ÷(êîì-
ìåíòàðèèïîñûëîê(õ7)òðàññïåðå÷èñë õ8)". Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ
(òðàññïåðå÷èñë A1 A2 A3) ê èñõîäíîé çàäà÷å. Îí ñëóæèò êàê óêàçàòåëü íà âõîä â
òðàññèðîâêó ïî øàãàì ðåøåíèÿ òåêóùåé çàäà÷è ïðè ïîïûòêå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà
ÃÅÍÎËÎÃà, èìåþùåãî àäðåñ (A1, A2, A3). Ïðîöåäóðà ñðàâíèâàåò ïðèìåíÿåìûé ïðè-
åì ñ ïðèåìîì, çàäàííûì â êîììåíòàðèè, è ïðè ñîâïàäåíèè èíèöèèðóåò óêàçàííûé
ðåæèì òðàññèðîâêè.

Äàëåå ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 2" ïîïàäàåì â ôðàãìåíò ñ êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðè-
åì(7)". Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðàì "ó÷åòïðèìåíåíèÿ", "ñèìâîëû",
êîòîðûå ðåãèñòðèðóþò ôàêò ïðèìåíåíèÿ â äàííîé çàäà÷å äàííîãî ïðèåìà. Ýòà èí-
ôîðìàöèÿ ïîòîì áóäåò ñîõðàíåíà â àðõèâå çàäà÷íèêà, ÷òîáû ìîæíî áûëî íàõîäèòü
ïî íåé âñå çàäà÷è, ãäå ïðèåì ñðàáàòûâàë. Ïîêà îíà ñîõðàíÿåòñÿ â êîììåíòàðèè (çà-
äà÷à A1 A2) ê èñõîäíîé çàäà÷å, ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò êîììåíòàðèé ðàíåå áûë ñîçäàí.
Â ñïèñêå A1 ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è â ïîñûëêàõ è óñëîâèÿõ; â ñïèñêå A2 - ññûëêè íà ñðàáîòàâøèå ïðèåìû. Îíè
ãðóïïèðóþòñÿ ïî çàãîëîâêàì, òàê ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà A2 åñòü ïàðà (B1 B2),
ãäå B1 - çàãîëîâîê ïðèåìà; B2 - íàáîð ïàð (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íàáîð íîìåðîâ óçëîâ
ïðèåìîâ) äëÿ ïðèåìîâ ñ äàííûì çàãîëîâêîì. Êðîìå òîãî, ïðîöåäóðà "ó÷åòïðèìåíå-
íèÿ" ñîõðàíÿåò â êîììåíòàðèè (âûïèñêà . . .) èíôîðìàöèþ î õîëîñòîì õîäå ïðèåìîâ
è ÷èñëå èõ ñðàáàòûâàíèé. Òàêîé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ ïðè çàïóñêå ñåðèè ðåøåíèÿ
çàäà÷ êëàâèøåé "Ctr-õ".

Ïîñëå îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "ó÷åòïðèìåíåíèÿ" - îòêàò ê ïåðåõîäó "âåòâü 1".
Íîâûé ôðàãìåíò íà÷èíàåòñÿ ñ îïåðàòîðîâ "ðàâíî(õ7 ïóñòîåñëîâî) ðàâíî(õ8 0)ðàâ-
íî(õ9 0)". Îí îïðåäåëÿåò èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ êîððåêöèè ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. ïðè âûïîëíÿåìîé çàìåíå. Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ7 ñòàíåò ñïèñîê ïàð (U
t), ãäå t - íåîäíîñèìâîëüíûé ïîäòåðì çàìåíÿþùåãî òåðìà, íå âñòðå÷àþùèéñÿ â çà-
ìåíÿåìîì òåðìå; U - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ óñìîòðåíèÿ óñëîâèé
íà î.ä.ç. äëÿ t. Ýòè óòâåðæäåíèÿ áåðóòñÿ èç íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ - èç
êîíòåêñòà çàìåíÿåìîãî òåðìà; èç êîíòåêñòà âõîæäåíèÿ t â çàìåíÿþùèé òåðì; èç ÷èñ-
ëà óòâåðæäåíèé F , âûäåëåííûõ èìåþùèìèñÿ â õ6 èíôîðìàöèîííûìè ýëåìåíòàìè
(âûâîä F . . .); èç ÷èñëà óòâåðæäåíèé F âûäåëåííûõ èìåþùèìèñÿ â õ6 èíôîðìàöè-
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îííûìè ýëåìåíòàìè (êîððåêöèÿïîñûëîê F . . .). Ïðîãðàììà ïðîñìàòðèâàåò ïîäòåðìû
t çàìåíÿþùåãî òåðìà, íàõîäèò óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ íèõ, è ïûòàåòñÿ óñìîòðåòü ýòè
óñëîâèÿ èç óêàçàííûõ èñòî÷íèêîâ. Òàì, ãäå ýòî óäàåòñÿ, ñïèñîê U ïîïîëíÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàííûìè óòâåðæäåíèÿìè.

Çíà÷åíèåì õ8 ñòàíåò ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê è óñëîâèé çàäà÷è, îòíîñÿùèõñÿ ê êîí-
òåêñòó çàìåíÿåìîãî òåðìà çàäà÷è; çíà÷åíèåì õ9 - ñïèñîê âîîáùå âñåõ óòâåðæäåíèé,
îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîìó êîíòåêñòó. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì.
Çàìåòèì, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ó÷åò î.ä.ç. äëÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà íå íóæåí (íà-
ïðèìåð, â çàäà÷àõ íà àíàëèç òåêñòà ëèáî ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà),
çíà÷åíèÿ õ7,õ8,õ9 îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ò.å. ðàâíûìè ïóñòîìó ñëîâó è íóëþ.

Ïåðåõîäèì ÷åðåç "âåòâü 1" è îêàçûâàåìñÿ â ôðàãìåíòå, íà÷èíàþùåìñÿ ñ êîí-
òðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(9)". Åñëè çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, à
ðàñïîëîæåíî âíóòðè êàêèõ-ëèáî ëîãè÷åñêèõ êîíòåêñòîâ (êîíúþíêöèÿ, êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ, îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå"), òî ïðè çàìåíå ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ïîïîë-
íåíèå ýòèõ êîíòåêñòîâ óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
çàìåíÿþùåãî òåðìà. Ðàçóìååòñÿ, íèêàêîé íîâîé èíôîðìàöèè òàêèå óòâåðæäåíèÿ íå
íåñóò - îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óæå èìåþùèõñÿ, íî ÿâíîå èõ óêàçàíèå íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû íå áûëî òðóäíîñòåé ñ ïðîâåðêàìè íà î.ä.ç. ïðè ðåàëèçàöèè ïîñëåäóþùèõ
ïðèåìîâ. Ñ ó÷åòîì òàêîãî ïîïîëíåíèÿ, çàìåíà áóäåò çàòðàãèâàòü íå óêàçûâàåìûé â
îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðå "çàìåíàâõîæäåíèÿ" òåðì, à íåêîòîðûé åãî íàäòåðì, âêëþ-
÷àþùèé âñå ïîïîëíÿåìûå ëîãè÷åñêèå êîíòåêñòû. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïîëíîãî "ïëàíà"
çàìåí ââîäèòñÿ íàáîð õ11 = (K1 . . . Km) òðîåê Ki, îáîçíà÷àþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûå
âëîæåííûå äðóã â äðóãà ëîãè÷åñêèå êîíòåêñòû, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ çàìåíÿåìûé
òåðì. Ïåðâûì ýëåìåíòîì òðîéêè ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîãî òåðìà ïðè i = 1
ëèáî ëîãè÷åñêîãî êîíòåêñòà ïðè i > 1; âòîðûì - ñïèñîê óòâåðæäåíèé ýòîãî êîíòåêñòà,
îòíîñÿùèõñÿ ê îáëàñòè çàìåíÿåìîãî òåðìà; òðåòüèì - çàìåíÿþùèé òåðì ïðè i = 1 è
ñïèñîê äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé ïðè i > 1. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû
ëîãè÷åñêèõ êîíòåêñòîâ:

1. Çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè íåêîòîðîãî îïåðàíäà êîíúþíêöèè.
Òîãäà ê ëîãè÷åñêîìó êîíòåêñòó îòíîñÿòñÿ âñå ïðî÷èå îïåðàíäû ýòîé êîíúþíê-
öèè;

2. Çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè íåêîòîðîãî àíòåöåäåíòà ëèáî êîí-
ñåêâåíòà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Òîãäà ê ëîãè÷åñêîìó êîíòåêñòó îòíîñÿòñÿ
âñå àíòåöåäåíòû, íå ñîäåðæàùèå äàííîãî âõîæäåíèÿ;

3. Çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè âûðàæåíèÿ t îïèñàòåëÿ "îòîáðà-
æåíèå(x1 . . . xn P t)", ïðè÷åì óòâåðæäåíèå P íå èìååò çàãîëîâêà "è". Òîãäà P
îòíîñèòñÿ ê ëîãè÷åñêîìó êîíòåêñòó.

Ïîñëå ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà õ11 - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê ôðàãìåíòó, íà÷èíàþ-
ùåìóñÿ ñ îïåðàòîðà "êëþ÷(õ6 êîððåêöèÿïîñûëîê õ12)". Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèå ñîäåðæàùåãîñÿ â õ6 èíôîðìàöèîííîãî ýëåìåíòà (êîððåêöèÿïîñûëîê A).
Òàêîé ýëåìåíò ñîçäàåòñÿ ïðèåìîì, ÷òîáû ïåðå÷èñëèòü óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò
ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. çàìåíÿþùåãî òåðìà, è óêàçàòü èõ îáîñíî-
âàíèÿ. Â îñîáåííîñòè îí âàæåí, åñëè ïðèåì îáðàùàëñÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì
ëèáî òðóäîåìêèì ïàêåòíûì îïåðàòîðàì, è çàìåíÿþùèé òåðì âîçíèê ïîñëå äëèííîé
öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé. Äàííûé ýëåìåíò ñîçäàåòñÿ ïðèåìîì â íà÷àëå åãî ðàáîòû, è
äàëåå ïåðåäàåòñÿ âñåì âñïîìîãàòåëüíûì ïðîöåññàì, ÷òîáû îíè ìîãëè çàíåñòè â íåãî
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èíôîðìàöèþ î âûâîäå ñîïðîâîæäàþùèõ óñëîâèé äëÿ íîâûõ òåðìîâ. Íàáîð A ñîñòîèò
èç òðîåê (B1 B2 B3), ãäå B1 - ñîïðîâîæäàþùåå óòâåðæäåíèå; B3 - ñïèñîê óòâåðæäå-
íèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáîñíîâàíèåì óòâåðæäåíèÿ B1; B2 - 0 ëèáî òàêîå ïîäìíîæåñòâî
óòâåðæäåíèé ñïèñêà B3, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì B1 è îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé
èç B3. Åãî ýëåìåíòû, ïîñëå ðåãèñòðàöèè óòâåðæäåíèÿ B1, ìîãóò áûòü óäàëåíû èç
çàäà÷è áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè.

Åñëè ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàâåðøàþùàÿ îáðàáîòêà îòâåòà, òî õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò
"ñâåðòêà", óêàçûâàþùèé, ÷òî èìååò ìåñòî îñëàáëåííûé êîíòðîëü çà ñîõðàíåíèåì
ñòðóêòóðû ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ýòî - âûíóæäåííàÿ ìåðà, òàê êàê ñîõðàíåíèå
óêàçàííîé ñòðóêòóðû ìîæåò âõîäèòü â ïðîòèâîðå÷èå ñ òðåáîâàíèÿìè íà ñòàíäàðòíûé
âèä îòâåòà.

Ïðè îòñóòñòâèè ýëåìåíòà "ñâåðòêà" ïðîñìàòðèâàþòñÿ òàêèå òðîéêè (B1 B2 B3)
èç íàáîðà A, ÷òî óòâåðæäåíèå B1 ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó "ëîæü", ëèáî
èìååò îáùóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ ñ çàìåíÿþùèì òåðìîì. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ14
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ B1. Èç íåãî îòáèðàåòñÿ ïîäñïèñîê õ15 óòâåð-
æäåíèé, êîòîðûå ôàêòè÷åñêè áóäóò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ â êîíòåêñòå çàìåíû. Åñëè õ6
èìååò ýëåìåíò "íîâàÿïîñûëêà", òî õ15 ñîâïàäàåò ñ õ14. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ê õ15
îòíîñÿòñÿ ëèøü ýëåìåíòû ñïèñêà õ14, óïîìÿíóòûå â ñïèñêå õ7 êàê ïðåäñòàâëÿþùèå
èíòåðåñ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. çàìåíÿþùåãî òåðìà.

×òîáû îïðåäåëèòü òî÷êó ðåãèñòðàöèè óòâåðæäåíèé èç õ15, ââîäèòñÿ ñïèñîê õ16.
Ïðè íàëè÷èè â õ6 ýëåìåíòà "íîâàÿïîñûëêà" îí ïóñò, èíà÷å - ñîñòîèò èç âñåõ íåêîí-
ñòàíòíûõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà B3. Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ16 ìîãóò îòñóò-
ñòâîâàòü â êîíòåêñòå çàìåíû, íî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ýëåìåíò C1 äðóãîé òðîéêè (C1

C2 C3) íàáîðà A. Îíè èçûìàþòñÿ èç õ16, è âìåñòî íèõ çàíîñÿòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà C3. Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèñêà õ16 íà÷èíàåòñÿ âûáîð òî÷êè ðåãè-
ñòðàöèè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ15. Åñëè õ16 ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è, òî
ðåãèñòðàöèÿ ïðîèñõîäèò â ñïèñêå ïîñûëîê. Åñëè çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå ñàìî îòíî-
ñèëîñü ê íåêîòîðîé ïîñûëêå P , òî îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå âõîæäåíèå P â èçìåíåííûé
ñïèñîê ïîñûëîê, è êîððåêòèðóåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ2. Åñëè õ16 ñîäåðæèòñÿ â
ñïèñêå óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî óòâåðæäåíèÿ èç õ15 çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê óñëî-
âèé. Êàê è âûøå, êîððåêòèðóåòñÿ õ2. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê
ëîãè÷åñêèõ êîíòåêñòîâ õ11. Êàê òîëüêî íàõîäèòñÿ ïåðâûé (áëèæàéøèé ê çàìåíÿå-
ìîìó âõîæäåíèþ) ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò, ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ õ16, òàê âñå îòëè÷íûå îò
ïîñûëîê è óñëîâèé çàäà÷è óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15, íå ïðåäñòàâëåííûå â íàéäåííîì
êîíòåêñòå, ðåãèñòðèðóþòñÿ êàê äîáàâëÿåìûå ê íåìó.

Åñëè íàáîð õ6 èìåë ýëåìåíò "ñâåðòêà", òî èçâëåêàåìàÿ èç A èíôîðìàöèÿ î âû-
âîäèìîñòè óòâåðæäåíèé F , èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., ëèøü ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (ñòàíäñëåäñòâèå S). Çäåñü S - íàáîð ïàð (T F ), ãäå T -
ñïèñîê óòâåðæäåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ îáîñíîâàíèåì óòâåðæäåíèÿ F . Â ñïèñêè ïîñûëîê
è óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ F íå çàíîñÿòñÿ.

Ïîñëå óêàçàííîé îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .) - îòêàò ê ïåðåõîäó
÷åðåç "âåòâü 1". Ïîÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíò, íà÷èíàþùèéñÿ ñ îïåðàòîðà "êëþ÷(õ6 âûâîä
õ12)". Çäåñü àíàëèçèðóåòñÿ ïðèíàäëåæàùèé íàáîðó õ6 èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò
(âûâîä A1 A2 A3). Îí îïðåäåëÿåò óòâåðæäåíèå A1, êîòîðîå ñëåäóåò çàíåñòè â êîí-
òåêñò çàìåíÿåìîãî òåðìà. Òàêèå óòâåðæäåíèÿ çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè óêàçàòå-
ëÿìè ïðèåìà. Åñëè A2 = 0, òî óòâåðæäåíèå ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ïîñûëêàì çàäà÷è ëèáî ê
âíåøíåìó ëîãè÷åñêîìó êîíòåêñòó çàìåíÿåìîãî òåðìà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî ìîæåò
áûòü çàíåñåíî è â ñïèñîê óñëîâèé. A3 - íàáîð ýëåìåíòîâ (âûâîäèìî . . .), îïðåäåëÿþ-
ùèõ íåîáõîäèìîå äëÿ îáîñíîâàíèÿ A1 äîïîëíåíèå ê îáùåìó ñïèñêó èñïîëüçîâàííûõ
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ïðèåìîì óòâåðæäåíèé. Â íàáîðå A3 ìîæåò òàêæå íàõîäèòüñÿ ýëåìåíò (ïðèìå÷àíèå
. . .), ïåðå÷èñëÿþùèé êîììåíòàðèè, êîòîðûìè íóæíî ñîïðîâîäèòü óòâåðæäåíèå A1.
Âîçìîæåí ñëó÷àé A1 = 0, êîãäà íèêàêèõ äåéñòâèé íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ. Ýòîò ñëó÷àé
âîçíèêàåò, åñëè A1 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì, ïðîâåðÿþùèì öåëåñîîáðàç-
íîñòü äîïîëíèòåëüíîãî âûâîäà.

Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î òî÷êå ðåãèñòðàöèè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
A1 ñîñòàâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûé ñïèñîê õ14 óòâåðæäåíèé, èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì.
Åñëè õ14 ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, òî ðåãèñòðàöèÿ ïðîèñõîäèò â ñïèñêå ïîñûëîê.
Åñëè îí ñîäåðæèòñÿ â îáùåì êîíòåêñòå çàìåíû, A2 6= 0, à çàäà÷à èìååò òèï "îïèñàòü",
òî ðåãèñòðàöèÿ ïðîèñõîäèò â ñïèñêå óñëîâèé. Åñëè õ14 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëîãè÷åñêèì
êîíòåêñòîì çàìåíÿåìîãî òåðìà, òî áåðåòñÿ áëèæàéøèé ê íåìó ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò,
è ðåãèñòðàöèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ â íåì. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ ðåãèñòðàöèÿ A1 ïðîèñõîäèò
â ñïèñêå ïîñûëîê.

Ïîñëå îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ (âûâîä . . .) - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1". Ïðîâåðÿåòñÿ,
èìååòñÿ ëè êîììåíòàðèé (ñîïðîâîæäåíèå A1), îïðåäåëÿþùèé ñòðóêòóðó ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè òàêîãî êîììåíòàðèÿ íåò, òî îí ââîäèòñÿ, ñ ïóñòûì ñïèñêîì A1.
Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé, èñïîëüçîâàííûõ ïðèå-
ìîì äëÿ îáîñíîâàíèÿ çàìåíû. Îíè èçâëåêàþòñÿ èç èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ (âû-
âîäèìî . . .), íàõîäÿùèõñÿ â ñïèñêå õ6. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîììåíòàðèé
(ñîïðîâîæäåíèå A); íàáîð A ýòîãî êîììåíòàðèÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Íà-
ïîìíèì, ÷òî A ñîñòîèò èç ïàð (P , t), ãäå t - âûðàæåíèå; P - ñïèñîê âñòðå÷àþùèõñÿ
â çàäà÷å óòâåðæäåíèé, èç êîòîðûõ âûòåêàþò óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ t.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(13)" íà÷èíàåòñÿ öèêë èñêëþ÷åíèÿ óòâåðæäå-
íèé, êîòîðûå äàëåå â çàäà÷å íå íóæíû - îíè ñîñòàâëÿëè ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. äëÿ
ïîäòåðìîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà, èñ÷åçàþùèõ ïðè çàìåíå, à ñàìè ÿâëÿëèñü ñëåäñòâèÿìè
îñòàþùèõñÿ óòâåðæäåíèé. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òàêèå ïàðû (P , t) ñïèñêà õ14, äëÿ êîòî-
ðûõ èìååòñÿ âõîæäåíèå òåðìà t â çàìåíÿåìûé òåðì è íåò âõîæäåíèÿ t â çàìåíÿþùèé
òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìûé òåðì íå ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì, ñîäåðæàùèì-
ñÿ â P . Äàëåå ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ F ñïèñêà P , íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîãëàñíî
ñïèñêó õ7 ýëåìåíòàìè îáîñíîâàíèÿ î.ä.ç. äëÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
F íå âõîäèò â òàêèå ïàðû (P ′, t′) ñïèñêà õ14, äëÿ êîòîðûõ t′ - ïîäòåðì çàìåíÿþùåãî
òåðìà. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. F - ïîñûëêà çàäà÷è. Ïî ñïèñêó õ14 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî F èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç òîëüêî òàêèõ òåðìîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âíóòðè çàìåíÿå-
ìîãî òåðìà. Àíàëèçèðóåòñÿ ýëåìåíò (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .) ñïèñêà õ6. Åñëè èç
íåãî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íîâîãî óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçó-
åìîãî äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., à òàêæå íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîñûëîê çàäà÷è,
òî îíî èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äîïîë-
íèòåëüíî ê ýòîìó ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà áûñòðîãî óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè
F èç äðóãèõ ïîñûëîê çàäà÷è. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû. Ïðè
óñïåõå F óäàëÿåòñÿ.

2. F - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ïóíêòó,
îäíàêî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî F ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäñòâèåì íîâîãî óòâåðæäåíèÿ, à òàêæå äðóãèõ óñëîâèé è ïîñûëîê çàäà÷è.
Äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîâåðêà ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà çäåñü ïðîèñõî-
äèò áåç îãðàíè÷åíèé íà òðóäîåìêîñòü.
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3. F ñîäåðæèòñÿ â ëîãè÷åñêîì êîíòåêñòå K çàìåíÿåìîãî òåðìà (ñì. ñïèñîê õ11).
Ïî ñïèñêó õ14 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî F èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç
òîëüêî òàêèõ òåðìîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âíóòðè çàìåíÿåìîãî òåðìà. Ïåðå-
ìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê êîíòåêñòó ëî-
ãè÷åñêîãî êîíòåêñòà K (âêëþ÷àÿ K). Äàëåå ñíîâà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
óñìîòðåòü, ÷òî F - ñëåäñòâèå âñåõ ïðî÷èõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ9. Ñíà÷àëà ýòî
äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîììåíòàðèåâ (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .), à çàòåì ñ ïîìîùüþ
ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè óñïåõå F èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà óòâåðæäåíèé
ëîãè÷åñêîãî êîíòåêñòà K, íàõîäÿùåãîñÿ â ñòðóêòóðå äàííûõ õ11.

Ïî îêîí÷àíèè ïîïûòîê óäàëåíèÿ íå èñïîëüçóåìûõ äàëåå óòâåðæäåíèé - îòêàò ê
ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 1". Âîçíèêàåò ôðàãìåíò, íà÷èíàþùèéñÿ ñ êîíòðîëüíîé òî÷-
êè "ïðèåì(14)". Çäåñü ïðîèñõîäèò àíàëèç íàäòåðìîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà. Îíè, êàê
è ñàì çàìåíÿåìûé òåðì, òðåáóþò êîððåêöèè ñòðóêòóðû äàííûõ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç., â òîì ÷èñëå ââîäà äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê è óñëîâèé, åñëè ýòî íåîáõîäèìî.
Ïåðåìåííàÿ õ15 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé âõîæäåíèÿ
óêàçàííûõ íàäòåðìîâ.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ëè õ15 âõîæäåíèåì îäíîãî èç ëîãè÷å-
ñêèõ êîíòåêñòîâ, óïîìÿíóòûõ â ñïèñêå õ11. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(32)". Åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî íà ïîñëåäíþþ ïîçèöèþ òðîéêè ñïèñêà õ11, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé êîíòåêñò õ15, çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå äëÿ òîé âåðñèè êîíòåêñòà, êîòîðàÿ
âîçíèêíåò ïîñëå çàìåíû. Çäåñü ó÷èòûâàþòñÿ êàê äîáàâëÿåìûå óòâåðæäåíèÿ, òàê è
âèä çàìåíÿþùåãî òåðìà.

Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2" ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(32)", ãäå íà÷è-
íàåòñÿ ñîáñòâåííî àíàëèç ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþò-
ñÿ ïàðû (P t) ñïèñêà õ14, óêàçûâàþùèå ãðóïïû P óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ
îáîñíîâàíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìà t. Íàõîäèòñÿ òàêàÿ ïàðà õ16, ó êîòîðîé t
- òåêóùèé íàäòåðì õ15. ×òîáû îïðåäåëèòü âèä òåðìà t′, â êîòîðûé t ïåðåéäåò ïîñëå
çàìåíû, ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ11 è íàõîäèòñÿ íàèáîëüøèé ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò
Q, ñîäåðæàùèéñÿ â õ15 (ò.å. â t). Ïðè îòñóòñòâèè òàêîâîãî áåðåòñÿ ñàì çàìåíÿåìûé
òåðì. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ19 çàìåíû â òåêóùåì òåðìå çàäà÷è T (ïîñûëêå ëèáî
óñëîâèè) ýòîãî êîíòåêñòà íà åãî íîâóþ âåðñèþ Q′, íàéäåííóþ â òîì æå öèêëå ðàíüøå.
Â õ19 îïðåäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ20, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèþ õ15 â T . Òåïåðü ýòî
- âõîæäåíèå èçìåíåííîãî òåðìà t′. Ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "îäç" íàõîäèòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà t′. Â íåì âûäåëÿåòñÿ ïîäñ-
ïèñîê õ22 íåêîíñòàíòíûõ óòâåðæäåíèé, îòëè÷íûõ îò ïðîñòåéøèõ óêàçàòåëåé òèïà
îáúåêòîâ.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(45)" âûïîëíÿåòñÿ ïîïûòêà ñêîððåêòèðîâàòü ïà-
ðó (P t) çà ñ÷åò óñìîòðåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåðìà â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà P è ðåàëèçà-
öèè â íèõ ñèíõðîííîé çàìåíû. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ, íå ñîâïàäàåò ëè P ñî ñïèñêîì
õ22. Åñëè ñîâïàäàåò, òî êîððåêöèÿ ïàðû ñâîäèòñÿ ê çàìåíå â íåé t íà t′. Èíà÷å -
ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 3". Çäåñü çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ23 ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê P ; çíà-
÷åíèåì ïåðåìåííîé õ24 - ïîäòåðì Q (âûäåëåííûé âûøå ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò ëèáî
çàìåíÿåìûé òåðì). Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ ñïèñêà P , â êîòîðóþ áóäóò
âíîñèòüñÿ èçìåíåíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ t′. Ýëåìåíòû ñïèñêà õ25 ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òå èç íèõ, êîòîðûå èìåþò ïîäòåðì õ24 (â ÿâíîì
âèäå ëèáî, ïðè àññîöèàòèâíî - êîììóòàòèâíîì çàãîëîâêå, êàê ïîäìíîæåñòâî îïåðàí-
äîâ), íå èìåþò äâóõ ðàçëè÷íûõ åãî âõîæäåíèé. Åñëè äàííîå óñëîâèå âûïîëíåíî, òî â
ýòèõ ýëåìåíòàõ ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà Q íà Q′. Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîñìîòðà ñïèñêà
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õ25 - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1".
Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáðàçóþùèå ñîïðîâîæäåíèå òåðìà t′ óòâåðæäåíèÿ ñïèñ-

êà õ22 óñìàòðèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ èç óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ25. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà òåõ óòâåðæäåíèé F ñïèñêà õ23, äëÿ êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå F ′ ñïèñêà õ25 ïîëó÷åíî çàìåíîé ïîäòåðìà Q íà Q′.
Âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:

1. F - ïîñûëêà çàäà÷è (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(46)"). Åñëè óäàåòñÿ óñòàíîâèòü,
÷òî F äàëåå íå íóæíà, òî îíà çàìåíÿåòñÿ íà F ′, ïðè÷åì ñðàçó êîððåêòèðóåòñÿ
ïàðà (P , t). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 3") âûâîäèòñÿ íîâàÿ
ïîñûëêà F ′, îáîñíîâàíèåì êîòîðîé ñëóæàò F è âñå èñïîëüçîâàííûå ïðèåìîì
óòâåðæäåíèÿ.

2. F - óñëîâèå çàäà÷è (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(47)"). Äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû
ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, íî çàìåíÿåòñÿ ëèáî äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è.

3. F - óòâåðæäåíèå ëîãè÷åñêîãî êîíòåêñòà, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí êîíòåêñò
Q (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(48)"). Äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó: åñëè
F äàëåå íå íóæíî, òî îíî çàìåíÿåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå íà F ′, èíà÷å
F ′ äîáàâëÿåòñÿ ê êîíòåêñòó.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîèñõîäèò çàìåíà F íà F ′, âûïîëíÿåòñÿ êîððåêöèÿ ïàðû
(P , t). Ïðè ýòîì èíäèêàòîð êîððåêöèè õ28 óñòàíàâëèâàëñÿ íà 1. Åñëè ïî îêîí÷àíèè
öèêëà ïðîñìîòðà F, F ′ îí îñòàëñÿ ðàâåí 0, òî ñïèñîê õ7 ïîïîëíÿåòñÿ ïàðîé (õ25, t′).

Åñëè ïîïûòêà ñêîððåêòèðîâàòü "ñòàðîå" ñîïðîâîæäåíèå äëÿ t, âûïîëíÿâøàÿñÿ
ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(45)", íå óäàëàñü, òî ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü
2" ïåðåä äàííîé êîíòðîëüíîé òî÷êîé. Çäåñü ñîïðîâîæäåíèå äëÿ t′ áóäåò ñîçäàâàòüñÿ
áåçîòíîñèòåëüíî ê êîððåêöèè ñòàðîãî ñîïðîâîæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê êîíòåêñòó âõîæäåíèÿ òåðìà t. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí ñîäåðæèò P . Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà õ22 íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîäç"; â íàêîïèòåëü õ23 ïðè ýòîì ïåðåäàþòñÿ
èñïîëüçîâàííûå äîïîëíèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Â ñïèñîê õ7 çàíîñèòñÿ ïàðà (õ24, t′).
Äàëåå ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ24, íå âî-
øåäøèõ íè â P , íè â õ9. ×òîáû îáåñïå÷èòü ñîïðîâîæäåíèå äëÿ t′, ýòè óòâåðæäåíèÿ
äîëæíû áûòü ââåäåíû â òó òî÷êó çàäà÷è, ãäå îíè ÿâëÿëèñü áû ñëåäñòâèåì ðàíåå
èìåâøèõñÿ óòâåðæäåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàííîé òî÷êè ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ26 òåõ
óòâåðæäåíèé, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ èç õ25. Îí ñî-
ñòàâëåí èç óòâåðæäåíèé ñïèñêà P , îáåñïå÷èâàþùåãî î.ä.ç. äëÿ t; ñîäåðæàùèõñÿ â õ9
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ12 (ò.å. âñåõ ðåàëüíî èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì äëÿ îáîñíîâàíèÿ
êîððåêòíîñòè çàìåíû t íà t′ óòâåðæäåíèé), à òàêæå èç óòâåðæäåíèé íàêîïèòåëÿ õ23,
èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîëó÷åíèè õ24. Äëÿ ñïèñêà õ26 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå
ïîäñëó÷àè:

1. õ26 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è. Òîãäà âñå óòâåðæäåíèÿ èç õ25, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è, çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê. Çàòåì ïðîñìàò-
ðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ F ñïèñêà P , âõîäÿùèå â ñïèñîê ïîñûëîê, è òå èç íèõ,
êîòîðûå äàëåå íå íóæíû äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., íî ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿ-
ìè ïðî÷èõ ïîñûëîê, óäàëÿþòñÿ.
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2. õ26 âêëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèå ñïèñêà ïîñûëîê ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, îòëè÷íûìè îò ïðåîáðàçóåìîãî óñëîâèÿ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ, àíà-
ëîãè÷íûå äåéñòâèÿì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, íî óòâåðæäåíèÿ çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê
óñëîâèé, è óäàëÿþòñÿ íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óñëîâèÿ.

3. õ26 ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàêèì-ëèáî èç ëîãè÷åñêèõ êîíòåêñòîâ, âíóòðè êîòîðûõ ðàñ-
ïîëîæåíî âõîæäåíèå t. Áåðåòñÿ íàèìåíüøèé òàêîé êîíòåêñò K, è óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ25 äîáàâëÿþòñÿ ê åãî ñïèñêó äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Òå èç
óòâåðæäåíèé ñïèñêà P , êîòîðûå âõîäÿò â K è äàëåå íå íóæíû äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç., íî ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè îñòàþùèõñÿ óòâåðæäåíèé, óäàëÿþòñÿ
èç K.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ óêàçàííûõ äåéñòâèé - îòêàò ê ïðîäîëæåíèþ ïåðå÷èñëåíèÿ âõî-
æäåíèé õ15 íàäòåðìîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - ïåðåõîä
÷åðåç "èíà÷å 1" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(3 3)". Çäåñü
ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ âûïîëíÿåìîé ïðèåìîì çàìåíû
ê òåêóùåìó òåðìó çàäà÷è.

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ èç êîììåíòàðèÿ (ñîïðîâîæäåíèå
õ14) ýëåìåíòîâ, äàëåå íå íóæíûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïðîñìîòðèâàþòñÿ ïà-
ðû (P , t) ñïèñêà õ14, ãäå t - âûðàæåíèå; P - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ
ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. äëÿ t. Åñëè t âõîäèò â ïðåîáðàçóåìûé òåðì çàäà÷è è íå âõî-
äèò â ðåçóëüòàò õ16 åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, èìåþòñÿ ëè åùå êàêèå-ëèáî
âõîæäåíèÿ t â çàäà÷ó, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ ïàðà äàåò ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. Îñîáî
ó÷èòûâàåòñÿ êîììåíòàðèé (êîíòåêñò . . .), â êîòîðîì õðàíÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, îòëîæåí-
íûå äî ìîìåíòà ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Åñëè t áîëüøå íèãäå íå âñòðå÷àåòñÿ, òî (P ,
t) çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ17. Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ýëåìåíòû ñïèñêà õ17 èñêëþ÷àþòñÿ
èç êîììåíòàðèÿ (ñîïðîâîæäåíèå . . .), à ýëåìåíòû íàáîðà õ7 - ðåãèñòðèðóþòñÿ â ýòîì
êîììåíòàðèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ F ñïèñêîâ P , îòíîñÿùèõñÿ ê ýëåìåíòàì
íàáîðà õ17, êîòîðûå íå âñòðå÷àþòñÿ â ñïèñêàõ P îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ êîììåíòàðèÿ
(ñîïðîâîæäåíèå . . .). Â ñïèñêàõ ïîñûëîê è óñëîâèé çàäà÷è âåñà äàííûõ óòâåðæäåíèé
óìåíüøàþòñÿ äî 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòåëþ ïåðåéòè ê ïðåîáðàçîâàíèÿì óòâåðæäå-
íèé, êîòîðûå äî òåêóùåãî ìîìåíòà áûëè "çàìîðîæåíû" êàê îáåñïå÷èâàþùèå ñîïðî-
âîæäåíèå.

Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó
"ïðèåì(35)". Çäåñü ïðîèñõîäèò ó÷åò èìåþùèõñÿ â õ8 èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ
(çàìå÷àíèå A) è (êîììåíòàðèèïîñûëîê A). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ A - êîììåíòàðèé, êîòî-
ðûé íóæíî çàðåãèñòðèðîâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, â ñïèñêå êîììåíòàðèåâ ê çàäà÷å ëèáî
ê åå ñïèñêó ïîñûëîê. Ýòîò êîììåíòàðèé ìîæåò ñîäåðæàòü ñëóæåáíîå ñëîâî "ðåçóëü-
òàò"(îòëè÷íîå îò çàãîëîâêà êîììåíòàðèÿ), âìåñòî êîòîðîãî ïîäñòàâëÿåòñÿ çàìåíÿþ-
ùèé òåðì õ5. Äàëåå êîììåíòàðèé ðåãèñòðèðóåòñÿ â çàäà÷å.

Ïî îêîí÷àíèè ââîäà êîììåíòàðèåâ - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê ôðàãìåíòó, ñîäåð-
æàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(37)". Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ12 óòâåð-
æäåíèé êîíòåêñòà çàìåíû, èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñâîèõ äåé-
ñòâèé. Ïî êîììåíòàðèÿì (âûâîäèìî . . .) ê ïîñûëêàì ñïèñêà õ12 ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê
õ18 èñõîäíûõ ïîñûëîê çàäà÷è, êîñâåííûì îáðàçîì èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì. Åñëè
çàìåíà äåëàåòñÿ â èñõîäíîé ïîñûëêå, òî îíà ñàìà äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ18. Çàòåì
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ18 äîáàâëÿþòñÿ ê êîììåíòàðèþ (âûâîäèìî . . .), îòíîñÿùåìóñÿ
ê òåêóùåé ïîñûëêå (åñëè çàìåíà äåëàåòñÿ â ïîñûëêå) ëèáî êî âñåé çàäà÷å.

Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó
"ïðèåì(38)". Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ îáùàÿ êîððåêöèÿ êîììåíòàðèåâ çàäà÷è, íåîáõîäè-
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ìàÿ ïðè çàìåíå. Íåêîòîðûå èç êîììåíòàðèåâ ìîãëè ññûëàòüñÿ íà íàäòåðìû T çàìåíÿ-
åìîãî òåðìà t è òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ â íèõ ñèíõðîííîé çàìåíû åãî íà çàìåíÿþùèé
òåðì t′. Îáû÷íî òàêèå êîììåíòàðèè èìåþò âèä (A T ), ãäå A - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë,
èñïîëüçóåìûé â êà÷åñòâå çàãîëîâêà. Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà êîììåíòàðèåâ õ21
ýòîãî âèäà, ó êîòîðûõ T åñòü íàäòåðì çàìåíÿåìîãî òåðìà. Ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà
"êîììåíò" óòî÷íÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü êîððåêöèè (íåíóëåâîå çíà÷åíèå îçíà÷àåò îòìå-
íó êîððåêöèè, òàê ÷òî ïî óìîë÷àíèþ îíà âûïîëíÿåòñÿ). Çàòåì ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà â
òåðìå T ïîäòåðìà t íà t′. ×òîáû èçáåæàòü ðàññîãëàñîâàíèé, ðåçóëüòàò çàìåíû ïîä-
âåðãàåòñÿ íåêîòîðîé ñòàíäàðòèçàöèè, àíàëîãè÷íîé òîé, êîòîðàÿ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ
ê õ16 ïðè âûïîëíåíèè ïðèåìîì ñâîåãî îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïî îêîí÷àíèè êîððåêöèè êîììåíòàðèåâ - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê ôðàãìåíòó,
ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(39)". Åñëè çàìåíà ïðîèñõîäèò â óñëîâèè
çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ òàêèå îòëè÷íûå îò ïåðåìåííûõ ïîäòåðìû
s çàìåíÿåìîãî òåðìà, êîòîðûå íå âõîäÿò â çàìåíÿþùèé. Ñïðàâî÷íèê "ïåðåñìîòð"
îïðåäåëÿåò ïî íèì ïîñûëêè è óñëîâèÿ çàäà÷è, ïåðåñòàþùèå áûòü ñîïðîâîæäàþùè-
ìè ïîñëå çàìåíû, è óìåíüøàåò èõ âåñà äî 0. Â ýòîì æå öèêëå íàõîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå,
âõîäÿùèå â çàìåíÿåìûé òåðì, íî îòñóòñòâóþùèå â çàìåíÿåìîì. Òàê êàê èñêëþ÷å-
íèå íåèçâåñòíîé â îäíîì èç óñëîâèé çàäà÷è ìîæåò ïðèâåñòè â òîìó, ÷òî îñòàâøèåñÿ
óñëîâèÿ ñ ýòîé íåèçâåñòíîé äàäóò èñêîìûé îòâåò, âåñà èõ ïîíèæàþòñÿ äî 1. Ýòî àêòè-
âèçèðóåò ïðèåìû óñìîòðåíèÿ îòâåòà. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç
"âåòâü 1".

Åñëè ñïèñîê èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ õ6 èìååò ýëåìåíò (óñòàíîâêà A B), òî
íàõîäèòñÿ öåëü çàäà÷è (A C1 . . . Cn), êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â öåëü (A C1 . . . Cn B).

Åñëè ñïèñîê èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ õ6 èìååò ýëåìåíò (îáîçíà÷åíèÿ A), òî
äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé x ñïèñêà A ââîäèòñÿ íîâàÿ öåëü çàäà÷è (îáîçíà÷åíèå x).
Òàêèå öåëè îïðåäåëÿþò ïåðåìåííûå, âõîæäåíèå êîòîðûõ â îòâåò íåäîïóñòèìî.

Ïîñëå î÷åðåäíîãî ïåðåõîäà ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 1" ïîÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíò ïðî-
ãðàììû, íà÷èíàþùèéñÿ ñ îïåðàòîðà "ðàâíî(õ3 1)". Çäåñü ïðîöåäóðà ðàçâåòâëÿåòñÿ:
îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè çàìåíû â óñëîâèè çàäà÷è è çàìåíû â ïîñûëêå.
Íà÷íåì ñ ïåðâîãî èç íèõ. Äëÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ó êîòîðîé çàìåíÿåìûé òåðì ñî-
äåðæàë íåèçâåñòíûå, à çàìåíÿþùèé íå ñîäåðæèò èõ, âåñà âñåõ ïðî÷èõ íåèçâåñòíûõ
óñëîâèé óìåíüøàþòñÿ äî 1. Ýòî íåñêîëüêî óñèëèâàåò óæå ïðåäïðèíèìàâøèåñÿ âûøå
àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2".

Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ îêîí÷àòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ òåðìà õ16, íà êîòîðûé áó-
äåò çàìåíåíî òåêóùåå óñëîâèå çàäà÷è. Îíà ñîñòîèò â óïîðÿäî÷åíèè îïåðàíäîâ êîììó-
òàòèâíûõ îïåðàöèé, ðàñïîëîæåííûõ â çàìåíÿþùåì òåðìå õ5 ëèáî íà ïóòè îò êîðíÿ
çàìåíÿåìîãî òåðìà ê ìàêñèìàëüíîìó âêëþ÷àþùåìó åãî ëîãè÷åñêîìó êîíòåêñòó (ïî-
ñëåäíèé êîíòåêñò ñïèñêà õ11). Ðåçóëüòàò ñòàíäàðòèçàöèè ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ21.

Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé (âíèìàíèå A) ê ïîñûëêàì çàäà÷è, òî ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ åãî êîððåêöèÿ. Íàáîð A ñîñòîèò èç òðîåê (B1 B2 B3), îïðåäåëÿþùèõ òàêèå
íàáîðû óòâåðæäåíèé B1, ÷òî ïðè çàíåñåíèè ëþáîãî èç íèõ â ñïèñîê ïîñûëîê íóæíî
óìåíüøèòü äî âåëè÷èíû B3 âåñ òåðìà çàäà÷è B2. Ïðè ñîâïàäåíèè B2 ñ çàìåíÿåìûì
óñëîâèåì ïðîèñõîäèò çàìåíà åãî â äàííîé òðîéêå íà õ21. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü
1" ê ôðàãìåíòó, â êîòîðîì àíàëîãè÷íàÿ êîððåêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êîììåíòàðèåâ
(âíèìàíèå A) ê òåêóùåé çàäà÷å íà îïèñàíèå.

Åñëè ñïèñîê õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò "ñòàíäñëåäñòâèå", òî â êîììåíòàðèè (ñòàíä-
ñëåäñòâèå . . .) ðåãèñòðèðóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î âûâîäèìîñòè èñõîäíîé âåðñèè òåêóùåãî
óñëîâèÿ çàäà÷è èç åå íîâîé âåðñèè õ21, ïîïîëíåííîé ñïèñêîì õ12 óòâåðæäåíèé, èñ-
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ïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì. Îáû÷íî ýòè äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà îñíîâ-
íîå ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. íàðóøåíî (íàïðèìåð, ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà), íî
èíôîðìàöèÿ äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé íà î.ä.ç. ìîæåò åùå ïîíàäîáèòüñÿ.

Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "ïðåîáðàçîâàòü" è äëÿ íåå áûë ââåäåí êîììåíòà-
ðèé (êîððåêöèÿïîñûëîê A), òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíò (êîððåêöèÿïîñûëîê B) èç
õ6, è ñïèñîê A ïîïîëíÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ñïèñêà B. Òàêèå äåéñòâèÿ ïîçâîëÿþò íà-
êàïëèâàòü â êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿïîñûëîê A), ñîçäàííûì â çàäà÷å íåêîòîðûì
âíåøíèì ïàêåòíûì íîðìàëèçàòîðîì, âñþ èíôîðìàöèþ î ñîïðîâîæäåíèè ïî î.ä.ç.,
êîòîðàÿ ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ âïîñëåäñòâèè.

Íàêîíåö, ïðèõîäèì ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(42)".
Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà òåêóùåãî óñëîâèÿ çàäà÷è íà òåðì õ21. Ïðåäâàðèòåëüíî
ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â õ21 çàìåíÿþùåãî òåðìà õ5. Åñëè õ21
ñîâïàäàåò ñ òåêóùèì òåðìîì çàäà÷è, òî çàìåíà íå âûïîëíÿåòñÿ, è âûõîä èç îïåðàòîðà
ïî èñòèííîñòíîìó çíà÷åíèþ "ëîæü".

Åñëè õ6 èìååò ýëåìåíò (ïðèìå÷àíèå A), òî âñå ýëåìåíòû íàáîðà A ïðèñîåäèíÿþòñÿ
ê ñïèñêó êîììåíòàðèåâ èçìåíåííîãî óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà-
÷è íà îïèñàíèå óäàëÿþòñÿ âñå êîììåíòàðèè (ïàðàìåòðû . . .) ê èçìåíåííîìó óñëîâèþ,
÷òîáû ðàçáëîêèðîâàòü ïîâòîðíîå óïðîùåíèå åãî èçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé. Åñëè õ6
èìååò ýëåìåíò (âûâîäóñëîâèÿ A B), òî óòâåðæäåíèå A çàíîñèòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé
è ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè B. Åñëè õ6 èìååò ýëåìåíò (óäàëåíèåóñëîâèÿ A),
ïðè÷åì óòâåðæäåíèå A âõîäèò â ñïèñîê óñëîâèé òåêóùåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî îíî
óäàëÿåòñÿ èç ýòîãî ñïèñêà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â õ6 ýëåìåíòà
(íîðì C D), áëîêèðóþùåãî óäàëåíèå óòâåðæäåíèÿ C. Áëîêèðîâêà èìååò ìåñòî, åñëè
C óïîìèíàåòñÿ õîòÿ áû â îäíîì ýëåìåíòå (âûâîäèìî . . .) ñïèñêà D. Åñëè â õ6 èìå-
åòñÿ ýëåìåíò (âõîæäåíèå A), òî A çàìåíÿåòñÿ íà âõîæäåíèå èçìåíåííîãî óñëîâèÿ âî
âíåøíèé ñïèñîê. Òàêèì îáðàçîì èíôîðìàöèÿ î íîâîì âõîæäåíèè òåêóùåãî óñëîâèÿ
â ñïèñîê óñëîâèé (èëè â çàäà÷ó) ïåðåäàåòñÿ âíåøíèì ïðîöåäóðàì.

Åñëè õ6 ñîäåðæèò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "íîðì", òî â õ21 íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûé íàäòåðì T çàìåíÿþùåãî òåðìà, ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê, è
îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò R ïðèìåíåíèÿ ê T íîðìàëèçàòîðà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âû-
ðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ24. Çàòåì, ñíîâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ",
âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà T íà R, è â äàííîé ñèòóàöèè ðåàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû "çàìåíàâ-
õîæäåíèÿ" çàâåðøàåòñÿ.

Åñëè õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò "íîðìàëèçàòîð", òî ïðèåì âûïîëíÿåò îáùóþ ñòàí-
äàðòèçàöèþ. Äâà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäðÿä, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó è òîìó æå
óñëîâèþ (÷òî ðàñïîçíàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîììåíòàðèåâ "íîðìàëèçàòîð"), óêàçûâàþò
íà öåëåñîîáðàçíîñòü îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âñåãî óñëî-
âèÿ ñðàçó. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "áëîêíîðìàëèçàöèè".

Íà ýòîì âåòâü ïðîöåäóðû "çàìåíàâõîæäåíèÿ", îáåñïå÷èâàþùàÿ çàìåíó â óñëî-
âèè, çàâåðøàåòñÿ. Âîçâðàùàåìñÿ ê òî÷êå ðàçâåòâëåíèÿ è ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ
ñëó÷àÿ çàìåíû â ïîñûëêå (ïóíêò "Ñëó÷àé çàìåíû â ïîñûëêå" - "Èñõîäíàÿ òî÷êà").
Êàê è âûøå, ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îêîí÷àòåëüíàÿ âåðñèÿ òåðìà, íà êîòîðûé
áóäåò çàìåíåíà òåêóùàÿ ïîñûëêà.

Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ
åå êîììåíòàðèåâ (ïðîîáðàç f A), (óñëîâèå g A). Ïåðâûé èç íèõ - êîììåíòàðèé ê
ïîñûëêå f ëèáî ê íåêîòîðîé ïîñûëêå ñïèñêà A, îçíà÷àþùèé, ÷òî óòâåðæäåíèå f
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà A. Âòîðîé - êîììåíòàðèé ê íåêîòîðîé ïî-
ñûëêå ñïèñêà A, îçíà÷àþùèé, ÷òî óñëîâèå g âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ïîñûëîê A òåêóùåé çàäà÷è. Ïðè êîððåêöèè îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ
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ñëó÷àè, êîãäà èçìåíÿåìàÿ ïîñûëêà ðàâíà f ëèáî âõîäèò â A. Äàííûå êîììåíòàðèè
íåîáõîäèìû, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîñëåäèòü ïî áëîêó àíàëèçà õîä âûâîäîâ "â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè" (ò.å. òàì, ãäå äåëàëèñü ýêâèâàëåíòíûå ïåðåõîäû). Òàêàÿ îáðàòíàÿ
öåïî÷êà âûâîäîâ ìîæåò ïîçâîëèòü ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê âíåøíåé çàäà÷å íà îïèñàíèå
è çàíåñåíèÿ â íåå íàéäåííûõ ñëåäñòâèé (íàïðèìåð, çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ) îòáðîñèòü
èçáûòî÷íûå óñëîâèÿ. Ïîñëå êîððåêöèè êîììåíòàðèåâ - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü
1".

Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ çàìåíû â óñëîâèè, ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ êîììåíòàðè-
åâ ïîñûëîê (âíèìàíèå . . .). Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå âîçíèêëà ïðè
ðåàëèçàöèè âíåøíåãî íîðìàëèçàòîðà, òî ñ ïîìîùüþ êîììåíòàðèÿ (íîðìàëèçàöèÿ
A) íàõîäèòñÿ ñïèñîê A êîììåíòàðèåâ äàííîãî íîðìàëèçàòîðà. Â A áåðåòñÿ ýëåìåíò
(êîððåêöèÿïîñûëîê . . .), è â íåì ðåãèñòðèðóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î âûâîäèìîñòè íîâîé
âåðñèè ïîñûëêè èç ñòàðîé. Òàêàÿ æå êîððåêöèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ êîììåíòàðèÿ
(êîððåêöèÿïîñûëîê . . .) òåêóùåé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Íàêîíåö, â ôðàãìåíòå ñ êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(27)" âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà
òåêóùåé ïîñûëêè çàäà÷è íà óòâåðæäåíèå õ21.

Åñëè çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé ê ïîñûëêàì "ñìèñòî÷íèê", òî ðåøåíèå åå âû-
ïîëíÿåòñÿ â ñïåöèàëüíîì ðåæèìå "ñ ðàñ÷èñòêîé". Ðåøåíèå ïîâòîðÿåòñÿ äâàæäû,
ïðè÷åì íà ïåðâîì öèêëå íàõîäÿòñÿ ïîñûëêè, ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàííûå ïðè ïî-
ëó÷åíèè îòâåòà, à íà âòîðîì ïðîèñõîäèò âûäà÷à íà ýêðàí òîëüêî øàãîâ ïîëó÷åíèÿ
òàêèõ ïîñûëîê. Ïîñëå îïåðàòîðà "âõîäèò(ñìèñòî÷íèê êîììåíòàðèèïîñûëîê(õ22))"
ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ ñòðóêòóð äàííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûÿâëåíèÿ ôàêòè-
÷åñêè èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2".

Òàê êàê çàäà÷à èçìåíèëàñü, áóôåð îáðàùåíèé ê èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðàì
ñáðàñûâàåòñÿ.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(58)" ïðåäïðèíèìàåòñÿ ó÷åò êîììåíòàðèåâ ïî-
ñûëîê (ïàññèâ A1 A2 A3 A4). Òàêèå êîììåíòàðèè ñîçäàþòñÿ, ÷òîáû ïåðåêëþ÷èòü
âíèìàíèå ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ A1. A3 - ïîñûëêà çàäà÷è, âåñ êîòîðîé äîë-
æåí áûòü â ýòîì ñëó÷àå óìåíüøåí äî A4. Åñëè õ21 èìååò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí âèäà
"ðàâíî(A1 t)", òî âûïîëíÿåòñÿ óìåíüøåíèå âåñà äàííîé ïîñûëêè.

Îñòàëüíûå äåéñòâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ çàìåíû â ïîñûëêå àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ çàìåíû â
óñëîâèè.

2.1.2 Ïðîöåäóðà "âûâîä"

Ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Ïî ÷àñòîòå ïðèìå-
íåíèÿ îíà ñîïîñòàâèìà ñ ïðîöåäóðîé "çàìåíàâõîæäåíèÿ", îäíàêî ýòà ÷àñòîòà ñèëüíî
çàâèñèò îò ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Â "àëãåáðàè÷åñêèõ" ðàçäåëàõ ïðåîáëàäàåò ïðîöåäó-
ðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ", â "ãåîìåòðè÷åñêèõ" - ïðîöåäóðà "âûâîä". Ôîðìàò îáðàùåíèÿ
ê íåé èìååò âèä "âûâîä(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à; õ2 - óòâåðæäåíèå, ïðèñîåäèíÿ-
åìîå ê åå ñïèñêó ïîñûëîê; õ3 - íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, äîïîëíÿþùèõ è
óòî÷íÿþùèõ ðåàëèçàöèþ ïðîöåäóðû. Òèïû ýòèõ ýëåìåíòîâ - òå æå, ÷òî ó ïðîöåäóðû
"çàìåíàâõîæäåíèÿ". Èõ ñïèñîê ìîæíî íàéòè â èíôîðìàöèè ïî ëîãè÷åñêîìó ñèìâîëó
"çàìåíàâõîæäåíèÿ".

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïðîãðàììû ïðîöåäóðû èñïîëüçóåì ïóíêò "Îáùèå ïðîöåäóðû,
èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ" - "Ïðîöåäóðà ÂÛÂÎÄ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Â êà÷åñòâå õ2 ìîæåò âûñòóïàòü ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, ïðåäñòàâëåííàÿ êàê ëîãè-
÷åñêèé ñèìâîë. Òîãäà îíà ñðàçó ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìàò òåðìà. Îïåðàíäû êîììóòà-
òèâíûõ îïåðàöèé â õ2 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïåðåóïîðÿäî÷èâàþòñÿ.
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Åñëè â õ3 èìååòñÿ èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (âûâîäèìî 0), ñèãíàëèçèðóþùèé î
íåâîçìîæíîñòè îáîñíîâàòü êàêèå-òî èñïîëüçóåìûå ïðè âûâîäå óòâåðæäåíèÿ, òî ïðå-
îáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ. Ýòîò òåõíè÷åñêèé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Ïðè
íàëè÷èè â õ3 ýëåìåíòà "âûõîä" çàáëîêèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà âûäàåò èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå "èñòèíà", èíà÷å - "ëîæü".

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ïðèåìû . . .) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è,
áëîêèðóþùåãî ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà âûâîäà.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåâõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ õ2 â ñïèñîê ïîñûëîê. Åñëè õ2 - êâàíòîð-
íàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ñïèñêå ïîñûëîê äðóãîé êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè, ïîëó÷åííîé èç õ2 ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ2 íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé "èñòèíà".

Âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðàì "ó÷åòïðèìåíåíèÿ", "ñèìâîëû", ðåãèñòðè-
ðóþùèì ôàêò ïðèìåíåíèÿ â äàííîé çàäà÷å äàííîãî ïðèåìà.

Åñëè âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ2, èìåþùåå òàêèå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå
íå âñòðå÷àþòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, òî âûïîëíÿåòñÿ êîððåêöèÿ êîììåíòàðèÿ (íîâàÿïå-
ðåìåííàÿ A1 A2) ê ïîñûëêàì òåêóùåé çàäà÷è. Çäåñü A1 - ñïèñîê âñåõ âñïîìîãàòåëü-
íûõ ïåðåìåííûõ, ïîÿâèâøèõñÿ ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé. A2 - íàáîð òîé æå äëèíû, ÷òî
è A1, ó êîòîðîãî íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé x íàáîðà A1, íàõîäèòñÿ
ñïèñîê S(x) âñåõ ââåäåííûõ äî x âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, îò çíà÷åíèé êîòîðûõ
ìîæåò çàâèñåòü çíà÷åíèå x. Íîâûå ïåðåìåííûå x óòâåðæäåíèÿ õ2 äîáàâëÿþòñÿ â êî-
íåö ñïèñêà A1, ïðè÷åì ñïèñêè S(x) äëÿ íèõ ñîñòàâëÿþòñÿ èç âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ, óïîìèíàåìûõ â óòâåðæäåíèÿõ ýëåìåíòîâ (âûâîäèìî . . .) íàáîðà õ3, à
òàêæå èç âñåõ íîâûõ ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèÿ õ2.

Åñëè â íàáîðå õ3 ïðèñóòñòâóåò ýëåìåíò (íîâûéñèìâîë x A), òî òåêóùàÿ çàäà÷à
Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áëîê àíàëèçà íåêîòîðîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′. Íîâàÿ ïå-
ðåìåííàÿ x, ââîäèìàÿ ïðèåìîì, ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó íåèçâåñòíûõ çàäà÷è Z, à
îïðåäåëÿþùèå åå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà A äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è Z ′.
Ïî òàêîé ñõåìå ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îáúåêòû (òî÷êè, ïðÿìûå, è ò.ï.) ïðè äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèÿõ â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Åñëè â íàáîðå õ3 ïðèñóòñòâóåò ýëåìåíò (âñïîìïàðàìåòð x A), òî òåêóùàÿ çàäà-
÷à Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî áëîê àíàëèçà íåêîòîðîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′, ëèáî
èìååò òèï "äîêàçàòü". Ïðèåì ââîäèò íåêîòîðûé íîâûé ïàðàìåòð x, êîòîðûé ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ âðåìåííî ðàññìàòðèâàòü êàê èçâåñòíûé è âûðàçèòü ÷åðåç íåãî íåèçâåñòíûå.
Ïî äîñòèæåíèè òàêîé öåëè ïàðàìåòð áóäåò ïåðåáðîøåí â ðàçðÿä íåèçâåñòíûõ. Åñ-
ëè Z - çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, òî ïåðåìåííàÿ x ðåãèñòðèðóåòñÿ â åå êîììåíòàðèè
(âñïîìïàðàìåòð . . .), ïåðå÷èñëÿþùåì "âðåìåííî èçâåñòíûå" ïàðàìåòðû. Ïðè ýòîì
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà A, îïðåäåëÿþùèå x, äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è Z ′.
Åñëè æå Z - çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî, òî ïåðåìåííàÿ x ðåãèñòðèðóåòñÿ â åå êîììåí-
òàðèè (èçâåñòíî . . .). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåñà âñåõ óòâåðæäåíèé çàäà÷è îáíóëèâàþòñÿ.

Åñëè â íàáîðå õ3 ïðèñóòñòâóåò ýëåìåíò (âñïîìíåèçâåñòíàÿ x), òî òåêóùàÿ çàäà÷à
Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî áëîê àíàëèçà íåêîòîðîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′, ëèáî èìååò
òèï "äîêàçàòü". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ áóäåò âðåìåííî ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê íåèçâåñòíàÿ, ðàâíîïðàâíàÿ ñ ðàíåå ââåäåííûìè íåèçâåñòíûìè. Åñëè Z
- áëîê àíàëèçà, òî ïåðåìåííàÿ x ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêàì íåèçâåñòíûõ êàê çàäà÷è
Z, òàê è çàäà÷è Z ′. Êàæäàÿ èç ýòèõ çàäà÷ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (âñïîìíå-
èçâåñòíàÿ x). Åñëè Z - çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî, òî ïåðåìåííàÿ x ðåãèñòðèðóåòñÿ
â åå êîììåíòàðèè (íåèçâåñòíûå . . .). Âåñà ïîñûëîê è óñëîâèÿ çàäà÷è Z çàìåíÿþòñÿ
íà 0. Ñìûñë ðàçáèåíèÿ ïåðåìåííûõ çàäà÷è íà "èçâåñòíûå" è "íåèçâåñòíûå" ñîñòîèò
çäåñü â óïðàâëåíèè ïðîöåññîì âûðàæåíèÿ îäíèõ åå ïåðåìåííûõ ÷åðåç äðóãèå.
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Åñëè â íàáîðå õ3 ïðèñóòñòâóåò ýëåìåíò (ãåîìðåäàêòîð A), òî íàáîð A ñîäåðæèò
ñïèñîê èíñòðóêöèé ïî ïðåîáðàçîâàíèþ ÷åðòåæà, ñîïðîâîæäàþùåãî çàäà÷ó. Ýòè èí-
ñòðóêöèè ïåðåäàþòñÿ ïðîöåäóðå "äîï÷åðòåæà", ïåðå÷èñëÿþùåé ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
ðàçìåùåíèÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ ÷åðòåæà è îöåíêè ýòèõ âàðèàíòîâ. Îòáèðàåòñÿ ëó÷øèé
âàðèàíò, ðåãèñòèðóåìûé â êîììåíòàðèè (ãåîìðåäàêòîð . . .) ê ïîñûëêàì òåêóùåé çà-
äà÷è. Äàííûé êîììåíòàðèé õðàíèò îïèñàíèå òåêóùåãî ÷åðòåæà.

Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé ïîñûëîê (òðàññïåðå÷èñë A1 A2 A3), òî
ïðè ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà, èìåþùåãî ññûëêó (A1,A2,A3), äîëæåí áûòü
óñòàíîâëåí ðåæèì òðàññèðîâêè ïî ñðàáàòûâàíèÿì ïðèåìîâ íà óðîâíå òåêóùåé çàäà-
÷è. Ïðè íàëè÷èè â õ3 òàêîé ññûëêè ðåàëèçóåòñÿ ïåðåóñòàíîâêà ðåæèìà òðàññèðîâêè.

Ââîäèòñÿ èíäèêàòîð õ4 ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå ïîñûëîê íîâûõ óòâåðæäåíèé, è íà-
÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ õ5 óòâåðæäåíèÿ õ2 äëÿ ðåãèñòðàöèè èõ
â ñïèñêå ïîñûëîê. Îñîáî ó÷èòûâàåòñÿ ñëó÷àé íàëè÷èÿ â õ3 èíôîðìàöèîííîãî ýëå-
ìåíòà (ïðîîáðàç . . .). Òîãäà êîíúþíêöèÿ õ2 íå ðàçáèâàåòñÿ íà ñâîè êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû, à çàíîñèòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê öåëèêîì. Îíà áóäåò ðàçáèòà íà ñîñòàâëÿþùèå
÷àñòè îòäåëüíûì ïðèåìîì, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò è ñîïðîâîæäàþùóþ èíôîðìàöèþ î
âûâîäèìîñòè.

Ñîáñòâåííî çàíîñèìîå â ïîñûëêè óòâåðæäåíèå, ðàñïîëîæåííîå ïî âõîæäåíèþ õ5,
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ6. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îòëè÷íî îò ëîãè÷åñêîé êîíñòàí-
òû "èñòèíà". Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé ê ïîñûëêàì (âû÷åðê A1 A2),
òî A1 - ññûëêà íà ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà; A2 - óòâåðæäåíèå, âûâîä êîòîðîãî ïðèåìîì A1

áëîêèðóåòñÿ. Åñëè A2 = 0, òî ëþáûå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà A1 áëîêèðóþòñÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, íå áëîêèðóåò ëè äàííûé êîììåíòàðèé ðåãèñòðàöèþ óòâåðæäåíèÿ õ6.

Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé (âûâîä A) ê ïîñûëêàì òåêóùåé çàäà÷è, òî â åãî íàáî-
ðå A ïåðå÷èñëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ðàíåå çàíîñèâøèåñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê ïðîöåäóðîé
"âûâîä". Ïîâòîðíîå çàíåñåíèå óòâåðæäåíèÿ õ6 áëîêèðóåòñÿ. Åñëè õ6 - êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â A êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, îòëè÷àþùåéñÿ
ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ. Çàòåì õ6 ðåãèñòðèðóåòñÿ â äàííîì êîììåíòà-
ðèè; óêàçàòåëü õ4 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 1, è õ6 çàíîñèòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è
õ1. Åñëè õ6 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî îíà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "íîâûé",
áëîêèðóþùèì ïðèìåíåíèå ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ.

Ïðè íàëè÷èè â õ3 ýëåìåíòîâ (óäàëåíèåïîñûëêè A) ïðåäïðèíèìàåòñÿ èñêëþ÷åíèå
òåõ ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêàõ A ïîñûëîê, êîòîðûå íå èñïîëüçóþòñÿ êàê ñîïðîâîæäà-
þùèå ïî î.ä.ç.

Äëÿ îòëàäî÷íûõ öåëåé èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (òåêïîñûëêà A). Ó íåãî A - íà-
êîïèòåëü, ñîõðàíÿþùèé ïàðû (óòâåðæäåíèå - ññûëêà íà ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà, ñîçäàâ-
øèé ýòî óòâåðæäåíèå) äëÿ ïÿòíàäöàòè ñàìûõ äëèííûõ ïîñûëîê, âûâåäåííûõ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàññìîòðåíèå õ6 äëÿ êîððåêöèè äàííîãî êîììåí-
òàðèÿ.

Êîððåêòèðóþòñÿ êîììåíòàðèè (ñìèñòî÷íèê . . .), (ïîâòîð . . .), íåîáõîäèìûå äëÿ
óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå ðåæèìà ðåøåíèÿ çàäà÷è "ñ ðàñ÷èñòêîé". Çàòåì - îòêàò ê ïå-
ðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 1".

Âîçíèêàåò ôðàãìåíò, íà÷èíàþùèéñÿ ñ îïåðàòîðà "ñìïîñûëêà(. . .)", êîòîðûé êîð-
ðåêòèðóåò ñòðóêòóðû äàííûõ, èñïîëüçóåìûå èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè äëÿ
áûñòðîãî ïîèñêà â ñïèñêå ïîñûëîê.

Êàê è â ñëó÷àå îïåðàòîðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ", ïðè ðåãèñòðàöèè ðàâåíñòâà â çà-
äà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", àíàëèçèðóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòà-
ðèÿ (ïàññèâ . . .). Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ ïîñûëîê (íîâàÿïîñûëêà . . .) ïðîâåðÿåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü ïîíèæåíèÿ âåñà óêàçàííîé â íåì ïîñûëêè. Ñáðàñûâàåòñÿ áóôåð ðå-
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çóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ ê èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðàì.
Åñëè õ3 èìååò ýëåìåíòû (ïðèìå÷àíèå . . .), òî íîâàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ óêàçàí-

íûìè â íèõ êîììåíòàðèÿìè. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñõîäíûõ ïîñûëîê
çàäà÷è, èñïîëüçîâàííûõ ïðè âûâîäå, è íîâàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðè-
åì (âûâîäèìî õ7). Ââîäèòñÿ òàêæå êîììåíòàðèé "ñëåäñòâèå", ïîçâîëÿþùèé îòëè÷èòü
íîâûå ïîñûëêè îò èñõîäíûõ (áûòü ìîæåò, ïðåîáðàçîâàííûõ).

Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à íå èìååò òèïà "èññëåäîâàòü" è íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà äî-
êàçàòåëüñòâî, îòíîñÿùåéñÿ ê ãåîìåòðèè, òî âåñà âñåõ ïîñûëîê, èìåþùèõ ñ õ6 îáùóþ
ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ, ïîíèæàþòñÿ äî 1. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, óñëî-
âèå êîòîðîé èìååò ñ õ6 îáùóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ, òàêèì æå îáðàçîì ïîíèæàåòñÿ
âåñ óñëîâèÿ.

Åñëè õ3 èìååò èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (ïðîîáðàç A B), ãäå B îòëè÷íî îò 0, òî
ïîñûëêà A, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè âûâîäå, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà
B, îñòàëüíûõ èñïîëüçîâàííûõ ïðè âûâîäå óòâåðæäåíèé è íîâîãî óòâåðæäåíèÿ õ2.
Èíôîðìàöèÿ îá ýòîì ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ (ïðîîáðàç . . .).

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà îáðàáîòêè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ õ6 óòâåðæäåíèÿ õ2 íàõî-
äÿòñÿ ýëåìåíòû (âûâîä . . .), ïåðå÷èñëåííûå â íàáîð õ3, è ðåàëèçóåòñÿ îïðåäåëÿåìûé
èìè âûâîä äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùå-
íèå ê ïðîöåäóðå "âûâîä". Äàëåå, åñëè èíäèêàòîð õ4 ðàâåí 1 (ò.å. âîçíèêëè íîâûå
ïîñûëêè), ïðîèñõîäèò âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî èñòèííîñòíîìó çíà÷åíèþ "èñòèíà",
èíà÷å - âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

2.1.3 Ïðîöåäóðà "âûâîäóñëîâèÿ"

Ïðîöåäóðà "âûâîäóñëîâèÿ" ïðèìåíÿåòñÿ âåñüìà ðåäêî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå íåâûãîäíî ïåðåãðóæàòü èçáûòî÷íîé èíôîðìàöèåé. Îáû÷-
íî îíè ëèáî ïðåîáðàçóþòñÿ ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ëèáî ê íèì äîáàâëÿþòñÿ âûðà-
æàþùèå îòâåò óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïóòåì âûâîäà ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà.
Ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåïîñðåäñòâåííûå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ðàçðåøàþùèå óñëîâèÿ, íåâîçìîæíû, à äîáàâëÿåìîå óñëîâèå îòêðûâàåò ðåàëüíûé
ïóòü ê ïîñëåäóþùåìó èõ ðàçðåøåíèþ, ðåàëèçóåòñÿ âûâîä äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
çàäà÷è. Êðîìå òîãî, äîáàâëÿåìîå óñëîâèå ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ äëÿ
ðàçáîðà ñëó÷àåâ.

Ôîðìàò îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "âûâîäóñëîâèÿ(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 -
çàäà÷à; õ2 - óòâåðæäåíèå, ïðèñîåäèíÿåìîå ê åå ñïèñêó óñëîâèé; õ3 - íàáîð èíôîð-
ìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, äîïîëíÿþùèõ è óòî÷íÿþùèõ ðåàëèçàöèþ ïðîöåäóðû. Òèïû
ýëåìåíòîâ - òå æå, ÷òî ó ïðîöåäóðû "çàìåíàâõîæäåíèÿ". Òàê êàê ïðîöåäóðà èñïîëü-
çóåòñÿ ðåäêî, ïðîãðàììà åå íå âûïîëíÿåò òàêîãî îáúåìà äîïîëíèòåëüíûõ äåéñòâèé,
êàê ïðîãðàììû "çàìåíàâõîæäåíèÿ" è "âûâîä". Ýòó ïðîãðàììó íàõîäèì â òîì æå
ðàçäåëå îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, ÷òî è ïðåäûäóùèå.

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (âûâîäóñëîâèÿ õ2), óêàçûâàþùåãî, ÷òî óò-
âåðæäåíèå õ2 óæå çàíîñèëîñü ðàíåå â ñïèñîê óñëîâèé. Òàêîé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ2 îòñóòñòâóåò â ñïèñêå óñëîâèé è îòëè÷íî îò êîíñòàíòû "èñòèíà".
Çàòåì îíî çàíîñèòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé. Åñëè â õ3 èìååòñÿ ýëåìåíò (ïðèìå÷àíèå A), òî
âñå ýëåìåíòû íàáîðà A ñòàíîâÿòñÿ êîììåíòàðèÿìè ê íîâîìó óñëîâèþ. Ïåðåìåííîé
õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñõîäíûõ ïîñûëîê, èñïîëüçîâàííûõ ïðè âûâîäå óñëîâèÿ.
Ýòîò ñïèñîê ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .) ê òåêóùåé çàäà÷å. Äàí-
íûé êîììåíòàðèé àêêóìóëèðóåò âñå èñõîäíûå ïîñûëêè çàäà÷è, èñïîëüçîâàâøèåñÿ
ïðè ïðåîáðàçîâàíèè åå óñëîâèé.



Ãëàâà 2. Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ 140

Åñëè â õ3 èìååòñÿ ýëåìåíò (çàäà÷à Z), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì, ïåðåä òåì,
êàê ñîçäàòü âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå, ðåøàë âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó Z. Åñëè òèï
çàäà÷è Z - "ïðåîáðàçîâàòü", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ñðåäè åå ïîñû-
ëîê òàêèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìîãëè áû îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè â òåêóùåé çàäà÷å
êàê ñîïðîâîæäàþùèå, ïî î.ä.ç. ëèáî â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå. Äëÿ ýòîãî ïðîñìàòðè-
âàþòñÿ âñå åå ïîñûëêè õ8, íå âõîäÿùèå íè â ñïèñîê ïîñûëîê, íè â ñïèñîê óñëîâèé
òåêóùåé çàäà÷è. Îòáèðàþòñÿ òå èç íèõ, êîòîðûå èìåþò õîòÿ áû îäíó ñâîáîäíóþ ïå-
ðåìåííóþ, ïðè÷åì êàæäîå âõîäÿùåå â íèõ âûðàæåíèå âõîäèò òàêæå â óòâåðæäåíèå
õ2. Ïî êîììåíòàðèÿì (âûâîäèìî . . .) îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê S âñåõ èñõîäíûõ ïîñûëîê
çàäà÷è Z, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ õ8. Åñëè S ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê
òåêóùåé çàäà÷è, òî õ8 çàíîñèòñÿ â åå ïîñûëêè; åñëè îí ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè
ñïèñêîâ ïîñûëîê è óñëîâèé, òî õ8 çàíîñèòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé.

Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð "ó÷åòïðèìåíåíèÿ", "ñèìâîëû" âûïîëíÿåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ
ôàêòà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà â äàííîé çàäà÷å.

Åñëè â õ3 èìååòñÿ ýëåìåíò (âûâîä . . .), îïðåäåëÿþùèé äîïîëíèòåëüíî âûâîäèìûå
óòâåðæäåíèÿ, òî îíè çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê (åñëè âñå èñïîëüçîâàííûå ïðèåìîì
óòâåðæäåíèÿ ñóòü ïîñûëêè) ëèáî â ñïèñîê óñëîâèé. Äàëåå - âûõîä èç ïðîöåäóðû.

2.1.4 Ïðîöåäóðà "çàìåíàâõîæäåíèé"

Åñëè ïðè âûïîëíåíèè ïðèåìà çàìåíû åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàìåíÿåìûé
òåðì t èìååò ìíîãî âõîæäåíèé â çàäà÷ó, ïðè÷åì âñå îíè äîëæíû áûòü çàìåíåíû íà
çàìåíÿþùèé òåðì s, òî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "çàìåíàâõîæäåíèé". Îíà íàõîäèò âñå
âõîæäåíèÿ â çàäà÷ó òåðìà t, êîíòåêñò êîòîðûõ ñîäåðæèò îáîñíîâàíèå äîïóñòèìîñòè
çàìåíû èõ íà s, è âûïîëíÿåò òàêóþ çàìåíó. Ôîðìàò îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå èìååò
âèä "çàìåíàâõîæäåíèé(õ1 õ2 õ3 õ4)", ãäå õ1 - çàäà÷à; õ2 - âõîæäåíèå ïåðâîãî ñèìâîëà
çàìåíÿåìîãî òåðìà t (íåâàæíî â êàêîé òåðì); õ3 - çàìåíÿþùèé òåðì s. õ4 - íàáîð
èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, äîïîëíÿþùèõ è óòî÷íÿþùèõ ðåàëèçàöèþ ïðîöåäóðû.
Òèïû ýëåìåíòîâ - òå æå, ÷òî ó ïðîöåäóðû "çàìåíàâõîæäåíèÿ".

Ïðîãðàììó ïðîöåäóðû ìîæíî íàéòè â òîì æå ðàçäåëå îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, ãäå
íàõîäÿòñÿ ïðåäûäóùèå ïðîöåäóðû. Îíà ñîâñåì íåáîëüøàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå
òåðìîâ s, t; íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ5 óòâåðæäåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ îáîñíîâàíèå çàìåíû;
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî s íå ÿâëÿåòñÿ ïîäòåðìîì òåðìà t, è ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå âõîæäå-
íèÿ â çàäà÷ó òåðìà t. Åñëè èõ êîíòåêñò ñîäåðæèò õ5, ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê
ïðîöåäóðå "çàìåíàâõîæäåíèÿ", âûïîëíÿþùåé çàìåíó äëÿ äàííîãî âõîæäåíèÿ. Ïåðå-
ìåííàÿ õ7 èãðàåò ðîëü èíäèêàòîðà çàìåíû. Åñëè õîòÿ áû îäíà çàìåíà èìåëà ìåñòî,
òî õ7 ñòàíîâèòñÿ ðàâíà 1. Â ýòîì ñëó÷àå âûõîä èç ïðîöåäóðû ïðîèñõîäèò ïî èñòèí-
íîñòíîìó çíà÷åíèþ "èñòèíà"; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

2.1.5 Ïðîöåäóðà "çàìåíàãðóïïû"

Åñëè ïðèåì äîëæåí çàìåíèòü ñðàçó ãðóïïó ïîñûëîê ëèáî ãðóïïó óñëîâèé çàäà÷è íà
îäíî íîâîå óòâåðæäåíèå, òî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "çàìåíàãðóïïû". Ôîðìàò îáðà-
ùåíèÿ ê íåé èìååò âèä "çàìåíàãðóïïû(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)", ãäå õ1 - íàáîð çàìåíÿåìûõ
ïîñûëîê ïðè õ2 = 0 ëèáî íàáîð çàìåíÿåìûõ óñëîâèé ïðè õ2 = 1. õ3 - ïðåîáðàçóåìàÿ
çàäà÷à; õ4 - çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. õ5 - íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, äî-
ïîëíÿþùèõ è óòî÷íÿþùèõ ðåàëèçàöèþ ïðîöåäóðû. Òèïû ýëåìåíòîâ - òå æå, ÷òî ó
ïðîöåäóðû "çàìåíàâõîæäåíèÿ".
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Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû íàõîäèòñÿ ÷åðåç îãëàâëåíèå ïðîãðàìì. Îíà íà÷èíàåòñÿ ñ
ðåãèñòðàöèè ôàêòà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â äàííîé çàäà÷å (ïðîöåäóðû "ó÷åòïðèìåíå-
íèÿ" è "ñèìâîëû"). Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ïðèåìû . . .), áëîêèðóþ-
ùåãî ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå õ4, åñëè îíî áûëî ïðåä-
ñòàâëåíî â ôîðìàòå ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà (ò.å. êîíñòàíòû "èñòèíà" ëèáî "ëîæü"),
ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìàò òåðìà. Â ñïèñêå õ1 çàìåíÿåìûå óòâåðæäåíèÿ çàìåíÿþòñÿ íà
èõ âõîæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â ñïèñîê ïîñûëîê ëèáî â ñïèñîê óñëîâèé. Ïåðåìåííîé
õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ èñõîäíûõ ïîñûëîê, èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì. Â ñëó÷àå
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå èñêëþ÷àþòñÿ âñå êîììåíòàðèè (ïðîîáðàç . . .) ê îñòàþùèìñÿ
ïîñûëêàì, â êîòîðûõ åñòü ññûëêà íà çàìåíÿåìûå ïîñûëêè.

Åñëè õ5 ñîäåðæèò ýëåìåíò (íîâûéñèìâîë . . .), óêàçûâàþùèé íîâûå îáúåêòû, ââî-
äèìûå ïðèåìîì, òî îí îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ïðîöåäóðå "âûâîä".

Åñëè õ5 ñîäåðæèò ýëåìåíò (ïîñûëêà A1 A2), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ,
èñïîëüçîâàííûå ïðèåìîì, ñóòü ïîñûëêè. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå A1 çàíîñèòñÿ â
ñïèñîê ïîñûëîê è ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè A2. Äàëåå ðàçäåëüíî ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñëó÷àè çàìåíû ïîñûëîê è óñëîâèé.

Åñëè çàìåíÿþòñÿ ïîñûëêè, òî ïðåæäå âñåãî äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ ïîñûëêà õ4. Êîð-
ðåêòèðóþòñÿ ñòðóêòóðû äàííûõ, èñïîëüçóåìûå èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè.
Íîâàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè, èçâëåêàåìûìè èç èìåþùèõñÿ â õ5
ýëåìåíòîâ (ïðèìå÷àíèå . . .). Äëÿ íåå òàêæå ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé (âûâîäèìî õ8).
Äàëåå ïðîèñõîäèò óäàëåíèå âñåõ çàìåíÿåìûõ ïîñûëîê. Íà îñíîâå ýëåìåíòîâ (âûâîä
. . .) èç íàáîðà õ5 îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Åñëè çàìåíÿþòñÿ óñëîâèÿ, òî äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû: ñíà÷àëà âîäèòñÿ íîâîå óñëî-
âèå, à çàòåì îòáðàñûâàþòñÿ çàìåíÿåìûå. Ðåàëèçóåòñÿ ó÷åò ýëåìåíòîâ (óäàëåíèåóñëî-
âèÿ . . .) è (âûâîä . . .), èìåþùèõñÿ â ñïèñêå õ5.

2.1.6 Ïðîöåäóðà "ïîïûòêàçàìåíû"

Åñëè åñòü îïàñåíèÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ïðèåìîì çàìåíà ìîæåò çàâåñòè çàäà÷ó â òóïèê,
òî ðåàëèçóåòñÿ "îñòîðîæíûé" ðåæèì. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñðàçó èçìåíèòü òåêóùóþ
çàäà÷ó Z, ñîçäàåòñÿ åå êîïèÿ Z ′, è çàìåíà äåëàåòñÿ â êîïèè. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà äîâåñòè äî îòâåòà çàäà÷ó Z ′. Åñëè îòâåò ïîëó÷åí, òî îí ïåðåäà-
åòñÿ â çàäà÷ó Z. Èíà÷å - ðåøåíèå çàäà÷è Z ïðîäîëæàåòñÿ áåç ïðèìåíåíèÿ äàííîãî
ïðèåìà. Óêàçàííûå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðîöåäóðîé "ïîïûòêàçàìåíû(õ1 õ2 õ3 õ4
õ5)". Ñìûñë âõîäíûõ äàííûõ òîò æå, ÷òî â ïðîöåäóðå "çàìåíàâõîæäåíèÿ(õ1 õ2 1 õ3
õ4 õ5)". Èíûìè ñëîâàìè, (õ1, õ2, 1) - êîîðäèíàòà âõîæäåíèÿ çàìåíÿåìîãî ïîäòåðìà
óñëîâèÿ çàäà÷è õ3; õ4 - çàìåíÿþùèé òåðì; õ5 - íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ,
óòî÷íÿþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå.

Âõîäèì â ïðîãðàììó ïðîöåäóðû ÷åðåç îãëàâëåíèå ïðîãðàìì è íà÷èíàåì ïðîñëå-
æèâàòü âûïîëíÿåìûå äåéñòâèÿ. Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òèï çàäà÷è - "äîêà-
çàòü" ëèáî "îïèñàòü". ×òîáû çàáëîêèðîâàòü ïîâòîðåíèå íåóäà÷íîé ïîïûòêè çàìåíû,
èñïîëüçóåòñÿ "çàùåëêà", ðåàëèçîâàííàÿ ÷åðåç êîììåíòàðèé (ïîïûòêàçàìåíû . . .). Ïå-
ðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ òåêóùåé çàäà÷è. Åñëè â íàáîðå õ5 èìååòñÿ ýëåìåíò
(Çàìå÷àíèå A), òî ñïèñîê A ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê êîììåíòàðèÿì çàäà÷è õ6. Ïåðåìåííûì
õ8 è õ7 ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå â çàäà÷å õ6 è âõîæäå-
íèå òîãî òåðìà çàäà÷è õ6, âíóòðè êîòîðîãî îíî ðàñïîëîæåíî. Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé
(çàìåíàâõîæäåíèÿ õ8 õ7 õ4 õ5) çàäà÷è õ6, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ
ýòîé çàäà÷è. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü îáðàùåíèÿ - òàêîé æå, êàê ó òåêóùåé çàäà÷è
Z. Ïåðâûé æå øàã ðåøåíèÿ çàäà÷è õ6 áóäåò ñîñòîÿòü â èçâëå÷åíèè êîììåíòàðèÿ (çà-
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ìåíàâõîæäåíèÿ õ8 õ7 õ4 õ5) è îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðå "çàìåíàâõîæäåíèÿ(õ8 õ7 1 õ6
õ4 õ5)".

Åñëè íà çàäà÷ó õ6 ïîëó÷åí îòâåò õ9, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïðè åå ðåøåíèè èñõîäíûõ ïîñûëîê, êîòîðûé ïåðåäàåòñÿ
âî âíåøíþþ çàäà÷ó õ3. Åñëè õ3 - çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî, òî åå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ
íà "èñòèíà", èíà÷å - åå ñïèñîê óñëîâèé çàìåíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâî êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ îòâåòà õ9. Çàäà÷à õ3 ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îòâåò", èíèöèèðóþùèì
íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà, è âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "èñòèíà". Åñëè íà
çàäà÷ó õ6 ïîëó÷åí "îòêàç", òî - âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

2.1.7 Ïðîöåäóðû "ïîïûòêàñïóñêà", "Ïîïûòêàñïóñêà"

Åñëè çàìåíÿåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èëè îïèñàíèå, ëèáî ãðóïïà óñëî-
âèé çàäà÷è íà îïèñàíèé, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ "îñòîðîæíûé" ðåæèì, òî èñïîëüçóþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðîöåäóðû "ïîïûòêàñïóñêà" è "Ïîïûòêàñïóñêà".

Îáðàùåíèå ê ïåðâîé èç íèõ èìååò âèä "ïîïûòêàñïóñêà(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 -
çàäà÷à; õ2 - âõîæäåíèå åå óñëîâèÿ â ñïèñîê óñëîâèé ëèáî â çàäà÷ó; õ3 - íîâîå óñëîâèå;
õ4 - íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, óòî÷íÿþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå. Îáðàùåíèå êî
âòîðîé ïðîöåäóðå èìååò âèä "Ïîïûòêàñïóñêà(õ1 õ2 õ3 õ4)"; åäèíñòâåííîå îòëè÷èå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî õ2 - íå åäèíñòâåííîå óñëîâèå, à íàáîð óñëîâèé. Ïðîãðàììû îáåèõ
ïðîöåäóð àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííîé âûøå ïðîãðàììå "ïîïûòêàçàìåíû".

2.1.8 Ïðîöåäóðà "îáîçíà÷åíèå"

Â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ïðîãðàììà", òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñèñòåìó
óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ.
Èíîãäà çäåñü áûâàåò ïîëåçíî âûäåëèòü íåêîòîðîå ïîäâûðàæåíèå t (âîîáùå ãîâîðÿ,
ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå), âûáðàòü äëÿ íåãî â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ x, è çàíåñòè â ñïèñîê óñëîâèé äîïîëíèòåëüíîå ðàâåíñòâî x = t, îáúÿâèâ ïåðå-
ìåííóþ x íåèçâåñòíîé. Ïðè ýòîì âñå âõîæäåíèÿ t â óñëîâèÿ çàäà÷è çàìåíÿþòñÿ íà
x, à ïîñûëêà x = t ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "áëîê", áëîêèðóþùèì îáðàòíóþ
çàìåíó. Çàäà÷à ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (âñïîìïàðàìåòð x). Âñå ýòè äåéñòâèÿ
ðåàëèçóþòñÿ ïðîöåäóðîé "îáîçíà÷åíèå(õ1 õ2)", ãäå õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå;
õ2 - âûðàæåíèå t.

2.1.9 Ïðîöåäóðà "ó÷åòïðèìåíåíèÿ"

Ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ó÷åòà ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà â êîììåíòàðèÿõ ê ïîñûë-
êàì èñõîäíîé çàäà÷è. Ê íåé îáðàùàþòñÿ ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû, ðåàëèçóþùèå îñíîâ-
íîå äåéñòâèå ïðèåìà (çàìåíà ïîäòåðìà, âûâîä ñëåäñòâèÿ, è ò.ï.). Ñîõðàíåííàÿ â êîì-
ìåíòàðèÿõ èíôîðìàöèÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà ñîîòâåòñòâóþùèìè îáùèìè ïðîöåäóðà-
ìè, çàïóñêàåìûìè ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ôîðìàò îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå
èìååò âèä "ó÷åòïðèìåíåíèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - èñõîäíàÿ çàäà÷à; (õ2, õ3, õ4) -
ññûëêà íà ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà: õ2 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë; õ3 - íîìåð óçëà ñòàòüè ñèìâîëà
õ2; õ4 - çàãîëîâîê ïðèåìà.

Íà ïåðèîä âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ñ÷åò÷èê øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà îòêëþ-
÷àåòñÿ. Ïðîöåäóðà ðàññìàòðèâàåò ñëåäóþùèå êîììåíòàðèè ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çà-
äà÷è:
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1. Êîììåíòàðèé (ñïèñîê A), ïåðå÷èñëÿþùèé â íàáîðå A óñòàíîâêè (B1 B2 B3 B4)
íà ðåãèñòðàöèþ ñðàáàòûâàíèé ïðèåìà â áóôåðå çàäà÷íèêà. Çäåñü (B1 B2 B3) -
ññûëêà íà ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà; B4 - èíäèêàòîð ñðàáàòûâàíèÿ. Åñëè óêàçàííàÿ
ññûëêà ñîâïàäàåò ñ (õ2, õ3, õ4), òî èíäèêàòîð B4 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 1;

2. Êîììåíòàðèé (çàäà÷à A1 A2), èñïîëüçóåìûé â êà÷åñòâå íàêîïèòåëÿ èíôîðìà-
öèè äëÿ àðõèâà çàäà÷íèêà. A1 - íàêîïèòåëü ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, âîçíèêàþùèõ
ïðè ðåøåíèè â ïîñûëêàõ è óñëîâèÿõ çàäà÷è; A2 - íàêîïèòåëü ññûëîê íà ñðàáî-
òàâøèå ïðèåìû, îáðàçîâàííûé ïàðàìè (B1 B2). Çäåñü B1 - çàãîëîâîê ïðèåìà; B2

- íàáîð ïàð (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íàáîð íîìåðîâ óçëîâ ïðèåìîâ). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñðàáîòàâøèé ïðèåì íå ÿâëÿåòñÿ ïðèåìîì íîðìàëèçàòîðà îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè, ïîñëå ÷åãî ññûëêà íà íåãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â A2. Íàáîð A1 êîððåêòèðóåòñÿ
äðóãîé ïðîöåäóðîé - "ñèìâîëû(. . .)". Àðõèâ çàäà÷íèêà ïîçâîëèò íàéòè âñå çàäà-
÷è, ãäå ñðàáàòûâàë çàäàííûé ïðèåì, à òàêæå âñå çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ
ïîÿâëÿëñÿ çàäàííûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë.

3. Êîììåíòàðèé (ó÷åòïðèìåíåíèÿ A), èñïîëüçóåìûé ïðîöåäóðîé âûâîäà òåîðåì
äëÿ íàêîïëåíèÿ èíôîðìàöèè î òåîðåìàõ ñðàáîòàâøèõ ïðèåìîâ. A - íàáîð ïàð
(ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íàáîð íîìåðîâ òåîðåì ñðàáîòàâøèõ ïðèåìîâ, çàêðåïëåí-
íûõ çà äàííûì ñèìâîëîì);

4. Êîììåíòàðèé (âûïèñêà A), èñïîëüçóåìûé äëÿ íàêîïëåíèÿ ñòàòèñòèêè î "õîëî-
ñòîì õîäå" ïðèåìîâ è ÷èñëå èõ ñðàáàòûâàíèé. A - íàáîð ïàð (B1 B2), ãäå B1 -
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë; B2 - íàêîïèòåëü äàííûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðèåìàì ÃÅÍÎ-
ËÎÃà, çàêðåïëåííûì çà ýòèì ñèìâîëîì. Ýòîò íàêîïèòåëü ñîñòîèò èç ïàð (C1

C2), ãäå C1 - çàãîëîâîê ïðèåìà; C2 - íàêîïèòåëü äàííûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðè-
åìàì ñèìâîëà B1, èìåþùèì çàãîëîâîê C1. Îí ñîñòîèò èç òðîåê (D1 D2 D3),
ãäå D1 - íîìåð óçëà ïðèåìà; D2 - ñ÷åò÷èê õîëîñòîãî õîäà, ðàâíûé ÷èñëó òûñÿ÷
øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà, çàòðà÷åííûõ íà ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà,
íå ïðèâåäøèå ê åãî ñðàáàòûâàíèþ. Äàííàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâëåíà â ôîðìà-
òå ñèìâîëüíîãî ÷èñëà. Ñ÷åò÷èê âêëþ÷àåòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç îïåðàòîð
"êîíòðîëüïðèåìà(. . .)" è êîððåêòèðóåòñÿ ïðè îòêàòå. Ýòî äåëàåòñÿ èíòåðïðåòà-
òîðîì ËÎÑà àâòîìàòè÷åñêè; íóæíî ëèøü ñîçäàòü êîììåíòàðèé (âûïèñêà . . .) ê
ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è è èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(êîíòðîëü 1)"
äëÿ âêëþ÷åíèÿ ðåæèìà êîíòðîëÿ õîëîñòîãî õîäà. Çíà÷åíèå D3 - ñ÷åò÷èê ÷èñëà
ïðèìåíåíèé ïðèåìà. Èìåííî îíî è êîððåêòèðóåòñÿ ïðîöåäóðîé "ó÷åòïðèìåíå-
íèÿ".

2.2 Çàâåðøåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå ïðè çàâåðøåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è,
îáðûâå ðåøåíèÿ ëèáî îòêàòå.

2.2.1 Ïðîöåäóðà "ðåäàêòîðîòâåòà"

Ïîñëå òîãî, êàê ïðèåì óñìàòðèâàåò, ÷òî çàäà÷à íà îïèñàíèå ðåøåíà, îí îáû÷íî îáðà-
ùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà", âûïîëíÿþùåé çàâåðøàþùóþ îáðàáîòêó óñëî-
âèé çàäà÷è ïåðåä âûäà÷åé îòâåòà. Òàêîå îáðàùåíèå íåîáõîäèìî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà êîììåíòàðèè çàäà÷è ìîãóò ñîäåðæàòü ôðàãìåíòû îòâåòà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàíåå
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èñêëþ÷åííûì íåèçâåñòíûì. Êðîìå òîãî, îíî íåîáõîäèìî äëÿ ó÷åòà öåëåé, îïðåäåëÿ-
þùèõ óïðîùåíèå îòâåòà (íàïðèìåð, äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ óñëîâèé íà èçâåñòíûå
ïàðàìåòðû).

Ôîðìàò îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "ðåäàêòîðîòâåòà(õ1 õ2 õ3)". õ1 - òå-
êóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, õ2 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà èçâåñòíûå
ïåðåìåííûå, âûòåêàþùèõ èç óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè. Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ
îêîí÷àòåëüíûé îòâåò çàäà÷è õ1. Íåïóñòîå çíà÷åíèå õ2 âñòðå÷àåòñÿ ðåäêî; îíî îïðå-
äåëÿåòñÿ òåîðåìàìè ïðèåìîâ "îòâåò(. . .)" ïî ñòàíäàðòíîìó âèäó ÿâíîãî îïèñàíèÿ.
Íàïðèìåð, åñëè óñëîâèÿ çàäà÷è ñîäåðæàò îïèñàíèå a ∈ x, x ⊆ b íåèçâåñòíîãî ìíîæå-
ñòâà x, òî â ñïèñîê õ2 âêëþ÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå a ∈ b.

Âûõîäèì íà íà÷àëî ïðîãðàììû "ðåäàêòîðîòâåòà" ÷åðåç òîò æå ðàçäåë îãëàâëåíèÿ
ïðîãðàìì, â êîòîðîì ðàçìåùåíû ïðîöåäóðû ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷.

Ïðåæäå âñåãî, êîíòðîëèðóþòñÿ öåëè (îáîçíà÷åíèå x), óêàçûâàþùèå ïåðåìåííûå
x, êîòîðûå íå äîëæíû âõîäèòü â îòâåò. Åñëè íåêîòîðàÿ òàêàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ
â ñïèñêå óñëîâèé, ïðîöåäóðà âûäàåò "îòêàç" (â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ñâîåé âûõîäíîé
ïåðåìåííîé õ3).

Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "èññëåäîâàòü", òî åå ðåøåíèå ñîñòîÿëî â íàêîïëåíèè ñïèñ-
êà óòâåðæäåíèé, äàþùèõ òðåáóåìóþ îáùóþ õàðàêòåðèçàöèþ íåèçâåñòíûõ. Òàê êàê
íîâûå óòâåðæäåíèÿ çàíîñÿòñÿ â íà÷àëî ñïèñêà óñëîâèé, òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ õðîíîëî-
ãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óòâåðæäåíèé èõ ïîðÿäîê ìåíÿåòñÿ íà îáðàòíûé, ïîñëå
÷åãî âûäàåòñÿ èõ êîíúþíêöèÿ.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è, ïîïîë-
íåííûé óòâåðæäåíèÿìè íàáîðà õ2. Ïðîâåðÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îáðàùåíèÿ ê âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Îñíîâíûìè
ïðèçíàêàìè, óêàçûâàþùèìè íà íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è,
ñëóæàò íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (êîíòåêñò . . .), ëèáî êîììåíòàðèÿ (ñîêðàùíåèçâ . . .),
ëèáî íàëè÷èå öåëè "óïðîñòèòü".

Åñëè âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ââîäèòü íå íóæíî, òî ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1".
Çäåñü àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà çàäà÷à èìååò öåëü "ïðèìåð". Åñëè îíà èìååò
òàêæå öåëü "ïîëíûé", òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è, íå ñîäåðæàùèå íåèç-
âåñòíûõ, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè åå ïîñûëîê. Ïðè íåóäà÷å âûäàåòñÿ "îòêàç". Èíà÷å
êîììåíòàðèé (âûâîäèìî . . .) ïîïîëíÿåòñÿ ïîñûëêàìè, èñïîëüçîâàííûìè ïðè ïðîâåð-
êå, è â êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ êîíúþíêöèÿ âñåõ óñëîâèé, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå.

Åñëè çàäà÷à ñ öåëüþ "ïðèìåð" íå èìååò öåëè "ïîëíûé", òî ïåðåõîä ÷åðåç "èíà-
÷å 2". Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà óñëîâèé çàäà÷è, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñò-
íûõ. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü, ÷òî òàêîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
îñòàëüíûõ óñëîâèé è ïîñûëîê. Ïðè óñïåõå óñëîâèå óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà óñëîâèé è èç
çàãîòîâêè îòâåòà õ4. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 1".

Åñëè çàäà÷à íå èìåëà öåëè "ïðèìåð", à òàêæå ïî çàâåðøåíèè óêàçàííîãî âûøå
öèêëà ïîïûòîê îòáðîñèòü èçâåñòíûå óñëîâèÿ, - âûäàåòñÿ îòâåò. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êîíúþíêöèþ âñåõ íå âõîäÿùèõ â ïîñûëêè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ4.

Åñëè áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå î ñîçäàíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ ðåäàêòèðî-
âàíèÿ îòâåòà, òî ïðåæäå âñåãî àíàëèçèðóåòñÿ êîììåíòàðèé (ñîêðàùíåèçâ A1 A2). Îí
âîçíèê ïðè ðåøåíèè âíåøíåé çàäà÷è A1 ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè, êîãäà âðåìåí-
íî áûëà ñîõðàíåíà ëèøü îäíà íåèçâåñòíàÿ, à îñòàëüíûå îáúÿâëåíû èçâåñòíûìè. A2

- ñïèñîê òàêèõ "âðåìåííî èçâåñòíûõ" ïåðåìåííûõ. Íàëè÷èå äàííîãî êîììåíòàðèÿ
îçíà÷àåò, ÷òî ðåàëèçîâàí ëèøü ïåðâûé ýòàï ðåøåíèÿ, è ðå÷ü èäåò íå î ðåäàêòèðî-
âàíèè îòâåòà, à î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ ïîñëå òîãî, êàê îäíà èç íåèçâåñòíûõ áûëà
âûðàæåíà ÷åðåç ïðî÷èå íåèçâåñòíûå.
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Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(2)" ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ A2, ïåðåìåí-
íîé õ7 - íàáîð âñåõ ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå òåêóùåé çàäà÷è óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ4; ïåðåìåííîé õ8 - íàáîð îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ4. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ9
òàêèõ óòâåðæäåíèé èç õ7, ÷òî âûïîëíåíèå èõ ìîæåò ïîâëå÷ü êàêèå-òî íåâûðîæäåí-
íûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ6. Ê íàáîðó õ8
äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà-
÷è, ïðè êîòîðûõ èñòèííà êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ9. Òåïåðü õ8 áóäåò èãðàòü
ðîëü ñïèñêà óñëîâèé, êîòîðûå íóæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî "îñòàâøèõñÿ íåèçâåñò-
íûõ" ñïèñêà õ6, â òî âðåìÿ êàê õ7 ÿâëÿåòñÿ îòëîæåííûì äî ìîìåíòà ðåäàêòèðîâàíèÿ
ôðàãìåíòîì îòâåòà. Ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ñîêðàùíåèçâ" ñîçäàåòñÿ ñïèñîê öåëåé
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå õ10, èìåþùåé ñïèñîê óñëîâèé õ8 è ïðåæíèé
ñïèñîê ïîñûëîê. Òå íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå çàäà÷è õ10, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
â õ7, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è õ10 êàê ñóùåñòâåííûå. Ôðàãìåíò îòâåòà
õ7 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (êîíòåêñò . . .). Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ðåøèòü çàäà÷ó õ10. Åñëè íà íåå ïîëó÷åí "îòêàç", òî âûäàåòñÿ "îòêàç" íà òåêóùóþ
çàäà÷ó. Èíà÷å - ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåíåñåíèå èç õ10 â òåêóùóþ çàäà÷ó òåõ êîììåí-
òàðèåâ, êîòîðûå ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ âïîñëåäñòâèè. Åñëè íàéäåííûé îòâåò R ñîäåðæèò
ïåðåìåííûå x, óïîìÿíóòûå â êîììåíòàðèÿõ (âñïîìïàðàìåòð x), òî âûäàåòñÿ îòêàç.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûäàåòñÿ îòâåò R.

Åñëè êîììåíòàðèÿ (ñîêðàùíåèçâ . . .) íå áûëî, òî ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2". Çäåñü
áóäåò ïðîèñõîäèòü ñîáñòâåííî ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäñëó-
÷àÿ.

Ïåðâûé èç íèõ - íàëè÷èå öåëè (ñåðèÿ n1 . . . nk). Òîãäà äàííàÿ çàäà÷à âîçíèêëà ïðè
ðåäàêòèðîâàíèè íåêîòîðîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, ïðè÷åì n1, . . . , nk

- âñå åãî ïàðàìåòðû. ×òîáû çàâåðøèòü ðåäàêòèðîâàíèå, íóæíî ðàçðåøèòü îòíîñè-
òåëüíî n1, . . . , nk èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ4. Èíà÷å óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû
ñîõðàíÿò íåÿâíûé âèä.

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ ïàðàìåòðîâ n1, . . . , nk, êîòîðûå ÿâíûì
îáðàçîì âñòðå÷àþòñÿ â ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ4, à òàêæå
â ôðàãìåíòàõ îòâåòà èç êîììåíòàðèåâ (êîíòåêñò . . .). Óñëîâèÿ íà ýòè ïàðàìåòðû
äîëæíû ÿâíûì îáðàçîì ïðèñóòñòâîâàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè. Ïåðåìåííîé
õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ; îíè ìîãóò â ïàðàìåòðè÷åñêîì îïè-
ñàíèè áûòü îòáðîøåíû. Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à õ9, óñëîâèÿìè êîòîðîé
ñëóæàò âñå íå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûõ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ4. Íåèçâåñòíûìè çàäà-
÷è õ9 ÿâëÿþòñÿ âñå ïàðàìåòðû n1, . . . , nk, ïðè÷åì ïåðåìåííûå ñïèñêà õ8 îáúÿâëåíû
íåñóùåñòâåííûìè íåèçâåñòíûìè. Åé ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè (êîíòåêñò . . .), â êîòî-
ðûõ ðåãèñòðèðóþòñÿ òàêæå âñå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ4. Â
çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ öåëè "óïðîñòèòü", ðåøåíèå çàäà÷è õ9 ïðåäïðèíèìàåòñÿ äî
ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 9 ëèáî 5. Åå îòâåò õ10 âûäàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîöå-
äóðû. Åñëè õ10 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç", òî ïðåäâàðèòåëüíî â òåêóùóþ çàäà÷ó
èç çàäà÷è õ9 ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè, êîòîðûå ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Âòîðîé ïîäñëó÷àé - îáùèé ñëó÷àé ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà (â ÷àñòíîñòè, âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ çàäà÷à õ9 èç ïðåäûäóùåãî ïîäñëó÷àÿ áóäåò, â êîíöå ñâîåãî ðåøåíèÿ, îá-
ðàáàòûâàòüñÿ ÷åðåç äàííûé ïîäñëó÷àé). Çäåñü ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå õ5, óñëîâèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ4. Öåëè åå áåðóò-
ñÿ èç òåêóùåé çàäà÷è (êðîìå öåëè "ïåðå÷èñëåíèå"), è ê íèì äîáàâëÿåòñÿ öåëü "ðå-
äàêöèÿ". Ïðè îòñóòñòâèè óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè (êðîìå íåêîòîðûõ îñîáûõ öåëåâûõ
óñòàíîâîê) çàäà÷å õ5 ïðèäàåòñÿ öåëü "ïðîâåðêà", èíèöèèðóþùàÿ ïîïûòêè äîâåñòè åå
îòâåò äî ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû. Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé (êîíòåêñò . . .), òî ñîõðà-
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íåííûå â íåì ôðàãìåíòû îòâåòà äîáàâëÿþòñÿ ê óñëîâèÿì çàäà÷è õ5. Â ýòîì ñëó÷àå
öåëè çàäà÷è õ5 áåðóòñÿ èç òîé çàäà÷è, êîòîðàÿ áûëà óêàçàíà â êîììåíòàðèè, ïðè÷åì
ê íèì äîáàâëÿåòñÿ ñèìâîë "ðåäàêöèÿ". Â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ öåëè "óïðîñòèòü",
ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü çàäà÷è õ5 áåðåòñÿ ðàâíûì 9 ëèáî 5. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ
âûïîëíÿåòñÿ ïåðåíåñåíèå â òåêóùóþ çàäà÷ó òåõ êîììåíòàðèåâ çàäà÷è õ5, êîòîðûå
ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ â äàëüíåéøåì. Çàòåì îòâåò çàäà÷è õ5 âûäàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò
ðàáîòû ïðîöåäóðû.

2.2.2 Ïðîöåäóðà "çàìåùåíèåóñëîâèé"

Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå Z, ÿâëÿþùåéñÿ áëîêîì àíàëèçà âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′, ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ R, ñîñòàâëÿþùèå ÷àñòü îòâåòà ïîñëåä-
íåé çàäà÷è, ëèáî âûðàæàþùèå îäíè íåèçâåñòíûå ÷åðåç äðóãèå, ëèáî îïðåäåëÿþùèå
ðàçáîð ñëó÷àåâ, òî îíè ïåðåíîñÿòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è Z ′. Ïðè ýòîì ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà èñêëþ÷èòü âñå óñëîâèÿ U çàäà÷è Z ′, îêàçûâàþùèåñÿ ñëåäñòâèÿìè
óòâåðæäåíèé R è îñòàëüíûõ óñëîâèé. Òàêîå èñêëþ÷åíèå èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìî-
ñòè ñïåöèàëüíî âûïîëíÿòü ïðîâåðêó óñëîâèé U . Ïåðå÷èñëåííûå äåéñòâèÿ (âêëþ÷àÿ
ïîèñê óñëîâèé U) âûïîëíÿþòñÿ ïðîöåäóðîé "çàìåùåíèåóñëîâèé(õ1 õ2)", èñïîëüçó-
åìîé ïðèåìàìè ïåðåä îáðûâîì ðàññìîòðåíèÿ áëîêà àíàëèçà. Åå âõîäíûå äàííûå -
òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ1 è íàáîð õ2 ïîñûëîê çàäà÷è õ1, êîòîðûå òðåáóåò-
ñÿ ïåðåíåñòè â çàäà÷ó Z ′ (ò.å. íàáîð R). ×òîáû îïðåäåëèòü ñïèñîê U , èñïîëüçóþòñÿ
êîììåíòàðèè îá îáðàòíîé âûâîäèìîñòè, ñîõðàíÿåìûå â áëîêå àíàëèçà.

Ïðîöåäóðà íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó ñ òîãî, ÷òî îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "áëîêçà-
ìåùåíèÿ", àíàëèçèðóþùåìó îáðàòíûå âûâîäû â áëîêå àíàëèçà. Ôîðìàò îáðàùåíèÿ
ê ýòîìó îïåðàòîðó èìååò âèä "áëîêçàìåùåíèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1, õ2 - âõîä-
íûå äàííûå ïðîöåäóðû "çàìåùåíèåóñëîâèé". Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð U
óñëîâèé çàäà÷è Z ′, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäñòâèÿìè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ2, ïîïîëíåííûõ
ïîñûëêàìè çàäà÷è Z ′ è íåêîòîðûìè ïîñûëêàìè D çàäà÷è Z. Ïîñëåäíèå áóäóò èã-
ðàòü ðîëü óòâåðæäåíèé, ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ2 ïðè çàíåñåíèè â
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà (C1 C2 C3), ãäå
C1 - îáúåäèíåíèå D ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è Z ′, èñïîëüçîâàííûìè äëÿ âûâîäà U èç õ2;
C2 - íàáîð íåêîòîðûõ ïîñûëîê çàäà÷è Z ′, äëÿ êîòîðûõ ïî êîììåíòàðèÿì (ïðîîáðàç
. . .) óñìàòðèâàåòñÿ èõ âûâîäèìîñòü èç õ2, D è ïîñûëîê çàäà÷è Z ′. C3 - íàáîð, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà C2. Íà ïîçèöèè ýòîãî íàáîðà, ñîîòâåòñòâóþùåé óòâåð-
æäåíèþ F íàáîðà C2, ðàñïîëàãàåòñÿ ñïèñîê ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàííûõ ïðè âûâîäå
F èç õ2 óòâåðæäåíèé D è ïîñûëîê çàäà÷è Z ′.

Ðàññìîòðèì ïðîãðàììó îïåðàòîðà "áëîêçàìåùåíèÿ". Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð íàáîðîâ èñõîäíûõ ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà, èñïîëüçîâàííûõ ïðè âûâîäå
ïîñûëîê õ2. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà
îïèñàíèå Z, ïåðåíîñèâøèõñÿ â áëîê àíàëèçà. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ7 íàáîðà C2,
êîòîðîìó ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ2, âûâåäåííûõ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì óñëîâèé çàäà÷è Z ′ ëèáî ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äèçúþíêöèè, ñîäåðæàùèå
íåèçâåñòíûå çàäà÷è Z. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ8 íàáîðà C1, êîòîðîìó ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ èñõîäíûõ ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà, èñïîëüçîâàííûõ ïðè âûâîäå óòâåð-
æäåíèé õ2 è íå ÿâëÿþùèõñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è Z ′. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ9 íàáîðà
C3. Åãî äëèíà ðàâíà äëèíå íàáîðà õ7, à çàïîëíåí îí ïóñòûìè ñëîâàìè. Ââîäèòñÿ íà-
êîïèòåëü õ10 íàáîðà U , èíèöèàëèçèðóåìûé ïóñòûì ñëîâîì. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ öèêë
ïîïîëíåíèÿ íàêîïèòåëåé, ñîñòîÿùèé â ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêå ýëåìåíòîâ ñïèñ-
êà C2. Ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ õ12 õðàíèò òåêóùóþ îáðàáàòûâàåìóþ ÷àñòè ñïèñêà C2.
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Ñíà÷àëà õ12 ðàâíî õ7; íà î÷åðåäíîì øàãå öèêëà áåðåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò õ13 ñïèñêà
õ12, èñêëþ÷àåìûé èç ñïèñêà. Ïðè ðàññìîòðåíèè äàííîãî ýëåìåíòà âîçìîæíî çàíåñå-
íèå â íà÷àëî ñïèñêà õ12 è îäíîâðåìåííî â ñïèñîê õ7 íîâûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ õ13 - ïîñûëêè áëîêà àíàëèçà - ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå åãî
êîììåíòàðèè õ15 âèäà (óñëîâèå g A) ëèáî (ïðîîáðàç g A), ó êîòîðûõ ñïèñîê A ñî-
äåðæèò õ13. Êàæäûé èç ýòèõ êîììåíòàðèåâ îçíà÷àåò âûâîäèìîñòü óòâåðæäåíèÿ g
èç A, ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå g ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, à
âî âòîðîì - ïîñûëêîé áëîêà àíàëèçà. Çäåñü ðå÷ü èäåò îá "îáðàòíîé" âûâîäèìîñòè,
ò.å. ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà óòâåðæäåíèå õ13 âîçíèêëî êàê ñëåäñòâèå
g è îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà A, ïðè÷åì ñðàçó æå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî è îáðàò-
íûé âûâîä èìååò ìåñòî. Â ñëó÷àå êîììåíòàðèÿ (ïðîîáðàç . . .) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî g åùå
íå çàíåñåíî â ñïèñîê õ7. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà A, îòëè÷íûå îò
êîíñòàíòû "èñòèíà", ñóòü ïîñûëêè áëîêà àíàëèçà.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ñïèñêà A, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ â õ7.
Íàõîäÿòñÿ ïîäñïèñîê õ17 âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ16, êîòîðûå áûëè âûâåäåíû ïðè
èñïîëüçîâàíèè óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′, à òàêæå ñïèñîê õ18 âñåõ
èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîëó÷åíèè õ16 èñõîäíûõ ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ óñëîâèÿìè Z ′. Åñëè õ17 íåïóñòî, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ2 ïåðåíîñèìûõ â
Z ′ óòâåðæäåíèé ñîäåðæèò ðàâåíñòâî, ÿâíî îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî íåèç-
âåñòíîé, à âñå óòâåðæäåíèÿ â õ17 ñóòü ëèáî íåðàâåíñòâà, ëèáî óêàçàòåëè "÷èñëî(. . .)"
òèïà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ñïèñêà õ17 äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ18.
×òîáû ïîëó÷èòü íàáîð õ20, êîòîðûé áóäåò çàíåñåí íà ïîçèöèþ ñïèñêà C3, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ óòâåðæäåíèþ g, ê õ18 äîáàâëÿþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå,
ñîãëàñíî óæå çàïîëíåííîé ÷àñòè íàáîðà C3, ïðè âûâîäå îáùåé ÷àñòè ñïèñêîâ A, õ7.

Åñëè õ15 èìååò âèä (óñëîâèå . . .), ïðè÷åì óòâåðæäåíèå g âõîäèò â òåêóùèé ñïèñîê
óñëîâèé çàäà÷è Z ′ è åùå íå çàðåãèñòðèðîâàíî â õ10, òî îíî äîáàâëÿåòñÿ ê õ10, à
óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ20 äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ8. Åñëè õ15 èìååò âèä (ïðîîáðàç . . .),
òî óòâåðæäåíèå g çàíîñèòñÿ â ñïèñêè õ7 è õ12, ïðè÷åì ê êîíöó ñïèñêà C3 äîáàâëÿåòñÿ
õ20.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïðîöåäóðà "áëîêçàìåùåíèÿ" âûäàåò ðåçóëüòàòû U = õ10;
(C1,C2,C3) = (õ8,õ7,õ9).

Âîçâðàùàåìñÿ ê ïðîãðàììå ïðîöåäóðû "çàìåùåíèåóñëîâèé". Ïîñëå îáðàùåíèÿ ê
ïðîöåäóðå "áëîêçàìåùåíèÿ" îïðåäåëèëèñü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ3, ðàâíîå ñïèñêó U
èñêëþ÷àåìûõ óñëîâèé çàäà÷è Z ′, à òàêæå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ4, ðàâíîå òðîéêå (C1,
C2, C3), îïðåäåëåííîé âûøå. Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê C1; ïåðåìåííîé õ6
- ïåðåñå÷åíèå õ2 è C2; ïåðåìåííîé õ7 - ñïèñîê ïåðåíåñåííûõ â áëîê àíàëèçà óñëîâèé
çàäà÷è Z ′. Äàëåå õ6 - íàêîïèòåëü ôàêòè÷åñêè ïåðåíîñèìûõ â ñïèñîê óñëîâèé âíåøíåé
çàäà÷è óòâåðæäåíèé, èç êîòîðîãî èñêëþ÷åíû óòâåðæäåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèÿ-
ìè åå ïîñûëîê. õ5 - íàêîïèòåëü ñïèñêà ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è, èñïîëüçîâàííûõ
äëÿ îáîñíîâàíèÿ âûïîëíÿåìîé çàìåíû óñëîâèé.

Â êà÷åñòâå òèïè÷íîé ñèòóàöèè, òðåáóþùåé îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå, ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ðåøåíèå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òîãäà õ2 - ëèáî ðàâåíñòâî,
âûðàæàþùåå îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãèå, ëèáî äèçúþíêöèÿ òàêèõ ðàâåíñòâ. U -
ñïèñîê âñåõ óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ñëåäñòâèÿìè õ2 è ïðî-
ñòûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà (íåðàâåíñòâ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. è ò.ï.). Ýòè äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè, âìåñòå ñ èñïîëüçîâàííûìè ïîñûëêàìè
âíåøíåé çàäà÷è, ñîñòàâëÿþò ñïèñîê C1. Â ñïèñêå C2 ïåðå÷èñëåíû âñåâîçìîæíûå ïî-
ñûëêè áëîêà àíàëèçà, âûâîäèìûå èç õ2 ñ òåìè æå äîïîëíèòåëüíûìè îáîñíîâàíèÿìè.
Òàê êàê ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, òî îáû÷íî õ2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-
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öèåé íåñêîëüêèõ èñõîäíûõ óðàâíåíèé, è êàæäîå â îòäåëüíîñòè òàêîå óðàâíåíèå íå
âûâîäèòñÿ èç õ2. Ïîýòîìó U ñíà÷àëà áóäåò ïóñòûì. ×òîáû ïîëó÷èòü íåïóñòîé ñïè-
ñîê U , íóæíî äîáàâèòü ê õ2 íåñêîëüêî äðóãèõ óðàâíåíèé (èñõîäíûõ óñëîâèé èëè
èõ ñëåäñòâèé), èìåþùèõñÿ â áëîêå àíàëèçà. Æåëàòåëüíî ñäåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû ïî-
ñëå ðåãèñòðàöèè ðàñøèðåííîãî õ2 è óäàëåíèÿ U ïîëó÷èòü âîçìîæíî áîëåå ïðîñòîé
ñïèñîê óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è. Ïîýòîìó, ïîñëå îïåðàòîðà "ïîâòîðåíèå", íà÷èíàåò-
ñÿ öèêë ïîïûòîê ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ2. Â ýòîì öèêëå ïðîäîëæàåòñÿ ðàññìîòðåíèå
"îáðàòíîãî" âûâîäà, îáîðâàâøåãîñÿ íà óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà C2. Â îòëè÷èå îò öèêëà
ïðîöåäóðû "áëîêçàìåùåíèÿ", òåïåðü ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå äîïîëíè-
òåëüíûõ ïîñûëîê áîëåå øèðîêèé êëàññ óòâåðæäåíèé (íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ). Ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê äëÿ î÷åðåäíîãî ïåðåõîäà
ïî êîììåíòàðèÿì (óñëîâèå . . .), (ïðîîáðàç . . .). Ê îáúåäèíåíèþ õ14 ñïèñêîâ õ2 è õ13
ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "áëîêçàìåùåíèÿ", äàþùàÿ íîâóþ âåðñèþ çíà÷åíèé U , C1,
C2, C3. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà âåðñèÿ ïðèâîäèò ê áîëåå êîìïàêòíîìó ðåçóëüòà-
òó ïðåîáðàçîâàíèé ñïèñêà óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è, òî õ2, õ4, õ5, õ6 çàìåíÿþòñÿ íà
çíà÷åíèÿ äàííîé âåðñèè.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ2 - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1". Âñå óòâåð-
æäåíèÿ íàáîðà õ5, âûâåäåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì õîòÿ áû îäíîãî óñëîâèÿ âíåøíåé
çàäà÷è, ïåðåíîñÿòñÿ èç õ5 â õ6.

Ïåðåõîäèì ÷åðåç "âåòâü 1"; çäåñü ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âíåøíÿÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå. Åñëè âñå íåèçâåñòíûå çàäà÷è õ9 - ÷èñëîâûå, òî ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ10
âñåõ åå íåèçâåñòíûõ, êîòîðûå ëèáî ÿâíî âûðàæåíû ñîòíîøåíèÿìè ñïèñêà õ6, ëèáî
ìîãóò áûòü ÿâíî âûðàæåíû ïóòåì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ïîñëå ýòîãî
îñòàþòñÿ êàêèå-òî íåèçâåñòíûå, íå âîøåäøèå â õ10, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
óñìîòðåòü â áëîêå àíàëèçà ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, äàþùèå èõ ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç
õ10. Òàêèå óðàâíåíèÿ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê õ6. Õîòÿ ñïèñîê îòáðàñûâàåìûõ óñëîâèé ýòî
è íå ñîêðàùàåò, íî õîä ðåøåíèÿ ìîæåò ñèëüíî óïðîñòèòü.

Âûïîëíÿåòñÿ àíàëèç ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.; ïðè íåîáõîäèìîñòè ñïèñîê õ6 è
ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è ïîïîëíÿþòñÿ.

Íàêîíåö, ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà óñëîâèé âî âíåøíåé çàäà÷å. Óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà U
(ïåðåìåííàÿ õ3) îòáðàñûâàþòñÿ; óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ6 çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé.
Íîâûå äèçúþíêöèè ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ"; èç áëîêà àíàëèçà
ïåðåíîñÿòñÿ íåêîòîðûå êîììåíòàðèè, ñîïðîâîæäàâøèå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ6. Íà
ýòîì äåéñòâèÿ ïðîöåäóðû çàâåðøàþòñÿ.

2.2.3 Ïðîöåäóðà "ñâåðòêà"

Äàííàÿ ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåò ñîêðàùåííóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó âûðàæåíèé. Îíà
èñïîëüçóåòñÿ ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
íå èìåþùåé öåëåé, áëîêèðóþùèõ ïîïûòêó ñæàòèÿ òåêñòà îòâåòà. Ôîðìàò îáðàùåíèÿ
ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "ñâåðòêà(õ1 õ2 õ3)", ãäå õ1 - ïðåîáðàçóåìûé òåðì; õ2 - ñïèñîê
ïîñûëîê, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ; õ3 - íàáîð êîììåíòà-
ðèåâ. Ïðè îáðàùåíèè â õ3 ïîïàäàþò íåîáõîäèìûå äëÿ ó÷åòà ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
ýëåìåíòû (âûâîäèìî . . .), (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .). Âïîñëåäñòâèè ïðîöåäóðà äîáàâ-
ëÿåò ê íèì êîììåíòàðèé (çàäà÷à Z ′), ñîçäàâàÿ äëÿ òåõíè÷åñêèõ öåëåé ôèêòèâíóþ
çàäà÷ó Z ′ òèïà "äîêàçàòü", èìåþùóþ ñïèñîê ïîñûëîê õ2 è óñëîâèå õ1. Îíà íóæíà
òîëüêî äëÿ îáðàùåíèé ê ñïðàâî÷íèêó "îäç".

Åñëè âûðàæåíèå õ1 îäíîñèìâîëüíîå, òî îíî âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Èíà-
÷å õ1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f(t1 . . . tn), è ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð T1, . . . Tn
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ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ äàííîé ïðîöåäóðû ê îïåðàíäàì t1, . . . , tn. Îïðåäåëÿåòñÿ òåðì
õ7 âèäà f(T1 . . . Tn). Â ñïèñîê õ2 è â êîììåíòàðèè íàáîðà õ3 çàíîñÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ,
íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìà õ7.

Ñîáñòâåííî "ñæàòèå" òåðìà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìè ïàêåòíûìè íîðìàëè-
çàòîðàìè. Îáû÷íî èõ íàçâàíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ ïðèñòàâêè "óïðîù": "óïðîùïëþñ",
"óïðîùóìíîæåíèå", è ò.ï. Íàïðèìåð, íîðìàëèçàòîð "óïðîùóìíîæåíèå" ìîæåò ñãðóï-
ïèðîâàòü äâà ñîìíîæèòåëÿ ac, bc, ïðåîáðàçîâàâ èõ â ñîìíîæèòåëü (ab)c. Íîðìàëèçà-
òîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñòåïåíü" äåëàë áû â ýòîé ñèòóàöèè îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå. ×òîáû íàéòè íóæíûé ïàêåòíûé íîðìàëèçàòîð, ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâî÷íèê
"íîðìóïðîñòèòü". Ïî çàãîëîâêó f îí îïðåäåëÿåò íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà N . Åñëè
N 6= 0, òî âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó íà âõîäíûõ äàííûõ õ7, õ2, õ3, è
âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò äàííîãî îáðàùåíèÿ. Èíà÷å - âûäàåòñÿ òåðì õ7.

2.2.4 Ïðîöåäóðû "óñòàíîâêà"è "Êîíòðîëü"

Èíîãäà áûâàåò òðóäíî îöåíèòü öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â ìîìåíò åãî
ñðàáàòûâàíèÿ. Åñëè åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî ñðàáàòûâàíèå, åñëè âîîáùå
îêàæåòñÿ ïîëåçíûì, ïðèâåäåò ê íåêîòîðîé ñèòóàöèè, êîòîðóþ ëåãêî áóäåò óñìîòðåòü
÷åðåç îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðåæèì îòëîæåííîé
ôèëüòðàöèè. Óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå æåëàåìóþ ñèòóàöèþ ("îòëîæåííûé ôèëüòð")
áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ çäåñü íå ñðàçó ïðè ñðàáàòûâàíèè, à ÷åðåç óêàçàííîå ÷èñëî øàãîâ.
Åñëè ýòî óñëîâèå îêàæåòñÿ íàðóøåíî, ïðîèçîéäåò îòêàò - áóäåò âîññòàíîâëåíî òî
ñîñòîÿíèå çàäà÷è, êîòîðîå èìåëîñü ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà.

Çàìåòèì, ÷òî îòëîæåííàÿ ôèëüòðàöèÿ â ðåøàòåëå èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî -
ñêîðåå ýòî íåêîòîðûé ðåçåðâ, êîòîðûì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ â îñîáî ñëîæíûõ ñëó-
÷àÿõ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ðåæèìà îòëîæåííîé ôèëüòðàöèè èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (êîí-
òðîëü A1 A2) ê ïîñûëêàì ðåøàåìîé çàäà÷è. Çäåñü A1 - òî çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà øàãîâ
èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî íóæíî îáðàáàòûâàòü îòëîæåííûå
ôèëüòðû. A2 - íàáîð óñòàíîâîê íà ïðîâåðêó îòëîæåííûõ ôèëüòðîâ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñîáîé ïÿòåðêè (B1 B2 B3 B4 B5). B1 - çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà,
ïî äîñòèæåíèè êîòîðîãî íóæíî îáðàáàòûâàòü äàííûé ôèëüòð (òàêèì îáðàçîì, A1

- ìèíèìóì çíà÷åíèé B1). B2 - íîìåð øàãà èíòåðïðåòàòîðà, íà êîòîðîì áûë ñîçäàí
îòëîæåííûé ôèëüòð; B3 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ïî êîòîðîìó ñëåäóåò ïðåäïðèíÿòü îá-
ðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "êîíòðîëü", âûïîëíÿþùåìó ïðîâåðêó ôèëüòðà. B4 - òðîéêà
(C1 C2 C3), ãäå (B3, C1, C2) - ñòàíäàðòíàÿ ññûëêà íà ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà, ñîçäàâøèé
ïðîãðàììó ñïðàâî÷íèêà "êîíòðîëü"; C3 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ âõîäíûõ äàííûõ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ îáðàáîòêè ôèëüòðà. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûé ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà
ñîçäàåò äâå ïðîãðàììû - îäíà èç íèõ ðåàëèçóåò îñíîâíîå äåéñòâèå, à äðóãàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîãðàììîé ñïðàâî÷íèêà "êîíòðîëü", îáñëóæèâàþùåé îòëîæåííóþ ôèëüòðàöèþ.
B5 - ñîñòîÿíèå òåêóùåé çàäà÷è äî ìîìåíò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, ñîçäàâøåãî îòëî-
æåííûé ôèëüòð. Ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îòêàò.

×òîáû ñîçäàòü â êîììåíòàðèè (êîíòðîëü . . .) óñòàíîâêó íà îáðàáîòêó îòëîæåííî-
ãî ôèëüòðà, ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "óñòàíîâêà(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6 õ7)". Çäåñü
õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à; (õ2,õ3,õ4) - ññûëêà íà ïðèåì ñïðàâî÷íèêà "êîíòðîëü", êîòîðî-
ìó àäðåñóåòñÿ óñòàíîâêà íà îáðàáîòêó ôèëüòðà; õ5 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ âõîä-
íûõ äàííûõ äëÿ ñïðàâî÷íèêà "êîíòðîëü"; õ6 - ÷èñëî øàãîâ, ïî èñòå÷åíèè êîòîðûõ
òðåáóåòñÿ îáðàáîòêà ôèëüòðà; õ7 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ êîììåíòàðèåâ, êîòîðûìè
ñíàáæàåòñÿ êîïèÿ òåêóùåé çàäà÷è, ñîõðàíÿåìàÿ äëÿ îòêàòà. Ïðîãðàììà ýòîé ïðî-
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öåäóðû íåñëîæíà è ðåàëèçóåò ëèøü íåïîñðåäñòâåííóþ ðåãèñòðàöèþ â êîììåíòàðèè
(êîíòðîëü . . .) ñâîèõ âõîäíûõ äàííûõ.

Êîììåíòàðèé (êîíòðîëü . . .) àíàëèçèðóåòñÿ ïðè îáðàùåíèè ê ïðîãðàììàì òèïîâ
çàäà÷ - "îïèñàòü", "äîêàçàòü", "ïðåîáðàçîâàòü", "èññëåäîâàòü". Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè
êàæäîì îáðàùåíèè, âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ òåêóùåãî óðîâíÿ. Ðîëü äèñïåò÷å-
ðà, îðãàíèçóþùåãî îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "êîíòðîëü" ïî äîñòèæåíèè òðåáóåìîãî
÷èñëà øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà, èãðàåò ïðîöåäóðà "Êîíòðîëü(õ1 õ2)", ãäå õ1
- çàäà÷à; õ2 - êîììåíòàðèé (êîíòðîëü . . .) ê íåé. Ýòà æå ïðîöåäóðà èçìåíÿåò ïðè
îòêàòå çàäà÷ó õ1 íà åå ñòàðóþ âåðñèþ. Åå ïðîãðàììà íåñëîæíà è ðàçáèðàòüñÿ çäåñü
íå áóäåò.

Ïðè îáðàùåíèè ê ñïðàâî÷íèêó "êîíòðîëü" íà ñèìâîëå s èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
âõîäíûå äàííûå: çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ1 - õ5 ïåðåäàþòñÿ èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è
(õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à; õ2-õ4 ðàâíû 0); òðîéêà (s,õ6,õ7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ññûëêó íà
ïðèìåíÿåìûé ïðèåì ñïðàâî÷íèêà "êîíòðîëü"; õ8 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ âõîäíûõ
äàííûõ. Åñëè îòêàò íå íóæåí, òî ñïðàâî÷íèê âîçâðàùàåò çíà÷åíèå 1, èíà÷å - çíà-
÷åíèå 0. Çàãîëîâîê ïðèåìà ñïðàâî÷íèêà "êîíòðîëü" èìååò âèä "êîíòðîëü(A1 A2)",
ãäå A1 - çàãîëîâîê îñíîâíîãî ïðèåìà, îáðàáîòêîé îòëîæåííîãî ôèëüòðà êîòîðîãî çà-
íèìàåòñÿ ñïðàâî÷íèê; A2 - ñèìâîëüíûé íîìåð óêàçàòåëÿ "êîíòðîëü(. . .)" â îïèñàíèè
îñíîâíîãî ïðèåìà, çàäàþùåãî ðàññìàòðèâàåìûé îòëîæåííûé ôèëüòð. Èíôîðìàöèÿ
î ïðèåìå ñïðàâî÷íèêà íóæíà ïîòîìó, ÷òî èç âñåé âåòâè åãî ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
äàííîìó ñèìâîëó s, ñðàáîòàòü äîëæåí ëèøü òîò ïðèåì, êîòîðûé ðåàëèçóåò ïðîâåð-
êó âûáðàííîãî îòëîæåííîãî ôèëüòðà. Ñîîòâåòñòâåííî, â íà÷àëå êàæäîé ïðîãðàììû
ïðèåìà ñïðàâî÷íèêà "êîíòðîëü" ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïàäåíèå âõîäíûõ çíà÷åíèé õ6, õ7 ñ
"ñîáñòâåííûìè" çíà÷åíèÿìè ïðèåìà.

2.2.5 Ïðîöåäóðà "÷àñòè÷íûéîòâåò"

Åñëè íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíûé îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ïðè åå ðåøåíèè
ìîãóò äåëàòüñÿ íåýêâèâàëåíòíûå ïåðåõîäû, ïðèâîäÿùèå ê ðàññìîòðåíèþ ÷àñòíûõ
ïîäñëó÷àåâ è íàõîæäåíèþ ÷àñòè÷íûõ îòâåòîâ. Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, ïðèåìû ñòàðà-
þòñÿ íå ñëèøêîì ñóæàòü ñèòóàöèþ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, çàäà÷à
ñíàáæàåòñÿ öåëüþ "ïåðå÷èñëåíèå". Òîãäà íàéäåííûé ÷àñòè÷íûé îòâåò íå âûäàåò-
ñÿ ñðàçó, à ñîõðàíÿåòñÿ â êîììåíòàðèè (îòâåòçàäà÷è A), ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæàåòñÿ
ðàññìîòðåíèå àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðåøåíèå îáðûâàåòñÿ ïî
èñ÷åðïàíèè âñåõ ñðåäñòâ, îãðàíè÷åííûõ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, è âûäàåòñÿ äèçú-
þíêöèÿ íàéäåííûõ ÷àñòè÷íûõ îòâåòîâ.

Äëÿ ðåãèñòðàöèè î÷åðåäíîãî ÷àñòè÷íîãî îòâåòà â íàêîïèòåëå èñïîëüçóåòñÿ ïðîöå-
äóðà "÷àñòè÷íûéîòâåò(õ1 õ2)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à íà îïèñàíèå; õ2 - ÷àñòè÷íûé îòâåò.
Ïðîöåäóðà íå ïðîñòî ðåãèñòðèðóåò â íàêîïèòåëå äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ
õ2, íî îòáðàñûâàåò òàêèå ýëåìåíòû íàêîïèòåëÿ, êîòîðûå ïîãëîùàþòñÿ äèçúþíêöèåé
îñòàëüíûõ. Ïðîâåðêà ïîãëîùåíèÿ ïðîèñõîäèò â áûñòðîì ðåæèìå, ñ ïîìîùüþ îïåðà-
òîðà "ïîäáîðçíà÷åíèé".

2.3 Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è

×òîáû ñîçäàòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, à èíîãäà è îáðàòèòüñÿ ê åå ðåøåíèþ, ïðè-
åì îáû÷íî èñïîëüçóåò íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ïðîöåäóðó. Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìûå òàêèå ïðîöåäóðû.
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2.3.1 Ïðîöåäóðà "ñïóñê"

Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî Z íóæíî ïðåäïðèíÿòü
íåýêâèâàëåíòíûé ïåðåõîä, çàìåíèâ íåêîòîðîå óñëîâèå F íà óòâåðæäåíèå G, ñëåäñòâè-
åì êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ, òî ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "ñïóñê(õ1 õ2 õ3)".
Çäåñü õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à; õ2 - âõîæäåíèå â ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è õ1 (äëÿ çàäà÷
íà äîêàçàòåëüñòâî - â ñàìó çàäà÷ó) óòâåðæäåíèÿ F ; õ3 - óòâåðæäåíèå G. Çíà÷åíèåì
âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ çàäà÷à Z ′ òîãî æå òèïà, ïîëó÷åííàÿ çàìåíîé F íà G.
Âûäåëåíèå â îòäåëüíóþ ïðîöåäóðó ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ çàäà÷è Z ′ âûçâàíî íåîáõî-
äèìîñòüþ êîððåêöèè ðàçëè÷íûõ åå êîìïîíåíò.

Ñëó÷àè çàäà÷ íà îïèñàíèå è íà äîêàçàòåëüñòâî ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî. Åñëè
õ1 - çàäà÷à íà îïèñàíèå, òî ñîçäàåòñÿ êîïèÿ õ4 åå áëîêà àíàëèçà. Êîììåíòàðèè â õ4
ïåðåíîñÿòñÿ èç áëîêà àíàëèçà çàäà÷è õ1 ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ñïóñêîïåðàíäîâ".
Äàæå åñëè ñïðàâî÷íèê íå èçìåíÿåò êîììåíòàðèÿ, ïðåäïðèíèìàåòñÿ åãî êîïèðîâàíèå,
÷òîáû ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íå èñïîðòèëî çàäà÷è õ1. Åñëè çàäà÷à õ1 èìå-
ëà öåëü (èçâåñòíî . . .), òî çàäà÷à õ4 ñíàáæàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé öåëüþ "êîíòðîëü".
Ïîñëåäíÿÿ îòêëàäûâàåò âûäà÷ó íàéäåííîãî îòâåòà äî óðîâíÿ 3, ÷òîáû íà ïåðâûõ
óðîâíÿõ ïîïûòàòüñÿ óñìîòðåòü íåðåàëèçóåìîñòü ñèòóàöèè. Îíà áûâàåò íåîáõîäèìà,
íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå äëÿ îòñå÷åíèÿ íåðå-
àëèçóåìûõ âàðèàíòîâ. Â õ4 ïåðåíîñÿòñÿ òàêæå êîììåíòàðèè, èãðàþùèå ðîëü "àä-
ðåñíûõ ñòðóêòóð" äëÿ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïîñëå ñîçäàíèÿ çàäà÷è õ4
ââîäèòñÿ òðåáóåìàÿ çàäà÷à Z ′, ïðèñâàèâàåìàÿ ïåðåìåííîé õ5. Êîììåíòàðèè â íåå
ïåðåíîñÿòñÿ èç õ1 ñïðàâî÷íèêîì "ñïóñê". Öåëü "óïðîñòèòü" ó çàäà÷è õ5 ïî óìîë÷à-
íèþ îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îíà äîëæíà áûòü âîññòàíîâëåíà ïðèåìîì,
èñïîëüçóþùèì ïðîöåäóðó "ñïóñê".

Çàìåòèì, ÷òî ó çàäà÷ õ4 è õ5 êîïèðóþòñÿ âñå òå ýëåìåíòû, èçìåíåíèå êîòîðûõ
ìîãëî áû èñïîðòèòü çàäà÷ó õ1. Ïîñëåäíåå ïðèâåëî áû ê íåâåðíîìó îòâåòó, íàïðèìåð,
ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ, êîãäà çàäà÷à õ1 ïîðîæäàåò âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è ìíîãîêðàò-
íî.

Â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû.

2.3.2 Ïðîöåäóðà "ïðåîáðàçîâàíèå"

×òîáû íàéòè ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàííîãî âûðàæåíèÿ t îòíîñèòåëüíî åãî
êîíòåêñòà â òåêóùåé çàäà÷å Z, èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "ïðåîáðàçîâàíèå(õ1 õ2 õ3 õ4
õ5 õ6 õ7)". Îíà âñòàâëÿåòñÿ â ïðîãðàììó ïðèåìà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è êîìïèëÿòîðîì
ÃÅÍÎËÎÃà, íàïðèìåð, ïðè îáðàáîòêå íîðìàëèçàòîðîâ, èìåþùèõ âèä "çàäà÷à(. . .)".
Âõîäíûå äàííûå ïðîöåäóðû òàêîâû. õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à Z; õ2 - ïðåîáðàçóåìîå âû-
ðàæåíèå t; õ3 - íàáîð óòâåðæäåíèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðåîáðàçóåòñÿ õ2; õ4 -
ñïèñîê öåëåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Z ′. Ê ýòîìó ñïèñêó, âîçìîæíî, äîáàâëÿåòñÿ
ýëåìåíò (óðîâåíüîáðàùåíèÿ A), óêàçûâàþùèé óðîâåíü A îáðàùåíèÿ ê çàäà÷å Z ′.
Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å Z ′ èçâëåêàþòñÿ èç çàäà÷è Z ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ïðå-
îáðàçîâàíèå". Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Z ′ ýòîò æå ñïðàâî÷íèê îáåñïå÷èâàåò
îòáîð êîììåíòàðèåâ äëÿ âîçâðàùåíèÿ èõ çàäà÷å Z. Â ñïèñêå õ4 ìîãóò èìåòüñÿ ýëå-
ìåíòû (êîììåíòàðèé K), êîòîðûå äàþò íå öåëè çàäà÷è Z ′, à êîììåíòàðèè K çàäà÷è
Z ′. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è Z ′; ïåðåìåííîé õ6 - íàáîð
èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê ñïèñêà õ3; ïåðåìåííîé õ7 - çàäà÷à Z ′. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò
èçâëå÷ü èç Z ′ äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, ïîëåçíûå ïðè ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ.

Îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "ïðåîáðàçîâàíèå" ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äàííûõ: õ1



Ãëàâà 2. Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ 152

- õ4 - òå æå, ÷òî ó ïðîöåäóðû "ïðåîáðàçîâàíèå(. . .)"; õ5 - êîììåíòàðèé, çàãîëîâêîì
êîòîðîãî ñëóæèò òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë; õ6 - ëèáî 0 (ïåðåíåñåíèå êîììåíòàðèÿ
èç Z â Z ′), ëèáî çàäà÷à Z ′ (îáðàòíîå ïåðåíåñåíèå). Åñëè ïåðåíåñåíèå êîììåíòàðèÿ öå-
ëåñîîáðàçíî, ñïðàâî÷íèê âîçâðàùàåò åãî ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ, èíà÷å - âûäàåò
0.

Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû "ïðåîáðàçîâàíèå" ñîçäàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó Z ′, ïðè-
ñâàèâàÿ åå ïåðåìåííîé õ8. Çàäà÷å ïðèäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ öåëü "ïðåîáðàçîâàíèå",
ÿâëÿþùàÿñÿ óêàçàòåëåì íà èñòî÷íèê çàäà÷è. Âåñà ïîñûëîê çàäà÷è õ8 ïîëàãàþòñÿ
ðàâíûìè 20, ò.å. ñêàíèðîâàíèå ïîñûëîê áëîêèðóåòñÿ. Ýòî äåëàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî
îáðàáîòêà êîíòåêñòà ïðåîáðàçîâàíèÿ óæå äîëæíà áûëà ïðîèçîéòè â çàäà÷å õ1. Îä-
íàêî, ïðè îòñóòñòâèè â íàáîðå õ4 öåëè "èçâëåêàåòñÿ" íàõîäÿòñÿ âñå ïîñûëêè çàäà÷è
õ1, âåñà êîòîðûõ ìåíüøå 2, è ýòè èõ âåñà ïåðåäàþòñÿ â çàäà÷ó õ8. Òàêèì îáðàçîì
îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàçáëîêèðîâêà ðàññìîòðåíèÿ íîâûõ äëÿ çàäà÷è õ1 ïîñûëîê. Äàëåå -
ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2".

Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è õ8 ìîãóò ñîçäàâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïðèåìà-
ìè íà êîðîòêîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. ×òîáû èçáåæàòü
ïîâòîðíûõ ïîïûòîê èõ ðåøåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé áóôåð. Åãî ðîëü èãðàåò
êîììåíòàðèé (ïðåîáðàçîâàíèå A) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è. Â íàáîðå A íàêàï-
ëèâàþòñÿ òðîéêè (B1 B2 B3), ãäå B1 - èñõîäíàÿ âåðñèÿ çàäà÷è õ8; B2 - âåðñèÿ ýòîé
çàäà÷è íà ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ åå îòâåòà; B3 - îòâåò. Óêàçàòåëåì íà èñïîëüçîâàíèå
áóôåðà ñëóæèò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "áóôåð", ïîìåùàåìûé ïðè îáðàùåíèè â íàáîð
õ4.

Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ9 ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ çàäà÷è õ8. Åñëè èìååòñÿ óêàçàíèå íà
èñïîëüçîâàíèå áóôåðà, ïðè÷åì â áóôåðå íàõîäèòñÿ ãîòîâûé îòâåò, òî îí ïåðåäàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ9, ïðè÷åì õ8 çàìåíÿåòñÿ íà èçâëå÷åííóþ èç áóôåðà âåðñèþ ýòîé çàäà-
÷è, âîçíèêàþùóþ íà ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ îòâåòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 2".

Åñëè â õ4 èìååòñÿ óêàçàòåëü "áóôåð", òî ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ çà-
äà÷è õ8, ñîõðàíÿåìàÿ äëÿ ïîñëåäóþùåé ðåãñèòðàöèè â áóôåðå. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê
çàäà÷å õ8 ïåðåóñòàíàâëèâàåòñÿ ñîãëàñíî ýëåìåíòó (óðîâåíüîáðàùåíèÿ N) èç õ4. Ïðè
îòñóòñòâèè òàêîãî ýëåìåíòà óðîâåíü îáðàùåíèÿ áåðåòñÿ ðàâíûì òåêóùåìó óðîâíþ
ñêàíèðîâàíèÿ òåêóùåé çàäà÷è. Ýòîé ñèòóàöèè ëó÷øå èçáåãàòü; êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎ-
ËÎÃà ñîçäàåò îáðàùåíèÿ ê äàííîé ïðîöåäóðå, ÿâíî óêàçûâàÿ óðîâåíü îáðàùåíèÿ.
Åñëè íóæíî ââåñòè îãðàíè÷åíèå íà òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è õ8, òî â ñïèñîê õ4
çàíîñèòñÿ ýëåìåíò "ëèìèò(M)". Òîãäà ïåðåä îáðàùåíèåì ê ðåøåíèþ ââîäèòñÿ óñòà-
íîâêà íà îáðûâ ïî äîñòèæåíèè M øàãîâ. Â ïðîãðàììå íåçàâèñèìî ðàññìàòðèâàþòñÿ
îáà ñëó÷àÿ - ñ îãðàíè÷åíèåì è áåç íåãî. Â êàæäîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ9 ïåðåïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàéäåííûé îòâåò; åñëè èìåëñÿ óêàçàòåëü "áóôåð", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ðåãèñòðàöèÿ ðåçóëüòàòà îáðàùåíèÿ â áóôåðå. Äàëåå - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç îïåðà-
òîð "âåòâü 1", ðàñïîëîæåííûé ïîñëå èíèöèàëèçàöèè ïåðåìåííîé õ9.

Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 îòëè÷íî îò ñèìâîëîâ "ïðîòèâîðå÷èå" è "îòêàç". Ïðîèñ-
õîäèò ðåãèñòðàöèÿ â çàäà÷å õ1 äàííûõ îá èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëêàõ è ïåðåíåñåíèå â
íåå èç çàäà÷è õ8 êîììåíòàðèåâ, îòáèðàåìûõ ñïðàâî÷íèêîì "ïðåîáðàçîâàíèå". Çàòåì
âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

2.3.3 Ïðîöåäóðà "âñïîìîïèñàíèå"

Åñëè íîðìàëèçàòîð ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà âûïîëíÿåò îáðàáîòêó òåðìà t ñ ïîìîùüþ
çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî êîìïèëÿòîð èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó "âñïîìîïèñàíèå(õ1 õ2 õ3
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õ4 õ5 õ6 õ7)", àíàëîãè÷íóþ ðàññìîòðåííîé âûøå ïðîöåäóðå "ïðåîáðàçîâàíèå". Êàê
è ðàíåå, õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à Z; õ2 - ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå t; õ3 - íàáîð óòâåð-
æäåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ êîíòåêñò ïðåîáðàçîâàíèÿ; õ4 - ñïèñîê öåëåé, ïîïîëíåííûé
äîïîëíèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïðîöåäóðà ñîçäàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà îïè-
ñàíèå Z ′, óñëîâèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ t,
à òàêæå íåîáõîäèìûå ñîïðîâîæäàþùèå óòâåðæäåíèÿ, èçâëåêàåìûå èç õ3. Ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è Z ′ ñëóæàò âñå íå çàâèñÿùèå îò åå íåèçâåñòíûõ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ3.
Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è Z ′; ïåðåìåííîé õ6 - ñïèñîê èñ-
ïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê; ïåðåìåííîé õ7 - çàäà÷à Z ′. Êîììåíòàðèè èç Z â Z ′ è îáðàòíî
ïåðåñûëàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå - ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ïðåîáðàçîâàíèå". Â
ñïèñêå õ4 ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå ýëåìåíòû ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1. (âñïîìîïèñàíèå X A). Ýëåìåíò îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ ñïèñêà X, ââåäåííûõ êàê âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ âûðàæå-
íèé íàáîðà A. Óòâåðæäåíèå t ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå óæå ïåðåôîðìó-
ëèðîâàíî â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ X, ïðè÷åì ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îòâåòà R ïåðå-
ìåííûå X èñêëþ÷àþòñÿ èç íåãî ïóòåì ïîäñòàíîâêè èõ "çíà÷åíèé"A;

2. (óðîâåíüîáðàùåíèÿ A). Ýëåìåíò óêàçûâàåò ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü çàäà÷è Z ′;
3. (êîììåíòàðèè A). Ýëåìåíò óêàçûâàåò ñïèñîê A êîììåíòàðèåâ, ïåðåäàâàåìûõ

çàäà÷å Z ′;
4. "âõîä". Ýëåìåíò îçíà÷àåò, ÷òî áëîê àíàëèçà ó çàäà÷è Z ′ íå ââîäèòñÿ;
5. "êîíòåêñò". Ýëåìåíò îçíà÷àåò, ÷òî â ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è Z ′, êðîìå êîíú-

þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ t, âêëþ÷àþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå
çàäà÷è Z ′ óòâåðæäåíèÿ èç íàáîðà õ3. Ïðè îòñóòñòâèè äàííîãî ýëåìåíòà â ñïè-
ñîê óñëîâèé ïåðåíîñÿòñÿ ëèøü èçáðàííûå íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ3.

6. "ïåðåñìîòð". Ýëåìåíò îçíà÷àåò, ÷òî âåñà ïîñûëîê çàäà÷è Z ′ èçíà÷àëüíî áåðóòñÿ
ðàâíûìè 0.

7. "áóôåð". Ýëåìåíò îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ áóôåð ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ ê
ïðîöåäóðå "âñïîìîïèñàíèå". Îí àíàëîãè÷åí áóôåðó ïðîöåäóðû "ïðåîáðàçîâà-
íèå", íî âìåñòî êîììåíòàðèÿ (ïðåîáðàçîâàíèå . . .) áåðåòñÿ êîììåíòàðèé (âñïî-
ìîïèñàíèå . . .).

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîãðàììû ïðîöåäóðû. Åñëè â õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò
(âñïîìîïèñàíèå X A), òî ñïèñîê õ4 ïîïîëíÿåòñÿ ýëåìåíòîì (íåèçâåñòíûå X). Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî ýòîãî â õ4 íå áûëî öåëè, ïåðå÷èñëÿþùåé íåèçâåñòíûå.

Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê ïîñûëîê õ9 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è - îí îáðàçîâàí âñåìè
óòâåðæäåíèÿìè íàáîðà õ3, íå ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûõ íîâîé çàäà÷è. Ñîçäàåòñÿ
íîâàÿ çàäà÷à Z ′, ïðèñâàèâàåìàÿ ïåðåìåííîé õ11. Ïåðâîíà÷àëüíî åå óñëîâèÿìè ñëó-
æàò êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ2. Âåñà ïîñûëîê (ïðè îòñóòñòâèè ýëåìåíòà
"ïåðåñìîòð") áåðóòñÿ ðàâíûìè 20, è ðåàëèçóåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ ðàçáëîêèðîâêà ïîñûëîê,
àíàëîãè÷íàÿ ñëó÷àþ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ3, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå çàäà÷è Z ′.
Åñëè â õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò "êîíòåêñò" ëèáî óòâåðæäåíèå çàäàåò òèï çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííîé, òî îíî çàíîñèòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è Z ′. Ïðè íàëè÷èè â õ4 ýëåìåíòà
(âñïîìîïèñàíèå X A) ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü òèïû çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ X è òîæå çàðåãèñòðèðîâàòü èõ â ñïèñêå óñëîâèé íîâîé çàäà÷è.
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Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ íîâîé çàäà÷è è íàõîäÿòñÿ èõ ïîäâûðàæåíèÿ ñ íåèç-
âåñòíûìè, òðåáóþùèå ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè ñîïðîâîæäàþùåå óòâåðæäåíèå
U ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è íå èçâëåêàåòñÿ èç ñïèñêà óñëîâèé, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíî âûòåêàåò èç õ3. Ïðè íàëè÷èè ýëåìåíòà (âñïîìî-
ïèñàíèå . . .) ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñøèôðîâêà âîäÿùèõ â U âñïîìîãà-
òåëüíûõ îáîçíà÷åíèé. Çàòåì U è èñïîëüçîâàííûå äëÿ åãî îáîñíîâàíèÿ ýëåìåíòû õ3,
íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è Z ′, äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó óñëîâèé.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå íîâîé çàäà÷è ýëåìåíòû ñïèñêà õ3, è
âûïîëíÿþòñÿ îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "âñïîìîïèñàíèå", ïðèíèìàþùåìó ðåøåíèå
î öåëåñîîáðàçíîñòè äîáàâëåíèÿ èõ ê ñïèñêó óñëîâèé.

Äàëüíåéøàÿ ñõåìà äåéñòâèé àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ñíà-
÷àëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü îòâåò èç áóôåðà. Åñëè îíà íå óäàåòñÿ, òî
ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z ′, ñ ó÷åòîì èìåþùåãîñÿ îãðàíè÷è-
òåëÿ òðóäîåìêîñòè. Ðåçóëüòàò çàíîñèòñÿ â áóôåð. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ îòâåòà õ13 ïðî-
âåðÿåòñÿ íàëè÷èå ýëåìåíòà (âñïîìîïèñàíèå X A) è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäñòàíîâêà â
ýòîò îòâåò âûðàæåíèé A âìåñòî ïåðåìåííûõ X. Â çàäà÷ó Z ïåðåíîñèòñÿ èíôîðìàöèÿ
îá èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëêàõ, à òàêæå ïåðåíîñÿòñÿ êîììåíòàðèè èç Z ′, îòáèðàåìûå
ñïðàâî÷íèêîì "ïðåîáðàçîâàíèå". Íàêîíåö, âñå ïîñûëêè çàäà÷è Z ′, ïîìå÷åííûå êîì-
ìåíòàðèåì "îáëâõîæä", ïåðåíîñÿòñÿ â áëîê àíàëèçà çàäà÷è Z. Åñëè â ýòîì ñëó÷àå
áëîêà àíàëèçà íå áûëî, òî îí ââîäèòñÿ.

2.3.4 Ïðîöåäóðû "èçâëåêàåòñÿ", "âûâîäèìî", "ñèëüíîèçâëå-

êàåòñÿ"

Äëÿ áûñòðîé ïðîâåðêè èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé â êîíòåêñòå ñêàíèðîâàíèÿ òåêóùåé
çàäà÷è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðû "èçâëåêàåòñÿ(õ1 õ2 õ3)" è "ñèëüíîèçâëåêà-
åòñÿ(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå; õ2 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, îáðà-
çóþùèõ êîíòåêñò ïðîâåðêè. Ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ñ
óñëîâèåì õ1 è ïîñûëêàìè õ2. Åñëè íà íåå ïîëó÷àåòñÿ îòâåò "èñòèíà", òî ïåðåìåííîé
õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê.

Â ñëó÷àå ïðîöåäóðû "èçâëåêàåòñÿ" âåñà ïîñûëîê ðàâíû 20, à çàäà÷à ðåøàåòñÿ
ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 4. Â ñëó÷àå ïðîöåäóðû "âûâîäèìî" âåñà ïîñûëîê íóëå-
âûå, à ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ëèáî ðàâåí òåêóùåìó óðîâíþ òåêóùåé çàäà÷è, ëèáî
ñïåöèàëüíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïåðåä îáðàùåíèåì. Â ñëó÷àå ïðîöåäóðû "ñèëüíîèçâëå-
êàåòñÿ" âåñà ïîñûëîê íóëåâûå, à ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ðàâåí 7. Âñå ýòè ïðîöåäóðû
â ïðèåìàõ ÃÅÍÎËÎÃà íå èñïîëüçóþòñÿ; â ïðî÷èõ ñèòóàöèÿõ ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ
îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "èçâëåêàåòñÿ".

2.3.5 Ïðîöåäóðà "ñëåäñòâèå"

Äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé ïðèåìû ÃÅÍÎËÎÃà èñ-
ïîëüçóþò ïðîöåäóðó "ñëåäñòâèå(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå;
õ2 - íàáîð óòâåðæäåíèé, îáðàçóþùèõ êîíòåêñò ïðîâåðêè; õ3 - íàáîð êîììåíòàðèåâ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî Z ′, ñîçäàâàåìîé äëÿ ïðîâåðêè õ1. Ìàêñè-
ìàëüíûé óðîâåíü çàäà÷è Z ′ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå. Åñëè íà
çàäà÷ó Z ′ ïîëó÷åí îòâåò "èñòèíà", òî ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëü-
çîâàííûõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ2.

Åñëè õ1 èìååò âèä êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, òî âñå àíòåöåäåíòû ýòîé èìïëèêàöèè
áóäóò ïðèñîåäèíåíû ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è Z ′, à óñëîâèåì çàäà÷è ñòàíåò êîíñå-
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êâåíò. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ñîïðîâîæäàòü àíòåöåäåíòû êîì-
ìåíòàðèÿìè. Åå îáåñïå÷èâàåò ýëåìåíò (êîììåíòàðèéïîñûëêè A1 A2), çàíîñèìûé â
íàáîð õ3. Çäåñü A1 - òîò àíòåöåäåíò, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ êîììåíòàðèé A2.

Åñëè íàáîð õ3 èìååò ýëåìåíò "èçâëåêàåòñÿ", òî âåñà ïîñûëîê çàäà÷è Z ′ ïîëàãà-
þòñÿ ðàâíûìè 20, èíà÷å îíè ðàâíû 0.

2.3.6 Ïðîöåäóðà "îïðåäåëåíèåïàðàìåòðà"

Åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî, òî èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî
âûðàçèòü ñ åãî ïîìîùüþ îäèí èç ïàðàìåòðîâ ÷åðåç äðóãèå. Òàê êàê ðàâåíñòâî ìî-
æåò èìåòü íåñêîëüêî ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, òî ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî îïðåäåëèòü,
îòíîñèòåëüíî êàêîãî èç íèõ ðàâåíñòâî áóäåò ðàçðåøàòüñÿ. Äëÿ âûáîðà ïàðàìåòðà
è ðåàëèçàöèè ïîïûòêè ðàçðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "îïðåäåëåíèåïàðàìåò-
ðà(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - ðàññìàòðèâàåìîå ðàâåíñòâî; õ2 - íàáîð óòâåðæäåíèé,
ñîñòàâëÿþùèõ âíåøíèé êîíòåêñò; õ3 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ óñòàíîâîê íà ðàçðåøå-
íèå. Ïàðàìåòð, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ðàçðåøåíèå - íå îáÿçàòåëüíî ïå-
ðåìåííàÿ; ýòî ìîæåò áûòü è íåêîòîðîå àòîìàðíîå ñîñòàâíîå íåêîíñòàíòíîå ÷èñëîâîå
âûðàæåíèå, ò.å. âûðàæåíèå, èìåþùåå íå÷èñëîâîé îïåðàíä. Åñëè óäàëîñü ðàçðåøèòü
ðàâåíñòâî õ1 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî òàêîãî ÷èñëîâîãî àòîìà t, òî ïåðåìåííîé õ4
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ðàçðåøåíèÿ; ïåðåìåííîé õ5 - ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñû-
ëîê ñïèñêà õ2. Åñëè â íàáîðå õ2 èìååòñÿ ñèìâîë "îäç", òî â õ5 ìîãóò áûòü çàíåñåíû
íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Ýëåìåíò (óðîâåíü N) â íàáîðå õ3 óêàçûâàåò íà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìóþ ýâðè-
ñòè÷åñêóþ îöåíêó N ñëîæíîñòè ðàçðåøåíèÿ (ñì. íèæå). Îíà ïîçâîëÿåò èçáåæàòü
ïîÿâëåíèÿ ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé. Ýëåìåíò (íåèçâåñòíûå A) óêàçûâàåò ñïèñîê ïå-
ðåìåííûõ A, ÿâëÿþùèõñÿ ïðèîðèòåòíûìè ïðè ðàçðåøåíèè. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç
íèõ âõîäèò â õ1, òî íå óêàçàííûå â A ÷èñëîâûå àòîìû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîãðàììû ïðîöåäóðû. Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ íà-
ëè÷èå â õ2 óêàçàòåëÿ "îäç". Åñëè îí åñòü, òî óäàëÿåòñÿ èç õ2, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ 1, èíà÷å õ6 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 0. Ïåðåìåííîé õ7 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ðàâåíñòâà õ1, íå ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè
òåðìîâ "çíà÷åíèå(. . .)". Ýòî - êàíäèäàòû íà ðàçðåøåíèå. Ïðè íàëè÷èè â õ3 ýëåìåíòà
(íåèçâåñòíûå . . .) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîððåêöèÿ ñïèñêà õ7. Åñëè õ1 óæå
èìååò âèä ðàâåíñòâà òåðìà ñïèñêà õ7 âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ýòîãî òåðìà, òî
ðàçðåøåíèå íå òðåáóåòñÿ, è ïðîöåäóðà âûäàåò çíà÷åíèå "ëîæü". Èíà÷å, ïðè íåïóñòîì
õ7, íà÷èíàåòñÿ öèêë ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà õ8 ïàð (÷èñëîâîé àòîì - îöåíêà åãî ïðèî-
ðèòåòà). Ïàðû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ îöåíîê (ò.å. áîëüøå îöåíêà - ìåíüøå
ïðèîðèòåò). Ïðè îïðåäåëåíèè îöåíêè ïðèîðèòåòà N òåêóùåãî àòîìà õ9 ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå õ9 â õ1 ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè îïåðàöèé "ïëþñ",
"ìèíóñ". Òîãäà N = 1.

2. Åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå õ9 â õ1 ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè îïåðàöèé "ïëþñ",
"ìèíóñ", "óìíîæåíèå", ïðè÷åì âñå êîýôôèöèåíòû íå îáðàùàþòñÿ â 0. Òîãäà
N = 2. Åñëè óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû íå âûïîëíåíî, òî N = 3.

3. Åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå õ9 â õ1 ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè îïåðàöèé "ïëþñ",
"ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü". Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ,
ïîêàçàòåëè ñòåïåíè íàä õ9 - ðàöèîíàëüíûå ñ íå÷åòíûì ÷èñëèòåëåì, òî N = 4;
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åñëè óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû íå âûïîëíåíî, à óñëîâèå íà ñòåïåíè - âûïîëíåíî,
òî N = 5; åñëè îáà ýòèõ óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû, òî N = 6.

4. Åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå õ9 â õ1 ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè îïåðàöèé "ìèíóñ",
"óìíîæåíèå", "äðîáü", ïðè÷åì âñå êîýôôèöèåíòû íå ðàâíû 0. Òîãäà N = 5.
Åñëè ïîñëåäíåå óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî N = 6.

5. Åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå õ9 â õ1 ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè îïåðàöèé "ïëþñ",
"ìèíóñ", "äðîáü", "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü". Òîãäà N = 8.

6. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ, åñëè õ9 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ1, N = 10.
7. Åñëè öåëî÷èñëåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ9 èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â õ1,

ïðè÷åì íå âñå îíè ðàñïîëîæåíû òîëüêî ïîä îïåðàöèÿìè "ïëþñ", "ìèíóñ", òî
N = 50.

8. Åñëè õ9 - ïåðåìåííàÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé õ1 ëèíåéíî, òî N = 9.
9. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, åñëè ÷èñëî âõîæäåíèé õ9 â õ1 ðàâíî 2, òî N = 15, èíà÷å

N = 20.
Ïî çàâåðøåíèè ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà õ8 íà÷èíàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð

ïàð (t,N). Îí îáðûâàåòñÿ ïî äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ N , ïðåâûøàþùåãî óñòàíîâëåí-
íûé óêàçàòåëåì (óðîâåíü . . .) ëèìèò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå t;
ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê âñåõ íå ñîäåðæàùèõ t óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ2. Îí áóäåò
èãðàòü ðîëü ñïèñîê ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z. Åñëè t - ïåðå-
ìåííàÿ, òî îíà áóäåò íåèçâåñòíîé õ12 çàäà÷è Z. Èíà÷å âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ
õ12. ×òîáû ïîëó÷èòü óñëîâèå çàäà÷è, â ïåðâîì ñëó÷àå áåðåòñÿ ñàìî ðàâåíñòâî õ1, âî
âòîðîì - ðåçóëüòàò çàìåíû â íåì âñåõ âõîæäåíèé t íà õ12. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ13. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14; îíà èìååò
öåëè "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ÿâíîå".

Ïåðåä îáðàùåíèåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è õ14 ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïîëíåíèå ñïèñêà
åå óñëîâèé ñîïðîâîæäàþùèìè óòâåðæäåíèÿìè. Íàêîïèòåëåì ýòèõ óòâåðæäåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ íàáîð õ15. Ñíà÷àëà â íåãî çàíîñÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè èíäèêàòîð õ6 ðàâåí 0, òî ïåðåä çàíåñåíèåì óòâåðæäåíèÿ
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ2. Çàòåì ïðåäïðè-
íèìàþòñÿ ïîïûòêè óñìîòðåòü çíàê âûðàæåíèÿ t (íåñòðîãèé ëèáî ñòðîãèé), è ê õ15
ïðèñîåäèíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî. Óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15 îáðàáàòûâà-
þòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîäç", ïîñëå ÷åãî çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé. Çàäà÷à õ14
ðåøàåòñÿ ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 6. Ïåðåä âûäà÷åé îòâåòà ðåàëèçóåòñÿ ïîäñòàíîâêà
â íåãî âûðàæåíèÿ t âìåñòî íåèçâåñòíîé õ12.

2.4 Ïàêåòíûå àíàëèçàòîðû: îáíîâëåííàÿ âåðñèÿ

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ïðîöåäóð, èñïîëüçóåìûõ â ïàêåòíûõ îïåðàòî-
ðàõ ÃÅÍÎË�ÎÃà, âåðíåìñÿ ê îáùåìó îïèñàíèþ óñòðîéñòâà ïàêåòíûõ àíàëèçàòîðîâ.
Èíòåíñèâíîå èñïîëüçîâàíèå èõ â ïëàíèìåòðèè ïîòðåáîâàëî ìîäåðíèçàöèè ñòàðîé, ÷å-
ðåñ÷óð ãðîìîçäêîé è íåóäîáíîé àðõèòåêòóðû, êîòîðàÿ áûëà îïèñàíà â ïåðâîì òîìå.
Ïðèâåäåì çäåñü êðàòêîå îïèñàíèå îáíîâëåííîé âåðñèè.
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2.4.1 Ôóíêöèîíèðîâàíèå àíàëèçàòîðà

Ïàêåòíûì àíàëîãîì çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïàêåòíûé îïåðàòîð, íàçâàííûé
àíàëèçàòîðîì. Îí îáðàáàòûâàåò êîïèþ ñïèñêà ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è Z, îôîðì-
ëåííóþ â âèäå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå Z ′. Àíàëèçàòîð íå îáðàùà-
åòñÿ äëÿ ñêàíèðîâàíèÿ Z ′ ê îñíîâíîé áàçå ïðèåìîâ, à èñïîëüçóåò ñâîè ñîáñòâåííûå
ïðèåìû. Â îñòàëüíîì åãî ïîâåäåíèå ïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî
ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Òàê êàê ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøå, ÷åì â îñíîâíîé áàçå, òî óäàåòñÿ çà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå âðåìÿ ïî-
ëó÷èòü çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ñëåäñòâèé. Èý ýòèõ ñëåäñòâèé îòáèðàþòñÿ ëèøü öåííûå
äëÿ âíåøíåé çàäà÷è Z, êîòîðûå ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àíàëèçàòîðà ïåðåíîñÿòñÿ â
åå ñïèñîê ïîñûëîê. Îòáîð âûïîëíÿåòñÿ ïðèåìàìè àíàëèçàòîðà, ïîìå÷àþùèìè íóæ-
íûå ïîñûëêè êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè, óêàçûâàþùèìè ëèìèò âðåìåíè åãî ðàáîòû. Ïåðåäà÷à
îòîáðàííûõ óòâåðæäåíèé ïðîèñõîäèò ïî èñ÷åðïàíèè ýòîãî ëèìèòà. Ïðè ïîëó÷åíèè
îñîáî âàæíûõ ñëåäñòâèé âîçìîæåí íåìåäëåííûé îáðûâ ðàáîòû. Âõîäíûìè äàííûìè
îáðàùåíèÿ ê àíàëèçàòîðó ñëóæàò: çàäà÷à Z, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü èñïîëüçóåìûõ
ïðèåìîâ è öåëåâàÿ óñòàíîâêà, ïåðåäàâàåìàÿ çàäà÷å Z ′. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à Z ′

ñîçäàåòñÿ ñàìèì àíàëèçàòîðîì. Îí æå ðåàëèçóåò ïåðåäà÷ó îòîáðàííûõ óòâåðæäåíèé
â çàäà÷ó Z.

2.4.2 Çàïèñü ïðèåìà àíàëèçàòîðà íà ÃÅÍÎË�ÎÃå

Ïðèåì àíàëèçàòîðà èìååò òåîðåìó âèäà ∀x(A1 & . . . & An → A0), ïðè ïîìîùè êîòî-
ðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä ñëåäñòâèÿ A0. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âíóòðâûâîä(B)", ãäå B
- íàçâàíèå àíàëèçàòîðà. Åñëè ïðèåì íå âûâîäèò ñëåäñòâèå, à âûïîëíÿåò òîæäåñòâåí-
íóþ ëèáî ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó, òî A0, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ëèáî
ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Çàìåíà âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïðèåìû, âûïîëíÿþ-
ùèå çàìåíó, âûäåëÿþòñÿ óêàçàòåëåì "âíóòðïðåîáð". Ñïîñîá îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ
Ai(i = 1, . . . , n) îáû÷íûì îáðàçîì óòî÷íÿåòñÿ óêàçàòåëÿìè ïðèåìà.

Åñëè ïðèåì àíàëèçàòîðà âûâîäèò íàñòîëüêî öåííîå ñëåäñòâèå, ÷òî öåëåñîîáðàçíî
áåçîòëàãàòåëüíîå ïåðåíåñåíèå åãî âî âíåøíþþ çàäà÷ó è âîçâðàùåíèå ê ñêàíèðîâàíèþ
ýòîé çàäà÷è, òî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îáðûâ" ëèáî "îáðûâ(A)", ãäå A - ôèëüòð,
óòî÷íÿþùèé óñëîâèå îáðûâà ðàáîòû àíàëèçàòîðà. Â ñëó÷àå îáðûâà ñôîðìèðîâàí-
íîå ïðèåìîì óòâåðæäåíèå àâòîìàòè÷åñêè ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä" è
òàêèì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó.

2.4.3 Îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó

Îáðàùåíèå ê ïàêåòíîìó àíàëèçàòîðó A âûïîëíÿåòñÿ ïðèåìîì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è,
èìåþùèì çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Ïðèåì ñíàáæàåòñÿ óêàçàòåëåì "àíàëèçàòîð(A B
óðîâåíü(u))". Çäåñü u - ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà,
äîïóñòèìûõ ïðè åãî ðàáîòå, B - ñïèñîê öåëåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è àíàëèçàòîðà.
Íåèçâåñòíûå òåêóùåé çàäà÷è ïåðåäàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å àâòîìàòè÷åñêè, è
èõ ìîæíî â ñïèñêå B íå óêàçûâàòü. Êðîìå òîãî, ÷åðåç ñïèñîê B ìîæíî çàäàâàòü
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè îáðàùåíèÿ ê àíàëèçàòîðó - òåðì "ëèìèò(N)", ãäå N -
äîïóñòèìûé ëèìèò øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà. Ýòîò òåðì â öåëè âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è àíàëèçàòîðà íå âêëþ÷àåòñÿ.
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2.5 Ïðîöåäóðû ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ

Â ïðîãðàììàõ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ïðîöåäóð îáùåãî íàçíà÷åíèÿ.
Îíè îáåñïå÷èâàþò èíèöèàëèçàöèþ ðàáîòû îïåðàòîðà; ïîøàãîâóþ òðàññèðîâêó; äî-
ïîëíèòåëüíóþ ôèëüòðàöèþ èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé; ðàçáîð ñëó÷àåâ; âçàèìîäåéñòâèå ñ
áóôåðàìè; îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì è ò.ï. Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå ÷àñòî
èñïîëüçóåìûå òàêèå ïðîöåäóðû.

2.5.1 Ïðîöåäóðà "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè"

Ìíîãèå ïàêåòíûå íîðìàëèçàòîðû èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíûå áóôåðû, â êîòîðûõ ñî-
õðàíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ 50 îáðàùåíèé. Åñëè áóôåð ñîäåðæèò ãîòîâûé
ðåçóëüòàò, òî îí ñðàçó âûäàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì. Èíà÷å - íà÷èíàþòñÿ âû÷èñëåíèÿ,
è ïî çàâåðøåíèè èõ ðåçóëüòàò ïåðåäàåòñÿ â áóôåð. Áóôåðû î÷åíü ýôôåêòèâíû â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîõîæèõ ïðèåìîâ, îáðàùàþùèõñÿ
ê íîðìàëèçàöèè îäíèõ è òåõ æå òåðìîâ. Îíè èçáàâëÿþò îò íåîáõîäèìîñòè ñïåöèàëü-
íîé ñêëåéêè òàêèõ ïðèåìîâ â îáùóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ýêîíîìèè
îáðàùåíèé. Åñëè õîòÿ áû îäèí ïðèåì îáðàòèëñÿ ê íîðìàëèçàòîðó, òî ïîñëåäóùèå
èäåíòè÷íûå îáðàùåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ìãíîâåííûìè. Ðîëü áóôåðà èãðàåò êîììåíòà-
ðèé (êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè f A v), ãäå f - íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà; A - íàáîð äëè-
íû 50, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò íóëè ëèáî íàáîðû (1 t P K r Q) - ðåçóëüòàòû
ïðåäûäóùèõ îáðàùåíèé. v - òåêóùàÿ ïîçèöèÿ íàáîðà A, íà êîòîðóþ áóäåò çàíîñèòü-
ñÿ î÷åðåäíîé ðåçóëüòàò. Îíà ñäâèãàåòñÿ öèêëè÷åñêèì îáðàçîì. Íàëè÷èå ýëåìåíòà 1 â
íà÷àëå íàáîðà îáúÿñíÿåòñÿ ëèøü îñîáåííîñòÿìè îïåðàòîðà "áèêëþ÷", èñïîëüçóåìîãî
äëÿ èçâëå÷åíèÿ íóæíûõ äàííûõ. t - òåðì, ïîñòóïèâøèé íà âõîä íîðìàëèçàòîðà; P -
ñïèñîê ïîñûëîê, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âûïîëíÿëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ; K - ïîäìíî-
æåñòâî ñïèñêà êîììåíòàðèåâ, îòáèðàåìîå äëÿ èäåíòèôèêàöèè îáðàùåíèé (ðàçëè÷èÿ
â ïðî÷èõ êîììåíòàðèÿõ áóäóò èãíîðèðîâàòüñÿ); r - ðåçóëüòàò íîðìàëèçàöèè; Q - ñïè-
ñîê ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê.

×òîáû ïàêåòíûé íîðìàëèçàòîð èñïîëüçîâàë áóôåð, â îïèñàíèè åãî ôîðìàòà äîë-
æåí èìåòüñÿ ñèìâîë "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè". Îáû÷íî íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè, âûïîëíÿþùèå ñðàâíèòåëüíî "äåøåâûå" ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå èñïîëüçóþò
áóôåðà. Â áîëåå òðóäîåìêèõ ïðîöåäóðàõ (íàïðèìåð, "ðàçëîæèòüíàìíîæèòåëè") åãî
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü.

Ïðîãðàììà îïåðàòîðà, èñïîëüçóþùåãî áóôåð, íà÷èíàåòñÿ ñ îáðàùåíèÿ ê ïðîöå-
äóðå "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)". Çäåñü õ1, õ2, õ3 - âõîäíûå äàííûå
îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó, ò.å. ïðåîáðàçóåìûé òåðì, ñïèñîê ïîñûëîê è ñïèñîê êîì-
ìåíòàðèåâ. õ4 - íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà. Ïðîöåäóðà ïðîâåðÿåò íàëè÷èå â áóôåðå
ãîòîâîãî ðåçóëüòàòà. Åñëè îí åñòü, òî ïðèñâàèâàåòñÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5. Ïåðå-
ìåííîé õ6 ïðè ýòîì ïðèñâàèâàåòñÿ 0. Åñëè ãîòîâîãî ðåçóëüòàòà íåò, òî ïåðåìåííîé
õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà (õ1, õ2, K), íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîñëåäóþùåé ðåãèñòðàöèè
ðåçóëüòàòà â áóôåðå. Çäåñü K - óêàçàííîå âûøå ïîäìíîæåñòâî êîììåíòàðèåâ, èñ-
ïîëüçóåìîå äëÿ èäåíòèôèêàöèè îáðàùåíèÿ. Äàííàÿ òðîéêà áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ íà âñå
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà, à ïåðåä çàâåðøåíèåì ðàáîòû ïðîöåäóðà
"ó÷åòíîðìàëèçàöèè" èñïîëüçóåò åå äëÿ ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòà â áóôåðå. Åñëè ïå-
ðåìåííîé õ6 ïðèñâîåíà òðîéêà, òî ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ õ1 èëè ðåçóëüòàò
÷àñòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ õ1. Ïîñëåäíèé áåðåòñÿ èç òîãî æå áóôåðà - åñëè èìåëñÿ
ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîäìíîæåñòâà ïîñûëîê õ2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ áóäóò ïðîäîëæåíû íà÷èíàÿ ñðàçó ñ òåðìà õ5.
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Êðîìå ó÷åòà áóôåðà, ïðîöåäóðà "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè" âûïîëíÿåò ðÿä äðóãèõ
ôóíêöèé, êîòîðûå îêàçàëîñü óäîáíûì ïåðåäàòü åé èç-çà åå ðàçìåùåíèÿ â ñàìîì íà÷à-
ëå ïðîãðàììû ïàêåòà. Íàïðèìåð, îíà ó÷àñòâóåò â îòîáðàæåíèè íà ýêðàíå îáðàùåíèÿ
ê íîðìàëèçàòîðó ïðè òðàññèðîâêå ðåøåíèÿ.

Âûäà÷à èíôîðìàöèè îá îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðîé
îòëàä÷èêà ËÎÑà. Ïðè íàëè÷èè ïîäõîäÿùåãî ðåæèìà òðàññèðîâêè, èíòåðïðåòàòîð
óñìàòðèâàåò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè" è îáðàùàåòñÿ ê îò-
ëàä÷èêó. Ïîñëåäíèé àíàëèçèðóåò ñèòóàöèþ è âûäàåò íà ýêðàí íåîáõîäèìûå òåêñòû.
Âñå ýòî äåëàåòñÿ áåç ó÷àñòèÿ ïðîãðàììû "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè". Îíà íà÷èíàåò
âûïîëíÿòüñÿ óæå ïîñëå âûõîäà èç êàäðà òðàññèðîâêè. Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ
ýòîé ïðîãðàììû.

Ïðåæäå âñåãî, âûêëþ÷àåòñÿ ñ÷åò÷èê øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà è ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ðÿä äåéñòâèé ïî ðàñ÷èñòêå êîììåíòàðèåâ, îáåñïå÷èâàþùèõ òðàññèðîâêó. Íàïðèìåð,
èç ñïèñêà êîììåíòàðèåâ óäàëÿåòñÿ óæå èñïîëüçîâàííûé ýëåìåíò (òèòð . . .), êîòîðûé
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîã áû èñïîðòèòü îòîáðàæåíèå òðàññèðîâêè â ïîäïðîöåäóðàõ.
Ïîñëå ðàñ÷èñòêè - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 2", ãäå ñ÷åò÷èê øàãîâ ñíîâà âêëþ-
÷àåòñÿ. Îòêëþ÷åíèå ñ÷åò÷èêà øàãîâ ïðåäïðèíèìàåòñÿ, ÷òîáû îñòàíîâêà èíòåðïðå-
ðàòîðà íà øàãå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ çàäàííûì íîìåðîì íå çàâèñåëà îò ïðèìåíÿåìîãî
ðåæèìà òðàññèðîâêè.

Ýëåìåíò "ïîâòîð" â õ3 îïðåäåëÿåò êîíòðîëü âîçìîæíîãî çàöèêëèâàíèÿ ïðè ðå-
êóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ. Åñëè èìååòñÿ âíåøíåå îáðàùåíèå ê òîìó æå ñàìîìó íîðìà-
ëèçàòîðó äëÿ îáðàáîòêè òîãî æå ñàìîãî òåðìà õ1, òî öèêë îáðàùåíèé ðàçðûâàåòñÿ -
âûäàåòñÿ íåèçìåíåííîå âõîäíîå äàííîå õ1.

Ïðè íàëè÷èè â õ3 ýëåìåíòà (ðàçáîðñëó÷àåâ . . .) ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ
â íåì ïàðû (êîììåíòàðèé "êîððåêöèÿïîñûëîê" - èñõîäíûé ñïèñîê ïîñûëîê). Ðåæèì
íîðìàëèçàöèè ñ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ ïîíàäîáèëñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ âûðàæåíèé
ñ ïàðàìåòðàìè. Ïîäðîáíåå î íåì ñì. íèæå.

Ïåðåä ïðîñìîòðîì áóôåðà èíèöèàëèçèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ9, õ10. Ïåð-
âîé áóäåò ïåðåïðèñâîåí òîò ýëåìåíò áóôåðà, êîòîðûé îïðåäåëèò ÷àñòè÷íîå ïðåîáðà-
çîâàíèå òåðìà õ1. Âòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíäèêàòîð óðîâíÿ ñðåäñòâ íîðìàëèçà-
òîðà, ïîäêëþ÷àåìûõ ê îáðàáîòêå òåðìà õ1 ñîãëàñíî êîììåíòàðèÿì îáðàùåíèÿ. ×åì
áîëüøå ýòîò èíäèêàòîð, òåì óæå ãðóïïà ïðèìåíÿåìûõ ïðèåìîâ. Ëèøü íåìíîãèå íîð-
ìàëèçàòîðû èìåþò øêàëó óðîâíåé ñðåäñòâ, è äëÿ íèõ ïðîöåäóðà "êîíòðîëüíîðìàëè-
çàöèè" óêàçûâàåò êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ õ10. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, îòíîñÿùè-
åñÿ ê òàêèì íîðìàëèçàòîðàì, îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì èõ íàçâàíèé: "âèäóìíî-
æåíèå", "óðàâíìåíüøåèëèðàâíî", "óðàâíìåíüøå", "ñòàíäìåíüøå", "ñòàíäìåíüøåè-
ëèðàâíî", "ñòàíäïëþñ", "íîðìïðåäåë", "àñèìïòîöåíêà". Âñå ýòî - áîëüøèå èëè äàæå
î÷åíü áîëüøèå ïàêåòû.

Åñëè õ3 ñîäåðæèò êîììåíòàðèé "íîâûé", òî ïîïûòêà èçâëå÷åíèÿ ðåçóëüòàòà èç
áóôåðà áëîêèðóåòñÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè íîðìàëèçàòîð áóäåò âûïîëíÿòü âñå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ çàíîâî. Èíà÷å íàõîäèòñÿ êîììåíòàðèé (êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè õ4 A v) ê
ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð A ðåçóëüòàòîâ
ïðåäûäóùèõ îáðàùåíèé. Â íåì ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû E âèäà (1 õ1 P K r Q),
ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàáàòûâàåìîìó òåðìó õ1.

Åñëè ñïèñîê ïîñûëîê P ðàâåí ñïèñêó ïîñûëîê õ2 òåêóùåãî îáðàùåíèÿ, òî â íàáîðå
K ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíò (êëþ÷ q), ñîõðàíÿþùèé èíäèêàòîð q óðîâíÿ ïðèìåíÿâ-
øèõñÿ ñðåäñòâ (ò.å. óêàçàííîå âûøå çíà÷åíèå õ10). Åñëè q îòëè÷àåòñÿ îò õ10, ïðè÷åì
ëèáî ðåçóëüòàò r îòëè÷åí îò õ1, ëèáî õ10 ìåíüøå q, ëèáî õ10 áîëüøå 9, òî ýëåìåíò E
èãíîðèðóåòñÿ. Èíà÷å ýòîò ýëåìåíò èñïîëüçóåòñÿ êàê óêàçàòåëü íà ðåçóëüòàò r òåêó-
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ùåãî îáðàùåíèÿ. Ïåðåä âûäà÷åé ðåçóëüòàòà êîððåêòèðóþòñÿ êîììåíòàðèè íîðìàëè-
çàòîðà (âûâîäèìî . . .), (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .). Âñÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ èõ êîððåêöèè
èíôîðìàöèÿ èìååòñÿ â ñïèñêàõ K è Q.

Åñëè ñïèñîê ïîñûëîê õ2 - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî P , òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëå-
ìåíò (êëþ÷ q) íàáîðà K. Åñëè õ1 îòëè÷íî îò r, ëèáî õ10 ìåíüøå q, ëèáî õ10 áîëüøå 9,
òî ýëåìåíò E èãíîðèðóåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òåðì õ1 íå áûë èçìåíåí ïðè óñèëåí-
íîé îáðàáîòêå îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåííîãî ñïèñêà ïîñûëîê. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî è ïðè äàííîì îáðàùåíèè îí íå èçìåíèòñÿ, è âûäàòü åãî â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.

Åñëè äëÿ òåêóùåãî ýëåìåíòà E íè îäíà èç óêàçàííûõ âûøå ñèòóàöèé íå èìå-
åò ìåñòà, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíò (êëþ÷ q) íàáîðà K. Åñëè q ìåíüøå õ10 ëèáî
õ10 áîëüøå 9, òî ýëåìåíò E èãíîðèðóåòñÿ. Ýòî æå ïðîèñõîäèò, åñëè K èìååò ýëå-
ìåíòû (ðÿäòåéëîðà . . .), (Ïîëþñ . . .), íå âõîäÿùèå â õ3. Òàêèå ýëåìåíòû ñîäåðæàò
äîïîëíèòåëüíóþ âõîäíóþ ëîãè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ (íàïðèìåð, òî÷êó, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä). Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòàðûé ñïèñîê
ïîñûëîê P âêëþ÷àåòñÿ â õ2, è ïåðåìåííîé õ9 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð E. Îí îïðåäå-
ëèò ÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå òåðìà õ1. Ïîñëå ïåðåïðèñâîåíèÿ ïðîñìîòð ýëåìåíòîâ
E ïðîäîëæàåòñÿ, òàê êàê ìîæåò íàéòèñü äðóãîé ýëåìåíò, äàþùèé ãîòîâûé ðåçóëüòàò
îáðàùåíèÿ.

Åñëè ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà îêàçàëîñü, ÷òî õ9 íå ðàâíî 0, òî õ1 çàìåíÿåòñÿ íà
íîâîå çíà÷åíèå r è âûïîëíÿåòñÿ êîððåêöèÿ êîììåíòàðèÿ (âûâîäèìî . . .): ó÷èòûâà-
þòñÿ óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè ïîëó÷åíèè ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà r.
Çàòåì ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ12 âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ K. Â íåãî çàíîñèòñÿ ñíà÷àëà
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò (êëþ÷ õ10).

Åñëè â íàáîðå õ3 èìåëñÿ ýëåìåíò (áóôåð A), òî ïðè A = 1 â õ12 çàíîñèòñÿ ýëåìåíò
"ñòîï". Òàêîé ýëåìåíò áóäåò áëîêèðîâàòü çàíåñåíèå â áóôåð ðåçóëüòàòà äàííîãî îá-
ðàùåíèÿ. Åñëè æå A 6= 1, òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà 1. Òîãäà îêàæåòñÿ çàáëîêèðîâàííîé
ðåãèñòðàöèÿ â áóôåðå âñåõ ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì íîðìàëèçà-
òîðàì, êîòîðûìè áóäåò ïîëüçîâàòüñÿ äàííûé íîðìàëèçàòîð. Â õ12 ïåðåíîñÿòñÿ èç
õ3 ñëåäóþùèå ýëåìåíòû: (âûâîäèìî . . .), (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .), (ðÿäòåéëîðà . . .),
(Ïîëþñ . . .). Ïåðåä âûäà÷åé ðåçóëüòàòà åùå ðàç ïðîèñõîäèò êîíòðîëü çàöèêëèâàíèÿ
ïî öåïî÷êå ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé, íà ýòîò ðàç äëÿ èçìåíåííîãî òåðìà õ1.

2.5.2 Ïðîöåäóðà "ó÷åòíîðìàëèçàöèè"

Ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ ïðèåìàìè íîðìàëèçàòîðîâ äëÿ ðåãèñòðàöèè â áóôåðå
ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèé. Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "ó÷åòíîðìàëèçàöèè(õ1 õ2
õ3 õ4)", ãäå õ1 - ðåçóëüòàò; õ2 - íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà; õ3 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ
íîðìàëèçàòîðà; õ4 - òðîéêà (A1 A2 K), ñôîðìèðîâàííàÿ ïðîöåäóðîé "êîíòðîëüíîð-
ìàëèçàöèè" äëÿ èäåíòèôèêàöèè îáðàùåíèÿ â áóôåðå. Èìåííî, A1 - èñõîäíûé âèä
ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà; A2 - ñïèñîê ïîñûëîê; K - äîïîëíèòåëüíûå äàííûå.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîãðàììà ïðîâåðÿåò íåîáõîäèìîñòü ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòà. Ðå-
ãèñòðàöèÿ áëîêèðóåòñÿ, åñëè â K èìååòñÿ ýëåìåíò "ñòîï", ëèáî â õ3 èìååòñÿ ýëåìåíò
"îòêàò". Ýòî æå ïðîèñõîäèò â íåêîòîðûõ äðóãèõ îñîáûõ ñëó÷àÿõ. Ïåðåä ðåãèñòðàöè-
åé ìîäèôèöèðóþòñÿ êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .) è (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .).

2.5.3 Ïðîöåäóðà "êîíòðîëüçàìåíû"

Ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè, ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ äâóõ öåëåé. Âî-
ïåðâûõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü çàáëîêèðîâàòü ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà èç êàêèõ-
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ëèáî îáùèõ ñîîáðàæåíèé, íàïðèìåð, ïðè òåñòèðîâàíèè ñèñòåìû âûâîäà òåîðåì. Âî-
âòîðûõ, ÷òîáû çàðåãèñòðèðîâàòü â àðõèâå ôàêò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà. Îòîáðàæåíèå
íà ýêðàíå òåêóùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûïîëíÿåìîãî íîðìàëèçàòîðîì, ñ äàííîé ïðîöå-
äóðîé íå ñâÿçàíî - îíî èíèöèèðóåòñÿ ïðè ïîïûòêå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðîãðàììíîé
ïåðåìåííîé õ1.

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "êîíòðîëüçàìåíû(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)". Çäåñü õ1
- ïðåîáðàçóåìûé òåðì; õ2 - çàìåíÿþùèé òåðì ëèáî ïàðà (ñèìâîë "âûõîä" - çàìåíÿ-
þùèé òåðì), åñëè ïðèåì îáðûâàåò ïðèìåíåíèå íîðìàëèçàòîðà; õ3 - ñïèñîê ïîñûëîê;
õ4 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ íîðìàëèçàòîðà; õ5 - íàáîð (ñèìâîë "ïðèåì" - A1 - A2 -
A3), ññûëàþùèéñÿ íà ïðèìåíåííûé ïðèåì. Êàê è îáû÷íî, A1 è A2 ñóòü ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë è íîìåð óçëà ñòàòüè ýòîãî ñèìâîëà â áàçå ïðèåìîâ. Îäíàêî, A3 - íå çàãîëîâîê
ïðèåìà, à ëèøü óêàçàòåëü íàïðàâëåíèÿ çàìåíû. õ6 - íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà. Åñëè
âûïîëíåíèå çàìåíû íåöåëåñîîáðàçíî, òî îïåðàòîð ëîæåí.

Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû ïðîâåðÿåò ðàçëè÷èå çàìåíÿåìîãî è çàìåíÿþùåãî òåðìîâ.
Áëîêèðîâêà çàìåíû ðåàëèçóåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ (ïðèåìû . . .) ê ïîñûë-
êàì èñõîäíîé çàäà÷è, îòìåíÿþùåãî ñðàáàòûâàíèÿ çàäàííûõ ïðèåìîâ. Ó÷åò ôàêòà
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà â àðõèâå âûïîëíÿåòñÿ óæå ðàññìîòðåííîé âûøå ïðîöåäóðîé
"ó÷åòïðèìåíåíèÿ".

2.5.4 Ïðîöåäóðà "êîíòðîëüáóôåðà"

Ýòà ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íà ïðîöåäóðå "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè", îäíàêî ïðèìåíÿåòñÿ
â ïàêåòíûõ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðàõ è ïàêåòíûõ ñèíòåçàòîðàõ. Çäåñü ðîëü áóôåðà,
ñîõðàíÿþùåãî ðåçóëüòàòû 30 ïîñëåäíèõ îáðàùåíèé ê ïàêåòó, èãðàåò êîììåíòàðèé
(êîíòðîëüáóôåðà A1 A2 A3) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è. A1 - íàçâàíèå ïàêåòà; A2

- íàáîð ÷åòâåðîê (B1 B2 B3 B4), ãäå B1 - íàáîð âõîäíûõ äàííûõ ïàêåòà ñ ïðîïó-
ùåííûì ñïèñêîì ïîñûëîê; B2 - ñïèñîê ïîñûëîê; B4 - ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ, ò.å. íàáîð
çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïàêåòà â ñëó÷àå ïîçèòèâíîãî ðåçóëüòàòà è 0 â ñëó÷àå
íåãàòèâíîãî. Íàáîð A2 èìååò 30 ïîçèöèé, ïðè÷åì A3 - âõîæäåíèå òåêóùåé ïîçèöèè,
íà êîòîðîé áóäåò ðåãèñòèðîâàòüñÿ î÷åðåäíîé ðåçóëüòàò.

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå âñòàâëÿåòñÿ âî âñå ïàêåòû óêàçàííûõ òèïîâ, áåçîòíîñè-
òåëüíî ê èõ ôîðìàòó. Îíî èìååò âèä "êîíòðîëüáóôåðà(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - íà-
çâàíèå ïàêåòíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ïåðå÷èñëÿþùèåãî ñèíòåçàòîðà õ1 èìååò âèä òåðìà
"f(ïåðå÷èñëåíèå)", ãäå f - íàçâàíèå ñèíòåçàòîðà. õ2 - íàáîð âõîäíûõ äàííûõ ïàêåòà.
Åñëè â áóôåðå èìååòñÿ ãîòîâûé ðåçóëüòàò, òî â ñëó÷àå ïîçèòèâíîãî ðåçóëüòàòà ïðî-
èñõîäèò ïðèñâîåíèå åãî ïåðåìåííîé õ3, à ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ 0. Â ñëó÷àå
íåãàòèâíîãî ðåçóëüòàòà ïðîöåäóðà âûäàåò "ëîæü". Åñëè â áóôåðå íåò ãîòîâîãî ðå-
çóëüòàòà, òî ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ 0, à ïåðåìåííîé õ4 - ìîäèôèöèðîâàííûé
äëÿ ïîñëåäóþùåé ðåãèñòðàöèè â áóôåðå íàáîð õ2. Åñëè áóäåò ïîëó÷åí ïîçèòèâíûé
ðåçóëüòàò, òî ðåãèñòðàöèþ âûïîëíèò ïðîöåäóðà "ó÷åòâáóôåðå". Èíà÷å, ïîñëå èñ÷åð-
ïàíèÿ âñåõ ïîïûòîê, ïðîèçîéäåò îòêàò ê ïðîöåäóðå "êîíòðîëüáóôåðà", òàê êàê îíà
ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëÿþùåé. Ïðè ýòîì áóäåò ðåàëèçîâàíà ðåãèñòðàöèÿ â áóôåðå íåãà-
òèâíîãî ðåçóëüòàòà.

Îòîáðàæåíèå íà ýêðàíå îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó ëèáî ñèíòåçàòîðó
ïðîèñõîäèò ïðè îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðå "êîíòðîëüáóôåðà". Êàê è â ñëó÷àå íîðìà-
ëèçàòîðîâ, ñàìà ïðîãðàììà â òàêîì îòîáðàæåíèè íå ó÷àñòâóåò - ïðîñòî ïðè ïîïûòêå
îáðàùåíèÿ ê íåé èíòåðïðåòàòîð ËÎÑà ïåðåäàåò óïðàâëåíèå îòëàä÷èêó ËÎÑà, êîòî-
ðûé è ðåàëèçóåò âñå íåîáõîäèìûå äåéñòâèÿ ïî îðãàíèçàöèè êàäðà òðàññèðîâêè. Óæå
ïîñëå ðàáîòû â ýòîì êàäðå íà÷èíàåòñÿ âûïîëíåíèå ïðîãðàììû ïðîöåäóðû. Ïðåæäå
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âñåãî, ïðè âûêëþ÷åííîì ñ÷åò÷èêå øàãîâ, ðåàëèçóåòñÿ êîððåêöèÿ êîììåíòàðèåâ, èñ-
ïîëüçóåìûõ ïðè òðàññèðîâêå. Çàòåì - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 2".

Åñëè â êîììåíòàðèÿõ îáðàùåíèÿ èìåëñÿ ýëåìåíò (ëèìèò N), ïðè÷åì ÷èñëî íà
ñ÷åò÷èêå øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà áîëüøå N , òî ñðàçó ïðåäïðèíèìàåòñÿ âûõîä
ïî "ëîæü". Ýòîò ñïîñîá îáðûâàòü ðàáîòó ïàêåòîâ èñïîëüçóåòñÿ ðåäêî - îáû÷íî îòêàò
ïî èñ÷åðïàíèè ðàçðåøåííîé òðóäîåìêîñòè ðåàëèçóåòñÿ îïåðàòîðîì "ëèìèò(. . .)".

Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â íàáîð õ2 ñïèñêà ïîñûëîê îáðàùåíèÿ.
Åñëè âñå âõîäíûå ïàðàìåòðû îáðàùåíèÿ ñóòü êîíñòàíòíûå òåðìû, òî ïî âõîæäåíèþ
õ5 çàíîñèòñÿ ñèìâîë "ïóñòîåñëîâî" - ñïèñîê ïîñûëîê çäåñü íå íóæåí. Äàëåå, ïðè
íåïóñòîì ñïèñêå ïîñûëîê, îí çàìåíÿåòñÿ â íàáîðå õ2 íà ñâîþ êîïèþ. Ýòî äåëàåòñÿ,
÷òîáû ïîñëåäóþùàÿ ðàáîòà ïàêåòà íå èçìåíèëà èíôîðìàöèè î ïåðâîíà÷àëüíîì âèäå
âõîäíûõ äàííûõ.

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîììåíòàðèé (êîíòðîëüáóôåðà . . .), êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ áóôåðîì ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ ê äàííîìó ïàêåòó. Â íåì èùåòñÿ ÷åòâåðêà
õ9, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåêóùåìó íàáîðó âõîäíûõ äàííûõ (ñ ïðîïóùåííûì ñïèñêîì
ïîñûëîê). Åñëè ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ïîçèòèâíûé, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïî-
ñûëîê ÷åòâåðêè õ9 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê îáðàùåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî âûäàåòñÿ
ãîòîâûé ðåçóëüòàò. Åñëè ðåçóëüòàò íåãàòèâíûé, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàîáîðîò, òåêó-
ùèé ñïèñîê ïîñûëîê âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê ÷åòâåðêè õ9. Ïîñëå ýòîãî - âûõîä
ïî "ëîæü". Åñëè â áóôåðå ðåçóëüòàò íå íàéäåí, òî âûäàþòñÿ çíà÷åíèÿ õ3 = 0; õ4
= õ2, è äàëåå ðåàëèçóåòñÿ áàçà ïðèåìîâ ïàêåòà. Åñëè äåéñòâèÿ ïàêåòà áåçðåçóëüòàò-
íû, òî ïðè îòêàòå ïðîèñõîäèò âîçâðàùåíèå â ïðîöåäóðó "êîíòðîëüáóôåðà", è îíà
ðåãèñòðèðóåò íåãàòèâíûé ðåçóëüòàò. Îñîáî ó÷èòûâàåòñÿ ñëó÷àé ïåðå÷èñëÿþùèõ ïà-
êåòîâ. Çäåñü ðåãèñòðàöèÿ íåãàòèâíîãî ðåçóëüòàòà íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ, òàê êàê îòêàò
ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïîñëå öåïî÷êè ïîçèòèâíûõ ðåàëèçàöèé ïàêåòà - ïî èñ÷åðïàíèè
ïåðå÷èñëåíèÿ.

2.5.5 Ïðîöåäóðà "ó÷åòâáóôåðå"

Ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåãèñòðàöèè â áóôåðå ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ ê ïðîâå-
ðî÷íîìó îïåðàòîðó ëèáî ñèíòåçàòîðó. Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "ó÷åòâáóôåðå(õ1
õ2 õ3)". õ1 - íàçâàíèå îïåðàòîðà ëèáî (â ñëó÷àå ïåðå÷èñëÿþùåãî ñèíòåçàòîðà) òåðì
"f(ïåðå÷èñëåíèå)", ãäå f - íàçâàíèå îïåðàòîðà. õ2 - íàáîð âõîäíûõ äàííûõ îáðàùå-
íèÿ ê îïåðàòîðó, ìîäèôèöèðîâàííûé ïðîöåäóðîé "êîíòðîëüáóôåðà". õ3 - ðåçóëüòàò
îáðàùåíèÿ (íàáîð çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ëèáî çíà÷åíèå åäèíñòâåííîé òà-
êîé ïåðåìåííîé).

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ ðåçóëüòàòà îáðàùåíèÿ â áóôåðå. Åñëè îáðàùåíèå
ê ïàêåòó âûïîëíÿëîñü ñ êîììåíòàðèåì "áëîê", òî ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ, îòëè÷íûõ
îò íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ ðåçóëüòàòà èç ïîñûëîê, áëîêèðóþòñÿ. Ýòî ïðîèñ-
õîäèò âíóòðè äàííîé ïðîöåäóðû - ïðè íåâûðîæäåííîì ðåçóëüòàòå õ3 ðåàëèçóåòñÿ
íåìåäëåííûé (áåç ðåãèñòðàöèè â áóôåðå) âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

2.5.6 Ïðîöåäóðû "ó÷åòâûâîäà" è "êîððåêöèÿïîñûëîê"

Åñëè íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òî âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü â íîâûõ ñîïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿõ, òî ýòè óòâåðæäåíèÿ ðå-
ãèñòðèðóþòñÿ â êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .), à çàòåì îòòóäà ïåðåíîñÿòñÿ â
ïîñûëêè íîðìàëèçàòîðà. Ïåðâîå äåëàåòñÿ ïðîöåäóðîé "ó÷åòâûâîäà"; âòîðîå - îïåðà-
òîðîì ïðîãðàììû ïðèåìà, çàìåíÿþùèì òåêóùèé ñïèñîê ïîñûëîê íà çíà÷åíèå îïå-



Ãëàâà 2. Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ 163

ðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ "êîððåêöèÿïîñûëîê(. . .)". Êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿïîñûëîê
. . .) áóäóò íåîáõîäèìû äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè î ñîïðîâîæäåíèè ïî î.ä.ç. âíåø-
íèì ïðîöåäóðàì, îáðàòèâøèìñÿ ê íîðìàëèçàòîðó.

2.5.7 Ïðîöåäóðà "áóôåð"

Ïðîöåäóðà ðàñ÷èùàåò áóôåðû ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ ê ïàêåòíûì îïåðàòîðàì è
âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàâøèìñÿ ïðè ðåàëèçàöèè ïàêåòà.
Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "áóôåð(0)". Èñïîëüçóåòñÿ ðàñ÷èñòêà áóôåðîâ ïàêåòíûõ
îïåðàòîðîâ êðàéíå ðåäêî. Íàïðèìåð, îíà ìîæåò áûòü ïîëåçíà ïðè òðàññèðîâêå - åñ-
ëè çàïóñêàåòñÿ ïîâòîð ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, òî íóæíî ïðåäîòâðàòèòü
âëèÿíèå íà íåãî èíôîðìàöèè, ñîõðàíåííîé â áóôåðàõ.

2.5.8 Ðàçáîð ñëó÷àåâ â íîðìàëèçàòîðàõ

Åñëè â ôîðìàòå íîðìàëèçàòîðà èìååòñÿ óêàçàòåëü "ðàçáîðñëó÷àåâ", òî îí ìîæåò ðà-
áîòàòü â ðåæèìå ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî óñëîâèÿì íà ïàðàìåòðû âõîäíûõ òåðìîâ. Äèçú-
þíêöèè, ïî êîòîðûì äîëæíû ðàçáèðàòüñÿ ñëó÷àè, îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Åñëè òàêàÿ äèçúþíêöèÿ âîçíèêëà, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòêàò ê íà÷àëó
ïðåîáðàçîâàíèé è ïðîâåäåíèå èõ äëÿ êàæäîãî ïîäñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè. Ðåçóëüòàòû
ñîõðàíÿþòñÿ â ñïåöèàëüíîì íàêîïèòåëå, ðîëü êîòîðîãî èãðàåò êîììåíòàðèé (ðàçáîð-
ñëó÷àåâ . . .). Ïî çàâåðøåíèè ðàçáîðà ñëó÷àåâ ñîñòàâëÿåòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå. Îíî
óïðîùàåòñÿ è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äî
îòêàòà ñîõðàíÿþòñÿ â áóôåðàõ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ, òàê ÷òî ïîñëå îòêàòà óæå ïðîé-
äåííûé ó÷àñòîê áûñòðî ïîâòîðÿåòñÿ. Âîçìîæíî ðàññìîòðåíèå âëîæåííûõ ðàçáîðîâ
ñëó÷àåâ; ñõåìà èõ çàðåãèñòðèðîâàíà â êîììåíòàðèè (ðàçáîðñëó÷àåâ A1 A2 A3). Ýòîò
êîììåíòàðèé äîëæåí ïðèñóòñòâîâàòü â îáðàùåíèè ê îïåðàòîðó, ïðè÷åì èçíà÷àëüíî
A1 = A2 = 0; A3 = "ïóñòîåñëîâî".

Â ïðîöåññå ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà ìîãóò ñðàáàòûâàòü ïðèåìû, èíèöèèðóþùèå
ðàçáîð ñëó÷àåâ â òåêóùåì àíàëèçèðóåìîì ïîäñëó÷àå. Åñëè íîðìàëèçàòîð èìåë ðåêóð-
ñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñàìîìó ñåáå èëè äðóãèì ðàçáèðàþùèì ñëó÷àè íîðìàëèçàòîðàì,
òî ïðèåì, èíèöèèðóþùèé ðàçáîð ñëó÷àåâ, ìîæåò ñðàáîòàòü íà íåêîòîðîé ãëóáèíå
öåïî÷êè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îòêàò ïðîèçîéäåò ïî âñåé öåïî÷êå
îáðàùåíèé, ñ âûõîäîì íà êîðíåâîå îáðàùåíèå. Òåõíè÷åñêè îí ðåàëèçîâàí êàê íåìåä-
ëåííàÿ âûäà÷à îòâåòà - òåðìà "ðàçáîðñëó÷àåâ(èëè(P1 . . . Pn))", óêàçûâàþùåãî ñïèñîê
àëüòåðíàòèâ P1, . . . , Pn. Ïðèçíàêîì, óêàçûâàþùèì íà êîðíåâîå îáðàùåíèå, ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "ïîä÷èíåíî", êîòîðûé ââîäèëñÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáðà-
ùåíèé.

Âåðíåìñÿ ê ýëåìåíòàì A1, A2, A3 êîììåíòàðèÿ (ðàçáîðñëó÷àåâ . . .). Ïåðâûé èç íèõ
- ñèãíàëèçàòîð î íàëè÷èè â êîììåíòàðèè òîëüêî ÷òî çàðåãèñòðèðîâàííîé íîâîé ñå-
ðèè ïîäñëó÷àåâ, èíèöèèðóþùåé î÷åðåäíîé ðàçáîð. Îí ðàâåí 1, åñëè òàêàÿ ñåðèÿ åñòü,
èíà÷å - ðàâåí 0. A2 - ïàðà (èñõîäíûé êîììåíòàðèé (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .) - èñõîä-
íûé ñïèñîê ïîñûëîê). Íàáîð A3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàêîïèòåëü ïîäñëó÷àåâ - íàáî-
ðîâ (B1 . . . B6). Ãðóïïà ýòèõ íàáîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ î÷åðåäíîé ñåðèè ïîäñëó÷àåâ
òåêóùåãî ñëó÷àÿ, ðåãèñòðèðóåòñÿ â íà÷àëå íàáîðà. Â íåé àëüòåðíàòèâû P1, . . . , Pn

ïåðå÷èñëÿþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
B1 åñòü ñïèñîê ïîñûëîê ïîäñëó÷àÿ, ñîäåðæàùèé, â òîì ÷èñëå, îïðåäåëÿþùåå ïîä-

ñëó÷àé óòâåðæäåíèå B2. B6 - ïðåîáðàçóåìûé â äàííîì ïîäñëó÷àå òåðì. Åñëè B2 èìåëî
âèä ðàâåíñòâà, ÿâíî çàäàþùåãî çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà, òî B6 ìîæåò îòëè-
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÷àòüñÿ îò èñõîäíîãî òåðìà - âñëåäñòâèå ïîäñòàíîâêè â íåãî äàííîãî çíà÷åíèÿ è óïðî-
ùåíèÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè ïàðàìåòð èñêëþ÷àåòñÿ è èç ïîñûëîê B1, êóäà B2 óæå íå
çàíîñèòñÿ. Åñëè èìåëà ìåñòî ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, òî B3 - íàáîð òîé æå
äëèíû, ÷òî B1, óêàçûâàþùèé äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà B1 íàáîð èñõîäíûõ
ïîñûëîê, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ îíî ÿâëÿåòñÿ. Èíà÷å B3 åñòü 0. B4 - íàáîð êîììåí-
òàðèåâ íîðìàëèçàòîðà, èñïîëüçóåìûõ â ïîäñëó÷àå. B5 - ñíà÷àëà 0, à çàòåì ðåçóëü-
òàò íîðìàëèçàöèè ïðåäûäóùèõ àëüòåðíàòèâ òîé æå ñåðèè ïîäñëó÷àåâ. Åñëè òàêèõ
àëüòåðíàòèâ áûëî íåñêîëüêî, òî ðåçóëüòàò ñîáèðàåòñÿ èç ôðàãìåíòîâ êàê óñëîâíîå
âûðàæåíèå, êîòîðîå ñðàçó æå óïðîùàåòñÿ. Îòëè÷èå çíà÷åíèÿ B5 îò íóëÿ (ðàâåíñòâî
åãî ñèìâîëó 1 ëèáî ðåçóëüòàòó íîðìàëèçàöèè óæå îáðàáîòàííûõ àëüòåðíàòèâ ñåðèè
ïîäñëó÷àåâ) ÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëåì íà ãðàíèöó ñåðèè ïîäñëó÷àåâ. Ïðåäøåñòâóþùèé
íàáîð áóäåò îòíîñèòüñÿ ê ïîäñëó÷àÿì òîãî ñëó÷àÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ äàííûì
íàáîðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïàêåòà, èñïîëüçóþùåãî ðàçáîð ñëó÷àåâ, ñëåäóåò âçÿòü íîðìà-
ëèçàòîð "íîðìïðåäåë". Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû, èñïîëü-
çóåìûå äëÿ îðãàíèçàöèè ðàçáîðà ñëó÷àåâ.

Íà÷íåì ñ ïðîöåäóðû "êîíòðîëüñëó÷àåâ(õ1 õ2 õ3)", áëîêèðóþùåé çàâåäîìî íåöå-
ëåñîîáðàçíûå ïîïûòêè ðàçáîðà ñëó÷àåâ. õ1 - òåðì "ðàçáîðñëó÷àåâ(èëè(A1 . . . An))";
õ2 - ñïèñîê ïîñûëîê; õ3 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ íîðìàëèçàòîðà. Áëîêèðîâêà ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ, åñëè êàêîå - ëèáî Ai åñòü êîíñòàíòà "èñòèíà"; åñëè â õ3 ñîäåðæèòñÿ
ýëåìåíò "äí"; åñëè ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êàêîãî-ëèáî Ai ñîäåðæèòñÿ â ïî-
ñûëêàõ. Êðîìå òîãî, îíà ïðåäïðèíèìàåòñÿ, åñëè õ2 èìååò áîëåå 3 ïîâòîðíûõ âõîæäå-
íèé ïîñûëîê.

Åñëè ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðèçíàí öåëåñîîáðàçíûì, òî ïðèåì ïðåæäå âñåãî ïðîâåðÿåò
íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïîä÷èíåíî". Åñëè îí åñòü, òî â êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ òåðì
"ðàçáîðñëó÷àåâ(. . .)". Âñå îáðàùåíèÿ ê ïàêåòó ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà èç íåãî ñàìî-
ãî óñòðîåíû òàê, ÷òî ïîëó÷åíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà "ðàçáîðñëó÷àåâ(. . .)"
âûçûâàåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ýòîãî ðåçóëüòàòà, åñëè åñòü êîììåíòàðèé "ïîä÷èíå-
íî". Òàê ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòî êîðíåâîå îáðàùåíèå,
íå èìåþùåå êîììåíòàðèÿ "ïîä÷èíåíî". Òîãäà òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ â íîð-
ìàëèçàòîðå çàìåíÿåòñÿ íà 0, è ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "ïîäñëó÷àè(õ1 õ2 õ3 õ4)". Â
ýòîé ïðîöåäóðå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ1, õ2, õ3 âîñïðîèçâîäÿò çíà÷åíèÿ îäíîèìåí-
íûõ ïåðåìåííûõ íîðìàëèçàòîðà (ïðåîáðàçóåìûé òåðì, ïîñûëêè è êîììåíòàðèè). õ4
- óêàçàííîå âûøå âûðàæåíèå "ðàçáîðñëó÷àåâ(èëè(A1 . . . An))". Ïðîöåäóðà ïîïîëíÿåò
ñïèñîê ïîäñëó÷àåâ â êîììåíòàðèè (ðàçáîðñëó÷àåâ . . .) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì
âûøå åãî ôîðìàòîì.

Ïîñëå îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "ïîäñëó÷àè" ïðîèñõîäèò îòêàò ê íà÷àëüíîé òî÷êå
ïðîãðàììû ïàêåòà. Òàê êàê òåêóùèé óðîâåíü ïåðåóñòàíîâëåí íà 0, à óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìîâ íà÷èíàþòñÿ ñ 1, òî èíòåðïðåòàòîð áûñòðî ïåðåõîäèò îò âåòâè ïðèåìîâ
ê êîíöåâûì ôðàãìåíòàì. Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå î÷åðåäíîé ãðóïïû ïîäñëó÷àåâ,
çàíåñåííîé â êîììåíòàðèé (ðàçáîðñëó÷àåâ . . .). Èç íåå èçâëåêàåòñÿ ïåðâàÿ àëüòåðíà-
òèâà, ïî êîòîðîé ïåðåóñòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ õ1, õ2, õ3. Äàëåå òåêóùèé óðîâåíü
óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 1, è íà÷èíàåòñÿ îáû÷íàÿ ðàáîòà íîðìàëèçàòîðà íàä âûáðàííûì
ñëó÷àåì. Ïî çàâåðøåíèè ïðåîáðàçîâàíèé (äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ) èí-
òåðïðåòàòîð ñíîâà ïîïàäàåò â âåòâü êîíöåâûõ ôðàãìåíòîâ.

Åñëè íîâîé ñåðèè ïîäñëó÷àåâ íå âîçíèêëî, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðî-
öåäóðå "î÷åðåäíîéñëó÷àé(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Êàê è âûøå, õ1-õ3 ñóòü òåêóùèå çíà÷åíèÿ
îäíîèìåííûõ ïåðåìåííûõ íîðìàëèçàòîðà. Ïðîöåäóðà ðåãèñòðèðóåò ðåçóëüòàò õ1 â
êîììåíòàðèè (ðàçáîðñëó÷àåâ . . .). Ñïèñîê ïîäñëó÷àåâ ïðè ýòîì óêîðà÷èâàåòñÿ; ìî-
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æåò ïðîèçîéòè çàâåðøåíèå ðàññìîòðåíèÿ òåêóùåé ñåðèè àëüòåðíàòèâ è âîçâðàùåíèå
ê òîìó ïóíêòó ïðåäûäóùåé ñåðèè, ïîäñëó÷àè êîòîðîãî àíàëèçèðîâàëèñü. Åñëè îñòà-
þòñÿ ïîäñëó÷àè äëÿ íîðìàëèçàöèè, òî âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ 1, à
ïåðåìåííîé õ5 - íàáîð (B1 . . . B6), îïèñûâàþùèé î÷åðåäíîé ïîäñëó÷àé. Åñëè âñå ñëó-
÷àè ðàçîáðàíû, òî ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ 0, à ïåðåìåííîé õ5 - îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà. Åñëè õ3 ñîäåðæèò ýëåìåíò "ïîä÷èíåíî", òî
ðàçáîð ñëó÷àåâ îòêëþ÷åí - ïðîöåäóðà ïðîñòî ïåðåäàåò ïåðåìåííîé õ5 çíà÷åíèå õ1,
ïðèñâàèâàÿ ïåðåìåííîé õ4 çíà÷åíèå 0.

2.5.9 Ïðîöåäóðà "ëåãêîâèäåòü"

Åñëè íóæíî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ F ñ ïîìîùüþ ïðîâå-
ðî÷íîãî îïåðàòîðà, ïðè÷åì èç êîíòåêñòà çàãîëîâîê F è, ñëåäîâàòåëüíî, íàçâàíèå
îïåðàòîðà, íå îïðåäåëÿþòñÿ, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé "ëåãêîâèäåòü(õ1
õ2 õ3 õ4)". Îíà íàõîäèò çàãîëîâîê ïîäõîäÿùåãî ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà è ðåàëèçóåò
îáðàùåíèå ê íåìó. õ1 - ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå; õ2 - ñïèñîê ïîñûëîê; õ3 - íàáîð êîì-
ìåíòàðèåâ. Åñëè èñòèííîñòü õ1 óñòàíîâëåíà, òî ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. ×òîáû îïðåäåëèòü íàçâàíèå îïåðàòîðà, ïðîöåäóðà ïðè-
ìåíÿåò ñïðàâî÷íèê "ëåãêîâèäåòü", âîçíèêàâøèé ðàíåå ïðè îïèñàíèè êîìïèëÿòîðà
ÃÅÍÎËÎÃà.

2.5.10 Ïðîöåäóðà "âñïîìïðåîáðàçîâàíèå"

Ïàêåòíûé îïåðàòîð ìîæåò â îñîáûõ ñëó÷àÿõ îáðàùàòüñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷å. ×òîáû ñîçäàâàòü òàêèå çàäà÷è, èñïîëüçóþòñÿ ïðîöåäóðû - óïðîùåííûå äâîéíèêè
ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðîöåäóð "ïðåîáðàçîâàíèå" è "âñïîìîïèñàíèå". Íà÷íåì ñ ïðî-
öåäóðû "âñïîìïðåîáðàçîâàíèå(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)", ñîçäàþùåé è ðåøàþùåé âñïîìîãà-
òåëüíóþ çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå. õ1 çäåñü - ïðåîáðàçóåìûé òåðì; õ2 - ñïèñîê ïîñû-
ëîê; õ3 - ñïèñîê öåëåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåìåííîé õ4
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ; ïåðåìåííîé õ5 - íàáîð èñïîëüçîâàííûõ ïî-
ñûëîê. Â ñïèñêå õ3 ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñëóæåáíûå ýëåìåíòû (óðîâåíüîáðàùåíèÿ N),
(êîììåíòàðèé A), (ëèìèò S), "ïðîòèâîðå÷èå", "ñìïîñûëêà". Ïåðâûé çàäàåò óðîâåíü
îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å; âòîðîé - ïåðåäàåò åé êîììåíòàðèé A; òðåòèé
- îãðàíè÷èâàåò òðóäîåìêîñòü; ÷åòâåðòûé - ðàçðåøàåò âûäà÷ó ðåçóëüòàòà "ïðîòèâî-
ðå÷èå", óêàçûâàþùåãî íà ïðîòèâîðå÷èâîñòü ñïèñêà ïîñûëîê; ïÿòûé - ïîíèæàåò äî
íóëÿ âåñà ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Ïðè åãî îòñóòñòâèè âåñà ðàâíû 20.

Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ áóôåðà, õðàíÿùåãî ðåçóëüòàòû
ïðåäøåñòâóþùèõ 19 åå ïðèìåíåíèé. Ðîëü áóôåðà èãðàåò êîììåíòàðèé (âñïîìïðåîá-
ðàçîâàíèå A1 A2 A3) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è. Íàáîð A1 ñîñòîèò èç íóëåé è òðîåê
(õ1 õ2 õ3) âõîäíûõ äàííûõ ïðåäøåñòâóþùèõ îáðàùåíèé; íàáîð A2 èìååò òó æå äëè-
íó è ñîñòîèò èç ïàð (õ4 õ5) ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ. A3 - òåêóùàÿ ïîçèöèÿ â A1, íà
êîòîðóþ áóäåò çàíîñèòüñÿ ðåçóëüòàò î÷åðåäíîãî îáðàùåíèÿ. Åñëè â áóôåðå èìååò-
ñÿ ãîòîâûé ðåçóëüòàò, òî îí âûäàåòñÿ. Èíà÷å - óñòàíàâëèâàåòñÿ óðîâåíü îáðàùåíèÿ
ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å; ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà çàäà÷à, è ïðîèñõîäèò
îáðàùåíèå ê åå ðåøåíèþ. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ âåòâè äëÿ íàëè÷èÿ è îòñóò-
ñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà òðóäîåìêîñòü. Åñëè îãðàíè÷åíèå íà òðóäîåìêîñòü ïðåâûøåíî,
òî âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

Â ïðîöåäóðå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ó÷åòà îñîáûõ ñëó÷àåâ, èãíîðèðîâàâ-
øèõñÿ ïðèåìàìè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è õ7. Òàêèå ïðèåìû îñòàâëÿþò êîììåíòàðèé
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(êîíòðîëüîäç A) ê õ7, ñîäåðæàùèé ñïèñîê ïåðåìåííûõ A. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà-
õîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòðèöàíèÿ ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ
t1 6= t2, íå óñìàòðèâàþùèåñÿ èç ïîñûëîê. Â êàæäîì îñîáîì ñëó÷àå, îïðåäåëÿåìîì
ðàâåíñòâîì t1 = t2, ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïîâòîðíî, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà. Çàòåì ñòðîèòñÿ èòîãîâîå óñëîâíîå
âûðàæåíèå, îáúåäèíÿþùåå âñå ïîäñëó÷àè. Îïèñàííûé ðåæèì âîçíèêàåò ïðè âû÷èñ-
ëåíèè èíòåãðàëîâ, ïðè÷åì A - ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, à ïðèåì, ïîòåíöèàëüíî
ïðèâîäÿùèé ê ïîòåðå îñîáûõ ñëó÷àåâ - ïðîöåäóðà ïåðåõîäà ê ñóììå ïðîñòåéøèõ äðî-
áåé.

Ïîñëå ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòà â áóôåðå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè â õ3
ýëåìåíòà "ïðîòèâîðå÷èå" îòâåòîì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íå ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë "ïðî-
òèâîðå÷èå", è ïðîèñõîäèò âûäà÷à îòâåòà.

2.5.11 Ïðîöåäóðû "áûñòðîïèñàíèå" è "Âñïîìîïèñàíèå"

×òîáû îáðàòèòüñÿ èç ïàêåòíîãî îïåðàòîðà ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
îïèñàíèå, ñëóæèò ïðîöåäóðà "áûñòðîïèñàíèå(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - óòâåðæäå-
íèå, êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîòîðîãî îáðàçóþò ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è; õ2 - íàáîð
ïîñûëîê; õ3 - ñïèñîê öåëåé. Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è; ïåðåìåííîé
õ5 - ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Ýëåìåíòû (óðîâåíüîáðàùåíèÿ A), (êîììåíòà-
ðèé A), (ëèìèò A) íàáîðà õ3 èñïîëüçóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé ïðîöåäóðå.
Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à õ8 ðåøàåòñÿ ïðè çàáëîêèðîâàííîì ñêàíèðîâàíèè ïîñûëîê.
Áóôåð, ñîõðàíÿþùèé ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû îáðàùåíèé, íå èñïîëüçóåòñÿ.

Äëÿ âûâîäà òåîðåì ñîçäàíà åùå îäíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà, îáðàùàþùàÿñÿ
ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà îïèñàíèå - ïðîöåäóðà "Âñïîìîïèñàíèå(õ1 õ2
õ3 õ4 õ5)". Îáðàùåíèå ê íåé àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå "áûñòðîïèñàíèå", îäíàêî îíà
çíà÷èòåëüíî áîãà÷å (íàïðèìåð, èñïîëüçóåò áóôåð), è ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì
èñïîëüçóåìîé ïðè ñêàíèðîâàíèè ïðîöåäóðû "âñïîìîïèñàíèå", îðèåíòèðîâàííîé íà
äðóãîé âíåøíèé êîíòåêñò.

2.5.12 Ïðîöåäóðû ïàêåòíûõ àíàëèçàòîðîâ

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óñêîðåííîãî ïîëó÷åíèÿ áîëüøîé ãðóïïû
ñëåäñòâèé ïîñûëîê íåêîòîðîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî è îòáî-
ðà â íåé íàèáîëåå öåííûõ ñëåäñòâèé. Åãî âõîäíûå äàííûå ñóòü: õ1 - îáðàáàòûâàåìàÿ
çàäà÷à (íàçûâàåòñÿ âíåøíåé çàäà÷åé àíàëèçàòîðà, ïðè÷åì àíàëèçàòîð ïðåîáðàçó-
åò åå êîïèþ, íàçûâàåìóþ âíóòðåííåé çàäà÷åé), õ2 - ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ
àíàëèçàòîðà, èñïîëüçóåìûõ ïðè äàííîì îáðàùåíèè ê íåìó, õ3 - ñïèñîê öåëåé, ïåðåäà-
âàåìûõ âíóòðåííåé çàäà÷å. Â íåãî ìîæåò áûòü âêëþ÷åí îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè
îáðàùåíèÿ "ëèìèò(N)".

Ïðîãðàììà àíàëèçàòîðà íà÷èíàåòñÿ ñ îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðå
"àíàëèçàòîð(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)", ãäå õ1,õ2,õ3 - âõîäíûå äàííûå àíàëèçàòîðà. Ýòà ïðîöå-
äóðà ôîðìèðóåò âíóòðåííþþ çàäà÷ó àíàëèçàòîðà õ4 è ïðèñâàèâàåò âûõîäíîé ïåðå-
ìåííîé õ5 îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè (÷èñëî øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà).
Îäíîâðåìåííî îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îðãàíèçàöèè îòëà÷èêîì ËÎÑà îòîáðàæåíèÿ íà
ýêðàíå ìîìåíòà îáðàùåíèÿ ê àíàëèçàòîðó, à òàêæå ïðè ñîçäàíèè ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ.
Ïðè ñîçäàíèè âíóòðåííåé çàäà÷è àíàëèçàòîðà åé ïåðåäàåòñÿ ñïèñîê íåèçâåñòíûõ çà-
äà÷è õ1. Åñëè ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî, òî â êà÷åñòâå
íåèçâåñòíûõ âûñòóïàþò âñå íå÷èñëîâûå ïåðåìåííûå, à òàêæå ïåðåìåííûå, ÿâíî óêà-
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çàííûå â êîììåíòàðèè (íåèçâåñòíûå . . .). Åñëè çàäà÷à õ1 èìåëà öåëü "êîíòðîëü", òî
äàííàÿ öåëü ïåðåäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å õ4. Ïî óìîë÷àíèþ, ëèìèò õ5 ïîëà-
ãàåòñÿ ðàâíûì 2000000. Èíà÷å îí îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ëèìèò(N)", èçâëåêàåìûì èç
ñïèñêà õ3. Êðîìå óêàçàííûõ âûøå, çàäà÷å õ4 ïåðåäàþòñÿ â êà÷åñòâå öåëåé âñå îòëè÷-
íûå îò îãðàíè÷èòåëÿ òðóäîåìêîñòè ýëåìåíòû ñïèñêà õ3. Òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷è õ4
íå áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå "îòâåòçàäà÷è", òî àâòîìàòè÷åñêè
îíà òåêóùåé çàäà÷åé íå ñòàíåò. Îäíàêî, ïðè ðàáîòå àíàëèçàòîðà åå óäîáíî ñ÷èòàòü
òåêóùåé çàäà÷åé. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà "àíàëèçàòîð" èñïîëüçóåò îáðàùåíèå ê îïåðà-
òîðó "òðàññèðîâêà(òåêóùàÿçàäà÷à . . .)", çàíîñÿùåìó ññûëêó íà õ4 â ðåãèñòð òåêóùåé
çàäà÷è. ×òîáû ïðè ëþáîì âûõîäå èç àíàëèçàòîðà (â òîì ÷èñëå ïðè îòêàòå ïî âíåøíå-
ìó "ëèìèòó") ïðîèñõîäèëî âîññòàíîâëåíèå ññûëêè íà ñòàðóþ òåêóùóþ çàäà÷ó, çäåñü
æå âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "òðàññèðîâêà(îòêàò . . .)".

Ðàáîòà àíàëèçàòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàíèðîâàíèå ïîñûëîê âíóòðåííåé çà-
äà÷è. Ýòî ñêàíèðîâàíèå îðãàíèçóåòñÿ îïåðàòîðàìè "òåêâõîæä(õ1 õ2 õ3 õ4)" ëèáî
"êîðíâõîæä(õ1 õ2 õ3 õ4)", â çàâèñèìîñòè îò òèïà àíàëèçàòîðà. Âõîäíûå äàííûå ñóòü
âíóòðåííÿÿ çàäà÷à õ3 è òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ õ4. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå
ïîñûëêè çàäà÷è õ3, èìåþùèå âåñ õ4. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ1 ïåðå÷èñëÿåò âõîæäå-
íèÿ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ â òàêèå ïîñûëêè, à âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ2 - âõîæäåíèÿ
ïîñûëîê â ñïèñîê ïîñûëîê. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïîñûëêè åå âåñ óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 1. Îïåðàòîð "êîðíâõîæä" ïåðå÷èñëÿåò òîëüêî êîðíåâûå âõîæäåíèÿ õ1 ïîñûëîê
çàäà÷è õ3.

Äëÿ ïåðåíåñåíèÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó õ1 àíàëèçàòîðà òåõ ïîñûëîê âíóòðåííåé
çàäà÷è õ2, êîòîðûå ïîìå÷åíû êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä", èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà
"âíåøâûâîä(õ1 õ2)". Îáû÷íûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ òàêæå ïîñûëêè, íåîáõîäèìûå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

2.6 Ðàçíîå

2.6.1 Ïðîöåäóðû èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èäåíòèôèêàöèÿ îïðåäåëÿåìîé ïðèåìîì ñèòóàöèè òðåáóåò áûñò-
ðîãî ïðîñìîòðà ãðóïïû îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ çàäàííûìè îòíîøåíèÿìè ñ óæå èäåíòè-
ôèöèðîâàííûìè îáúåêòàìè. Ýòè îòíîøåíèÿ, õîòÿ è ëåãêî óñìàòðèâàåìûå èç ñïèñêà
ïîñûëîê, ìîãóò, òåì íå ìåíåå, íå ñîäåðæàòüñÿ òàì â ÿâíîì âèäå è òðåáîâàòü äëÿ ñâîåãî
ïîëó÷åíèÿ äâóõ-òðåõ ïðîñòûõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ. Â ïðèíöèïå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
íåîáõîäèìîå ïåðå÷èñëåíèå, ìîæíî áûëî áû ñîçäàâàòü ïàêåòíûå ñèíòåçàòîðû. Îäíà-
êî, ïðè èäåíòèôèêàöèè, â îñîáåííîñòè íà ïåðâûõ åå ýòàïàõ, æåëàòåëüíî èçáåãàòü
îáðàùåíèé ê ñêîëü-íèáóäü òðóäîåìêèì ïðîöåäóðàì. Ïîýòîìó â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðè-
ìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðû, ðåàëèçîâàííûå íåïîñðåäñòâåííî íà ËÎÑå. Îíè
íàçûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Êîìïèëÿòîðó ñîîáùàþòñÿ ôîðìà-
òû îáðàùåíèÿ ê íèì, äëÿ ÷åãî ñëóæàò ñïðàâî÷íèêè "óñì" è "Ñì". Ñàìè èäåíòèôè-
öèðóþùèå îïåðàòîðû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñâÿçè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðèåìàìè.
Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îïèñàíèåì òåõ îáùèõ ñðåäñòâ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
óñêîðåíèÿ èõ ðàáîòû.

Ïðåæäå âñåãî, èäåíòèôèöèðóþùèé îïåðàòîð äîëæåí áûñòðî íàõîäèòü âñå ïîñûë-
êè çàäàííîãî òèïà, ñâÿçûâàþùèå èçâåñòíûé åìó îáúåêò ñ äðóãèìè îáúåêòàìè. Æåëà-
òåëüíî äåëàòü ýòî, íå ïðèáåãàÿ ê ïîëíîìó ïðîñìîòðó ñïèñêà ïîñûëîê. Ïîýòîìó ðåøà-
òåëü çàáëàãîâðåìåííî ñîçäàåò ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ äðåâîâèäíûõ ñòðóêòóð äàííûõ
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("àäðåñíûõ ñòðóêòóð"), ïîçâîëÿþùèõ óñêîðèòü ïîèñê. Îíè õðàíÿòñÿ â êîììåíòàðèÿõ
(ñïèñîêïîñûëîê . . .), (îòð . . .) è (âûðàæåíèå . . .) ê ïîñûëêàì òåêóùåé çàäà÷è.

Íà÷íåì ñ êîììåíòàðèÿ (ñïèñîêïîñûëîê A). Â íåì ðåãèñòðèðóþòñÿ òîëüêî ïîñûë-
êè, çàãîëîâêè êîòîðûõ îòëè÷íû îò ñèìâîëîâ "íå" è "àêòèâ". A - ñïèñîê èñõîäíûõ
óçëîâ àäðåñíîé ñòðóêòóðû. Êàæäûé óçåë (èñõîäíûé ëèáî âíóòðåííèé) - ïàðà (B1, B2,
ãäå B1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ëèáî òåðì, îïðåäåëÿþùèé ïðèçíàê, ïî êîòîðîìó ðàçáè-
âàþòñÿ îòíåñåííûå ê äàííîìó óçëó ïîñûëêè. B2 - íàáîð ïàð (C1, C2), ãäå C1 - ëî-
ãè÷åñêèé ñèìâîë ëèáî òåðì, çàäàþùèé êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà B1; C2 - ëèáî
ñïèñîê ïîñûëîê, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ äàííûì ïðèçíàêîì, ëèáî ñïèñîê óçëîâ àäðåñíîé
ñòðóêòóðû, â êîòîðûõ ñãðóïïèðîâàíû ïîñûëêè, èìåþùèå ýòîò ïðèçíàê.

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèçíàêè ðàçáèåíèÿ ïîñûëîê:
1. "ñïèñîêïîñûëîê" - ðàçáèåíèå ïî çàãîëîâêàì ïîñûëîê;
2. "ïåðâûéñèìâîë" ëèáî "âòîðîéñèìâîë" - ðàçáèåíèå ïî çàãîëîâêó ïåðâîãî ëèáî

âòîðîãî îïåðàíäà ïîñûëêè;
3. "ïåðâûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì" - ðàçáèåíèå ïî ïåðâîìó ëèáî âòîðîìó îïåðàí-

äó ïîñûëêè, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, áåðåòñÿ öåëèêîì.
Íà ïðàêòèêå ýòèõ ïðèçíàêîâ è îñíîâàííîãî íà íèõ äâóõ-òðåõÿðóñíîãî ðàçáèåíèÿ

îêàçàëîñü âïîëíå äîñòàòî÷íî.
Â êîììåíòàðèè (îòð A) ðåãèñòðèðóþòñÿ âñå ïîñûëêè, èìåþùèå ñâîèì çàãîëîâ-

êîì îòðèöàíèå. Îðãàíèçàöèÿ äàííîé àäðåñíîé ñòðóêòóðû àíàëîãè÷íà îðãàíèçàöèè
ïðåäûäóùåé, îäíàêî â êîíöåâûõ åå òî÷êàõ ïîñûëêè ðåãèñòðèðóþòñÿ áåç îòðèöàíèé.
Ïðèçíàêè, ïî êîòîðûì ðàçáèâàþòñÿ ïîñûëêè, òîæå àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âû-
øå. Îäíàêî, ïðè èõ îïðåäåëåíèè ïðåäâàðèòåëüíî îòáðàñûâàåòñÿ êîðíåâîå îòðèöàíèå.
Ïðèçíàê "ñïèñîêïîñûëîê" ïðè ýòîì ïåðåèìåíîâûâàåòñÿ â "îòð", à íàçâàíèÿ ïðî÷èõ
ïðèçíàêîâ ñîõðàíÿþòñÿ.

Â êîììåíòàðèè (âûðàæåíèå A) ðåãèñòðèðóþòñÿ âñå ïîñûëêè âèäà "àêòèâ(T )".
Òàêèå ïîñûëêè èìåþò ôèêòèâíûé õàðàêòåð è ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, óêàçàòåëÿìè
íà íåêîòîðûå âûäåëåííûå âûðàæåíèÿ T . Íàïðèìåð, â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ âû-
äåëÿþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå äëèíû îòðåçêîâ, âåëè÷èíû óãëîâ, è ò.ï. Ýòî ïîçâîëÿåò
èíèöèèðîâàòü ïðèìåíåíèå ïðèåìîâ ñ óñìîòðåíèÿ âûðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òè-
ïîâ. Îðãàíèçàöèÿ àäðåñíîé ñòðóêòóðû àíàëîãè÷íà äâóì ïðåäûäóùèì; â êîíöåâûõ
åå òî÷êàõ ðåãèñòðèðóþòñÿ âûðàæåíèÿ T . Èñïîëüçóåòñÿ ïðèçíàê "âûðàæåíèå", çíà-
÷åíèåì êîòîðîãî ñëóæèò çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ T , à òàêæå ïðèçíàê "îïåðàíä". Ýòîò
ïðèçíàê - ìíîãîçíà÷íûé; åãî çíà÷åíèÿìè ñëóæàò êîðíåâûå îïåðàíäû âûðàæåíèÿ T .
Ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèå T ðåãèñòðèðóåòñÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ äàííîãî ïðè-
çíàêà, è ïîäêëàññû ðàçáèåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñåêàþòñÿ.

Êîððåêöèÿ ïåðå÷èñëåííûõ àäðåñíûõ ñòðóêòóð âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðàìè, ïðåîá-
ðàçóþùèìè çàäà÷ó - "çàìåíàâõîæäåíèÿ", "âûâîä", "çàìåíàãðóïïû". Îíè îáðàùàþò-
ñÿ äëÿ ýòîãî ê âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðå "ñìïîñûëêà(õ1 õ2)". õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à;
õ2 - âõîæäåíèå òîëüêî ÷òî èçìåíåííîé èëè ââåäåííîé åå ïîñûëêè. Ïðîöåäóðà ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà òðè ïîäïðîöåäóðû - "ñìïîñûëêà1", "ñìïîñûëêà2" è "ñìïîñûëêà3". Îíè
êîððåêòèðóþò, ñîîòâåòñòâåííî, êîììåíòàðèè (ñïèñîêïîñûëîê . . .), (îòð . . .) è (âûðà-
æåíèå . . .). Ïðè óäàëåíèè ïîñûëêè òîæå íåîáõîäèìà êîððåêöèÿ àäðåñíûõ ñòðóêòóð;
îíà îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "ðàñ÷èñòêà(õ1 õ2)", ãäå õ2 - âõîæäåíèå óäàëÿåìîé
ïîñûëêè. Ïåðå÷èñëåííûå ïðîöåäóðû íå èíèöèàëèçèðóþò àäðåñíûõ ñòðóêòóð è íå ñî-
çäàþò íîâûõ ïðèçíàêîâ ðàçáèåíèÿ (êðîìå ïðèçíàêà - êîðíåâîãî çàãîëîâêà ðåãèñòðè-
ðóåìîãî òåðìà); îíè ëèøü ïîïîëíÿþò ãðóïïû ññûëîê äëÿ óæå èìåþùèõñÿ ïðèçíàêîâ.
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Èíèöèàëèçàöèÿ àäðåñíûõ ñòðóêòóð è ïðèçíàêîâ ðàçáèåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñàìèìè
èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè - ïî ìåðå íàäîáíîñòè.

Åùå îäèí ýôôåêòèâíûé ñïîñîá óñêîðåíèÿ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ - ñî-
çäàíèå áóôåðà, ñîõðàíÿþùåãî ðåçóëüòàòû îáðàùåíèé ê íèì. Ðîëü òàêîãî áóôåðà
èãðàåò êîììåíòàðèé (Áóôåð A) ê ïîñûëêàì òåêóùåé çàäà÷è. Çäåñü A - íàáîð ïàð (B
C), ãäå B - íàçâàíèå èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà; C - íàáîð ïàð (âõîäíûå äàí-
íûå - ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ). Åñëè èäåíòèôèöèðóþùèé îïåðàòîð ïåðå÷èñëÿþùèé,
òî ïîä ðåçóëüòàòîì îáðàùåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé âûõîäíûõ
ïåðåìåííûõ, âîçíèêàâøèõ ïðè ïåðå÷èñëåíèè. Åñëè âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ îïåðàòî-
ðà - åäèíñòâåííàÿ, òî âìåñòî îäíîýëåìåíòíîãî íàáîðà áåðåòñÿ ñàì ýëåìåíò. Îáû÷íî
îäíè è òå æå èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿþòñÿ íà ìàëîì
âðåìåííîì ïðîìåæóòêå ê îäíèì è òåì æå âõîäíûì çíà÷åíèÿì. Ïîýòîìó ñîçäàíèå áó-
ôåðà ðàâíîçíà÷íî ñîçäàíèþ ñåòåâîé ñòðóêòóðû äàííûõ, óñòàíàâëèâàþùåé ïðÿìûå
ñâÿçè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè îáúåêòàìè. Ïðè î÷åðåäíîì îáðàùåíèè îíà ïîçâî-
ëÿåò ñðàçó íàéòè âñå îáúåêòû, íàõîäÿùèåñÿ â çàäàííûõ îòíîøåíèÿõ ñ çàäàííûìè
îáúåêòàìè, íå ïîâòîðÿÿ ðàíåå ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé. Åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê -
íåîáõîäèìîñòü êîððåêöèé ïðè êàæäîì èçìåíåíèè ñïèñêà ïîñûëîê. Ïîêà èñïîëüçóåòñÿ
ïðîñòåéøèé âèä òàêîé êîððåêöèè - ñáðîñ êîììåíòàðèÿ (Áóôåð . . .). Äëÿ çàíåñåíèÿ
íîâûõ äàííûõ â êîììåíòàðèé (Áóôåð . . .) èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû èñïîëü-
çóþò ïðîöåäóðó "Áóôåð(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à; õ2 - çàãîëîâîê
èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà; õ3 - âõîäíûå äàííûå; õ4 - ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ.

2.6.2 Êîíòåêñòû çàäà÷è

Ïðèåìû ÷àñòî èñïîëüçóþò ñïèñîê óòâåðæäåíèé, îáðàçóþùèé êîíòåêñò òåêóùåé òî÷-
êè çàäà÷è. Íàïîìíèì, ÷òî òåêóùåå âõîæäåíèå â çàäà÷ó îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé (v1 v2

p), ãäå v1 - âõîæäåíèå ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè â ïîñûëêó ëèáî â óñëîâèå; v2 - âõîæäå-
íèå äàííîé ïîñûëêè ëèáî óñëîâèÿ âî âíåøíèé ñïèñîê. Òàêèì ñïèñêîì ìîæåò ñëóæèòü
ñïèñîê ïîñûëîê ëèáî ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è; åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå, òî ýòèì ñïèñêîì ñëóæèò ñàìà çàäà÷à.
p - èíäèêàòîð ïîñûëêè (0) ëèáî óñëîâèÿ (1). Åñëè âûäåëåííàÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà
â ïîñûëêå, òî ê åå êîíòåêñòó îòíîñÿòñÿ âñå ïðî÷èå ïîñûëêè; åñëè îíà âûäåëåíà â
óñëîâèè, òî ê êîíòåêñòó îòíîñÿòñÿ âñå ïîñûëêè è âñå ïðî÷èå óñëîâèÿ. Êðîìå òîãî,
äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âíåøíèõ ëîãè÷åñêèõ óðîâíåé, ðàñïîëîæåííûå â òîì æå
òåðìå, ÷òî è ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà V . Çäåñü âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. V ðàñïîëîæåíî âíóòðè óòâåðæäåíèÿ Ai êîíúþíêöèè "è(A1 . . . An)". Òîãäà ê
êîíòåêñòó îòíîñÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An.

2. Åñëè V ðàñïîëîæåíî â êîíñåêâåíòå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, òî ê êîíòåêñòó
îòíîñÿòñÿ âñå àíòåöåäåíòû; åñëè îíî ðàñïîëîæåíî â àíòåöåäåíòå, òî ê êîíòåêñòó
îòíîñÿòñÿ âñå ïðî÷èå àíòåöåäåíòû.

3. V ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Òîãäà ê êîíòåêñòó îòíîñÿòñÿ
âñå íå ñîäåðæàùèå V êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî äî-
ïóñòèìûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ.

4. V ðàñïîëîæåíî âíóòðè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ "âàðèàíò(P t1 t2)". Åñëè îíî ðàñ-
ïîëîæåíî âíóòðè t1, òî ê êîíòåêñòó îòíîñÿòñÿ êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäå-
íèÿ P . Åñëè îíî ðàñïîëîæåíî âíóòðè t2, òî ê êîíòåêñòó îòíîñèòñÿ îòðèöàíèå



Ãëàâà 2. Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ 170

P (â ñëó÷àå íåðàâåíñòâ ñðàçó ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà îòðèöàíèÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíîå íåðàâåíñòâî).

Äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ óòâåðæäåíèé êîíòåêñòà ñëóæèò ïðîöåäóðà "îáë(õ1 õ2 õ3 õ4
õ5)". Çäåñü õ1,õ2,õ3 - êîîðäèíàòà âõîæäåíèÿ V â çàäà÷ó õ4, ò.å. õ1 = v1; õ2 = v2; õ3 =
v3. Îïåðàòîð ïåðå÷èñëÿåò âñå óòâåðæäåíèÿ õ5 èç êîíòåêñòà âõîæäåíèÿ V (â ïîÿñíå-
íèÿõ ê ðåøàòåëþ êîíòåêñò âõîæäåíèÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ýòîãî âõîæäåíèÿ).
Åñëè õ4 = 0, òî ïåðå÷èñëÿþòñÿ òîëüêî êîðíåâûå âõîæäåíèÿ óòâåðæäåíèé êîíòåêñòà,
îòíîñÿùèåñÿ ê ñîäåðæàùåìó V òåðìó. Åñëè õ4 = 1, òî ïåðå÷èñëåíèå òîæå îòíîñèòñÿ
ëèøü ê òåêóùåìó òåðìó, íî ïåðå÷èñëÿþòñÿ íå âõîæäåíèÿ, à ñàìè óòâåðæäåíèÿ.

Åñëè V ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ê ïåðå÷èñëåíèþ äîáàâëÿ-
þòñÿ âñå ïîñûëêè åå áëîêà àíàëèçà, ïîìå÷åííûå êîììåíòàðèåì "îáëâõîæä".

Åñëè íóæíî ïîëó÷èòü ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé êîíòåêñòà, òî èñïîëüçóåòñÿ îïå-
ðàòîðíîå âûðàæåíèå "îáëâõîæä(õ1 õ2 õ3 õ4)". Âõîäíûå ïåðåìåííûå åãî - òå æå,
÷òî ó ïðîöåäóðû "îáë". Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäíåé ïðîöåäóðîé, ïðåäïðèíèìàþòñÿ
íåáîëüøèå ìîäèôèêàöèè ñïèñêà óòâåðæäåíèé êîíòåêñòà, íàïðàâëåííûå íà óñèëåíèå
âîçìîæíîñòåé áûñòðîãî óñìîòðåíèÿ åãî ñëåäñòâèé. Ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç êîíòåê-
ñòà âñåõ óòâåðæäåíèé çàäàííîãî ñïèñêà õ5 îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðíûì âûðàæåíèåì
"Îáëâõîæä(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Åùå îäíà âàðèàöèÿ íà òó æå òåìó - îïåðàòîðíîå âûðà-
æåíèå "êîíúþíêòêîíòåêñò(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Âõîäíûå ïåðåìåííûå õ1-õ4 òàêèå æå, êàê
è âûøå, ïðè÷åì V - âõîæäåíèå êîíúþíêöèè ëèáî êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. õ5 - íàáîð
âõîæäåíèé â êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ëèáî â àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò ïîäòåðìà V .
Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò êîíòåêñò âõîæäåíèÿ V , ïîïîëíåííûé íå ñîäåðæàùè-
ìè âõîæäåíèé ñïèñêà õ5 êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè ëèáî àíòåöåäåíòàìè ïîäòåðìà
V .

Íàêîíåö, íàèáîëåå ïðîñòàÿ è áûñòðî îïðåäåëÿåìàÿ ñèñòåìà óòâåðæäåíèé êîíòåê-
ñòà - çíà÷åíèå K îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ "ïîäîáë(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1, õ2 - âòîðàÿ
è òðåòüÿ êîìïîíåíòû âõîæäåíèÿ V â çàäà÷ó õ3. Òàêèì îáðàçîì, èçâåñòåí ëèøü òåðì
T , ñîäåðæàùèé V , à ðàñïîëîæåíèå V âíóòðè ýòîãî òåðìà íåñóùåñòâåííî. Â ñïèñîê
K çàíîñÿòñÿ ëèøü òå óòâåðæäåíèÿ êîíòåêñòà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíå òåðìà T . Åñëè
õ3 - çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ðåäàêöèÿ", ïðè÷åì õ1 - âõîæäåíèå óñëîâèÿ
áåç íåèçâåñòíûõ, òî â ñïèñîê K íå âêëþ÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñ íåèçâåñòíûìè.

2.6.3 Ðåàëèçàöèÿ è óíèôèêàöèÿ

Èçðåäêà â ïðèåìàõ (ãëàâíûì îáðàçîì, ðåàëèçîâàííûõ íà ËÎÑå) âñòðå÷àåòñÿ íåîá-
õîäèìîñòü ïîäîáðàòü ïîäñòàíîâêó, ïåðåâîäÿùóþ òåðìû çàäàííîãî ñïèñêà t1, . . . tn â
êàêèå-ëèáî òåðìû äðóãîãî çàäàííîãî ñïèñêà s1, . . . , sm. Ïðè ýòîì çàäàåòñÿ ñïèñîê
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà. Åùå ðåæå âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü ïîäîáðàòü ïîäñòàíîâêó âìåñòî çàäàííûõ ïåðåìåííûõ, îòîæäåñòâëÿþ-
ùóþ òåðìû t1, . . . , tn ñ òåðìàìè s1, . . . , sn. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà ïðèìåíÿåòñÿ
òîëüêî ê òåðìàì t1, . . . , tn; ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé äàííûõ òåðìîâ â
ñïèñêå s1, . . . sm. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà ïðèìåíÿåòñÿ êàê ê òåðìàì t1, . . . , tn,
òàê è ê òåðìàì s1, . . . , sn; ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ óíèôèêàöèåé òåðìîâ. Ñóùåñòâåí-
íûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè è óíèôèêàöèè ðàçðåøàþòñÿ
íåñëîæíûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìîâ; íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà îïåðàí-
äîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé è îòíîøåíèé.

Ðåäêîå èñïîëüçîâàíèå â ðåøàòåëå îáùèõ ïðîöåäóð óíèôèêàöèè è ðåàëèçàöèè îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îáû÷íî ïðèåìû îñíîâàíû íà êîíêðåòíûõ òåîðåìàõ, è ðåàëèçàöèþ
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âûïîëíÿåò ñîçäàâàåìàÿ êîìïèëÿòîðîì ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè. Îíà-òî è îïðå-
äåëÿåò ïîäñòàíîâêó âìåñòî òåîðåìíûõ ïåðåìåííûõ, ïåðåâîäÿùóþ òåðìû òåîðåìû â
òåðìû çàäà÷è. Ïðîöåäóðà óíèôèêàöèè ìîãëà áû áûòü ïîëåçíîé ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé
èç äâóõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé, îäíàêî ðåæèì âûâîäà òàêèõ ñëåäñòâèé îêàçàëñÿ
íåâîñòðåáîâàííûì. Îáû÷íî êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè èñïîëüçóþòñÿ â ðåæèìå âûâîäà
ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Âïðî÷åì, ïðîöåäóðà óíèôèêàöèè ïðèìåíÿåòñÿ â íåêî-
òîðûõ ïðèåìàõ âûâîäà òåîðåì. Â ñòàðûõ âåðñèÿõ âûâîäà òåîðåì ïðîöåäóðà óíèôè-
êàöèè ïðèìåíÿëàñü èñêëþ÷èòåëüíî ÷àñòî, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ òî, ÷òî îíà îêàçàëàñü
ñóùåñòâåííî áîëåå ðàçâèòîé, ÷åì ïðîöåäóðà ðåàëèçàöèè. Èíîãäà îíà èñïîëüçóåòñÿ
âìåñòî ïðîöåäóðû ðåàëèçàöèè, êàê áîëåå ñèëüíàÿ. Òîãäà ïåðåìåííûå, ê êîòîðûì
ïðèìåíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà, âõîäÿò ëèøü â ðåàëèçóåìûå òåðìû t1, . . . , tn.

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå ðåàëèçàöèè èìååò âèä "ðåàëèçàöèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü
õ1 - íàáîð ýëåìåíòîâ, óòî÷íÿþùèõ çàäà÷ó ðåàëèçàöèè; õ2 - íàáîð ïåðåìåííûõ, ïî êî-
òîðûì âûïîëíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà. Åñëè ïîïûòêà ðåàëèçàöèè óäàëàñü, òî ïåðåìåííîé
õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ2; ïåðåìåííîé
õ4 - ñïèñîê íåèñïîëüçîâàííûõ ðåàëèçóþùèõ òåðìîâ. Îïåðàòîð ðàáîòàåò â ðåæèìå
ïåðå÷èñëåíèÿ. Â íàáîðå õ1 èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû äâóõ òèïîâ:

1. (ðåàëèçàöèÿ A1 A2). Çäåñü A1 - íàáîð ïàð òåðìîâ (s t), ïåðå÷èñëÿþùèé òàêèå
ðåàëèçóåìûå òåðìû t, äëÿ êîòîðûõ çàðàíåå óêàçàí ñîîòâåòñòâóþùèé ðåàëèçó-
þùèé òåðì s. Íàáîð A2 îòíîñèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ðåàëèçóþùèõ è ðåàëèçóåìûõ
òåðìîâ íà ãðóïïû; îí ñîñòîèò èç ÷åòâåðîê (S T f p). T - íàáîð ðåàëèçóåìûõ
òåðìîâ; S - íàáîð ðåàëèçóþùèõ òåðìîâ; f - çàãîëîâîê âíåøíèõ ñðàâíèâàåìûõ
îïåðàöèé, îïåðàíäàìè êîòîðûõ ñëóæèëè íàáîðû S, T (ìîæåò ñòîÿòü ôèêòèâíîå
çíà÷åíèå); p - óêàçàòåëü ïîëíîãî (0) ëèáî íåïîëíîãî (1) èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåí-
òîâ íàáîðà S. Ïðè ðåàëèçàöèè ýëåìåíòîâ T ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èç S
áåðóòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ïðè÷åì êàæäûé èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå ÷åì
îäíîêðàòíî.

2. (çàãîëîâîê A). A - íàáîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà ïåðåìåííûõ õ2.
Îí ñîñòîèò èç íàáîðîâ äîïóñòèìûõ àññîöèàòèâíûõ çàãîëîâêîâ ïîäñòàâëÿåìûõ
âìåñòî äàííûõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ. Íîëü â íàáîðå A îçíà÷àåò, ÷òî äîïóñòèì
ïðîèçâîëüíûé çàãîëîâîê.

Ïåðåéäåì ê ïðîãðàììå ïðîöåäóðû. Âûéòè íà íåå ìîæíî ÷åðåç ðàçäåë îãëàâëå-
íèÿ ïðîãðàìì "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ"
- "Ïðîöåäóðà ÐÅÀËÈÇÀÖÈß".

Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò (ðåàëèçàöèÿ . . .) íàáîðà õ1. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî òàêîé íàáîð â õ1 åäèíñòâåííûé. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ áëàíê äëÿ
íàáîðà ïîäñòàâëÿåìûõ òåðìîâ. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ7 îñòàòî÷íûõ ðåàëèçóþùèõ
òåðìîâ. Ïðîöåäóðà ðåàëèçàöèè ñîñòîèò èç ãðóïïû ïðîäóêöèé (ïðèåìîâ), âûïîëíÿþ-
ùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ óñòàíîâêè íà ðåàëèçàöèþ õ5 è íàêîïèòåëåé ðåçóëüòàòà õ6, õ7.
Ñðàáàòûâàíèå ýòèõ ïðîäóêöèé âûïîëíÿåòñÿ íà ðàçëè÷íûõ "óðîâíÿõ ñêàíèðîâàíèÿ"
óñòàíîâêè õ5. Ðîëü óêàçàòåëÿ òåêóùåãî óðîâíÿ èãðàåò ïåðåìåííàÿ õ8, èíèöèàëèçè-
ðóåìàÿ íóëåì.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(14)" ðåàëèçóåòñÿ öèêë ñîçäàíèÿ ýëåìåíòà (çàãî-
ëîâîê A), ðåãèñòðèðóåìîãî â ñïèñêå õ1. Ïðè ïåðâîì îáðàùåíèè ýòîò ýëåìåíò îáû÷íî
îòñóòñòâóåò, îäíàêî áûâàåò ïîëåçåí ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ. Îí óñêîðÿåò îò-
ñå÷åíèå íåïðèãîäíûõ âàðèàíòîâ. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ áëàíê íàáîðà A. Äëÿ
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êàæäîé ïåðåìåííîé x ñïèñêà õ2 ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðû (s,t) íàáîðà A1 óñòà-
íîâêè (ðåàëèçàöèÿ A1 A2). Íàõîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå âõîæäåíèÿ â ðåàëèçóåìûé òåðì
t îïåðàöèé f(. . . x . . .), è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê C âñåõ àññîöèàòèâíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèì-
âîëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ çàãîëîâêàìè îïåðàíäîâ qi ïîäòåðìîâ f(q1 . . . qm) òåðìà s. Åñëè f
àññîöèàòèâíî, òî îíî òîæå çàíîñèòñÿ â C. Àíàëîãè÷íûå ñïèñêè C ñîñòàâëÿþòñÿ äëÿ
÷åòâåðîê íàáîðà A2, ãäå áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû òåðìîâ t, s ãðóïï T ,S. Âñå ýòè
ñïèñêè C ïåðåñåêàþòñÿ, è ðåçóëüòàò çàíîñèòñÿ íà ïîçèöèþ ñïèñêà õ9, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ïåðåìåííîé x.

Äàëåå íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðåîáðàçîâàíèé óñòàíîâêè íà ðåàëèçàöèþ. Ïåðå÷èñëèì
ïðèìåíÿåìûå çäåñü ïðèåìû. Êàê è âûøå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òåêóùàÿ óñòàíîâêà íà
ðåàëèçàöèþ åñòü (ðåàëèçàöèÿ A1 A2). Ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ
â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì ýòè ïðèåìû ïåðå÷èñëÿþòñÿ. Ïîñëå êàæäîãî ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà î÷åðåäíîé ïðîñìîòð íà÷èíàåòñÿ ñ íà÷àëà ñïèñêà ïðèåìîâ.

1. Ïóñòü â A1 èìååòñÿ òàêàÿ ïàðà (s, t), ó êîòîðîé òåðì t íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ2. Åñëè ðåçóëüòàòû ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè òåðìîâ s, t ñîâïàäà-
þò (óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé; óñòðàíåíèå âëîæåííûõ
àññîöèàòèâíûõ îïåðàöèé, è ò.ï.), òî äàííàÿ ïàðà èñêëþ÷àåòñÿ èç A1. Èíà÷å -
âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Ýòîò è ñëåäóþùèé ïðèåìû ðàñïîëî-
æåíû â ïðîãðàììå ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(16)".

2. Ïóñòü â A2 èìåþòñÿ ÷åòâåðêà (S T f p) è òåðì t èç T , íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåí-
íûõ ñïèñêà õ2. Åñëè íè t, íè ðåçóëüòàò ñòàíäàðòèçàöèè t íå ñîäåðæàòñÿ â S, òî
âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Èíà÷å - t óäàëÿåòñÿ èç T è èç S. Åñëè
S ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, â òî âðåìÿ êàê T íåïóñòî, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".
Åñëè T ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, â òî âðåìÿ êàê S íåïóñòî è p = 1, òî S äîáàâëÿåòñÿ
ê íàêîïèòåëþ õ7. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïðè ïóñòîì T ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷åòâåðêà
óäàëÿåòñÿ èç A2.

3. Åñëè â A1 èìååòñÿ ïàðà (s, g(t)), ó êîòîðîé ñèìâîë g óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
g(g(x)) = x, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäñëó÷àÿ: t èìååò âèä g(r) ëèáî t - ïåðå-
ìåííàÿ ñïèñêà õ2.Â ïåðâîì ïîäñëó÷àå ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà g(f(r)) íà r; âî
âòîðîì - çàìåíà ïàðû íà (g(s), t). Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(12)".

4. Â A1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà (f(s1 . . . sn), g(t1 . . . tm)). Åñëè ñèìâîëû f, g ðàç-
ëè÷íû, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Ýòî æå ïðîèñõîäèò, åñëè m 6= n, ïðè-
÷åì íåâåðíî, ÷òî ñèìâîë f ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì. Èíà÷å, ïðè
íåêîììóòàòèâíîì f , ïàðà çàìåíÿåòñÿ â íàáîðå A1 íà ãðóïïó ïàð (s1, t1), . . ., (sn,
tn). Ïðè êîììóòàòèâíîì f ïàðà èñêëþ÷àåòñÿ èç A1, à â A2 çàíîñèòñÿ ÷åòâåðêà
((s1, . . . , sn), (t1, . . . , tm), f , 0). Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ñèì-
âîëà f - "óãîë"è "òî÷êàëó÷à". Çäåñü èìååòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, äàþùàÿ
äâà àëüòåðíàòèâíûõ ñëó÷àÿ ðåàëèçàöèè. Äëÿ îáðàáîòêè èõ èñïîëüçóåòñÿ ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå. Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(5)".

5. Â A1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà (s x), ãäå x - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ2. Íà ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ïåðåìåííîé x ïîçèöèþ íàêîïèòåëÿ ðåçóëüòàòà õ6 çàíîñèòñÿ òåðì s. Âñå
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x â ðåàëèçóåìûå òåðìû äëÿ íàáîðîâ A1, A2 çàìåíÿþòñÿ
íà s. Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(4)".



Ãëàâà 2. Îáùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ 173

6. Åñëè ñïèñêè A1, A2 ïóñòû, òî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò - ñîäåðæèìîå íàêîïèòåëåé õ6,
õ7.

7. Â A2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷åòâåðêà (S T f p). Åñëè ñïèñîê S êîðî÷å ñïèñêà T , òî
âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Åñëè ñïèñîê T ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî òåðìà t,
ïðè÷åì ëèáî t - ïåðåìåííàÿ èç õ2, ëèáî S îäíîýëåìåíòíî, ëèáî p = 0, òî ÷åòâåðêà
óäàëÿåòñÿ èç A2, à â A1 çàíîñèòñÿ ïàðà (f(s1, . . . , sn), t). Çäåñü S = {s1, . . . , sn}.
Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(7)".

8. Åñëè â A2 åñòü ÷åòâåðêà, íåêîòîðûé ðåàëèçóåìûé òåðì êîòîðîé èìååò âèä
g(g(r)), ïðè÷åì îïåðàöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó g(g(x)) = x, òî äàííûé
òåðì çàìåíÿåòñÿ íà r. Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(13)".

9. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð ÷åòâåðîê (S T f p) íàáîðà A2, ÷òîáû îòîáðàòü òà-
êîé ðåàëèçóåìûé òåðì t ∈ T , êîòîðûé äàåò íàèìåíüøóþ òðóäîåìêîñòü ïîñëå-
äóþùåãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Öèêë ïðîñìîòðà íà÷èíàåòñÿ ñ êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(6)". Ïåðåìåííàÿ õ10 èãðàåò ðîëü íàêîïèòåëÿ îòáèðàåìîé äëÿ ðàçáîðà
ñëó÷àåâ ÷åòâåðêè; õ11 - íàêîïèòåëü îòáèðàåìîãî òåðìà t; õ12 - ïàðà (N, M) ÷èñ-
ëåííûõ õàðàêòåðèñòèê òåêóùåãî âàðèàíòà. Çäåñü N - ÷èñëî òåðìîâ ñïèñêà S,
èìåþùèõ îäèíàêîâûé çàãîëîâîê ñ t; M - äëÿ ñëó÷àÿ àññîöèàòèâíîãî çàãîëîâêà
t åñòü ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðåàëèçóþùåãî òåðìà, îãðàíè÷èâàåìûõ ñ ïîìî-
ùüþ ýëåìåíòà (çàãîëîâîê . . .). Èç ïðîñìîòðà èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè òåðìîâ t âèäà
g(y), ãäå g(g(x)) òîæäåñòâåííî ðàâíî x, à y - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ2. Åñëè ïðè
ïðîñìîòðå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî S íå èìååò òåðìà ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî è òåðì
t, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé òåðì s â ñïèñêå
S åäèíñòâåííûé, òî â íàáîð A1 çàíîñèòñÿ ïàðà (s t), à èç ñïèñêîâ S, T òåðìû
s, t èñêëþ÷àþòñÿ. Åñëè ñïèñîê T îñòàåòñÿ ïóñòûì, òî â çàâèñèìîñòè îò ïóñòîòû
S è çíà÷åíèÿ p ëèáî âûäàåòñÿ çíà÷åíèå "ëîæü", ëèáî ïîïîëíÿåòñÿ íàêîïèòåëü
õ7. Îòáîð òåðìà t âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðèíöèïó ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèÿ N ; ïðè ðà-
âåíñòâå òàêèõ çíà÷åíèé ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ íå êîììóòàòèâíîìó çàãîëîâêó
òåðìà t; â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ - ïðè àññîöèàòèâíîì çàãîëîâêå ìàêñèìèçèðóåòñÿ M .
Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó
êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(15)". Çäåñü âðåìåííî îòêëàäûâàþòñÿ îòîáðàííûå
âûøå ÷åòâåðêà õ10 è òåðì õ11; âìåñòî ýòîãî îòáèðàþòñÿ òàêèå ÷åòâåðêà (S T f
p) è ðåàëèçóåìûé òåðì t èç T , ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ x ñïèñêà õ2
ëèáî èìåþùèé âèä g(x) (g(g(x)) = x), ÷òî ýëåìåíò (çàãîëîâîê . . .) íàêëàäûâàåò
íåïóñòûå îãðàíè÷åíèÿ íà çàãîëîâîê ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåìåííîé x òåðìà, è
ïðè ýòîì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñïèñêà S - íàèìåíüøåå. Ýòè ÷åòâåðêà è òåðì ïðè-
ñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûì õ14 è õ15. Çàòåì ïåðåáèðàþòñÿ âñå-
âîçìîæíûå âàðèàíòû ñîïîñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà ñïèñêà S òåðìó t, è äëÿ êàæäîãî
èç íèõ ðåàëèçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå. Ïî ìåðå îáðàáîòêè
âàðèàíòîâ, âûäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåàëèçàöèè.
Åñëè óêàçàííûé âûøå îòáîð îêàçàëñÿ íåâîçìîæíûì, òî îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç
"âåòâü 1". Âîçíèêàåò ôðàãìåíò, ñîäåðæàùèé êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(10)".
Çäåñü âîçâðàùàåìñÿ ê îòîáðàííûì ðàíåå ÷åòâåðêå õ10 = (S T f p) è òåðìó õ11
= t. Åñëè õ10 îòëè÷íî îò 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû ðåà-
ëèçàöèè, ïðè êîòîðûõ òåðìó t ñîïîñòàâëÿåòñÿ òåðì s ñïèñêà S, èìåþùèé ñ íèì
îáùèé çàãîëîâîê. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âàðèàíòîâ âûïîëíÿåòñÿ ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå, ñ âûäà÷åé òåêóùèõ ðåçóëüòàòîâ ðåàëèçàöèè.
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Íàêîíåö, åñëè õ10 ðàâíÿëîñü 0, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïîïûòêà ðåàëè-
çàöèè (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(11)"). Îíà ñîñòîèò â îòáîðå òàêîé ïåðåìåí-
íîé x ñïèñêà õ2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçóåìûì òåðìîì ñðàçó äëÿ íåñêîëüêèõ
÷åòâåðîê, ïðè÷åì âî âñåõ ýòèõ ÷åòâåðêàõ èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå âíåøíÿÿ
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ f . Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé x íà-
õîäèòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ ãðóïï ðåàëèçóþùèõ òåðìîâ óêàçàííûõ ÷åòâåðîê, ê
êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ f .

Ïåðåéäåì ê ïðîöåäóðå "óíèôèêàöèÿ(õ1 õ2 õ3)". Â îáðàùåíèè ê íåé óêàçûâàþòñÿ
íàáîð óñòàíîâîê íà óíèôèêàöèþ õ1 è ñïèñîê ïåðåìåííûõ õ2, ïî êîòîðûì âûïîëíÿ-
åòñÿ óíèôèêàöèÿ. õ3 ïåðå÷èñëÿåò íàáîðû òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïðè óíèôèêàöèè
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ2. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ïðè óíèôèêàöèè äîïóñêàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìîâ. Ýòî îòëè÷àåò åå îò èñïîëüçóåìîé â ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêå "îäíîçíà÷íîé" óíèôèêàöèè è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåæèìà
ïåðå÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Â íàáîðå õ1 èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ýëåìåíòîâ (ìíîãèå èç íèõ ââîäÿòñÿ
ñàìîé ïðîöåäóðîé è íóæíû ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ):

1. (óíèôèêàöèÿ t1 t2 K). Òðåáóåòñÿ óíèôèöèðîâàòü òåðìû t1 è t2 (îòîæäåñòâèòü
èõ ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòèðóþùåé ïîäñòàíîâêè, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî íåêî-
òîðûõ ïðîñòûõ òîæäåñòâåííûõ èëè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé). K - íàáîð
âñïîìîãàòåëüíûõ ïîìåòîê, ââîäèìûõ ïðîöåäóðîé;

2. (ïåðåìåííûå A). A åñòü ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ, âîâëå÷åííûõ â óíè-
ôèêàöèþ. Ýëåìåíò íóæåí ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ, êîãäà ÷àñòü âíåøíèõ
ïåðåìåííûõ ìîæåò èñ÷åçíóòü èç òåêóùèõ óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ. Òàê êàê ïðî-
öåäóðà óíèôèêàöèè ìîæåò ââîäèòü íîâûå ïåðåìåííûå, åé òðåáóåòñÿ èíôîðìà-
öèÿ îá óæå èñïîëüçîâàííûõ ðàíåå ïåðåìåííûõ;

3. (òåðì A1 A2). A1, A2 ñóòü èñõîäíûå òåîðåìû, èç êîòîðûõ èçâëå÷åíû óíèôèöè-
ðóåìûå òåðìû. Íåîáõîäèìî ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è ïðåäûäóùåå - äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ðàíåå èñïîëüçîâàííûõ ïåðåìåííûõ;

4. (ðåçóëüòïîäñò A). A åñòü ïåðåäàííûé ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè íàáîð òåð-
ìîâ, óæå çàôèêñèðîâàííûõ äëÿ ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ2;

5. (åäèíèöà A). Ïðè óíèôèêàöèè äîïóñêàåòñÿ ïîäñòàíîâêà åäèíèö âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ ñïèñêà A. Ïðè ïîäñòàíîâêå åäèíèöû âíåøíÿÿ äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ
îòáðàñûâàåòñÿ;

6. "ïðèâåäåíèå". Áëîêèðîâêà ñòàíäàðòèçàöèè ïðîìåæóòî÷íûõ òåðìîâ îïåðàòîðîì
"ïðèâåäåíèå";

7. (íåçàâèñèò A1 A2). Òåðì, óíèôèöèðîâàííûé ñ ïåðåìåííîé A2, íå äîëæåí çà-
âèñåòü îò ïåðåìåííîé, óíèôèöèðîâàííîé ñ ïåðåìåííîé A1. Ýëåìåíò âîçíèêàåò
ïðè óíèôèêàöèè îïèñàòåëåé è êâàíòîðîâ;

8. (çíà÷åíèå A1 A2). Òåðì, óíèôèöèðîâàííûé ñ ïåðåìåííîé A2, ìîæåò çàâèñåòü îò
ïåðåìåííîé, óíèôèöèðîâàííîé ñ ïåðåìåííîé A1.

9. "íîâàÿïåðåìåííàÿ". Áëîêèðóåòñÿ ââåäåíèå íîâûõ ïåðåìåííûõ;
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10. (ñïèñîêïåðåìåííûõ A). A åñòü ñïèñîê íîâûõ ïåðåìåííûõ, ââåäåííûõ ïðè óíè-
ôèêàöèè;

11. "çàìåíàçíàêà". Ïðè óíèôèêàöèè ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèé,
îïðåäåëÿåìûõ ñïðàâî÷íèêîì "çàìåíàçíàêà";

12. "îòðèöàíèå". Áëîêèðîâêà ïðåîáðàçîâàíèé, îïðåäåëÿåìûõ ñïðàâî÷íèêîì "îòðè-
öàíèå".

Ïðîöåäóðà óíèôèêàöèè ñîçäàâàëàñü äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ïåðâûõ âåðñèé öèêëîâ
âûâîäà â áàçå òåîðåì. Åå óñèëåíèå ïðèâîäèëî ê ñëèøêîì áîëüøîìó ÷èñëó ðàññìàò-
ðèâàåìûõ âàðèàíòîâ è äëèòåëüíîìó ïåðåáîðó; îñëàáëåíèå - ê ïîòåðå âàæíûõ ñëåä-
ñòâèé. Â èòîãå îïðåäåëèëñÿ íåêîòîðûé ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò. Â öåëîì, ñîñòàâ
âîøåäøèõ â ýòîò âàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèé èìååò ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð; íåêîòîðûå
èç íèõ îðèåíòèðîâàíû íà âåñüìà ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî â ðåøàòåëå ïðîöåäóðà óíèôèêàöèè ïðàêòè÷åñêè íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ. Äàííûé ðåæèì ñëîæèëñÿ â ïðîöåññå "åñòåñòâåííîãî îòáîðà â ïåðâîíà-
÷àëüíûõ âåðñèÿõ ïðîöåäóðó ïðåäïîëàãàëîñü ïðèìåíÿòü â ñîñòàâå ïðèåìîâ îáùåëî-
ãè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Îäíàêî, ïåðâûå æå øàãè îïòèìèçàöèè ðåøàòåëÿ ïîòðåáîâàëè
óñèëåííîé áëîêèðîâêè òàêèõ ïðèåìîâ, à âïîñëåäñòâèè è ïîëíîãî èõ èñêëþ÷åíèÿ. Ïî-
ñëå ýòîãî óíèôèêàöèÿ äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü öåíòðàëüíûì áëîêîì àïïàðàòà âûâî-
äà â áàçå òåîðåì. Îäíàêî, â ïîñëåäíèõ âåðñèÿõ îíà è îòñþäà îêàçàëàñü ïðàêòè÷åñêè
èñêëþ÷åííîé. Ýòî íå îçíà÷àåò ïîëíîãî îòêàçà îò ïðèìåíåíèÿ óíèôèêàöèè - îíà ñî-
ñòàâëÿåò âàæíûé ðåçåðâ äëÿ òåõ ýòàæåé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûå äîëæíû áóäóò
îáåñïå÷èâàòü ïîïîëíåíèå áàçû ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì.

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîãðàììû, êîòîðóþ íåòðóäíî íàéòè â òîì æå ðàçäåëå
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, â êîòîðîì ðàçìåùåíà ïðîöåäóðà "ðåàëèçàöèÿ".

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïèñêå õ1 ýëåìåíòà (òåðì . . .), è åñëè åãî
íå áûëî, òî òàêîé ýëåìåíò ñîçäàåòñÿ. Òî÷íî òàê æå, ïðè íåîáõîäèìîñòè ñîçäàåòñÿ
ýëåìåíò (ïåðåìåííûå . . .). Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîòîâêà íàáîðà ïîäñòàâ-
ëÿåìûõ òåðìîâ. Îíà èíèöèàëèçèðóåòñÿ íàáîðîì ïåðåìåííûõ õ2, ïðåîáðàçîâàííûõ ê
ôîðìàòó òåðìîâ. Åñëè â õ1 åñòü ýëåìåíò (ðåçóëüòïîäñò . . .), ñîäåðæàùèé çàãîòîâêó
ðåçóëüòàòà èç âíåøíåé ïðîöåäóðû, òî ýòà çàãîòîâêà ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ4. Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ïðîäóêöèîííàÿ ÷àñòü ïðîöåäóðû, ðàñïàäàþùàÿñÿ íà îòäåëüíûå
ïðèåìû. Ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ óïîðÿäî÷åíû ïî óðîâíÿì; çíà÷åíèå òåêóùå-
ãî óðîâíÿ ïðèñâîåíî ïåðåìåííîé õ5. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(2)" ðàçìåùåí
öèêë ïðîñìîòðà óñòàíîâîê (óíèôèêàöèÿ t1 t2 K), èìåþùèõñÿ â ñïèñêå õ1. Òåêóùàÿ
òàêàÿ óñòàíîâêà ïðèñâîåíà ïåðåìåííîé õ7; òåðì t1 ïðèñâîåí ïåðåìåííîé õ8, à òåðì
t2 - ïåðåìåííîé õ9. Â òå÷åíèå öèêëà ïðîñìîòðà çíà÷åíèå óðîâíÿ õ5 ôèêñèðîâàíî. Ïî
îêîí÷àíèè öèêëà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå óñòàíîâîê (óíèôèêàöèÿ . . .). Åñëè èõ íåò,
òî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ4; èíà÷å - çíà÷åíèå óðîâíÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, è îòêàò ê
ñëåäóþùåìó öèêëó. Ïî äîñòèæåíèè óðîâíÿ 10 - âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ
"ëîæü".

Ïåðå÷èñëèì èñïîëüçóåìûå ïðîöåäóðîé ïðèåìû, óïîðÿäî÷èâ èõ ïî âîçðàñòàíèþ
óðîâíÿ. Áóäåì óêàçûâàòü óðîâíè ëèøü äëÿ òåõ ïðèåìîâ, ãäå ïðîèñõîäèò èõ óâåëè÷å-
íèå íà 1. Ïåðâûå ïðèåìû èìåþò óðîâåíü 0.

1. Åñëè t1 = t2, òî óñòàíîâêà õ7 óäàëÿåòñÿ. Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé
òî÷êè "ïðèåì(3)".
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2. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(9)" ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäñëó÷àè, â êîòîðûõ
òåðìû t1, t2 èìåþò ðàçëè÷íûå çàãîëîâêè è îòëè÷íû îò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ2.
Ïåðå÷èñëèì ýòè ïîäñëó÷àè.
(a) Îäèí èç òåðìîâ t1, t2 èìååò âèä g(x), ãäå x - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ2, à g -

îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó g(g(y)) = y. Äðóãîé òåðì óêàçàí-
íîé ïàðû îáîçíà÷èì t. Â õ1 íåò ýëåìåíòà "îòðèöàíèå". Òîãäà â óñòàíîâêå
íà óíèôèêàöèþ ðàññìàòðèâàåìàÿ ïàðà òåðìîâ çàìåíÿåòñÿ íà òåðìû x, g(t).
Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(46)";

(b) Îäèí èç òåðìîâ t1, t2 èìååò âèä "ñòåïåíü(x n)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà
õ2; n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Äðóãîé òåðì t - ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíî-
æèòåëåé. Â õ1 íåò ýëåìåíòà "íîâàÿïåðåìåííàÿ". Âûáèðàþòñÿ äâå íîâûå
ïåðåìåííûå y, z, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê óíèôèêà-
öèè, â êîòîðîì óñòàíîâêà õ7 çàìåíåíà íà äâå óñòàíîâêè - óíèôèêàöèþ
òåðìà "óìíîæåíèå(ñòåïåíü(y n)ñòåïåíü(z n))" ñ òåðìîì t è òåðìà x ñ òåð-
ìîì "óìíîæåíèå(y z)". Ïîñëå èñ÷åðïàíèÿ ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ðåêóðñèâ-
íîãî îáðàùåíèÿ - âûõîä ïî "ëîæü". Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé
òî÷êè "ïðèåì(15)";

(c) Îäèí èç òåðìîâ t1, t2 èìååò âèä f(p , x), ãäå x - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ2,
ïðè÷åì îïåðàöèÿ f èìååò åäèíèöó a äëÿ ñâîåãî îïåðàíäà x. Ïåðåìåííàÿ x
óïîìÿíóòà â ýëåìåíòå (åäèíèöà . . .) ñïèñêà õ1. Äðãóîé òåðì ðàññìàòðèâà-
åìîé ïàðû - t. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê óíèôèêàöèè, â
êîòîðîì óñòàíîâêà õ7 çàìåíåíà íà äâå óñòàíîâêè - óíèôèêàöèþ òåðìà p ñ t,
à òåðìà x ñ a. Ïî èñ÷åðïàíèè ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðåêóðñèâíîãî îáðàùåíèÿ -
ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ ïðî÷èõ ñïîñîáîâ óíèôèêàöèè. Ïðèåì ðàñïîëîæåí
ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(5)";

(d) Îäèí èç òåðìîâ t1, t2 èìååò âèä f(g(r1 . . . rn)); äðóãîé - âèä g(v1 . . . vm). Â õ1
îòñóòñòâóåò ýëåìåíò "ïðèâåäåíèå". Ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó "çàìåíàçíàêà",
âîçìîæíî ïåðåíåñåíèå îïåðàöèè f íà îïåðàíä ri. Òîãäà ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê óíèôèêàöèè ïàðû òåðìîâ g(r1 . . . f(ri) . . . rn),
g(v1 . . . vm). Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî g ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îïå-
ðàíäû ri. Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(10)";

(e) Â îñòàëüíûõ ïîäñëó÷àÿõ - âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".
3. Òåðì t1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ2, ïðè÷åì òåðì t2 ëèáî íå ÿâëÿ-

åòñÿ òàêîé ïåðåìåííîé, ëèáî â õ1 îòñóòñòâóåò ýëåìåíò (çíà÷åíèå . . .), ïîñëåäíèé
ðàçðÿä êîòîðîãî ðàâåí t2. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îïðåäåëÿåò ïðèîðèòåòû ïðè
óíèôèêàöèè äâóõ ïåðåìåííûõ: ïåðåìåííûå, óïîìÿíóòûå â ýëåìåíòàõ (çíà÷åíèå
. . .), èñêëþ÷àþòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü.
Ñèòóàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(7)"; óðîâåíü ïðè-
åìà ðàâåí 1.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - çàãîëîâîê òåðìà t1. Åñëè îíà âõî-
äèò â òåðì t2, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Èíà÷å - ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(11)" ê êàæäîìó òåðìó íàêîïèòåëÿ ðåçóëüòàòà õ4 ïðèìåíÿåòñÿ ïîäñòà-
íîâêà òåðìà t2 âìåñòî õ10. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè óïðîùàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "ïðèâåäåíèå". Ýòà ïðîöåäóðà âûïîëíÿåò ðÿä ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé - óñòðàíåíèå "äâîéíûõ îòðèöàíèé"; "åäèíè÷íûõ îïå-
ðàíäîâ"; âëîæåííûõ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûõ îäèíàêîâûõ îïåðàöèé, è ò.ï.
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Ïîñëå èçìåíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ4 ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé, íàêëàäûâàå-
ìûõ ýëåìåíòàìè (íåçàâèñèò . . .) íàáîðà õ1. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé - âûõîä ïî
"ëîæü". Òåêóùàÿ óñòàíîâêà íà óíèôèêàöèþ õ6 óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà õ1; óðîâåíü
õ5 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 0; â îñòàâøèõñÿ óñòàíîâêàõ íà óíèôèêàöèþ âûïîëíÿþò-
ñÿ ïîäñòàíîâêà t2 âìåñòî õ10 è óïðîùåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè. Çàòåì -
îòêàò ê íà÷àëó öèêëà ïðîñìîòðà ïðèåìîâ.

4. Òåðì t2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ2. Ïðèåì íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(13)". Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà òåðìîâ, îí àíàëîãè-
÷åí ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

5. Çàãîëîâêîì òåðìà t1 ñëóæèò íåêîììóòàòèâíûé ñèìâîë. Ñëó÷àé ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(19)"; óðîâåíü ïðèåìà ðàâåí 2. Çàãîëîâîê
òåðìà t1 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû t1, t2 íåîäíî-
áóêâåííûå. Çàãîëîâêè èõ, ñîãëàñíî ðàíåå ïðèìåíÿâøèìñÿ ïðèåìàì, äîëæíû
áûòü ðàâíû. Îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðû (v1, . . . , vn) è (w1, . . . , wn) êîðíåâûõ îïåðàí-
äîâ äàííûõ òåðìîâ, ïðèñâàèâàåìûå ïåðåìåííûì õ11 è õ12. Åñëè äëèíû ýòèõ
íàáîðîâ ðàçëè÷íû, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".
Åñëè n = 1, ïðè÷åì v1 è w1 èìåþò âèä "íàáîð(P1 . . . Pk)" è "íàáîð(Q1 . . . Qs)",
à îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ õ10 íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ íàáîðà (íàïðè-
ìåð, õ10 = "ïåðå÷åíü"), òî âìåñòî v1, w1 â ñïèñêàõ õ11, õ12 ïîìåùàþòñÿ òåðìû
"è(P1 . . . Pk)", "è(Q1 . . . Qs)". Çäåñü "è" - ïðîèçâîëüíî âçÿòàÿ êîììóòàòèâíàÿ
îïåðàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ â äàëüíåéøåì èãíîðèðîâàòü ïîðÿäîê îïåðàíäîâ.
Òåêóùàÿ óñòàíîâêà óíèôèêàöèè õ6 çàìåíÿåòñÿ íà ãðóïïó óñòàíîâîê óíèôèêà-
öèè vi c wi; i = 1, . . . , n. Óðîâåíü õ5 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 0. Ïåðåä òåì, êàê âûïîë-
íèòü îòêàò ê íà÷àëó öèêëà ïðîñìîòðà ïðèåìîâ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà
õ10 - ñèìâîë "îòîáðàæåíèå" ëèáî "êëàññ". Ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû
ïåðåìåííûõ x, y, ãäå x âõîäèò â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó îäíîãî èç îïèñàòåëåé
t1, t2, à y - ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ âûðàæåíèÿ ëèáî óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòå-
ëåì. Åñëè â õ1 îòñóòñòâóåò ýëåìåíò (çíà÷åíèå x y), ðàçðåøàþùèé çàâèñèìîñòü
y îò x, òî ââîäèòñÿ ýëåìåíò (íåçàâèñèò x y), áëîêèðóþùèé òàêóþ çàâèñèìîñòü.

6. Çàãîëîâîê õ10 - êîììóòàòèâíûé ñèìâîë. Ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëå êîí-
òðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(24)". Çäåñü ñîñðåäîòî÷åíà á�îëüøàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ óíè-
ôèêàöèè. Ïåðåìåííûì õ11 è õ12 ïðèñâàèâàþòñÿ ñïèñêè v1, . . . , vn, w1, . . . , wm

êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìîâ t1, t2. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå
ñïèñêîâ õ11, õ12.
Åñëè õ13 íåïóñòî, òî íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû õ14, õ15 èñêëþ÷åíèÿ åãî ýëåìåíòîâ
èç õ11, õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ñïèñêè õ14, õ15 îáà íåïóñòû, ëèáî îáà îíè
ïóñòû. Åñëè ýòî íå òàê, íî îïåðàöèÿ õ10 èìååò åäèíèöó e, âûïîëíÿåòñÿ çàìå-
íà ïóñòîãî ñïèñêà íà îäíîýëåìåíòíûé íàáîð (e). Èíà÷å - âûõîä ïî çíà÷åíèþ
"ëîæü". Åñëè îáà ñïèñêà îêàçàëèñü ïóñòû, òî òåêóùàÿ óñòàíîâêà õ6 óäàëÿåòñÿ,
óðîâåíü õ5 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 0, è îòêàò. Åñëè îáà ñïèñêà íåïóñòû, òî òåðìû
t1, t2 çàìåíÿþòñÿ â òåêóùåé óñòàíîâêå íà ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè õ10
ê èõ ýëåìåíòàì, óðîâåíü õ5 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 0, è îòêàò.
Åñëè ïåðåñå÷åíèå õ13 ñïèñêîâ õ11, õ12 ïóñòîå, à îïåðàöèÿ õ10 àññîöèàòèâíà, òî
ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(37)" ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç
ñïèñêîâ õ11, õ12, à ïåðåìåííîé õ15 - äðóãîé. Çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå
ïîäñëó÷àè:
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(a) Íè îäèí èç òåðìîâ ñïèñêà õ14 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè. Åñëè
ñïèñîê õ14 êîðî÷å ñïèñêà õ15, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

(b) Íè îäèí èç òåðìîâ ñïèñêà õ14 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè. ×èñ-
ëî òåðìîâ ñïèñêà õ15 ñ íåêîòîðûì îòëè÷íûì îò ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè
çàãîëîâêîì a áîëüøå ÷èñëà òàêèõ òåðìîâ ñïèñêà õ14. Åñëè õ1 íå èìååò
ýëåìåíòîâ "çàìåíàçíàêà" è (åäèíèöà S), ãäå S ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåòðà-
ìè ñïèñêà õ14, òî âûõîä ïî "ëîæü".

(c) Íè îäèí èç òåðìîâ ñïèñêà õ14 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè. Â õ1
âõîäèò ýëåìåíò "çàìåíàçíàêà". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ16 âñåõ îäíîìåñòíûõ
îïåðàöèé, êîòîðûå ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó "çàìåíàçíàêà" ìîæíî ïåðåíîñèòü
íà îïåðàíäû âñòðå÷àþùèõñÿ â õ14 è õ15 òåðìîâ f(t1 . . . tn); n > 1. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ îòñóòñòâèå â õ14 òåðìà âèäà g(x), ãäå x - ïåðåìåííàÿ óíèôèêàöèè, à g -
ñèìâîë èç õ16. Ïóñòü îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî âîçíèêàþùèõ ïîñëå îòáðàñû-
âàíèÿ âíåøíåé îïåðàöèè èç õ16 òåðìîâ ñïèñêà õ15 ñ íåêîòîðûì îòëè÷íûì
îò ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè çàãîëîâêîì a áîëüøå ÷èñëà òàêèõ òåðìîâ äëÿ
ñïèñêà õ14. Åñëè õ1 íå èìååò ýëåìåíòà (åäèíèöà S), ãäå S ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ïàðàìåòðàìè ñïèñêà õ14, òî âûõîä ïî "ëîæü".

(d) Íè îäèí èç òåðìîâ ñïèñêà õ14 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè. Âûáè-
ðàåòñÿ òàêîé îòëè÷íûé îò ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè òåðì r ñïèñêà õ15, äëÿ
êîòîðîãî ÷èñëî N èìåþùèõ òîò æå çàãîëîâîê òåðìîâ ñïèñêà õ14 - íàèìåíü-
øåå âîçìîæíîå. Åñëè N = 1, òî äëÿ åäèíñòâåííîãî òåðìà s ñïèñêà õ14, îá-
ëàäàþùåãî òàêèì çàãîëîâêîì, ñîçäàåòñÿ íîâàÿ óñòàíîâêà íà óíèôèêàöèþ
åãî ñ r. Èç òåêóùåé óñòàíîâêè íà óíèôèêàöèþ îáà òåðìà èñêëþ÷àþòñÿ
(åñëè îíè áûëè â ñïèñêàõ õ14, õ15 åäèíñòâåííûå, òî òåêóùàÿ óñòàíîâêà
óäàëÿåòñÿ), è îòêàò ê íà÷àëó öèêëà ïðîñìîòðà ïðèåìîâ. Åñëè 1 < N < 6,
òî ïðîöåññ óíèôèêàöèè ðàçâåòâëÿåòñÿ - ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ðå-
êóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óíèôèêàöèè r ñ ðàçëè÷íûìè òåð-
ìàìè s ñïèñêà õ14, èìåþùèìè òîò æå çàãîëîâîê. Ïåðå÷èñëåííûå äåéñòâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ; âåëè÷èíà óðîâíÿ ðàâíà N +5. Ïðèåì
ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(33)".

(e) Ïóñòü äëèíû ñïèñêîâ õ14 è õ15 îäèíàêîâû, ïðè÷åì íåêîòîðûé òåðì r ñïèñ-
êà õ14 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè ëèáî åå "îòðèöàíèåì". Åñëè
ñïèñîê õ15 íå èìååò òåðìà ñ òàêèì æå çàãîëîâêîì èëè òåðìà, ïðåîáðà-
çóåìîãî ê íåìó ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "çàìåíàçíàêà", íî â õ15 èìååòñÿ
åäèíñòâåííûé òåðì - ïåðåìåííàÿ óíèôèêàöèè x, òî âûïîëíÿåòñÿ ñîïîñòàâ-
ëåíèå ïåðåìåííîé x òåðìà r. Çàòåì - îòêàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 6, à ðàñïîëîæåí îí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(36)". Èìååòñÿ
âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, â êîòîðîé çàáëîêèðîâàíî èñïîëüçîâàíèå ñïðàâî÷-
íèêà "çàìåíàçíàêà"; åå óðîâåíü ðàâåí 7.

7. Äëÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè õ10, äàëåå, ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû, â
êîòîðûõ óæå íå èñïîëüçóþòñÿ ââåäåííûå âûøå ñïèñêè õ14 è õ15:
(a) Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåðìû r ñïèñêà õ11, çàãîëîâîê êîòî-

ðûõ îòëè÷åí îò ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè è äëÿ êîòîðûõ â êîììåíòàðèÿõ ê
òåêóùåé óñòàíîâêå íà óíèôèêàöèþ îòñóòñòâóåò ïîìåòêà (ñòîï r). Èç íèõ
âûáèðàåòñÿ òåðì, èìåþùèé íàèìåíüøåå ÷èñëî N òåðìîâ s ñïèñêà õ12 ñ
òåì æå çàãîëîâêîì, è ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçáèðàþòñÿ ñëó÷àè óíèôèêàöèè
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r ñ òàêèìè s. Äîïóñêàþòñÿ çíà÷åíèÿ N îò 1 äî 4; ïðè N = 1 óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, ïðè N = 2 - 8, è ïðè N = 3, 4 - 9. Ïî îêîí÷àíèè
ðàññìîòðåíèÿ óêàçàííûõ ïîäñëó÷àåâ ââîäèòñÿ ïîìåòêà (ñòîï r), è îòêàò.

(b) Ñïèñîê õ11 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè x è íåêîòîðîãî äðóãîãî
òåðìà r. Â ñïèñêå õ12 èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ óíèôèêàöèè y. Ëèáî ñïèñîê õ12
äâóõýëåìåíòíûé è äëèíà òåðìà r ìåíüøå 9, ëèáî äëèíà ýòîãî òåðìà ìåíü-
øå 4. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óíèôèêàöèè y ñ r, à x - ñ îñòàòêîì òåð-
ìîâ ñïèñêà õ12. Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(14)".
Óðîâåíü åãî è âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïðèåìîâ äàííîé ñåðèè ðàâåí 10.

(c) Â ñïèñêå õ11 èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ óíèôèêàöèè x. Ñïèñîê õ12 - äâóõýëåìåíò-
íûé, ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè y è íåêîòîðîãî îäíîáóêâåííîãî
òåðìà s. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óíèôèêàöèè x ñ s, à y - ñ îñòàòêîì
òåðìîâ ñïèñêà õ11.

(d) Çàãîëîâîê óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ f (ò.å. õ10) íå åñòü ñèìâîë "è". Â ñïèñêå
õ11 âûäåëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ óíèôèêàöèè x; â ñïèñêå õ12 - ïåðåìåííàÿ óíè-
ôèêàöèè y. Ïóñòü A, B - îñòàòêè ñïèñêîâ õ11, õ12. Ëèáî â A, B îòñóòñòâóþò
ïåðåìåííûå óíèôèêàöèè, ëèáî êàæäûé èç ýòèõ ñïèñêîâ îäíîýëåìåíòåí. Â
B íåò òåðìîâ, ñîäåðæàùèõ x; â A íåò òåðìîâ, ñîäåðæàùèõ y. Ââîäèòñÿ íî-
âàÿ ïåðåìåííàÿ z è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óíèôèöèðîâàòü x ñ f(z, B),
à y - ñ f(z, A). Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(40)".

(e) ×èñëî ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè â îäíîì èç ñïèñêîâ õ11, õ12 íå ìåíåå äâóõ.
Îáîçíà÷èì ýòîò ñïèñîê õ14, à äðóãîé ñïèñîê - õ15. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó-
÷àè, êîãäà ñïèñêè õ14, õ15 èìåþò íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ. Â ýòèõ ñëó÷à-
ÿõ ïåðåáèðàþòñÿ ñîïîñòàâëåíèÿ çàäàííîé ïåðåìåííîé óíèôèêàöèè ïåðâîãî
ñïèñêà åäèíè÷íûì òåðìàì âòîðîãî ñïèñêà. Ïðèåì ðàñïîëîæåí ïîñëå êîí-
òðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(41)". Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(16)" ðàñïî-
ëîæåí âàðèàíò äàííîãî ïðèåìà, îòíîñÿùèéñÿ ê äâóõýëåìåíòíûì ñïèñêàì
õ14, õ15 è èñïîëüçóþùèé ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå".

8. Íàêîíåö, ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(45)" ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîììó-
òàòèâíîãî, íî íåàññîöèàòèâíîãî çàãîëîâêà õ10 óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáà ýòè òåðìà èìåþò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, è ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè èõ ñîïîñòàâëåíèÿ äðóã äðóãó. Óðîâåíü ïðèåìà ðàâåí
2.

Èìååòñÿ óñèëåííàÿ âåðñèÿ îïåðàòîðà "ðåàëèçàöèÿ", èñïîëüçóþùàÿ îáðàùåíèå ê
ïðîöåäóðå óíèôèêàöèè. Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "Ðåàëèçàöèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü
õ1, õ2 - òåðìû; õ3 - íàáîð ïåðåìåííûõ. Åñëè òåðì õ2 ïîëó÷àåòñÿ èç õ1 ïîäñòàíîâêîé
âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ3 íåêîòîðûõ òåðìîâ è ïðèìåíåíèåì ïðîñòåéøèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, äîïóñêàåìûõ ïðîöåäóðîé óíèôèêàöèè, òî õ4: = ñïèñîê ïîäñòàâëÿåìûõ
òåðìîâ. Ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå "óíèôèêàöèÿ" çäåñü ïðîèñõîäèò ïåðåîáî-
çíà÷åíèå â õ1 ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ3 íà íîâûå ïåðåìåííûå õ5. Çàòåì óíèôèêàöèÿ
ïðîâîäèòñÿ ïî ñïèñêó õ5.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó "ïîäáîðïîñûëîê(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6
õ7 õ8)", ïðèìåíÿåìóþ â íåêîòîðûõ ïðèåìàõ è îáðàùàþùóþñÿ ê ïðîöåäóðå "ðåàëè-
çàöèÿ". õ1 - çàäà÷à; õ2 - íàáîð óòâåðæäåíèé; õ3 - íàáîð ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ
â ïîñûëêè çàäà÷è õ1. Ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåò ïîäáîð òàêèõ òåðìîâ, ïîäñòàíîâêà
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êîòîðûõ â óòâåðæäåíèÿ õ2 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ3 äàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîñòûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé) íåêîòîðûå ïîñûëêè çàäà÷è õ1. Åñëè õ4 = 0, òî óêàçàííûì îáðàçîì
"ðåàëèçóþòñÿ" âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ2; åñëè õ4 = 1, òî ðåàëèçóþòñÿ âñå óòâåð-
æäåíèÿ, êðîìå êàêîãî-ëèáî îäíîãî (ïðîèçâîëüíîãî îñòàâøåãîñÿ). õ5 - ñïèñîê ïîñûëîê
çàäà÷è õ1, êîòîðûå çàïðåùàåòñÿ èñïîëüçîâàòü. Ïðè óñïåõå ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàéäåííûé íàáîð òåðìîâ. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ðåàëèçóþùåé ïîäñòàíîâêè ê îòðèöàíèþ îñòàâøåãîñÿ íåðåàëèçîâàííûì óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ2 (ïðè õ4 = 0 ýòîé ïåðåìåííîé ïðèñâàèâàåòñÿ 0). Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê (ðåàëèçóþùèõ ëèáî èñïîëüçîâàííûõ äëÿ îáîñ-
íîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé).

Ïåðåéäåì ê ïðîãðàììå ïðîöåäóðû. Ïðåæäå âñåãî, â ñïèñêå õ2 âûáèðàåòñÿ íàè-
áîëåå îäíîçíà÷íî ðåàëèçóåìîå óòâåðæäåíèå. Ñ ýòîé öåëüþ ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ9,
ïåðå÷èñëÿþùèé áåç ïîâòîðåíèé ïàðû (çàãîëîâîê ðåàëèçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ ñ îòáðî-
øåííûì âíåøíèì îòðèöàíèåì - óêàçàòåëü íàëè÷èÿ îòðèöàíèÿ). Äëÿ êàæäîé ïàðû
ñïèñêà õ9 íàõîäèòñÿ ÷èñëî íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ5 ïîñûëîê çàäà÷è õ1 ñ äàííû-
ìè çàãîëîâêîì è óêàçàòåëåì îòðèöàíèÿ, è íàõîäèòñÿ ïàðà õ13 ñ íàèìåíüøèì òàêèì
÷èñëîì. Âûáèðàåòñÿ êàêîå-òî óòâåðæäåíèå õ14 ñïèñêà õ2, ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðå õ13.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàþòñÿ âñå ïàðàìåòðû ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, âõîäÿùèå â ñïè-
ñîê õ3.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ5 ïîñûëêè õ16 çàäà÷è
õ1, ñîîòâåòñòâóùèå ïàðå õ13. Äëÿ òåêóùåé òàêîé ïîñûëêè âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå
ê ïðîöåäóðå "ðåàëèçàöèÿ", ãäå ðîëü ðåàëèçóåìîãî òåðìà èãðàåò õ14, ðîëü ðåàëèçóþ-
ùåãî - õ16, à ïåðåìåííûå ðåàëèçàöèè ñóòü õ15. Â ñëó÷àå óñïåõà îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê
õ20 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ðåàëèçóþùåé ïîäñòàíîâêè ê îòëè÷íûì îò õ14 òåðìàì
íàáîðà õ2. Åñëè ñïèñîê õ20 ïóñò, ëèáî õ4 = 1 è äëèíà ñïèñêà ðàâíà 1, òî âûäà-
åòñÿ ðåçóëüòàò. Èíà÷å - ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ïîäáîðïîñûëîê" äëÿ
îñòàòêà ïåðåìåííûõ õ3, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ15, ãäå ðîëü ðåàëèçóåìûõ èãðàþò
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ20. Ïðè ýòîì ïîñûëêà õ16 îáúÿâëÿåòñÿ çàïðåùåííîé.

Åñëè ïðîñìîòð ïîñûëîê çàêîí÷èëñÿ áåçðåçóëüòàòíî, ïðè÷åì õ4 = 1, òî ïðèíè-
ìàåòñÿ ðåøåíèå î ðåàëèçàöèè âñåõ îòëè÷íûõ îò õ14 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ2. Äëÿ
ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ïîäáîðïîñûëîê", ãäå çíà÷å-
íèå âõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 0. Åñëè è ýòà ïîïûòêà çàâåðøàåòñÿ
áåçðåçóëüòàòíî, ðåàëèçóåòñÿ âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

2.6.4 Ïåðåêëþ÷åíèå âíèìàíèÿ

Äëÿ óìåíüøåíèÿ âåñîâ ïîñûëîê èëè óñëîâèé çàäà÷è êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà îáû÷-
íî ñîçäàåò ðàçâåðíóòûå êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, íå ïðèáåãàÿ ê ñïåöèàëüíûì ïðîöå-
äóðàì ïåðåêëþ÷åíèÿ âíèìàíèÿ. Â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "âíèìà-
íèå(õ1 õ2)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à; õ2 - òåðì ëèáî ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Ïðîöåäóðà íàõîäèò
âñå óñëîâèÿ è ïîñûëêè çàäà÷è õ1, ñîäåæàùèå òåðì õ2, è çàìåíÿåò èõ âåñà íà 0. Åñëè
õ2 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "óñëîâèå", ïðè÷åì õ1 - çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà
äîêàçàòåëüñòâî, òî çàìåíÿåòñÿ íà 0 âåñ óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû
íåñëîæíà.



Ãëàâà 3

Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû,

ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå

Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå, ëèøü äîïîëíÿþò ãëàâíóþ
÷àñòü òàêèõ ïðèåìîâ, ðåàëèçîâàííóþ íà ËÎÑå. Êàê ïðàâèëî, îíè èìåþò î÷åíü ñïåöè-
àëüíûé õàðàêòåð. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò íåñêîëüêî áîëüøèõ ïàêåòîâ - "íîðìèëè",
"íîðìñóùåñòâóåò", "íîðìäëÿëþáîãî", "íîðìâàðèàíò", è äð. Îíè ÷àñòî èñïîëüçóþò-
ñÿ ðåøàòåëåì â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ñêàíèðîâàíèå çàäà÷è ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì
íåâîçìîæíî. Íàïðèìåð, íîðìàëèçàòîð "íîðìèëè" îáåñïå÷èâàåò çàâåðøàþùåå ðåäàê-
òèðîâàíèå îòâåòà ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåãî âèä äèçúþíêöèè. Ýòî
ïðåäîïðåäåëÿåò íàëè÷èå â íåì áîëüøîãî ÷èñëà ïðèåìîâ, èìåþùèõ, ïî ñóùåñòâó, óæå
äàëåêî íå îáùåëîãè÷åñêèé õàðàêòåð. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå çäåñü ÃÅÍÎËÎÃà
îêàçûâàåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûì.

Ñìûñë çàïèñàííîãî íà ÃÅÍÎËÎÃå îáùåëîãè÷åñêîãî ïðèåìà ÷àñòî îïðåäåëÿåòñÿ
íå ñòîëüêî åãî òåîðåìîé, ñêîëüêî äîïîëíåíèÿìè ê íåé. Èíîãäà òåîðåìà âîîáùå íóæ-
íà ëèøü êàê òåõíè÷åñêàÿ ôîðìàëüíîñòü, ïîçâîëÿþùàÿ îðãàíèçîâàòü îáðàùåíèÿ ê
íåîáõîäèìûì âñïîìîãàòåëüíûì ïðîöåäóðàì. Ýòî ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ
îò èñïîëüçîâàíèÿ ÃÅÍÎËÎÃà â êîíêðåòíûõ ðàçäåëàõ, ãäå "ïñåâäîòåîðåìû" ïðèåìîâ
âîçíèêàþò ðåäêî. Òàì òåîðåìà ïðèåìà, êàê ïðàâèëî, î÷åíü áëèçêà ê îáû÷íîé òåîðåìå
è íåñåò â ñåáå ãëàâíóþ ÷àñòü èíôîðìàöèè î ïðèåìå.

Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû íàêàïëèâàëèñü â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ðåøàòåëÿ äîñòàòî÷-
íî áåññèñòåìíî. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, â îòðûâå îò ïîòðåáíîñòåé îáðàáîòêè òåêó-
ùåãî îáó÷àþùåãî ìàòåðèàëà, îíè íå ñîçäàâàëèñü. Ýòî æå, âïðî÷åì, îòíîñèòñÿ è ê
îñòàëüíûì ðàçäåëàì. Ïðè÷èíà ïðîñòà: ïðèåìû, ñîçäàííûå èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé,
÷àùå âñåãî îêàçûâàþòñÿ ëèáî íå âîñòðåáîâàíû ðåøàòåëåì, ëèáî ïîðòÿò óæå îòëà-
æåííûå ïðîöåññû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïîèñêà ïðèåìà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íå îãëàâëåíèåì ïðîãðàìì,
à îãëàâëåíèåì ïðèåìîâ (êëàâèøà "ã" èç ãëàâíîãî ìåíþ). Â áëèæàéøåå âðåìÿ íàñ
áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîäðàçäåë äàííîãî îãëàâëåíèÿ "Ëîãè÷åñêèå ïðèåìû" - "Îáùèå
ïðèåìû".

3.1 Êîíúþíêöèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî ñîâñåì ïðîñòûõ ïðèåìîâ.
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Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ

Âñå ïðèåìû òàêîãî ðîäà èìåþò òåîðåìó "êîììóòàòèâíî(A)", ãäå A - ðàññìàòðèâàå-
ìîå êîììóòàòèâíîå îòíîøåíèå, îïåðàöèÿ ëèáî ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà. Çàãîëîâîê ïðèåìà -
"ëåêñóïîðÿäî÷åíèå". Åäèíñòâåííûé ôèëüòð, êîòîðûì äîëæåí îáëàäàòü ïðèåì - îïðå-
äåëèòåëü óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ "óðîâåíü(u1u2)". Îáû÷íî ýòî ôèëüòð "óðîâåíü(0 3)".
Çäåñü u1 - óðîâåíü, íà êîòîðîì ïðèåì ñðàáàòûâàåò â ïîñûëêàõ; u2 - óðîâåíü, íà êîòî-
ðîì îí ñðàáàòûâàåò â óñëîâèÿõ. Äëÿ ïðîñòûõ ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà ìîæíî ðåêîìåí-
äîâàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðîñìîòð ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïðîãðàìì. Ïåðåõîä ê
ïðîãðàììå - ïî êëàâèøå "Home"; îáðàòíûé ïåðåõîä - "End".

Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé

Ïðèåìû äëÿ óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ êîììóòàòèâíî-àññîöèàòèâíûõ îïåðàöèé A èìå-
þò òàêóþ æå òåîðåìó, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå - "êîììóòàòèâíî(A)". Çàãîëîâîê
ïðèåìà - ñèìâîë "ñïóñêîïåðàíäîâ". Ïðèåì ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûå ôèëüòðû, õî-
òÿ ÷àùå âñåãî - åäèíñòâåííûé ôèëüòð "óðîâåíü(0)". Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
òåîðåìà ïðèåìà äîëæíà áûëà áû ñîäåðæàòü òàêæå òðåáîâàíèå àññîöèàòèâíîñòè ñèì-
âîëà A. Îäíàêî, äëÿ êîìïèëÿòîðà ýòà òåîðåìà âîîáùå íå íóæíà, òàê ÷òî åå ðîëü -
ïî ñóùåñòâó, ðîëü çàãëóøêè.

Îòðèöàíèå êîíúþíêöèè

Ïåðâûé â äàííîì ðàçäåëå ïðèåì, äëÿ êîòîðîãî òåîðåìà íåñåò õîòü êàêóþ-òî èñïîëü-
çóåìóþ êîìïèëÿòîðîì èíôîðìàöèþ. Îí ïðåîáðàçóåò îòðèöàíèå êîíúþíêöèè â äèçú-
þíêöèþ îòðèöàíèé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èìååò ñâîèì çà-
ãîëîâêîì îòðèöàíèå: ∀ab(¬(¬a & b) ↔ (a ∨ ¬b)). Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ðàññìàòðèâàåìîå îòðèöàíèå êîíúþíêöèè ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ñîäåðæàùåå íåèçâåñò-
íûå óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, áûëî äîñòàòî÷íî äëèííûì (200), è íå èìåë ìåñòà
ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ íàéäåííîãî îòâåòà. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â òåîðåìå ïðèåìà êîíú-
þíêöèÿ èìååò âñåãî äâà îïåðàíäà, íî èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ îíà áóäåò ñ êîíúþíêöèåé
ïðîèçâîëüíîé äëèíû: âñå îïåðàíäû, êðîìå èäåíòèôèöèðîâàííîãî ñ ¬a, áóäóò îò-
íåñåíû ê b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1. Ïðåîáðàçîâàííàÿ äèçúþíêöèÿ
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", ôîðñèðóþùèì ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ
àëüòåðíàòèâ. Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå óæå âñòðå÷àëñÿ ïðèåì, ïðåîáðàçóþùèé îòðèöàíèå
êîíúþíêöèè â äèçúþíêöèþ îòðèöàíèé. Îäíàêî, îí ñðàáàòûâàë íà óðîâíå 2. Äàííûé
ïðèåì - âåðñèÿ ñ óñêîðåííûì ñðàáàòûâàíèåì. Âèäèìî, â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ðåøà-
òåëÿ âîçíèêàëà ñèòóàöèÿ, êîãäà òðåáîâàëñÿ óñêîðåííûé ðàçáîð ñëó÷àåâ. Â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ íàéòè òå çàäà÷è çàäà÷íèêà, â êîòîðûõ ïðèåì ñðàáàòû-
âàåò, è ïîâòîðíî ïðîàíàëèçèðîâàòü íåîáõîäèìîñòü åãî èñïîëüçîâàíèÿ. Òàêîãî ðîäà
ïðèåìû ëèøü îáîçíà÷àþò âîçíèêàâøèå òðóäíîñòè, è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
èñõîäíûé ìàòåðèàë äëÿ ïîñëåäóþùåé îïòèìèçàöèè ðåøàòåëÿ.

Ñïðàâî÷íèêè

Ïðèâîäÿòñÿ ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ "àññîöèàòèâíî", "êîììóòàòèâíî", "ìîíîòîííî".
Ïåðâûå äâà ñïðàâî÷íèêà èñïîëüçóþòñÿ î÷åíü ÷àñòî, òðåòèé - âîîáùå ïðàêòè÷åñêè
íå èñïîëüçóåòñÿ. Âðó÷íóþ ââîäèòü òàêèå ïðèåìû íåò íåîáõîäèìîñòè. Äîñòàòî÷íî
ââåñòè ëèøü èõ òåîðåìó - "àññîöèàòèâíî(A)" ëèáî "êîììóòàòèâíî(A)", ïîñëå ÷åãî
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âîñïîëüçîâàòüñÿ ãåíåðàòîðîì ïðèåìîâ. Íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "À" (êèð.); â îãëàâ-
ëåíèè òèïîâ ïðèåìîâ âûáèðàåòñÿ ïåðâûé ïóíêò ("Ñïðàâî÷íèêè è ñîïðîâîæäàþùèå
èõ ïðîñòåéøèå ïðèåìû"); íàæèìàåòñÿ "êóðñîð âïðàâî". Ãåíåðàòîð ïðèåìîâ ñîçäàåò
îäèí èëè íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà ââåäåííîé òåîðåìå, è ïðîðèñîâûâàåò íà
ýêðàíå ïåðâûé èç íèõ. ×òîáû âûáðàòü åãî, íàæèìàåòñÿ F3; ÷òîáû ïåðåéòè ê ñëå-
äóþùåìó ïðèåìó - "ø". Ýòà æå ñõåìà äåéñòâèé ðàáîòàåò äëÿ áîëüøèíñòâà äðóãèõ
÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñïðàâî÷íèêîâ. Ââîäèòü óêàçàííûì îáðàçîì êàêèå-ëèáî ïðè-
åìû, êðîìå ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêîâ, íå ðåêîìåíäóåòñÿ - ãåíåðàòîð ïðèåìîâ, ñêîðåå
âñåãî, íè÷åãî ïîëåçíîãî íå ïðåäëîæèò. Åãî ðàáîòà â ñêîëü-íèáóäü íåòðèâèàëüíûõ
ñëó÷àÿõ òðåáóåò íàëè÷èÿ äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåòêè, èñòîêè êîòîðîé âîñõîäÿò ê áàçå
òåîðåì. Ó òåîðåì, ñîçäàâàåìûõ âðó÷íóþ, ýòîé ðàçìåòêè íåò.

3.2 Äèçúþíêöèÿ

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èìååì íåñêîëüêî ñîâñåì ïðîñòûõ ïðèåìîâ. Îäíàêî,
â äîïîëíåíèå ê íèì ïîÿâëÿåòñÿ âíóøèòåëüíûõ ðàçìåðîâ ïàêåòíûé íîðìàëèçàòîð
"íîðìèëè", èñïîëüçóåìûé íà ýòàïå ñêëåéêè ôðàãìåíòîâ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ ýòîãî ïàêåòà îòíîñÿòñÿ ê êîíêðåòíûì ðàçäåëàì (ýëåìåíòàðíàÿ
àëãåáðà, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ò.ï.); èõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîçäíåå.

Ïðèâåäåíèå äèçúþíêöèè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó

Àíàëîãè÷íî êîíúþíêöèè, èìåþòñÿ ïðèåìû äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
îïåðàíäîâ äèçúþíêöèè è óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ äèçúþíêöèé.

×àñòè÷íàÿ ñêëåéêà äèçúþíêöèé

Ôàêòè÷åñêè, ýòî ñîîòíîøåíèå äèñòðèáóòèâíîñòè. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc((a∨
b) & (a ∨ c) ↔ (a ∨ (b & c))). Ïðèåì óñìàòðèâàåò äâå äèçúþíêöèè â óñëîâèÿõ çàäà-
÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ íàéäåííîãî îòâåòà. Åñëè îáå îíè íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à îáùàÿ ÷àñòü a èõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ íåïóñòà, òî âû-
ïîëíÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà â îäíó äèçúþíêöèþ.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìèëè"

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, íîðìàëèçàòîð íåîáõîäèì äëÿ çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðî-
âàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé ïóòåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Òîëüêî çäåñü è
ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿòî èñêëþ÷åíèå äèçúþíêòèâíûõ êîíñòðóêöèé â îòâåòå - íàïðè-
ìåð, ïðåîáðàçîâàíèå óòâåðæäåíèÿ x = a ∨ x = b â óòâåðæäåíèå x ∈ {a, b}.

Âîéäåì â ðàçäåë îãëàâëåíèÿ "Íîðìàëèçàòîð ÍÎÐÌÈËÈ". Ïðåæäå âñåãî, èäåò
ïîäìåíþ "Ñïðàâî÷íèêè". Ýòî - ñòàíäàðòíûé äëÿ âñåõ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ ïóíêò, â
êîòîðîì ñîáðàíû ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ, çàäàþùèå ôîðìàò îïåðàòîðà. Â íàøåì ñëó-
÷àå èìååì äâà ïðèåìà - ñïðàâî÷íèêîâ "áûñòðïðåîáð" è "òèòð". Òåîðåìà ïåðâîãî èç
íèõ - "áûñòðïðåîáð(íîðìèëè ñïèñîêïîñûëîê íåèçâåñòíûå êîíòðîëüòèòðà êîððåêöè-
ÿïîñûëîê óðîâåíü(5))". Îíà óêàçûâàåò, ÷òî íîðìàëèçàòîð èìååò ñïèñîê ïîñûëîê, à
÷èñëî åãî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíî 5. Íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàþòñÿ â âèäå êîììåí-
òàðèåâ ñïèñîê íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è, à òàêæå íàáîð (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .).
Ïðåäóñìîòðåíà âûäà÷à ïîÿñíÿþùèõ òåêñòîâ ïðè îáðàùåíèè ê íåìó. Âòîðîé ïðèåì
îïðåäåëÿåò òîò òåêñò, êîòîðûé áóäåò âûäàâàòüñÿ íà ýêðàí ïðè îáðàùåíèè. Òåîðåìà
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åãî èìååò âèä "òèòð(íîðìèëè õ1)". Îíà ôèêñèðóåò ïåðåìåííóþ õ1 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ïðåîáðàçóåìîãî íîðìàëèçàòîðîì òåðìà (äàëåå íå èñïîëüçóåìóþ). Ïðè íàæàòèè êëà-
âèøè "6" ïîÿâëÿåòñÿ òåêñò "Óïðîñòèòü óòâåðæäåíèå :", êîòîðûé áóäåò âûäàâàòüñÿ
íà ýêðàíå, åñëè ïðè òðàññèðîâêå ïðîèçîéäåò îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó. Óêàçàòåëü
ïðèåìà "òèòð(íàáîð(1))" êîíñòàòèðóåò, ÷òî âûäàåòñÿ ïåðâûé èç ôðàãìåíòîâ óêàçàí-
íîãî âûøå òåêñòà (ôðàãìåíòû îòäåëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà çíàêîì ¬ ñ èäóùèì ïîñëå
íåãî íîìåðîì ôðàãìåíòà, è òàêèõ ðàçäåëèòåëåé â íàøåì ñëó÷àå íåò).

Ñëåäóþùèé ïóíêò îãëàâëåíèÿ - "Ïåðåêëþ÷àòåëü óðîâíÿ". Â íåì ðàñïîëîæåí
åäèíñòâåííûé ïðèåì ñ çàãîëîâêîì "îêîí÷àíèå". Òàêîé ïðèåì èìååòñÿ âî âñåõ íîð-
ìàëèçàòîðàõ. Ýòî íå ñïðàâî÷íèê, à ìàëåíüêèé ôðàãìåíò ïðîãðàììû íîðìàëèçàòîðà,
îáåñïå÷èâàþùèé óâåëè÷åíèå òåêóùåãî óðîâíÿ ïî èñ÷åðïàíèè ïîïûòîê ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà íà äàííîì óðîâíå. Ïðè äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ (â íàøåì ñëó÷àå
- 5) ïðèåì âûäàåò îòâåò - òåêóùåå ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå. Òåîðåìà ïðèåìà òàêàÿ
æå, êàê ó ñïðàâî÷íèêà "áûñòðïðåîáð". Çàìåòèì, ÷òî ïåðåêîìïèëÿöèÿ ýòîãî ïðèåìà
ïðèâåäåò ê ïîð÷å ïðîãðàììû íîðìàëèçàòîðà - îíà áóäåò ïîïðîñòó óäàëåíà, è ïðèäåò-
ñÿ çàíîâî êîìïèëèðîâàòü âåñü ïàêåò. Ââèäó òîãî, ÷òî êîìïèëÿòîð íå ñìîæåò íàõîäèòü
óäàëåííûå âåòâè ïðèåìîâ, îí ïðè êàæäîé ïîâòîðíîé êîìïèëÿöèè ïðèåìà áóäåò âû-
õîäèòü íà êîíòðîëüíóþ òî÷êó "òðàññèðîâêà(ñòîï 0)" îòëàä÷èêà ËÎÑà. Ýòó òî÷êó
íóæíî èãíîðèðîâàòü - íàæèìàòü "0" è "Enter" äëÿ çàâåðøåíèÿ êîìïèëÿöèè. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèåìû ïåðåêëþ÷àòåëåé óðîâíÿ â íîðìàëèçàòîðàõ ëó÷øå íå òðîãàòü. Åñëè
ïîíàäîáèòñÿ ïîëíàÿ ïåðåêîìïèëÿöèÿ ïàêåòà, òî íóæíî ñíà÷àëà óäàëèòü ïðîãðàììû
âñåõ ïðî÷èõ ïðèåìîâ (÷åðåç F7), çàòåì - ïåðåêîìïèëèðîâàòü ïðèåì ïåðåêëþ÷àòåëÿ
óðîâíåé (ëó÷øå äâàæäû), è ëèøü çàòåì ïåðåéòè ê ïîâòîðíîé êîìïèëÿöèè îñíîâíûõ
ïðèåìîâ ïàêåòà.

Äàëåå èäóò ïóíêòû îãëàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííî ïðèåìàì íîðìàëè-
çàòîðà. Ïðåæäå âñåãî, èäóò ïðèåìû, îáåñïå÷èâàþùèå ïðîñòåéøóþ ëîãè÷åñêóþ ñòàí-
äàðòèçàöèþ:

1. Óñòðàíåíèå ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ãðóïïà ïðîñòûõ ïðèåìîâ, èñêëþ÷àþùèõ ëî-
ãè÷åñêèå êîíñòàíòû "èñòèíà", "ëîæü", êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â óïðîùàå-
ìîì óòâåðæäåíèè ëèáî èçíà÷àëüíî, ëèáî ïîñëå äåéñòâèé ñàìîãî íîðìàëèçàòîðà.
Íàïðèìåð, ïðèåì ∀a((a ∨ èñòèíà) ↔ èñòèíà). Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê â ôîðìàòå
íîðìàëèçàòîðà íå áûëî ñèìâîëà "êîðåíü", áóäóò îòñëåæèâàòüñÿ ïðîèçâîëüíûå
(íå òîëüêî êîðíåâûå) âõîæäåíèÿ òåðìîâ çàäàííîãî âèäà â ïðåîáðàçóåìûé òåðì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ëîãè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè, ðàâåí
1.

2. Ïðîñòåéøèå ïðèåìû ñòàíäàðòèçàöèè äèçúþíêöèé è êîíúþíêöèé: ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ è óñòðàíåíèå âëîæåííûõ îäèíàêîâûõ îïåðà-
öèé. Àíàëîãè÷íî ïðèåìàì òàêîãî òèïà, ïðèìåíÿåìûì ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷.

3. Ñîâïàäàþùèå äèçúþíêòèâíûå ëèáî êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû. Òåîðåìû ïðèåìîâ
èìåþò âèä ∀a((a∨a) ↔ a), ∀a((a & a) ↔ a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1. Ïðîãðàì-
ìû ýòèõ ïðèåìîâ ïðîñìàòðèâàþò âñåâîçìîæíûå ïàðû îïåðàíäîâ äèçúþíêöèé
è êîíúþíêöèé è ñðàâíèâàþò èõ. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü îïåðàíäîâ, íå óêàçàííàÿ â
òåîðåìå ïðèåìà, íå èçìåíÿåòñÿ.

4. Ïðîòèâîïîëîæíûå äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû. Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, îñíî-
âàííûõ íà ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ: ∀a((a∨¬a) ↔ èñòèíà); ∀ab((a & b ∨ a & ¬b) ↔
a); ∀ab(b − ÷èñëî → ((a = b ∨ ¬(a = b) & a − ÷èñëî) ↔ a − ÷èñëî)). Óðîâåíü
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ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 1, âòîðîãî - 5, òðåòüåãî - 4. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a - ïåðåìåííàÿ; b - íåêîòîðîå âûðàæåíèå, äëÿ êîòî-
ðîãî ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî îíî ïðèíèìàåò
÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Èìåííî, ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "óñì÷èñëî".

5. Óñòðàíåíèå èçáûòî÷íîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Ñíîâà òðè ïðîñòûõ ïðèåìà;
òåîðåìû èõ èìåþò âèä: ∀abc((a ∨ (¬a∨b) & c) ↔ a∨c), ∀abc((a & (b ∨ c) ∨ b) ↔
a & c ∨ b), ∀abc((a & (a & b ∨ c)) ↔ a & (b ∨ c)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî
èç íèõ ðàâåí 1, âòîðîãî è òðåòüåãî - 3.

6. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè äèçúþíêòèâíîãî îòâåòà î÷åíü ÷àñòî. Îäíàêî, âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî íåáåçðàçëè÷åí âûáîð îáùåé ÷àñòè äâóõ êîíúþíêöèé, â îñîáåí-
íîñòè åñëè ÷èñëî ÷ëåíîâ äèçúþíêöèè áîëüøå äâóõ. Ïðåæäåâðåìåííîå âûíåñå-
íèå çà ñêîáêó èíîãäà áëîêèðîâàëî âûïîëíåíèå ïîñëåäóþùèõ âàæíûõ äåéñòâèé.
Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå ïîòðåáîâàëî äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî óïðàâëåíèÿ, âûðà-
çèâøåãîñÿ â íàëè÷èè áîëüøîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ ïðèåìîâ, ñðàáàòûâàþùèõ íà
ðàçíûõ óðîâíÿõ è âûíîñÿùèõ çà ñêîáêè ðàçíûå ôðàãìåíòû. Áîëüøèíñòâî ïðè-
åìîâ îñíîâàíî íà îäíîé è òîé æå òåîðåìå ∀abc((a & b ∨ a & c) ↔ (a & (b ∨ c))).
Âî-ïåðâûõ, ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé îáùóþ ÷àñòü a êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ óòâåð-
æäåíèé î òèïå çíà÷åíèÿ îáúåêòà - "÷èñëî(t)", "êîìïëåêñíîå(t)", "Âåêòîð(t)".
Âî-âòîðûõ, ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé a êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ óòâåðæäåíèé, ñîäåð-
æàùèõ íåèçâåñòíûå, ò.å. â ñêîáêàõ îêàçûâåòñÿ äèçúþíêöèÿ èçâåñòíûõ óòâåð-
æäåíèé b, c. Â-òðåòüèõ, ïðèåì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò a êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ îá-
ùèõ óòâåðæäåíèé äâóõ ñðàâíèâàåìûõ êîíúþíêöèé, íî ñðàáàòûâàþùèé ëèøü
ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Âñå ýòè ïðè-
åìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2. Äàëåå èäåò ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé a êàê ñîâî-
êóïíîñòü âñåõ îáùèõ ÷ëåíîâ äâóõ êîíúþíêöèé, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ.
Îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Íàêîíåö, èäåò ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé, åñëè ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ áîëåå îäíîé. Òîãäà âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ õ4, âõîäÿ-
ùàÿ â ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå, è a îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ
îáùèõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ õ4. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå a íå èìååò îá-
ùèõ íåèçâåñòíûõ íè ñ b, íè ñ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà òîæå ðàâåí
4.
Â äàííîì ïóíêòå èìåþòñÿ åùå äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà òåîðåìå
∀abcd(c−÷èñëî→ ((a−÷èñëî & b ∨ a = c & d) ↔ (a−÷èñëî & (b ∨ a = c & d)))).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 3. Âòîðîé îñíîâàí íà òåîðåìå ∀abcx((¬(x =
a) & b ∨ ¬(x = a) & c) ↔ (¬(x = a) & (b ∨ c))). Çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ïåðåìåííàÿ x ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé íåèçâåñòíóþ; óòâåðæäåíèÿ b, c ìîãóò áûòü
âûðîæäåííûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ òåîðåìàõ ïðèåìîâ äâà óòâåðæäåíèÿ âìåñòî ýêâè-
âàëåíòíîñòè ñâÿçûâàþòñÿ çíàêîì ðàâåíñòâà. Íà ñàìîì äåëå, äëÿ êîìïèëÿòîðà
ýòî íåñóùåñòâåííî. Â êîíñåêâåíòå, âñå æå, äâà óòâåðæäåíèÿ îáû÷íî áûâàþò
ñâÿçàíû íå ðàâåíñòâîì, à ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Íî â ñëó÷àå àíòåöåäåíòà, âûäå-
ëåííîãî óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îêàçàëîñü óäîáíûì âåçäå ïîëüçîâàòüñÿ
íå ýêâèâàëåíòíîñòüþ, à ðàâåíñòâîì - òàêàÿ çàïèñü áîëåå ïîíÿòíà ôîðìóëüíîìó
ðåäàêòîðó.

7. Ïåðåãðóïïèðîâêà äëÿ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ áåç íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì îñíîâàí
íà òåîðåìå ∀abcd((a ∨ b) & c ∨ a & d ↔ a & (c ∨ d)∨ (b & c)). Îí îðèåíòèðîâàí
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íà ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: a, b - èçâåñòíû è îïðåäåëÿþò íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà
ïàðàìåòðû çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ èìååòñÿ ãðóïïà ðåøåíèé c. Äëÿ òîãî æå ñëó÷àÿ
a, íî óæå áåç b, âîçíèêàåò åùå îäíà ãðóïïà ðåøåíèé - d. Òîãäà îòíîñÿùèåñÿ ê
ïîäñëó÷àþ a ðåøåíèÿ c, d îáúåäèíÿþòñÿ âìåñòå, à äëÿ ïîäñëó÷àÿ b îòäåëüíî
óêàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3. Ôèëüòðû ïðè-
åìà îïðåäåëÿþò óêàçàííóþ âûøå ñèòóàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: b - èçâåñòíî;
c, d - íå èçâåñòíû è íå èìåþò èçâåñòíûõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.

8. Ïîãëîùåíèå. Ëîãè÷åñêîå óïðîùåíèå, îñíîâàííîå íà ýêâèâàëåíòíîñòè ∀ab((a ∨
a & b) ↔ a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ãðóïïèðîâêè äëÿ îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè. Äâà ïðèåìà, îñíîâàííûõ íà òåî-
ðåìàõ ∀abc(a ∈ (b ∪ c) ↔ a ∈ b ∨ a ∈ c), ∀abc(b = c ∨ b ∈ a ↔ b ∈ a ∪ {c}). Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ äèçúþíêöèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñò-
íîãî ýëåìåíòà èçâåñòíîìó ìíîæåñòâó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Â ïåðâîì
ñëó÷àå âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû, a íå èçâåñòíî; âî âòîðîì ñëó÷àå b íå èçâåñòíî;
a, c èçâåñòíû.

10. Ïðåîáðàçîâàíèå äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ äëÿ íåèçâåñòíîé â óñëîâèå ïðèíàäëåæ-
íîñòè åå êîíå÷íîìó ñïèñêó. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(a = b ∨ b = c ↔
b ∈ {a, c}). Âûðàæåíèå b íå èçâåñòíî; a, c - èçâåñòíû. Èìååòñÿ ðÿä îãðàíè÷åíèé
íà ïðèìåíåíèå ïðèåìà. Åñëè äèçúþíêöèÿ ðàñïîëîæåíà âíóòðè êâàíòîðà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî íåêîòîðûå ïàðàìåòðû âûðàæåíèé a, c, òî ïðåîáðàçî-
âàíèå áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê íàðóøàåò ñòðóêòóðó ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå, îíî áëîêèðóåòñÿ, åñëè èìååòñÿ âíåøíÿÿ êîíúþíêöèÿ, óêà-
çûâàþùàÿ íàëè÷èå öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà, âõîäÿùåãî â a. Ïðåîáðàçîâàíèå
íå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå, åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò öåëü "èëè", óêàçûâàþùóþ,
÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñîõðàíåíèå äèçúþíêòèâíîãî âèäà îòâåòà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Áîëüøèå ñåðèè ïðèåìîâ ïàêåòà îòíîñÿòñÿ ê ðåäàêòèðîâàíèþ îòâåòîâ íåðàâåíñòâ,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îíè áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ êíèãè. Çäåñü æå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îñòàâ-
øèõñÿ ïðèåìîâ, íå âîøåäøèõ â óêàçàííûå ñåðèè:

1. Óñòðàíåíèå èçáûòî÷íîãî ïîäñëó÷àÿ äëÿ ÿâíî çàäàííîãî ïàðàìåòðà. Èíîãäà äèçú-
þíêöèÿ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ìîæåò ñîäåðæàòü èçáûòî÷íûå ÷ëåíû. Äëÿ èõ
óñòðàíåíèÿ ïðåäóñìîòðåíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðå-
ìå: ∀abcde((a = d) & e) = c → ((b = a & c ∨ b = d & e) ↔ (b = d & e)).
Çäåñü b - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â a, c, d, e, ïðè÷åì âñÿ äèçúþíêöèÿ íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. Çíà÷åíèå a ïåðåìåííîé b, îïðåäåëÿåìîå ïåðâûì ïîäñëó÷àåì,
ïîäñòàâëÿåòñÿ â êîíúþíêöèþ äëÿ âòîðîãî ïîäñëó÷àÿ. Ðåçóëüòàò a = d & e
óïðîùàåòñÿ, è åñëè ïîñëå óïðîùåíèÿ âîçíèêàåò òî æå ñàìîå óñëîâèå c, ÷òî
è â ïåðâîì ïîäñëó÷àå, òî ïåðâûé ïîäñëó÷àé ìîæíî îòáðîñèòü. ×òîáû âûïîë-
íèòü óïðîùåíèå è ñðàâíåíèå ñ c, ñëóæèò àíòåöåäåíò òåîðåìû ïðèåìà. Ê ëåâîé
åãî ÷àñòè ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "çàäà÷à(4 òèï(îïèñàòü)ðåäàêöèÿ íîðìè-
ëè öåëü(ïîâòîðåíèå(íåèçâåñòíûå))", ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà c. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòîò
àíòåöåäåíò äîëæåí áûë áû èìåòü âèä ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê êàê îáå åãî ÷à-
ñòè - óòâåðæäåíèÿ. Îäíàêî, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, â àíòåöåäåíòàõ òåîðåì
ïðèåìîâ âìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî.
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Îãðàíè÷èòåëü "ëèìèò(50000 õ1)" íóæåí, ÷òîáû íå óâÿçíóòü â òðóäîåìêèõ ñëó-
÷àÿõ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà óïðîùåíèå. Åñëè äèçúþíêöèÿ èìååò
ìíîãî ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ, ôèêñèðóþùèõ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, òî äàííûé îãðà-
íè÷èòåëü ìîã áû îòñå÷ü ðàññìîòðåíèå ÷àñòè ïîäñëó÷àåâ, ÷òî íåæåëàòåëüíî.
Ïîýòîìó â íåãî ââåäåí ýëåìåíò "õ1", îçíà÷àþùèé, ÷òî òðóäîåìêîñòü îòñ÷èòû-
âàåòñÿ ëèøü ñ ìîìåíòà èäåíòèôèêàöèè âûðàæåíèÿ a. Òàêèì îáðàçîì, ïðî÷èå
âîçìîæíîñòè äëÿ a îñòàíóòñÿ íå îòñå÷åííûìè.
Âòîðîé ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå ∀abcd(d = èñòèíà → ((a = b & c ∨ d) ↔ d)).
Îí àíàëîãè÷åí ïåðâîìó, íî ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü ïðè âûâîäå òåîðåì, î ÷åì ñâè-
äåòåëüñòâóåò íàëè÷èè öåëè "ðåäóöèðîâàíèå". Ïåðåìåííàÿ a íå âõîäèò â b, c, d.
Óòâåðæäåíèå d óïðîùàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñòèííû óòâåðæäåíèÿ a = b
è c. Åñëè ïðè ýòîì âîçíèêàåò ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà", òî ïåðâûé äèçú-
þíêòèâíûé ÷ëåí îòáðàñûâàåòñÿ. ×òîáû îáåñïå÷èòü óïðîùåíèå, ê d ïðèìåíÿåòñÿ
íîðìàëèçàòîð "çàäà÷à(5 óïðîñòèòü îäç) ïîñûëêè(è(ðàâíî(õ1 õ2)õ3))". Íàïîì-
íèì, ÷òî âñòðå÷àþùèåñÿ â òåîðåìå ïðèåìà ïåðåìåííûå a, b, c, d îáîçíà÷åíû â
íèæåëåæàùèõ îêíàõ îïèñàíèÿ ïðèåìà ïî-äðóãîìó - êàê õ1,õ2,õ3,õ4. Äëÿ óäîá-
ñòâà ñîïîñòàâëåíèÿ îäíèõ îáîçíà÷åíèé äðóãèì ñëóæèò ïåðåõîäíèê, ïðîðèñîâû-
âàåìûé ãîëóáûì öâåòîì íåïîñðåäñòâåííî ïîä òåîðåìîé.
Óêàçàòåëü ïðèåìà "êîïèÿ(ôèêñ(0 2))" çàùèùàåò îò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì
òî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé d, êîòîðîå ðàçìåùåíî â êîíñåêâåíòå ñïðàâà îò ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, ýòà îáðàáîòêà ïðèâåëà áû ê ëîãè÷åñêè îøèáî÷íîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ.

2. Óñìîòðåíèå ìîäóëÿ. Ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå:

∀abcdx(0 ≤ x & 0 ≤ c & 0 ≤ d → ((x =
c(a− b)

d
∨ x =

c(b− a)

d
) ↔ x =

c|a− b|
d

)).

Òàê êàê x íåîòðèöàòåëüíî, òî äèçúþíêöèÿ ïðèâåäåííûõ ðàâåíñòâ ñâîäèòñÿ ê
îäíîìó ðàâåíñòâó, èñïîëüçóþùåìó ìîäóëü âûðàæåíèÿ a−b. Êîýôôèöèåíòû c, d
ââåäåíû â ïðèåì äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ â âîçìîæíî áîëåå îáùåé ñè-
òóàöèè. Íåòðóäíî ïðîäîëæèòü îáîáùåíèå, ïåðåéäÿ îò âûðàæåíèé a− b, b− a ê
èõ ñòåïåíÿì, èìåþùèì ðàöèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü ñ íå÷åòíûìè çíàìåíàòåëåì è
÷èñëèòåëåì. Ýòî óïðàæíåíèå îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå ïðè-
åìû ðåøàòåëÿ áåç òðóäà ìîãóò áûòü îáîáùåíû - íàñòîÿùàÿ åãî âåðñèÿ, ñêîðåå,
ÿâëÿåòñÿ êîëëåêöèåé íàãëÿäíûõ ïîñîáèé äëÿ àíàëèçà ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,
÷åì ïðîãðàììíûì ïðîäóêòîì, îðèåíòèðîâàííûì íà ïîëüçîâàòåëÿ.
Îòìåòèì íàëè÷èå â ïðèåìå óêàçàòåëÿ "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)". Âûðàæåíèå
a áóäåò èäåíòèôèöèðîâàíî èç ðàññìîòðåíèÿ êàêîãî-òî ñëàãàåìîãî ñóììû b− a,
èìåþùåãî çíàê ìèíóñ; îñòàëüíûå ñëàãàåìûå äàííîé ñóììû ñîñòàâÿò b. Óêàçà-
òåëü "íîðìçíàêà(. . .)" ïîçâîëÿåò, ðàññìàòðèâàÿ ñóììó a− b, èäåíòèôèöèðîâàòü
ñ −b ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ âñåõ çíàêîâ ñëàãàåìûõ â óæå íàéäåííîé ñóììå äëÿ b.

3. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ ëèáî ñèãíóìà. Â ïîäðàçäåëå ñîáðàíû òðè ïðèåìà, ïîçâîëÿ-
þùèå èñêëþ÷àòü ìîäóëü ëèáî ñèãíóì èç äèçúþíêöèè. Ïåðâûé ïðèåì îñíîâàí
íà òåîðåìå

∀abcx(x =
a|b|
c

∨ x = −a|b|
c
↔ x =

ab

c
∨ x = −ab

c
).
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 1. Âòîðîé ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå

∀abcdx(x = −a + csg(b)
d

∨ x =
csg(b)− a

d
↔ x = −a + c

d
∨ x =

c− a

d
).

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 3. Òðåòèé ïðèåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîá-
ùåíèå ïåðâîãî íà áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè ðàçìåùåíèÿ ìîäóëåé â äèçúþíêöèè.
Åãî òåîðåìà èìååò âèä

∀abcdef (a = c & a = d & b = e & b = f → a ∨ b ∨ i ↔ c ∨ d ∨ i).

Òîëüêî ïî âèäó òåîðåìû, áåç ó÷åòà ïðî÷èõ êîìïîíåíò îïèñàíèÿ ïðèåìà, ïîíÿòü
íè÷åãî íåëüçÿ. Ñìîòðèì â ÷åòâåðòîå îêíî îïèñàíèÿ è îáíàðóæèâàåì óêàçàòåëü
"êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ7 õ1)âèä(õ7 ìîäóëü(õ8)))". Îí îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè äèçú-
þíêòèâíîãî ÷ëåíà a (ò.å. õ1) ðàñïîëîæåí ìîäóëü íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ õ8. Â
òðåòüåì îêíå íàõîäèì ôèëüòð "âõîæäåíèåòåðìà(õ2 ìîäóëü(õ8))", îçíà÷àþùèé,
÷òî òîò æå ñàìûé ìîäóëü âñòðå÷àåòñÿ è âíóòðè äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà b. Ïî
âèäó àíòåöåäåíòîâ ÿñíî, ÷òî îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáðàáîòêè âûðàæåíèé a, b
íîðìàëèçàòîðàìè. Îáðàùàåìñÿ ê ïåðâîìó àíòåöåäåíòó è íàõîäèì, ÷òî âûðàæå-
íèå c ïîëó÷åíî èç a ïðèìåíåíèåì íîðìàëèçàòîðà "íîðì(çàìå÷àíèå(ìîäóëü õ8))
ïîñûëêè(ìåíüøå(0 õ8))". Î÷åâèäíî, ýòî - ïîïûòêà ðàñêðûòü ìîäóëü â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïîä íèì ñòîèò ïîëîæèòåëüíîå âûðàæåíèå. Àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì ïðîñìàòðèâàåì ïðî÷èå àíòåöåäåíòû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî c, f - ðåçóëüòà-
òû ðàñêðûâàíèÿ ìîäóëÿ â âûðàæåíèÿõ a, b ïðè ïîëîæèòåëüíîì ëèáî îòðèöà-
òåëüíîì õ8; d, e - ðåçóëüòàòû ðàñêðûâàíèÿ ìîäóëÿ â òåõ æå âûðàæåíèÿõ ïðè
ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêàõ õ8 (ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíîì ëèáî ïîëîæèòåëü-
íîì). Ôèëüòðû "ðàâíî(òåðì(õ3)òåðì(õ6))" è "ðàâíî(òåðì(õ4)òåðì(õ5))" îçíà-
÷àþò, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ìîäóëåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
çíàêàìè äëÿ õ8 è óïðîùåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè. Ýòî è äàåò îñíîâàíèå
çàìåíèòü èõ â äèçúþíêöèè íà âûðàæåíèÿ c, d.

4. Óñìîòðåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ïîäïàäàþùåãî ïîä îáùåå ðåøåíèå. Çäåñü ïðåä-
ñòàâëåíî íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ îòáðàñûâàòü îäèí èç ÷ëåíîâ äèçú-
þíêöèè, îïðåäåëÿþùèé òàêèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé, êîòîðûå óæå ó÷òåíû â
îñòàëüíûõ ÷ëåíàõ. Íà÷íåì ñ ïðèåìà, òåîðåìà êîòîðîãî èìååò âèä:

∀abcf (f(b) = c → ((¬(a = b) & x = f(a) ∨ a = b & x = c) ↔ x = f(a)).

Â îòâåòå ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ïðè çíà÷åíèè b ïàðàìåòðà a íåèçâåñòíàÿ x
ðàâíà c; ïðè ïðî÷èõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a îíà ðàâíà f(a). Àíòåöåäåíò ðåà-
ëèçóåò îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "çàäà÷à(4 óïðîñòèòü)", îáðàáàòûâàþùåìó
âûðàæåíèå f(b). Åñëè ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå c, òî âûäåëåíèå
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ a = b íå íóæíî - îáùèé ñëó÷àé äàåò òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ
x. Âûðàæåíèå f(a), ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "îòîáðàæåíèå(õ6)" (f - ýòî õ6), èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì òåðìîì. ×òîáû ïîëó÷èòü f(b), â äàííûé òåðì
âìåñòî ïåðåìåííîé, èäåíòèôèöèðîâàííîé ñ a, ïîäñòàâëÿåòñÿ òåðì, èäåíòèôè-
öèðîâàííûé ñ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.
Ñëåäóþùèé ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå

∀xabf (f(a) → ((x ∈ {a; b} ∨ f(x)) ↔ x ∈ {; b} ∨ f(x))).
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Çäåñü íåèçâåñòíàÿ x ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(x), ëèáî ïðèíàäëåæèò êî-
íå÷íîìó ñïèñêó, â êîòîðîì âûäåëÿåòñÿ ýëåìåíò a, ïðè÷åì ÷åðåç b îáîçíà÷åí
íàáîð îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà. Åñëè ïðîñìîòðåòü òåîðåìó ïðèåìà â òåê-
ñòîâîé çàïèñè (êëàâèøà "ò"), òî îáíàðóæèòñÿ, ÷òî îáîçíà÷åíèÿ {a; b} è {; b}
ðàñøèôðîâûâàþòñÿ êàê "ïåðå÷åíü(ïðåôèêñ(õ1 õ2))"è "ïåðå÷åíü(õ2)" ñîîòâåò-
ñòâåííî. ×òîáû a èäåíòèôèöèðîâàëîñü íå ñ ïåðâûì, à ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåí-
òîì íàáîðà, ââåäåí óêàçàòåëü "ñïèñîê(ôèêñ(0 1 1 2 1))". Óêàçàòåëü âõîæäåíèÿ
"ôèêñ(. . .)" âûäåëÿåò âõîæäåíèå â òåîðåìó ïîäâûðàæåíèÿ "ïðåôèêñ(õ1 õ2)".
Àíòåöåäåíò òåîðåìû èìååò âèä f(a), ò.å. ïîëó÷åí èç óñëîâèÿ "îáùåãî ñëó÷àÿ"
f(x) ïîäñòàíîâêîé â íåãî a. Óêàçàòåëü "ëåãêîâèäåòü(1)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó
äàííîãî àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
èìåþùåé óðîâåíü îáðàùåíèÿ 4. ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü íåîïðàâäàííî áîëüøèå
çàòðàòû âðåìåíè íà ïðîâåðêó, ââåäåí îãðàíè÷èòåëü "ëèìèò(30000)". Êðîìå òî-
ãî, îòáðîøåíû ñëó÷àè, êîãäà óñëîâèå f(x) èìååò âèä ðàâåíñòâà ëèáî ïðèíàä-
ëåæíîñòè. Êàê ìû ïîìíèì, äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ èìåþòñÿ ñâîè ïðèåìû óïðîùåíèÿ
äèçúþíêòèâíîãî îòâåòà. Â çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû ñëó÷àé x = a, îêàçàâ-
øèéñÿ âêëþ÷åííûì â ñåðèþ çíà÷åíèé f(x), îòáðîøåí èç êîíå÷íîãî ñïèñêà.
Òåîðåìà ñëåäóþùåãî ïðèåìà ñîâñåì ïðîñòàÿ:

∀xaf (f(a) → ((x = a ∨ f(x)) ↔ f(x))).

Â àíòåöåäåíòå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îñîáûé ñëó÷àé x = a äëÿ íåèçâåñòíîé x
ïîäïàäàåò ïîä íåêîòîðîå óñëîâèå f(x), îïðåäåëÿåìîå äðóãèì äèçúþíêòèâíûì
÷ëåíîì.
Íåñêîëüêî ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîìó ïóíêòå ïðèåìîâ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðå-
äàêòèðîâàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé - â íèõ âìåñòî îáû÷íîé
íåèçâåñòíîé âñòðå÷àåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ y(x). Ýòè ïðèåìû ñåé÷àñ
ðàçáèðàòü íå áóäåì.
Îñòàâøèåñÿ ïðèåìû àíàëîãè÷íû óæå ðàçîáðàííûì. Îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî ïðè-
âåäåì íåñêîëüêî èõ òåîðåì:

∀xaf (f(a) → ((x = a ∨ ¬(x = a) & f(x)) ↔ f(x))),

∀xabfg(a − ÷èñëî & f(a) → ((x ∈ {a; b} ∨ x − ÷èñëî & (f(x) ∨ g(x))) ↔ x ∈
{; b} ∨ x− ÷èñëî & (f(x) ∨ g(x)))),

∀abcfg(f(b) = c → ((¬(a = b) & x = f(a) ∨ a = b & x = c & g) ↔ (¬(a =
b) ∨ g) & x = f(a))),

∀abcf (f(b) = c → ((¬(a− b = 0) & x = f(a) ∨ a = b & x = c) ↔ x = f(a))).

3.3 Ðàâåíñòâî

Â ðàçäåëå ñîäåðæèòñÿ íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðåäêî âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ ñëó÷àÿõ. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìðàâíî", èñïîëüçóåìûé òàê-
æå äîñòàòî÷íî ðåäêî.
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Óñòðàíåíèå ðàâåíñòâ, ââîäÿùèõ íå èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(a = b ↔ èñòèíà). Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ÷èñòî òåõíè-
÷åñêèé òðþê - äëÿ èñêëþ÷åíèÿ óòâåðæäåíèÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê îíî çàìåíÿåòñÿ íà
êîíñòàíòó "èñòèíà". Ôèëüòðû ïðèåìà îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèé êîíòåêñò åãî ñðàáà-
òûâàíèÿ: ðàññìàòðèâàåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîòèâîðå÷èå" (ò.å. ðåøàåìîé äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòè
ñïèñêà ïîñûëîê). a - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â b è íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â ïðî÷èõ
ïîñûëêàõ çàäà÷è.

Ïðåîáðàçîâàíèå îòðèöàíèÿ ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è

Åñëè îòðèöàíèå ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ÷à-
ùå âñåãî îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Â ýòîé ñèòóàöèè, äàæå åñëè
ðàâåíñòâî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, íåöåëåñîîáðàçíî åãî îòíîñèòåëüíî íèõ ðàçðåøàòü.
Îäíàêî, â íåêîòîðûé ìîìåíò, íàñòóïàþùèé áëèæå ê îêîí÷àíèþ ðåøåíèÿ, îòðèöàíèå
ðàâåíñòâà ìîæåò îêàçàòüñÿ íå èñïîëüçóåìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ. Òîãäà ïðèìåíÿåòñÿ
ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ
òàêîãî ðàâåíñòâà. Îíî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â íåì íåèçâåñò-
íûõ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä: ∀abc(c = (a = b) → (¬(a = b) ↔ ¬c)). Àíòåöåäåíò
îðãàíèçóåò îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå, óñëîâèåì êîòîðîé ñëó-
æèò a = b. Ïåðåìåííîé c ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è, è îòðèöàíèå ðàâåíñòâà çàìåíÿ-
åòñÿ íà îòðèöàíèå c. Ôèëüòðû ïðèåìà óòî÷íÿþò ñëåäóþùèé êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ:
îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Âûðàæåíèå a ïðèíèìàåò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ; ðàâåíñòâî ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå è íå èìååò âèäà x = t, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ, t - èçâåñòíî. ×èñëî
íåèçâåñòíûõ çàäà÷è íå áîëåå îäíîé. Åñëè ðàâåíñòâî ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêîå
ïîäâûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè, òî â çàäà÷å íå îñòàëîñü íè îäíîãî óðàâíåíèÿ. Ê ýòî-
ìó äîáàâëåíû îãðàíè÷åíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ôóíêöèîíàëüíûì (ôàêòè÷åñêè - äèôôå-
ðåíöèàëüíûì) óðàâíåíèÿì. Óêàçàòåëü "ïðèìå÷àíèå(óñëîâèå(èëè(âõîäèò(ñóùåñòâóåò
õ3)âõîäèò(äëÿëþáîãî õ3))ñåðèÿ))" ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êâàíòîðà â óòâåðæäåíèè c.
Åñëè òàêîé êâàíòîð åñòü, òî ¬c ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ", îçíà÷àþùèì,
÷òî óñëîâèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïèñàíèå ñåðèè çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé. Òàê
êàê ïîñëå ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ ðàâåíñòâà íåêîòîðûå èç ñîïðîâîæäàþùèõ åãî ïî î.ä.ç.
íåðàâåíñòâ ìîãóò îêàçàòüñÿ íå íóæíûìè, âåñà âñåõ íåðàâåíñòâ ïîíèæàþòñÿ äî 1 -
äëÿ ïîâòîðíîãî èõ ðàññìîòðåíèÿ.

Íîðìàëèçàöèÿ äèçúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ ñ îòðèöàíèåì ðàâåíñòâà

Ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå ∀abc(¬(a = b) ∨ c ↔ ¬(a = b) ∨ a = b & c). Çäåñü a
- ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â b, íî âõîäÿùàÿ â c. Óòâåðæäåíèå c èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ êàê äèçúþíêöèÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ. Ïðèñîåäèíåíèå ê íåé ðàâåíñòâà a = b
ïîçâîëÿåò çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé a - ïàðàìåòðà ëèáî íåèçâåñòíîé. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ c ïðèîáðåòàåò, ïîñëå âîçìîæíûõ óïðîùåíèé, áîëåå ÿâíûé âèä. Ïðèåì
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äèçúþíêöèÿ ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé óñëîâèå
çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå, à óòâåðæäåíèå c íå èìåëî êîíúþíê-
òèâíîãî ÷ëåíà, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé a.
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Óñòðàíåíèå íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé, ÿâíî îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì

Â ïîäðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû òðè ïðèåìà, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü òèïîì çíà÷åíèé óñòðà-
íÿåìîé íåèçâåñòíîé. Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ - íàïðèìåð, èìåþùèé ñëåäóþùóþ òåî-
ðåìó:

∀abc(b− öåëîå→ ∃x(x− öåëîå & (a & x = b ∨ c)) ↔ a ∨ c).

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñâÿçêà". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå íåñóùåñòâåí-
íîé íåèçâåñòíîé x, ò.å. òàêîé íåèçâåñòíîé, êîòîðàÿ óïîìÿíóòà â öåëè (ïàðàìåòðû . . .)
òåêóùåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ
ñóòü âñå óñëîâèÿ çàäà÷è, ñîäåðæàùèå x. Â íàøåì ñëó÷àå òàêèõ óñëîâèÿ äîëæíî áûòü
äâà - "öåëîå(x)" è äèçúþíêöèÿ a & x = b ∨ c. Ôèëüòðû ïðèåìà äîîïðåäåëÿþò
ñëåäóþùèé êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ: íåèçâåñòíàÿ x íå âõîäèò íè â a, íè â b, íè â c.
Àíòåöåäåíò òåîðåìû îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó öåëî÷èñëåííîñòè âûðàæåíèÿ b. Åñëè ýòà
ïðîâåðêà óäàëàñü, òî ñóùåñòâîâàíèå x î÷åâèäíî, òàê ÷òî ìîæíî îòáðîñèòü äâà óêà-
çàííûõ âûøå óñëîâèÿ, çàìåíèâ èõ íà äèçúþíêöèþ a ∨ c. Õîòÿ íåèçâåñòíàÿ x ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â óñëîâèÿõ çàäà÷è óæå íå âñòðå÷àåòñÿ, â ñïèñêå íåèçâåñòíûõ îíà
áóäåò ñîõðàíåíà.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0. Äðóãèå äâà ïðèåìà îòíîñÿòñÿ ê òèïàì
çíà÷åíèé "íàòóðàëüíîå" è "÷èñëî".

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

Â ïîäðàçäåëå ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ïðèåìîâ, äîïîëíÿþùèõ îïèñàííûé âûøå îá-
ùèé ïðèåì îðèåíòàöèè ðàâåíñòâà. Òåîðåìû èõ - ëèáî âèäà ∀ab(b − ÷èñëî → a =
b ↔ b = a), ëèáî âèäà ∀ab(a = b ↔ b = a). Îñòàëüíîå äîîïðåäåëÿåòñÿ ôèëüòðàìè è
óêàçàòåëÿìè ïðèåìà.

Íàïðèìåð, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèé êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ: ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðíå-
âîå ðàâåíñòâî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ýòî - îáû÷íàÿ
ñèòóàöèÿ äëÿ ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå, çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè, ôèçèêå, è ò.ä. b - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è, íå âõîäÿùàÿ â a. Âñå ïàðàìåòðû âûðà-
æåíèÿ a - ÷èñëîâûå, ïðè÷åì ýòî âûðàæåíèå íå îäíîáóêâåííîå. Óêàçàòåëü "êîììóòà-
òèâíî(ôèêñ(0 1))" óòî÷íÿåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè
íå ïðîèñõîäèò - ò.å. íåèçâåñòíàÿ b ðàñïîëîæåíà â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ
íåèçâåñòíîé â ëåâóþ ÷àñòü ïðèåì ñîïðîâîæäàåò ðàâåíñòâî êîììåíòàðèåì "îðèåíòà-
öèÿðàâåíñòâà", áëîêèðóþùèì âñòðå÷íóþ ïåðåñòàíîâêó.

Îïðåäåëèì êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ åùå îäíîãî ïðèåìà òàêîãî òèïà. Çäåñü ðàâåí-
ñòâî íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì âûðàæåíèå a - ïî÷òè ñòàíäàðòíàÿ êîíñòàíòà,
ò.å. ìîæåò ñîäåðæàòü ëèøü îïåðàöèè óìíîæåíèå è "âåëè÷èíà" (ïîñëåäíÿÿ ñîáèðàåò
äåñÿòè÷íóþ çàïèñü èç öèôð). Âûðàæåíèå b - áîëåå ñëîæíîå, ò.å. íå èìååò óêàçàííîãî
âèäà. Òîãäà îíî ïåðåíîñèòñÿ â ëåâóþ ÷àñòü.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìðàâíî"

Ïðîïóñòèâ íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ â î÷åíü ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, ïå-
ðåõîäèì ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìðàâíî". Îí ñëóæèò äëÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ðà-
âåíñòâ è ïðèìåíÿåòñÿ ðåäêî - âñåãî â îäíîì-äâóõ äåñÿòêàõ ïðèåìîâ. Íîðìàëèçàòîð
ñîäåðæèò, âî-ïåðâûõ, ïðèåì, çàìåíÿþùèé íà êîíñòàíòó "èñòèíà" ðàâåíñòâà ñ ñîâ-
ïàäàþùèìè ÷àñòÿìè. Òåîðåìà åãî èìååò âèä ∀a(a = a). Åñëè íå ñîïðîâîäèòü òà-
êóþ òåîðåìó ñïåöèàëüíûì óêàçàòåëåì, ïðèåì ïðîñòî áóäåò çàìåíÿòü ïðîèçâîëüíîå
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âûðàæåíèå a ñàìî íà ñåáÿ, è íîðìàëèçàòîð çàöèêëèòñÿ. Îäíàêî, óêàçàòåëü "ýêâè-
âàëåíòíî" ïîÿñíÿåò êîìïèëÿòîðó, ÷òî çàìåíÿòüñÿ äîëæíî ñàìî ðàâåíñòâî. Òàê êàê
çàìåíÿþùèé òåðì íå óêàçàí, òî â íà÷àëå êîìïèëÿöèè òåîðåìà áóäåò ïðåîáðàçîâàíà
ê âèäó ∀a((a = a) ↔ èñòèíà).

Âî-âòîðûõ, íîðìàëèçàòîð èìååò ïðèåì, çàìåíÿþùèé ðàâåíñòâî ëèáî åãî îòðèöà-
íèå íà êîíñòàíòó "èñòèíà", åñëè â êîíòåêñòå çàìåíû óæå èìååòñÿ òàêîå ðàâåíñòâî
ëèáî îòðèöàíèå.

Äàëåå èäóò òðè ñïåöèàëüíûõ ïðèåìà. Ïåðâûå äâà çàìåíÿþò ðàâåíñòâà íàáîðîâ
íà êîíúþíêöèè ðàâåíñòâ èõ ýëåìåíòîâ; ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîýëåìåíòíûå íàáîðû è
ïàðû. Òðåòèé - îòíîñèòñÿ ê ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Åñëè ðàâåíñòâî èìååò âèä ab = ac,
òî îí ïðîâåðÿåò îòëè÷èå ìíîæèòåëÿ a îò íóëÿ è ñîêðàùàåò íà íåãî. Îí âûïàäàåò èç
ðàçðÿäà "îáùåëîãè÷åñêèõ" è áûë çàíåñåí â íîðìàëèçàòîð, ÷òîáû â íåñêîëüêèõ ïðè-
ìåðàõ ñýêîíîìèòü íà îáðàùåíèÿõ ê áîëåå ìîùíûì íîðìàëèçàòîðàì ðàâåíñòâ (íàïðè-
ìåð, òàêèì, êàê "íîðì÷èñëî"). Ïîñëåäíèå îáðàùàëèñü ê äîðîãîñòîÿùåé ïðîöåäóðå
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, â òî âðåìÿ êàê äîñòàòî÷íî áûëî ïðîñòî ñîêðàòèòü ÿâíî
îáîçíà÷åííûå îáùèå ìíîæèòåëè. Âèäèìî, ýòîò è äðóãèå àíàëîãè÷íûå "ñëó÷àéíûå"
ïðèåìû ïðè ðàçâèòèè ðåøàòåëÿ ïîäëåæàò ïåðåñìîòðó. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî
áû îáðàùàòüñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðì÷èñëî" ñ áëîêèðîâêîé òðóäîåìêèõ äåéñòâèé,
ëèáî ââåñòè åùå îäèí óïðîùåííûé íîðìàëèçàòîð ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ.

3.4 Óñëîâíîå âûðàæåíèå

Çäåñü ñîáðàíî ñðàâíèòåëüíî áîëüøîå ÷èñëî ïðèåìîâ, ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàáîòå
ñ óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè. Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå âûðàæåíèÿ èìåþò âèä "âàðèàíò(A
t1 t2)", ãäå A - óñëîâèå, t1 - âûðàæåíèå, âûáèðàåìîå ïðè èñòèííîì óñëîâèè, t2 -
âûðàæåíèå, âûáèðàåìîå ïðè ëîæíîì óñëîâèè.

Óñëîâèå - ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà

Åñëè óñëîâèå ïîä "âàðèàíò"îì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó, òî óñëîâ-
íîå âûðàæåíèå èñêëþ÷àåòñÿ. Òåîðåìû ïðèåìîâ èìåþò âèä ∀ab((a ïðè ëîæü, èíà÷å b) =
b), ∀ab((a ïðè èñòèíà, èíà÷å b) = a).

Ðàâåíñòâî àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé

Åñëè àëüòåðíàòèâíûå âûðàæåíèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ðàâíû, òî ýòî óñëîâíîå âû-
ðàæåíèå èñêëþ÷àåòñÿ. Åñëè èìåþòñÿ äâà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà óñëîâíûõ âû-
ðàæåíèÿ, ó êîòîðûõ êàêèå-òî äâà èç àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé ñîâïàëè, òî îíè
ïðåîáðàçóþòñÿ â îäíî óñëîâíîå âûðàæåíèå. Â ïåðâîì ñëó÷àå òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä ∀ab((b ïðè a, èíà÷å b) = b). Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååòñÿ íåñêîëüêî òåîðåì, äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñëó÷àåâ ðàçìåùåíèÿ ñîâïàäàþùèõ ïîäâûðàæåíèé. Îíè àíàëîãè÷íû, è ìû
îãðàíè÷èìñÿ ïðèìåðîì îäíîé òàêîé òåîðåìû:

∀abcd((b ïðè a, èíà÷å (d ïðè c, èíà÷å b)) = (b ïðè a ∨ ¬c, èíà÷å d)).

Â ðÿäå ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ïåðåõîä îò äâóõ âëîæåííûõ óñëîâíûõ âûðàæåíèé ê
îäíîìó íåæåëàòåëåí, òàê êàê íàðóøàåò ñòàíäàðòíûé âèä îïèñàíèé, ïðèíÿòûé â ïðè-
åìàõ ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, ýòî îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì íà âû÷èñëåíèå îïðå-
äåëèòåëåé "îáùåãî âèäà". Çäåñü óêàçàííûé ïåðåõîä áëîêèðóåòñÿ.
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Óïðîùåíèå äèçúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ

×òîáû óïðîùàòü óñëîâèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, ïðè îáó÷åíèè âîçíèêëî íåñêîëüêî
ïðîñòûõ ïðèåìîâ. Îäèí èç íèõ - óñìîòðåíèå èçáûòî÷íîñòè äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà,
íàïîäîáèå ðåàëèçîâàííîìó â ïàêåòå "íîðìèëè". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:

∀xabcf (f(a) → (b ïðè x = a ∨ f(x), èíà÷å c) = (b ïðè f(x), èíà÷å c)).

Ïðîâåðêà àíòåöåäåíòà f(a) ïðåäïðèíèìàåòñÿ, åñëè x - ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷àþùà-
ÿñÿ â óòâåðæäåíèè f(x); a - êîíñòàíòà.

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âàðèàíòà îäíîìó èç åãî ïîäâûðàæåíèé

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ îäíîìó èç åãî àëüòåðíàòèâíûõ ïîäâûðà-
æåíèé ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ñ èñêëþ÷åííûì óñëîâíûì âûðàæåíèåì. Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóþòñÿ äâà ïðèåìà, èìåþùèå ñëåäóþùèå òåîðåìû:

∀abc(¬((a ïðè b, èíà÷å c) = a) ↔ ¬b & ¬(a = c)),

∀abc(¬((a ïðè b, èíà÷å c) = c) ↔ b & ¬(a = c)).

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 0.

Óñëîâíîå âûðàæåíèå, âûäåëÿþùåå èçáûòî÷íûé ïîäñëó÷àé

Åñëè óñëîâíîå âûðàæåíèå èìååò âèä (a ïðè x = y, èíà÷å f(x)), ïðè÷åì f(y) äîïóñòèìî
ïî î.ä.ç. è ðàâíî a, òî ýòî âûðàæåíèå çàìåíÿåòñÿ íà f(x). Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä

∀xyaf (f(y) = a & îäçf(y) → ((a ïðè x = y, èíà÷å f(x)) = f(x))).

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Êîíñòðóêöèÿ "îäç(f(y))" â àíòåöåäåíòå âîñïðèíè-
ìàåòñÿ êîìïèëÿòîðîì êàê óêàçàíèå íà îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "Îäç", îïðåäåëÿþ-
ùåé î.ä.ç. âûðàæåíèÿ f(y). Óêàçàòåëü ïðèåìà "ëåãêîâèäåòü(2)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó
íàéäåííûõ óñëîâèé íà î.ä.ç. ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ f(y) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòà ñ a. ×òîáû óïðîùåíèå íå
âûïîëíÿëîñü äî òîãî, êàê áóäåò óñòàíîâëåíà êîððåêòíîñòü âûðàæåíèÿ f(y), ââåäåíû
óêàçàòåëè "êîíåö(1)" è "íà÷àëî(2)". Â ýòîì æå íàïðàâëåíèè ðàáîòàåò è óêàçàòåëü
"êîïèÿ(ôèêñ(2 1))" - îí ãîâîðèò, ÷òî ïðè îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðå "Îäç" äîëæåí èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ íå ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ f(y), à ñàìî ýòî âûðàæåíèå. Äëÿ
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû x ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ïåðåìåííóþ. Îäíàêî,
óêàçàòåëü "çàìåíàòåðìîâ(ôèêñ(0 1 3))", â ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò òàêîãî
òðåáîâàíèÿ. Îí ãîâîðèò, ÷òî âûðàæåíèå f(y) ïîëó÷àåòñÿ èç èäåíòèôèöèðîâàííîãî
ñ f(x) âûðàæåíèÿ T çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé òåðìà x (íå îáÿçàòåëüíî ïåðåìåííîé)
íà òåðì y. Ñëó÷àé ïåðåìåííîé x ìîæíî áûëî áû îáðàáîòàòü è ïðîùå - èñïîëüçóÿ
óêàçàòåëü "îòîáðàæåíèå(õ6)".

Óñëîâèå, ôèêñèðóþùåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé

Åñëè óñëîâèå èìååò âèä x = a, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäñòàíîâêà a âìåñòî x â ïåðâîå
àëüòåðíàòèâíîå âûðàæåíèå. Òåîðåìà ïðèåìà çäåñü òàêîâà:

∀xab((f(x) ïðè x = a, èíà÷å b) = (f(a) ïðè x = a, èíà÷å b)).
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå f(x). Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ïî
ñåáå çàïèñü f(x) âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò x.
Îíà ëèøü îçíà÷àåò, ÷òî íîâûå òåðìû âèäà f(t) áóäóò ñòðîèòüñÿ èç èäåíòèôèöèðî-
âàííîãî ñ f(x) òåðìà T ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííîé, èäåíòèôèöèðîâàííîé
ñ x, âûðàæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî øàáëîíó t. Äàëåå, ïðèåì ïðîâåðÿåò, ÷òî a - íå ñî-
äåðæàùåå x è îòëè÷íîå îò ïåðåìåííîé âûðàæåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí
0.

Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ ñîãëàñíî ðàâåíñòâó - êîíúþíêòèâíîìó ÷ëåíó óñëî-
âèÿ

Åñëè óñëîâíîå âûðàæåíèå èìååò âèä (a ïðè t = b & d, èíà÷å c), ïðè÷åì b - êîíñòàíòà,
t - íåêîíñòàíòíîå âûðàæåíèå, âõîäÿùåå â a, òî âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà âñåõ âõîæäåíèé
t â a íà b. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä

∀abcdft(a = f(t) → ((a ïðè t = b & d, èíà÷å c) = (f(b) ïðè t = b & d, èíà÷å c))).

Åå àíòåöåäåíò íóæåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî âûðàæåíèþ a ôóíêöèîíàëüíîãî øàáëî-
íà f(t). Ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "çàìåíàòåðìîâ(ôèêñ(1 2))", ýòîò øàáëîí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåïóñòîé ñïèñîê âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ t â a. Òåðì f(b) â çàìåíÿþùåé ÷àñòè
òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé øàáëîíà íà âûðàæåíèå b. Íîðìà-
ëèçàòîðû ïðèåìà çàäàþò îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà óïðîùåíèå äàííîãî
òåðìà.

Èñêëþ÷åíèå îòðèöàíèÿ â óñëîâèè

Åñëè óñëîâèå èìååò âèä îòðèöàíèÿ, òî ýòî îòðèöàíèå îòáðàñûâàåòñÿ, à àëüòåðíàòèâ-
íûå âûðàæåíèÿ ïåðåñòàâëÿþòñÿ.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ â çàäà÷å íà îïèñàíèå

Åñëè óñëîâíîå âûðàæåíèå âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óñëîâèþ a äàííîãî âûðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñîçäàíî íåñêîëü-
êî ïðèåìîâ; êàæäûé èç íèõ äîáàâëÿåò ê ñïèñêó óñëîâèé äèçúþíêöèþ a ∨ ¬a.
Äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", óñêîðÿþùèì ïåðåõîä
ê ðàññìîòðåíèþ àëüòåðíàòèâ. Òåîðåìû âñåõ ïðèåìîâ èìåþò âèä ∀a(a ∨ ¬a). Ïðèå-
ìû ñíàáæåíû óêàçàòåëÿìè "êîíòðîëüâûâîäà(âàðèàíò(õ1 õ2 õ3))", îçíà÷àþùèìè, ÷òî
èíèöèàëèçàöèÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè îáíàðóæåíèè ãäå-ëèáî â çàäà-
÷å óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ "âàðèàíò(a b c)". Êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
óñëîâíîå âûðàæåíèå îáíàðóæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óñëîâèé
ñ çàãîëîâêîì "èëè". Ïåðå÷èñëèì îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû êîíòåêñòîâ ñðàáàòûâàíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèåìîâ:

1. Óñëîâíîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
2. Óñëîâíîå âûðàæåíèå A íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ëèáî òåêóùåå óñëîâèå çàäà÷è

èìååò êîììåíòàðèé "óïðîùâàðèàíò", ëèáî A ðàñïîëîæåíî âíóòðè óòâåðæäåíèÿ
b ∈ A, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé b, c èìååò ñâîèì
çàãîëîâêîì ñèìâîë "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óñëîâíîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îíî ðàçìåùåíî âíóòðè óñëîâèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.
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Ðàçáîð ñëó÷àåâ â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå

Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ çàäà÷ íà îïèñàíèå: îáíàðóæèâàåòñÿ óñëîâíîå âûðà-
æåíèå "b ïðè a, èíà÷å c", è âûâîäèòñÿ ïîñûëêà a ∨ ¬a, ñíàáæàåìàÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ". Îòäåëüíî ðàññìîòðåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà a åñòü ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
d < e. Òîãäà âûâîäèòñÿ ïîñûëêà d < e ∨ e ≤ d. Èìååòñÿ ðÿä îãðàíè÷åíèé íà ñðà-
áàòûâàíèå: îòáðàñûâàþòñÿ çàäà÷è, öåëåâàÿ óñòàíîâêà êîòîðûõ îïðåäåëÿåò óñêîðåí-
íûé ðåæèì; ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ a, ñâÿçàííûõ âíåøíèìè
êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè, è ò.ï.

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà

Åñëè â óñëîâèè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ âñòðå÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî, òî ïðåäïðèíèìàþòñÿ
ïîïûòêè óñòàíîâèòü åãî èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðà-
òîðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì äâå òåîðåìû ïðèåìîâ: ∀a(0 ≤ a → (b ïðè a <
0, èíà÷å c) = c) è ∀abcd(0 ≤ a → (c ïðè(0 ≤ a ∨ b), èíà÷å d) = c). Êîíå÷íî, ÷òîáû
èñêëþ÷àòü óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, ìîæíî áûëî áû ñîçäàòü ïðèåìû, îáðàùàþùèåñÿ
äëÿ ïðîâåðêè ëèáî îïðîâåðæåíèÿ èõ óñëîâèé ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Îäíàêî, òàêîé âàðèàíò ñóùåñòâåííî çàìåäëèë ðàáîòó ðåøàòåëÿ, è â èòîãå
ïðèøëîñü îãðàíè÷èòüñÿ ñðàâíèòåëüíî áûñòðûìè îáðàùåíèÿìè ê ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðàì. Äëÿ îðãàíèçàöèè èõ ñîçäàþòñÿ ñåðèè ïðèåìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷-
íûì îòíîøåíèÿì, îáåñïå÷åííûì óêàçàííûìè îïåðàòîðàìè. Ýòè ïðèåìû âûïîëíÿþò,
ïî ñóùåñòâó, îäíî è òî æå - ïðîâåðêó èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óñëîâèÿ. Åñëè ïðî-
ñòûìè ñðåäñòâàìè óñòðàíèòü óñëîâíîå âûðàæåíèå íå óäàåòñÿ, îíî îáû÷íî ïîðîæäàåò
ðàçáîð ñëó÷àåâ. Åñëè óñëîâèå âûðàæåíèÿ áûëî èñòèííûì ëèáî ëîæíûì, òî ïðè ðàç-
áîðå ñëó÷àåâ äàííûé ôàêò â êîíöå êîíöîâ âûÿñíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì è ïðîèñõîäèò
èñêëþ÷åíèå óñëîâíûõ âûðàæåíèé â "íåî÷åâèäíûõ" ñèòóàöèÿõ.

Ïðåîáðàçîâàíèå íåðàâåíñòâà â ðàâåíñòâî

Åñëè óñëîâèåì óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî a < b, ïðè÷åì èç
êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî èñòèííî a ≤ b, òî óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà a = b, à àëüòåðíàòèâíûå
âûðàæåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Äëÿ ýêîíîìèè ïðèøëîñü îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü íåïî-
ñðåäñòâåííûì óñìîòðåíèåì íåðàâåíñòâà a ≤ b â êîíòåêñòå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ. Òåî-
ðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(0 ≤ a → (b ïðè 0 < a, èíà÷å c) = (c ïðè a = 0, èíà÷å b)).
Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ñîçäàí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íîëü íàõîäèòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ïðèåì äëÿ óñìîòðåíèÿ íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà èç óñëî-
âèÿ ïðèíàäëåæíîñòè: ∀abcm(b ∈ {m, . . . , n} → (a ïðè m < b, èíà÷å c) = (c ïðè b =
m, èíà÷å a)).

Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ðàâåíñòâà

Åñëè óñëîâèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî, òî äëÿ
óñìîòðåíèÿ åãî îòðèöàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíå0". Îí ðàññ÷è-
òàí íà ïðîâåðêó óòâåðæäåíèé âèäà ¬(a = 0). Ïåðâûå äâà ïðèåìà, ó êîòîðûõ óñëîâíîå
âûðàæåíèå èìååò âèä (b ïðè a = 0, èíà÷å c) è (a ïðè (b = 0 ∨ c), èíà÷å d), ðàññ÷èòàíû
íà ÷èñëîâûå ðàâåíñòâà ñ íóëåì â îäíîé ÷àñòè è ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0. Òðåòèé
ïðèåì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ îáùåãî âèäà, ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
2. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ââåäåíû äîñòàòî÷íî ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà òðóäîåìêîñòü
ïðîâåðêè.
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Ðàâåíñòâî óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ íóëþ

Åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü îòëè÷èå îäíîãî èç àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé îò 0, òî
ëåãêî óïðîñòèòü óòâåðæäåíèå, èìåþùåå âèä ðàâåíñòâà óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ íó-
ëþ. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî èç àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:
∀abc(¬(a = 0) → ((a ïðè b, èíà÷å c) = 0) ↔ (¬b & c = 0)). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè äâóõýëåìåíòíîìó ìíîæåñòâó

Åñëè äàíû âëîæåííûå óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, ïðè÷åì óñëîâèå âíåøíåãî èìååò âèä
ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîãî a äâóõýëåìåíòíîìó ìíîæåñòâó {b, c}, à óñëîâèå âíóò-
ðåííåãî - âèä ðàâåíñòâà a è b, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ïàðå óñëîâèé a = b è a = c.

Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî ïîäñëó÷àÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé òðåõ âëîæåííûõ óñëîâíûõ âûðàæåíèé, â êîòîðîì îäíî èç
àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé îêàçûâàåòñÿ íåäîñòèæèìûì. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä
∀ABabcd((a ïðè (¬A & ¬B), èíà÷å (b ïðè A, èíà÷å (c ïðè B, èíà÷å d))) = (a ïðè
(¬A & ¬B), èíà÷å (b ïðè A, èíà÷å c))). Óêàçàòåëü "îòðèöàíèå(íå õ26 õ27)" ïîçâîëÿ-
åò ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îòíîñèòü ïðè èäåíòèôèêàöèè îòðèöàíèå ê óòâåðæäåíèÿì
A, B ëèáî ¬A,¬B.

Ñóììà óñëîâíûõ âûðàæåíèé

Ïðè çàäàíèè ìàòðèö ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ óñëîâíûå âûðàæå-
íèÿ. Åñëè âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü òàêîé ìàòðèöû, òî ïðè âû÷èòàíèè ñòðîê èëè
ñòîëáöîâ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ñóììû óñëîâíûõ âûðàæåíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðåîá-
ðàçîâàòü ê âèäó óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåäóñìîòðåí ïðèåì, îñíîâàííûé
íà òåîðåìå:

∀abcdPQ((a ïðè P, èíà÷å b) + (c ïðè Q, èíà÷å d) = ((a + c ïðè Q, èíà÷å a + d) ïðè P,
èíà÷å (b + c ïðè Q, èíà÷å b + d))).

Óñìîòðåíèå èçáûòî÷íîñòè îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà

Åñëè â óñëîâèè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ îãîâàðèâàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íå ïðèíèìàåò
íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ a, ïðè÷åì ïðè x = a îáà àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò,
òî îãðàíè÷åíèå ¬(x = a) îòáðàñûâàåòñÿ.

Âûäåëåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè

Åñëè â êîíñåêâåíòå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ïî ïåðåìåííîé x âñòðå÷àåòñÿ óñëîâíîå
âûðàæåíèå ñ óñëîâèåì x = t, à çíà÷åíèå t óäîâëåòâîðÿåò àíòåöåäåíòàì, òî èìïëèêà-
öèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíúþíêöèþ äâóõ óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâîå îòíîñèòñÿ ê ÷àñòíîìó
ñëó÷àþ x = t, âòîðîå - ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé èìïëèêàöèè äîáàâëåíèåì àíòåöåäåíòà
¬(x = t) è çàìåíîé óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ íà åãî âòîðîå àëüòåðíàòèâíîå âûðàæåíèå.

3.5 Íîðìàëèçàòîð "íîðìëîã"

×òîáû óïðîùàòü ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó óòâåðæäåíèé, ñîçäàâàåìûõ ïðèåìîì ÃÅÍÎ-
ËÎÃà, îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìëîã". Ê íåìó ïîëåçíî îáðàùàòüñÿ,
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åñëè ñîçäàâàåìîå ïðèåìîì óòâåðæäåíèå èìååò ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè èëè êâàíòîðû, à åãî
ôðàãìåíòû, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íèì íîðìàëèçàòîðîâ, ìîãóò îêàçàòüñÿ ëîãè÷åñêèìè
êîíñòàíòàìè.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìëîã" ñîäåðæèò ëèøü ñàìûå ïðîñòûå ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê
ëîãè÷åñêèì êîíñòàíòàì, ëîãè÷åñêèì ñâÿçêàì, ðàâåíñòâó è êâàíòîðàì. Ïðåæäå âñå-
ãî, èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè ïîÿâëåíèÿ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû ïîä ëîãè÷åñêîé ñâÿçêîé
ëèáî êâàíòîðîì. Îòðèöàíèå êîíúþíêöèè ëèáî äèçúþíêöèè ïðåîáðàçóåòñÿ â äèçú-
þíêöèþ ëèáî êîíúþíêöèþ îòðèöàíèé; äâîéíîå îòðèöàíèå óñòðàíÿåòñÿ. Âûïîëíÿ-
þòñÿ óïðîùåíèÿ ïðè ïîÿâëåíèè ñîâïàäàþùèõ ëèáî ïðîòèâîïîëîæíûõ îïåðàíäîâ
êîíúþíêöèè èëè äèçúþíêöèè. Óñòðàíÿþòñÿ âëîæåííûå êîíúþíêöèè ëèáî äèçúþíê-
öèè.Èñïîëüçóþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∀ab(a & (b ∨ a) ↔ a) è ∀ab(a & (b ∨ ¬a) ↔ a & b).
Èñêëþ÷àþòñÿ ðàâåíñòâà ñ ñîâïàäàþùèìè ÷àñòÿìè. Âûíîñèòñÿ çà ñêîáêó îáùèé äèçú-
þíêòèâíûé ÷ëåí äâóõ êîíúþíêöèé. Íàêîíåö, óñìàòðèâàåòñÿ ëîæíîñòü êîíñòðóêöèé
âèäà ∀x(¬f(x) & ∃x(f(x) & g(x))).

3.6 Íîðìàëèçàòîð "íîðìîäç"

Íîðìàëèçàòîð "íîðìîäç" èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðîé "îäç", ïîïîëíÿþùåé çàäà÷ó óñëî-
âèÿìè íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Îí ëèøü ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îáùåëîãè÷åñêèé íîðìàëèçàòîð. Ðåàëüíî àïïàðàò ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âîñòðåáî-
âàí ëèøü â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Ñîîòâåòñòâåííî, ê ýòîìó ðàçäåëó îòíîñÿòñÿ è âñå
ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà. Íîðìàëèçàòîð ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷,
ðàçáèâàÿ èçíà÷àëüíî ãðîìîçäêèå óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè, îòðèöàíèÿ íàâåíñòâà
íóëþ è ò.ï., íà ìíîæåñòâî ìåëêèõ óñëîâèé òåõ æå òèïîâ. Ýòè äåéñòâèÿ âûíåñåíû
çà ðàìêè ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Åñëè èõ âûïîëíÿòü â ïðîöåññå ñêàíèðîâàíèÿ, òî íà-
÷àëüíûé ýòàï ðåøåíèÿ áóäåò ïåðåãðóæåí ìåëêèìè óïðîùàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé. Ïðèâåäåì çäåñü ëèøü íåñêîëüêî òèïè÷íûõ ïðèìåðîâ
ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà. Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëèçàòîð "íîðìîäç" - êîðíåâîé, ò.å. çà-
ìåíÿåìàÿ ÷àñòü ïðèåìà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî âñåì ïðåîáðàçóåìûì óòâåðæäåíèåì.

Îòëè÷èå ïðîèçâåäåíèÿ îò íóëÿ

Ïðèåì ïðåîáðàçóåò îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé
íóëþ â êîíúþíêöèþ îòðèöàíèé ðàâåíñòâ íóëþ ýòèõ ñîìíîæèòåëåé. Òåîðåìà åãî
èìååò âèä ∀ab(¬(ab = 0) ↔ ¬(a = 0) & ¬(b = 0)). ×òîáû ïðèåì ñðàáàòûâàë íå
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé ðàâíî 2, îí ñíàáæåí óêàçàòåëåì "íà-
áîð(ïåðâûéòåðì)". Óêàçàòåëü "âàðèàíò(ôèêñ(0 1 1 1)Óìíîæåíèå)" îáîáùàåò ïðèåì
íà ñëó÷àé êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ íóëþ ñîìíîæè-
òåëåé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò òðåáîâàòü äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ. Íàïðèìåð, ýòî ïðî-
èñõîäèò, åñëè èìåþòñÿ ñîìíîæèòåëè ñòåïåííîãî âèäà. Ïîýòîìó äàííûå îòðèöàíèÿ
ñîïðîâîæäåíû íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìîäç".

Îòëè÷èå äðîáè îò íóëÿ

Óñëîâèå îòëè÷èÿ äðîáè îò íóëÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ ÷èñëèòåëÿ
ýòîé äðîáè. Òàê êàê îáðàáàòûâàåòñÿ ñèñòåìà óòâåðæäåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ î.ä.ç.,
òî óñëîâèå îòëè÷èÿ çíàìåíàòåëÿ äðîáè îò íóëÿ ó÷òåíî â äðóãèõ óòâåðæäåíèÿõ.
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Óñòðàíåíèå èìåþùåãî èçâåñòíûé çíàê ìíîæèòåëÿ íåíóëåâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî ñ íóëåâîé ÷àñòüþ, ïðè÷åì íåíóëåâàÿ ÷àñòü èìååò
âèä ïðîèçâåäåíèÿ, òî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè óñìîòðåòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå
ëèáî ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå ìíîæèòåëè è îòáðîñèòü èõ (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòà-
íîâêîé ÷àñòåé íåðàâåíñòâà). Íàïðèìåð, äëÿ îòáðàñûâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæè-
òåëåé ïðàâîé ÷àñòè ñëóæèò ïðèåì: ∀ab(0 < a → 0 ≤ ab ↔ 0 ≤ b). Ïðîâåðêà àíòåöå-
äåíòà âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îãðàíè÷èòåëü "ëèìèò(20000)" äåëàåò
ýòó ïðîâåðêó áûñòðîé.

3.7 Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ

Îñíîâíûì îáúåêòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìñóùåñòâóåò". Êàê
è íîðìàëèçàòîð "íîðìèëè", îí ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îò-
âåòîâ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Íåîáõîäèìîñòü â îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó âîçíèêàåò
äëÿ îòâåòîâ, èìåþùèõ âèä ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé (ñì. ðåàëèçîâàííûå íà ËÎ-
Ñå ïðèåìû êâàíòîðà "ñóùåñòâóåò"). Ëèøü íåáîëüøàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ íîðìàëèçàòî-
ðà èìååò îáùåëîãè÷åñêèé õàðàêòåð; ïðî÷èå îòíîñÿòñÿ ê êîíêðåòíûì ðàçäåëàì. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòî áîëüøàÿ ãðóïïà ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ
îòâåòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâåííî ìåíüøàÿ, íî òîæå
çíà÷èòåëüíàÿ ãðóïïà ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòîâ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îáùå-
ëîãè÷åñêèìè ïðèåìàìè íîðìàëèçàòîðà "íîðìñóùåñòâóåò". Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëèçà-
òîð íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì - çàìåíÿåìûé òåðì ïðèåìà ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûå
âõîæäåíèÿ âíóòðè ïðåîáðàçóåìîãî íîðìàëèçàòîðîì óòâåðæäåíèÿ.

Ñïóñê êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ íà äèçúþíêòèâíûå îïåðàíäû

Åñëè ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïîëîæåíà äèçúþíêöèÿ íåñêîëüêèõ óòâåðæäå-
íèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ ãðóïïà íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ êâàíòîð-
íîé ïðèñòàâêè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, òî êâàíòîð ïðåîáðàçóåòñÿ â äèçúþíêöèþ.
Òåîðåìà ïðèåìà (äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ) èìååò âèä:

∀fghAB(∃n((A & f(n) ∨ B & g(n)) & h(n)) ↔ A &∃n(f(n) &h(n)) ∨ B & ∃n(g(n)
& h(n))).

Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ14)" îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ n áóäåò èäåíòè-
ôèöèðîâàòüñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû; óêàçàòåëü "âíåø-
íèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1))" - ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðåä-
ñòàâèòü êâàíòîð îáùíîñòè êàê îòðèöàíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Óêàçàòåëü "åäè-
íèöà(èñòèíà õ8)" îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê äèçúþíêöèè ÷àñòü h(n)
ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Óòâåðæäåíèÿ A, B íåâûðîæäåíû (íåò óêàçàòåëÿ, äîïóñêàþùå-
ãî âîçìîæíîñòü èõ âûðîæäåíèÿ) è íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè n.
Èäåíòèôèöèðóþòñÿ îíè èìåííî ïî äàííîìó ïðèçíàêó - êàê êîíúþíêöèÿ âñåõ ÷ëåíîâ,
íå çàâèñÿùèõ îò n.

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ äèçúþíêöèè äëèíû 3.
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Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé, ÿâíî îïðåäåëåííîé ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ∀abc(∃x(x = a & b(x) ∨ c(x)) ↔ b(a) ∨ ∃x(c(x))) è
∀fg(∃xy(x = f(y) & g(x, y)) ↔ ∃y(g(f(y), y))). Âî âòîðîì ñëó÷àå y èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñî ñïèñêîì ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû (â òîì ÷èñëå, ñ ïóñòûì ñïèñêîì).

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ïðèåì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, îñíîâàí-
íûé íà òåîðåìå ∀a(∃x(x = a)). Îí çàìåíÿåò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ íà êîíñòàíòó
"èñòèíà".

Âûíåñåíèå èç-ïîä êâàíòîðà óñëîâèé, íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ åãî ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêè

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ∀ab(∃x(a(x) ∨ b) ↔ ∃x(a(x)) ∨ b) è ∀abc(∃x(a(x) & b ∨
c(x)) ↔ b & ∃x(a(x)) ∨ ∃x(c(x))). Çäåñü x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñïèñêîì ïåðåìåííûõ
ïðîèçâîëüíîé äëèíû.

Óñòðàíåíèå âëîæåííîñòè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ

Åñëè êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
äðóãîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñëèÿíèå åãî ñ âíåøíèì êâàíòî-
ðîì. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä: ∀ab(∃x(∃y(a(x, y)) & b(x)) ↔ ∃xy(a(x, y) & b(x))). x, y
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî ñïèñêàìè ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû.

Äîïîëíèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, íîðìàëèçàòîð "íîðìñóùåñòâóåò" íå êîðíåâîé. Åãî ïðèå-
ìû ìîãóò íàðóøàòü ñòðóêòóðó ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ ëîãè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé. Äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ òàêîé ñòðóêòóðû â íîðìàëèçàòîð ââåäåíû íåêîòîðûå ñîïóòñòâóþ-
ùèå ïðèåìû. Íàïðèìåð, èìåþòñÿ ïðèåìû äëÿ óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ äèçúþíêöèé
èëè êîíúþíêöèé, à òàêæå äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ èõ îïåðàíäîâ.
Êðîìå òîãî, åñòü ïðèåìû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò.

3.8 Êâàíòîð îáùíîñòè

Â ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, à òàêæå íîðìàëèçàòîð "íîðì-
äëÿëþáîãî". Â îòëè÷èå îò íîðìàëèçàòîðà "íîðìñóùåñòâóåò", îí ïðèìåíÿåòñÿ ðåäêî
è ñîäåðæèò ëèøü îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû.

Ïîïûòêà óñìîòðåòü èñòèííîñòü êâàíòîðíîãî óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå

Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ â îòâåòå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ çàäàíèÿ
ñåðèè çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ. Êâàíòîð îáùíîñòè òîæå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ â îòâåòå -
äëÿ óêàçàíèÿ ñåðèè çàïðåùåííûõ çíà÷åíèé. Îáû÷íî îí èìååò âèä ∀n(n − öåëîå →
¬(a = f(n))). ×òîáû óñìàòðèâàòü èçáûòî÷íîñòü òàêîãî ðîäà îãðàíè÷åíèÿ, ââåäåí
ïðèåì, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-
íèÿ ¬(a = f(n)) â ïðåäïîëîæåíèè "n− öåëîå". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü ïðè íàëè-
÷èè ó çàäà÷è öåëè "ó÷åòîòâåòà", óêàçûâàþùåé íà ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ.



Ãëàâà 3. Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 200

Êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ ïåðåíåñåíèÿ íåèçâåñòíîé â êîíñåêâåíò

Ðàíåå âñòðå÷àëèñü ïðèåìû, ïðèìåíèìûå òîëüêî ê òàêèì êâàíòîðíûì èìïëèêàöèÿì â
óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïèñàíèå, êîòîðûå íå èìåþò íåèçâåñòíûõ â àíòåöåäåíòå. Ïîýòîìó
áûâàåò ïîëåçíî ïåðåíåñòè âñå íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ â êîíñåêâåíò. Åñëè óòâåð-
æäåíèå ñ íåèçâåñòíûìè åäèíñòâåííîå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìîì, îñíîâàííûì
íà êîíòðàïîçèöèè: ∀fgh(∀x(f(x) & g(x) → h(x)) ↔ ∀x(f(x) & ¬h(x) → ¬g(x))). Çäåñü
f(x) è h(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; g(x) - ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è èìååò ñâîèì
çàãîëîâêîì ðàâåíñòâî.

Ïîïûòêà îïðîâåðãíóü êâàíòîð îáùíîñòè

Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ âûÿâèòü èñòèííîñòü ëèáî
ëîæíîñòü óñëîâèé, ïðè÷åì óñëîâèåì åå ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè, òî ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ïîïûòêà óñòàíîâèòü ëîæíîñòü óñëîâèÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀PQ(∃x(P (x) & ¬Q(x)) → ¬(∀x(P (x) →
Q(x)))). Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ(õ1)))" îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à íå èìååò íåèç-
âåñòíûõ, ò.å. ðåøàåòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óñëîâèé. Óêàçà-
òåëü "ñëåäñòâèå(1)" îïðåäåëÿåò îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëü-
ñòâî äëÿ ïðîâåðêè àíòåöåäåíòà òåîðåìû.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìäëÿëþáîãî"

Ââèäó ïðîñòîòû ïðèìåíÿåìûõ çäåñü ïðåîáðàçîâàíèé, îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèì èõ ïåðå-
÷èñëåíèåì:

1. Åñëè êîíñåêâåíò èìååò âèä êîíúþíêöèè, òî êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó êîíúþíêöèè èìïëèêàöèé;

2. Åñëè àíòåöåäåíò èìååò âèä x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè,
íå âõîäÿùàÿ â t, òî ýòîò àíòåöåäåíò îòáðàñûâàåòñÿ; âìåñòî âñåõ îñòàâøèõñÿ
âõîæäåíèé x ïîäñòàâëÿåòñÿ t, è x èñêëþ÷àåòñÿ èç êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè;

3. Åñëè êîíñåêâåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç åå àíòåöåäåíòîâ,
òî èìïëèêàöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà";

4. Àíòåöåäåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà", îòáðàñû-
âàåòñÿ;

5. Åñëè àíòåöåäåíò èìååò âèä äèçúþíêöèè, òî êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ïðèâîäèò-
ñÿ ê âèäó êîíúþíêöèè èìïëèêàöèé;

6. Åñëè êîíñåêâåíò è íåêîòîðûé àíòåöåäåíò èìåþò çàãîëîâîê "íå", òî ýòè îòðè-
öàíèÿ îòáðàñûâàþòñÿ, à êîíñåêâåíò è àíòåöåäåíò ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè;

7. Åñëè êîíñåêâåíò èìååò âèä êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñëèÿ-
íèå âíóòðåííåãî êâàíòîðà îáùíîñòè ñ âíåøíèì. Àíòåöåäåíòû êâàíòîðíûõ èì-
ïëèêàöèé ïðè ýòîì îáúåäèíÿþòñÿ.
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3.9 Íàáîð

Â ðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñèìâîëàì "ñëîâî",
"ïðåôèêñ", "ñóôôèêñ", "êîíêàòåíàöèÿ", "ñëèÿíèå". Óòâåðæäåíèå "ñëîâî(x)" îçíà-
÷àåò, ÷òî x åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå íàòóðàëüíîãî ðÿäà,
ò.å. ïîíÿòèå "ñëîâî" ôîðìàëèçóåò ïîíÿòèå "óïîðÿäî÷åííûé íàáîð". Òàê êàê íåóïî-
ðÿäî÷åííûå íàáîðû íàìè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ìû äëÿ êðàòêîñòè ïîâñþäó áóäåì
óïîòðåáëÿòü â íåôîðìàëüíûõ êîíòåêñòàõ òåðìèíû "ñëîâî"è "íàáîð" êàê ñèíîíèìû.

Ïîíÿòèå "ñëèÿíèå" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåáîëüøóþ ìîäèôèêàöèþ ïîíÿòèÿ "êîí-
êàòåíàöèÿ". Åñëè êîíåö ïåðâîãî íàáîðà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âòîðîãî, òî ïðè ñëèÿíèè
íàáîðîâ ïîâòîðíîãî ðàññìîòðåíèÿ èõ îáùåãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà íå ïðîèñõîäèò. Òà-
êàÿ îïåðàöèÿ óäîáíà äëÿ ðàáîòû ñ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèìûìè ïóòÿìè â ãðàôàõ.

Ñðåäè ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçäåëå ïðèåìîâ óïîìÿíåì ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé èñ-
òèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "ôóíêöèÿ(x)" äëÿ íàáîðîâ x; ïðèåì, óñòðàíÿþùèé âëîæåí-
íûå êîíêàòåíàöèè èëè ñëèÿíèÿ; ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó
"óñìñëîâî" äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ "ñëîâî(x)".

Íàêîíåö, îòìåòèì íàëè÷èå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà "óñìñëîâî", ðàñïîçíàþùåãî
íàáîðû - ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé "êîíêàòåíàöèÿ", "ïðåôèêñ", è ò.ï.

3.10 Óïðàæíåíèÿ

Ïðèâåäåì ðÿä óïðàæíåíèé, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü íà ÃÅÍÎËÎÃå ðàçëè÷-
íûå îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû. Â îñíîâíîì, ýòè ïðèåìû óæå ðåàëèçîâàíû íà ËÎÑå,
òàê ÷òî ïåðåä ïðîâåðêîé ðàáîòîñïîñîáíîñòè ñîçäàííîãî ïðèåìà ñëåäóåò îòêëþ÷èòü
ñòàðóþ åãî âåðñèþ. Îíà ëåãêî íàõîäèòñÿ ÷åðåç îãëàâëåíèå ïðîãðàìì. Äëÿ îòêëþ-
÷åíèÿ ïðèåìà ìîæíî ïîìåñòèòü â íà÷àëî åãî ïðîãðàììû êàêîé-ëèáî òîæäåñòâåííî
ëîæíûé îïåðàòîð, íàïðèìåð, îïåðàòîð "ðàâíî(0 1)". Ðàçóìååòñÿ, ïîñëå òåñòèðîâàíèÿ
íîâîãî ïðèåìà ýòó âñòàâêó ñëåäóåò óäàëèòü, à òàêæå óäàëèòü íîâûé ïðèåì.

1. Ñîçäàòü ïðèåì, èñêëþ÷àþùèé ïîâòîðÿþùèåñÿ îïåðàíäû êîíúþíêöèè;
2. Ñîçäàòü ïðèåì, îòáðàñûâàþùèé òàêîé ÷ëåí äèçúþíêöèè, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ

èç äðóãîãî åå ÷ëåíà äîáàâëåíèåì êîíúþíêöèè íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé;
3. Ñîçäàòü ïðèåì, ðåàëèçóþùèé ëîãè÷åñêîå óïðîùåíèå (A & B) ∨ (A & ¬B) → A;
4. Ñîçäàòü ïðèåì, èñêëþ÷àþùèé ïîâòîðÿþùèåñÿ àíòåöåäåíòû êâàíòîðíîé èìïëè-

êàöèè;
5. Ñîçäàòü ïðèåì, óñòðàíÿþùèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â àíòåöåäåíòå êâàíòîð-

íîé èìïëèêàöèè;
6. Ñîçäàòü ïðèåì, èñêëþ÷àþùèé ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ x êâàíòîðíîé èìïëèêà-

öèè, åñëè êîíñåêâåíò ýòîé èìïëèêàöèè èìååò âèä ¬(x = t), ãäå t íå ñîäåðæèò
x;

7. Ñîçäàòü ïàêåòíûé íîðìàëèçàòîð "íîðìýêâèâàëåíòíî" äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê ñòàí-
äàðòíîìó âèäó ýêâèâàëåíòíîñòåé. Çàíåñòè â íåãî íåñêîëüêî ïðèåìîâ îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðå÷èñëåííûõ â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì;



Ãëàâà 3. Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 202

8. Ñîçäàòü ïðèåì, ïðåîáðàçóþùèé âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(a ïðåôèêñ(b c))" â "êîí-
êàòåíàöèÿ(íàáîð(a b)c)";

9. Ñîçäàòü ïðèåì, ñâîäÿùèé çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñ
àíòåöåäåíòàìè A1, . . . , An è êîíñåêâåíòîì B ê çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèÿ B èç ñïèñêà ïîñûëîê, ïîïîëíåííîãî óêàçàííûìè àíòåöåäåíòàìè.

3.10.1 Óêàçàíèÿ

1. Âõîäèì â îãëàâëåíèå áàçû ïðèåìîâ; âûáèðàåì ðàçäåë "Ëîãè÷åñêèå ïðèåìû" -
"Îáùèå ïðèåìû" - "Êîíúþíêöèÿ", è ââîäèì â íåì íîâûé êîíöåâîé ïóíêò. Âõî-
äèì â ýòî ïóíêò, íàæèìàåì "Ctr-ô", è ïðèñòóïàåì ê ââîäó òåîðåìû ïðèåìà.
×òîáû óñòðàíÿòü ïîâòîðÿþùèåñÿ êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû, äîñòàòî÷íî òåîðåìû
∀x(x & x ↔ x). Ïðè êîìïèëÿöèè ïðåîáðàçîâàíèé çàìåíû äëÿ àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé ñîçäàåòñÿ ïðîãðàììà, èçâëåêàþùàÿ ÷àñòü íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ èäåíòèôèêàöèè îïåðàíäîâ è ñîõðàíÿþùàÿ áåç èçìåíåíèÿ ïðî÷èå îïå-
ðàíäû. Ïîýòîìó íàø ïðèåì áóäåò ïðèìåíèì ê êîíúþíêöèÿì ëþáîãî ÷èñëà
óòâåðæäåíèé. Ïîñëå ââîäà òåîðåìû ïîä íåé ïîÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ.
Íàæèìàåì Enter, è ââîäèì òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîé-
òåðì". Äàëåå ïîÿâëÿåòñÿ òðåòüå îêíî. Â íåì ðàçìåùàåì ôèëüòð "óðîâåíü(0)",
îïðåäåëÿþùèé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà. Â ñëó÷àå ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ
çàäà÷è óêàçàíèå â òðåòüåì îêíå óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.
×åòâåðòîå îêíî èãíîðèðóåì - íàæèìàåì "Esc". Ïîä íèì ïîÿâëÿåòñÿ ãîëóáàÿ ëè-
íèÿ, îçíà÷àþùàÿ, ÷òî ââîä ïðèåìà çàâåðøåí. Íåîáõîäèìî ñðàçó æå ñîõðàíèòü
ïðèåì. Åñëè íåò óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî ïðèåì óæå ãîòîâ ê êîìïèëÿöèè, ëó÷øå
ñîõðàíèòü ïðèåì ñ ïîìîùüþ êëàâèøè F4 - áåç êîìïèëÿöèè. Ýòî - îáû÷íàÿ ïðàê-
òèêà. Îäíàêî, â íàøåì ñëó÷àå ïðèåì êðàéíå ïðîñò. Îí íå òðåáóåò äàæå íîð-
ìàëèçàòîðîâ. Ïîýòîìó íàæèìàåì ñðàçó F3. Êîìïèëÿöèÿ çàâåðøàåòñÿ óñïåø-
íî, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ÷åðíàÿ íèæíÿÿ ëèíèÿ. Òåïåðü ìîæíî ïîñìîòðåòü
ïðîãðàììó ïðèåìà, íàæàâ êëàâèøó "Home". Âõîäèì â ïðîñìîòð ïðîãðàììû è
íàæèìàåì êëàâèøó "êóðñîð ââåðõ". Îíà ïåðåâîäèò ê ôðàãìåíòó ïðîãðàììû,
ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(2)". ×èòàÿ òåêñò ïðîãðàììû ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè, îáíàðóæèâàåì, ÷òî çäåñü ðàçìåùàåòñÿ ñòàðàÿ âåðñèÿ ïðè-
åìà, òîëüêî ÷òî ðåàëèçîâàííîãî íà ÃÅÍÎËÎÃå. Ïîìåùàåì ïåðåä îïåðàòîðîì
"çàìåíàâõîæäåíèÿ(. . .)" âñòàâêó "ðàâíî(0 1)", ÷òîáû çàáëîêèðîâàòü ðàáîòó ñòà-
ðîé âåðñèè. Òåïåðü ïðîòåñòèðóåì ðàáîòó íîâîãî ïðèåìà. Âûéäåì â çàäà÷íèê,
âûáåðåì êàêîé-ëèáî åãî ðàçäåë, è ñîçäàäèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó íà îïèñàíèå ñ
åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé x è óñëîâèåì (x = 0 & x = 0) ∨ x = 1. Çàïóñòèì
ïðîöåññ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è êëàâèøåé "ð". Íà ïåðâîì æå øàãå ñðàáîòàåò íî-
âûé ïðèåì, çàìåíÿþùèé óñëîâèå íà x = 0 ∨ x = 1. Â çàêëþ÷åíèå âîçâðàòèìñÿ
ê ïðîñìîòðó ñòàðîé âåðñèè ïðîãðàììû ïðèåìà è óáåðåì çàãëóøêó "ðàâíî(0
1)". Çàòåì ïåðåéäåì â áàçó ïðèåìîâ, óäàëèì íàæàòèåì Ctr-Del íîâûé ïðèåì, è
óäàëèì ñîçäàííûé äëÿ ýòîãî ïðèåìà êîíöåâîé ïóíêò îãëàâëåíèÿ.

2. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(a ∨ (a & b) ↔ a). Ïðè ïðîñìîòðå ïðîãðàììû
ïðèåìà óáåæäàåìñÿ, ÷òî êðîìå âûÿâëåíèÿ äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âèäà
a, a & b, îíà èäåíòèôèöèðóåò òàêæå ñëó÷àé, êîãäà a - äèçúþíêöèÿ íåñêîëü-
êèõ ÷ëåíîâ, îäíîâðåìåííî ÿâëÿþùàÿñÿ êîíúþíêòèâíûì ìíîæèòåëåì òåêóùåãî
÷ëåíà.



Ãëàâà 3. Îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 203

3. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀AB((A & B) ∨ (A & ¬B) ↔ A).
4. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ABC(∀x(A(x) & A(x) & B(x) → C(x)) ↔ ∀x(A(x)

& B(x) → C(x))). Çàìåòèì, ÷òî àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò íåîáõîäèìî ïðåä-
ñòàâëÿòü â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ A(x), B(x), C(x). Ïðîñòûå ïå-
ðåìåííûå A, B, C áóäóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ êàê óòâåðæäåíèÿ, íå ñîäåðæà-
ùèå ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì",
åäèíñòâåííûé ôèëüòð - "óðîâåíü(0)". Îäíàêî, â ÷åòâåðòîì îêíå óæå ïîÿâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòû, íåîáõîäèìûå äëÿ êîìïèëÿöèè. Ïðåæäå âñåãî, ââîäèòñÿ óêà-
çàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)". Îí îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìíàÿ ïåðåìåííàÿ x
áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ íå ñ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé, à ñî ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Òàê êàê âûðàæåíèÿ A(x), B(x), C(x) íóæ-
íî èäåíòèôèöèðîâàòü íå ñ òåðìàìè âèäà "çíà÷åíèå(. . .)", à ñ ïðîèçâîëüíûìè
òåðìàìè, ââîäèòñÿ óêàçàòåëü "îòîáðàæåíèå(õ26 õ27 õ28)". Ðåêîìåíäóåòñÿ áëî-
êèðîâàòü ïîïûòêè êîìïèëÿòîðà ðàññìàòðèâàòü èäåíòèôèöèðóåìûå êâàíòîðû ñ
òî÷íîñòüþ äî îòðèöàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââîäèì óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0
1))". Íàêîíåö, íóæíî îáúÿñíèòü êîìïèëÿòîðó, èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé àíòåöå-
äåíòû ðàçáèâàþòñÿ íà òðè ãðóïïû - äâà ðàçà A(x) è îäèí ðàç B(x). Íàì íóæíî
ðàññìàòðèâàòü A(x) êàê ïðîèçâîëüíûå åäèíè÷íûå àíòåöåäåíòû. Ïîýòîìó ââî-
äèì óêàçàòåëü "àíòåöåäåíò(õ26 ôèêñ(0 1))".
×òîáû íàó÷èòüñÿ àêêóðàòíî îáðàùàòüñÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
ïåðåìåííûìè è êâàíòîðàìè, íóæåí íåêîòîðûé îïûò. Ðåêîìåíäóåòñÿ â çàòðóä-
íèòåëüíûõ ñëó÷àÿõ íàõîäèòü àíàëîãè÷íûå ïðèåìû. Èíîãäà ìîæåò ïîíàäîáèòü-
ñÿ äàæå ðàñøèðåíèå ÃÅÍÎËÎÃà è ðàçâèòèå êîìïèëÿòîðà. Âïðî÷åì, ïðèåìû,
òðåáóþùèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ñðàâíèòåëüíî ðåäêè.

5. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ àíòåöåäåíòîì êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó âèäà: ∀ABC(∀x(∃y(A(x, y)) &
B(x) → C(x)) ↔ ∀xy(A(x, y) & B(x) → C(x))). ×òîáû x, y èäåíòèôèöèðîâà-
ëèñü ñî ñâÿçûâàþùèìè ïðèñòàâêàìè ïðîèçâîëüíîé äëèíû, ââîäèì óêàçàòåëè
"êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)", "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)". Ôóíêöèîíàëüíûå ïåðå-
ìåííûå A, B, C âûäåëÿåì óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå(õ26 õ27 õ28)". Íàêîíåö,
óêàçàòåëè "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1))". "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1 3))" äî-
áàâëÿåì, ÷òîáû êâàíòîðû îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ èäåíòèôèöèðîâàëèñü áåç
ïîïûòîê ïåðåõîäà ê èõ îòðèöàíèÿì.

6. Åñëè êîíñåêâåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè èìååò âèä ¬(x = t), ãäå x - ïåðå-
ìåííàÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, à âûðàæåíèå t íå ñîäåðæèò x, òî ìîæíî ïå-
ðåíåñòè â àíòåöåäåíòû ðàâåíñòâî x = t, à êîíñåêâåíòîì ñäåëàòü îòðèöàíèå
îäíîãî èç àíòåöåäåíòîâ. Ïîñëå ýòîãî ïåðåìåííàÿ x ëåãêî óñòðàíÿåòñÿ. Òåî-
ðåìó ïðèåìà, âûïîëíÿþùåãî äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü â ñëå-
äóþùåì âèäå: ∀ABt(∀xy(A(x, y) & B(x, y) → ¬(x = t(y))) ↔ ∀y(A(t(y), y) →
¬B(t(y), y))). ×òîáû êîìïèëÿòîð èäåíòèôèöèðîâàë B(x, y) êàê ïðîèçâîëüíûé
àíòåöåäåíò èìïëèêàöèè, ââîäèì óêàçàòåëü "àíòåöåäåíò(õ27 ôèêñ(0 1))". Åñëè
æåëàòåëüíî âûáðàòü êàêîé-ëèáî ñïåöèàëüíûé àíòåöåäåíò, òî äîñòàòî÷íî ââå-
ñòè ôèëüòð, îòáèðàþùèé òàêîé àíòåöåäåíò. Íàïðèìåð, ÷òîáû, ïî âîçìîæíîñòè,
èñêëþ÷èòü ïîÿâëåíèå îòðèöàíèÿ â êîíñåêâåíòå, áóäåì ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû
îäíîãî îòðèöàíèÿ â àíòåöåäåíòàõ áðàòü â êà÷åñòâå B(x, y) òîëüêî àíòåöåäåíò
ñ îòðèöàíèåì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ôèëüòð èìååò âèä "èëè(çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1
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5)íå)íå(êîíòåêñò(àíòåöåäåíò(ôèêñ(0 1)õ4)çàãîëîâîê(õ4 íå))))". Óêàçàòåëü "êîð-
òåæïåðåìåííûõ(õ24)" ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ñïèñêè y ñâÿçàí-
íûõ ïåðåìåííûõ, äîïîëíÿþùèå x. Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1))" ñî-
ïðîâîæäàåò èäåíòèôèöèðóåìûé êâàíòîð îáùíîñòè; óêàçàòåëü "îòîáðàæåíèå(
õ19 õ26 õ27)" âûäåëÿåò ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå A, B, t. ×òîáû óáðàòü
âîçìîæíîå äâîéíîå îòðèöàíèå â óòâåðæäåíèè ¬B(t(y), y), ñîïðîâîæäàåì åãî
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã". Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì áóäåò îáðàáàòûâàòü è âûðîæ-
äåííûå ñëó÷àè - îòñóòñòâèå àíòåöåäåíòîâ A(x, y), îòëè÷íûõ îò B(x, y), à òàêæå
ñëó÷àé ïóñòîãî ñïèñêà y. Âìåñòî êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
áóäåò ñîçäàíà äèçúþíêöèÿ.

7. ×òîáû ñîçäàòü íîâûé íîðìàëèçàòîð "íîðìýêâèâàëåíòíî", èñïîëüçóåì âñïîìî-
ãàòåëüíûé èíòåðôåéñ. Íàæèìàåì êëàâèøó Ctr-ï. Òàê êàê íàì íóæåí íîðìàëè-
çàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, íàçâàíèå åãî ìîæíî ïîêà íå ââîäèòü. Îíî áóäåò
ñîçäàíî àâòîìàòè÷åñêè. Äîñòàòî÷íî âûáðàòü îêíî "Íîðìàëèçàòîð" è íàæàòü
ëåâóþ êíîïêó ìûøè. Äàëåå íàæèìàåì ëåâóþ êíîïêó ìûøè â îêíå "Íîðìà-
ëèçàòîð îáùåé ñòàíàðòèçàöèè . . .". Ïîÿâëÿåòñÿ êóðñîð òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà.
Ââîäèì íàçâàíèå òîãî ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà, äëÿ êîòîðîãî ïðåäíàçíà÷åí íîð-
ìàëèçàòîð. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñèìâîë "ýêâèâàëåíòíî". Ïîñëå íàæàòèÿ Enter,
çàâåðøàþùåãî ââîä ñèìâîëà, ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå ÷èñëî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ
(ïî óìîë÷àíèþ 3) è óêàçàòåëè íà íàëè÷èå ñïèñêà ïîñûëîê è êîðíåâîé ðåæèì
îáðàáîòêè òåðìà. Íàæèìàåì Enter è âîçâðàùàåìñÿ â îãëàâëåíèå áàçû ïðèåìîâ,
ãäå îáíàðóæèâàåì ïîäðàçäåë äëÿ íîâîãî íîðìàëèçàòîðà "íîðìýêâèâàëåíòíî".
Çäåñü óæå èìåþòñÿ ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ íîðìàëèçàòîð, à
òàêæå êîðíåâîé ôðàãìåíò ïðîãðàììû íîðìàëèçàòîðà (ïóíêò "Ïåðåêëþ÷àòåëü
óðîâíÿ").
Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâà ïðîñòåéøèõ ïðèåìà íîðìàëèçàòîðà, ïðåäîñòàâëÿÿ ÷è-
òàòåëþ ïðîäîëæèòü åãî ðàçâèòèå ñàìîñòîÿòåëüíî. Ýòè ïðèåìû èìåþò òåîðåìû
∀x((x ↔ x) ↔ èñòèíà), ∀x((x ↔ ¬x) ↔ ëîæü). Çàìåòèì, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû
ïðèåìà èìååò âèä ýêâèâàëåíòíîñòè è çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òîæå èìååò âèä ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ïîýòîìó çàìåíÿåìóþ ÷àñòü íåîáõîäèìî çàêëþ÷èòü â ñêîáêè (èíà÷å
ïðîáëåìû ïîÿâÿòñÿ óæå íà ýòàïå ðàáîòû ñ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì). Êðîìå òî-
ãî, çàìåíÿþøàÿ ÷àñòü óêàçàííûõ äâóõ òåîðåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãè÷åñêóþ
êîíñòàíòó, êîòîðóþ ñëåäóåò óêàçàòü ÿâíî ("èñòèíà" ââîäèòñÿ äâîéíûì íàæàòè-
åì "t", "ëîæü" - äâîéíûì íàæàòèåì "f". Åñëè áû â ïåðâîé òåîðåìå ëîãè÷åñêàÿ
êîíñòàíòà îòñóòñòâîâàëà, à êîíñåêâåíò èìåë âèä x ↔ x), òî êîìïèëÿòîð ñîçäàë
áû ïðîãðàììó, çàìåíÿþùóþ òåêóùèé ïðåîáðàçóåìûé òåðì íà ñàìîãî ñåáÿ.

8. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(ïðåôèêñ(a, ïðåôèêñ(b, c)) = ((a, b); c)). Òî÷êà ñ
çàïÿòîé îáîçíà÷àåò çäåñü êîíêàòåíàöèþ íàáîðîâ. Õîòÿ ïîñëå ââîäà òåêñòà òåî-
ðåìû ïàðà (a, b) áóäåò ïåðåðèñîâàíà áåç ñêîáîê, åå íóæíî ââîäèòü çàêëþ÷åííîé
â ñêîáêè. Åñëè íå ââîäèòü íèêàêèõ óêàçàòåëåé, òî ïðèåì îòêîìïèëèðîâàí íå
áóäåò. Ïðè÷èíîé ýòîãî ïîñëóæèò íåâîçìîæíîñòü âûáîðà â òåîðåìå òî÷êè ïðè-
âÿçêè. Âåäü ïî óìîë÷àíèþ âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(A B)" èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
çàäàþùèì íàáîð òåðìîì äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîãî âèäà - ëèáî "íàáîð(. . .)",
ëèáî "ïðåôèêñ(. . .)", ëèáî "êîíêàòåíàöèÿ(. . .)". Íåò íèêàêîãî ëîãè÷åñêîãî ñèì-
âîëà, êîòîðûé îáÿçàòåëüíî âñòðå÷àëñÿ áû â êàæäîì èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ è
êîòîðûé ìîæíî áûëî áû âûáðàòü â êà÷åñòâå ñèìâîëà ïðèâÿçêè. Ïîýòîìó ââî-
äèì óêàçàòåëè "íîðìíàáîð(ôèêñ(0 1))" è "íîðìíàáîð(ôèêñ(0 1 2))", îçíà÷àþ-
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ùèå, ÷òî ñèìâîë "ïðåôèêñ" èäåíòèôèöèðóåòñÿ áóêâàëüíî. Ñ íèìè êîìïèëÿöèÿ
ïðèåìà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé.

9. Â ýòîì ïðèìåðå ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ïåðåä âûïîëíåíèåì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðîâåðêó íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ B îò-
íîñèòåëüíî çàäàííûõ ïîñûëîê A. Åå ìîæíî áûëî áû îðãàíèçîâàòü, ñíàáäèâ
òåîðåìó ïðèåìà àíòåöåäåíòîì òèïà ∀x(A(x) → B(x)) è îáðàòèâøèñü ê âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà åãî äîêàçàòåëüñòâî. Îäíàêî, óäîáíåå ïðèìåíÿòü äðóãîé
ñïîñîá - ââåñòè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû òîëüêî B(x), à ïîñûëêè A(x) ïåðåäà-
âàòü âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ÷åðåç ñïåöèàëüíûå óêàçàòåëè. Òîãäà òåîðåìà ïðè-
åìà, áåç ó÷åòà ñîïðîâîæäàþùèõ óêàçàòåëåé, ïðèîáðåòàåò íåñêîëüêî ñòðàííûé
âèä: ∀AB(B(x) → ∀x(A(x) → B(x))). Ââîäèì çàãîëîâîê ïðèåìà "âòîðîéòåðì",
à òàêæå óòî÷íÿþùèå êîíòåêñò ôèëüòðû: "óðîâåíü(3)"; "òèï(äîêàçàòü)"; "óñëî-
âèå"; "êîðåíü". Äëÿ îáðàáîòêè àíòåöåäåíòà ââîäèì óêàçàòåëü "ñëåäñòâèå(1)",
îïðåäåëÿþùèé îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî. Ìàê-
ñèìàëüíûé óðîâåíü îáðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì òåêóùåé
çàäà÷è. ×òîáû ïåðåäàòü ýòîé çàäà÷å â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê êîíú-
þíêöèþ àíòåöåäåíòîâ A(x), èñïîëüçóåì óêàçàòåëü "çàíåñåíèåïîñûëêè(1 çíà÷å-
íèå(õ26 õ23))". Äîáàâëÿåì ñòàíäàðòíûå óêàçàòåëè "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)",
"îòîáðàæåíèå(õ26 õ27)"è "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0))".



Ãëàâà 4

Ïðèåìû ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ

Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ìû ïîñòàðàåìñÿ óïîðÿäî÷èòü ðàçäåëû áàçû ïðèåìîâ â
åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèåìû, îòíåñåííûå ê êàêîìó-
ëèáî ðàçäåëó, áóäóò èñïîëüçîâàòü àïïàðàò ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. Òàê êàê ëîãè÷å-
ñêèé ÿçûê ñèñòåìû óæå áûë îïèñàí â ïåðâîé êíèãå, òî ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé
ýòè ñëó÷àè âûçâàòü íå äîëæíû. Áîëåå ïîäðîáíî ðàçáèðàþòñÿ òå ïðèåìû, êîòîðûå
èëëþñòðèðóþò êàêèå-ëèáî îñîáåííîñòè ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå. Èíîãäà
äîñòàòî÷íî áóäåò ëèøü êðàòêîãî ïåðå÷èñëåíèÿ èìåþùèõñÿ â ðàçäåëå ïðèåìîâ è îá-
ùåé õàðàêòåðèçàöèè ëîãèêè óïðàâëåíèÿ èìè. Íèêàêîãî ñîçäàíèÿ ïðèåìîâ "èç îáùèõ
ñîîáðàæåíèé" íå ïðåäïðèíèìàëîñü. Òàêèì îáðàçîì, èõ ïåðå÷åíü èíòåðåñåí â äâóõ
îòíîøåíèÿõ: êàê ýìïèðè÷åñêè âûÿâëåííûé "áàçèñ" ñðåäñòâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ (âèäèìî, ïîêà äàëåêî íå ïîëíûé), è êàê èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïîâ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ðåøàòåëåé íà ÃÅÍÎËÎÃå. Ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî
óïðàæíåíèÿ íàõîäèòü îïèñûâàåìûå íèæå ïðèåìû â áàçå ðåøàòåëÿ è îïðåäåëÿòü òå
çàäà÷è, â êîòîðûõ îíè ïðèìåíÿþòñÿ.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîñòåéøèì òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûì ïðåäèêàòàì è îïåðàöèÿì. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ ïðåäèêàòû "ìíî-
æåñòâî(x)", "ïðèíàäëåæèò(x y)", "ñîäåðæèòñÿ(x y)", "íåïåðåñåê(x y)", ñèìâîë ïóñòî-
ãî ìíîæåñòâà "ïóñòî" è îïåðàöèè "îáúåäèíåíèå", "ïåðåñå÷åíèå", "ðàçíîñòü", "ñèì-
ìåòðè÷ðàçíîñòü", "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Çäåñü æå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèåìû äëÿ êî-
íå÷íûõ ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ ïåðå÷èñëåíèåì ñâîèõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå ïðèåìû äëÿ
ïðåäèêàòîâ è îïåðàöèé íàä ñåìåéñòâàìè ìíîæåñòâ. Êàê ïðàâèëî, ïðèåìû ðàçäåëà
îñíîâàíû íà î÷åíü ïðîñòûõ òåîðåìàõ è èìåþò ñòîëü æå ïðîñòîå óïðàâëåíèå. Äî-
ñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ñèñòåìû íåîäíîêðàòíî ïðåäïðèíèìàëèñü
ñðàâíèòåëüíî óäà÷íûå ïîïûòêè àâòîìàòè÷åñêîãî âîññîçäàíèÿ âñåãî êëàñòåðà ïðèå-
ìîâ ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ èç èñõîäíûõ îïðåäåëåíèé. Â òî æå âðåìÿ, ïðè ïåðåõîäå ê
àâòîìàòè÷åñêîìó ñèíòåçó ïðèåìîâ ïî ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå âîçíèêëè íàñòîëüêî ñå-
ðüåçíûå òðóäíîñòè, ÷òî ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè íà äîëãèé ïåðèîä áûëà ïðèîñòà-
íîâëåíà. Ìíîãèå èç ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçäåëå ïðèåìîâ áûëè ïåðâîíà÷àëüíî ñãåíåðè-
ðîâàíû àâòîìàòè÷åñêè, à ïðè ïîñëåäóþùèõ îáíîâëåíèÿõ âåðñèé ñèñòåìû ñîõðàíåíû.
Ýòèì îáúÿñíÿþòñÿ èìåþùååñÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ "îáðàòíîå" íàïðàâëåíèå ïðèìåíå-
íèÿ òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòè, à òàêæå ÿâíàÿ ïåðåíàñûùåííîñòü ðÿäà ðàçäå-
ëîâ ãðóïïàìè ïðîñòûõ òîæäåñòâ.

Âîéäÿ â ðàçäåë îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ", ïðåæäå âñåãî îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà ïåðâûé åãî ïîäðàçäåë - "Ñïðàâî÷íèêè". Â òàêèõ ïîäðàçäåëàõ
ãðóïïèðóþòñÿ îáùèå ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ, îáñëóæèâàþùèõ ïîíÿòèÿ ïðåäìåòíîé
îáëàñòè. Âûáèðàåì ïóíêò "Ñîäåðæàíèå" è îáíàðóæèâàåì òåîðåìó ïðèåìà "ñîäåðæà-
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íèå(òåîðèÿìíîæåñòâ ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò ñîäåðæèòñÿ . . .)". Çäåñü ïåðå÷èñëÿþò-
ñÿ âñå ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, îòíåñåííûå ê ðàçäåëó "òåîðèÿìíîæåñòâ", à òàêæå íàçâà-
íèÿ âñåõ åãî ïîäðàçäåëîâ. Ñèìâîëû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ èõ ýâðèñòè÷åñêîé
"ñëîæíîñòè", è ýòî óïîðÿäî÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ýòàëîííûì äëÿ ðÿäà ïðîöåäóð ðåøàòåëÿ,
ãäå íåîáõîäèì âûáîð "ñàìîãî ñëîæíîãî" ïîíÿòèÿ â çàäàííîì òåðìå. Ãëàâíûì îáðà-
çîì, îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåîðåì ïî ïîíÿòèÿì. Ñïðà-
âî÷íèê "ñîäåðæàíèå" ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñïèñîê ïîíÿòèé è íàçâàíèé ïîäðàçäåëîâ
ïî íàçâàíèþ ðàçäåëà.

Ñïðàâî÷íèê "ðàçäåë" äàåò âñòðå÷íóþ ññûëêó - ïî ïîíÿòèþ óêàçûâàåò íà ñîäåðæà-
ùèé åãî ðàçäåë. Âñÿêèé ðàç, êàê â ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå, îíî
ðåãèñòðèðóåòñÿ â êàêîì-ëèáî ðàçäåëå ÷åðåç ñïðàâî÷íèêè "ñîäåðæàíèå" è "ðàçäåë".

4.1 Îáùèå ïðèåìû äëÿ ìíîæåñòâ

Ðàññìîòðèì ïðèåìû, ñîáðàííûå â ïîäðàçäåëå "Ìíîæåñòâî" ðàçäåëà "Òåîðèÿ ìíî-
æåñòâ". Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì ñïðàâî÷íèê "ðîäîáúåêòà", óêàçûâàþùèé, ÷òî "ìíî-
æåñòâî" - îäèí èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ. Îñíîâíûå òèïû îáúåêòîâ îáðàçóþò ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Åñëè äâà òèïà íåñðàâíèìû (íè îäèí íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäòèïîì äðóãîãî), òî îáúåêòû ýòèõ òèïîâ îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð, íèêà-
êîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èëè ÷èñëîì. ×òîáû îïðåäåëèòü ïî äàííîìó
îñíîâíîìó òèïó âñå åãî íàäòèïû, èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "ðîä".

Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà

Óòâåðæäåíèÿ âèäà "ìíîæåñòâî(f(. . .))", ãäå f - íåêîòîðàÿ îïåðàöèÿ, ÷àñòî áûâàþò
èçáûòî÷íûìè èç-çà òîãî, ÷òî ëþáûå çíà÷åíèÿ îïåðàöèè f ñóòü ìíîæåñòâà. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "òèï", äàþùèé äëÿ f ñïèñîê âñåõ îñíîâ-
íûõ òèïîâ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ êàæäîå çíà÷åíèå f . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòî âûïîëíåíî,
äàæå åñëè îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê íàõîäÿùåìóñÿ âíå åå î.ä.ç. íàáîðó îïåðàíäîâ.
Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "òèï" è çàìåíó óòâåðæäåíèé óêà-
çàííîãî âèäà íà êîíñòàíòó "èñòèíà", îñíîâàí íà òåîðåìå "ðîäîáúåêòà(ìíîæåñòâî)".
Åãî çàãîëîâîê - "ðîäîáúåêòà".

Åùå îäèí ïðèåì, îáåñïå÷èâàþùèé óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà, îñíîâàí íà òåîðåìå
∀af (a = setx(f(x)) → a − set). Îí çàìåíÿåò íà êîíñòàíòó "èñòèíà" óòâåðæäåíèÿ
"ìíîæåñòâî(a)", äëÿ êîòîðûõ â êîíòåêñòå èìååòñÿ ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå a ÷åðåç
îïèñàòåëü "êëàññ".

Íàêîíåö, äëÿ óñìîòðåíèÿ ìíîæåñòâà â íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììíîæåñòâî". Òåîðåìà ïðèåìà, îáðàùàþùåãîñÿ
ê íåìó, èìååò âèä ∀a(a− set→ a− set). Àíòåöåäåíò ñîïðîâîæäåí óêàçàòåëåì "áëîê-
ïðîâåðîê(1)", è êîìïèëÿòîð ïðåîáðàçóåò åãî â îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñììíîæå-
ñòâî". Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óñòðàíåíèå óñëîâèé ëèáî ïîñûëîê çàäà÷, èìåþùèõ âèä
"ìíîæåñòâî(x)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëíîìó íàðóøåíèþ íîðìàëü-
íîé ðàáîòû ðåøàòåëÿ, äàæå åñëè èñòèííîñòü òàêèõ óòâåðæäåíèé óñìàòðèâàåòñÿ èç èõ
êîíòåêñòà. Îíè õàðàêòåðèçóþò òèïû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ çàäà÷è è èñïîëüçóþòñÿ âî
ìíîãèõ ïðèåìàõ. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê äðóãèì îñíîâíûì òèïàì, òàêèì, êàê "÷èñëî",
"ôóíêöèÿ", è ò.ï. Ïîýòîìó â ïðèåìå, îáðàùàþùåìñÿ ê îïåðàòîðó "óñììíîæåñòâî",
ïðåäóñìîòðåí ôèëüòð "èëè(íå(êîðåíü)íå(ïåðåìåííàÿ(õ1))è(òèï(îïèñàòü)öåëü(èññëå-
äîâàòü)))".
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Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óêàçàíèé íà òèï îáúåêòà

Åñëè â çàäà÷å âñòðåòèëîñü óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî(A)", òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â
åãî êîíòåêñòå óòâåðæäåíèÿ P (A), ãäå P - îñíîâíîé òèï îáúåêòà, íåñðàâíèìûé ñ òèïîì
"ìíîæåñòâî". Åñëè òàêîâîå îáíàðóæåíî, òî óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî(A)" çàìåíÿåòñÿ
íà êîíñòàíòó "ëîæü". Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé äàííóþ ïðîâåðêó, èìååò òåîðåìó "ðîä-
îáúåêòà(ìíîæåñòâî)" è çàãîëîâîê "ðàçëè÷èìû".

Åùå îäèí ïðèåì ñâÿçàí ñ óòâåðæäåíèÿìè âèäà "ìíîæåñòâî(f(. . .))", ãäå ñïèñîê
îñíîâíûõ òèïîâ çíà÷åíèé îïåðàöèè f íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ìíîæåñòâî". Ýòè óòâåð-
æäåíèÿ òîæå çàìåíÿþòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Òåîðåìà ïðèåìà - òà æå, ÷òî è âûøå;
çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñìçíà÷åíèå".

Ïîäáîð ïðèìåðà

Åñëè â çàäà÷å íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé ñ öåëüþ "ïðèìåð", èìååòñÿ åäèñòâåííîå ñîäåð-
æàùåå íåèçâåñòíóþ x óñëîâèå "ìíîæåñòâî(x)", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûáðàòü
â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ x ïóñòîå ìíîæåñòâî. Òåîðåìà ïðèåìà - ∀a(a = ∅ → a − set). Çà-
ãîëîâîê ïðèåìà "ïîäáîðçíà÷åíèé" è óêàçàòåëü "ïîäáîðçíà÷åíèé(1)" îçíà÷àþò, ÷òî
áóäåò ðåøàòüñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ïîëó÷åííàÿ èç òåêóùåé çàìåíîé óñëîâèÿ
a− set íà a = ∅. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Âàæíàÿ äåòàëü - íàëè÷èå â ïðèåìå óêàçàòåëÿ "íîâûé". Îí îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷àëü-
íîé ÷àñòè ïðîãðàììû ïðèåìà îïåðàòîð "íîâûé" îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
êàæäîì âûõîäå óòâåðæäåíèÿ a − set èç òåíåâîé çîíû ñêàíèðîâàíèÿ áóäóò ïðåäïðè-
íèìàòüñÿ ïîâòîðíûå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà, äàæå åñëè âåñ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ îêàæåòñÿ áîëüøå 1. Ýòî óñòðàíÿåò ýôôåêò "ñëåïîãî ïÿòíà",
êîãäà ðåøàòåëü íå çàìå÷àåò óæå íàéäåííîãî îòâåòà èç-çà òîãî, ÷òî ïðè ïåðâûõ ïî-
ïûòêàõ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà åùå èìåëèñü äðóãèå óñëîâèÿ, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ
a, à êîãäà îíè èñ÷åçëè, âåñ óñëîâèÿ "a− set" ñòàë áîëüøèì.

Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ

Ïðåîáðàçîâàíèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ â êâàíòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü
óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ýòèì ìíîæåñòâàì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ. Áîëåå òîãî, ýòî äåëàåòñÿ ëèøü íà ñðàâíèòåëüíî âûñîêîì óðîâíå
- åñëè íå ñðàáàòûâàþò ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî áîëåå ïðîñòûìè
ñðåäñòâàìè (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé). Òåîðåìà ïðèå-
ìà èìååò âèä ∀ab(a − set & b − set → (a = b ↔ ∀c(c ∈ a ↔ c ∈ b))). Çàìåòèì, ÷òî
àíòåöåäåíòû, óòî÷íÿþùèå òèï çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ a, b, çäåñü íåîáõîäèìû - áåç íèõ
íåâîçìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
àíàëîãè÷íûå àíòåöåäåíòû â ïðèåìàõ, ãäå ïåðåìåííûå äëÿ ìíîæåñòâ ðàñïîëîæåíû
â èäåíòèôèöèðóåìîé ÷àñòè òåîðåìû ïîä òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè è
îòíîøåíèÿìè, ìîæíî îïóñêàòü. Òàì îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñòàíäàðòíûõ òðåáî-
âàíèé íà î.ä.ç. è, ââèäó íàëè÷èÿ ñèñòåìû ñîïðîâîæäåíèÿ î.ä.ç., èçáûòî÷íû. Ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî ñîâïàäàåò ñ óêàçàííûì
ðàâåíñòâîì, ëèáî ÿâëÿåòñÿ åãî îòðèöàíèåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6, âî âòîðîì - 7. Áîëüøåå çíà÷åíèå óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ â ñëó÷àå îòðèöàíèÿ
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òîãäà êâàíòîð îáùíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàíòîð ñóùåñòâîâà-
íèÿ, è äàëåå ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ ê çàäà÷å íà îïèñàíèå. Åñëè æå îòðèöàíèÿ íåò,
òî êâàíòîð îáùíîñòè â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîñòî îòáðîøåí.
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×òîáû áëîêèðîâàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäà÷à ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"êâàíòîðíàÿñâåðòêà".

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ

Êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì îáû÷íî ñðà-
çó æå (íà óðîâíå 0) ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå ðàâåíñòâà ýòèõ ìíîæåñòâ. Ýòî ïðåîá-
ðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ êîììåíòàðèåì "êâàíòîðíàÿñâåðòêà". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä ∀ab(a = b ↔ ∀c(c ∈ a ↔ c ∈ b)); çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïåðâûéòåðì". Çàìåòèì,
÷òî àíòåöåäåíòû, óòî÷íÿþùèå òèï çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ a, b, ïðè òàêîé çàìåíå íå
òðåáóþòñÿ: â çàäà÷å èìåþòñÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè, èç êîòîðûõ ÿñíî, ÷òî ïðè ñî-
áëþäåíèè ñîãëàøåíèé îòíîñèòåëüíî î.ä.ç. îáúåêòû a è b äîëæíû áûòü ìíîæåñòâàìè.
Ñëàáûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíåíèå ïðèåìà ñâÿçàíû, âî-ïåðâûõ, ñ ðåäàêòèðîâàíèåì
ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé, è, âî-âòîðûõ, ñ ïðîöåäóðàìè âûâîäà òåîðåì. Óêàçàòåëü
"êâàíòîðíàÿñâåðòêà" îçíà÷àåò, ÷òî ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íå
òîëüêî äëÿ êâàíòîðà îáùíîñòè, íî è äëÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ (âèðòóàëüíî ïðåä-
ñòàâëÿåìîãî êàê îòðèöàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè). Ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ c ìîæåò áûòü
â êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå íå åäèíñòâåííîé - ïðî÷èå ïåðåìåííûå è íå ñîäåðæàùèå c
ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ áóäóò ïðè èäåíòèôèêàöèè âûíåñåíû çà ñêîáêó.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ

Åñëè îòðèöàíèå ðàâåíñòâà äâóõ íåèçâåñòíûõ ìíîæåñòâ - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå,
â êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïðèìåð ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, òî íà äîñòà-
òî÷íî âûñîêîì óðîâíå (6-ì) îíî ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæàùåãî îäíîìó ìíîæåñòâó è íå ïðèíàäëåæàùåãî äðóãîìó.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà ëèáî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà çàìåíÿþòñÿ íà êîí-
ñòàíòó "èñòèíà".

Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå äëÿ ìíîæåñòâà â âèäå äâóõ âêëþ÷åíèé

Óðàâíåíèÿ ñ ìíîæåñòâàìè ÷àùå âñåãî ðåøàþòñÿ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ äâóõ âñòðå÷íûõ
âêëþ÷åíèé. Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé òàêóþ çàìåíó, îñíîâàí íà òåîðåìå ∀ab(a−set & b−
set → (a = b ↔ a ⊆ b & b ⊆ a)). Îäíàêî, åñëè ïðîñòî âûïîëíèòü çàìåíó ñîãëàñíî
òåîðåìå, òî ñðàçó æå ñðàáàòàë áû îáðàòíûé ïðèåì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïðåîáðà-
çóþùèé ïàðó âñòðå÷íûõ âêëþ÷åíèé â ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó äàííûé ïðèåì
â äåéñòâèòåëüíîñòè äåëàåò äðóãîå. Îí îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "íîðìóñì" è
"óðàâíñîäåðæèòñÿ", ïåðâûé èç êîòîðûõ ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó óñìîòðåòü èñòèí-
íîñòü êàæäîãî èç âêëþ÷åíèé, à âòîðîé - ðàçðåøèòü åãî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ.
Åñëè ïîñëå ýòîãî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèé íåèçâåñòíûõ â ðåçóëüòèðóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ óìåíüøèëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëóáèíîé èõ âõîæäåíèé â èñõîäíîå
ðàâåíñòâî, òî çàìåíà ðåàëèçóåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ áóäóò èçìåíåíû, è ñðà-
áàòûâàíèÿ îáðàòíîãî ïðèåìà íå ïðîèçîéäåò.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììíîæåñòâî"

Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé "ìíîæåñòâî(A)" ââåäåí ïðîâåðî÷íûé îïå-
ðàòîð "óñììíîæåñòâî". Íàéäåì â áàçå ïðèåìîâ ðàçäåë, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó îïå-
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ðàòîðó. Ïðåæäå âñåãî, îáðàòèì âíèìàíèå íà ïîäðàçäåë "Ñïðàâî÷íèêè". Â ïóíêòå
"Ëåãêîâèäåòü" ïðåäñòàâëåí ïðèåì îäíîèìåííîãî ñïðàâî÷íèêà, îïðåäåëÿþùèé ôîð-
ìàò îïåðàòîðà. Òåîðåìà ýòîãî ïðèåìà - "ëåãêîâèäåòü(óñììíîæåñòâî(õ1 õ2 õ3 õ4)ìíî-
æåñòâî(õ1))". Â íåé óêàçàíû øàáëîí "ìíîæåñòâî(õ1)" ïîäëåæàùèõ îáðàáîòêå îïå-
ðàòîðîì óòâåðæäåíèé, à òàêæå øàáëîí îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó. Óêàçàòåëü "óðî-
âåíü(. . .)" îòñóòñòâóåò, ò.å. ÷èñëî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ðàâ-
íî 1. Ñïðàâî÷íèê "î÷åâèäíî" îñíîâàí íà òîé æå òåîðåìå. Îí ïîçâîëÿåò íàéòè ïî
çàãîëîâêó ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà âèä ïðîâåðÿåìûõ óòâåðæäåíèé. Çàìåòèì, ÷òî îò-
ñóòñòâèå ñïðàâî÷íèêà "î÷åâèäíî" íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà êà÷åñòâå òðàññèðîâêè
"ïî øàãàì ðåøåíèÿ". Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ ïîïûòêà îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íîìó
îïåðàòîðó âûçûâàåò íåíóæíûå òî÷êè ïðåðûâàíèÿ, çàòðóäíÿþùèå âîñïðèÿòèå îñíîâ-
íûõ äåéñòâèé. Ïîýòîìó, ââîäÿ íîâûé ïðîâåðî÷íûé îïåòàòîð, íå ñëåäóåò çàáûâàòü
ñîïðîâîæäàòü åãî ïðèåìîì ñïðàâî÷íèêà "î÷åâèäíî".

Ïîñëå ïîäðàçäåëà "Ñïðàâî÷íèêè" èäóò äâà ïóíêòà, èìåþùèåñÿ ó ëþáûõ ïðîâå-
ðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ïåðâûé èç íèõ - "Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà èç áóôåðà" - ñîäåðæèò
ïðèåì "êîíòðîëüáóôåðà". Îí ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó èçâëå÷ü ãîòîâûé ðåçóëüòàò èç
áóôåðà ðàíåå âûïîëíÿâøèõñÿ îáðàùåíèé ê îïåðàòîðó. Âòîðîé ïóíêò - "Íåïîñðåä-
ñòâåííîå óñìîòðåíèå" - ñîäåðæèò ïðèåì "áûñòðïðîâåðêà", îáðàùàþùèéñÿ ê ïðî-
öåäóðå "ñòàíäñëåäñòâèå" äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ èç îáùèõ ñîîá-
ðàæåíèé. Íàïðèìåð, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê.
Òåîðåìà îáîèõ ïðèåìîâ - òà æå, ÷òî â ñïðàâî÷íèêå "ëåãêîâèäåòü".

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ ñîáñòâåííûå ïðèåìû ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà "óñììíîæåñòâî":
1. Â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ðàâåíñòâî a = b. Òîãäà, ÷òîáû ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå

"ìíîæåñòâî(b)", ïðîâåðÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî(a)". Íèêàêèõ ñïåöèàëü-
íûõ óêàçàòåëåé ïðèåìà, ïðåäîòâðàùàþùèõ çàöèêëèâàíèå, çäåñü íå òðåáóåòñÿ.
Ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè ê ïðîâåðêå óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(b)" àâòîìà-
òè÷åñêè ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (èñêëþ÷åíèå (a = b)), áëîêèðóþùèé ïîâòîðíîå
èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà. Ïî óìîë÷àíèþ, â òàêèõ êîììåíòàðèÿõ ðåãèñòðèðóþò-
ñÿ âñå ïîñûëêè, íåïîñðåäñòâåííî èäåíòèôèöèðîâàííûå ñ àíòåöåäåíòàìè òåîðåì
ïðèåìîâ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ.

2. Â ïîñûëêàõ èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λx(f(x), g(x)))". Òîãäà,
÷òîáû ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî(f(a))", ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå
ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ g(a). Ââåäåíî äîñòà-
òî÷íî æåñòêîå îãðàíè÷åíèå íà òðóäîåìêîñòü ýòîé ïîïûòêè.

3. Â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ðàâåíñòâî A = setx(P (x)). Òîãäà óòâåðæäåíèå "ìíîæåñò-
âî(A)" óñìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

4. Â ïîñûëêàõ èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(A)". Óòâåðæäåíèå "ìíî-
æåñòâî(A(i))" óñìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

5. Åñëè íóæíî óñìîòðåòü óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî((A ïðè P, èíà÷å B))", òî âû-
ïîëíÿþòñÿ ïðîâåðêè óòâåðæäåíèé "ìíîæåñòâî(A)", "ìíîæåñòâî(B)".

Íîðìàëèçàòîð óðàâíåíèé "óðàâíìíîæåñòâî"

Ýòî - îäèí èç ÷åòûðåõ ïàêåòíûõ íîðìàëèçàòîðîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðàçðåøåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïðîñòåéøèõ òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé. Îí
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îòíîñèòñÿ ê ðàâåíñòâàì ìíîæåñòâ; îñòàëüíûå òðè - ê ñîîòíîøåíèÿì ïðèíàäëåæ-
íîñòè, âêëþ÷åíèÿ è íåïåðåñå÷åíèÿ. Áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ äàííûõ íîðìàëèçàòîðîâ
ïðîäóáëèðîâàíû â âèäå ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Îáû÷íî ïðèåì ñêàíèðîâà-
íèÿ çàäà÷è äåëàåò ïåðâûé øàã öåïî÷êè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óñìàòðèâàÿ
íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå ñ íåèçâåñòíûìè, à îñòàëüíûå øàãè ðåàëèçóþòñÿ âíóòðè íîð-
ìàëèçàòîðà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïðåäåëåííîå óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé. Ñïåöèàëü-
íûõ ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, îáðàùàþùèõñÿ ê óêàçàííûì íîðìàëèçàòîðàì áåç
êàêèõ-ëèáî ñîáñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé óñëîâèÿ, íå ïðåäóñìîòðåíî.

Íîðìàëèçàòîð îáðàáàòûâàåò åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå, ïðè÷åì åìó ïåðåäàåòñÿ â
êîììåíòàðèÿõ ñïèñîê íåèçâåñòíûõ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ôèëüòðû "èçâåñò-
íî(. . .)", "íåèçâåñòíàÿ(. . .)" òàê æå, êàê â ïðèåìàõ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Ïðåäóñìîò-
ðåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Óòâåðæäåíèÿ a = a ∩ b, a = a ∪ b, a = a \ b ïðåîáðàçóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â
a ⊆ b, b ⊆ a, íåïåðåñåê(a, b). Êàæäîå èç ïîñëåäíèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "íîðìóñì". Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñìîòðåíèÿ çàâåäîìî
èñòèííûõ ëèáî ëîæíûõ óòâåðæäåíèé. Îí îïðåäåëÿåò, ñóùåñòâóåò ëè ïðîâåðî÷-
íûé îïåðàòîð, êîòîðûé ìîã áû ðàñïîçíàòü èñòèííîñòü îáðàáàòûâàåìîãî óòâåð-
æäåíèÿ U ëèáî åãî îòðèöàíèÿ. Åñëè òàêîé îïåðàòîð íàõîäèòñÿ, òî ðåàëèçóåò-
ñÿ îáðàùåíèå ê íåìó. Â ñëó÷àå óñïåõà óòâåðæäåíèå U çàìåíÿåòñÿ íà ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ëîãè÷åñêþó êîíñòàíòó. Íîðìàëèçàòîð "íîðìóñì" èìååò äîñòàòî÷íî
óíèâåðñàëüíûõ õàðàêòåð è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â äðóãèõ ðàçäåëàõ (íàïðèìåð, â
ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå).

2. Óòâåðæäåíèå a ∩ b = ∅ ïðåîáðàçóåòñÿ â óòâåðæäåíèå "íåïåðåñåê(a,b)", ê êîòî-
ðîìó ïðèìåíåí íîðìàëèçàòîð "íîðìóñì";

3. Óòâåðæäåíèå a \ b = ∅ ïðåîáðàçóåòñÿ â óòâåðæäåíèå a ⊆ b. Ïîñëåäíåå îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìóñì" è "óðàâíñîäåðæèòñÿ;

4. Óòâåðæäåíèå "îáðàç(b a) = ∅" ïðåîáðàçóåòñÿ â óòâåðæäåíèå a = ∅, ê êîòîðîìó
ïðèìåíåí íîðìàëèçàòîð "íîðìóñì";

5. Óòâåðæäåíèå a× b = ∅ çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ a = ∅ ∨ b = ∅. Ê êàæäîìó
èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðèìåíåíû íîðìàëèçàòîðû "íîðìóñì" è "óðàâíìíî-
æåñòâî", à êî âñåé äèçúþíêöèè - íîðìàëèçàòîð "íîðìëîã";

6. Óòâåðæäåíèå a ∪ b = ∅ çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ a = ∅ & b = ∅. Íîðìàëèçà-
òîðû - òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå;

7. Óòâåðæäåíèå a× b = c× d çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ ((a = ∅ ∨ b = ∅) & (c =
∅ ∨ d = ∅)) ∨ (a = c & b = d);

8. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå èìååò âèä c = ∅, ãäå âûðàæåíèå c íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðåìåííîé, íå èìååò çàãîëîâêà "îáúåäèíåíèå" è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî
íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò a ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ c ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå-
÷åíèé ëèáî ðàçíîñòåé. Äëÿ ýòî èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "âèäîáúåäèíåíèå",
âûïîëíÿþùèé âñþ íåîáõîäèìóþ ðàáîòó ïî "ðàñêðûâàíèþ ñêîáîê" ïðèìåíè-
òåëüíî ê òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííûì îïåðàöèÿì. Åñëè ðåçóëüòàò a èìååò ñâîèì
çàãîëîâêîì îáúåäèíåíèå ëèáî äëèíà åãî ìåíüøå äëèíû c, òî èñõîäíîå óòâåð-
æäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèå a = ∅. Ïîñëåäíåå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðàìè "íîðìóñì" è "óðàâíìíîæåñòâî". Ôèëüòð "Äëèíà(Êîíòðîëüãëóáèíû)"
îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó óìåíüøåíèÿ ãëóáèíû âõîæäåíèé íåèçâåñòíûõ.
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9. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è èìååò âèä e = c× d,
ãäå âûðàæåíèå e îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé è íå èìååò çàãîëîâêà "ïðÿìîåïðîèçâå-
äåíèå", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü e ê âèäó ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Åñëè
ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ a èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ëèáî
äëèíà åãî ìåíüøå äëèíû e, òî èñõîäíîå óòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà a = c × d.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "óðàâíìíîæå-
ñòâî" è ïðîèñõîäèò êîíòðîëü óìåíüøåíèÿ ãëóáèíû âõîæäåíèé íåèçâåñòíûõ.

Íîðìàëèçàòîð "ãðóïïìíîæåñòâî"

Îáû÷íî ïðèåìû íîðìàëèçàòîðîâ ñðàçó ïðèíèìàþò ðåøåíèå î öåëåñîîáðàçíîñòè òå-
êóùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðåàëèçóþò ýòî ïðåîáðàçîâàíèå. Îäíàêî, â î÷åíü ðåäêèõ
ñëó÷àÿõ ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ äðóãîé ðåæèì ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà, ñîñòîÿùèé â
îïðåäåëåíèè âñåãî ñïåêòðà àëüòåðíàòèâíûõ òåêóùèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïîñëåäóþùåì
âûáîðå ãðóïïû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðåîáðàçîâàíèé, äàþùåé íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò. Â
ÃÅÍÎËÎÃå áûëà ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ òàêèõ íîðìàëèçàòîðîâ. Îíè
ïîëó÷èëè íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïèðîâêè, òàê êàê ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäíàçíà-
÷àëèñü äëÿ óïðîùåíèÿ ìíîãî÷ëåííûõ âûðàæåíèé ïóòåì ãðóïïèðîâîê. Îäíàêî, ïðè
ðàçâèòèè ñèñòåìû îñòàëñÿ âîñòðåáîâàííûì ëèøü îäèí íîðìàëèçàòîð ãðóïïèðîâêè -
"ãðóïïìíîæåñòâî". Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ðåæèì ãðóïïèðîâîê ñ ïîñëåäóþùèìè ïå-
ðåãðóïïèðîâêàìè, ðåàëèçóåìûé â îáû÷íûõ íîðìàëèçàòîðàõ, îêàçàëñÿ áîëåå ýôôåê-
òèâíûì, ÷åì óêàçàííûé âûøå ðåæèì ïîëíîãî ïðîñìîòðà òåêóùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Â ñóùíîñòè, è äëÿ ìíîæåñòâ íîðìàëèçàòîð áûë îñòàâëåí â ñèñòåìå ëèøü êàê ïðèìåð
íåâîñòðåáîâàííîé, õîòÿ è ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäñòàâëÿâøåéñÿ åñòåñòâåííîé, âîçìîæíî-
ñòè.

Äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîãî íîðìàëèçàòîðà ãðóïïèðîâêè äîñòàòî÷íî âêëþ÷èòü â çàäà-
þùèé åãî ôîðìàò òåðì "áûñòðïðåîáð(. . .)" ýëåìåíò "ãðóïïèðîâêà". Ïðèåìû íîðìà-
ëèçàòîðà áóäóò ðåãèñòðèðîâàòü â íàêîïèòåëå âàðèàíòû òåêóùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ
èõ îöåíêàìè. Ïî çàâåðøåíèè ïîëíîãî ïðîñìîòðà ïðèåìîâ ïðîèçîéäåò îáðàùåíèå ê
ïðîöåäóðå "çàìåíû(. . .)", êîòîðàÿ îòáåðåò ïîäìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñ íàèáîëüøåé ñóììàðíîé îöåíêîé. Äàëåå öèêë ïîâòîðèòñÿ - äî òåõ ïîð,
ïîêà íàêîïèòåëü íå îêàæåòñÿ ïóñòûì.

Ïðèâåäåì ïåðå÷åíü òåîðåì ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà "ãðóïïìíîæåñòâî". Âî âñåõ
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ çàìåíÿþùåé ÿâëÿåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà. Êî âñåì îïåðà-
öèÿì çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìàëèçàòîðû ñîêðàùåí-
íîé ïåðåçàïèñè - "óïðîùîáúåäèíåíèå", "óïðîùðàçíîñòü", è ò.ï.

1. ∀abc(ïðîîáðàç(a, c \ b) = ïðîîáðàç(a, c) \ ïðîîáðàç(a, b));
2. ∀abc(ïðîîáðàç(a, c ∩ b) = ïðîîáðàç(a, c) ∩ ïðîîáðàç(a, b));
3. ∀abc(ïðîîáðàç(a, c ∪ b) = ïðîîáðàç(a, c) ∪ ïðîîáðàç(a, b));
4. ∀abc(îáðàç(a, c ∪ b) = îáðàç(a, c) ∪ îáðàç(a, b));
5. ∀abc(a× c \ b) = (a× c) \ (a× b);
6. ∀abc(c \ b× a) = (c× a) \ (b× a);
7. ∀abc((a ∪ b)× c) = (a× c) ∪ (b× c);
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8. ∀abc(b× (a ∪ c) = (b× a) ∪ (b× c);
9. ∀abc(c ∩ (b \ a) = (b ∩ c) \ a);
10. ∀abc((b \ c) \ a = b \ (a ∪ c));
11. ∀abcd(a \ (b \ (c \ d)) = a \ b ∪ (a ∩ c) \ d);
12. ∀abc(c \ (a ∩ b) = (c \ a) ∪ (c \ b));
13. ∀abcde(e ∩ (b \ a ∪ d \ c) = ((b ∩ e) \ a) ∪ ((d ∩ e) \ c));
14. ∀abcde((a \ b ∪ d \ e) \ c = (a \ (b ∪ c) ∪ d \ (c ∪ e)));

4.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïóñòîå ìíîæåñòâî"

Ïðè îïèñàíèè ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà, êàê è â ñëó÷àå ïðèåìîâ ËÎÑà, áóäåì îòíîñèòü èõ
ê êàêèì-ëèáî õàðàêòåðíûì ëîãè÷åñêèì ñèìâîëàì. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ËÎÑà, ãäå
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ïðåäñòàâëÿë ñîáîé òî÷êó îáðàùåíèÿ ê ïðèåìó ïðè ñêàíèðîâàíèè
çàäà÷è, çäåñü âûáîð ñèìâîëà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèøü íàçâàíèþ ðàçäåëà îãëàâëå-
íèÿ áàçû ïðèåìîâ. Îáû÷íî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñòóþ óñëîâíîñòü è íå ñîâïàäàåò
íè ñ ñèìâîëîì îáðàùåíèÿ ê ïðîãðàììå ïðèåìà, íè ñ ñèìâîëîì, èñïîëüçóåìûì äëÿ
ññûëîê íà ïðèåì â òåõíè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ÃÅÍÎËÎÃà.

Ïîäáîð ïðèìåðà

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ, èìåþùèõ öåëü "ïðèìåð". Åñëè äëÿ
íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé x, ïîìèìî óñëîâèÿ "ìíîæåñòâî(x)", îñòàåòñÿ ëèøü åäèíñòâåí-
íîå óñëîâèå "x ⊆ a", ëèáî "íåïåðåñåê(x a)", ëèáî "¬(a ∈ x)", òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíîé áåðåòñÿ ∅. Ïðèåìû äëÿ ýòèõ òðåõ ñèòóàöèé îäíîòèïíû. Íàïðèìåð, â
ïåðâîì ñëó÷àå ïðèåì èìååò òåîðåìó: ∀ax(x = ∅ → x ⊆ a). Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïîä-
áîðçíà÷åíèé". Óêàçàòåëè è ôèëüòðû ïðèåìà àíàëîãè÷íû óæå âñòðå÷àâøèìñÿ ðàíåå
- ñì. ïîäáîð ïðèìåðà äëÿ óñëîâèÿ "ìíîæåñòâî(x)".

Óñìîòðåíèå ñîîòíîøåíèé ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì

Ââåäåíû ïðèåìû, óñìàòðèâàþùèå èñòèííîñòü ñîîòíîøåíèé "¬(x ∈ ∅)", "íåïåðåñåê(x,
∅)", "∅ ⊆ x".

Âêëþ÷åíèå â ïóñòîå ìíîæåñòâî

Ñîîòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ â ïóñòîå ìíîæåñòâî çàìåíÿåòñÿ íà ðàâåíñòâî ýòîìó ìíîæå-
ñòâó.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ïóñòîòû ìíîæåñòâà

Óòâåðæäåíèå âèäà ∀x(¬(x ∈ a)) îáû÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó a = ∅. Èñêëþ÷åíèå
ñîñòàâëÿþò ëèøü íåñêîëüêî ðåäêî âñòðå÷àþùèõñÿ ñëó÷àåâ. Ïðåäóñìîòðåíà èäåíòè-
ôèêàöèÿ êâàíòîðà ñ ïîïûòêîé ïåðåõîäà ê îòðèöàíèþ. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå
∃x(x ∈ a) ïðèåì áóäåò çàìåíÿòü íà ¬(a = ∅).
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Óñëîâíîå âûðàæåíèå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì

Åñëè îäíèì èç àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ a ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë
ïóñòîãî ìíîæåñòâà, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü íåïóñòîòó çíà÷åíèÿ a.
Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(¬(a = ∅) → ((a = (b ïðè c, èíà÷å ∅)) ↔ (c & (a = b)))).

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåïóñòî"

×òîáû óñìàòðèâàòü íåïóñòîòó ìíîæåñòâà, ââåäåí ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåïó-
ñòî". Â íåì, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðàõ, äîñòàòî÷íî ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. ×òîáû èçáåæàòü çàöèêëèâàíèÿ ïðè òàêèõ
îáðàùåíèÿõ, èìååòñÿ äâà ñïîñîáà. Âî-ïåðâûõ, îáû÷íî óñëîâèå, ïðîâåðÿåìîå â àíòå-
öåäåíòå òåîðåìû ïðèåìà, ïðîùå óñëîâèÿ â åå êîíñåêåíòå. Âî-âòîðûõ, åñëè àíòåöåäåíò
òåîðåìû ïðèåìà èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîñûëêîé, òî ýòà ïîñûëêà çà-
ïîìèíàåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ, è ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè ê ïðîâåðêå äðóãîãî àí-
òåöåäåíòà óæå íå èñïîëüçóåòñÿ. Âïðî÷åì, ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå â îñîáûõ ñëó÷àÿõ
ìîæåò îòìåíÿòüñÿ.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç ïðèåìîâ îïåðàòîðà "óñìíåïóñòî":
1. Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà èç âêëþ÷åíèÿ â íåãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà èìååò âèä ∀ab(a − set & a ⊆ b & ¬(a = ∅) → ¬(b = ∅)). Âêëþ÷å-
íèå óñìàòðèâàåòñÿ â ïîñûëêàõ ÿâíûì îáðàçîì, à ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

2. Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà èç íåâêëþ÷åíèÿ åãî â äðóãîå ìíîæåñòâî. Òåî-
ðåìà èìååò âèä ∀ab(¬(b ⊆ a) → ¬(b = ∅)). Îòðèöàíèå âêëþ÷åíèÿ óñìàòðèâàåòñÿ
â ïîñûëêàõ ÿâíûì îáðàçîì.

3. Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà èç ïåðåñå÷åíèÿ åãî ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì.
Òåîðåìà èìååò âèä: ∀ab(¬(íåïåðåñåê(a, b)) → ¬(b = ∅)). Îòðèöàíèå íåïåðåñå÷å-
íèÿ â ÿâíîì âèäå ñîäåðæèòñÿ â ïîñûëêàõ.

4. Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ èç íåïóñòîòû îäíîãî èç íèõ.
Òåîðåìà èìååò âèä ∀ab(a − set & ¬(a = ∅) → ¬(a ∪ b = ∅)). Îáà àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êîìïèëÿòîð ïîñëåäîâàòåëüíî
èäåíòèôèöèðóåò a c îïåðàíäàìè îáúåäèíåíèÿ.

5. Íåïóñòîòà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä
∀ab(¬(íåïåðåñåê(a, b)) → ¬(a∩b = ∅)). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç åãî âõîäíûõ äàííûõ a, b ïðîùå èñõîäíî-
ãî âõîäíîãî äàííîãî a ∩ b. ×òîáû îïåðàòîð "óñìíåíåïåðåñåê" èëè êàêîé-ëèáî
äðóãîé ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð, âîçíèêàþùèé â öåïî÷êå îáðàùåíèé, íå ñîçäàë
çàöèêëèâàíèÿ, îáðàòèâøèñü ê ïðîâåðêå íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ a ∩ b, ïðèåì
ñíàáæåí "çàùåëêîé". Åãî ïðèìåíåíèå áëîêèðóåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ
"ïåðåñòàíîâêà", à êîììåíòàðèé ýòîò ïåðåäàåòñÿ îïåðàòîðó "óñìíåíåïåðåñåê".
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ ìåæäó ïàêåòíûìè îïåðàòîðàìè
ñòàðûé ñïèñîê êîììåíòàðèåâ îáû÷íî ëèøü ïîïîëíÿåòñÿ, òàê ÷òî êîììåíòàðèé
ïåðåäàåòñÿ ïî âñåé ãëóáèíå öåïî÷êè îáðàùåíèé.

6. Íåïóñòîòà ðàçíîñòè íåâêëþ÷àþùèõñÿ äðóã â äðóãà ìíîæåñòâ. Òåîðåìà ïðèåìà
èìååò âèä ∀ab(¬(a ⊆ b) → ¬(a \ b = ∅)). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì.
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7. Íåïóñòîòà ïåðå÷íÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(¬({b; a} = ∅)). Åãî ïðîãðàì-
ìà óñìàòðèâàåò òåðì "ïåðå÷åíü(t)", óáåæäàåòñÿ, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðâûé
ýëåìåíò b íàáîðà t, è âûäàåò ðåçóëüòàò.

8. Íåïóñòîòà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Òåîðåìà èìååò âèä ∀ab(
¬(b = ∅) & a − set & b − set & ¬(a = ∅) → ¬(a × b = ∅)). Âñå àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê" îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì îêàí÷èâàåòñÿ íåóäà÷åé, òî äðóãèå ïðèåìû íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ - ñðàçó âûäàåòñÿ "îòêàç".

9. Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå ðàâíà íóëþ. Òåîðåìà
èìååò âèä ∀a(¬(carda = 0) → ¬(a = ∅)). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì "óñìíå0", ïðè÷åì ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûò-
êà âû÷èñëèòü ìîùíîñòü ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðììîùíîñòü". Ôèëüòð
"êîíòåêñò(ïîñûëêà(õ2)âõîäèò(ìîùíîñòü õ2))" óêàçûâàåò, ÷òî â ïîñûëêàõ äîëæ-
íî èìåòüñÿ õîòü êàêîå-òî óïîìèíàíèå î ìîùíîñòè ìíîæåñòâ. Ôèëüòð "êîì-
ìåíò(óñìíå0)" ïðåäîòâðàùàåò çàöèêëèâàíèå: îïåðàòîð "óñìíå0" äåëàåò îáðàò-
íîå îáðàùåíèå ê ïðîâåðêå íåïóñòîòû, ñîïðîâîæäàÿ åå êîììåíòàðèåì "óñìíå0".

10. Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêè. Òåîðåìà èìååò
âèä ∀fg(¬(sety(g(y)) = ∅) → ¬(setx(∃y(x = f(y) & g(y))) = ∅)). Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ òåì æå ñàìûì ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åãî ïîäâûðàæåíèå
sety(g(y)) ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ".

11. Íåïóñòîòà ìíîæåñòâ öåëûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à òàêæå ÷èñëîâîãî ïðîìå-
æóòêà ñ ðàçëè÷íûìè êîíöàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òåîðåìà èìååò âèä ∀abcd(0 <
b−a → ¬([a, b] = ∅)). Íàïîìíèì, ÷òî ïðîìåæóòîê [a, b] âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâ-
ëåíèè çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõìåñòíîãî ñèìâîëà: "ïðîìåæóòîê(a b c
d)". Çäåñü c, d - óêàçàòåëè ïðèíàäëåæíîñòè êîíöîâ ïðîìåæóòêó. Åñëè óêàçàòåëü
ðàâåí 0, òî êîíåö îòáðàñûâàåòñÿ; åñëè îí ðàâåí 1, òî âêëþ÷àåòñÿ. Åñëè â êà÷å-
ñòâå óêàçàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ÿâíîå çíà÷åíèå 0 ëèáî 1, òî ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
áóäåò ïðîðèñîâûâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, êðóãëóþ ëèáî êâàäðàòíóþ ñêîáêó. Åñëè
æå ðîëü óêàçàòåëÿ èãðàåò êàêîå-ëèáî èíîå âûðàæåíèå (íàïðèìåð, ïåðåìåííàÿ),
òî ïðîðèñîâûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ñêîáêà. Ýòî íàäî ïîìíèòü ïðè ÷òåíèè òåîðåì
ïðèåìîâ è êîíòðîëèðîâàòü ñìûñë êâàäðàòíîé ñêîáêè ïåðåõîäîì îò ôîðìóëüíî-
ãî ê òåêñòîâîìó ðåæèìó ïðîñìîòðà. Â íàøåì ñëó÷àå ðîëü óêàçàòåëåé èãðàþò
ïåðåìåííûå, ò.å. ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ïðîìåæóòêàì ïðîèçâîëüíûõ òèïîâ.

12. Íåïóñòîòà ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(b ∈
a → ¬(a = ∅)). Åå àíòåöåäåíò äîëæåí áûòü óñìîòðåí â ïîñûëêàõ íåïîñðåä-
ñòâåííî.

13. Íåïóñòîòà êëàññà. Åñëè ìíîæåñòâî çàäàíî ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ", òî
äëÿ óñòàíîâëåíèÿ åãî íåïóñòîòû ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçà-
òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè
êëàññó. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀fa(a = setx(f(x)) & ∃x(f(x)) → ¬(a = ∅)).
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èçâëåêàåòñÿ èç ïîñûëîê. Äëÿ îáðàáîòêè âòîðîãî ââåäåí óêà-
çàòåëü "ëåãêîâèäåòü(2)", îïðåäåëÿþùèé îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å.
Îíà ðåøàåòñÿ ñ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì ñðåäñòâ - ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü
åå ðàâåí 4.
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14. Íåïóñòîòà ïðîîáðàçà. Çäåñü ïðåäñòàâëåíî äâà ïðèåìà: ∀fAB(¬(ïðîîáðàç(f, A) =
∅) → ¬(ïðîîáðàç(f, A∪B) = ∅)); ∀AB(B ⊆ A & ¬(B = ∅) & ïåðåñòàíîâêà(f, A) →
¬(ïðîîáðàç(f, B) = ∅)). Ïåðâûé äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåïóñòîòû ïðîîáðàçà îáú-
åäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ïûòàåòñÿ óñìîòðåòü íåïóñòîòó ïðîîáðàçà îäíîãî èç ýòèõ
ìíîæåñòâ; âòîðîé - èñïîëüçóåò âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü ïåðåñòàíîâêè. Àíòå-
öåäåíò "ïåðåñòàíîâêà(f A)" èçâëåêàåòñÿ èç ïîñûëîê â ÿâíîì âèäå; ïðî÷èå -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

15. Íåïóñòîòà ñîìíîæèòåëÿ íåïóñòîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òåîðåìà èìååò âèä
∀ABa(card(A × B) = a & 0 < a → ¬(A = ∅)). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ñîäåðæèòñÿ â
ïîñûëêàõ, âòîðîé - ïðîâåðÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ââåäåíà äëÿ íåïóñòîòû
ñîìíîæèòåëÿ B.

4.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðèíàäëåæèò"

Îáùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñèìâîëà îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "ïðåäèêàòíûéñèì-
âîë", "îäç", "òèïäàííûõ". Ïåðâûé èç íèõ óêàçûâàåò, ÷òî ñèìâîë èñïîëüçóåòñÿ êàê
çàãîëîâîê óòâåðæäåíèé; âòîðîé - îïðåäåëÿåò î.ä.ç. "ìíîæåñòâî(A)" äëÿ óòâåðæäå-
íèÿ x ∈ A. Ñïðàâî÷íèê "òèïäàííûõ" îïðåäåëÿåò íàáîð òèïîâ îïåðàíäîâ îòíîøåíèÿ
"ïðèíàäëåæèò", äîïóñòèìûõ ñîãëàñíî î.ä.ç. Îí íóæåí â èíòåðôåéñå ïðåäâàðèòåëü-
íîé îáðàáîòêè çàäà÷ äëÿ ââîäà ïîñûëîê è óñëîâèé, óòî÷íÿþùèõ òèï çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííûõ. Ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë" ïîçâîëÿåò êîìïèëÿòîðó îáðàáàòûâàòü àíòåöåäåíòû
âèäà "x ∈ {m, . . . , n}", âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ñâÿçûâàåò ñèìâîë
"ïðèíàäëåæèò" ñ îïåðàòîðîì "ñèìâíîìåðà", ïåðå÷èñëÿþùèì ñèìâîëüíûå íîìåðà èç
çàäàííîãî ïðîìåæóòêà öåëûõ ÷èñåë.

Ñâåðòêà äèçúþíêöèè óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè

Äèçúþíêöèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé x èçâåñòíûì ìíîæåñòâàì ïðå-
îáðàçóåòñÿ â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ ýòèõ ìíîæåñòâ. Òåîðåìà ïðèåìà
èìååò âèä ∀abc(a ∈ (b∪c) ↔ (a ∈ b ∨ a ∈ c)). Óêàçàòåëü "äèçúþíêòîïåðàíä" áëîêèðó-
åò ïîïûòêè èäåíòèôèêàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êîíúþíêöèè â îòðèöàíèå äèçúþíêöèè
îòðèöàíèé. Ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ïðèìåð" - çäåñü âûãîäíåå
ðàññìàòðèâàòü äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû ïî îòäåëüíîñòè.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè â çàäà÷å íà îïèñàíèå îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå óñëîâèå a ∈ b, ñîäåðæàùåå íåèç-
âåñòíóþ a, ïðè÷åì ýòà íåèçâåñòíàÿ íå âõîäèò â âûðàæåíèå b, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ
èñêëþ÷åíèå a. Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ýòî äåéñòâèå, èìååò òåîðåìó a ∈ b è çàãîëî-
âîê "îòâåòçàäà÷è". Åãî óêàçàòåëü "ñìîòâåò(1)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà ïðèâÿçêè áåðåò-
ñÿ â ïåðâîì (è åäèíñòâåííîì) êîíúþíêòèâíîì ÷ëåíå òåîðåìû; óêàçàòåëü "èñêëþ÷-
íåèçâ(õ1)" îïðåäåëÿåò èñêëþ÷àåìóþ íåèçâåñòíóþ a. Ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå
"èñêëþ÷íåèçâ", ñîçäàþùåé âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó Z ′. Îíà ïîëó÷àåòñÿ îòáðàñûâà-
íèåì óñëîâèÿ a ∈ b è óäàëåíèåì íåèçâåñòíîé a. Óòâåðæäåíèå a ∈ b ðåãèñòðèðóåòñÿ
â êîììåíòàðèè (êîíòåêñò . . .) çàäà÷è Z ′ è èçâëåêàåòñÿ èç íåãî ïðè çàâåðøàþùåì
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà.

Ôèëüòð "íå(öåëü(êîîðä))" áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà â òàêèõ çàäà÷àõ, ãäå
óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé òî÷êè íåêîòîðîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ìíîæåñòâó
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çàäàíî ñ ñàìîãî íà÷àëà, à íóæíî âûðàçèòü ýòó òî÷êó ÷åðåç ñèñòåìó ÷èñëîâûõ ïàðà-
ìåòðîâ.

Îòâåò âûäàåòñÿ òàêæå â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî óñëîâèÿ ¬(a ∈ b), ãäå a - íåèçâåñò-
íàÿ; b - èçâåñòíîå âûðàæåíèå. Òåîðåìà ïðèåìà çäåñü èìååò âèä "ÿâíîå(a íàáîð(íå(ïðè-
íàäëåæèò(a b)))ïóñòîåñëîâî ïóñòîåñëîâî)". Äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå ïðî÷èõ óñëîâèé, íå
ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

×òîáû ïîëó÷èòü îïèñàíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ çàäàííûé ýëåìåíò, èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðèåì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå ∀bc(c− set→ (b ∈ c ↔ ∃a(c = a∪ {b} & a−
set)). Îí ñðàáàòûâàåò íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå (ðàâíîì 5) â çàäà÷å íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" ëèáî "ïîïûòêàïàðàìåòðèçàöèè". Ïåðåìåííàÿ c - íåèçâåñò-
íàÿ çàäà÷è; âûðàæåíèå b ýòîé íåèçâåñòíîé íå ñîäåðæèò.

Ïîäáîð ïðèìåðà

×òîáû âûáèðàòü ïðèìåð òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó, ââåäåí ïðè-
åì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå ∀ax(0 < b − a & x = (a + b)/2 → x ∈ [a, b]). Ïðîìåæóòîê
çäåñü áåðåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè óñëîâèÿìè íà ñâîè êîíöû. Êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ôèëüòðàìè "óðîâåíü(1)", "óñëîâèå", "òèï(îïèñàòü)", "öåëü(ïðèìåð)",
"íåèçâåñòíàÿ(x)", "íå(êîíòåêñò(íîâîåóñëîâèå(õ5)âõîäèò(x õ5)))", "èçâåñòíî(a)", "èç-
âåñòíî(b)". Âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðîìåæóòêó çàìå-
íÿåòñÿ íà âòîðîé àíòåöåäåíò; ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíàâëèâàåòñÿ èñòèííîñòü ïåðâîãî.

Õîòÿ ïðèåìû, âûáèðàþùèå ïðèìåð ýëåìåíòà äëÿ ìíîæåñòâ äðóãèõ òèïîâ, ïîêà
íå ïîíàäîáèëèñü, îíè, áåç âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, áóäóò âïîñëåäñòâèè íóæíû. Ñðàçó ÿñíî,
÷òî òàêèõ ïðèåìîâ áóäåò ìíîãî. Ýòà ñèòóàöèÿ õîðîøî èëëþñòðèðóåò òåêóùåå ñîñòî-
ÿíèå îáó÷åíèÿ ðåøàòåëÿ - â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ åãî áàçà ïðèåìîâ ñîäåðæèò ëèøü
åäèíè÷íûå ïðèìåðû, îáîçíà÷àþùèå äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè òî èëè èíîå ÿâëåíèå.
Âèäèìî, íå âñåãäà áóäåò íóæíî ñîçäàâàòü âðó÷íóþ è õðàíèòü âñå ìûñëèìûå âàðèàí-
òû ïðèåìîâ - ïðè ðàçâèòîì ãåíåðàòîðå ïðèåìîâ èõ ëó÷øå ñîçäàâàòü àâòîìàòè÷åñêè
ïî ìåðå íàäîáíîñòè íà îñíîâå áàçû òåîðåì, à çàòåì âûáðàñûâàòü.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà

Óòâåðæäåíèå âèäà ∃b(b−set & a ∈ b) çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óòâåðæäåíèå
∃x(x ∈ a) çàìåíÿåòñÿ íà ¬(a = ∅).

Ïåðåõîä îò óñëîâèÿ íåïðèíàäëåæíîñòè ê óñëîâèþ íåïåðåñå÷åíèÿ

Óñëîâèå íåïðèíàäëåæíîñòè èçâåñòíîãî ýëåìåíòà a íåèçâåñòíîìó ìíîæåñòâó b óäîáíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ íåïåðåñå÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ñ îäíîýëåìåíòûì ìíîæå-
ñòâîì {a}. Ýòî ïîçâîëÿåò äàëåå èñïîëüçîâàòü îáùèé àïïàðàò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â
íåèçâåñòíûõ ìíîæåñòâàõ.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ëèáî íåïðèíàäëåæíîñòè ñ ïîìîùüþ ïðîâå-
ðî÷íûõ îïåðàòîðîâ

×òîáû îáåñïå÷èâàòü áûñòðîå óñìîòðåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè, ñîçäàí ïðîâåðî÷-
íûé îïåðàòîð "óñìïðèíàäëåæèò" ( ñì. íèæå). Îáðàùåíèÿ ê íåìó âûïîëíÿþòñÿ ïðè
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ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è, åñëè â óñëîâèè îáíàðóæåíî óòâåðæäåíèå âèäà a ∈ b. Ïðå-
äóñìîòðåíî òàêæå îáðàùåíèå äëÿ ïîñûëîê, îäíàêî îíî îòíîñèòñÿ ê êðàéíå ðåäêîé
ñèòóàöèè. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(a ∈ b → a ∈ b). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìïðèíàäëåæèò". Óêàçàòåëü "íîâûé" îçíà÷àåò, ÷òî ïî-
ïûòêè óñìîòðåòü ïðèíàäëåæíîñòü áóäóò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî ïðè ïåðâîì âîçíèê-
íîâåíèè òåêóùåãî óñëîâèÿ, íî è ïðè êàæäîì èçìåíåíèè çàäà÷è. Ýòî âàæíî, òàê êàê
âíîâü âûâåäåííûå ïîñûëêè èëè óñëîâèÿ ìîãóò ñäåëàòü î÷åâèäíîé ðàíåå íå óñìàò-
ðèâàâøóþñÿ ïðèíàäëåæíîñòü. Â ñëó÷àå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùåãî
íåèçâåñòíûå, óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê ïðèåìó íåñêîëüêî âûøå - îáû÷íî çäåñü ðàáîòàþò
äðóãèå ñðåäñòâà.

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ââåäåí äëÿ óñìîòðåíèÿ íåïðèíàäëåæíîñòè. Îí èñïîëüçóåò
ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåïðèíàäëåæèò".

Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ ýëåìåíòîâ èç óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè è íåïðèíàä-
ëåæíîñòè

Åñëè â çàäà÷å åñòü ðàâåíñòâî b = c, êîíòåêñò êîòîðîãî ñîäåðæèò óòâåðæäåíèå b ∈ a,
òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó äëÿ óñìîòðåíèÿ óòâåð-
æäåíèÿ ¬(c ∈ a). Â ñëó÷àå óñïåõà ðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Äâà
àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà ââåäåíû äëÿ óñìîòðåíèÿ ëîæíîñòè ðàâåíñòâ b−c = 0 è c−b = 0.

Ñâåðòêà äâóõ íåèçâåñòíûõ óñëîâèé íåïðèíàäëåæíîñòè â îäíî

Äâà óòâåðæäåíèÿ î íåïðèíàäëåæíîñòè îäíîé è òîé æå íåèçâåñòíîé x èçâåñòíûì ìíî-
æåñòâàì a, b îáúåäèíÿþòñÿ â îäíî óòâåðæäåíèå î íåïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ
ýòèõ ìíîæåñòâ. Ââåäåíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îäíà èç íèõ èìååò çàãîëîâîê "âòîðîé-
òåðì" è ðàññ÷èòàíà íà ïîÿâëåíèå óñëîâèé íåïðèíàäëåæíîñòè ïîä îáùåé êîíúþíê-
öèåé. Äðóãàÿ èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ðàññ÷èòàíà íà ñëó÷àé
äâóõ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïðèíàäëåæèò"

Îïåðàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè óòâåðæäåíèé âèäà a ∈ b. Ðåàëèçàöèÿ åãî ïðè-
åìîâ íà ÃÅÍÎËÎÃå êðàéíå ïðîñòà, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óêàçàíèåì òåîðåì è
êðàòêèìè ïîÿñíåíèÿìè.

1. Èñïîëüçîâàíèå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà. ∀abc(a ⊆ b & c ∈ a → c ∈ b). Èìåþòñÿ äâå
âåðñèè ïðèåìà. Â ïåðâîé èç íèõ âêëþ÷åíèå ïðèíàäëåæèò êîíòåêñòó, à ïðèíàä-
ëåæíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âî âòîðîé - íàîáîðîò, â êîí-
òåêñòå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü, à âêëþ÷åíèå ïðîâåðÿåòñÿ. Êðîìå òîãî,
ââåäåíû àíàëîãè÷íûå ïðèåìû äëÿ âêëþ÷åíèÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Òåîðåìû
èõ ñóòü ∀abcde(a ⊆ b×c & (d, e) ∈ a → e ∈ c); ∀abcde(a ⊆ b×c & (d, e) ∈ e → d ∈ b).
Âñå àíòåöåäåíòû äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû â êîíòåêñòå ÿâíûì îáðàçîì.

2. Ïðèíàäëåæíîñòü îáúåäèíåíèþ. ∀abc(a ∈ b → a ∈ b ∪ c). Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

3. Ïðèíàäëåæíîñòü ïåðåñå÷åíèþ. ∀abc(a ∈ b & a ∈ c → a ∈ b ∩ c). Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò îáðàáîòêó ñðàçó âñåõ ÷ëåíîâ ïåðåñå÷å-
íèÿ. Óêàçàòåëü "ñïóñê" îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå íåïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà
ñðàçó âûäàåòñÿ îòêàç.
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4. Ïðèíàäëåæíîñòü ðàçíîñòè. ∀abc(¬(a ∈ c) & a ∈ b → a ∈ b \ c).
5. Ïðèíàäëåæíîñòü êîíå÷íîìó ñïèñêó. ∀ab(a ∈ {a; b}). Çàïèñü {a; b} îçíà÷àåò "ïå-

ðå÷åíü(ïðåôèêñ(a b))". Óêàçàòåëü "ñïèñîê(ôèêñ(0 2 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòè-
ôèêàöèþ ïåðåìåííîé a ñ ïðîèçâîëüíûì (íå îáÿçàòåëüíî ïåðâûì) ýëåìåíòîì
êîíå÷íîãî ñïèñêà.

6. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðåäñòàâèòåëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ýòîìó ìíîæåñòâó. Â ëî-
ãè÷åñêîì ÿçûêå ïðåäóñìîòðåí ñèìâîë "ýëåìåíò(a)", âûäåëÿþùèé êàêîé-òî ýëå-
ìåíò íåïóñòîãî ìíîæåñòâà a. Îá ýòîì ýëåìåíòå, êðîìå ïðèíàäëåæíîñòè åãî ìíî-
æåñòâó a, íè÷åãî íå èçâåñòíî. Äëÿ óñìîòðåíèÿ äàííîé ïðèíàäëåæíîñòè ñëóæèò
ïðèåì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå ∀a(a− set & ¬(a = ∅) → ýëåìåíò(a) ∈ a).

7. Ïðèíàäëåæíîñòü îáðàçó ìíîæåñòâà. ∀afx(x ∈ a → f(x) ∈ îáðàç(f, a)).
8. Ïðèíàäëåæíîñòü êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ óñìîòðåíèÿ òàêîé ïðè-

íàäëåæíîñòè ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ. Ïðåæäå âñåãî, ýòî ïðèåì, îñíîâàííûé
íà òåîðåìå ∀abn(n − öåëîå & 0 ≤ (n − a) & 0 ≤ (b − n) → n ∈ {a, . . . , b}). Âñå
òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè â ïîñûë-
êàõ óæå èìååòñÿ óòâåðæäåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà a êîíå÷íîìó îòðåçêó
{b, . . . , c}, òî äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè åãî êîíå÷íîìó îòðåçêó {d, . . . , e}
ñëóæèò ïðèåì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå ∀abcde(a ∈ {b, . . . , c} & 0 ≤ (b− d) & 0 ≤
(e − c) → a ∈ {d, . . . , e}). Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà îòíîñÿòñÿ ê ñèòóàöèè, êîãäà
óòâåðæäåíèå ïðèíàäëåæíîñòè â ïîñûëêàõ îòíîñèòñÿ ê ýëåìåíòó, îòëè÷àþùå-
ìóñÿ îò äàííîãî. Òåîðåìû èõ òàêîâû: ∀amnkpq(a ∈ {p, . . . , q} & p = m− k & q =
n − k & k − öåëîå → (a + k) ∈ {m, . . . , n}); ∀imnrskp(i ∈ {m, . . . , n} & 0 ≤
(km + p− r) & 0 ≤ (s− kn− p) & k− öåëîå & p− öåëîå→ (ki + p) ∈ {r, . . . , s}).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 2, âòîðîãî - 3. ×àñòî óñëîâèå ïðè-
íàäëåæíîñòè öåëîãî ÷èñëà êîíå÷íîìó îòðåçêó ïðåîáðàçóåòñÿ â äâà íåðàâåíñòâà.
Â ýòîé ñèòóàöèè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà:
∀imnrskp(m ≤ i & i ≤ n & 0 ≤ (km + p− r) & 0 ≤ (s− kn− p) & k − öåëîå & p−
öåëîå → (ki + p) ∈ {r, . . . , s}). Çäåñü ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ÿâíî èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - ïðîâåðÿþòñÿ. Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì,
îñíîâàííûé íà óñìîòðåíèè â ïîñûëêàõ óòâåðæäåíèé a ∈ {m, . . . , n} è a < b.
Îí ïðîâåðÿåò ïðèíàäëåæíîñòü b òîìó æå îòðåçêó {m, . . . , n} è äåëàåò âûâîä î
ïðèíàäëåæíîñòè a îòðåçêó {m, . . . , n− 1}.

9. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîìåæóòêó. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðèåìû, ñâîäÿùèå óñëîâèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó ê ñîîòâåòñòâóþùèì íåðàâåíñòâàì. Ñëó-
÷àè ïðèíàäëåæíîñòè ëó÷ó èëè âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëü-
íî. Ïðèâåäåì åäèíñòâåííûé ïðèìåð - ïðèåì ∀abc(b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & a −
÷èñëî & 0 < (a−b) & 0 < (c−a) → a ∈ (b, c)). Âñå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òåîðåìû îñòàëüíûõ ïðèåìîâ èìåþò àíàëîãè÷íûé
âèä.

10. Ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó. ×òîáû óñìàòðèâàòü ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâó, îïðå-
äåëåííîìó ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ", ðåàëèçóåòñÿ îáðàùåíèå ê âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀fa(f(a) → a ∈
setx(f(x))). Óêàçàòåëü "ëåãêîâèäåòü(1)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó àíòåöåäåíòà ñ ïî-
ìîùüþ çàäà÷è, ðåøàåìîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Óêàçàòåëü "ëèìèò(. . .)"
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îãðàíè÷èâàåò òðóäîåìêîñòü îáðàùåíèÿ òàê, ÷òîáû ïîïûòêà áûëà ñðàâíèòåëüíî
áûñòðîé.

11. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ. ∀ABfc(Îòîáðàæå-
íèå(f, A,B) & c ∈ A → f(c) ∈ B).

12. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ. Ïðåäóñìîòðåíû äâà ïðè-
åìà, îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ: ∀abf (l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b → f ∈ a× b);
∀abcd(a ∈ c & b ∈ d → (a, b) ∈ c×d). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïåðâîé òåîðåìû âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå l(f) äëÿ äëèíû íàáîðà f îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà", è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà äëèíà ðàâíà
2.

13. Ïðèíàäëåæíîñòü ñîìíîæèòåëþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. ∀acde(a ⊆ (d × e) & c ∈
a → c(1) ∈ d). Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ââåäåí äëÿ âòîðîãî ýëåìåíòà ïàðû c. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò ÿâíûì îáðàçîì ïðèñóòñòâóåò â êîíòåêñòå.

14. Ïðî÷èå ïðèåìû. Â ïàêåòå, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, ïðåäñòàâëåíû åùå îêîëî
äâóõ äåñÿòêîâ ïðèåìîâ äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ñïåöèàëüíûì ìíîæåñòâàì, íàïðè-
ìåð, ãåîìåòðè÷åñêèì ôèãóðàì è âðåìåííûì ïðîìåæóòêàì ïðîöåññîâ. Ðåàëèçà-
öèÿ èõ íà ÃÅÍÎËÎÃå íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî îñîáåííîñòåé.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåïðèíàäëåæèò"

Îïåðàòîð ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Íàïðèìåð, ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé
íåïðèíàäëåæíîñòü îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ, èìååò òåîðåìó ∀abc(¬(a ∈ b) & ¬(a ∈
c) → ¬(a ∈ (b∪ c))). Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; ÷òî-
áû ñðàçó îáðàáàòûâàòü âñå îïåðàíäû ìíîãîìåñòíîãî îáúåäèíåíèÿ, ââåäåí óêàçàòåëü
"äèñòðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 2))".

Íîðìàëèçàòîð óðàâíåíèé "óðàâíïðèíàäëåæèò"

Íîðìàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñêîðåííîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
âûäåëåííîãî óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå è àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó ðàíåå íîð-
ìàëèçàòîðó "óðàâíìíîæåñòâî". Ïåðå÷èñëèì åãî ïðèåìû. Âñå îíè, ïðè îïðåäåëåííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ î êîíòåêñòå ïðåîáðàçîâàíèé, îáåñïå÷èâàþò ðàñøèôðîâêó ("ðàçâåðò-
êó") óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïî îïðåäåëåíèÿì.

1. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ. ∀abc(a ∈ (b∪c) ↔ (a ∈ b ∨ a ∈
c)). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèáî a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî õîòÿ áû îäíî
èç ìíîæåñòâ b, c - ñîäåðæèò. Êàæäîå èç óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè îïåðàíäàì
îáðàáàòûâàåòñÿ òåì æå ñàìûì íîðìàëèçàòîðîì, à èõ äèçúþíêöèÿ - íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìëîã". Åñëè îáúåäèíåíèå èìååò íåñêîëüêî îïåðàíäîâ, òî äàííûé
ïðèåì âûáèðàåò îäèí èç íèõ - ìíîæåñòâî b, à îáúåäèíåíèå îñòàëüíûõ îïåðàíäîâ
èãðàåò ðîëü ìíîæåñòâà c. Ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ïîäêëþ÷åíèå
âñåõ èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ äëÿ ðàçðåøåíèÿ óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ.

2. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåñå÷åíèþ. ∀abc(a ∈ (b∩c) ↔ (a ∈ b & a ∈
c)). Ôèëüòðû è óêàçàòåëè - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.
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3. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðàçíîñòè. ∀abc(a ∈ (b \ c) ↔ (a ∈ b & ¬(a ∈
c))).

4. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó ñïèñêó. ∀abc(a ∈ {b; c} ↔ (a =
b ∨ a ∈ {; c})).

5. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ. ∀abf (f ∈ a × b ↔
(l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)). Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà
êîíòåêñò - îòñóòñòâèå íåèçâåñòíûõ â âûðàæåíèè f .

6. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîîáðàçó íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà. ∀afx(x ∈
ïðîîáðàç(f, a) ↔ (x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)). Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå; âûðàæåíèÿ f, x - íå ñîäåðæàò.

7. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîîáðàçó íåèçâåñòíîãî ýëåìåíòà. ∀afx(x ∈
ñëîé(f, a) ↔ a = f(x)). Îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòåêñò - òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì
ïðèåìå.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìïðèíàäëåæèò"

Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèÿì óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè áûâàåò íóæíà íå òîëüêî
ïðè ðàçðåøåíèè óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ, íî è âî ìíîãèõ äðóãèõ
ñëó÷àÿõ. ×òîáû óñêîðèòü åå, èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðèíàäëåæèò". Ïðèå-
ìû ýòîãî íîðìàëèçàòîðà àíàëîãè÷íû ïðèåìàì íîðìàëèçàòîðà "óðàâíïðèíàäëåæèò"
è ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà "óñìïðèíàäëåæèò". Â íèõ ëåãêî ðàçîáðàòüñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ïî îïèñàíèÿì ÃÅÍÎËÎÃà. Çàìåòèì, ÷òî òàêîãî ðîäà íîðìàëèçàòîð îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè óòâåðæäåíèé - ÿâëåíèå äîñòàòî÷íî ðåäêîå.

Ñèíòåçàòîð "âûáîðòî÷êè"

×òîáû óñêîðèòü âûáîð ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà, ñîçäàí ñèíòåçàòîð "âû-
áîðòî÷êè". Îäíàêî, îí çàïîëíåí ïîêà ëèøü ñèìâîëè÷åñêè - èìååò òðè ïðèåìà, îðè-
åíòèðîâàííûå íà òó çàäà÷ó, ðàäè êîòîðîé ñèíòåçàòîð è áûë ñîçäàí.

4.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñîäåðæèòñÿ"

Îáùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñèìâîëà îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "ïðåäèêàòíûéñèì-
âîë", "îäç", "òèïäàííûõ", "áèíàðíîåîòíîøåíèå", "òðàíçèòèâíî", "ìîíîòîííî", "ìè-
íèìóì", "ìàêñèìóì". Ïåðâûå òðè ñïðàâî÷íèêà óæå ðàññìàòðèâàëèñü âûøå. Ñïðà-
âî÷íèê "áèíàðíîåîòíîøåíèå" ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïî òèïó îáúåêòîâ âñåâîçìîæíûå
áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå ìåæäó îáúåêòàìè äàííîãî òèïà (â íàøåì
ñëó÷àå - ìåæäó ìíîæåñòâàìè). Ñïðàâî÷íèê "òðàíçèòèâíî" îïðåäåëÿåò òðàíçèòèâ-
íîñòü îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ; ñïðàâî÷íèê "ìîíîòîííî" - óêàçûâàåò, ÷òî èñòèííîñòü
âêëþ÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìîíîòîííîì óáûâàíèè ïåðâîãî îïåðàíäà èëè ìîíîòîííîì
âîçðàñòàíèè âòîðîãî. Ñïðàâî÷íèêè "ìèíèìóì" è "ìàêñèìóì" óêàçûâàþò îïåðàöèè
"ïåðåñå÷åíèå" è "îáúåäèíåíèå", äàþùèå òî÷íóþ íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè ïàðû
ýëåìåíòîâ äëÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà "ñîäåðæèòñÿ".
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Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò âèä âêëþ÷åíèÿ ëèáî îòðèöàíèÿ âêëþ-
÷åíèÿ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ åãî êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà. Äëÿ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ
ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ", óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà áåðåòñÿ ñðàâíèòåëüíî
ìàëåíüêèì - ðàâíûì 2. Èíà÷å îí ðàâåí 6 äëÿ óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ è 7 äëÿ îòðèöàíèÿ
âêëþ÷åíèÿ. Òåîðåìû îáîèõ ïðèåìîâ îäèíàêîâû - ∀ab(a ⊆ b ↔ ∀c(c ∈ a → c ∈ b)).
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ââî-
äèòñÿ êîììåíòàðèé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà", áëîêèðóþùèé îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Õîòÿ óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåå ñâîèì çàãîëîâêîì êâàíòîð îáù-
íîñòè, óäåðæèâàåòñÿ íåäîëãî - îíî ðàñôîðìèðóåòñÿ íà ñîñòàâíûå ÷àñòè îïèñàííûì
ðàíåå îáùåëîãè÷åñêèì ïðèåìîì, îäíàêî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü íà
âòîðîì óðîâíå, à ïðèåì êâàíòîðíîé ñâåðòêè ìîæåò ñðàáîòàòü óæå íà óðîâíå 0.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ

Çà èñêëþ÷åíèåì óêàçàííîãî âûøå ñëó÷àÿ óñëîâèé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, â îñòàëü-
íûõ ñèòóàöèÿõ ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîðíîé ñâåðòêè â óñëîâèå âêëþ÷å-
íèÿ. Òåîðåìà ïðèåìà òà æå, ÷òî è ïðè êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêå. Îäíàêî, òåïåðü
çàãîëîâîê ïðèåìà "ïåðâûéòåðì" óêàçûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå ñïðàâà íàëåâî. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ - 0 ëèáî 2. Ïðè ýòîì óðîâåíü 2 îòíîñèòñÿ ëèøü ê ïðîöåññàì âûâî-
äà òåîðåì, íà ÷òî óêàçûâàåò öåëü "ðåäóöèðîâàíèå". Óêàçàòåëü "êâàíòîðíàÿñâåðòêà"
îïðåäåëÿåò ïîïûòêè èäåíòèôèêàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â
îòðèöàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè è ñ ãðóïïèðîâêîé âñåõ ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé,
çàâèñÿùèõ îò çàäàííîé ïåðåìåííîé c.

Ïîäáîð ïðèìåðà

×òîáû ïîäáèðàòü ïðèìåð íàäìíîæåñòâà çàäàííîãî ìíîæåñòâà, ñîçäàí ïðèåì ñ òåîðå-
ìîé ∀ax(x = a → a ⊆ x). Çäåñü x - íåèçâåñòíàÿ; a èçâåñòíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåò
äðóãèõ ñîäåðæàùèõ x óñëîâèé, êðîìå, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ "ìíîæåñòâî(x)". Íàïîì-
íèì, ÷òî äëÿ ïîäáîðà ïðèìåðà ïîäìíîæåñòâà èìååòñÿ ïðèåì, âûáèðàþùèé ïóñòîå
ìíîæåñòâî.

Âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâà â ñåáÿ

Óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà â ñåáÿ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà".

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ

Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñåìåéñòâà íàäìíîæåñòâ çàäàííîãî ìíîæåñòâà èìå-
åòñÿ ïðèåì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå ∀ab(a ⊆ b ↔ ∃c(c − set & b = a ∪ c)). Çäåñü
b - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â a. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè â çàäà÷å íóæíî íàéòè
ïðèìåð ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Äëÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîäìíîæåñòâ ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì ñ òåîðåìîé ∀ab(b ⊆
a ↔ ∃c(c − set & b = a ∩ c)). Çäåñü ñíîâà b - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â a. Îäíà-
êî, äëÿ ìíîæåñòâ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèå, áîëåå óäîáíûå
ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ èõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîýòîìó äàííûé ïðèåì îãðàíè÷èâàåòñÿ
ñëó÷àåì, êîãäà a - ïåðåìåííàÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðèåìû ñ çàãîëîâêîì "ïàðàìåòðèçà-
öèÿ" íå âûïîëíÿþò çàìåíû óñëîâèÿ çàäà÷è, à ñâîäÿò ýòó çàäà÷ó ê äðóãîé, â êîòîðîé
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ïðîèçâåäåíà çàìåíà óñëîâèÿ. Ïðè íåóäà÷å ïðîèñõîäèò ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ íåèçìå-
íåííîé èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ íåâêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ

Äëÿ íåâêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, îñíî-
âàííîå íà òåîðåìå ∀ab(¬(a ⊆ b) ↔ ∃c(c ∈ a & ¬(c ∈ b))). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
6; ïðåîáðàçóåìîå óñëîâèå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå.

Çàìåíà êîíúþíêöèè äâóõ âêëþ÷åíèé íà ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ

Ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå ∀ab(a = b ↔ (a ⊆ b & b ⊆ a)). Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïåðâûé-
òåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 2 â ëþáîì êîíòåêñòå. Îäíàêî, ïðèåì íå îòíîñèòñÿ
ê ñëó÷àþ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîñûëîê èëè óñëîâèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé âñòðå÷íûå
âêëþ÷åíèÿ. Îáà âêëþ÷åíèÿ äîëæíû áûòü êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè îäíîé êîíú-
þíêöèè, ëèáî àíòåöåäåíòàìè îäíîé èìïëèêàöèè, ëèáî îòðèöàíèÿ èõ äîëæíû áûòü
äèçúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè îäíîé äèçúþíêöèè.

Ãðóïïèðîâêà äâóõ ïîñûëîê - âñòðå÷íûõ âêëþ÷åíèé

Ïðèåì îñíîâàí íà òîé æå òåîðåìå, ÷òî è ïðåäûäóùèé. Îäíàêî çàãîëîâîê ïðèåìà -
"çàìåíàòåðìîâ(ïåðâûéòåðì)" - îçíà÷àåò, ÷òî âñòðå÷íûå âêëþ÷åíèÿ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïîñûëêàìè çàäà÷è.

Ãðóïïèðîâêà äâóõ óñëîâèé - âñòðå÷íûõ âêëþ÷åíèé

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó; åãî çàãîëîâîê - "çàìåíàóñëîâèÿ(ïåðâûéòåðì)". Ïðå-
äóñìîòðåíû íåñêîëüêî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ - 0, 2 è 4. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåàãèðîâàòü
íà ïîÿâëåíèå îäíîãî èç âêëþ÷åíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîìó.

Çàìåíà âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ íà ðàâåíñòâî, åñëè èç êîíòåêñòà óñìàòðèâà-
åòñÿ âñòðå÷íîå âêëþ÷åíèå

Òåîðåìà ∀ab(a ⊆ b → (a = b ↔ b ⊆ a)) îïðåäåëÿåò ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïðî-
âåðêó âñòðå÷íîãî âêëþ÷åíèÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îí èìååò çàãîëîâîê "ïåð-
âûéòåðì". Åñëè âêëþ÷åíèå íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Èíà÷å îí ðàâåí 0. Åñëè îäíî èç âûðàæåíèé a, b - ïåðåìåííàÿ,
âõîäÿùàÿ â äðóãîå âûðàæåíèå, ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ

Óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íàäìíîæåñòâà ëèáî ïîäìíîæåñòâà çàìåíÿþòñÿ íà êîí-
ñòàíòó "èñòèíà". Óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà x, ñîäåðæàùåãî a è ñîäåð-
æàùåãîñÿ â b, çàìåíÿåòñÿ íà âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâà a â ìíîæåñòâî b.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Ïðåäóñìîòðåíû äâà øàáëîíà äëÿ óñìîòðåíèÿ îòâåòà, ñâÿçàííîãî ñ âêëþ÷åíèåì ìíî-
æåñòâ. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé x − set, a ∈ x, x ⊆ b, áûòü ìîæåò,
ïîïîëíåííûõ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì óòâåðæäåíèé âèäà ¬(x ⊆ c), ¬(c ⊆ x). Îòâåòîì
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî òàêîãî øàáëîíà.



Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ 224

Ïðè âûäà÷å îòâåòà ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óòâåðæäåíèå a ∈ b, íàêëàäûâàþùåå íà
èçâåñòíûå îáúåêòû a, b óñëîâèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé. Êàê è
îáû÷íî, ïðåäóñìîòðåíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ óñìîòðåíèÿ îòâåòà äëÿ çàäàííîãî øàá-
ëîíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ èíèöèàëèçàöèè ïî ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì øàáëîíà.

Âòîðîé øàáëîí îòâåòà ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé x− set, a ⊆ x, x ⊆ b, áûòü ìîæåò,
ïîïîëíåííûõ óòâåðæäåíèÿìè âèäà ¬(x ⊆ c), ¬(d ⊆ x).

Âûâîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ

Åñëè â ïîñûëêàõ ÿâíî óêàçàíû íåêîòîðûå âêëþ÷åíèÿ, òî êàæäîå óòâåðæäåíèå î
ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó ìîæåò èíèöèèðîâàòü, ñîãëàñíî äàííûì ïîñûëêàì, âû-
âîä ñëåäñòâèé î ïðèíàäëåæíîñòè åãî íàäìíîæåñòâàì. Îäíàêî, òàêîé âûâîä ïðèìå-
íÿåòñÿ ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ. Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà ñ îäíîé è òîé æå òåîðåìîé:
∀abc(a ∈ b & b ⊆ c → a ∈ c). Ïåðâûé ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçà-
òåëüñòâî, óñëîâèå êîòîðîé èìååò âèä P (a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 4. Âòîðîé
ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî". Ýòî
- ñèòóàöèÿ àíàëèçà îáúåäèíåííîãî ñïèñêà ïîñûëîê è óñëîâèé çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 2.

Ïðîâåðêà âêëþ÷åíèÿ èëè íåâêëþ÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòî-
ðîâ

Äëÿ ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ è íåâêëþ÷åíèÿ ñîçäàíû îïåðàòîðû "óñìñîäåðæèòñÿ" è
"óñìíåñîäåðæèòñÿ". Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïåðâîìó èç íèõ èìåþòñÿ äâà ïðèåìà, îñíî-
âàííûå íà òåîðåìå ∀ab(a ⊆ b → a ⊆ b). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "óñì-
ñîäåðæèòñÿ". Ïðè óñïåõå âêëþ÷åíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Åñëè âêëþ-
÷åíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, òî ïðèìåíÿåòñÿ ïåðâûé ïðèåì.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâíû 1 è 3. Äðóãîé ïðèåì, èìåþùèé óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
2 è 4, ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè çàäà÷à íå èìååò òèïà "äîêàçàòü". Åñëè âêëþ÷åíèå âõîäèò
â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùåé íåèçâåñòíûå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
çäåñü ðàâåí 4, èíà÷å îí ðàâåí 2.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "óñìíåñîäåðæèòñÿ" èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì
àíàëîãè÷íîãî âèäà.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìñîäåðæèòñÿ"

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðèåìû îïåðàòîðà. Îíè ñòîëü æå ïðîñòî ðåàëèçóþòñÿ íà ÃÅ-
ÍÎËÎÃå, êàê è ïðèåìû îïåðàòîðà "óñìïðèíàäëåæèò". Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, îãðà-
íè÷èìñÿ óêàçàíèåì òåîðåì.

1. Âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâà â ñåáÿ. ∀a(a ⊆ a).
2. Âêëþ÷åíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà. ∀a(∅ ⊆ a).
3. Òðàíçèòèâíîñòü. ∀abc(a ⊆ b & b ⊆ c → a ⊆ c). Èìåþòñÿ äâå âåðñèè ïðèåìà.

Â îäíîé èç íèõ ïåðâûé àíòåöåäåíò âõîäèò â ïîñûëêè, à âòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ, â
äðóãîé - íàáîðîò.

4. Âêëþ÷åíèå â îáúåäèíåíèå. ∀abc(a ⊆ b → a ⊆ (b ∪ c));
∀bcef (c ⊆ b ∪ e & c ⊆ b ∪ f → c ⊆ (e ∩ f) ∪ b);
∀bcef (c ⊆ b ∪ e & íåïåðåñåê(f \ b, c) → c ⊆ (e \ f) ∪ b).
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5. Âêëþ÷åíèå îáúåäèíåíèÿ. ∀abc(a ⊆ c & b ⊆ c → a ∪ b ⊆ c). Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1))" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó âñåõ ÷ëåíîâ
îáúåäèíåíèÿ.

6. Âêëþ÷åíèå ïåðåñå÷åíèÿ. ∀abc(b ⊆ a → b ∩ c ⊆ a);
∀bcef (b ∩ e ⊆ c & b ∩ f ⊆ c → (e ∪ f) ∩ b ⊆ c).

7. Âêëþ÷åíèå â ïåðåñå÷åíèå. ∀abc(c ⊆ a & c ⊆ b → c ⊆ (a ∩ b)).
8. Âêëþ÷åíèå ðàçíîñòè. ∀abc(a ⊆ (b ∪ c) → (a \ b) ⊆ c).
9. Âêëþ÷åíèå â ðàçíîñòü. ∀abc(c ⊆ a & íåïåðåñåê(b, c) → c ⊆ (a \ b)).
10. Âêëþ÷åíèå êîíå÷íîãî ñïèñêà. ∀abc({; b} ⊆ c & a ∈ c → {a; b} ⊆ c). Óêàçàòåëü

"ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ âêëþ÷åíèÿ. Ðåêóðñèÿ
ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòîâ ñïèñêà ìíî-
æåñòâó c.

11. Âêëþ÷åíèå ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. ∀abcd(b4 c ⊆ (a4 b) ∪ (a4 c) ∪ d).
12. Âêëþ÷åíèå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. ∀abcd(b ⊆ d & a ⊆ c → (a× b ⊆ c× d)).
13. Âêëþ÷åíèå îáðàçà. ∀abc(a ⊆ b → îáðàç(c, a) ⊆ îáðàç(c, b));

∀af (îáðàç(f, ïðîîáðàç(f, a)) ⊆ a);
∀cf (îáðàç(f, c) ⊆ Val(f));
∀abcf (îáðàç(f, a) ⊆ c & îáðàç(f, b) ⊆ c → îáðàç(f, a ∪ b) ⊆ c);
∀abcf (îáðàç(f, a) ⊆ c → îáðàç(f, a ∩ b) ⊆ c);
∀abcf (îáðàç(f, a) ⊆ c → îáðàç(f, a \ b) ⊆ c);
∀abf (b ⊆ ïðîîáðàç(f, a) → îáðàç(f, b) ⊆ a).

14. Âêëþ÷åíèå ïðîîáðàçîâ. ∀abc(a ⊆ b → ïðîîáðàç(c, a) ⊆ ïðîîáðàç(c, b)).
15. Âêëþ÷åíèå ïðîîáðàçà â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. ∀ab(ïðîîáðàç(b, a) ⊆ Dom(b)).
16. Âêëþ÷åíèå â ïðîîáðàç. ∀abf (b ⊆ Dom(f) & îáðàç(f, b) ⊆ a → b ⊆ ïðîîáðàç(f, a)).
17. Âêëþ÷åíèå äâóõ êëàññîâ. ∀fg(setx(f(x) & g(x)) ⊆ sety(f(y))).
18. Âêëþ÷åíèå êëàññà. ∀abf(a ⊆ b → setx(x ∈ a & f(x)) ⊆ b);

∀abcf (c = setx(x ∈ a & f(x)) & a ⊆ b → c ⊆ b);
∀afb(a = setx(f(x)) & setx(f(x)) ⊆ b → a ⊆ b). Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïåðâûé
àíòåöåäåíò íàõîäèòñÿ â ïîñûëêàõ, à âòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ.
∀aP (x ∈ a → setx(P (x)) ⊆ a). Çäåñü óòâåðæäåíèå P (x) íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "çà-
íåñåíèåïîñûëêè(1 çíà÷åíèå(õ40 õ23))" ïðèñîåäèíÿåò ê ñïèñêó ïîñûëîê ýòîãî
îïåðàòîðà êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ P (x).
∀faA(f(y) ∈ a → setx(∃y(x = f(y) & A(y))) ⊆ a). Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùå-
ìó.
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19. Âêëþ÷åíèå â ìíîæåñòâî ÷èñåë. Äëÿ ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâà âåùå-
ñòâåííûõ ëèáî öåëûõ ÷èñåë èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ (íàïðèìåð,
N ⊆ R). Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âî âíóòðåííåì ïðåä-
ñòàâëåíèè çàïèñûâàåòñÿ êàê "ïðîìåæóòîê(ìèíóñáåñê ïëþñáåñê 0 0)", à ïðîðè-
ñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì êàê R.

20. Âêëþ÷åíèå êîíå÷íûõ îòðåçêîâ öåëûõ ÷èñåë.
∀mnpq(m−öåëîå & n−öåëîå & p−öåëîå & q−öåëîå & 0 ≤ p−m & 0 ≤ n− q →
{p, . . . , q} ⊆ {m, . . . , n}).

21. Âêëþ÷åíèå ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâà.
∀ABmn(0 ≤ n−m & B(m) ⊆ A →

⋂n
i=m B(i) ⊆ A);

∀AjP (P (j) →
⋂

i,P (i) A(i) ⊆ A(j)).
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøà-
åìîé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óðîâåíü è òðóäîåìêîñòü.

22. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé ïîñûëêè. Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà èñïîëüçóþò êâàí-
òîðíóþ ïîñûëêó, óñòàíàâëèâàþùóþ âêëþ÷åíèå äëÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ìíî-
æåñòâ.
∀mnkAB(∀i(i ∈ {m, . . . , n} → B(i) ⊆ A) & k ∈ {m, . . . , n} → B(k) ⊆ A).
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èìååòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûðàæåíèå k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïóòåì
ñîïîñòàâëåíèÿ èçâåñòíîãî øàáëîíàB(i) è ëåâîé ÷àñòè ïðîâåðÿåìîãî âêëþ÷åíèÿ.
Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ âòîðîé àíòåöåäåíò.
∀mnkABab(a = A(k) & b = B(k) & ∀i(i ∈ {m, . . . , n} → B(i) ⊆ A(i)) & k ∈
{m, . . . , n} → b ⊆ a).
Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðâûå äâà ïîìå÷åíû óêàçàòåëÿìè
"èäåíòèôèêàòîð". Îíè îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôèêàöèþ k ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ
A(i), B(i) ñ ÷àñòÿìè ïðîâåðÿåìîãî âêëþ÷åíèÿ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà âûïîëíÿåòñÿ
ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîâåðÿåìîå âêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ñèìâîë "çíà÷åíèå",
òàê êàê îáû÷íî êâàíòîðíûå ïîñûëêè óêàçàííîãî âèäà îòíîñÿòñÿ ê êàêèì-ëèáî
ðàññìàòðèâàåìûì â çàäà÷å ôóíêöèÿì.

23. ×èñëîâûå ïðîìåæóòêè.
∀abcdef (0 ≤ c− a & 0 ≤ b− d → [c, d] ⊆ [a, b]).
Âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè óêàçàòåëè òèïà êîíöîâ îáîèõ ïðîìåæóòêîâ îäè-
íàêîâû. Â ôèëüòðàõ óêàçàíî, ÷òî îäíîèìåííûå êîíöû ïðîìåæóòêîâ ðàçëè÷à-
þòñÿ. Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îíè ñîâïàäàþò, ñîçäàíû íåñêîëêüî äîïîëíèòåëüíûõ
ïðèåìîâ.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåñîäåðæèòñÿ"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó è íå èìååò êàêèõ-ëèáî íîâûõ îñîáåííîñòåé. Ðå-
êîìåíäóåòñÿ ïðîñìîòðåòü åãî ïðèåìû ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Íîðìàëèçàòîð "óðàâíñîäåðæèòñÿ"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð, êàê è ðàññìîòðåííûå âûøå íîðìàëèçàòîðû "óðàâíìíîæåñòâî",
"óðàâíïðèíàäëåæèò", èñïîëüçóåòñÿ ïðè ÿâíîì ðàçðåøåíèè åäèíñòâåííîãî óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìíîæåñòâ. Òàê êàê îí âûïîëíÿåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáú-
åì ïîëåçíîé ðàáîòû, îñòàíîâèìñÿ íà åãî ïðèåìàõ íåñêîëüêî ïîäðîáíåå.

1. Ðàçâåðòêà âêëþ÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿ. ∀abc(a∪ b ⊆ c ↔ (a ⊆ c & b ⊆ c)). Ëèáî îáú-
åäèíåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, ëèáî âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå äåëàåòñÿ øàã ê ÿâíîìó ðàçðåøåíèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
(ãëóáèíà èõ âõîæäåíèÿ â óñëîâèÿ óìåíüøàåòñÿ), âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ îáùàÿ äåêîìïîçèöèÿ "èçâåñòíîãî" óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå
ÿâíîãî êîíòåêñòà. Îáà âêëþ÷åíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ òåì æå ñà-
ìûì íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíñîäåðæèòñÿ", à âñÿ êîíúþíêöèÿ - íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìëîã". Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áóäåò îêîí÷àòåëü-
íûé ðåçóëüòàò ïîïûòêè ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Íàïîì-
íèì, ÷òî íîðìàëèçàòîð "óðàâíñîäåðæèòñÿ" (è äðóãèå íîðìàëèçàòîðû óðàâíå-
íèé) êîðíåâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàê òîëüêî ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå íå
áóäåò èìåòü âèäà âêëþ÷åíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâåðøàòñÿ è áóäåò âûäàí îòâåò.

2. Ðàçâåðòêà âêëþ÷åíèÿ â ïåðåñå÷åíèå. ∀abc(c ⊆ a ∩ b ↔ (c ⊆ a & c ⊆ b)). Ïðèåì
àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

3. Ðàçâåðòêà âêëþ÷åíèÿ â ðàçíîñòü. ∀abc(c ⊆ a \ b ↔ c ⊆ a & íåïåðåñåê(b, c)).
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Ðàçâåðòêà âêëþ÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïèñêà. ∀abc({a; b} ⊆ c ↔ ({; b} ⊆ c & a ∈ c)).
Çäåñü íåñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ ôèëüòð. Êàê è âûøå, ïðèåì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí,
åñëè êîíå÷íûé ñïèñîê ñîäåðæèòñÿ íåèçâåñòíûå ëèáî âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Îäíàêî, äîáàâëÿþòñÿ åùå òðè âîçìîæíîñòè - çàãîëîâêè "îáúåäè-
íåíèå", "ïåðå÷åíü", "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå" âûðàæåíèÿ c. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äå-
êîìïîçèöèÿ óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà
äëÿ óòâåðæäåíèÿ a ∈ c.

5. Ðàçâåðòêà âêëþ÷åíèÿ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. ∀abcd(a× b ⊆ c× d ↔ (a ⊆ c & b ⊆
d ∨ a = ∅ ∨ b = ∅)). Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ âñåãäà, òàê êàê âûïîëíÿåò îáùóþ
ñòàíäàðòèçàöèþ.

6. Ðàçâåðòêà âêëþ÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîíå÷íûì ñïèñêîì. ∀abcd(a ∩ {b; c} ⊆ d ↔
(¬(b ∈ a) ∨ b ∈ d) & a ∩ {; c} ⊆ d). Ëèáî êîíå÷íûé ñïèñîê ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, ëèáî êàæäîå èç âûðàæåíèé a, d, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå, èìååò ñïåöèàëü-
íûé çàãîëîâîê. Äëÿ a òàêèìè çàãîëîâêàìè ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû "îáúåäèíåíèå",
"ðàçíîñòü", "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå"; äëÿ d - ñèìâîëû "îáúåäèíåíèå", "ïåðå÷åíü",
"ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Íàëè÷èå ýòèõ çàãîëîâêîâ ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ïðèìå-
íåíèå ïðåîáðàçîâàíèé, íàïðàâëåííûõ íà ÿâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ.

7. Ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ ðàçíîñòè ê âêëþ÷åíèþ â îáúåäèíåíèå.
∀abc(a ⊆ b ∪ c ↔ a \ b ⊆ c).
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
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8. Ïðèåìû äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé. Îäíà èç ïåðåìåííûõ ñ÷è-
òàåòñÿ íåèçâåñòíîé; âñå îñòàëüíûå - èçâåñòíûìè.
(a) Âêëþ÷åíèå â îáúåäèíåíèå. ∀abc(a ⊆ a ∪ c ↔ b \ c ⊆ a). Ïðåäïðèíèìàåòñÿ

ÿâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå âûðàæåíèÿ a
ïðè èçâåñòíûõ b, c. Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ1 íå(èçâåñòíî(õ1)))" îòíîñèò ê a
âñå ÷ëåíû ñ íåèçâåñòíîé. Òàê êàê äëÿ c íåò óêàçàòåëÿ "åäèíèöà", äîëæåí
îñòàòüñÿ õîòÿ áû îäèí ÷ëåí áåç íåèçâåñòíûõ.

(b) Âêëþ÷åíèå ïåðåñå÷åíèÿ. ∀abc(íåïåðåñåê(c, a \ b) ↔ a ∩ c ⊆ b). c ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå; a, b - èçâåñòíû. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

(c) Âêëþ÷åíèå ðàçíîñòè. ∀abc(b\a ⊆ c ↔ b\ c ⊆ a). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(d) Âêëþ÷åíèå â ïðîîáðàç. ∀abc(b ⊆ Dom(c) → îáðàç(c, b) ⊆ a ↔ b ⊆ ïðî-

îáðàç(c, a)). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèå a
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; b, c èçâåñòíû.

(e) Âêëþ÷åíèå îáðàçà. ∀abc(b ⊆ Dom(c) → îáðàç(c, b) ⊆ a ↔ b ⊆ ïðîîáðàç(c, a)).
Ýêâèâàëåíòíîñòü òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, íî ïðèìåíÿåòñÿ ñëå-
âà íàïðàâî. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; a, c èçâåñòíû.

9. Ïðèåìû ãðóïïèðîâêè íåèçâåñòíûõ â îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Äâà âûðàæåíèÿ ñ
íåèçâåñòíûìè, ðàíåå ðàñïîëàãàâøèåñÿ â ðàçíûõ ÷àñòÿõ âêëþ÷åíèÿ, ãðóïïèðó-
þòñÿ â îäíîé ÷àñòè. Ïîñëå ýòîãî ê íèì ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîäÿùèé íîðìàëèçà-
òîð ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Îí ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ãðóïïèðîâêà", áëîêèðóþùèì ïîâòîðíûå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ äàííî-
ãî ïîäðàçäåëà.
(a) Ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ ê ðàâåíñòâó ðàçíîñòè ïóñòîìó ìíîæåñòâó. ∀ab(a\b =

∅ ↔ a ⊆ b). Êàæäîå èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ýêâèâàëåíò-
íîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Ñíà÷àëà ðàçíîñòü ìíîæåñòâ a, b îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìðàçíîñòü", "óðàâíðàçíîñòü". Ïåðâûé
îáåñïå÷èâàåò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ, âòîðîé - óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Òàêîå óïðîùåíèå ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ, íàïðèìåð,
â ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ. Ïîñëå íîðìàëèçàöèè ðàçíî-
ñòè êî âñåìó çàìåíÿþùåìó òåðìó ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "óðàâíìíî-
æåñòâî". Îí äîâîäèò äî êîíöà íà÷àòóþ öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé ïî ðàçðå-
øåíèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "äëèíà(Êîíòðîëüãëóáèíû)"
êîíòðîëèðóåò óìåíüøåíèå ãëóáèíû íåèçâåñòíûõ.

(b) Ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ â îáúåäèíåíèå ê âêëþ÷åíèþ ðàçíîñòè. ∀abc(a \ b ⊆
c ↔ a ⊆ b ∪ c). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèÿ
a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; íà c îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ. Â îñòàëü-
íîì ïðèåì óñòðîåí àíàëîãè÷åíî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî íîðìàëèçàòîðà
"óðàâíìíîæåñòâî" ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíñî-
äåðæèòñÿ".

(c) Ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ ðàçíîñòè ê âêëþ÷åíèþ â îáúåäèíåíèå. Òåîðåìà òà
æå, ÷òî ó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Îäíàêî, ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
âà íàïðàâî. Âûðàæåíèÿ b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå.

(d) Ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ê óñëîâèþ íåïåðåñå÷åíèÿ. ∀abc(íåïåðå-
ñåê(c, a \ b) ↔ a ∩ c ⊆ b). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî;
âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå.
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(e) Ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ â ïðîîáðàç ê âêëþ÷åíèþ îáðàçà. ∀abc(b ⊆ Dom(c) →
(îáðàç(c, b) ⊆ a ↔ b ⊆ ïðîîáðàç(c, a))). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ
ñïðàâà íàëåâî; âûðàæåíèÿ b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå.

(f) Ïåðåõîä îò âêëþ÷åíèÿ îáðàçà ê âêëþ÷åíèþ â ïðîîáðàç. Òåîðåìà òà æå,
÷òî ó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, íî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Âûðàæåíèÿ
a, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå.

10. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ.
Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ èìååò âèä îáúåäèíåíèÿ, òî îíî ðàñïàäàåòñÿ íà
íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûõ âêëþ÷åíèé Ïîýòîìó ìîæíî ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòü-
ñÿ â ðàçðåøåíèè âêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ, åñëè ïðåîáðàçîâàòü åãî
ëåâóþ ÷àñòü ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿ-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäîáúåäèíåíèå". Ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê íåìó, èìååò
òåîðåìó âèäà ∀cda(a = d → d ⊆ c ↔ a ⊆ c). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð(1)". Îí ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé a ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðà-
æåíèÿ d íîðìàëèçàòîðîì "âèäîáúåäèíåíèå". Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå a ⊆ c
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíñîäåðæèòñÿ". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñ-
ëè âûðàæåíèå d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé è íå èìååò çà-
ãîëîâêà "îáúåäèíåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a ëèáî èìååò çàãîëîâîê
"îáúåäèíåíèå", ëèáî êîðî÷å âûðàæåíèÿ d.

11. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ëèáî ðàçíî-
ñòè. Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Äëÿ äåêîìïîçèöèè âêëþ÷åíèÿ îí ïûòà-
åòñÿ ïðåäñòàâèòü ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ëèáî ðàçíîñòè ñ ïîìîùüþ
íîðìàëèçàòîðà "âèäðàçíîñòü". Òåîðåìà èìååò âèä ∀cda(a = d → c ⊆ d ↔ c ⊆ a).

12. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü îäíó èç ÷àñòåé âêëþ÷åíèÿ â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
åñëè äðóãàÿ ÷àñòü óæå èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëü-
çóþòñÿ äâà ïðèåìà. Òåîðåìà ïåðâîãî èç íèõ ∀cdea(a = e → e ⊆ c×d ↔ a ⊆ c×d)
îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èìååòñÿ ñïðàâà îò âêëþ÷åíèÿ.
Åñëè îíî ðàñïîëîæåíî ñëåâà îò âêëþ÷åíèÿ, ïðèìåíÿåòñÿ âòîðîé ïðèåì. Â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Âêëþ÷åíèå
äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèå e íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé è íå èìå-
åò çàãîëîâêà "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå".

4.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå"

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêîâ äëÿ ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå". Ñïðà-
âî÷íèêè "àðíîñòü", "îäç", "òèïäàííûõ", "òèï" óêàçûâàþò, ÷òî îïåðàöèÿ äâóìåñòíàÿ,
îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâàõ è çíà÷åíèÿìè åå ñëóæàò ìíîæåñòâà. Îïåðàöèÿ âûäåëåíà
ñïðàâî÷íèêàìè "êîììóòàòèâíî" è "àññîöèàòèâíî". Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" óêàçûâà-
åò åäèíèöó îïåðàöèè - ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñïðàâî÷íèê "îáëàñòü" êîíñòàòèðóåò, ÷òî
îïåðàöèÿ ïðèíèìàåò ëþáîå çíà÷åíèå èç ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îí îñíîâàí íà
òåîðåìå ∀a(a− set→ a ∪ a = a), óêàçûâàþùåé, êàêèå èìåííî çí÷åíèÿ îïåðàíäîâ äà-
þò òðåáóåìîå çíà÷åíèå îïåðàöèè. Äàííûé ñïðàâî÷íèê áûâàåò ïîëåçåí ïðè çàìåíàõ
ïîäâûðàæåíèé âèäà x∪y íà íîâûå ïåðåìåííûå. Ñïðàâî÷íèê "äèñòðèáóòèâíî" óêàçû-
âàåò íà äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ. Íàêîíåö, èñïîëü-
çóåìûé êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë" óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü
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ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà "îáúåäèíåíèåñïèñêîâ" äëÿ íàõîæäåíèÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõ êî-
íå÷íûõ ñïèñêîâ îáúåêòîâ. Ýòè îáúåêòû äîëæíû áûòü íåêîòîðûìè âû÷èñëèòåëüíûìè
ñòðóêòóðàìè äàííûõ ÃÅÍÎËÎÃà.

Íà òåîðåìå "êîììóòàòèâíî(îáúåäèíåíèå)" îñíîâàíû ïðèåì, óñòðàíÿþùèé âëî-
æåííûå îáúåäèíåíèÿ è ïðèåì, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷èâàþùèé îïåðàíäû.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ âûïîëíÿþò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ îáúåäèíåíèé:
1. Îáúåäèíåíèå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì. ∀a(a ∪ ∅ = a);
2. Îáúåäèíåíèå îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ. ∀a(a ∪ a = a);
3. Áåçóñëîâíûå ïîãëîùåíèÿ. ∀ab(a ∪ (a ∩ b) = a); ∀ab(a ∪ (a \ b) = a);
4. Óñëîâíîå ïîãëîùåíèå. ∀ab(a ⊆ b → a ∪ b = b). Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà: â ïåðâîì

àíòåöåäåíò ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ïîñûëîê; âî âòîðîì - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ýòà ïðîâåðêà æåñòêî îãðàíè÷èâàåòñÿ ïî òðóäîåìêî-
ñòè. Òàêîå îãðàíè÷åíèå íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà ðàññìîòðåíèå âñåâîçìîæíûõ ïàð
îïåðàíäîâ â äëèííûõ îáúåäèíåíèÿõ íå çàòðà÷èâàëîñü ñëèøêîì ìíîãî âðåìåíè.
Â îòëè÷èå îò áåçóñëîâíîãî ïîãëîùåíèÿ, ïðèìåíÿâøåãîñÿ íà óðîâíå 0, óñëîâ-
íîå ïîãëîùåíèå ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 1. Äëÿ ïðèåìà, èñïîëüçóþùåãî ïðîâå-
ðî÷íûé îïåðàòîð, îáðàùåíèå ïðîäóáëèðîâàíî óðîâíåì 3. Ýòî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü
äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ â ïîñûëêàõ ïðè âûâîäå
ñëåäñòâèé.

5. Äîïîëíèòåëüíûå òîæäåñòâà òèïà ïîãëîùåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ïîëåçíûõ
óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ:
∀abc(c ∪ (a ∪ c) \ b = c ∪ (a \ b))

∀abc(c ∪ a \ (b \ c) = c ∪ (a \ b))

∀ab(b ∪ (a \ b) = a ∪ b)

∀abc(c ∪ a \ (b ∪ c) = c ∪ (a \ b))

∀abc(b ⊆ c → c ∪ (a \ b) = a ∪ c)

∀abcd(c ⊆ a & d = b \ c → a \ b ∪ c = a \ d)

Ïîñëåäíèé ïðèåì îáîáùàåò òîæäåñòâî (a \ b)∪ (b \ c) = (a \ c), âûïîëíåííîå ïðè
c ⊆ b ⊆ a. Åãî âòîðîé àíòåöåäåíò - ïðèñâîåíèå ïåðåìåííîé d ðåçóëüòàòà îáðà-
áîòêè ðàçíîñòè b \ c íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàçíîñòü". Ýòîò æå íîðìàëèçàòîð
ïðèìåíÿåòñÿ è ê çàìåíÿþùåìó âûðàæåíèþ. Óðîâåíü ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ðàâåí
3, â òî âðåìÿ êàê ïðåäûäóùèå ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ íà óðîâíÿõ 1 ëèáî 0.

6. Ñâåðòêà îáúåäèíåíèé. Â îáû÷íîì ðåæèìå âûíåñåíèÿ çà ñêîáêó îáùåé ÷àñòè
íåñêîëüêèõ îáúåäèíÿåìûõ âûðàæåíèé íå ïðîèñõîäèò. Ýòî äåëàåòñÿ ëèøü äëÿ
çàäà÷, èìåþùèõ öåëü "ñâåðòêà". Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
∀abc(a ∩ b ∪ a ∩ c = a ∩ (b ∪ c))

∀abc(a ∩ c ∪ a \ b = a \ (b \ c))

∀abc(a \ b ∪ c \ b = (a ∪ c) \ b)



Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ 231

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

Äëÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè óòâåðæäåíèé ñ îáúåäèíåíèÿìè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
ïðèåìû:

1. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ. ∀abc(a ∈ b∪c ↔ a ∈ b ∨ a ∈ c).
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ "ïî÷òè âñåãäà", îäíàêî åñòü ðÿä îãðàíè÷åíèé.
Ïðåæäå âñåãî, åñëè ïðèíàäëåæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé, òî ïðåîáðàçîâàíèå
ñïðîâîöèðóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ, à ýòî äàëåêî íå âñåãäà æåëàòåëüíî. Ïîýòîìó äàí-
íûé ïðèåì âîîáùå íå ïðèìåíÿåòñÿ ê êîðíåâûì âõîæäåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè â
ïîñûëêè. Îäíàêî, äëÿ ïîñûëîê çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ñäåëàíî èñêëþ÷åíèå
- äëÿ íèõ ââåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ íà
óðîâíå 4.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíÿõ 0, 2 ëèáî 3. Íàèáîëüøèé óðîâåíü 3 îòâåäåí äëÿ
óñëîâèé çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñäåëàíî, ÷òîáû ïðåäîñòàâèòü âîçìîæ-
íîñòü â î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ îáîéòèñü áåç ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Åñëè ïðèíàäëåæ-
íîñòü ðàñïîëîæåíà â ïîñûëêå ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì, òî óðîâåíü ðàâåí 0
- çäåñü ïðîèñõîäèò ðàçáèåíèå ïîñûëêè íà äâà áîëåå ïðîñòûõ óòâåðæäåíèÿ. Â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå öåëè çàäà÷è, ÿâíî óêàçûâàþùåé íà ðåæèì "ñâåðò-
êè" óòâåðæäåíèé. Åñëè ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå è a - íåèç-
âåñòíàÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ, ÷òîáû íå èñïîðòèòü ñòàíäàðòíûé âèä
îòâåòà. Íàêîíåö, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðåîáðàçîâàíèå áëîêè-
ðóåòñÿ, åñëè a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à b, c íå ñîäåðæàò. Èñêëþ÷åíèå äåëàåòñÿ
ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà b ëèáî c èìååò âèä "ïðîìåæóòîê(. . .)" è âûðàæåíèå
a - íåèçâåñòíàÿ, âñòðå÷àþùàÿñÿ â äðóãèõ óñëîâèÿõ. Òîãäà âûíåñåíèå íàðóæó
óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé ïðîìåæóòêó ìîæåò ïîçâîëèòü ñðàáîòàòü
ïðî÷èì ïðèåìàì ïðè îáúåäèíåíèè óñëîâèé ñ ýòîé íåèçâåñòíîé.

2. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿ. ∀abc(a ∪ b ⊆ c ↔ (a ⊆ c & b ⊆ c)).
Îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Îòëè÷èå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ðàçáîð ñëó÷àåâ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà èíèöèèðó-
åòñÿ, åñëè ïðèíàäëåæíîñòü ðàñïîëîæåíà ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì.

3. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ îáúåäèíåíèåì. ∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∪ b) ↔
íåïåðåñåê(a, c) & íåïåðåñåê(b, c)). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

4. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïóñòîòû îáúåäèíåíèÿ. ∀ab(a∪b = ∅ ↔ a = ∅ & b = ∅). Ïðåîá-
ðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ ïðè íàëè÷èè öåëåé, óêàçûâàþùèõ íà ðåæèì "ñâåðòêè".

5. Óñèëåíèå óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ â îáúåäèíåíèå. ∀abc(íåïåðåñåê(a, b) → (b ⊆ c ↔
b ⊆ (a∪c))). Òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

6. Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâà îáúåäèíåíèþ åãî ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì. ∀ab(b ⊆ a ↔ a =
a ∪ b). Òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

7. Óñèëåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ. ∀abc(¬(a ∈ b) → (a ∈ (b ∪
c) ↔ a ∈ c)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ïîòðåáíîñòü â äàííîì ïðèåìå
âîçíèêàåò, åñëè ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè áûëà çàáëîêèðîâàíà.
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Ñâåðòêà èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ óïðîùàþò âõîäÿùèå â îòâåò ãðóïïû óòâåðæäåíèé áåç íåèçâåñò-
íûõ. Íàïðèìåð, êîíúþíêöèÿ âêëþ÷åíèé â îäíî è òî æå ìíîæåñòâî çàìåíÿåòñÿ íà
âêëþ÷åíèå îáúåäèíåíèÿ; äèçúþíêöèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè - â óñëîâèå ïðèíàä-
ëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ, è ò.ï.

Óñìîòðåíèå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà â îáúåäèíåíèå åãî ñ äðóãèì ìíîæå-
ñòâîì

Ïðîñòîé ïðèåì ñ òåîðåìîé ∀ab(a ⊆ a ∪ b).

Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ, âûïîëíÿþùèõ ãðóïïèðîâêó íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ. Â êàæäîì èç
íèõ äâå "èçâåñòíûõ" ïåðåìåííûõ çàíîñÿòñÿ ïîä îáùóþ îïåðàöèþ, èãðàþùóþ ðîëü
êîýôôèöèåíòà ïðè íåèçâåñòíîé. Îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì òåîðåì ýòèõ ïðèåìîâ:
∀abc(a ∩ c ∪ b ∩ c = c ∩ (a ∪ b))

∀abc(b \ a ∪ b \ c = b \ (a ∩ c))

∀abc(a ∩ c ∪ a \ b = a \ (b \ c))

∀abc(a \ c ∪ b \ c = (a ∪ b) \ c)

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè

1. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà â îáúåäè-
íåíèå äâóõ äðóãèõ ìíîæåñòâ. ∀abc(b ⊆ a∪ c ↔ b\ c ⊆ a). Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå; b, c - íå ñîäåðæàò.

2. Äâà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ â óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ñ îáúåäè-
íåíèåì. ∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∪ b) ↔ (íåïåðåñåê(a, c) & íåïåðåñåê(b, c))). Çàãîëî-
âîê ïðèåìà - "çàìåíàóñëîâèÿ(ïåðâûéòåðì)". c - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèÿ a, b íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ýòîò è ñëåäóþùèé ïðèåìû âûïîëíÿþò îáúåäèíåíèå â
îäíî óòâåðæäåíèå íåñêîëüêèõ óñëîâèé, óæå ÿâíî ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé.

3. Äâà óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ â óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿ. ∀abc(a∪
b ⊆ c ↔ (a ⊆ c & b ⊆ c)). Çäåñü c - íåèçâåñòíàÿ; a, b èçâåñòíû.

4. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü íåèçâåñòíóþ ëåâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ
ìíîæåñòâ. Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è ïðåäñòàâëåíà
â âèäå îáúåäèíåíèÿ, òî âêëþ÷åíèå ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûõ
âêëþ÷åíèé. ×òîáû ïðåîáðàçîâàòü ëåâóþ ÷àñòü ê âèäó îáúåäèíåíèÿ, ñëóæèò
ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäîáúåäèíåíèå". Åãî òåîðåìà èìååò
âèä ∀cda(a = d → d ⊆ c ↔ a ⊆ c). Àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé a ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ d óêàçàííûì íîðìàëèçàòîðîì. Çàìåíÿþùåå âêëþ÷å-
íèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "óðàâíñîäåðæèòñÿ" è "íîðìëîã", ÷òî â
ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àÿõ çàâåðøàåò åãî ÿâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè d îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé, íå èìååò çàãîëîâêà
"îáúåäèíåíèå" è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a ëèáî
èìååò çàãîëîâîê "îáúåäèíåíèå", ëèáî êîðî÷å âûðàæåíèÿ d.
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5. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü íåèçâåñòíóþ ÷àñòü óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ
â âèäå îáúåäèíåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó; òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀cda(a = d → íåïåðåñåê(c, d) ↔ íåïåðåñåê(c, a)).

6. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïóñòîìó ìíîæåñòâó â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ áîëåå ïðîñòîé òåîðåìîé ïðèåìà: ∀ca(a =
c → c = ∅ ↔ a = ∅).

7. Óñìîòðåíèå ðàçáèåíèÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Ïóñòü óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå
èìååò âèä B = x ∪ y, ãäå x, y - âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè, B - èçâåñòíî. Åñëè
èìååòñÿ òàêæå óñëîâèå x ⊆ A, ãäå A èçâåñòíî, ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî y è
A íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî x ðàâíî A ∩B, y ðàâíî B \ A.

Êâàíòîðíûå ñâåðòêè ñ îáúåäèíåíèåì

Èñïîëüçóþòñÿ òðè ïðèåìà êâàíòîðíîé ñâåðòêè, îñíîâàííûå íà ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ:
∀ab(b− set→ (a ⊆ b) ↔ ∃c(b = a ∪ c & c− set));
∀acd(∀b(b ∈ c ∨ b ∈ d ↔ b ∈ a) ↔ a = c ∪ d);
∀abc(c ⊆ a ∪ b ↔ ∀d(¬(d ∈ a) & d ∈ c → d ∈ b))

Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé äëÿ óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèÿ

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé â àëãåáðå ìíîæåñòâ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì
ïåðåõîä ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé. Ýòî - àíàëîã äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìû àëãåáðû ëîãèêè. Ïðåèìóùåñòâî îáåèõ ñòàíäàðòíûõ ôîðì ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ëþáûå äâà âõîæäåíèÿ äîñòèæèìû äðóã èç äðóãà ñ ïîìîùüþ ìàëîãî ÷èñëà ïåðåõîäîâ
÷åðåç ñèìâîëû îïåðàöèé. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ïîä-
õîäÿùåå òîæäåñòâî, ó÷èòûâàþùåå âçàèìíóþ çàâèñèìîñòü òàêèõ âõîæäåíèé. Ïîñëå
óïðîùåíèÿ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà çàâåðøàþùåé êîìïàêò-
íîé ïåðåôîðìóëèðîâêè âûðàæåíèÿ (ãðóïïèðîâêè ñ âûíåñåíèåì çà ñêîáêè è ò.ï.).

Ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå óêàçàííûå äåéñòâèÿ, ñîçäàíû äëÿ êàæäîãî èç ñèìâîëîâ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé. Åñëè çàãîëîâêîì ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ
ñëóæèò îáúåäèíåíèå, òî òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä: ∀abc(c = a ∪ b → a ∪ b = c).
Àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé c ðåçóëüòàò óïðîùåíèé. ×òîáû ïðåîáðàçîâàòü
âûðàæåíèå ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé è óïðîñòèòü åãî â äàííîì âèäå, ñëó-
æèò íîðìàëèçàòîð "ñòàíäîáúåäèíåíèå". Çàâåðøàþùèå óïðîùåíèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì íîðìàëèçàòîðîâ "ãðóïïìíîæåñòâî" è "ñâåðòêà".

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(îïåðàíä(õ4 òåêâ-
õîæä)ñèìâîë(õ4 îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèå ðàçíîñòü ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå ïðîîáðàç îá-
ðàç)))" ïîçâîëÿåò óïðîùàòü òîëüêî "ìàêñèìàëüíûå" ïîäâûðàæåíèÿ è òàêèì îáðà-
çîì èñêëþ÷èòü ïîâòîðû. Óêàçàòåëü "ïîïûòêà(ñòàíäîáúåäèíåíèå òåêâõîæä)" ââîäèò
êîììåíòàðèé, áëîêèðóþùèé ïîâòîðíîå óïðîùåíèå ïðè íåóäà÷å. Óêàçàòåëü "çàìå-
÷àíèå(ñòàíäîáúåäèíåíèå ðåçóëüòàò)" ââîäèò êîììåíòàðèé, áëîêèðóþùèé ïîâòîðíîå
óïðîùåíèå ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèé.
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Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîáúåäèíåíèå"

Íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé ñîñòîÿò èç ïðèåìîâ, âûïîëíÿþ-
ùèõ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå áåññïîðíî ñëåäóåò ïðèìåíÿòü âî âñåõ ñëó÷àÿõ.
Âîçìîæíû ðåäêèå èñêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå ëèáî ÿâíî óêàçûâàþòñÿ â ôèëüòðàõ ïðèå-
ìîâ, ëèáî ðåàëèçóþòñÿ êîñâåííî - ïóòåì áëîêèðîâêè îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðó.
Òåîðåìû ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà î÷åíü ïðîñòû, è ìû ïðèâîäèì èõ áåç çàìå÷àíèé:

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ îáúåäèíåíèé;
2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ;
3. Îáúåäèíåíèå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì. ∀a(a ∪ ∅ = a);
4. Îäèíàêîâûå îïåðàíäû. ∀a(a ∪ a = a);
5. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ñïèñêîâ. ∀ab({; a} ∪ {; b} = {; a; b});
6. Îáúåäèíåíèå ñ êîíå÷íûì ñïèñêîì. ∀abc(b ∈ a → a ∪ {b; c} = a ∪ {; c});
7. Áåçóñëîâíîå ïîãëîùåíèå. ∀ab(a ∪ a ∩ b = a); ∀ab(a ∪ a \ b = a);
8. Óñëîâíîå ïîãëîùåíèå. ∀ab(a ⊆ b → a ∪ b = b);
9. Äîïîëíèòåëüíûå òîæäåñòâà òèïà ïîãëîùåíèÿ.
∀abc(c ∪ b ∩ (a ∪ c) = c ∪ a ∩ b)

∀abc(b ⊆ c → c ∪ a \ b = a ∪ c)

∀abc(c ∪ a \ (b ∪ c) = c ∪ a \ b)

∀ab(b ∪ a \ b = a ∪ b)

∀abc(c ∪ a \ (b \ c) = c ∪ a \ b)

∀abc(c ∪ (a ∪ c)=	 c ∪ a \ b)

10. Îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêà è êîíå÷íîãî ñïèñêà, ñîäåðæàùåãî åãî êîíå÷íóþ òî÷-
êó.
∀abcde({b; d} ∪ [a, b] = {; d} ∪ [a, b])

∀abcde({a; d} ∪ [a, b] = {; d} ∪ [a, b])

Â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà óñëîâèÿ íà êîíöû ïðîìåæóòêà ïðîèçâîëüíûå; â ïðàâîé
- ñîîòâåòñòâóþùèé äîáàâëÿåìîé òî÷êå êîíåö âêëþ÷àåòñÿ â ïðîìåæóòîê.

11. Îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäñåìåéñòâ, ïîëó÷åííûõ îòáðàñûâàíèåì ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ.
∀abAP (¬(a− b = 0) →

⋃
i,¬(i=a),P (i) A(i) ∪

⋃
j,¬(j=b),P (j) A(j) =

⋃
i,P (i) A(i))

12. Îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ.
∀abcdef (0 ≤ c− a & 0 ≤ b− d → [a, b] ∪ [c, d] = [a, b])

Ó ïðîìåæóòêà [c, d] óñëîâèÿ íà êîíöû ïðîèçâîëüíû; ïðîìåæóòîê [a, b] âêëþ÷àåò
â ñåáÿ ñâîè êîíöû. Ôèëüòð "èëè(ðàâíî(õ1 õ3)ðàâíî(õ2 õ4))" îçíà÷àåò, ÷òî â
äåéñòâèòåëüíîñòè ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áóäåò èìåòü ìåñòî ëèøü äëÿ
ïðîìåæóòêîâ, ó êîòîðûõ îäèí èç êîíöîâ - îáùèé.
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Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùîáúåäèíåíèå"

Ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòîâ çàäà÷ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ðåæèì êîì-
ïàêòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêè òåðìîâ. Òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà íà îñíîâíîì ýòàïå ðå-
øåíèÿ ÷àñòî íåæåëàòåëüíà, òàê êàê çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå òåêóùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Íàïðèìåð, ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèÿ âûãîäíî ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàòü
ê âèäó ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé. Ýòî óïðîùàåò óìíîæåíèå è äåëåíèå ñòåïåíåé ñ îäè-
íàêîâûìè îñíîâàíèÿìè. Îäíàêî, ïîñëå âûïîëíåíèÿ "îñíîâíîãî" óïðîùåíèÿ îáû÷íî
ïðîèñõîäèò îáðàòíàÿ ñâåðòêà ñîìíîæèòåëåé ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîêðàùåííîé ïåðåôîðìóëèðîâêè èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "ñâåðò-
êà". Â ñâîþ î÷åðåäü, îíà ïðèáåãàåò ê öåëîé ñèñòåìå íîðìàëèçàòîðîâ ñîêðàùåííîé
ïåðåçàïèñè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ëîãè÷åñêèì ñèìâîëàì. Íàçâàíèÿ ýòèõ íîð-
ìàëèçàòîðîâ íà÷èíàþòñÿ ñ ïðèñòàâêè "óïðîù" - "óïðîùîáúåäèíåíèå", "óïðîùóìíî-
æåíèå", è ò.ï. ×òîáû íàéòè íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàííîìó
ñèìâîëó, ñëóæèò ñïðàâî÷íèê "íîðìóïðîñòèòü".

Ñïðàâî÷íèêè, îïðåäåëÿþùèå ôîðìàò îïåðàòîðà "óïðîùîáúåäèíåíèå", àíàëîãè÷-
íû ñïðàâî÷íèêàì äëÿ îïåðàòîðà "íîðìîáúåäèíåíèå". Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì,
÷òî âìåñòî ñïðàâî÷íèêà "íîðìàëèçàòîð" èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "íîðìóïðîñòèòü".
Îáðàùàòüñÿ èç íîðìàëèçàòîðîâ ñîêðàùåííîé ïåðåçàïèñè ê íîðìàëèçàòîðàì îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè ñëåäóåò ñ íåêîòîðîé îñòîðîæíîñòüþ, òàê êàê ýòè îáðàùåíèÿ ìîãóò
ïðèâåñòè ê íåæåëàòåëüíîé ðàçâåðòêå ñâåðíóòûõ âûðàæåíèé.

Ïðèåìû îïåðàòîðà "óïðîùîáúåäèíåíèå" òàêîâû:
1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ îáúåäèíåíèé è ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïå-

ðàíäîâ;
2. Îáúåäèíåíèå ïðîîáðàçîâ. ∀abc(ïðîîáðàç(c, a) ∪ ïðîîáðàç(c, b) = ïðîîáðàç(c, a ∪

b));
3. Îáúåäèíåíèå îáðàçîâ. ∀abc(îáðàç(c, a) ∪ îáðàç(c, b) = îáðàç(c, a ∪ b));
4. Îáúåäèíåíèå ðàçíîñòåé ëèáî ïåðåñå÷åíèé.
∀abc(b \ a ∪ b \ c = b \ (a ∩ c))

∀abcde(a \ (b ∪ c) ∪ d \ (c ∪ e) = (a \ b ∪ d \ e) \ c)

∀abcde((b ∩ e) \ a ∪ (d ∩ e) \ c = e ∩ (b \ a ∪ d \ c))

∀abcd(d \ a ∪ (c ∩ d) \ b = d \ (a \ (c \ b)))

Âî âòîðîé òåîðåìå b, e ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â ïóñòîå ìíîæåñòâî; â òåðåòüåé - a, c;
â ÷åòâåðòîé - b. Ýòè ïàðàìåòðû ââåäåíû â êà÷åñòâå îáîáùàþùèõ êîýôôèöèåí-
òîâ.

5. Îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.
∀abc((b× a) ∪ (b× c) = b× (a ∪ c))

∀abc((a× c) ∪ (b× c) = (a ∪ b)× c)

6. Îáúåäèíåíèå îáúåäèíåíèé ñåìåéñòâ.
∀fgh(

⋃
x,h(x) f(x) ∪

⋃
x,h(x) g(x) =

⋃
x,h(x)(f(x) ∪ g(x)))

7. Óñìîòðåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè.
∀ab(a \ b ∪ b \ a = a4 b)
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Íîðìàëèçàòîð "óðàâíîáúåäèíåíèå"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð ñëóæèò äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé, îñóùåñòâëÿþùèõ ïðèâåäåíèå ïî-
äîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè. Åãî ïðèåìû òàêîâû:

1. Îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé. ∀abc(a∩ c∪ b∩ c = c∩ (a∪ b)). Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå; a, b èçâåñòíû. Ê çàìåíÿþùåìó âûðàæåíèþ ïðèìåíÿþòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðû "íîðìïåðåñå÷åíèå", "óðàâíïåðåñå÷åíèå". Ê ïîäâûðàæåíèþ a∪ b ïðè-
ìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìîáúåäèíåíèå". Àíàëîãè÷íûìè íîðìàëèçàòîðàìè
ñíàáæåíû è îñòàëüíûå ïðèåìû ïàêåòà.

2. Îáúåäèíåíèå ñ ïåðåñå÷åíèåì. ∀abc(c ⊆ b → c∪a∩b = b∩(a∪c)). Âûðàæåíèå b íå
èçâåñòíî; a, c èçâåñòíû. Àíòöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

3. Îáúåäèíåíèå ïðîîáðàçîâ. ∀abc(ïðîîáðàç(c, a) ∪ ïðîîáðàç(c, b) = ïðîîáðàç(c, a ∪
b)). Âûðàæåíèå c íå èçâåñòíî; a, b èçâåñòíû.

4. Îáúåäèíåíèå îáðàçîâ. ∀abc(îáðàç(c, a)∪îáðàç(c, b) = îáðàç(c, a∪ b)). Âûðàæåíèå
c íå èçâåñòíî; a, b - èçâåñòíû.

5. Îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. ∀abc((b×a)∪(b×c) = b×(a∪c)). Âûðàæåíèå
b íå èçâåñòíî; a, c èçâåñòíû. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì - äëÿ óìíîæåíèÿ ñëåâà.

6. Îáúåäèíåíèå ðàçíîñòåé.
∀abc(a \ c ∪ b \ c = (a ∪ b) \ c)

∀abc(b \ a ∪ b \ c = b \ (a ∩ c))

7. Îáúåäèíåíèå ðàçíîñòè è ïåðåñå÷åíèÿ. ∀abc(a ∩ c ∪ a \ b = a \ (b \ c)).
8. Îáúåäèíåíèå ñ ðàçíîñòüþ.
∀abc(a ⊆ c → a ∪ c \ b = c \ (b \ a))

∀abc(íåïåðåñåê(b, c) → b ∪ a \ c = (a ∪ b) \ c)

Íîðìàëèçàòîð "âèäîáúåäèíåíèå"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî íèæå íîðìàëèçàòîðà "ñòàíäîáúåäèíåíèå", îí íå âûïîëíÿåò êàêèõ-
ëèáî ñïåöèàëüíûõ óïðîùåíèé è ïðèìåíÿåòñÿ ðåäêî. Êðîìå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé òèïà äèñòðèáóòèâíîñòè, íîðìàëèçàòîð îáðàùàåòñÿ ê ïîäãîòàâëèâàþùèì âîç-
ìîæíîñòü òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïàêåòàì. Íàïðèìåð, åñëè âûðàæåíèå èìååò âèä a∩b,
òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ýòîìó æå ïàêåòó äëÿ ïðèâåäåíèÿ a ê
âèäó îáúåäèíåíèÿ.

Íîðìàëèçàòîð "ñòàíäîáúåäèíåíèå"

Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ òàêèõ ÷ëåíîâ, êîòîðûå
äàëåå óæå íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â âèäå îáúåäèíåíèÿ. Äëÿ ýòèõ
÷ëåíîâ ïðåäïðèíèìàåòñÿ íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ. Îñòàâàÿñü â
ðàìêàõ äàííîé ñòàíäàðòèçàöèè, íîðìàëèçàòîð äàëåå âûïîëíÿåò óïðîùåíèå âûðàæå-
íèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìàòå íîðìàëèçàòîðà îòñóòñòâóåò ñèìâîë "êîðåíü", ò.å. åãî
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òîæäåñòâà ïðèìåíÿþòñÿ è ê âíóòðåííèì ÷àñòÿì ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Ñïðà-
âî÷íèê "ñòàíäôîðìà" ïîçâîëÿåò ïî îïåðàöèè "îáúåäèíåíèå" îïðåäåëÿòü íàçâàíèå
íîðìàëèçàòîðà, ïðåîáðàçóþùåé ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå ñ ýòîé êîðíåâîé îïåðàöèåé.
Ñïðàâî÷íèê "ñòàíä" ïåðå÷èñëÿåò øàáëîíû òåõ ïîäâûðàæåíèé, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ
çàïðåùåííûìè äëÿ âûðàæåíèé, ïðèâåäåííûõ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Ôàêòè÷åñêè ýòî
ëåâûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ òîæäåñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà.
1. Ïðèâåäåíèå ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
∀abc(c ∩ (a ∪ b) = a ∩ c ∪ b ∩ c)

∀abc(c ∩ (b \ a) = (b ∩ c) \ a)

∀abc((b \ c) \ a = b \ (a ∪ c))

∀abc((a ∪ b) \ c = a \ c ∪ b \ c)

∀bcef (c \ (e ∩ f ∪ b) = c \ (b ∪ e) ∪ c \ (b ∪ f))

∀bcef (c \ (e \ f ∪ b) = c \ (b ∪ e) ∪ (c ∩ f) \ b)

∀abc((a ∪ b)× c = (a× c) ∪ (b× c))

∀abc(b× (a ∪ c) = (b× a) ∪ (b× c))

∀abc(a× (c \ b) = (a× c) \ (a× b))

∀abc((c \ b)× a = (c× a) \ (b× a))

∀abcd((a ∩ b)× (c ∩ d) = (a× c) ∩ (b× d))

∀abc(îáðàç(c, a ∪ b) = îáðàç(c, a) ∪ îáðàç(c, b))
∀abc(ïðîîáðàç(a, c) \ ïðîîáðàç(a, b) = ïðîîáðàç(a, c \ b))

∀abc(ïðîîáðàç(c, a) ∪ ïðîîáðàç(c, b) = ïðîîáðàç(c, a ∪ b))

∀abc(ïðîîáðàç(c, a) ∩ ïðîîáðàç(c, b) = ïðîîáðàç(c, a ∩ b))

∀fgh(
⋃

x,h(x)(f(x) ∪ g(x)) =
⋃

x,h(x) f(x) ∪
⋃

x,h(x) g(x))

∀fgh(¬(setx(h(x)) = ∅) →
⋂

x,h(x)(f(x) \ g(x)) =
⋂

x,h(x) f(x) \
⋃

x,h(x) g(x))

∀fgh(¬(setx(h(x)) = ∅) →
⋂

x,h(x)(f(x) ∩ g(x)) =
⋂

x,h(x) f(x) ∩
⋂

x,h(x) g(x))

Âñå ýòè òîæäåñòâà ïðèìåíÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Èõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1. Â îòñóòñòâèè áîëåå ñëîæíûõ îïåðàöèé, âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
îáúåäèíåíèÿ òàêèõ ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïåðåñå÷åíèåì
ïåðåìåííûõ, ëèáî ðàçíîñòüþ, èìåþùåé ñâîåé ëåâîé ÷àñòüþ ïåðåñå÷åíèå, à ïðà-
âîé - îáúåäèíåíèå ïåðåìåííûõ.

2. Ïðîñòåéøèå óïðîùàþùèå òîæäåñòâà. Áåçóñëîâíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå íå áî-
ëåå äâóõ ïåðåìåííûõ, ïðèìåíÿþòñÿ íà óðîâíå 1, îñòàëüíûå - íà óðîâíå 2. Íà
ïåðâîì óðîâíå óïðîùàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò ïåðåìåæàòüñÿ ñ ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè, ïðèâîäÿùèìè ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå.
∀a(a ∩ ∅ = ∅)
∀a(a ∪ ∅ = a)

∀a(a ∪ a = a)

∀a(a ∩ a = a)
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∀ab(a ∪ a ∩ b = a)

∀ab(a ∪ a \ b = a)

∀abc(b ∪ (a ∩ b) \ c = b)

∀abc(b \ a ∪ (b ∩ c) \ a = b \ a)

∀abc(b \ c ∪ b \ (a ∪ c) = b \ c)

∀ab(a ⊆ b → a ∪ b = b)

∀ab(b ⊆ a → a ∩ b = b)

∀ab(íåïåðåñåê(a, b) → a ∩ b = ∅)
∀a(∅ \ a = ∅)
∀a(a \ ∅ = a)

∀a(a \ a = ∅)
∀ab(a ⊆ b → a \ b = ∅)
∀ab((a ∩ b) \ b = ∅)
∀ab(a \ (a ∪ b) = ∅)
∀abc((a ∩ b) \ (a ∪ c) = ∅)
∀ab(íåïåðåñåê(a, b) → a \ b = a)

∀abc(íåïåðåñåê(b, c \ a) → c \ (a ∪ b) = c \ a)

{; ïóñòîåñëîâî} = ∅
∀a(a× ∅ = ∅)
∀a(∅ × a = ∅)
∀a(îáðàç(a, ∅) = ∅)
∀a(ïðîîáðàç(a, ∅) = ∅)
Ïóñòûå ñëîâà ìîãóò âîçíèêàòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèâîäèìûõ íèæå òîæäåñòâ,
ïðåîáðàçóþùèõ êîíå÷íûå ñïèñêè.
Ïåðå÷èñëèì áîëåå ñëîæíûå óïðîùàþùèå òîæäåñòâà ïàêåòà. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ èõ ðàâåí 2.

3. Ñêëåèâàíèå äâóõ ÷ëåíîâ îáúåäèíåíèÿ.
∀abc(a− set & íåïåðåñåê(b, c) → a \ b ∪ a \ c = a)

∀abc(a− set & b ⊆ c → a ∩ c ∪ a \ b = a)

∀ab(a− set→ a ∩ b ∪ a \ b = a)

∀abc(b \ (a ∪ c) ∪ (b ∩ c) \ a = b \ a)

∀abc(a ⊆ c & c ⊆ b → b \ c ∪ c \ a = b \ a)

4. Óïðîùåíèå äëÿ äâóõ ÷ëåíîâ îáúåäèíåíèÿ.
∀abc(b ⊆ c → c ∪ a \ b = a ∪ c)

∀abc(c ∪ a \ (b ∪ c) = c ∪ a \ b)

∀ab(b ∪ a \ b = a ∪ b)
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∀abc(a ∩ c ∪ (a ∩ b) \ c = a ∩ b ∪ a ∩ c)

∀abc(b \ (a ∪ c) ∪ c \ a = b \ a ∪ c \ a)

∀abc(b ∩ c ∪ b \ (a ∪ c) = b ∩ c ∪ b \ a)

∀abc(c ⊆ b → a ∩ b ∪ c \ a = c ∪ a ∩ b)

∀abc(a ∩ b ∩ c ∪ b \ a = b ∩ c ∪ b \ a)

∀abc(íåïåðåñåê(b, c) → a \ c ∪ b \ a = b ∪ a \ c)

∀abc(b ⊆ c → a ∩ b ∪ c \ a = b ∪ c \ a)

∀abc(a \ b ∪ (a ∩ b) \ c = a \ b ∪ a \ c)

5. Ïîãëîùåíèå äëÿ òðåõ ÷ëåíîâ îáúåäèíåíèÿ.
∀abc(a \ b ∪ a \ c ∪ b \ c = a \ b ∪ b \ c)

∀abc(a ∩ c ∪ b ∩ c ∪ a \ b = b ∩ c ∪ a \ b)

6. Ñêëåèâàíèå òðåõ ÷ëåíîâ îáúåäèíåíèÿ.
∀abc(a ∩ c ∪ b \ a ∪ b \ c = b ∪ a ∩ c)

∀abc(a ∩ c ∪ a \ b ∪ b \ c = a ∪ b \ c)

7. Òîæäåñòâà ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì.
∀abc((a× b ∩ c) \ (a× c) = ∅)
∀abc(íåïåðåñåê(b, c) → (a× b) \ (a× c) = a× b)

∀abc((b ∩ c× a) \ (c× a) = ∅)
∀abc(íåïåðåñåê(b, c) → (b× a) \ (c× a) = b× a)

∀abc((a× b) ∪ (a× b ∩ c) = a× b)

∀abc((b× a) ∪ (b ∩ c× a) = b× a)

8. Òîæäåñòâà ñ êîíå÷íûìè ñïèñêàìè.
Â ïðèâîäèìûõ íèæå òîæäåñòâàõ çàïèñü {; a; b} îáîçíà÷àåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
ýëåìåíòû êîòîðîãî ïåðå÷èñëÿþòñÿ êîíêàòåíàöèåé íàáîðîâ a, b; çàïèñü {a; b} -
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïåðå÷èñëÿþòñÿ äîáàâëåíèåì ýëåìåíòà
a ê íàáîðó b. Ïîñðåäñòâîì {; a} îáîçíà÷àåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû
êîòîðîãî ïåðå÷èñëÿþòñÿ íàáîðîì a.
∀abc(¬(b ∈ a) → a ∩ {b; c} = a ∩ {; c})
∀ab({; a} ∪ {; b} = {; a; b})
∀abc(¬(b ∈ a) → a \ {b; c} = a \ {; c})
∀abc(b ∈ a → a ∪ {b; c} = a ∪ {; c})
∀ab({a, a; b} = {a; b})
∀a({; a; a} = {; a})
∀abc(a ∩ {; b} ∪ {; b; c} = {; b; c})
∀abc(a \ {; b} ∪ {; b; c} = a ∪ {; b; c})
∀abc({; b} \ a ∪ {; b; c} = {; b; c})
∀abc({; a} \ (c ∪ {; a; b}) = ∅)



Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ 240

∀abc(a ∩ {; b} ∪ a ∩ {; c} = a ∩ {; b; c})
∀abc({; b} \ a ∪ {; c} \ a = {; b; c} \ a)

∀abc(a \ {; b; c} ∪ {; c} = a \ {; b} ∪ {; c})
∀abc((a ∩ {; b}) \ {; b; c} = ∅)
∀abc(a ∩ {; b; c} ∪ {; b} = a ∩ {; c} ∪ {; b})
∀ab({; a} ∩ {; a; b} = {; a})
∀abc(a \ {; b} ∪ a \ {; b; c} = a \ {; b})
∀abc({; a; b} \ c ∪ {; a} = {; b} \ c ∪ {; a})
∀abc({; a; b} \ (c ∪ {; a}) = {; b} \ (c ∪ {; a}))
∀abc({; a; c} \ {b; c} = {; a} \ {b; c})
∀abc({; a} \ {; b; c} ∪ {; a; c} \ {; b} = {; a; c} \ {; b})
∀abc({b; a} \ {b; c} = {; a} \ {b; c})
∀abc(b ∈ a → {b; c} \ a = {; c} \ a)

Ñòîëü áîëüøîå êîëè÷åñòâî òîæäåñòâ îáúÿñíÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòî - îíè áûëè ñãå-
íåðèðîâàíû àâòîìàòè÷åñêè ïðè ýêñïåðèìåíòàõ ñ ëîãè÷åñêèì âûâîäîì â áàçå
òåîðåì è îñòàâëåíû â ðåøàòåëå. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ïîãëîùàåòñÿ ïðîñòåéøè-
ìè óñëîâíûìè òîæäåñòâàìè. Îäíàêî, íàëè÷èå ãîòîâîãî "áåçóñëîâíîãî" øàáëîíà
äëÿ ÷àñòíîé ñèòóàöèè èíîãäà óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ.
Ýòî æå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è ê ïîñëåäóþùèì ïóíêòàì.

9. Òîæäåñòâà ñ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è êîíå÷íûìè ñïèñêàìè.
∀abc((a× {; b}) ∪ (a× {; c}) = a× {; b; c})
∀abc(({; b} × a) ∪ ({; c} × a) = {; b; c} × a)

∀abc((a× {; b}) \ (a× {; b; c}) = ∅)
∀abc(({; b} × a) \ ({; b; c} × a) = ∅)
∀abcd(c ∈ b → (a× b) ∪ (a× {c; d}) = (a× b) ∪ (a× {; d}))
∀abcd(c ∈ b → (b× a) ∪ ({c; d} × a) = (b× a) ∪ ({; d} × a))

10. Òîæäåñòâà äëÿ îáðàçà.
∀abc(îáðàç(a, b) ∪ îáðàç(a, b ∩ c) = îáðàç(a, b))

∀abc(îáðàç(a, c) ∪ îáðàç(a, b \ c) = îáðàç(a, b) ∪ îáðàç(a, c))

∀abc(îáðàç(a, b) ∪ îáðàç(a, b \ c) = îáðàç(a, b))

∀abc(îáðàç(a, b ∩ c) \ îáðàç(a, b) = ∅)
∀abc(îáðàç(a, b \ c) \ (îáðàç(a, b) ∪ îáðàç(a, c)) = ∅)
∀abc(îáðàç(a, b \ c) \ îáðàç(a, b) = ∅)
∀abc(îáðàç(a, b \ c) \ îáðàç(a, c) ∪ îáðàç(a, b) = îáðàç(a, b))

11. Òîæäåñòâà äëÿ îáðàçîâ è êîíå÷íûõ ñïèñêîâ.
∀abc(îáðàç(a, {; b} \ {; c}) ∪ îáðàç(a, {; b; c}) = îáðàç(a, {; b; c}))
∀abc(îáðàç(a, {; b} \ {; c}) \ îáðàç(a, {; b; c}) = ∅)
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∀abc(îáðàç(a, {; b}) \ îáðàç(a, {; b; c}) = ∅)
∀abc(îáðàç(a, {; b}) ∪ îáðàç(a, {; c}) = îáðàç(a, {; b; c}))

4.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïåðåñå÷åíèå"

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà ìàëî ÷åì îòëè÷àþòñÿ îò ïðèåìîâ ïðåäûäóùåãî. Îíè îñíîâàíû
íà ñòîëü æå ïðîñòûõ òåîðåìàõ è èìåþò ìàëî óïðàâëÿþùåé ëîãèêè. Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ
íå ââåäåí àíàëîã íîðìàëèçàòîðà "ñòàíäîáúåäèíåíèå" - âïîëíå äîñòàòî÷íî îêàçàëîñü
èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìó òèïà "îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

Äëÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ïåðåñå÷åíèå", èñïîëü-
çóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ïåðåñå÷åíèå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì. ∀a(a ∩ ∅ = ∅)

2. Ïåðåñå÷åíèå îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ. ∀a(a ∩ a = a)

3. Ïåðåñå÷åíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. ∀ab(íåïåðåñåê(a, b) → a ∩ b = ∅)

4. Ïåðåñå÷åíèå ñ ðàçíîñòüþ. ∀abc(c ∩ (b \ a) = (b ∩ c) \ a)

5. Áåçóñëîâíîå ïîãëîùåíèå. ∀ab(a ∩ (a ∪ b) = a)

6. Óñëîâíîå ïîãëîùåíèå. ∀ab(b ⊆ a → a∩b = b). Ïðåäóñìîòðåíû äâå âåðñèè ïðèåìà.
Â îäíîé èç íèõ ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ îòäåëüíûìè îïåðàíäàìè
ïåðåñå÷åíèÿ (âîçìîæíî, èìåþùåãî áîëåå äâóõ îïåðàíäîâ). Âêëþ÷åíèå ïðîâå-
ðÿåòñÿ ïàêåòíûì îïåðàòîðîì. Â äðóãîé âåðñèè - âêëþ÷åíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåêîòîðûì óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, à åãî ÷àñòè îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà
îïåðàíäîâ ïåðåñå÷åíèÿ. ×òîáû âòîðàÿ âåðñèÿ íå äóáëèðîâàëà ïåðâîé, òðåáóåò-
ñÿ, ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ èìåëà çàãîëîâîê "ïåðåñå÷åíèå".

7. Äîïîëíèòåëüíûå òîæäåñòâà òèïà ïîãëîùåíèÿ.
∀abc(c ∪ b ∩ (a ∪ c) = c ∪ a ∩ b)

∀abc(c ∩ (b ∪ a ∩ c) = c ∩ (a ∪ b))

∀abc(íåïåðåñåê(b, c) → c ∩ (a ∪ b) = a ∩ c)

∀cdfa(d ⊆ c & a = c ∩ f → c ∩ (d ∪ f) = d ∪ a)

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå ïåðåìåííîé a ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðà-
æåíèÿ c ∩ f íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïåðåñå÷åíèå" è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí êîðî÷å
äàííîãî âûðàæåíèÿ.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

Äëÿ óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë "ïåðåñå÷åíèå", èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå ïðèåìû:

1. Ïóñòîòà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ. ∀ab(a ∩ b = ∅ ↔ íåïåðåñåê(a, b))
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2. Óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ ñ îäíèì èç íèõ.
∀ab(íåïåðåñåê(a, b) ↔ íåïåðåñåê(a, a∩ b)). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà
íàëåâî.

3. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ îäíîìó èç íèõ.
∀ab(a ⊆ b ↔ a = a ∩ b). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

4. Óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ ñ ïîäìíîæåñòâîì îäíîãî èç
íèõ.
∀abc(c ⊆ a → íåïåðåñåê(b, c) ↔ íåïåðåñåê(c, a ∩ b)). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿ-
åòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

5. Âêëþ÷åíèå â ïåðåñå÷åíèå. ∀abc(c ⊆ a ∩ b ↔ c ⊆ a & c ⊆ b). Ôèëüòðû ïðèåìà
àíàëîãè÷íû ôèëüòðàì ïðèåìà ðàçâåðòêè âêëþ÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿ.

6. Ïðèíàäëåæíîñòü ïåðåñå÷åíèþ. ∀abc(a ∈ b ∩ c ↔ a ∈ b & a ∈ c). Ôèëüòðû
àíàëîãè÷íû ôèëüòðàì ïðèåìà ðàçâåðòêè ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ.

Ñâåðòêà óòâåðæäåíèé ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

×òîáû îáúåäèíèòü ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå íåñêîëüêî óòâåð-
æäåíèé, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè âêëþ÷åíèé. ∀abc(c ⊆ a ∩ b ↔ c ⊆ a & c ⊆ b). Ýêâèâàëåíò-
íîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

2. Ñâåðòêà äâóõ óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ. Òåîðåìà òà æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå,
íî îáúåäèíÿþòñÿ íå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû, à íåçàâèñèìûå óñëîâèÿ çàäà÷è.

3. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè äâóõ ïðèíàäëåæíîñòåé â ïðèíàäëåæíîñòü ïåðåñå÷åíèþ.
∀abc(a ∈ b ∩ c ↔ a ∈ b & a ∈ c).

4. Ñâåðòêà äâóõ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè â ïðèíàäëåæíîñòü ïåðåñå÷åíèþ.

Óñìîòðåíèå âêëþ÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ â îäíî èç íèõ

∀ab(a ∩ b ⊆ a)

Êâàíòîðíûå ñâåðòêè ñ ó÷àñòèåì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ

Äëÿ ïåðåõîäà ê áåñêâàíòîðíûì óòâåðæäåíèÿì ïðèìåíÿþòñÿ (ïðè îòñóòñòâèè áëîêè-
ðóþùåãî êîììåíòàðèÿ "êâàíòîðíàÿñâåðòêà") ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:
∀ab(b− set→ b ⊆ a ↔ ∃c(b = a ∩ c & c− set))
∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∩ b) ↔ ∀d(d ∈ a & d ∈ b → ¬(d ∈ c)))

∀acd(∀b(b ∈ c & b ∈ d ↔ b ∈ a) ↔ a = c ∩ d)

∀abc(a ∩ b ⊆ c ↔ ∀d(d ∈ a & d ∈ b → d ∈ c))
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Ãðóïïèðîâêà îïåðàíäîâ ñ íåèçâåñòíûìè

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè â ñèòóàöèè, êîãäà ðîëü "ñëîæåíèÿ"
èãðàåò ïåðåñå÷åíèå, à ðîëü "óìíîæåíèÿ" - îáúåäèíåíèå, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé
ïðèåì: ∀abc((a∪ b)∩ (a∪ c) = a∪ (b∩ c)). Çäåñü a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; b, c èçâåñòíû.

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè

Äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óñëîâèé çàäà÷ íà îïèñàíèå, ñî-
äåðæàùèõ ïåðåñå÷åíèå, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ñ ïå-
ðåñå÷åíèåì äâóõ äðóãèõ ìíîæåñòâ.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∩ b) ↔ íåïåðåñåê(a, b ∩ c)).
Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. a - âñå îïåðàíäû ïåðåñå÷åíèÿ,
ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû.

2. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a \ b) ↔ a ∩ c ⊆ b).
Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. c - âñå îïåðàíäû ñ íåèçâåñòíûìè;
a, b èçâåñòíû.

3. Ãðóïïèðîâêà íåñêîëüêèõ ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèé â îä-
íî.
∀abc(a ∈ b ∩ c ↔ a ∈ b & a ∈ c)

∀abc(c ⊆ a ∩ b ↔ c ⊆ a & c ⊆ b)

Â ïåðâîì ñëó÷àå a, à âî âòîðîì c - íåèçâåñòíàÿ. Ïðî÷èå ïåðåìåííûå èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïðè íàëè÷èè öåëè "ïðèìåð" ïåðâîå
ïðåîáðàçîâàíèå âîîáùå íå ïðèìåíÿåòñÿ, à âòîðîå - ïðèìåíÿåòñÿ íà áîëåå âûñî-
êîì óðîâíå. Åñëè a - ÷èñëîâàÿ íåèçâåñòíàÿ, âñòðå÷àþùàÿñÿ â óðàâíåíèÿõ, òî
ïåðâûé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

4. Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ â îáùåì ïîäâûðàæåíèè. Åñëè âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñò-
íûìè ðàñïîëîæåíû â ðàçíûõ ÷àñòÿõ äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ, òî èíîãäà áûâàåò
ïîëåçíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýòî îòíîøåíèå, ñãðóïïèðîâàâ íåèçâåñòíûå â îäíîì
âûðàæåíèè. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀ab(a ∩ b = ∅ ↔ íåïåðåñåê(a, b)

∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∩ b) ↔ íåïåðåñåê(a, b ∩ c))

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Îáà âûðàæåíèÿ a, b ñî-
äåðæàò íåèçâåñòíûå; c - èçâåñòíî. Çàìåíÿþùèå óòâåðæäåíèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè óðàâíåíèé (ñîîòâåòñòâåííî, "óðàâíìíîæåñòâî" è "óðàâííå-
ïåðåñåê"). Ïðåäâàðèòåëüíî âûðàæåíèå a ∩ b îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìïåðåñå÷åíèå", "óðàâíïåðåñå÷åíèå". Òàêèì îáðàçîì, îáû÷íî ïðèåì äîâî-
äèò ïðîöåññ ðàçðåøåíèÿ óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé äî êîíöà.
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Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèé çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è ïîñûëîê

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óñëîâèé çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è ïîñûëîê èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè äåêîìïîçèöèîííîãî òèïà:
∀bcef (íåïåðåñåê(c, (e ∪ f) ∩ b) ↔ íåïåðåñåê(b ∩ e, c) & íåïåðåñåê(b ∩ f, c))

∀bcef (c ⊆ e ∩ f ∪ b ↔ c ⊆ b ∪ e & c ⊆ b ∪ f)

∀bcef ((e ∪ f) ∩ b ⊆ c ↔ b ∩ e ⊆ c & b ∩ f ⊆ c)

Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé

×òîáû óïðîùàòü âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì "ïåðåñå÷åíèå", èìååòñÿ ïðèåì, ïðåäïðèíè-
ìàþùèé ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíîé ôîðìû "ñòàíäîáúåäèíåíèå". Îí àíàëîãè-
÷åí óæå ðàññìîòðåííîìó âûøå ïðèåìó äëÿ çàãîëîâêà "îáúåäèíåíèå". Òåîðåìà ïðèåìà
èìååò âèä: ∀abc(c = a∩b → a∩b = c). Ïåðåìåííîé c ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ïåðåñå÷åíèÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäîáúåäèíåíèå", "ãðóïïìíîæåñòâî", "ñâåðòêà".

Âûâîä ñëåäñòâèé

Åñëè ïîñûëêà çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå èìååò âèä a = b ∩ c,
òî èç íåå âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå a ⊆ b. Òàê êàê b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì
îïåðàíäîì ïåðåñå÷åíèÿ, òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîðîæäàþòñÿ ñëåäñòâèÿ óêàçàííîãî
âèäà äëÿ âñåõ îïåðàíäîâ.

Íîðìàëèçàòîðû

Ñ ñèìâîëîì "ïåðåñå÷åíèå" ñâÿçàíû íîðìàëèçàòîðû, àíàëîãè÷íûå íîðìàëèçàòîðàì
ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå". Âî- ïåðâûõ, ýòî íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì-
ïåðåñå÷åíèå". Âî - âòîðûõ, íîðìàëèçàòîð ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñò-
íûìè "óðàâíïåðåñå÷åíèå" (îí îòíîñèòñÿ òîëüêî ê âûðàæåíèÿì, èìåþùèì çàãîëîâîê
"ïåðåñå÷åíèå"). Â - òðåòüèõ, íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùïåðåñå÷åíèå".
Çàïèñü íà ÃÅÍÎËÎÃå ïðèåìîâ ïåðå÷èñëåííûõ íîðìàëèçàòîðîâ íå ñîäåðæèò êàêèõ-
ëèáî íîâûõ ìîìåíòîâ, è ìû èõ çäåñü íå ïðèâîäèì.

4.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "ðàçíîñòü"

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà àíàëîãè÷íû ïðèåìàì äâóõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ. Îíè çàâåð-
øàþò ðàññìîòðåíèå îñíîâíûõ îïåðàöèé àëãåáðû ìíîæåñòâ.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó âûðàæåíèé, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ðàçíîñòü",
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Âû÷èòàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà. ∀a(a \ ∅ = a);
2. Âû÷èòàíèå èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà. ∀a(∅ \ a = ∅);
3. Ðàçíîñòü îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ. ∀a(a \ a = ∅);
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4. Ïóñòîòà ðàçíîñòè ìíîæåñòâà è íàäìíîæåñòâà.
∀ab(a \ (a ∪ b) = ∅)
∀ab((a ∩ b) \ b = ∅)
∀ab(a ⊆ b → a \ b = ∅)
Ïåðâûå äâà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0, ïîñëåäíèé - íà óðîâíÿõ 1 è 3
(âòîðîå çíà÷åíèå - äëÿ êîíòðîëÿ èçìåíåíèÿ êîíòåêñòà).

5. Âû÷èòàíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.
∀ab(b \ (a \ b) = b)

∀ab(íåïåðåñåê(a, b) → a \ b = a)

∀abc(íåïåðåñåê(a, b) → a \ (b ∪ c) = a \ c)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0, ïîñëåäíèå äâà - íà óðîâíÿõ 1 è 3.
6. Âû÷èòàíèå èç ðàçíîñòè. ∀abc(b \ (a ∪ c) = (b \ c) \ a). Òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ

ñïðàâà íàëåâî.
7. Âû÷èòàíèå ðàçíîñòè.
∀ac(a \ (a \ c) = a ∩ c)

∀bde((b ∩ e) \ (b \ d) = b ∩ d ∩ e)

∀abc(c ⊆ a → a \ b ∪ c = a \ (b \ c))

Ïåðâûå äâà ïðèåìà ïðèìåíÿþòñÿ íà óðîâíå 0; ïîñëåäíèé - íà óðîâíå 2. Åãî
òîæäåñòâî îðèåíòèðîâàíî ñïðàâà íàëåâî, ïðè÷åì çàáëîêèðîâàíà çàìåíà, êîãäà
a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à b, c - íå ñîäåðæàò.

8. Âû÷èòàíèå èç îáúåäèíåíèÿ. ∀abc(íåïåðåñåê(a, c) → (a ∪ b) \ c = a ∪ b \ c). Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2; çàáëîêèðîâàí ñëó÷àé, êîãäà c íå èçâåñòíî, à a, b
èçâåñòíû.

9. Âû÷èòàíèå îáúåäèíåíèÿ. ∀bcd(b \ (d ∪ b \ c) = (b ∩ c) \ d).
10. Âû÷èòàíèå ìíîæåñòâà èç îáúåäèíåíèÿ åãî ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì. ∀ab((a∪b)\b =

a \ b)

11. Âû÷èòàíèå èç ìíîæåñòâà åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì. ∀ab(b\(a∩b) =
b \ a)

12. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ äëÿ óïðîùåíèÿ ðàçíîñòè.
∀abc(íåïåðåñåê(b, c) → b \ (a \ c) = b \ a)

∀abc(íåïåðåñåê(b, c) → b \ (a ∪ c) = b \ a)

13. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ äëÿ óïðîùåíèÿ ðàçíîñòè.
∀abc(b ⊆ c → b \ (a ∩ c) = b \ a)

∀abc(b ⊆ c → (a ∪ b) \ c = a \ c)
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14. Ðàçíîñòü ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ. ∀abcd([a, b]\ [a, b] = ∅). Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðè-
åì ïðîñòî äóáëèðóåò òîæäåñòâî ñ ðàçíîñòüþ îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ. Ïðè ïå-
ðåõîäå îò ôîðìóëüíîãî ðåæèìà ïðîñìîòðà ê òåêñòîâîìó âûÿñíÿåì, ÷òî âòîðîé
ïðîìåæóòîê - çàìêíóòûé (ñîäåðæèò îáà êîíöà), à ïåðâûé - ïðîèçâîëüíîãî òèïà.
Íåñêîëüêî ñïîðíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçìåùåíèå ïðèåìà â äàííîì ðàçäåëå, à íå â ðàç-
äåëå, ïîñâÿùåííîì ÷èñëîâûì ïðîìåæóòêàì. Âïðî÷åì, ýòî ëèøü èëëþñòðèðóåò
íåêîòîðóþ õàîòè÷íîñòü îðãàíèçàöèè âñåé áàçû ïðèåìîâ â öåëîì, ÿâëÿþùóþñÿ
ñëåäñòâèåì òîé èíòåíñèâíîé ïîòîêîâîé ïðîðàáîòêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷,
â ïðîöåññå êîòîðîé îíà âîçíèêàëà.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ïóñòîòà ðàçíîñòè ìíîæåñòâ. ∀ab(a \ b = ∅ ↔ a ⊆ b)

2. Âêëþ÷åíèå ðàçíîñòè. ∀abc(a ⊆ b ∪ c ↔ a \ b ⊆ c). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿ-
åòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Åñëè âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå,
ïðè÷åì ëèáî b, ëèáî c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, òî ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ.
Áëîêèðóåòñÿ îíî òàêæå ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà, åñëè c - íåèçâåñòíàÿ.

3. Íåïåðåñå÷åíèå ðàçíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ ñ ïåðâûì èç íèõ. ∀ab(b ⊆ a ↔ íåïåðå-
ñåê(b, b \ a)). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

4. Ðàâåíñòâî ðàçíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ ïåðâîìó èç íèõ. ∀ab(íåïåðåñåê(a, b) ↔ a =
a \ b). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

5. Âêëþ÷åíèå â ðàçíîñòü. ∀abc(c ⊆ a \ b ↔ c ⊆ a & íåïåðåñåê(b, c)). Ïðèåì àíàëî-
ãè÷åí ðàíåå ðàññìîòðåííûì ïðèåìàì äåêîìïîçèöèè óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ â ïåðå-
ñå÷åíèå è âêëþ÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ,
åñëè îíî ðàçðóøàåò ïîëó÷åííîå ÿâíîå îïèñàíèå äëÿ íåèçâåñòíîé c.

6. Ïðèíàäëåæíîñòü ðàçíîñòè. ∀abc(a ∈ b \ c ↔ ¬(a ∈ c) & a ∈ b). Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó.

7. Íåïåðåñå÷åíèå ñ ðàçíîñòüþ. ∀abc(íåïåðåñåê(c, a \ b) ↔ a ∩ c ⊆ b). Åñëè ïðåîá-
ðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ëèáî c èçâåñòíî, ëèáî õîòÿ áû îäíî
èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Êðîìå òîãî, áëîêèðóåòñÿ ðàçðóøåíèå
ÿâíîãî îïèñàíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé c ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà.

Ñâåðòêà èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

1. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè âêëþ÷åíèÿ è íåïåðåñå÷åíèÿ âî âêëþ÷åíèå ðàçíîñòè.
∀abc(c ⊆ a \ b ↔ c ⊆ a & íåïåðåñåê(b, c))

2. Ñâåðòêà óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ è íåïåðåñå÷åíèÿ âî âêëþ÷åíèå ðàçíîñòè. Àíàëî-
ãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ãðóïïèðóþòñÿ íå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû, à ðàçëè÷íûå
óñëîâèÿ çàäà÷è.

3. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè è íåïðèíàäëåæíîñòè â ïðèíàäëåæíîñòü
ðàçíîñòè. ∀abc(a ∈ b \ c ↔ ¬(a ∈ c) & a ∈ b).

4. Ñâåðòêà óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè è íåïðèíàäëåæíîñòè â ïðèíàëåæíîñòü ðàç-
íîñòè. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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Óñìîòðåíèå íåïåðåñå÷åíèÿ ðàçíîñòè ñ âû÷èòàåìûì ìíîæåñòâîì

∀ab(íåïåðåñåê(b, a \ b)).

Óñìîòðåíèå íåïåðåñå÷åíèÿ ðàçíîñòè è ïåðåñå÷åíèÿ

∀abc(íåïåðåñåê(a ∩ b, c \ a))

Êâàíòîðíûå ñâåðòêè ñ ó÷àñòèåì ðàçíîñòè

∀ab(a− set→ íåïåðåñåê(a, b) ↔ ∃c(a = c \ b & c− set))
∀acd(∀b(¬(b ∈ d) & b ∈ c ↔ b ∈ a) ↔ a = c \ d)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áëîêèðóþòñÿ ïðè íàëè÷èè ÿâíûõ óêàçàíèé (êîììåíòàðèé "êâàí-
òîðíàÿñâåðòêà" ëèáî öåëü "ïîïûòêàïàðàìåòðèçàöèè").

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè

1. Ãðóïïèðîâêà óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè è íåïðèíàäëåæíîñòè. ∀abc(a ∈ b \ c ↔
¬(a ∈ c) & a ∈ b). Çäåñü a - íåèçâåñòíàÿ; b, c - èçâåñòíû. Ýêâèâàëåíòíîñòü
ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

2. Ãðóïïèðîâêà óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ è íåïåðåñå÷åíèÿ. ∀abc(c ⊆ a \ b ↔ c ⊆ a & íå-
ïåðåñåê(b, c)). c - íåèçâåñòíàÿ; a, b èçâåñòíû.

3. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ðàçíîñòè. ∀abc(b\a ⊆
c ↔ b \ c ⊆ a). Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b - íåò.
Ýêâèâàëåýòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

4. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü íåèçâåñòíóþ ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ
ëèáî ðàçíîñòè. ×òîáû îáðàòèòüñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäðàçíîñòü", âûïîëíÿþ-
ùåìó óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå, èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì: ∀cda(a = d → c ⊆ d ↔ c ⊆
a). Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "óðàâíñîäåð-
æèòñÿ", "íîðìëîã", è â ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àÿõ ïðèåì âûäàåò óæå ðàçðåøåííîå
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óòâåðæäåíèå.

5. Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè íåèçâåñòíûõ â îäíîì ïîäâûðàæåíèè óñëîâèÿ. Èíîãäà òà-
êàÿ ãðóïïèðîâêà ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü óñëîâèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ, íà-
ïðèìåð, ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé.
∀ab(a \ b = ∅ ↔ a ⊆ b)

∀abc(íåïåðåñåê(c, a \ b) ↔ a ∩ c ⊆ b)

∀abc(a ⊆ b ∪ c ↔ a \ b ⊆ c)

∀abc(b \ a ⊆ c ↔ b \ c ⊆ a)

Â ïåðâîé òåîðåìå a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Âòîðàÿ òåîðåìà äàåò äâà ïðèåìà:
ó îäíîãî a, c íå èçâåñòíû, à b èçâåñòíî, ïðè÷åì ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ
ñëåâà íàïðàâî; ó äðóãîãî a, b íå èçâåñòíû, à c èçâåñòíî, è ýêâèâàëåíòíîñòü ïðè-
ìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, òðåòüÿ òåîðåìà òîæå äàåò äâà
ïðèåìà. Íàêîíåö, â ïîñëåäíåé òåîðåìå b, c íå èçâåñòíû; a èçâåñòíî, è ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî.
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Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèé çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è ïîñûëîê

Äåêîìïîçèöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé:
∀bcef (íåïåðåñåê(c, (e ∪ f) \ b) ↔ íåïåðåñåê(e \ b, c) & íåïåðåñåê(f \ b, c))

∀acef (íåïåðåñåê(c, a \ (e ∩ f)) ↔ íåïåðåñåê(a \ e, c) & íåïåðåñåê(a \ f, c))

∀acef (íåïåðåñåê(c, a \ (e \ f)) ↔ íåïåðåñåê(a ∩ f, c) & íåïåðåñåê(a \ e, c))

∀abcd(c ⊆ a ∪ d & b ∩ c ⊆ d ↔ c ⊆ d ∪ a \ b)

Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä: ∀abc(c = a \ b → a \ b = c). Àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò
ïåðåìåííîé c ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ðàçíîñòè íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäîáúåäèíåíèå",
"ãðóïïìíîæåñòâî", "ñâåðòêà". Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòîò ðå-
çóëüòàò áûë êîðî÷å èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Åñëè ðàçíîñòü ðàñïîëîæåíà âíóòðè áîëü-
øåãî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âûðàæåíèÿ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ - îí áóäåò ïðè-
ìåíåí ñðàçó êî âñåìó âûðàæåíèþ.

Íîðìàëèçàòîðû

Ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðàçíîñòü" íîðìàëèçàòîðû àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì ðà-
íåå. Ýòî íîðìàëèçàòîð "íîðìðàçíîñòü" (îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ); "óðàâíðàçíîñòü"
(ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè); "âèäðàçíîñòü" (ïðèâåäåíèå ê âèäó
ïåðåñå÷åíèÿ ëèáî ðàçíîñòè"; "óïðîùðàçíîñòü" (ñîêðàùåííàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà).

4.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñèììåòðè÷ðàçíîñòü"

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè áûëî ñîçäàíî ñîâñåì íåìíîãî ïðèåìîâ, òàê êàê îíà
ðåäêî âñòðå÷àëàñü â çàäà÷àõ. Ïîïîëíåíèå ñïèñêà îòíîñÿùèõñÿ ê íåé ïðèåìîâ, ïî
àíàëîãèè ñ óæå ðàññìîòðåííûìè âûøå ïðèåìàìè, ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü êàê õîðîøåå
óïðàæíåíèå.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Îäèíàêîâûå îïåðàíäû. ∀a(a4 a = ∅)

2. Îïåðàíä - ïóñòîå ìíîæåñòâî. ∀a(a− set→ a4 ∅ = a)

3. Âëîæåííûå îïåðàíäû. ∀ab(a ⊆ b → a4 b = b \ a)

4. Âûðàæåíèå ÷åðåç îáúåäèíåíèå è ðàçíîñòü. ∀ab(a4b = a\b∪b\a). Ýòî ïðåîáðàçî-
âàíèå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå îòíîñèòñÿ ê îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Îíî ïðèìåíÿåòñÿ
íà óðîâíå 5, êîãäà äðóãèõ ñðåäñòâ äëÿ ðàáîòû ñ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ
íå îñòàåòñÿ. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåò-
ñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ñíà÷àëà
áóäåò óñòðàíåíà äàííûì ïðèåìîì, à çàòåì, åñëè íå ïðîèçîéäóò äàëüíåéøèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, - âîññòàíîâëåíà ïðèåìîì íîðìàëèçàòîðà "óïðîùîáúåäèíåíèå".
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Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Âêëþ÷åíèå ñèììåòðè÷åñêèõ ðàçíîñòåé. ∀abc(a4b ⊆ a4c ↔ a∩c ⊆ b & b ⊆ a∪c).
2. Íåïåðåñå÷åíèå ñèììåòðè÷åñêèõ ðàçíîñòåé. ∀abc(íåïåðåñåê(a4 b, a4 c) ↔ b∩ c ⊆

a & a ⊆ b ∪ c).

Óñìîòðåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

∀ab((a ∪ b) \ (a ∩ b) = a4 b). Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0.

4.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "íåïåðåñåê"

Ââîä ñïåöèàëüíîãî ñèìâîëà "íåïåðåñåê" äëÿ äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ
ìíîæåñòâ îêàçàëñÿ áîëåå óäîáíûì, ÷åì èñïîëüçîâàíèå çàïèñè a∩b = ∅. Ïðèåìû ýòîãî
ñèìâîëà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "ñîäåðæèòñÿ".

Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ

∀ab(íåïåðåñåê(a, b) ↔ ∀c(c ∈ a → ¬(c ∈ b)))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî; óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6 (ñëó÷àé êîðíåâîãî âõîæäåíèÿ) ëèáî 7. Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "êâàí-
òîðíàÿñâåðòêà", áëîêèðóþùèé ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà - òà æå, ÷òî ó ïðåäøåñòâóþùåãî ïðèåìà, îäíàêî ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìå-
íÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ
"êâàíòîðíàÿñâåðòêà" ëèáî ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "ïîïûòêàïàðàìåòðèçàöèè", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ

∀ab(¬(íåïåðåñåê(a, b)) ↔ ∃c(c ∈ a & c ∈ b)).
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïàðàìåòðèçàöèÿ". Ïðèìåíÿåòñÿ îí ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" ëèáî "ïàðàìåòðèçàöèÿ". Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
çàäà÷à, â êîòîðîé äàííîå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèÿ c ∈ a, c ∈ b, ïðè÷åì
ïåðåìåííàÿ c ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó íåèçâåñòíûõ. Åñëè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îòâåò,
òî íà íåãî íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 6.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ

∀ab(íåïåðåñåê(a, b) ↔ ∃c(c− set & a = c \ b)).
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a - íåèçâåñò-
íàÿ, íå âõîäÿùàÿ â b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 5.
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Óñìîòðåíèå ïóñòîòû ìíîæåñòâà èç íåïåðåñå÷åíèÿ åãî ñ ñîáîé

∀a(a = ∅ ↔ íåïåðåñåê(a, a))

∀de(d ⊆ e & íåïåðåñåê(d, e) → d = ∅)

Íà âòîðîé òåîðåìå îñíîâàíû äâà ïðèåìà; ó îäíîãî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïåðâûé àíòåöåäåíò, ó äðóãîãî - âòîðîé. Îñòàâøèéñÿ àíòåöåäåíò ñîäåðæèòñÿ
â êîíòåêñòå.

Íåâêëþ÷åíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

∀AB(¬(A = ∅) & íåïåðåñåê(A, B) → ¬(A ⊆ B)).
Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Íåïåðåñå÷åíèå âëîæåííûõ ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòíî ïóñòîòå ìåíüøåãî èç
íèõ

∀de(d ⊆ e → d = ∅ ↔ íåïåðåñåê(d, e)).
Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Ïðåäóñìîòðåíû äâà øàáëîíà îòâåòîâ ñ ó÷àñòèåì ñèìâîëà "íåïåðåñåê". Ïåðâûé èç íèõ
äîëæåí âêëþ÷àòü óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(x)", "ïðèíàäëåæèò(a x)", "íåïåðåñåê(x
b)"(âîçìîæíî, ÷àñòè÷íî), ê êîòîðûì ìîãóò äîáàâëÿòüñÿ â ïðîèçâîëüíûõ êîëè÷åñòâàõ
óòâåðæäåíèÿ âèäà "íå(ñîäåðæèòñÿ(x c))", "íå(ñîäåðæèòñÿ(d x))". Ýòîò øàáëîí óêà-
çûâàåò "íèæíþþ ãðàíèöó" äëÿ íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà x, â âèäå ýëåìåíòà a, ïðè-
íàäëåæàùåãî x, à òàêæå "âåðõíþþ ãðàíèöó" â âèäå ìíîæåñòâà b, íå ïåðåñåêàþùåãîñÿ
ñ x. Åñëè íèæíÿÿ ãðàíèöà áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíà, òî îíà ïðèîáðåòàåò âèä âêëþ÷å-
íèÿ. Òîãäà èñïîëüçóåòñÿ âòîðîé øàáëîí. Îí ñîäåðæèò óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(x)",
"ñîäåðæèòñÿ(a x)", "íåïåðåñåê(x b)", à òàêæå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî óêàçàííûõ âûøå
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íåâêëþ÷åíèÿ. Îáà øàáëîíà ðåàëèçîâàíû íà ÃÅÍÎËÎÃå
òàê æå, êàê ðàññìîòðåííûå ðàíåå øàáëîû äëÿ âêëþ÷åíèÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä "ÿâíîå(. . .)"; çàãîëîâîê - "îòâåò(. . .)". Òî÷êà ïðèâÿçêè ìîæåò áûòü âûáðàíà â
ëþáîì èç òðåõ îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé øàáëîíà, è äëÿ êàæäîãî âûáîðà ñóùåñòâóåò
ñâîÿ âåðñèÿ ïðèåìà.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ

∀ab(∃x(x− set & a ⊆ x & íåïåðåñåê(x, b)) ↔ íåïåðåñåê(a, b))

∀a(∃x(x− set & íåïåðåñåê(a, x)))

Ïåðâûé ïðèåì ïåðåôîðìóëèðóåò óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ â òåðìèíàõ íåïåðåñå÷åíèÿ;
âòîðîé - çàìåíÿåò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
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Îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì

×òîáû óñìàòðèâàòü íåïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ, ñîçäàí ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð
"óñìíåïåðåñåê"; ÷òîáû óñìàòðèâàòü èõ ïåðåñå÷åíèå - îïåðàòîð "óñìíåíåïåðåñåê".
Îáðàùåíèÿ ê íèì îñóùåñòâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Îáðàùå-
íèå ê îïåðàòîðó "óñìíåïåðåñåê" âûïîëíÿåòñÿ ïðèåìîì ∀ab(íåïåðåñåê(a, b) → íåïå-
ðåñåê(a, b)), èìåþùèì çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4
(ïîñëåäíèé - äëÿ îáðàáîòêè óñëîâèé çàäà÷ íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå).
Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî(ôèêñ(0))" áëîêèðóåò ïîïûòêó ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ a, b
ïðè îáðàùåíèè. Ýòà ïåðåñòàíîâêà áóäåò äåëàòüñÿ ñàìèì ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ îáðàùåíèÿ êî âòîðîìó îïåðàòîðó ñëóæèò ïðèåì ∀ab(¬(íåïåðåñåê(a,
b)) → ¬(íåïåðåñåê(a, b))).

Îïåðàòîð "óñìíåïåðåñåê"

Êàê è îïåðàòîð "óñìñîäåðæèòñÿ", äàííûé îïåðàòîð èìååò íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ
ïðèåìîâ, ïîíÿòèÿ êîòîðûõ âûõîäÿò çà ðàìêè ðàçäåëà "àëãåáðà ìíîæåñòâ". Ïî ìå-
ðå îáó÷åíèÿ ñèñòåìû, ÷èñëî òàêèõ ïðèåìîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî âûðàñòè. Íèæå ìû
îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì ëèøü îáùèõ ïðèåìîâ.

1. Íåïåðåñå÷åíèå ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì.
∀a(íåïåðåñåê(a, ∅)).
Õîòÿ â òåîðåìå ïðèåìà ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíî âòîðûì îïåðàíäîì, îä-
íàêî êîìïèëÿòîð, ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ "íåïåðåñåê", âñòàâëÿåò
â ïðîãðàììó îïåðàòîð, ïåðå÷èñëÿþùèé îáà âàðèàíòà èäåíòèôèêàöèè - áåç ïå-
ðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ è ñ ïåðåñòàíîâêîé. Ïîýòîìó ñîçäàíèå àëüòåðíàòèâíûõ
âàðèàíòîâ ïðèåìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêîé ïåðåñòàíîâêå, íå òðåáóåòñÿ.

2. Óñìîòðåíèå èç íåïåðåñå÷åíèÿ ñ íàäìíîæåñòâîì.
∀abc(a ⊆ b & íåïåðåñåê(b, c) → íåïåðåñåê(a, c)). Èìåþòñÿ äâå âåðñèè ïðèåìà. Â
êàæäîé èç íèõ îäèí àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, à
äðóãîé ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê.

3. Íåïåðåñå÷åíèå ñ îáúåäèíåíèåì.
∀abc(íåïåðåñåê(a, c) & íåïåðåñåê(b, c) → íåïåðåñåê(c, a ∪ b)).

4. Íåïåðåñå÷åíèå ñ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ.
∀abc(íåïåðåñåê(a, b) → íåïåðåñåê(a, b ∩ c))

5. Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ ìíîæåñòâîì âèäà A ∩ (B ∪ C).
∀bcef (íåïåðåñåê(b ∩ e, c) & íåïåðåñåê(b ∩ f, c) → íåïåðåñåê(c, (e ∪ f) ∩ b))

6. Íåïåðåñå÷åíèå ñ ðàçíîñòüþ.
∀abc(íåïåðåñåê(a, b) → íåïåðåñåê(a, b \ c))

∀abc(a ⊆ c → íåïåðåñåê(a, b \ c))

∀abc(a ∩ b ⊆ c → íåïåðåñåê(a, b \ c))

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå àíòåöåäåíò íåïîñðåäñòâåííî ïðåäñòàâëåí â êîíòåêñòå; â
ïåðâûõ äâóõ - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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7. Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ ìíîæåñòâîì âèäà A \ (B \ C).
∀acef (íåïåðåñåê(a ∩ f, c) & íåïåðåñåê(a \ e, c) → íåïåðåñåê(c, a \ (e \ f)))

8. Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ ìíîæåñòâîì A \ (B ∩ C).
∀acef (íåïåðåñåê(a \ e, c) & íåïåðåñåê(a \ f, c) → íåïåðåñåê(c, a \ (e ∩ f)))

9. Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ ìíîæåñòâîì (A ∪B) \ C).
∀bcef (íåïåðåñåê(e \ b, c) & íåïåðåñåê(f \ b, c) → íåïåðåñåê(c, (e ∪ f) \ b))

10. Íåïåðåñå÷åíèå ñ êîíå÷íûì ñïèñêîì.
∀abc(¬(a ∈ c) & íåïåðåñåê(c, {; b}) → íåïåðåñåê(c, {a; b}))
Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ íåïåðåñå-
÷åíèÿ ïîñëå òîãî, êàê áûëî íà÷àòî ðàññìîòðåíèå ýëåìåíòà a.

11. Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ABCD(íåïåðåñåê(A, B) → íåïåðåñåê(A× C, B ×D))

∀ABCD(íåïåðåñåê(C, D) → íåïåðåñåê(A× C, B ×D))

12. Ïðîîáðàçû.
∀adf (íåïåðåñåê(a, d) → íåïåðåñåê(ïðîîáðàç(f, a), ïðîîáðàç(f, d)))

13. Íåïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ". Îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî èç ïðèâåäåííûõ çäåñü ïðèåìîâ:
∀fgab(a = setx(f(x)) & b = sety(g(y)) & ¬(g(x) & f(x)) = èñòèíà → íåïåðå-
ñåê(a, b)).
Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã". Åñëè ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ êîíñòàíòà
"èñòèíà", òî óòâåðæäåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâà, ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðó-
ãó.

14. Íåïåðåñå÷åíèå ñ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà.
∀ABP (íåïåðåñåê(A(i), B) → íåïåðåñåê(⋃i,P (i) A(i), B))

×òîáû ïðîâåðèòü íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà B ñ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà, ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ïðîâåðêå íåïåðåñå÷åíèÿ B ñ ïðîèçâîëüíûì ýëå-
ìåíòîì ñåìåéñòâà - ìíîæåñòâîì A(i). Óêàçàòåëü "çàíåñåíèåïîñûëêè(1 çíà÷å-
íèå(õ40 õ9))" ïåðåäàåò âñïîìîãàòåëüíîìó ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó èíôîðìà-
öèþ îá èíäåêñå i - äîïîëíèòåëüíóþ ïîñûëêó P (i).

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåíåïåðåñåê"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò íåïóñòîòó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ. Åãî ìîæíî áûëî áû íà-
çâàòü è "óñìïåðåñåê", îäíàêî äëÿ åäèíîîáðàçèÿ âûáðàíà óêàçàííàÿ âûøå âåðñèÿ.
Îíà îñòàëîñü îò ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêè ñîçäàâà-
ëà ïàêåòíûå îïåðàòîðû è âûáèðàëà èõ íàçâàíèÿ. Ýòèì æå ýêñïåðèìåíòàì îáÿçàíû
ñâîèìè "ñòðàííûìè" íàçâàíèÿìè òàêèå ïàêåòû, êàê "âèäðàçíîñòü"; "âèäóìíîæåíèå"
(ïîñëåäíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíûé ïàêåò äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, êîòî-
ðûé îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåò ñëîæåíèå äðîáåé) è ðÿä äðóãèõ.
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1. Óñìîòðåíèå îáùåãî ýëåìåíòà. ∀abc(c ∈ a & c ∈ b → ¬(íåïåðåñåê(a, b))). Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò â ÿâíîì âèäå ñîäåðæèòñÿ â êîíòåêñòå; ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

2. Óñìîòðåíèå èç ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì. ∀abc(a ⊆ b & ¬(íåïåðåñåê(a, c)) →
¬(íåïåðåñåê(b, c))). Äâå âåðñèè ïðèåìà, â êàæäîé èç êîòîðûõ îäèí àíòåöåäåíò
ñîäåðæèòñÿ â êîíòåêñòå, à äðóãîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

3. Ïåðåñå÷åíèå ñ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ.
∀abc(¬(íåïåðåñåê(a, c)) → ¬(íåïåðåñåê(c, a ∪ b))).
Ïðèåì ïðîñìàòðèâàåò âñå îïåðàíäû a, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó.

4. Ïåðåñå÷åíèå ñ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ.
∀abc(c ⊆ a & ¬(íåïåðåñåê(b, c)) → ¬(íåïåðåñåê(c, a ∪ b))).
Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. a ïîñëåäîâàòåëü-
íî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îïåðàíäàìè êîíúþíêöèè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1)" îçíà-
÷àåò, ÷òî ïîñëå îáíàðóæåíèÿ ïåðâîãî æå âêëþ÷åíèÿ àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè
óñìîòðåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ áëîêèðóþòñÿ.

5. Ïåðåñå÷åíèå ñ ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ.
∀abc(íåïåðåñåê(b, c) & ¬(íåïåðåñåê(a, b)) → ¬(íåïåðåñåê(b, a \ c))).
∀abc(c ⊆ b & ¬(c ⊆ a) → ¬(íåïåðåñåê(c, b \ a))).

6. Ïåðåñå÷åíèå ñ êîíå÷íûì ñïèñêîì.
∀abc(¬(íåïåðåñåê(c, {; b})) → ¬(íåïåðåñåê(c, {a; b})))
∀abP (P (a) → ¬(íåïåðåñåê({a; b}, setx(P (x)))))

Âî âòîðîì ïðèåìå àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "î÷åâèäíî(1)", îçíà÷àþùèì,
÷òî äëÿ åãî îáðàáîòêè ïðèìåíÿþòñÿ ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû. Îòëè÷èå îò óêà-
çàòåëÿ "áëîêïðîâåðîê" ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåîðåìà ïðèåìà íå äàåò âîçìîæíîñòè
íåïîñðåäñòâåííî íàéòè íóæíûé ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð. Ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ
îïåðàòîð "î÷åâèäíî", óñòàíàâëèâàþùèé ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð â çàâèñèìîñòè
îò êîíêðåòíîãî ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

7. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ êëàññîâ.
∀AB(¬(setx(A(x) & B(x)) = ∅) → ¬(íåïåðåñåê(setx(A(x)), sety(B(y))))).
Êîíúþíêöèÿ A(x) & B(x) óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè äâóì êëàññàì îáðàáàòû-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé ñ öåëüþ "ðåäàêöèÿ".
Ðîëü íåèçâåñòíûõ èãðàþò ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Óðîâåíü îá-
ðàùåíèÿ - î÷åíü ìàëüíüêèé (ðàâíûé 2). Íåïóñòîòà ðåçóëüòèðóþùåãî ìíîæåñòâà
ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óñìíåïóñòî".

Íîðìàëèçàòîð óðàâíåíèé "óðàâííåïåðåñåê"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð - ïîñëåäíèé èç èñïîëüçóåìûõ â àëãåáðå ìíîæåñòâ äëÿ ÿâíîãî
ðàçðåøåíèÿ óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Îí àíàëîãè÷åí íîðìàëèçàòîðó
"óðàâíñîäåðæèòñÿ".
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1. Íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà è åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì.
∀ab(íåïåðåñåê(a, b) ↔ íåïåðåñåê(a, a ∩ b)).

2. Íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà è ðåçóëüòàòà âû÷èòàíèÿ èç íåãî äðóãîãî ìíîæåñòâà.
∀ab(b ⊆ a ↔ íåïåðåñåê(b, b \ a)).

3. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ îáúåäèíåíèåì.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∪ b) ↔ íåïåðåñåê(a, c) & íåïåðåñåê(b, c)).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèáî âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî õîòÿ áû
îäíî èç âûðàæåíèé a, b - ñîäåðæèò.

4. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ êîíå÷íûì ñïèñêîì.
∀abc(íåïåðåñåê(c, {a; b}) ↔ ¬(a ∈ c) & íåïåðåñåê(c, {; b})).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèáî c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî õîòÿ áû îäíî èç
âûðàæåíèé a, b - ñîäåðæèò, ëèáî c èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ
"ïåðåñå÷åíèå", "ðàçíîñòü", "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Óòâåðæäåíèå "a ∈ c" îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìóñì", "óðàâíïðèíàäëåæèò"; óòâåðæäåíèå
"íåïåðåñåê(c, {; b})" - íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìóñì", "óðàâííåïåðåñåê". Òàêèì
îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñðåäñòâàìè
äàííîãî ïàêåòà äîâîäèòñÿ äî êîíöà. Êîíúþíêöèÿ óêàçàííûõ óòâåðæäåíèé äî-
ïîëíèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã".

5. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà è ðåçóëüòàòà âû÷èòàíèÿ èç êîíå÷-
íîãî ñïèñêà äðóãîãî ìíîæåñòâà.
∀abcd(íåïåðåñåê(d, {b; c} \ a) ↔ (¬(b ∈ d) ∨ b ∈ a) & íåïåðåñåê(d, {; c} \ a)).
Åñëè âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, òî, âî-ïåðâûõ, âûðàæåíèå a ëèáî
èçâåñòíî, ëèáî èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "îáúåäèíåíèå", "ïå-
ðåñå÷åíèå", "ðàçíîñòü", "ïåðå÷åíü", "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", à âî-âòîðûõ, âûðà-
æåíèå d ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "ïåðå-
ñå÷åíèå", "ðàçíîñòü", "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè è íåïå-
ðåñå÷åíèÿ â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàëè-
çàòîðàìè óðàâíåíèé.

6. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà è ïåðåñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî ñïèñêà ñ
äðóãèì ìíîæåñòâîì.
∀abcd(íåïåðåñåê(d, a ∩ {b; c}) ↔ (¬(b ∈ a) ∨ ¬(b ∈ d)) & íåïåðåñåê(d, a ∩ {; c}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

7. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.
∀abcd(íåïåðåñåê(a× b, c× d) ↔ íåïåðåñåê(a, c) ∨ íåïåðåñåê(b, d))

Óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâí-
íåïåðåñåê".

8. Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè íåèçâåñòíûõ â îäíîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∩ b) ↔ íåïåðåñåê(a, b ∩ c))
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Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, ïðè÷åì b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî âñåìè íåèçâåñòíûìè îïåðàíäàìè ïåðå-
ñå÷åíèÿ.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a \ b) ↔ a ∩ c ⊆ b)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Âûðàæåíèÿ a, c ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûå. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíñîäåðæèòñÿ", ïðè-
÷åì ïåðåä âûïîëíåíèåì çàìåíû ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèé íåèçâåñò-
íûõ óìåíüøèëàñü.
∀ab(a ∩ b = ∅ ↔ íåïåðåñåê(a, b))

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûå. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìíîæåñò-
âî", è çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèé íåèç-
âåñòíûõ óìåíüøèëàñü.

9. Ïåðåõîä îò óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ èçâåñòíîãî ìíîæåñòâà ñ ðàçíîñòüþ ê óñëîâèþ
âêëþ÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a \ b) ↔ a ∩ c ⊆ b)

10. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì
ìíîæåñòâ.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∩ b) ↔ íåïåðåñåê(a, b ∩ c))

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèå c èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñî âñåìè íåèçâåñòíûìè îïåðàíäàìè ïåðåñå÷åíèÿ; âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ.

11. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü ñîäåðæàùóþ íåèçâåñòíûå ÷àñòü óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ
ìíîæåñòâ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ.
∀cda(a = d → íåïåðåñåê(c, d) ↔ íåïåðåñåê(c, a))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðèñâàèâàåò ïåðåìåí-
íîé a ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ d íîðìàëèçàòîðîì "âèäîáúåäèíåíèå".
Âûðàæåíèå d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé è íå èìååò çàãî-
ëîâêà "îáúåäèíåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a ëèáî èìååò çàãîëîâîê "îáúåäèíåíèå",
ëèáî êîðî÷å âûðàæåíèÿ d. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "óðàâííåïåðåñåê". Ïîñëå ýòîãî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèé
íåèçâåñòíûõ óìåíüøèëàñü.

12. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü îäíó èç ÷àñòåé óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ â âèäå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè äðóãàÿ ÷àñòü óæå èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
∀cdea(a = e → íåïåðåñåê(e, c× d) ↔ íåïåðåñåê(a, c× d))

Àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé a ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ e íîð-
ìàëèçàòîðîì "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", ïðè÷åì íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòî âûðà-
æåíèå èìåëî íåèçâåñòíûå. Â îñòàëüíîì ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.
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4.10 Óïðàæíåíèÿ

Ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ, è
ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü ïåðå÷åíü ïðèåìîâ ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ, ïðåäëàãàåì ðÿä
óïðàæíåíèé. Îíè ïîçâîëÿò ëó÷øå ðàçîáðàòüñÿ â òîì, êàê íà ñàìîì äåëå ðàáîòàåò
ïåðå÷èñëåííîå âûøå ìíîãîîáðàçèå ïðèåìîâ, à òàêæå ïðèîáðåñòè ïåðâûå íàâûêè â
ñàìîñòîÿòåëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè íà ÃÅÍÎËÎÃå.

Óïðàæíåíèÿ ïî ïðîãðàìèðîâàíèþ íà ÃÅÍÎËÎÃå îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿ â âèäå ñïèñ-
êà çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íåäîñòàòî÷íî èìåþùèõñÿ â ñèñòåìå ïðèåìîâ. Îäíàêî, ïî ìåðå
ðàçâèòèÿ ðåøàòåëÿ, ïîòðåáíîñòü â òàêèõ ïðèåìàõ ìîæåò âîçíèêíóòü, îíè áóäóò çàíå-
ñåíû â áàçó ïðèåìîâ, è ïðèâîäèìûå çäåñü óïðàæíåíèÿ ñòàíóò óòðà÷åííûìè. ×òîáû
èçáåæàòü òàêîé ñèòóàöèè, â èíòåðôåéñå ñèñòåìû ïðåäóñìîòðåí ñïåöèàëüíûé îñëàá-
ëåííûé "ó÷åáíûé" ðåæèì çàïóñêà çàäà÷. Â ýòîì ðåæèìå áëîêèðóåòñÿ ñðàáàòûâàíèå
ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà, èìåþùèõ óêàçàòåëü "ó÷åíèê". Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, òàêèì
óêàçàòåëåì áóäóò ñíàáæàòüñÿ âñå ïðèåìû, âîçäåéñòâóþùèå êàê-ëèáî íà ïðîöåññû
ðåøåíèÿ ïðèâîäèìûõ â êíèãå ó÷åáíûõ çàäà÷. Çàïóñê ðåøåíèÿ çàäà÷è â ó÷åáíîì ðå-
æèìå îáåñïå÷èâàåòñÿ íàæàòèåì êëàâèøè "ù" (áåç òðàññèðîâêè) ëèáî "Ù" (ñ òðàñ-
ñèðîâêîé). Åñëè òàêèì îáðàçîì çàïóñêàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, ðàíåå õðàíèâøåéñÿ â
çàäà÷íèêå, òî äàííûå î íåé (îòâåò è âðåìÿ ðåøåíèÿ) áóäóò èçìåíåíû. ×òîáû âîññòà-
íîâèòü èñõîäíûé èõ âèä, äîñòàòî÷íî ïîâòîðíî çàïóñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è íàæàòèåì
êëàâèøè "î".

Âî âñåõ óïðàæíåíèÿõ ýòîé êíèãè, íå îãîâàðèâàÿ êàæäûé ðàç îñîáî, çàïóñêàåì
ðåøàòåëü òîëüêî íàæàòèåì êëàâèøè "ù" ëèáî "Ù". Åñëè â ðåøàòåëå îáíàðóæèâà-
þòñÿ ïðèåìû ñ óêàçàòåëåì "ó÷åíèê", î êîòîðûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ êíèãè
íè÷åãî íå ãîâîðèëîñü, òî îíè áûëè ñîçäàíû óæå ïîñëå íàïèñàíèÿ äàííûõ ðàçäåëîâ.

1. Íàéòè ïåðâóþ çàäà÷ó ïîäðàçäåëà çàäà÷íèêà "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ - Çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå" è ïðîñìîòðåòü ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ ïî øàãàì, âîññòàíàâëèâàÿ
âñå ïðèìåíÿåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â òîì ÷èñëå, îïðåäåëèòü âñå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè (â îáùåì ðåæèìå òðàññèðîâêè "ïî
ñðàáàòûâàíèÿì ïðèåìîâ" îíè íà ýêðàí íå âûâîäÿòñÿ).

2. Íàéòè â ðàçäåëå "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ - Çàäà÷è íà îïèñàíèå" çàäà÷ó íîìåð 15 è
ïðîñìîòðåòü ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ ïî øàãàì, âîññòàíàâëèâàÿ âñå ïðèìåíÿåìûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3. Íàéòè â ðàçäåëå "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ - Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî" çàäà÷ó íîìåð
21 è ïðîñìîòðåòü ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ ïî øàãàì, âîññòàíàâëèâàÿ âñå ëîãè÷åñêèå
ïåðåõîäû.

4. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé
àëãåáðû ìíîæåñòâ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé. Èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ïðè-
âåäåíèÿ ê óêàçàííîìó âèäó âûðàæåíèÿ (a ∪ e ∪ (b ∩ c)) ∩ (c ∪ d \ b ∪ f).

5. Ïðèìåíèòü ðåøàòåëü äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå ïîñëå "ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê". Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò îêàçûâà-
åòñÿ ñëîæíåå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, è äîáàâèòü ïðèåìû,
íåîáõîäèìûå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ.

6. Äîáàâèòü ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà íàõîæäåíèå âñåõ òàêèõ
ìíîæåñòâ A, B, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ∃xy(A \ x ⊆ B ∩ y & B \ x ⊆ A ∩ y).
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7. Äîáàâèòü ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà íàõîæäåíèå âñåõ òàêèõ
ìíîæåñòâ A, B, C, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ∃x(∀y(C ⊆ y → A ∪ x ⊆ B ∩ y)).

8. Äîáàâèòü ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ
(C∪D)\A ïðè âûïîëíåíèè ïîñûëîê A ⊆ B, ∀x(A ⊆ x & x ⊆ B → C \x = D\x).

9. Äîáàâèòü ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ïðèìåðà
òàêèõ çíà÷åíèé x, y, z, ÷òî x ⊆ y, y ⊆ z,¬(y ⊆ x),¬(z ⊆ y).

10. Íàéòè åùå êàêóþ-íèáóäü çàäà÷ó íà ðàññìîòðåííûå ïîíÿòèÿ àëãåáðû ìíîæåñòâ,
íå ðåøàåìóþ ñèñòåìîé, è äîáàâèòü íåîáõîäèìûå äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèåìû.

4.10.1 Óêàçàíèÿ

1. Çàïóñêàåì ðåøåíèå çàäà÷è ñ òðàññèðîâêîé "ïî ñðàáàòûâàíèÿì ïðèåìîâ" (êëà-
âèøà "ð"). Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â óñòðàíåíèè âëîæåííûõ ïåðå-
ñå÷åíèé. Ñëåäóþùèé ïåðåõîä - çàìåíà âûðàæåíèÿ (a∪b\d)∩(a\(b∪c))∩(d\(a∩b))
íà âûðàæåíèå (a ∩ d) \ (b ∪ c). Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé äàííóþ çàìåíó, îñíîâàí
íà òåîðåìå ∀abc(c ∩ (b \ a) = (b ∩ c) \ a). Äëÿ ïðîñìîòðà ýòîé òåîðåìû èñïîëü-
çóåì êëàâèøó "á"; äëÿ âîçâðàùåíèÿ ê òåêóùåìó êàäðó òðàññèðîâêè - êëàâèøó
"End". Ñðàçó ïîíÿòíî, ÷òî îñíîâíàÿ ÷àñòü ñîäåðæàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé áû-
ëà âûïîëíåíà íîðìàëèçàòîðàìè, ê êîòîðûì îáðàùàëñÿ ïðèåì. Ýòî, áåçóñëîâíî,
óñêîðèëî âû÷èñëåíèÿ, íî ñîçäàëî òðóäíîñòè â ïîøàãîâîì ïðîñìîòðå ðåøåíèÿ.
Åñëè áû ïðèåì ïîëüçîâàëñÿ êàêèìè-ëèáî êðóïíûìè íîðìàëèçàòîðàìè, ôîðìàò
êîòîðûõ ñîäåðæèò ýëåìåíò "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè", òî ìîæíî áûëî áû îá-
ðàòèòüñÿ èç òåêóùåãî êàäðà òðàññèðîâêè ê äåòàëüíîìó ïðîñìîòðó öåïî÷êè èõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Îäíàêî, â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî íîðìàëèçàòî-
ðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Íà ìîìåíò ïðîñìîòðà òåêóùåãî êàäðà îáðàùåíèÿ ê
íèì óæå ñîñòîÿëèñü. Ïîýòîìó íóæíî ïîâòîðèòü òðàññèðîâêó ðåøåíèÿ çàäà÷è
ñ ñàìîãî íà÷àëà è ïîñòàðàòüñÿ âîéòè â ïîøàãîâûé àíàëèç ðàáîòû íîðìàëèçà-
òîðîâ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèåìà ÷åðåç îòëàä÷èê ËÎÑà. Âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ. Âîçâðàùàåìñÿ ê ïðîñìîòðó çàäà÷è (Esc) è âõîäèì â îãëàâëåíèå ïðè-
åìîâ äëÿ âûáîðà òî÷êè ïðåðûâàíèÿ (êëàâèøà "ã"). Îêàçûâàåìñÿ â îãëàâëåíèè
áàçû ïðèåìîâ, ó êîòîðîãî âûäåëåí ïóíêò "Ïåðåñå÷åíèå ñ ðàçíîñòüþ", ñîäåð-
æàùèé íóæíûé íàì ïðèåì. Íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî" è âõîäèì â ïðîñìîòð
äàííîãî ïðèåìà. Äëÿ âûáîðà òî÷êè ïðåðûâàíèÿ ïåðåä åãî ðåàëèçàöèåé è çà-
ïóñêà ðåøåíèÿ íàæèìàåì "Ctr-Enter". Ïî÷òè ñðàçó ïîÿâëÿåòñÿ êàäð îòëàä÷èêà
ËÎÑà, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíûì îïåðàòîðàì ïðèåìà. Èç ïðîãðàììû ïðè-
åìà âèäíî, ÷òî îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì ðàñïîëîæåíû âíóòðè îïåðàòîðà
"çàìåíàâõîæäåíèÿ(. . .)". Ïîýòîìó âûáèðàåì òî÷êó ïðåðûâàíèÿ ïåðåä ðåàëèçà-
öèåé äàííîãî îïåðàòîðà: íàæèìàåì "êóðñîð âíèç"; ñ ïîìîùüþ êëàâèøè "êóðñîð
âïðàâî" âûäåëÿåì ñèíèì öâåòîì îïåðàòîð "ðàâíî(õ10 íàáîð(õ8))", ïðåäøåñòâó-
þùèé îïåðàòîðó "çàìåíàâõîæäåíèÿ", è íàæèìàåì "Enter". Îòëàä÷èê ïåðåõî-
äèò â êàäð, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé îáðàùåíèÿì ê íîðìàëèçàòîðàì.
Óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ íóæíûé íàì òåðì, âûâåäÿ åãî íà ýêðàí,
íàïðèìåð, ïóòåì ïðîñìîòðà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ2 - òåêóùåãî âõîæäåíèÿ â çà-
äà÷ó. Èç ïðîãðàììû âèäíî, ÷òî ïðåæäå âñåãî áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ íîðìàëèçàòîð
"íîðìïåðåñå÷åíèå". Ïîýòîìó óñòàíàâëèâàåì ïðåðûâàíèå ïðè îáðàùåíèè ê íåìó:
íàæèìàåì êëàâèùó "ë"; ââîäèì òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì ñèìâîë "íîðìïåðåñå÷å-
íèå" è íàæèìàåì "Enter". Ïîÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâûé êàäð ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà.
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×òîáû ïðîñìîòðåòü öåïî÷êó èçìåíåíèé ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ, íàæèìàåì
êëàâèøè "7" (ïîÿâëÿåòñÿ áóêâà "ç" è êóðñîð òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà), "1"(íîìåð
òîé ïåðåìåííîé, èçìåíåíèÿ êîòîðîé íàñ èíòåðåñóþò), è "Enter". Òàêèì îáðàçîì
ñîçäàíà óñòàíîâêà íà ïðîñìîòð èçìåíåíèé ïåðåìåííîé õ1, è êàæäîå ñëåäóþùåå
íàæàòèå êëàâèøè "Enter" áóäåò ïðèâîäèòü ê êàäðó, óêàçûâàþùåìó î÷åðåä-
íîå èçìåíåíèå. Íàæèìàåì ýòó êëàâèøó. Íà ýêðàíå ïîÿâëÿåòñÿ òåêñò "Óñëîâèå
a ∩ (a ∪ b \ d) ∩ (d \ (a ∩ b)) çàìåíÿåòñÿ íà (d \ (a ∩ b)) ∩ a (Áåçóñëîâíîå ïîãëî-
ùåíèå)". Êëàâèøà "á" ïîçâîëÿåò ïîñìîòðåòü îïèñàíèå ïðèìåíåííîãî ïðèåìà.
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå óæå äåéñòâèòåëüíî îäíîøàãîâîå: âòîðîé ÷ëåí ïåðåñå÷åíèÿ
ïîãëîùàåòñÿ ïåðâûì. Ñíîâà íàæèìàåì "Enter". Ïîÿâëÿåòñÿ î÷åðåäíîé êàäð:
"Óñëîâèå (d \ (a∩ b))∩ a çàìåíÿåòñÿ íà (a∩ d) \ b (Ïåðåñå÷åíèå ñ ðàçíîñòüþ)".
Õîòÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå è íåñëîæíîå, îíî óæå íå îäíîøàãîâîå.
Åñëè áû ìû çàõîòåëè ðàçëîæèòü åãî íà ñîñòàâíûå øàãè, òî ïðèøëîñü áû åùå
ðàç ïîâòîðèòü òðàññèðîâêó, è íà ïðåäûäóùåì êàäðå öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé
íîðìàëèçàòîðà óñòàíîâèòü ïðåðûâàíèå ïåðåä âõîäîì â äàííûé ïðèåì. Âïðî÷åì,
åñòü è äðóãèå ñïîñîáû âûéòè íà íóæíûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïîìîùüþ îò-
ëàä÷èêà ËÎÑà. Ìîæíî âñòàâèòü â ïðîãðàììó ïðåäñòàâëÿþùåãî èíòåðåñ ïðèåìà
îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(ñòîï 0)" ÷òîáû îòñëåæèâàòü âñå ìîìåíòû åãî ïðèìåíå-
íèÿ; åñëè íóæíî îòñëåæèâàòü ëèøü ÷àñòü òàêèõ ìîìåíòîâ, òî âñòàâèòü îïåðàòîð
"èëè(A òðàññèðîâêà(ñòîï 0))", ãäå A - îïåðàòîð, ëîæíûé äëÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ
èíòåðåñ ñëó÷àåâ, è ò.ï.
Ïðîäîëæàÿ íà÷àòóþ âûøå òðàññèðîâêó, íàæèìàåì "Enter" è ïîïàäàåì â êàäð
"Îòâåò: (a ∩ d) \ b". ×òîáû ïðîñìîòðåòü òåïåðü ðàáîòó äðóãîãî íîðìàëèçàòî-
ðà, íàæèìàåì "ô" è ïîïàäàåì ñíîâà â îòëàä÷èê ËÎÑà. Ñ ïîìîùüþ íàæàòèÿ
êëàâèøè "PageUp" âîçâðàùàåìñÿ â ïðîñìîòð ïðîãðàììû ïðèåìà ñêàíèðîâà-
íèÿ çàäà÷è. Èç íåå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî äàëåå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ íîðìàëèçàòîð
"íîðìðàçíîñòü". Êàê è âûøå, âõîäèì â åãî ñòàðòîâûé êàäð, óñòàíàâëèâàåì òðàñ-
ñèðîâêó ïî øàãàì èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé õ1 è ïðîñëåæèâàåì îñòàþùèåñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, îêàçûâàåìñÿ â êàäðå òðàññèðîâêè çàäà÷è "ïî
ñðàáàòûâàíèÿì ïðèåìîâ", ñ êîòîðîãî è íà÷àëè îïèñàííóþ öåïî÷êó äåéñòâèé.
Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî íå âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â ïðîñëåæèâàíèè âû÷èñëåíèé,
âûïîëíÿåìûõ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ëèøü â ðåäêèõ ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòÿõ, òèïà àëãåáðû ìíîæåñòâ, òàêèå íîðìàëèçàòîðû ìîãóò âû-
ïîëíÿòü ñêîëü-íèáóäü íåî÷åâèäíûå äåéñòâèÿ. Ïîýòîìó ñïåöèàëüíûé èíòåðôåéñ
ñëåæåíèÿ çà èõ äåéñòâèÿìè è íå áûë ñîçäàí.

2. Çàäà÷à èìååò óñëîâèÿ a∪x \ y = b∩x, x \ a = x∩ y è íåèçâåñòíûå x, y. Çàïóñêà-
åì ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ íàæàòèåì êëàâèøè "ð". Ñðàçó æå ñðàáàòûâàåò ïðèåì,
ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ðàçðåøèòü îáà óðàâíåíèÿ ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî y.
Ýòî - îáùåëîãè÷åñêèé ïðèåì, ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå. Ñîïðîâîæäàþùèé ñðà-
áàòûâàíèå òåêñò "ðåøåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè ïó-
òåì âûðàæåíèÿ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ ÷åðåç îñòàëüíûå" ïîïðîñòó êîïèðóåò íà-
çâàíèå êîíöåâîãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùåãî áëèæàéøåé
âíåøíåé êîíòðîëüíîé òî÷êå "ïðèåì(. . .)" òåêóùåãî îïåðàòîðà ïðîãðàììû. Èç-
ìåíÿÿ íàçâàíèå ïóíêòà îãëàâëåíèÿ, áóäåì èçìåíÿòü è ñîïðîâîæäàþùèé òåêñò.
Ñëåäóþùåå íàæàòèå "Enter" ïðèâîäèò ê êàäðó, çàìåíÿþùåìó ïåðâîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé a ⊆ b, a ⊆ x, x \ b ⊆ y, íåïåðåñåê(y, (b ∩
x) \ a). Îíè ÿâíî ðàçðåøàþò ïåðâîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y. Ïðèìåíåííûé



Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ 259

ïðèåì çàìåíèë ðàâåíñòâî íà äâà âêëþ÷åíèÿ, à êàæäîå âêëþ÷åíèå îáðàáîòàë
íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíñîäåðæèòñÿ". Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, íåò
íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðíî çàïóñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è, ÷òîáû ïîñìîòðåòü øàãè ðà-
áîòû äàííûõ íîðìàëèçàòîðîâ. Ïðîêðó÷èâàÿ òåêóùèé êàäð âíèç, íàõîäèì îêíà,
ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàùåíèÿì ê íîðìàëèçàòîðàì. Âûáèðàåì, íàïðèìåð, ïåðâîå
èç íèõ è ðàñïîëàãàåì òàê, ÷òîáû âåðõíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ îêíà íàõîäè-
ëàñü â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà, ïðè÷åì íàä íåé íå îñòàâàëàñü ïðîðèñîâàííîé ÷àñòü
ïðåäûäóùåãî îêíà. Äëÿ ýòîãî óäîáíî ïðèìåíÿòü êëàâèøè "Ctr-êóðñîð ââåðõ" è
"Ctr-êóðñîð âíèç". Â îêíå ñîäåðæèòñÿ òåêñò "Ïðèìåíèòü íîðìàëèçàòîð "óðàâí-
ñîäåðæèòñÿ" ê âûðàæåíèþ: a∪x\y ⊆ b∩x". Äëÿ ïîâòîðåíèÿ äåéñòâèé íîðìàëè-
çàòîðà íàæèìàåì "Enter". Ïåðâûé øàã ñîñòîèò â ðàçâåðòêå óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ
îáúåäèíåíèÿ. Îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíúþíêöèþ a ⊆ b & a ⊆ x & x\b ⊆ y. Âïðî-
÷åì, çäåñü ñíîâà èìåëèñü îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì. Îêíà ýòèõ îáðàùåíèé
ðàçìåùåíû ñíèçó, è ìîæíî ïðîñìîòðåòü öåïî÷êè èõ ïðåîáðàçîâàíèé òàê æå,
êàê äëÿ òåêóùåãî íîðìàëèçàòîðà. Ãëóáèíà âëîæåííîñòè òàêèõ ïðîñìîòðîâ íå
îãðàíè÷åíà. Åñëè íóæíî îáîðâàòü ïðîñìîòð íà òåêóùåì óðîâíå è âåðíóòüñÿ ê
ïðåäûäóùåìó óðîâíþ, íàæèìàåì "End". Èíà÷å âîçâðàùåíèå ïðîèçîéäåò àâòî-
ìàòè÷åñêè, ïî íàæàòèè "Enter" ïðè ïîëó÷åíèè îòâåòà íà òåêóùåì óðîâíå.
Âîçâðàùàåìñÿ ê ïðåðâàííîìó ïðîñìîòðó îñíîâíîé òðàåêòîðèè ïðåîáðàçîâàíèé
çàäà÷è. Ñëåäóþùåå íàæàòèå "Enter" äàåò ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî y âòîðîãî
óðàâíåíèÿ. Ïîñëå öåïî÷êè íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàëåå âîçíèêàåò êàäð ñ
ñîïðîâîæäàþùèì òåêñòîì "Ó÷åò íåèçâåñòíûõ, êîòîðûå âðåìåííî ðàññìàòðèâà-
ëèñü êàê èçâåñòíûå". Ïðîêðóòêîé âûâîäèì íà ýêðàí ðàñïîëîæåííûé íàä íèì
êàäð, îïèñûâàþùèé òåêóùåå ñîñòîÿíèå çàäà÷è: x \ a∪ x \ b ⊆ y, íåïåðåñåê(y, b∩
x), a ⊆ x, a ⊆ b. Âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî y èìååì ÿâíîå îïèñàíèå. Âîçíèêøèé
êàäð âûçâàí ñðàáàòûâàíèåì ïðèåìà óñìîòðåíèÿ îòâåòà. Ýòîò ïðèåì îáðàòèëñÿ
ê ïðîöåäóðå "ðåäàêòîðîòâåòà", à îíà îáíàðóæèëà â êîììåíòàðèÿõ èíôîðìàöèþ
î òîì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "îòëîæåííóþ" íåèçâåñòíóþ. Ïî-
ýòîìó áûëà ââåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî x äâóõ
íå çàâèñÿùèõ îò y óòâåðæäåíèé a ⊆ x, a ⊆ b, ê êîòîðûì äîáàâëåíî óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèé y, óäîâëåòâîðÿþùèõ íàéäåííîìó ÿâíîìó îïèñàíèþ.
Ïîñëåäíåå ñîõðàíÿåòñÿ îòäåëüíî è áóäåò âïîñëåäñòâèè äîáàâëåíî ê îòâåòó äàí-
íîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.
Íàæèìàåì "Enter" è âõîäèì â ðåøåíèå çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé x. Ñðàçó ñðàáàòû-
âàåò ïðèåì, óñòðàíÿþùèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Îí çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäå-
íèå íåïåðåñåê(x\a∪x\b, b∩x). Äàëåå èäåò öåïî÷êà íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ïðèâîäÿùèõ ê ñëåäóþùåìó îòâåòó äëÿ x:
a ⊆ x, a ⊆ b, íåïåðñåñåê(x, b \ a).
Íàêîíåö, âîçíèêàåò êàäð îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ðåäàêòèðî-
âàíèå îáúåäèíåííîãî îòâåòà. Â ýòîì îòâåòå èìååòñÿ âêëþ÷åíèå a ⊆ b, îòñóò-
ñòâîâàâøåå íà ìîìåíò ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî y. Òåïåðü îíî äàåò
âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü óñëîâèå x\a∪x\b ⊆ y, êîòîðîå çàìåíÿåòñÿ íà x\a ⊆ y.
Çàòåì âûäàåòñÿ îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

3. Çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò ñâîèìè ïîñûëêàìè óòâåðæäåíèÿ a ∩ b = ∅, c ⊆
b, c ⊆ d, b ⊆ e, d∩ e∩ f ⊆ a. Óñëîâèåì åå ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå c∩ f = ∅. Çàïóñ-
êàåì ðåøåíèå íàæàòèåì "ð". Ïðåæäå âñåãî, ïîñûëêà a ∩ b = ∅ çàìåíÿåòñÿ íà
"íåïåðåñåê(a, b)", à óñëîâèå - íà "íåïåðåñåê(c, f)". Ñëåäóþùèé êàäð - ðàñøèô-
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ðîâêà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ: îíî çàìåíÿåòñÿ íà ∀g(g ∈ c → ¬(g ∈ f)). Åùå îäíî
íàæàòèå "Enter" - è ñðàáàòûâàåò ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ëîæíîñòü ïðèíàäëåæ-
íîñòè g ∈ f . Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå çàäà÷è çàìåíÿåòñÿ íà ∀g(g ∈ c → ¬ëîæü).
Ïðèåì èñïîëüçîâàë ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåïðèíàäëåæèò". Òàê êàê ïîñëå
äåéñòâèé ýòîãî îïåðàòîðà çàäà÷à, ïî ñóùåñòâó, îêàçûâàåòñÿ ðåøåííîé, ðàññìîò-
ðèì èõ ïîäðîáíåå. Ïðîêðó÷èâàåì èçîáðàæåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîÿâèòñÿ
îêíî "Ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå ¬(g ∈ f). Ýòî è åñòü îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íî-
ìó îïåðàòîðó. Äîáèâàåìñÿ ðàñïîëîæåíèÿ âåðõíåé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè îêíà
â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà è íàæèìàåì "Enter". Â îòëè÷èå îò ðàáîòû íîðìàëè-
çàòîðà, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé öåïî÷êó øàãîâ, ðàáîòà ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòî-
ðà ñâîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó øàãó - ñðàáàòûâàíèþ ïðèåìà, óñìàòðèâàþùåãî
èñòèííîñòü ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïîýòîìó òåêóùèé êàäð óæå äàåò îò-
âåò íà âîïðîñ î òîì, êàê áûëà óñìîòðåíà èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ ¬(g ∈ f).
Òåêñò "èñïîëüçîâàíèå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ" âî âòîðîì ñâåðõó îêíå ÿâëÿåòñÿ
ññûëêîé íà ïðèìåíåííûé ïðèåì. Íàæèìàåì êëàâèøó "á" è íàõîäèì òåîðåìó
ïðèåìà: ∀abcd(a∩ b ⊆ c & d ∈ a & ¬(d ∈ c) → ¬(d ∈ b)). Äëÿ âîçâðàùåíèÿ íàæè-
ìàåì "End". ×òîáû ïîíÿòü, êàê ýòà òåîðåìà áûëà ïðèìåíåíà, íóæíî âûâåñòè
íà ýêðàí ñïèñîê ïîñûëîê ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Âûäåëÿåì ïðàâîé êíîïêîé
ìûøè âåðõíåå îêíî, ñîäåðæàùåå òåêñò "Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû", è
íàæèìàåì êëàâèøó "ï". Ïîÿâëÿåòñÿ èñêîìûé ñïèñîê, ïðåäøåñòâóþùèé ïðî-
âåðÿåìîìó óòâåðæäåíèþ. Èç íåãî âèäíî, ÷òî áûëî èñïîëüçîâàíî âêëþ÷åíèå
d ∩ e ∩ f ⊆ a. Îêíà îáðàùåíèé ê âñïîìîãàòåëüíûì ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì
ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü òàêæå óòâåðæäåíèÿ g ∈ d∩e,¬(g ∈ a). Ìîæíî
âîéòè â ïðîñìîòð ïðîâåðêè ýòèõ óòâåðæäåíèé, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, òðàññèðîâ-
êà ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå - îò çàêëþ÷åíèÿ
ê ïîñûëêàì. Ðåêîìåíäóåòñÿ äîâåñòè åå â äàííîì ïðèìåðå äî êîíöà ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.

4. Ðåøàòåëü èìååò íîðìàëèçàòîð "ñòàíäîáúåäèíåíèå", âûïîëíÿþùèé òðåáóåìûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îäíàêî, ïîêà íåò öåëåâîé óñòàíîâêè çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå
âûðàæåíèé ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé, è íåò ïðèåìà, êîòîðûé ïðè íà-
ëè÷èè òàêîé óñòàíîâêè îáðàùàëñÿ áû ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäîáúåäèíåíèå".
Ìû äîëæíû ââåñòè òî è äðóãîå. Ïðåæäå âñåãî, âûáèðàåì ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
äëÿ öåëè çàäà÷è. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå òàêîãî ñèìâîëà íàçâàíèå
íîðìàëèçàòîðà "ñòàíäîáúåäèíåíèå". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåì, ÷òî îí åùå íå
èñïîëüçîâàí â öåëåâûõ óñòàíîâêàõ. Äëÿ ýòîãî âõîäèì â ðåäàêòîð ËÎÑà ÷åðåç
ñèìâîë "ñòàíäîáúåäèíåíèå" è íàæèìàåì F3. Ïîïàäàåì â îêíî ñïðàâî÷íîé èí-
ôîðìàöèè ïî ñèìâîëó, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì. Ñîõðàíÿåì â íåì êðàòêèé
òåêñò îá èñïîëüçîâàíèè ñèìâîëà â êà÷åñòâå öåëè çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Òåïåðü íóæíî ñîçäàòü ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê îïåðàòîðó "ñòàíäîáúåäèíåíèå"
â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ îäíîèìåííóþ öåëü. Ñðàçó æå âîçíèêà-
åò âîïðîñ î ñèìâîëå, ïðè ïîÿâëåíèè êîòîðîãî â çàäà÷å äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ
ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà. Ìîæíî áûëî áû îòêàçàòüñÿ îò ôèêñàöèè ýòîãî
ñèìâîëà âîîáùå - â ïðîèçâîëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿòü ïîïûò-
êó ïðåîáðàçîâàíèé, åñëè èìååòñÿ öåëü "ñòàíäîáúåäèíåíèå". Îäíàêî, óòÿæåëÿòü
áåç îñîáîé íåîáõîäèìîñòè ãðóïïó îáùèõ ïðèåìîâ íåæåëàòåëüíî - ëó÷øå ñîçäàòü
íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè ñèìâîëàìè ÷àñòíîé ïðåäìåòíîé
îáëàñòè, è èíèöèèðîâàòü ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà òîëüêî äëÿ çàäà÷ ýòîé
îáëàñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ ñîçäàòü ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òåîðåòèêî-
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ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè "ïåðåñå÷åíèå", "îáúåäèíåíèå" è "ðàçíîñòü". Îíè
óñòðîåíû ïî÷òè îäèíàêîâî, òàê ÷òî ìîæíî ââåñòè êàêîé-ëèáî îäèí, à ïðî÷èå
ïîëó÷àòü èç åãî êîïèé íåáîëüøèìè êîððåêöèÿìè. Òàêàÿ ïðàêòèêà ïðè ïðî-
ãðàììèðîâàíèè íà ÃÅÍÎËÎÃå ïðèìåíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ÷àñòî.
Âõîäèì â îãëàâëåíèå áàçû ïðèåìîâ è âûáèðàåì ïîäõîäÿùèé ðàçäåë - ïóñòü,
íàïðèìåð, ýòî áóäåò ïîäðàçäåë "îáúåäèíåíèå" ðàçäåëà "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ". Ñî-
çäàåì íîâûé êîíöåâîé ïóíêò - íàïðèìåð, "Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó ÑÒÀÍ-
ÄÎÁÚÅÄÈÍÅÍÈÅ". Âõîäèì â ýòîò ïóíêò è íà÷èíàåì ââîä òåîðåìû ïðèåìà.
Íàæèìàåì "Ctr-ô", ïîñëå ÷åãî âîçíèêàåò êóðñîð ôîðìóëüíîãî ðåäàêòîðà. Ââî-
äèì òåîðåìó ïðèåìà (íàïðèìåð, äëÿ ñèìâîëà "ïåðåñå÷åíèå"): ∀abc(c = a ∩ b →
a ∩ b = c). Àíòåöåäåíò òåîðåìû îçíà÷àåò ïðèñâîåíèå ïåðåìåííîé c ðåçóëüòàòà
ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà "ñòàíäîáúåäèíåíèå" ê âûðàæåíèþ a∩b. Îáðàùåíèå
ê ýòîìó íîðìàëèçàòîðó áóäåò ââåäåíî íèæå. Â ïðèíèöèïå, ìîæíî áûëî áû íå
èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé c è ââåñòè òåîðåìó ∀ab(a∩ b = a∩ b),
ñíàáäèâ åå òåì æå ñàìûì îáðàùåíèåì ê íîðìàëèçàòîðó. Îäíàêî, òàêîé ñòèëü
ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå íåæåëàòåëåí - âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå
äëÿ ðåçóëüòàòîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé óïðîùàþò ññûëêè íà íèõ èç
ôèëüòðîâ ïðèåìà.
Ïî çàâåðøåíèè ââîäà ôîðìóëû íàæèìàåì "Enter". Ïîä òåîðåìîé ïðîðèñîâû-
âàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà. Òåïåðü íóæíî ââåñòè çàãîëîâîê ïðèåìà. Òàê êàê
ðå÷ü èäåò î ïðèåìå çàìåíû "ñëåâà íàïðàâî", òî íóæíûé çàãîëîâîê - "âòîðîé-
òåðì". ×òîáû ââåñòè åãî, íàæèìàåì ñíîâà "Enter", è äàëåå ïîëüçóåìñÿ òåêñòî-
âûì ðåäàêòîðîì.
Åùå îäíî íàæàòèå "Enter", è ïîÿâëÿåòñÿ òðåòüå îêíî. Â íåì íóæíî ââåñòè ôèëü-
òðû ïðèåìà. Îáÿçàòåëüíî íóæíî óêàçàòü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà. Íàïðè-
ìåð, ââîäèì òåêñò "óðîâåíü(2)". Äàëåå óêàçûâàåì öåëåâîé êîíòåêñò: "òèï(ïðå-
îáðàçîâàòü)", "öåëü(ñòàíäîáúåäèíåíèå)", "êîðåíü". Ïîñëåäíèé ôèëüòð ðàçóìíî
ââåñòè, ÷òîáû ïðèåì ïðèìåíÿëñÿ ëèøü êî âñåìó òåðìó, à íå ê åãî ìíîãî÷èñëåí-
íûì ïîäòåðìàì. Íàæèìàåì "Enter" è ïåðåõîäèì ê íàáîðó ñîäåðæèìîãî ÷åòâåð-
òîãî îêíà.
Âûäåëÿåì àíòåöåäåíò òåîðåìû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð(1)" è íàæèìàåì
"Enter". Ïîÿâëÿåòñÿ ãîëóáàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà. Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ââåäåí-
íûé ïðèåì ïîêà íå ñîõðàíåí. Åãî íóæíî íåìåäëåííî ñîõðàíèòü, íàæàâ F4. Èíà-
÷å, ïðè ñëó÷àéíîì âûõîäå èç òåêóùåãî êàäðà (íàïðèìåð, â îãëàâëåíèå áàçû ïðè-
åìîâ), âñÿ ïðîäåëàííàÿ ðàáîòà áóäåò óòåðÿíà. Ïîñëå òîãî, êàê ïðèåì ñîõðàíåí,
íèæíÿÿ ÷åðòà ñòàíîâèòñÿ êðàñíîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðèåì ïîêà íå îòêîìïè-
ëèðîâàí. Ïåðåä êîìïèëÿöèåé íóæíî åùå ââåñòè îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó.
Âûäåëÿåì â àíòåöåäåíòå ïîäòåðì a ∩ b - ìûøüþ ëèáî êëàâèøàìè êóðñîðà, ëè-
áî è òåì, è äðóãèì. Çàòåì íàæèìàåì "Enter". Ïîä êðàñíîé ÷åðòîé ïîÿâëÿåòñÿ
êóðñîð òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà. Ââîäèì íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà "ñòàíäîáúåäè-
íåíèå" è íàæèìàåì "Enter". ×òîáû îòìåíèòü âûäåëåíèå ïîäòåðìà, íàæèìàåì
"ïðîáåë". Òåïåðü ïðèåì ìîæíî îòêîìïèëèðîâàòü, íàæàâ êëàâèøó F3. Îäíîâðå-
ìåííî áóäåò ñîõðàíåíî èçìåíåíèå ïðèåìà - äîáàâëåíèå ê íåìó íîðìàëèçàòîðà.
Åñëè çäåñü êîìïèëèðîâàòü íå ÷åðåç F3, à ÷åðåç F5, òî èçìåíåíèå áóäåò óòåðÿíî.
Ðåêîìåíäóåòñÿ îçíàêîìèòüñÿ ñ ðåçóëüòàòîì êîìïèëÿöèè - íàæàòü "Home" äëÿ
ïåðåõîäà â ïðîñìîòð ïðîãðàììû ËÎÑà, à çàòåì âåðíóòüñÿ â ÃÅÍÎËÎÃ ÷åðåç
"End".
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Òåïåðü ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå ðàáîòû ñîçäàííîãî ïðèåìà. Âõîäèì â çàäà÷íèê
è ââîäèì óêàçàííóþ â óïðàæíåíèè çàäà÷ó. Öåëåâóþ óñòàíîâêó åå ñîçäàåì ñ
ïîìîùüþ òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà: íàæèìàåì "Ctr-ö" è äàëåå ââîäèì òåêñò "ïðå-
îáðàçîâàòü ñòàíäîáúåäèíåíèå îäç". Óñëîâèå (a∪e∪ (b∩c))∩ (c∪d\b∪f) ââîäèì
îáû÷íûì îáðàçîì. Ïðèìåíÿÿ òðàññèðîâêó "ïî ïðèåìàì", íà ïåðâîì æå øàãå
îáíàðóæèâàåì ñðàáàòûâàíèå ñîçäàííîãî íàìè ïðèåìà. Ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåñòè
òðàññèðîâêó ïî øàãàì ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà "ñòàíäîáúåäèíåíèå", âîéäÿ â íåå
÷åðåç îòëàä÷èê ËÎÑà. Äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ çàíîâî çàïóñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è.
Åñëè áû ìû ââåëè â öåëåâóþ óñòàíîâêó çàäà÷è òàêæå ñèìâîë "óïðîñòèòü", òî
îáíàðóæèëè áû çàöèêëèâàíèå: ïîñëå êàæäîãî ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ñíîâà âû-
ïîëíÿåòñÿ îáðàòíàÿ "ñâåðòêà" âûðàæåíèÿ. Ðåêîìåíäóåòñÿ íåìíîãî óñîâåðøåí-
ñòâîâàòü ïðèåì, ÷òîáû â òàêèõ ñèòóàöèÿõ (âïðî÷åì, óæå ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è
ïðîòèâîðå÷èâûõ) çàöèêëèâàíèå íå âîçíèêàëî.
Âåðíåìñÿ ê òðàññèðîâêå ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è. Ïîñëå ñëåäóþùåãî íàæàòèÿ
"Enter" îáíàðóæèâàåì, ÷òî òðåáóåìûé âèä âûðàæåíèÿ íàðóøåí: ïðîèçîøëî îá-
ðàùåíèå ê ïðîöåäóðå çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà, êîòîðàÿ ðåøèëà
âûíåñòè ÷àñòü ïåðåìåííûõ çà ñêîáêè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò öåëè "ñòàíäîáúåäèíå-
íèå", è íóæíî çàáëîêèðîâàòü îáðàùåíèå ê óêàçàííîé ïðîöåäóðå. ×òîáû íàéòè
åå ïðîãðàììó, íå âûõîäÿ èç òðàññèðîâêè íàæèìàåì "á". Íà ýêðàíå ïîÿâëÿåòñÿ
êîíöåâîé ïóíêò îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì "Çàâåðøàþùåå ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà".
Îí áóäåò ñîõðàíåí â îãëàâëåíèè ïðîãðàìì êàê "òåêóùèé ïóíêò". ×òîáû âîéòè
â ðåäàêòèðîâàíèå ïðîãðàììû ýòîãî ïóíêòà, âîçâðàùàåìñÿ ê êàäðó òðàññèðîâêè
(êëàâèøà "End"); îáðûâàåì òðàññèðîâêó ("Esc") è âûõîäèì íà ãëàâíîå ìåíþ
("End"). Äàëåå âõîäèì â îãëàâëåíèå ïðîãðàìì ("ë") è ñíîâà îêàçûâàåìñÿ íà
ïóíêòå "Çàâåðøàþùåå ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà". Íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî",
÷òîáû âûéòè â ïðîñìîòð ïðîãðàììû. Ñáðàñûâàåì ðåæèì âûäåëåíèÿ îïåðàòî-
ðîâ íàæàòèåì êëàâèøè "î", è äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ ïðîãðàììû íàæèìàåì "ð".
Â íà÷àëå ïðîãðàììû óæå èìååòñÿ öåïî÷êà îïåðàòîðîâ âèäà "íå(öåëü(õ1 . . .))".
Äîáàâëÿåì ê íèì îïåðàòîð "íå(öåëü(õ1 ñòàíäîáúåäèíåíèå))". Ïðè ïîâòîðíîé
òðàññèðîâêå ðåøåíèÿ çàäà÷è óáåæäàåìñÿ, ÷òî òðåáóåìûé âèä îòâåòà íå íàðó-
øåí.

5. ×òîáû ñîçäàòü çàäà÷ó íà óïðîùåíèå ïîëó÷åííîãî âûøå âûðàæåíèÿ, âûïîëíÿåì
ñëåäóþùèå îïåðàöèè: âûäåëÿåì ëåâîé êíîïêîé ìûøè îòâåò ïðåäûäóùåé çàäà-
÷è; âûñâîáîæäàåì íà ýêðàíå ìåñòî äëÿ íîâîé çàäà÷è è íàæèìàåì "ç" (ïîÿâëÿ-
åòñÿ âåðõíÿÿ ëèíèÿ íîâîé çàäà÷è); ââîäèì öåëü "Óïðîñòèòü â î.ä.ç."; âûäåëÿåì
íîâóþ çàäà÷ó ïðàâîé êíîïêîé ìûøè; íàæèìàåì "Insert" äëÿ êîïèðîâàíèÿ âû-
äåëåííîãî îòâåòà â êà÷åñòâå óñëîâèÿ íîâîé çàäà÷è. Çàïóñêàåì ðåøåíèå çàäà÷è
íàæàòèåì "î" è ïîëó÷àåì îòâåò a∩(c∪f)∪c∩(b∪e)∪e∩f ∪(d∩(a∪e))\b. Î÷å-
âèäíî, îí ñëîæíåå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Íóæíî ïîäîáðàòü îäíî èëè íåñêîëüêî
ïðîñòûõ òîæäåñòâ, êîòîðûå ìîãëè áû ïðîäîëæèòü óïðîùåíèå, è ñîçäàòü èõ ïðè-
åìû. Äëÿ ïåðâûõ òðåõ ÷ëåíîâ óêàçàííîãî âûøå îáúåäèíåíèÿ ìîæíî óñìîòðåòü
âîçìîæíîñòü ñëåäóþùåé ïåðåãðóïïèðîâêè: (a∪e)∩ (c∪f)∪ b∩c. Ýòî ïîäñêàçû-
âàåò òàêîå òîæäåñòâî: ∀abcde((a∩(b∪c))∪(b∩(d∪e))∪c∩d = ((a∪d)∩(b∪c))∪c∩d).
Ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ ñîçäàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèåì è ïîñìîòðåòü, ê ÷åìó
ïðèâîäèò åãî ñðàáàòûâàíèå.

6. Ââîäèì çàäà÷ó íà îïèñàíèå, èìåþùóþ íåèçâåñòíûå A, B è åäèíñòâåííîå óñëî-
âèå ∃xy(A \ x ⊆ B ∩ y & B \ x ⊆ A ∩ y). Íà÷èíàåì òðàññèðîâêó åå ðåøåíèÿ.
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Â íåêîòîðûé ìîìåíò ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ÿâíîãî
ðàçðåøåíèÿ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî x, y. Ïðîäîëæàåì òðàñ-
ñèðîâêó ýòîé ïîïûòêè. Ñíà÷àëà ñïèñîê íåèçâåñòíûõ ñóæàåòñÿ äî åäèíñòâåííîé
íåèçâåñòíîé y; ïîñëå ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî y - ñîïðîâîæäàþùèå óòâåðæäå-
íèÿ ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî x. Â çàêëþ÷åíèå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåäàêòèðî-
âàíèå îáúåäèíåííîãî îòâåòà A \ x ∪ B \ x ⊆ y, A \ B ∪ B \ A ⊆ x. Çàìåòèì,
÷òî îáå íåèçâåñòíûå x, y çäåñü - íåñóùåñòâåííûå, òàê êàê èìååòñÿ öåëü (ïàðà-
ìåòðû xy). Ïîýòîìó îíè ìîãëè áû áûòü óñòðàíåíû, îäíàêî ïðèåìîâ äëÿ ýòîãî
íåò - ðåøàòåëü îãðàíè÷èâàåòñÿ ïåðåõîäîì ê ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè A 4 B
è âûäàåò îòâåò A 4 B ⊆ x, x − set, y − set, (A ∪ B) \ x ⊆ y. Äàëåå ïðîèñõîäèò
âîçâðàùåíèå ê èñõîäíîìó óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ, êîòîðîå òåïåðü ïðèîáðåòàåò
âèä ∃xy(A 4 B ⊆ x, x − set, y − set, (A ∪ B) \ x ⊆ y). Çäåñü îïÿòü ïîÿâëÿåòñÿ
î÷åâèäíàÿ âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü ñíà÷àëà y, à çàòåì x. Îäíàêî, ïðèåìà äëÿ
ýòîãî íåò, è â íåêîòîðûé ìîìåíò ðåøàòåëü ïåðåõîäèò ê íåÿâíîé çàâèñèìîñòè
îò y, çàìåíÿÿ âêëþ÷åíèå (A ∪ B) \ x ⊆ y íà A ∪ B ⊆ x ∪ y. Ïðåîáðàçîâàíèÿ
òàêîãî ðîäà ïðîäîëæàþòñÿ; â êîíöå êîíöîâ ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìûõ çíà÷åíèé
x, y ñòàíîâèòñÿ íåî÷åâèäíûì, è ðåøàòåëü âûäàåò "îòêàç".
Ïðèâåäåííàÿ òðàåêòîðèÿ ïîçâîëÿëà ðåøàòåëþ â äâóõ òî÷êàõ äîáèòüñÿ óñïå-
õà. Â ïåðâûé ðàç - ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìîã
ñðàáîòàòü ïðèåì, èñêëþ÷àþùèé íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ X, äëÿ êîòîðîé
èìåþòñÿ ëèøü óñëîâèÿ âèäà P ⊆ X, X − set. Âòîðîé ðàç - ïðè ðàññìîòðå-
íèè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî áûëî èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé îòáðîñèòü
ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå. Õîòÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî áûëî áû ëèøü îä-
íîãî èç òàêèõ äâóõ ïðèåìîâ, îäíàêî êàæäûé èç íèõ ìîã áû áûòü ïîëåçåí â
äðóãèõ ñèòóàöèÿõ íåçàâèñèìî îò äðóãîãî. Ïåðâûé ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå
∀a(a − set → ∃x(a ⊆ x & x − set)). Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñâÿçêà". Ôèëüòðû -
"óðîâåíü(0)", "òèï(îïèñàòü)", "íå(âõîäèò(õ23 õ1))". Âòîðîé ïðèåì îñíîâàí íà
òåîðåìå ∀AB(∃xy(x − set & A(y) ⊆ x & B(y)) ↔ ∃y(B(y))). Îí èìååò çàãîëî-
âîê "âòîðîéòåðì"; ôèëüòð "óðîâåíü(0)" è óêàçàòåëè "îòîáðàæåíèå(õ26 õ27)",
"êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)". Ïîñëåäíèé óêàçàòåëü äîïóñêàåò ïóñòîòó ñïèñêà y,
òàê ÷òî ïðèåì áóäåò ðàáîòàòü è äëÿ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Ðåêîìåíäóåì
ñàìîñòîÿòåëüíî ñîçäàòü îáà ïðèåìà è ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ðåøèòü
çàäà÷ó.

7. Ñîçäàåì çàäà÷ó íà îïèñàíèå, èìåþùóþ óñëîâèå ∃x(∀y(C ⊆ y → A ∪ x ⊆
B ∩ y)) è íåèçâåñòíûå A, B, C. Íà÷èíàåì òðàññèðîâêó ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.
Ïîñëå ðÿäà îáùåëîãè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â óñëîâèè ïîÿâëÿåòñÿ ïîäóòâåð-
æäåíèå ∀y(y − set → ¬(C ⊆ y)). Îíî ñîõðàíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äîëãî, ÷òîáû
ïîíÿòü, ÷òî ðåøàòåëü íå èìååò ïðèåìà, óñìàòðèâàþùåãî åãî ëîæíîñòü. Îòñóò-
ñòâèå òàêîãî ïðèåìà äîâîäèò äåëî äàæå äî ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Ïîýòîìó ïåðâûé
øàã ïðîðàáîòêè çàäà÷è ÿñåí - íóæíî ââåñòè ïðèåì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå
∀A(¬(∀x(x − set → ¬(A ⊆ x)))). Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì"; óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî âûáèðàåì ðàâíûì 0. Ââåäÿ ïðèåì è îòêîìïèëèðîâàâ
åãî, ïîâòîðÿåì òðàññèðîâêó çàäà÷è. Ïîñëå öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé âîçíèêàþò
òðè óñëîâèÿ: A ⊆ B, ∃x(∀y(y − set & C ⊆ y → x ⊆ y) & x − set & x ⊆ B),
∀y(y− set & C ⊆ y → A ⊆ y). Çäåñü ñðàáàòûâàåò ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷å äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî x óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Îíà èìååò óñëîâèÿ ∀y(y − set & C ⊆ y → x ⊆ y) è x ⊆ B.
Ïîïûòêà ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì îáùíîñòè íè-
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÷åãî íå äàåò - ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ýòîò êâàíòîð âîçíèêàåò îïÿòü. Íà
íåêîòîðîì óðîâíå âñïëûâàåò ïîïûòêà ðåøàòü çàäà÷ó íàêîïëåíèåì íåîáõîäèìûõ
óñëîâèé, ïîêà îíè íå ñëîæàòñÿ â äîñòàòî÷íûå. Îíà òîæå áåçóñïåøíà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàåìàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíà
óñëîâèþ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà x â ìíîæåñòâî C. Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íàñòîëüêî ïðîñòîé, ÷òî äëÿ íåå ñòîèò ââåñòè îòäåëüíûé ïðèåì. Îí
èìååò òåîðåìó ∀AB(A− set & B− set→ ∀x(x− set & A ⊆ x → B ⊆ x) ↔ B ⊆ A),
çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âûáèðàåì ðàâíûì 1. Ïîñëå ââîäà è
êîìïèëÿöèè ïðèåìà åùå ðàç ïîâòîðÿåì òðàññèðîâêó çàäà÷è. Òåïåðü óæå îíà
äîâîäèòñÿ äî îòâåòà: A− set, B − set, A ⊆ B ∩ C, C − set.
Ðåêîìåíäóåì äàëåå îòêëþ÷èòü ïîñëåäíèé ïðèåì è ïîïðîáîâàòü äîáàâèòü ïðè-
åìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ðåøàòåëü ñìîã áû ðåàëèçîâàòü ïîïûòêó íàêîïëåíèÿ
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, ïîêà îíè íå ñëîæàòñÿ â äîñòàòî÷íûå.

8. Ââîäèì çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùóþ ïîñûëêè A ⊆ B, ∀x(A ⊆ x & x ⊆
B → C \ x = D \ x) è óñëîâèå (C ∪ D) \ A). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ åå ðåøå-
íèÿ íóæíî ñíà÷àëà èñïîëüçîâàòü êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ è âûâåñòè ðàâåí-
ñòâî C \ A = D \ A, à çàòåì óñìîòðåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü äàííîå ðà-
âåíñòâî ê ïðåîáðàçóåìîìó âûðàæåíèþ. Ïîêà ðåøàòåëü íå äåëàåò íè òîãî, íè
äðóãîãî. Êàê ìû çíàåì, èìååòñÿ îáùåëîãè÷åñêèé ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé
ïîïûòêó èñïîëüçîâàòü êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé. Îä-
íàêî, äëÿ åãî ñðàáàòûâàíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå íå ñî-
äåðæàëî íîâûõ âûðàæåíèé. Ïîýòîìó ñíà÷àëà îáåñïå÷èì âûâîä âñïîìîãàòåëü-
íûõ ïîñûëîê "àêòèâ(C \ A)", "àêòèâ(D \ A)", óêàçûâàþùèõ, ÷òî äàííûå âû-
ðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀AB(àêòèâ(A \B));
çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîä". ×òîáû àêòèâèçèðîâàòü ïðèåì ïðè îáíàðóæåíèè
â óñëîâèè çàäà÷è âûðàæåíèÿ (A ∪ C) \ B, ââîäèì óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâî-
äà(ðàçíîñòü(îáúåäèíåíèå(õ26 õ28)õ27))". Óêàçûâàåì â ôèëüòðàõ êîíòåêñò ñðà-
áàòûâàíèÿ: "óðîâåíü(2)", "òèï(ïðåîáðàçîâàòü)", "öåëü(óïðîñòèòü)". Äàëåå óêà-
çûâàåì, ÷òî çàäà÷à èìååò êâàíòîðíóþ ïîñûëêó, êîíñåêâåíò êîòîðîé ñîäåðæèò
ðàçíîñòü, ïåðåñåêàþùóþñÿ ïî ïåðåìåííûì ñ ïðåîáðàçóåìûì âûðàæåíèåì: "êîí-
òåêñò(ïîñûëêà(õ3)çàãîëîâîê(õ3 äëÿëþáîãî)ïîñëåäíèéñèìâîë(õ3 ðàâíî) ïîä÷è-
íåíî(õ4 ïîñëåäíèéîïåðàíä(õ3))ñèìâîë(õ4 ðàçíîñòü)ïåðåñåêàþòñÿ(ïàðàìåòðû(
õ4)ïàðàìåòðû(òåêâõîæä)))".
Ïîñëå êîìïèëÿöèè ïðèåìà óáåæäàåìñÿ â âûâîäå íåîáõîäèìûõ óòâåðæäåíèé.
Çàìåòèì, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ íà ýêðàíå íå ïðîðèñîâûâàþòñÿ. ×òîáû èõ óâè-
äåòü, íóæíî ïåðåéòè ê ïîêàçó ïîëíîãî ñïèñêà ïîñûëîê íàæàòèåì êëàâèøè "û".
Âïðî÷åì, êîñâåííîé èíôîðìàöèåé î èõ ïîÿâëåíèè ñëóæèò âûâîä ñëåäñòâèÿ
C \ A = D \ A.
Ñëåäóþùèé øàã - èñïîëüçîâàíèå âûâåäåííîãî ðàâåíñòâà - ìîæíî îáåñïå÷èâàòü
ðàçëè÷íûìè ñðåäñòâàìè. Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì - ñîçäàäèì ïðèåì ñ òåîðå-
ìîé ∀ABCDE(A \ B = C & E = C ∪D \ B → (A ∪D) \ B = E). Îí óñìàòðèâàåò
ïîñûëêó A\B = C è ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ïðèìåíèòü íîðìàëèçàòîðû îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè ê âûðàæåíèþ, ïîëó÷åííîìó èç (A∪D) \B çàìåíîé "íåÿâíîãî"
ïîäâûðàæåíèÿ A \ B íà C. Åñëè ðåçóëüòàò E ïîëó÷èëñÿ êîðî÷å èñõîäíîãî âû-
ðàæåíèÿ, òî ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì"; ôèëüòðû -
"óðîâåíü(3)", "êîðî÷å(õ30 ôèêñ(0 1))"; óêàçàòåëü - "èäåíòèôèêàòîð(2)". Âûðà-



Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî àëãåáðå ìíîæåñòâ 265

æåíèÿ D\B è C∪(D\B) îáðàáàòûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
Êîíå÷íî, ïðåäëîæåííûé "ó÷åáíûé" âàðèàíò ïðîðàáîòêè ïðåäëîæåííîé çàäà÷è
íå ïðåòåíäóåò íà îñîáóþ ýôôåêòèâíîñòü è îáùíîñòü. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ÷èòà-
òåëþ ðàçâèòü â ðåøàòåëå îáùèé àïïàðàò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óêàçàííîãî òèïà -
íà óïðîùåíèå âûðàæåíèé àëãåáðû ìíîæåñòâ ïðè íàëè÷èè â ïîñûëêàõ äîïîëíè-
òåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Çäåñü áûë áû ïîëåçåí ñïåöèàëüíûé íîðìàëèçàòîð, âû-
äåëÿþùèé â ïðåîáðàçóåìîì âûðàæåíèè âõîæäåíèÿ çàäàííîãî ïîäâûðàæåíèÿ,
èçâëå÷åííîãî èç âíåøíåãî êîíòåêñòà.

9. Ââîäèì çàäà÷ó íà îïèñàíèå, èìåþùóþ íåèçâåñòíûå x, y, z è óñëîâèÿ x ⊆ y,
y ⊆ z, ¬(y ⊆ x), ¬(z ⊆ y). Öåëè åå îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ ïóíêòà "Íàéòè
ïðèìåð çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ" îãëàâëåíèÿ öåëåâûõ óñòàíîâîê. Ïðè òðàññèðîâ-
êå ðåøåíèÿ îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíûé ââîä ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ îïèñàíèé, ïðåîáðàçóþùèõ çàäà÷ó ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Íàïðèìåð,
óñëîâèå x ⊆ y è íåèçâåñòíàÿ y èñêëþ÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî y êàê x ∪ a; àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èñêëþ÷àþòñÿ
óñëîâèå x ⊆ z è íåèçâåñòíàÿ z, è ò.ä. Ïî õîäó äåëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáîð
ñëó÷àåâ. Äîâåäÿ òðàññèðîâêó äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî îòêàçà íà îäèí èç ïîäñëó-
÷àåâ, îáíàðóæèâàåì çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè ¬(f = c), ¬(f ∈ x), ¬(f ∈ d), ¬(c ∈ x),
g ⊆ g ∪ x ∪ {c, f}. Âèäíî, ÷òî äëÿ óñëîâèé íåïðèíàäëåæíîñòè ïàðàìåòðè÷å-
ñêèå îïèñàíèÿ ââåäåíû íå áûëè, è ýòî ïîäñêàçûâàåò ââîä ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðèåìà. Åãî òåîðåìà èìååò âèä ∀bc(c − set → ¬(b ∈ c) ↔ ∃a(a − set & c =
a \ {b})); çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïàðàìåòðèçàöèÿ". Ôèëüòðû ïðèåìà ââîäèì ïî
àíàëîãèè, íàïðèìåð, ñ ïðèåìîì, äàþùèì ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå óñëîâèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè: "óðîâåíü(5)", "óñëîâèå", "òèï(îïèñàòü)", "èëè(öåëü(ïðèìåð)
öåëü(ïàðàìåòðèçàöèÿ)) íåèçâåñòíàÿ(õ3) íå(âõîäèò(õ3 õ2))". Àíòåöåäåíò âûäå-
ëÿåì óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê(1)".
Ïîñëå ñîçäàíèÿ óêàçàííîãî ïðèåìà ïîâòîðÿåì òðàññèðîâêó äî ïîëó÷åíèÿ ïåð-
âîãî îòêàçà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ýòîò ðàç íå ðåøåíà çàäà÷à ïîäáîðà ïðè-
ìåðà òàêèõ c, g, ÷òî ¬(c = g). Ââîäèì ïðèåì ñ òåîðåìîé ∀ab(a = 0 & b =
1 & → ¬(a = b)) è çàãîëîâêîì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Ôèëüòðû ïðèåìà îïðåäåëÿ-
åì òàê: "óðîâåíü(1) óñëîâèå òèï(îïèñàòü) öåëü(ïðèìåð) íåèçâåñòíàÿ(õ1) íåèç-
âåñòíàÿ(õ2) íå(êîíòåêñò(íîâîåóñëîâèå(õ3) èëè(âõîäèò(õ1 õ3) âõîäèò(õ2 õ3))))".
Óêàçàòåëü "ïîäáîðçíà÷åíèé(1 2)" ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà àíòåöåäåíòà èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ çàìåùåíèÿ â çàäà÷å óñëîâèÿ ¬(a = b). Óêàçàòåëü "íîâûé" ñòîèò ââåñòè
äëÿ òîãî, ÷òîáû îòñëåæèâàòü ìîìåíò èñêëþ÷åíèÿ ïðî÷èõ óñëîâèé çàäà÷è, ñî-
äåðæàùèõ ïåðåìåííûå a, b.
Ïîñëå ñîçäàíèÿ óêàçàííîãî ïðèåìà ðåøàòåëü äîâîäèò çàäà÷ó äî îòâåòà: z =
{0, 1}, y = {1}, x = ∅.

4.11 Ïðèåìû äëÿ ðàáîòû ñ êîíå÷íûìè ñïèñêàìè

Ïðîäîëæàåì ðàññìîòðåíèå ïðèåìîâ äëÿ ïîíÿòèé, îòíîñÿùèõñÿ ê àëãåáðå ìíîæåñòâ. Â
ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü ïîéäåò î ñèìâîëå "ïåðå÷åíü", ïîçâîëÿþùåì îïðåäåëÿòü êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ïî çàäàííîìó óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó îáúåêòîâ. Âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ðåøàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü "ïåðå÷åíü(A)", ãäå A - âûðàæåíèå, îïðåäåëÿ-
þùåå íàáîð. Îáû÷íî îíî èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "íàáîð", è òîãäà êîíå÷íîå
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ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòàìè A1, . . . An îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì "ïåðå÷åíü(íàáîð(A1 . . .
An))". Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå â âèäå {A1, . . . , An}.
Ôàêòè÷åñêè çàïÿòûå îòíîñÿòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ íàáîðà (A1 . . . An), âíåøíèå ñêîáêè
êîòîðîãî âîîáùå êàê ïðàâèëî îïóñêàþòñÿ, à ôèãóðíûå ñêîáêè îòíîñÿòñÿ ê ñèìâî-
ëó "ïåðå÷åíü". Åñëè íóæíî ïðîðèñîâàòü âûðàæåíèå "ïåðå÷åíü(A)", ãäå A íå èìå-
åò çàãîëîâêà "íàáîð", òî ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð âûäàåò íà ýêðàí {; A}. Âûðàæåíèå
"ïåðå÷åíü(ïðåôèêñ(A B))" ïðîðèñîâûâàåòñÿ â âèäå {A; B}; âûðàæåíèå "ïåðå÷åíü(
êîíêàòåíàöèÿ(íàáîð(A B)C))" - â âèäå {A, B; C}.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Ïóñòîé íàáîð. {; ïóñòîåñëîâî} = ∅. Â ñêîáî÷íîé çàïèñè ýòî æå òîæäåñòâî èìååò
âèä "ðàâíî(ïåðå÷åíü( ïóñòîåñëîâî) ïóñòî)".

2. Ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû. ×òîáû îòáðàñûâàòü ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ýëåìåí-
òîâ êîíå÷íîãî ñïèñêà, ñëóæèò ïðèåì ∀ab({a, a; b} = {a; b}). Óêàçàòåëü "ñïè-
ñîê(ôèêñ(0 1 1))" îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð "êîíêàòåíàöèÿ(íàáîð(õ1 õ1)õ2)" èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïåðå÷åíü", çàâåðøàþùèì ïðîöåññ îòáðàñûâàíèÿ ïîâòî-
ðÿþùèõñÿ ýëåìåíòîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé îòêîìïèëèðîâàííîé ïðî-
ãðàììû òàêîâà: ñíà÷àëà â íàáîðå âûäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, ðàññìàò-
ðèâàåìûé êàê ïåðâîå âõîæäåíèå a. Çàòåì áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíîå äðóãîå âõîæäå-
íèå ýëåìåíòà òîãî æå íàáîðà, è ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïàäåíèå åãî ñ ïåðâûì âõîæäå-
íèåì. Ïîñëå ýòîãî ñòðîèòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì.

3. Îáúåäèíåíèå ñ ïåðå÷íåì. Åñëè êîíå÷íûé ñïèñîê îáúåäèíÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì
ìíîæåñòâîì, òî èç íåãî óäàëÿþòñÿ ýëåìåíòû, óæå ñîäåðæàùèåñÿ â äàííîì ìíî-
æåñòâå. Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà: ∀abc(b ∈ a → a ∪ {b; c} = a ∪ {; c}). Àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì; óêàçàòåëü "ñïèñîê(ôèêñ(0 1 2
1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ b ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Óêàçà-
òåëü "ìîäèôèêàòîð" îçíà÷àåò, ÷òî a áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ íå ñ îòäåëü-
íûì îïåðàíäîì îáúåäèíåíèÿ, à ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ îñòàâøèõñÿ îïåðàíäîâ.
Ïðè ïîñòðîåíèè çàìåíÿþùåãî òåðìà èñïîëüçóþòñÿ íîðìàëèçàòîðû "íîðìîáú-
åäèíåíèå", "íîðìïåðå÷åíü".

4. Îáúåäèíåíèå ïåðå÷íåé. ∀ab({; a} ∪ {; b} = {; a; b}). Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïåðå÷åíü", óñòðàíÿþùèì ïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 0, â òî âðåìÿ êàê ïðåäûäóùå-
ãî - 1 ëèáî 3. Ïîýòîìó îí áóäåò ïåðåõâàòûâàòü ñëó÷àè îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ
ïåðå÷íåé, ïðåäûäóùåìó æå îñòàíóòñÿ ëèøü ñëó÷àè îáúåäèíåíèÿ ïåðå÷íÿ ñ "íå-
ïåðå÷íåì".

5. Ïåðåñå÷åíèå ñ ïåðå÷íåì. ∀abc(¬(b ∈ a) → a ∩ {b; c} = a ∩ {; c}). Îòáðàñûâàþòñÿ
ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ñïèñêà, íå âõîäÿùèå â ïåðåñåêàåìîå ñ íèì ìíîæåñòâî. Â
îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ïðèåìó îáúåäèíåíèÿ ñ ïåðå÷íåì.

6. Âû÷èòàíèå ïåðå÷íÿ. ∀abc(¬(b ∈ a) → a \ {b; c} = a \ {; c}). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-
ùåìó.

7. Âû÷èòàíèå èç ïåðå÷íÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ýëåìåíò ïåðå÷íÿ ïðèíàä-
ëåæèò ëèáî íå ïðèíàäëåæèò âû÷èòàåìîìó ìíîæåñòâó.
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∀abc(b ∈ a → {b; c} \ a = {; c} \ a)

∀abc(¬(b ∈ a) → {b; c} \ a = {b} ∪ {; c} \ a)

Ïåðâûé ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó; âòîðîé - íåñêîëüêî óñèëåí. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 4, è äëÿ îáðàáîòêè àíòåöåäåíòà èñïîëüçóåòñÿ âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî. Îí îðèåíòèðîâàí íà ñëó÷àè, êîãäà èç ïå-
ðå÷íÿ âû÷èòàåòñÿ "íå-ïåðå÷åíü". Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðà "íîðìîáúåäè-
íåíèå" ïîçâîëÿåò ñðàçó ñêëåèâàòü âñå âûäåëÿåìûå ýëåìåíòû b â îáùèé ñïèñîê.

8. Ðàçíîñòü ïåðå÷íåé, èìåþùèõ îáùèé ýëåìåíò. ∀abc({b; a} \ {b; c} = {; a} \ {b; c}).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0; çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìðàçíîñòü". Òàêèì îáðàçîì, âû÷èòàíèå êîíå÷íûõ ñïèñêîâ,
èìåþùèõ õîòÿ áû îäèí îáùèé ýëåìåíò, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çà îäèí øàã èìåííî
ýòèì ïðèåìîì.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ïðèíàäëåæíîñòü îäíîýëåìåíòíîìó ïåðå÷íþ. ∀ab(a = b ↔ a ∈ {b})
Òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

2. Âêëþ÷åíèå îäíîýëåìåíòíîãî ïåðå÷íÿ.
∀ab(a ∈ b ↔ {a} ⊆ b).
∀abc(¬(a ∈ b) ∨ a ∈ c ↔ b ∩ {a} ⊆ c)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ, åñëè ïðîòèâîðå÷èò ðàçðåøåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ (ëèáî îáà âûðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû, à c - íå èçâåñòíî,
ëèáî c - íåèçâåñòíàÿ).

3. Íåïåðåñå÷åíèå ñ îäíîýëåìåíòíûì ïåðå÷íåì.
∀ab(¬(a ∈ b) ↔ íåïåðåñåê(b, {a}))
∀abc(¬(a ∈ b) ∨ ¬(a ∈ c) ↔ íåïåðåñåê(c, b ∩ {a}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Ïðèíàäëåæíîñòü ïåðå÷íþ.
∀abc(a ∈ {b; c} ↔ a = b ∨ a ∈ {; c})
Îáû÷íî ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî, õîòÿ äëÿ ñïåöèàëüíûõ öåëåâûõ óñòà-
íîâîê, îðèåíòèðîâàííûõ íà êîìïàêòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó óòâåðæäåíèé, ïðå-
äóñìîòðåíà âåðñèÿ, âûïîëíÿþùàÿ âñòðå÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðèåì ñîïðîâî-
æäàåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ôèëüòðîâ, ðåãóëèðóþùèõ óðîâåíü åãî ñðàáàòû-
âàíèÿ (0,2,3 ëèáî 6) è áëîêèðóþùèõ íàðóøåíèå ñòàíäàðòèçàöèè, îïðåäåëåííîé
êîíòåêñòîì. Íàïðèìåð, áëîêèðóåòñÿ åãî ïðèìåíåíèå â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, åñëè a - íåèçâåñòíàÿ, à âûðàæåíèå ïîä ïåðå÷íåì èçâåñòíî.

5. Íåïåðåñå÷åíèå ñ ïåðå÷íåì.
∀abc(íåïåðåñåê(c, {a; b}) ↔ ¬(a ∈ c) & íåïåðåñåê(c, {; b}))
Ýòîò è ñëåäóþùèé ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó, îäíàêî êîëè÷åñòâî ôèëü-
òðîâ ó íèõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå.
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6. Âêëþ÷åíèå ïåðå÷íÿ.
∀abc({a; b} ⊆ c ↔ {; b} ⊆ c & a ∈ c)

7. Íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà è ïåðå÷íÿ, ïåðåñå÷åííîãî ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì.
∀abcd(íåïåðåñåê(d, a ∩ {b; c}) ↔ (¬(b ∈ a) ∨ ¬(b ∈ d)) & íåïåðåñåê(d, a ∩ {; c}))
Çäåñü è äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçâåðòêà ãèáðèäíîé êîíñòðóêöèè, ÷àñòüþ êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷åíü.

8. Âêëþ÷åíèå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ñ ïåðå÷íåì.
∀abcd(a ∩ {b; c} ⊆ d ↔ (¬(b ∈ a) ∨ b ∈ d) & a ∩ {; c} ⊆ d)

9. Íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà è ðåçóëüòàòà âû÷èòàíèÿ äðóãîãî ìíîæåñòâà èç ïå-
ðå÷íÿ.
∀abcd(íåïåðåñåê(d, {b; c} \ a) ↔ (¬(b ∈ d) ∨ b ∈ a) & íåïåðåñåê(d, {; c} \ a))

10. Ðàâåíñòâî äâóõ ïåðå÷íåé.
∀ab({a} = {b} ↔ a = b)

∀abcd({a, b} = {c, d} ↔ a = c & b = d ∨ a = d & b = c)

Íàïðàâëåíèå çàìåí - ñëåâà íàïðàâî. Ïåðâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ íà
óðîâíå 0; âòîðàÿ - íà óðîâíå 2, ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî çäåñü ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.

11. Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ðàâåíñòâà îäíîýëåìåíòíîìó ïåðå÷íþ.
∀ac(a− set→ a = {c} ↔ ∀b(b = c ↔ b ∈ a))

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî è ëèøü ïðè îòñóòñòâèè êîììåí-
òàðèÿ "êâàíòîðíàÿñâåðòêà", áëîêèðóþùåãî èñêëþ÷åíèå êâàíòîðîâ.

12. Ñóùåñòâîâàíèå îäíîýëåìåíòíîãî ïåðå÷íÿ, ðàâíîãî äàííîìó ìíîæåñòâó.
∀a(a− set→ ∃b(a = {b}) ↔ carda = 1)

13. Êîíúþíêöèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïåðå÷íþ è îòëè÷èÿ îò ýëåìåíòà ïåðå÷íÿ.
∀abx(¬(a ∈ {; b}) → ¬(x = a) & x ∈ {a; b} ↔ x ∈ {; b})

14. Èñêëþ÷åíèå àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî âèä ïðèíàäëåæíîñòè ïåðå÷íþ.
∀ABan(∀xy(x ∈ {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})}& A(x, y) → B(x, y)) ↔ ∀iy(i ∈ {1, . . . , n}
& A(a(i), y) → B(a(i), y)))

Çäåñü êîíå÷íîå ñåìåéñòâî çàäàíî íå ÿâíûì ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ, à ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòðóêöèè "îòîáðàæåíèå(. . .)", îïðåäåëÿþùåé îá-
ùèé âèä ýëåìåíòà ñåìåéñòâà. Óêàçàòåëü "îòîáðàæåíèå(õ1 õ26 õ27)" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ a, A,B ñ ïðîèçâîëüíûìè òåðìà-
ìè; óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)" äàåò âîçìîæíîñòü èäåíòèôèöèðîâàòü
y ñ îñòàòêîì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êâàíòîðà, èìåþùèì ïðîèçâîëüíóþ (â
òîì ÷èñëå íóëåâóþ) äëèíó. Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1))" áëîêèðó-
åò ïîïûòêó èçâëå÷åíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè èç êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòåì
ïåðåõîäà ê îòðèöàíèÿì.
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15. Ðàâåíñòâî ïåðåñå÷åíèÿ îäíîýëåìåíòíîìó ïåðå÷íþ.
∀abcd(d ∈ a & d ∈ b → (a ∪ b) ∩ c = {d} ↔ a ∩ c = {d} & b ∩ c = {d})
Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî; îíà ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê áîëåå
ïðîñòûì íåçàâèñèìûì óñëîâèÿì.

Ñâåðòêà èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

Ïðèâåäåì ñåðèþ ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ êîìïàêòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêè ñîïðî-
âîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â êàæ-
äîì ñëó÷àå èìååòñÿ ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé îòñóòñòâèå â ïðåîáðàçóåìîì óòâåðæäå-
íèè íåèçâåñòíûõ, à òàêæå ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé íàëè÷èå öåëè "ñîåäèíåíèå" (ëèáî,
â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, öåëè "ñâåðòêà").

1. Ñâåðòêà äèçúþíêöèè äâóõ ðàâåíñòâ â ïðèíàäëåæíîñòü ïåðå÷íþ.
∀abc(a = b ∨ b = c ↔ b ∈ {a, c})
Åñëè óòâåðæäåíèå íàõîäèòñÿ ïîä êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì, òî äàííîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ìîæåò çàáëîêèðîâàòü äðóãèå âàæíûå ïðèåìû. Ïîýòîìó ââåäåíû
ôèëüòðû "ñâîáîïåðàíä(ôèêñ(0 1 1))", "ñâîáîïåðàíä(ôèêñ(0 1 2))".

2. Ñâåðòêà äèçúþíêöèè ðàâåíñòâà è ïðèíàäëåæíîñòè ïåðå÷íþ â ïðèíàäëåæíîñòü
ïåðå÷íþ.
∀abc(a ∈ {b; c} ↔ a = b ∨ a ∈ {; c})

3. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â ïðèíàäëåæ-
íîñòü ðàçíîñòè.
∀abc(¬(b = c) & b ∈ a ↔ b ∈ a \ {c})
Èìåþòñÿ äâå âåðñèè ïðèåìà: îäíà äëÿ êîíúþíêöèè, ðàñïîëîæåííîé â îäíîì
óñëîâèè; äðóãàÿ - äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé. Âî âñåõ íèæåñëåäóþùèõ ïóíê-
òàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâåðòêå êîíúþíêöèè, òî÷íî òàê æå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå
âåðñèè.

4. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè âêëþ÷åíèÿ è îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè âî âêëþ÷åíèå â
ðàçíîñòü.
∀abc(¬(b ∈ c) & c ⊆ a ↔ c ⊆ a \ {b})

5. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè íåïåðåñå÷åíèÿ è îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè â íåïåðåñå-
÷åíèå ñ îáúåäèíåíèåì.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∪ {b}) ↔ ¬(b ∈ c) & íåïåðåñåê(a, c))

6. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè è âêëþ÷åíèÿ âî âêëþ÷åíèå îáúåäèíå-
íèÿ.
∀abc(a ∪ {b} ⊆ c ↔ a ⊆ c & b ⊆ c)

7. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè îòðèöàíèé ðàâåíñòâà è ïðèíàäëåæíîñòè â îòðèöàíèå ïðè-
íàäëåæíîñòè.
∀abc(¬(b = c) & ¬(b ∈ a) ↔ ¬(b ∈ a ∪ {c}))
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8. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè îòðèöàíèé ïðèíàäëåæíîñòè â íåïåðåñå÷åíèå ñ ïåðå÷íåì.
∀abc(íåïåðåñåê(c, {a, b}) ↔ ¬(a ∈ c) &¬(b ∈ c))

9. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè ïðèíàäëåæíîñòåé âî âêëþ÷åíèå ïåðå÷íÿ.
∀abc({a, b} ⊆ c ↔ a ∈ c & b ∈ c)

10. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåñå÷åíèþ ñ ïåðå÷íåì.
∀abcd(b ∈ a ∩ {c; d} ↔ b = c & c ∈ a ∨ b ∈ a ∩ {; d})
Çäåñü è â îñòàëüíûõ ïóíêòàõ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

11. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ðàçíîñòè ïåðå÷íÿ è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà.
∀abcd(b ∈ {c; d} \ a ↔ ¬(c ∈ a) & b = c ∨ b ∈ {; d} \ a)

12. Óñìîòðåíèå âêëþ÷åíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïåðå÷íåì.
∀abcd(a ∩ {b; c} ⊆ d ↔ ¬(b ∈ a \ d) & a ∩ {; c} ⊆ d)

13. Óñìîòðåíèå íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà è ïåðåñå÷åíèÿ äðóãîãî ìíîæåñòâà ñ ïå-
ðå÷íåì.
∀abcd(íåïåðåñåê(d, a ∩ {b; c}) ↔ ¬(b ∈ a ∩ d) & íåïåðåñåê(d, a ∩ {; c}))

Ãðóïïèðîâêà ÿâíûõ îïèñàíèé äëÿ íåèçâåñòíîé

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îáúåäèíÿþùèõ äâà ÿâíî ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîé óòâåðæäåíèÿ â îäíî òàêîå óòâåðæäåíèå. Ýòè ïðèåìû îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ íà
çàâåðøàþùèõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è, äëÿ ñêëåéêè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ îòâåòà â
îäíî óòâåðæäåíèå. Êðîìå âåðñèè ïðèåìà, îòíîñÿùåéñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì
çàäà÷è, îáû÷íî áåðåòñÿ âåðñèÿ äëÿ êîíúþíêöèè òåõ æå óòâåðæäåíèé, ðàñïîëîæåííîé
â îäíîì óñëîâèè.

1. Äâà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè.
∀abc({a, b} ⊆ c ↔ a ∈ c & b ∈ c)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; c - íåèçâåñòíàÿ; a, b èçâåñòíû.
2. Äèçúþíêöèÿ óñëîâèé ðàâåíñòâà è ïðèíàäëåæíîñòè.
∀abc(a ∈ {b; c} ↔ a = b ∨ a ∈ {; c})
Óêàçàòåëü "äèçúþíêòîïåðàíä" áëîêèðóåò ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ê êîíú-
þíêöèè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê îòðèöàíèå äèçúþíêöèè îòðèöàíèé, è âûäåëå-
íèÿ äèçúþíêöèè èç êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Ôèëüòð "êîììåíò(ðàçáîðñëó÷à-
åâ)" ïðåäîòâðàùàåò óñòðàíåíèå äàííûì ïðèåìîì äèçúþíêöèè, ñïåöèàëüíî ââå-
äåííîé äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ.

3. Óñëîâèÿ îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.
∀abc(¬(b = c) & ¬(b ∈ a) ↔ ¬(b ∈ a ∪ {c}))

4. Óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ è ïðèíàäëåæíîñòè.
∀abc(a ∪ {b} ⊆ c ↔ a ⊆ c & b ∈ c)
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5. Óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ è îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a ∪ {b}) ↔ ¬(b ∈ c) & íåïåðåñåê(a, c))

6. Óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ è îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè.
∀abc(a ⊆ b & ¬(c ∈ a) ↔ a ⊆ b \ {c})

7. Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.
∀abc(¬(b = c) & b ∈ a ↔ b ∈ a \ {c})

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïåðå÷íþ åãî ýëåìåíòà

∀ab(a ∈ {a; b})

Óêàçàòåëü "ñïèñîê(ôèêñ(0 2 1))" îáåñïå÷èâàåò ïîèñê ýëåìåíòà, ñîâïàäàþùåãî ñ a,
ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà ïîä ïåðå÷íåì.

Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû ïåðå÷íÿ

∀ab(¬({b; a} = ∅))

Ïðèåì çàìåíÿåò íà êîíñòàíòó "ëîæü" ðàâåíñòâî ïóñòîìó ìíîæåñòâó âûðàæåíèÿ, èìå-
þùåãî âèä "ïåðå÷åíü(íàáîð(...))".

Ïîäáîð ïðèìåðà

∀ax(x = {a} → a ∈ x)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ a ∈ x çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". x
- íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è; a - âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñîäåð-
æàùèõ x äðóãèõ óñëîâèé çàäà÷è, êðîìå, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ "ìíîæåñòâî(x)". Óêà-
çàòåëü "ïîäáîðçíà÷åíèé(1)" îçíà÷àåò, ÷òî âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, ñîçäàâàåìîé
ïðèåìîì, ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå áóäåò çàìåíåíî íà óñëîâèå x = {a}. Óêàçàòåëü
"íîâûé" íåîáõîäèì äëÿ êîíòðîëÿ çà èçìåíåíèÿìè çàäà÷è, ïîñëå êîòîðûõ ìîãóò áûòü
èñêëþ÷åíû ïðî÷èå óñëîâèÿ ñ íåèçâåñòíîé x.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé ïåðå÷íþ

Ïðåäóñìîòðåí ëèøü ïðèåì äëÿ äâóõýëåìåíòíîãî ñïèñêà:
∀abc(a = c ∨ b = c ↔ c ∈ {a, b})

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; c - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå âõîäÿùàÿ
íè â a, íè â b, íî âõîäÿùàÿ â íåêîòîðîå äðóãîå óñëîâèå çàäà÷è. Íà ýòàïå ðåäàêòèðîâà-
íèÿ îòâåòà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Èçìåíåííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ", ïðèâîäÿùèì ê íåìåäëåííîìó ðàçáîðó ñëó÷àåâ.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìïåðå÷åíü"

Â íîðìàëèçàòîðå èìååòñÿ ïðèåì, óñòðàíÿþùèé ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, à òàêæå
ïðèåì, ïðåîáðàçóþùèé ïåðå÷åíü ïóñòîãî íàáîðà â ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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4.12 Ïðèåìû ñèìâîëîâ "ýëåìåíò" è "âíåøíèéýëåìåíò"

×òîáû âûäåëÿòü â íåïóñòîì ìíîæåñòâå A êàêîé-òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, ââåäåíî
îáîçíà÷åíèå "ýëåìåíò(A)". Àíàëîãè÷íî, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà, íå
ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó A (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òàêîé ýëåìåíò âñåãäà ñóùåñòâóåò),
ââåäåíî îáîçíà÷åíèå "âíåøíèéýëåìåíò(A)". Èñïîëüçóþòñÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ êðàéíå
ðåäêî, à òàê êàê ïî÷òè íèêàêîé ñïåöèàëüíîé èíôîðìàöèè îá èõ çíà÷åíèÿõ íåò, òî
ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïðèåìîâ íåìíîãî.

Ïîäáîð ïðèìåðà

×òîáû óêàçàòü â îòâåòå çàäà÷è íà ïîèñê ïðèìåðà ýëåìåíò çàäàííîãî íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà, ñëóæèò ïðèåì, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀ax(a− set & ¬(a = ∅) & x = ýëåìåíò(a) → x ∈ a)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óòâåðæäåíèå x ∈ a ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ, íå âñòðå÷àþùà-
ÿñÿ â ïðî÷èõ óñëîâèÿõ; âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îòñóòñòâóåò öåëü
"íåçàâèñèò . . .), îãðàíè÷èâàþùàÿ çàâèñèìîñòü íåèçâåñòíûõ îò ïàðàìåòðîâ âûðàæå-
íèÿ a. Â ýòîé ñèòóàöèè, ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "ïîäáîðçíà÷åíèé(3)", ïðèåì ïûòàåòñÿ
ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, ïîëó÷åííóþ èç òåêóùåé çàäà÷è çàìåíîé ðàññìàòðè-
âàåìîãî óñëîâèÿ íà x = ýëåìåíò(a). Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ èñòèííîñòü ïåðâûõ
äâóõ àíòåöåäåíòîâ.

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ ñèìâîëà "âíåøíèéýëåìåíò":
∀ax(a− set & x = âíåøíèéýëåìåíò(a) → ¬(x ∈ a))

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ëèáî íåïðèíàäëåæíîñòè

Äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè çíà÷åíèÿ "ýëåìåíò(a)" íåïóñòîìó ìíîæåñòâó a ñëó-
æèò ïðèåì:
∀a(a− set & ¬(a = ∅) → ýëåìåíò(a) ∈ a)

Äëÿ óñìîòðåíèÿ íåïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó åãî "âíåøíåãî ýëåìåíòà" ñëóæèò ïðè-
åì:
∀a(¬(âíåøíèéýëåìåíò(a) ∈ a))

Îáà ïðèåìà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

4.13 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå"

Â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàâøèåñÿ ïðè îáó÷åíèè çàäà÷è ñîäåðæàëè ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå ëèøü äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Ýòî îòðàçèëîñü è íà ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçäåëå ïðèå-
ìàõ. Âïðî÷åì, íåñêîëüêî ïðèåìîâ îòíîñÿòñÿ ê ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òðåõ èëè ÷åòû-
ðåõ ñîìíîæèòåëåé, è íåñêîëüêî - ê ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé. Íàïîìíèì,
÷òî îïåðàöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå àññîöèàòèâíà. Îáîáùåíèå ïðèåìîâ ðàçäåëà
íà ñëó÷àé ëþáîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü â êà÷åñòâå õîðîøå-
ãî ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ, ïîòðåáóþùåãî íåñëîæíîãî ðàçâèòèÿ êîìïèëÿòîðà
ÃÅÍÎËÎÃà. Êðîìå îïåðàöèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïå-
ðàöèÿ "Ïðîåêöèÿ(A i)", çíà÷åíèåì êîòîðîé ñëóæèò ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà A íàáîðîâ
îäíîé è òîé æå äëèíû n íà i-þ êîîðäèíàòó 1 ≤ i ≤ n.
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Òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè

1. Óìíîæåíèå íà ïóñòîå ìíîæåñòâî
∀a(∅ × a = ∅)
∀a(a× ∅ = ∅)

2. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ
∀ab({a} × {b} = {(a, b)})
Àíàëîãè÷íûå ïðèåìû ââåäåíû äëÿ òðåõ, ÷åòûðåõ è ïÿòè ñîìíîæèòåëåé.

3. Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé
∀abcd((a× c) ∩ (b× d) = (a ∩ b)× (c ∩ d))

4. Ðàçíîñòü ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé
∀abc((a× c) \ (b× c) = (a \ b)× c)

∀abc((c× a) \ (c× b) = c× (a \ b))

5. Îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ ñ îòáðîøåííûìè òî÷êàìè
∀abcd(((a \ {b})× c) ∪ (a× (c \ {d})) = (a× c) \ {(b, d)})

6. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íûõ ñïèñêîâ â ñïèñîê ïàð
∀abcde(e = {a; b} × {c; d} → {a; b} × {c; d} = e)

Ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", êîòîðûé è âû-
ïîëíÿåò óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Óñìîòðåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ìíîæåñòâå, çàäàííîì ñ ïîìîùüþ îïèñàòå-
ëÿ "êëàññ".
∀AB(setx(l(x) = 2 & x− ñëîâî & x(1) ∈ A & x(2) ∈ B) = A×B)

∀aB(setx(l(x) = 2 & x− ñëîâî & x(1) = a & x(2) ∈ B) = {a} ×B)

∀PQAB(A = sety(P (y)) & B = sety(Q(y)) → setx(x− ñëîâî & l(x) = 2 & P (x(1))
& Q(x(2))) = A×B)

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå âûðàæåíèÿ A, B îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà-
÷àìè íà óïðîùåíèå.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ïóñòîòà ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ.
∀ab(a× b = ∅ ↔ a = ∅ ∨ b = ∅)
Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà âàðüèðóåòñÿ îò 0 äî 3. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè
òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ñæàòóþ ôîðìóëèðîâêó óñëîâèé.

2. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîèçâåäåíèþ ìíîæåñòâ.
∀abf (f ∈ a× b ↔ ñëîâî(f) & l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çà-
äà÷è íà îïèñàíèå è f ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Íàïîìíèì,
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÷òî ïàðà f - ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå íàòóðàëüíîãî ðÿ-
äà îò 1 äî 2, òàê ÷òî f(1), f(2) - ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû ïàðû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0, åñëè ïðåîáðàçóåìàÿ ïðèíàäëåæíîñòü - ïîñûëêà
çàäà÷è. Èíà÷å îí áîëüøå 1. Åñëè f èìååò âèä "íàáîð(. . .)", òî ìîæíî îáîéòèñü
áåç ââîäà ôóíêöèîíàëüíûõ îáîçíà÷åíèé f(. . .):
∀abcd((a, b) ∈ c× d ↔ a ∈ c & b ∈ d)

Ýòîò ïðèåì ïðîäóáëèðîâàí äëÿ íàáîðîâ äëèíû 3,4 è 5. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
çäåñü ðàâíû 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæíîñòè íå èìååò âèäà ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, íî íåêîòîðàÿ ïîñûëêà óêàçûâàåò, ÷òî îíà ðàâíà ïðÿìîìó ïðîèçâå-
äåíèþ, òî ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïðèåì:
∀abcddP (P = c× d → (a, b) ∈ P ↔ a ∈ c & b ∈ d)

Ââåäåíà åãî âåðñèÿ äëÿ òðåõ ñîìíîæèòåëåé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæ-
íîñòè ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåì òàê ìîäèôè-
öèðîâàòü ïðèåìû, ó êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæíîñòè èìååò âèä ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òîáû îíè ìîãëè ñðàáàòûâàòü è âî âòîðîé ñèòóàöèè.
Åùå äâà ïðèåìà îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà îáå ÷àñòè ïðèíàäëåæíîñòè ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå:
∀abf (l(f) = 2 &f(2) ∈ b & f − ñëîâî→ f ∈ a× b ↔ f(1) ∈ a)

∀abf (l(f) = 2 &f(1) ∈ a & f − ñëîâî→ f ∈ a× b ↔ f(2) ∈ b)

3. Íåïåðåñå÷åíèå ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ.
∀abcd(íåïåðåñåê(a× b, c× d) ↔ íåïåðåñåê(a, c) ∨ íåïåðåñåê(b, d))

Òàê êàê ïðèåì ïðåîáðàçóåò óòâåðæäåíèÿ óêàçàííîãî âèäà â äèçúþíêöèè, òî
äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ èçëèøíåãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ åãî ïðèìåíåíèå ê êîðíåâûì
âõîæäåíèÿì â ïîñûëêè áëîêèðóåòñÿ. Îäíàêî, äëÿ ïîñûëîê çàäà÷ íà äîêàçà-
òåëüñòâî ââåäåíà îòäåëüíàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà áîëåå âûñîêîì
óðîâíå.

4. Âêëþ÷åíèå ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ.
∀abcd(a× b ⊆ c× d ↔ a ⊆ c & b ⊆ d ∨ a = ∅ ∨ b = ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ.
∀abcd(a× b = c× d ↔ (a = ∅ ∨ b = ∅) & (c = ∅ ∨ d = ∅) ∨ a = c & b = d)

6. Ïðåîáðàçîâàíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïåðå÷íåé â
äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ.
Åñëè ïåðåìíîæàþòñÿ äâà êîíå÷íûõ ñïèñêà, òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ýòî-
ìó ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðàçóåòñÿ â äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ ïàðàì, îáðàçîâàííûì
ýëåìåíòàìè ñïèñêîâ. Ïðèåì îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀abmnx(x ∈ {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})} × {; λj(b(j), j ∈ {1, . . . ,m})} ↔ ∃ij(i ∈
{1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} & x = (a(i), b(j))))

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 2 1 1)ôèêñ(0 1 2 2 1))" âûäåëÿåò âõîæäåíèÿ
ïîäâûðàæåíèé λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}), λj(b(j), j ∈ {1, . . . ,m}). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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ïîäâûðàæåíèÿ áóäóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ òåðìàìè "íàáîð(a(1) . . . a(n))",
"íàáîð(b(1) . . . b(m))", ïî êîòîðûì è îïðåäåëÿþòñÿ "ôóíêöèè" a, b. Óêàçàòåëü
"èëè(ôèêñ(0 2)ôèêñ(0 2 3 1)ôèêñ(0 2 3 2))" îòíîñèòñÿ ê êâàíòîðó ñóùåñòâîâàíèÿ
è îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó åãî â äèçúþíêöèþ. Óêàçàòåëè âõîæäåíèé "ôèêñ(0 2 3
1)", "ôèêñ(0 2 3 2)" âûäåëÿþò óòâåðæäåíèÿ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, ïåðå-
÷èñëÿþùèå ïðè ðàçâåðòêå çíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðà. Ôèëüòðû
îãðàíè÷èâàþò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà ñëó÷àÿìè, êîãäà x - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, âñòðå÷àþùàÿñÿ â êàêèõ-ëèáî äðóãèõ óñëîâèÿõ. Òîãäà áûâàåò ïîëåç-
íûì ïðîñìîòð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x è îòñå÷åíèå ëèøíèõ çíà÷åíèé.

7. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ, ñîìíîæèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îä-
íîýëåìåíòíûé ïåðå÷åíü
∀abc(a ∈ {b} × c ↔ ∃d(d ∈ c & a = (b, d)))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà a -
ëèáî íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî ïàðàìåòð ðåäàêòèðóåìîãî ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ c íå ÿâëÿåòñÿ
ñèìâîë "ïåðå÷åíü" è ÷òî èìååòñÿ äðóãîå óñëîâèå, ñîäåðæàùåå a. Ïðåîáðàçîâàí-
íîå óñëîâèå, èìåþùåå ñâîèì çàãîëîâêîì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèÿìè "ñåðèÿ", "ôèëüòðñåðèè". Îíè îáåñïå÷àò ïåðåõîä ê âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷å, ó êîòîðîé êâàíòîð ïî d áóäåò îòáðîøåí è ñòàíåò âîçìîæíîé
ïîäñòàíîâêà ïàðû (b, d) â îñòàëüíûå ñîäåðæàùèå a óñëîâèÿ.
Êðîìå óêàçàííîãî ïðèåìà, èìååòñÿ òàêæå åãî äâîéíèê, ñîäåðæàùèé ïåðå÷åíü
âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå.

8. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïåðåìåííîãî ÷èñëà îäíîýëåìåíòíûõ
ïåðå÷íåé.
×òîáû çàäàâàòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íàáîðà ìíîæåñòâ A, â ëîãè÷åñêîì ÿçûêå
ââåäåíî îáîçíà÷åíèå "Ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå(A)". Êàê îáû÷íî, îáùèé âèä íàáî-
ðà A îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè "îòîáðàæåíèå(i è(öåëîå(i)ìåíü-
øåèëèðàâíî(1 i) ìåíüøåèëèðàâíî(i n)) A(i))". Íà ýêðàíå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
íàáîðà ïåðåìåííîé äëèíû ïðîðèñîâûâàåòñÿ òàê æå, êàê îáû÷íîå êîíå÷íîå ïðî-
èçâåäåíèå.

∀Abn(b ∈
n∏

i=1

{A(i)} ↔ b = λi(A(i), i ∈ {1, . . . , n}))

9. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïåðåìåííîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ìíî-
æèòåëåé.

∀xAn(x ∈
n∏

i=1

A ↔ êîðòåæ(x, n,A))

10. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîèçâåäåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ.
∀bcef (f(1) ∈ c → f ∈ (b ∩ c)× e ↔ f ∈ b× e)

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ ïåðåñòàâëåííûõ ñîìíîæèòåëåé.
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11. Íåïåðåñå÷åíèå ñ ïðîèçâåäåíèåì îáúåäèíåíèÿ.
∀bdfg(íåïåðåñåê(d, f × b) & íåïåðåñåê(d, g × b) ↔ íåïåðåñåê(d, (f ∪ g)× b))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; áëîêèðóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå óòâåðæäåíèé,
ÿâíî ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ
ïåðåñòàâëåííûõ ñîìíîæèòåëåé.

Ñâåðòêà èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

Â ýòîì ðàçäåëå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ñîêðàùåí-
íóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Îíè îáðàòíû ïðèåìàì, ïðèìåíÿâøèìñÿ íà îñíîâíîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è: äèçú-
þíêöèÿ äâóõ óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
ïðîèçâåäåíèé; âîññòàíàâëèâàåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ,
è ò.ï.

Êâàíòîðíûå ñâåðòêè ñ ó÷àñòèåì ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ

Ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû ïîçâîëÿþò èñêëþ÷àòü êâàíòîðû. Îíè ñðàáàòûâàþò ïðè
îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "êâàíòîðíàÿñâåðòêà". Êðîìå òîãî, ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ
ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ïîïûòêàïàðàìåòðè-
çàöèè". Â ïåðâûõ òðåõ ïóíêòàõ ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî, äàëåå -
ñëåâà íàïðàâî.

1. Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ìíîæåñòâ.
∀abc(c−set→ c = a×b ↔ ∀f (l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f−ñëîâî↔ f ∈ c))

2. Âêëþ÷åíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(a× b ⊆ c ↔ ∀f (l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî→ f ∈ c))

3. Íåïåðåñå÷åíèå ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì.
∀abc(íåïåðåñåê(c, a×b) ↔ ∀f (l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f−ñëîâî→ ¬(f ∈
c)))

4. Óñìîòðåíèå âêëþ÷åíèÿ â ïîäïðîèçâåäåíèå.
∀ABCa(C ⊆ A×B → ∀x(x ∈ C → x(1) = a) ↔ C ⊆ {a} ×B)

∀ABC(C ⊆ A × B → ∀ab(a ∈ C & b ∈ C → a(1) = b(1)) ↔ ∃d(d ∈ A & C ⊆
{d} ×B))

Àíàëîãè÷íûå ïðèåìû èìåþòñÿ è äëÿ âòîðûõ êîîðäèíàò.

Ïîäáîð ïðèìåðà

×òîáû ïîäáèðàòü ïðèìåð ìíîæåñòâà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðîãî íà äðóãîå äàåò ïóñòîå
ìíîæåñòâî, ââåäåíû äâà ïðèåìà:
∀ax(x = ∅ → a× x = ∅)

∀ax(x = ∅ → x× a = ∅)
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Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè

1. Îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.
∀abc((a× c) ∪ (b× c) = (a ∪ b)× c)

Ïðèåì âûïîëíÿåò ãðóïïèðîâêó ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé äëÿ íåèçâåñòíîãî âûðà-
æåíèÿ c îòíîñèòåëüíî èçâåñòíûõ a, b. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ââåäåí äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü íå èçâåñòåí.

2. Ðàçíîñòü ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.
∀abc((c× a) \ (b× a) = (c \ b)× a)

a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; b, c - íå ñîäåðæàò. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ââåäåí äëÿ
ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ.

Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîäâûðàæåíèå óðàâ-
íåíèÿ

Ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà ê âèäó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò ïîçâîëèòü ðàçðå-
øèòü îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, óæå ñîäåðæàùåå ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "âèäïðÿìîå-
ïðîèçâåäåíèå".

1. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
∀acde(a = e → e = c× d ↔ a = c× d)

Çàìåíà ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî; ïåðåìåííîé a ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè âûðàæåíèÿ e íîðìàëèçàòîðîì "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Ðàâåíñòâî
âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèå e
îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé è íå èìååò çàãîëîâêà "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå"; âûðàæå-
íèå a ëèáî èìååò çàãîëîâîê "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", ëèáî êîðî÷å âûðàæåíèÿ e.

2. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
∀acde(a = e → e ⊆ c× d ↔ a ⊆ c× d)

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì - äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ.
3. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ.
∀acde(a = e → íåïåðåñåê(e, c× d) ↔ íåïåðåñåê(a, c× d))

Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé

Äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êàê è äëÿ ðàíåå ðàññìîòðåííûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íûõ îïåðàöèé, ïðåäóñìîòðåíà ïîïûòêà óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
èõ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå "îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀abc(c = a× b → a× b = c)

Ïåðåìåííîé c ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáîàáîòêè ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ a × b íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäîáúåäèíåíèå" (ðàçâåðòêà âûðàæåíèÿ â îáú-
åäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé è óïðîùåíèå), "ãðóïïìíîæåñòâî", "ñâåðòêà" (îáðàòíàÿ ñâåðò-
êà âûðàæåíèÿ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò êîðî÷å èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. ×òîáû
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ïîïûòêà óïðîùåíèÿ ïðèìåíÿëàñü òîëüêî ê ìàêñèìàëüíûì ïîäâûðàæåíèÿì, ïðîâå-
ðÿåòñÿ îòëè÷èå âíåøíåé îïåðàöèè îò ñèìâîëîâ "îáúåäèíåíèå", "ïåðåñå÷åíèå", "ðàç-
íîñòü", "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå".

Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíîé ïàðû

Åñëè íàéäåíû îáå êîìïîíåíòû íåèçâåñòíîé ïàðû, òî ñáîðêà èõ â ðåçóëüòèðóþùóþ
ïàðó âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀abx(l(x) = 2 → x(1) = a & x(2) = b ↔ x = (a, b))

Çäåñü x - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå; a, b - èçâåñòíû. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìå-
íàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)".

Ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà íàáîðîâ

Äëÿ îïåðàöèè "Ïðîåêöèÿ(. . .)" ïðèâåäåíû ëèøü íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, ïîçâî-
ëÿþùèõ íàõîäèòü ïðîåêöèþ êîíå÷íîãî ñïèñêà ïàð.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè

Íîðìàëèçàòîð "íîðìïðÿìîåïðîèçâåäåíèå" èñêëþ÷àåò óìíîæåíèå íà ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî è ïðåîáðàçóåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîíå÷íûõ ñïèñêîâ â ñïèñîê ïàð.

Íîðìàëèçàòîð "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå"

1. Îáúåäèíåíèå ïðîèçâåäåíèé.
∀abc((b× a) ∪ (b× c) = b× (a ∪ c))

Óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ÷ëåíû îáú-
åäèíåíèÿ, è ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè èõ ïåðâûå ìíîæèòåëè ñîâïàäà-
þò. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ âòîðûõ ìíîæèòåëåé.

2. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâåäåíèé.
∀abcd((a× c) ∩ (b× d) = (a ∩ b)× (c ∩ d))

Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð" îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü ê
ïåðåñå÷åíèþ äâóõ ìíîæåñòâ.

3. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû îïåðàíäîâ ïåðåñå÷åíèÿ ê âèäó ïðîèçâåäåíèÿ.
Åñëè ïåðåñå÷åíèå èìååò îäíèì èç ñâîèõ îïåðàíäîâ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, òî
ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó ïðîèç-
âåäåíèÿ ãðóïïó îñòàëüíûõ îïåðàíäîâ. Òàêèì îáðàçîì ïîäãîòàâëèâàåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.
∀abde(a = e → e ∩ (b× d) = a ∩ (b× d))

Ïåðåìåííîé a ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàíäà e íîðìàëèçàòîðîì
"âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå e ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé è íå èìååò çàãîëîâêà "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå".
Îíî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ îïåðàíäîâ, îòëè÷íûõ îò âûäåëåí-
íîãî îïåðàíäà b× d.
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4. Ðàçíîñòü ïðîèçâåäåíèé.
∀abc((c× a) \ (b× a) = (c \ b)× a)

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì - äëÿ ñîâïàäàþùèõ ïåðâûõ îïåðàíäîâ ðàçíîñòåé.

4.14 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñåìåéñòâàìè ìíîæåñòâ

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ñèñòåìå äëÿ ðàáîòû ñ ñåìåéñòâàìè ìíî-
æåñòâ. Óòâåðæäåíèå "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, çíà-
÷åíèÿ êîòîðîé ñóòü ìíîæåñòâà. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-
æåñòâ ñåìåéñòâà f ñëóæàò âûðàæåíèÿ "îáúåäèíåíèåâñåõ(f)", "ïåðåñå÷åíèåâñåõ(f)".
Òàê êàê îáû÷íî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæå-
íèå", â òåîðåìàõ ïðèåìîâ ïðèìåíÿþòñÿ çàïèñè "îáúåäèíåíèåâñåõ(x1 . . . xn P (x1 . . . xn)
f(x1 . . . xn))" è "ïåðåñå÷åíèåâñåõ(x1 . . . xn P (x1 . . . xn) f(x1 . . . xn))". Îíè ïîçâîëÿþò
èäåíòèôèöèðîâàòü âûðàæåíèå f(. . .) è óòâåðæäåíèå P (. . .), îïðåäåëÿþùèå ñåìåé-
ñòâî. Ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå f, P âûäåëÿþòñÿ ïðè ýòîì óêàçàòåëåì "îòîáðà-
æåíèå". Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò äàííûå çàïèñè â âèäå:⋃

x1,...,xn,P (x1...xn)

f(x1 . . . xn),
⋂

x1,...,xn,P (x1...xn)

f(x1 . . . xn).

Åñëè n = 1 è P (i) èìååò âèä "è(öåëîå(i)ìåíüøåèëèðàâíî(1 i)ìåíüøåèëèðàâíî(i n))",
òî ïðîðèñîâêà ïðèîáðåòàåò âèä:

n⋃
i=1

f(i),
n⋂

i=1

f(i).

Óòâåðæäåíèÿ "óáûâìíîæåñòâà(f)", "âîçðàñòìíîæåñòâà(f)" îçíà÷àþò, ÷òî f åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, íåñòðîãî óáûâàþùàÿ ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, âîçðàñòà-
þùàÿ ïî âêëþ÷åíèþ.

Ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âîçíèêëà íåîáõîäèîñòü â ñëåäóþùèõ
îáîçíà÷åíèÿõ. Óòâåðæäåíèå "ñåìåéñòâîýëåìåíòîâ(f g)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ñåìåé-
ñòâî ìíîæåñòâ, à g - ôóíêöèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ìîæíî òàê âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòü íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà f , ÷òî êàæäîå çíà÷åíèå g
áóäåò ïðèíàäëåæàòü ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæåñòâó ñåìåéñòâà f . Óòâåðæäåíèå "Íå-
ïåðåñåê(A f)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíèì èç ýëåìåí-
òîâ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ f . Âûðàæåíèå "ñëîéñåìåéñòâà(f A n)" îáîçíà÷àåò ìíîæå-
ñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò â òî÷íîñòè n ìíî-
æåñòâàì ñåìåéñòâà f . Çäåñü n - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå. Åñëè F = (f1, . . . , fn) - íà-
áîð ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ îáùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà ýòîé îáëàñòè îáðàçóþùèõ n ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà A; m = (m1, . . . ,mn) - íàáîð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, - òî âûðàæåíèå
"ñëîéñåìåéñòâ(F A m)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, ïðèíàä-
ëåæàùèõ ðîâíî m1 ìíîæåñòâàì ñåìåéñòâà f1, ðîâíî m2 ìíîæåñòâàì ñåìåéñòâà f2, è
ò.ä. âïëîòü äî fn. Óòâåðæäåíèå "ðàçáèåíèÿ(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ñåìåéñòâî ñå-
ìåéñòâ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ îäíó è òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà ýòîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâ ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ f , êîòîðûì ïðèíàäëåæèò
îáúåêò a, îáîçíà÷àåòñÿ "÷èñëîïîïàäàíèé(a f)".
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Íàêîíåö, â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ïîíÿòèå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà,
õîòÿ îíî è ôîðìàëèçîâàíî íå ÷åðåç ñåìåéñòâà, à ÷åðåç ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ. Èìåííî,
óòâåðæäåíèå "ðàçáèåíèå(A B)" îçíà÷àåò, ÷òî B åñòü ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî A.

Ïðèåìû ñèìâîëà "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ"

1. Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà
∀fg(ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λx(f(x), g(x))) ↔ ∀x(g(x) → f(x)− set))
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ âõîäèò â
óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé êîììåíòàðèÿ "êâàíòîðíàÿñâåðòêà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà
Òåîðåìà ïðèåìà òà æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íî íàïðàâëåíèå çàìåíû -
ñëåâà íàïðàâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ - îò 6 äî 8, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà.
Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè óòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëÿ-
ìè "êëàññ", "îòîáðàæåíèå". Ïðèåì ââîäèò êîììåíòàðèé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà",
áëîêèðóþùèé îáðàòíóþ çàìåíó.

3. Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà
∀fgx(ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λa(f(a), g(a))) & g(x) → f(x)− set)
ßâíîå óêàçàííîå â êîíòåêñòå óòâåðæäåíèå "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(. . .)" èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ óñìîòðåíèå èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(. . .)". Ïîñëåäíåå
çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàìåòèì, ÷òî åãî çàãîëîâîê çàðàíåå íå èçâåñòåí, è
êîìïèëÿòîð íå ìîæåò îáåñïå÷èòü âûçîâ êîíêðåòíîãî ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòî-
ðà. Ïîýòîìó àíòåöåäåíò âûäåëåí íå óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê(. . .)", à óêàçàòå-
ëåì "î÷åâèäíî(. . .)". Êîìïèëÿòîð îðãàíèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "î÷åâèä-
íî(. . .)", êîòîðûé àíàëèçèðóåò çàãîëîâîê êîíêðåòíîãî ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäå-
íèÿ è ïåðåàäðåñóåò åãî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó.

4. Óñìîòðåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ
∀A(ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(A) → ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(A))

Ïðèåì îðãàíèçóåò îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìñåìåéñòâîìíî-
æåñòâ" äëÿ ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(. . .)". Ïðè óñïåõå ýòî
óòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê
óòâåðæäåíèÿì, ñâÿçàííûì âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè, òàê êàê ïðî-
÷èå âõîæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëåçíû êàê ñîïðîâîæäàþùàÿ èíôîðìàöèÿ.

5. Êîíñòàíòíîå ñåìåéñòâî
∀af (ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λx(a, f(x))) ↔ a− set)
Ïðèåì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

6. Ïóñòîå ñåìåéñòâî
∀f (ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λx(f(x), ëîæü))
∀f (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = ∅ → ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f))
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Îáà ïðèåìà óñìàòðèâàþò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ â ôóíêöèè ñ ïóñòîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ. Âî âòîðîì ïðèåìå ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, à âòîðîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì êîíòåêñòà.

7. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìñåìåéñòâîìíîæåñòâ".
Îïåðàòîð èìååò âñåãî äâà ñïåöèàëüíûõ ïðèåìà, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ:
∀AP (ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(A) → ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λi(A(i), P (i))))

∀AP (A(i)− set→ ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λi(A(i), P (i))))

Â ïåðâîì ñëó÷àå àíòåöåäåíò íåïîñðåäñòâåííî ïðèñóòñòâóåò â êîíòåêñòå. Çäåñü A
- îáû÷íàÿ ïåðåìåííàÿ; P (i) - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, èäåíòèôèöèðóåìàÿ
ñ ïðîèçâîëüíûì óòâåðæäåíèåì, îãðàíè÷èâàþùèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñåìåé-
ñòâà A. Âî âòîðîì ñëó÷àå A(i), P (i) - ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, èäåíòèôè-
öèðóåìûå ñ ïðîèçâîëüíûìè òåðìàìè. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì "óñììíîæåñòâî".

Ïðèåìû ñèìâîëà "îáúåäèíåíèåâñåõ"

1. Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ ñåìåéñòâà ìíî-
æåñòâ. Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, ó êîòîðûõ ëèáî åñòü
öåëü, îïðåäåëÿþùàÿ òåíäåíöèþ ê ïîëó÷åíèþ áåñêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ (áåç-
îòíîñèòåëüíî ê âîçìîæíîìó ïîÿâëåíèþ íîâûõ îïèñàòåëåé), ëèáî â ðåçóëüòàòå
ñâåðòêè ïðîèñõîäèò ÿâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé. Òåîðåìà ïðè-
åìà èìååò âèä:
∀afg(a ∈

⋃
x,f(x) g(x) ↔ ∃x(a ∈ g(x) & f(x)))

Íàïðàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ - ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Ïåðåìåííûå f, g âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Óêàçàòåëü "êâàíòîðíà-
ÿñâåðòêà" ðàñïðîñòðàíÿåò äåéñòâèå ïðèåìà è íà êâàíòîðû îáùíîñòè, ïðåäñòàâ-
ëÿåìûå ïðè èäåíòèôèêàöèè êàê îòðèöàíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ êîììåíòàðèåì "êâàíòîðíàÿñâåðòêà".

2. Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ ñåìåéñòâà ìíî-
æåñòâ. Ïðèåì îñíîâàí íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå, íî íàïðàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
- ñëåâà íàïðàâî. Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà îïèñàíèå, ïðè÷åì
â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âûðàæåíèå "îáúåäèíåíèåñåìåéñòâà(. . .)" äîëæíî ëèáî íàõî-
äèòüñÿ â ïîñûëêàõ, ëèáî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 3; ïîñëå åãî ïðèìåíåíèÿ ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà",
áëîêèðóþùèé îáðàòíûå ïåðåõîäû.

3. Îáúåäèíåíèå êîíñòàíòíîãî ñåìåéñòâà.
∀af (¬(setx(f(x)) = ∅) & a− set→ ⋃

x,f(x) a = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ, è ïîýòîìó äëÿ åãî ïðîâåðêè èñïîëüçó-
åòñÿ íåìíîãî óñèëåííîå ñðåäñòâî - âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî,
ðåøàåìàÿ äî óðîâíÿ 4. Òàêîå óñèëåíèå, âîçìîæíî, ÷óòü-÷óòü çàìåäëÿåò ïðèìå-
íåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàòî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü åãî, åñëè íåïóñòîòà ñåìåéñòâà
íå ñîâñåì î÷åâèäíà. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì.
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4. Îáúåäèíåíèå ïóñòîãî ñåìåéñòâà.

∀f (
⋃

x,ëîæü
f(x) = ∅)

5. Îáúåäèíåíèå îäíîýëåìåíòíîãî ñåìåéñòâà.

∀af (
⋃

i,i=a

f(i) = f(a))

6. Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà îáúåäèíåíèé.

∀fgh(
⋃

x,h(x)

f(x) ∪
⋃

x,h(x)

g(x) =
⋃

x,h(x)

(f(x) ∪ g(x)))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî - ïåðåõîäèì ê áîëåå ïðîñòûì îïè-
ñàòåëÿì. Ïðèåì èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1 è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Êîììåíòàðèé "äëèíà", óêàçûâàþùèé íà çàâåðøàþùóþ îá-
ðàáîòêó îòâåòà, áëîêèðóåò çàìåíó.

7. Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïåðåñå÷åíèé ñ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì.

∀afg(a ∩
⋃

x,g(x)

f(x) =
⋃

x,g(x)

(a ∩ f(x)))

Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ è ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íà-
ëåâî; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ðàçíîñòåé ñ êîíñòàíòíûì âòîðûì îïåðàíäîì.

∀afg(
⋃

x,g(x)

f(x) \ a =
⋃

x,g(x)

(f(x) \ a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
9. Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ðàçíîñòåé ñ êîíñòàíòíûì ïåðâûì îïåðàíäîì.

∀afg(a \
⋂

x,g(x)

f(x) =
⋃

x,g(x)

(a \ f(x)))

10. Îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäñåìåéñòâ îäíîãî ñåìåéñòâà.
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, õîòÿ è ïîõîæå íà ïðèâåäåííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáú-
åäèíåíèÿ ñåìåéñòâà îáúåäèíåíèé, ïðèìåíÿåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëå-
íèè. Äëÿ íåãî èìåþòñÿ äâà ïðèåìà, îñíîâàííûå íà ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ:

∀fgh(
⋃

i,g(i)

f(i) ∪
⋃

j,h(j)

f(j) =
⋃

i,g(i)∨h(i)

f(i))

∀fgas(i− ÷èñëî & (i− ÷èñëî & a = f(i)) = (i = s) →
⋃

i,g(i)

f(i) ∪ a =
⋃

i,g(i)∨i=s

f(i))
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Íàïðàâëåíèÿ çàìåíû â îáîèõ ñëó÷àÿõ - ñëåâà íàïðàâî. Ïåðâûé ïðèåì îáúåäè-
íÿåò â îáùåå ñåìåéñòâî äâà ñåìåéñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ èäåí-
òè÷íûìè âûðàæåíèÿìè f(. . .); âòîðîé - óñìàòðèâàåò, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå ìíî-
æåñòâî a ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê f(s). Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ê ïîñûëêàì êîòîðîãî äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå
g(i). Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî óñëîâèå g äîïóñêàåò òîëüêî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà i. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü - óðàâíåíèÿ "i − ÷èñëî, a = f(i)" äëÿ îïðåäåëåíèÿ óêàçàííîãî çíà÷å-
íèÿ s. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, çàäàâàåìîé
íîðìàëèçàòîðîì "çàäà÷à(4 òèï(îïèñàòü) ïîëíûé ÿâíîå ïðÿìîéîòâåò óïðîñòèòü
öåëü(íåèçâåñòíàÿ(õ9)))". Åñëè îòâåò âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è èìååò âèä ðàâåí-
ñòâà i = s, òî îí èäåíòèôèöèðóåò çíà÷åíèå s. Âî èçáåæàíèå ÷ðåçìåðíî äîëãèõ
ïîïûòîê ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèåì ñíàáæåí óêàçàòåëåì "ëèìèò(200000)".

11. Ïîãëîùåíèå äëÿ äâóõ îáúåäèíåíèé ñåìåéñòâ.

∀ABP (
⋃

i,P (i)

A(i) ∩
⋃

j,P (j)

(A(j) \B(j)) =
⋃

j,P (j)

(A(j) \B(j)))

12. Îáúåäèíåíèå ïî îäíîýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì.

∀aPf (
⋃

i,cardi=1,i⊆a,P (i)

f(i) =
⋃

i,i∈a,P ({i})

f({i}))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî è ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü èíäåêñàöèþ
ñåìåéñòâà.

13. Âûíåñåíèå îòäåëüíîãî ÷ëåíà îáúåäèíåíèÿ.

∀aPf (Q(a) →
⋃

i,i=a∨P (i),Q(i)

f(i) = f(a) ∪
⋃

i,P (i),Q(i)

f(i))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî P (i) ïóñòî ëèáî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ, ôèêñèðóþùèõ çíà÷åíèÿ èíäåêñà i.
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "î÷åâèäíî", çàäàþùèì èñïîëüçîâàíèå ïðîâå-
ðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå:

∀abPf (P (a) →
⋃

i,i∈{a;b},P (i)

f(i) = f(a) ∪
⋃

i,i∈{;b},P (i)

f(i))

14. Ðàçâåðòêà êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ.
Åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âñòðå÷àåòñÿ îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà
A, ðàñïðîñòðàíÿåìîå íà ôèêñèðîâàííîå êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ïðè÷åì ïðî-
÷èå ïîñûëêè ñîäåðæàò âûðàæåíèÿ A(t), íå ñâÿçàííûå âíåøíèìè êâàíòîðàìè è
îïèñàòåëÿìè, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåõîä ê îáû÷íîìó îáúåäèíåíèþ. Òåîðåìà
ïðèåìà èìååò âèä:

∀ABmnk(k = n−m + 1 →
n⋃

i=m

A(i) = B ↔ B =
k⋃

j=1

A(m + j − 1))
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Ôèëüòðû "öåëîå(õ13)", "öåëîå(õ14)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ m, n ñ äåñÿ-
òè÷íûìè çàïèñÿìè öåëûõ ÷èñåë. Àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò ÷èñëî k îáúåäèíÿåìûõ
÷ëåíîâ. Îí âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü äîïóñ-
êàåò íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå. Ôèëüòð "ìåíüøå(õ11 8)" çàäàåò âåðõíþþ
ãðàíèöó äëÿ k, ðàâíóþ 8. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2 2))" îçíà÷àåò, ÷òî
îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà â ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ðàçâåðíóòî â îáû÷íîå îáúåäèíå-
íèå íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ.

15. Îïðåäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
îïèñàíèå.
×òîáû óïðîñòèòü âûðàæåíèå äëÿ îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâà, ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî
ðàçðåøèòü óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáúåäèíåíèþ îòíîñèòåëüíî èíäåêñà ñåìåé-
ñòâà. Èìåþòñÿ äâå âåðñèè òàêîãî ïðèåìà, îñíîâàííûå íà ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ:

∀PQR(∃x(P (x) & Q(x, y)) = R(y) →
⋃

x,P (x)

sety(Q(x, y)) = sety(R(y)))

∀PQR(∃x(P (x) & y ∈ Q(x)) = R(y) →
⋃

x,P (x)

Q(x) = sety(R(y)))

Â ïåðâîì ñëó÷àå îáùèé ýëåìåíò ñåìåéñòâà çàäàåòñÿ ÷åðåç îïèñàòåëü "êëàññ";
çäåñü âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü óïðîùåíèå ïðè ðàçðåøåíèè îòíîñèòåëüíî èíäåêñà
ñåìåéñòâà áîëüøå, è óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3. Âî âòîðîì ñëó÷àå
âûðàæåíèå äëÿ îáùåãî ýëåìåíòà ñåìåéñòâà íå èìååò çàãîëîâêà "êëàññ", è óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ âûøå - îí ðàâåí 6. Àíòåöåäåíòû â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìåþò âèä
ðàâåíñòâà, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè
ýëåìåíòà y îáúåäèíåíèþ ñåìåéñòâà. Ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî óñëî-
âèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì - âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå,
èìåþùåé ñâîåé íåèçâåñòíîé èíäåêñ ñåìåéñòâà x. Îòâåò çàäà÷è ïîäñòàâëÿåòñÿ
ïîä êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ è îáðàáàòûâàåòñÿ åùå îäíîé çàäà÷åé, íà ýòîò ðàç
èìåþùåé òèï "ïðåîáðàçîâàòü". Åå ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü íåâåëèê (ðàâåí 4),
òàê ÷òî ïðîèñõîäèò ëèøü îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèÿ. Ïîñëå âûïîëíå-
íèÿ óêàçàííûõ äåéñòâèé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ R(y),
è äàëåå ôîðìèðóåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå sety(R(y)). Îíî òàêæå îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè. Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé; âòîðîé - ëèøü ïðè óñëîâèè,÷òî ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå íå
ñîäåðæèò îïèñàòåëÿ "êëàññ".

16. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîáúåäèíåíèåâñåõ".
Â ýòîì íîðìàëèçàòîðå ñîáðàíû ëèøü íåìíîãèå èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðåîá-
ðàçîâàíèé: îáúåäèíåíèå êîíñòàíòíîãî ñåìåéñòâà; âûíåñåíèå îòäåëüíîãî ÷ëåíà
îáúåäèíåíèÿ; îáúåäèíåíèå ïî îäíîýëåìåíòíûì ïîäíîæåñòâàì, è îáúåäèíåíèå
îäíîýëåìåíòíîãî ñåìåéñòâà.

Ïðèåìû ñèìâîëà "ïåðåñå÷åíèåâñåõ"

Ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíî îçíàêîìèòüñÿ ñ íèìè ïî îãëàâëåíèþ áàçû ïðèåìîâ.
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Ïðèåìû ñèìâîëà "ðàçáèåíèå"

Ïðåäñòàâëåííûå â ðàçäåëå ïðèåìû âîçíèêëè ïðè ðàññìîòðåíèè íåñêîëüêèõ çàäà÷ ïî
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è êîìáèíàòîðèêå. Èõ ñïèñîê íå ïðåòåíäóåò íà êàêóþ-ëèáî ïîë-
íîòó. Ñèñòåìàòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ ñèñòåìû ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ðàçáèåíèÿìè íå ïðåäïðè-
íèìàëîñü. Ïðè ïåðâîì ÷òåíèè äàííûé ðàçäåë ìîæíî îïóñòèòü. Â ëþáîì ñëó÷àå, ðå-
êîìåíäóåì íàéòè â ðàçäåëàõ "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé" è "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ" òå çàäà÷è,
ãäå äàííûå ïðèåìû èñïîëüçóþòñÿ. Íàïîìíèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîáõîäèìûõ äëÿ
ýòîãî äåéñòâèé. Âîéäÿ â ïðîñìîòð ïðèåìà, ñëåäóåò íàæàòü "shift-3" (ïåðåõîä â îãëàâ-
ëåíèå çàäà÷íèêà); âûäåëèòü â çàäà÷íèêå ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë; íàæàòü "shift-2"
(îáðàòíûé ïåðåõîä â îãëàâëåíèå áàçû ïðèåìîâ); ñíîâà âîéòè â ïðîñìîòð ïðèåìà, è
íàæàòü "shift-À" (êèðèëëèöà). Ïîñëå íåáîëüøîé ïàóçû, íåîáõîäèìîé ñèñòåìå äëÿ
ïîèñêà â ôàéëàõ, íàæàòü "shift-3" è ñíîâà îêàçàòüñÿ â îãëàâëåíèè çàäà÷íèêà. Äàëåå
íàæàòèå êëàâèøè "ô" ïåðåâîäèò â áóôåð çàäà÷íèêà, ãäå ñîçäàí ïîäðàçäåë ñ òåì æå
íàçâàíèåì, ÷òî ó òåêóùåãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ. Â íåì ïåðå÷èñëåíû âñå
çàäà÷è âûáðàííîãî ðàçäåëà çàäà÷íèêà, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ ïðèåì ñðàáàòûâàë.

1. Ìîùíîñòü ðàçáèåíèÿ íà ðàâíîìîùíûå ïîäìíîæåñòâà.
∀ABmn(ðàçáèåíèå(A, B) & cardB = m & m − ÷èñëî & ∀i(i ∈ B → cardi =
n) & n− ÷èñëî→ cardA = mn)

Ïîñðåäñòâîì cardA îáîçíà÷àåì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A. Ïðèåì âûïîëíÿåò âû-
âîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû, óêàçûâàþùèå,
÷òî èìååòñÿ ðàçáèåíèå B ìíîæåñòâà A è ÷òî êàæäûé êëàññ ðàçáèåíèÿ ñîäåðæèò
ðîâíî n ýëåìåíòîâ, íåïîñðåäñòâåííî èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïîñûëêàõ. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé m âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà êëàññîâ ðàçáèåíèÿ
B, îáðàáîòàííîå íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü". Ïîñëåäíèé íîðìàëèçàòîð
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íàìè â êîìáèíàòîðèêå; îí ñîäåðæèò ëèøü ñàìûå ïðî-
ñòûå ïðèåìû äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ ìîùíîñòè.

2. Óñìîòðåíèå ðàçáèåíèÿ èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé.
Åñëè íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîä-
ìíîæåñòâ, ïðè÷åì ìîùíîñòü åãî ðàâíà ñóììå ìîùíîñòåé ïîäìíîæåñòâ, òî ïîä-
ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ è îáðàçóþò ðàçáèåíèå. Â ýòîé ñèòóàöèè ñðàáàòû-
âàåò ïðèåì, çàìåíÿþùèé óòâåðæäåíèå î ðàâåíñòâå ìíîæåñòâà A îáúåäèíåíèþ
ïîäìíîæåñòâ íà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ýòè ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò ðàçáèåíèå.
∀Aym(êîíå÷íîå(A) & m = l(y) &

∑m
i=1 cardy(i) = cardA →

⋃m
i=1 y(i) = A ↔

ðàçáèåíèå(A, {; y}))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì; âòîðîé è òðåòèé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè ñðàâíåíèè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
A ñ ñóììîé ìîùíîñòåé ïîäìíîæåñòâ èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðììîù-
íîñòü". Ñóììà ìîùíîñòåé îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñóììàâñåõ",
êîòîðûé áóäåò ïîäðîáíåå ðàññìîòðåí â ðàçäåëå "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà".

3. Ïåðåñòàíîâêà êëàññîâ ðàçáèåíèÿ.
∀xnAB(ðàçáèåíèå(B, A) → êîðòåæ(x, n,A) & ðàçáèåíèå(B, {; x}) ↔ ïåðåñòàíîâ-
êà(x, A))

Íàáîð êëàññîâ ðàçáèåíèÿ ñàì îáðàçóåò ðàçáèåíèå, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâ-
êîé äàííûõ êëàññîâ. Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî.
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4. Ïåðå÷èñëåíèå ðàçáèåíèé, ñîñòàâëåííûõ èç çàäàííûõ ïîäìíîæåñòâ.
Ïðèåì ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âñå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà, ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåí-
òîâ çàäàííîãî êîíå÷íîãî ñïèñêà åãî ïîäìíîæåñòâ. Ôàêòè÷åñêè îí èíèöèèðóåò
ðàçáîð ñëó÷àåâ, ïðèâîäÿùèé ê ïåðåáîðó ñèñòåì ïîäìíîæåñòâ. Òàê êàê ïðè ýòîì
ñðàáàòûâàþò ðàçëè÷íûå ïðèåìû îòñå÷åíèÿ íåðåàëèçóåìûõ âàðèàíòîâ, ïåðåáîð
â ðàçóìíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò íå î÷åíü áîëüøîãî âðåìåíè.
∀AxabPQ(a ⊆ A & (ðàçáèåíèå(A\a, y) & y ⊆ {; b}) = P (y) & (ðàçáèåíèå(A, x) & x ⊆
{; b}) = Q(x) → ðàçáèåíèå(A, x) & x ⊆ {a; b} ↔ Q(x) ∨ ∃y(P (y) & x = y ∪{a}))
Çàãîëîâîê ïðèåìà "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çà-
ìåíà óñëîâèé "ðàçáèåíèå(A, x)", "x ⊆ {a; b}" çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ
x ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé; âûðàæåíèÿ A, a, b èçâåñòíû. ×òîáû ýëåìåíò a ñïèñêà
ïîäìíîæåñòâ, èç êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ðàçáèåíèå, èäåíòèôèöèðîâàëñÿ
ñ ïðîèçâîëüíûì (íå îáÿçàòåëüíî ïåðâûì) ýëåìåíòîì, ââåäåí óêàçàòåëü "ñïè-
ñîê(ôèêñ(0 1 2 2 1))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî âûáðàíûûé ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A; äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûé
îïåðàòîð "óñìñîäåðæèòñÿ". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì. Ïåðâàÿ èç íèõ íàõîäèò âñå ðàçáèåíèÿ
y ìíîæåñòâà A \ a, ñîñòàâëåííûå èç îñòàâøèõñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ a ýëåìåíòîâ
ñïèñêà; âòîðàÿ - âñå ðàçáèåíèÿ x ìíîæåñòâà A, ïîëó÷åííûå áåç èñïîëüçîâàíèÿ
a. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàþò óòâåðæäåíèÿ P (y) è Q(x), îïðåäåëÿþùèå ýòè
ðàçáèåíèÿ â ÿâíîì âèäå (íàïðèìåð, â âèäå äèçúþíêöèè èëè óñëîâèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè êîíå÷íîìó ïåðå÷íþ). Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçú-
þþíêöèþ óñëîâèÿ Q(x), îõâàòûâàþùåãî âñå ðàçáèåíèÿ áåç a, è óñëîâèÿ, âû-
ðàæàþùåãî ðàçáèåíèÿ ñ a ÷åðåç ðàçáèåíèÿ y ìíîæåñòâà A \ a. Ïðèåì ââîäèò
êîììåíòàðèé (ðàçáèåíèå ïåðå÷èñëåíèå A), áëîêèðóþùèé ïîâòîðíûå ïîïûòêè
ïðèìåíåíèÿ. Ýòî âàæíî, ÷òîáû îòñå÷ü ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äðóãèì âåðñèÿì ýëå-
ìåíòà a. Îäíàêî, òàêîå îòñå÷åíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ëèøü ïîñëå ïðîâåðêè
èñòèííîñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Ïîýòîìó óêàçàòåëü "êëþ÷(ðàçáèåíèå ïåðå÷èñ-
ëåíèå õ26 ïîñûëêè(1))", èìååò ñëóæåáíûé òåðì "ïîñûëêè(1)" çàäàþùèé íîìåð
àíòåöåäåíòà, ïîñëå îáðàáîòêè êîòîðîãî áóäåò ââåäåí êîììåíòàðèé.

5. Óñìîòðåíèå íàðóøåíèÿ òðåáîâàíèé ðàçáèåíèÿ.
∀Axa(¬(A ⊆ a) & x ⊆ {a} → ¬(ðàçáèåíèå(A, x)))

∀A(¬(A = ∅) → ¬(ðàçáèåíèå(A, ∅)))

6. Îòáðàñûâàíèå ïîäìíîæåñòâà, íå âêëþ÷àþùåãîñÿ â áàçîâîå ìíîæåñòâî ðàçáèå-
íèÿ.
∀Aabx(¬(a ⊆ A) & ðàçáèåíèå(A, x) → x ⊆ {a; b} ↔ x ⊆ {; b})
Ïðåîáðàçóåìîå âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå; x - íåèçâåñò-
íàÿ ýòîé çàäà÷è; a, b, A - èçâåñòíû. Ïðèåì óñêîðÿåò ïåðåáîð ïðè ïîèñêå ïîäñå-
ìåéñòâ, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå A.

7. Ðàçáèåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà.
ðàçáèåíèå(∅, ∅)
∀ab(¬(∅ ∈ {; b}) & a ⊆ {; b} → ðàçáèåíèå(∅, a) ↔ a = ∅)
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Ïðèåìû ñèìâîëà "ñëîéñåìåéñòâà"

Â çàêëþ÷åíèå ïîäðàçäåëà "ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ" ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ñâÿ-
çàííûõ ñ ïîíÿòèåì "ñëîéñåìåéñòâà". Ýòî ïîíÿòèå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â òåõ çàäà÷àõ
òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà k
ñîáûòèé çàäàííîãî êëàññà. Ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû îáÿçàíû ñâîèì ïðîèñõîæäå-
íèåì íåñêîëüêèì òàêèì çàäà÷àì. Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî çàïèñü "ñëîéñåìåéñòâà(S
A k)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâíî k
êëàññàì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ S.

1. Ðàçëîæåíèå ïî îäíîìó èç ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà.
∀ABCi(0 < i → ñëîéñåìåéñòâà(A; B, C, i) = A ∩ ñëîéñåìåéñòâà(B, C, i − 1) ∪
ñëîéñåìåéñòâà(B, C, i) \ A)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Îíî ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ñåìåéñòâî çàäàíî ÿâíûì ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ. Ïîñëå ñåðèè ñðàáàòû-
âàíèé ïðèåìà ñëîé ñåìåéñòâà îêàçûâàåòñÿ âûðàæåí ÷åðåç ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà
ñ ïîìîùüþ îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè.

2. ßâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâ.
∀ABin(l(A) = n & i ∈ {0, . . . , n} → ñëîéñåìåéñòâà(A, B, i) =

⋃
m,m⊆{1,...,n},cardm=i

(⋂
j,j∈m A(j) ∩

⋂
j,j∈{1,...,n}\m(B \ A(j))))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ÷èñëî n ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà A èçâåñòíî è ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòû.

3. Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
∀APQMNk(M = seti(P (i)) → ñëîéñåìåéñòâà(λj(

⋃
i,P (i){i} × A(i, j), Q(j)), M ×

N, k) =
⋃

i,P (i)({i} × ñëîéñåìåéñòâà(λj(A(i, j), Q(j)), N, k)))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé ìàêñèìàëüíûé óðî-
âåíü 4.

4. Ïóñòîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ.
∀a(ñëîéñåìåéñòâà(ïóñòîåñëîâî, a, 0) = a)

∀ab(0 < b → ñëîéñåìåéñòâà(ïóñòîåñëîâî, a, b) = ∅)

5. Íóëåâîé ñëîé.

∀AnB(l(a) = n → ñëîéñåìåéñòâà(A, B, 0) = B \
n⋃

i=1

A(i))

Íàðàâëåíèå çàìåíû - ñëåâà íàïðàâî. Âûðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "íàáîð" è
çàäàåò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ ÿâíûì ïåðå÷èñëåíèåì. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0
2 2))" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâà â îáû÷íîå îáúåäèíåíèå.

6. Îáúåäèíåíèå âñåõ ñëîåâ.

∀ABn(l(A) = n →
n⋃

i=0

ñëîéñåìåéñòâà(A, B, i) = B)
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∀ABn(l(A) = n → ñëîéñåìåéñòâà(A, B, 0) ∪
n⋃

i=1

ñëîéñåìåéñòâà(A, B, i) = B)

Â ïåðâîì ïðèåìå îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ñëîåâ èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî, âî âòîðîì - âûäåëåíî óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
îáû÷íûì îáúåäèíåíèåì ñëîåâ. ×ëåí "ñëîéñåìåéñòâà(A, B, 0)" âûíåñåí îòäåëü-
íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âûðàæåíèÿ A, B äî öèêëà èäåíòèôèêàöèè îñòàëüíûõ ÷ëå-
íîâ.

7. Óñìîòðåíèå ñëîÿ ñåìåéñòâà.
∀ABn(l(A) = n → setx(x ∈ B & sety(y ∈ {1, . . . , n} & x ∈ A(y) & A(y) − set) =
∅) = ñëîéñåìåéñòâà(A, B, 0))

∀ABn(l(A) = n → setx(x ∈ B & card(sety(y ∈ {1, . . . , n} & x ∈ A(y) & A(y) −
set)) = p) = ñëîéñåìåéñòâà(A, B, p))

∀ABn(l(A) = n → setx(x ∈ B & card(sety(y ∈ {1, . . . , n} & ¬(x ∈ A(y)) & A(y) −
set)) = p) = ñëîéñåìåéñòâà(A, B, n− p))

4.15 Ïðèåìû ñèìâîëà "êëàññ"

Îïèñàòåëü "êëàññ(x1 . . . xnP (x1 . . . xn))" çàäàåò ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ (x1 . . . xn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ P (x1 . . . xn). Åñëè n = 1, òî âìåñòî
îäíîýëåìåíòíîãî íàáîðà (x1) áåðåòñÿ ñàìî çíà÷åíèå x1. ×òîáû íå äîïóñòèòü âîçíèê-
íîâåíèÿ èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ òåîðèè ìíîæåñòâ, ïðîèñòåêàþùèõ èç íåîãðàíè÷åí-
íîãî èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàòåëÿ, âíåñåì â ýòî ñîãëàøåíèå ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå. Åñ-
ëè ñóùåñòâóþò òàêèå ðàíåå îïðåäåëåííûå ìíîæåñòâà M1, . . . ,Mn ÷òî èç èñòèííîñòè
P (x1 . . . xn) âûòåêàåò ïðèíàäëåæíîñòü êàæäîãî çíà÷åíèÿ xi ìíîæåñòâó Mi, òî çíà÷å-
íèåì îïèñàòåëÿ äåéñòâèòåëüíî ñëóæèò óêàçàííîå âûøå ìíîæåñòâî íàáîðîâ. Èíà÷å -
çíà÷åíèåì îïèñàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ êàêîå-òî ìíîæåñòâî, î êîòîðîì äîïîëíèòåëüíî íè÷å-
ãî íå èçâåñòíî. Ïðèåìû îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò âûïîëíåííûì ïåðâîå ïðåäïîëîæåíèå,
ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê î.ä.ç. äëÿ îïèñàòåëÿ "êëàññ".

Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ óñëîâèÿ íà ïðèíàäëåæ-
íîñòü êëàññó

Åñëè íàõîäÿùååñÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" óñëîâèå ÿâíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ åãî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, òî ÷àñòî óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü ýòîò îïèñà-
òåëü, ïåðåéäÿ ê êàêîìó-ëèáî ýëåìåíòàðíîìó âûðàæåíèþ. Ïîïûòêè òàêîãî ðàçðåøå-
íèÿ ïðåäïðèíèìàþòñÿ íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ïðèåìàìè, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ
çàäà÷ ðàçëè÷íûõ òèïîâ. ×åòûðå èç ýòèõ ïðèåìîâ èìåþò îäíó è òó æå òåîðåìó:
∀f (setx(f(x)) = setx(f(x)))

Íà÷íåì ñ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìîãî äëÿ îïèñàòåëåé "êëàññ", âñòðå÷àþùèõñÿ â óñëîâèè
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2. Ôèëüòðû áëîêèðóþò ñðà-
áàòûâàíèå ïðèåìà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îí ìîæåò ðàçðóøèòü ïðèíÿòóþ â êîíòåêñòå
ñòàíäàðòèçàöèþ. Íàïðèìåð, ïðèåì íåöåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ê îïèñàòåëÿì, ïîä êî-
òîðûìè ðàñïîëîæåíû óðàâíåíèÿ êðèâûõ. Çàáëîêèðîâàíî òàêæå ïðèìåíåíèå ïðèåìà
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äëÿ óòâåðæäåíèé f(x), èìåþùèõ çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Çàìåíÿþùèé òåðì ïðèå-
ìà ïîëó÷àåòñÿ èç çàìåíÿåìîãî òîëüêî ïðèìåíåíèåì íîðìàëèçàòîðà ê ïîäâûðàæåíèþ
f(x). Ðîëü ýòîãî íîðìàëèçàòîðà èãðàåò çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ íåèçâåñòíóþ
x è öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "îäç", "(êëàññ x ïóñòîå-
ñëîâî)". Ïîñëåäíÿÿ öåëü ïîçâîëÿåò ðàñïîçíàòü çàäà÷ó, ðåøàåìóþ äëÿ óïðîùåíèÿ
îïèñàòåëÿ "êëàññ". Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê çàäà÷å ðàâåí 7. Åñëè îïèñàòåëü íàõîäèò-
ñÿ ïîä ñèìâîëîì "ìîùíîñòü" ëèáî "êîíå÷íîå", òî ââîäÿòñÿ òàêæå öåëè "ìîùíîñòü"
ëèáî "ïëþñáåñê". Ýòè öåëè èñïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêèìè ïðèåìàìè, öåëåñîîáðàçíîñòü
ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò óêàçàííîãî âíåøíåãî êîíòåêñòà.

Àíàëîãè÷íûå ïðèåìû ñîçäàíû äëÿ ñëó÷àåâ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå è íà èññëå-
äîâàíèå. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå ââåäåí ïðèåì, èìåþùèé òåîðåìó
âèäà:
∀f (setx(∃y(f(x, y))) = setx(∃y(f(x, y))))

Çäåñü óòâåðæäåíèå f(x, y) ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåííîãî ñïèñêà íåèçâåñò-
íûõ x, y.

Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ âûïîëíÿþò ðàñøèôðîâêó óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà êëàñ-
ñó. Ïðîñòåéøèé èç íèõ èìååò ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀xf (x ∈ sety(f(y)) ↔ f(x))

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íå âûäåëåíà óêàçàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ", è êðîìå
äàííîãî ïðèåìà ââåäåíû åùå íåñêîëüêî àíàëîãè÷íûõ - äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó
ïàðû, òðîéêè è ÷åòâåðêè. Âñå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþò îáùóþ ñòàíäàðòè-
çàöèþ. Îäíàêî, åñëè èìååòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó íàáîðîâ âûðàæåíèÿ,
çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ îò ñèìâîëà "íàáîð", ðàñøèôðîâêà åãî ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ëèøü â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèåì, îñíîâàííûé
íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀fga(a ∈ setxyz(x = f(y, z) & g(y, z)) ↔ ∃yz(g(y, z) & a = (f(y, z), y, z)))

Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì a äîëæíî ñîäåðæàòü íåèç-
âåñòíûå. Ïðèåì çàìåíÿåò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó íà ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñà-
íèå ñåðèè çíà÷åíèé íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ è ñîïðîâîæäàåò ýòî îïèñàíèå êîììåíòà-
ðèÿìè "ñåðèÿ" è "ôèëüòðñåðèè", îáåñïå÷èâàþùèìè ïîñëåäóþùåå ÿâíîå ðàçðåøåíèå
äàííîãî îïèñàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è.

Ïåðåõîä ê îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ

Åñëè êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì ãðóïïû óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó ÿâëÿåòñÿ äèçú-
þíêöèÿ, òî êëàññ çàìåíÿåòñÿ íà îáúåäèíåíèå êëàññîâ:
∀fgh(setx((f(x) ∨ g(x)) & h(x)) = setx(f(x) & h(x)) ∪ setx(g(x) & h(x)))

Îáúåäèíÿåìûå âûðàæåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
êëàññ", èìåþùèì äâîéíèê äàííîãî ïðèåìà. Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè îáðàáîòêà
"äëèííûõ" äèçúþíêöèé ïðîèñõîäèò çà îäèí øàã. Åñëè äèçúþíêöèÿ íå çàâèñèò îò
ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Îñîáî âûäåëåí ïîäñëó÷àé äèçúþíêöèè, èìåþùåé ÿâíîå óêàçàíèå ýëåìåíòîâ êëàñ-
ñà:
∀af (setx(x = a ∨ f(x)) = {a} ∪ setx(f(x)))
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Ïîäìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë

Äëÿ ïåðåôîðìóëèðîâêè îïèñàòåëÿ "êëàññ" â òåðìèíàõ ïðîñòåéøèõ ïîäìíîæåñòâ öå-
ëûõ ÷èñåë ñëóæàò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. setx(x− öåëîå) = Z
2. setx(x− íàòóðàëüíîå) = N
3. ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ seti(i− íàòóðàëüíîå & i ≤ n) = {1, . . . , n})

4. ∀ab(setx(x− öåëîå & a ≤ x & x ≤ b) = {−[−a], . . . , [b]})

5. ∀ab(setx(x− öåëîå & a < x & x ≤ b) = {[a] + 1, . . . , [b]})

6. ∀ab(setx(x− íàòóðàëüíîå & a ≤ x & x ≤ b) = {−[−a], . . . , [b]})

7. ∀m(setk(k − íàòóðàëüíîå & 0 ≤ m− k) = {1, . . . , [m]})

8. ∀m(m− öåëîå→ setk(k − íàòóðàëüíîå & k ≤ m) = {1, . . . ,m})

9. ∀m(m−íàòóðàëüíîå→ setx(x−íàòóðàëüíîå & (m−1)/2 ≤ x & x ≤ (m+1)/2) =
({m/2}ïðè m− even, èíà÷å {(m− 1)/2, (m + 1)/2}))

Íåïîëíîòà è íåêîòîðàÿ áåññèñòåìíîñòü ïðèâåäåííîãî ñïèñêà îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî îí
ïîïîëíÿëñÿ îò ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ - ïî ìåðå òîãî, êàê â îáó÷àþùèõ çàäà÷àõ âîçíèêàëà
òàêàÿ ïîòðåáíîñòü.

Óñìîòðåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà

setx(ëîæü) = ∅

Ïåðåõîä ê ÷èñëîâûì ïðîìåæóòêàì

Ñëåäóþùèå ïðèåìû óñìîòðåòü ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê, çàäàííûé ñ ïîìîùüþ îïèñà-
òåëÿ "êëàññ".

1. seta(a− ÷èñëî) = R
2. ∀b(seta(a− ÷èñëî & a < b) = (−∞, b))

Êðîìå ýòîãî, èìåþòñÿ åùå òðè àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà - äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ïðàâîãî ëó÷à.

3. ∀bc(seta(a− ÷èñëî & b < a & a < c) = (b, c))

Åùå òðè àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà ââåäåíû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îäíî èëè äâà íåðà-
âåíñòâà - íåñòðîãèå.

4. ∀a(setx(x− ÷èñëî & |x| ≤ a) = [−a, a])
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Óñìîòðåíèå îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà

1. ∀a(setb(b = a) = {a})

2. ∀ac(setb(b = a & c) = ({a}ïðè c, èíà÷å ∅))
Çàìåòèì, ÷òî çäåñü óñëîâèå c íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé b; ÷òîáû ðàññìîòðåòü
òàêæå ñëó÷àé, êîãäà îíî çàâèñèò îò b, ââåäåí ñëåäóþùèé ïðèåì.

3. ∀af (setx(x = a & f(x)) = ({a}ïðè f(a), èíà÷å ∅))
4. ∀abf (setxy(x = a & y = b & f(x, y)) = ({(a, b)}ïðè f(a, b), èíà÷å ∅))
5. ∀abc(setxyz(x = a & y = b & z = c) = {(a, b, c)})

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ââåäåí òàêæå äëÿ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ.

Èñêëþ÷åíèå êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêè

∀af (setx(a & f(x)) = (setx(f(x))ïðè a, èíà÷å ∅))

Ðàñøèôðîâêà âêëþ÷åíèÿ â êëàññ

∀AB(B ⊆ setx(A(x)) ↔ ∀x(x ∈ B → A(x)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì â óòâåðæäåíèå A(x) äîëæ-
íû âõîäèòü êâàíòîð è íåèçâåñòíàÿ.
∀AB(setx(A(x)) ⊆ sety(B(y)) ↔ ∀x(A(x) → B(x)))

Âêëþ÷åíèå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà èìååò âèä setx(∃y(A(y) & x = f(y))). Çäåñü ïåðå-
ìåííàÿ èëè ïåðåìåííûå y èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ îïèñàíèÿ, îïðåäåëÿþùèõ ìíîãî-
îáðàçèå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé (èëè ïåðåìåííûõ) x. Ïåðå÷èñëèì íåñêîëü-
êî ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òàêèì îïèñàíèÿì.

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà. Åñëè ïåðâîíà÷àëüíîå îïè-
ñàíèå êëàññà íå ÿâëÿëîñü ïàðàìåòðè÷åñêèì, íî ñîäåðæàëî óñëîâèå öåëî÷èñëåí-
íîñòè çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî âàðüèðóåìîãî âûðàæåíèÿ, òî ââîäèòñÿ öåëî÷èñëåí-
íûé ïàðàìåòð - çíà÷åíèå äàííîãî âûðàæåíèÿ, è îïèñàíèå êëàññà ïðåîáðàçóåòñÿ
ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó âèäó. Èìååòñÿ äâà òàêèõ ïðèåìà:
∀fg(setx(f(x) & g(x)− öåëîå) = setx(∃n(n− öåëîå & g(x) = n & f(x))))

∀fgP ((f(x) = n & g(x)) = P → setx(g(x) & f(x)−öåëîå) = setx(∃n(n−öåëîå& P )))

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå; âûðàæåíèå "êëàññ(. . .)" âñòðå-
÷àåòñÿ â åå óñëîâèè è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â âûðàæåíèå
g(x) è îòëè÷íà îò íåãî. Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ â çàìåíÿþùåì ïàðàìåòðè-
÷åñêîì îïèñàíèè ÿâíî ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, è âûðàæåíèå "êëàññ(. . .)"
ñëóæèò åå óñëîâèåì. Àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé P ðåçóëüòàò ÿâíîãî
ðàçðåøåíèÿ óòâåðæäåíèé f(x) = n, g(x) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x. Âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èñïîëüçóåìàÿ ïðè ýòîì (ñì. íîðìàëèçàòîðû, îá-
ñëóæèâàþùèå ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòå), ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíîé ïîñûëêîé "öåëîå(n)".

2. Óñòðàíåíèå âûðîæäåííîé ïàðàìåòðèçàöèè.
Åñëè âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ îïèñàòåëÿ "êëàññ" îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì
êàê íàáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, òî ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå èñêëþ÷àåòñÿ:
∀A(setx(∃yz(x = (y, z) & A(y, z))) = setyz(A(y, z)))

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðè âû÷èòàíèè ìíîæåñòâ.
Åñëè èç ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì, âû÷èòàåòñÿ íåêî-
òîðîå äðóãîå ìíîæåñòâî, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîñòèòü ðàçíîñòü, ïðå-
îáðàçîâàâ åå òîæå ê âèäó ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä:
∀fgaP (P = (g(y) & ¬(f(y) ∈ a)) → setx(∃y(x = f(y) & g(y))) \ a = setx(∃y(x =
f(y) & P )))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 5; ðàçíîñòü äîëæíà âõîäèòü â óñëîâèå çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé P ðåçóëüòàò óïðî-
ùåíèÿ êîíúþíêöèè g(y) & ¬(f(y) ∈ a) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Çàìåíà ïðåäïðèìàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå, åñëè äàííûé ðåçóëüòàò
êîðî÷å èñõîäíîé êîíúþíêöèè.
Åñëè ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå âû÷èòàåòñÿ èç ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ïîñðåä-
ñòâîì îïèñàòåëÿ "êëàññ", òî ïåðâîå çàíîñèòñÿ âî âòîðîå êàê ñåðèÿ èñêëþ÷àåìûõ
òî÷åê:
∀fghA(setx(f(x)) \ (sety(∃z(y = g(z) & h(z))) ∪A) = setx(f(x) & ∀z(h(z) → ¬(x =
g(z)))) \ A)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 6. Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è çäåñü íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ.

4. Ïåðåõîä îò óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïåðå÷íþ ê äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ.
Åñëè ìíîæåñòâî îïðåäåëåíî ïîñðåäñòâîì îáîáùåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ, â êîòîðîì óñëîâèå íà åãî òåêóùèé ýëåìåíò èìååò íå âèä ðàâåíñòâà,
âûðàæàþùåãî ýòîò ýëåìåíò ÷åðåç ïàðàìåòðû, à âèä ïðèíàäëåæíîñòè ñïèñêó
îáúåêòîâ, çàäàííûõ ÷åðåç ïàðàìåòðû, òî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó îáú-
åäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ îáû÷íûìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè:
∀fgh(setx(∃y(x ∈ {f(y); g(y)} & h(y))) = setx(∃y(x = f(y) & h(y))) ∪ setx(∃y(x ∈
{; g(y)} & h(y))))

5. Çàíåñåíèå ïîä êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ âíåøíèõ óñëîâèé.
Åñëè ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàñïîëîæåíà êîíúþíêöèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ, âûðàæàþùåãî ýëåìåíò ìíîæåñòâà ÷åðåç ïàðàìåòðû, à òàêæå äîïîëíèòåëü-
íîãî óñëîâèÿ íà äàííûé ýëåìåíò, òî ïîñëåäíåå çàíîñèòñÿ ïîä êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ äëÿ ïåðåõîäà ê âèäó "ñòàíäàðòíîãî" ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ:
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∀fPQ(setx(∃y(x = f(y) & P (y)) & Q(x)) = setx(∃y(x = f(y) & P (y) & Q(f(y)))))

Òàê êàê äàííàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ îêàçàëàñü íóæíîé ëèøü â êîìáèíàòîðèêå, íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â òåêóùåì òåðìå
ñèìâîëà "ìîùíîñòü".

6. Ïðåäñòàâëåíèå ïîäìíîæåñòâà îáúåäèíåíèÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ.
Ïðè îïðåäåëåíèè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ A íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
M , óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî ðàçáè-
âàòü M íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè è ñîñòàâëÿòü A èç ïîäìíîæåñòâ ýòèõ
÷àñòåé. Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀BCP (íåïåðåñåê(B, C) → setA(A ⊆ B ∪ C & P (A) & A − set) = setA(∃DE(D ⊆
B & E ⊆ C & A = D ∪ E & D − set & E − set & P (D ∪ E))))

∀BCP (B ⊆ C → card(setxy(x ⊆ C & P (x, y) & x− set)) = card(setzvy(z ⊆ B & v ⊆
C \B & z − set & v − set & P (z ∪ v, y))))

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïèñàòåëü "êëàññ" ðàñïîëîæåí íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîä ñèìâîëîì "ìîùíîñòü". Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîä îïèñàòåëåì äîëæíû
íàéòèñü âûðàæåíèÿ A ∩B, A ∩C; âî âòîðîì - âûðàæåíèå x ∩B. Ïåðåìåííàÿ y
âî âòîðîì ïðèåìå âûäåëåíà óêàçàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ".

Ïåðåõîä ê ïåðå÷íþ ïàð

Åñëè îïèñàòåëü "êëàññ" çàäàåò ìíîæåñòâî ïàð, ïðè÷åì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îäíîãî
ýëåìåíòà ïàðû ïåðå÷èñëåíû â êîíå÷íîì ñïèñêå, à äðóãîé ýëåìåíò îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ïåðâîìó, òî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó êîíå÷íîãî ñïèñêà ïàð:
∀fab(setxy(x = f(y) & y ∈ {a; b}) = {(f(a), a)} ∪ setxy(x = f(y) & y ∈ {; b}))

Îïèñàòåëü â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ", êîòî-
ðûé èìååò àíàëîãè÷íûé ïðèåì è äîâîäèò äî êîíöà îáðàáîòêó âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà
b. Íîðìàëèçàòîð "íîðìîáúåäèíåíèå", ïðèìåíåííûé ê çàìåíÿþùåìó òåðìó, ñâîðà÷è-
âàåò îäíîýëåìåíòûå ìíîæåñòâà, ñîñòàâëåííûå èç ïàð, â êîíå÷íûé ñïèñîê ýòèõ ïàð.
×òîáû ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó âûðàæåíèå f(a) â êàæäîé ïàðå, ýòè ïàðû
îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà óïðîùåíèå. Èìååòñÿ äâîéñòâåííûé
ïðèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîíå÷íûì ñïèñêîì ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïåðâûå ýëåìåíòû ïàð.

Óñìîòðåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∀fg(setxy(f(x) & g(y)) = setx(f(x))× sety(g(y)))

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå âûãëÿäèò êàê âïîëíå åñòåñòâåííàÿ îá-
ùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ, èìååòñÿ ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, ãäå åãî íóæíî áëî-
êèðîâàòü. Îíè ïåðå÷èñëåíû â ôèëüòðàõ ïðèåìà. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå áûâà-
åò íåâûãîäíûì ïðè ðàáîòå ñ óðàâíåíèÿìè êðèâûõ â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè; ïðè
îïðåäåëåíèè óðàâíåíèé ãðàíèö äëÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, è ò.ï. Îíî íàðóøàåò
ñòàíäàðòèçàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ýòèõ ðàç-
äåëàõ.
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Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà ñ êëàññîì

Â ðåøàòåëå ïðèíÿòà àâòîìàòè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ ÷àñòåé ðàâåíñòâà, âûïîëíÿåìàÿ îïè-
ñàííûì ðàíåå îáùåëîãè÷åñêèì ïðèåìîì. Íà îñíîâå ýòîé îðèåíòàöèè äàëåå âûïîë-
íÿåòñÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ îáîçíà÷åíèé: ïîâñþäó, ãäå äàííîå ðàâåíñòâî ïðèñóòñòâóåò â
êîíòåêñòå, âõîæäåíèÿ åãî ëåâîé ÷àñòè çàìåíÿþòñÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü. Îäíàêî, àâòî-
ìàòè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâ ÷àñòî íå ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêè ñèòóàöèè è òðåáóåò
îñîáîé êîððåêöèé. Îíà âûïîëíÿåòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðèåìàìè, ïåðåñòàâëÿþùèìè ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà è ñîïðîâîæäàþùèìè åãî êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Ýòîò
êîììåíòàðèé áëîêèðóåò àâòîìàòè÷åñêóþ îðèåíòàöèþ.

Â ñëó÷àå îïèñàòåëÿ "êëàññ" ÷àñòî áûâàåò âûãîäíî ââåñòè äëÿ íåãî ñïåöèàëüíîå
îáîçíà÷åíèå - íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ a, ñîõðàíèòü â ïîñûëêàõ ðà-
âåíñòâî, îïðåäåëÿþùóþ äàííóþ ïåðåìåííóþ, ïîñëå ÷åãî â ïðî÷èõ ìåñòàõ çàìåíèòü
îïèñàòåëü íà åãî îáîçíà÷åíèå a. Îäíàêî, àâòîìàòè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ áóäåò äåéñòâî-
âàòü îáðàòíûì îáðàçîì - ïîäñòàâèò âìåñòî âñåõ âõîæäåíèé îáîçíà÷åíèÿ a ÿâíîå âû-
ðàæåíèå ñ îïèñàòåëåì. Äëÿ áëîêèðîâêè ýòîãî ñîçäàíû äâà ïðèåìà, èìåþùèå ñëåäó-
þùóþ òåîðåìó:
∀af (a = setx(f(x)) ↔ setx(f(x)) = a)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó çàäà÷è, ïðè÷åì óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïðèåìû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ôèëüòðàìè, óòî÷íÿþ-
ùèìè êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ÷àñòè ðàâåíñòâà ïåðåñòàâëÿþòñÿ íå
âñåãäà - îíè èçíà÷àëüíî óæå ìîãëè áûòü îðèåíòèðîâàíû íóæíûì îáðàçîì. Îäíàêî,
îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà" ïðèâîäèò ê ñðàáàòûâàíèþ ïðèåìà
è â òàêîì ñëó÷àå. Ñàìî ðàâåíñòâî òîãäà íå èçìåíÿåòñÿ, íî êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ è
áëîêèðóåò ïîñëåäóþùóþ àâòîìàòè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó, êîòîðàÿ èñïîðòèëà áû òðå-
áóåìóþ ñòàíäàðòèçàöèþ.

Ïîäñòàíîâêà ÿâíî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé

Åñëè çíà÷åíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ "êëàññ" ÿâíî
çàäàíî ðàâåíñòâîì, òî îíî ïîäñòàâëÿåòñÿ âìåñòî âñåõ îñòàëüíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåí-
íîé ïîä îïèñàòåëåì:
∀af (setxy(x = a & f(x, y)) = setxy(x = a & f(a, y)))

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ êëàññîâ

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ êëàññîâ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó åäèíñòâåííîãî îïèñàòåëÿ "êëàññ":
∀AB(setx(A(x)) ∩ sety(B(y)) = setx(A(x) & B(x)))

Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñâÿçûâàþùèå ïðèñòàâêè x, y èìåëè îäèíàêîâóþ äëèíó è ÷òîáû
óòâåðæäåíèÿ A(x), B(y) íå íà÷èíàëèñü ñ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî èçâåñòíîìó ïîäóòâåðæäåíèþ îïèñàòåëÿ "êëàññ"

Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå setx((A & f(x)) ∨ g(x)),
ãäå óòâåðæäåíèå A íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è íå çàâèñèò îò ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâ-
êè x, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî èñòèííîñòè A. Òåîðåìà ýòîãî ïðèåìà
èìååò âèä ∀A(A ∨ ¬A); çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîä". ×òîáû çàäàòü èíèöèàëèçà-
öèþ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè óêàçàííîãî âûøå âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
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"êîíòðîëüâûâîäà(êëàññ(õ23 èëè(è(õ26 çíà÷åíèå(õ6 õ23))çíà÷åíèå(õ7 õ23))))". Óêàçà-
òåëü "ïðèìå÷àíèå(ðàçáîðñëó÷àåâ)" ôîðñèðóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî âûâåäåííîé äèçú-
þíêöèè íà ìàëûõ óðîâíÿõ ñêàíèðîâàíèÿ. Òàê êàê óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0, òî íóæíî ïðåäïðèíÿòü ìåðû ïðîòèâ çàöèêëèâàíèÿ: ðàçáîð ñëó÷àåâ íå áó-
äåò óñïåâàòü çà ïîâòîðíûìè ñðàáàòûâàíèÿìè äàííîãî ïðèåìà. Ýòîé öåëè ñëóæàò
ôèëüòðû "íå(Âõîäèò(èëè ñïèñîêóñëîâèé))", "íå(êîíòåêñò(íîâîåóñëîâèå(õ1) âõîæäå-
íèåòåðìà(êîðåíü õ1)))", "íå(êîíòåêñò(íîâîåóñëîâèå(õ1)âèä(õ1 íå(õ2))âõîæäåíèåòåð-
ìà(êîðåíü õ2)))". Ðåêîìåíäóåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ íàéòè òå çàäà÷è, ãäå äàííûé
ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ, è ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ óðîâíÿ åãî ñðàáà-
òûâàíèÿ.

Ñïåöèàëüíûå ïðèåìû

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèåìîâ îïèñàòåëÿ "êëàññ", èìåþùèõ ñðàâíèòåëüíî îá-
ùèé õàðàêòåð, â ðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ïðèåìîâ áîëåå ñïåöèàëüíîé
îðèåíòàöèè. Îíè âîçíèêëè ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
("Êëàññ îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íå áîëåå ÷åì îäíîìó ýëåìåíòó çàäàííîãî ñåìåé-
ñòâà"), ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ("Ðàçðåøåíèå ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà ïîä îïèñàòåëåì
îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ"), àëãåáðû ëîãèêè ("Äåéñòâèÿ ñ êëàññàìè íà-
áîðîâ"), àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ("Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ êðèâîé ëèáî
ïîâåðõíîñòè"), è ò.ï. Ïðåäñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî âåðíóòüñÿ ê ýòèì ïðè-
åìàì â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ êíèãè.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìêëàññ"

Äëÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé, èìåþùèõ çàãîëîâîê "êëàññ", ñëóæèò íîðìà-
ëèçàòîð "íîðìêëàññ". Â íåì ñîáðàíû äóáëèêàòû ðÿäà ïðèâåäåííûõ âûøå ïðîñòåé-
øèõ ïðèåìîâ, èñêëþ÷àþùèõ îïèñàòåëü ëèáî âûðàæàþùèõ åãî ÷åðåç áîëåå ïðîñòûå
îïèñàòåëè. Îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó çäåñü íå èñïîëüçóåòñÿ.

4.16 Óïðàæíåíèÿ

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî íåñëîæíûõ óïðàæíåíèé íà îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ ïðèåìàì, îòíî-
ñÿùèìñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå äîïîëíèòåëüíûì ïîíÿòèÿì àëãåáðû ìíîæåñòâ.

1. Ââåñòè ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî x, y óðàâíåíèÿ x×y =
{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.

2. Ââåñòè íîâûé òèï öåëåâîé óñòàíîâêè çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå: "ïðåäñòàâèòü
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âûðàæåíèå â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ". Íàó÷èòü
ñèñòåìó ðåøàòü çàäà÷è íà ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðå÷íÿ
ïàð - íàïðèìåð, {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.

3. Ââåñòè ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x óñëî-
âèÿ ∀y(y ∈ a & x ∈ y → ∀z(z ∈ b → x ∈ z)).

4. Ââåñòè çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà {1, 2, 3}. Ñîçäàòü ïðè-
åìû, íåîáõîäèìûå äëÿ åå ðåøåíèÿ.
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5. Ââåñòè ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:
ñëîéñåìåéñòâà(({1, 2}, {1, 3}, {2, 4}), {1, 2, 3, 4}, x) = {1, 2}.

6. Ââåñòè ïðèåì, çàìåíÿþùèé óñëîâèå (a1, . . . , an) ∈ B1 × . . . Bn íà óñëîâèå a1 ∈
B1 & . . . & an ∈ Bn äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2.

4.16.1 Óêàçàíèÿ

1. Ââîäèì óðàâíåíèå è óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñèñòåìà åãî íå ðåøàåò. Â ðàçäåëå "Ïðÿìî-
åïðîèçâåäåíèå" áàçû ïðèåìîâ íàõîäèì ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèé, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðûõ èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îíè îáðàùàþòñÿ
ê îïåðàòîðó "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", ïðåäïðèíèìàþùåìó ïîïûòêó ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äðóãóþ ÷àñòü. Âêëþ÷àåì òðàññèðîâêó è
âûõîäèì íà ìîìåíò îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", Òàêèì
îáðàçîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñèñòåìà â äàííîé çàäà÷å äåéñòâèòåëüíî ê íåìó îáðà-
ùàåòñÿ. Äàëåå îñòàåòñÿ ëèøü ïîïîëíèòü îïåðàòîð "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå",
÷òîáû îí ìîã ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà ïàð èìååò-
ñÿ î÷åíü ïðîñòîé ñïîñîá - íóæíî íàéòè ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîåêöèè, ïåðåìíî-
æèòü èõ è ñðàâíèòü ñ èñõîäíûì ìíîæåñòâîì. Ðåàëèçóåì ýòîò ñïîñîá íà ÃÅ-
ÍÎËÎÃå. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð A. Âî-ïåðâûõ, íàì íóæíî
íàéòè îáå åãî ïðîåêöèè. Ââåäåì äëÿ ýòîãî àíòåöåäåíòû a = Ïðîåêöèÿ(A, 1),
b = Ïðîåêöèÿ(A, 2). Åñëè A çàäàíî êîíå÷íûì ñïèñêîì, òî îáðàùåíèå ê íîð-
ìàëèçàòîðó "íîðìÏðîåêöèÿ" ïîçâîëèò âû÷èñëèòü a è b. Òàê êàê âêëþ÷åíèå
A ⊆ a× b çàâåäîìî âûïîëíåíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ââå-
äÿ â òåîðåìó ïðèåìà àíòåöåäåíò a×b ⊆ A. Ïðèìåíèì ê ëåâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ
íîðìàëèçàòîð "íîðìïðÿìîåïðîèçâåäåíèå(çàìå÷àíèå(íîðìïåðå÷åíü))", êîòîðûé
ïðåîáðàçóåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîíå÷íûõ ñïèñêîâ â ñïèñîê ïàð. Ñàì àíòåöåäåíò
âûäåëèì óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Òîãäà îí áóäåò îáðàáàòûâàòüñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì "óñìñîäåðæèòñÿ". Íàêîíåö, â êà÷åñòâå êîíñåêâåíòà òåîðåìû
ïðèåìà âîçüìåì ðàâåíñòâî A = a × b. Îêîí÷àòåëüíî, òåîðåìà ïðèåìà áóäåò
èìåòü âèä:
∀Aab(a = Ïðîåêöèÿ(A, 1) & b = Ïðîåêöèÿ(A, 2) & A ⊆ a× b → A = a× b).
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåíà(âòîðîéòåðì âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå)". Ââåäÿ è îò-
êîìïèëèðîâàâ ïðèåì, ïðîâåðÿì, ÷òî óðàâíåíèå ñèñòåìîé ðåøàåòñÿ. Ñîçäàííûé
ïðèåì ñîõðàíÿåì, òàê êàê îí ïîíàäîáèòñÿ óæå â ñëåäóþùåé çàäà÷å.

2. Ïðåæäå âñåãî, íóæíî âûáðàòü ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, êîòîðûé áóäåò êîäèðîâàòü
óêàçàííóþ öåëü çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Íàïðèìåð, ïóñòü ýòî áóäåò ñèìâîë
"ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Ïðîâåðÿåì ïî ñâÿçàííîé ñ ñèìâîëîì ñïðàâî÷íîé èíôîð-
ìàöèè, ÷òî îí ðàíåå íå áûë èñïîëüçîâàí êàê ýëåìåíò öåëåâîé óñòàíîâêè. Òåïåðü
íàì íóæíî ïîïîëíèòü ìåíþ öåëåâûõ óñòàíîâîê ñèñòåìû. Âõîäèì â êàêóþ-ëèáî
èç çàäà÷ çàäà÷íèêà è âûçûâàåì äàííîå ìåíþ äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ (êëàâèøà
Shift-ö). Âõîäèì â ïîäðàçäåë "ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå", ââîäèì íîâûé êîí-
öåâîé ïóíêò "ðàçëîæèòü â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå", íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî" è
"Enter", ïîñëå ÷åãî ââîäèì òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì êîäîâûé ñèìâîë "ïðÿìîåïðî-
èçâåäåíèå". Ïðè âûáîðå äàííîãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ ñèñòåìà áóäåò îáðàùàòüñÿ
ê ñïðàâî÷íèêó "ñìöåëü", êîòîðûé äîëæåí îðãàíèçîâàòü äèàëîã ââîäà ïàðàìåò-
ðîâ öåëåâîé óñòàíîâêè. ×òîáû ïîëó÷èòü îáðàçåö ïðèåìîâ òàêîãî ñïðàâî÷íèêà,
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âûáèðàåì êàêîé-ëèáî äðóãîé êîíöåâîé ïóíêò îãëàâëåíèÿ è íàõîäèì åãî êîäî-
âûé ñèìâîë. Íàïðèìåð, ïóñòü ýòî áóäóò ïóíêò "ðàçëîæèòü ïåðåñòàíîâêó â ïðî-
èçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ" è åãî êîäîâûé ñèìâîë "öèêëïåðåñò". Íàõîäèì
ïðèåì ñïðàâî÷íèêà "ñìöåëü" äëÿ ñèìâîëà "öèêëïåðåñò" è êîïèðóåì åãî â ïðî-
ãðàììó ñèìâîëà "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Â ýòîé êîïèè íóæíî çàìåíèòü ññûëêó
íà òåêñò, êîòîðûé áóäåò âûäàâàòüñÿ íà ýêðàí ïðè âûáîðå öåëåâîé óñòàíîâêè.
Òàêîé òåêñò (ò.å. "ïðåäñòàâèòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âûðàæåíèå â âèäå ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ") íóæíî ñîçäàòü âî 2-ì èíô.áëîêå. Âõîäèì â ïîäðàçäåë "ðå-
ñóðñû è óñòàíîâêè" ãëàâíîãî ìåíþ; íàæèìàåì "è" è ââîäèì íîìåð "2" íóæíîãî
èíôîðìàöèîííîãî áëîêà. Ïîñëå íàæàòèÿ "Enter" îêàçûâàåìñÿ â êîðíåâîì êàòà-
ëîãå áëîêà. Ìû äîëæíû âûáðàòü êàêîé-ëèáî ëîãè÷åñêèé ñèìâîë S, òàêîé, ÷òî èç
êîðíåâîãî êàòàëîãà íåò öåïî÷êè ïåðåõîäîâ ïî ñèìâîëàì S, "ñëîâî". Ïûòàåìñÿ
óãàäàòü S. Íàïðèìåð, ïóñòü ñíà÷àëà áóäåò S = "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Íàæè-
ìàåì "êóðñîð âíèç" è ââîäèì äàííûé ñèìâîë. Îêàçûâàåìñÿ â íåêîòîðîì ðàíåå
ñîçäàííîì óêàçàòåëå - ñïèñêå. Ïåðåõîäà ïî ñèìâîëó "ñëîâî" èç íåãî íåò, òàê
÷òî âûáðàííîå S íàì ïîäõîäèò. Íàæèìàåì "Insert" è ââîäèì ñèìâîë "ñëîâî".
Ñâåðõó ïîÿâëÿåòñÿ ìåíþ, â êîòîðîì âûáèðàåì ïóíêò "×.-á. òåêñò". Íàêîíåö,
ââîäèì òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì øàáëîí "Ïðåäñòàâèòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå
âûðàæåíèå â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ". Íàáîð çàâåðøàåì íàæàòèåì "Enter",
è äàëåå íàæèìàåì "End" äëÿ âîçâðàùåíèÿ â ãëàâíîå ìåíþ.
Ðîëü ññûëêè íà ââåäåííûé òåêñòîâûé øàáëîí èãðàåò ñèìâîë "ïðÿìîåïðîèç-
âåäåíèå". Âîçâðàùàåìñÿ â ñêîïèðîâàííóþ ïðîãðàììó ñïðàâî÷íèêà "ñìöåëü"
è çàìåíÿåì â îïåðàòîðå "ñìöåëü(íàáîð(Âû÷)õ1 õ2 õ3)" ñèìâîë "Âû÷", êîòî-
ðûé ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ññûëêó íà òåêñòîâûé øàáëîí èñõîäíîé ïðîãðàììû, íà
ñèìâîë "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Â íîâîé ïðîãðàììå íóæíî òàêæå ñêîððåêòèðî-
âàòü ñïèñîê öåëåé ââîäèìîé çàäà÷è - âìåñòî ñòàðîãî êîìïëåêòà "óïðîñòèòü, îäç,
öèêëïåðåñò" íóæåí êîìïëåêò "óïðîñòèòü, îäç, ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå". Íà ýòîì
êîððåêöèÿ ñïðàâî÷íèêà "ñìöåëü" çàâåðøåíà. Ìîæíî ïîïðîáîâàòü âîñïîëüçî-
âàòüñÿ îãëàâëåíèåì öåëåé è ââåñòè íîâóþ çàäà÷ó. Íàïðèìåð, ïóñòü ýòî áóäåò
çàäà÷à íà ðàçëîæåíèå âûðàæåíèÿ {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}. Îäíàêî, åñëè ïîñëå
íàáîðà çàäà÷è âûéòè â îãëàâëåíèå çàäà÷íèêà, à çàòåì ñíîâà âåðíóòüñÿ â ïðî-
ñìîòð çàäà÷è, òî îêàæåòñÿ, ÷òî òåêñòîâûé øàáëîí èçìåíèëñÿ - òåïåðü îí èìååò
âèä "Óïðîñòèòü âûðàæåíèå". Íàæàòèåì "Ctr-ö" ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî öåëåâàÿ
óñòàíîâêà ââåäåíà âåðíî, è ïðè÷èíó ðàññîãëàñîâàíèÿ ñëåäóåò èñêàòü â ïðîãðàì-
ìàõ èíòåðôåéñà çàäà÷íèêà. Âîçâðàùàåìñÿ â ãëàâíîå ìåíþ, âõîäèì â îãëàâëåíèå
ïðîãðàìì è âûáèðàåì ðàçäåë "Èíòåðôåñ ïðîñìîòðà è ðåäàêòèðîâàíèÿ çàäà÷"
- "Ïðîöåäóðà ÝËÅÌÅÍÒÛÇÀÄÀ×È" - "Ñòàíäàðòíûå êîìïëåêòû öåëåé çàäà÷
íà ïðåîáðàçîâàíèå". Â ýòîé òî÷êå íàõîäèòñÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ óñìàòðèâàåò
îäèí èç ñòàíäàðòíûõ êîìïëåêòîâ öåëåé çàäà÷è è ôîðìèðóåò äëÿ åãî ïðîðèñîâêè
ñîîòâåòñòâóþùóþ òåêñò-ôîðìóëüíóþ ñòðîêó. ×òîáû äîëãî íå èñêàòü íóæíûé
íàì ñëó÷àé, áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè. Íàæèìàåì F4 è ââîäèì ñèìâîë
"öèêëïåðåñò" - ýëåìåíò öåëåâîé óñòàíîâêè, êîòîðûé ìû âûøå èñïîëüçîâàëè êàê
îáðàçåö. Ïîÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíò ïðîãðàììû "èëè(öåëü(õ1 ðàçëîæèòüíàìíîæèòå-
ëè)öåëü(õ1 öèêëïåðåñò). . .)". Äîáàâëÿåì â ýòó äèçúþíêöèþ îïåðàòîð "öåëü(õ1
ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå)". ×òîáû îïðåäåëèòü êîäîâûé ñèìâîë õ7 íóæíîãî íàì òåê-
ñòîâîãî øàáëîíà, ðàçâåòâëÿåì ïîñëåäíèé ïóíêò öåïî÷êè âëîæåííûõ óñëîâíûõ
âûðàæåíèé â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñâîåíèÿ: çàìåíÿåì ñèìâîë "âèäåîêëþ÷" íà òåðì
"âàðèàíò(öåëü(õ1 ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå)ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå âèäåîêëþ÷)". Òå-
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ïåðü ìîæíî âåðíóòüñÿ â ïðîñìîòð íàøåé çàäà÷è è óáåäèòüñÿ, ÷òî òåêñòîâûé
øàáëîí ïðîðèñîâàí âåðíî.
×òîáû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ öåëüþ "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå" ïðîèçîøëî îáðà-
ùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âèäïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", íóæíî ââåñòè ñïåöèàëüíûé
ïðèåì. Ê ñîæàëåíèþ, çäåñü íåò íèêàêîãî êîíêðåòíîãî ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà, ïî-
ÿâëåíèå êîòîðîãî â ïðåîáðàçóåìîì âûðàæåíèè èíèöèèðîâàëî áû ïîïûòêó ïðè-
ìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà. Ïîýòîìó âîçìîæíû äâà ïóòè: ëèáî ñîçäàòü íà ËÎÑå
îáùèé ïðèåì çàäà÷ òèïà "ïðåîáðàçîâàòü", êîòîðûé áóäåò ñðàáàòûâàòü ïðè îá-
íàðóæåíèè öåëè "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå", ëèáî âûäåëèòü íåñêîëüêî òèïè÷íûõ
ñèìâîëîâ - çàãîëîâêîâ âûðàæåíèé, ê êîòîðûì áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðèåì, è ñî-
çäàòü äëÿ íèõ ðàçëè÷íûå ïðèåìû íà ÃÅÍÎËÎÃå.
Ðåàëèçóåì âòîðîé ñïîñîá. Â íàøåì ñëó÷àå çàãîëîâêîì ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæå-
íèÿ ñëóæèò ñèìâîë "ïåðå÷åíü". Ïîýòîìó áåðåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïðèåìà:
∀ab(a = {; b} → {; b} = a). Àíòåöåäåíò âûäåëÿåì óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð(1)", ê ïðàâîé åãî ÷àñòè ïðèìåíÿåì íîðìàëèçàòîð "âèäïðÿìîåïðîèçâåäå-
íèå". Ââîäèì ôèëüòð "çàãîëîâîê(õ1 ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå)", êîíòðîëèðóþùèé
óñïåõ ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ.
Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ, ñèñòåìà òåïåðü äîëæíà ðåøèòü ââåäåí-
íóþ çàäà÷ó. Îäíàêî, ïîñëå çàïóñêà ïðîöåññà ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà çà-
öèêëèëàñü. Ýòî îáíàðóæèâàåì ïî çàòÿíóâøåéñÿ ïàóçå: íàæèìàåì "Break" è
âèäèì, ÷òî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ {1, 2} × {1, 2} ïðèìåíÿåòñÿ
ïðèåì "ýëèìèíàöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðå÷íåé", âûïîëíÿþùèé îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. ×òîáû äàííûé ïðèåì ó÷èòûâàë íàøó íîâóþ öåëåâóþ óñòà-
íîâêó, ââîäèì â íåãî äîïîëíèòåëüíûé ôèëüòð: "èëè(íå(òèï(ïðåîáðàçîâàòü))
íå(öåëü(ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå)) ïîñûëêà íå(êîðåíü))". Ñíîâà çàïóñêàåì ïðîöåññ
ðåøåíèÿ, è ïîëó÷àåì îòâåò.

3. Ââîäèì óñëîâèå çàäà÷è è óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñèñòåìà åå íå ðåøàåò. ×òîáû îïðåäå-
ëèòü, íà êàêîì ýòàïå âîçíèêàþò çàòðóäíåíèÿ, íà÷èíàåì òðàññèðîâêó. Ñèñòåìà
ïðåîáðàçóåò èñõîäíîå óòâåðæäåíèå ê âèäó äèçúþíêöèè ∀y(y − set & y ∈ a →
¬(x ∈ y)) ∨ ∀z(z ∈ b → (z−set & x ∈ z)). Óòâåðæäåíèå z−set â êîíñåêâåíòå âòî-
ðîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ââåäåíî ñèñòåìîé äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ïðåîáðàçîâàíèå âòîðîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â êîíúþíêöèþ
èìïëèêàöèé áëîêèðóåòñÿ. Íà ñëåäóþùåì øàãå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ïðåîáðà-
çóþùèé ïåðâóþ êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ê âèäó îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
îáúåäèíåíèþ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ:

¬(x ∈
⋃

y,y−set,y∈a

y).

Ñëåäóþùèé øàã - ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêöèè. Ðàññìîòðåíèå ïåðâîãî ïîä-
ñëó÷àÿ ñðàçó ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ÷àñòè÷íîãî îòâåòà. Îäíàêî, ïðè ðàññìîòðå-
íèè âòîðîãî ïîäñëó÷àÿ ñèñòåìà íå ìîæåò ïåðåéòè ê óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè
íåèçâåñòíîé ïåðåñå÷åíèþ ñåìåéñòâà. Ïîñëå íåñêîëüêèõ áåçóñïåøíûõ ïîïûòîê
ïðèìåíèòü ïðî÷èå ïðèåìû çäåñü âûäàåòñÿ îòêàç. Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à
ïðîÿñíÿåòñÿ: íóæíî ñîçäàòü ïðèåì, ïåðåôîðìóëèðóþùèé êâàíòîðíóþ èìïëè-
êàöèþ ∀z(z ∈ b → (z − set & x ∈ z)) â òåðìèíàõ ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåñå÷åíèþ
ñåìåéñòâà. Ïðåæäå âñåãî, ïîïðîáóåì íàéòè â áàçå ïðèåìîâ áëèçêèå ïðèåìû. Ïå-
ðåõîäèì â ðàçäåë "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ" - "Ñåìåéñòâàìíîæåñòâ" - "Ïåðå÷åñåíèåâ-
ñåõ" - "Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåñå÷åíèþ ñåìåéñòâà
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ìíîæåñòâ". Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàì óæå åñòü ïðèåì, âûïîëíÿþùèé àíàëîãè÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óòâåðæäåíèÿì âèäà ∀x(f(x) → a ∈ g(x)).
Îäíàêî, ïðèìåíåíèå åãî òðåáóåò óñìîòðåíèÿ íåïóñòîòû ìíîæåñòâà òàêèõ x, ÷òî
èñòèííî f(x). Â íàøåì ñëó÷àå íåïóñòîòà íå ãàðàíòèðîâàíà, è òðåáóåòñÿ áîëåå
îáùèé ïðèåì. ×òîáû ó÷åñòü âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ â êîíñåêâåíòå çàìåíÿåìîé
èìïëèêàöèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, íóæíûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà èìååò âèä ∀x(A(x) → a ∈ f(x) & B(x)). Òîãäà ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïðèåìà:
∀ABfa(∀x(A(x) → a ∈ f(x) & B(x)) ↔ ∀x(A(x) → B(x)) & (¬(∃x(A(x))) ∨
∃x(A(x)) & a ∈

⋂
x,A(x) f(x))).

Óòâåðæäåíèå ∃x(A(x)) äîáàâëåíî ê óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåñå÷åíèþ ñå-
ìåéñòâà êàê ñîïðîâîæäàþùåå ïî î.ä.ç.
Â ôèëüòðàõ ïðèåìà óêàçûâàåì, ÷òî âûðàæåíèå, èäåíòèôèöèðóåìîå ñ a, ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, à ïðî÷èå ïîäâûðàæåíèÿ - íå ñîäåðæàò. Ïåðåìåííûå A, B, f
âûäåëÿåì óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ïåðåìåííóþ x - óêàçàòåëåì "êîðòåæïå-
ðåìåííûõ". ×òîáû ïîïîëíèòü ñïèñîê íîðìàëèçàòîðîâ ïðèåìà, èñïîëüçóåì êëà-
âèøó "í". Áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîÿâëÿòüñÿ ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî
âûáèðàòü ëèáî îòâåðãàòü íàæàòèåì êëàâèø Insert, Delete. Âàæíî ïðè ýòîì ñëå-
äèòü çà ëåâîé ÷àñòüþ ìåíþ, ðàçìåùåííîãî â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Åñëè òàì
çàïèñàíî "Íîâûé óêàçàòåëü", òî ðå÷ü èäåò î äîáàâëåíèè ê îïèñàíèþ ïðèåìà
êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòîâ. Åñëè æå ïîÿâëÿþòñÿ ñëîâà "Ñòàðûé óêàçàòåëü", òî ïðî-
öåäóðà ïðåäëàãàåò óáðàòü èëè ñîõðàíèòü òå ýëåìåíòû ïðèåìà, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü âîñïðîèçâåäåíû òåêóùåé âåðñèåé ãåíåðàòîðà ïðèåìîâ. Îáû÷íî òàêèå ïðåä-
ëîæåíèÿ îòâåðãàþòñÿ, è ëó÷øå ñðàçó íàæàòü Esc äëÿ îáðûâà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïðåäëîæåíèé. Ðàíåå îòîáðàííûå ëèáî óäàëåííûå ýëåìåíòû áóäóò ó÷òåíû â
òåêóùåé ïðîñìàòðèâàåìîé âåðñèè ïðèåìà, íî ïîêà íå çàðåãèñòðèðîâàíû â ôàé-
ëàõ. ×òîáû èõ çàêðåïèòü, íóæíî íàæàòü, íàïðèìåð, F3 (ñ ïåðåêîìïèëÿöèåé)
ëèáî F4 (áåç ïåðåêîìïèëÿöèè).
Ïîñëå òîãî, êàê ïðèåì ñîçäàí, ñíîâà çàïóñêàåì ïðîöåññ ðåøåíèÿ è óáåæäàåìñÿ,
÷òî îòâåò ïîëó÷åí.

4. Çàäà÷à íà íàõîæäåíèå ðàçáèåíèé èìååò åäèíñòâåííîå óñëîâèå "ðàçáèåíèå({1, 2,
3}, x)" è íåèçâåñòíóþ x. ×òîáû ïåðå÷èñëèòü ðàçáèåíèÿ, áóäåì èñïîëüçîâàòü ðå-
êóðñèþ ñ îòáðàñûâàíèåì ïåðâîãî ýëåìåíòà ïåðå÷íÿ. Òåîðåìà ïðèåìà, îïðåäå-
ëÿþùàÿ äàííóþ ðåêóðñèþ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abA(ðàçáèåíèå({; b}, y) = A(y) → ðàçáèåíèå({a; b}, x) ↔ ∃y(A(y) & (x = {{a}}∪
y ∨ ∃z(z ∈ y & x = (y \ {z}) ∪ {z ∪ {a}))))).
Â èñõîäíîì óñëîâèè "ðàçáèåíèå({a; b}, x)" îòáðàñûâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñ-
êà a è ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñ íåèçâåñòíîé y, èìåþùàÿ óñëîâèå
"ðàçáèåíèå({; b}, y)". Îáðàùåíèå ê åå ðåøåíèþ ïðîèñõîäèò ïðè îáðàáîòêå àí-
òåöåäåíòà òåîðåìû, âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü
àíòåöåäåíòà ïîìå÷åíà íîðìàëèçàòîðîì "çàäà÷à(4 òèï(îïèñàòü) ïîëíûé ÿâíîå
ïðÿìîéîòâåò óïðîñòèòü öåëü(íåèçâåñòíàÿ(õ24)))"; îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé A(y). Çàìåíÿþùèé òåðì ñòðîèòñÿ íà îñíîâå óòâåð-
æäåíèÿ A(y), îçíà÷àþùåãî, ÷òî y - íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ïîäñïèñêà {; b}. Â íåì
ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ëèáî x ïîëó÷åíî äîáàâëåíèåì ê y íîâîãî îäíî-
ýëåìåíòíîãî êëàññà a, ëèáî ïîëó÷åíî èç y äîáàâëåíèåì ýëåìåíòà a ê îäíîìó èç
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ñòàðûõ êëàññîâ. Ïîñëåäíåå âûðàæåíî êàê ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç y êëàññà
z è äîáàâëåíèÿ êëàññà z ∪ {a}. Ïðèåì èìååò ôèëüòðû "óðâåíü(2)", "óñëîâèå",
"òèï(îïèñàòü)", "íå(èçâåñòíî(õ23))" è óêàçàòåëè "èäåíòèôèêàòîð(1)", "îòîáðà-
æåíèå(õ26)", "íîâàÿïåðåìåííàÿ(õ24)".
Ïîñëå ñîçäàíèÿ ïðèåìà è ïðîâåðêè òîãî, ÷òî çàäà÷à ðåøåíà, ðåêîìåíäóåì ðàñ-
ñìîòðåòü çàäà÷ó íà ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4}. Õîòÿ
îòâåò è áóäåò ïîëó÷åí, îí ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óïðîùåíèé: ñèñòåìà íå
ñóìååò âû÷èòàòü äðóã èç äðóãà êîíå÷íûå ñïèñêè, ñîñòàâëåííûå èç êîíå÷íûõ
ñïèñêîâ. Ñîçäàéòå ïðèåì ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà "óñìíåïðèíàäëåæèò", êîòî-
ðûé ïîçâîëèë áû óïðîñòèòü äàííûé îòâåò. Àíàëîãè÷íóþ ðàáîòó ïðîäåëàéòå äëÿ
ïÿòèýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

5. ×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé x, äîñòàòî÷íî íàéòè, ñêîëüêèì ìíî-
æåñòâàì óêàçàííîãî ñåìåéñòâà ïðèíàäëåæèò êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ðåçóëüòèðóþ-
ùåãî ìíîæåñòâà, íàïðèìåð, 1. Ïîýòîìó ââîäèì ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïðèåìà:
∀abcdxmn(ñëîéñåìåéñòâà(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}), b, x) = {c; d} & m =

∑n
i=1(1 ïðè

c ∈ a(i), èíà÷å 0) → x = m)

Ïðèåì áóäåò îïðåäåëÿòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå çàäà÷è x = m, ïîýòîìó çà-
ãîëîâîê åãî - "âûâîäóñëîâèÿ". Ôèëüòðû - "óðîâåíü(3)", "òèï(îïèñàòü)", "óñëî-
âèå", "íå(èçâåñòíî(õ23))", "èçâåñòíî(ôèêñ(1 1 1))", "èçâåñòíî(õ2)", "èçâåñòíî(
õ3)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìûì óðàâíåíèåì.
Ïîäòåðì λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}) âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", ò.å. ñåìåéñòâî
ìíîæåñòâ äîëæíî áûòü ÿâíî çàäàíî òåðìîì "íàáîð(. . .)". Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ a âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Ïðè èäåíòèôèêàöèè íàõî-
äèòñÿ íàáîð òåðìîâ a(1), . . . , a(n), èñïîëüçóåìûé êîìïèëÿòîðîì äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ äðóãèõ âûäåëåííûõ óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" òåðìîâ ñ ïåðåìåííîé a. Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì âõîäÿùàÿ â íåãî
êîíå÷íàÿ ñóììà âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìïëþñ"; ïîäâûðàæåíèå "âàðèàíò(. . .)" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìâàðèàíò"; ïîäóòâåðæäåíèå c ∈ a(i) - îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìóñì". Ýòè íîðìàëèçàòîðû îáåñïå÷èâàþò â ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àÿõ
íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà a, êîòîðûì ïðè-
íàäëåæèò c. Êîìïèëèðóåì ïðèåì; ââîäèì óñëîâèå çàäà÷è è óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà
ñèñòåìîé ðåøàåòñÿ. Îäíàêî, åñëè ïîïðîáîâàòü ïðîâåñòè òðàññèðîâêó ïî øàãàì
ðåøåíèÿ, òî âûÿñíèòñÿ, ÷òî ïîñëå íàõîæäåíèÿ óñëîâèÿ x = 2 ïðîâåðêà ðàâåí-
ñòâà äëÿ ñëîÿ ñåìåéñòâà íà ýêðàí íå âûâîäèòñÿ. Ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ðåæèì òðàññèðîâêè "Ðó÷íîé âûáîð âõîäà â ïîäïðîöåññ" äëÿ ïðîñìîòðà òîãî,
êàê áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðîâåðêà. Îíà îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíî ñëîæíîé, è ïî-
ïûòêà äîáèòüñÿ ñóùåñòâåííîãî åå óïðîùåíèÿ îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
ñàìîñòîÿòåëüíîãî äîïîëíèòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ.

6. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:

∀aBn(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}) ∈
n∏

i=1

B(i) ↔ ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) ∈ B(i))).

Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîëó "Ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå" âî âíóòðåí-
íåé (òåêñòîâîé) çàïèñè äàííîé òåîðåìû. Åãî ìîæíî ââîäèòü íàæàòèåì êëàâèøè
"Ctr-∗". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 1)ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò
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èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèÿ λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}) ñ êîíå÷íûì íàáîðîì, èäåíò-
ôèêàöèþ âûðàæåíèÿ ∏n

i=1 B(i) ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì n ìíîæåñòâ, à òàêæå
ïîñòðîåíèå òåðìà ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) ∈ B(i)) â âèäå êîíúþíêöèè ïðèíàä-
ëåæíîñòåé. ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé îäíîýëåìåíòíîãî íàáî-
ðà, ââîäèì ôèëüòð "ìåíüøå(1 õ14)".



Ãëàâà 5

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòåéøèìè

ñâîéñòâàìè ôóíêöèé

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îáùèõ ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ôóíêöèÿìè. Îíè ñîáðàíû â
ðàçäåëå áàçû ïðèåìîâ "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ" - "Ôóíêöèè". Íàïîìíèì èñïîëüçóåìûå â
ðåøàòåëå îáîçíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîìó ðàçäåëó. Óòâåðæäå-
íèå "ôóíêöèÿ(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ. Êàê è ìíîæåñòâà, ôóíêöèè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç áàçèñíûõ òèïîâ îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, íèêàêàÿ ôóíêöèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì äðóãîãî áàçèñíîãî òèïà (ìíîæåñòâîì, ÷èñëîì, è ò.ï.). Çíà÷åíèå
ôóíêöèè f â òî÷êå a îáîçíà÷àåòñÿ "çíà÷åíèå(f a)", ïðè÷åì ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå êàê f(a). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f îáîçíà÷àåò-
ñÿ "îáëàñòü(f)". Îíà ïðîðèñîâûâàåòñÿ â âèäå Dom(f). Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
f íà åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ "çíà÷åíèÿ(f)" è ïðîðèñîâûâàåòñÿ â âèäå
Val(f). Êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåì äâå ôóíêöèè ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíó è òó æå
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à çíà÷åíèÿ èõ íà ëþáîì ýëåìåíòå èç äàííîé îáëàñòè ðàâíû.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåì "îáðàç(f
A)". Äëÿ ïðîîáðàçà ââåäåíû äâà ðàçëè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåí-
òîâ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , íà êîòîðûõ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a, îáî-
çíà÷åíî "ñëîé(f a)". Âûðàæåíèå "ïðîîáðàç(f A)" çàäàåò ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåí-
òîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , íà êîòîðûõ åå çíà÷åíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó A. Óòâåðæäåíèå "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f
íà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàõ åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íû. Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå
"Îòîáðàæåíèå(f A B)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé
ðàâíà A, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñîäåðæèòñÿ â B. Ïðî÷èå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþò-
ñÿ ñðàâíèòåëüíî ðåäêî, è ìû ðàññìîòðèì èõ â íèæåñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ. Ðàçäåë
îáùèõ ïðèåìîâ äëÿ ôóíêöèé ïîïîëíÿëñÿ îò ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ - ïî ìåðå òîãî, êàê
â ýòîì âîçíèêàëà íåîáõîäèìîñòü ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ ðàçäåëîâ. Ïîýòîìó, êàê
ïðàâèëî, êîëè÷åñòâî ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèÿìè ðàçäåëà ïðèåìîâ î÷åíü íåâåëèêî, ïðè-
÷åì ñàìè ïðèåìû äîñòàòî÷íî ïðîñòûå, à ðåàëèçàöèÿ èõ íà ÃÅÍÎËÎÃå àíàëîãè÷íà
ðàññìîòðåííûì ðàíåå ñëó÷àÿì. Âïðî÷åì, ýòî ïðåäîñòàâëÿåò ÷èòàòåëþ õîðîøóþ âîç-
ìîæíîñòü äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ óïðàæåíèé ïî ïðîäîëæåíèþ îáó÷åíèÿ ðåøàòåëÿ.
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5.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "çíà÷åíèå"

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, çàäàþùåãî çíà÷åíèå ôóíêöèè

Åñëè ïîñûëêà çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî âûðàæåíèé A(t), B, ãäå A, B - ïå-
ðåìåííûå, òî ýòè âûðàæåíèÿ ïåðåñòàâëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû A(t) íàõîäèëîñü
ñëåâà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ñëó÷àé, êîãäà B - îáîçíà÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêîé
òî÷êè. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀fin(f(i) = n ↔ f(i) = n). Ðàâåíñòâî èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà îïåðàíäîâ, à çàìåíÿþùèé òåðì ïåðåóïîðÿäî÷èâàåò
èõ íóæíûì îáðàçîì. Ïðèåì ñîïðîâîæäàåò ðåçóëüòèðóþùóþ ïîñûëêó êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà", áëîêèðóþùèì ïîâòîðíûå ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà, à
òàêæå îáðàòíûå ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûå ìîãëè áû áûòü âûïîëíåíû ðàññìîòðåííûì
ðàíåå îáùåëîãè÷åñêèì ïðèåìîì îðèåíòàöèè ðàâåíñòâà.

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå"

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òåðì âèäà "îòîáðàæå-
íèå(x1 . . . xn t A)", ãäå t - âûðàæåíèå, A - óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåí-
íîé íà ìíîæåñòâå âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, äëÿ êîòîðûõ èñòèííî
óòâåðæäåíèå A, ïðè÷åì çíà÷åíèå åå íà òàêîì íàáîðå ðàâíî çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ t.
Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò äàííîå îáîçíà÷åíèå â âèäå λx1...xn(t, A). ×òîáû
ìîæíî áûëî â òåîðåìå ïðèåìà óêàçûâàòü òåðìû, ïîëó÷åííûå èç t, A ïîäñòàíîâêîé
êàêèõ-ëèáî íîâûõ âûðàæåíèé âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ çà-
ïèñü λx1...xn(t(x1 . . . xn), A(x1 . . . xn)). Â ñëó÷àå n = 1 âìåñòî íàáîðîâ äëèíû 1 áåðóòñÿ
ñàìè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A.

Åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà óêàçàííûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå",
òî âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f a)" ìîæíî çàìåíèòü íà ÿâíîå âûðàæåíèå, èçâëåêàåìîå èç
äàííîãî îïèñàòåëÿ. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðèåìîâ, âûïîëíÿþùèõ òàêóþ çàìåíó. Ïðå-
æäå âñåãî, ñîçäàíû äâà ïðèåìà ñ îäíîé è òîé æå òåîðåìîé ∀fuva(f = λx(u(x), v(x)) →
f(a) = u(a)). Çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è; àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà ýòîãî âõîæäåíèÿ. Ïðèåìû ÷à-
ñòè÷íî çàáëîêèðîâàíû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà f(a) - íåïîñðåäñòâåííûé îïåðàíä äðóãîãî
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Åñëè âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ïåðåìåííûå, òî ïðèìåíÿåò-
ñÿ ïðèåì, ó êîòîðîãî çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
óïðîùåíèå, èíà÷å - ïðèåì, ó êîòîðîãî ýòîò òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ ëèøü ïðîöåäóðîé
"íîðì".

Åùå îäèí ïðèåì, àíàëîãè÷íûé óêàçàííûì, ñîçäàí äëÿ ðàáîòû ñ ïîñûëêàìè çàäà÷
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Åãî òåîðåìà èìååò âèä ∀Atpf (f = λz(t(z), A(z)) & A(p) → f(p) =
t(p)). Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíÿåìûé òåðì f(p) ðàñïîëîæåí â
ðàâåíñòâå, ÿâëÿþùåìñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé òèïà "çíà÷åíèå(îòîáðàæåíèå(. . .). . .)" ñîçäàí ïðèåì
ñ òåîðåìîé: ∀uva(v(a) → λx(u(x), v(x))(a) = u(a)). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ñëåäñòâèå" è îáðàáàòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Çàìåíÿþùèé òåðì óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Åñëè îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî êàê íàáîð, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãî çíà÷åíèé ñëó-
æèò ïðèåì: ∀bnj(a = λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}) & j ∈ {1, . . . , n} → a(j) = b(j)). ×òîáû
òåðì λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}) áûë èäåíòèôèöèðîâàí ñ íàáîðîì, ââåäåí óêàçàòåëü "ðàç-
âåðòêà(ôèêñ(1 2))". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.



Ãëàâà 5. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòåéøèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèé 304

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ îòîáðàæåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ìàòðèö:
∀abnmpq(a = λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}) & p ∈ {1, . . . , n} & q ∈
{1, . . . ,m} → a(p, q) = b(p, q)). Èäåíòèôèêàöèþ îòîáðàæåíèÿ ñ ìàòðèöåé, çàäàííîé â
âèäå òåðìà "ñòðîêè(. . .)", îïðåäåëÿåò óêàçàòåëü "ìàòðèöà(ôèêñ(1 2))".

Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ôóíêöèé

Åñëè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äâóõ ôóíêöèé ðàâíû, òî êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, âûðà-
æàþùàÿ ðàâåíñòâî çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé, çàìåíÿåòñÿ íà óñëîâèå ðàâåíñòâà ôóíê-
öèé:
∀fgM(Dom(f) = M & Dom(g) = M → ∀i(i ∈ M → f(i) = g(i) ↔ f = g)).
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð", à èõ ëåâûå ÷àñòè ñîïðîâî-
æäåíû íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìîáëàñòü". Ýòî îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó ñîâïàäåíèÿ îá-
ëàñòåé îïðåäåëåíèÿ.

Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé

Ðàâåíñòâà f(x) = a â ñëó÷àå èçâåñòíûõ f, a ìîæíî ðàçðåøàòü îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîé x, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå "ñëîé" äëÿ ïðîîáðàçà ýëåìåíòà: ∀afx(x ∈ ñëîé(f, a) ↔
a = f(x)). Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè â êîíòåêñòå çàìåíû èìååòñÿ ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿ-
þùåå f ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Â òàêèõ ñëó÷àÿõ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðèåì,
ïîäñòàâëÿþùèé ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ f(x).

Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè íåèçâåñòíûõ

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì, åñëè îáà âûðà-
æåíèÿ f, a ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Òîãäà ãðóïïèðîâêà èõ â îáùåì ïîäâûðàæåíèè
"ñëîé(f, a)" èíîãäà ìîæåò óïðîñòèòü çàäà÷ó. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ óïðîùåíèé èñïîëüçó-
åòñÿ íîðìàëèçàòîð "óðàâíïðèíàäëåæèò", ïðèìåíåííûé êî âñåé çàìåíÿþùåé (ëåâîé)
÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ôèëüòð "äëèíà(êîíòðîëüãëóáèíû)" êîíòðîëèðóåò íàëè÷èå
óïðîùåíèÿ.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñåìåéñòâà ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ íà çàäàí-
íîì ïîäìíîæåñòâå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çàäàííûå çíà÷åíèÿ

Åñëè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f íà çàäàííîì ïîäìíîæåñòâå C åå îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ âûðàæåíû ÷åðåç ïðî÷èå íåèçâåñòíûå, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå, âûðàæàþùåå f â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ êîìïîíåíò, îäíà èç êîòîðûõ
îïðåäåëåíà íà C, à äðóãàÿ - íà äîïîëíåíèè ê C. Äëÿ òàêîãî ïåðåõîäà ñîçäàíû äâà
ïîõîæèõ ïðèåìà ñî ñëåäóþùèìè òåîðåìàìè:
∀ABCfg(C = setx(x ∈ B & A(x)) → f − ôóíêöèÿ & Dom(f) = B & ∀x(A(x) → f(x) =
g(x)) ↔ ∃h(h−ôóíêöèÿ & Dom(h) = B \ C & f = òàáëèöà{λx(g(x), x ∈ C), h}))

∀ABCDfg(C = setx(x ∈ B & A(x)) & g(x) ∈ D → Îòîáðàæåíèå(f, B, D) & ∀x(A(x) →
f(x) = g(x)) ↔ ∃h(Îòîáðàæåíèå(h,B \ C, D) & f = òàáëèöà{λx(g(x), x ∈ C), h})).
Îáà ïðèåìà èìåþò çàãîëîâîê "ïàðàìåòðèçàöèÿ", ò.å. ïðåäïðèíèìàþò ïîïûòêó ðå-
øèòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå, â êîòîðîé óñëîâèÿ çàìåíÿåìîé (ëåâîé)
÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè çàìåíåíû ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì. Ðîëü ïàðàìåòðà çäåñü
èãðàåò íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ h, äîîïðåäåëÿþùàÿ f íà äîïîëíåíèè ê C. Ôèëüòð "íå(
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âõîäèò(õ6 ôèêñ(1 5 2)))" ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå g(x), îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèÿ
f íà ïîäìíîæåñòâå C, íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé f . Ñàìî ìíîæåñòâî C îïðåäåëÿåò-
ñÿ â àíòåöåäåíòå êàê ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f ñ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ àíòåöåäåíòàì A(x) êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà äëÿ f . Ýòî ïåðåñå÷å-
íèå çàäàíî îïèñàòåëåì "êëàññ", è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî åãî âûðàæåíèÿ ïðèìåíåí
íîðìàëèçàòîð "íîðìêëàññ". Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(. . .)" áëîêèðóåò ïîïûòêè
èäåíòèôèêàöèè êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà äëÿ f(x) êàê îòðèöàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ.

Èçâëå÷åíèå èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòå íàáîðà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî

Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå f(a), ïðè÷åì íåêî-
òîðàÿ ïîñûëêà ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, äàþùóþ
èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè f , òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûâîäà èç íåå
ñëåäñòâèÿ, ñîäåðæàùåãî ïîäâûðàæåíèå f(a). Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀afPmn(a ∈ {m, . . . , n} & ∀i(i ∈ {m, . . . , n} → P (f(i))) → P (f(a)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(çíà÷åíèå(õ6 õ1))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïðèìåíå-
íèÿ ïðèåìà ïðè îáíàðóæåíèè âûðàæåíèÿ f(a), ïðè÷åì ôèëüòðû "óñëîâèå", "òèï(äî-
êàçàòü)" ãîâîðÿò, ÷òî åãî âõîæäåíèå äîëæíî îòíîñèòüñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåí-
íàÿ P â êîíñåêâåíòå êâàíòîðíîé ïîñûëêè âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå", Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî P (. . .) áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì òåðìîì. Òàê êàê ê
ìîìåíòó èäåíòèôèêàöèè êîíñåêâåíòà òåðìû f, i óæå èäåíòèôèöèðîâàíû, òî ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ9 ôèêñ)". Îí îïðåäåëèò âûäåëåíèå â
èäåíòèôèöèðóþùåì äëÿ P (. . .) òåðìå âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ f(i) è ïðîâåðêó
òîãî, ÷òî i íå âñòðå÷àåòñÿ âíå äàííûõ âõîæäåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê P (f(a))
ïðè âûâîäå ñëåäñòâèÿ áóäåò êîððåêòåí.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà

Ïðèåì óñìàòðèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé â çàäàííîé òî÷êå çàäàí-
íîå çíà÷åíèå. Åãî òåîðåìà èìååò âèä: ∀f (∃y(y −ôóíêöèÿ & y(x) = f(x))). Çàãîëîâîê
- "âòîðîéòåðì", ò.å. óòâåðæäåíèå, èäåíòèôèöèðîâàííîå ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ,
çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïåðåìåííàÿ f âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæå-
íèå", ò.å. f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ òåðìîì ïðîèçâîëüíîãî âèäà.

Èñêëþ÷åíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå"

Åñëè â îïèñàòåëå "îòîáðàæåíèå" äëÿ óêàçàíèÿ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåìîé èì ôóíêöèè â
òåêóùåé òî÷êå x èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f x)", à óñëîâèå íà x ñîâïàäàåò
ñ óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , òî äàííûé îïèñàòåëü
çàìåíÿåòñÿ íà f . Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:
∀f (λx(f(x), x ∈ Dom(f)) = f).
Óêàçàòåëü "ñìðàâíî(ôèêñ(0 1 2 2))" äàåò âîçìîæíîñòü èäåíòèôèöèðîâàòü êàê ñëó÷àé
ÿâíîãî ïîäâûðàæåíèÿ Dom(f), òàê è ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî íåãî ðàñïîëîæåí êàêîé-òî
òåðì t, à â êîíòåêñòå èìååòñÿ ðàâåíñòâî t = Dom(f). Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîçäàí
åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
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∀fA(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, A) → λn(f(n), n− íàòóðàëüíîå) = f)

Óïðîùåíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è
íà îïèñàíèå

Åñëè â îòâåòå çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå
íåèçâåñòíîé x ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà óïðîùåíèå ïîäâûðàæåíèÿ, çàäàþùåãî çíà÷åíèÿ îïèñà-
òåëÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀fAxg(f(y) = g(y) → x = λy(f(y), A(y)) ↔ x = λy(g(y), A(y))).
Ôèëüòðû "òèï(îïèñàòü)", "öåëü(ðåäàêöèÿ)", "êîðåíü", "íåèçâåñòíàÿ(õ23)", èçâåñò-
íî(ôèêñ(0 1 2))" óêàçûâàþò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, ïðè÷åì x - íåèçâåñòíàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
ïðè÷åì åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, ðåøàåìîé äî óðîâíÿ 5 è èìåþùåé äîïîëíèòåëüíóþ ïîñûëêó A(y). Óêàçàòåëü
"ïåðâûéêëþ÷(îòîáðàæåíèå óïðîñòèòü)" áëîêèðóåò ïîâòîðíûå ïîïûòêè óïðîùåíèÿ
òîãî æå ñàìîãî ðàâåíñòâà. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)" ðàçðåøàåò ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà äëÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè y ïðîèçâîëüíîé äëèíû.

Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà êîíêàòåíàöèè äâóõ íàáîðîâ

×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå êîíêàòåíàöèè äâóõ íàáîðîâ a, b â i-ì ðàçðÿäå, ââåäåí
ïðèåì ñî ñëåäóþùåé òåîðåìîé:
∀abim(m = l(a) → (a; b)(i) = (a(i) ïðè i ≤ m, èíà÷å b(i−m))).
Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà ñ çàïÿòîé îáîçíà÷àåò â äàííîì ñëó÷àå êîíêàòåíàöèþ. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", è åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà". Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà a çàäàíî òåðìîì
"íàáîð", ïåðåìåííîé m ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ êîíñòàíòà. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè, ïîçâîëÿþùèìè èçâëå÷ü â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ÿâíîå
âûðàæåíèå äëÿ òðåáóåìîãî ýëåìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, âûðàæåíèÿ a(i), b(i−m) óïðîùà-
þòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèìè óðîâåíü îáðàùåíèÿ
2.

Ðàâåíñòâî äâóõ îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå"

Ðàâåíñòâî äâóõ îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå", óñëîâèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ
ñîâïàäàþò, ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàíòîðíîå òîæäåñòâî äëÿ âûðàæåíèé, óêàçûâàþùèõ èõ
çíà÷åíèÿ:
∀fgA(λn(f(n), A(n)) = λm(g(m), A(m)) ↔ ∀n(A(n) → f(n) = g(n)))

5.1.1 Ðàâåíñòâî çíà÷åíèé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

Ðàâåíñòâî çíà÷åíèé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàâåíñòâî
çíà÷åíèé àðãóìåíòà:
∀fab(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → f(a) = f(b) ↔ a = b)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê".
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Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè

Åñëè èìååòñÿ êâàíòîðíîå òîæäåñòâî, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà åå îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ, òî îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàìåíû f(t) íà ÿâíîå âûðàæåíèå:
∀fgAt(Dom(f) = A & ∀x(x ∈ A → f(x) = g(x)) → f(t) = g(t))

Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(âèä(ôèêñ(2 5 2)çíà÷åíèå(õ9 õ23))))" òðåáóåò, ÷òîáû çàìåíÿþ-
ùåå âûðàæåíèå íå èìåëî âèäà "çíà÷åíèå(. . .)". Ýòî âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè

Åñëè êâàíòîðíîå òîæäåñòâî ñîäåðæèò âûðàæåíèå âèäà f(x), ãäå f - íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ; x - ïåðåìåííàÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òîæäåñòâà, ïðè÷åì äàííàÿ ôóíê-
öèÿ f íå âñòðå÷àåòñÿ â òîæäåñòâå âíå âûðàæåíèé f(x), òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ïåðåéòè ê òîæäåñòâó, äàþùåìó ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ f(x). Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä:
∀ABCDtf (f − ôóíêöèÿ & B(y) = (y = t & C ∨ D) → ∀x(A(x) → B(f(x))) ↔
∀x(A(x) & ¬D → f(x) = t & C))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Çàðàíåå íåèçâåñòíî, ãäå èìåííî â êîíñåêâåíòå
B(f(x)) çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû âñòðåòèòñÿ f(x). Ïîýòîìó äëÿ èíèöèàëèçàöèè
ïðèåìà íåîáõîäèì óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ2 ôèêñ(0 1 5))âèä(õ2 çíà÷åíèå(õ6
õ23)))". Îí îçíà÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà áóäåò âñòðå÷åíî êàêîå-òî âõîæäåíèå â óêàçàííîì
êîíñåêâåíòå âûðàæåíèÿ f(x). Ýòî èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ f , à òàêæå (åñëè
îíà åùå íå èäåíòèôèöèðîâàíà ïî êâàíòîðíîé ïðèñòàâêå) ïåðåìåííóþ x. Ëèøü òå-
ïåðü ìîæíî áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ B(. . .). Óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(õ27 õ6 ôèêñ)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ f áó-
äåò âõîäèòü â èäåíòèôèöèðóþùèé äëÿ B(f(x)) òåðì T òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé
f(x). Ïîñëå ýòîé ïðîâåðêè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ B(. . .) èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ øàáëîíîì, ïîëó÷åííûì èç T ïîäñòàíîâêîé âìåñòî âñåõ âõîæäåíèé f(x) íåêîòî-
ðîé ïåðåìåííîé X. ×òîáû íå âûáèðàòü íîâóþ ïåðåìåííóþ, â êà÷åñòâå X áåðåòñÿ
f . Âûðàæåíèå B(y) ñòðîèòñÿ ïî äàííîìó øàáëîíó ïóòåì ïîäñòàíîâêè y âìåñòî X.
Îíî íóæíî äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî f(x). Çäåñü y - âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ðàçðåøåíèå B(y) îòíîñèòåëüíî y ðåàëèçóåòñÿ âòî-
ðûì àíòåöåäåíòîì, êîòîðûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì - çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñò-
íóþ y è öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò". Ââåäåí îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêî-
ñòè ïîïûòêè ðàçðåøåíèÿ - "ëèìèò(200000)". Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóåò îòâåò çàäà÷è ñ óòâåðæäåíèåì y = t & C ∨ D), ãäå C, D íå ñîäåðæàò y.
Ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåòñÿ ôèëüòðàìè "íå(âõîäèò(õ24 õ29))", "íå(âõîäèò(õ24 õ28))".
Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ29 è))" áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà, åñëè çàìåíÿþùåå òîæ-
äåñòâî äëÿ çíà÷åíèé f(x) ìîæåò ðàñïàñòüñÿ íà íåñêîëüêî òîæäåñòâ èç-çà äèçúþíê-
òèâíîãî âèäà àíòåöåäåíòà ¬D. Íàêîíåö, ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(âèä(ôèêñ(0 1 5)ðàâ-
íî(çíà÷åíèå(õ5 õ23)õ4))íåèçâåñòíàÿ(õ5)íå(âõîäèò(õ5 õ4))))" ïðîâåðÿåò, íå ÿâëÿåòñÿ
ëè ðàññìàòðèâàåìîå êâàíòîðíîå òîæäåñòâî óæå ÿâíî ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî çíà-
÷åíèé íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè õ5.
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5.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "ôóíêöèÿ"

Óñìîòðåíèå ôóíêöèè

Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(t)", ïðè÷åì èç êîíòåêñòà óäàåòñÿ
óñìîòðåòü, ÷òî çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ t ñëóæèò ôóíêöèÿ, òî äàííîå óòâåðæäåíèå çà-
ìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Äëÿ ýòîé öåëè ââåäåíû òðè ïðèåìà. Ïåðâûé èìååò
òåîðåìó "ðîäîáúåêòà(ôóíêöèÿ)" è çàãîëîâîê "ðîäîáúåêòà". Îí ïðåäïðèíèìàåò ïî-
ïûòêó óñìîòðåòü ôóíêöèþ ïî çàãîëîâêó âûðàæåíèÿ t. Âòîðîé ïðèåì óñìàòðèâàåò
ôóíêöèþ t èç òîãî, ÷òî â êîíòåêñòå âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñëîâî(t)". Íàêîíåö,
òðåòèé ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìôóíêöèÿ". Îí èìååò òåîðå-
ìó ∀a(a−ôóíêöèÿ→ a−ôóíêöèÿ). Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó âûïîëíÿåò àíòåöåäåíò,
êîòîðûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Óêàçàòåëü "íîâûé" óñèëèâàåò âûïîë-
íÿåìîå ïðèåìîì óñìîòðåíèå èç êîíòåêñòà, ðàçðåøàÿ ïåðèîäè÷åñêèå ïîâòîðíûå åãî
ïîïûòêè. Ïåðâûå äâà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0, òðåòèé - íà óðîâíå 2, ïðè÷åì
ïðèìåíÿåòñÿ îí òîëüêî ê óñëîâèÿì çàäà÷è. Ïîñûëêè "ôóíêöèÿ(x)", ãäå x - ïåðå-
ìåííàÿ, ëó÷øå ñîõðàíÿòü â ÿâíîì âèäå, äàæå åñëè îíè èçáûòî÷íû. Ýòî óïðîùàåò
îáðàáîòêó ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, çàäàþùåãî ôóíêöèþ

Îáùèé ïðèåì ñèìâîëà "ðàâíî", âûïîëíÿþùèé ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïðå-
äóñìàòðèâàåò â òîì ÷èñëå è îðèåíòàöèþ ðàâåíñòâ, èìåþùèõ îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî â ïîñûëêàõ çàäà÷ äàííûé îïèñà-
òåëü ïîìåùàåòñÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîâñåìåñòíîé çàìåíå åãî
íà îáîçíà÷àþùóþ ôóíêöèþ ïåðåìåííóþ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäðàçäåëå ïðèâåäå-
íû äâà ïðèåìà, êîððåêòèðóþùèå îáùèå ïðèíöèïû îðèåíòàöèè ðàâåíñòâà. Ïåðâûé
èç íèõ èìååò òåîðåìó ∀fgh(f = λx(g(x), h(x)) ↔ f = λx(g(x), h(x))). Îí ïðèìå-
íÿåòñÿ ê ðàâåíñòâàì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé óñëîâèÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå. f - ïå-
ðåìåííàÿ, à îïèñàòåëü ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Òîãäà öåëåñîîáðàçíî èñêëþ÷åíèå f
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ñîîòíîøåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, è ðàâåíñòâî îðèåíòèðóåòñÿ ïî
ïðèíöèïó "îïèñàòåëü ñïðàâà". Âòîðîé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àÿì, êîãäà ðàâåíñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì íåêîòîðàÿ äðóãàÿ ïîñûëêà âèäà
"âåêòïðîèçâîäíàÿ(. . .)" ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ f . Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íàÿ îðèåíòàöèÿ.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óêàçàíèé íà òèï îáúåêòà

Ïðèåì èìååò òåîðåìó "ðîäîáúåêòà(ôóíêöèÿ)" è çàãîëîâîê "ðàçëè÷èìû". Åñëè èç
êîíòåêñòà óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ t íåñîâìåñòèì ñ òèïîì "ôóíê-
öèÿ", òî óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(t)" çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Ïðèåì èñïîëü-
çóåò ñïðàâî÷íèê "ðîäîáúåêòà", óñìàòðèâàþùèé òå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû, êîòîðûå
ñóòü áàçèñíûå òèïû îáúåêòîâ, à òàêæå ñïðàâî÷íèê "ðîä", óêàçûâàþùèé ñïèñîê âñåõ
íàäòèïîâ äàííîãî áàçèñíîãî òèïà.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè, îãðàíè÷åíèÿ íà êîòîðóþ çàòðàãèâàþò
ëèøü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è òåêóùåå çíà÷åíèå

Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè, îãðàíè÷åíèÿ íà êîòîðóþ ñâîäÿòñÿ ëèøü ê
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ê ïîäìíîæåñòâó, íà êîòîðîì îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ëåãêî
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ïåðåôîðìóëèðîâàòü áåç ññûëîê íà ôóíêöèþ. Äëÿ òàêîé ïåðåôîðìóëèðîâêè ââåäåíû
ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀PQR(∃f (f −ôóíêöèÿ & P (Dom(f)) & ∀x(Q(x) → R(f(x)))) ↔ ∃y(P (y)) & (¬(∃x(
Q(x))) ∨ ∃x(R(x))))

∀PQR(∃f (f −ôóíêöèÿ & ∀x(Q(x) → R(f(x)))) ↔ ¬(∃x(Q(x))) ∨ ∃x(R(x)))

Â ïåðâîì èç íèõ îãðàíè÷åíèÿ èìåþòñÿ êàê íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, òàê è íà ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé; âî âòîðîì - òîëüêî íà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Óêàçàòåëè "íîâàðãó-
ìåíò(õ40 õ6 ôèêñ)", "íîâàðãóìåíò(õ42 õ6 ôèêñ)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P (Dom(f)), R(f(x)) ñ òàêèìè òåðìàìè, ó êîòîðûõ f âñòðå-
÷àåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òîëüêî â âèäå Dom(f), f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà ôóíêöèé

×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî ôóíêöèé, îáëàñòè îïðåäåëåíèé êîòîðûõ ñîâïàäàþò, ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà çíà÷åíèé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ýòèõ îáëà-
ñòåé. Ïðåäóñìîòðåíû äâà ïðèåìà:
∀fg(f −ôóíêöèÿ & g−ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) → (f = g) ↔ ∀x(x ∈ Dom(f) →
f(x) = g(x)))

∀fgAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & g − ôóíêöèÿ & Dom(g) = A → (f = g) ↔ ∀x(x ∈
Dom(f) → f(x) = g(x)))

Îáà ïðèåìà èìåþò ôèëüòðû "óñëîâèå", "òèï(äîêàçàòü)", "êîðåíü". Óðîâíè ñðàáà-
òûâàíèÿ èõ ðàâíû 4. Àíòåöåäåíò, ïðîâåðÿþùèé ðàâåíñòâî îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ,
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; âûðàæåíèÿ Dom(. . .) îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìîáëàñòü".

Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà ðàâåíñòâà ôóíêöèé

Åñëè ñîâïàäåíèå îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé íåïîñðåäñòâåííî óñìîòðåòü íå óäà-
åòñÿ, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà ôóíêöèé ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîëíàÿ ðàñøèô-
ðîâêà ýòîãî ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëåíèþ:
∀ab(f −ôóíêöèÿ & g−ôóíêöèÿ→ (f = g) ↔ Dom(f) = Dom(g) & ∀x(x ∈ Dom(f) →
f(x) = g(x)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ðàâåíñòâî èëè åãî îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, âî âòîðîì - 7. ×òîáû
áëîêèðîâàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà".

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìôóíêöèÿ"

Êðîìå ïðèåìà, óñìàòðèâàþùåãî óñëîâèå "ôóíêöèÿ(f)" íåïîñðåäñòâåííî â òåêóùåì
êîíòåêñòå, îïåðàòîð èìååò íåñêîëüêî ïðèåìîâ, óñìàòðèâàþùèõ ôóíêöèè ïî èõ ÷àñò-
íûì ðàçíîâèäíîñòÿì: íàáîðàì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, òðàíñ-
ïîçèöèÿì, áèíàðíûì îïåðàöèÿì è ò.ï.

5.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "îáëàñòü"

Â îñíîâíîì, ïðèåìû ýòîãî ñèìâîëà ñîáðàíû â íîðìàëèçàòîðå "íîðìîáëàñòü". Îãðà-
íè÷èìñÿ èõ ðàññìîòðåíèåì.
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Òàáëèöà

Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå "òàáëèöà(A)" ïîçâîëÿåò îáúåäèíÿòü ôóíêöèè ìíîæåñòâà
A, ñîâïàäàþùèå äðóã ñ äðóãîì íà ïåðåñå÷åíèÿõ ñâîèõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè òàáëèöû ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ab(Dom(òàáëèöà{a; b}) = Dom(a) ∪Dom(òàáëèöà{; b}))
Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè íîðìàëèçàòîðàìè, òàê ÷òî âûðà-
æåíèå äëÿ îáëàñòè òàáëèöû îïðåäåëÿåòñÿ ïðèåìîì çà îäèí øàã.

Ïåðåñòàíîâêà

∀fan(n = card(a) & n− ÷èñëî & ïåðåñòàíîâêà(f, a) → Dom(f) = {1, . . . , n})

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçà-
òåëåì "áëîêïðîâåðîê", ïðîâåðÿåò êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà a.

Êîíå÷íûé íàáîð

Îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü êîíå÷íîãî íàáîðà - íà÷àëüíûé îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà îò
1 äî äëèíû íàáîðà.

Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê

Åñëè â êîíòåêñòå èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà îáëàñòü(f) = A, ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü íå
âõîäèò â A, òî ïðåîáðàçóåìîå íîðìàëèçàòîðîì âûðàæåíèå îáëàñòü(f) çàìåíÿåòñÿ íà
A.

Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîá-
ðàæåíèå"

∀fgh(f = λx(g(x), h(x)) → Dom(f) = setx(h(x)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé íîðìàëèçàòîðà. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü
â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íîðìàëèçàòîð èìååò êîììåíòàðèé "çíà÷åíèÿ". Åñòü ïðèìåðû, â
êîòîðûõ ïîäñòàíîâêà ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, èçâëå-
êàåìîãî èç îïèñàòåëÿ, íåöåëåñîîáðàçíà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∀fA(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, A) → Dom(f) = N)

Îòîáðàæåíèå

∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) → Dom(f) = A)

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

∀f (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) = Val(f))
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Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé

∀fg(Val(g) ⊆ Dom(f) → Dom(ïðîèçâåäåíèå(f, g)) = Dom(g))

Òðàíñïîçèöèÿ

∀ijk(Dom(òðàíñïîçèöèÿ(i, j, k)) = {1, . . . , k})

5.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "îáðàç"

Âûðàæåíèå "îáðàç(f A)" îáîçíà÷àåò îáðàç ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè f .

Îáðàç ïóñòîãî ìíîæåñòâà

∀a(îáðàç(a, ∅) = ∅)

Óñëîâèå ïóñòîòû îáðàçà

∀af (îáðàç(f, a) = ∅ ↔ a = ∅)

Ýòîò è ïðåäûäóùèé ïðèåìû âûïîëíÿþò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ; óðîâåíü èõ ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ îáðàçà

∀abf (îáðàç(f, a) ⊆ b ↔ ∀x(x ∈ a → f(x) ∈ b))

Ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïè-
ñàíèé, èñïîëüçóåìûõ â îòâåòå çàäà÷è. Óêàçàòåëü "êâàíòîðíàÿñâåðòêà" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ ñ ïîïûòêîé âûäåëåíèÿ ñâåðòûâàåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè èç
êâàíòîðà îáùíîñòè ïî ìíîãèì ïåðåìåííûì, à òàêæå èç êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ôèëüòð "êîììåíò(êâàíòîðíàÿñâåðòêà)" ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "êâàí-
òîðíàÿñâåðòêà", îçíà÷àþùåãî, ÷òî ðàíåå âûïîëíÿëîñü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êâàí-
òîðíîé ðàçâåðòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ñ îáðàçîì

∀abf (íåïåðåñåê(b, îáðàç(f, a)) ↔ ∀x(x ∈ a → ¬(f(x) ∈ b)))

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáðàçó

∀abf (∃x(a = f(x) & x ∈ b) ↔ a ∈ îáðàç(f, b))

Ýòîò ïðèåì èìååò íåáîëüøèå îòëè÷èÿ îò äâóõ ïðåäûäóùèõ. Âî-ïåðâûõ, ïîÿâëÿþòñÿ
äâà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ: ïðè íàëè÷èè öåëè "ðåäóöèðîâàíèå" (îáû÷íî
èñïîëüçóåìîé â ðàáîòå ñèñòåìû âûâîäà òåîðåì) óðîâåíü ðàâåí 2, èíà÷å - 0. Êðîìå
òîãî, â îòñóòñòâèè óêàçàííîé öåëè áëîêèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê êâàíòîðíûì
èìïëèêàöèÿì.
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Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáðàçó

∀abf (a ∈ îáðàç(f, b) ↔ ∃x(a = f(x) & x ∈ b))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðèíàäëåæíîñòè ëèáî îòðèöàíèþ ïðèíàäëåæíîñòè, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèì ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6
(ñëó÷àé îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè) ëèáî 7. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ êâàíòîð-
íàÿ èìïëèêàöèÿ, îò êîòîðîé ñðàçó æå óäàåòñÿ èçáàâèòüñÿ, ïåðåáðîñèâ åå àíòåöåäåíòû
â ïîñûëêè çàäà÷è. Âòîðîé ñëó÷àé ìåíåå ïðîñò - çäåñü ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ ê âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå.

Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "êâàíòîð-
íàÿñâåðòêà".

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáðàçó

Òåîðåìà òà æå, ÷òî ó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïàðàìåòðèçàöèÿ".
Ïðèíàäëåæíîñòü ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå; ëåâàÿ ÷àñòü a - íåèçâåñòíàÿ,
íå âõîäÿùàÿ â ïðàâóþ ÷àñòü. Çàäà÷à èìååò öåëü "ïðèìåð" ëèáî "ïàðàìåòðèçàöèÿ".
Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ ïðåäïðèíèìàåòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å,
è ïðè óñïåõå åå îòâåò âûäàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ òåêóùåé çàäà÷è.

Ïîäáîð ïðèìåðà

×òîáû ïîäáèðàòü ïðèìåð ìíîæåñòâà, îáðàç êîòîðîãî ïóñò, ñëóæèò ïðèåì, îñíîâàí-
íûé íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀ax(x = ∅ → îáðàç(a, x) = ∅)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî îòñóòñòâèå ïðî-
÷èõ óñëîâèé, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ a, êðîìå, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ "ìíîæåñòâî(a)".
×òîáû ñëåäèòü çà íàñòóïëåíèåì ìîìåíòà, êîãäà ýòî îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåíî, ââåäåí
óêàçàòåëü "íîâûé". Òîãäà ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áóäåò ïðîèñõîäèòü äàæå â
ñëó÷àå áîëüøîãî âåñà òåêóùåãî óñëîâèÿ - ïðè êàæäîì åãî âûõîäå èç "òåíåâîé çîíû"
ñêàíèðîâàíèÿ.

Îáðàç îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà

∀fx({f(x)} = îáðàç(f, {x}))
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îáðàç ïðè òîæäåñòâåííîì îòîáðàæåíèè

∀fA(∀x(x ∈ A → f(x)) → îáðàç(λx(x, f(x)), A) = A)

Ïåðåìåííàÿ f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé - îíà âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå".
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî.

Îáðàç ïðè êîíñòàíòíîì îòîáðàæåíèè

∀abP (îáðàç(λx(a, P (x)), b) = ({a} ïðè ∃y(y ∈ b & P (y)), èíà÷å ∅))
Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè. Ïðè ýòîì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.
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Óðàâíåíèÿ äëÿ îáðàçà

1. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ îáðàçà.
∀abf (b ⊆ ïðîîáðàç(f, a) ↔ îáðàç(f, b) ⊆ a)

Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ a, f - íå ñîäåðæàò. Ïðåîáðàçî-
âàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü - ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1 (â îñîáûõ
ñëó÷àÿõ ïîíèæàåòñÿ äî 0).

2. Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè âñåõ íåèçâåñòíûõ â îäíîì âûðàæåíèè.
∀abc(b ⊆ Dom(c) → îáðàç(c, b) ⊆ a ↔ b ⊆ ïðîîáðàç(c, a))

Âûðàæåíèÿ a, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íà-
ïðàâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíñîäåðæèòñÿ", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó ðàçðå-
øèòü åãî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Óñïåõ ýòîé ïîïûòêè ïðîâåðÿåòñÿ ôèëü-
òðîì "äëèíà(êîíòðîëüãëóáèíû)".

Îáðàç îáúåäèíåíèÿ

∀abcde(d = îáðàç(a, b) & e = îáðàç(a, c) → îáðàç(a, b ∪ c) = d ∪ e)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòû-
âàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìîáðàç". Ôèëüòðû "íå(âõîäèò(îáðàç õ4))", "íå(âõî-
äèò(îáðàç õ5))" ïðîâåðÿþò, ÷òî ïðè óïðîùåíèè óäàëîñü ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ îáðàçîâ. Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè îáúåäèíå-
íèÿ äàííûõ âûðàæåíèé íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîáúåäèíåíèå".

Ãðóïïèðîâêà îáðàçîâ ïðè íåèçâåñòíîì îòîáðàæåíèè

∀abc(îáðàç(c, a) ∪ îáðàç(c, b) = îáðàç(c, a ∪ b))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå;
âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò.

Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé äëÿ óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèÿ

∀c(c = îáðàç(a, b) → îáðàç(a, b) = c)

Àíòåöåäåíò ñëóæèò äëÿ îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ îáðàç(a, b) íîðìàëèçàòîðîì ïðèâå-
äåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå "ñòàíäîáúåäèíåíèå". Ôèëüòð "êîðî÷å(ðåçóëüòàò òåêâ-
õîæä)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïîñëå îáðàáîòêè ïîëó÷àåòñÿ áîëåå êîðîòêîå âûðàæåíèå. Áëî-
êèðóþòñÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ê ôðàãìåíòó âûðàæåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàöèé àëãåáðû ìíîæåñòâ - îáðàáàòûâàåòñÿ ëèøü ñàìî ýòî âûðàæåíèå.
×òîáû íå ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè ïîâòîðíîãî óïðîùåíèÿ ðåçóëüòàòà R, îí ñîõðà-
íÿåòñÿ â êîììåíòàðèè (ñòàíäîáúåäèíåíèå R).

Ñëåäñòâèå óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó è âêëþ÷åíèÿ åãî îáðàçà

∀abf (x ∈ a & îáðàç(f, a) ⊆ b → f(x) ∈ b)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî âûðàæåíèå f(x) âõîäèò â óñëîâèå ýòîé çàäà÷è, è âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå f(x) ∈ b.
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Âûäåëåíèå âíåøíåé îäíîìåñòíîé îïåðàöèè

Ñëåäóþùèé ïðèåì íàõîäèò îáðàç ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè, ïîëó÷åííîì ïîñëå-
äîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îòîáðàæåíèé g è f :
∀fghAB(B = îáðàç(λx(g(x), h(x)), A) → îáðàç(λx(f(g(x)), h(x)), A) = îáðàç(λx(f(x),
îäç(f(x))), B))

Îòîáðàæåíèå f èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ â ôîðìóëå, çàäàþùåé ñî-
ñòàâíîå îòîáðàæåíèå. Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü ìíîãîìåñòíîé, îäíàêî ëèøü åäèí-
ñòâåííûé åå îïåðàíä T äîëæåí ñîäåðæàòü ïåðåìåííóþ x. ×òîáû ïîëó÷èòü âûðà-
æåíèå, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå f(x), äàííûé îïåðàíä çàìåíÿåòñÿ íà ïåðåìåííóþ x.
Òàêîé ðåæèì èäåíòèôèêàöèè çàäàåòñÿ óêàçàòåëåì "âíåøôóíêöèÿ(õ6 õ23)". Àíòåöå-
äåíò îïðåäåëÿåò îáðàç B ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè g. Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîáðàç". Ôèëüòð "íå(âõîäèò(îáðàç õ27))" ïðîâåðÿ-
åò, ÷òî óäàëîñü íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ B. Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(çíà÷åíèå(õ7
õ23)õ23))" áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà â âûðîæäåííîì ñëó÷àå òîæäåñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ g: çäåñü ìîãëî áû âîçíèêíóòü çàöèêëèâàíèå.

Îïðåäåëåíèå îáðàçà ïóòåì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå

×òîáû íàéòè îáðàç ìíîæåñòâà a ïðè îòîáðàæåíèè f , ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ÿâíî ðàç-
ðåøèòü óðàâíåíèå y = f(x), x ∈ a ñ íåèçâåñòíîé x è ïàðàìåòðîì y, è äàëåå èçâëå÷ü
èç îòâåòà óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ x. Ïðèåì, ðåàëèçóþùèé ýòè äåéñòâèÿ, èìååò
ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀fgaP ((x ∈ a & g(x) & y = f(x) & y−÷èñëî) = P (x, y) & f(x)−÷èñëî→ îáðàç(λx(f(x), g(x)), a) =
sety(∃x(P (x, y))))

Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óêàçàííîå âûøå óðàâíåíèå.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé ìàêñèìàëüíûé
óðîâåíü 6. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü".
"íåèçâåñòíûå x", "ïàðàìåòðû x". Îòâåò çàäà÷è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ôóíêöèîíàëü-
íîé ïåðåìåííîé P (x, y). ßâíàÿ ðàçðåøåííîñòü óòâåðæäåíèÿ P (x, y) îòíîñèòåëüíî x
îáåñïå÷èò âîçìîæíîñòü ïîñëåäóþùåãî èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â óòâåð-
æäåíèè ∃x(P (x, y)). Óêàçàòåëü "ñìðàâíî(ôèêñ(0 1 1))" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå(. . .)" â òîì ñëó÷àå, åñëè îí íå ðàñïîëîæåí íåïîñðåäñòâåí-
íî ïîä ñèìâîëîì "îáðàç", à âûíåñåí â îòäåëüíîå ðàâåíñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå
y − ÷èñëî äîáàâëåíî âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å áëàãîäàðÿ âòîðîìó àíòåöåäåíòó, îá-
ðàáàòûâàåìîìó ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü äåéñòâèÿ ïðèåìà
îãðàíè÷åíà ëèøü ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè. Ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî óïðàæíåíèÿ îáîáùèòü ïðèåì, ðàñïðîñòðàíèâ åãî íà ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíûì
òèïîì çíà÷åíèé.

Îáðàç ïðîìåæóòêà

Äëÿ îñíîâíûõ îïåðàöèé ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû ïðèâåäåíû ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå
íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿòü îáðàç ïðîìåæóòêà. Íàïðèìåð, äëÿ óìíîæåíèÿ:
∀abcdef (0 < a → îáðàç(λx(ax, f(x)), [b, c]) = [ab, ac])

Õîòÿ â ôîðìóëüíîé ïðîðèñîâêå óêàçàí çàìêíóòûé ïðîìåæóòîê [b, c], â äåéñòâèòåëü-
íîñòè òåîðåìà ïðèåìà ïðåäóñìàòðèâàåò ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àè äëÿ ãðàíèöû ïðîìå-
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æóòêà. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïåðåéäÿ ê òåêñòîâîé ïðîðèñîâêå. Çäåñü òåðì äëÿ
ïðîìåæóòêà èìååò âèä "ïðîìåæóòîê(õ2 õ3 õ4 õ5)".

Íîðìàëèçàòîð "íîðìîáðàç"

Íîðìàëèçàòîð âêëþ÷àåò ðÿä ïðèâåäåííûõ âûøå ïðîñòûõ ïðèåìîâ íàõîæäåíèÿ îá-
ðàçà (â ÷àñòíîñòè, â íåì ïðîäóáëèðîâàíû ïðèåìû îïðåäåëåíèÿ îáðàçà ïðîìåæóòêà).

Óñìîòðåíèå îòîáðàæåíèÿ "íà" èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè è ðàâåíñòâà êî-
íå÷íûõ ìîùíîñòåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèÿ

∀ABf (cardA = cardB & êîíå÷íîå(A) &Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) →
îáðàç(f, A) = B)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðî÷èå - èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Óñìîòðåíèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè èç ðàâåíñòâà êîíå÷íûõ ìîùíîñòåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèÿ

∀fABC(cardA − cardC = 0 & êîíå÷íîå(A) → Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & îáðàç(f, A) =
C ↔ Îòîáðàæåíèå(f, A,C) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", âòîðîé - "áëîêïðîâåðîê".

Îáðàç ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêè

∀ABft(îáðàç(λx(f(x), A(x)), sety(∃z(y = t(z) & B(z)))) = setx(∃z(x = f(t(z)) & B(z)
& A(t(z)))))

5.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñëîé"

×òîáû îòëè÷àòü ïðîîáðàç ýëåìåíòà a ïðè îòîáðàæåíèè f îò ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà,
äëÿ íåãî ââåäåíî ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå "ñëîé(f a)"

Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîîáðàçó ýëåìåíòà

Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîîáðàçó ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèåì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀abx(x ∈ ñëîé(f, a) ↔ a = f(x))

Çàìåíà áëîêèðóåòñÿ ëèøü äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ó êîòîðîãî f ëèáî x
ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ïóñòîòû ïðîîáðàçà ýëåìåíòà

∀af (ñëîé(f, a) = ∅ ↔ ∀x(¬(a = f(x))))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî îíî
áëîêèðóåòñÿ.
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Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ðàâåíñòâà ïðîîáðàçó ýëåìåíòà

∀abf (b− set→ b = ñëîé(f, a) ↔ ∀x(a = f(x) ↔ x ∈ b))

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ â ïðîîáðàç ýëåìåíòà

∀abf (b ⊆ ñëîé(f, a) ↔ ∀x(x ∈ b → a = f(x)))

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ ïðîîáðàçà ýëåìåíòà

∀abf (ñëîé(f, a) ⊆ b ↔ ∀x(a = f(x) → x ∈ b))

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ðàçëè÷èÿ ìíîæåñòâà è ïðîîáðàçà ýëåìåíòà

∀abf (b− set→ ¬(b = ñëîé(f, a)) ↔ ∃x(¬(a = f(x) ↔ x ∈ b)))

Ýòîò è ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà èìåþò çàãîëîâîê "ïàðàìåòðèçàöèÿ".

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå óñëîâèÿ íåïóñòîòû ïðîîáðàçà ýëåìåíòà

∀af (¬(ñëîé(f, a) = ∅) ↔ ∃x(a = f(x)))

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå óñëîâèÿ íåâêëþ÷åíèÿ ïðîîáðàçà ýëåìåíòà

∀abf (¬(ñëîé(f, a) ⊆ b) ↔ ∃x(a = f(x) & ¬(x ∈ b)))

Ñëó÷àé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

Â ñëó÷àå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîãî
ýëåìåíòà ïðîîáðàçó èçâåñòíîãî ýëåìåíòà ïðè èçâåñòíîì îòîáðàæåíèè ïåðåôîðìóëè-
ðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ôóíêöèè:
∀bxf (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & b ∈ Val(f) → x ∈ ñëîé(f, b) ↔ x = îáðôóíêöèÿ(f)(b))

5.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðîîáðàç"

Ïîñðåäñòâîì "ïðîîáðàç(f A)" îáîçíà÷àåòñÿ ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè
f .

Ïðîîáðàç ïóñòîãî ìíîæåñòâà

∀a(ïðîîáðàç(a, ∅) = ∅)

Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîîáðàçó

∀afx(x ∈ ïðîîáðàç(f, a) ↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ äëÿ óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ó êîòîðûõ f ëèáî x
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå.
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Âêëþ÷åíèå ïðîîáðàçà â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

∀ab(ïðîîáðàç(b, a) ⊆ Dom(b))

Ïðèåì çàìåíÿåò âêëþ÷åíèÿ óêàçàííîãî âèäà íà êîíñòàíòó "èñòèíà".

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ ïðîîáðàçà

∀abf (ïðîîáðàç(f, a) ⊆ b ↔ ∀x(x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a → x ∈ b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ôèëüòðû è óêàçàòåëè - ñòàíäàðòíûå äëÿ ïðèåìîâ
êâàíòîðíîé ñâåðòêè.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå ðàâåíñòâà ïðîîáðàçó

∀abf (b− set→ b = ïðîîáðàç(f, a) ↔ ∀x(x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a ↔ x ∈ b))

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîîáðàçîì

∀abf (íåïåðåñåê(b, ïðîîáðàç(f, a)) ↔ ∀x(x ∈ b & x ∈ Dom(f) → ¬(f(x) ∈ a)))

Ñâåðòêà â ïðèíàäëåæíîñòü ïðîîáðàçó ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

∀afx(x ∈ ïðîîáðàç(f, a) ↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îáå îíè
ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèÿì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îäíà, ñ çàãîëîâêîì "ïåðâûéòåðì",
ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñâåðòêè êîíúþíêöèè, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè îäíîãî óñëîâèÿ.
Äðóãàÿ, ñ çàãîëîâêîì "çàìåíàóñëîâèÿ(ïåðâûéòåðì)", ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì ðàçëè÷-
íûì óñëîâèÿì è çàìåíÿåò èõ íà îäíî íîâîå óñëîâèå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàòðàãèâàåìûå
ïðèåìîì óòâåðæäåíèÿ íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à çàäà÷à èìååò öåëè, îïðåäåëÿþùèå
òåíäåíöèþ ê êîìïàêòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêå óñëîâèé.

Ïîäáîð ïðèìåðà

∀ax(x = ∅ → ïðîîáðàç(a, x) = ∅)

Ïðèåì ïîäáèðàåò çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé x çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðè-
ìåð". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà íåèçâåñòíàÿ íå èìååò âõîæäåíèé â äðóãèå óñëîâèÿ,
êðîìå, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ "ìíîæåñòâî(x)".

Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, ñîäåðæàùèõ
ïðîîáðàç

Ñëåäóþùèå ïðèåìû ïîçâîëÿþò âûïîëíÿòü ãðóïïèðîâêó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ:
∀abc(ïðîîáðàç(c, a) ∪ ïðîîáðàç(c, b) = ïðîîáðàç(c, a ∪ b))

∀abc(ïðîîáðàç(c, a) ∩ ïðîîáðàç(c, b) = ïðîîáðàç(c, a ∩ b))

∀abc(ïðîîáðàç(a, c) \ ïðîîáðàç(a, b) = ïðîîáðàç(a, c \ b))

Âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî; âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè (â ïåðâûõ
äâóõ ïðèåìàõ - c, â òðåòüåì - a) ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à ïðî÷èå âûðàæåíèÿ - íå
ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ â ïðîîáðàç

∀abf (b ⊆ Dom(f) → b ⊆ ïðîîáðàç(f, a) ↔ îáðàç(f, b) ⊆ a)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Âûðàæåíèÿ f, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ, à âûðàæåíèå a - ñîäåðæèò.

Óñìîòðåíèå ïðîîáðàçà

∀fA(setx(x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ A) = ïðîîáðàç(f, A))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Êàêèå-
ëèáî îãðàíè÷åíèÿ îòñóòñòâóþò.

Ñâåðòêà â ïðîîáðàç ïåðåñå÷åíèÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

∀aeg(ïðîîáðàç(g, a) ∩ ïðîîáðàç(g, e) = ïðîîáðàç(g, a ∩ e))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà
îïèñàíèå ëèáî óïðîùåíèè îòâåòà òàêîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîãî â åå áëîêå àíàëèçà.

Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âèäó îáúåäèíåíèÿ ïåðåñå÷åíèé äëÿ óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèÿ

∀abc(c = ïðîîáðàç(a, b) → ïðîîáðàç(a, b) = c)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ïîñëåäîâàòåëüíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "ñòàíäîáú-
åäèíåíèå", "ãðóïïìíîæåñòâî", "ñâåðòêà", êîòîðûå ñíà÷àëà ïðåîáðàçóþò ïðîîáðàç ê
âèäó îáúåäèíåíèÿ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé, à çàòåì âûïîëíÿþò îáðàòíóþ ñâåðòêó.
Ôèëüòð "êîðî÷å(ðåçóëüòàò òåêâõîæä)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïðè ýòîì äîñòèãàåòñÿ óìåíü-
øåíèå äëèíû âûðàæåíèÿ. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(îïåðàíä(õ4 òåêâõîæä)ñèìâîë(õ4 îáú-
åäèíåíèå ïåðåñå÷åíèå ðàçíîñòü ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå)))" îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíåíèå ïðè-
åìà ëèøü ê ìàêñèìàëüíûì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ïîäâûðàæåíèÿì.

Íåïóñòîòà ïðîîáðàçà

∀fAb(f(b) ∈ A → ¬(ïðîîáðàç(f, A) = ∅))

Ïðèåì çàìåíÿåò ðàâåíñòâî ïðîîáðàçà ïóñòîìó ìíîæåñòâó íà êîíñòàíòó "ëîæü".

Óñìîòðåíèå ïóñòîãî ïðîîáðàçà

∀af (íåïåðåñåê(a,Val(f)) → ïðîîáðàç(f, a) = ∅)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Òàê êàê âåðîÿòíîñòü åãî èñòèííî-
ñòè íåâåëèêà, ââåäåí óêàçàòåëü "ëèìèò(20000)", ñòðîãî ëèìèòèðóþùèé òðóäîåìêîñòü
ïðîâåðêè.

5.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðîîáð"

Äëÿ ïðîîáðàçà ýëåìåíòà ââåäåí åùå îäèí ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Ïîòðåáíîñòü â íåì
âîçíèêàåò äëÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, êîãäà ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðå-
îáðàçóåìûõ â äàííûé ýëåìåíò, ñâîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ýòî åäèíñòâåí-
íîå çíà÷åíèå, îòîáðàæàåìîå ïîñðåäñòâîì f â ýëåìåíò a, îáîçíà÷àåòñÿ "ïðîîáð(f a)".
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Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî âûðàæåíèå "ïðîîáð(f a)" èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîãî f . Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ î åãî çíà÷åíèè íè÷åãî íå èçâåñòíî. Äëÿ ñèìâîëà
"ïðîîáð" ââåäåíî ñîâñåì íåìíîãî ïðèåìîâ, òàê êàê îí âîçíèêàë â çàäà÷àõ ðåäêî.

Ðàâåíñòâî ïðîîáðàçó ýëåìåíòà

∀afx(x = ïðîîáð(f, a) ↔ a = f(x))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî è áëîêèðóåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, åñëè îäíî èç âûðàæåíèé f ,x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.

Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíîãî ýëåìåíòà ïî åãî îáðàçó

∀fxa(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → a = f(x) ↔ x = ïðîîáð(f, a))

Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, f - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ïðèìåð", òî óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ óâåëè÷åí äî 4, èíà÷å îí ðàâåí 0.

Îáðàç ïðîîáðàçà

∀fa(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & a ∈ Val(f) → f(ïðîîáð(f, a)) = a)

5.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "âçàèìíîîäíîçíà÷íî"

Ïðåäèêàò "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)" èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñâîéñòâà èíúåê-
òèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f (â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà-
÷åíèÿ).

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â óñëîâèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè

∀f (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) ↔ ∀xy(f(x) = f(y) & x ∈ Dom(f) & y ∈ Dom(f) → x = y))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0; óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè - òàêèå æå, êàê ó äðóãèõ
ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïðèåìîâ êâàíòîðíîé ñâåðòêè.

Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè

Òåîðåìà ïðèåìà áåðåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Îäíàêî, ïðèåìîâ ñ ýòîé òåîðåìîé
äâà: îäèí - äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, äðóãîé - äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî âûñîêèå - 6 ëèáî 7 äëÿ
çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è 5 äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå.

Óñìîòðåíèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè èç ïóñòîòû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

∀a(Dom(a) = ∅ → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(a))

Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ïðèåì, çàìåíÿ-
þùèé óòâåðæäåíèå "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ïóñòîåñëîâî)" íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
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Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

∀P (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λx(x, P (x))))

Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)" äåëàåò âîçìîæíûì óñìîòðåíèå âçàèìíîé îäíî-
çíà÷íîñòè òîæäåñòâåííûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ êàê îäíîìåñòíûì, òàê è ìíîãîìåñò-
íûì îïèñàòåëÿìè "îòîáðàæåíèå".

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð

Äëÿ ïðîâåðêè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ââåäåí ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâçàèìíî-
îäíîçíà÷íî". Îáðàùåíèå ê íåìó îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèåìîì, ñðàáàòûâàþùèì íà óðîâíå
1 ïðè óñìîòðåíèè âõîæäåíèÿ ñèìâîëà "âçàèìíîîäíîçíà÷íî". Â ïðîâåðî÷íîì îïåðà-
òîðå ïðåäóñìîòðåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ïóñòîå îòîáðàæåíèå - "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ïóñòîåñëîâî)".
2. Ïðîâåðêà âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè íàáîðà. Øàã èíäóêöèè ïî äëèíå íàáîðà âû-

ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀ab(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(b) & ¬(a ∈ {; b}) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ïðåôèêñ(a, b)))

Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
3. Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ïåðåñòàíîâêè.
∀fA(ïåðåñòàíîâêà(f, A) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))

4. Ïîäíàáîð ðàçìåùåíèÿ. Åñëè â íàáîðå ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ âûäåëÿåò-
ñÿ ïîäíàáîð, òî åãî ýëåìåíòû òîæå ïîïàðíî ðàçëè÷íû:
∀anAmb(ðàçìåùåíèå(a, n, A) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → b(i) ∈ {1, . . . , n}) & âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî(λi(b(i), i ∈ {1, . . . ,m})) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λi(a(b(i)), i ∈ {1, . . . ,
m})))
Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà(ôèêñ(2)ôèêñ(3 1)ôèêñ(0 1))" è "îòîáðàæåíèå(õ2)" îïðå-
äåëÿþò ñëåäóþùèé ïîðÿäîê èäåíòèôèêàöèè. Ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå èìååò
âèä "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(íàáîð(çíà÷åíèå(a b(1)), ...,çíà÷åíèå(a b(m))))". Òàêèì
îáðàçîì, b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì òåðìîâ äëèíû m. Äàëåå âòîðîé àíòå-
öåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàåò, ÷òî âñå b(i)
ñóòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Íàêîíåö, òðåòèé àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîâåðêå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè íàáîðà b.

5. Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.
∀ab(¬(a = 0) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λx(ax + b, A(x))))

6. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.
∀f (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(îáðôóíêöèÿ(f)))

7. Ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé.
∀fg(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(g) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ïðî-
èçâåäåíèå(f, g)))

8. Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü òðàíñïîçèöèè.
∀ijk(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(òðàíñïîçèöèÿ(i, j, k)))
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9. Óñìîòðåíèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ÷èñëîâîé ôóíêöèè, çàäàííîé òàáëèöåé.
∀abn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → b(i)−÷èñëî) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & ¬(i =
j) → ¬(b(i) − b(j) = 0)) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈
{1, . . . , n})}))
Ïðèåì ïðîâåðÿåò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè - ÷èñëà, è äàëåå äëÿ ïðîâåðêè ðàç-
ëè÷èÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïðèìåíÿåò ê ïîïàðíûì ðàçíîñòÿì îïåðàòîð "óñìíå0". Óêà-
çàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 1 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ íàáîðîâ a(1), . . . ,
a(n), b(1), . . . , b(n); óêàçàòåëü "áëîêïðîâåðîê(1 2)" - ïðèìåíåíèå ïðîâåðî÷íûõ
îïåðàòîðîâ äëÿ ñåðèéíûõ ïðîâåðîê, çàäàâàåìûõ àíòåöåäåíòàìè.

Ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ìíîæå-
ñòâî A â ìíîæåñòâî B, çàìåíÿåòñÿ íà óñëîâèå ðàâåíñòâà ìîùíîñòåé ýòèõ ìíîæåñòâ:
∀AB(∃f (f − ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & Dom(f) = A & Val(f) = B) ↔
cardA = cardB)

Óêàçàòåëü "êâàíòîðíàÿñâåðòêà" óñèëèâàåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà (ó÷èòûâàþòñÿ
êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ; äîïóñêàåòñÿ ãðóïïèðîâêà ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé ïî
ðàññìàòðèâàåìîé ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè).

Ðàâåíñòâî îáðàçîâ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

Åñëè äàíû äâà âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèÿ, èìåþùèå îäèíàêîâûå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ è îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, òî ðàâåíñòâî èõ çíà÷åíèé â òî÷êå a
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó îáðàçîâ äîïîëíåíèé òî÷êè a äî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:
∀fgAa(Dom(f) = Dom(g) & Val(f) = Val(g) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî(g) & Dom(f) \ A = {a} → îáðàç(f, A) = îáðàç(g, A) ↔ f(a) = g(a))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; ïðî÷èå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð".

5.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "Îòîáðàæåíèå"

Óòâåðæäåíèå "Îòîáðàæåíèå(f A B)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ êîòîðîé ðàâíà A, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñîäåðæèòñÿ â B. Â ïðèâîäèìûõ
äàëåå ïðèåìàõ àíòåöåäåíò "Îòîáðàæåíèå(. . .)" îáû÷íî áåðåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç
êîíòåêñòà.

Óñìîòðåíèå îáùåé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè

Åñëè â êîíòåêñòå óòâåðæäåíèÿ "ôóíêöèÿ(f)" ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå "Îòîáðàæå-
íèå(f A B)", òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Àíàëîãè÷-
íî, åñëè óòâåðæäåíèå "Îòîáðàæåíèå(f A B)" âñòðå÷àåòñÿ â êîíòåêñòå âûðàæåíèÿ
Dom(f), òî ïîñëåäíåå çàìåíÿåòñÿ íà A.
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Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò ýëåìåíòà, íå âõîäÿùåãî â åå
îáëàñòü çíà÷åíèé

∀fABac(a ∈ A & Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & ¬(c ∈ B) → ¬(f(a) = c))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ñâåðòêà ëèáî ðàçâåðòêà ïî îïðåäåëåíèþ

Äëÿ ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ óòâåðæäåíèÿ "Îòîáðàæåíèå(. . .)" ñîçäàí ïðèåì,
èìåþùèé ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) ↔ A = Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & îáðàç(f,Dom(f)) ⊆ B)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå; ëèáî A, ëèáî B ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, à f - íå ñîäåðæèò. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü öåëè "ìîùíîñòü", óêàçûâàþùåé
íà íàëè÷èå âíåøíåé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà. Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå ðàñøèôðîâêà óòâåðæäåíèÿ "Îòîáðàæåíèå(. . .)" íåæåëàòåëüíà, òàê êàê äëÿ ýòî-
ãî óòâåðæäåíèÿ ñîçäàíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî êîìáèíàòîðíûõ ïðèåìîâ. Ïðèåì
ñâåðòêè ïî îïðåäåëåíèÿì èìååò íåñêîëüêî èçìåíåííóþ òåîðåìó:
∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) ↔ A = Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & îáðàç(f, A) ⊆ B)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ
âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ

Â ðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ñâÿçêà", ò.å. âûïîëíÿ-
þùèõ èñêëþ÷åíèå íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé.

1. Ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ â íåïóñòîå ìíîæåñòâî.
∀AB(a− set & B − set & ¬(B = ∅) → ∃f (Îòîáðàæåíèå(f, A,B)) ↔ èñòèíà)

2. Ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå.
∀AB(A− set & B − set→ ∃f (Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)) ↔
cardA ≤ cardB)

3. Ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ ñ çàäàííîé ìîùíîñòüþ ïðîîáðàçà ýëåìåíòà.
∀ABbn(b ∈ B → ∃f (Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & card(ñëîé(f, b)) = n) ↔ n ≤ cardA)

4. Ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ, îòëè÷íîãî îò çàäàííîãî.
∀ABf (¬(A = ∅) → ∃g(Îòîáðàæåíèå(g, A, B) & ¬(g = f)))

Ïóñòîé ïðîîáðàç ýëåìåíòà èç îáëàñòè çíà÷åíèé

Ïóñòîòà ïðîîáðàçà ýëåìåíòà ïîçâîëÿåò ñóçèòü îáëàñòü çíà÷åíèé, óêàçàííóþ â óòâåð-
æäåíèè "Îòîáðàæåíèå(. . .)":
∀fABb(b ∈ B → Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & ñëîé(f, b) = ∅ ↔ Îòîáðàæåíèå(f, A,B \ {b}))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà: îäíà ïðåîáðàçóåò êîíúþíêöèþ, äðóãàÿ - äâà ðàçëè÷íûõ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå.
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Ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ ñ îäíîýëåìåíòíîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé

Åñëè îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ îäíîýëåìåíòíà, òî ïðîîáðàç åäèíñòâåííîãî ýëå-
ìåíòà ýòîé îáëàñòè ðàâåí îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:
∀fAb(Îòîáðàæåíèå(f, A, {b} → ñëîé(f, b) = A)

Óñìîòðåíèå îòîáðàæåíèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå

∀fAB(f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & Val(f) ⊆ B ↔ Îòîáðàæåíèå(f, A,B))

Ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Îäèí èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíúþíêöèè, ðàñïîëîæåííîé ïîä
îïèñàòåëåì "êëàññ", ïðè÷åì f - ïåðåìåííàÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ýòîãî îïèñàòåëÿ.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ òèïè÷íà äëÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê
ãðóïïå óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Çäåñü f - íåèçâåñòíàÿ; A, B èçâåñòíû.

Ñóæåíèå îáëàñòè çíà÷åíèé

Åñëè ÿâíî óêàçàí îáðàç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ îáëàñòè
çíà÷åíèé:
∀ABC(C ⊆ B & îáðàç(f, A) = C → Îòîáðàæåíèå(f, A,B) ↔ Îòîáðàæåíèå(f, A,C))

Ôèëüòð "íå(ðàâíî(õ27 õ28))" áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà, åñëè òåðìû B, C ñîâïà-
äàþò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Óñìîòðåíèå êîíñòàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ

Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ îäíî-
ýëåìåíòíî, òî óòâåðæäåíèå "Îòîáðàæåíèå(f A B)" çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé:
∀ABf (card(îáðàç(f, A)) = 1 → Îòîáðàæåíèå(f, A,B) ↔ ∃b(b ∈ B & f = êîíñò(A,
b)))

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ

∀ABfc(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & c ∈ A → f(c) ∈ B)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ
èç êîíòåêñòà ñðàáàòûâàíèÿ; âòîðîé - ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî.

Îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà â ñåáÿ

∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,Dom(f)) ↔ Îòîáðàæåíèå(f, A,A))

Óñëîâèå ðàçëè÷èÿ ôóíêöèé

∀fgAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & Îòîáðàæåíèå(g, A, B) & ¬(f = g) → ∃a(a ∈ A & ¬(
f(a) = g(a))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå äëÿ
ðàñøèôðîâêè óñëîâèÿ ðàçëè÷èÿ äâóõ îòîáðàæåíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ
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f, g íå èìåþò íåèçâåñòíûõ. Âñå àíòåöåäåíòû ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê. Ïîñëå âû-
âîäà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ áóäåò ñðàáàòûâàòü ïðèåì, óñòðàíÿþùèé ýòîò êâàíòîð
è ââîäÿùèé â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðóþ òî÷êó a, íà êîòîðîé çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèé
ðàçëè÷àþòñÿ.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè åäèíñòâåííûì óñëîâèåì íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ f ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå
"Îòîáðàæåíèå(f A B)", òî ýòî óòâåðæäåíèå áåðåòñÿ êàê îòâåò çàäà÷è.

5.10 Ïðèåìû ñèìâîëà "äîîïðåäåëåíèå"

Ðåçóëüòàò äîîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f çíà÷åíèåì a íà ìíîæåñòâå M , íå ïåðåñåêàþ-
ùåìñÿ ñ åå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷àåòñÿ "äîîïðåäåëåíèå(f M a)".

Îáëàñòü äîîïðåäåëåíèÿ

∀fab(Dom(äîîïðåäåëåíèå(f, a, b)) = Dom(f) ∪ a)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0 áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.

Çíà÷åíèå äîîïðåäåëåíèÿ

∀abcd(äîîïðåäåëåíèå(a, b, c)(d) = (a(d) ïðè d ∈ Dom(a), èíà÷å c))

Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâàðèàíò"; åãî ïîäâûðà-
æåíèå Dom(a) óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé
äî óðîâíÿ 3. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè óïðîùàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðèíàäëå-
æèò".

Ïðîîáðàç äîîïðåäåëåíèÿ

Åñëè òî çíà÷åíèå b, êîòîðûì äîîïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, íå ïðèíàäëåæèò åå èñõîäíîìó
ìíîæåñòâó çíà÷åíèé, òî ïðîîáðàç â òî÷êå b îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀fabAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & ¬(b ∈ B) → ñëîé(äîîïðåäåëåíèå(f, a, b), b) = a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò çäåñü îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè òî÷êà, â
êîòîðîé áåðåòñÿ ïðîîáðàç, îòëè÷àåòñÿ îò íîâîãî çíà÷åíèÿ, òî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé
ïðèåì:
∀fabc(¬(b = c) → ñëîé(äîîïðåäåëåíèå(f, a, b), c) = ñëîé(f, c))

Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî.

Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü äîîïðåäåëåíèÿ

Åñëè ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì äîîïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, îäíîýëåìåíòíî, òî äîîïðåäå-
ëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Óñëîâèå åãî âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè
ñâîäèòñÿ ê âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè èñõîäíîé ôóíêöèè ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
∀fabAB(¬(a ∈ A) & ¬(b ∈ B) & Îòîáðàæåíèå(f, A,B) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(äîîï-
ðåäåëåíèå(f, {a}, b)) ↔ âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))
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∀fABab(¬(a ∈ A) → Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(äîîïðåäåëåíèå(f,
{a}, b)) ↔ âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & Îòîáðàæåíèå(f, A,B \ {b}))

Ââîä íåèçâåñòíîé äëÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ â çàäàííîé òî÷êå

Åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå ôèãóðèðóåò çíà÷åíèå f(a) íåèçâåñòíîãî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f , íå ñâÿçàííîå âíåøíèì êâàíòîðîì èëè îïèñàòåëåì ïî
ïåðåìåííûì âûðàæåíèÿ a, òî f ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê äîîïðåäåëåíèå â òî÷êå a íåêî-
òîðîãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ïîäîòîáðàæåíèÿ g. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñëåäóþùèì ïðè-
åìàì ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ íåèçâåñòíóþ äëÿ f(a) è àíàëèçèðîâàòü åå íåçàâèñèìî
îò îòîáðàæåíèÿ g.
∀fABa(a ∈ A → Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) ↔ ∃bg(b ∈ B & Îòî-
áðàæåíèå(g, A\{a}, B\{b}) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(g) & f = äîîïðåäåëåíèå(g, {a}, b)))

Ôàêòè÷åñêè ïðèåì ââîäèò ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ íåèçâåñòíîãî îòîáðàæåíèÿ
f ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå g è çíà÷åíèå b â òî÷êå a. Âûðàæåíèå a èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "êîíòåêñò(óñëîâèå(õ3)ïîçèöèÿ(õ4 õ3)ñâîáîïåðàíä
(õ4) âèä(õ4 çíà÷åíèå(õ6 õ1)))", ò.å. èç íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ â óñëîâèÿ çàäà÷è âûðà-
æåíèÿ "çíà÷åíèå(f a)", íå ñâÿçàííîãî âíåøíèì êâàíòîðîì èëè îïèñàòåëåì.

5.11 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïóñòîåñëîâî"

Ñèìâîë "ïóñòîåñëîâî" îáîçíà÷àåò íàáîð íóëåâîé äëèíû, ò.å. ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ
íà ïóñòîì ìíîæåñòâå. Ïðèâîäèìûå äàëåå äâà ïðèåìà âûïîëíÿþò îáùóþ ñòàíäàðòè-
çàöèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê ýòîìó ñèìâîëó. Îíè ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0.

Îòîáðàæåíèå ñ ïóñòîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

∀fa(Îòîáðàæåíèå(f, ∅, a) ↔ f = ïóñòîåñëîâî

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïóñòîãî íàáîðà

Val(ïóñòîåñëîâî) = ∅

5.12 Ïðèåìû ñèìâîëà "çíà÷åíèÿ"

Âûðàæåíèå "çíà÷åíèÿ(f)" (â ôîðìóëüíîé ïðîðèñîâêå - Val(f)) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèåé f íà åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

∀f (f −ôóíêöèÿ→ îáðàç(f,Dom(f)) = Val(f))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ ñëó÷àÿ íàáîðîâ ââåäåíà åùå îäíà âåðñèÿ
äàííîãî ïðèåìà:
∀fnA(êîðòåæ(f, n, A) → îáðàç(f, {1, . . . , n}) = Val(f))
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Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè íóæíî ðåøèòü âñïî-
ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå. Îáðàùåíèå ê íåé ðåàëèçîâàíî â ñëåäóþùåì ïðèåìå:
∀fga(a = sety(∃x(g(x) & y − ÷èñëî & y = f(x))) → Val(λx(f(x), g(x))) = a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé a
èñêîìîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíÿåìûõ íîðìàëèçàòîðîâ. Ïåðâûé íîðìàëèçàòîð - âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå, ðàçðåøàþùàÿ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé x. Âòîðîé íîðìàëèçàòîð - âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå,
óïðîùàþùàÿ ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå "êëàññ(. . .)".

Ðàñøèôðîâêà ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó çíà÷åíèé

Äëÿ òàêîé ðàñøèôðîâêè ïðåäóñìîòðåíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ, â çàâèñèìîñòè îò òèïà
ôóíêöèè è ñïîñîáà åå çàäàíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå",
òî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀fgy(y ∈ Val(λx(f(x), g(x))) ↔ ∃x(y = f(x) & g(x)))

Óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâíî ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî x, êàê
è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Â ñëó÷àå ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Çäåñü
èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïðèåì, àíàëîãè÷íûé ïðèâåäåííîìó âûøå, íî èìåþùèé â êîí-
ñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí "y − ÷èñëî". Îäíàêî, è îí ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü äëÿ
ðàñøèôðîâêè óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè, ÿâëÿþùèõñÿ àíòåöåäåíòàìè êâàíòîðíûõ èì-
ïëèêàöèé. Åùå äâà ïðèåìà, íî óæå áåç îáðàáîòêè âñïîìîãàòåëüíûè çàäà÷àìè, ïðè-
ìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íàáîðîâ:
∀fab(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, b) → a ∈ Val(f) ↔ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & a = f(n)))

∀xan(a− ñëîâî & n = l(a) → x ∈ Val(a) ↔ ∃i(i ∈ {1, . . . , n} & x = a(i)))

Ðàñøèôðîâêà âêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðàñøèôðîâêå, ïðåäñòâëÿåòñÿ â âèäå îò-
ðèöàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ:
∀afg(a ⊆ Val(λx(f(x), g(x))) ↔ ¬(∃y(y ∈ a & ¬(∃x(y = f(x) & g(x))))))

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò îáðàòèòüñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå,
ðàçðåøàþùåé ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå êâàíòîðà ∃y îòíîñèòåëüíî y. Äðóãàÿ âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøàåò îòíîñèòåëüíî x ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå êâàíòîðà
∃x. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âû-
ðàæåíèå Val(. . .) ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûå.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íàáîðà

Êîíå÷íûé íàáîð a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå
íàòóðàëüíîãî ðÿäà. ×òîáû ïîëó÷èòü åå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü
ê a îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ "ïåðå÷åíü":
∀a(Val(a) = {; a})
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Ïðîîáðàç íàäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

Òàêîé ïðîîáðàç ðàâåí îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:
∀af (Val(f) ⊆ a → ïðîîáðàç(f, a) = Dom(f))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ñ çàäàííûìè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ è ìíîæå-
ñòâîì çíà÷åíèé

∀AB(∃f (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = a & Val(f) = B) ↔ cardB ≤ cardA)

Íîðìàëèçàòîð "íîðìçíà÷åíèÿ"

Â ðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.
Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè, îáðàòíîé ê äàííîé, çàìåíÿåòñÿ íà îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ïîñëåäíåé; íàõîäÿòñÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïåðåñòàíîâêè, òðàíñïîçèöèè è ïðîèç-
âåäåíèÿ ôóíêöèé f, g (ïîñëåäíåå - äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé g ñîäåðæèò
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f).

5.13 Ïðèåìû ñèìâîëà "êîíñò"

Êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå A è ïðèíèìàþùàÿ â ëþáîé åãî
òî÷êå çíà÷åíèå b, îáîçíà÷àåòñÿ "êîíñò(A b)".

Çíà÷åíèå êîíñòàíòíîé ôóíêöèè

∀abc(êîíñò(a, b)(c) = b)

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè

∀ab(Dom(êîíñò(a, b)) = a)

Ïðîîáðàç ýëåìåíòà

∀ab(ñëîé(êîíñò(a, b), b) = a)

∀abc(¬(a = c) → ñëîé(êîíñò(a, b), c) = ∅)

Îáðàç ìíîæåñòâà

∀ABa(A ⊆ B & ¬(A = ∅) → îáðàç(êîíñò(B, a), A) = {a})

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Óðàâíåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè

Åñëè êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ èçâåñòíà, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå íåèçâåñòíîãî êîíñòàíò-
íîãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, âûäåëÿå-
ìûé ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà "ýëåìåíò":
∀Afx(¬(A = ∅) → f = êîíñò(A, x) ↔ x = f(ýëåìåíò(A)))
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Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ A,f íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à x ñîäåðæèò. Òàê êàê ïðèåì ïîíàäîáèëñÿ ëèøü â ñèòóàöèè,
êîãäà äîñòàòî÷íî áûëî óñòàíîâèòü ôàêò îäíîçíà÷îãî îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïî
èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì, äîïîëíèòåëüíî ââåäåí ôèëüòð "öåëü(ôóíêöèîíàëüíî)".

5.14 Ïðèåìû ñèìâîëà "Ñì"

Âûðàæåíèå "Ñì(a b)" èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà åäèí-
ñòâåííîì ýëåìåíòå a è ïðèíèìàþùåé íà íåì çíà÷åíèå b. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðî-
ðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå êàê a → b, ïðè÷åì äëÿ ââîäà ñòðåëêè èñïîëüçóåòñÿ íå
êëàâèøà "êóðñîð âïðàâî", à êëàâèøà "Ctr-êóðñîð âïðàâî". Âûðàæåíèÿ äàííîãî âè-
äà ïðèìåíÿþòñÿ ïðè òàáëè÷íîì çàäàíèè ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
(ñì. íèæå).

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

∀ab(Dom(a → b) = {a})

Çíà÷åíèå â òî÷êå

∀ab((a → b)(a) = b)

Ïðîîáðàç çíà÷åíèÿ

∀ab(ñëîé(a → b, b) = {a})

5.15 Ïðèåìû ñèìâîëà "òàáëèöà"

Åñëè A - ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîãëàñîâàííûõ äðóã ñ äðóãîì íà ïåðåñå÷åíèÿõ îáëà-
ñòåé îïðåäåëåíèÿ, òî âûðàæåíèå "òàáëèöà(A)" çàäàåò ôóíêöèþ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
êîòîðîé ðàâíà îáúåäèíåíèþ îáëàñòåé îïðåäåëåíèé ôóíêöèé ìíîæåñòâà A, à çíà÷å-
íèÿ ðàâíû çíà÷åíèÿì ýòèõ ôóíêöèé. Îáû÷íî âûðàæåíèå "òàáëèöà" èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû ôóíêöèé, çàäàííûõ âûðàæåíèÿìè "Ñì(ai bi)". Â ôîðìóëü-
íîé ïðîðèñîâêå òàêîå âûðàæåíèå èìååò âèä "òàáëèöà{a1 → b1, . . . , an → bn}".
Îíî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â òî÷êàõ a1, . . . , an è ïðèíèìàþùóþ â íèõ
çíà÷åíèÿ b1, . . . , bn.

Îáëàñòü òàáëèöû

∀f (Dom(òàáëèöà(f)) =
⋃

x,x∈f

Dom(x))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.

Çíà÷åíèå òàáëèöû

∀abc(c ∈ Dom(a) → (òàáëèöà{a; b})(c) = a(c))

Óêàçàòåëü "ñïèñîê(ôèêñ(0 1 1 1 1))" ïîçâîëÿåò âûáèðàòü òîò ýëåìåíò a, äëÿ êîòîðîãî
èñòèíåí àíòåöåäåíò. Îáðàáîòêà åãî ðåàëèçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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Ïðîîáðàç òàáëèöû

∀af (ñëîé(òàáëèöà(f), a) =
⋃

x,x∈f

ñëîé(x, a))

Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Óñìîòðåíèå òàáëèöû

Åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè çàäàåòñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì ñ äâóìÿ êîíñòàíòíûìè àëü-
òåðíàòèâàìè, òî åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó "òàáëèöà(. . .)":
∀fgab(λx((a ïðèf(x), èíà÷å b), g(x)) = òàáëèöà{êîíñò(setx(f(x) & g(x)), a), êîíñò(
setx(¬f(x) & g(x)), b)})

Ôàêòè÷åñêè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùèõ öåëü "òàáëèöà".

Îäíîýëåìåíòíûé ñïèñîê

Äëÿ îòáðàñûâàíèÿ èçáûòî÷íîé îïåðàöèè "òàáëèöà" â ñëó÷àå îäíîýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà îáúåäèíÿåìûõ ôóíêöèé ñëóæèò ïðèåì:
∀a(a−ôóíêöèÿ→ òàáëèöà{a} = a)

×òîáû íå íàðóøàòü ýòèì ïðèåìîì ñòàíäàðòíîé ôîðìû çàäàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ââåäåí
ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(ïîäòåðì(ìíîãî÷ëåí(õ2 õ3 òåêâõîæä))))".

Èñêëþ÷åíèå òàáëèöû ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàòåëÿ "êëàññ"

∀AB(òàáëèöà(setf (∃i(A(i) & f = (i → B(i))))) = λi(B(i), A(i)))

Çàíåñåíèå ìèíóñà âíóòðü òàáëèöû

∀abn(−òàáëèöà{; λi(êîíñò(a(i), b(i)), i ∈ {1, . . . , n})} = òàáëèöà{; λi(êîíñò(a(i),−b(i)),
i ∈ {1, . . . , n})})

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 1 1 1)ôèêñ(0 2 1 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
ïåðâîãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ òåðìîì âèäà "íàáîð(. . .)" è ñîçäàíèå òåðìà
òàêîãî æå âèäà äëÿ âòîðîãî îïèñàòåëÿ.

Ñëîæåíèå òàáëèö

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììà äâóõ òàáëèö, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì è òîì æå êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê îäíîé òàáëèöå:
∀abcn(òàáëèöà{; λi(êîíñò(a(i), b(i)), i ∈ {1, . . . , n})}+ òàáëèöà{; λi(êîíñò(a(i), c(i)),
i ∈ {1, . . . , n})} = òàáëèöà{; λi(êîíñò(a(i), b(i) + c(i)), i ∈ {1, . . . , n})})

Òàê êàê ê ìîìåíòó èäåíòèôèêàöèè âòîðîé òàáëèöû òî÷êè a(i) åå îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ óæå èçâåñòíû, ââåäåí óêàçàòåëü "ïîäòåðì(ôèêñ(0 1 2 1 1 3 1))", îçíà÷àþùèé,
÷òî ýòè òî÷êè ñðàâíèâàþòñÿ ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè.
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Ðàâåíñòâî ôóíêöèè òàáëèöå, ñîäåðæàùåé åå ïîäôóíêöèþ

Óñëîâèå ðàâåíñòâà ôóíêöèè f òàáëèöå, ñîñòàâëåííîé èç ñóæåíèÿ f íà íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî è äðóãîé ôóíêöè g ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ, ÷òî g åñòü ñóæåíèå f íà îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ g:
∀fgA(Dom(g) ⊆ Dom(f) & x ∈ Dom(g) → òàáëèöà{λx(f(x), A(x)), g} = f ↔ g =
ñóæåíèå(f,Dom(g)))

Óêàçàòåëü "çàíåñåíèåïîñûëêè(2 è(ïðèíàäëåæèò(õ23 îáëàñòü(õ6)) íå(çíà÷åíèå( õ26
õ23))))" îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðîâåðêå âòîðîãî àíòåöåäåíòà ââîäÿòñÿ ïîñûëêè x ∈
Dom(f),¬(A(x)). Òàêèì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f
íàêðûâàåòñÿ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, óïîìÿíóòûõ â òàáëèöå.

Âëîæåííûå òàáëèöû

Âëîæåííûå òàáëèöû óñòðàíÿþòñÿ ïóòåì îáúåäèíåíèÿ êëàññîâ èõ ïîäôóíêöèé:
∀ab(òàáëèöà{òàáëèöà(a); b} = òàáëèöà(a ∪ {; b}))

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå ðàâåíñòâî "f = òàáëèöà(. . .)" îðèåíòèðóåòñÿ ñïðàâà íà-
ëåâî: "òàáëèöà(. . .) = f". Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåìåäëåííîé ïîäñòàíîâêè âìåñòî
ôóíêöèè f åå òàáëè÷íîãî çàäàíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå ýòà ôóíêöèÿ óïîìèíàåòñÿ.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìòàáëèöà"

Â íîðìàëèçàòîðå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ. Åñëè â òàáëèöå âñòðå÷àþòñÿ
äâå êîíñòàíòíûå ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì, òî îíè çàìåíÿþòñÿ íà êîíñòàò-
íóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà îáúåäèíåíèè îáëàñòåé èñõîäíûõ ôóíêöèé. Èñêëþ÷àþò-
ñÿ âëîæåííûå òàáëèöû, à òàêæå òàáëèöû ñ îäíîýëåìåíòíûì ëèáî ïóñòûì ñïèñêîì
ôóíêöèé.

Íîðìàëèçàòîð "óïîðÿäòàáëèöà"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "óïîðÿäòàáëèöà", ïåðåóïîðÿäî÷èâàþùèé ýëåìåíòû òàáëèöû
a1 → b1, . . . , an → bn ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ai.

5.16 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñóæåíèå"

Âûðàæåíèå "ñóæåíèå(f A)" îáîçíà÷àåò ñóæåíèå ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî A.

Ñóæåíèå îäíîé ôóíêöèè íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äðóãîé

Åñëè îäíà ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ñóæàåòñÿ íà îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ äðóãîé ôóíêöèè, òàêæå çàäàííîé îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", òî ïðîèñõîäèò
çàìåíà óñëîâèÿ ïåðâîãî îïèñàòåëÿ íà óñëîâèå âòîðîãî (ðàññìîòðåíèå ñóæåíèÿ ïðåä-
ïîëàãàåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âòîðîé ôóíêöèè - ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ïåðâîé).
∀pqrsf (f = λy(r(y), s(y)) → ñóæåíèå(λx(p(x), q(x)),Dom(f)) = λx(p(x), s(x)))
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Íîðìàëèçàòîð "íîðìñóæåíèå"

Â íîðìàëèçàòîðå èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîñòûå ïðèåìû:
1. Ñóæåíèå ôóíêöèè íà êîíå÷íûé ñïèñîê. Ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùåå ðåêóðñèâíîå

ñâåäåíèå ê ïîäñïèñêó:
∀abf (ñóæåíèå(f, {a; b}) = òàáëèöà{êîíñò({a}, f(a)), ñóæåíèå(f, {; b})})
×òîáû â òàáëè÷íîì çàäàíèè ñóæåíèÿ âñòðå÷àëèñü òîëüêî óïðîùåííûå òåðìû
äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè, âûðàæåíèå f(a) îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.

2. Ñóæåíèå íà ïóñòîå ìíîæåñòâî.
∀f (ñóæåíèå(f, ∅) = ïóñòîåñëîâî)

3. Âûäåëåíèå ÷ëåíà îáúåäèíåíèÿ, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â êîíñòàíòó.
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóæåíèå ôóíêöèè íà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ, òî ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü òàêîé ÷ëåí îáúåäèíåíèÿ, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ
åñòü òîæäåñòâåííàÿ êîíñòàíòà:
∀fghabcd(f = λx(g(x), h(x)) & g(x) = c & ñóæåíèå(f, b) = d → ñóæåíèå(f, a ∪ b) =
òàáëèöà{êîíñò(a, c), d})
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ðàâíî(õ5 òåðì(ïðèíàäëåæèò(õ23 õ1))))" ïðèñâàèâàåò âñïî-
ìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé õ5 óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íàáîðà x çíà÷åíèé àðãó-
ìåíòîâ ôóíêöèè f ïîäìíîæåñòâó a. Ýòî óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ êàê äîïîëíè-
òåëüíàÿ ïîñûëêà ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèÿ g(x) âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Åñëè
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ c íå çàâèñèò îò x, òî ôóíêöèÿ f íà a îáðàùàåòñÿ â êîí-
ñòàíòó. Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò øàã ðåêóðñèè - îïðåäåëåíèå ñóæåíèÿ f íà
îñòàòîê îáúåäèíåíèÿ b. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå "ïðèíàäëåæèò(õ23 õ1)" èç óêàçà-
òåëÿ îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ðàçðåøàþùåé åãî
ÿâíî îòíîñèòåëüíî x.

4. Ýëèìèíàöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóæåíèå f íà îáú-
åäèíåíèå, ÷ëåíîì êîòîðîãî ñëóæèò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîíå÷íûõ ñïèñ-
êîâ, òî ýòîò ÷ëåí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ñïèñêà ïàð.

5.17 Ïðèåìû ñèìâîëà "îáðôóíêöèÿ"

Åñëè ôóíêöèÿ f âçàèìíî-îäíîçíà÷íà (èíúåêòèâíà), òî âûðàæåíèå "îáðôóíêöèÿ(f)"
îáîçíà÷àåò îáðàòíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé èñõîäíîé.

Îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∀fghP ((y = f(x) & g(x)) = (x = h(y) & P (y)) → îáðôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) =
λy(h(y), P (y)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ðàçðåøåíèå
îòíîñèòåëüíî x óñëîâèé y = f(x), g(x). Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè âûðàæåíèå h(y), îïðå-
äåëÿþùåå çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè, à òàêæå óñëîâèå P (y) íà ïðèíàäëåæíîñòü
àðãóìåíòà y îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ. Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1 1 3)íàáîð))"
è îòñóòñòâèå óêàçàòåëÿ "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)" îçíà÷àþò, ÷òî ïðèåì îòíîñèòñÿ ê
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ñêàëÿðíûì ôóíêöèÿì îäíîé ïåðåìåííîé. Ñëó÷àé âåêòîðíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

Îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

∀fghP ((y = f(x) & g(x)) = (∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → x(i) = h(i)) & P (y)) & n =
l(f(x)) & m = l(x) → îáðôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) = λy(λi(h(i), i ∈ {1, . . . ,m}), P (y)))

Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò íåñ-
êîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò èõ êîëè÷åñòâî ïåðåìåííîé m.
Ôèëüòð "çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1 1 3)íàáîð)" óêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèå f(x), îïðåäåëÿ-
þùåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f , èìååò âèä "íàáîð(. . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò
ïåðåìåííîé n ÷èñëî ýëåìåíòîâ äàííîãî íàáîðà. Êàê è â òðåòüåì àíòåöåäåíòå, çäåñü
èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìäëèíàíàáîðà". Ôèëüòð "íàòóðàëüíîå(õ14)" äàåò
êîìïèëÿòîðó èíôîðìàöèþ, ÷òî ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðîâàíà ñ íàòóðàëüíîé êîí-
ñòàíòîé. Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå(õ24 õ14)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé
y ñ íàáîðîì èç n íîâûõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷å, ðàçðåøàþùåé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x óñëîâèÿ y = f(x), g(x).
Òàêèì îáðàçîì íàõîäèòñÿ ñèñòåìà âûðàæåíèé h(i), íàáîð êîòîðûõ äàåò çíà÷åíèÿ
îáðàòíîé ôóíêöèè. Óòâåðæäåíèå P (y) âûðàæàåò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íàáîðà y
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(1 2 1)ôèêñ(0 2
3))", âî-ïåðâûõ, îòíîñèòñÿ ê êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè âíóòðè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà è
îçíà÷àåò, ÷òî îíà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé ðàâåíñòâ. Âî-âòîðûõ, îí îòíî-
ñèòñÿ ê âûðàæåíèþ λi(h(i), i ∈ {1, . . . ,m}) è îçíà÷àåò, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñòðîèòñÿ
êàê "íàáîð(h(1), . . ., h(m))".

Èñêëþ÷åíèå îáðàòíîé ôóíêöèè â âûðàæåíèè äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííîìó óñëîâèþ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîãî
÷èñëà â òåðìèíàõ èñõîäíîé ôóíêöèè:
∀afnA(x ∈ Val(f) → card(setxy(A(x, y, îáðôóíêöèÿ(f)(x)))) = card(setxy(A(f(x), y,
x) & x ∈ Dom(f))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî óñëîâèå A(. . .) âëå÷åò ïðèíàäëåæíîñòü x îáëàñòè
çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Òî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íà, âûòåêàåò èç ïðåäïî-
ëîæåíèé îòíîñèòåëüíî î.ä.ç. äëÿ îïåðàöèè "îáðôóíêöèÿ".

Ðàâåíñòâî äëÿ çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

Ðàâåíñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî åñòü çíà÷åíèå îáðàòíîé ôóíêöèè, ïåðåôîðìóëè-
ðóåòñÿ â òåðìèíàõ èñõîäíîé ôóíêöèè:
∀fab(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & a ∈ Dom(îáðôóíêöèÿ(f)(a) = b ↔ b ∈ Dom(f) &
f(b) = a))

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå,
âûðàæàþùåå íåèçâåñòíîå âûðàæåíèå b ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îòîáðàæåíèé

∀fa(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & a ∈ Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) → f(îáðôóíêöèÿ(f)(a)) = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

Ýòîò è ñëåäóþùèé ïðèåìû âûïîëíÿþò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ.
∀f (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) = Val(f))

Îáëàñòü çíà÷åíèé îáðàòíîé ôóíêöèè

∀f (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → Val(îáðôóíêöèÿ(f)) = Dom(f))

Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ òàáëèöåé

∀abn(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) → îáðôóíêöèÿ(
òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) = òàáëèöà{; λi(b(i) → a(i), i ∈ {1, . . . , n})})

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(1 1 1 1)ôèêñ(0 1 1 1 1)ôèêñ(0 2 1 1))" îïðåäåëÿåò èíòåð-
ïðåòàöèþ îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå" êàê òåðìîâ âèäà "íàáîð(. . .)".

Íîðìàëèçàòîð "íîðìîáðôóíêöèÿ"

Â íîðìàëèçàòîðå ïîâòîðÿþòñÿ íåñêîëüêî ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèåìîâ: äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è äëÿ ñëó÷àÿ òàáëè÷íîãî çàäàíèÿ
ôóíêöèè.

5.18 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïåðåñòàíîâêà"

Óòâåðæäåíèå "ïåðåñòàíîâêà(f A)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå íà÷àëüíîãî îòðåçêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A.

Ïðåäñòàâëåíèå ïåðåñòàíîâêè îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ â âèäå íàëîæå-
íèÿ ïåðåñòàíîâîê ýòèõ ìíîæåñòâ

Åñëè f - ïåðåñòàíîâêà îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, ïðè÷åì èç-
âåñòíû ïîçèöèè, íà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû ïåðâîãî ìíîæåñòâà, òî f ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ ïåðåñòàíîâîê êàæäîãî ìíîæåñòâà ïî îòäåëüíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìûé íèæå ñèìâîë "íàëîæåíèå(a b s)" îçíà÷àåò íàáîð, ïîëó-
÷åííûé èç íàáîðîâ a,b òàêèì ïåðåìåøèâàíèåì èõ ýëåìåíòîâ (ñ ñîõðàíåíèåì îòíî-
ñèòåëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ êàæäîãî ïîäíàáîðà), ÷òî ýëåìåíòû íàáîðà a îêàçûâàþòñÿ
ðàçìåùåíû íà ïîçèöèÿõ, íîìåðà êîòîðûõ îáðàçóþò íàáîð s. Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ
íàáîðîâ íà÷èíàåòñÿ ñ 1.
∀fABmn(íåïåðåñåê(A, B) & cardA = n & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(m) → ïåðåñòàíîâêà(f,
A∪B) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → f(m(i)) ∈ A) ↔ ∃gh(f = íàëîæåíèå(g, h, m) & ïåðåñòàíîâ-
êà(g, A) & ïåðåñòàíîâêà(h,B)))

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðíîé èìïëè-
êàöèè ñ êîíúþíêöèåé óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó A. Óêàçàòåëü "äèçúþíê-
òîïåðàíä" áëîêèðóåò ïîïûòêè óñìîòðåòü çàìåíÿåìóþ êîíúþíêöèþ â îòðèöàíèè äèçú-
þíêöèè.
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Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåñòàíîâêè, èìåþùåé çàäàííûå ýëåìåíòû
íà çàäàííûõ ïîçèöèÿõ

Åñëè â çàäà÷å íà îïèñàíèå èìååòñÿ íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ f - ïåðåñòàíîâêà íà
çàäàííîì n - ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, èçâåñòíîì ëèáî ñîäåðæàùåì ëèøü îòëè÷íûå
îò f íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïåðåñòàíîâêó ñâîäÿòñÿ ëèøü
ê ôèêñàöèè åå çíà÷åíèé d â çàäàííûõ òî÷êàõ c, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ èñêëþ÷åíèå f .
Çàìåíÿþùèå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò íà c, d åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ: òî÷êè c ïðè-
íàäëåæàò ïðîìåæóòêó îò 1 äî n; çíà÷åíèÿ d ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A; êîëè÷åñòâà
ýëåìåíòîâ â íàáîðàõ c, d ðàâíû äðóã äðóãó è ÷èñëó ðàâåíñòâ äëÿ çíà÷åíèé f . Ïîñëåä-
íåå îçíà÷àåò, ÷òî â íàáîðàõ c, d íåò ïîâòîðåíèé.
∀Acdnm(cardA = n → (∃f (ïåðåñòàíîâêà(f, A) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → f(c(i)) = d(i))) ↔
{; c} ⊆ {1, . . . , n} & {; d} ⊆ A & card{; c} = m & card{; d} = m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà" (èñêëþ÷àåòñÿ íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ f). Óêà-
çàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 2 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðíîé èìïëèêà-
öèè ñ ãðóïïîé ðàâåíñòâ - óñëîâèé çàäà÷è.

Äåêîìïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâêè, ó êîòîðîé ôèêñèðîâàíà ïîçèöèÿ íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà

∀fAian(cardA = n & i ∈ {1, . . . , n} & a ∈ A → (ïåðåñòàíîâêà(f, A) & f(i) = a ↔
∃g(ïåðåñòàíîâêà(g, A \ {a}) & f = íàëîæåíèå(1 → a, g, (i)))))

Õîòÿ â òåêóùåé âåðñèè ïðèåìà íåò êàêèõ-òî îñîáûõ îãðàíè÷åíèé íà êîíòåêñò ïðè-
ìåíåíèÿ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îí èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè
ìíîæåñòâ.

Óñìîòðåíèå ïåðåñòàíîâêè

Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâíî çàäàíà ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", òî ìîæíî ïîïû-
òàòüñÿ óñìîòðåòü èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "ïåðåñòàíîâêà(f A)" è çàìåíèòü åãî íà
êîíñòàíòó "èñòèíà". Äëÿ ýòîé öåëè ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀fAn(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & Dom(f) = {1, . . . , n} & Val(f) = A → ïåðåñòàíîâ-
êà(f, A))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Ôèëüòð "çàãîëîâîê(õ6 îòîáðàæåíèå)" óñìàòðèâà-
åò, ÷òî ôóíêöèÿ f çàäàíà ÿâíî. Ïîñëå ýòîãî ïåðâûé àíòåöåäåíò (âûäåëåííûé óêà-
çàòåëåì "áëîêïðîâåðîê") ïðîâåðÿåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f , à âòîðîé è òðå-
òèé (âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð") àíàëèçèðóþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f . Ñëåäóþùèé ïðèåì àíàëîãè÷åí: çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îïðåäåëÿ-
þòñÿ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå {1, . . . , N} íàòóðàëüíîãî ðÿäà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé,
ôóíêöèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íà è ìîùíîñòü åå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ðàâíà N . Óòâåð-
æäåíèå "ïåðåñòàíîâêà(. . .)" ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå ðàâåíñòâà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè óêàçàííîìó îòðåçêó:
∀MNfg(∀i(i ∈ {1, . . . , N} → f(i) = g(i)) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , N} & j ∈ {1, . . . , N} &
¬(i = j) → ¬(g(i) = g(j))) & ∀i(i ∈ {1, . . . , N} → g(i) ∈ M) & cardM = N →
ïåðåñòàíîâêà(f, M) ↔ Dom(f) = {1, . . . , N})

Ïåðâûé àíòåöåäåíò - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, çàäàþùàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f . Çäåñü
g(i) - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñ òåðìîì, îïðåäåëÿþùèì çíà-
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÷åíèå f(i). Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ âïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷à-
ìè íà äîêàçàòåëüñòâî, ÷åòâåðòûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü
"ëèìèò(. . .)" äåëàåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà êðàòêîâðåìåííîé.

Ïåðåñòàíîâêà íà îäíîýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáëàñòüþ äåéñòâèÿ ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíîå ìíîæå-
ñòâî, òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîäåðæàùèé åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà:
∀af (carda = 1 → ïåðåñòàíîâêà(f, a) ↔ f = (ýëåìåíò(a)))

Ñóæåíèå ïåðåñòàíîâêè

Åñëè èìååòñÿ èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òî óñëîâèå, ÷òî åãî ñóæåíèå íà íà÷àëüíûé
îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà îáðàçóåò ïåðåñòàíîâêó çàäàííîãî ìíîæåñòâà, çàìåíÿåòñÿ
íà óñëîâèå ðàâåíñòâà äàííîãî ìíîæåñòâà îáðàçó íà÷àëüíîãî îòðåçêà. Ââåäåíû äâå
âåðñèè ïðèåìà, ðåàëèçóþùåãî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå:
∀fnA(n − íàòóðàëüíîå & {1, . . . , n} ⊆ Dom(f) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → ïåðå-
ñòàíîâêà(ñóæåíèå(f, {1, . . . , n}), A) ↔ îáðàç(f, {1, . . . , n}) = A)

∀fAmx(ïåðåñòàíîâêà(f, A) & 0 ≤ cardA−m → ïåðåñòàíîâêà(ñóæåíèå(f, {1, . . . ,m}),
x) ↔ x = îáðàç(f, {1, . . . ,m}))

5.19 Ïðèåìû ñèìâîëà "òîæäôóíê"

Ïîñðåäñòâîì "òîæäôóíê(A)" îáîçíà÷àåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
íà ìíîæåñòâå A. Ïðèâîäèìûå íèæå ïðîñòûå ïðèåìû âûïîëíÿþò îáùóþ ñòàíäàðòè-
çàöèþ è ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0.

Çíà÷åíèå òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè

∀ab(òîæäôóíê(a)(b) = b)

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè

∀a(Dom(òîæäôóíê(a)) = a)

Ïðîîáðàç ýëåìåíòà

∀ab(ñëîé(òîæäôóíê(a), b) = {b})

5.20 Ïðèåìû ñèìâîëîâ "âûáîðêà", "Âñòàâêà", "êîð-

òåæ", "êîðòåæïàð"

Ïåðå÷èñëåííûå ñèìâîëû îòíîñÿòñÿ ê êîíå÷íûì íàáîðàì. Äëÿ íèõ áûëî ñîçäàíî ëèøü
íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, òàê ÷òî ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü êðàòêîé ñïðàâêîé. Ïî-
ñðåäñòâîì "âûáîðêà(a B)" îáîçíà÷àåòñÿ ïîäíàáîð íàáîðà a,ïîëó÷àþùèéñÿ îòáðàñû-
âàíèåì âñåõ ðàçðÿäîâ, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû, íå ïðèíàäëåæàùèå ìíî-
æåñòâó B. Âûðàæåíèå "Âñòàâêà(a i c)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò âñòàâêè ýëåìåíòà c â
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íàáîð a, ïîñëå êîòîðîé ýòîò ýëåìåíò çàíèìàåò i - é ðàçðÿä íàáîðà. Óòâåðæäåíèå
"êîðòåæ(a n A)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàáîð äëèíû n, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A. Íàêîíåö, âûðàæåíèå "êîðòåæïàð(a b)" îáîçíà÷àåò íàáîð ïàð, ïåðâûå
ýëåìåíòû êîòîðûõ îáðàçóþò íàáîð a, à âòîðûå - íàáîð b. Ñ ïðèåìàìè, ñîçäàííûìè
äëÿ ýòèõ ñèìâîëîâ, ðåêîìåíäóåòñÿ îçíàêîìèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.

5.21 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü"

Óòâåðæäåíèå "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f A)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí-
íàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå A.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

∀fa(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, a) → Dom(f) = N)

Óñìîòðåíèå îòâåòà

Åñëè â çàäà÷å íà îïèñàíèå òðåáóåòñÿ íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x, òî îäíîé èç âîç-
ìîæíûõ ôîðì îòâåòà ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà, çàäàþùåãî îáùèé
âèä ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñîïðîâîæäàåìîãî óòâåðæäåíèåì "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x
a)". Ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé íàéäåííûé îòâåò òàêîãî âèäà, èìååò ñëåäóþùóþ òåîðå-
ìó:
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, a) & ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ x(n) = f(n))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "îòâåòçàäà÷è". Óêàçàòåëü "ñìîòâåò(2)" ôèêñèðóåò âûáîð òî÷-
êè ïðèâÿçêè ïðèåìà â êâàíòîðíîì òîæäåñòâå. Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0
2))" áëîêèðóåò ïîïûòêè èäåíòèôèöèðîâàòü êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ñ îòðèöàíèåì
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïîñòîÿíííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Óñëîâèå "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f A)" äëÿ êîíñòàíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f çàìåíÿ-
åòñÿ íà óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè åå îáùåãî ÷ëåíà ìíîæåñòâó A:
∀aA(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λn(a, n− íàòóðàëüíîå, A) ↔ a ∈ A))

Óñìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ çàäàííîãî ìíî-
æåñòâà, ñîçäàí ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïîñëåäîâàòåëüíîñòü" (ñì. íèæå). Îáðà-
ùåíèÿ ê ýòîìó îïåðàòîðó äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ "ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü(. . .)" âûïîëíÿåò ñëåäóþùèé ïðèåì, àíòåöåäåíò êîòîðîãî âûäåëåí óêàçàòåëåì
"áëîêïðîâåðîê":
∀ab(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, b) → ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, b))

Óñìîòðåíèå ïåðâîãî ýëåìåíòà, îáëàäàþùåãî çàäàííûì ñâîéñòâîì

Åñëè íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî íåèçâåñòíûé íîìåð n ýëåìåíòà èçâåñòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîçíà÷íî, ìîæåò îêàçàòüñÿ
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ïîëåçíûì ðàññìîòðåíèå íåêîòîðîãî ñâîéñòâà, êîòîðûì n îáëàäàåò, à ìåíüøèå íîìå-
ðà - íå îáëàäàþò. Òîãäà n îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ êàê íàèìåíüøèé íîìåð ýëåìåíòà,
îáëàäàþùåãî ýòèì ñâîéñòâîì. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀ABCpn(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(p, B) & p(n) ∈ A & ∀j(j ∈ {1, . . . , n − 1}¬(p(j) ∈ A)) →
n = inf(setm(p(m) ∈ A & m− íàòóðàëüíîå)))
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîäóñëîâèÿ". Ðîëü ñâîéñòâà èãðàåò ïðèíàäëåæíîñòü n ìíîæå-
ñòâó A,êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ÿâíî ïðåäñòàâëåíà â êîíòåêñòå. Ôèëüòð "öåëü(ôóíêöèî-
íàëüíî)" óêàçûâàåò, ÷òî â çàäà÷å äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ôàêò îäíîçíà÷íîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ íåèçâåñòíîãî íîìåðà n ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè p. Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðî-
âåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëó÷åíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó-
òåì ðàçðåøåíèÿ êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà, ñîäåðæàùåãî ýòîò îáùèé ÷ëåí

∀ABMfg(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, M) & (A(x) & x ∈ M) = (x = g(n) & B(n)) → ∀n(n−
íàòóðàëüíîå → A(f(n))) ↔ f = λn(g(n), n − íàòóðàëüíîå) & ∀n(n − íàòóðàëüíîå →
B(n)))

Ïðåîáðàçóåìîå êâàíòîðíîå òîæäåñòâî íàõîäèòñÿ â ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç êîíòåêñòà çàìåíû; îí ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü f . Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ26 õ6 ôèêñ)" äàåò âîçìîæíîñòü èäåíòè-
ôèöèðîâàòü øàáëîí A(f(n)) ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ f(n)
â êâàíòîðíîå òîæäåñòâî. Äàëåå óêàçàòåëü "íîâàÿïåðåìåííàÿ(õ23)" ââîäèò âñïîìîãà-
òåëüíóþ ïåðåìåííóþ x, è íà÷èíàåòñÿ îáðàáîòêà âòîðîãî àíòåöåäåíòà. Çäåñü ïðîèñ-
õîäèò ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x óñëîâèé A(x), x ∈ M . Åñëè ðåçóëüòàò
ñîäåðæèò ÿâíîå âûðàæåíèå g(n) äëÿ x, òî ôîðìèðóåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïåðâûé
÷ëåí åãî - ÿâíîå çàäàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå";
âòîðîé ÷ëåí - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ îñòàòî÷íóþ èíôîðìàöèþ, ïðåäî-
ñòàâëÿåìóþ ïðåîáðàçóåìûì êâàíòîðíûì òîæäåñòâîì.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïîñëåäîâàòåëüíîñòü"

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð èñïîëüçóåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ - óñìîòðåíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè; óñìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ôóíêöèè
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, çàäàííîé îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", è óñìîòðåíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè "êîðòåæè" êàê ðåçóëüòàò âûïèñû-
âàíèÿ ïîäðÿä çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ ôðàãìåíòîâ.

5.22 Ïðî÷èå ñèìâîëû

Â ðàçäåëå "ôóíêöèè" ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå ðÿä ïîíÿòèé, ââîäèâøèõñÿ äëÿ ïîääåðæ-
êè çàäà÷ äðóãèõ ðàçäåëîâ. ×èñëî ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè ïðèåìîâ âåñüìà ìà-
ëî. Îäíàêî, îíè ôèêñèðóþò îòíîñÿùèéñÿ ê ôóíêöèÿì ëîãè÷åñêèé ÿçûê ðåøàòåëÿ, è
ïîýòîìó çàñëóæèâàþò êðàòêîãî óïîìèíàíèÿ, õîòÿ áû íà óðîâíå îïðåäåëåíèé.

Óòâåðæäåíèå "ñëîâî(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íà÷àëü-
íîì îòðåçêå íàòóðàëüíîãî ðÿäà (â òîì ÷èñëå ïóñòîì). Ôàêòè÷åñêè, òàêèì îáðàçîì â
ðåøàòåëå îáîçíà÷àþòñÿ ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå íàáîðû. Óòâåðæäåíèå "ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü(p q)" îçíà÷àåò, ÷òî p åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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q. Âûðàæåíèå "êîðòåæè(p)" îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ âûïèñû-
âàíèåì ïîäðÿä êîíå÷íûõ íàáîðîâ, îáðàçóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüîñòü p. Óòâåðæäåíèå
"ðàçìåùåíèå(a n A)" àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ "êîðòåæ(a n A)", îäíàêî íà ñîñòàâ-
ëåííûé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A íàáîð a äëèíû n íàêëàäûâàåòñÿ òî äîïîëíè-
òåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ÷òî ðàçðÿäû ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Âûðàæåíèå "âîçðíàáîð(a)"
îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ ïî íåóáûâàíèþ ÷èñëîâîãî íàáîðà a. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèå "óáûâíàáîð(a)". Âûðàæåíèå "ñïèñîê(f)" îáîçíà÷àåò
íàáîð, ïåðå÷èñëÿþùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
÷èñåë, â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ àðãóìåíòîâ. Âûðàæåíèå "èíäèêàòîð(A B c)" îáîçíà-
÷àåò ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå A è ïðèíèìàþùóþ íà ïåðåñå÷åíèè åãî
ñ B çíà÷åíèå c, à âíå B - çíà÷åíèå 0. Âûðàæåíèå "ñóììà(a R)" ïîçâîëÿåò ñóììè-
ðîâàòü êîíå÷íûé íàáîð a ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â êîëüöå R. Îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ñóììû ñ÷èòàåòñÿ îáúåäèíåíèå îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ, ïðè÷åì
çíà÷åíèå â òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïî òåì ñëàãàåìûì, êîòîðûå â íåé îïðåäåëå-
íû. Âûðàæåíèå "êîíñòíàáîð(a n)" îáîçíà÷àåò êîíå÷íûé íàáîð äëèíû n, íà êàæäîé
ïîçèöèè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí îäèí è òîò æå ýëåìåíò a.

Âûðàæåíèå "ñóïåðïîç(f i g)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè g âìå-
ñòî i - ãî àðãóìåíòà ôóíêöèè f . Íàáîð àðãóìåíòîâ íîâîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ êîí-
êàòåíàöèåé íàáîðà àðãóìåíòîâ ôóíêöèè f ñ ïðîïóùåííîé i - é ïåðåìåííîé, è íàáî-
ðà àðãóìåíòîâ ôóíêöèè g. Âûðàæåíèå "ïåðåèìåíîâàíèå(f p)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ,
ïîëó÷àåìóþ èç ìíîãîìåñòíîé ôóíêöèè f ïðè ïåðåèìåíîâàíèè (âîçìîæíî, ñ îòîæ-
äåñòâëåíèåì) åå àðãóìåíòîâ, îïðåäåëÿåìûì íàáîðîì p. Äëèíà íàáîðà p ðàâíà ÷èñëó
àðãóìåíòîâ ôóíêöèè f , ïðè÷åì íà i - ì ìåñòå ðàñïîëîæåí òîò íîâûé íîìåð, êîòîðûé i
- é àðãóìåíò ïîëó÷àåò ïîñëå ïåðåèìåíîâàíèÿ. Âûðàæåíèå "ïðîèçâåäåíèå(a)" îáîçíà-
÷àåò ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ êîíå÷íûé íàáîð a. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåé ôóíêöèè íàáîðà
a, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ. Óòâåðæäåíèå "ïåðåâîäèò(p
a b)" îçíà÷àåò, ÷òî p åñòü êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå
êîòîðûõ ê ýëåìåíòó a äàåò ýëåìåíò b. Âûðàæåíèå "ôóíêñòåïåíü(f n)" îáîçíà÷àåò
ôóíêöèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ n - êðàòíûì ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíè-
åì ôóíêöèè f .

5.23 Óïðàæíåíèÿ

Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû ðàññìîòðåííîãî ðàçäåëà ïîêà ñëàáî îáåñïå÷åíû ïðèåìàìè, è
ýòî îòêðûâàåò õîðîøèå âîçìîæíîñòè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçâèòèÿ ðåøàòåëÿ. Ìû
ïðèâåäåì íèæå ëèøü íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ýòîò ïðîöåññ.
×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîäîëæèòü ðàáîòó â äàííîì íàïðàâëå-
íèè.

1. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøèòü çàäà÷ó íà îïèñàíèå, â êîòîðîé òðåáóåò-
ñÿ ïðèâåñòè ïðèìåð âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f , îïðåäåëåííîãî íà
ìíîæåñòâå {1, 2} è ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå {3, 4}.

2. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ôóíêöèþ f , ñóæåíèå êîòîðîé íà ìíîæå-
ñòâî {1, 2} îïðåäåëÿåòñÿ òàáëèöåé {1 → 3, 2 → 4}, ñóæåíèå íà ìíîæåñòâî
{3, 4} - òàáëèöåé {3 → 1, 4 → 2}, ïðè÷åì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàâíà {1, 2, 3, 4}

3. Ââåñòè ïðèåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèÿ "ïåðåñòà-
íîâêà(f , {1, 2, 3})", f(1) = 2, f(3) = 1 è íåèçâåñòíóþ f .



Ãëàâà 5. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòåéøèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèé 339

4. Ââåñòè ïðèåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "âûáîð-
êà((1, 3, 2, 4, 1, 5), x) = (1, 1, 5)" è íåèçâåñòíóþ x.

5. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè íàáîð "íàëîæåíèå((1, 2, 3), (4, 5), (1, 3,
4))".

6. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøèòü óðàâíåíèå "Âñòàâêà((1, 2, 3, 4),x,y) = (1,
5, 2, 3, 4)".

7. Ââåñòè ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè íàáîð "êîðòåæïàð((1, 2, 3), (4, 5, 6))".
8. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèÿì: "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a N)", "ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λi(i, i − íàòó-
ðàëüíîå), a)", "ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λi(i

2, i− íàòóðàëüíîå), a)".
9. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè ê òàáëè÷íîìó çàäàíèþ ôóíêöèè "èíäè-

êàòîð({1, 2, 3}, {1, 3}, 1)".
10. Ââåñòè ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ÿâíîå çàäàíèå äëÿ ôóíêöèè "ôóíêñòå-

ïåíü(λi(i
2, i− íàòóðàëüíîå), 3)".

5.23.1 Óêàçàíèÿ

1. Ïðåæäå âñåãî, ââîäèì óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå: "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)",
"Dom(f) = {1, 2}", "Val(f) = {3, 4}". Âûáèðàåì â îãëàâëåíèè öåëåâûõ óñòà-
íîâîê ïóíêò "Íàéòè ïðèìåð çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ" è ââîäèì íåèçâåñòíóþ f .
Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñèñòåìà íå ðåøàåò äàííóþ çàäà÷ó.
Åñëè ýòî íå òàê, ò.å. ïðè îáó÷åíèè ñèñòåìû, óæå ïîñëå íàïèñàíèÿ äàííîãî ðàç-
äåëà, ïðèøëîñü ââåñòè ïðèåìû, îáåñïå÷èâàþùèå ðåøåíèå, òî ðåêîìåíäóåòñÿ
íàéòè òàêèå ïðèåìû ïóòåì ïîøàãîâîé òðàññèðîâêè è âðåìåííî îòêëþ÷èòü. Ýòî
çàìå÷àíèå, íå ïîâòîðÿÿ åãî êàæäûé ðàç, îòíîñèì êî âñåì ïðèâîäèìûì â êíèãå
óïðàæíåíèÿì. Âïðî÷åì, ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, ïðåäîñòàâëÿåìîå óïðàæíåíèÿìè
ïîëå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî òâîð÷åñòâà ÷èòàòåëÿ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ.
Â íàøåé çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèìåð âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà äðóãîå. Ïðè ýòîì îáà ìíîæåñòâà çàäàíû ïóòåì
ÿâíîãî ïåðå÷èñëåíèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íàñòîëüêî òèïè÷åí,
÷òî äëÿ íåãî ñòîèò ñîçäàòü îòäåëüíûé ïðèåì. Îñòàâëÿÿ äëÿ ÷èòàòåëÿ âîçìîæ-
íîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçâèòü òåõíèêó óñòàíîâëåíèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñî-
îòâåòñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè, çàäàííûìè äðóãèìè ñðåä-
ñòâàìè, îãðàíè÷èìñÿ ýòèì ïðèåìîì. Òàê êàê ðå÷ü èäåò î ïîäáîðå ïðèìåðà,
òåîðåìà ïðèåìà äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé áóäåò êîíúþíêöèÿ ðåàëèçóåìûõ óñëîâèé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
óñëîâèÿ âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè f è ðàâåíñòâà îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è çíà÷å-
íèé f äâóì êîíêðåòíûì ïåðå÷íÿì {; a}, {; b} . Àíòåöåäåíòàìè òåîðåìû ïðèåìà
åñòåñòâåííî ñäåëàòü óòâåðæäåíèÿ l(a) = n, l(b) = n , óêàçûâàþùèå íà ñîâïà-
äåíèå äëèí íàáîðîâ a, b è ââîäÿùèå âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå n, à òàêæå
óòâåðæäåíèÿ î ïîïàðíîì ðàçëè÷èè ýëåìåíòîâ ñïèñêîâ a, b. Íàêîíåö, â àíòåöå-
äåíòû çàíîñèì ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå f ñ ïîìîùüþ òàáëèöû, ãäå ýëåìåíòó
a(i) ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò b(i). Îêîí÷àòåëüíî, òåîðåìà ïðèåìà ïðèíèìàåò ñëåäó-
þùèé âèä:
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∀abfn(l(a) = n & l(b) = n & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(a) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(b)
& f = òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})} → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)
& Dom(f) = {; a} & Val(f) = {; b})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óêàçàòåëü "ïîäáîðçíà÷åíèé(5)" âû-
äåëÿåò òîò àíòåöåäåíò, êîòîðûé áóäåò çàìåíÿòü êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé êîí-
ñåêâåíòà. Óêàçàòåëè "èäåíòèôèêàòîð(1 2)", "áëîêïðîâåðîê(3 4)" çàäàþò ñïîñîá
îáðàáîòêè ïðî÷èõ àíòåöåäåíòîâ. ×òîáû ïåðåìåííîé n áûëî ïðèñâîåíî ÷èñëåí-
íîå çíà÷åíèå îáùåé äëèíû íàáîðîâ a, b, âûðàæåíèÿ l(a), l(b) îáðàáàòûâàþò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(5 2 1 1))"
íåîáõîäèì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðå÷íÿ òàáëèöû ÷åðåç âûðà-
æåíèå "íàáîð(. . .)".
Âûáèðàåì äëÿ ïðèåìà êàêîé-ëèáî ñðåäíèé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ, íàïðèìåð, 4.
Ïðî÷èå ôèëüòðû åãî - "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "íåèçâåñòíàÿ(f)", "èëè(öåëü(
ïðèìåð)íå(öåëü(ïîëíûé)))", "çàãîëîâîê(õ1 íàáîð)", "çàãîëîâîê( õ2 íàáîð)". Ïî-
ñëåäíèå äâà ãàðàíòèðóþò, ÷òî çíà÷åíèåì n áóäåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïîñëå ñîçäàíèÿ ïðèåìà óáåæäàåìñÿ, ÷òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ.

2. Ââîäèì çàäà÷ó íà îïèñàíèå, èìåþùóþ óñëîâèÿ "ñóæåíèå(f ,{1, 2}) = {1 →
3, 2 → 4}", "ñóæåíèå(f ,{3, 4}) = {3 → 1, 4 → 2}", "Dom(f) = {1, 2, 3, 4}". Â
îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, íàì íóæíî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé
f , äëÿ êîòîðûõ èñòèííû óñëîâèÿ. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñèñòåìà çàäà÷ó íå ðåøàåò.
Åñòåñòâåííûì ïðèåìîì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà "ñóæåíèå(f , A)= g", ãäå
A, g èçâåñòíû, à f - íåèçâåñòíàÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå f êàê äîîïðåäåëåíèÿ
èçâåñòíîé ôóíêöèè g íà äîïîëíåíèè A äî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f . Ýòî äîîïðå-
äåëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå "òàáëèöà({g, h})"; h - ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ
ñâîåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ óêàçàííîå äîïîëíåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèåìà:
∀fgA(A ⊆ Dom(f) & Dom(g) = A → ñóæåíèå(f, A) = g ↔ ∃h(h−ôóíêöèÿ & f =
òàáëèöà{g, h} & Dom(h) = Dom(f) \ A))

Òàê êàê çàìåíà ýêâèâàëåíòíàÿ, ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". ×òîáû
ðåøàòåëü èñêëþ÷èë êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåéäÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé íåèç-
âåñòíîé h, ââîäèì óêàçàòåëü "ïðèìå÷àíèå(ñåðèÿ)". Äëÿ óòî÷íåíèÿ êîíòåêñòà
ñðàáàòûâàíèÿ ââîäèì ôèëüòðû: "óðîâåíü(5)"; "òèï(îïèñàòü)"; "óñëîâèå"; "êî-
ðåíü"; "íåèçâåñòíàÿ(õ6)"; "èçâåñòíî(õ26)"; "èçâåñòíî(õ7)". ×òîáû îòñå÷ü âû-
ðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé f, g ñîâïàäàþò, äîáàâ-
ëÿåì ôèëüòð "íå(ðàâíî(õ26 òåðì(îáëàñòü(õ6))))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëÿåì
óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íàêîíåö,
ñîçäàåì íîðìàëèçàòîðû. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, çäåñü ñëåäóåò îáðàáîòàòü íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìîáëàñòü" âûðàæåíèÿ äëÿ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ f, g.
Ïîñëå ñîçäàíèÿ ïðèåìà ïðîâîäèì òðàññèðîâêó ðåøåíèÿ çàäà÷è è óáåæäàåìñÿ,
÷òî îòâåò ïîëó÷àåòñÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè ðàññìîòðåíèè äàííîãî ïðèìåðà
îáíàðóæèëîñü îòñóòñòâèå ðÿäà äðóãèõ ìåëêèõ, íî íåîáõîäèìûõ ïðèåìîâ. Íà
äàííîì ýòàïå îáó÷åíèÿ ýòî íåóäèâèòåëüíî. Óêàçàííûå ïðèåìû áûëè ââåäåíû
â ðåøàòåëü è îñòàâëåíû â íåì, òàê êàê ìîãóò áûòü ïîëåçíû âî ìíîãèõ äðó-
ãèõ ñëó÷àÿõ. Ñèòóàöèÿ, êîãäà îñíîâíîé ïðèåì, ââåäåííûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è,
îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷åí, è íóæíî ââîäèòü ñåðèþ ïðîñòûõ ñîïðîâîæäàþùèõ
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ïðèåìîâ, äîñòàòî÷íî òèïè÷íà. ×èòàòåëü äîëæåí áûòü ê ýòîìó ãîòîâ, è äëÿ áîëü-
øåé íàãëÿäíîñòè ìû ïðèâåäåì ñïèñîê òåõ ïðèåìîâ, êîòîðûå â íàøåì ïðèìåðå
ïîíàäîáèëîñü ñîçäàâàòü äîïîëíèòåëüíî.
Ïðåæäå âñåãî, íóæåí ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé âûðîæäåííîå ñóæåíèå:
∀fA(A = Dom(f) → ñóæåíèå(f, A) = f)

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê îïåðàòîðó "íîðìñóæåíèå", õîòÿ åãî ìîæíî áûëî áû ïðîäóá-
ëèðîâàòü, îôîðìèâ òàêæå êàê ïðèåì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.
Äàëåå ïîíàäîáèëñÿ ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, çà-
äàííîé "îäíîòî÷å÷íîé" òàáëèöåé:
∀ab(Dom(a → b) = {a})
Ýòîò ïðèåì îòíåñåí ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìîáëàñòü".
Ïîíàäîáèëñÿ ïðèåì, îòáðàñûâàþùèé ïðè ñóæåíèè òàáëèöû íà íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî òå åå ýëåìåíòû, êîòîðûå âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîãî ìíîæåñòâà:
∀abcA(¬(a ∈ A) → ñóæåíèå(òàáëèöà{a → b; c}, A) = ñóæåíèå(òàáëèöà{; c}, A))

Ýòîò ïðèåì íóæåí â äâóõ âàðèàíòàõ - êàê ïðèåì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, èíè-
öèèðóþùèé îáðàáîòêó ñóæåíèÿ, è êàê ïðèåì íîðìàëèçàòîðà "íîðìñóæåíèå",
èñïîëüçóåìûé ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ (çàìåíÿþùèé òåðì ñàì îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñóæåíèå").
Íàêîíåö, ïîíàäîáèëîñü ñêîððåêòèðîâàòü âåñà ðàíåå ñîçäàííûõ ïðèåìîâ ïàêåòà
"íîðìñóæåíèå", ÷òîáû íîâûå ïðèåìû ýòîãî ïàêåòà ñðàáàòûâàëè ïåðâîî÷åðåä-
íûì îáðàçîì.

3. Ââîäèì óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå: "ïåðåñòàíîâêà(f {1, 2, 3})", "f(1) = 2",
"f(3) = 1". ×òîáû ðåøàòåëü ìîã íà÷àòü ñàìîñòîÿòåëüíûå äåéñòâèÿ ïî åå ðåøå-
íèþ, íóæíî ïåðåéòè ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ f â âèäå "òàáëèöà({1 →
b(1), 2 → b(2), 3 → b(3)})". Çäåñü b(1), b(2), b(3) - òðè íîâûå íåèçâåñòíûå. Òåî-
ðåìà ïðèåìà, îáåñïå÷èâàþùåãî äàííûé ïåðåõîä, èìååò âèä:
∀afn(ïåðåñòàíîâêà(f, {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})}) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(a) → ∃b(f =
òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì "ïåðåñòàíîâêà(f, {1, 2, 3})"; âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå(õ2 õ14)" îïðåäåëÿåò âûáîð äëÿ b íàáîðà
íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùåãî òó æå äëèíó, ÷òî è íàáîð a. Óêàçàòåëü "ïðèìå÷à-
íèå(ñåðèÿ)" çàñòàâèò ðåøàòåëü ðàññìàòðèâàòü íîâîå óñëîâèå êàê ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå äëÿ íåèçâåñòíîé f . Â ðåçóëüòàòå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî b áó-
äåò óñòðàíåí, è ïåðåìåííûå b ñòàíóò íîâûìè íåèçâåñòíûìè. Ïðî÷èå óêàçàòåëè
ïðèåìà - îáû÷íûå: "áëîêïðîâåðîê(2)", "îòîáðàæåíèå(õ1)", "ðàçâåðòêà(ôèêñ(1
2 1) ôèêñ(0 2 2 1 1))". Ôèëüòðû òîæå íå ñîäåðæàò êàêèõ-ëèáî îñîáåííîñòåé:
"óðîâåíü(4)", "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "íåèçâåñòíàÿ(õ6)", "èçâåñòíî(ôèêñ(1
2))".
Ïîñëå êîìïèëÿöèè ïðèåìà çàïóñêàåì ïîøàãîâóþ òðàññèðîâêó. Ðåøàòåëü èñ-
ïîëüçóåò ðàâåíñòâà äëÿ f(1), f(3), ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ b(1), b(3).
Çàòåì îí ñâîäèò óòâåðæäåíèå âèäà "ïåðåñòàíîâêà(òàáëèöà(. . .)A)" ê ðàâåíñòâàì
äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé òàáëèöû. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ èçâëå-
êàåòñÿ çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé b(3).
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4. Ââîäèì óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå: "âûáîðêà((1, 3, 2, 4, 1, 5), x) = (1, 1, 5)".
Î÷åâèäíî, çíà÷åíèåì íåèçâåñòíîé x äîëæíî ñëóæèòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ íà-
áîðà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìà ïðîâåðêà:
∀abx({; b} ⊆ {; a} → âûáîðêà(a, x) = b ↔ x = {; b} & âûáîðêà(a, {; b}) = b)

Â ýòîé òåîðåìå àíòåöåäåíò íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè íåîáõîäèìûì; îí èãðàåò ðîëü
äîïîëíèòåëüíîãî ôèëüòðà. Âïðî÷åì, åãî íàëè÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ðåøàòåëþ áó-
äåò íóæåí (íî íå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è) åùå îäèí ïðèåì - ñïåöèàëüíî
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âêëþ÷åíèå íàðóøàåòñÿ. Âòîðîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí êîíñå-
êâåíòà îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ôèëü-
òðû "óðîâåíü(2)", "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "èçâåñòíî(õ1)", "èçâåñòíî(õ2)",
"íå(èçâåñòíî(õ23))". Óêàçàòåëü "áëîêïðîâåðîê(1)" îïðåäåëÿåò îáðàáîòêó àíòå-
öåäåíòà ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

5. Ââîäèì óñëîâèå "íàëîæåíèå((1, 2, 3), (4, 5), (1, 3, 4))" çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Âûáèðàåì ñòàíäàðòíóþ öåëåâóþ óñòàíîâêó "óïðîñòèòü â î.ä.ç.". ×òîáû íàõî-
äèòü íàëîæåíèå äâóõ íàáîðîâ ïî çàäàííîìó ñïèñêó íîìåðîâ ïîçèöèé, êîòîðûå
â ðåçóëüòàòå çàéìåò ïåðâûé íàáîð, ñîçäàäèì íîâûé ïàêåòíûé íîðìàëèçàòîð
"íîðìíàëîæåíèå". Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ òðåòèé àðãóìåíò îïåðàöèè "íàëîæåíèå(. . .
)" - íàáîð, ïîðÿäîê åãî ýëåìåíòîâ íåñóùåñòâåíåí.
Âõîäèì â ïîäðàçäåë ñèìâîëà "íàëîæåíèå" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ è èñïîëü-
çóåì èíòåðôåéñ ââîäà íîâîãî ïàêåòíîãî íîðìàëèçàòîðà. Íàæèìàåì "Ctr-ï" è
âûáèðàåì ëåâîé êíîïêîé ìûøè ïðÿìîóãîëüíèê "Íîðìàëèçàòîð". Çàòåì íàæè-
ìàåì "ñ" è ââîäèì íàçâàíèå ñèìâîëà "íàëîæåíèå". Ïî çàâåðøåíèè ââîäà íà-
æèìàåì Enter äâàæäû: ïåðâîå íàæàòèå çàâåðøàåò ðåäàêòèðîâàíèå, âòîðîå -
èíèöèàëèçèðóåò ïàêåò. Äàëåå áóäåì çàïîëíÿòü ïàêåò ïðèåìàìè. Âû÷èñëåíèå
ðåçóëüòèðóþùåãî íàáîðà îïðåäåëèì ïî ðåêóðñèè. Íà÷íåì ñ çàâåðøàþùåãî øà-
ãà, êîãäà îäèí èç íàáîðîâ ïóñò. Ñîçäàåì â îãëàâëåíèè ïîñëå àâòîìàòè÷åñêè
ñîçäàííîãî ïóíêòà "Ïåðåêëþ÷àòåëü óðîâíÿ" íîâûé ïóíêò "Ïóñòîé íàáîð". Â
íåì ðàçìåùàåì ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀ab(íàëîæåíèå(a, ïóñòîåñëîâî, b) = a)

∀a(íàëîæåíèå(ïóñòîåñëîâî, a, ïóñòîåñëîâî) = a)

Êàê îáû÷íî, ïðè èíèöèàëèçàöèè ïàêåòíîãî íîðìàëèçàòîðà ñîáëþäàåì àêêóðàò-
íîñòü ïîñëå êîìïèëÿöèè ïåðâîãî ïðèåìà: åãî íåìåäëåííàÿ ïåðåêîìïèëÿöèÿ ïðè-
âåäåò ê ïîð÷å ïàêåòà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïàêåòà ïîíàäîáèòñÿ óäàëèòü ËÎÑ-
ïðîãðàììó äàííîãî ïðèåìà, à òàêæå ïðèåìà "Ïåðåêëþ÷àòåëü óðîâíÿ" (êëàâèøà
F7), ïîñëå ÷åãî ñíîâà èõ îòêîìïèëèðîâàòü, íà÷èíàÿ ñ ïåðåêëþ÷àòåëÿ óðîâíÿ.
Åñëè â íîðìàëèçàòîðå îòêîìïèëèðîâàíû õîòû áû äâà ïðèåìà, äîïóñòèìà ïåðå-
êîìïèëÿöèÿ ëþáîãî èç íèõ.
Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ øàãà ðåêóðñèè. Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ "íàëîæå-
íèå(a b c)" ðàññìàòðèâàåì äâà ñëó÷àÿ: ëèáî íàáîð c ñîäåðæèò åäèíèöó, è òîãäà
â íà÷àëî ðåçóëüòèðóþùåãî íàáîðà ïîìåùàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà a, ëèáî
îí íå ñîäåðæèò åäèíèöû, è òîãäà áåðåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà b. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïåðåä ðåêóðñèâíûì îáðàùåíèåì c êîððåêòèðóåòñÿ: åäèíèöà, åñëè îíà
åñòü, îòáðàñûâàåòñÿ, à âñå ïðî÷èå ýëåìåíòû óìåíüøàþòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì äâóì òåîðåìàì ïðèåìîâ:
∀abcden(1 ∈ {; d}& {; e} = {; d}\{1}& l(e) = n & p = íàëîæåíèå(b, c, λi(e(i)−1, i ∈
{1, . . . , n})) → íàëîæåíèå(ïðåôèêñ(a, b), c, d) = ïðåôèêñ(a, p))
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∀abcden(¬(1 ∈ {; d}) & l(d) = n & p = íàëîæåíèå(a, c, λi(d(i)−1, i ∈ {1, . . . , n})) →
íàëîæåíèå(a, ïðåôèêñ(b, c), d) = ïðåôèêñ(b, p))

Àíòåöåäåíòû p = . . . âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îíè ðåàëèçó-
þò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå (ïðàâûé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìíàëîæåíèå"). Ïåðâûé ïðèåì èìååò ôèëüòðû "çàãîëîâîê(õ4 íàáîð)", "çà-
ãîëîâîê(õ5 íàáîð)", âòîðîé - ôèëüòð "çàãîëîâîê(õ4 íàáîð)". Îíè ââåäåíû, ÷òî-
áû êîìïèëÿòîð ìîã ïðàâèëüíî ñôîðìèðîâàòü âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "ðàçâåðò-
êà(. . .)" îïèñàòåëè λi(. . .). Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ïðèåìå ââåäåí âñïîìîãàòåëü-
íûé íàáîð e, ïîëó÷åííûé îòáðàñûâàíèåì åäèíèöû èç òðåòüåãî îïåðàíäà "íà-
ëîæåíèÿ", è ëèøü çàòåì âûïîëíÿåòñÿ âû÷èòàíèå åäèíèöû èç åãî ýëåìåíòîâ.
Ñóùåñòâåííîé äåòàëüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè âõîæäåíèÿ åäèíèöû â
íàáîð d ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñîçäàííîãî íà áàçå ýòîãî íàáîðà ïåðå÷-
íÿ {; d} (ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ íàáîðà).
Îäíàêî, ïåðâûé ïðèåì èìååò íåáîëüøîé èçúÿí - åñëè íàáîð d áûë îäíîýëå-
ìåíòíûì, òî ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ èç åãî ýëåìåíòîâ åäèíèöû âîçíèêíåò ïóñòîå
ìíîæåñòâî, è åãî íå óäàñòñÿ èäåíòèôèöèðîâàòü êàê {; e}: ïîñëåäíèé òåðì èìå-
åò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "ïåðå÷åíü". Ïîýòîìó ïðèäåòñÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ
ñîçäàòü åùå îäèí ïðèåì:
∀ab(íàëîæåíèå((a), b, (1)) = ïðåôèêñ(a, b))

Ïðè ââîäå îäíîýëåìåíòíûõ íàáîðîâ (a),(1) ìîãóò âîçíèêíóòü òðóäíîñòè: ôîð-
ìóëüíûé ðåäàêòîð íå ïîéìåò, ÷òî ñêîáêè îçíà÷àþò îäíîýëåìåíòíûå íàáîðû, è
ïðîèãíîðèðóåò èõ. Ïîòîìó ëèáî íóæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíóþ êëà-
âèøó Ctr-í, ëèáî íàáðàòü ïðèåì òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì.
Ïîñëå òîãî, êàê ïàêåò ñîçäàí, íóæíî åùå ââåñòè ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê íåìó:
∀abcd(a = íàëîæåíèå(b, c, d) → íàëîæåíèå(b, c, d) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìíàëîæåíèå". Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ1 íàëîæåíèå))" êîíòðîëèðóåò
íåâûðîæäåííîñòü îáðàùåíèÿ.

6. Ââîäèì çàäà÷ó íà îïèñàíèå ñ óñëîâèåì "Âñòàâêà((1, 2, 3, 4), x, y) = (1, 5, 2, 3, 4))";
x, y - íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ íàéòè âñå âîçìîæíûå èõ çíà÷åíèÿ. Òåîðåìà
ïðèåìà äîëæíà ñðàâíèâàòü äâà íàáîðà è íàõîäèòü òàêîé íîìåð ïîçèöèè k, äî
êîòîðîé íàáîðû ñîâïàäàþò, à ïîñëå - ýëåìåíòû ïåðâîãî íàáîðà ñîâïàäàþò ñ
ýëåìåíòàìè âòîðîãî, èìåþùèìè íà åäèíèöó áîëüøèå íîìåðà. Åñëè ïðè ýòîì íà
k - é ïîçèöèè ýëåìåíòû ðàçëè÷íû, òî ìåñòî âñòàâêè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðèåìó:
∀abkmnxy(m = n + 1 & k ∈ {1, . . . , n} & ¬(a(k) = b(k)) & ∀i(i ∈ {1, . . . , k −
1} → a(i) = b(i)) & ∀i(i ∈ {k, . . . , n} → a(i) = b(i + 1)) → (Âñòàâêà(λi(a(i), i ∈
{1, . . . , n}), x, y) = λj(b(j), j ∈ {1, . . . ,m})) ↔ (x = k & y = b(k)))

Ïðåæäå âñåãî, èäåíòèôèöèðóþòñÿ íàáîðû a, b. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïèñàòå-
ëè "îòîáðàæåíèå" â ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòñíîòè âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ðàç-
âåðòêà". Ñàìè ïåðåìåííûå a, b âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Ïîñëå
èäåíòèôèêàöèè íàáîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû m, n. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïðîâåðÿåò, ÷òî âòîðîé íàáîð
íà åäèíèöó äëèííåå ïåðâîãî. Âòîðîé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà" - îí ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà k ñðàâíèâàåìûõ ïîçèöèé. Òðåòèé àíòåöåäåíò
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âûäåëåí óêàçàòåëåì "ëåãêîâèäåòü". Òàê êàê òèï ýëåìåíòîâ íàáîðîâ àïðèîðè
íåèçâåñòåí, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàçëè÷èÿ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåì âñïîìîãàòåëüíóþ
çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáåñïå÷èâàþò öèêëû
ñðàâíåíèÿ íàáîðîâ äî è ïîñëå ïîçèöèè k. Îíè âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ôèëüòðû âîçüìåì, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèå: "óðîâåíü(2)", "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå".

7. Ââîäèì óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå "êîðòåæïàð((1, 2, 3), (4, 5, 6))". Î÷å-
âèäíî, íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðèåìà:
∀abn(êîðòåæïàð(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}), λj(b(j), j ∈ {1, . . . , n})) = λi((a(i), b(i)), i ∈
{1, . . . , n}))
Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 1)ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò ðàáîòó ñ
êîíå÷íûìè íàáîðàìè. Ïåðåìåííûå a, b âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

8. Ââîäèì çàäà÷ó íà îïèñàíèå ñ óñëîâèÿìè "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a,N)", "ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü(λi(i, i − íàòóðàëüíîå), a)", "ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λi(i

2, i −
íàòóðàëüíîå), a)". Â íåé íóæíî íàéòè ïðèìåð çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé a. Ñîçäà-
äèì ïðèåì, äàþùèé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþ-
ùåé çàäàííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá - ðàçìåñòèòü ýëåìåí-
òû ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ÷åòíûõ ïîçèöèÿõ, à íà íå÷åòíûõ - ýëåìåíòû
íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èãðàþùåé ðîëü ïàðàìåòðà. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä:
∀xaA(∃c(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(c, A) & x = λj((a(j/2) ïðè j − even, èíà÷å c((j +
1)/2)), j−íàòóðàëüíîå)) → ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, A) & ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(
λi(a(i), i− íàòóðàëüíîå), x))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïîäáîðçíà÷åíèé"; îí ðåàëèçóåò ïîïûòêó íåýêâèâàëåíòíîé
çàìåíû óñëîâèé. Óêàçàòåëü "ïîäáîðçíà÷åíèé(1)" îçíà÷àåò, ÷òî ðîëü çàìåíÿþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ èãðàåò àíòåöåäåíò. Óêàçàòåëü "êîììåíòàðèé(1 ñåðèÿ)" ïå-
ðåäàåò êîììåíòàðèé "ñåðèÿ"ê çàìåíÿþùåìó óòâåðæäåíèþ âî âñïîìîãàòåëüíóþ
çàäà÷ó. Òàêèì îáðàçîì, ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàìåòðè-
÷åñêîå îïèñàíèå ñ ïàðàìåòðîì c. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ a âûäåëåíà óêà-
çàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Ïðèåì èìååò ôèëüòðû "óðîâåíü(4)", "òèï(îïèñàòü)",
"öåëü(ïðèìåð)", "íåèçâåñòíàÿ(õ23)", "èçâåñòíî(ôèêñ(0 2 1))", "êîíòåêñò(íîâîå-
óñëîâèå(õ2)íå(ðàâíî(õ2 ôèêñ(0 1)))âõîäèò(õ23 õ2))". Ïîñëåäíèé èç ôèëüòðîâ
îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ åùå êàêîå-òî óñëîâèå íà íåèçâåñòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Èíà÷å ìîæíî áûëî áû ïðîñòî îòîæäåñòâèòü åå ñ èçâåñòíîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ.
Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ââåäåííîãî ïðèåìà è èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîé a, ÿâíî âû-
ðàæåííîé ÷åðåç íîâóþ íåèçâåñòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âîçíèêíåò çàäà÷à, èìå-
þùàÿ óñëîâèå:
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λi(i

2, i−íàòóðàëüíîå), λn((n/2 ïðè n−even, èíà÷å b((n+
1)/2)), n− íàòóðàëüíîå)).
Çäåñü b - íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íàì íóæåí åùå îäèí ïðèåì,
êîòîðûé áóäåò ñâÿçûâàòü óêàçàííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ i2 ñ b.
Ýòîò ïåðåõîä íåýêâèâàëåíòíûé, òàê ÷òî ïðèåì ñíîâà èìååò çàãîëîâîê "ïîä-
áîðçí÷åíèé". Åãî òåîðåìà èìååò âèä:
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∀cpqA(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(q, A) & ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(c, q) → ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü(c, λn((p(n) ïðè n− even, èíà÷å q((n + 1)/2)), n− íàòóðàëüíîå)))
Óêàçàòåëü "ïîäáîðçíà÷åíèé(2)" âûäåëÿåò çàìåíÿþùèé àíòåöåäåíò. Ïðî÷èå óêà-
çàòåëè è ôèëüòðû - ñòàíäàðòíûå. Õîòÿ äàííûé ïðèåì è ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
ñëèøêîì èñêóññòâåííûì, îí âñåãî ëèøü ó÷èòûâàåò ñïåöèàëüíûé âèä ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî çàäàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïîñëåäîâàòåüíîñòåé, îïðåäåëÿåìûé ïðåäûäó-
ùèì ïðèåìîì.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí ïðèåì - îòîæäåñòâ-
ëåíèå íåèçâåñòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ñ èçâåñòíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ,
åñëè ïðî÷èõ óñëîâèé íà x íåò. Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:
∀axA(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, A) & x = a → ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, A) & ïîäïîñëå-
äîâàòåüíîñòü(a, x))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óêàçàòåëè "áëîêïðîâåðîê(1)", "ïîäáîð-
çíà÷åíèé(2)" çàäàþò îáðàáîòêó àíòåöåäåíòîâ. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(íîâîåóñëî-
âèå(õ2)íå(ðàâíî(õ2 ôèêñ(0 1)))âõîäèò(õ23 õ2)))" îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ïðî-
÷èõ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíîé x. Îñòàâøèåñÿ ôèëüòðû - "óðîâåíü(2)", "òèï(îïè-
ñàòü)", "öåëü(ïðèìåð)", "íåèçâåñòíàÿ(õ23)", "èçâåñòíî(õ1)".

9. Ââîäèì çàäà÷ó íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ "èíäèêàòîð({1, 2, 3}, {1, 3}, 1)". Ïåðå-
õîä ê òàáëè÷íîìó çàäàíèþ òàêîãî âûðàæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü (ïî êðàéíåé ìåðå,
íà ìîìåíò ðàññìîòðåíèÿ äàííîé çàäà÷è) ïðåîáðàçîâàíèåì îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè. Âîçìîæíî, âïîñëåäñòâèè âîçíèêíóò êàêèå-òî ðàçóìíûå îãðàíè÷åíèÿ ýòîãî
ïåðåõîäà. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀aAnb(èíäèêàòîð({; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})}, A, b) = òàáëèöà{; λi(a(i) → (b ïðè
a(i) ∈ A, èíà÷å 0), i ∈ {1, . . . , n})})
Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 1 1)ôèêñ(0 2 1 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
è ôîðìèðîâàíèå îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ. Óñëîâíîå
âûðàæåíèå â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâàðè-
àíò", à åãî ïîäóòâåðæäåíèå a(i) ∈ A - íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðèíàäëåæèò".

10. Ââîäèì çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ "ôóíêñòåïåíü(λi(i
2, i−íàòóðàëü-

íîå), 3)". Çàìåòèì, ÷òî "ôóíêñòåïåíü" ââîäèòñÿ è ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëü-
íûì ðåäàêòîðîì êàê îáû÷íàÿ ñòåïåíü, ïðè÷åì ïåðåä íà÷àëîì ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå åå â "ôóíêñòåïåíü". Äëÿ ðåêóð-
ñèâíîãî îïðåäåëåíèÿ n - êðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè ê
çàäàííîìó àðãóìåíòó ñîçäàåì ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀fgABn(∀x(A(x) → A(f(x))) & (λx(f(x), A(x)))n−1 = λx(g(x), B(x)) → (λx(f(x),
A(x)))n = λx(f(g(x)), A(x)))

∀fA((λx(f(x), A(x)))1 = λx(f(x), A(x)))

Çäåñü òîæå "ôóíêñòåïåíü" ââîäèòñÿ êàê îáû÷íàÿ ñòåïåíü, à ïðè êîìïèëÿöèè
ïðèåìà ìîäèôèöèðóåòñÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïåðâîé òåîðåìû ïðèåìà âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ñëåäñòâèå". Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîé
ôóíêöèè ñîäåðæèòñÿ â åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è òàêèì îáðàçîì ðåøàåò ïðîáëå-
ìó ñîãëàñîâàíèÿ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòîáðàæåíèÿõ.
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", à ëåâàÿ ÷àñòü åãî
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Çäåñü è ðåàëèçóåòñÿ
øàã ðåêóðñèè. Ôèëüòð "íàòóðàëüíîå(õ14)" îãðàíè÷èâàåò ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ
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ïðèåìà ñëó÷àÿìè, êîãäà âåëè÷èíà ñòåïåíè - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Ðåêîìåí-
äóåì ñàìîñòîÿòåëüíî ðåàëèçîâàòü ýòó æå ñõåìó ðåêóðñèè â âèäå ïðèåìîâ íîð-
ìàëèçàòîðà "íîðìôóíêñòåïåíü" è äîáàâèòü ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê äàííîìó
íîðìàëèçàòîðó. Íîðìàëèçàòîð "íîðìôóíêñòåïåíü" óæå èìååò ïðèåìû, ïðåäíà-
çíà÷åííûå äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, òàê ÷òî íîâûå ïðèåìû ñëåäóåò ââîäèòü íà
áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ, ÷òîáû îíè íå ìåøàëè ñðàáàòûâàíèþ óæå ââåäåííûõ.



Ãëàâà 6

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìîùíîñòÿìè

ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêîé

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâ, íàõîäÿòñÿ â ïîäðàçäåëå "ìîùíîñòè" ðàç-
äåëà "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ. Â îñíîâíîì, îíè áûëè ñîçäà-
íû ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòåéøèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ (ñì. ïîäðàçäåë çàäà÷íèêà
"Êîìáèíàòîðèêà", ðàñïîëîæåííûé â ðàçäåëå "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ"). Êàê ïðàâèëî, òà-
êàÿ çàäà÷à èìåëà òåêñòîâóþ ôîðìóëèðîâêó, ðåøàòåëþ æå ïðåäëàãàëàñü íåêîòîðàÿ
âåðñèÿ åå ëîãè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè. Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäíÿÿ ñîïðîâîæäàëàñü îðè-
ãèíàëüíûì òåêñòîì, êîòîðûé ìîæíî ïðîñìîòðåòü, íàæàâ êëàâèøó "í". Åñëè íóæíî
îäíîâðåìåííî ïðîñìàòðèâàòü è òåêñò, è ëîãè÷åñêóþ ôîðìàëèçàöèþ çàäà÷è, ñëåäó-
åò ïðîêðóòêîé ïåðåìåñòèòü âåðõíþþ îòäåëÿþùóþ çàäà÷ó ãîðèçîíòàëüíóþ ëèíèþ â
âåðõíþþ ÷àñòü ýêðàíà è íàæàòü êëàâèøó "+". Ïåðåõîä îò òåêñòîâîé ïîñòàíîâêè êîì-
áèíàòîðíîé çàäà÷è ê åå ëîãè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè â áóäóùåì òîæå ïðåäïîëàãàåòñÿ
àâòîìàòèçèðîâàòü, è ñîõðàíÿåìûå â çàäà÷íèêå ïðèìåðû ïðåäîñòàâÿò íåîáõîäèìûé
äëÿ ýòîãî îáó÷àþùèé ìàòåðèàë.

Ñîáñòâåííî ê ðàçäåëó "ìîùíîñòè" îòíåñåíî ñðàâíèòåëüíî ìàëî ëîãè÷åñêèõ ñèìâî-
ëîâ, òàê êàê ìíîãèå âñòðå÷àþùèåñÿ â êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ
ìíîæåñòâàìè è ôóíêöèÿìè, óæå ââåäåíû â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Ïåðå÷èñëèì ïîíÿ-
òèÿ äàííîãî ðàçäåëà. Âûðàæåíèå "ìîùíîñòü(A)" îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A.
Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ñèìâîë "ìîùíîñòü" êàê card. Ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà - êàðäèíàëüíîå ÷èñëî; â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå "÷èñëî(ìîùíîñòü(A))" èñòèííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî A - êîíå÷íîå. Óòâåðæäåíèå "êîíå÷íîå(A)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíî-
æåñòâî A êîíå÷íîå. Êîíñòàíòû "ñ÷åòíîå", "êîíòèíóóì" îáîçíà÷àþò êàðäèíàëüíûå
÷èñëà - ìîùíîñòè ñ÷åòíîãî è êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâ. Âûðàæåíèå "ñî÷åòàíèÿ(A
n)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, èìåþùèõ ìîùíîñòü n.
Âïðî÷åì, ñèìâîë "ñî÷åòàíèÿ" â çàäà÷àõ ïîÿâëÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî - îáû÷íî èñïîëü-
çóåòñÿ åãî ÿâíîå îïðåäåëåíèå ÷åðåç îïèñàòåëü "êëàññ". Åñëè A - êîíå÷íîå ñåìåéñòâî
(ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå), òî ïîñðåäñòâîì "êîìïëåêò(A)"
îáîçíà÷àåòñÿ íàáîð êðàòíîñòåé ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà, óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåâîçðàñòà-
íèþ. Óòâåðæäåíèå "êîíå÷íïåðåñåê(A B)" îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A, B
êîíå÷íî.
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6.1 Ïðèìåðû ëîãè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè êîìáèíàòîð-

íûõ çàäà÷

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü òèïè÷íûå êîíñòðóêöèè ñ ôóíêöèÿìè è ìíîæåñòâàìè, âîç-
íèêàþùèå ïðè ëîãè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ðàññìîòðèì íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ. Ýòî ïðîÿñíèò òó ðîëü, êîòîðóþ èãðàþò ïðåäñòàâëåííûå â ðàçäåëå ïðè-
åìû.

1. Íà÷íåì ñ çàäà÷è, èìåþùåé ñëåäóþùåå óñëîâèå: "Ýêñêóðñàíòû ðàçäåëèëèñü íà
äâå ðàâíûå ãðóïïû äëÿ ðîçûñêà çàáëóäèâøåãîñÿ òîâàðèùà. Ñðåäè íèõ åñòü
òîëüêî 4 ÷åëîâåêà, çíàêîìûå ñ ìåñòíîñòüþ. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ îíè ìîãóò
ðàçäåëèòüñÿ òàê, ÷òîáû â êàæäóþ ãðóïïó âîøëî äâà ÷åëîâåêà, çíàþùèõ ìåñò-
íîñòü, åñëè âñåãî èõ øåñòíàäöàòü ÷åëîâåê ?". Çàäà÷ó íà ïîäñ÷åò ÷èñëà ñïîñîáîâ
áóäåì îôîðìëÿòü êàê çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå, óñëîâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
âûðàæåíèå card(. . .) äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ýòèõ ñïîñîáîâ. Íà÷íåì ñ ïåðå-
÷èñëåíèÿ ïîñûëîê çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ ýêñêóðñàíòîâ,
à ÷åðåç D - ïîäìíîæåñòâî ýêñêóðñàíòîâ, çíàêîìûõ ñ ìåñòíîñòüþ. Òîãäà èìååì
òðè ïîñûëêè: cardA = 16, cardD = 4, D ⊆ A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B, C ãðóïïû,
íà êîòîðûå äîëæíû ðàçäåëèòüñÿ ýêñêóðñàíòû. Âîçìîæíû äâà ïîíèìàíèÿ óñëî-
âèÿ çàäà÷è - ëèáî ýòè ãðóïïû ðàçëè÷àþòñÿ: îäíà ñ÷èòàåòñÿ ïåðâîé, à äðóãàÿ
- âòîðîé, ëèáî áåçðàçëè÷íî, êàêàÿ èç íèõ ïåðâàÿ, à êàêàÿ âòîðàÿ. Â ïåðâîì
ñëó÷àå íóæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (B, C), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì çàäà÷è, âî âòîðîì ñëó÷àå - ÷èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ò.å. äâóõýëå-
ìåíòíûõ ìíîæåñòâ {B, C}. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ íà B, C îäíè è òå æå, òàê
÷òî ñíà÷àëà âûïèøåì èõ: B− set, C− set, A = B∪C, B∩C = ∅, cardB = cardC,
card(B ∩D) = 2, card(C ∩D) = 2. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð, òî óñëîâèåì çàäà÷è ñëóæèò âûðàæåíèå card(setBCP (B, C)), ãäå P (B, C) -
êîíúþíêöèÿ ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé íà ìíîæåñòâà B, C. Åñëè æå òðåáó-
åòñÿ íàéòè ÷èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð, òî óñëîâèå çàäà÷è ïðèîáðåòàåò âèä:
card(setx(∃BC(x = {B, C} & P (B, C)))). Öåëåâàÿ óñòàíîâêà çàäà÷è - "óïðîñòèòü
â î.ä.ç".

2. Âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ ïðèõîäèòñÿ ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñëî îòîáðàæå-
íèé çàäàííîãî âèäà. Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðèìåð: "Èç ãðóïïû â 12 ÷åëîâåê
åæåäíåâíî â òå÷åíèå 6 äíåé âûáèðàþò äâóõ äåæóðíûõ. Îïðåäåëèòü êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ ñïèñêîâ äåæóðíûõ, åñëè êàæäûé ÷åëîâåê äåæóðèò îäèí ðàç."
Ñïèñîê äåæóðíûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå
íîìåðîâ ÷åëîâåê (îò 1 äî 12) è ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó ÷åëîâåêó íîìåð äíÿ,
êîãäà îí äåæóðèò (îò 1 äî 6). Äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
êàæäûé íîìåð äíÿ äîëæåí ÿâëÿòüñÿ çíà÷åíèåì â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Òà-
êèì îáðàçîì, óñëîâèåì çàäà÷è èìååò âèä:
card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, {1, . . . , 12}, {1, . . . , 6}) & ∀i(i ∈ {1, . . . , 6} → card(ñëîé
(f, i)) = 2))).

3. Åùå îäèí ïðèìåð, êîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà îòîáðàæåíèé. "Èç
10 òåííèñèñòîê è 6 òåííèñèñòîâ ñîñòàâëÿþò 4 ñìåøàííûå ïàðû. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü ?". Ñîñòàâ ñìåøàííûõ ïàð îïðåäåëèòñÿ, åñëè
âûáðàòü, íàïðèìåð, ÷åòûðåõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâå 10 òåííè-
ñèñòîê è îïðåäåëèòü íà íåì ôóíêöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû.
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Ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà ïðèíèìàòü â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ò.å.
áûòü áèåêòèâíîé (ïî òåðìèíîëîãèè ðåøàòåëÿ - âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé). Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå çàäà÷è:
card(setf (∃A(A ⊆ {1, . . . , 10} & cardA = 4 & Îòîáðàæåíèå(f, A, {1, . . . , 6}) &
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))))

4. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåð, ãäå âîçíèêàåò ïîíÿòèå ðàçáèåíèÿ. "Â òóðíèðå
ó÷àñòâóþò 16 øàõìàòèñòîâ. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðàñïèñàíèé ïåð-
âîãî òóðà (ðàñïèñàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè îòëè÷àþòñÿ ó÷àñòíèêàìè
õîòÿ áû îäíîé ïàðòèè; öâåò ôèãóð è íîìåð äîñêè íå ó÷èòûâàåòñÿ". Î÷åâèäíî,
÷òî êàæäîå ðàñïèñàíèå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà øàõ-
ìàòèñòîâ íà äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå çàäà÷è
èìååò ñëåäóþùèé âèä:
card(setx(ðàçáèåíèå({1, . . . , 16}, x) & ∀y(y ∈ x → cardy = 2))).

6.2 Íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè

Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è îáû÷íî ñâîäÿòñÿ, ïîñëå ðÿäà ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåõîäîâ, ê
íàõîæäåíèþ ìîùíîñòåé íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ ìíîæåñòâ. Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ
ïðèâîäèìûìè íèæå ïðèåìàìè.

Ìîùíîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà

Ìîùíîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà çàìåíÿåòñÿ íà 0:
card∅ = 0

Ìîùíîñòü îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà

Ìîùíîñòü îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà çàìåíÿåòñÿ íà 1:
∀a(card{a} = 1)

Ìîùíîñòü íå áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíîãî êëàññà

∀ab(card(setx(x = a & b)) = (1 ïðè b, èíà÷å 0))

Ìîùíîñòü ïàðû

Õîòÿ íèæå áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ïåðå÷íåé, äëÿ äâóõýëåìåíòíîãî
ïåðå÷íÿ ââåäåí îñîáûé ïðèåì:
∀ab(card{a, b} = (1 ïðè a = b, èíà÷å 2))

Êðîìå òîãî, ââåäåí ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà ïàðû, âûäåëåí-
íîãî çàäàííûì óñëîâèåì:
∀abP (card(setx(x ∈ {a, b} & P (x))) = (2 ïðè P (a) & P (b), èíà÷å (0 ïðè ¬(P (a)) &
¬(P (b)), èíà÷å 1)))
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Ìîùíîñòü ïåðå÷íÿ

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé - ïåðåõîä ê ìåíüøåìó ïåðå÷íþ, åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü îòëè÷èå
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà îò âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ:
∀ab(¬(a ∈ {; b}) → card{a; b} = card{; b}+ 1)

Çäåñü àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê".
Åñëè ìîùíîñòü ïåðå÷íÿ âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåêîòîðûé ýëå-

ìåíò ïåðå÷íÿ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî ðåàëèçóåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ïðèíàäëåæíî-
ñòè ýòîãî ýëåìåíòà îñòàòêó ïåðå÷íÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä: ∀ab(a ∈ {; b} ∨¬(a ∈
{; b})). Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìîùíîñòü(ïåðå÷åíü (ïðåôèêñ(õ1 õ2))))" çàäàåò
èíèöèàëèçàöèþ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(ïåðå-
÷åíü(ïðåôèêñ(õ1 õ2)))". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ" è ôèëüòðû "óðî-
âåíü(5)", "óñëîâèå", "òèï(îïèñàòü)", "íå(èçâåñòíî(õ1))". Óêàçàòåëü "ïðèìå÷àíèå(ðàç-
áîðñëó÷àåâ)" äàåò óñòàíîâêó íà íåìåäëåííûé ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî âûâåäåííîé äèçú-
þíêöèè. Óêàçàòåëü "ñïèñîê(ïðåôèêñ(õ1 õ2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ýëåìåíòà
a ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì ïåðå÷íÿ.
Íàêîíåö, â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ îòáðàñûâàíèÿ ýëåìåíòà ïåðå÷íÿ
èñïîëüçóåòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå:
∀abp(p = (a ∈ {; b}) → card{a; b} = card{; b}+ (0ïðè p, èíà÷å 1))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü åãî îáðàáàòûâà-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåèçâåñòíîé ñëóæèò íåêîòîðûé
ïàðàìåòð õ3 âûðàæåíèÿ a, èäåíòèôèöèðóåìûé ÷åðåç óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âõîäèò(õ3
ïàðàìåòðû(õ1)))". Ïåðåìåííîé p ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè ýëåìåíòà a îñòàòêó ïåðå÷íÿ îòíîñèòåëüíî õ3.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó äâóìÿ öåëûìè
÷èñëàìè

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì îáðàçîì çàäàíî ìíîæåñòâî, ïðèìåíÿåòñÿ îäèí èç ñëå-
äóþùèõ ïðèåìîâ:
∀nma(n−öåëîå & m−öåëîå & a = m−n & 0 ≤ a → card(setk(k−öåëîå & n ≤ k & k ≤
m)) = a + 1)

∀ij(0 ≤ j − i + 1 → card({i, . . . , j}) = j − i + 1)

∀mn(0 ≤ m + n & m − öåëîå & n − öåëîå → card(setj(j − öåëîå & 0 ≤ m − j & 0 ≤
n + j)) = m + n + 1)

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ íåïóñòîòà ìíîæåñòâà. Åñëè òàêàÿ
ïðîâåðêà íå óäàåòñÿ, ïðèìåíÿåòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå:
∀ij(i− öåëîå & j − öåëîå→ card({i, . . . , j}) = (j − i + 1ïðè0 ≤ j − i, èíà÷å0))

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó äâóìÿ öåëûìè
÷èñëàìè è èìåþùèõ çàäàííîå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ òðåòüåãî ÷èñëà

∀abcn(n − íàòóðàëüíîå & a − öåëîå & b − öåëîå & 0 ≤ b − a & c ∈ {0, . . . , n − 1} →
card(setx(x ∈ {a, . . . , b} & x(mod n) = c)) = [(b− a− (c− a)(mod n))/n] + 1)
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Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë íà ïðîìåæóòêå

Åñëè íóæíî íàéòè ÷èñëî òî÷åê îäíîìåðíîé ðåøåòêè, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó äâóìÿ
âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcpqr(r = [(aq + b)/c] + [−(ap + b)/c] + 1 → card(setx(p ≤ x & x ≤ q & (ax + b)/c −
öåëîå)) = max(r, 0))

Óêàçàòåëü "çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ1 õ3)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ îòðèöàòåëüíûìè
a, c. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîäâûðàæåíèÿ åãî
ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

∀a(êîíå÷íîå(a) → card(setx(x ⊆ a & x− set)) = 2card(a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìêîíå÷íîå", ðàñïî-
çíàþùèì êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå

∀AB(êîíå÷íîå(A) & êîíå÷íîå(B) → card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, A,B))) = (cardB)cardA)

×èñëî ïîäìíîæåñòâ çàäàííîé ìîùíîñòè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ââåäåíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀an(n − öåëîå & 0 ≤ n & êîíå÷íîå(a) → card(setx(x − set & x ⊆ a & card(x) = n)) =
C n
card(a))

∀Amn(card(A) = n & n− ÷èñëî→ card(ñî÷åòàíèÿ(A, m)) = Cm
n )

Â ïåðâîì ïðèåìå ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà äîêàçàòåëüñòâî. Âî âòîðîì ïðèåìå ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", à ëåâàÿ åãî ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü".
Åñëè íå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü n, òî ïåðâûé ïðèåì ìîäèôèöèðóåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ:
∀an(n− öåëîå & êîíå÷íîå(a) → card(setx(x− set & x ⊆ a & card(x) = n)) = (Cn

card(a)

ïðè 0 ≤ n, èíà÷å 0))

Çäåñü ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "áëîêïðîâåðîê".

×èñëî îòîáðàæåíèé ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè ïðîîáðàçîâ

×òîáû ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî òàêèõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B, ó êîòî-
ðûõ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà B çàäàíî êîëè÷åñòâî òî÷åê, ïåðåâîäèìûõ â ýòîò ýëåìåíò,
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ABg(êîíå÷íîå(A) & êîíå÷íîå(B) → card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & ∀y(y ∈ B

→ card(ñëîé(f, y)) = g(y)))) = card(A)!/
∏

y,y∈B(g(y)!))
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Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé îäíîãî êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå

Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ABmn(m = card(B) & m − öåëîå & n = m − card(A) & 0 ≤ n → card(setf (Îòîáðà-
æåíèå(f, A,B) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))) = m!/n!)

Åñëè ìíîæåñòâà A, B çàâèñÿò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ x, îäíàêî ìîùíîñòè èõ íåèç-
ìåííû, òî äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà êîìáèíàöèé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f ìíî-
æåñòâà A(x) âB(x) è çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêæå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì
P (x), ïðåäûäóùèé ïðèåì ìîäèôèöèðóåòñÿ:
∀ABPmn(m = card(B(x)) & m− öåëîå & n = m− card(A(x)) & 0 ≤ n → card(setfx(
Îòîáðàæåíèå(f, A(x), B(x)) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & P (x))) = (m! card(setx(P (x)))
/n!))

×òîáû ãàðàíòèðîâàòü íåçàâèñèìîñòü ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ A(x), B(x) îò x, ââåäåíû
ôèëüòðû "íå(ïåðåñåêàþòñÿ(õ23 õ13))", "íå(ïåðåñåêàþòñÿ(õ23 òåðì(ìîùíîñòü(çíà÷å-
íèå(õ26 õ23)))))". Îáà âûðàæåíèÿ äëÿ ìîùíîñòè îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ôèëüòð "íå(ðàâíî(õ23 ëîãñèìâîë(ïóñòîåñëîâî)))" îòñåêàåò
ñëó÷àé ïóñòîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ x, óæå ðàññìîòðåííûé â ïåðâîì ïðèåìå.

×èñëî ðàçáèåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà îäèíàêîâîé ìîù-
íîñòè

Ââåäåíû äâà ïðèåìà - äëÿ ðàçëè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçáèåíèé:
∀mna(n = card(a)/m & n− öåëîå & m− íàòóðàëüíîå→ card(setx(ðàçáèåíèå(a, x)
& x− set & ∀y(y ∈ x → card(y) = m))) = (card(a))!/(m!)n · n!)

∀mnA(card(A)−mn = 0 → card(setx(êîðòåæ(x, n, ñî÷åòàíèÿ(A.m)) & ðàçáèåíèå(A,
{; x}))) = (mn)!/(m!)n)

Âî âòîðîì ïðèåìå àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì âûðà-
æåíèå card(A) ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü", à çàòåì
óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.

×èñëî ðàçáèåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, åñëè çàäàíû ìîùíîñòè êëàññîâ
ðàçáèåíèÿ è êîëè÷åñòâà ýòèõ êëàññîâ

∀ABf (êîíå÷íîå(A) → card(setx(ðàçáèåíèå(A, x) & x− set & sety(∃z(z ∈ x & card(z) =
y)) = B & ∀y(y ∈ B → card(setz(z ∈ x & card(z) = y)) = f(y)))) =
(card(A))!/

∏
y,y∈B((y!)f(y) · f(y)!))

×èñëî âñåõ ðàçáèåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

Â ýòîì ïðèåìå èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà Áåëëà, îáîçíà÷àåìûå "÷èñëîáåëëà(n)". Äëÿ èõ
âû÷èñëåíèÿ â ïîäðàçäåëå "Êîìáèíàòîðíûå ôóíêöèè" ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåá-
ðà" ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "íîðì÷èñëîáåëëà".
∀A(êîíå÷íîå(A) → card(setx(ðàçáèåíèå(A, x) & x− set)) = ÷èñëîáåëëà(card(A)))

Äîáàâëåí ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé ÷èñëî íåîäíîýëåìåíòíûõ ðàçáèåíèé:
∀A(êîíå÷íîå(A) → card(setx(ðàçáèåíèå(A, x) & x − set & 1 < card(x))) = ÷èñëîáåë-
ëà(card(A))− 1)
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×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè

Ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë,
óêàçûâàþùèõ ÷èñëî ýêçåìïëÿðîâ, â êîòîðûõ áåðåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò. Â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì îáðàçîì çàäàíî ìíîæåñòâî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè,
èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç ñëåäóþùèõ ïðèåìîâ:
∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå & 0 ≤ m → card(setf (êîðòåæ(f, n,N+) &∑n

i=1 f(i)−m = 0)) = Cm
n+m−1)

∀mn(m− öåëîå & 0 ≤ m → card(setx(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i)− öåëîå & 0 ≤ x(i)) &∑n
i=1 x(i)−m = 0)) = Cm

n+m−1)

∀mn(m− öåëîå & 0 ≤ m → card(setx(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i)− íàòóðàëüíîå) &∑n
i=1 x(i)−m = 0)) = Cn−1

m−1)

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå & 0 ≤ m → card(setf (êîðòåæ(f, n, N) &∑n
i=1 f(i)−m = 0)) = Cn−1

m−1)

Âòîðîé è òðåòèé ïðèåìû îòíîñÿòñÿ ê íàáîðàì ôèêñèðîâàííîé äëèíû n, ýëåìåíòû
êîòîðûõ îáðàçóþò ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó x îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïîýòîìó îíè èìå-
þò óêàçàòåëè "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)", "êîíòåêñò(ðàâíî(õ14 äëèíàíàáîðà(õ23)))",
"ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 1 2 1)ôèêñ(0 1 1 2 2 1 1))". Ïîñëåäíèé óêàçàòåëü îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ïî i ñ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé, à òàêæå
èäåíòèôèêàöèþ êîíå÷íîé ñóììû îò 1 äî n ñ îáû÷íîé ñóììîé n ñëàãàåìûõ.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀A(card(A) = a & a− ÷èñëî→ card(setx(ïåðåñòàíîâêà(x, A))) = a!)

Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà íóæíî íàéòè ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèåì íà ýëåìåíò, ðàñïîëàãàþùèéñÿ â çàäàííîé ïîçèöèè ëèáî íà ýëå-
ìåíòû äâóõ ðàçëè÷íûõ çàäàííûõ ïîçèöèé:
∀AinP (card(A) = n & i ∈ {1, . . . , n} → card(setf (ïåðåñòàíîâêà(f, A) & P (f(i)) & f −
ôóíêöèÿ)) = card(setx(x ∈ A & P (x))) · (n− 1)!)

∀AijnP (card(A) = n & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & ¬(i − j = 0) → card(setf (ïå-
ðåñòàíîâêà(f, A) & f −ôóíêöèÿ & P (f(i), f(j)))) = card(setxy(x ∈ A & y ∈ A & P (x,
y))) · (n− 2)!)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ1 ôèêñ(0 1 1 2))âèä(õ1 çíà÷åíèå(õ6 õ9)))" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ íîìåðà ïîçèöèè i ïî âõîæäåíèþ âûðàæåíèÿ f(i) â óñëîâèå íà ïåðå-
÷èñëÿåìûå ïåðåñòàíîâêè f . Â ïîñëåäíåì ïðèåìå àíàëîãè÷íûé óêàçàòåëü ââåäåí äëÿ
íîìåðà j. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ6 ôèêñ)" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà f îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ i, j. Ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà A âû÷èñëÿåòñÿ â ïåðâîì àíòåöåäåíòå (îí âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð") ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè

Åñëè â êîíòåêñòå óæå èìååòñÿ ðàâåíñòâî, äàþùåå çíà÷åíèå ìîùíîñòè ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ìíîæåñòâà, òî îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñèìâîëà "ìîùíîñòü":
∀ab(card(a) = b → card(a) = b)
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Ïðèåì èìååò ôèëüòð "íå(âõîäèò(ìîùíîñòü õ2))", ïðîâåðÿþùèé îòñóòñòâèå ñèìâîëà
"ìîùíîñòü" â çàìåíÿþùåì âûðàæåíèè b, à òàêæå ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(ïîäòåðì(è(
ðàâíî(òåêâõîæä õ5)ðàâíî(ìîùíîñòü(õ1)õ3)õ4))åäèíèöà(èñòèíà õ4)))", áëîêèðóþùèé
çàìåíó â êîíúþíêöèè ñ íåñêîëüêèìè ðàâåíñòâàìè äëÿ äàííîé ìîùíîñòè.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

×èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ çàäàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀A(êîíå÷íîå(A) → card(setij(i ∈ A & j ∈ A \ {i})) = card(A)(card(A)− 1))

Óêàçàòåëü "ýëåìåíò(õ9)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèöèðîâàòü ïåðåìåííóþ i ñ ïðîèçâîëü-
íûì (íå îáÿçàòåëüíî ïåðâûì) ýëåìåíòîì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Ýòî èçáàâëÿåò îò
íåîáõîäèìîñòè ñîçäàâàòü äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì ñ ïåðåñòàâëåííûìè ïåðåìåííûìè.
Åñëè íóæíî ðàññìàòðèâàòü ïàðû, ó êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò çàäàííî-
ìó ìíîæåñòâó, à âòîðîé - åãî çàäàííîìó íàäìíîæåñòâó, òî ðàáîòàåò äðóãîé ïðèåì:
∀ABC(êîíå÷íîå(B) & A ⊆ B \ C → card(setij(i ∈ A & j ∈ B \ (C ∪ {i}))) =
card(A)(card(B \ C)− 1))

Åùå îäèí ïðèåì - äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ïàð âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Ôàêòè÷åñêè, ýòî óæå ïîäñ÷åò ÷èñëà íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð:
∀A(êîíå÷íîå(A) &A ⊆ R → card(setij(i < j & i ∈ A & j ∈ A)) = C2card(A)

)

Ïîäìíîæåñòâà, èìåþùèå íå áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ êëàñ-
ñàìè ðàçáèåíèÿ íà ðàâíîìîùíûå ïîäìíîæåñòâà

Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå B ìíîæåñòâà A íà n ðàâíîìîùíûõ ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç
êîòîðûõ èìååò p ýëåìåíòîâ. Åñëè òðåáóåòñÿ ïåðå÷èñëèòü m - ýëåìåíòíûå ïîäìíîæå-
ñòâà ìíîæåñòâà A, èìåþùèå â êàæäîì êëàññå ðàçáèåíèÿ íå áîëåå îäíîãî ïðåäñòàâè-
òåëÿ, òî íóæíî ðàññìîòðåòü âñåâîçìîæíûå m - ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà êëàññîâ
ðàçáèåíèÿ, è â êàæäîì èç íèõ âûáðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Ýòî äàåò Cm

n pm âàðèàí-
òîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïðèåìà:
∀ABmnp(ðàçáèåíèå(A, B) & card(B) = n & ∀i(i ∈ B → card(i) = p) & n − ÷èñëî p −
÷èñëî→ card(setx(∀y(y ∈ B → card(x ∩ y) ≤ 1) & x ⊆ A & x− set & card(x) = m)) =
(0 ïðè n < m, èíà÷å Cm

n pm))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çäåñü íîðìàëèçàòîð "íîðì-
ìîùíîñòü" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëèòü ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. ×åò-
âåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "áëîêïðîâåðîê". Îíè ïðîâåðÿ-
þò êîíå÷íîñòü ÷èñëà êëàññîâ è êàæäîãî êëàññà.

Äâîè÷íûé êóá

Ñîçäàíî íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîäñ÷èòûâàòü ìîùíîñòè ïîäìíî-
æåñòâ äâîè÷íîãî n - ìåðíîãî êóáà (òî÷êàìè ýòîãî êóáà ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç íóëåé è
åäèíèö, èìåþùèå äëèíó n).

1. ×èñëî òî÷åê êóáà.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ card(äâêóá(n) = 2n)
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2. ×èñëî òî÷åê n− 1 - ìåðíîé ãðàíè.
∀nia(n−íàòóðàëüíîå & i ∈ {1, . . . , n} & a−boolean→ card(setx(äâíàáîð(x, n) &
x(i) = a)) = 2n−1)

3. ×èñëî íàáîðîâ, èìåþùèõ çàäàííîå ÷èñëî íóëåé ëèáî åäèíèö.
∀amn(0 ≤ m & m − öåëîå & 0 ≤ n − m & n − íàòóðàëüíîå & a − boolean →
card(setx(äâíàáîð(x, n) & êîëè÷(x, a) = m)) = Cm

n )

Çäåñü "êîëè÷(x, a)" - ÷èñëî ðàçðÿäîâ íàáîðà x, ðàâíûõ a.
4. ×èñëî íàáîðîâ, èìåþùèõ íå ìåíåå (íå áîëåå) çàäàííîãî êîëè÷åñòâà íóëåé ëèáî

åäèíèö.
∀mn(n−íàòóðàëüíîå& m−öåëîå& 0 ≤ m & 0 ≤ n−m → card(setx(äâíàáîð& m ≤
êîëè÷(x, a))) =

∑n
i=m Ci

n)

∀mn(n−íàòóðàëüíîå& m−öåëîå& 0 ≤ m & 0 ≤ n−m → card(setx(äâíàáîð(x, n) &
êîëè÷(x, a) ≤ m)) =

∑m
i=0 Ci

n)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé m, n, ïðè÷åì óêà-
çàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò çàïèñü êîíå÷íîé ñóììû â âèäå îáû÷íîé ñóììû
íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ.

Áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Äëÿ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ óñìîòðåíèÿ ñ÷åòíîãî ëèáî êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà ââå-
äåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ìíîæåñòâà öåëûõ ëèáî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
card(Z) = ñ÷åòíîå
card(N) = ñ÷åòíîå

2. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
card(Q) = ñ÷åòíîå

3. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïðîìåæóòêà
∀abcd(0 < b− a → card(setx(x− rational & x ∈ [a, b])) = ñ÷åòíîå)
Çäåñü ôîðìóëüíàÿ çàïèñü [a, b] ñîîòâåòñòâóåò ïðîìåæóòêó ïðîèçâîëüíîãî òèïà
(â ñêîáî÷íîé çàïèñè äîáàâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå c,d, óòî÷íÿþùèå òèï êîíöîâ).

4. Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
card(R) = êîíòèíóóì

5. ×èñëîâîé ïðîìåæóòîê
∀ab(card([a, b]) = 1 ↔ a = b)

Ïðîìåæóòîê [a, b] áåðåòñÿ çàìêíóòûé.
∀abcd(0 < b− a → card([a, b]) = êîíòèíóóì)

Çäåñü óæå òèï ïðîìåæóòêà ïðîèçâîëüíûé.
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Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â ìíîæåñòâå âûäåëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê, ââåäåíû íåñêîëüêî
ïðèåìîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáîì óñòàíîâëåíèÿ òîãî, ÷òî ìîùíîñòü îñòàëüíîé
÷àñòè íå áîëåå ÷åì êîíòèíóàëüíà:
∀abcdA(0 < b− a & êîíå÷íîå(A) → card(A ∪ [a, b]) = êîíòèíóóì)

∀abcdA(0 < b−a & (card(A) = êîíòèíóóì∨card(A) = ñ÷åòíîå) → card(A∪[a, b]) =
êîíòèíóóì)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâàA ïðèåì èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð "íîðì-
ìîùíîñòü".
∀abcdA(0 < b− a & A ⊆ R → card(A ∪ [a, b]) = êîíòèíóóì)

6. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïàð ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ.
∀abP ((¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0)) & êîíå÷íîå(P ) → card(P ∪ setxy(ax + by + c =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)) = êîíòèíóóì)

Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 1 2 3 1 1 1)õ1 0)", "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 1 2
3 1 1 2)õ2 0)" ó÷èòûâàþò ñëó÷àè, êîãäà â ëèíåéíîì ñîîòíîøåíèè êîýôôèöèåíò
ïðè x ëèáî y îêàçûâàåòñÿ ðàâåí 0.

7. Ìîùíîñòü áåñêîíå÷íîé ñåðèè.
∀ab(card(setx(∃n(n− öåëîå & x = an + b))) = (1 ïðè a = 0, èíà÷å ñ÷åòíîå))

8. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, áîëüøèõ ëèáî ìåíüøèõ çàäàííîãî ÷èñëà.
∀a(a− ÷èñëî→ card(setx(x− öåëîå & a ≤ x)) = ñ÷åòíîå)
∀a(a− ÷èñëî→ card(setx(x− öåëîå & x ≤ a)) = ñ÷åòíîå)

×èñëî íàáîðîâ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, èìåþùèõ çàäàííóþ äëè-
íó

∀nA(êîíå÷íîå(A) & n− öåëîå & 0 ≤ n → card(setx(êîðòåæ(x, n,A))) = (card(A))n)

Îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå ÿâíî çàäàííîé ôóíêöèåé

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ çàäàííóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è çàäàííîå âûðàæå-
íèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé, îäíîýëåìåíòíî:
∀gM(card(setf (Dom(f) = M & ∀i(i ∈ M → f(i) = g(i)))) = 1)

×èñëî ðàçìåùåíèé

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçìåùåíèåì íàçûâàåòñÿ íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà. Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íîé èäåíòèôèêàöèè ìíîæå-
ñòâà ðàçìåùåíèé:
∀nA(êîíå÷íîå(A) & n− íàòóðàëüíîå→ card(setx(ðàçìåùåíèå(x, n,A))) =∏n−1

i=0 (card(A)− i))

∀mnA(êîíå÷íîå(A) & n− öåëîå & 0 ≤ n & m = card(A) & 0 ≤ m− n → card(setx(êîð-
òåæ(x, n,A) & ðàçëè÷íû(x))) = m!/(m− n)!)
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×èñëî ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

∀abcP (¬(a = 0) → card(setx(ax + b = c & P (x))) = (1 ïðè P ((c− b)/a), èíà÷å 0))

×èñëî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è
íå ïðåâîñõîäÿùèõ äðóãîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

∀mn(m − íàòóðàëüíîå & n − íàòóðàëüíîå → card(seti(i − íàòóðàëüíîå & n|i & i ≤
m)) = [m/n])

×èñëî ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ çàäàííîå ìíîæåñòâî è ñîäåðæàùèõñÿ â åãî
íàäìíîæåñòâå

∀ab(a ⊆ b & êîíå÷íîå(b) → card(setx(a ⊆ x & x ⊆ b & x− set)) = 2card(b\a))

×èñëî ìíîæåñòâ çàäàííîé ìîùíîñòè, èìåþùèõ çàäàííóþ ìîùíîñòü ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì

∀ABmn(A ⊆ B & card(B) = n & card(A) = m → card(setC(C ⊆ B & card(C) =

k & card(A4C) = p)) = (C
m+k−p/2
m C

k+p−m/2
n−m ïðè(m + k − p)− even, èíà÷å 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 1. ×òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëî ïîäìíî-
æåñòâ C, ìîùíîñòü êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â çàäàííîì îòíîøåíèè P ñ ìîùíîñòü ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè C4A, äîáàâëåí åùå îäèí ïðèåì, îáîáùàþùèé ïðåäûäóùèé
(åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2):

∀ABPmnQ(A ⊆ B & card(B) = n & card(A) = m & (P (i, j) & i − öåëîå & j −
öåëîå & m + i − j − even & 0 ≤ i & 0 ≤ j & i ≤ n & j ≤ n) = (Q(i, j) & R(j)) →
card(setC(C ⊆ B & P (card(C), card(b))) =

∑
i,j,Q(i,j),R(j)(C

m+i−j/2
m C

i+j−m/2
n−m )))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ2 òåêâõîæä)âèä(õ2 ñèììåòðè÷ðàçíîñòü(õ26 õ28)))" îï-
ðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé b ñ âûðàæåíèåì C4A. Óêàçàòåëü "íîâàðãó-
ìåíò(õ40 õ28 ôèêñ)" òðåáóåò, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ C âõîäèëà â îòíîøåíèå P (. . .) òîëüêî
â âèäå card(C) ëèáî card(C4A). ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò ÿâíîå ðàçðåøåíèå
óñëîâèÿ P (i, j), ñîïðîâîæäåííîãî ðÿäîì ïðîñòûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ïàðà-
ìåòðû i, j, îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé i. Êîíúþíêöèÿ ñîäåðæàùèõ i ÷ëåíîâ îòâåòà
ïðèñâàèâàåòñÿ Q(i, j), êîíúþíêöèÿ ïðî÷èõ ÷ëåíîâ - R(j).

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïðåäåëîâ è ïðîèçâîä-
íûõ

Ýòîò ïðèåì ïîäêëþ÷àåò ê íàõîæäåíèþ ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ àïïàðàò, ñîçäàí-
íûé â ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà êîðíåé ôóíêöèè íà
çàäàííîì ìíîæåñòâå. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀fgm(f(x) − ÷èñëî & card(roots(λx(f(x) − g(x), x − ÷èñëî), R)) = m → card(setx(x −
÷èñëî & f(x) = g(x))) = m)

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ 7 îáåñïå-
÷èâàåò ïðèìåíåíèå â ýòîé çàäà÷å óêàçàííûõ âûøå ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðåäåëàõ
è ïðîèçâîäíûõ.



Ãëàâà 6. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìîùíîñòÿìè ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêîé 358

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà

∀abc(card(setx(x − ÷èñëî & ax2 + bx + c = 0)) = (2 ïðè ¬(a = 0) & 0 < b2 −
4ac, èíà÷å (1 ïðè a = 0 & ¬(b = 0) ∨ ¬(a = 0) & b2 − 4ac = 0, èíà÷å (∞ ïðè a =
0 & b = 0 & c = 0, èíà÷å 0))))

Ñëó÷àé ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòà b íóëþ ó÷èòûâàåòñÿ óêàçàòåëåì "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(
0 1 1 2 2 1 2) õ2 0)".

6.3 Ðàçíûå ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå ïðè íàõîæäåíèè

ìîùíîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ðåàëèçîâàíî â ðåøàòåëå êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèÿ card(. . .). Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áû-
ëè ïðèâåäåíû ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå íà çàâåðøàþùåì ýòàïå öåïî÷êè ïðåîáðàçîâà-
íèé. Â äàííîì ðàçäåëå ïåðå÷èñëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå "ïðîìåæóòî÷íûå" ïðèåìû, ñâÿ-
çàííûå ñ ðàññìîòðåíèåì êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Óñìîòðåíèå ÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ìíîæåñòâî
êîíå÷íî. Åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî a = card(b), ãäå a - ïåðå-
ìåííàÿ, ïðè÷åì óäàåòñÿ óñìîòðåòü êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà b, òî âûâîäÿòñÿ ïîñûëêè,
óêàçûâàþùèå, ÷òî a èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî:
∀ab(a = card(b) & êîíå÷íîå(b) → a− ÷èñëî & a− öåëîå & 0 ≤ a)

Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(ïîñûëêà(õ3)âèä(õ3 ÷èñëî(õ1))))" áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèå-
ìà, êîãäà óæå èìååòñÿ ïîñûëêà ÷èñëî(a). Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ óòâåðæäåíèé âèäà "card(a)−
÷èñëî" ñëóæèò ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìêîíå÷íîå":
∀a(êîíå÷íîå(a) → card(a)− ÷èñëî)
Íàêîíåö, äëÿ âûâîäà äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêè î öåëî÷èñëåííîñòè ìîùíîñòè êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà èìååòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ab(card(a) = b & b− ÷èñëî→ b− öåëîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èçâëåêàåòñÿ èç êîíòåêñòà íåïîñðåäñòâåííî; âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî öåëî÷èñëåííîñòü çíà÷åíèÿ b äî
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íå óñìàòðèâàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî îäíîýëåìåíòíîñòè ìíîæåñòâà

∀a(a− set→ card(a) = 1 ↔ ∃b(b ∈ a) & ∀bc(b ∈ a & c ∈ a → b = c))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Îí âûïîëíÿåò êâàíòîðíóþ
ðàñøèôðîâêó, ïðè÷åì ââîäèò êîììåíòàðèé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà", áëîêèðóþùèé îá-
ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
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Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ ñ êîíå÷íîé ìîùíîñòüþ

Åñëè ìîùíîñòü âõîäèò â ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ïðî÷èå ÷ëåíû êîòîðîãî íå ñîäåðæàò
ñèìâîëà "ìîùíîñòü" è èìåþò çàâåäîìî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàçðå-
øåíèå îòíîñèòåëüíî äàííîé ìîùíîñòè:
∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ card(a) + b = c ↔ card(a) = c− b)

∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b− card(a) = c ↔ card(a) = b− c)

Ñóììèðîâàíèå ïî ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ïàðàìåòðà

Åñëè â îïèñàíèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ó÷àñòâóåò íåêîòîðûé âñïîìîãàòåëüíûé ïàðà-
ìåòð, òî íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûò-
êà ñíà÷àëà íàéòè ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà,
à çàòåì ïðîñóììèðîâàòü òàêèå ìîùíîñòè:
∀fgA(ôóíêöèîíàëüíî(setxy(f(x, y) & g(x))) & sety(∃x(f(x, y) & g(x))) = A & êîíå÷-
íîå(A) → card(setx(∃y(f(x, y)) & g(x))) =

∑
y,y∈A card(setx(f(x, y) & g(x))))

Ïðåäèêàò "ôóíêöèîíàëüíî" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî íàáîðîâ íå èìååò äâóõ ðàçëè÷-
íûõ íàáîðîâ, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò âñå ñîîòâåòñòâåííûå (èìåþùèå îäèí è òîò æå
íîìåð) ðàçðÿäû, êðîìå ïîñëåäíåãî. Åñëè n - äëèíà íàáîðîâ, òî ìíîæåñòâî îêàçû-
âàåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè îò n− 1 ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé àíòåöåäåíò
ïðîâåðÿåò, ÷òî ïàðàìåòð y îïðåäåëÿåòñÿ ïî ýëåìåíòó ìíîæåñòâà x îäíîçíà÷íî, è ìîæ-
íî ðàçáèòü ìíîæåñòâî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè
ýòîãî ïàðàìåòðà. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçà-
òåëüñòâî.

Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)" ðàçðåøàåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìîì äëÿ ïîä-
ñ÷åòà ìîùíîñòè ìíîæåñòâ íàáîðîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû (â òîì ÷èñëå äëèíû 1).

Âòîðîé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî A äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà y.
Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðåä-
âàðèòåëüíî êîíúþíêöèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ x. Òàê êàê òà æå êîíúþíêöèÿ âñòðå÷àåòñÿ â ïåðâîì àíòåöåäåíòå è â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè òîæäåñòâà, ãäå óêàçàííîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî x íåæåëà-
òåëüíî, ââåäåíû óêàçàòåëè "êîïèÿ". Îíè îïðåäåëÿþò èñïîëüçîâàíèå â ýòèõ ìåñòàõ
íåíîðìàëèçîâàííîé êîíúþíêöèè.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðàìåòðîì íàáîðà ñëóæèò åãî ïîäíàáîð, ïîëó÷åííûé
èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòà ñ çàäàííûì íîìåðîì, ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì:
∀fghmA(f(x, y) = (g(x, y) & h(y)) & m(y) = card(setx(g(x, y))) → card(setxy(f(x, y)))
=
∑

y,h(y) m(y))

Óêàçàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ" çäåñü âûäåëåíà ïåðåìåííàÿ y - îíà è èãðàåò ðîëü
ïàðàìåòðà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò óñëîâèå f(x, y) ïðèíàäëåæíîñòè íàáîðà
ìíîæåñòâó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Ïðè ýòîì h(y) - êîíúþíêöèÿ âñåõ íå çàâèñÿ-
ùèõ îò x ÷ëåíîâ îòâåòà; g(x, y) - îñòàëüíûå ÷ëåíû îòâåòà. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü åãî îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîé ïðèäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà h(y). Òàêèì
îáðàçîì, âûðàæåíèþ m(y) ïðèñâàèâàåòñÿ ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî çàäàííîìó çíà÷åíèþ y. Ôèëüòðû ïðîâåðÿþò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå äëÿ
m(y) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ìîùíîñòü".
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Åùå äâà ïðèåìà ñóììèðîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ïàð, ïðè÷åì ïà-
ðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ îäèí èç ýëåìåíòîâ ïàðû:
∀mnPpq(setj(0 ≤ n(j)−m(j) & P (j)) = {p, . . . , q} → card(setij(i ∈ {m(j), . . . , n(j)}
& P (j))) =

∑q
j=p(n(j)−m(j) + 1))

∀nPpq(setj(0 ≤ n(j)− 1 & P (j)) = {p, . . . , q} → card(setij(i− íàòóðàëüíîå &
i ≤ n(j) & P (j))) =

∑q
j=p n(j))

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåííàÿ j âûäåëåíà óêàçàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ", õîòÿ âèä-
íî, ÷òî åå çíà÷åíèÿìè ñëóæàò öåëûå ÷èñëà, è, ñëåäîâàòåëüíî, èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ
îíà äîëæíà ñ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Áîëåå òîãî, ôèëüòð "äëèíàòåêñòà(õ10 1)"
ÿâíî óêàçûâàåò, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûòü åäèíñòâåííîé. Îäíàêî, âûáðàííûé
ñïîñîá õàðàêòåðèçàöèè ïåðåìåííîé j ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ïåðåìåííóþ i ñ
ïðîèçâîëüíûì - ïåðâûì ëèáî âòîðûì - ýëåìåíòîì ïàðû. Ïðè îòñóòñòâèè óêàçàòåëÿ
"êîðòåæïåðåìåííûõ" i îáÿçàòåëüíî èäåíòèôèöèðîâàëàñü áû ñ ïåðâîé ïåðåìåííîé. Â
îñòàëüíîì ïðèåìû äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíû.

Ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ íà ïîäñåìåéñòâà ìíîæåñòâ îäèíàêîâîé ìîù-
íîñòè

Ôàêòè÷åñêè ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñóììèðîâàíèÿ ïî
ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Çäåñü ïåðå÷èñëÿþòñÿ íàáîðû, íåêîòîðûé ýëåìåíò êî-
òîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî, à ðîëü ïàðàìåòðà ñóììèðîâàíèÿ èãðàåò ìîù-
íîñòü äàííîãî ìíîæåñòâà.
∀APQM(M = seti(P (i) & i−öåëîå& 0 ≤ i & i ≤ card(A)) & êîíå÷íîå(A) → card(setxy(x−
set & x ⊆ A & P (card(x)) & Q(x, y))) =

∑
i,i∈M card(setxy(x− set & x ⊆ A & card(x) =

i & Q(x, y))))

Ïåðåìåííàÿ y âûäåëåíà óêàçàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ" è ìîæåò èäåíòèôèöèðî-
âàòüñÿ ñ íàáîðîì ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû, â òîì ÷èñëå ñ ïóñòûì. Óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ23 ôèêñ)" îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå P (card(x)) ñîäåðæèò ïå-
ðåìåííóþ x òîëüêî â ïîäâûðàæåíèÿõ card(x). Ïðè ýòîì óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ40
è(âõîæäåíèåòåðìà(õ40 ìîùíîñòü(õ23))íå(ïåðåñåêàþòñÿ(õ24 õ40))))" îïðåäåëÿåò êîì-
ïëåêòîâàíèå P èç âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïèñàòåëÿ, íå èìåþùèõ âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ y, íî èìåþùèõ âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ card(x). Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îí ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ìîùíîñòè ìíîæåñòâà x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì âûðàæå-
íèÿ M ñëóæèò ñèìâîë "íîìåðà" ëèáî "ïåðå÷åíü". Êðîìå òîãî, îòñåêàþòñÿ âûðîæ-
äåííûå ñëó÷àè, êîãäà P èìååò âèä ðàâåíñòâà, ôèêñèðóþùåãî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
x, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé "èñòèíà".

Ñëåäóþùèé ïðèåì àíàëîãè÷åí òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîìó, íî èìååò íåñêîëüêî
äðóãîé âèä îïèñàòåëÿ "êëàññ", ãäå óñëîâèå íà ìîùíîñòü x ñðàçó äàåò âîçìîæíîñòü
îïðåäåëèòü äèàïàçîí ñóììèðîâàíèÿ:
∀Qmnf (0 ≤ f(y) → card(setxy(x−set& m ≤ card(x) & card(x)+f(y)−n = 0 & Q(x, y))) =∑n

i=m card(setxy(x− set & card(x) = i & i + f(y)− n = 0 & Q(x, y))))

Åùå îäèí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé - ìîùíîñòü ìíîæåñòâà x ÿâíî âûðàæåíà ÷åðåç ïàðà-
ìåòðû y, ïðè÷åì â îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèÿõ ïîä îïèñàòåëåì x è y âñòðå÷àþòñÿ ëèøü
ðàçäåëüíî. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ñóììèðîâàíèè ïðîâåñòè ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ:
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∀ABtfg((z = t(y) & z − öåëîå & B(y)) = (f(y, z) & g(z)) → card(setxy(card(x) =
t(y) & A(x) & B(y))) =

∑
z,g(z)(card(sety(f(y, z)))card(setx(card(x) = z & A(x)))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò îòíîñèòåëüíî y óñëîâèå ðàâåíñòâà ìîùíîñòè t(y) ìíî-
æåñòâà x, îïðåäåëÿåìîé ïî çíà÷åíèÿì y, çàäàííîé âåëè÷èíå z. Çäåñü z - íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ. Òå ÷ëåíû îòâåòà, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò y, îáúåäèíÿþòñÿ â çàäàþùåå îáëàñòü
ñóììèðîâàíèÿ óñëîâèå g(z); ïðî÷èå - â óñëîâèå f(y, z). Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ24 ïó-
ñòîåñëîâî))" îòñåêàåò âûðîæäåííûé ñëó÷àé ïóñòîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ y.

Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî x ïóñòî ëèáî îäíîýëåìåíò-
íî:
∀AP (card(setxy(x − set & x ⊆ A & card ≤ 1 & P (x, y))) = card(sety(P (∅, y))) =
card(setxy(x inA & P ({x}, y))))

Ïåðåõîä ê ñóììèðîâàíèþ ìîùíîñòåé äîïîëíèòåëüíîãî ñåìåéñòâà ïîäìíî-
æåñòâ

Ïðèåì ñâîäèò ïîäñ÷åò ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ íå ìåíåå çàäàííîé
âåëè÷èíû, ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ, ìîùíîñòü êîòîðûõ íå áîëåå çàäàííîé âå-
ëè÷èíû:
∀An(êîíå÷íîå(A) & 0 < card(A) − 2n → card(setx(x ⊆ A & x − set & n ≤ card(x))) =

2card(A) − card(setx(x ⊆ A & x− set & card(x) ≤ n− 1)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû â ñëó÷àå çíà÷åíèé n, áîëüøèõ ïîëîâèíû
ìîùíîñòè A, ñðàçó ïåðåõîäèòü ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà èõ äîïîëíåíèé äî A.

Ìîùíîñòü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé èìåþòñÿ äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èç íèõ ïðåäïðèíèìàåò
ïîïûòêó âû÷èñëèòü ìîùíîñòè ñîìíîæèòåëåé ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷;
âòîðîé (åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ áîëüøå) - ïðîñòî çàìåíÿåò èñõîäíîå âûðàæåíèå
íà ïðîèçâåäåíèå ïîêà åùå íå âû÷èñëåííûõ ìîùíîñòåé ñîìíîæèòåëåé.
∀abmn(m = card(a) & n = card(b) & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî→ card(a× b) = mn)

∀AB(êîíå÷íîå(A) & êîíå÷íîå(B) → card(A×B) = card(A)card(B))
Äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî íàáîðà ìíîæåñòâ ñîçäàí åùå îäèí ïðè-
åì:
∀An(card(∏n

i=1 A(i) =
∏n

i=1 cardA(i)))

Çäåñü ëåâûé çíàê êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîëó "Ïðÿìîåïðîèçâåäå-
íèå" äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîæåñòâ; ïðàâûé - ñèìâîëó "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå" äëÿ îáû÷-
íîãî êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îòñóòñòâóåò.

Ó÷åò óñëîâèÿ, èìåþùåãî ñâîèì çàãîëîâêîì îòðèöàíèå

Åñëè ñðåäè óòâåðæäåíèé, îïèñûâàþùèõ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ìíîæå-
ñòâó, âñòðå÷àåòñÿ îòðèöàíèå íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ P , òî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ðàçíîñòè:
∀fgab(a = card(setx(g(x))) & b = card(setx(f(x) & g(x))) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî →
card(setx(¬(f(x)) & g(x))) = a− b)

Ìîùíîñòè a, b âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå.
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Ïîïûòêà ðàññìîòðåíèÿ äîïîëíåíèÿ â ñëó÷àå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

Åñëè â îïèñàíèè ìíîæåñòâà âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ïîëåçíûì ïðèåì, àíàëîãè÷íûé ïðåäûäóùåìó: ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ðàçíîñòè, ãäå âû÷èòàåìîå ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàíèþ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.
Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà òàêîãî òèïà. Ïåðâûé, äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
5. Âòîðîé ñâÿçàí ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì - ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèé, ãäå óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ îêàçàëîñü öåëåñîîáðàçíûì ïîíèçèòü äî 2.
∀abPQB(card(setM(Q(M))) = a & card(setM(∀i(i ∈ B → ¬(P (i, M))) & Q(M))) =
b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ card(setM(∃i(i ∈ B & P (i, M)) & Q(M))) = a− b)

∀abPQB(card(setM(Îòîáðàæåíèå(M, B, C) & Q(M))) = a & card(setM(∀i(i ∈ B →
¬(P (i, M))) & Îòîáðàæåíèå(M, B, C) & Q(M))) = b & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî →
card(setM(∃i(i ∈ B & P (i, M)) & Îòîáðàæåíèå(M, B, C) & Q(M))) = a− b)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîùíîñòè a, b âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà
ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ôèëüòðû ïðèåìîâ ïðîâåðÿþò, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåð-
æàò ñèìâîëà "ìîùíîñòü".

Ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ

Åñëè óäàåòñÿ âû÷èñëèòü ìîùíîñòü a ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, òî ìîùíîñòü îáú-
åäèíåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó ìîùíîñòåé ýòèõ ìíîæåñòâ, óìåíüøåííóþ íà a:
∀ABa(êîíå÷íîå(A) & êîíå÷íîå(B) & a = card(A ∩ B) → card(A ∪ B) = card(A) +
card(B)− a)

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ íàéäåíà, âûïîëíÿåòñÿ ôèëüòðîì "íå(
âõîäèò(ìîùíîñòü õ1))".

Ïðåäñòàâëåíèå ìîùíîñòè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðè íåçàâèñèìîñòè ÷èñëà
ýëåìåíòîâ îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

Åñëè ýëåìåíò ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà çàäàåòñÿ ïðè ó÷àñòèè íåêîòîðîãî ïàðà-
ìåòðà, ïðè÷åì ÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåèçìåííî,
òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà íà ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà, ïîëó÷àåìîãî ïðè ôèêñàöèè çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà. Ïðèåì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 9:
∀PQa(a = card(setj(Q(i, j))) → card(setij(P (i) & Q(i, j))) = card(seti(P (i)))a)

Ðîëü ïàðàìåòðà èãðàåò ïåðåìåííàÿ i; ïåðåìåííàÿ j âûäåëåíà óêàçàòåëåì "êîðòåæïå-
ðåìåííûõ" è ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ íàáîðîì ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîé íåíó-
ëåâîé äëèíû. Ôèëüòð "íå(âõîäèò(õ9 õ1))" ïðîâåðÿåò íåçàâèñèìîñòü ìîùíîñòè a îò
i. Ýòà ìîùíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "ëèìèò(1000000)", óñòàíàâëèâàþùèé "ñðåäíèé"
óðîâåíü òðóäîåìêîñòè äëÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðîëü ïàðàìåòðà èãðàþò ïîäìíîæåñòâà çàäàííîé ìîùíî-
ñòè íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìíîæåñòâà, èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì, ñðàáà-
òûâàþùèé íà óðîâíå 3:
∀Afp(p = card(sety(f(x, y))) → card(setxy(x ⊆ A & x− set & card(x) = m & f(x, y))) =
Cmcard(A)

p)
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Êàê è âûøå, íåçàâèñèìîñòü ìîùíîñòè p îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà óñòàíàâëèâàåòñÿ
ôèëüòðîì âèäà "íå(âõîäèò(õ23 õ15))".

×èñëî âûáîðîê, â êîòîðûõ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäìíîæåñòâà ýëå-
ìåíòîâ çàäàííûõ òèïîâ

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A çàäàíî îòîáðàæåíèå f , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó åãî
òèï - íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè òðåáóåòñÿ ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî òàêèõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà A, ó êîòîðûõ ýëåìåíòû êàæäîãî òèïà îáðàçóþò êëàññ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ P , òî äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü êîëè÷åñòâà ïîäìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ
êàæäîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùèõ P :
∀AfmP (Îòîáðàæåíèå(f, A, {1, . . . ,m}) → card(setB(B ⊆ A & B − set & ∀i(i ∈ {1, . . . ,
m} → P (ñëîé(ñóæåíèå(f, B), i))))) =

∏m
i=1 card(sety(y ⊆ ñëîé(f, i) & y − set &P (y))))

Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ27 ôèêñ)" îïðåäåëÿåò ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè óòâåð-
æäåíèÿ P (. . .).

Ñóììèðîâàíèå ìîùíîñòåé êëàññîâ ðàçáèåíèÿ

Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì íà ìíîæåñòâå A îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿþùèå òèïû ýëåìåíòîâ.
Åñëè íóæíî âû÷èñëèòü ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà B ìíîæåñòâà A, äëÿ êîòîðîãî èç-
âåñòíû êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ êàæäîãî òèïà, òî ýòè êîëè÷åñòâà ñóììèðóþòñÿ:
∀fABmq(B ⊆ A & Îòîáðàæåíèå(f, A, {1, . . . ,m}) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → card(ñëîé(
ñóæåíèå(f, B), i)) = q(i)) → card(B) =

∑m
i=1 q(i))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", îñòàëüíûå äâà - ïðèñóò-
ñòâóþò â êîíòåêñòå çàìåíû ÿâíûì îáðàçîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå q(i) íå ñî-
äåðæèò ñèìâîëà "ìîùíîñòü".

Ó÷åò ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ, åñëè ïðîîáðàçû
ýëåìåíòîâ èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî îòîáðàæåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâàA â ìíîæåñòâî {1, . . . ,
n}, ó êîòîðûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê çàäàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòè-
êè ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòîâ, òî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî ýòèõ îòîáðàæåíèé ïðè êàêîé-ëèáî
ôèêñàöèè ïåðåñòàíîâêè, è äîìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê:
∀AnPQh(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(h) & êîíå÷íîå(A) & n − íàòóðàëüíîå → card(setf (Îòî-
áðàæåíèå(f, A, {1, . . . , n}) & P (f) & ∃g(ïåðåñòàíîâêà(g, {1, . . . , n}) & g −ôóíêöèÿ &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → Q(ñëîé(f, g(i))) = h(i))))) = n!card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, A,B) &
P (f) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → Q(ñëîé(f, i)) = h(i)))))

Èçâåñòíûå ìîùíîñòè êëàññîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé

Ïóñòü èìååòñÿ îòíîøåíèå Q(f, x, y), îïðåäåëÿþùåå îäíîçíà÷íî íåêîòîðóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó x çíà÷åíèÿ y ôóíêöèè f . Ïóñòü, äàëåå, íóæíî íàéòè ÷èñëî îòîáðàæåíèé
f êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A â êîíå÷íîå ìíîæåñòâî B, ó êîòîðûõ èçâåñòíû ìîùíîñòè
k(x) ïîäìíîæåñòâ îáëàñòè çíà÷åíèé ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì õàðàêòåðèñòèêè x. Åñëè
óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî ÷èñëî d òàêèõ îòîáðàæåíèé ïðè êàêîì-òî ôèêñèðîâàííîì çà-
äàíèè õàðàêòåðèñòèê m(y), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì, íå çàâèñèò
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îò êîíêðåòíîãî âûáîðà ôóíêöèè m, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà èñïîëüçóþòñÿ ñîîá-
ðàæåíèÿ ñèììåòðèè: âåëè÷èíà d óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà B è
äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ïåðåñòàíîâîê â êàæäîì êëàññå ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ
ôèêñèðîâàííóþ õàðàêòåðèñòèêó. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀ABPQkmd(ôóíêöèîíàëüíî(setyx(P (x) & y ∈ B & Q(f, x, y))) & êîíå÷íîå(B) & êî-
íå÷íîå(A) & ∀y(y ∈ B → ∃x(P (x) & Q(f, x, y))) & card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, A,B) &
∀y(y ∈ B → Q(f, m(y), y)))) = d & d− ÷èñëî→ card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, A,B) &
∀x(P (x) → card(sety(y ∈ B & Q(f, x, y))) = k(x)))) = (d · card(B)!/

∏
x,P (x) k(x)!))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò îäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè x. Çäåñü
P (x) - óñëîâèå íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèêè. Óñëîâèå íåçàâèñè-
ìîñòè îïðåäåëÿåìîé â ïÿòîì àíòåöåäåíòå ìîùíîñòè d îò m îáåñïå÷èâàåòñÿ ôèëüòðîì
"íå(âõîäèò(õ13 õ4))". Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, âû÷èñëÿþùàÿ d, ïîëó÷àåò íåîáõîäè-
ìûå äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè, îãðàíè÷èâàþùèå òðåáóåìûì îáðàçîì ôóíêöèþ m.

Ñâåäåíèå ê ìíîæåñòâó äâîè÷íûõ íàáîðîâ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n, ó êîòîðûõ ôèêñèðîâàíî
çíà÷åíèå a i-ãî ðàçðÿäà, ïðè÷åì ïðî÷èå óñëîâèÿ íà íàáîð çàâèñÿò òîëüêî îò ÷èñëà
åãî ðàçðÿäîâ, ðàâíûõ b, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåõîä ê íàáîðàì äëèíû n− 1:
∀abnP (card(setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a & P (êîëè÷(x, b)))) = card(setx(äâíàáîð(x,
n− 1) & P (êîëè÷(x, b) + (1 ïðè a = b, èíà÷å 0)))))

Íàïîìíèì, ÷òî êîëè÷(x, b) - ÷èñëî ðàçðÿäîâ íàáîðà x, ðàâíûõ b. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò(ïîä÷èíåíî(õ3 òåâõîæä)âèä(õ3 êîëè÷(õ23 õ2)))" îáåñïå÷èâàåò ïåðâîíà÷àëüíîå
óñìîòðåíèå âûðàæåíèÿ êîëè÷(x, b) â ïðåîáðàçóåìîì âûðàæåíèè. Óêàçàòåëü "íîâàð-
ãóìåíò(õ40 õ23 ôèêñ)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ P (êîëè÷(x, b)) è ïðîâåðêó òîãî,
÷òî x âõîäèò â èäåíòèôèöèðóþùèé òåðì òîëüêî â âèäå êîëè÷(x, b).

Ìíîæåñòâî ïàð ñ ôèêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì

Åñëè îäèí ýëåìåíò ïàðû ôèêñèðîâàí, à ïðî÷èå óñëîâèÿ íà ïàðó îòíîñÿòñÿ ê äðóãîìó
ýëåìåíòó, òî ïàðà èñêëþ÷àåòñÿ:
∀ijaP (¬(i − j = 0) → card(setx(l(x) = 2 & x − ñëîâî & x(i) = a & P (x(j)))) =
card(setx(P (x))))

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü äîïîëíèòåëüíîé èäåíòèôèêà-
öèè "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ2 òåêâõîæä)âèä(õ2 çíà÷åíèå(õ23 õ10))íå(ðàâíî(õ9 õ10)))",
îáåñïå÷èâàþùèé óñìîòðåíèå âûðàæåíèÿ x(j).

Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà âëîæåííûõ ìíîæåñòâ èç ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé

∀AB(êîíå÷íîå(B) & card(A)− card(B) = 0 → A ⊆ B ↔ A = B)

Ïðèåì çàìåíÿåò âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâ íà èõ ðàâåíñòâî, åñëè ýòî âêëþ÷åíèå ðàñïîëî-
æåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "êëàññ".

×èñëî ìíîæåñòâ, âêëþ÷àþùèõñÿ â îäíî ìíîæåñòâî è íå âêëþ÷àþùèõñÿ â
äðóãîå

Ïðèåì ïåðåõîäèò ê ðàçíîñòè äâóõ êîëè÷åñòâ ïîäìíîæåñòâ:
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∀ABP (card(setx(x − set & x ⊆ A & P (x) & ¬(x ⊆ B))) = card(setx(x − set & x ⊆
A & P (x)))− card(setx(x− set & x ⊆ A ∩B & P (x))))

Ïåðåõîä îò ãðàôèêîâ îòîáðàæåíèé ê îòîáðàæåíèÿì

Åñëè îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà m - ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôèêàìè îòîáðàæåíèé, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ìíîæå-
ñòâó îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ íà m - ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ ïåðâîãî ñîìíî-
æèòåëÿ:
∀ABm(card(setx(x− set & x ⊆ A×B & card(x) = m & ∀ij(i(2) = j(2) & ¬(i = j) & i ∈
x → ¬(j ∈ x)))) = card(setfC(C ⊆ B & card(C) = m & Îòîáðàæåíèå(f, C,A))))

Óêàçàòåëü "ñìðàâíî(ôèêñ(0 1 1 2 2 2))" ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü èäåíòèôèêà-
öèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ A×B ëèáî ñ ïðîèçâîëüíûì âûðàæåíèåì T , äëÿ êîòîðîãî
åñòü ïîñûëêà âèäà T = A′ ×B′, ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì.

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ââåäåí äëÿ "ïåðåâåðíóòûõ" ãðàôèêîâ.

Óñìîòðåíèå óñëîâèÿ íà ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ

Åñëè íàõîäèòñÿ ÷èñëî íàáîðîâ, â êîòîðûõ óïðîìèíàþòñÿ äâà ïîäìíîæåñòâà x, y çà-
äàííîãî ìíîæåñòâà A, ïðè÷åì ïðî÷èå óñëîâèÿ íà x, y âûðàæàþòñÿ òîëüêî ÷åðåç èõ
ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèöèè, îñíîâàííàÿ íà
ïðåäñòàâëåíèè x êàê ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè y è x4 y:
∀APQ(card(setxyz(x − set & x ⊆ A & y − set & y ⊆ A & P (x 4 y) & Q(y, z))) =
card(setx(x− set & x ⊆ A & P (x)))card(setyz(y − set & y ⊆ A & Q(y, z))))

×òîáû èäåíòèôèöèðîâàòü óòâåðæäåíèå P (x4y), ââåäåí óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40
íàáîð(õ23 õ24)èçâëå÷ìíîæåñòâà)". Íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷ìíîæåñòâà" ñîçäàí, ÷òîáû
óñìàòðèâàòü ìîùíîñòü ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè â íåÿâíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîêà îí èìååò
åäèíñòâåííûé ïðèåì:
∀abc(card(a \ b) + card(b \ a) + c = card(a4 b) + c).
Åùå îäèí ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà x = (x4 y)4 y), ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ïîä îïèñàòåëåì óòâåðæäåíèå, ÿâíî çàäàþùåå ìîùíîñòü îäíîãî èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ:
∀APQ(card(setxyz(x − set & x ⊆ A & y − set & y ⊆ A & P (x 4 y) & Q(x, y, z))) =
card(setxyz(x− set & x ⊆ A & y − set & y ⊆ A & P (x) & Q(x4 y, y, z))))

Çäåñü P (. . .) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ åäèíñòâåííûì ñîäåðæàùèì îäíîâðåìåííî x, y óòâåð-
æäåíèåì, ïðè÷åì ýòî óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì âèäà card(x4y)+m = n,
ãäå m, n íå ñîäåðæàò x, y.

Ðàçäåëüíîå ðàññìîòðåíèå âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ýëåìåíòîâ

Åñëè ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðî-
ìó óñëîâèþ P (x), ïðè÷åì âíóòðè äàííîãî óñëîâèÿ âñòðå÷àåòñÿ ðàçíîñòü y \ {x}, òî
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îòäåëüíî íàéòè ÷èñëî óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ âíóòðè ïîä-
ìíîæåñòâà y è âíå ýòîãî ïîäìíîæåñòâà:
∀APy(y ⊆ A & m = card(setx(x ∈ A & P (x) & x ∈ y)) & n = card(setx(x ∈ A & P (x)
& ¬(x ∈ y))) → card(setx(x ∈ A & P (x))) = m + n)
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ1 ôèêñ(0 1 1 2 2))âèä(õ1 ðàçíîñòü(õ24 ïåðå÷åíü(íà-
áîð(õ23)))))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîäìíîæåñòâà y. Ôèëüòðû "íå(âõîäèò(ìîù-
íîñòü õ13))", "íå(âõîäèò(ìîùíîñòü õ14))" ïðîâåðÿþò, ÷òî ïðåäïðèíèìàåìûå ñ ïîìî-
ùüþ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîïûòêè âû÷èñëèòü ìîùíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ îêàçàëèñü óäà÷íûìè.

Ïîäìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà, ðàçëîæåííîãî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

Åñëè ìíîæåñòâî ÷èñåë âûðàæåíî ÷åðåç íàáîðû ñòåïåíåé â èõ ðàçëîæåíèè íà çà-
äàííûå ïðîñòûå ìíîæèòåëè, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ýòèõ
íàáîðîâ:
∀parQ(ïðîñòîå(p(i)) → card(setm(∃b(m =

∏r
i=1(p(i))b(i) & Q(b)))) = card(setb(Q(b))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì óêàçàòåëü "çà-
íåñåíèåïîñûëêè(1 ïðèíàäëåæèò(õ9 íîìåðà(1 õ17)))" äîáàâëÿåò ê êîíòåêñòó ïðîâåðêè
óòâåðæäåíèå i ∈ {1, . . . , r}. Ïåðåìåííûå p, Q âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð

Åñëè óñëîâèå íà ïåðå÷èñëÿåìûå ïàðû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå èõ ýëåìåíòîâ,
ïðè÷åì ýëåìåíòû ýòè ðàçëè÷íû, òî âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðîå
çàòåì äåëèòñÿ íà 2:

∀Q(Q(z, y) & ¬(y = z) → card(setx(∃yz(x = {y, z} & Q(y, z)))) =
card(setyz(Q(y, z)))

2
)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòî-
ðûì ïðèäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà Q(y, z)).

Êîððåêöèÿ óñëîâèÿ íà öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð

Ñëåäóþùèé ïðèåì âûïîëíÿåò ñòàíäàðòèçàöèþ, îáåñïå÷èâàþùóþ ïðåäñòàâëåíèå ìíî-
æåñòâà ïàð èíäåêñîâ:
∀mnk(setij(i ∈ {m, . . . , j + k} & j − öåëîå & j ≤ n) = setij(i ∈ {m, . . . , j + k} & j ∈
{k −m, . . . , n}))

6.4 Áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Ïðèåìû äëÿ ðàáîòû ñ ìîùíîñòÿìè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ âîçíèêàëè ïðè îáó÷åíèè
ðåøàòåëÿ ëèøü ýïèçîäè÷åñêè, â ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Çäåñü ñîáðàíû íåñêîëüêî
òàêèõ ïðèåìîâ:

Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâ

∀ab(card(a) = ñ÷åòíîå & êîíå÷íîå(b) → card(a ∪ b) = ñ÷åòíîå)
Îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà a âûïîëíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü".
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Ðàçíîñòü áåñêîíå÷íîãî è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâ

∀ab(¬(êîíå÷íîå(a)) & êîíå÷íîå(b) → card(a \ b) = card(a))

Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Èñêëþ÷åíèå ðàâåíñòâà ìîùíîñòè áåñêîíå÷íîñòè

Åñëè ïðè ïåðâîíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è âîçíèêàåò óòâåðæäåíèå âèäà card(a) =
∞, òî îíî íåìåäëåííî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ¬(êîíå÷íîå(a)). Ôàêòè÷åñêè, çäåñü ïðèåì
îòíîñèòñÿ ê èíòåðôåéñó ðåøàòåëÿ.

6.5 Ïåðåõîä ê ðàâíîìîùíîìó ìíîæåñòâó

Îäíà èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â êîìáèíàòîðèêå ðàçíîâèäíîñòåé ïðèåìîâ -
ïåðåõîäû ê ðàâíîìîùíûì ìíîæåñòâàì. Îáû÷íî îíè óïðîùàþò óñëîâèå ïîä îïèñàòå-
ëåì ëèáî ïðèâîäÿò åãî ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, îáëåã÷àþùåìó âû÷èñëåíèå ìîùíîñòè.

Óñòðàíåíèå ïàðàìåòðà, ÿâíî âûðàæåííîãî ÷åðåç äðóãèå ïàðàìåòðû

Åñëè ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íàáîðîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåêîòîðûì óñëîâèÿì, ïðè÷åì îäèí èç ïàðàìåòðîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
îñòàëüíûå (áûòü ìîæåò, ñ ïðèâëå÷åíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ), òî îí îòáðà-
ñûâàåòñÿ (çàìåíÿåòñÿ íà âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû), ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîððåêöè-
åé óñëîâèé íà ïåðå÷èñëÿåìûå íàáîðû. Íà ýòîì ïðèíöèïå îñíîâàíû íèæåñëåäóþùèå
ïðèåìû:

1. ∀fg(ôóíêöèîíàëüíî(setxz(∃y(z = y & x = f(w, y) & g(w, y)))) → card(setwx(∃y(x =
f(w, y) & g(w, y)))) = card(setwy(g(w, y))))

Ïàðàìåòð x âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû w ïåðå÷èñëÿåìûõ íàáî-
ðîâ, à òàêæå ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð y. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò,
÷òî y âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî x, w îäíîçíà÷íî. Ïîñëå ýòîãî ïåðå÷èñëÿþòñÿ íàáî-
ðû, ó êîòîðûõ ìåñòî "îñíîâíîãî" ïàðàìåòðà x çàíÿë âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð
y. Óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà íîâûå íàáîðû, ïðîùå èñõîäíîãî.

2. ∀fAgh(A ∩Dom(f(z)) = ∅ → card(setwx(∃yz(x = äîîïðåäåëåíèå(f(z), A, y) &
g(w, y, z)) & h(w))) = card(setwxy(∃z(x = f(z) & g(w, y, z)) & h(w))))

Ïàðàìåòð x îêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì äîîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(z) íà ìíîæå-
ñòâå A, íå ïåðåñåêàþùåìñÿ ñ åå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, çíà÷åíèåì y. Ïàðàìåò-
ðû y, z - âñïîìîãàòåëüíûå; îíè ñâÿçàíû ñ îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè w óñëîâèåì
g(w, y, z). Ïðèåì çàìåíÿåò ïàðàìåòð x ïàðîé íîâûõ ïàðàìåòðîâ, ïåðâûé èç êî-
òîðûõ (îí ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåí ÷åðåç x) - ôóíêöèÿ f(z), âòîðîé - âñïîìî-
ãàòåëüíûé ïàðàìåòð y. Òàêàÿ çàìåíà ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ óñëîâèÿ íà ïåðå-
÷èñëÿåìûå íàáîðû.

3. ∀abpqrf (¬(a = 0) & ¬(q = 0) & p(n) = an+b → card(setx(∃n(x = p(n)q/r & f(n))))
= card(setn(f(n))))

Ïðè ïåðåõîäå îò ïåðå÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé x ê ïåðå÷èñëåíèþ çíà÷åíèé n èñïîëü-
çóåòñÿ âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.
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4. ∀fg(card(setxy(x = f(y) & g(y))) = card(sety(g(y))))

5. ∀aP (card(setx(∃yz(x = íàëîæåíèå(y, z, a) & P (y, z)))) = card(setyz(P (y, z))))

Íàáîð x îäíîçíà÷íûì îïðåäåëÿåò ñîñòàâëÿþùèå åãî íàáîðû y, z: íîìåðà ïî-
çèöèé, íà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû y, îáðàçóþò ôèêñèðîâàííûé ñïèñîê a.
Ïîýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ïàð íàáîðîâ y, z.

6. ∀abP (card(setx(∃y(x = íàëîæåíèå(a, y, b) & P (y)))) = card(sety(P (y))))

Ïåðåõîä ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ - íà÷àëüíîìó îòðåçêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Åñëè ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ,
ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèå ñâîäÿòñÿ ëèøü ê ìîùíîñòÿì åãî
ïðîîáðàçîâ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåí-
íûõ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå íàòóðàëüíîãî ðÿäà:

∀bcdpABg(card(A(b, d)) = p(d) & p(d)− ÷èñëî→ card(setbcd(Îòîáðàæåíèå(c, A(b, d),
B(d)) & g(b, c, d))) = card(setbcd(Îòîáðàæåíèå(c, {1, . . . , p(d)}, B(d)) & g(b, c, d))))

Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(ðàçðÿä(çíà÷åíèå(õ7 íàáîð(õ2 õ3 õ4))õ3 õ5)è(íå(êîíòåêñò( ïîä-
òåðì(ìîùíîñòü(ñëîé(òåêâõîæä(õ5)õ9))))) íå(êîíòåêñò(ïîäòåðì(ìîùíîñòü(ïðîîáðàç(
òåêâõîæä(õ5)õ9))))))))" ðàçðåøàåò ëèøü òàêèå âõîæäåíèÿ c â äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå g(b, c, d), êîòîðûå èìåþò âèä card(ñëîé(c, y)), card(ïðîîáðàç(c, y)). Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò ïðè âû÷èñëåíèè ìîùíîñòè p(d) îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåò âñïîìîãà-
òåëüíóþ çàäà÷ó.

Ïåðåõîä îò óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ê óñëîâèþ
ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà

∀Bf (card(setax(card(a) = 1 & a ⊆ B & f(a, x))) = card(setax(a ∈ B & f({a}, x))))

Íîðìèðîâêà öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà

∀mnfg(m − öåëîå & n − öåëîå → card(setxy(x − öåëîå & 0 ≤ x + m & x + f(y) =
n & g(y))) = card(setxy(x− öåëîå & 0 ≤ x & x + f(y) = n + m & g(y))))

Ïðèåì âûïîëíÿåò ïåðåõîä îò öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà ñ çàäàííîé íèæíåé ãðàíèöåé
ê íåîòðèöàòåëüíîìó ïàðàìåòðó.

Îòáðàñûâàíèå êîýôôèöèåíòà ýëåìåíòà ïàðû

∀afgA(¬(a = 0) → card(setx(∃y(x = (af(y), g(y)) & A(y)))) = card(setx(∃y(x = (f(y),
g(y)) & A(y)))))

×òîáû ïðèåì îòáðàñûâàë êîýôôèöèåíò êàê ó ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ýëåìåíòîâ ïàð,
ââåäåí óêàçàòåëü "ìîäèôñáîðêà(ôèêñ(0 1 1 2 2 1 2)ôèêñ(0 2 1 2 2 1 2))". Îí ðàçðå-
øàåò ïåðåñòàíîâêó îïåðàíäîâ íàáîðà ïî ïåðâîìó óêàçàòåëþ âõîæäåíèÿ "ôèêñ(. . .)",
âûïîëíÿÿ òàêóþ æå ïåðåñòàíîâêó äëÿ îïåðàíäîâ íàáîðà ïî âòîðîìó óêàçàòåëþ.
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Ïåðåíåñåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè èç âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ â îñíîâíûå

Òàê êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî, åå ìîæíî
ïåðåíåñòè èç âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ â îñíîâíûå, óñòðàíèâ ïðè ýòîì êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ:
∀ghB(card(setfx(∃A(g(A, f, x) & Îòîáðàæåíèå(f, A,B(x))) & h(f, x))) = card(setfxA(
g(A, f, x) & Îòîáðàæåíèå(f, A,B(x)) & h(f, x))))

Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áûâàåò ïîëåçíî âûðàçèòü îäèí èç ïàðàìåòðîâ ïåðå÷èñëÿåìûõ
íàáîðîâ ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû, îäíîçíà÷íî ïî íåìó îïðåäåëÿåìûå:

1. Âêëþ÷åíèå èçâåñòíîãî ìíîæåñòâà. Íàäìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà è íåêîòîðîãî íå ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ íèì âñïîìîãà-
òåëüíîãî ìíîæåñòâà:
∀fg(card(setxy(x− set & f(x, y) & g ⊆ x)) = card(setxy(x− set & g∩x = ∅ & f(x∪
g, y))))

2. Èçâåñòíàÿ ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñ èçâåñòíûì ìíîæåñòâîì. Ïóñòü ìíîæåñòâî
x ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì çàäàííîì ìíîæåñòâå A(v), ïðè÷åì ìîùíîñòü ïåðå-
ñå÷åíèÿ åãî ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì B(v) ðàâíà m. Òîãäà ïðåäñòàâëÿåì x â âèäå
y ∪ z, ãäå z ÿâëÿåòñÿ m - ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A(v)∩B(v), à
y - ïðîèçâîëüíûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A(v) \B(v):
∀ABmf (card(setxv(x ⊆ A(v) & card(x ∩ B(v)) = m & f(x, v))) = card(setyzv(y −
set & z− set & y ⊆ A(v) \B(v) & z ⊆ A(v)∩B(v) & card(z) = m & f(y ∪ z, v))))

3. Ôóíêöèÿ ñ èçâåñòíîé ìîùíîñòüþ ïðîîáðàçà ýëåìåíòà. Ïóñòü f - îòîáðàæåíèå
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A(x) â ìíîæåñòâî B(x), ïðè÷åì ìîùíîñòü ïðîîáðàçà
ýëåìåíòà b(x) ðàâíà n. Òîãäà âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå n - ýëåìåíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî c ìíîæåñòâà A(x), è f ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê äîîïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî
âñïîìîãàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ èç A(x)\ c â B(x)\{b(x)} (îíî íèæå îáîçíà÷åíî
òîé æå ïåðåìåííîé f) çíà÷åíèåì b(x) âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà c:
∀ABgbn(card(setfx(Îòîáðàæåíèå(f, A(x), B(x)) & card(ñëîé(f, b(x))) = n & g(f,
x))) = card(setfxc(c− set & c ⊆ A(x) & card(c) = n & Îòîáðàæåíèå(f, A(x) \ c,
B(x) \ {b(x)}) & g(äîîïðåäåëåíèå(f, c, b(x)), x))))

4. Ôóíêöèÿ ñ èçâåñòíîé ìîùíîñòüþ ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà. Åñëè â ïðåäûäóùåé
ñèòóàöèè âìåñòî ïðîîáðàçà ýëåìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîîáðàç ìíîæåñòâà, òî
âîçíèêàåò àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀ABgbn(card(setfx(Îòîáðàæåíèå(f, A(x), B(x)) & card(ïðîîáðàç(f, b(x))) = n &
g(f, x))) = card(setfxch(c−set & c ⊆ A(x) & card(c) = n & Îòîáðàæåíèå(f, A(x)\
c, B(x) \ b(x)) & Îòîáðàæåíèå(h, c, b(x)) & g(òàáëèöà{f, h}, x))))

5. Ôóíêöèÿ ñ óñëîâèåì íà çíà÷åíèå â êîíêðåòíîé òî÷êå.
Åñëè ÷àñòü óñëîâèÿ íà ïåðå÷èñëÿåìûå âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ f c
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ A(x) è ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé B(x) ñâîäèòñÿ ê îãðàíè-
÷åíèþ íà çíà÷åíèå b îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a, òî â B(x) âûáèðàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíûé óäîâëåòâîðÿþùèé äàííîìó îãðàíè÷åíèþ ýëåìåíò b, è îòîáðàæåíèå f
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ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò äîîïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ g ìíîæåñòâà A(x) \ {a} íà B(x) \ {b} çíà÷åíèåì b â òî÷êå a:
∀PQABRa(P (f, x) = R(f(a)) → card(setfx(P (f, x) & Îòîáðàæåíèå(f, A(x), B(x))
& âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & Q(f, x))) = card(setgbx(R(b) & b ∈ B(x) & Îòî-
áðàæåíèå(g, A(x)\{a}, B(x)\{b}) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(g) & Q(äîîïðåäåëåíèå(g,
{a}, b), x))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(õ3 ôèêñ(0 1 1 3))âèä(õ3 çíà÷åíèå(õ6 õ1))ñâîá-
îïåðàíä(õ1))" èäåíòèôèöèðóåò ýëåìåíò a ïî êàêîìó-òî âõîæäåíèþ âûðàæå-
íèÿ f(a) â óñëîâèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ40 âõîæäåíèåòåð-
ìà(õ40 çíà÷åíèå(õ6 õ1)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ óòâåðæäåíèÿ P (f, x) êàê
êîíúþíêöèè âñåõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ âûðàæåíèå f(a). Óêàçàòåëü "íîâàðãó-
ìåíò(õ42 õ6 ôèêñ)" ïîÿñíÿåò, ÷òî ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò P (f, x)
êàê R(f(a)), ïðîâåðÿÿ îòñóòñòâèå âõîæäåíèé f â èíîì âèäå, ÷åì f(a).
Àíàëîãè÷íûé ïðèåì, ãäå óñëîâèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè f îòñóòñòâóåò, èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
∀PQABRa(P (f, x) = R(f(a)) → card(setfx(P (f, x) & Îòîáðàæåíèå(f, A(x), B(x))
& Q(f, x))) = card(setfgbx(R(b) & b ∈ B(x) & Îòîáðàæåíèå(g, A(x) \ {a}, B(x))
& f = äîîïðåäåëåíèå(g, {a}, b) & Q(f, x))))

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèèR(f(a))
äîïóñêàþòñÿ âõîæäåíèÿ f âíå âûðàæåíèé f(a). Ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî óêàçà-
òåëÿ "íîâàðãóìåíò(. . .)" áåðåòñÿ óêàçàòåëü "çàìåíàòåðìîâ(ôèêñ(1 2))".

6. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïàðû.
Åñëè îäèí èç ïåðå÷èñëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ åñòü íàáîð äëèíû 2, òî îí ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì êàê ïàðà íîâûõ ïàðàìåòðîâ:
∀P (card(setij(l(j) = 2 & P (i, j))) = card(setijk(P (i, (j, k)))))

Óñëîâèå íåïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ x ìíîæåñòâà B(y), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðî-
ìó óñëîâèþ f(x, y) è ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì A(y), èç îáùåãî ÷èñëà
ïîäìíîæåñòâ âû÷èòàåòñÿ ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ðàçíîñòè B(y) \ A(y):
∀ABf (card(setxy(¬(íåïåðåñåê(x, A(y))) & f(x, y) & x ⊆ B(y))) = card(setxy(f(x, y)
& x ⊆ B(y)))− card(setxy(x ⊆ B(y) \ A(y) & f(x, y))))

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íà îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî

∀ab(card({b} × a) = card(a))

∀ab(card(a× {b}) = card(a))

Ïîäðàçáèåíèå ìíîæåñòâà

Åñëè ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà C ìíîæåñòâà A, óñëîâèå íà êîòîðûå ñîäåðæèò
óïîìèíàíèå î ìîùíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ C ñ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì B ìíîæåñòâà A,
òî C ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå ïîäìíîæåñòâàM ìíîæåñòâà B è ïîäìíîæåñòâà
N ìíîæåñòâà A \B:
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∀ABP (B ⊆ A → card(setC(C ⊆ A & C − set & P (C))) = card(setMN(M ⊆ B & N ⊆
A \B & M − set & N − set & P (M ∪N))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ1 ôèêñ(0 1 1))âèä(õ1 ìîùíîñòü(ïåðåñå÷åíèå(õ27 õ28)))
êîíòåêñò(îïåðàíä(õ2 õ1)ñèìâîë(õ2 ðàâíî ìåíüøåèëèðàâíî)))" äàåò èäåíòèôèêàöèþ
ïîäìíîæåñòâà B ïî âñòðå÷àþùåìóñÿ ïîä îïèñàòåëåì ðàâåíñòâó ëèáî íåðàâåíñòâó äëÿ
card(B ∩ C).

Äðóãîé ñëó÷àé ïîäðàçáèåíèÿ ïåðå÷èñëÿåìûõ ìíîæåñòâ x çàäàííîé ìîùíîñòè m
âîçíèêàåò, åñëè x ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ a(y), b(z), ãäå ïàðàìåòðû y, z íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Òîãäà ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü x êàê îáúåäèíåíèå i-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà a(y) è m − i- ýëåìåíòíîãî
ïîäìíîæåñòâà b(z), ïåðåìíîæèòü êîëè÷åñòâà òàêèõ ïîäìíîæåñòâ, è ïðîñóììèðîâàòü
ïðîèçâåäåíèÿ ïî âñåì i îò 0 äî m:
∀abcPQm(íåïåðåñåê(a(y), b(z)) & m − íàòóðàëüíîå → card(setxyz(x ⊆ (a(y) ∪ b(z)) \
c & card(x) = m & x− set & P (y) & Q(z))) =

∑m
i=0(card(setxy(x ⊆ a(y) \ c & card(x) =

i & x− set & P (y)))card(setxz(x ⊆ b(z) \ c & card(x) = m− i & x− set & Q(z)))))

Ïàðàìåòð c ââåäåí äëÿ îáîáùåíèÿ è ìîæåò ïðèíèìàòü âûðîæäåííîå çíà÷åíèå ∅.
Ìîùíîñòè, ïåðåìíîæàåìûå ïðè ñóììèðîâàíèè, óïðîùàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷. Ïðè îáðàáîòêå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì ââî-
äÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè P (y), Q(z).

Ïîñëåäíèé ïðèåì äàííîé ñåðèè ðàññìàòðèâàåò ïåðå÷èñëåíèå òàêèõ m - ýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ x ìíîæåñòâà A, ÷òî ðàçíîñòü x \ B âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî y (îíî
òàêæå îòíîñèòñÿ ê ïåðå÷èñëÿåìûì ïàðàìåòðàì). Çäåñü B - íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A. Ïðèåì ïðåäñòàâëÿåò x êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ
u, v; ïåðâîå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B, à âòîðîå - ïîäìíîæåñòâîì A \B:
∀ABPm(B ⊆ A & m − íàòóðàëüíîå → card(setxyz(x ⊆ A & y ⊆ x \ B & card(x) =
m & P (x, y, z))) =

∑m
i=0 card(setuvyz(u ⊆ B & card(u) = i & v ⊆ A \ B & card(v) =

m− i & P (u ∪ v, y, z) & y ⊆ v & u− set & v − set)))

×èñëî íàáîðîâ, äëÿ êîòîðûõ óêàçàíî óñëîâèå íà ìíîæåñòâî èõ ýëåìåíòîâ

Ïóñòü ïåðå÷èñëÿþòñÿ íàáîðû y çàäàííîé äëèíû k, äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà y çà-
âèñèò òîëüêî îò ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ íàáîðà y, à ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà
äëèíå íàáîðà (ò.å. ýëåìåíòû íàáîðà ðàçëè÷íû). Òîãäà íàõîäèòñÿ ÷èñëî k - ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà A, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî êîëè÷å-
ñòâà íàáîðîâ îíî óìíîæàåòñÿ íà k!:
∀PAk(card({; y}) = k → card(sety(êîðòåæ(y, k, A) & P ({; y}))) = k!card(sety(P (y)
& y ⊆ A)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, êî-
òîðîé ïðèäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà P ({; y}. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ24
ôèêñ)" îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå âíóòðè P (. . .) âõîæäåíèé y âíå âûðàæåíèé {; y}.

Ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå çàäàííûé ýëåìåíò

Ïðè íàõîæäåíèè êîëè÷åñòâà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, èìåþùèõ ìîùíîñòü n è
ñîäåðæàùèõ çàäàííûé ýëåìåíò a, ìîæíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ n− 1-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A \ {a}:
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∀Aanf (a ∈ A & êîíå÷íîå(A) → card(setxy(x − set & x ⊆ A & a ∈ x & card(x) =
n & f(x, y))))

Åñëè óñìîòðåòü ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà a ìíîæåñòâó A íå óäàåòñÿ, òî ïðèìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀aPb(card(setx(a ∈ x & x − set & x ⊆ b & P (x))) = card(setx(x − set & x ⊆ b \
{a} & P ({a} ∪ x) & a ∈ b)))

Âûäåëåíèå ýëåìåíòà íàáîðà, äëÿ êîòîðîãî óêàçàíî îñîáîå óñëîâèå

Ïóñòü ïåðå÷èñëÿþòñÿ íàáîðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, äëÿ i -ãî ðàçðÿäà êîòîðûõ ïðå-
äóñìîòðåíî ñïåöèàëüíîå óñëîâèå P . Åñëè âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî n çíà÷åíèé îñòàâ-
øèõñÿ ðàçðÿäîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà çíà÷åíèÿ i - ãî ðàçðÿäà, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåçóëüòàòà îíî óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ P :
∀APQimn(m = card(setx(x ∈ A & P (x))) & n = card(setx(ïåðåñòàíîâêà(x, A \ {a}) &
Q(Âñòàâêà(x, i, a)))) & êîíå÷íîå(A) → card(setx(ïåðåñòàíîâêà(x, A) & P (x(i)) & Q(x)
)) = mn)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ2 ôèêñ(0 1 1 2))ñâîáîïåðàíä(õ2)âèä(õ2 çíà÷åíèå(õ23
õ9)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ íîìåðà i ïî êàêîìó-òî âõîæäåíèþ âûðàæåíèÿ x(i)
ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ40 âõîæäåíèåòåðìà(õ40 çíà÷åíèå(õ23
õ9)))" îòíîñèò ê P (x(i)) âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïîäâûðàæåíèå x(i). Óêàçàòåëü "íî-
âàðãóìåíò(õ40 õ23 ôèêñ)" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðå-
ìåííîé x â P (. . .) ðàñïîëîæåíî âíóòðè âûðàæåíèÿ x(i). Óêàçàòåëü "íîâàÿïåðåìåí-
íàÿ(õ1)" îçíà÷àåò, ÷òî âî âòîðîì àíòåöåäåíòå â êà÷åñòâå a âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, à ôèëüòð "íå(âõîäèò(õ1 õ14))" ïðîâåðÿåò íåçàâèñèìîñòü îò a íàé-
äåííîé ìîùíîñòè n. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîùíîñòåém, n èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
çàäà÷è. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, â êîòîðîé âìåñòî ñèìâîëà "ïåðå-
ñòàíîâêà" èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë "êîðòåæ":
∀APQimn(m = card(setx(x ∈ A & P (x))) & n = card(setx(êîðòåæ(x, k − 1, A) &
Q(Âñòàâêà(x, i, a)))) & êîíå÷íîå(A) → card(setx(êîðòåæ(x, k, A) & P (x(i)) & Q(x))) =
mn)

Ïåðåõîä îò äâîè÷íîãî íàáîðà ê ìíîæåñòâó íîìåðîâ ïîçèöèé, íà êîòîðûõ
ñòîÿò åäèíèöû

∀nA(card(setxy(äâíàáîð(x, n) & A(ñëîé(x, 1), y))) = card(setxy(x ⊆ {1, . . . , n}& A(x, y))))

Óïðîùåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé

Åñëè ïåðå÷èñëÿåìûé ïàðàìåòð x âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè âèäà f(a ± x), ãäå f -
ïåðåìåííàÿ, à îòëè÷íûõ îò a ± x àðãóìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ íåò, òî
âûïîëíÿåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïåðåõîäà ê âûðàæåíèþ f(x):
∀Afab(card(setxy(A(x, y, f(a + bx)))) = card(setxy(A((x− a)/b, y, f(x)))))

Êîýôôèöèåíò b ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ±1, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "èëè(çàãîëî-
âîê(õ2 1)è(çàãîëîâîê(õ2 ìèíóñ)ïåðâûéñèìâîë(õ2 1)))". Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(ïîçè-
öèÿ(õ3 ôèêñ(0 1 1 3))âèä(õ3 çíà÷åíèå(õ7 õ8))âõîäèò(õ23 õ8)íå(ðàâíî(õ8 ôèêñ(0 1 1 3
2 3 2)))))" ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå äðóãèõ ñîäåðæàùèõ x àðãóìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ.
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Ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè

Â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ñòàíäàðòèçàöèè óñëîâèé ïîä îïèñàòåëåì:
∀P (card(setxy(y + 1 ≤ x & P (x, y))) = card(setyx(y + 1 ≤ x & P (x, y))))

∀Pn(card(setij(i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , i−1}& P (i, j))) = card(setji(j ∈ {1, . . . , n}& i ∈
{j + 1, . . . , n} & P (i, j))))

Ìîùíîñòü îáðàçà ïðè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè

∀fA(A ⊆ Dom(f) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) → card(îáðàç(f, A)) = card(A))

6.6 Ñóììû è ðàçíîñòè ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ

Ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

Åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî äâà ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ìîùíîñòü èõ îáú-
åäèíåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó ìîùíîñòåé:
∀ab(íåïåðåñåê(a, b) → card(a ∪ b) = card(a) + card(b))
Ïðèåì èìååò ôèëüòð, äîïóñêàþùèé ëèáî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè (ñëó÷àé êî-
íå÷íûõ ìíîæåñòâ), ëèáî òàêèå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ïîäñòàíîâêà áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé
ìîùíîñòè íå ïðèâîäèò ê êîëëèçèÿì. Êðîìå ïðèåìà çàìåíû, äëÿ ìîùíîñòè îáúåäè-
íåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ñîçäàí òàêæå ïðèåì âûâîäà â ïîñûëêàõ:
∀abc(a = b ∪ c & íåïåðåñåê(b, c) → card(a) = card(b) + card(c))
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìîùíîñòü(õ1))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ card(a). Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé
ïîñûëêîé è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà b, c. Ïîñëå ýòîãî âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå.
Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ñðàáàòûâàíèé èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ìîùíîñòü õ1).

Ìîùíîñòü ðàçíîñòè âëîæåííûõ ìíîæåñòâ

Ïðåæäå âñåãî, èìåþòñÿ äâà ïðèåìà, àíàëîãè÷íûõ ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:
∀ab(a ⊆ b & êîíå÷íîå(b) → card(b \ a) = card(b)− card(a))

∀abc(b = a \ c & c ⊆ a & êîíå÷íîå(a) → card(a) = card(b) + card(c))
Ïåðâûé ïðèåì âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, âòîðîé - âûâîä ñëåäñòâèÿ â
ïîñûëêàõ. Îí èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ card(a); ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè.

Äàëüíåéøèå ïðèåìû ïðåîáðàçóþò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äâóõ ìîùíîñòåé âëî-
æåííûõ ìíîæåñòâ, ó êîòîðîé êîýôôèöèåíòû èìåþò ðàçíûé çíàê, à ìíîæåñòâà çàäà-
þòñÿ îïèñàòåëÿìè:

1. ∀ABmn(mn < 0 → mcard(setx(A(x) & B(x)))+ncard(sety(A(y))) = ncard(setx(A(x)
& ¬(B(x)))) + (m + n)card(setx(A(x) & B(x))))

Êîýôôèöèåíòû m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëûìè ÷èñëàìè; ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ B(x) - ñ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì.
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2. ∀ABmnC(mn < 0 & B(x) & (B(x) & ¬(A(x))) = C(x) → mcard(setx(A(x))) +
ncard(sety(B(y))) = ncard(setx(C(x))) + (m + n)card(setx(A(x))))

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, êîýôôèöèåíòû m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëûìè
÷èñëàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêà-
çàòåëüñòâî, êîòîðîé ïðèäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà A(x). Òàêèì îáðàçîì
óñòàíàâëèâàåòñÿ âëîæåííîñòü ìíîæåñòâ. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îïðåäåëÿåò óñëîâèå C(x) ïðèíàäëåæíîñòè ðàçíîñòè
ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåìîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî C(x) íå ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé.

3. ∀mnPABCD(m + n = 0 → mcard(setxy(P (x, y) & x ∈ A \ B & y ∈ C(x) \D(x))) +
ncard(setuv(P (u, v) & u ∈ A & v ∈ C(u))) = ncard(setxy(P (x, y) & x ∈ B & y ∈
C(x) \D(x))) + ncard(setxy(P (x, y) & x ∈ A & y ∈ C(x) ∩D(x))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò â ýòîì è ñëåäóþùåì ïðèåìàõ âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð".

4. ∀mnPAB(m+n = 0 & A ⊆ B → mcard(setx(P (x) & x ∈ A))+card(sety(P (y) & y ∈
B)) = ncard(sety(P (y) & y ∈ B \ A)))

Äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå ïîä îïèñàòåëåì

Åñëè êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó èìååò çàãîëîâêîì äèçú-
þíêöèþ, òî â ñëó÷àå íåñîâìåñòíûõ ïîäñëó÷àåâ ìîùíîñòè ïîäìíîæåñòâ ñêëàäûâàþò-
ñÿ:
∀fgh(∀x(h(x) & f(x) → ¬(g(x))) → card(setx((f(x) ∨ g(x)) & h(x))) = card(setx(f(x)
& h(x))) + card(setx(g(x) & h(x))))

Óêàçàòåëü "ëåãêîâèäåòü(1)" îïðåäåëÿåò îáðàáîòêó ïåðâîãî àíòåöåäåíòà, ïðîâåðÿþ-
ùåãî íåñîâìåñòíîñòü ïîäñëó÷àåâ, ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê íåé ðàâåí 4. Îãðàíè÷èòåëü "ëèìèò(1900000)" îòâîäèò
äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðåñóðñ. Åñëè ïîäñëó÷àè íå îáÿçàòåëüíî âçàèìíî
èñêëþ÷àþùèå, òî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïðèåì, ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëÿþùèé ìîù-
íîñòü ïåðåñå÷åíèÿ:
∀PQRa(a = card(setx(P (x) & Q(x) & R(x))) & a− ÷èñëî→ card(setx((P (x) ∨Q(x)) &
R(x))) = card(setx(P (x) & R(x))) + card(setx(Q(x) & R(x)))− a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿåò ìîùíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñëó÷àÿì. Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò
êîíå÷íîñòü íàéäåííîé ìîùíîñòè. Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ1 ìîùíîñòü))" ïðîâåðÿåò
óñïåõ ïîïûòêè âû÷èñëåíèÿ.

Íàêîíåö, äîáàâëåí ïðèåì, â êîòîðîì äèçúþíêöèÿ íåÿâíàÿ - èìååò âèä ïðèíàä-
ëåæíîñòè ïàðàìåòðà äâóõýëåìåíòíîìó ìíîæåñòâó:
∀abP (¬(a(y) = b(y)) → card(setxy(x ∈ {a(y), b(y)} & P (x, y))) = card(sety(P (a(y),
y))) + card(sety(P (b(y), y))))
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Ïåðå÷èñëåíèå îòîáðàæåíèé, ó êîòîðûõ ìîùíîñòü ïðîîáðàçà çàäàííîãî
ýëåìåíòà ñòðîãî ìåíüøå ìîùíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü ìîùíîñòè ñåìåéñòâà
îòîáðàæåíèé ñ îòáðîøåííûì óñëîâèåì íà ïðîîáðàç, è ìîùíîñòè ñåìåéñòâà êîíñòàíò-
íûõ îòîáðàæåíèé:
∀ABCbp(card(A(x))− p = 1 → card(setfx(Îòîáðàæåíèå(f, A(x), B(x)) & card(ñëîé(f,
b)) ≤ p & C(f, x))) = card(setfx(Îòîáðàæåíèå(f, A(x), B(x)) & C(f, x)))− card(setfx(
f = êîíñò(A(x), b) & C(f, x))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ìîùíîñòè â çàìåíÿþùåé
ðàçíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïåðåõîä îò ñóììû ìîùíîñòåé ê ìîùíîñòè ìíîæåñòâà

Ïðèåìû, âû÷èñëÿþùèå ìîùíîñòü ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïî çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ,
ââîäèëè êîììåíòàðèé "ðàçáèåíèå". Åñëè ýòîãî êîììåíòàðèÿ íåò, òî âûïîëíÿåòñÿ îá-
ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:
∀fg(

∑
a,f(a) card(setb(g(a, b))) = card(setab(f(a) & g(a, b))))

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, èìåþùèõ íå÷åòíóþ öåëî÷èñëåííóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó

Ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå çíà÷åíèé äàííîé õàðàêòåðèñòèêè ïî ìîäóëþ 2:
∀fp(card(setx(f(x) & ¬(p(x)− even))) =

∑
x,f(x)(p(x)(mod2)))

Ðàâåíñòâî ñóììû ìîùíîñòåé äâóõ ìíîæåñòâ ìîùíîñòè òðåòüåãî

Åñëè ìíîæåñòâî C ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ A, B, òî ðàâåíñòâî ìîùíîñòè
C ñóììå ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ A, B îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ è
ñîäåðæàòñÿ â C:
∀ABC(C ⊆ A ∪B → cardA + cardB = cardC ↔ A ⊆ C & B ⊆ C & A ∩B = ∅)

Âûäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìîãî êîíå÷íûì ïðîìåæóòêîì çíà÷å-
íèé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè

Åñëè âû÷èòàþòñÿ äâà ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìûõ íèæíèìè ãðàíèöàìè äëÿ çíà÷åíèé
íåêîòîðîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè, òî ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà çíà÷åíèé äàííîé õàðàêòåðèñòèêè:
∀ABabmn(m + n = 0 & A ⊆ B → mcard(setx(a < p(x) & x ∈ A)) + ncard(sety(b <
p(y) & y ∈ B)) = ncard(setx(b < p(x) & p(x) ≤ a & x ∈ A))+ncard(setx(b < p(x) & x ∈
B \ A)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; âòîðîé - "áëîêïðîâåðîê".
Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" ó÷èòûâàþò âîçìîæíîñòü çàìåíû ëþáîãî èç ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ íà íåñòðîãîå. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âû÷èòàþòñÿ ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìûå âåðõ-
íèìè ãðàíèöàìè õàðàêòåðèñòèêè p, ââåäåí àíàëîãè÷íûé ïðèåì.
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Óñìîòðåíèå äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà ìíîæåñòâ

Åñëè â îäíîì è òîì æå òåðìå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâ, îïðå-
äåëÿåìûõ óñëîâèÿìè P (x)&R(x), P (x)&Q(x), ïðè÷åì ÷ëåíû R(x), Q(x) íåñîâìåñò-
íû, à äèçúþíêöèÿ èõ ýêâèâàëåíòíà ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþ S(x), òî ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà âû÷èñëèòü ìîùíîñòü n îáúåäèíåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè
P (x), S(x). Çàòåì ìîùíîñòü ïåðâîãî ìíîæåñòâà âûðàæàåòñÿ êàê âû÷èòàíèå èç n ìîù-
íîñòè âòîðîãî:
∀PQRSn(¬R(x) & (R(x) ∨Q(x)) = S(x) & card(setx(P (x) & S(x))) = n & A =
sety(P (y) & R(y)) → card(setx(P (x) & Q(x))) = n− card(sety(P (y) & R(y))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ2 êîðåíü)âèä(õ2 ìîùíîñòü(õ26)))" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ âíóòðè òåêóùåãî òåðìà çàäà÷è âûðàæåíèÿ cardA. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òàê ÷òî A äàëåå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âûðà-
æåíèåì sety(P (y) & R(y)). Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ëåãêîâèäåòü".
Îí ïðîâåðÿåò íåñîâìåñòíîñòü óñëîâèé R(x), Q(x); äëÿ ïðîâåðêè èñïîëüçóåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ïîñûëêè êîòîðîé ïîïîëíåíû óòâåðæäåíèÿìè P (x), Q(x). Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé. Ôèëüòð "ýëåìåíòàðíî(çíà÷åíèå(õ43 õ23))" ïðîâåðÿåò,
÷òî ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Íàêîíåö, òðåòèé àíòåöåäåíò,
òîæå âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿåò ìîùíîñòü n. Èñïîëüçó-
åòñÿ ôèëüòð "íå(âõîäèò(ìîùíîñòü õ14))". Âî èçáåæàíèå ïîïûòîê ïðèìåíÿòü ïðèåì
ê âõîæäåíèÿì îäíîãî è òîãî æå îïèñàòåëÿ "êëàññ" äîáàâëåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð
"íå(ðàâíî(çíà÷åíèå(õ42 õ43)çíà÷åíèå(õ41 õ43)))". Ôèëüòð "âõîäèò(çíà÷åíèå ôèêñ(0
1 1))" îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà òîëüêî òåìè ñèòóàöèÿìè, êîãäà ïîä îïèñà-
òåëåì èìååòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Êðîìå ïðèåìà çàìåíû, äîáàâëåí àíàëîãè÷íûé ïðèåì âûâîäà, êîòîðûé èäåíòèôè-
öèðóåò îáà ìíîæåñòâà èç ïîñûëîê A = card(sety(P (y) & R(y))), B = card(setx(P (x)
& Q(x))).

6.7 Íåðàâåíñòâà äëÿ ìîùíîñòè

Îöåíêà ìîùíîñòè ïîäìíîæåñòâà

Ïðèåì óñìàòðèâàåò èñòèííîñòü íåðàâåíñòâà, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî ìîùíîñòü ïîäìíî-
æåñòâà íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà:
∀ab(a ⊆ b & c = cardb → carda ≤ c)

Âêëþ÷åíèå â îáúåäèíåíèå

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ìîùíîñòåé íåêî-
òîðûõ äðóãèõ ìíîæåñòâ, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü âêëþ÷åíèå åãî â îáú-
åäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ:
∀ABn(A ⊆

⋃n
i=1 B(i) → 0 ≤

∑n
i=1 cardB(i)− cardA)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 7. Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê íåðàâåíñòâó, ïðåäñòàâëÿþùå-
ìó ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, è çàìåíÿåò åãî íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü
"ðàçâåðòêà(ôèêñ(1 2)ôèêñ(0 2 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîíå÷íîé ñóììû ñ
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îáû÷íîé ñóììîé íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ, à òàêæå çàïèñü îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâà êàê
îáû÷íîãî îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ.

Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

Ïðèåì óñìàòðèâàåò èñòèííîñòü íåðàâåíñòâà, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî
÷èñëî, à â ïðàâîé - ìîùíîñòü áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà:
∀aA(a− ÷èñëî & ¬(êîíå÷íîå(A)) → a ≤ cardA)

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà, óïîìèíàåìîãî â êâàíòîðíîé èì-
ïëèêàöèè

Åñëè èìååòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, êîòîðàÿ äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ x, y ìíîæåñòâà A ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå îòíîøåíèÿ P (x, y), ïðè÷åì áîëüøîå
÷èñëî óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå èìåþò âèä P (X, Y ), ãäå X, Y - íåèçâåñòíûå, òî
ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A. Åñëè ýòà ìîù-
íîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî èìååòñÿ íåîáõîäèìîå ÷èñëî ïàð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ â
A äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííûõ óñëîâèé P (X,Y ). Ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷à áóäåò ñâåäå-
íà ê ðàññìîòðåíèþ ïîäñëó÷àÿ äëÿ ìàëîé ìîùíîñòè ìíîæåñòâà A. Òåîðåìà ïðèåìà
èìååò âèä:
∀APBkm(A ⊆ B & cardB = m & ∀xy(x ∈ A & y ∈ A & ¬(x = y) → P (x, y)) → k ≤
cardA ∨ cardA < k)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(óñëîâèå(õ1)âèä(õ1 ïðèíàäëåæèò(õ2 õ27))íåèçâåñòíàÿ(õ2)èçâåñò-
íî(õ27))" èäåíòèôèöèðóåò èçâåñòíîå ìíîæåñòâî B, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ óñëîâèå
ïðèíàäëåæíîñòè åìó íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì â íåì æå âûáèðàåòñÿ òî÷êà ïðèâÿçêè. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì; âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îïðåäåëÿåò ìîùíîñòü m ìíîæåñòâà B; ôèëüòð "èçâåñò-
íî(õ13)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòà ìîùíîñòü íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò(ðàâíî(õ11 ÷èñëî(íåèçâåñòíàÿ(õ3)êîíòåêñò(óñëîâèå(õ4)âèä(õ4 ïðèíàäëåæèò(õ3
õ27)))êîíòåêñò(óñëîâèå(õ5)âõîäèò(õ3 õ5)âèä(õ5 çíà÷åíèå(õ40 íàáîð(õ6 õ7)))íåèçâåñò-
íàÿ(õ6)íåèçâåñòíàÿ(õ7)))))" îïðåäåëÿåò ÷èñëî k òàêèõ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è, äëÿ êî-
òîðûõ èìååòñÿ óñëîâèå èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó B, à òàêæå óñëîâèå âèäà
P (X, Y ), ñîäåðæàùåå äàííóþ íåèçâåñòíóþ. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçà-
òåëü "ïðèìå÷àíèå(ðàçáîðñëó÷àåâ)" ôîðñèðóåò èñïîëüçîâàíèå âûâåäåííîé äèçúþíê-
öèè äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Çàìåòèì, ÷òî ïîâîäîì äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèåìà ïîñëóæèëà
èçâåñòíàÿ çàäà÷à "ñðåäè ëþáûõ øåñòè ÷åëîâåê íàéäóòñÿ ëèáî òðîå ïîïàðíî çíàêî-
ìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ", èëëþñòðèðóþùàÿ òåîðåìó Ðàìñåÿ. Åå ìîæíî
íàéòè â ðàçäåëå çàäà÷íèêà "Òåîðèÿ ãðàôîâ".

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç íåïîëîæèòåëüíîñòè ìîùíîñòè

Åñëè ìíîæåñòâî íåïóñòî, òî óñëîâèå íåïîëîæèòåëüíîñòè åãî ìîùíîñòè ïðîòèâîðå÷è-
âî:
∀Ab(cardA = b & ¬(A = ∅) & b ≤ 0 → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü", ò.å. ïîñëå
ðàçáîðà ñëó÷àåâ.
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Óñìîòðåíèå âåðõíåé îöåíêè ìîùíîñòè ïðîîáðàçà ýëåìåíòà

Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè âåðõíåé îöåíêè ìîùíîñòè ïðîîáðàçà ýëåìåíòà äîñòàòî÷-
íî óñòàíîâèòü, ÷òî îíà íå ìåíåå ìîùíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:
∀ABbp(b ∈ B & Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & 0 ≤ p− cardA → card(ñëîé(f, b)) ≤ p)

6.8 Âûäåëåíèå íåçàâèñèìîãî óñëîâèÿ íà ïðèíàäëåæ-

íîñòü ìíîæåñòâó êîíñòàíòíîé ìîùíîñòè

Åñëè ìîùíîñòü êëàññà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îäíîãî èç ïåðå÷èñëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ
íå çàâèñèò îò îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðîâ, òî îíà âûíîñèòñÿ â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ:
∀APb(cardA(y) = b → card(setxy(x ∈ A(y) & P (y))) = bcard(sety(P (y))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà A(y) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ôèëüòð "íå(
ïåðåñåêàþòñÿ(õ24 õ2))" ïðîâåðÿåò íåçàâèñèìîñòü íàéäåííîé ìîùíîñòè îò ïàðàìåòðîâ
y.

6.9 Óñìîòðåíèå ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä-

ìíîæåñòâà

Ïóñòü âû÷èñëÿåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, çàäàííîãî òàêèì óñëîâèåì, âíóòðè êîòîðî-
ãî âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà D îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ A(i); i =
1, . . . , n. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóììà ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ A(i) ðàâíà ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà D, ò.å. A(i) íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ðàâåíñòâî äëÿ D çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíê-
öèþ âêëþ÷åíèé êàæäîãî A(i) â ðàçíîñòü D è îáúåäèíåíèÿ îñòàëüíûõ A(j):
∀ADnm(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → cardA(i) = m(i)) &

∑n
i=1 m(i) − cardD = 0 → D =⋃n

i=1 A(i) ↔ ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → A(i) ⊆ D \
⋃i−1

j=1 A(j)))

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(1)ôèêñ(2 1 1)ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 2)ôèêñ(0 2 5 2 2))" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâà ñ îáû÷íûì îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ
ìíîæåñòâ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ îñòàëüíûõ ñâÿçàííûõ ñ ìíîæå-
ñòâàìè A(i) ôðàãìåíòîâ òåîðåìû. Ôèëüòð "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(òåêâõîæä (õ1)ñèì-
âîë(õ1 ìîùíîñòü))" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïðåîáðàçóåìîå ïðèåìîì ðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ âíóò-
ðè âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(. . .)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò äàåò êîíúþíêöèþ íåïîñðåäñòâåí-
íî èäåíòèôèöèðóåìûõ ðàâåíñòâ äëÿ ìîùíîñòè; âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð".

6.10 Ñòàíäàðòèçàöèÿ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ ìîù-

íîñòüþ

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "âåðõíÿÿîöåíêà" äëÿ óñìîòðåíèÿ ëîæíîñòè ðà-
âåíñòâà

∀amn(carda ≤ m & 0 < n−m → ¬(carda = n))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Îí îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó
"âåðõíÿÿîöåíêà" äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðõíåé îöåíêè m ìîùíîñòè ìíîæåñòâà a. Âòîðîé
àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ýòà ìîù-
íîñòü ìåíüøå ÷èñëà n. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è çàìåíÿåò ðàâåíñòâî
íà êîíñòàíòó "ëîæü". Ôèëüòðû "öåëîå(õ13)", "öåëîå(õ14)" îçíà÷àþò, ÷òî ïåðåìåííûå
m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.

Ðàâåíñòâî ìîùíîñòè íóëþ

∀a(a− set→ carda = 0 ↔ a = ∅)

Ðàâåíñòâî ìîùíîñòè êîíå÷íîãî ñïèñêà åãî äëèíå

Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî ìîùíîñòè êîíå÷íîãî ñïèñ-
êà åãî äëèíå, òî ýòî óñëîâèå ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïîïàðíîãî ðàçëè÷èÿ ýëå-
ìåíòîâ ñïèñêà. Ðåêóðñèâíûé øàã ïåðåôîðìóëèðîâêè ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèå-
ìîì:
∀abmn(l(b) = n & m = n + 1 → card{a; b} = m ↔ ¬(a ∈ {; b}) & card{; b} = n)

Ôèëüòð "íàòóðàëüíîå(õ13)" îçíà÷àåò, ÷òî m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîí-
ñòàíòîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò äëèíó n îñòàòî÷íîé ÷àñòè b; âòîðîé - ñðàâ-
íèâàåò äëèíó è ìîùíîñòü ñïèñêà. Ôèëüòð "ñèìâîë(ôèêñ(0 1 1 1 1)íàáîð)" ïðîâåðÿåò,
÷òî ñïèñîê çàäàí ÿâíûì ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ. Ïðè âûáîðå a ïðåäïî÷òåíèå îò-
äàåòñÿ íåêîíñòàíòíûì ýëåìåíòàì.

Âûðàæåíèå ìîùíîñòè èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Åñëè âñòðå÷àåòñÿ ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî ìîùíîñòè óðàâíåíèå, òî îíî ðàçðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ìîùíîñòè:

∀abcA(¬(a = 0) → acardA + b = c ↔ cardA =
c− b

a

Ôèëüòðû ïðîâåðÿþò îòñóòñòâèå ñèìâîëà "ìîùíîñòü" â âûðàæåíèÿõ a, b, c. Ïðåäó-
ñìîòðåíû äâå âåðñèè ïðèåìà: îäíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîñûëêó, äðóãàÿ - äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îíî âõîäèò ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ïðè÷åì A
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïàðàìåòðîâ îïèñàòåëÿ.

Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ

Ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ âîçíèêëè äâå ÷àñòíûõ ñèòóàöèè, ïîòðåáîâàâøèõ ñïåöèàëü-
íûõ ïðèåìîâ èñêëþ÷åíèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâå äëÿ ìîùíîñòè. Ïåðâûé
ïðèåì óñìàòðèâàåò íåðåàëèçóåìîñòü îäíîé èç àëüòåðíàòèâ:
∀abcPd(0 < d− l(c)− 1 → card{a; (b ïðè P, èíà÷å c)} = d ↔ card{a; b} = d & P )

Ôèëüòðû "çàãîëîâîê(õ3 íàáîð)", "íàòóðàëüíîå(õ4)" ïðîâåðÿþò, ÷òî âûðàæåíèå c ÿâ-
íî ïåðå÷èñëÿåò íåêîòîðûé íàáîð, ïðè÷åì d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîí-
ñòàíòîé. Àíòåöåäåíò óáåæäàåòñÿ, ÷òî äëèíà íàáîðà ìåíüøå d − 1. Âòîðîé ïðèåì
ïðîñòî ðåàëèçóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ:
∀Apqm(card((p ïðè A, èíà÷å q)) = m ↔ A & cardp = m ∨ ¬A & cardq = m)
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Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà

Âûøå áûë ïðèâåäåí ïðèåì, äàþùèé âûðàæåíèå äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà êîðíåé
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî âûðàæåíèå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå, è â ñëó÷àÿõ ðàâåí-
ñòâà ìîùíîñòè åäèíèöå ëèáî äâîéêå ìîæíî ñðàçó âûïèñàòü íåîáõîäèìûé åãî ôðàã-
ìåíò:
∀abc(card(setx(x − ÷èñëî & ax2 + bx + c = 0)) = 1 ↔ ¬(a = 0) & b2 − 4ac = 0 ∨ a =
0 & ¬(b = 0))

∀abc(card(setx(x− ÷èñëî & ax2 + bx + c = 0)) = 2 ↔ 0 < b2 − 4ac)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 0; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, äàþùåãî
âûðàæåíèå ìîùíîñòè â îáùåì ñëó÷àå, áûë ðàâåí 1.

Ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ñïèñêà íå áîëüøå åãî äëèíû

Ïðèåì çàìåíÿåò íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "ëîæü" íèæíþþ îöåíêó ìîùíîñòè ñïèñêà,
ïðåâîñõîäÿùóþ åãî äëèíó:
∀amn(0 < m− n & l(a) = n → ¬(m ≤ card{; a}))

Ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì
îäíîýëåìåíòíîå

Åñëè äëÿ ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ äâóõ íå áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ èìå-
åòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà 2, òî îíà çàìåíÿåòñÿ íà óñëîâèÿ îäíîýëåìåíòíîñòè êàæäîãî ìíî-
æåñòâà è ðàçëè÷èÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ:
∀ABab(2 ≤ card(({a} ïðè A, èíà÷å ∅) ∪ ({b} ïðè B, èíà÷å ∅)) ↔ ¬(a = b) & A & B)

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà ñ ìîùíîñòüþ

Ðàâåíñòâà âèäà a = card(b), âñòðå÷àþùèåñÿ â ïîñûëêàõ ëèáî â óñëîâèè çàäà÷è íà
îïèñàíèå, ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó card(b) = a. Ïðè ýòîì îíè ñíàáæàþòñÿ êîììåíòà-
ðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà", áëîêèðóþùèì îáðàòíóþ ïåðåñòàíîâêó ÷ëåíîâ. Òàêàÿ
îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâ ñïîñîáñòâóåò ïîäñòàíîâêå âìåñòî ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ èõ ÿâ-
íûõ âûðàæåíèé.

Ìîùíîñòü òðåõýëåìåíòíîãî ñïèñêà

Ìîùíîñòü òðåõýëåìåíòíîãî ñïèñêà íå ïðåâîñõîäèò 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàêèå-òî äâà ýëåìåíòà ñîâïàäàþò:
∀abc(card{a, b, c} ≤ 2 ↔ a = b ∨ a = c ∨ b = c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê íåðàâåíñòâó, ÿâëÿþùåìóñÿ ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Îöåíêà ìîùíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ

Åñëè p - ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî A èìååò â ïåðåñå÷åíèè ñ ìíîæåñòâîì B íå ìåíåå ÷åì
m ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì B íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì C, òî íà äîëþ ïåðåñå÷åíèÿ A
è C îñòàåòñÿ íå áîëåå p−m ýëåìåíòîâ:
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∀ABCmnp(m ≤ card(A∩B) & íåïåðåñåê(B, C) & cardA = p & 0 < m+n−p & p−mbox →
¬(n ≤ card(A ∩ C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ò.å. çàìåíÿåò íåðàâåíñòâî äëÿ ìîùíîñòè ìíî-
æåñòâà A ∩ C íà êîíñòàíòó "ëîæü". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð" - îí âû÷èñëÿåò ìîùíîñòü p. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ íåïîñðåäñòâåííî - ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî B.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ìîùíîñòè

Ðàâåíñòâî ìîùíîñòè îòðèöàòåëüíîìó âûðàæåíèþ çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü":
∀Ab(b < 0 → cardA = b ↔ ëîæü)

Âûðàæåíèå îäíîé ìîùíîñòè ÷åðåç äðóãóþ èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñîîòíîøåíèå äëÿ ñóììû ìîùíîñòåé:
∀abc(c− ÷èñëî→ carda + cardb = c ↔ carda = c− cardb)
Ê ÷èñëó äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà îòíîñèòñÿ òðåáîâà-
íèå ñóùåñòâîâàíèÿ âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "êëàññ", â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êîòîðîãî
âõîäÿò ïåðåìåííûå a, b.

Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè

Åñëè òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî ìîùíîñòåé äâóõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ îïèñàòåëÿ-
ìè "êëàññ", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé ïîä
îïèñàòåëÿìè:
∀PQ(∀xy(P (x, y) → Q(x, y)) & ∀xy(Q(x, y) → P (x, y)) → card(setxy(P (x, y))) =
card(setzv(Q(z, v))))

Ïðèåì âûïîëíÿåò íå òîæäåñòâåííîå, à ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå: îí çàìåíÿåò
ðàâåíñòâî óêàçàííîãî â êîíñåêâåíòå âèäà íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Ýòî
îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì "ýêâèâàëåíòíî". Ôèëüòðû "óñëîâèå", "òèï(äîêàçàòü)" òðå-
áóþò, ÷òîáû ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî áûëî óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêà-
çàòåëè "ýëåìåíò(õ25)", "ýëåìåíò(õ21)" ðàçðåøàþò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííûõ ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêè z, v â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå - äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîùíîñòåé ïî-
ðÿäîê íåñóùåñòâåíåí. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè
çàäà÷àìè íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

×èñëî ïîäìíîæåñòâ çàäàííîé ìîùíîñòè

Åñëè íå óäàåòñÿ óñìîòðåòü êîíå÷íîñòü íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, òî äëÿ ÷èñëà åãî ïîä-
ìíîæåñòâ çàäàííîé ìîùíîñòè íåâîçìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ñ
÷èñëîì ñî÷åòàíèé. Îäíàêî, åñëè â ýòîé ñèòóàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî óêàçàí-
íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîìó ÷èñëó, òî äàííàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà:
∀abn(n− öåëîå & 0 ≤ n & b− ÷èñëî & 0 < b → card(setx(x− set & x ⊆ a & card(x) =
n)) = b ↔ Cncard(a)

= b & card(a)− ÷èñëî & 0 ≤ card(a)− n)



Ãëàâà 6. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìîùíîñòÿìè ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêîé 382

6.11 Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà çàäàííîé ìîùíîñòè

×òîáû èñêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ çàäà÷è íà îïèñàíèå - ìíîæåñòâî a,
äëÿ êîòîðîãî ôèêñèðîâàíî çíà÷åíèå ìîùíîñòè p - ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀pb(p− ÷èñëî→ ∃a(a− set & card(a) = p & íåïåðåñåê(a, b)) ↔ p− öåëîå & 0 ≤ p)

∀p(p− ÷èñëî→ ∃a(a− set & card(a) = p) ↔ p− öåëîå & 0 ≤ p)

Îáà îíè èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò, åñëè çàäà÷à íå èìååò äðó-
ãèõ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíîé a, êðîìå óòâåðæäåíèé a − set, card(a) = p è (â ïåðâîì
ñëó÷àå) íåïåðåñåê(a, b). Âìåñòî ýòèõ óñëîâèé â çàäà÷ó ïîìåùàåòñÿ òðåáîâàíèå íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà p.

6.12 Ñóùåñòâîâàíèå ïîäìíîæåñòâà çàäàííîé ìîùíî-

ñòè

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå - ïîäìíîæåñòâà a
çàäàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A, èìåþùåãî çàäàííóþ ìîùíîñòü, ñîçäàí ñëåäóþ-
ùèé ïðèåì, èìåþùèé çàãîëîâîê "ñâÿçêà":
∀Am(êîíå÷íîå(A) → ∃x(x ⊆ A & card(x) = m & x− set) ↔ m ≤ card(A) & 0 ≤ m)

6.13 Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà èç ïîñû-

ëîê

×òîáû íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S, ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ,
äàþùóþ ÿâíîå âûðàæåíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâ çàäàííîãî âèäà Q(i):
∀PQSaj(P (j) & S = Q(j) & ∀i(P (i) → cardQ(i) = a(i)) → cardS = a(j))

Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðåäñòàâëÿåò ìíîæå-
ñòâî S â âèäåQ(j). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óñëîâèÿ P (j), èñïîëüçóÿ
äëÿ ýòîãî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî. Ôèëüòð "íå(âõîäèò(ìîùíîñòü
òåðì(çíà÷åíèå(õ1 õ9))))" ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå a(i) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ìîù-
íîñòü", ò.å. ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÿâíîå çíà÷åíèå ìîùíîñòè.

6.14 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, çàäàííîãî óñëîâíûì âû-

ðàæåíèåì

Åñëè ìíîæåñòâî çàäàíî óñëîâíûì âûðàæåíèåì, òî íàõîäÿòñÿ ìîùíîñòè àëüòåðíà-
òèâíûõ ìíîæåñòâ, è èç íèõ ñòðîèòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà:
∀abcpq(card(b) = p & card(c) = q → card((b ïðè a, èíà÷å c)) = (p ïðè a, èíà÷å q))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿþò ìîù-
íîñòè àëüòåðíàòèâíûõ ìíîæåñòâ b, c ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðà-
çîâàíèå.
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6.15 Êâàíòîðíûå óñëîâèÿ ñ òðåõýëåìåíòíûìè ïîä-

ìíîæåñòâàìè

Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òðåõýëåìåíòíîìó ìíîæåñòâó, âñòðå÷àþùèåñÿ ïîä êâàíòî-
ðàìè, ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ äàííûõ òðåõ ýëåìåíòîâ:
∀AB(∀x(card(x) = 3 & x ⊆ A & x− set→ ∃yz(y ∈ x & z ∈ x & ¬(y = z) & B(y, z))) ↔
∀xyz(x ∈ A & y ∈ A & z ∈ A & ¬(x = y) & ¬(y = z) & ¬(x = z) & ¬(B(x, y)) & ¬(B(x, z)
) → B(y, z)))

∀xAB(x ⊆ A & card(x) = 3 & ∀yz(y ∈ x & z ∈ x & ¬(y = z) → B(y, z)) ↔
∃uvw(u ∈ A & v ∈ A & w ∈ A & ¬(u = v) & ¬(u = w) & ¬(v = w) & x =
{u, v, w} & B(u, v) & B(u, w) & B(v, w)))

6.16 Óñëîâíîå âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ êëàññ ïîäðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäêëàññà, ìîùíîñòè êîòîðûõ ñóììèðóþòñÿ:
∀Pabq(card(setx(P (x, (a(x) ïðè q(x), èíà÷å b(x))))) = card(setx(P (x, a(x)) & q(x))) +
card(setx(P (x, b(x)) & ¬(q(x)))))

Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ40)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñ
ïðîèçâîëüíûì ïîäòåðìîì îïèñàòåëÿ "êëàññ", èìåþùèì çàãîëîâîê "âàðèàíò".

6.17 Íîðìàëèçàòîð "íîðììîùíîñòü"

Â íîðìàëèçàòîðå ñîáðàí ðÿä ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäå-
ëÿòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ (ïóñòîå ìíîæåñòâî; îäíîýëåìåí-
òîå ìíîæåñòâî; êîíå÷íûé ñïèñîê; êîíå÷íûé îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë; ìíîæåñòâà öåëûõ,
íàòóðàëüíûõ ëèáî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; îáúåäèíåíèå íåïåðåñïêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ;
ðàçíîñòü ìíîæåñòâ, è ò.ï.).

6.18 Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Â äîïîëíåíèå ê ïðèåìàì îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâ, ñîçäàíû ïðèåìû äëÿ
óñìîòðåíèÿ êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâ èëè ïðåîáðàçîâàíèé óñëîâèé êîíå÷íîñòè.

Êîíå÷íîñòü ðàçíîñòè

Åñëè âû÷èòàåìîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîå, òî óñëîâèå êîíå÷íîñòè ðàçíîñòè ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ êîíå÷íîñòè òîãî ìíîæåñòâà, èç êîòîðîãî âû÷èòàþò:
∀ab(êîíå÷íîå(a) → êîíå÷íîå(b \ a) ↔ êîíå÷íîå(b))

Óñìîòðåíèå êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà èç êîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà åãî ïîäìíî-
æåñòâ çàäàííîé ìîùíîñòè

∀an(card(setx(x− set & x ⊆ a & card(x) = n))− ÷èñëî→ êîíå÷íîå(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä".
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Óñëîâèå êîíå÷íîñòè ÷èñëîâîãî ïðîìåæóòêà

∀abcd(êîíå÷íîå([a, b]) ↔ b ≤ a)

Ïåðåìåííûå c, d îáîçíà÷àþò òèïû êîíöîâ ïðîìåæóòêà, ò.å. âûðàæåíèå [a, b] â ñêîáî÷-
íîé çàïèñè èìååò âèä "ïðîìåæóòîê(a b c d)".

Îòáðàñûâàíèå â óñëîâèè êîíå÷íîñòè êëàññà èçáûòî÷íîãî äèçúþíêòèâíîãî
÷ëåíà

Åñëè äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí îïèñàíèÿ êëàññà ôèêñèðóåò çíà÷åíèå ýëåìåíòà, òî îí íå
âëèÿåò íà êîíå÷íîñòü êëàññà:
∀ABCt(êîíå÷íîå(setx((x = t & A ∨B(x)) & C(x))) ↔ êîíå÷íîå(setx(B(x) & C(x))))

Îòáðàñûâàíèå àëüòåðíàòèâû â óñëîâíîì âûðàæåíèè

Åñëè îäíî èç àëüòåðíàòèâíûõ ìíîæåñòâ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ êîíå÷íî, òî óñëîâèå
áåñêîíå÷íîñòè îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó ìíîæåñòâó, ïðè÷åì ôèêñèðóåòñÿ èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå óñëîâèÿ:
∀Apq(êîíå÷íîå(q) → ¬(êîíå÷íîå((p ïðè A, èíà÷å q))) ↔ A & ¬(êîíå÷íîå(p)))

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîíå÷íîå"

Äëÿ óñìîòðåíèÿ êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâ ñîçäàí ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîíå÷íîå".
Îáðàùåíèå ê íåìó âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀a(êîíå÷íîå(a) → êîíå÷íîå(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Åãî ïðèìåíåíèå ê ïîñûëêàì è óñëîâèÿì âèäà
"êîíå÷íîå(a)", ãäå a - ïåðåìåííàÿ, áëîêèðóåòñÿ. Îãðàíè÷èòåëü "ëèìèò(20000)" äåëà-
åò ïîïûòêó ïðîâåðêè î÷åíü êðàòêîâðåìåííîé. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð èìååò ñëåäóþ-
ùèå ïðèåìû:

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî.
Òåîðåìà ïðèåìà - "êîíå÷íîå(∅)".

2. Êîíå÷íûé ñïèñîê.
∀a(êîíå÷íîå{; a})

3. Êîíå÷íûé îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ êîíå÷íîå({m, . . . , n}))

4. Âû÷èòàíèå èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
∀a(êîíå÷íîå(a) → êîíå÷íîå(a \ b))

5. Ïåðåñå÷åíèå ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.
∀ab(êîíå÷íîå(a) → êîíå÷íîå(a ∩ b))
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6. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
∀ab(êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b) → êîíå÷íîå(a ∪ b))

∀ABn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → êîíå÷íîå(B(i))) & A =
⋃n

i=1 B(i) → êîíå÷íîå(A))

Âî âòîðîì ñëó÷àå óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(1)ôèêñ(2 2))" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâà ñ îáû÷íûì îáúåäèíåíèåì, à êâàíòîðíîé èì-
ïëèêàöèè â àíòåöåäåíòå - ñ êîíúþíêöèåé. Óêàçàòåëü "áëîêïðîâåðîê(1)" îáðà-
áàòûâàåò ýëåìåíòû ýòîé êîíúþíêöèè ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðâûé ïðè-
åì ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàãîëîâêîì âõîäíîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò
ñèìâîë "îáúåäèíåíèå"; âòîðîé - êîãäà â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ðàâåíñòâî âõîäíîãî
âûðàæåíèÿ îáúåäèíåíèþ.

7. Ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
∀ab(êîíå÷íîå(a) & b ∪ c ⊆ a → êîíå÷íîå(b))
Çäåñü âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïðè÷åì óêàçà-
òåëü "åäèíèöà(ïóñòî õ3)" äîïóñêàåò ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ c.

8. Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîãî íàéäåíà ÷èñëîâàÿ ìîùíîñòü.
∀abcd(card(a ∪ d) + b = c & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ êîíå÷íîå(a))

Óêàçàòåëü "åäèíèöà(0 õ2)" äîïóñêàåò ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ñëàãàåìîãî b.
9. Êîíå÷íîñòü ïðîîáðàçà.

Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íà, òî ïðîîáðàç ýëåìåíòà êîíå÷åí:
∀fABx(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & êîíå÷íîå(A) & x ∈ B → êîíå÷íîå(ñëîé(f, x)))

10. Êîíå÷íîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïðîìåæóòêà ñ äèñêðåòíûì ïåðèîäè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.
∀abpqr(¬(p = 0) & ¬(r = 0) → êîíå÷íîå(setx(x ∈ [a, b] & (px + q)/r − öåëîå)))

11. Êîíå÷íîñòü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè äâóõ ëèáî òðåõ ñîìíîæèòåëåé:
∀ab(êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b) → êîíå÷íîå(a× b))

∀abc(êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b) & êîíå÷íîå(c) → êîíå÷íîå(a× b× c))

12. Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâíûì âûðàæåíèåì.
∀abc(êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b) → êîíå÷íîå((a ïðè c, èíà÷å b)))

13. Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ÷åðåç îïèñàòåëü "êëàññ".
Âûäåëåíû íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ óñìàòðèâàåòñÿ êîíå÷-
íîñòü òàêèõ ìíîæåñòâ:
∀Aabcpq(¬(a = 0) & êîíå÷íîå(seti(¬(ai+b = c) & A(q(i)))) → êîíå÷íîå(seti(A((p(i)
ïðè ai + b = c, èíà÷å q(i))))))

∀Aabc(¬(a = 0) → êîíå÷íîå(seti(A(i) & ai + b = c)))

Â ýòîì è ïðåäûäóùåì ïðèåìàõ èñïîëüçóåòñÿ îäíîýëåìåíòíîñòü ìíîæåñòâà êîð-
íåé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
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∀ABP (êîíå÷íîå(A) & êîíå÷íîå(B) → êîíå÷íîå(setij(i ∈ A & j ∈ B & P (i, j))))

∀ABP (êîíå÷íîå(A(j)) & êîíå÷íîå(B) → êîíå÷íîå(setij(i ∈ A(j) & j ∈ B &
P (i, j))))

Àíòåöåäåíò A(j) îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïðèäàåò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà j ∈ B.
∀mnP (êîíå÷íîå(setx(x ∈ {m, . . . , n} & P (x))))

∀mnp(êîíå÷íîå(setx(x− öåëîå & m ≤ x & x ≤ n & P (x))))

∀An(n− íàòóðàëüíîå→ êîíå÷íîå(setx(äâíàáîð(x, n) & A(x))))

14. Ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
∀A(êîíå÷íîå(A) → êîíå÷íîå(setB(B ⊆ A & P (B))))

15. Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíà âåðõíÿÿ ÷èñëîâàÿ îöåíêà ìîù-
íîñòè.
∀ab(card(a) ≤ b & b− ÷èñëî→ êîíå÷íîå(a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò çäåñü èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "âàðèàíò(ôèêñ(1) ìåíüøå)"
ó÷èòûâàåò ñëó÷àé, êîãäà íåðàâåíñòâà äëÿ ìîùíîñòè ñòðîãîå.

16. Êîíå÷íîñòü ñîìíîæèòåëÿ êîíå÷íîãî íåïóñòîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
∀AB(card(A×B) = a & 0 < a & a− ÷èñëî→ êîíå÷íîå(B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì
èìååòñÿ äëÿ êîíå÷íîñòè ñîìíîæèòåëÿ A.

17. Ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå.
∀A(êîíå÷íîå(A) → êîíå÷íîå(setf (ïåðåñòàíîâêà(f, A) & P (f))))

18. Ìíîæåñòâî ñî÷åòàíèé.
∀An(êîíå÷íîå(A) & n− íàòóðàëüíîå→ êîíå÷íîå(ñî÷åòàíèÿ(A, n)))

Íàïîìíèì, ÷òî ñî÷åòàíèÿ(A, n) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà A, èìåþùèõ ìîùíîñòü n.

19. Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.
∀AK(êîíå÷íîå(A) → êîíå÷íîå(òî÷êè(A, K)))

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè(A, K) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
â ñèñòåìå êîîðäèíàò K ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A.

20. Êîíå÷íîñòü ïîäìíîæåñòâà ðàçðÿäîâ äâîè÷íîãî íàáîðà.
∀ani(äâíàáîð(a, n) → êîíå÷íîå(ñëîé(a, i)))

21. Ðàçíîå. Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîíå÷íîå" èìå-
åò íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãðàôàìè, à òàêæå ñ íåôîðìàëüíûìè ïîíÿ-
òèÿìè, âñòðå÷àþùèìèñÿ â òåêñòîâûõ çàäà÷àõ.
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Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåêîíå÷íîå"

Ýòîò ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìàòðèâàåò áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà. Âî-ïåðâûõ, îí
èìååò ïðèåìû, ïðåäïðèíèìàþùèå ïîïûòêó íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà. Åñëè ðåçóëüòàò - ñèìâîë "ñ÷åòíîå" ëèáî "êîíòèíóóì", òî ìíîæåñòâî áåñ-
êîíå÷íî. Âî-âòîðûõ, èìåþòñÿ ïðèåìû óñìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè îáúåäèíåíèÿ ëèáî
ðàçíîñòè ìíîæåñòâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî óñìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè îäíîãî
èç îáúåäèíÿåìûõ ìíîæåñòâ, âî âòîðîì - áåñêîíå÷íîñòè "óìåíüøàåìîãî" ìíîæåñòâà è
êîíå÷íîñòè âû÷èòàåìîãî. Äëÿ óñìîòðåíè áåñêîíå÷íîñòè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðî-
âåðÿåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ è íåïóñòîòà äðóãîãî. Íàêîíåö, ââåäåíû
ïðèåìû äëÿ óñìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè êîíêðåòíûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ (öåëûå ÷èñ-
ëà, ÷åòíûå, íå÷åòíûå, ïðîñòûå).

Ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû "óñìêîíå÷íïåðåñåê", "óñìêîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ"

Îïåðàòîð "óñìêîíå÷íïåðåñåê" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà A ñ ëþáûì ìíî-
æåñòâîì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ B êîíå÷íî. Îïåðàòîð "óñìêîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ" ïðîâå-
ðÿåò, ÷òî ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ A èìåþò êîíå÷íîå
ïåðåñå÷åíèå. Ïåðâûé îïåðàòîð èñïîëüçóåòñÿ â ïðèåìàõ âòîðîãî; âòîðîé - ââåäåí äëÿ
ïðèåìîâ, âû÷èñëÿþùèõ äëèíû êðèâûõ.

6.19 Óïðàæíåíèÿ

Ââåñòè â çàäà÷íèê ðåøàòåëÿ ïåðå÷èñëÿåìûå íèæå çàäà÷è ïî êîìáèíàòîðèêå, ïåðåâå-
äÿ èõ íà ïîíÿòíûé åìó ëîãè÷åñêèé ÿçûê. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íà çàäà÷ó âûäàåòñÿ
îòêàç, ñîçäàòü íåäîñòàþùèå ïðèåìû è îáåñïå÷èòü åå ðåøåíèå.

1. Ïÿòü ó÷åíèêîâ ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü ïî òðåì ïàðàëëåëüûíì êëàññàì. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü ?

2. Âîñåìü àâòîðîâ äîëæíû íàïèñàòü êíèãó èç øåñòíàäöàòè ãëàâ. Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè âîçìîæíî ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèàëà ìåæäó àâòîðàìè, åñëè äâà ÷åëîâåêà
íàïèøóò ïî òðè ãëàâû, ÷åòûðå - ïî äâå è äâà - ïî îäíîé ãëàâå êíèãè ?

3. Ñåìü ÿáëîê è òðè àïåëüñèíà íàäî ïîëîæèòü â äâà ïàêåòà òàê, ÷òîáû â êàæäîì
ïàêåòå áûë õîòÿ áû îäèí àïåëüñèí è ÷òîáû êîëè÷åñòâî ôðóêòîâ â íèõ áûëî
îäèíàêîâûì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü ?

4. Ñàäîâíèê äîëæåí â òå÷åíèå òðåõ äíåé ïîñàäèòü 10 äåðåâüåâ. Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè îí ìîæåò ðàñïðåäåëèòü ïî äíÿì ðàáîòó, åñëè áóäåò ñàæàòü íå ìåíåå
îäíîãî äåðåâà â äåíü ? Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, â îäíîì èç êîòîðûõ äåðåâüÿ íå
ðàçëè÷àþòñÿ, à â äðóãîì - ðàçëè÷àþòñÿ.

5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 12 ÷åëîâåê èç 17, åñëè äàííûå äâîå ÷å-
ëîâåê èç ýòèõ 17 íå ìîãóò áûòü âûáðàíû âìåñòå ?

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ÷èñåë îò 1 äî 100 òðè ÷èñëà òàê, ÷òîáû
èõ ñóììà äåëèëàñü íà 3 ?

7. n ïðåäìåòîâ ðàñïîëîæåíû â ðÿä. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç íèõ
òðè ïðåäìåòà òàê, ÷òîáû íå áðàòü íèêàêèõ äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ?
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8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 6 ÷åëîâåê ìîãóò âûáðàòü èç 6 ïàð ïåð÷àòîê ïî ïðàâîé è
ëåâîé ïåð÷àòêå òàê, ÷òîáû íè îäèí íå ïîëó÷èë ïàðû ?

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäàòü 27 êíèã ëèöàì A,B,C òàê, ÷òîáû A è B
âìåñòå ïîëó÷èëè âäâîå áîëüøå êíèã, ÷åì C ?

10. Êàêèõ ÷èñåë îò 1 äî 10000000 áóäåò áîëüøå: â çàïèñè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ
åäèíèöà, èëè òåõ, â çàïèñè êîòîðûõ åå íåò ?

6.19.1 Óêàçàíèÿ

1. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïÿòè ó÷åíèêîâ ïî òðåì êëàññàì ðàâíî ÷èñëó
îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà {1, . . . , 5} (íîìåðà ó÷åíèêîâ) â ìíîæåñòâî {1, . . . , 3}
(íîìåðà êëàññîâ). Ââîäèì çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ öåëåâîé óñòàíîâêîé "óïðî-
ñòèòü âûðàæåíèå â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé". Óñëîâèåì åå ñëóæèò âûðà-
æåíèå card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, {1, . . . , 5}, {1, . . . , 3}))). Çàïóñêàåì ïðîöåññ ðå-
øåíèÿ è ïîëó÷àåì îòâåò 243. Ïðè òðàññèðîâêå îáíàðóæèâàåì, ÷òî ñðàçó ñðà-
áîòàë ïðèåì, âû÷èñëÿþùèé ìîùíîñòü êëàññà îòîáðàæåíèé îäíîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà â äðóãîå.

2. Çàäà÷ó ìîæíî ïîíèìàòü äâîÿêî: åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, êàêèå àâòîðû ñêîëüêî
äîëæíû íàïèñàòü, òî îòâåò áóäåò îäíèì; åñëè ýòî ðàñïðåäåëåíèå äîïóñêàåòñÿ âà-
ðüèðîâàòü, òî îòâåò äðóãîé. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Çäåñü
òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî òàêèõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà {1, . . . , 16} â ìíîæåñòâî
{1, . . . , 8}, ÷òî ìîùíîñòè ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòîâ 1 è 2 ðàâíû 3; ìîùíîñòè ïðîîá-
ðàçîâ ýëåìåíòîâ 3,4,5,6 ðàâíû 2; ìîùíîñòè ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòîâ 7,8 ðàâíû 1.
Ýòî äàåò ñëåäóþùåå óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå:
card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, {1, . . . , 16}, {1, . . . , 8}) & ∀i(i ∈ {1, 2} → card(ñëîé(f,
i)) = 3) & ∀i(i ∈ {3, . . . , 6} → card(ñëîé(f, i))2) & ∀i(i ∈ {7, 8} → card(ñëîé(f,
i)) = 1))).
Ðåøàòåëü âûäàåò îòâåò 3632488000, ÷òî ðàâíî (16!)/(26 · 32). Â ïðèíöèïå,ïðè
ðåøåíèè äîëæíà áûëà áû ïðèìåíÿòüñÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà îòîá-
ðàæåíèé ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè ïðîîáðàçîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèåì ëåãêî
íàéòè â ðàçäåëå "Íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè". Îäíàêî, ýòîò ïðè-
åì íå èìååò óêàçàòåëÿ "ðàçâåðòêà", ïîçâîëÿþùåãî èäåíòèôèöèðîâàòü ñïèñîê
ìîùíîñòåé ïðîîáðàçîâ êîíêðåòíûõ ýëåìåíòîâ. Îí ñðàáàòûâàåò ëèøü ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ìîùíîñòè ïðîîáðàçîâ çàäàíû íåêîòîðûì îáùèì âûðàæåíèåì. Ïðè
òðàññèðîâêå ðåøåíèÿ óñìàòðèâàåòñÿ ìîìåíò, êîãäà óñëîâèÿ íà ìîùíîñòè ïðî-
îáðàçîâ ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî, ââèäó
îòñóòñòâèÿ óêàçàííîé âåðñèè ïðèåìà, äàëåå íà÷èíàåòñÿ òðóäîåìêèé ïðîöåññ ðå-
êóðñèâíîãî óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ, ñ ðàññìîòðåíèåì êàæäîãî óñëîâèÿ íà ìîù-
íîñòü ïðîîáðàçà ïî îòäåëüíîñòè. Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî äîáàâèòü òà-
êóþ âåðñèþ è îáåñïå÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ñ åå ïðèìåíåíèåì.

3. Ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî àïåëüñèíîâ ÷å-
ðåç A, ìíîæåñòâî ÿáëîê ÷åðåç B, è ââåäåì ïîñûëêè card(A) = 3, card(B) = 7,
íåïåðåñåê(A, B). Òàê êàê ïàêåòû íå ðàçëè÷àþòñÿ, òî íóæíî íàéòè ìíîæåñòâî
íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð C, D ïîäìíîæåñòâ îáúåäèíåíèÿ A∪B: â îäèí èç ïàêåòîâ
êëàäóòñÿ ýëåìåíòû C, â äðóãîé - ýëåìåíòû D. Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ñîñòî-
ÿò â ðàâåíñòâå ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ C, D, â ïåðåñå÷åíèè êàæäîãî èç íèõ ñ A,
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à òàêæå â òîì, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî A ∪ B. Îòñþäà
ïîëó÷àåì óñëîâèå çàäà÷è:
card(setM(∃CD(M = {C, D} & C ⊆ (A ∪ B) & card(C) = card(D) & D = (A ∪
B) \ C & ¬(A ∩ C = ∅) & ¬(A ∩D = ∅))))
Çàïóñêàåì ðåøàòåëü è óáåæäàåìñÿ, ÷òî îí çàäà÷ó íå ðåøàåò. Âûäàâàåìûé îòâåò
èìååò âèä:
card(setM(∃C(¬(A ⊆ C) & ¬(íåïåðåñåê(A, C)) & M = {C, (A∪B)\C} & card((A∪
B) \ C) = card(C) & C − set))).
Òàê êàê íå áûë âûïîëíåí ïåðåõîä îò ðàññìîòðåíèÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû M
ê ðàññìîòðåíèþ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, òî åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ ñîçäàíèÿ ïðèå-
ìà, âûïîëíÿþùåãî ýòîò ïåðåõîä. Âûøå áûë ðàññìîòðåí ïðèåì äàííîãî òèïà,
ó êîòîðîãî íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îòíîñèòñÿ ê äâóì ïåðåìåííûì ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Çäåñü îí íåïðèìåíèì. Áóäåì ñîçäàâàòü åãî
îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïàð îáùåãî âèäà {p(y), q(y)}, ãäå y - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. ×òîáû ìîæíî áûëî ïåðåéòè ê íåóïîðÿäî÷åííûì
ïàðàì, ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, óáåäèòüñÿ, ÷òî p(y) íèêîãäà íå ñîâïàäàåò ñ q(y), à
òàêæå â òîì, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå p(y) è q(y) ñíîâà âîçíèêàåò äîïóñòèìàÿ ïà-
ðà, ò.å. ñóùåñòâóåò z, òàêîå, ÷òî p(z) = q(y) è q(z) = p(y). Îòñþäà ïîëó÷àåì
òåîðåìó ïðèåìà:
∀pqQ(¬(p(y) = q(y)) & ∃z(p(z) = q(y) & q(z) = p(y) & Q(z)) → card(setx(∃y(x =
{p(y), q(y)} & Q(y)))) = (card(setuv(∃y(u = p(y) & v = q(y) & Q(y))))/2))

Îáà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ñëåäñòâèå"; ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå
âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èëè äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè
Q(y), ââåäåíû óêàçàòåëè "çàíåñåíèåïîñûëêè(1 çíà÷åíèå(õ41 õ24))", "çàíåñåíè-
åïîñûëêè(2 çíà÷åíèå(õ41 õ24))". Ïðî÷èå óêàçàòåëè ïðèåìà - "îòîáðàæåíèå(õ15
õ16 õ41)", "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)", "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1 1 2))", "ñïè-
ñîê(ôèêñ(0 1 1 2 2 1 2 1))". Êîìïèëèðóåì ïðèåì è çàïóñêàåì ðåøåíèå çàäà÷è.
Ñîçäàííîãî ïðèåìà îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî - ðåøàòåëü âûäàåò îòâåò 105.

4. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà äåðåâüÿ íå ðàçëè÷àþòñÿ. Òîãäà íóæíî íàéòè ÷èñëî
òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, z, ñîñòàâëÿþùèõ â ñóììå 10: x äåðåâüåâ áóäåò
ïîñàæåíî â ïåðâûé äåíü, y - âî âòîðîé, è z - â òðåòèé. Óñëîâèå çàäà÷è èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
card(setxyz(x−íàòóðàëüíîå& y−íàòóðàëüíîå& z−íàòóðàëüíîå& x+y+z = 10))

Ðåøàòåëü âûäàåò îòâåò 36, èñïîëüçóÿ ïðèåì äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè.

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî èç 17 ÷åëîâåê; B - åãî ïîäìíîæåñòâî èç äâóõ
çàäàííûõ ÷åëîâåê. Òîãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ C, íå âêëþ-
÷àþùèõ B:
card(setC(C − set & C ⊆ A & cardC = 12 & ¬(B ⊆ C)))

Ââîäèì çàäà÷ó è çàïóñêàåì ðåøåíèå. Ïîëó÷àåì îòâåò 3185.
6. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ A ìíîæåñòâà {1, . . . , 100},

ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3:
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card(setA(A− set & A ⊆ {1, . . . , 100} & cardA = 3 & 3|
∑
i,i∈A

i))

Íà ýòó çàäà÷ó ðåøàòåëü íå íàõîäèò îòâåòà, è ïðèõîäèòñÿ ñîçäàâàòü íîâûå ïðè-
åìû. Â ó÷åáíèêå ïî êîìáèíàòîðèêå ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ïëàí ðåøåíèÿ:
òðîéêà ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå òðåõ ïîäìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðàçëè÷íûì âû÷åòàì ïî ìîäóëþ 3, è àíàëèçèðóþòñÿ âîçìîæíûå ñëó÷àè
äëÿ ìîùíîñòåé ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîïðîáóåì ðåàëèçîâàòü åãî ñ ïîìîùüþ öå-
ïî÷êè ïðèåìîâ. Ïðåæäå âñåãî, íóæíî êàê-òî îáúÿñíèòü ïåðåõîä ê ðàññìîòðå-
íèþ ïîäìíîæåñòâ, îïðåäåëÿåìûõ çíà÷åíèÿìè âû÷åòà ïî ìîäóëþ 3. Ýòîò ïåðåõîä
ïîäñêàçûâàåòñÿ òåì, ÷òî â çàäà÷å èìååòñÿ óñëîâèå äåëèìîñòè êîíå÷íîé ñóììû
íà çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (3). Òàêóþ ñóììó ìîæíî çàìåíèòü ñóììîé ïðî-
èçâåäåíèé çíà÷åíèé âû÷åòîâ j íà êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ çàäàííîå
çíà÷åíèå âû÷åòà. Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:

∀Atm(m |
∑
i,A(i)

t(i) ↔ m |
m−1∑
j=1

(jcard(seti(A(i) & t(i)(mod m) = j))))

Ââîäÿ ôèëüòð "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(òåêâõîæä õ2)ñèìâîë(õ2 ìîùíîñòü))", îãðà-
íè÷èâàåì äåéñòâèå ïðèåìà ñëó÷àÿìè, êîãäà óñëîâèå äåëèìîñòè ðàñïîëîæåíî
âíóòðè âûðàæåíèÿ äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà. Ôèëüòð "íàòóðàëüíîå(õ13)" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ m ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà âîçíèêàþò ïîäâûðàæåíèÿ seti(i(mod3) =
2 & i ∈ A), seti(i(mod3) = 1 & i ∈ A). Òàê êàê âíåøíèé îïèñàòåëü "êëàññ"
îòíîñèòñÿ ê ïåðå÷èñëÿåìûì ìíîæåñòâàì A, òî óäîáíî âûíåñòè èç ýòèõ ïîäâû-
ðàæåíèé ìíîæåñòâî A íàðóæó, ïðåäñòàâèâ èõ êàê ïåðåñå÷åíèÿ A ñ íåêîòîðûìè
íå âàðüèðóåìûìè ìíîæåñòâàìè. Äëÿ äàííîé öåëè ñîçäàåì ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ABP (A ⊆ B → seti(i ∈ A & P (i)) = A ∩ seti(i ∈ B & P (i)))

Âêëþ÷åíèå A ⊆ B íåïîñðåäñòâåííî âñòðå÷àåòñÿ â êîíòåêñòå çàìåíû. Ôèëüòð
"êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(òåêâõîæä õ2)ñèìâîë(õ2 êëàññ)âõîäèò(õ26 ñâÿçïðèñòàâêà(
õ2)) íå( ïåðåñåêàþòñÿ( ïàðàìåòðû(õ27)ñâÿçïðèñòàâêà(õ2))))" óêàçûâàåò íà òî,
÷òî A åñòü âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "êëàññ", â òî âðåìÿ
êàê âûðàæåíèå B íå èìååò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ ýòîãî îïèñàòåëÿ.
Ïîñëå âûíåñåíèÿ ìíîæåñòâà A íàðóæó ñðàáàòûâàåò óæå èìåþùèéñÿ ïðèåì,
ïðåäñòàâëÿþùèé ýòî ìíîæåñòâî â âèäå a∪b, ãäå a - ïîäìíîæåñòâî seti(i(mod3)−
2 = 0 & i ∈ {1, . . . , 100})); b - ïîäìíîæåñòâî äîïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà
äî {1, . . . , 100}. Äàííûé ïðèåì áûë ïðèâåäåí âûøå â ïîäðàçäåëå "Ïàðàìåòðè-
÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà" ðàçäåëà "Êëàññ". Äàëåå, ïîñëå ðÿäà íåñëîæíûõ ïåðå-
õîäîâ, óñëîâèå çàäà÷è ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
card(setab(−3 + carda + cardb = 0 & a− set & b− set & a ⊆ seti(−2 + i(mod3) =
0 & i ∈ {1, . . . , 100}) & b ⊆ seti(¬(−2 + i(mod3) = 0) & i ∈ {1, . . . , 100}) &
3|(2carda + card(b ∩ seti(−1 + i(mod3) = 0 & i ∈ {1, . . . , 100})))))

Ñíîâà ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ïîäðàçáèâàþùèé b íà äâà ïîäìíîæåñòâà c è d,è ðåà-
ëèçóåòñÿ öåïî÷êà óïðîùàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â èòîãå èìååì óñëîâèå ñëåäó-
þùåãî âèäà:
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card(setcda(−3 + carda + cardc + cardd = 0 & a − set & c − set & d − set & a ⊆
seti(−2 + i(mod3) = 0 & i ∈ {1, . . . , 100}) & c ⊆ seti(−1 + i(mod3) = 0 & i ∈
{1, . . . , 100}) & d ⊆ seti(¬(−1 + i(mod3) = 0) & ¬(−2 + i(mod3) = 0) & i ∈
{1, . . . , 100}) & 3|(2carda + cardc)))
Çäåñü âîçíèêàåò íîâàÿ äëÿ ðåøàòåëÿ ñèòóàöèÿ: íóæíî óñìîòðåòü, ÷òî ÷èñëà,
ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ âû÷åòà ïî ìîäóëþ 3 îòëè÷íû îò 1 è 2, äåëÿòñÿ íà 3. Ýòî
óñìîòðåíèå ðåàëèçóåì â äâà øàãà. Ñíà÷àëà îáåñïå÷èâàåì ãðóïïèðîâêó îòðèöà-
íèé ðàâåíñòâà âû÷åòà çàäàííûì çíà÷åíèÿì â âèäå îòðèöàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
âû÷åòà. Èíèöèàëèçàöèþ òàêîé ãðóïïèðîâêè âûïîëíÿåò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abckmn(m = −a & n = −c & m ∈ {0, . . . , k − 1} & n ∈ {0, . . . , k − 1} → ¬(a +
b(modk) = 0) & ¬(c + b(modk) = 0) ↔ ¬(b(modk) ∈ {m, n}))

Â íàøåì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè ñîçäàâàòü åùå îäèí ïðèåì, îáåñïå÷èâàþùèé
ñëèÿíèå óñëîâèé íåïðèíàäëåæíîñòè âû÷åòà è îòðèöàíèÿ åãî ðàâåíñòâà. Ðåêî-
ìåíäóåòñÿ ñîçäàòü åãî ñàìîñòîÿòåëüíî. Óêàçàííûé âûøå ïðèåì ñíàáæàåì ôèëü-
òðîì "êîíåö(êîíòåêñò( ïîä÷èíåíî(òåêâõîæä õ4)ñèìâîë(õ4 êëàññ)ïåðåñåêàþòñÿ(
õ2 ñâÿçïðèñòàâêà(õ4))))", îãðàíè÷èâàÿñü ïîêà ëèøü çàäà÷àìè ïî êîìáèíàòîðè-
êå. Ïîñëå òîãî, êàê îòðèöàíèÿ óñëîâèé ðàâåíñòâà ìîäóëÿ ïðåîáðàçîâàíû â óñëî-
âèå íåïðèíàäëåæíîñòè ìîäóëÿ, îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèì ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé,
÷òî îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ. Ââîäèì ýòîò ïðèåì:
∀abcn(l(b) = n−1 & {0, . . . , n−1}\{; b} = {c} → ¬(a(modn) ∈ {; b}) ↔ a(modn) =
c)

Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ïîëó÷àåì òàêîå óñëîâèå çàäà÷è:
card(setcda(−3 + carda + cardc + cardd = 0 & a − set & c − set & d − set & a ⊆
seti(−2 + i(mod3) = 0 & i ∈ {1, . . . , 100}) & c ⊆ seti(−1 + i(mod3) = 0 & i ∈
{1, . . . , 100}) & d ⊆ seti(i(mod3) = 0 & i ∈ {1, . . . , 100}) & 3|(2carda + cardc)))
Òàê êàê ìîùíîñòü êàæäîãî èç ìíîæåñòâ a, b, c íå ïðåâîñõîäèò 3, ïðè÷åì ôèê-
ñàöèÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿåò äåêîìïîçèðîâàòü óñëîâèå ïîä îïèñàòåëåì íà
íåçàâèñèìûå ïîäóñëîâèÿ äëÿ a, b, c, òî íóæåí ïðèåì, ðàçáèðàþùèé ñëó÷àè äëÿ
çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè. Îòíåñåì åãî ê êàêîìó-ëèáî îäíîìó èç ïàðàìåòðîâ a, b, c.
×òîáû èçáåæàòü óñëîæíåíèÿ ïðèåìà îáðàùåíèåì ê ïàêåòó, îïðåäåëÿþùåìó
âåðõíþþ îöåíêó ìîùíîñòè ìíîæåñòâà, îãðàíè÷èìñÿ ñèòóàöèåé íàøåé çàäà÷è,
ãäå òàêàÿ îöåíêà èçâëåêàåòñÿ èç ðàâåíñòâà ñóììû ìîùíîñòåé òðîéêå. Ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïðèåìà:
∀APmn(êîíå÷íîå(A) & 0 ≤ m(y) → card(setxy(x−set & x ⊆ A & cardx+m(y)−n =
0 & P (cardx, y))) =

∑n
i=0(C

icardA
card(sety(i + m(y)− n = 0 & P (i, y)))))

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîé ñóììû
â îáû÷íóþ. ×òîáû âûïîëíèòü èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèÿ P (cardx, y), ââîäèì
óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ23 ôèêñ)". Íåîáõîäèì òàêæå óêàçàòåëü "êîðòåæ-
ïåðåìåííûõ(õ24)". Âûðàæåíèÿ äëÿ ìîùíîñòè ïîä ñóììîé îáðàáàòûâàåì âñïî-
ìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåé çàäà÷å ýòî îáåñïå÷èò ðå-
êóðñèâíîå ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî îäíîìó èç îñòàâøèõñÿ
ïàðàìåòðîâ a, b, c. Ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðèâîäèò ê âûäà÷å îòâåòà: 53922.
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7. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó êàê íàõîæäåíèå ÷èñëà òðîåê öåëûõ ÷èñåë i, j, k,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 1 ≤ i, i < j − 1, j < k − 1, k ≤ n. Òîãäà åå
óñëîâèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:
card(setijk(1 ≤ i & i < j−1 & j < k−1 & k ≤ n & i−öåëîå& j−öåëîå& k−öåëîå))
Â ïîñûëêè çàäà÷è çàíîñèì óòâåðæäåíèå n − íàòóðàëüíîå. Ðåøàòåëü âûäàåò â
êà÷åñòâå îòâåòà ñóììó âñåõ çíà÷åíèé (j − 2) ïî ìíîæåñòâó ïàð j, k, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì j ∈ {3, . . . , k − 2}, k − öåëîå, 5 ≤ k, k ≤ n. Ýòî ïîäñêàçûâàåò
íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ ïðèåìà, ïðåîáðàçóþùåãî äâîéíóþ ñóììó â ïîâòîðíóþ.
Òåîðåìà ïðèåìà, íàïðèìåð, ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

∀PQtm(m(j) =
∑

i,P (i,j)

t(i, j) →
∑

i,j,P (i,j) & Q(j)

t(i, j) =
∑

j,Q(j)

m(j))

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ41 íå(âõîäèò(õ9 õ41)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ óò-
âåð æäåíèÿ Q(j) ñî âñåìè êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè, íå ñîäåðæàùèìè ïàðà-
ìåòðà i. Àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò ñóììèðîâàíèå âûðàæåíèé t(i, j) ïî i. Äëÿ ýòî-
ãî èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé
ïîïîëíåíû êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè óòâåðæäåíèÿ Q(j), ò.å. ââîäèòñÿ íîðìà-
ëèçàòîð "çàäà÷à(4 óïðîñòèòü) ïîñûëêè(çíà÷åíèå(õ41 õ10))". Óêàçàòåëü "ýëå-
ìåíò(õ9)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèöèðîâàòü ïåðåìåííóþ i ëèáî ñ ïåðâûì, ëèáî ñî
âòîðûì ïàðàìåòðàìè ñóììèðîâàíèÿ. Íàêîíåö, ôèëüòð "íå(âõîäèò(ñóììàâñåõ
çíà÷åíèå(õ13 õ10)))" ïðîâåðÿåò óñïåõ ïîïûòêè ñóììèðîâàíèÿ ïî i. Ïîñëå ñî-
çäàíèÿ ïðèåìà ðåøàòåëü âûäàåò îòâåò â ñëåäóþùåì âèäå: "Åñëè 5 ≤ n, òî
(n− 2)(n− 3)(n− 4)/6, èíà÷å 0".

8. Âûáîð ëåâûõ ïåð÷àòîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà {1, . . . , 6}
íîìåðîâ ïàð: íà i-ì ìåñòå ðàñïîëîæåí íîìåð ïàðû, èç êîòîðîé áåðåò ïåð÷àòêó
i-é ÷åëîâåê. Àíàëîãè÷íóþ ïåðåñòàíîâêó èìååì äëÿ ïðàâûõ ïåð÷àòîê. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ôîðìóëèðóåì óñëîâèå çàäà÷è:
card(setfg(ïåðåñòàíîâêà(f, {1, . . . , 6}) & ïåðåñòàíîâêà(g, {1, . . . , 6}) & ∀i(i ∈ {1,
. . . , 6} → ¬(f(i) = g(i)))))

Çàïóñêàåì ïðîöåññ ðåøåíèÿ è îáíàðóæèâàåì, ÷òî ñèñòåìà "âÿçíåò" â ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ, íå äîõîäÿ äî îòâåòà. Âõîäèì â òðàññèðîâêó ðåøåíèÿ (êëàâèøà "Ù").
Ðåøàòåëü ñíà÷àëà èçáàâëÿåòñÿ îò êâàíòîðà îáùíîñòè, çàìåíÿÿ åãî íà øåñòü îò-
ðèöàíèé ðàâåíñòâà ¬(f(i) = g(i)). Çàòåì íà÷èíàþòñÿ ïîïûòêè ïðèìåíèòü ïðè-
åì, ïðåäñòàâëÿþùèé èñêîìóþ ìîùíîñòü êàê ðàçíîñòü ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ñ
îòáðîøåííûì îòðèöàíèåì íåêîòîðîãî ðàâåíñòâà è ìíîæåñòâà, ãäå îíî çàìåíåíî
íà ðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ äîéòè äî çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà setfg(f(6) = g(6) & ïåðåñòàíîâêà(f, {1, . . . , 6}) & ïåðåñòàíîâêà(g, {1,
. . . , 6})). Ýòó ìîùíîñòü ðåøàòåëü íå âû÷èñëÿåò. Òàê êàê çíà÷åíèå ïåðåñòàíîâêè
f â òî÷êå 6 ôèêñèðîâàíî, åå ìîæíî ñâåñòè ê ïåðåñòàíîâêå ìåíüøåãî ìíîæåñòâà.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèåì èìååò âèä:
∀iAPt(card(setfg(ïåðåñòàíîâêà(f, A(g)) & f(i) = t(g) & P (f, g))) = card(setfg(ïå-
ðåñòàíîâêà(f, A(g) \ {t(g)}) & P (Âñòàâêà(f, i, t(g)), g))))

Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà âîçíèêàåò âûðàæåíèå card(setfg(ïåðåñòà-
íîâêà(f, {1, . . . , 6} \ {g(6)}) & ïåðåñòàíîâêà(g, {1, . . . , 6}))). Ñâÿçü ïåðåìåííûõ
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f, g ïîêà íå èñ÷åçëà - îíà ñîõðàíÿåòñÿ â âûðàæåíèè äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé f .
Îäíàêî, ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà íå çàâèñèò îò g. ×òîáû âûïîëíèòü äåêîì-
ïîçèöèþ, ââîäèì òàêîé ïðèåì:
∀APn(cardA(g) = n → card(setfg(ïåðåñòàíîâêà(f, A(g)) & P (g))) =
n! · card(setg(P (g))))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîùíîñòè
A(g) èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Ôèëüòð "íå(âõîäèò(õ7 õ14))" ïðî-
âåðÿåò, ÷òî íàéäåííàÿ ìîùíîñòü îò g íå çàâèñèò. Äîáàâëåííûõ ïðèåìîâ óæå
äîñòàòî÷íî, è ïîñëå òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé ðåøàòåëü âûäàåò îòâåò 190800.
Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçóþò ïðèìèòèâíóþ âåðñèþ ïðèí-
öèïà "âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ", ñâîäÿùóþñÿ ê ìíîãîêðàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ìíîæåñòâ setx(P (x) & ¬(Q(x))) â âèäå ðàçíîñòè setxP (x) è setx(P (x) & Q(x)).
Ðåàëèçàöèÿ â ðåøàòåëå îáû÷íîé âåðñèè äàííîãî ïðèíöèïà ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷è-
òàòåëþ.

9. Ðàñïåðåäåëåíèå êíèã ìåæäó A, B, C îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ìíî-
æåñòâå {1, . . . , 27} è ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ {1, 2, 3}. Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è
èìååò ñëåäóþùèé âèä:
card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, {1, . . . , 27}, {1, . . . , 3}) & 2card(ñëîé(f, 3)) = card(ïðî-
îáðàç(f, {1, 2})))).
Ïðè çàïóñêå ðåøàòåëÿ âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò ëèøü òðèâèàëüíàÿ àðèôìå-
òè÷åñêàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ. Âûðàæåíèÿ äëÿ ìîùíîñòåé ïðîîáðàçà ýëåìåíòà 3 è
ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà {1, 2} ñîõðàíÿþòñÿ íåèçìåíåííûìè. Òàê êàê ýòè ïðîîá-
ðàçû äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ, òî ìîæíî
ââåñòè ïðèåì, âûðàæàþùèé îäèí èç íèõ ÷åðåç äðóãîé:
∀ABfc(Îòîáðàæåíèå(f, C,A) & B = A \ {c} → ïðîîáðàç(f, B) = C \ ñëîé(f, c))

Èíèöèàëèçàöèÿ ïðèåìà ïðîèñõîäèò ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïðîîáðàç(f, B)".
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ4 êîðåíü)âèä(õ4 ñëîé(õ6 õ3)))" îïðåäåëÿåò ñëå-
äóþùèì øàãîì èäåíòèôèêàöèè óñìîòðåíèå â òåêóùåì òåðìå çàäà÷è ïîäâû-
ðàæåíèÿ "ñëîé(f, c)". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", ïðîâåðÿåò, ÷òî ìíîæåñòâî B åñòü ðàçíîñòü îáëàñòè çíà÷åíèé A è îä-
íîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {c}. Ïîñëå ñîçäàíèÿ ïðèåìà ðåøàòåëü îïðåäåëÿåò
ìîùíîñòü ïðîîáðàçà ýëåìåíòà 3, è äàëåå äîâîäèò çàäà÷ó äî îòâåòà.

10. Ìíîæåñòâî ÷èñåë â óêàçàííîì èíòåðâàëå, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ íå ñîäåð-
æèò åäèíèöû, ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó îòîáðàæåíèé èç {1, . . . , 7} â ìíîæåñòâî
öèôð {0, . . . , 9}\{1}, çà èñêëþ÷åíèåì òîæäåñòâåííî íóëåâîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïî-
ýòîìó óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, {1, . . . , 7}, {0, . . . , 9} \ {1})))− 1 <
1

2
· 10000000

Òèï çàäà÷è - "îïèñàòü"; öåëåâàÿ óñòàíîâêà - "ïðîâåðèòü èñòèííîñòü óòâåðæäå-
íèÿ". Îòâåò íà çàäà÷ó íàõîäèòñÿ ðåøàòåëåì ñðàçó.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîâûìè

ìíîæåñòâàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ÷èñëîâûì ìíîæåñòâàì.
Áîëüøåé ÷àñòüþ, èìåþòñÿ â âèäó âåùåñòâåííûå ÷èñëà, õîòÿ â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ
- òàêæå è êîìïëåêñíûå. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàçäåëå.
Íà÷íåì ñ êîíñòàíò, îáîçíà÷àþùèõ êîíêðåòíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. "öåëûåíåîòðè-
öàòåëüíûå" - ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Îíî ïðîðèñîâûâàåòñÿ êàê
N+, à ââîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì íàæàòèåì êëàâèø "Ö","Í". "íàòóðàëüíûå" - ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðîðèñîâûâàåòñÿ êàê N; ââîäèòñÿ äâóêðàòíûì íàæàòè-
åì "N". "öåëûå" - ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë. Ïðîðèñîâûâàåòñÿ â âèäå Z; ââîäèòñÿ
äâóêðàòíûì íàæàòèåì "Z". "ðàöèîíàëüíûå" - ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Ïðîðèñîâûâàåòñÿ â âèäå Q; ââîäèòñÿ äâóêðàòíûì íàæàòèåì "Q".

×èñëîâîé ïðîìåæóòîê ñ êîíöàìè a, b îáîçíà÷àåòñÿ "ïðîìåæóòîê(a b c d)", ãäå c, d
- èíäèêàòîðû ïðèíàäëåæíîñòè ïðîìåæóòêó åãî êîíöîâ (c - äëÿ êîíöà a, d - äëÿ b).
Åñëè êîíåö âêëþ÷àåòñÿ â ïðîìåæóòîê, òî èíäèêàòîð ðàâåí 1, èíà÷å - ðàâåí 0. Êîíöû
a, b ìîãóò áûòü ðàâíû −∞, ∞. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóþùèé èíäèêàòîð ðàâåí
0. Ïðîðèñîâûâàåòñÿ ïðîìåæóòîê ñ ïðèíàäëåæàùèìè åìó êîíöàìè â âèäå [a, b]; åñ-
ëè êîíåö íå âõîäèò â ïðîìåæóòîê, òî êâàäðàòíàÿ ñêîáêà çàìåíÿåòñÿ êðóãëîé. Åñëè
âìåñòî êîíêðåòíîé êîíñòàíòû (0 ëèáî 1) ðîëü èíäèêàòîðà èãðàåò íåêîòîðîå âûðà-
æåíèå, òî ïðîðèñîâûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ñêîáêà. Âûäåëèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé
- ñîâïàäåíèå ïðîìåæóòêà ñî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè
èìååì âûðàæåíèå "ïðîìåæóòîê(ìèíóñáåñê ïëþñáåñê 0 0)", ïðè÷åì ïðîðèñîâûâàåòñÿ
îíî êàê R. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå âûðàæåíèå ìîæíî ââåñòè äâóêðàòíûì íàæàòèåì "R".
Ïðåäèêàò "÷èñëîâîéîòðåçîê(x)" èñòèíåí, åñëè x åñòü îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Êîíå÷íûé îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë, èìåþùèé íà÷àëî m è êîíåö n, îáîçíà÷àåòñÿ
"íîìåðà(m n)". Ïðîðèñîâûâàåòñÿ îí â âèäå {m, . . . , n}. Äëÿ ââîäà ñ êëàâèàòóðû èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé: íàæèìàåòñÿ ëåâàÿ ôèãóðíàÿ
ñêîáêà; ââîäèòñÿ âûðàæåíèå m; íàæèìàþòñÿ êëàâèøè "çàïÿòàÿ", "Ctr-òî÷êà", "çà-
ïÿòàÿ"; ââîäèòñÿ âûðàæåíèå n; íàæèìàåòñÿ ïðàâàÿ ôèãóðíàÿ ñêîáêà.

Ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì a è çíàìåíàòå-
ëåì b îáîçíà÷àåòñÿ "àðèôìïðîãðåññèÿ(a b)".

Òî÷íûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àþòñÿ "èíô(A)"
è "ñóï(A)". Ïðîðèñîâûâàþòñÿ îíè â âèäå infA, supA. Äëÿ ââîäà ñ êëàâèàòóðû â
ïåðâîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíî íàæèìàþòñÿ "I,n"; âî âòîðîì ñëó÷àå - "S,u". Óòâåð-
æäåíèÿ "íèæíÿÿãðàíü(m A)", "âåðõíÿÿãðàíü(m A)" îçíà÷àþò, ÷òî ÷èñëî m, ñîîò-
âåòñòâåííî, íå áîëüøå ëèáî íå ìåíüøå ëþáîãî ýëåìåíòà ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A. Â
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ñëó÷àå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "Íèæíÿÿãðàíü(m A)", "Âåðõ-
íÿÿãðàíü(m A)". Óòâåðæäåíèÿ "íàèáîëüøèé(m A)", "íàèìåíüøèé(m A)" îçíà÷àþò,
÷òîm - íàèáîëüøèé ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøèé ýëåìåíò ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà
A. Äëÿ ââîäà ñèìâîëîâ "íèæíÿÿãðàíü". "Íèæíÿÿãðàíü" ïîñëåäîâàòåëüíî íàæèìà-
þòñÿ êëàâèøè "í" ("Í") è "ã". Â ñëó÷àå âåðõíèõ ãðàíåé èñïîëüçóþòñÿ êëàâèøè
"â" ("Â"), "ã". Ñèìâîëû "íàèáîëüøèé", "íàèìåíüøèé" ââîäÿòñÿ íàæàòèåì êëàâèø
"Í","Î" è "Í","Å". Óòâåðæäåíèÿ "îãðñíèçó(A)", "îãðñâåðõó(A)" îçíà÷àþò, ÷òî ÷èñ-
ëîâîå ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî, ñîîòâåòñòâåííî, ñíèçó ëèáî ñâåðõó. Äëÿ ââîäà ñ êëà-
âèàòóðû â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíî íàæèìàþòñÿ "ã","í"; âî âòîðîì ñëó÷àå -
"ã","â".

Âûðàæåíèå "âíóòðåííîñòü(A)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæå-
ñòâà A. Äîïóñòèìû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè: ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; ÷èñëîâûõ
íàáîðîâ; òî÷åê ïëîñêîñòè ëèáî ïðîñòðàíñòâà; êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â êàæäîì ñëó-
÷àå ðàáîòàþò ñâîè ïðèåìû. Âûðàæåíèå "Âíóòðåííîñòü(A)" îáîçíà÷àåò ðàñøèðåííóþ
âíóòðåííîñòü ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A, ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿ òàêæå òî÷êè −∞, ∞, åñ-
ëè íåêîòîðûå èõ îêðåñòíîñòè ñîäåðæàòñÿ â A. Âûðàæåíèå "ãðàíèöà(A)" îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A. Âûðàæåíèå "çàìûêàíèå(A)" îáîçíà÷àåò
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A. Óòâåðæäåíèå "çàìêíóòîå(A)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A
çàìêíóòî. Óòâåðæäåíèå "Îáëàñòü(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî. Óòâåðæäåíèå "ïðåäåëüíòî÷êà(m A)" îçíà÷àåò, ÷òî m åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà A. Óòâåðæäåíèå "êîìïñâÿçíîñòè(A B)" îçíà÷àåò, ÷òî B åñòü êîìïîíåí-
òà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà A. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äîïóñêàþòñÿ ìíîæåñòâà ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå òèïîâ.

Óòâåðæäåíèå "ðàçäåëåíû(S)" îçíà÷àåò, ÷òî S åñòü ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó ìåðû íîëü.
Ýòî ïîíÿòèå èñïîëüçóåòñÿ â ðåøàòåëå ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíûõ èíòåãðàëîâ ïî îáú-
åäèíåíèþ ìíîæåñòâ. Óòâåðæäåíèå "îòäåëåíî(A S)", ââåäåííîå êàê âñïîìîãàòåëüíîå
äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà A ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì ïîäìíîæåñòâîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà,
îòíîñÿùèìñÿ ê ñåìåéñòâó S, ïî ìíîæåñòâó ìåðû íîëü.

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü îáëàñòü äâóìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà ïî îãðàíè÷èâàþùåé åå êðèâîé, ââåäåíî âûðàæåíèå "îáëàñòüãðàíèöû(A)". Çäåñü
A - ìíîæåñòâî òî÷åê îãðàíè÷èâàþùåé êðèâîé.

Íàêîíåö, óïîìÿíåì ñîâñåì ðåäêî èñïîëüçóåìîå ïîíÿòèå "öèêëíà÷àëî". Âûðàæå-
íèå "öèêëíà÷àëî(a n)" îáîçíà÷àåò ïåðâûé â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå, îïðåäåëåííîì íà
ìíîæåñòâå {1, . . . , n}, ýëåìåíò ãðóïïû a èäóùèõ ïîäðÿä (äîïóñêàåòñÿ ïåðåõîä ê 1
ïîñëå n) çíà÷åíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a - ñîáñòâåííûé öèêëè÷åñêèé ïîäîòðåçîê
îòðåçêà {1, . . . , n}.

7.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðîìåæóòîê"

Ðàçâåðòêà ïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó

Îáû÷íî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó ïåðåôîðìóëèðó-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ, ïðè÷åì ýòî ïðîèñõîäèò óæå íà óðîâíå 0. Äëÿ òàêîé ïåðå-
ôîðìóëèðîâêè ïðåäóñìîòðåí ðÿä ïðèåìîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà óñëîâèÿìè
ñðàáàòûâàíèÿ è ãðóïïèðîâêîé ÷ëåíîâ íåðàâåíñòâ. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî ïðèåìà:
∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ∈ (b, c) ↔ a− ÷èñëî & 0 < a− b & 0 < c− a)
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Â ñêîáî÷íîé çàïèñè âûðàæåíèå (a, b) èìååò âèä "ïðîìåæóòîê(õ1 õ2 0 0)". ×òîáû
ïðèåì ñðàáàòûâàë è äëÿ ïðîìåæóòêîâ äðóãèõ òèïîâ, ââåäåíû óêàçàòåëè "àëüòåð-
íàòèâà(ôèêñ(0 1 2 3)1 ôèêñ(0 2 2)ìåíüøåèëèðàâíî)", "àëüòåðíàòèâà(ôèêñ(0 1 2 4)1
ôèêñ(0 2 3)ìåíüøåèëèðàâíî)". Îíè ðàçðåøàþò îäíîâðåìåííóþ çàìåíó óêàçàòåëÿ òè-
ïà êîíöà ïðîìåæóòêà (0 íà 1) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà íåñòðîãîå.
Ôèëüòð "èëè(íå(òèï(îïèñàòü))èçâåñòíî(õ1) íå(èçâåñòíî(õ2))íå(èçâåñòíî(õ3)))" áëî-
êèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïðè-
÷åì óòâåðæäàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ èçâåñòíîìó ïðîìåæóò-
êó. Ôèëüòðû "èëè(íå(òèï(îïèñàòü))íå(öåëü(âû÷èñëåíèå)))", "íå(êîíòåêñò(ïîä÷èíå-
íî(òåêâõîæä õ4)ñèìâîë(õ4 îòîáðàæåíèå)âõîäèò(õ1 ñâÿçïðèñòàâêà(õ4))îïåðàíä(õ5 õ4)
ñèìâîë(õ5 èíòåãðàë)))" áûëè ââåäåíû â ïðèåì ïðè ïðîðàáîòêå ïîñëåäóùèõ ðàçäå-
ëîâ. Îíè îòñåêàþò ñëó÷àè, ãäå ïðèåì òðåáóåò ëèáî äðóãîé ãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ íåðà-
âåíñòâà, ëèáî îñîáîãî îïèñàíèÿ êîíòåêñòà ñðàáàòûâàíèÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàáîòàþò
äðóãèå ïðèåìû (ñì. íèæå). Ôèëüòð "óñëîâèå" îãðàíè÷èâàåò äåéñòâèå ïðèåìà ëèøü
óñëîâèÿìè çàäà÷.

Ê ðàññìîòðåííîìó ïðèåìó ïðèìûêàþò åùå òðè, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîìåæóòêàì ñ
áåñêîíå÷íûìè êîíöàìè:
∀a(a ∈ R↔ a− ÷èñëî)
∀ab(b− ÷èñëî→ a ∈ (b,∞) ↔ a− ÷èñëî & 0 < a− b)

∀ab(b− ÷èñëî→ a ∈ (−∞, b) ↔ a− ÷èñëî & 0 < b− a)

Ïåðâûé èç ïðèåìîâ ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé; ôèëüòðû äâóõ ïîñëåäíèõ àíàëî-
ãè÷íû ôèëüòðàì ïðèåìà, ðàçîáðàííîãî âûøå.

Äàëåå èäåò ãðóïïà ïðèåìîâ, ó êîòîðûõ ÷ëåíû íåðàâåíñòâ ãðóïïèðóþòñÿ â ðàçíûõ
÷àñòÿõ:
∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ∈ (b, c) ↔ a− ÷èñëî & b < a & a < c)

∀ab(b− ÷èñëî→ a ∈ (b,∞) ↔ a− ÷èñëî & b < a)

∀ab(b− ÷èñëî→ a ∈ (−∞, b) ↔ a− ÷èñëî &a < b)

Â ýòèõ ïðèåìàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè-
÷åì âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå äëÿ ïðîìåæóòêà íåèçâåñòíûõ
íå ñîäåðæèò. Åñëè óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè - åäèíñòâåííîå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ
a, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèìåð, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Äëÿ òîé æå ãðóïïèðîâ-
êè ÷ëåíîâ íåðàâåíñòâ ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê óêàçàííûì
âûøå îñîáûì ñëó÷àÿì (ñèíòåç ïðîãðàìì, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, ïîñûëêè çàäà÷ íà
èññëåäîâàíèå).

Óñìîòðåíèå ñåðèè ïðîìåæóòêîâ

Åñëè ñåðèÿ ïðîìåæóòêîâ çàäàíà ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ", òî îíà ïåðåïèñûâà-
åòñÿ â ÿâíîì âèäå:

∀fgh(setx(x− ÷èñëî & ∃n(f(n) & g(n) < x & x < h(n))) =
⋃

n,f(n)

(g(n), h(n))).

Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1 2 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòî-
ðà ñóùåñòâîâàíèÿ áåç ïåðåõîäà ê íåìó îò îòðèöàíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè. Ñîçäàíû
åùå òðè ïðèåìà äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ òèïîâ íåðàâåíñòâ.
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Êîððåêöèÿ êîíöåâûõ óêàçàòåëåé äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïðîìåæóòêîâ

×òîáû óñòðàíÿòü âîçìîæíûå ìåëêèå íåòî÷íîñòè, êîãäà áåñêîíå÷íûé êîíåö ôîðìàëü-
íî îòíåñåí ê ïðîìåæóòêó, ââåäåíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀ab(ïðîìåæóòîê(−∞, a, 1, b) = ïðîìåæóòîê(−∞, a, 0, b))

∀ab(ïðîìåæóòîê(a,∞, b, 1) = ïðîìåæóòîê(a,∞, b, 0))

Ïðîìåæóòîê ñ ñîâïàäàþùèìè êîíöàìè

Åñëè ïðîìåæóòîê èìååò ñîâïàäàþùèå êîíöû, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ ê íåìó íå
îòíåñåí, òî ïðîìåæóòîê ïóñò:
∀ab(ïðîìåæóòîê(a, a, 0, b) = ∅)
∀ab(ïðîìåæóòîê(a, a, b, 0) = ∅)

Ïðàâûé êîíåö ìåíüøå ëåâîãî

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîìåæóòîê ïóñò:
∀abcd(0 < a− b → [a, b] = ∅)
c, d - óêàçàòåëè òèïîâ êîíöîâ, êîòîðûå â ôîðìóëüíîé çàïèñè íà ýêðàí íå âûâîäÿòñÿ.

Îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ ïðåîáðàçóþò îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ ñ îáùèì êîíöîì ê
âèäó îäíîãî ïðîìåæóòêà:
∀abc([a, b) ∪ (c, b) = ([a, b) ïðè 0 ≤ c− a, èíà÷å (c, b)))

∀abc((b, a] ∪ (b, c) = ((b, a] ïðè 0 ≤ a− c, èíà÷å (b, c)))

∀abcde(0 < b − a & 0 < c − b → ïðîìåæóòîê(a, b, d, 0) ∪ ïðîìåæóòîê(b, c, 1, e) =
ïðîìåæóòîê(a, c, d, e))

∀abcde(0 ≤ b − a & 0 ≤ c − b → ïðîìåæóòîê(a, b, d, 1) ∪ ïðîìåæóòîê(b, c, 1, e) =
ïðîìåæóòîê(a, c, d, e))

∀abcde(0 < b − a & 0 < c − b → ïðîìåæóòîê(a, b, d, 1) ∪ ïðîìåæóòîê(b, c, 0, e) =
ïðîìåæóòîê(a, c, d, e))

Â ïåðâûõ äâóõ ïðèåìàõ èíäèêàòîðû êîíöîâ ïðîìåæóòêîâ ôèêñèðîâàíû òàê, êàê ýòî
ïðîðèñîâàíî ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì. Ýòè ïðèåìû èìåþò óêàçàòåëè, ðàçðåøàþùèå
êîíöàì b, c ïðèíàäëåæàòü ïðîìåæóòêàì. Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, â ðàçäåëå èìå-
åòñÿ òàêæå ïðèåì, îáúåäèíÿþùèé äâà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ îòêðûòûõ ëó-
÷à ñ îáùèì êîíöîì:
∀a((−∞, a) ∪ (a,∞) = R \ {a})

Âêëþ÷åíèå ïðîìåæóòêîâ

Óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ äâóõ ïðîìåæóòêîâ äðóã â äðóãà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåðàâåíñòâà
äëÿ êîíöîâ:
∀abcd([a, b] ⊆ [c, d] ↔ c ≤ a & b ≤ d ∨ b− a < 0)

∀abcd([a, b] ⊆ [c, d) ↔ c ≤ a & b < d ∨ b− a < 0)
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∀abcd([a, b] ⊆ (c, d) ↔ c < a & b < d ∨ b− a < 0)

∀abcd([a, b] ⊆ (c, d] ↔ c < a & b ≤ d ∨ b− a < 0)

∀abcd([a, b] ⊆ [c, d] ↔ c ≤ a & b ≤ d ∨ b− a ≤ 0)

∀abcd([a, b) ⊆ (c, d] ↔ c < a & b ≤ d ∨ b− a ≤ 0)

Ïðèåìû èìåþò óêàçàòåëè, ó÷èòûâàþùèå íåêîòîðûå àëüòåðíàòèâíûå âîçìîæíîñòè
äëÿ èíäèêàòîðîâ êîíöîâ.

Ðàâåíñòâî ïðîìåæóòêîâ

Óñëîâèå ðàâåíñòâà äâóõ íåâûðîæäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâàì èõ êîí-
öîâ è èíäèêàòîðîâ êîíöîâ:
∀abcdefgh(0 < b − a → ïðîìåæóòîê(a, b, c, d) = ïðîìåæóòîê(e, f, g, h) ↔ (a = e & b =
f & c = g & d = h)

Äâà ïðèåìà ïåðåôîðìóëèðóþò óñëîâèå ïóñòîòû ïðîìåæóòêà â òåðìèíàõ íåðàâåíñòâ:
∀ab([a, b] = ∅ ↔ 0 < a− b)

∀ab((a, b) = ∅ ↔ 0 ≤ a− b)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîáàâëåíû óêàçàòåëè, ðàçðåøàþùèå îäíîìó èç êîíöîâ îòíîñèòü-
ñÿ ê ïðîìåæóòêó.

Íåïåðåñå÷åíèå ïðîìåæóòêîâ

Óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ ïðîìåæóòêîâ ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ íåðàâåíñòâ äëÿ
èõ êîíöîâ:
∀abc(íåïåðåñåê((a, b], [c,∞)) ↔ 0 ≤ a− b ∨ 0 < c− b)

∀abc(íåïåðåñåê([a, b], [c,∞)) ↔ 0 < a− b ∨ 0 < c− b)

Ââåäåíû óêàçàòåëè, ó÷èòûâàþùèå ñëó÷àé íåâêëþ÷åíèÿ êîíöà b â ïðîìåæóòîê.

Äîáàâëåíèå òî÷êè ê êîíöó ïðîìåæóòêà

Ïðè äîáàâëåíèè òî÷êè ê êîíöó ïðîìåæóòêà ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå èíäèêàòîðà ýòîãî
êîíöà íà 1:
∀ab(0 < b− a → {a} ∪ (a, b) = [a, b))

∀ab(0 < b− a → {b} ∪ (a, b) = (a, b])

Ââåäåí óêàçàòåëü, ðàçðåøàþùèé àëüòåðíàòèâíûé òèï ïðîòèâîïîëîæíîãî êîíöà. Â
ñëó÷àå ïðèñîåäèíåíèÿ ñðàçó äâóõ òî÷åê ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ab(0 < b− a → {a, b} ∪ (a, b) = [a, b])

Óñìîòðåíèå ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà

Åñëè ìíîæåñòâà çàäàíî ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïðè÷åì èìååòñÿ óñëîâèå "÷èñ-
ëî(x)" íà âàðüèðóåìûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà, òî óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ òàêîãî ìíîæåñòâà
â ÷èñëîâóþ îñü çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà":
∀fa(a = setx(x− ÷èñëî & f(x)) → a ⊆ R)
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Ïåðåõîä ê ìåíüøåìó ïðîìåæóòêó

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ïðîìåæóòêó è íåðàâåíñòâî äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà
ïðåîáðàçóþòñÿ â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ìåíüøåìó ïðîìåæóòêó:
∀abcdef (0 < d− b & 0 < c− d → a ∈ ïðîìåæóòîê(b, c, e, f) & a < d ↔
a ∈ ïðîìåæóòîê(b, d, e, 0))

Ñâåðòêà â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó

Ïåðåõîä îò ïàðû íåðàâåíñòâ äëÿ ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà ê óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè
åãî ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó âûïîëíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïðîãðàììèðîâàíèå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì:
∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ∈ [b, c] ↔ a− ÷èñëî & b ≤ a & a ≤ c)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; çàäà÷à èìååò òèï "îïèñàòü" è öåëü "ïðîãðàììà".
Ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "êëàññ", ñâÿçûâàþùåãî ïåðåìåííóþ a.

7.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "öåëûåíåîòðèöàòåëüíûå"

Åäèíñòâåííûé ïðèåì ýòîãî ðàçäåëà - ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè:
∀n(n ∈ N+ ↔ n− öåëîå & 0 ≤ n)

7.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "öåëûå"

Êðîìå ïðèåìîâ ñèìâîëà "öåëûå", â ðàçäåëå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ
ê ìíîæåñòâàì öåëûõ ÷èñåë, çàäàííûì ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ".

Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

∀z(z ∈ Z↔ z − öåëîå)

Ñêëåéêà äâóõ ïðèìûêàþùèõ ôðàãìåíòîâ ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë

∀mn(n−m = 1 → setx(x−öåëîå & x ≤ m)∪ setx(x−öåëîå & n ≤ x) = setx(x−öåëîå))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

Âû÷èòàíèå èç ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

∀A(Z \ (A ∪N) = setn(n− öåëîå & n ≤ 0) \ A)

Óêàçàòåëü "åäèíèöà(ïóñòî õ26)" ðàçðåøàåò âûðîæäåííûé ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ìíîæå-
ñòâà A.

Îòáðàñûâàíèå êîíöà öåëî÷èñëåííîãî ëó÷à

∀n(n− öåëîå→ setm(m− öåëîå & m ≤ n) \ {n} = setm(m− öåëîå & m ≤ n− 1))
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Âû÷èòàíèå ïîäìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, îïðåäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ îïèñà-
òåëÿ "êëàññ"

∀AP (Z \ (A ∪ setx(x− öåëîå & P (x))) = setx(x− öåëîå & ¬(P (x)) \ A))

Ìíîæåñòâî A ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.

Âû÷èòàíèå èç ïîäìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë

∀ABC(setx(x−öåëîå& B(x))\(A∪sety(y−íàòóðàëüíîå& C(y))) = setx(x−öåëîå& B(x)
& (x ≤ 0 ∨ ¬(C(x))) \ A))

7.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "íàòóðàëüíûå"

Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

∀n(n ∈ N↔ n− íàòóðàëüíîå)

Âû÷èòàíèå áåñêîíå÷íîãî ëó÷à

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ N \ {n, . . . ,∞} = {1, . . . , n− 1})

Âû÷èòàíèå ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë

N \ setx(ïðîñòîå(x)) = setx(x− íàòóðàëüíîå & ¬(ïðîñòîå(x)))

Âû÷èòàíèå ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îïðåäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ
îïèñàòåëÿ "êëàññ"

∀P (N \ setx(x− íàòóðàëüíîå & P (x)) = setx(x− íàòóðàëüíîå & ¬(P (x))))

7.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "ðàöèîíàëüíûå"

Ïîêà áûë ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì - ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè:
∀a(a ∈ Q ↔ a− rational)

7.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "íîìåðà"

Óñëîâèå ïóñòîòû êîíå÷íîãî îòðåçêà öåëî÷èñëåííîãî ðÿäà

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ {m, . . . , n} = ∅ ↔ n < m)

∀mn(0 < n−m → {n, . . . , m} = ∅)
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Ðàçâåðòêà ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë

Êàê è â ñëó÷àå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó, ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ
íåðàâåíñòâà çàâèñèò îò êîíòåêñòà. Åñëè íåò îñîáûõ ïðè÷èí ðàçìåùàòü íåíóëåâûå
÷ëåíû ïî îáå ñòîðîíû îò çíàêà íåðàâåíñòâà, òî îíè ãðóïïèðóþòñÿ ñïðàâà:
∀abc(a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå→ a ∈ {b, . . . , c} ↔ 0 ≤ a− b & 0 ≤ c− a)

Åñëè a - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, âñòðå÷àþùàÿñÿ â ïðî÷èõ óñëîâèÿõ, òî ïðè
ðàçâåðòêå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè âûðàæåíèå a îñòàåòñÿ â îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
è íå ãðóïïèðóåòñÿ ñ ïðî÷èìè íåíóëåâûìè ÷ëåíàìè. Ýòî æå èìååò ìåñòî â ðÿäå äðóãèõ
ñëó÷àåâ (çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî; îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå").

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë íåáîëüøîé êîíñòàíòíîé
äëèíû ïðåîáðàçóåòñÿ íå ê âèäó íåðàâåíñòâ, à ê âèäó äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ:
∀abcd(a = b−c+1 & b−öåëîå & c−öåëîå→ d ∈ {c, . . . , b} ↔ ∃e(e ∈ {0, . . . , a−1} & d =
c + e))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò äëèíó îòðåçêà a. Ïðàâàÿ åãî ÷àñòü îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ôèëüòð "íàòóðàëüíîå(õ1)" ïðîâåðÿåò,
÷òî íàéäåííàÿ äëèíà çàäàåòñÿ äåñÿòè÷íîé íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, à ôèëüòð "ìåíü-
øå(÷èñëçíà÷åíèå(õ1)15)" - ÷òî ýòà äëèíà ìåíüøå 15. Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0 2)ôèêñ(0
2 2 1))" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ. Êàæäûé ÷ëåí
ýòîé äèçúþíêöèè ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà e. Ïåðå÷èñëåíèå
çíà÷åíèé âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ e ∈ {0, . . . , a−1}, à òåêóùèé äèçúþíê-
òèâíûé ÷ëåí èìååò âèä d = c+ e. Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûïîëíåíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Óòâåðæäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì {c, . . . , b} íå ñîäåð-
æàùèò íåèçâåñòíûõ;

2. Óòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "êëàññ", èìåþùåãî íåñêîëüêî ñâÿ-
çàííûõ ïåðåìåííûõ, è â òîì ÷èñëå ïåðåìåííóþ d. Ïðè ýòîì a áîëüøå 3;

3. Óòâåðæäåíèå âõîäèò â êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå;

4. Óòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü" è èìååò ñâÿçàííûå
âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè ïåðåìåííûå;

5. d - ïåðåìåííàÿ, äëÿ êîòîðîé òåêóùèé òåðì çàäà÷è èìååò âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
f(d).

Ðàçíîñòü äâóõ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ öåëûõ ÷èñåë

Äëÿ âû÷èòàíèÿ äâóõ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ öåëûõ ÷èñåë, èìåþùèõ îáùèé êîíåö, ñîçäà-
íû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abc(a−öåëîå & b−öåëîå & c−öåëîå & 0 ≤ c−b & 0 ≤ b−a+1 → {a, . . . , c}\{a, . . . , b} =
{b + 1, . . . , c})
∀abc(a − öåëîå & b − öåëîå & c − öåëîå & 0 ≤ c − b + 1 → {a, . . . , c} \ {b, . . . , c} =
{a, . . . , b− 1})
Äëÿ âû÷èòàíèÿ èç êîíå÷íîãî îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë êîíå÷íîãî ñïèñêà, ñîäåðæàùåãî
íà÷àëî ýòîãî îòðåçêà, ââåäåí åùå îäèí ïðèåì:
∀abc(0 ≤ b− a & a− öåëîå→ {a, . . . , b} \ {a; c} = {a + 1, . . . , b} \ {; c})



Ãëàâà 7. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîâûìè ìíîæåñòâàìè 402

ßâíîå ïåðå÷èñëåíèå êîíå÷íîãî îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë

Åñëè êîíöû êîíå÷íîãî îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë ñóòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû, òî îí ïðå-
îáðàçóåòñÿ ê âèäó êîíå÷íîãî ñïèñêà, ïåðå÷èñëÿþùåãî âñå ýëåìåíòû îòðåçêà. Òåîðåìà
ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀ija(a = {i, . . . , j} → {i, . . . , j} = a)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Ôèëüòðû "öåëîå(õ9)", "öåëîå(õ10)" îïðåäåëÿþò
èäåíòèôèêàöèþ ïàðàìåòðîâ i, j ñ ÷èñëîâûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
íîìåðà", êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è ðåàëèçóåò ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ "íîìåðà(i j)"
â êîíå÷íûé ñïèñîê. Ôèëüòð "ìåíüøå(âû÷èòàíèå(÷èñëçíà÷åíèå(õ10)÷èñëçíà÷åíèå(õ9))
9)" îãðàíè÷èâàåò äëèíó ðåçóëüòèðóþùåãî ñïèñêà. Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå ïðèåìà
áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå;

2. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(. . .)"
è íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé "ïåðåñå÷åíèå",
"îáúåäèíåíèå", "ðàçíîñòü", èìåþùèõ ñðåäè ñâîèõ îïåðàíäîâ âõîæäåíèå ñèìâî-
ëà "ïåðå÷åíü";

3. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå {i, . . . , j} íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îòíîøåíèÿ x ∈
{i, . . . , j}, ãäå x - ïåðåìåííàÿ, äëÿ êîòîðîé òåêóùèé òåðì çàäà÷è èìååò ïîä-
òåðì âèäà f(x);

4. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêàìè
"ïåðåñòàíîâêà", "Îòîáðàæåíèå".

Ïåðåõîä ê ïîäîòðåçêó öåëûõ ÷èñåë ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî íåðà-
âåíñòâà

∀mnkxa(k−öåëîå & m−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ k−m & 0 ≤ n−k → x ∈ {m, . . . , n}\
a & x ≤ k ↔ x ∈ {m, . . . , k} \ a)

∀mnkxa(k−öåëîå & m−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ n−k & 0 ≤ k−m → x ∈ {m, . . . , n}\
a & k ≤ x ↔ x ∈ {k, . . . , n} \ a)

∀ijmn(i ∈ {m, . . . , n} → j ∈ {m, . . . , n} & i < j ↔ j ∈ {i + 1, . . . , n})

Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ ãðàíèö îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë

Åñëè öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê èçâåñòåí, òî åãî íåèçâåñòíûå êîíöû îïðåäåëÿþòñÿ ñ
ïîìîùüþ îïåðàöèé inf, sup:
∀ija(a = {i, . . . , j} ↔ i = inf(a) & j = sup(a) & a = [inf(a), sup(a)] ∩ Z)

Ïðèåì èìååò ôèëüòðû "òèï(îïèñàòü)", "èçâåñòíî(õ1)", "èëè(íå(èçâåñòíî(õ9))íå( èç-
âåñòíî(õ10)))".
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Äîáàâëåíèå ê îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë îäíîé òî÷êè

∀mnk(m−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ n−k & m−k = 1 → {k}∪{m, . . . , n} = {k, . . . , n})

∀mnk(m−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ k−m & k−n = 1 → {k}∪{m, . . . , n} = {m, . . . , k})

Ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îíè ïðîâåðÿþò,
÷òî äîáàâëÿåìàÿ òî÷êà íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàåò ê öåëî÷èñëåííîìó îòðåçêó.

Èñêëþ÷åíèå êðàéíåé òî÷êè

∀imn(¬(i−m = 0) → i ∈ {m, . . . , n} ↔ i ∈ {m + 1, . . . , n})

∀mni(i ∈ {m, . . . , n} & ¬(i = n) ↔ i ∈ {m, . . . , n− 1})

Ïåðåñå÷åíèå ñ ïðîìåæóòêîì

∀mnk(k − öåëîå & m − öåëîå & n − öåëîå & 0 ≤ k − m − 1 & 0 ≤ n − k + 1 →
(−∞, k) ∩ {m, . . . , n} = {m, . . . , k})

Ïåðåõîä ê ïîäîòðåçêó ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè

Ñëåäóþùèé ïðèåì óïðîùàåò óñëîâèå íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ i, ñâÿçàííóþ âíåø-
íèì îïèñàòåëåì "êëàññ":
∀ijmnpA(j ∈ {p, . . . , n} → i ∈ {m, . . . , n}\A & j ∈ {i+1, . . . , n} ↔ i ∈ {m, . . . , j−1}\A)

Ïåðåìåííàÿ j íå ñâÿçàíà â ïðåîáðàçóåìîì òåðìå çàäà÷è êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè.
Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå çíà÷åíèå ∅ ïåðåìåííîé A.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë

Åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå {m, . . . , n} äëÿ îò-
ðåçêà öåëûõ ÷èñåë, ïðè÷åì èç íåðàâåíñòâ äëÿ âåëè÷èíû i óñìàòðèâàåòñÿ åå ïðèíàä-
ëåæíîñòü äàííîìó îòðåçêó, òî âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå i ∈ {m, . . . , n}:
∀mni(i− öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå & 0 ≤ i−m & 0 ≤ n− i → i ∈ {m, . . . , n})

Óêàçàòåëü "íîðìçíàêà(õ9 ìèíóñ ïëþñ)" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ i â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà îíî èìååò íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ. Íåðàâåíñòâà èäåíòèôèöèðóþòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî; ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ äâóõ êîíå÷íûõ îòðåçêîâ öåëûõ ÷èñåë

Óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ íåïóñòîãî îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë â äðóãîé îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë
ïðåîáðàçóåòñÿ â ïàðó íåðàâåíñòâ:
∀mnpq(0 ≤ n −m & m − öåëîå & n − öåëîå & p − öåëîå & q − öåëîå → {m, . . . , n} ⊆
{p, . . . , q} ↔ p ≤ m & n ≤ q)
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Îáúåäèíåíèå äâóõ êâàíòîðíûõ òîæäåñòâ äëÿ ñìåæíûõ îòðåçêîâ öåëûõ
÷èñåë

Åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âñòðå÷àþòñÿ äâå êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèè,
îïðåäåëÿþùèõ âûðàæåíèå P (i), ïåðâàÿ - íà îòðåçêå öåëûõ ÷èñåë {m, . . . , n}, à âòî-
ðàÿ - íà îòðåçêå {p, . . . , q}, ïðèìûêàþùåì ê ïåðâîìó, òî îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ:
∀abmnpqP (p − n = 1 → ∀i(i ∈ {m, . . . , n} → P (i) = a(i)) & ∀j(j ∈ {p, . . . , q} → P (j) =
b(j)) ↔ ∀i(iin{m, . . . , q} → P (i) = (a(i) ïðè i ≤ n, èíà÷å b(i))))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè P (i) ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a(i), b(j) - íå ñî-
äåðæàò. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îí ïðîâåðÿåò, ÷òî âòîðîé
îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ïåðâîãî.

Ðàçâåðòêà êâàíòîðà îáùíîñòè ïî êîíêðåòíîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë

Åñëè àíòåöåäåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñëóæèò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè âà-
ðüèðóåìîé ïåðåìåííîé êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë, êîíöû êîòîðîãî îïðåäåëå-
íû ÷èñëîâûìè êîíñòàíòàìè, òî èìïëèêàöèþ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè ðàçëè÷íîé ôèêñàöèè çíà÷åíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé:
∀mnkP (k = n−m+1 → ∀i(i ∈ {m, . . . , n} → P (i)) ↔ ∀j(j ∈ {1, . . . , k} → P (m+j−1)))

Ôèëüòðû "öåëîå(õ13)", "öåëîå(õ14)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ ïàðàìåòðîâ m, n ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè; ôèëüòð "ìåíüøå(õ11 9)" - ïðîâåðÿåò, ÷òî âû÷èñëåí-
íàÿ â ïåðâîì àíòåöåäåíòå äëèíà k öåëî÷èñëåííîãî ïðîìåæóòêà íå ïðåâîñõîäèò 8.
Ïîêà ïðèåì îêàçàëñÿ ïîëåçåí ëèøü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîýòîìó ââåäåíû ôèëü-
òðû, îãðàíè÷èâàþùèå åãî ïðèìåíåíèå ñëó÷àÿìè, êîãäà êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ çàäà-
åò çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò ïîñòðîåíèå
çàìåíÿþùåãî òåðìà â âèäå êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì
çíà÷åíèÿì j.

Ïðèíàäëåæíîñòü ñóììû êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ñóììû ëèáî ðàçíîñòè, îïåðàíäîì êîòîðûõ ñëóæèò ñâÿçàí-
íàÿ ïåðåìåííàÿ i âíåøíåãî îïèñàòåëÿ, ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ
i:
∀kmni(k − öåëîå→ k − i ∈ {m, . . . , n} ↔ i ∈ {k − n, . . . , k −m})

Âûäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî îòðåçêà

Åñëè îïèñàòåëü çàäàåò ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ öåëî÷èñëåííîãî îòðåçêà, âûäåëåííîå
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, òî ýòî ïîäìíîæåñòâî ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå êîíå÷-
íîãî ñïèñêà:
∀abnP (n = b− a & a− öåëîå & b− öåëîå→ setx(x− öåëîå & a ≤ x & x ≤ b & P (x)) =⋃n

i=0({a + i} ïðè P (a + i), èíà÷å ∅))
Ôèëüòð "íàòóðàëüíîå(õ14)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó êîíöàìè îòðåçêà åñòü íà-
òóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò ôîðìèðîâàíèå
êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ â âèäå îáû÷íîãî îáúåäèíåíèÿ n + 1 ÷ëåíîâ. Íîðìàëèçàòîðû
îáåñïå÷èâàþò óïðîùåíèå ýòèõ ÷ëåíîâ, à òàêæå óïðîùåíèå âñåãî îáúåäèíåíèÿ. Åñëè
óäàëîñü óñòðàíèòü óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, òî ðåçóëüòàò èìååò âèä êîíå÷íîãî ñïèñêà.



Ãëàâà 7. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîâûìè ìíîæåñòâàìè 405

Íîðìàëèçàòîð "íîðìíîìåðà"

Â íîðìàëèçàòîðå èìåþòñÿ òðè ïðèåìà, îáåñïå÷èâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå íå áîëåå ÷åì
8-ýëåìåíòíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîìåæóòêà ê âèäó êîíå÷íîãî ñïèñêà, à òàêæå óñìîò-
ðåíèå ïóñòîãî ïðîìåæóòêà.

7.7 Ýêñòðåìàëüíûå ýëåìåíòû è ãðàíè

7.7.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "íèæíÿÿãðàíü"

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé âèäà "íèæíÿÿãðàíü(a M)", îçíà÷àþùèõ, ÷òî a íå
ïðåâîñõîäèò ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà M , èñïîëüçóåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîð òàêèõ óòâåðæäåíèé "íîðìíèæíÿÿãðàíü". Â íåãî âîøëè ñëåäóþùèå ïðèåìû
(çàìåíà âåçäå âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî):

1. Íèæíÿÿ ãðàíü îáðàçà îáúåäèíåíèÿ.
∀abcf (íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, b ∪ c)) ↔ íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, b)) &
íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, c)))

Óòâåðæäåíèÿ "íèæíÿÿãðàíü(. . .)" â çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ òåì æå
ñàìûì íîðìàëèçàòîðîì.

2. Íèæíÿÿ ãðàíü äëÿ îáðàçà ïðîìåæóòêà. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò íà ïîäìíîæåñòâå
ïðîìåæóòêà ïðîèçâîäíóþ, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü óñëîâèå íèæíåé ãðàíè â
êîíöàõ ïðîìåæóòêà è îñîáûõ òî÷êàõ (ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà ëèáî ðàâíà
0):
∀abcfg(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, [b, c])) ↔ a ≤ f(b) & a ≤
f(c) & íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, [b, c]\Dom(g))) & íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, roots(
g, [b, c]))))

∀abcfg(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, (b, c))) ↔ a ≤ limx→b+0f(x)
& a ≤ limx→c−0f(x) & íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, (b, c)\Dom(g))) & íèæíÿÿãðàíü(
a, îáðàç(f, roots(g, (b, c)))))

Àíàëîãè÷íûå ïðèåìû ââåäåíû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îäèí êîíåö âêëþ÷àåòñÿ â
ïðîìåæóòîê, à äðóãîé - íå âêëþ÷àåòñÿ. Óòâåðæäåíèÿ "íèæíÿÿãðàíü(. . .)" â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðåêóðñèâíûì îáðàçîì îáðàáàòûâàþòñÿ òåì æå ñàìûì íîð-
ìàëèçàòîðîì.

3. Ãðóïïèðîâêè äëÿ îáðàçîâ ìíîæåñòâ êîðíåé ïðîèçâîäíîé è åå îñîáûõ òî÷åê.
∀abcfg(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, b \Dom(g))) &
íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, c \Dom(g))) ↔ íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, (b ∪ c) \
Dom(g))))

∀abcfg(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, roots(g, b))) &
íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, roots(g, c))) ↔ íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, roots(g,
b ∪ c))))
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4. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè, ÿâíî çàäàþùåé ïðîîáðàç. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàç
ìíîæåñòâà b, äëÿ êîòîðîãî â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ÿ÷íîå âûðàæåíèå c - ÷åðåç îïèñà-
òåëü "êëàññ", ëèáî ÷åðåç êîíå÷íûé ñïèñîê, òî â óòâåðæäåíèè "íèæíÿÿãðàíü(. . .)"
âûðàæåíèå b çàìåíÿåòñÿ íà c:
∀abcfd(b = c → d & íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, b)) ↔ d & íèæíÿÿãðàíü(a, îáðàç(f, c)
))

Óñëîâèÿ íà b, c îïðåäåëÿþòñÿ ôèëüòðàìè "çàãîëîâîê(õ3 ïåðå÷åíü êëàññ ïó-
ñòî)", "íå(çàãîëîâîê(õ2 ïåðå÷åíü êëàññ ïóñòî))".

5. Íèæíÿÿ ãðàíü äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà.
∀ab(b & íèæíÿÿãðàíü(a, ∅) ↔ b)

6. Íèæíÿÿ ãðàíü äëÿ ïåðå÷íÿ. Óñëîâèå íèæíåé ãðàíè äëÿ êîíå÷íîãî ñïèñêà çà-
ìåíÿåòñÿ íà ñèñòåìó íåðàâåíñòâ äëÿ åãî ýëåìåíòîâ:
∀abc(íèæíÿÿãðàíü(a, {b; c}) ↔ a ≤ b & íèæíÿÿãðàíü(a, {; c}))

Óòâåðæäåíèå "íèæíÿÿãðàíü(. . .)" â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñàìî îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìíèæíÿÿãðàíü", òàê ÷òî ïðèåì çà îäèí øàã ïåðåõîäèò ê
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ.

7. Íèæíÿÿ ãðàíü äëÿ ñåðèè. Óñëîâèå íèæíåé ãðàíè äëÿ ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿå-
ìîãî ñ ïîìîùüþ öåëî÷èñëåííîé ïàðàìåòðèçàöèè, ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè:
∀fga(íèæíÿÿãðàíü(a, setb(∃n(b = f(n) & n− öåëîå & g(n)))) ↔ ∀n(n− öåëîå &
g(n) → a ≤ f(n)))

8. Ñêëåéêà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.
∀abf (a ≤ limx→b−0f(x) & a ≤ limx→b+0f(x) ↔ a ≤ limx→bf(x))

9. Óñòðàíåíèå îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà äëÿ ñèìâîëà áåñêîíå÷íîñòè.
∀apf (p & a ≤ limx→−∞+0f(x) ↔ p & a ≤ limx→−∞f(x))

∀apf (p & a ≤ limx→∞−0f(x) ↔ p & a ≤ limx→∞f(x))

Êðîìå íîðìàëèçàòîðà "íîðìíèæíÿÿãðàíü", â ðàçäåëå èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðèåìîâ
ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷. Ïðåæäå âñåãî, ïðèâåäåì ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé â êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè óñëîâèå íèæíåé ãðàíè:

∀ae(∀c(c ∈ a → e ≤ c) ↔ íèæíÿÿãðàíü(e, a))

Ïåðåä çàìåíîé ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèåâ è öåëåé, äåëàþùèõ ïðåäïî÷òè-
òåëüíûì ñîõðàíåíèå êâàíòîðîâ. Äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàíòîðíîé ðàñøèô-
ðîâêè ñîçäàí ðÿä ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:

∀ab(íèæíÿÿãðàíü(b, a) ↔ b− ÷èñëî & ∀c(c ∈ a → b ≤ c))

Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, à èíîãäà
- òàêæå â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïðåäóñìîòðåí îòäåëüíûé ïðèåì:
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∀af (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) → íèæíÿÿãðàíü(a,Val(f)) ↔ a − ÷èñëî & ∀n(n −
íàòóðàëüíîå→ a ≤ f(n)))

Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð".
Åñëè â ìíîæåñòâå, äëÿ êîòîðîãî óêàçàíà íèæíÿÿ ãðàíü b, âûäåëåíû êàêèå-ëèáî ýëå-
ìåíòû c, òî âûâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ - íåðàâåíñòâà äëÿ b è c:

∀abc(a ⊆ R & c ∈ a & íèæíÿÿãðàíü(b, a) → b ≤ c)

Íàêîíåö, óïîìÿíåì ïðèåì âûâîäà, óñìàòðèâàþùèé â íèæíåé ãðàíè, ïðèíàäëåæàùåé
ìíîæåñòâó, åãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò:

∀ab(b ⊆ R & a ∈ b & íèæíÿÿãðàíü(a, b) → íàèìåíüøèé(a, b))

7.7.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "Íèæíÿÿãðàíü"

Äëÿ ñëó÷àÿ ñòðîãîé íèæíåé ãðàíè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë "Íèæíÿÿãðàíü". Ñ íèì
ñâÿçàí íîðìàëèçàòîð "íîðìÍèæíÿÿãðàíü", àíàëîãè÷íûé îïèñàííîìó âûøå íîðìà-
ëèçàòîðó "íîðìíèæíÿÿãðàíü".

7.7.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "âåðõíÿÿãðàíü"

Äëÿ ñèìâîëà "âåðõíÿÿãðàíü" íîðìàëèçàòîð ñîçäàí íå áûë. Èìåþòñÿ ïðèåìû êâàí-
òîðíîé ñâåðòêè, ðàçâåðòêè è âûâîäà, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ íèæíåé ãðàíè. Êðîìå íèõ,
ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà âûâîäà, ïðèìåíÿåìûå â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "ïðîòèâîðå÷èå". Ïåðâûé óñìàòðèâàåò óñëîâèå âåðõíåé ãðàíè â êâàíòîðíîé èì-
ïëèêàöèè:
∀Pa(∀x(P (x) → x ≤ a) → âåðõíÿÿãðàíü(a, setx(P (x))))

Âòîðîé ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó óñìîòðåòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü óñëîâèÿ âåðõíåé ãðàíè,
ïîäîáðàâ â ìíîæåñòâå ýëåìåíò, áîëüøèé åå:
∀ab(b ⊆ R & ¬(b = ∅) & âåðõíÿÿãðàíü(a, b) & ∃x(x ∈ b & a < x) → ëîæü)
×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óêàçàòåëü "ëèìèò(2000000)" îãðàíè÷èâàåò òðóäîåìêîñòü ýòîé ïîïûòêè, äåëàÿ åå ñðàâ-
íèòåëüíî áûñòðîé. Óêàçàòåëü "ïîïûòêà(ñóï ïðîòèâîðå÷èå õ2)" áëîêèðóåò ïîâòîðíûå
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ê ìíîæåñòâó b.

7.7.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "íàèáîëüøèé"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.
∀ab(íàèáîëüøèé(a, b) ↔ a ∈ b & âåðõíÿÿãðàíü(a, b))

Äëÿ ýòîé òåîðåìû ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàçâåðòêà". Îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Äðó-
ãîé ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
6 ëèáî 7. Â ñëó÷àå ïîñûëîê ðàñøèôðîâêà ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê îòðèöàíèþ
óòâåðæäåíèÿ "íàèáîëüøèé(. . .)"; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 5.

2. Ñâåðòêà ïî îïðåäåëåíèþ.
Òåîðåìà ïðèåìà - òà æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íî çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ
ñïðàâà íàëåâî. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ðåäóöèðîâàíèå".
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3. Ïðèíàäëåæíîñòü íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâó. Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä
ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ:
∀ab(íàèáîëüøèé(a, b) → a ∈ b)

4. Åñëè âåðõíÿÿ ãðàíü ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, òî îíà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëå-
ìåíòîì. Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ:
∀ab(a ∈ b & âåðõíÿÿãðàíü(a, b) → íàèáîëüøèé(a, b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê".
5. Íàèáîëüøèé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ. Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä ñëåä-

ñòâèé:
∀ab(íàèáîëüøèé(a, b) → âåðõíÿÿãðàíü(a, b))

7.7.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "íàèìåíüøèé"

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà.

7.7.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "èíô"

Ñèìâîëû "èíô" è "ñóï" èñïîëüçóþòñÿ â ðåøàòåëå äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Äàæå åñëè ìíî-
æåñòâî èìååò íàèìåíüøèé ëèáî íàèáîëüøèé ýëåìåíòû, äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿ ïîñðåä-
ñòâîì âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ èìåííî îíè.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðèåì äàåò êâàíòîðíóþ ðàñøèôðîâêó ðàâåí-
ñòâà, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ "èíô" -îì:
∀acde(¬(c = 0) → cinf(a) + d = e ↔ íèæíÿÿãðàíü((e − d)/c, a) & ∀x((e − d)/c <
x & x− ÷èñëî→ ∃y(y ∈ a & y < x)))

Ýòà çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, è âîçíèêàþùàÿ
ïîñëå ðàñøèôðîâêè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ëåãêî óñòðàíÿåòñÿ. Åñëè èäåí-
òèôèêàöèÿ íåîäíîçíà÷íà, âûáèðàåòñÿ ñàìîå äëèííîå âûðàæåíèå inf(a) ëèáî
sup(a).

2. Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà.
∀ac(∀d(d ∈ a → c < d) ↔ c ≤ inf(a) & ¬(c ∈ a))

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êîíòåêñòå çàìåíû óæå âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå inf(a).
3. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ.
∀ab(a ⊆ R & b ⊆ R & ¬(a = ∅) & ¬(b = ∅) → inf(a ∪ b) = min(inf(a), inf(b)))
Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

4. Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ.
∀ABa(a(i) = inf(B(i)) & ¬(B(i) = ∅) → inf

⋃
i,A(i)

B(i) = inf(setx(∃i(A(i) & x = a(i)))))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðèñâàèâàåò ôóíê-
öèîíàëüíîé ïåðåìåííîé a(i) ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ inf(B(i)). Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "ñóï", "èíô".

5. ×èñëîâûå ïðîìåæóòêè.
∀abcd(0 < a− b → inf(ïðîìåæóòîê(b, a, c, d)) = b)

6. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.
Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàõîäèòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî:
∀a(inf({a}) = a)

Â ñëó÷àå áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíîãî êîíå÷íîãî ñïèñêà èñïîëüçóåòñÿ ïåðåõîä ê
ìåíüøåìó ñïèñêó:
∀ab(inf({a; b}) = min(a, inf({; b})))
Òàê êàê ôðàãìåíòû çàìåíÿþùåãî òåðìà îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîð-
ìèíô", "íîðììèíèìóì", òî ôàêòè÷åñêè òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïðåäåëÿåòñÿ
çäåñü çà îäèí øàã. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë ïðèìåíÿåòñÿ ñëå-
äóþùèé ïðèåì:
∀mn(0 ≤ n−m → inf({m, . . . , n}) = m)

7. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
(a) Áåñêîíå÷íûé íèæíèé ïðåäåë. Åñëè íèæíèé ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ðàâåí −∞, òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà åå ÷ëåíîâ òîæå
ðàâíà −∞:
∀f (limn→∞{f(n)} = −∞ → inf(setx(∃n(n − íàòóðàëüíîå & x = f(n)))) =
−∞)

Íàïîìíèì, ÷òî ôèãóðíûå ñêîáêè ïîñëå ïðåäåëà îçíà÷àþò ðàññìîòðåíèå
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.

(b) Àíàëèç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è íèæíåãî ïðåäåëà. Îïðåäåëåíèå òî÷íîé
íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâîäèòñÿ ê
îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà åå çíà÷åíèé â òî÷êàõ ëî-
êàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ïîïîëíåííîãî íèæíèì ïðåäåëîì:
∀fpA((n−íàòóðàëüíîå & (n = 1 ∨ 2 ≤ n & 0 ≤ f(n−1)−f(n)) & 0 ≤ f(n+
1)− f(n)) = A(n) & p = limn →∞{f(n)} → inf(setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå &
x = f(n)))) = inf(setx(∃n(A(n) & x = f(n))) ∪ {p}))

Îáà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé èç íèõ
îïðåäåëÿåò óñëîâèå A(n) íà òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ýòî óñëîâèå ÿâíî
ðàçðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî n. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò íèæíèé ïðåäåë p.

(c) Ðàçáèåíèå íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòíîìó çíà-
÷åíèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîäâûðàæåíèÿ. Åñëè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè f(n) çàäàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî âûðàæå-
íèÿ îò àðãóìåíòà qnπ/p, ãäå p, q - íàòóðàëüíûå, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé
íèæíåé ãðàíè óäîáíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó
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êîòîðûõ äàííîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå âûðàæåíèå èìååò êîíñòàíòíîå çíà÷å-
íèå. Â ñëó÷àÿõ ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà ðàññìàòðèâàþòñÿ 2p ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé; â ñëó÷àÿõ òàíãåíñà ëèáî êîòàíãåíñà - p ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé:
∀fp(inf(setx(∃n(n−íàòóðàëüíîå & x = f(n)))) = inf(setm(∃k(k ∈ {0, . . . , 2p−
1} & m = inf(setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå & x = f(2pn− k))))))))

∀fp(inf(setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå & x = f(n)))) = inf(setm(∃k(k ∈ {0, . . . , p−
1} & m = inf(setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå & x = f(pn− k))))))))

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "êîíòåêñò(òðèãàðãóìåíò(çíà÷å-
íèå(õ6 õ14)õ4)îïåðàíä(õ5 õ4)ñèìâîë(õ5 ñèíóñ êîñèíóñ)âèä(õ4 äðîáü(óìíî-
æåíèå(õ16 õ14 ïè)õ15))åäèíèöà(1 õ15 õ16))". Âî âòîðîì - òàêîé æå óêà-
çàòåëü, ãäå âìåñòî ñèíóñà è êîñèíóñà ñòîÿò òàíãåíñ è êîòàíãåíñ. Òàêèì
îáðàçîì èäåíòèôèöèðóþòñÿ p è q. Ôèëüòðû "íàòóðàëüíîå(õ15)", "íàòó-
ðàëüíîå(õ16)" óòî÷íÿþò, ÷òî p, q èäåíòèôèöèðîâàíû ñ íàòóðàëüíûìè êîí-
ñòàíòàìè. Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0 2 1 2)ôèêñ(0 2 1 2 2 1))" îïðåäåëÿåò
ðàçâåðòêó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ ïåðåìåííîé m
íàéäåííûì ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è çíà÷åíèÿì òî÷íîé íèæíåé
ãðàíè äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

(d) Ðàññìîòðåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà êîòîðûõ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñ
îòðèöàòåëüíûì îñíîâàíèåì èìååò ïîñòîÿííóþ ÷åòíîñòü. Ïðèåì àíàëîãè-
÷åí ïðåäûäóùåìó, îäíàêî âìåñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîäâûðàæåíèÿ èìå-
åòñÿ ñòåïåíü ñ îòðèöàòåëüíûì îñíîâàíèåì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïîêàçàòåëü äàííîé ñòåïåíè èìååò ïîñòîÿííóþ
÷åòíîñòü. Ýòî ïîçâîëÿåò âûíåñòè ìèíóñ èç-ïîä ñòåïåíè è óïðîñòèòü çàäà-
÷ó ïîèñêà òî÷íîé íèæíåé ãðàíè. Ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé ãàðàíòèðóåò
îïðåäåëåíèå ÷åòíîñòè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè:
∀fc(inf(setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå & x = f(n)))) = inf(setm(∃k(k ∈ {0, . . . , c−
1} & m = inf(setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå & x = f(cn− k))))))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ4 ôèêñ(0 1 1 2 2 2 2))âèä(õ4 ñòåïåíü(ìè-
íóñ(õ5)ïëþñ(õ1 äðîáü(óìíîæåíèå(õ14 õ2)õ3))))åäèíèöà(1 õ3)åäèíèöà(0 õ1
õ2))" èäåíòèôèöèðóåò âíóòðè f(n) âõîæäåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (−e)a+bn/c.
Ôèëüòðû "íàòóðàëüíîå(õ3)", "öåëîå(õ1)", "öåëîå(õ2)" îáåñïå÷èâàþò èäåí-
òèôèêàöèþ a, b, c ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè; ôèëüòð "ìåíüøå(÷èñë-
çíà÷åíèå(õ3)5)" òðåáóåò, ÷òîáû c íå ïðåâîñõîäèëî 4. Äàëåå êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â äèçúþíêöèþ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñ-
õîäèëî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Âòîðîé ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà ñèòóàöèè, â
êîòîðûõ àïðèîðè íåò ãàðàíòèé èñêëþ÷åíèÿ ìèíóñà èç îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.
Çäåñü îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòíûå è íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñà n, è
çàìåíà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå óäàëîñü
âû÷èñëèòü òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü:
∀fpq(p = inf(setx(∃n(n − íàòóðàëüíîå & x = f(2n)))) & q = inf(setx(∃n(n −
íàòóðàëüíîå & x = f(2n − 1)))) → inf(setx(∃n(n − íàòóðàëüíîå & x =
f(n)))) = min(p, q))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ4 çíà÷åíèå(õ6 õ23))âèä(õ4 ñòåïåíü(ìèíóñ(
õ5)óìíîæåíèå(ïëþñ(õ23 õ3)õ1)))åäèíèöà(1 õ1)åäèíèöà(0 õ3))" îïðåäåëÿåò
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èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ (−e)(x+c)a, ïðè÷åì íèêàêèõ ïðåäïîëîæå-
íèé î âèäå ìíîæèòåëÿ a íå äåëàåòñÿ.

(e) Ó÷åò ìîíîòîííîñòè. Â ñëó÷àå íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíü ðàâíà åå ïåðâîìó ýëåìåíòó:
∀an(n − öåëîå & íåóáûâàåò(λi(a(i), i − ÷èñëî), seti(i − öåëîå & n ≤ i)) →
inf(setx(∃i(i− öåëîå & n ≤ i & x = a(i)))) = a(n))

8. Âûâîä ñëåäñòâèé. Åñëè â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ðàâåíñòâî, çàäàþùåå òî÷íóþ íèæ-
íþþ ãðàíü ìíîæåñòâà, òî äëÿ êàæäîãî âûäåëåííîãî â ýòîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòà
äîáàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî:
∀abc(inf(a) = b & c ∈ a → b ≤ c)

Åñëè â çàäà÷å óïîìèíàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà, ïðè÷åì èìååò-
ñÿ ïîñûëêà, âûðàæàþùàÿ ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà ñíèçó, òî
ðåãèñòðèðóåòñÿ ïîñûëêà, ÷òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ:
∀a(a ⊆ R & îãðñíèçó(a) → íèæíÿÿãðàíü(inf(a), a))

Åñëè, êðîìå òîãî, ïîñûëêà âûäåëÿåò êàêóþ-òî íèæíþþ ãðàíü, òî âûâîäèòñÿ
íåðàâåíñòâî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ íå ïðåâîñõîäèò òî÷íîé íèæíåé ãðàíè:
∀ae(a ⊆ R & íèæíÿÿãðàíü(e, a) & îãðñíèçó(a) → 0 ≤ inf(a)− e)

Íàêîíåö, åñëè óïîìèíàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü è âûäåëåí ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà, òî âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ èõ ðàçíîñòè:
∀ab(a ⊆ R & îãðñíèçó(a) & b ∈ a → 0 ≤ b− inf(a))

9. Ðàñøèôðîâêà ðàâåíñòâà òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ÷èñëåííîé
õàðàêòåðèñòèêè f(y) îáúåêòîâ õàðàêòåðèñòèêå êîíêðåòíîãî îáúåêòà f(a). Äàí-
íîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ, âûðàæàþùåìó, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ
y âåëè÷èíà f(a) íå ïðåâîñõîäèò f(y):
∀fga(g(a) → inf(setx(∃y(x = f(y) & g(y)))) = f(a) ↔ ∀y(g(y) → f(a) ≤ f(y)))

10. Äâóõýëåìåíòíûé íàáîð, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíû ìèíèìóì è ìàêñèìóì. Â ýòîé
ñèòóàöèè ñèììåòðè÷íûå îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè íàáîðà ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ
â òåðìèíàõ åãî ìåíüøåãî è áîëüøåãî ýëåìåíòîâ:
∀abc(l(a) = 2 & inf{; a} = b & sup{; a} = c → a(1)a(2) = bc)

∀abc(l(a) = 2 & inf{; a} = b & sup{; a} = c → a(1) + a(2) = b + c)

∀abc(l(a) = 2 & inf{; a} = b & sup{; a} = c → {a(1), a(2)} = {b, c)}

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â b, c.
11. Äîñòèæåíèå ôóíêöèåé íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â çàäàííîé òî÷êå. Óñëîâèå ïåðå-

ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ íåðàâåíñòâ:
∀fa(f(a) = inf(Val(f)) ↔ ∀x(x ∈ Dom(f) → f(a) ≤ f(x)))

12. Èñêëþ÷åíèå íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü f , òî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà åå ÷ëåíîâ âñåãäà ìîæíî âû-
áðàòü òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî f(n) íå ïðåâîñõîäèò ëþáîãî ýëåìåíòà äàííîãî
ìíîæåñòâà:
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∀fMA(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, A) & êîíå÷íîå(M) → ∃n(0 ≤ −f(n) + inf(îáðàç(f,
M)) & n− íàòóðàëüíîå))
Òàê êàê ïðèåì èñêëþ÷àåò íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ n, òî èìååò çàãîëîâîê
"ñâÿçêà". Â ñëó÷àå ïóñòîòû îáðàçà M òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàâíà ∞, è ìîæíî
âûáðàòü ëþáîå çíà÷åíèå n.

13. Íîðìàëèçàòîð "íîðìèíô". Â íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìèíô"
âêëþ÷åíû íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðîñòûõ ïðèåìîâ: äëÿ îáúåäèíå-
íèÿ ìíîæåñòâ, ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ è êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Äîáàâëåí ïðèåì
inf(∅) = ∞. Êðîìå òîãî, ââåäåíà ãðóïïà ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëÿòü
òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü îáðàçà ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà ïðè äèôôåðåíöèðóåìîì
îòîáðàæåíèè. Îíè àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå ïðèåìàì íîðìàëèçàòîðà
"íîðìíèæíÿÿãðàíü".

7.7.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñóï"

Ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "èíô".

7.7.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "îãðñíèçó"

1. Âûâîä ïîñûëêè î ñóùåñòâîâàíèè íèæíåé ãðàíè. Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà, óòâåð-
æäàþùàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå î ñóùå-
ñòâîâàíèè åãî íèæíåé ãðàíè:
∀a(îãðñíèçó(a) → ∃b(íèæíÿÿãðàíü(b, a)))

Âûâåäåííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "êâàíòîðíàÿñâåðòêà", áëîêè-
ðóþùèì ïðåîáðàçîâàíèå áåñêâàíòîðíîé ïåðåôîðìóëèðîâêè ("ñâåðòêè").

2. Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà. Åñëè óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè íèæíåé ãðàíè íå âû-
äåëåíî êîììåíòàðèåì "êâàíòîðíàÿñâåðòêà", òî îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â óòâåðæäå-
íèå îá îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ñíèçó:
∀a(îãðñíèçó(a) ↔ ∃b(íèæíÿÿãðàíü(b, a)))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.
3. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ. Åñëè óòâåðæäåíèå îá îãðàíè÷åííîñòè ìíîæå-

ñòâà ñíèçó ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, òî íà äîñòàòî÷íî âû-
ñîêèõ óðîâíÿõ (5 ëèáî 6) ïðîèñõîäèò åãî êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà. Ýòî æå
ïðåäïðèíèìàåòñÿ, åñëè óêàçàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàçâåðòêà". Òåîðåìà ïðèåìà - òà æå, ÷òî â ïðåäûäó-
ùåì ïóíêòå.

4. Îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
∀a(îãðñíèçó{; a})

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîãðñíèçó". Îïåðàòîð èìååò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðè-
åìîâ: óñìîòðåíèå îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ìíîæåñòâà b èç óòâåðæäåíèÿ "íèæíÿÿ-
ãðàíü(a, b)"; îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó îáðàçà ïîäìíîæåñòâà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè; îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ ñõîäÿùåéñÿ
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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7.7.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "îãðñâåðõó"

Ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "îãðñíèçó".

7.7.10 Ïðèåìû, îñíîâàííûå íà àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè

Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ äâóõ íåïóñòûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, îá-
ëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âòîðîãî - âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ ïåðâîãî
(ëèáî êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîãî - íèæíÿÿ ãðàíü äëÿ âòîðîãî), ñóùåñòâóåò ÷èñëî, ÿâëÿ-
þùååñÿ îäíîâðåìåííî íèæíåé ãðàíüþ âòîðîãî ìíîæåñòâà è âåðõíåé ãðàíüþ ïåðâîãî.
Â ðåøàòåëå àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè ïîíàäîáèëàñü äëÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ
òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷, è ýòî ïîâëåêëî çà ñîáîé ïîÿâëåíèå ïðèåìîâ âûâîäà, îñíîâàííûõ
íà äàííîé àêñèîìå.

7.7.11 Âûâîä èç äâóõ êâàíòîðíûõ ïîñûëîê ñ íåðàâåíñòâàìè

äëÿ òî÷íîé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé

Åñëè åñòü äâå êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèè, îäíà èç êîòîðûõ ìàæîðèðóåò âåëè÷èíó p(x)
òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A(y), à äðóãàÿ - ìèíîðèðóåò âåëè÷èíó q(z) òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíüþ ýòîãî æå ìíîæåñòâà, òî âûâîäèòñÿ êâàíòîðíîå íåðàâåíñòâî, íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçûâàþùåå p(x) ñ q(z):
∀fgApmnqh(∃y(g(x, y) & n(z, y)) = h(x, u) & ∀xy(f(x) & g(x, y) → p(x) ≤ inf(A(y))) &
∀uv(m(u) & n(u, v) → sup(A(v)) ≤ q(u)) → ∀xz(f(x) & m(z) & h(x, z) → p(x) ≤ q(z)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; ïîäêâàíòîðíîå âûðàæå-
íèå åãî ëåâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé
íåèçâåñòíóþ y. Ïðè ýòîì ñàì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ òîæå îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé. Ôèëüòð "ýëåìåíòàðíî(çíà÷åíèå(õ8 íàáîð(õ23 õ20)))" òðåáóåò, ÷òîáû
ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èëîñü ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå.

7.7.12 Ñðàâíåíèå ïðîîáðàçîâ

Ïóñòü f - ÷èñëîâîé íàáîð è A, B - äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà åãî îáëàñòè çíà÷åíèé.
Óñëîâèå, ÷òî ïåðâûì èäåò âõîæäåíèå ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A, ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â
òåðìèíàõ ïåðâîãî âõîæäåíèÿ ïðåäñòàâèòåëÿ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ A, B:
∀fAB(¬(ïðîîáðàç(f, A) = ∅) & ¬(ïðîîáðàç(f, B) = ∅) & f − ñëîâî→ inf(ïðîîáðàç(
f, A)) < inf(ïðîîáðàç(f, B)) ↔ f(inf(ïðîîáðàç(f, A ∪B))) ∈ A \B)

7.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "âíóòðåííîñòü"

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà (âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ÷èñëîâûõ íàáî-
ðîâ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ
íîðìàëèçàòîð "íîðìâíóòðåííîñòü", ñîäåðæàùèé ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìîâ. Âû-
ðàæåíèÿ "âíóòðåííîñòü(. . .)", "çàìûêàíèå(. . .)" â çàìåíÿþùèõ ÷àñòÿõ ïðèâîäèìûõ
íèæå òîæäåñòâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìâíóòðåííîñòü", "íîðìçàìû-
êàíèå". Î÷åâèäíàÿ íåïîëíîòà ïðèåìîâ äàííîãî ðàçäåëà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíè
ââîäèëèñü èñêëþ÷èòåëüíî ïî ìåðå íàäîáíîñòè, äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàäà÷ èç ïðî÷èõ
ðàçäåëîâ.
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Âíóòðåííîñòü ïðîìåæóòêà

∀abcd(âíóòðåííîñòü([a, b]) = (a, b))

Çäåñü c, d - óêàçàòåëè òèïîâ êîíöîâ ïðîìåæóòêà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

Âíóòðåííîñòü ïåðåñå÷åíèÿ

∀AB(âíóòðåííîñòü(A ∩B) = âíóòðåííîñòü(A) ∩ âíóòðåííîñòü(B))

Âíóòðåííîñòü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∀ab(âíóòðåííîñòü(a× b) = âíóòðåííîñòü(a)× âíóòðåííîñòü(b))

Âíóòðåííîñòü ðàçíîñòè

∀ab(âíóòðåííîñòü(a \ b) = âíóòðåííîñòü(a) \ çàìûêàíèå(b))

Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

âíòóðåííîñòü(C) = C

Âíóòðåííîñòü ñåðèè òî÷åê

∀f (âíóòðåííîñòü(setx(∃n(n− öåëîå & x = f(n)))) = ∅)

Íîðìàëèçàòîð "íîðìâíóòðåííîñòü"

1. Âíóòðåííîñòü îáúåäèíåíèÿ.
∀ab(âíóòðåííîñòü(a ∪ b) = âíóòðåííîñòü(a) ∪ âíóòðåííîñòü(b))

2. Âíóòðåííîñòü ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê æå, êàê äëÿ ïðèåìà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.
3. Âíóòðåííîñòü ïðîìåæóòêà. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
4. Âíóòðåííîñòü êîíå÷íîãî ñïèñêà.
∀a(âíóòðåííîñòü{; a} = ∅)

5. Âíóòðåííîñòü äîïîëíåíèÿ ê ñåðèè.
∀f (âíóòðåííîñòü(setx(x − ÷èñëî & ∀n(n − öåëîå → ¬(x = f(n)))) = setx(x −
÷èñëî & ∀n(n− öåëîå→ ¬(x = f(n))))))

6. Óñëîâíîå âûðàæåíèå.
∀abc(âíóòðåííîñòü((a ïðè b, èíà÷å c)) = (âíóòðåííîñòü(a) ïðè b, èíà÷å âíóò-
ðåííîñòü(c)))

7. Ïóñòîå ìíîæåñòâî.
âíóòðåííîñòü(∅) = ∅

8. Âíóòðåííîñòü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ïðèåìó ñêàíèðîâàíèÿ çàäà-
÷è, îäíàêî ó÷òåíû ñëó÷àè äâóõ, òðåõ, ÷åòûðåõ è ïÿòè ñîìíîæèòåëåé.
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9. Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè ëèáî ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîãî ñèñòå-
ìîé íåðàâåíñòâ.
∀abfg(âíóòðåííîñòü(setz(x−÷èñëî & y−÷èñëî & a ≤ y & y ≤ b & f(y) ≤ x & x ≤
g(y))) = setz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & a < y & y < b & f(y) < x & x < g(y)))

Ïåðåìåííàÿ z çäåñü âûäåëåíà óêàçàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ" è èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ íàáîðîì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ôèëüòðû "âõîäèò(õ23 õ25)", "âõî-
äèò(õ24 õ25)", "äëèíàòåêñòà(õ25 2)" îçíà÷àþò, ÷òî ýòîò íàáîð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïàðó èäóùèõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ x, y. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèåì îáñëóæèâàåò îäíîâðåìåííî ñëó÷àè îðèåíòàöèè "êðèâîëèíåéíîé òðàïå-
öèè" âäîëü îñè àáñöèññ è âäîëü îñè îðäèíàò. Óêàçàòåëü "îáîáùïîäñò(ôèêñ(0
1 1))" îáåñïå÷èâàåò îòìåíó ïðîâåðêè íåïåðåñå÷åíèÿ ïåðåìåííûõ z ñ ïðî÷è-
ìè òåðìàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïîä setz(. . .), â ÷àñòíîñòè, íåïåðåñå÷åíèÿ èõ ñ
x, y. Îäíàêî, ïðè òàêîé îòìåíå íåîáõîäèìî ñïåöèàëüíî îãîâîðèòü, ÷òî ïåðå-
ìåííûå x, y íå âõîäÿò â a, b. Ýòî äåëàåò ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(ñïèñîê(õ3 õ23
õ24)ñïèñîê(õ4 õ1 õ2)âõîäèò(õ3 õ4)))". Ôèëüòðû "íå(âõîäèò(õ23 ôèêñ(0 1 1 2 5
1)))". "íå(âõîäèò(õ23 ôèêñ(0 1 1 2 6 2)))" ïðîâåðÿþò íåâõîæäåíèå ïåðåìåííîé x
â f(y), g(y). Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà(. . .)" ðàçðåøàþò çàìåíó ëþáîãî íåñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà íà ñòðîãîå. Êðîìå äàííîãî ïðèåìà,
äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîñòè ââåäåíû åùå äâà. Îíè àíàëîãè÷íû òîëüêî ÷òî ðàññìîò-
ðåííîìó, íî íåðàâåíñòâî äëÿ ïåðåìåííîé y - åäèíñòâåííîå (â îäíîì ñëó÷àå y
îãðàíè÷åíî ñíèçó, â äðóãîì - ñâåðõó). Íàêîíåö, äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ââåäåí
ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abfgpq(âíóòðåííîñòü(setv(x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & a ≤ x & x ≤
b & f(x) ≤ y & y ≤ g(x) & p(x, y) ≤ z & z ≤ q(x, y))) = setv(x − ÷èñëî & y −
÷èñëî & z − ÷èñëî & a < x x < b & f(x) < y & y < g(x) & p(x, y) < z & z <
q(x, y)))

Óêàçàòåëè è ôèëüòðû ýòîãî ïðèåìà àíàëîãè÷íû óêàçàòåëÿì è ôèëüòðàì ïðåäû-
äóùåãî.

10. Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
âíóòðåííîñòü(setz(z − êîìïëåêñíîå)) = setz(z − êîìïëåêñíîå)

11. Âíóòðåííîñòü ñåðèè òî÷åê. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïðèåìà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.

7.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "àðèôìïðîãðåññèÿ"

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ íà ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè âîçíèêëè ïðè
îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Íèæå "àðèôìïðîãðåññèÿ(a b)" îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ íà÷àëüíûì ÷ëåíîì a è çíàìåíàòå-
ëåì b.

Óñìîòðåíèå àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

∀abcm(m − öåëîå → setx(∃n(x = (an + b)/c & n − öåëîå & m ≤ n)) = àðèôìïðîãðåñ-
ñèÿ((am + b)/c, a/c))

∀abcm(m − öåëîå → setx(∃n(x = (an + b)/c & n − öåëîå & n ≤ m)) = àðèôìïðîãðåñ-
ñèÿ((am + b)/c,−a/c))
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Óðàâíåíèÿ ñ àðèôìåòè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè

Óñëîâèå ðàâåíñòâà äâóõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, èìåþùèõ îäèíàêîâûå íà÷àëü-
íûå ÷ëåíû, òðåòüåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ðàñøèôðîâûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè:
∀abcpq(àðèôìïðîãðåññèÿ(a, b)∪àðèôìïðîãðåññèÿ(a, c) = àðèôìïðîãðåññèÿ(p, q) ↔ 0 ≤
bc & p = a & (b/c− öåëîå & ¬(c = 0) & q = c ∨ c/b− öåëîå & ¬(b = 0) & q = b))

Ðàâåíñòâî äâóõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó èõ íà÷àëüíûõ ÷ëå-
íîâ è çíàìåíàòåëåé:
∀abcd(àðèôìïðîãðåññèÿ(a, b) = àðèôìïðîãðåññèÿ(c, d) ↔ a = c & b = d)

Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà îò àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê, íå ÿâëÿåòñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé:
∀abcdefg(0 < b− a → ¬([a, b] ∪ c = àðèôìïðîãðåññèÿ(d, e)))

7.10 Ïðèåìû ñèìâîëà "ãðàíèöà"

Â ðàçäåëå ñîäåðæàòñÿ: ïðèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû îòðåçêà, à òàêæå íîðìàëè-
çàòîð "íîðìãðàíèöà". Ïîñëåäíèé, êðîìå ãðàíèöû îòðåçêà, îïðåäåëÿåò ãðàíèöó êðè-
âîëèíåéíîé òðàïåöèè è åå òðåõìåðíîãî àíàëîãà.

7.11 Ïðèåìû ñèìâîëà "îáëàñòüãðàíèöû"

Âûðàæåíèå "îáëàñòüãðàíèöû(A)" îïðåäåëÿåò îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòîé ëè-
íèåé A, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Ýòî âûðàæåíèå âñòðå÷à-
åòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íàïðèìåð, ñâÿçàííûõ ñ äâîéíûìè
èíòåãðàëàìè. ×òîáû ïåðåõîäèòü ê ÿâíîìó îïèñàíèþ îáëàñòè â òåðìèíàõ íåðàâåíñòâ,
ñîçäàíà ðåàëèçîâàííàÿ íà ËÎÑå äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ áóäåò îïè-
ñàíà íèæå (ñì. ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé ïðèåìàì àëãåáðû ìíîæåñòâ, ðåàëèçîâàííûì íà
ËÎÑå). Çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ íåñêîëüêèìè ïðèåìàìè, âûïîëíÿþùèìè ïðåäâàðè-
òåëüíîå óïðîùåíèå çàäàíèÿ ãðàíèöû.

Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ ó÷àñòêà ãðàíèöû ïëîñêîé ôèãóðû îòíîñè-
òåëüíî âòîðîé ïåðåìåííîé

∀fgPab(setxy(f(x, y) = g(x, y) & P (x, y)) = b → îáëàñòüãðàíèöû(setxy(f(x, y) = g(x, y)
& P (x, y)) ∪ a) = îáëàñòüãðàíèöû(a ∪ b))

Â àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðà-
ùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ óòâåðæäåíèé
f(x, y) = g(x, y), P (x, y) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé y. Ïîñëå ýòîãî âíåøíèé îïèñàòåëü
"êëàññ" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ îïèñàòåëåé "êëàññ", â êàæäîì èç êîòîðûõ ëèáî
y ÿâíî âûðàæåíî ÷åðåç x, ëèáî x ÿâíî âûðàæåíî ÷åðåç ïàðàìåòðû, îòëè÷íûå îò x, y.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíîå ðàâåíñòâî f(x, y) = g(x, y) ñîäåðæèò y, íî íå ÿâëÿåòñÿ ÿâíî
ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî y. Íàêîíåö, èìåþòñÿ ôèëüòðû, ïðîâåðÿþùèå, ÷òî ÿâíîå
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ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî y íå ÷ðåçìåðíî ñëîæíî: íàïðèìåð, ÷òî x íå âñòðå÷àåòñÿ ïîä
äâóìÿ âëîæåííûìè äðóã â äðóãà ðàäèêàëàìè. Ââåäåí îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ãðàíèöû

∀fgPab(setxy(f(x) = g(x) & P (x, y)) = b → îáëàñòüãðàíèöû(setxy(f(x) = g(x) & P (x, y))
∪ a) = îáëàñòüãðàíèöû(b ∪ a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå, ðàçðåøàþùåé
óòâåðæäåíèÿ f(x) = g(x), P (x, y) îòíîñèòåëüíî x. Âíåøíèé îïèñàòåëü "êëàññ" çàòåì
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îáúåäèíåíèå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ îïèñàòåëåé "êëàññ", ôèêñèðóþùèõ çíà÷åíèå
x ïðè âàðüèðóåìîì çíà÷åíèè y. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâî f(x) = g(x) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ÿâíî ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî x.

ßâíîå ðàçðåøåíèå óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïåðåìåííîé

Åñëè ôðàãìåíò ãðàíèöû ÿâíî ðàçðåøåí îòíîñèòåëüíî y, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ðàçðåøèòü îñòàòî÷íîå óñëîâèå íà x:
∀rfPa(P (x) = r → îáëàñòüãðàíèöû(setxy(P (x) & y = f(x)) ∪ a) = îáëàñòüãðàíèöû(
setxy(r & y = f(x)) ∪ a))

Àíòöåäåíò ÿâíî ðàçðåøàåò îòíîñèòåëüíî x óòâåðæäåíèå P (x), îáðàùàÿñü äëÿ ýòîãî
ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå.

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

×òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè, çàäàííîé ñ ïîìîùüþ
âûðàæåíèÿ "îáëàñòüãðàíèöû", ìîãóò ââîäèòüñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ (ïåðå-
ìåííûå) äëÿ äàííîé îáëàñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî, ââîäÿùåå îáîçíà÷åíèå, îðè-
åíòèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ áûëà çàìåíÿþùèì òåðìîì:
∀ab(a = îáëàñòüãðàíèöû(b) ↔ îáëàñòüãðàíèöû(b) = a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, óñëîâèå êîòîðîé ñîäåð-
æèò êðàòíûé èíòåãðàë ïî îáëàñòè, çàäàâàåìîé ñ ó÷àñòèåì ïåðåìåííîé a. Óêàçàòåëü
"ïðèìå÷àíèå(îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà)" çàêðåïëÿåò âûáðàííóþ îðèåíòàöèþ ðàâåíñòâà,
áëîêèðóÿ ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå ïðèåì ïåðåñòàíîâêè åãî ÷àñòåé "èç îáùèõ ñîîá-
ðàæåíèé".

Îòáðàñûâàíèå èçîëèðîâàííîé òî÷êè

∀abc(îáëàñòüãðàíèöû({(a, b)} ∪ c) = îáëàñòüãðàíèöû(c))

∀abc(îáëàñòüãðàíèöû(setxy(x = a & y = b) ∪ c) = îáëàñòüãðàíèöû(c))

Âòîðîé ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "îáîáùïîäñò(ôèêñ(0 1 1 1))", ðàçðåøàþùèé âõîæäå-
íèÿ ïåðåìåííûõ x, y â âûðàæåíèÿ a, b.
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Óñìîòðåíèå òðåõìåðíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

Âûðàæåíèå "îáëàñòüãðàíèöû(. . .)" áûëî èñïîëüçîâàíî â ðåøàòåëå íå òîëüêî äëÿ äâó-
ìåðíîãî, íî è äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îäíàêî, çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü ìíî-
æåñòâà, îãðàíè÷åííûå ñâåðõó è ñíèçó ïîâåðõíîñòÿìè, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ÿâíî ðàç-
ðåøåíû îòíîñèòåëüíî z, à ñáîêó - îãðàíè÷åííûå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ:
∀ABCabcfgP (P (a, b) = ((a, b) ∈ îáëàñòüãðàíèöû(

⋃n
i=1 setxy(C(i)))) & 0 ≤ g(a, b)−f(a, b) →

(a, b, c) ∈ îáëàñòüãðàíèöû(setxyz(z = f(x, y) & A(x, y)) ∪ setxyz(z = g(x, y)
& B(x, y)) ∪

⋃n
i=1 setxyz(z − ÷èñëî & C(i))) ↔ c− ÷èñëî & f(a, b) ≤ c & c ≤ g(a, b) &

P (a, b) & A(a, b) & B(a, b))

Ïðèåì ïðåîáðàçóåò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òðîéêè (a, b, c) îáëàñòè óêàçàííîãî âû-
øå öèëèíäðè÷åñêîãî âèäà. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü, ïðåäñòàâ-
ëåíà çäåñü ÷ëåíîì ⋃n

i=1 setxyz(z − ÷èñëî & C(i)). Óêàçàòåëè "ñîäåðæèòñÿ(õ23 õ28)",
"ñîäåðæèòñÿ(õ24 õ28)" ðàçðåøàþò âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ x, y â âûðàæåíèÿ C(i).
Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1 2 1 3)ôèêñ(1 2 2 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ è
çàïèñü ðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðåìå ïðèåìà êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé êàê îáû÷íûõ ìíî-
ãîìåñòíûõ îáúåäèíåíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðåîáðàçóåò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè
ïàðû (a, b) îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðîåêöèåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè íà ïëîñêîñòü Oxy.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè
ðåøåíèè êîòîðîé ðàáîòàåò îáû÷íàÿ "äâóìåðíàÿ" òåõíèêà íàõîæäåíèÿ îáëàñòè ñ çà-
äàííîé ãðàíèöåé. P (a, b) åñòü ðåçóëüòèðóþùåå óñëîâèå íà a, b. Âòîðîé àíòåöåäåíò
ïðîâåðÿåò, ÷òî âåðõíÿÿ îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü íå íèæå íèæíåé. Â êà÷åñòâå
äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê îí èñïîëüçóåò óòâåðæäåíèÿ A(x, y), B(x, y), P (x, y), îïðåäå-
ëÿþùèå ïðîåêöèþ îáëàñòè íà ïëîñêîñòü Oxy. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîèò
èç íåðàâåíñòâ äëÿ òðåòüåé êîðäèíàòû è óñëîâèé íà ïðîåêöèþ îáëàñòè.

Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ ó÷àñòêà ãðàíèöû òðåõìåðíîé îáëàñòè îòíî-
ñèòåëüíî òðåòüåé ïåðåìåííîé

Ýòîò ïðèåì ïîäãîòàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, ðàçðå-
øàÿ îòíîñèòåëüíî òðåòüåé ïåðåìåííîé óðàâíåíèÿ îãðàíè÷èâàþùèõ ïîâåðõíîñòåé:
∀fgPab(setxyz(f(x, y, z) = g(x, y, z) & P (x, y, z)) = b → îáëàñòüãðàíèöû(setxyz(f(x,
y, z) = g(x, y, z) & P (x, y, z)) ∪ a) = îáëàñòüãðàíèöû(a ∪ b))

Óêàçàòåëè è ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ðàçîáðàííîãî âûøå ïðèåìà äëÿ ÿâíîãî
ðàçðåøåíèÿ ó÷àñòêà ãðàíèöû ïëîñêîé ôèãóðû îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïåðåìåííîé.

Óñìîòðåíèå ïóñòîé îáëàñòè

Ñ÷èòàåì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ñàìîíåïåðåñåêàþùàÿñÿ ëèíèÿ îãðàíè÷èâàåò ïóñòóþ îá-
ëàñòü:
∀fgh(îáëàñòüãðàíèöû(setxy(y = f(x) & P (x))) = ∅)

7.12 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷èñëîâîéîòðåçîê"

Óòâåðæäåíèå "÷èñëîâîéîòðåçîê(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a - íåïóñòîé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé (êîíöû â îòðåçîê âêëþ÷àþòñÿ; äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé èõ ñîâïàäåíèÿ äðóã ñ äðóãîì).
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Ïðèíàäëåæíîñòü ïåðåñå÷åíèþ ñåìåéñòâà ÷èñëîâûõ îòðåçêîâ

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèþ ñåìåéñòâà ÷èñëîâûõ îòðåçêîâ ïåðåôîð-
ìóëèðóåòñÿ â âèäå êîíúþíêöèè äâóõ óñëîâèé - ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ
äëÿ ìíîæåñòâà ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ è íèæíåé ãðàíüþ äëÿ ìíîæåñòâà ïðàâûõ êîí-
öîâ:
∀ABa(÷èñëîâîéîòðåçîê(B(i)) → a ∈

⋂
i,A(i) B(i) ↔ âåðõíÿÿãðàíü(a, setx(∃i(A(i) &

x = inf(B(i))))) & íèæíÿÿãðàíü(a, setx(∃i(A(i) & x = sup(B(i))))))

Âëîæåííûå ÷èñëîâûå îòðåçêè

Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà, ÿâíî óêàçûâàþùàÿ, ÷òî A - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
ìíîæåñòâ, ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñóòü ÷èñëîâûå îòðåçêè, òî âûâî-
äÿòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè î íåóáûâàíèè ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ è íåâîçðàñòàíèè
ïðàâûõ êîíöîâ:
∀A(óáûâìíîæåñòâà(A) & ÷èñëîâîéîòðåçîê(A(i)) → ∀ij(i ∈ N & j ∈ N & i ≤ j →
inf(A(i)) ≤ inf(A(j))) & ∀ij(i ∈ N & j ∈ N & i ≤ j → sup(A(j)) ≤ sup(A(i))))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ïðèìåð", òàê êàê íîâûå
êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé, äàþùèõ
èñêîìûé ïðèìåð.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñì÷èñëîâîéîòðåçîê"

Ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ äëÿ óñìîòðåíèÿ ÷èñëîâîãî îòðåçêà âñåãî äâà. Ïåðâûé ïðèåì
îòíîñèòñÿ ê ìíîæåñòâàì, çàäàííûì â âèäå ÷èñëîâîãî ïðîìåæóòêà. Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíîñòü ðàçíîñòè êîíöîâ. Âòîðîé ïðèåì èùåò â ïîñûëêàõ êâàíòîðíóþ
èìïëèêàöèþ âèäà ∀i(A(i) → ÷èñëîâîéîòðåçîê(B(i))) è ïûòàåòñÿ åå èñïîëüçîâàòü.

7.13 Ïðèåìû ñèìâîëà "çàìûêàíèå"

Â ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ëèøü íîðìàëèçàòîð "íîðìçàìûêàíèå". Îí èìååò ïðèåìû äëÿ
îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ ïðîñòåéøèõ ìíîæåñòâ: êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà, ïîëóîñè, âñåé
âåùåñòâåííîé îñè, à òàêæå óæå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà. Ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ðàñ-
ïîçíàåòñÿ çäåñü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óñìçàìêíóòîå" (ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò).

7.14 Ïðèåìû ñèìâîëà "çàìêíóòîå"

Â ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ëèøü ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìçàìêíóòîå". Îí óñìàòðèâàåò
çàìêíóòîñòü ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ è êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ; ïðåäïðèíèìàåò ïîïûò-
êó óñòàíîâèòü çàìêíóòîñòü îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ïóòåì äîêàçà-
òåëüñòâà çàìêíóòîñòè êàæäîãî ìíîæåñòâà ïî îòäåëüíîñòè; óñìàòðèâàåò çàìêíóòîñòü
ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èìåþùåãî âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîäìíîæåñòâ
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé îñåé.

7.15 Óïðàæíåíèÿ

Ñîçäàòü ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:
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1. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå Q ∩ Z.
2. Ïðè çàäàííîì âåùåñòâåííîì a íàéòè âñå òàêèå ìíîæåñòâà x, äëÿ êîòîðûõ a

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ.
3. Âû÷èñëèòü òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ìíîæåñòâà setx(∃y(x = sin(y) & y − ÷èñëî)).
4. Íàéòè òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ìíîæåñòâà setm(∃n(n−öåëîå & m = 1+n−2n2)).

Íàéòè íàèáîëüøèé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà.
5. Íàéòè âñå òàêèå âåùåñòâåííûå x, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî setn(∃m(m − íàòó-

ðàëüíîå & n = xm)) îãðàíè÷åíî ñíèçó.
6. Íàéòè âíóòðåííîñòü êðóãà setxy(x

2 + y2 ≤ 1).
7. Íàéòè ãðàíèöó òîãî æå êðóãà.
8. Íàéòè çàìûêàíèå ìíîæåñòâà setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå & x = 1/n)).
9. Íàéòè âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè òîãî æå ìíîæåñòâà.
10. Ñîçäàòü ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìÎáëàñòü" äëÿ óñìîòðåíèÿ ñâÿçíûõ îòêðû-

òûõ ìíîæåñòâ.

7.15.1 Óêàçàíèÿ

1. Ââîäèì çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùóþ óñëîâèå Q∩Z, è çàïóñêàåì åå ðå-
øåíèå. Îáíàðóæèâàåì, ÷òî âûðàæåíèå íå óïðîùàåòñÿ. Ìû çíàåì, ÷òî èìååòñÿ
ïðèåì óïðîùåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ âêëþ÷àåòñÿ â
äðóãîå. Ðàç îí íå ïðèìåíÿåòñÿ, çíà÷èò, îòñóòñòâóþò ñðåäñòâà ïðîâåðêè âêëþ÷å-
íèÿ ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íàõîäèì ïðîâå-
ðî÷íûé îïåðàòîð "óñìñîäåðæèòñÿ". Â íåì íå îêàçûâàåòñÿ íèêàêèõ ïðèåìîâ äëÿ
óñìîòðåíèÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó ìîæíî ââå-
ñòè íåñêîëüêî òàêèõ ïðèåìîâ, õîòÿ áû äëÿ îñíîâíûõ ñëó÷àåâ - ìíîæåñòâ íàòó-
ðàëüíûõ, öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ñîçäàåì
ïðèåì ñ òåîðåìîé Z ⊆ Q è çàãîëîâêîì "ñïóñê(óñìñîäåðæèòñÿ)". Åäèíñòâåííûé
åãî ôèëüòð - "óðîâåíü(1)". Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ñîçäàòü íåñêîëüêî
áîëåå îáùèå ïðèåìû - íàïðèìåð, äëÿ óñìîòðåíèÿ âêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâî ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë ìíîæåñòâ, çàäàííûõ îïèñàòåëÿìè âèäà setx(x − P & Q(x)),
ãäå P - îäèí èç ñèìâîëîâ "íàòóðàëüíîå", "öåëîå", "ðàöèîíàëüíîå".

2. Ââîäèì çàäà÷ó íà îïèñàíèå, èìåþùóþ ïîñûëêó "a − ÷èñëî" è óñëîâèÿ "âåðõ-
íÿÿãðàíü(a, x)", "x ⊆ R". Íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ x. Ýòà çàäà÷à ñè-
ñòåìîé íå ðåøàåòñÿ. Íàõîäèì ïîäðàçäåë áàçû ïðèåìîâ, îòíîñÿùèéñÿ ê âåðõíèì
ãðàíÿì ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ. Â íåì íåò íèêàêèõ ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðàç-
ðåøàòü ïðåäèêàò "âåðõíÿÿãðàíü(a, x)" îòíîñèòåëüíî x. Ââîäèì äëÿ ýòîé öåëè
ñëåäóþùèé ïðèåì: ∀ax(a−÷èñëî& x ⊆ R→ âåðõíÿÿãðàíü(a, x) ↔ x ⊆ (−∞, a]).
Íàïîìèíàåì, ÷òî êðóãëàÿ è êâàäðàòíàÿ ñêîáêè ïðè çàäàíèè ÷èñëîâîãî ïðîìå-
æóòêà ââîäÿòñÿ íàæàòèÿìè êëàâèø "Ctrl- ñêîáêà". Ôèëüòðû ïðèåìà çàäàåì,
íàïðèìåð, òàêèå: "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "óðîâåíü(2)", íå(èçâåñòíî(õ23))",
"èçâåñòíî(õ1)". Îáà àíòåöåäåíòà âûäåëÿåì óêàçàòåëÿìè "áëîêïðîâåðîê".
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3. Ââîäèì çàäà÷ó íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ inf(setx(∃y(x = sin(y) & y − ÷èñëî)))
è çàïóñêàåì ðåøàòåëü. Îí íèêàê íå èçìåíÿåò äàííîå âûðàæåíèå. Ïåðåõîäèì â
ðàçäåë áàçû ïðèåìîâ, îòíîñÿùèéñÿ ê ñèìâîëó "èíô", è àíàëèçèðóåì èìåþùè-
åñÿ ïðèåìû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäõîäÿùèõ ïðèåìîâ äëÿ çàäà÷ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî òèïà òàì íåò. Èìååòñÿ íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé äëÿ âîñïîëíåíèÿ ïðîáå-
ëà. Íàïðèìåð, ìîæíî áûëî áû ñîçäàòü ïðèåì, ïåðåôîðìóëèðóþùèé çàäà÷ó â
òåðìèíàõ îáðàçîâ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìàìè íîðìàëè-
çàòîðà "íîðìèíô". Ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä - ñîçäàäèì ïðèåì, ïðåäïðèíè-
ìàþùèé ïîïûòêó ðàçðåøèòü ïîäêâàíòîðíîå óñëîâèå îòíîñèòåëüíî ñâÿçàííîé
ïåðåìåííîé êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Òàêîå ðàçðåøåíèå ñäåëàåò âåðîÿòíûì ïî-
ñëåäóþùåå èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä: ∀PQ(P (x, y) =
Q(x, y) → inf(setx(∃y(P (x, y)))) = inf(setx(∃y(Q(x, y))))). Óêàçàòåëü "îòîáðàæå-
íèå(õ40 õ41)" äåëàåò ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð(1)", îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷å íà ðàçðåøåíèå óñëîâèÿ P (x, y) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y. Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "çàäà÷à(5 òèï(îïèñàòü)ïîëíûé ÿâíîå
ïðÿìîéîòâåò óïðîñòèòü öåëü(íåèçâåñòíàÿ(õ24)))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà âûáèðàåì ðàâíûì 4, ÷òîáû â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ óñïåâàëè ñðàáîòàòü äðóãèå
ïðèåìû îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè. Ïîñëå êîìïèëÿöèè ïðèåìà ðåøà-
òåëü âûäàåò îòâåò "−1".

4. Ââîäèì çàäà÷ó íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ sup(setm(∃n(n− öåëîå & m = 1 + n−
2n2))). Ðåøàòåëü íå ïîëó÷àåò òðåáóåìûé îòâåò, äàæå åñëè ñîçäàòü ïðèåì äëÿ
sup, àíàëîãè÷íûé ïðèåìó äëÿ inf èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ïåðåõîäèì â ðàçäåë
áàçû ïðèåìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìâîëó "ñóï". Â íåì íàõîäèì ïîäðàçäåë "÷èñ-
ëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü". Âûáèðàåì ïóíêò "àíàëèç ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è
âåðõíåãî ïðåäåëà". Çäåñü èìååòñÿ ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì ïîèñêà òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è âû-
÷èñëåíèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî, â íàøåé çàäà÷å ïàðà-
ìåòð n íå íàòóðàëüíûé, à öåëî÷èñëåííûé. Ïîýòîìó ïðèäåòñÿ ñîçäàòü àëüòåðíà-
òèâíóþ âåðñèþ íàéäåííîãî ïðèåìà, ïîäõîäÿùóþ äëÿ öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåò-
ðà. ×òîáû óñêîðèòü ïðîöåññ, ñêîïèðóåì ñíà÷àëà ñòàðóþ âåðñèþ (Ctr-ä è F4).
Âûäåëèì ïîäóòâåðæäåíèå òåîðåìû "n−íàòóðàëüíîå", íàæìåì êëàâèøó "Ô" è
ââåäåì àëüòåðíàòèâíóþ âåðñèþ "n−öåëîå". Ïîâòîðèì ýòî äëÿ êàæäîãî èç äâóõ
âõîæäåíèé â òåîðåìó. Çàòåì âûäåëèì ïîäóòâåðæäåíèå "n = 1" è íàæìåì "Ctrl-
Del" äëÿ åãî óäàëåíèÿ. Òàê æå óäàëèì "2 ≤ n". ×òîáû ðàññìîòðåòü âåðõíèé
ïðåäåë â ìèíóñ-áåñêîíå÷íîñòè, äîáàâèì àíòåöåäåíò q = limn→∞{f(−n)}. Ýòîãî
ìîæíî äîáèòüñÿ, âûäåëèâ ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ñòàðîé âåðñèè, íàæàâ "Â" è
ââåäÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì óêàçàííûé äîïîëíèòåëüíûé àíòåöåäåíò. Íàêî-
íåö, çàìåíèì â ñòàðîé âåðñèè òåîðåìû ïîäâûðàæåíèå {p} íà {p, q}. Èñïîëüçóÿ
òåêñòîâûé ðåäàêòîð, ïîïîëíÿåì êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó ñèìâîëîì q (õ16). Äàëåå
êîððåêòèðóåì óêàçàòåëü "èäåíòèôèêàòîð(1 2)", çàìåíÿÿ åãî íà "èäåíòèôèêà-
òîð(1 2 3)", è îáðàáàòûâàåì íîðìàëèçàòîðîì "çàäà÷à(5 óïðîñòèòü)" ïðàâóþ
÷àñòü ðàâåíñòâà äëÿ q. Êîìïèëèðóåì ïðèåì è çàïóñêàåì ðåøàòåëü. Òåïåðü ïî-
ëó÷àåòñÿ îòâåò 1.

5. Ââîäèì çàäà÷ó íà îïèñàíèå, èìåþùóþ óñëîâèå "îãðñíèçó(setn(∃m(m − íàòó-
ðàëüíîå & n = mx)))" è åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x. Çàïóñêàåì åå ðåøåíèå
è îáíàðóæèâàåì, ÷òî ðåøàòåëü "çàâèñàåò" - íå âûäàåò íè îòâåòà, íè îòêàçà.
×òîáû âûÿñíèòü ïðè÷èíó, íàæèìàåì "Break", çàòåì - ïðîáåë (äëÿ âûõîäà íà
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óðîâåíü òðàññèðîâêè ïî ñðàáàòûâàíèÿì ïðèåìîâ), è "Enter" - äëÿ íà÷àëà òàêîé
òðàññèðîâêè. Íàæèìàÿ äàëåå ìíîãîêðàòíî "Enter", ëåãêî âûÿâëÿåì çàöèêëè-
âàíèå: ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòåì ÿâíîãî
ðàçðåøåíèÿ ïîäêâàíòîðíîãî óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî m, à çàòåì ñíîâà ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà m âìåñòå ñ êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ. ×òîáû óñòðàíèòü çàöèêëèâàíèå, íóæíî çàáëîêèðîâàòü õîòÿ áû
îäíî èõ ýòèõ äåéñòâèé. Âèäèìî, åñòåñòâåííî îòêàçàòüñÿ îò ïîïûòêè èñêëþ÷åíèÿ
òîëüêî ÷òî ââåäåííîãî ïàðàìåòðà m. ×òîáû íàéòè ñïîñîá çàáëîêèðîâàòü ýòó ïî-
ïûòêó, ïåðåõîäèì ê ïðîñìîòðó ËÎÑ-ïðîãðàììû ïðèåìà "Ðàçðåøåíèå ïîäêâàí-
òîðíîãî óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè". Äëÿ ýòîãî
â ìîìåíò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íàæèìàåì "End", èç ãëàâíîãî ìåíþ âõîäèì â
îãëàâëåíèå ïðîãðàìì, è äàëåå íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî". Àíàëèçèðóåì íà÷à-
ëî ïðîãðàììû ïðèåìà, ãäå ðàñïîëîæåíû ðàçëè÷íûå ôèëüòðû, áëîêèðóþùèå åãî
ñðàáàòûâàíèå. Â ÷àñòíîñòè, îáíàðóæèâàåì ôèëüòð "êîììåíò(õ1 ñâÿçïðèñòàâêà
ïîäòåðì(õ2))", êîòîðûé ïîäñêàçûâàåò ñïîñîá áëîêèðîâêè: ââîä êîììåíòàðèÿ
(ñâÿçïðèñòàâêà A) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ A. Ìîæíî
ïðîñìîòðåòü èíôîðìàöèþ î ñèìâîëå "ñâÿçïðèñòàâêà" è óçíàòü, ÷òî òàêîé êîì-
ìåíòàðèé ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàíåå ïðåäïðèíèìàâøåéñÿ ïîïûòêå ðàçðåøåíèÿ A.
Äàëåå ïåðåõîäèì ê îãëàâëåíèþ ïðèåìîâ, è â ðàçäåëå ("Îïèñàòåëü ÊËÀÑÑ",
"Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà", "Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî
ïàðàìåòðà") íàõîäèì óïîìÿíóòûé âûøå ïðèåì, ââîäÿùèé öåëî÷èñëåííûé ïàðà-
ìåòð m. Äîáàâëÿåì ê íåìó óêàçàòåëü "çàìå÷àíèå(ñâÿçïðèñòàâêà ôèêñ(0 2 2))",
ïåðåêîìïèëèðóåì (F3) è ïîâòîðíî çàïóñêàåì ðåøåíèå. Òåïåðü çàöèêëèâàíèå
ïðîïàäàåò, íî îòâåò íå íàõîäèòñÿ.
Î÷åâèäíî, íóæíî ñîçäàòü ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ðàñøèôðîâêó óñëîâèÿ îãðàíè-
÷åííîñòè ñíèçó ìíîæåñòâà, çàäàííîãî îïèñàòåëåì "êëàññ". Ââîäèì ïðèåì ïî
ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀P (îãðñíèçó(setx(P (x))) ↔ ∃y(y − ÷èñëî & ∀x(P (x) → y < x)))

Ñîïðîâîæäàåì ïðèåì ôèëüòðàìè "óðîâåíü(2)", "óñëîâèå", "òèï(îïèñàòü)", "êî-
ðåíü", "íå(èçâåñòíî(êîðåíü))". Íàæèìàåì "í", è ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïîäñêà-
çàííûå ãåíåðàòîðîì ïðèåìîâ óêàçàòåëè: "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)", "îòîáðàæå-
íèå(õ40)". Êîìïèëèðóåì ïðèåì, çàïóñêàåì ðåøåíèå çàäà÷è è ïîëó÷àåì îòâåò
"x− ÷èñëî, 0 ≤ x".

6. Ââîäèì çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ "âíóòðåííîñòü(setxy(x
2 + y2 ≤

1))". Çàïóñêàåì ðåøåíèå, è îáíàðóæèâàåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì
"êëàññ" ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ÿâíûì
îáðàçîì, îäíàêî âíóòðåííîñòü íå íàéäåíà. Ïåðåõîäèì â ðàçäåë áàçû ïðèåìîâ,
ñâÿçàííûé ñ ñèìâîëîì "âíóòðåííîñòü", äëÿ ðàññìîòðåíèÿ óæå ââåäåííûõ ðàíåå
ïðèåìîâ. Â íîðìàëèçàòîðå "íîðìâíóòðåííîñòü" îáíàðóæèâàåì ïðèåì äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè, çàäàííîãî ñèñòåìîé íåðà-
âåíñòâ, ÿâíî ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò. Áåðåì ýòîò ïðèåì (âûáèðà-
åì èç íåñêîëüêèõ ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçäåëå ïîäõîäÿùèé äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ,
ò.å. ïîñëåäíèé) è êîïèðóåì åãî íàæàòèåì "Ctr-ä". Çàìåíÿåì çàãîëîâîê íà "âòî-
ðîéòåðì" è äîáàâëÿåì ôèëüòð "óðîâåíü(2)". Êîìïèëèðóåì ïðèåì è çàïóñêà-
åì ðåøàòåëü. Îáíàðóæèâàåì, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ öèêë
ñîâåðøåííî íåíóæíûõ ïîïûòîê ÿâíî ðàçðåøèòü óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì
"êëàññ". Àíàëèçèðóÿ ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé òàêóþ ïîïûòêó, çàìå÷àåì â íåì
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óêàçàòåëü "êëþ÷(êëàññ òåêâõîæä)", áëîêèðóþùèé ñðàáàòûâàíèå ïðè íàëè÷èè
êîììåíòàðèÿ (êëàññ A), ãäå A - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïîýòîìó ââîäèì â íàøåì
íîâîì ïðèåìå óêàçàòåëü "çàìå÷àíèå(êëàññ ôèêñ(0 2))". Çàïóñêàåì ðåøàòåëü è
îáíàðóæèâàåì, ÷òî áëîêèðîâêà íå ñîñòîÿëàñü. Èçó÷àåì ïðè÷èíó ýòîãî ñ ïîìî-
ùüþ îòëàä÷èêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàø ïðèåì ïðèìåíÿåò ê çàìåíÿþùåìó òåð-
ìó, âíóòðè îïåðàòîðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ", ïðîñòåéøåå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå îïå-
ðàíäîâ, à â êîììåíòàðèè (êëàññ . . .) ýòîãî ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ íåò. Â ðåçóëüòàòå
ïðè ïîñëåäóþùèé ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîììåíòàðèé (êëàññ . . .) íå êîððåêòèðóåòñÿ
ñèíõðîííî ñ èçìåíåíèÿìè ïîä îïèñàòåëåì, è ê ìîìåíòó ïîïûòêè ðàçðåøåíèÿ
íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó òåêóùèì âûðàæåíèåì è áëîêèðóþ-
ùèì êîììåíòàðèåì. ×òîáû èñïðàâèòü ðàññîãëàñîâàíèå, îáðàáàòûâàåì â íîâîì
ïðèåìå çàìåíÿþùèé òåðì íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå". Êîìïèëèðó-
åì ïðèåì, çàïóñêàåì ðåøàòåëü è ïîëó÷àåì îòâåò.
Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ñîçäàòü òàêóþ âåðñèþ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è,
ïðè êîòîðîé îòâåò íå áûë ÿâíî ðàçðåøåí îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x, y.

7. Ïðèìåð àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Íóæíî èñïîëüçîâàòü êîïèþ óæå èìåþùåãî-
ñÿ â íîðìàëèçàòîðå "íîðìãðàíèöà" ïðèåìà, ïðåîáðàçîâàâ åå â ïðèåì ñêàíèðîâà-
íèÿ çàäà÷è. Óêàçàòåëè "çàìå÷àíèå(êëàññ . . .)" ïðè ýòîì îòíîñÿòñÿ ê êàæäîìó
èç ÷åòûðåõ êëàññîâ çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ, ïðè÷åì âñå îíè äîëæíû áûòü
îáðàáîòàíû íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå".

8. ×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïàðàòîì íàõîæäåíèÿ
ìíîæåñòâà âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäñòàâëåííûì (õî-
òÿ è ìèíèìàëüíûì îáðàçîì) â ðàçäåëå áàçû ïðèåìîâ ("Ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç", "Ïðåäåë", "Íàõîæäåíèå ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ"). Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, íåò
íåîáõîäèìîñòè çíàêîìèòüñÿ ñ äàííûì àïïàðàòîì - äîñòàòî÷íî ëèøü çíàòü î
åãî ñóùåñòâîâàíèè. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðå-
äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f , çàïèñûâàåòñÿ â ðåøàòåëå êàê "÷àñòè÷íûéïðåäåë(a
f)". Ââîäèì íîâûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ
÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê íåìó âñåõ êîíå÷íûõ ÷àñòè÷-
íûõ ïðåäåëîâ:
∀fPx((÷àñòè÷íûéïðåäåë(x, λn(f(n), n − íàòóðàëüíîå)) & x − ÷èñëî) = P (x) →
çàìûêàíèå(sety(∃n(n− íàòóðàëüíîå & y = f(n)))) = sety(∃n(n− íàòóðàëüíîå &
y = f(n))) ∪ sety(P (y)))

Åäèíñòâåííûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàùà-
åòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ P (x),
îïðåäåëÿþùåãî èñêîìûå êîíå÷íûå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû x. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöå-
äåíòà ñîïðîâîæäàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "çàäà÷à(5 òèï(îïèñàòü) ïîëíûé ÿâíîå
ïðÿìîéîòâåò öåëü(íåèçâåñòíàÿ(õ23)))". Óêàçàòåëü "íîâàÿïåðåìåííàÿ(õ23)" ââî-
äèò âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ x.

9. Ïðèìåð àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó: ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ îïèñàíèå ìíîæåñòâà ÷à-
ñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

10. Âõîäèì â ðàçäåë "Îáëàñòü" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ è íàæèìàåì "Ctrl-ï".
Ââîäèì íàçâàíèå îïåðàòîð "óñìÎáëàñòü" è âûáèðàåì ïóíêò "Ïðîâåðî÷íûé îïå-
ðàòîð". Íàæèìàåì ëåâóþ êíîïêó ìûøè â îêíå "Âèä ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäå-
íèÿ" è íàáèðàåì òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì "Îáëàñòü(õ1)". Ïîñëå íàæàòèÿ "Enter"
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âõîäèì â îêíî "Óïîðÿäî÷åíèå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ" è ââîäèì ôîðìóëüíûì
ðåäàêòîðîì "a". ×èñëî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ ïîëàãàåì ðàâíûì 3. Íàêîíåö,
âûáèðàåì îêíî "Ââåñòè". Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ñîçäàòü ïðèåìû äëÿ
óñìîòðåíèÿ îäíîìåðíîé îáëàñòè (îòêðûòîãî ïðîìåæóòêà) è äâóìåðíîé îáëàñòè
âèäà setxy(a < x & x < b & f(x) < y & y < g(x)). Çàòåì ñîçäàòü ïðèåì ñêà-
íèðîâàíèÿ çàäà÷è, îáðàùàþùèéñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìÎáëàñòü",
ââåñòè òåñòîâóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ âèäà "Îáëàñòü(A)", è
ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû ñîçäàííûõ ïðèåìîâ.



Ãëàâà 8

Ïðèåìû äëÿ ìíîæåñòâ è ôóíêöèé,

ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåáîëüøîé ãðóïïû ñâÿçàííûõ ñ ìíîæåñòâàìè è ôóíêöè-
ÿìè ïðèåìîâ, êîòîðûå îêàçàëîñü óäîáíî ðåàëèçîâàòü íà ËÎÑå. Ýòè ïðèåìû ìîãóò
áûòü íàéäåíû â ðàçäåëå ("Ïðèåìû ðåøàòåëÿ", "Àëãåáðà ìíîæåñòâ") îãëàâëåíèÿ ïðî-
ãðàìì.

Ìîùíîñòü êëàññà íàáîðîâ, óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðîìó ðàñïàäàåò-
ñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1 ïðè îáíàðóæåíèè ñèìâîëà "ìîùíîñòü" â óñëîâèè çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Åñëè ýòîò ñèìâîë ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âûðàæåíèÿ card(setxA),
ïðè÷åì ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x èìååò íå ìåíåå äâóõ ïåðåìåííûõ, òî ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü A â âèäå A1 & A2, ãäå A1 çàâèñèò îò îäíèõ ïåðåìåí-
íûõ ñïèñêà x, à A2 - îò äðóãèõ. Çàòåì ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå çàìåíÿåòñÿ íà
ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèé card(setyA1), card(setzA2). Çäåñü y, z - ðàçáèåíèå ñïèñêà x,
îïðåäåëÿåìîå âûáîðîì âûðàæåíèé A1, A2.

Óñìîòðåíèå ôóíêöèîíàëüíîñòè ìíîæåñòâà íàáîðîâ

Íàïîìíèì, ÷òî "ôóíêöèîíàëüíî(A)" - óòâåðæäåíèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî A åñòü ìíîæå-
ñòâî íàáîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû, ÿâëÿþùååñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè. Îíî íå ñîäåðæèò
äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðÿäû, êðîìå
ïîñëåäíèõ. Ïðèåì óñìàòðèâàåò óñëîâèå "ôóíêöèîíàëüíî(êëàññ(x1 . . . xnP (x1 . . . xn)))"
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî è îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå ñ
íåèçâåñòíîé xn è óñëîâèåì P (x1 . . . xn). Åñëè ïîëó÷àåòñÿ îòâåò, â êîòîðîì xn ÿâíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç x1, . . . , xn−1, òî óñëîâèå çàäà÷è çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
Çàìåòèì, ÷òî ââîäèìàÿ ïðèåìîì çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò äîïîëíèòåëüíóþ öåëü
"ôóíêöèîíàëüíî", ðàçðåøàþùóþ ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ íå ñîâñåì "ÿâíûõ" ñïîñî-
áîâ âûðàæåíèÿ xn ÷åðåç ïàðàìåòðû, â îáû÷íûõ ñëó÷àÿõ íå èñïîëüçóåìûõ.

Óñìîòðåíèå íåïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êëàññîâ îáúåêòîâ, ðàçëè÷èå òèïîâ êîòî-
ðûõ óñìàòðèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "õàðàêòåðèñòèêà"

Èíîãäà ãðóïïà îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ A1, . . . , An èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óêà-
çàíèÿ àëüòåðíàòèâíûõ çíà÷åíèé íåêîòîðîãî ñâîéñòâà f . Íàïðèìåð, ïðåäèêàòû "ñè-
íèé(x)", "êðàñíûé(x)", "çåëåíûé(x)", è ò.ï., - ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âçàèìîèñ-
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êëþ÷àþùèì çíà÷åíèÿì ñâîéñòâà "öâåò(x)". ×òîáû ñâÿçûâàòü òàêèå ïðåäèêàòíûå
ñèìâîëû A1, . . . , An ñî ñâîéñòâîì f , èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü "òèïû(f A1 . . . An)". Áîëåå
òî÷íî, äàííàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë f ìîæåò
ïðèíèìàòü â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé òîëüêî âçàèìîèñêëþ÷àþùèå îäíîìåñòíûå ïðå-
äèêàòíûå ñèìâîëû A1, . . . , An, ïðè÷åì ðàâåíñòâî f(x) = Ai ýêâèâàëåíòíî èñòèííîñòè
óòâåðæäåíèÿ Ai(x). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñâîéñòâà f ïî ïðåäèêàòó Ai ñëóæèò ñïðàâî÷íèê
"õàðàêòåðèñòèêà".

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìíåïåðåñåê".
Åñëè àíàëèçèðóþòñÿ ìíîæåñòâà setx(P (x) & . . .) è sety(Q(y) & . . .), ãäå P, Q - ðàç-
ëè÷íû, òî äëÿ íèõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "õàðàêòåðèñòèêà".
Ïðè ïîëó÷åíèè îäíîãî è òîãî æå íåíóëåâîãî ðåçóëüòàòà f ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð
óñìàòðèâàåò íåïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ.

Ïîïûòêà óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ìîùíî-
ñòè ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, ÷åðåç êîòîðûå ýòè îáúåêòû âûðàæàþòñÿ

Ïðèåì óñìàòðèâàåò âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
card(setx1...xn∃y1...ym(A(y1 . . . ym) & B(x1 . . . xny1 . . . ym))),

ãäå A(y1 . . . ym) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ,
íå çàâèñÿùèõ îò x1, . . . , xn. Ïóòåì îáðàùåíèé ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ y1, . . . ym îáðàçóþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ çíà÷åíèé
x1, . . . , xn. Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðîâåðêó ðàçëè÷èÿ íàáîðîâ x1, . . . , xn, îïðå-
äåëåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé y1, . . . , ym. Çàòåì - çàäà÷à íà ïðîâåðêó ñóùåñòâî-
âàíèÿ çíà÷åíèé x1, . . . xn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ A çíà÷åíèé
y1, ldots, ym. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ x1, . . . , xn ïî çíà÷åíèÿì y1, . . . , ym

îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Â çàêëþ÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå çàìåíÿåòñÿ íà
card(sety1...ymA(y1 . . . ym)). Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5.

Ñêëåéêà íåñêîëüêèõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäêëàññîâ ðàçáèåíèÿ

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé âèä
"ðàçáèåíèå(A {B1, . . . , Bn})". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîèñê ïîñûëîê âèäà ∀x(x ∈ Bi →
t(x) = pi(x)) (i = 1, . . . , n). Ïðè èäåíòèôèêàöèè ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé x. Çàòåì óêàçàííûå êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè çàìå-
íÿþòñÿ íà îäíó èìïëèêàöèþ âèäà

∀x(x ∈ A → t(x) = (p1(x) ïðè x ∈ B1, èíà÷å(p2(x) ïðè x ∈ B2, ...èíà÷å pn(x)))).

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåâîçìîæíûì ðàçìåùåíèÿì çàäàííîé äëè-
íû, íå áîëüøåé 4, ê êðàòíîìó ñóììèðîâàíèþ ïî ýëåìåíòàì

Óñìàòðèâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà:∑
x,ðàçìåùåíèå(x,n,A)

t(x(1), . . . , x(n)).



Ãëàâà 8. Ïðèåìû äëÿ ìíîæåñòâ è ôóíêöèé, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå 427

Çäåñü n èäåíòèôèöèðîâàíî ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 4; âûðà-
æåíèå t(. . .) ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x òîëüêî âíóòðè ïîäâûðàæåíèé x(1), . . . , x(n).
Âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå y1, . . . , yn, è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà çàìåíÿåòñÿ íà
êðàòíóþ ñóììó ñëåäóþùåãî âèäà:∑

y1,y1∈A

∑
y2,y2∈A,y2 6=y1

. . .
∑

yn,yn∈A,yn 6=y1,...,yn 6=yn−1

t(y1 . . . yn)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè äåêîìïîçèöèè íåèçâåñòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íà íåñêîëüêî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò óñëîâèå "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x A)", ãäå x - íåèçâåñò-
íàÿ, è íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå, òî íàõîäÿòñÿ âñå óñëîâèÿ f1, . . . , fn,
ñîäåðæàùèå x. Ïóñòü n ≥ 2, ïðè÷åì êàæäîå fi èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïåðå-
ìåííîé x, ðàñïîëîæåííîå âíóòðè ïîäóòâåðæäåíèÿ âèäà ∃j(j − íàòóðàëüíîå & ai <
j & Bi(. . . x(j) . . .)); i = 1, . . . , n (äîïóñêàþòñÿ íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà). Òîãäà ìîæíî
êàæäîå óñëîâèå fi ïûòàòüñÿ ðåàëèçîâàòü äëÿ îòäåëüíîé íåèçâåñòíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè yi, à çàòåì ñêëåèòü èõ â îáùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x. Äëÿ ýòîé öåëè âûáèðà-
þòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå y1, . . . , yn, k, è ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå, ïîëó÷åííàÿ çàìåíîé óñëîâèé f1, . . . , fn íà óòâåðæäåíèÿ "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(yi,
A)", "ôóíêöèÿ(yi)", "Fi", "x = êîðòåæè(λk((y1(k), . . . , yn(k)), k−íàòóðàëüíîå))" (i =
1, . . . , n). Çäåñü Fi - ðåçóëüòàò çàìåíû â fi ïîäâûðàæåíèÿ x(j) íà yi(j). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Îïðåäåëåíèå îáëàñòè, çàäàííîé ÷åðåç ñâîè ãðàíè÷íûå ëèíèè

Îïèñûâàåìûé â ýòîì ðàçäåëå ïðèåì ÷àñòî ñðàáàòûâàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîìó àíàëèçó, â êîòîðûõ êàêàÿ-ëèáî ïëîñêàÿ îáëàñòü çàäàåòñÿ ïóòåì óêàçàíèÿ
îãðàíè÷èâàþùèõ åå ëèíèé. Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷àåíèå "îáëàñòüãðàíèöû(A)", ãäå A
- îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ òî÷åê îãðàíè÷èâàþùèõ ëèíèé. Ïðèåì âûïîëíÿåò ïåðåõîä ê
ÿâíîìó çàäàíèþ îáëàñòè â òåðìèíàõ íåðàâåíñòâ äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê.

Áóäåì ïðîñëåæèâàòü äåéñòâèÿ, âûïîëíÿåìûå ïðîãðàììîé ïðèåìà. Âûéòè íà íåå
ìîæíî ÷åðåç ïóíêò ("Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Àëãåáðà ìíîæåñòâ" - "Îïðåäåëåíèå îá-
ëàñòè, çàäàííîé ÷åðåç ñâîè ãðàíè÷íûå ëèíèè") îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ñîäåðæàùåå ïîäâûðàæåíèå
"îáëàñòüãðàíèöû(A)". Âûðàæåíèå A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A1 ∪ . . . ∪ An, n ≥ 1, è
ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âûðàæåíèé A1, . . . , An. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè
âûðàæåíèÿ èìåþò ñâîèì çàãîëîâêîì îïèñàòåëü "êëàññ". Èõ ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå
ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàê, ÷òîáû ó ðàçëè÷íûõ îïèñàòåëåé îíè ñîâïàäàëè. Ïåðåìåííîé
õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ýòèõ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà
ðàâíà 2 (ñëó÷àé ïëîñêîñòè); ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îáîçíà÷àþùàÿ àáñöèññó
ïåðåìåííàÿ x, ïåðåìåííîé õ9 - îáîçíà÷àþùàÿ îðäèíàòó ïåðåìåííàÿ y.

Ðåàëèçóåòñÿ öèêë çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ10 ññûëîê íà àòîìàðíûå ôðàãìåíòû
ãðàíè÷íûõ ëèíèé (ñì. êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(2)"). Êàæäûé òàêîé ôðàãìåíò
- ëèáî ó÷àñòîê ãðàôèêà çàâèñèìîñòè y = f(x), ëèáî îòðåçîê âåðòèêàëüíîé ëèíèè
x = a. Â íàáîðå õ10 ïåðå÷èñëÿþòñÿ ÷åòâåðêè (B1, B2, B3, B4), ãäå B1 - ïåðåìåííàÿ,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàçðåøåí ôðàãìåíò (y â ïåðâîì ñëó÷àå è x âî âòîðîì); B2 -
âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåííîé B1 (ñîîòâåòñòâåííî, f(x) ëèáî a); B3 - óñëîâèÿ íà ïðî-
òèâîïîëîæíóþ ïåðåìåííóþ, îãðàíè÷èâàþùèå ôðàãìåíò; B4 - íàêîïèòåëü ññûëîê íà
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òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ôðàãìåíòà ñ äðóãèìè ôðàãìåíòàìè. Ïåðâîíà÷àëüíî íàêîïèòåëè
B4 ñóòü ñèìâîëû "ïóñòîåñëîâî"; çàïîëíÿòüñÿ îíè áóäóò â ñëåäóþùåì öèêëå. Çàìåòèì,
÷òî àòîìàðíûé ôðàãìåíò ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ äðóãèìè àòîìàðíûìè ôðàãìåíòàìè
â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ, íå îáÿçàòåëüíî êîíöåâûõ.

Äàëåå (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(3)") ðåàëèçóåòñÿ öèêë çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ
õ11 óêàçàòåëåé íà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ àòîìàðíûõ ôðàãìåíòîâ. Ýòè óêàçàòåëè ñóòü ïà-
ðû (àáñöèññà è îðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ - íàáîð ññûëîê íà àòîìàðíûå ôðàãìåíòû,
ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ òî÷êà). Ññûëêè íà ôðàãìåíòû - ëåâûå êðàÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ
èõ ÷åòâåðîê èç íàêîïèòåëÿ õ10. Ýëåìåíòû íàáîðà õ11 óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ
àáñöèññ òî÷åê. Ïðè îïðåäåëåíèè êîîðäèíàò òî÷åê è ïðè óïîðÿäî÷åíèè ðåøàþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è. Îíè ñîïðîâîæäàþòñÿ îãðàíè÷èòåëÿìè òðóäîåìêîñòè, íî íå
ñëèøêîì ñèëüíûìè. Äàæå íà ïðîâåðêè íåðàâåíñòâ ïðè óïîðÿäî÷åíèè òî÷åê îòâîäèò-
ñÿ ïðèìåðíî ïî 2 ìëí. øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà, à íà îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò - ïîðÿäêà
32 ìëí. øàãîâ. Åñëè íå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ è óïîðÿäî÷èòü èõ,
âûïîëíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Ïî çàâåðøåíèè çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ11 ñîçäà-
þòñÿ íåîáõîäèìûå ññûëêè íà åãî ýëåìåíòû èç íàêîïèòåëÿ õ10.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(14)" ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòáðàñûâàíèå "âèñÿ÷èõ"
ôðàãìåíòîâ, èìåþùèõ ïåðåñå÷åíèå ñ äðóãèìè ôðàãìåíòàìè â åäèíñòâåííîé òî÷êå.
Îíè óäàëÿþòñÿ èç ñïèñêà õ10, è êîððåêòèðóþòñÿ âñòðå÷íûå ññûëêè íà íèõ èç ñïèñêà
õ11. Åñëè îñòàåòñÿ ìåíåå äâóõ ôðàãìåíòîâ, òî îáëàñòü ïîëàãàåòñÿ ïóñòîé.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(13)" èäåò ïîïûòêà ðàçáèòü îáëàñòè íà êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè. Äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå åäèíè÷íîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè ñ êàêîé-ëèáî äðóãîé êîìïîíåíòîé. Òàêàÿ ëèíèÿ ñðàçó æå ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ14, çàòåì âûáèðàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî äðóãàÿ ëèíèÿ õ15, êîòîðàÿ äîïîëíÿ-
åòñÿ äî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè õ16 áåç ó÷åòà ëèíèè õ14. Ïåðåìåííàÿ õ13 èãðàåò ðîëü
íàêîïèòåëÿ ãðóïï ëèíèé, îòíåñåííûõ ê ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè. Åñëè
÷èñëî êîìïîíåíò îêàçàëîñü áîëåå îäíîé, òî ïðèåì ñðàçó æå çàìåíÿåò ïðåîáðàçóåìîå
âûðàæåíèå "îáëàñòüãðàíèöû(. . .)" íà îáúåäèíåíèå âûðàæåíèé àíàëîãè÷íîãî âèäà,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàéäåííûì êîìïîíåíòàì. Îíè áóäóò àíàëèçèðîâàòüñÿ ïðè ïîâòîð-
íûõ ïîïûòêàõ ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà.

Åñëè ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè áûëî ðàâíî 1, òî ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
åì(15)" ïðåäïðèíèìàåòñÿ åùå îäíà ïîïûòêà ðàçáèòü îáëàñòü íà êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè - ïóòåì îáíàðóæåíèÿ òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ P . Âñå ëèíèè, èìåþùèå òî÷êó ñ àáñöèñ-
ñîé, ðàâíîé àáñöèññå òî÷êè P , ïðîõîäÿò ÷åðåç P . Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ
íà äâå ÷àñòè: ñëåâà îò P è ñïðàâà îò P .

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ
ïåðâîãî ôðàãìåíòà ñïèñêà õ10, äî îáíàðóæåíèÿ çàìêíóòîãî ìàðøðóòà, ñîñòàâëåí-
íîãî èç âñåõ àòîìàðíûõ ôðàãìåíòîâ ñïèñêà õ10. Òàêèì îáðàçîì âûäåëÿåòñÿ îá-
ëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòàâëåíà èç ôðàãìåíòîâ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ â âûðàæå-
íèè "îáëàñòüãðàíèöû(. . .)" ëèíèé. Ïåðåáîð ìàðøðóòîâ âåäåòñÿ ïî ïðèíöèïó "ñíà÷àëà
âãëóáü". Åñëè óêàçàííîãî ìàðøðóòà íåò, ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ïåðåìåííîé õ16 îêàçûâàåòñÿ ïðèñâîåí ñïèñîê ññûëîê íà òî÷êè, ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðîõîäèìûå ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü ìàðøðóòà (ïåðâàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò ñ ïîñëåä-
íåé, è äðóãèõ ñîâïàäåíèé òî÷åê íåò). Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ññûëîê
íà àòîìàðíûå ôðàãìåíòû, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèå òî÷êè íàáîðà õ16.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(6)" ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ óïîðÿäî÷åí-
íûé ïî íåóáûâàíèþ íàáîð àáñöèññ òî÷åê íàáîðà õ16. Ýòîò íàáîð îïðåäåëÿåò íà îñè
àáñöèññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäóùèõ äðóã çà äðóãîì îòðåçêîâ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàêîïèòåëü, çàïîëíÿåìûé ÷åòâåðêàìè (àáñöèññà íà÷àëà î÷åðåäíîãî îòðåç-
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êà îñè àáñöèññ - àáñöèññà êîíöà îòðåçêà - íàáîð òðîåê (àòîìàðíûé ôðàãìåíò ñïèñêà
õ10, îïðåäåëåííûé íà äàííîì îòðåçêå è îòíåñåííûé ê öèêëó - îðäèíàòà åãî ëåâî-
ãî êîíöà - îðäèíàòà åãî ïðàâîãî êîíöà) - ïóñòîé íàêîïèòåëü, çàïîëíÿåìûé äàëåå
ïðè óïîðÿäî÷åíèè êðèâûõ îòðåçêà "ïî âûñîòå"). Åñëè àòîìàðíûé ôðàãìåíò ïðîäîë-
æàåòñÿ â öèêëå ÷åðåç ëåâûé ëèáî ïðàâûé êîíåö îòðåçêà, òî âìåñòî îðäèíàòû åãî
(ïðåäñòàâëåííîé â ôîðìàòå òåðìà) ïîìåùàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë 0. Âåðòèêàëüíûå
îòðåçêè â íàáîðå õ19 íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ïîñëå çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ19 - âûõîä íà
êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(7)".

Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ öèêë ñðàâíåíèé êðèâûõ, îòíåñåííûõ â íàêîïèòåëå õ19 ê îäíî-
ìó è òîìó æå îòðåçêó, "ïî âûñîòå". Ñîîòâåòñòâóþùèé íàêîïèòåëü (ïîñëåäíèé ðàçðÿä
÷åòâåðêè íàáîðà õ19) çàïîëíÿåòñÿ ïàðàìè (T1, T2), ãäå Ti - òðîéêè, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñðàâíèâàåìûå íà îòðåçêå êðèâûå, ïðè÷åì óäàåòñÿ óñìîòðåòü ðàñïîëîæåíèå êðèâîé
T2 íàä êðèâîé T1. Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ äëÿ ðàçíîñòè îðäèíàò â êîíöåâîé òî÷êå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ëèøü òå êîíöû, äëÿ êîòîðûõ îáå òðîéêè T1, T2 îïðåäåëÿþò çíà÷åíèå îðäèíàòû. ×òî-
áû óïðîñòèòü àíàëèç, îðäèíàòà âû÷èñëÿåòñÿ íå â êîíöåâîé òî÷êå, à â âàðüèðóåìîé
âíóòðåííåé òî÷êå, äëÿ êîòîðîé ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà î ñòðåìëåíèè åå ê
êîíöó îòðåçêà.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(8)" ðåàëèçóåòñÿ åùå îäèí öèêë äëÿ óòî÷íåíèÿ
ðàñïîëîæåíèÿ "ïî âûñîòå" òåõ êðèâûõ, êîòîðûå íå óäàëîñü ñðàâíèòü â ïðåäûäóùåì
öèêëå. ×òîáû óòî÷íèòü ðàñïîëîæåíèå äâóõ êðèâûõ, çàäàííûõ íà íåêîòîðîì îòðåç-
êå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîäîëæàþùèå èõ êðèâûå ñîñåäíåãî îòðåçêà. Ñîîòíîøåíèå "ïî
âûñîòå" ìåæäó ïîñëåäíèìè ïåðåíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü òåêóùåé ÷åòâåðêè íàáîðà õ19.
Êàê òîëüêî â ïðîöåññå ðàññìîòðåíèÿ ÷åòâåðêè íàáîðà õ19 óäàåòñÿ îïðåäåëèòü âçàèì-
íîå ðàñïîëîæåíèå âñåõ åå êðèâûõ, ïðîèñõîäèò çàíåñåíèå íóëÿ â íàáîð, ÿâëÿþùèéñÿ
ïîñëåäíèì ðàçðÿäîì ýòîé ÷åòâåðêè. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íóëè
èìåþòñÿ âî âñåõ óêàçàííûõ íàáîðàõ, ò.å. îïðåäåëèëîñü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå "ïî
âûñîòå" äëÿ âñåõ ïàð êðèâûõ.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(9)" ðåàëèçóåòñÿ öèêë óïîðÿäî÷åíèÿ êðèâûõ "ïî
âûñîòå". Òðåòèé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ÷åòâåðêè íàáîðà õ19 ñîäåðæèò ñïèñîê òðîåê,
ññûëàþùèõñÿ íà êðèâûå òåêóùåãî îòðåçêà îñè àáñöèññ. Ýòè òðîéêè ðàñïîëàãàþòñÿ
ïî óâåëè÷åíèþ âûñîòû êðèâîé.

Íàêîíåö, ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(10)" ðåàëèçóåòñÿ öèêë çàïîëíåíèÿ íà-
êîïèòåëÿ õ21 âûðàæåíèÿìè "êëàññ(xy . . .)" äëÿ êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷åòâåðêàì íàáîðà õ19. Êàæäàÿ ÷åòâåðêà èìååò ÷åòíîå ÷èñëî êðèâûõ íà
ñâîåì îòðåçêå, òàê êàê ýòè êðèâûå âõîäÿò â îáùèé öèêë õ17. Êðèâûå ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû, è ìåæäó êàæäîé ïàðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîÿ êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, íà îäíîì è òîì æå îòðåçêå êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåñêîëüêî. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - ïåðåõîä ÷åðåç êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(11)",
ôîðìèðîâàíèå çàìåíÿþùåãî òåðìà õ22 äëÿ îáúåäèíåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé,
è âûïîëíåíèå çàìåíû.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â óñëîâèè ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè, çàäàííîé ÷åðåç
ñâîè ãðàíè÷íûå ëèíèè

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â êðàòíûõ èíòåãðàëàõ. Òåêóùàÿ çàäà÷à
íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò êîììåíòàðèé (äâîéíàÿçàìåíà . . .), õðàíÿùèé âûðàæåíèÿ
äëÿ íîâûõ êîîðäèíàò ÷åðåç ñòàðûå, à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà íîâûå
êîîðäèíàòû. Â óñëîâèè çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè, çàäàí-
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íîé ÷åðåç ñâîè ãðàíè÷íûå ëèíèè. Îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê íîâûì êîîðäèíàòàì.



Ãëàâà 9

Ïðîöåäóðû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû,

ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå

Óïðàâëåíèå ëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå, ïî ñðàâíåíèþ ñ àë-
ãåáðîé ìíîæåñòâ, îêàçàëîñü íà ïîðÿäîê áîëåå ñåðüåçíîé çàäà÷åé. Ìîæíî âûäåëèòü
íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé ýòîãî ðàçäåëà, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþùèõ ñèòóàöèþ. Âî-
ïåðâûõ, èíòåíñèâíîå èñïîëüçîâàíèå óñëîâèé íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îïåðà-
öèé ïðè ïðîâåðêå êîððåêòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé. Îíî òðåáóåò ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíîé
òåõíèêè "ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.", îáåñïå÷èâàþùåé íàëè÷èå â êîíòåêñòå ïðåîáðà-
çóåìûõ âûðàæåíèé âñåé íåîáõîäèìîé äëÿ áûñòðûõ ïðîâåðîê èíôîðìàöèè. Âïðî÷åì,
ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íå òîëüêî â àëãåáðå ìíîæåñòâ, íî äàæå è â "íàäñòðîéêàõ"
íàä ýëåìåíòàðíîé àëãåáðîé - â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è äð., - ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. êàêîãî - ëèáî äàëü-
íåéøåãî ðàçâèòèÿ íå ïîëó÷èëî.

Îñîáåííî ìíîãî õëîïîò ñ ñîïðîâîæäåíèåì äîñòàâëÿþò ñòåïåííûå âûðàæåíèÿ, ãäå
î.ä.ç. îêàçàëàñü ñîñòàâëåíà èç íåñêîëüêèõ êóñêîâ: ïîëîæèòåëüíîå îñíîâàíèå ñòåïåíè;
ðàöèîíàëüíûé íåîòðèöàòåëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, èìåþùèé íå÷åòíûé çíàìåíà-
òåëü; íåîòðèöàòåëüíîå îñíîâàíèå ñòåïåíè è ïîëîæèòåëüíûé ðàöèîíàëüíûé ïîêàçà-
òåëü ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì; íåíóëåâîå îñíîâàíèå ñòåïåíè è ðàöèîíàëüíûé îòðè-
öàòåëüíûé ïîêàçàòåëü ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ äóáëèðîâàòü
ïðèåìû, îðèåíòèðóÿ èõ íà êàæäûé èç òàêèõ ñëó÷àåâ.

Äðóãàÿ îñîáåííîñòü ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû - ïîÿâëåíèå âû÷èñëåíèé ñ êîíñòàíò-
íûìè âûðàæåíèÿìè. Çäåñü ïðèøëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñåðèåé âñïîìîãàòåëüíûõ ïðî-
öåäóð, ðåàëèçîâàííûõ íà ËÎÑå. Ýòè ïðîöåäóðû áûëè ïåðå÷èñëåíû â ãëàâå 6 ïåðâîãî
òîìà ìîíîãðàôèè (ðàçäåë 6.4 - "Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàòîðû").

Ñëåäóþùàÿ îñîáåííîñòü - óñëîæíåíèå èäåíòèôèêàöèè. Íàïðèìåð, äëÿ èäåíòèôè-
êàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ab3 êàê "÷àñòè" ïðîèçâåäåíèÿ a3b5 íóæíà ñâîÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
ïðîöåäóðà - ôîðìàëüíîå ñðàâíåíèå ìíîæåñòâ îïåðàíäîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ àëãåáðû
ìíîæåñòâ, çäåñü íå ãîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî, íóæíà îñîáàÿ èäåíòèôèêàöèÿ äëÿ ñòåïåí-
íûõ âûðàæåíèé. Òàêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà êîíòåê-
ñòà. Íàïðèìåð, åñëè â ïðåîáðàçóåìîì âûðàæåíèè èìååòñÿ√x, òî âûðàæåíèå x ìîæíî
èäåíòèôèöèðîâàòü êàê ïîëíûé êâàäðàò; åñëè æå íèêàêèõ íàìåêîâ íà èñïîëüçîâàíèå
â çàäà÷å ðàäèêàëîâ íåò, òî äàííàÿ èäåíòèôèêàöèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàëè÷èå óêàçàí-
íûõ îñîáåííîñòåé èäåíòèôèêàöèè ïîòðåáîâàëî âêëþ÷åíèÿ â êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà
ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ôðàãìåíòîâ, ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåìûõ ïðèåìàìè äðóãèõ ðàç-
äåëîâ. Âîçíèêëè âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû ËÎÑà è êîììåíòàðèè çàäà÷, îáñëóæè-
âàþùèå ñïåöèôèêó ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû. Ïîýòîìó, äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ òîãî,
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êàê äîëæíû ðàáîòàòü ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎËÎÃå,
ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ "ïîäâîäíîé ÷àñòè" ðåøàòåëÿ - âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð è
ïðèåìîâ ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûõ íà ËÎÑå.

9.1 Îïðåäåëåíèå î.ä.ç. äëÿ ñòåïåíè

Äëÿ âñåõ îïåðàöèé è îòíîøåíèé ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, êðîìå ñòåïåíè, î.ä.ç. íàõî-
äèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, çàäàííîãî íà ÃÅÍÎËÎÃå. Â ñëó÷àå ñòåïåíè èñïîëüçóåòñÿ
ïðîöåäóðà, ðåàëèçîâàííàÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ËÎÑå. Åå ïðîãðàììà, îòíîñÿùàÿñÿ ê
ñèìâîëó "ñòåïåíü", ëåãêî ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ñâîåìó ïåðâîìó îïåðàòîðó "îáðàùå-
íèå(îäç)". Ýòó ïðîãðàììó òàêæå ìîæíî íàéòè ÷åðåç îãëàâëåíèå ïðîãðàìì â ðàçäåëå
("Ïðèåìû ðåøàòåëÿ", "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", "Î.ä.ç. äëÿ ñòåïåíè"). Âõîäíûå ïå-
ðåìåííûå ñóòü: õ1 - çàäà÷à, â êîòîðîé âñòðå÷àåòñÿ ñòåïåííîå âûðàæåíèå; (õ2,õ3,õ4)
- êîîðäèíàòà âõîæäåíèÿ â çàäà÷ó ýòîãî âûðàæåíèÿ. Äëÿ ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ ab

ðåçóëüòèðóþùèé ñïèñîê óòâåðæäåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðåæäå âñåãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè b ñëóæèò ÷èñ-

ëîâàÿ êîíñòàíòà ëèáî ÷èñëîâàÿ äðîáü. Íàõîäèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå b â âèäå íåñîêðà-
òèìîé ïðîñòîé äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì õ5 è ïîëîæèòåëüíûì çíàìåíàòåëåì õ6. Ââîäèòñÿ
íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ8. Â íåãî çàíîñÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(A)", óêàçûâàþùèå,
÷òî çíà÷åíèÿìè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè è åå ïîêàçàòåëÿ ñëóæàò ÷èñëà. Îòáðàñûâàþòñÿ
ñëó÷àè, êîãäà çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ A ñëóæèò îïåðàöèÿ, çàâåäîìî ïðèíèìàþùàÿ
òîëüêî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:

1. Çíàìåíàòåëü õ6 íå÷åòíûé; ÷èñëèòåëü õ5 íåîòðèöàòåëüíûé. Åñëè b îòëè÷íî îò 0,
òî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ8. Èíà÷å - ê õ8 ïðåäâàðèòåëüíî ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå a 6= 0.

2. Çíàìåíàòåëü íå÷åòíûé; ÷èñëèòåëü îòðèöàòåëüíûé. Ê õ8 ïðèñîåäíÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå a 6= 0 è âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

3. Çíàìåíàòåëü ÷åòíûé; ÷èñëèòåëü ïîëîæèòåëüíûé. Ê õ8 ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå 0 ≤ a è âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

4. Çíàìåíàòåëü ÷åòíûé; ÷èñëèòåëü îòðèöàòåëüíûé. Ê õ8 ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå 0 < a è âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

Åñëè b íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ÷èñëîâîé äðîáè, òî ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé èç êîíòåêñòà âõîæäåíèÿ ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà, çàïîëíÿåìûé óòâåðæäåíèÿìè "÷èñëî(. . .)",
êàê è âûøå. Åñëè îñíîâàíèå ñòåïåíè ðàâíî 0, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü,
÷òî ïîêàçàòåëü b ïîëîæèòåëåí. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñì-
ìåíüøå". Åñëè ïîïûòêà îêàçàëàñü íåóäà÷íîé, â íàêîïèòåëü õ6 äîáàâëÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå 0 < b. Åñëè õ1 - çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "òåîðåìàïðèåìà",
òî ñðàçó âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ6. Ýòî - îñîáûé ñëó÷àé, èñïîëüçóåìûé ãåíåðàòîðîì
ïðèåìîâ. Èíà÷å - àíàëèç ñèòóàöèè ïðîäîëæàåòñÿ.

Åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ b ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñ-
ëî, òî ê âûðàæåíèþ "çíàìåíàòåëü(b)" ïðèìåíÿåòñÿ ïàêåòíûé íîðìàëèçàòîð "íîðì-
çíàìåíàòåëü". Åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì
íå÷åòíîå ÷èñëî, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè îñíîâàíèå ñòåïåíè äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ
÷èñëà, îòëè÷íîãî îò 0. Åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ6. Åñëè íå ÿâëÿåòñÿ,
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òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Ïðè
óäà÷å âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ6, èíà÷å - ê õ6 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå a 6= 0, è òîæå
âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ê íàêîïèòåëþ õ6 áóäåò äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå î ïîëî-
æèòåëüíîñòè èëè íåîòðèöàòåëüíîñòè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè (åñëè îíî îòñóòñòâîâàëî â
êîíòåêñòå). Ïðè óñìîòðåíèè ïîëîæèòåëüíîñòè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ââîäèòñÿ óñëîâèå
íåîòðèöàòåëüíîñòè îñíîâàíèÿ, èíà÷å - ïîëîæèòåëüíîñòè. Ëèøü â äâóõ ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àÿõ óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè çäåñü çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì óñëîâèåì ïîëî-
æèòåëüíîñòè. Îäèí ñëó÷àé ñâÿçàí ñ îïðåäåëåíèåì î.ä.ç. âî âðåìÿ ðàáîòû âñïîìîãà-
òåëüíîé ïðîöåäóðû "ñîïðîâîæäòåðì", èñïîëüçóåìîé äëÿ èíèöèàëèçàöèè êîììåíòà-
ðèåâ (ñîïðîâîæäåíèå . . .). Äðóãîé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëîâ.

Âñå âûïîëíÿâøèåñÿ âûøå áûñòðûå ïðîâåðêè îáåñïå÷èâàëèñü ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûìè (çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ ïðè-
åìîâ) íà ÃÅÍÎËÎÃå.

9.2 Ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå ïðè èäåíòèôèêàöèè

Ïðèâîäèìûå íèæå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå ïðè èäåíòèôèêàöèè, âñòàâëÿþòñÿ â
ïðîãðàììû ïðèåìîâ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî îòìå-
íèòü èõ èñïîëüçîâàíèå, ñîïðîâîäèâ ïðèåì ñîîòâåòñòâóþùèìè óêàçàòåëÿìè.

9.2.1 Ïðîöåäóðà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå"

Åñëè èäåíòèôèöèðóþòñÿ âûðàæåíèÿ f(x, a) è f(x, b), ãäå x, a, b - åùå íå èäåíòè-
ôèöèðîâàííûå ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì f - àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ
îïåðàöèÿ, òî êîìïèëÿòîð ìîæåò ïðèíÿòü ðåøåíèå îïðåäåëÿòü x êàê ìàêñèìàëüíóþ
"îáùóþ ÷àñòü" äâóõ èäåíòèôèöèðóþùèõ òåðìîâ A, B. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ (íà-
ïðèìåð, äëÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ∩,∪) ýòà îáùàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ êîðíåâûõ f - îïåðàíäîâ òåðìîâ A, B. Îäíàêî, ïðè
íàëè÷èè ñïåöèàëüíûõ îáîçíà÷åíèé "ñòåïåííîãî" òèïà äëÿ âûðàæåíèé f(c, c, . . . , c),
êîíñòàíòíûõ îïåðàíäîâ, îäíîìåñòíûõ îïåðàöèé, êîòîðûå ìîæíî "âûíîñèòü" èç-ïîä
îïåðàöèè f , - îïðåäåëåíèå îáùåé ÷àñòè ìîæíî ïîíèìàòü áîëåå øèðîêî. Íàïðèìåð,
åñòåñòâåííî ïîíèìàòü ïîä ìàêñèìàëüíîé îáùåé ÷àñòüþ âûðàæåíèé −2a2b3, 4a3b2 âû-
ðàæåíèå 2a2b2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîé îáùåé ÷àñòè ñëóæèò ñîçäàííàÿ íà ËÎÑå ïðîöåäóðà "àë-
ãåáðïåðåñå÷åíèå". Îíà èìååò ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå: õ1,õ2 - íàáîð ìíîæèòåëåé
âûðàæåíèé A, B, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ îáùàÿ ÷àñòü. õ3 - íàáîð
óòâåðæäåíèé, ïðåäïîëàãàåìûõ èñòèííûìè ïðè ðàññìîòðåíèè äàííûõ âûðàæåíèé. õ4
- 0 ëèáî 1 - óêàçàòåëü ðåæèìà.

Ïðè õ4 = 0 íàõîäèòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d îäíî÷ëåíîâ A, B (âîçìîæíî,
ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàííûõ, ÷òîáû â íåãî âîøëî âîçìîæíî áîëüøå ñîìíîæè-
òåëåé). Âûõîäíûì ïåðåìåííûì õ5, õ6 ïðèñâàèâàþòñÿ íàáîðû ñîìíîæèòåëåé ÷àñòíûõ
îò äåëåíèÿ A, B íà d. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé âûðàæå-
íèÿ d; ïåðåìåííîé õ8 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé èç õ3, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ îáîñíîâàíèÿ
êîððåêòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ïîçâîëèâøèõ âûäåëèòü d.

Ïðè õ4 = 1 âìåñòî íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïðîâåðêà äåëèìîñòè (êàê è âûøå, ñ âîçìîæíûìè âñïîìîãàòåëüíûìè òîæäåñòâåííû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè) âûðàæåíèÿ B íà A. Åñëè îíà èìååò ìåñòî, òî õ5:= ñèìâîë
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"ïóñòîåñëîâî"; õ6:= íàáîð ñîìíîæèòåëåé ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ B íà A; õ7:= õ1; õ8:=
ñïèñîê óòâåðæäåíèé, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè. Ýòîò ðåæèì
ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè çíà÷åíèå ïåðåìåííîé a óæå èäåíòèôèöèðîâàíî ñ âûðàæåíèåì A,
è íóæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ax ñ B.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ïðîãðàììû ïðîöåäóðû "àëãåáðïåðåñå÷å-
íèå", çàìåòèì, ÷òî êîìïèëÿòîð íàõîäèò åå íàçâàíèå ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ïå-
ðåñå÷åíèåñïèñêîâ" ïî ñèìâîëó "óìíîæåíèå". Ôîðìàò âõîäíûõ è âûõîäíûõ äàííûõ
ïðîöåäóð, îïðåäåëÿåìûõ ýòèì ñïðàâî÷íèêîì, ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå ôîð-
ìàòîì ïðîöåäóðû "àëãåáðïåðåñå÷åíèå". Ôàêòè÷åñêè ýòîò ñïðàâî÷íèê ïîíàäîáèëñÿ
ïîêà ëèøü äâàæäû: â êîìïëåêñíîçíà÷íîì ñëó÷àå ñîçäàíà àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà
"Àëãåáðïåðåñå÷åíèå".

Âûõîäèì íà íà÷àëî ïðîãðàììû ñèìâîëà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå" ÷åðåç ïóíêò ("Ïðè-
åìû ðåøàòåëÿ", "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", "Îïåðàòîð ÀËÃÅÁÐÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈÅ")
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, àíàëèçèðóþòñÿ çíàêè âûðàæåíèé. Åñëè âûðàæåíèå A èìåëî çíàê
"ìèíóñ", òî íàáîð õ1 åãî ôîðìàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé - îïåðàíäîâ îïåðàöèè "óìíî-
æåíèå" - áóäåò îäíîýëåìåíòíûì è ñîñòîÿùèì èç ñàìîãî A. Â ýòîì ñëó÷àå èíäèêàòîð
çíàêà õ9 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1, à ïåðåìåííîé õ1 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæè-
òåëåé âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç A îòáðàñûâàíèåì çíàêà "ìèíóñ". Ïðè îòñóòñòâèè
çíàêà "ìèíóñ" èíäèêàòîðó õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ 0, à ïåðåìåííîé õ1 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ
êîïèÿ èñõîäíîãî íàáîðà. Òåïåðü, ïðè ëþáûõ èçìåíåíèÿõ ðàçðÿäîâ íàáîðà õ1, èñïîëü-
çóåìàÿ âíåøíåé ïðîöåäóðîé èñõîäíàÿ âåðñèÿ õ1 áóäåò ñîõðàíåíà. Òàêèå æå äåéñòâèÿ
ïðåäïðèíèìàþòñÿ äëÿ íàáîðà õ2, ïðè÷åì ðîëü èíäèêàòîðà çíàêà çäåñü èãðàåò ïåðå-
ìåííàÿ õ10.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(2)" ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü îáùèõ ìíîæèòåëåé
õ11 è íàêîïèòåëü õ12 èñïîëüçîâàííûõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ3. Åñëè õîòÿ áû îäèí
èç íàáîðîâ õ1, õ2 èìååò ñòåïåííîå âûðàæåíèå, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò äåñÿ-
òè÷íîå ÷èñëî, òî êàæäàÿ íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, âñòðå÷àþùàÿñÿ â íàáîðàõ õ1 è õ2,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, è çàìåíÿåòñÿ íà
íàáîð ýòèõ ñòåïåíåé. Ïðè ýòîì âñå îáùèå ýëåìåíòû íàáîðîâ õ1, õ2 ïåðåíîñÿòñÿ â
íàáîð õ11 è èñêëþ÷àþòñÿ èç õ1,õ2. Èíäèêàòîð õ13 ðàçëîæåíèÿ êîíñòàíò íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1. Åñëè æå íàáîðû õ1,õ2 íå èìåëè ñòåïåíåé ñ ÷èñëåí-
íûì îñíîâàíèåì, ýòîò èíäèêàòîð îñòàåòñÿ ðàâíûì 0. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 3"
ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(3)".

Çäåñü íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà ñîìíîæèòåëåé, ïðåäñòàâëåííûõ â íàáîðå õ1.
Åäèíè÷íûå ñîìíîæèòåëè ïðîïóñêàþòñÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùèé ñî-
ìíîæèòåëü.

Åñëè èíäèêàòîð õ13 ðàâåí 0, òî àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì õ15 - íàòóðàëü-
íàÿ êîíñòàíòà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, è ïðîñìàòðè-
âàþòñÿ âñå íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû õ18 íàáîðà õ2. Îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü õ20 âåëè÷èí õ16, õ18. Åñëè îí îòëè÷åí îò 1, òî â íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ11
çàíîñèòñÿ äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà õ20. Ïðè ýòîì õ18 è õ16 ñîêðàùàþòñÿ íà õ20. Åñ-
ëè â íåêîòîðûé ìîìåíò õ16 ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1, òî ïðîñìîòð ñïèñêà õ2 îáðûâàåòñÿ,
è ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ýëåìåíòó ñïèñêà õ1. Åñëè ñïèñîê õ2 ïîëíîñòüþ ïðîñìîòðåí,
íî õ16 íå ðàâíî 1, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ðàâåí ëè åäèíèöå óêàçàòåëü ðåæèìà õ4. Åñëè îí
ðàâåí åäèíèöå, ò.å. íóæíî áûëî ïðîâåðèòü äåëèìîñòü B íà A, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ
"ëîæü": äåëèìîñòè íåò óæå äëÿ ÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Èíà÷å - âûðàæåíèå õ15
çàìåíÿåòñÿ â ñïèñêå õ1 íà äåñÿòè÷íóþ çàïèñü âåëè÷èíû õ16, è ïðîäîëæåíèå ïðîñìîò-
ðà ñïèñêà õ1.
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Åñëè õ13 ðàâíî 1 ëèáî õ15 íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, òî ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 2" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(11)". Çäåñü àíà-
ëèçèðóåòñÿ ïîäñëó÷àé, êîãäà õ15 åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ, à âñå ñî-
ìíîæèòåëè p1, . . . , pk ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñóòü ýëåìåíòû ñïèñêà õ2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëèòåëü m ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ, à çíàìåíàòåëü n ÷åòíûé (ïðè
íå÷åòíîì çíàìåíàòåëå ðàíåå ñðàáîòàëè áû ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå ñòåïåíü ïðîèçâå-
äåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé). Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óñììåíüøåèëèðàâíî" ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îñíîâàíèå ñòåïåíè íåîòðèöàòåëüíî. Ýòîìó îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèé "àëãåáðïåðåñå÷åíèå", áëîêèðóþùèé ïðèåìû, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ìîãëè
áû îáðàòèòüñÿ ê ïðîöåäóðå "àëãåáðïåðåñå÷åíèå". Ïðè óñïåøíîé ïðîâåðêå ñîìíîæè-
òåëè p1, . . . , pk çàìåíÿþòñÿ â ñïèñêå õ2 íà âûðàæåíèå (p1 . . . pk)

(n−m)/n; âûðàæåíèå
õ15 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ11, à íà ìåñòî åãî âõîæäåíèÿ â ñïèñîê õ1 ïîìåùàåòñÿ
åäèíèöà. Êðîìå òîãî, â ñïèñêå õ12 ðåãèñòðèðóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äàëåå - ïðîäîëæåíèå ïðîñìîòðà ñïèñêà õ1.

Åñëè õ15 íå èìåëî óêàçàííîãî ñòåïåííîãî âèäà, òî ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê
ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(5)". Åñëè âûðàæåíèå õ15 èìå-
åò âèä ñòåïåíè, òî ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îñíîâàíèÿ ýòîé ñòåïåíè,
à ïåðåìåííîé õ17 - ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûðàæåíèå õ15 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê âûðîæäåííàÿ ñòåïåíü; ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíÿ
ýòîãî âûðàæåíèÿ, à ïåðåìåííîé õ17 - åäèíèöà (â ôîðìàòå òåðìà). Çàòåì íà÷èíà-
åòñÿ ïðîñìîòð âûðàæåíèé ñïèñêà õ2. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùåå òàêîå
âûðàæåíèå; ïåðåìåííîé õ20 - âõîæäåíèå îñíîâàíèÿ åãî ñòåïåíè (êàê è äëÿ õ15, äî-
ïóñêàåòñÿ ñëó÷àé âûðîæäåííîé ñòåïåíè).

Ñíà÷àëà ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ îñíîâàíèé ñòåïåíè âûðàæåíèé õ15, õ19.
Çäåñü ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè âûðàæåíèÿ õ19. Åñëè ïî-
êàçàòåëè õ21 è õ17 ñîâïàëè, òî âûðàæåíèå õ15 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ11, à åãî
âõîæäåíèÿ â ñïèñêè õ1, õ2 çàìåíÿþòñÿ íà åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò îò-
êàò ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ñïèñêà õ1. Åñëè ïîêàçàòåëè ðàçëè÷íû, òî
ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 4".

Çäåñü ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îáà ïîêàçàòåëÿ õ21, õ17 ñóòü ðàöè-
îíàëüíûå êîíñòàíòû. Ïåðåìåííûì õ22, õ23 ïðèñâàèâàþòñÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
ïîêàçàòåëÿ õ17, à ïåðåìåííûì õ24, õ25 - ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîêàçàòåëÿ õ21.
Åñëè õîòÿ áû îäèí èç çíàìåíàòåëåé ÷åòíûé è íå óñìàòðèâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü
îñíîâàíèÿ ñòåïåíè, òî ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ýëåìåíòó ñïèñêà õ2. Èíà÷å - ïåðåõîä
÷åðåç "âåòâü 2" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(6)".

Íàõîäÿòñÿ ÷èñëèòåëü õ26 è çíàìåíàòåëü õ27 ðåçóëüòàòà âû÷èòàíèÿ ïîêàçàòåëÿ õ17
èç ïîêàçàòåëÿ õ21. Åñëè õ26 ìåíüøå íóëÿ, òî íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì âûðàæå-
íèé õ15, õ19 ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå õ19. Îíî çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ11 è çàìåíÿåòñÿ
â ñïèñêå õ2 íà åäèíèöó. Ïðè ýòîì õ15 äåëèòñÿ íà õ19, à õ17 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ íîâûé
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè âûðàæåíèÿ õ15. Èçìåíåíèÿ ñïèñêà õ1 çäåñü ïîêà íå ïðîèñõîäèò -
îíî âûïîëíÿåòñÿ ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîñìîòðà ñïèñêà õ2. Åñëè õ26 íåîòðèöàòåëü-
íî, òî íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì âûðàæåíèé õ15, õ19 ñëóæèò âûðàæåíèå õ15.
Îíî çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ11 è çàìåíÿåòñÿ â ñïèñêå õ1 íà åäèíèöó. Âûðàæåíèå
õ19 äåëèòñÿ â ñïèñêå õ2 íà õ15, è îòêàò ê ïðîñìîòðó î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ñïèñêà õ1.

Åñëè ïîêàçàòåëè õ21, õ17 íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè, òî ïåðåõîä
÷åðåç "âåòâü 1" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(10)".

Êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèé õ17, õ21 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (m/n)P , ãäå m, n -
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà äàííîãî ñëàãàåìîãî. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà íàáîðîâ òðîåê (P, m, n): ïåðâûé íàáîð ñòðîèòñÿ ïî ñëàãàåìûì
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âûðàæåíèÿ õ17, âòîðîé - ïî âûðàæåíèþ õ21. Èíèöèèðóåòñÿ ïóñòûì ñëîâîì íàêîïè-
òåëü õ23 òðîåê àíàëîãè÷íîãî âèäà, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëàãàåìûì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîæèòåëåé õ15, õ19. Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïðîñìîòð òðîåê õ25, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëþ õ17. Ïðè ôèêñèðîâàííîé
òðîéêå õ25 = (P, m, n) íàõîäèòñÿ òðîéêà õ27 ïîêàçàòåëÿ õ21, èìåþùàÿ âèä (P, q, r).
Åñëè äðîáè m/n, q/r ðàâíû, òî êîïèÿ õ25 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ23, ïîñëå ÷åãî
ïåðâûå ýëåìåíòû òðîåê õ25, õ27 çàìåíÿþòñÿ íà íóëè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáèðà-
åòñÿ ìåíüøàÿ äðîáü; êîïèÿ åå òðîéêè ïåðåíîñèòñÿ â õ23, à ïåðâûé ýëåìåíò òðîéêè
çàìåíÿåòñÿ íà 0. Èç áîëüøåé äðîáè â ïðîòèâîïîëîæíîé òðîéêå âû÷èòàåòñÿ ìåíüøàÿ.

Ïî îêîí÷àíèè ñðàâíåíèÿ ñëàãàåìûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè õ17, õ21 ïðîâåðÿåòñÿ
íåïóñòîòà íàêîïèòåëÿ õ23. Äàëåå, ïðîâåðÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü îáùåãî îñíîâàíèÿ
õ16 ðàññìàòðèâàåìûõ ñòåïåíåé. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà âûðàæåíèé,
ïîëó÷åííûõ ïðè âîçâåäåíèè õ16 â ñòåïåíè - ñóììû, îïðåäåëÿåìûå, ñîîòâåòñòâåííî,
íàêîïèòåëåì õ23 è ïðåîáðàçîâàííûìè íàáîðàìè ïàðû õ22. Ïåðâîå èç ýòèõ âûðàæåíèé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîæèòåëåé õ15, õ19. Îíî çàíîñèò-
ñÿ â íàêîïèòåëü õ11. Äâà äðóãèõ ñóòü ðåçóëüòàòû äåëåíèÿ õ15, õ19 íà âûäåëåííûé
îáùèé ìíîæèòåëü. Ïåðâûé èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15; âòîðîé - çàíîñèò-
ñÿ íà òåêóùóþ ïîçèöèþ ñïèñêà õ2 âìåñòî ñòàðîé âåðñèè õ19. Åñëè õ15 îáðàòèëîñü â
åäèíèöó, òî îòêàò ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ñïèñêà õ1, èíà÷å - îòêàò ê
ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ñïèñêà õ2.

Âåðíåìñÿ ê òîé òî÷êå, ãäå ñðàâíèâàëèñü îñíîâàíèÿ ñòåïåíè âûðàæåíèé õ15, õ19.
Ýòî ïðîèñõîäèëî â ôðàãìåíòå ñ êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(5)". Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
îñîáûõ ñëó÷àåâ, êîãäà âîçìîæíî âûäåëåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ ó ñòåïåíåé ñ ðàçëè÷-
íûìè îñíîâàíèÿìè, ïåðåõîäèì ÷åðåç "èíà÷å 3" ïîñëå îïåðàòîðà "ðàâíûåòåðìû(õ16
õ20)".

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ëè îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé õ15, õ19 ñóììàìè,
ïîëó÷àþùèìèñÿ äðóã èç äðóãà èçìåíåíèåì çíàêîâ âñåõ ñëàãàåìûõ (êîíòðîëüíàÿ òî÷-
êà "ïðèåì(7)"). Åñëè ÿâëÿþòñÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ïðåäñòàâèì ëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
õ17 â âèäå ïðîñòîé äðîáè ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Ïîñëå ýòîãî õ15 ïðåîáðàçóåò-
ñÿ ê òîìó æå îñíîâàíèþ ñòåïåíè, ÷òî ó âûðàæåíèÿ õ19, ñ âîçìîæíûì èçìåíåíèåì
èíäèêàòîðà çíàêà õ9. Åñëè çíàìåíàòåëü äðîáè ÷åòíûé, ïðè÷åì õ4 = 1 (ñëó÷àé ïðî-
âåðêè äåëèìîñòè), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ïðåäñòàâèì ëè â âèäå ïðîñòîé ÷èñëîâîé äðîáè
ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè âûðàæåíèÿ õ19. Åñëè ïðåäñòàâèì, òî
õ19 ïðåîáðàçóåòñÿ ê òîìó æå îñíîâàíèþ, ÷òî ó õ15, ñ ìîäèôèêàöèåé èíäèêàòîðà
çíàêà õ10. Ïîñëå êîððåêöèè õ15 - îòêàò ê ïîâòîðíîìó ïðîñìîòðó ñïèñêà õ2; ïîñëå
êîððåêöèè õ19 - îòêàò ê ïîâòîðíîìó ðàññìîòðåíèþ òåêóùåãî ýëåìåíòà ñïèñêà õ2.

Ñëåäóþùèé îñîáûé ñëó÷àé - îäíî èç îñíîâàíèé ñòåïåíè ðàâíî äðóãîìó, çàêëþ-
÷åííîìó ïîä çíàê ìîäóëÿ. Åñëè ïåðâàÿ ñòåïåíü (áåç ìîäóëÿ â îñíîâàíèè) èìååò ðà-
öèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì, òî åå îñíîâàíèå çàíîñèòñÿ ïîä çíàê
ìîäóëÿ. Ïîñëå ýòîãî îñíîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíû, è âûïîëíÿåòñÿ îòêàò ê ïîâòîðíî-
ìó ðàññìîòðåíèþ ñèòóàöèè.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîñìîòðà ñïèñêà õ1 - îòêàò ê êîðíåâîìó ôðàãìåíòó ïðîöå-
äóðû è ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 2". Íà äàííûé ìîìåíò ñîõðàíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
íàêîïèòåëåé õ11 (ìíîæèòåëè, îòíåñåííûå ê îáùåìó äåëèòåëþ) è õ12 (óòâåðæäåíèÿ,
èñïîëüçîâàííûå äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè). Ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ13 íå îïðå-
äåëåíû. Âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ñïèñêîâ õ1, õ2 äëÿ ñîçäàíèÿ ïî íèì ðåçóëüòè-
ðóþùèõ âûðàæåíèé. Åñëè â îäíîì è òîì æå ñïèñêå âñòðå÷àþòñÿ äâà ñòåïåííûõ âû-
ðàæåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè è ðàöèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè, òî îíè ïåðå-
ìíîæàþòñÿ. Åñëè âñòðå÷àåòñÿ íàòóðàëüíàÿ çàïèñü äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà, ïðè÷åì îöåíêà



Ãëàâà 9. Ïðîöåäóðû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå 437

÷èñëà ðàçðÿäîâ ðåçóëüòàòà âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ìåíüøå 15, òî ýòà ñòåïåíü âû÷èñëÿ-
åòñÿ. Åñëè èìååòñÿ äðîáíàÿ ñòåïåíü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ó êîòîðîé ÷èñëèòåëü äðîáè
áîëüøå çíàìåíàòåëÿ, òî âûäåëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûé ìíîæèòåëü, íà êîòîðûé äîìíî-
æàåòñÿ äðóãàÿ öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà ñïèñêà. Íàêîíåö, ïåðåìíîæàþòñÿ ÷èñëîâûå
êîíñòàíòû îäíîãî è òîãî æå ñïèñêà.

Ïîñëå ñòàíäàðòèçàöèè ñïèñêîâ õ1, õ2 ïåðåìåííûì õ13, õ14 ïðèñâàèâàþòñÿ ðå-
çóëüòàòû îòáðàñûâàíèÿ èç íèõ âñåõ åäèíè÷íûõ ìíîæèòåëåé. Ýòè ïåðåìåííûå ñóòü
íàáîðû ìíîæèòåëåé, ïîëó÷åííûõ ïîñëå ñîêðàùåíèÿ èñõîäíûõ âûðàæåíèé íà îáùèé
äåëèòåëü õ11. Åñëè õ4 = 1, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 ïóñò. Äàëåå ýëåìåíòû ñïèñêîâ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ; ó÷èòûâàþòñÿ èíäèêàòîðû çíàêîâ, è âûäàåòñÿ
ðåçóëüòàò. Çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè çíàêà ôîðìèðóåòñÿ íîâûé îäíîýëåìåíòíûé
ñïèñîê, îáðàçîâàííûé âûðàæåíèåì "ìèíóñ(p1 . . . pn)", ãäå p1, . . . , pn - ýëåìåíòû ñòà-
ðîãî ñïèñêà.

Êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó "àëãåáðïåðåñå÷åíèå" áåç êàêèõ-
ëèáî ñïåöèàëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ óêàçàíèé. Îäíàêî, ýòà ïðîöåäóðà ñðàâíèòåëü-
íî òðóäîåìêàÿ, è òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî, ëó÷øå îáõîäèòüñÿ áåç íåå - ðàññìàòðè-
âàÿ îáû÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ëèáî ðàçíîñòè ãðóïï ñîìíîæèòåëåé. ×òîáû çàáëîêèðîâàòü
èñïîëüçîâàíèå êîìïèëÿòîðîì äàííîé ïðîöåäóðû, ñëåäóåò ââåñòè óêàçàòåëü ïðèåìà
"íàáîðîïåðàíäîâ(A1 . . . An)", ãäå A1, . . . , An - óêàçàòåëè âõîæäåíèé â òåîðåìó ïðèåìà
òåõ ïðîèçâåäåíèé, êîòîðûå äîëæíû îáðàáàòûâàþòñÿ áåç åå ó÷àñòèÿ.

9.2.2 Ïðîöåäóðà "âûäåëåíèåñòåïåíè"

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñòåïåííûõ âûðàæåíèé âèäà an, ãäå n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà,
èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "âûäåëåíèåñòåïåíè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)". Çäåñü õ1 - âõîæäå-
íèå ïåðâîãî ñèìâîëà âûðàæåíèÿ, èäåíòèôèöèðóåìîãî ñî ñòåïåíüþ; õ2 - íàòóðàëüíûé
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ôîðìàòå ÷èñëà ËÎÑà; õ3 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, èñòèííûõ â
êîíòåêñòå âõîæäåíèÿ õ1; õ4 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ. Èñïîëüçóÿ óêàçàíèÿ, ñîäåðæà-
ùèåñÿ â êîììåíòàðèÿõ ñïèñêà õ4, ïðîöåäóðà ïðèíèìàåò ðåøåíèå î öåëåñîîáðàçíîñòè
ïðåäñòàâëåíèÿ èäåíòèôèöèðóåìîãî âûðàæåíèÿ â âèäå n-é ñòåïåíè íåêîòîðîãî äðó-
ãîãî âûðàæåíèÿ. Åñëè ýòî öåëåñîîáðàçíî, ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ îñíîâàíèå
ðåçóëüòèðóþùåé ñòåïåíè, à ïåðåìåííîé õ6 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, èñïîëüçîâàííûõ
äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè.

Ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ î öåëåñîîáðàçíîñòè âûäåëåíèÿ ñòåïåíè ìîæåò àíàëèçèðî-
âàòüñÿ âíåøíèé êîíòåêñò: åñëè óæå âñòðå÷àëèñü âûðàæåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè âûäå-
ëåíèè ñòåïåíè, ëèáî êîðíè èç òàêèõ âûðàæåíèé, òî ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ. Âíåøíèé
êîíòåêñò îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ êîììåíòàðèåâ ñïèñêà õ4:

1. "âûäåëåíèåñòåïåíè" - âíåøíèé êîíòåêñò íå ðàññìàòðèâàåòñÿ;
2. "íîðìóðàâíåíèÿ", "áàçàâõîæäåíèÿ" - âíåøíèé êîíòåêñò îáðàçîâàí òåì òåðìîì,

êîòîðûé îáðàáàòûâàåòñÿ âíåøíèì ïàêåòíûì íîðìàëèçàòîðîì;
3. "(ñòåïåíü A)" - ê âíåøíåìó êîíòåêñòó äîáàâëÿåòñÿ òåðì A.
4. "óðàâíìåíüøå"; "ñëåäëèíèÿ" - èç âíåøíåãî êîíòåêñòà èñêëþ÷àþòñÿ âñå ñòåïåíè,

ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå;
Ïî óìîë÷àíèþ, âíåøíèì êîíòåêñòîì ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è. Ñòåïåí-

íûå âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå âî âíåøíèé êîíòåêñò, ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
ïðîöåäóðîé "ñòåïåíè(. . .)", êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ âõîäíûå ïàðàìåòðû õ1, õ4.
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Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîãðàììû ïðîöåäóðû. Âûéòè íà íåå ìîæíî ÷åðåç
ïóíêò ("Ïðèåìû ðåøàòåëÿ", "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", "Îïåðàòîð ÂÛÄÅËÅÍÈÅ-
ÑÒÅÏÅÍÈ") îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ðàâíî ëè õ1 íóëþ. Åñëè ðàâíî, òî ñðàçó æå âûäàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò: õ5 - îäíîáóêâåííûé òåðì "0", õ6 - "ïóñòîåñëîâî". Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé âûðàæåíèÿ õ1. Ââîäÿòñÿ íàêîïè-
òåëü õ8 ñîìíîæèòåëåé ðåçóëüòàòà è íàêîïèòåëü õ9 èñïîëüçîâàííûõ óòâåðæäåíèé.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(2)" íà÷èíàåòñÿ öèêë îáðàáîòêè êîíñòàíòíûõ
ñîìíîæèòåëåé. Çäåñü ââîäÿòñÿ åùå äâà íàêîïèòåëÿ: õ10 - ïðîñòûå îñíîâàíèÿ ñòåïå-
íåé; õ11 - ïàðû (÷èñëèòåëü - çíàìåíàòåëü) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëåé. Ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ òàêèå ýëåìåíòû ñïèñêà õ7, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèáî äåñÿòè÷-
íûå çàïèñè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ëèáî ñòåïåíè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ðàöèîíàëüíûì
êîíñòàíòíûì ïîêàçàòåëåì. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâàíèé ñòåïåíè ýòèõ ýëåìåíòîâ
â âèäå ïðîèçâåäåíèé íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäó-
ðà "ìíîæèòåëè(. . .)". Ðåçóëüòàò ðàññìîòðåíèÿ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêàõ õ10, õ11, à âõîæäåíèå ýëåìåíòà â ñïèñîê õ7 çàìåíÿåòñÿ íà 0.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ7 âûïîëíÿåòñÿ êîððåêöèÿ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ11,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçâëå÷åíèþ èç êîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëåé êîðíÿ õ2-é ñòåïåíè. Äëÿ
ýòîãî ñïèñêè õ10, õ11 ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñèíõðîííî. Ïóñòü p - òåêóùèé ýëåìåíò ñïèñêà
õ10; (m,n) - òåêóùèé ýëåìåíò ñïèñêà õ11. Åñëè m äåëèòñÿ íà õ2, òî òàêîå äåëåíèå
âûïîëíÿåòñÿ.

Èíà÷å - ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "âûäåëåíèåñòåïåíè". Ïðè åãî îòñóò-
ñòâèè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñòåïåííûå òåðìû t âíåøíåãî êîíòåêñòà,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàöèîíàëüíûå ñòåïåíè íàòóðàëüíûõ êîíñòàíò a, äåëÿùèõ-
ñÿ íà p. Åñëè ðåçóëüòàò äåëåíèÿ äðîáè m/n íà ðàöèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü, ñ êîòîðûì
ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â t, åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà õ2, òî âûïîëíÿ-
åòñÿ äîìíîæåíèå n íà õ2 è ñîêðàùåíèå äðîáè m/n. Çàòåì - ïåðåõîä ê î÷åðåäíûì
ýëåìåíòàì ñïèñêîâ õ10, õ11. Ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé - âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî
çíà÷åíèþ "ëîæü".

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêîâ õ10, õ11 ðåàëèçóåòñÿ öèêë çàïîëíåíèÿ íàêîïè-
òåëÿ ðåçóëüòàòà õ8, êóäà çàíîñÿòñÿ ñòåïåííûå âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ýëåìåíòàìè
p, (m,n) ñïèñêîâ õ10, õ11. Èç ýòèõ âûðàæåíèé, ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, èçâëåêàþòñÿ
íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû, è âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå õ12 âñåõ òàêèõ êîíñòàíò. Åñëè
â ðåçóëüòàòå ÷èñëî õ12 îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íî îò åäèíèöû, òî åãî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü
äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ8.

Ïî çàâåðøåíèè ðàññìîòðåíèÿ êîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëåé - îòêàò ê êîðíåâîìó ôðàã-
ìåíòó è ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 3" ê ôðàãìåíòó, ñîäåðæàùåìó êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðè-
åì(5)". Çäåñü ïðîèñõîäèò ïîâòîðíûé ïðîñìîòð ñïèñêà õ7 - íà ýòîò ðàç óæå íå òîëüêî
êîíñòàíòíûõ, à ïðîèçâîëüíûõ åãî ýëåìåíòîâ. Íóëåâûå çíà÷åíèÿ, ïîÿâèâøèåñÿ ïîñëå
ïåðâîãî öèêëà ïðîñìîòðà, ïðîïóñêàþòñÿ. Åñëè òåêóùèé ýëåìåíò õ10 - ñòåïåííîå âû-
ðàæåíèå ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè, ÷èñëèòåëü êîòîðîãî äåëèòñÿ íà õ2,
òî èç õ10 ñðàçó æå èçâëåêàåòñÿ êîðåíü õ2-é ñòåïåíè, è ðåçóëüòàò çàíîñèòñÿ â íàêî-
ïèòåëü õ8. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(6)". Åñëè õ10 íå èìååò
óêàçàííîãî âèäà, òî ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2".

Çäåñü ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ îñíîâàíèå ñòåïåíè (áûòü ìîæåò, âûðîæäåí-
íîé) âûðàæåíèÿ õ10. Åñëè âûðàæåíèå õ10 - ñòåïåííîå, èìååò ðàöèîíàëüíûé ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè p, à â íàáîðå õ4 íåò ýëåìåíòà "âûäåëåíèåñòåïåíè", òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ
ñòåïåííûå òåðìû õ15 âíåøíåãî êîíòåêñòà, îñíîâàíèå êîòîðûõ ðàâíî õ11. Åñëè õ15
èìååò ðàöèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü q, ïðè÷åì îòíîøåíèå p/q - öåëîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
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íà õ2, òî êîðåíü õ2-é ñòåïåíè èç õ10 çàíîñèòñÿ â õ8. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî õ2 ïðîâåðÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíîñòü õ11.

Åñëè âûðàæåíèå õ10 - ñòåïåííîå, à ïîêàçàòåëü åãî íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé êîí-
ñòàíòîé, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñëàãàåìûå s ýòîãî ïîêàçàòåëÿ. Çàïîë-
íÿåòñÿ íàêîïèòåëü õ13 ðåçóëüòàòîâ R äåëåíèÿ òàêèõ ñëàãàåìûõ íà õ2. Åñëè âûäå-
ëÿåòñÿ íàòóðàëüíûé ìíîæèòåëü ÷èñëèòåëÿ ñëàãàåìîãî, äåëÿùèéñÿ íà õ2, òî R ñðà-
çó çàíîñèòñÿ â õ13. Èíà÷å - ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "âûäåëåíèåñòåïåíè" ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ñòåïåííûå òåðìû âíåøíåãî êîíòåêñòà, îñíîâàíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò
ñ îñíîâàíèåì õ10, à íåêîòîðîå ñëàãàåìîå r ïîêàçàòåëÿ îòëè÷àåòñÿ îò s òîëüêî ðà-
öèîíàëüíûì êîýôôèöèåíòîì. Êîýôôèöèåíò ñëàãàåìîãî s äåëèòñÿ íà êîýôôèöèåíò
ñëàãàåìîãî r; åñëè ïîëó÷àåòñÿ öåëî÷èñëåííûé ðåçóëüòàò, äåëÿùèéñÿ íà õ2, òî R çà-
íîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ13. Åñëè äëÿ s íè îäíî èç óêàçàííûõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî,
òî âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Èíà÷å, ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïðîñìîò-
ðà ñëàãàåìûõ, â íàêîïèòåëü õ8 çàíîñèòñÿ ñòåïåííîå âûðàæåíèå ñ îñíîâàíèåì õ11 è
ïîêàçàòåëåì, ðàâíûì ñóììå âûðàæåíèé íàáîðà õ13. Çàòåì - ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó
ñîìíîæèòåëþ õ10.

Íàêîíåö, åñëè ïðè ïðîñìîòðå ñïèñêà õ7 âñòðå÷àåòñÿ íå ñòåïåííîå âûðàæåíèå õ10,
òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "âûäåëåíèåñòåïåíè" è ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñòå-
ïåííûå òåðìû âíåøíåãî êîíòåêñòà, îñíîâàíèåì êîòîðûõ ñëóæèò õ10. Åñëè âñòðå÷à-
åòñÿ òåðì ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì, çíàìåíàòåëü êîòîðîãî äåëèòñÿ íà õ2, òî â õ8
çàíîñèòñÿ ðåçóëüòàò èçâëå÷åíèÿ èç õ10 êîðíÿ õ2-é ñòåïåíè; äëÿ ÷åòíîãî õ2 ïðîâåðÿ-
åòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü îñíîâàíèÿ.

Íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåäóðó âñòàâëåí ýâðèñòè÷åñêèé ôèëüòð, áëîêèðóþùèé âû-
äåëåíèå ñòåïåíè èç íåèçâåñòíîé, äëÿ êîòîðîé â çàäà÷å íà îïèñàíèå óæå íàéäåíî åå
çíà÷åíèå.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïðîñìîòðà ñïèñêà õ7 âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò - ïðîèçâåäåíèå
âûðàæåíèé íàêîïèòåëÿ õ8. Ýòî ïðîèçâåäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ñòàíäó-
ïîðÿäî÷åíèå", ðàñïîëàãàþùèì îïåðàíäû êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé è ñèììåòðè÷íûõ
îòíîøåíèé â ñòàíäàðòíîì ïîðÿäêå.

Ïðîöåäóðà "âûäåëåíèåñòåïåíè" èñïîëüçóåòñÿ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè íàòóðàëüíûõ êîíñòàíòíûõ ñòåïåíåé áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ óêà-
çàíèé. Åñëè íóæíî çàáëîêèðîâàòü åå ïðèìåíåíèå, ïðèåì ñîïðîâîæäàåòñÿ óêàçàòåëåì
"âèä(A1 . . . An)", ãäå A1, . . . , An - óêàçàòåëè âõîæäåíèé â òåîðåìó ïðèåìà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñòåïåííûõ âûðàæåíèé.

9.2.3 Èäåíòèôèêàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

Èíîãäà áûâàåò íåîáõîäèìî óñìîòðåòü, ÷òî çàäàííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) â òî÷êå A. Ýòà òî÷êà ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íà çàðàíåå ëèáî íàéäåíà â ïðîöåññå èäåíòèôèêàöèè. Ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì èäåíòèôèêàöèè ñëóæèò íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ìíî-
ãî÷ëåíà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìîì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íîâûõ òåðìîâ. ßâíîãî
âûðàæåíèÿ äëÿ ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) çäåñü ïîëó÷àòü íå òðåáóåòñÿ, òàê ÷òî íà-
áîð êîýôôèöèåíòîâ îñòàåòñÿ ëèøü â òåõíè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ äàííûõ ïðîãðàììû
ïðèåìà. Òàêîé ñëó÷àé îáñëóæèâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "ñììíîãî÷ëåí". Äðóãîé ñëó÷àé -
ïîëó÷åíèå ôîðìàëüíîé çàïèñè "ìíîãî÷ëåí(. . .)" äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x), êîòîðàÿ äà-
ëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìàìè, îðèåíòèðîâàííûìè íà ðàáîòó ñ ìíîãî÷ëåíàìè.
Òîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "ôîðììíîãî÷ëåí".

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïåðâîé ïðîöåäóðû. Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "ñììíî-
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ãî÷ëåí(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - âõîæäåíèå ïåðâîãî ñèìâîëà èäåíòèôèöèðóþùåãî
âûðàæåíèÿ, õ2 - óêàçàòåëü íà ïðèíöèï îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ A. Åñëè õ2 - íàáîð
ïåðåìåííûõ, òî A ãðóïïèðóåòñÿ èç âñåõ ìíîæèòåëåé îäíî÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðå-
ìåííûå ñïèñêà õ2. Åñëè õ2 - ñèìâîë "0", òî A ãðóïïèðóåòñÿ èç âñåõ íåêîíñòàíòíûõ
ìíîæèòåëåé îäíî÷ëåíîâ. Íàêîíåö, åñëè õ2 - òåðì "òåðì(A)", òî èìååì ÿâíîå çàäà-
íèå âûðàæåíèÿ A. Åñëè óäàëîñü óñìîòðåòü ìíîãî÷ëåí, òî âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå A, à ïåðåìåííîé õ4 - íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà â
ôîðìàòå òåðìîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé. Â ýòîì íàáîðå âñòàâëåíû
íóëåâûå òåðìû äëÿ îòñóòñòâóþùèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòåïåíåé. Â ñëó÷àå, êîãäà A ïåð-
âîíà÷àëüíî íå çàäàíî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õ1 èìåëî âèä ñóììû. Åñëè A ïåðâîíà÷àëüíî
áûëî çàäàíî, îíî íå ïåðåñûëàåòñÿ ïåðåìåííîé õ3, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò çíà÷åíèå 0.

Ïåðåõîäèì ê êîðíåâîìó ôðàãìåíòó ïðîãðàììû ñèìâîëà "ñììíîãî÷ëåí". Åñëè õ1
íå èìååò âèäà ñóììû, ïðè÷åì A íå çàäàíî, òî ñðàçó âûäàåòñÿ îòêàç. Èíà÷å ââîäÿòñÿ
íàêîïèòåëü õ5 âûðàæåíèÿ A è íàêîïèòåëü õ6 ñïèñêà ïàð (íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè âûðàæåíèÿ A - êîýôôèöèåíò ïðè ýòîé ñòåïåíè), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàå-
ìûì âûðàæåíèÿ õ1. Â ýòîì ñïèñêå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïàð äëÿ
îäíîãî è òîãî æå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíî-
æèòåëåé âûðàæåíèÿ A, åñëè îíî çàäàíî, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ
öèêë ïðîñìîòðà ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ õ1. Åñëè îáíàðóæèâàåòñÿ äðîáíîå ñëàãàåìîå,
çíàìåíàòåëü êîòîðîãî èìååò îáùèå ïåðåìåííûå ñ õ2 (êðîìå ñëó÷àÿ õ2 = 0), òî âû-
äàåòñÿ îòêàç. Èíà÷å - ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé ÷èñëè-
òåëÿ òåêóùåãî ñëàãàåìîãî; çíàê ñëàãàåìîãî îòáðàñûâàåòñÿ. Åñëè â õ11 âñòðå÷àåòñÿ
íå íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü íåêîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ òàêæå îñíîâàíèåì
ñòåïåíè âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ7, òî âûäàåòñÿ îòêàç.

Â ñëó÷àå, êîãäà âûðàæåíèå A óæå çàäàíî, íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ åãî ñòåïåíü
õ12, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ ïðîèçâåäåíèå õ11. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð "àëãåáðïå-
ðåñå÷åíèå". Â íàêîïèòåëü õ6 çàíîñèòñÿ ïàðà (õ12, õ13), ãäå õ13 - ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ,
ñêîððåêòèðîâàííîå ñ ó÷åòîì âíåøíèõ çíàêà è çíàìåíàòåëÿ.

Åñëè A íå çàäàíî, òî îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ12 âñåõ âûðàæåíèé íàáîðà õ11, èìåþ-
ùèõ ïåðåìåííóþ èç õ2 (ïðè õ2 = 0 - âñåõ íåêîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé). Åñëè õ12 ïóñòî,
â íàêîïèòåëü õ6 çàíîñèòñÿ ïàðà (0 - òåêóùåå ñëàãàåìîå). Èíà÷å - ñîçäàåòñÿ ñïèñîê
õ13 ïàð (îñíîâàíèå ñòåïåíè - ïîêàçàòåëü ñòåïåíè) äëÿ âûðàæåíèé ñïèñêà õ12. Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëî÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé
ïîêàçàòåëåé, è ôîðìèðóåòñÿ âûðàæåíèå õ16 - ðåçóëüòàò èçâëå÷åíèÿ èç ïðîèçâåäåíèÿ
õ12 êîðíÿ õ14-é ñòåïåíè. Ýòî âûðàæåíèå ñòàíäàðòèçèðóåòñÿ è ñðàâíèâàåòñÿ ñ ñîäåð-
æèìûì íàêîïèòåëÿ õ5. Åñëè õ5 íå ðàâíî 0 è îòëè÷íî îò õ16, âûäàåòñÿ îòêàç. Åñëè
ïåðåìåííàÿ õ5 ðàâíà 0, òî åé ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå õ16. Çàòåì â íàêîïèòåëü õ6
çàíîñèòñÿ ïàðà (õ14, õ17), ãäå õ17 - ñêîððåêòèðîâàííîå ñ ó÷åòîì âíåøíèõ çíàêà è
çíàìåíàòåëÿ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ11, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ12.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîñìîòðà ñëàãàåìûõ - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2". Çäåñü íà-
õîäèòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè õ9 è ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ10 íàáîðà
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà, èçíà÷àëüíî çàïîëíåííûé íóëåâûìè òåðìàìè. Â öèêëå
ïðîñìîòðà ñïèñêà õ6 ïðîèñõîäèò ãðóïïèðîâêà ïî ðàçðÿäàì íàêîïèòåëÿ õ10 êîýôôè-
öèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé, çàòåì âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

Ïðîöåäóðà "ôîðììíîãî÷ëåí(õ1 õ2 õ3 õ4)" ïîëó÷àåò ñëåäóþùèå âõîäíûå äàí-
íûå: õ1 - âûðàæåíèå, èäåíòèôèöèðóåìîå êàê ìíîãî÷ëåí ñ êîíñòàíòíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè; õ2 - òåðì ëèáî íàáîð òåðìîâ, ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ è ïåðåìåííûõ, êîòî-
ðûå äîëæíû áûòü èäåíòèôèöèðîâàíû ñî çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ ìíîãî÷ëåíà; õ3
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- ñïèñîê óòâåðæäåíèé, â ïðåäïîëîæåíèè èñòèííîñòè êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ èäåíòè-
ôèêàöèÿ. Ïðè óñïåõå ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ìíîãî÷ëåí(X K
F )", îïðåäåëÿþùåå èäåíòèôèöèðîâàííûé ôîðìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Íàïîìíèì, ÷òî
X - íàáîð ôîðìàëüíûõ ïåðåìåííûõ ìíîãî÷ëåíà; K - êîëüöî, íàä êîòîðûì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí; F - ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ êîýôôèöèåíòû. Îíà îïðåäåëåíà íà
ìíîæåñòâå íàáîðîâ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ ñïèñêà X è ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ èç K. Îáû÷íî òàêàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ
"òàáëèöà(ïåðå÷åíü(íàáîð(F1 . . . Fn)))", ãäå Fi - îäíîòî÷å÷íûå ôóíêöèè "Ñì(ai bi)".
Âûáîð ïåðåìåííûõ X çäåñü ïðîèçâîëåí. Â âûðàæåíèè äëÿ ìíîãî÷ëåíà èñïîëüçóþò-
ñÿ êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ "èêñ(m)", çàäàþùèå äàííûå ïåðåìåííûå, òàê ÷òî ñàìè
îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ìíîãî÷ëåíà. Çàìåòèì, ÷òî
âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîöåäóðû îãðàíè÷åíû òðåìÿ ñëó÷àÿìè êîëüöà K -
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, à òàêæå ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû ââîäèò íàêîïèòåëü õ5 âûðàæåíèé "Ñì(ai bi)", çàäàþùèõ
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñëàãàåìûõ âûðà-
æåíèÿ õ1. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìíîãî÷ëåíà,
ïðèâåäåííûõ ê ôîðìàòó òåðìîâ. Äàëåå ïðîñìàòðèâàþòñÿ îäíî÷ëåíû õ9 íàáîðà õ6.
Äëÿ òåêóùåãî îäíî÷ëåíà ñîçäàåòñÿ íàáîð õ10 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé, ñ
êîòîðûìè â íåì âñòðå÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàâøèåñÿ
ìíîæèòåëè îäíî÷ëåíà íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, íàõîäèòñÿ èõ ïðîèçâåäåíèå õ16, è â
íàêîïèòåëü õ5 çàíîñèòñÿ âûðàæåíèå "Ñì(õ10 õ16)". Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà îäíî-
÷ëåíîâ ôîðìèðóåòñÿ âûðàæåíèå õ9 âèäà "òàáëèöà(ïåðå÷åíü(F1 . . . Fn))" äëÿ ôóíêöèè
F . Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï êîëüöà. Êîìïëåêñíûé ñëó÷àé óñìàòðèâàåòñÿ
ïî êîìïëåêñíîçíà÷íûì îïåðàöèÿì "Ïëþñ", "Ìèíóñ", "Óìíîæåíèå", "Ñòåïåíü". Åñëè
â âåùåñòâåííîçíà÷íîì ñëó÷àå âñå êîýôôèöèåíòû ñóòü öåëûå ÷èñëà, òî áåðåòñÿ êîëüöî
öåëûõ ÷èñåë, èíà÷å - ïîëå âåùåñòâåííûõ. Â êà÷åñòâå X âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå, íå
âñòðå÷àþùèåñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ3 è âûðàæåíèè õ1. Çàòåì âûäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùåå
âûðàæåíèå "ìíîãî÷ëåí(X K F )".

×òîáû êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà âîñïîëüçîâàëñÿ ïðîöåäóðîé "ñììíîãî÷ëåí" äëÿ
èäåíòèôèêàöèè òåîðåìíîãî òåðìà f(A) êàê çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f îò âûðàæåíèÿ
A, íóæíî ââåñòè óêàçàòåëü ïðèåìà "ñììíîãî÷ëåí(f R)". Òåðì R îïðåäåëÿåò ñïîñîá
èäåíòèôèêàöèè âûðàæåíèÿ A: åñëè R - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "íåèçâåñòíûå", òî A ãðóï-
ïèðóåòñÿ èç âñåõ ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå òåêóùåé çàäà÷è ìíîæèòåëåé îäíî÷ëåíîâ;
åñëè R - ñèìâîë ïåðåìåííîé, òî A ãðóïïèðóåòñÿ èç âñåõ ñîäåðæàùèõ èäåíòèôèöèðî-
âàííóþ ñ R ïåðåìåííóþ ìíîæèòåëåé; åñëè R èìååò âèä "òåðì(B)", òî A åñòü çíà÷å-
íèå ïðîãðàììíîãî âûðàæåíèÿ B. Íàêîíåö, R âîîáùå ìîæåò îòñóòñòâîâàòü, è òîãäà
A ãðóïïèðóåòñÿ èç âñåõ íåêîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëåé.

Ïðîöåäóðà "ñììíîãî÷ëåí" ïðèìåíÿåòñÿ êîìïèëÿòîðîì òàêæå äëÿ èäåíòèôèêàöèè
ìíîãî÷ëåíà, çàäàííîãî êîíå÷íîé ñóììîé âèäà:

n∑
i=1

f(i)xi−1.

Â ýòîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ óêàçàòåëü ïðèåìà "âèäìíîãî÷ëåíà(U)", ãäå U - óêàçàòåëü
âõîæäåíèÿ äàííîé êîíå÷íîé ñóììû â òåîðåìó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x çà-
áëàãîâðåìåííî èäåíòèôèöèðîâàíà ñ íåêîòîðûì âûðàæåíèåì A. Ïåðåìåííàÿ f èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ òåðìîì "íàáîð(. . .)", ïåðå÷èñëÿþùèì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà,
óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé, à ïåðåìåííàÿ n - ñ óâåëè÷åííîé íà åäèíè-
öó ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà.
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Ïðîöåäóðà "ôîðììíîãî÷ëåí" ïðèìåíÿåòñÿ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè âûðàæåíèé "çíà÷åíèåìí(f A)". Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, çäåñü
óæå f - íå ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, à îáû÷íàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðóþ íóæíî
èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ôîðìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì. Ïðèåì ñîïðîâîæäàåòñÿ óêàçàòåëåì
"çíà÷åíèåìí(f)". A - ïåðåìåííàÿ ëèáî íàáîð ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ çàáëàãîâðåìåííî.

9.3 Âû÷èñëåíèÿ ñ êîíñòàíòàìè

Íà÷íåì ñ íàïîìèíàíèÿ îáùèõ ïðèíöèïîâ âû÷èñëåíèé íà ËÎÑå, êîòîðûå ïðèâîäè-
ëèñü â ïåðâîì òîìå. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ôîðìàòû:

1. Ñèìâîëüíûå ÷èñëà - ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, êîäèðóþùèå öåëûå ÷èñëà îò -259 äî
65275. Ñèìâîë ñ íîìåðîì 260 + n êîäèðóåò ÷èñëî n. Â ÷àñòíîñòè, ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë "0" êîäèðóåò ÷èñëî 0. Ýòîò ôîðìàò îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå áûñòðóþ
àðèôìåòèêó. Îí ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óêàçàíèÿ íîìåðîâ ðàçðÿäîâ íàáîðîâ, ñìåùå-
íèé ïèêñåëåé íà ýêðàíå, óðîâíåé ñêàíèðîâàíèÿ è ò.ï.

2. Äåñÿòè÷íûå ÷èñëà ËÎÑà - ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû äëÿ öèôð îò 0 äî 9, à òàêæå
íàáîðû öèôð, áûòü ìîæåò, äîïîëíåííûå ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì "ìèíóñ" â íà÷à-
ëå è ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì ","â ñåðåäèíå. Èçáûòî÷íûå íóëè â íà÷àëå è êîíöå
íàáîðà, à òàêæå íàáîð "ìèíóñ 0" íå äîïóñêàþòñÿ.

3. Ïðåäñòàâëåíèå äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà â âèäå òåðìà. Öèôðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ îäíî-
áóêâåííûìè òåðìàìè. Áîëåå ÷åì îäíîðàçðÿäíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a1 . . . an

ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåðìîì "âåëè÷èíà(a1 . . . an)". Çäåñü ai - öèôðû, áûòü ìîæåò,
ñ åäèíñòâåííûì âõîæäåíèåì ñèìâîëà ",". Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòðèöàòåëüíîé êîí-
ñòàíòû èñïîëüçóåòñÿ âíåøíÿÿ îïåðàöèÿ "ìèíóñ". Òåðìû, ïðåäñòàâëÿþùèå äå-
ñÿòè÷íûå ÷èñëà, íàçûâàåì äåñÿòè÷íûìè çàïèñÿìè.

4. Äëÿ óñèëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ñèñòåìû ââåäåíû äîïîëíèòåëü-
íûå òèïû "àòîìàðíûõ" îáúåêòîâ ËÎÑà - ðÿä ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷èñ-
ëîâûõ êîíñòàíò:
(a) Ôîðìàò "öåëîå ñî çíàêîì". Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì

çàêîäèðîâàííîå îáû÷íîå 32-áèòíîå öåëîå ÷èñëî ñî çíàêîì.
(b) Ôîðìàò "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì" ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ öåëûìè ÷èñëàìè

ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Îòëè÷èå îò ôîðìàòà "äåñÿòè÷íîå ÷èñëî ËÎÑà" ñî-
ñòîèò â áîëåå ýôôåêòèâíîì èñïîëüçîâàíèè ìàøèííîé àðèôìåòèêè: ðîëü
öèôð çäåñü èãðàþò 16-áèòíûå ôðàãìåíòû.

(c) Ôîðìàò "÷èñëî ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" - ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàêîäèðî-
âàííîå 64-áèòíîå ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà "ñ ïëàâàþùåé çàïÿ-
òîé".

Â îáû÷íîì "ëîãè÷åñêîì" ðåæèìå ðàáîòû ðåøàòåëÿ äàííûå ôîðìàòû íå èñïîëü-
çóþòñÿ. Äëÿ èõ ïîäêëþ÷åíèÿ íóæíû ñïåöèàëüíûå öåëåâûå óñòàíîâêè çàäà÷,
óêàçûâàþùèå íà ñìåøàííûé "ëîãèêî-âû÷èñëèòåëüíûé" ðåæèì. Äåéñòâèÿ ñ ëî-
ãè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè äàííûõ, ïðåäïîëàãàþùèå ðåæèì ñêàíèðîâàíèÿ, îáû÷-
íî íà ïîðÿäîê ìåäëåííåå, ÷åì îáû÷íûå âû÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ñìåøàííîãî
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ðåæèìà íåò íåîáõîäèìîñòè â äàëüíåéøåì óñêîðåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïîòåí-
öèàëà ñèñòåìû. ×òîáû îáåñïå÷èòü òàêîå óñêîðåíèå äëÿ ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíîãî
ðåæèìà, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøèõ ñèñòåì, íóæíî ðàçâè-
âàòü òåõíèêó ñèíòåçà ðåøàòåëÿìè "îáû÷íûõ" ÑÈ-ïðîãðàìì, êîòîðûå ìîãëè áû
çàïóñêàòüñÿ ñàìèì æå ðåøàòåëåì ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ èì íåîáõîäèìûõ äàííûõ.

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïåðàòîðû ËÎÑà, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðàáîòû ñ ÷èñëàìè.

9.3.1 Ñèìâîëüíûå ÷èñëà

1. "ìåíåå(õ1 õ2)" - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ÷èñëî õ1 ìåíüøå ÷èñëà õ2;
2. "ïëþññèìâ(õ1 õ2)" - ñóììà ÷èñåë õ1, õ2;
3. "âû÷èòñèìâ(õ1 õ2)" - ðàçíîñòü ÷èñåë õ1 è õ2;
4. "óìíîæñèìâ(õ1 õ2)" - ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë õ1 è õ2;
5. "÷àñòíîåñèìâ(õ1 õ2 õ3 õ4)" - äåëåíèå ñ îñòàòêîì õ1 íà õ2 (õ3 - íåïîëíîå ÷àñòíîå,

õ4 - îñòàòîê);
6. "ñèìâíîìåðà(õ1 õ2 õ3)" - ïåðå÷èñëåíèå ñèìâîëüíûõ ÷èñåë õ3 â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ íà÷èíàÿ ñ ñèìâîëüíîãî ÷èñëà õ1 è êîí÷àÿ õ2;
7. "îáðíîìåðà(õ1 õ2 õ3)" - ïåðå÷èñëåíèå ñèìâîëüíûõ ÷èñåë õ3 â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ

íà÷èíàÿ ñ õ1 è êîí÷àÿ õ2.

9.3.2 Äåñÿòè÷íûå ÷èñëà ËÎÑà; îáùèé ñëó÷àé

.
1. "ìåíüøå(õ1 õ2)" - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ÷èñëî õ1 ìåíüøå ÷èñëà õ2;
2. "áîëüøå(õ1 õ2)" - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ÷èñëî õ1 áîëüøå ÷èñëà õ2. Ïðåäïî÷òè-

òåëüíåå ïðîâåðêà ÷åðåç "ìåíüøå" - îíà âûïîëíÿåòñÿ áûñòðåå.
3. "ïëþñ(õ1 õ2)" - ñóììà ÷èñåë õ1 è õ2;
4. "âû÷èòàíèå(õ1 õ2)" - âû÷èòàíèå ÷èñåë õ1 è õ2;
5. "óìíîæåíèå(õ1 õ2)" - ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë õ1 è õ2;
6. "ìèíóñ(õ1)" - èçìåíåíèå çíàêà ÷èñëà õ1;
7. "ìîäóëü(õ1)" - àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà;
8. "âîçâåäåíèåâñòåïåíü(õ1 õ2)" - ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ ÷èñëà õ1 â öåëóþ íåîòðè-

öàòåëüíóþ ñòåïåíü õ2;
9. "ìèíèìóì(õ1 õ2)" - ìåíüøåå èç ÷èñåë õ1, õ2;
10. "ìàêñèìóì(õ1 õ2)" - áîëüøåå èç ÷èñåë õ1, õ2;
11. "öåëàÿ÷àñòü(õ1)" - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà õ1;
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12. "íîðìàëèçàöèÿ(õ1 õ2)" - ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ÷èñëà íà-
áîðà õ2 öèôð, áûòü ìîæåò, èìåþùåãî â ñåðåäèíå çàïÿòóþ è ìèíóñ â íà÷àëå. õ1 -
óêàçàòåëü íåîáõîäèìîñòè îòáðàñûâàíèÿ íóëåé â êîíöå ÷èñëà (1 - îòáðàñûâàþò-
ñÿ, 0 - íåò). Òàêîå îòáðàñûâàíèå íóæíî äëÿ íàáîðîâ ñ çàïÿòîé. Îòáðàñûâàþòñÿ
ëèøíèå íóëè â íà÷àëå íàáîðà; åñëè îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ öèôðà, òî îäíîýëå-
ìåíòíûé íàáîð çàìåíÿåòñÿ íà íåå.

13. "íåïîëíîå÷àñòíîå(õ1 õ2)" - öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà õ1
íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî õ2. ×èñëà íå îáÿçàòåëüíî öåëûå.

9.3.3 Öåëûå äåñÿòè÷íûå ÷èñëà ËÎÑà

1. "äåëåíèå(õ1 õ2 õ3 õ4)" - äåëåíèå ñ îñòàòêîì öåëîãî ÷èñëà õ1 íà íàòóðàëüíîå
÷èñëî õ2. õ3 - íåïîëíîå ÷àñòíîå, õ4 - íåîòðèöàòåëüíûé îñòàòîê.

2. "öåëîå(õ1)" - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ÷èñëî õ1 öåëîå;
3. "íàòóðàëüíîå(õ1)" - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ÷èñëî õ1 íàòóðàëüíîå;
4. "÷åòíîå(õ1)" - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ÷èñëî õ1 öåëîå è ÷åòíîå;
5. "ìíîæèòåëè(õ1 õ2 õ3)" - íàòóðàëüíîå ÷èñëî õ1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòå-

ïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë. õ2 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî íàáîðó ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, õ3 -
íàáîðó íàòóðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé èõ ñòåïåíåé.

6. "íîê(õ1 õ2)" - íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë õ1 è õ2;
7. "íîä(õ1 õ2)" - íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë õ1, õ2;
8. "äåëèòåëè(õ1 õ2)" - õ2 ïåðå÷èñëÿåò âñå öåëî÷èñëåííûå äåëèòåëè öåëîãî ÷èñëà

õ1 (åñëè õ1 ðàâíî 0, îïåðàòîð ëîæåí);
9. "ïðîñòûåäåëèòåëè(õ1 õ2)" - õ2 ïåðå÷èñëÿåò âñå ïðîñòûå äåëèòåëè íàòóðàëüíîãî

÷èñëà õ1;
10. "äåëèòåëü(õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü íàáîð ïðîñòûõ ÷èñåë; õ2 - íàáîð ïîêàçàòåëåé

èõ ñòåïåíåé. õ3 ïåðå÷èñëÿåò âñå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ïðîèçâåäåíèÿ äàííûõ
ñòåïåíåé.

11. "÷èñëîäåëèòåëåé(õ1)" - ÷èñëî äåëèòåëåé öåëîãî ÷èñëà õ1;
12. "÷àñòíîå(õ1 õ2 õ3)" - åñëè öåëîå ÷èñëî õ1 äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî õ2, òî õ3

ñòàíîâèòñÿ ðàâíî ÷àñòíîìó, èíà÷å - îïåðàòîð ëîæåí;
13. "èçâëå÷åíèåêîðíÿ(õ1 õ2 õ3)" - åñëè èç öåëîãî ÷èñëà õ1 èçâëåêàåòñÿ êîðåíü íà-

òóðàëüíîé ñòåïåíè õ2, òî õ3 ïåðå÷èñëÿåò ðåçóëüòàòû èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ (îäèí
ëèáî äâà îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì);

14. "ñòåïåíüäåëèòåëÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)" - õ1 è õ2 ñóòü öåëûå ÷èñëà. Åñëè õ2 íå ðàâíî
ïëþñ-ìèíóñ åäèíèöå, òî îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå õ3, òàêîå, ÷òî
õ1 äåëèòñÿ íà õ3-þ ñòåïåíü ÷èñëà õ2. Ïðè ýòîì õ4 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî ÷àñòíîìó
îò äåëåíèÿ õ1 íà äàííóþ ñòåïåíü.

15. "ïðîñòîå(õ1)" - õ1 ïåðå÷èñëÿåò ïðîñòûå ÷èñëà;
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16. "Ðàçáèåíèÿ(õ1 õ2 õ3)" - õ1 è õ2 ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà. õ3 ïåðå÷èñëÿåò âñå
ðàçáèåíèÿ ÷èñëà õ1 (íàáîðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà õ1),
íà÷èíàþùèåñÿ ñ ýëåìåíòà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî õ2.

17. "äåëåíèåïîìîäóëþ(õ1 õ2 õ3 õ4)" - õ1 è õ2 ñóòü öåëûå ÷èñëà îò 0 äî (õ3 -1), õ3
- íàòóðàëüíîå. Åñëè âîçìîæíî äåëåíèå õ1 íà õ2 ïî ìîäóëþ ÷èñëà õ3, òî õ4:=
ðåçóëüòàò äåëåíèÿ.

18. "Íîìåðà(õ1 õ2 õ3)" - ïåðå÷èñëåíèå âñåõ öåëûõ ÷èñåë õ3 íà÷èíàÿ ñ öåëîãî ÷èñëà
õ1 è äî öåëîãî ÷èñëà õ2;

19. "Öåëîå(õ1)" - ïåðå÷èñëåíèå öåëûõ ÷èñåë õ1 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíû (0, 1,−1, 2,−2, . . .).

9.3.4 Âû÷èñëåíèÿ ñ äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè ËÎÑà, îáåñïå÷èâà-

þùèå ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà ñ íåäîñòàòêîì ëèáî ñ èçáûò-

êîì

Ðÿä îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì çàäàííîãî ÷èñëà çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé è îêðóãëåíèÿìè, îáåñïå÷èâàþùèìè ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà ñ èçáûòêîì ëèáî
ñ íåäîñòàòêîì. Îíè èñïîëüçóþò âõîäíîé ïàðàìåòð - óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ, óòî÷íÿþ-
ùèé, êàêîé èìåííî ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ. Åñëè ýòîò óêàçàòåëü ðàâåí ëîãè÷åñêîìó
ñèìâîëó "ìåíüøå", òî ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñ íåäîñòàòêîì; åñëè îí ðàâåí ëîãè÷å-
ñêîìó ñèìâîëó "íå", òî ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñ èçáûòêîì. Âõîäíîé ïàðàìåòð, ðàâ-
íûé ÷èñëó çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, íå ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà òî÷íûõ
çíàêîâ - îí ëèøü îãðàíè÷èâàåò äëèíó èñïîëüçóåìûõ äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé. Îáû÷íî
ïðèìåíÿåòñÿ îáúåäèíåííûé îïåðàòîð "÷èñëîöåíêà", èç êîòîðîãî ïðîèñõîäÿò îáðàùå-
íèÿ ê äðóãèì îïåðàòîðàì óêàçàííîãî òèïà, îðèåíòèðîâàííûì íà ðàçëè÷íûå êëàññû
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Íåêîòîðûå èç ïðîöåäóð èñïîëüçóþò çàáëàãîâðåìåííî âû÷èñ-
ëåííûå ñ áîëüøèì ÷èñëîì çíàêîâ êîíñòàíòû (e, π è äð.). Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî
çàìåíèòü ýòè êîíñòàíòû íà äðóãèå, èìåþùèå áîëüøåå ÷èñëî çíàêîâ. Âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, ñòåïåíü òî÷íîñòè äàííûõ êîíñòàíò íå âëèÿåò íà ãàðàíòèþ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà
ñ èçáûòêîì ëèáî ñ íåäîñòàòêîì.

1. "îêðóãëåíèå(õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî ËÎÑà; õ2 - ÷èñëî çíàêîâ ïî-
ñëå çàïÿòîé; õ3 - óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ (ñèìâîëû "íå", "ìåíüøå", à ñèìâîë "0",
óêàçûâàþùèé íà îêðóãëåíèå ê áëèæàéøåìó çíà÷åíèþ). Çíà÷åíèåì îïåðàòîð-
íîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò ðåçóëüòàò óêàçàííîãî îêðóãëåíèÿ. Â ïðèâîäèìûõ íè-
æå îïåðàòîðàõ óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ "íå",
"ìåíüøå".

2. "äåñäåëåíèå(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - õ1 è õ2 ñóòü äåñÿòè÷íûå ÷èñëà; õ2 íå ðàâíî 0;
õ3 - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ4 äåëåíèÿ õ1 íà
õ2 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâûõ õ3 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé è ñ íåäîñòàòêîì â ñìûñëå
ìîäóëÿ. Åñëè ðåçóëüòàò äåëåíèÿ òî÷íûé, õ5 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî 0, èíà÷å - 1.

3. "äåñ÷àñòíîå(õ1 õ2 õ3 õ4)" - õ1 è õ2 ñóòü äåñÿòè÷íûå äåëèìîå è äåëèòåëü; õ3 -
÷èñëî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé; õ4 - óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ. Çíà÷åíèåì îïåðàòîð-
íîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò ðåçóëüòàò äåëåíèÿ õ1 íà õ2, îêðóãëåííûé ñ ó÷åòîì õ4
è äîïîëíåííûé ïðè íåîáõîäèìîñòè íóëÿìè â êîíöå ìàíòèññû òàê, ÷òîáû îáùåå
÷èñëî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé ðàâíÿëîñü õ3.
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4. "êâàäðêîðåíü(õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî; õ2 - óêàçàòåëü îêðóãëå-
íèÿ; õ3 - ÷èñëî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ðåçóëüòàò
èçâëå÷åíèÿ èç õ1 êâàäðàòíîãî êîðíÿ.

5. "íàòóðëîã(õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî; õ2 - ÷èñëî çíàêîâ ïîñëå çàïÿ-
òîé; õ3 - óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ðåçóëüòàò âû-
÷èñëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà ÷èñëà õ1.

6. "ýêñï(õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî; õ2 - óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ; õ3 - ÷èñ-
ëî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ
ýêñïîíåíòû ÷èñëà õ1.

7. "òðèãîöåíêà(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - õ1 åñòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî; õ2 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë,
ÿâëÿþùèéñÿ íàçâàíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ,
êîòàíãåíñ, àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ, àðêòàíãåíñ); õ3 - ÷èñëî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé;
õ4 - óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ. õ5 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî ðåçóëüòàòó âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè õ2 îò ÷èñëà õ1.

8. "÷èñëîöåíêà(õ1 õ2 õ3 õ4)" - õ1 åñòü âõîæäåíèå ïåðâîãî ñèìâîëà êîíñòàíòíîãî
ïîäâûðàæåíèÿ; õ2 - ÷èñëî çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé; õ3 - óêàçàòåëü îêðóãëåíèÿ.
õ4 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî ðåçóëüòàòó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ1. Êðîìå
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, âû÷èñëÿåìûõ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå îïåðàòîðàìè, äî-
ïóñêàåòñÿ âõîæäåíèå â õ1 êîíñòàíò e,π, à òàêæå ôóíêöèé "ãèïñèíóñ", "ãèïêî-
ñèíóñ" è îïåðàöèè "ìîäóëü". Îòñóòñòâèå â ïðèâåäåííîì ñïèñêå àðêêîòàíãåíñà
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îí îáû÷íî ñðàçó âûðàæàåòñÿ ïðèåìîì ðåøàòåëÿ ÷åðåç
àðêòàíãåíñ.

9.3.5 Òåðìû, ïðåäñòàâëÿþùèå äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû

Ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷ ðåøàòåëü âñòðå÷àåò ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííûå â ôîðìàòå òåð-
ìîâ. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé èõ îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ ïåðåâîäèòü ñíà÷àëà â ôîðìàò äåñÿ-
òè÷íûõ ÷èñåë ËÎÑà. Ýòî äåëàåò îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "÷èñëçíà÷åíèå(õ1)". Âõîä-
íîå äàííîå õ1 - âõîæäåíèå â íåêîòîðûé òåðì äåñÿòè÷íîé çàïèñè. ×òîáû óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî õ1 - äåéñòâèòåëüíî âõîæäåíèå óêàçàííîãî òèïà, ïîìîãàåò îïåðàòîð "äåñ÷èñ-
ëî(õ1)". Ïîñëå òîãî, êàê âû÷èñëåíèÿ â òîì èëè èíîì âû÷èñëèòåëüíîì ôîðìàòå ïðîäå-
ëàíû, äëÿ ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòà â çàäà÷å íóæíî âåðíóòüñÿ ê ôîðìàòó äåñÿòè÷íûõ
çàïèñåé. Ýòó ðàáîòó âûïîëíÿåò îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "äåñçàïèñü(õ1)", ïîëó÷àþ-
ùåå íà âõîä äåñÿòè÷íîå ÷èñëî ËÎÑà õ1. Åãî çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
òåðì. Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ òðåõ îñíîâíûõ îïåðàòîðîâ ("äåñ÷èñëî", "÷èñëçíà÷åíèå",
"äåñçàïèñü"), ñîçäàí ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ. Îáû÷íî îíè ïîëó÷àþò âõîä-
íûå äàííûå â ôîðìàòå äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé è âûäàþò ðåçóëüòàò â òîì æå ôîðìàòå:

1. "ñëîæèòü(õ1)" - òåðì õ1 èìååò âèä ñóììû äâóõ äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé è ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó äåñÿòè÷íîé çàïèñè ñóììû. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðíûì
âûðàæåíèåì òàêîãî òèïà, åãî ìîæíî ââåñòè êàê íîðìàëèçàòîð â ïðèåìå ÃÅÍÎ-
ËÎÃà.

2. "ñëîæèòüäðîáè(õ1)" - òåðì õ1 èìååò âèä ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç
êîòîðûõ - ëèáî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü, ëèáî (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) îòíîøåíèå
äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çíà÷åíèåì îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ
ñëóæèò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ õ1 ê âèäó òåðìà - äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà ëèáî
ïðîñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè.
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3. "óìíîæèòü(õ1)" - òåðì õ1 èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé.
Îí ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó äåñÿòè÷íîé çàïèñè.

4. "íàòóðñòåïåíü(õ1)" - òåðì õ1 èìååò âèä ñòåïåíè, â îñíîâàíèè êîòîðîé íàõîäèòñÿ
äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü, à â ïîêàçàòåëå - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
÷èñëà. Òåðì ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó äåñÿòè÷íîé çàïèñè.

5. "ñìåøàííàÿäðîáü(õ1 õ2 õ3 õ4)" - òðîéêà (õ2,õ3,õ4) îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòó âõî-
æäåíèÿ â çàäà÷ó õ1 íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå êîðíå-
âîå, à âûðàæåíèå èìååò âèä ñìåøàííîé ÷èñëîâîé äðîáè - ñóììû öåëîãî ÷èñëà è
ïðîñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè, ó êîòîðîé ìîäóëü ÷èñëèòåëÿ ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ,
ïðè÷åì çíàêè ñëàãàåìûõ îäèíàêîâû.

6. "äåñïîðÿäîê(õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü âõîæäåíèå äåñÿòè÷íîé çàïèñè ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà. õ2 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ïîëó÷åí-
íîãî èç õ1 óìíîæåíèåì íà íàèìåíüøóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü äåñÿòè. õ3
ñòàíîâèòñÿ ðàâíî ïîêàçàòåëþ ýòîé ñòåïåíè â ôîðìàòå ÷èñëà ËÎÑà.

7. "ïðîñòàÿäðîáü(õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü âõîæäåíèå ïåðâîãî ñèìâîëà âûðàæåíèÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå åñòü ëèáî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü, ëèáî îòíî-
øåíèå äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áûòü ìîæåò, ñ âíåøíèì çíàêîì
"ìèíóñ". Îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå õ1 â âèäå íåñîêðàòèìîé ïðîñòîé äðîáè.
õ2 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî åå ÷èñëèòåëþ, à õ3 - çíàìåíàòåëþ. Îáà îíè ïðåäñòàâëåíû
â ôîðìàòå ÷èñåë ËÎÑà. Çíàê ìèíóñ, åñëè îí åñòü, ïåðåäàåòñÿ ÷èñëèòåëþ.

8. "êîíñòöåëîå(õ1)" - èñòèííî, åñëè õ1 åñòü òåðì ëèáî âõîæäåíèå ïåðâîãî ñèìâîëà
òåðìà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ öåëîãî ÷èñëà;

9. "êîíñòäðîáü(õ1)" - èñòèííî, åñëè õ1 åñòü äðîáü ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëèòåëåì è
çíàìåíàòåëåì ëèáî ïîëó÷åíî èç òàêîé äðîáè äîáàâëåíèåì âíåøíåãî ìèíóñà;

10. "äðîáíàÿçàïèñü(õ1)" - õ1 åñòü äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ñ çàïÿòîé. Çíà÷åíèåì îïåðà-
òîðíîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåðì - ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ õ1 ê âèäó ïðî-
ñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè, áûòü ìîæåò, âçÿòîé ñî çíàêîì ìèíóñ;

11. "ñîñòàâíàÿäðîáü(õ1)" - õ1 åñòü îòíîøåíèå äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ó êîòîðîãî ÷èñëèòåëü íå ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ. Çíà÷åíèåì îïåðàòîðíîãî
âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ õ1 ê âèäó ñóììû íàòóðàëüíîãî
÷èñëà è ïðîñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ.

12. "äðîáíàÿâåëè÷èíà(õ1)" - èñòèííî, åñëè õ1 åñòü âõîæäåíèå ïåðâîãî ñèìâîëà äå-
ñÿòè÷íîé çàïèñè ëèáî ÷èñëîâîé äðîáè (áûòü ìîæåò, èìåþùåé âíåøíèé çíàê
"ìèíóñ");

13. "äåñäðîáü(õ1 õ2)" - õ1 è õ2 ñóòü öåëîå è íàòóðàëüíîå ÷èñëà. Îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñîêðàùåíèå äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì õ1 è çíàìåíàòåëåì õ2; åñëè çíàìåíàòåëü ðåçóëü-
òàòà åñòü ñòåïåíü äåñÿòè, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Èíà÷å -
çíà÷åíèåì îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò òåðì äëÿ íàéäåííîé íåñîêðàòèìîé
äðîáè.

14. "ñäâèãçàïÿòîé(õ1 õ2)" - õ1 åñòü âõîæäåíèå äåñÿòè÷íîé çàïèñè, õ2 - íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî ËÎÑà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñäâèã çàïÿòîé â õ1 íà õ2 ðàçðÿäîâ âëåâî.
Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â ôîðìàòå äåñÿòè÷íîé çàïèñè.
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15. "ñòàíäñòåïåíü(õ1 õ2 õ3 õ4)" õ1 åñòü òåðì, èìåþùèé âèä äðîáíîé ñòåïåíè íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà. õ2, õ3 - ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîêàçàòåëÿ ýòîé ñòåïåíè; îáà â
ôîðìàòå ÷èñåë ËÎÑà. Âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ õ1:
óñìàòðèâàþòñÿ ñîìíîæèòåëè îñíîâàíèÿ, äîïóñêàþùèå èçâëå÷åíèå ñîîòâåòñòâó-
þùåãî êîðíÿ, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íàðóæó. õ4 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî íàáîðó òåðìîâ
- ñîìíîæèòåëåé ðåçóëüòàòà ñòàíäàðòèçàöèè.

16. "ñîêðàùäðîáè(õ1)" - õ1 åñòü òåðì, èìåþùèé âèä îòíîøåíèÿ äâóõ äåñÿòè÷íûõ
çàïèñåé. Ýòîò òåðì ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ïðîñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè, âîçìîæ-
íî, ñ âíåøíèì çíàêîì "ìèíóñ".

17. "äåñíàáîð(õ1)" - õ1 åñòü íàáîð äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë ËÎÑà. Çíà÷åíèåì îïåðàòîðíî-
ãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò òåðì, çíà÷åíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàáîð õ1. Ýòî è ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà äëÿ çàïàêîâêè-
ðàñïàêîâêè ÷èñëîâûõ íàáîðîâ â ïðèåìàõ, ÷àñòü àíòåöåäåíòîâ êîòîðûõ îáðàáà-
òûâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîöåäóðàìè.

18. "÷èñëíàáîð(õ1)" - õ1 åñòü âûðàæåíèå "íàáîð(A1 . . . An)", ãäå A1, . . . , An - äåñÿ-
òè÷íûå çàïèñè. Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå ïåðåõîäèò ê íàáîðó ñîîòâåòñòâóþùèõ
÷èñåë ËÎÑà.

9.3.6 Îñíîâíûå îïåðàòîðíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàáîòû ñ ÷èñ-

ëàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ôîðìàòàõ "öåëîå ñî çíàêîì",

"äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì", "÷èñëî ñ ïëàâàþùåé çàïÿ-

òîé"

Ýòè âûðàæåíèÿ èìåþò âèä "âû÷(. . .)" è ðåàëèçóþòñÿ èíòåðïðåòàòîðîì ËÎÑà:
1. "âû÷(öåëîå õ1)", "âû÷(Öåëîå õ1)", "âû÷(÷èñëî õ1)" - õ1 åñòü äåñÿòè÷íîå ÷èñëî

ËÎÑà. Îíî ïåðåâîäèòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â ôîðìàòû "öåëîå ñî çíàêîì", "äëèí-
íîå öåëîå", "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

2. "âû÷(âûõîä õ1)" - õ1 åñòü ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â îäíîì èç ôîðìàòîâ "öåëîå ñî
çíàêîì", "äëèííîå öåëîå", "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ õ1
ïåðåâîäèòñÿ â ôîðìàò äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà ËÎÑà; â ïîñëåäíåì - ïðåîáðàçóåòñÿ
â ïàðó ÷èñåë ËÎÑà (A1, A2), ãäå õ1 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ A1 íà 10 â ñòåïåíè A2.
Ïî âîçìîæíîñòè, A2 ðàâíî 0.

3. "âû÷(çíà÷åíèå õ1 õ2)" - õ1 åñòü ññûëêà íà ìàññèâ ÷èñåë â ôîðìàòå "öåëîå ñî
çíàêîì" ëèáî "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé"; õ2 - íîìåð ýëåìåíòà ìàññèâà, ïðåäñòàâ-
ëåííûé â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì". Çíà÷åíèåì îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ ñëó-
æèò äàííûé ýëåìåíò ìàññèâà; ôîðìàò åãî íå èçìåíÿåòñÿ.

4. "âû÷(ïëþñ õ1 õ2)", "âû÷(ìèíóñ õ1)", "âû÷(âû÷èòàíèå õ1 õ2)", "âû÷(óìíîæåíèå
õ1 õ2)" - àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè äëÿ ÷èñåë â ëþáîì èç òðåõ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ôîðìàòîâ.

5. "âû÷(äðîáü õ1 õ2)" - ðåçóëüòàò äåëåíèÿ; â ñëó÷àå öåëûõ ÷èñåë áåðåòñÿ íåïîëíîå
÷àñòíîå.

6. "âû÷(ñòåïåíü õ1 õ2)" - ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ ÷èñëà õ1 â ñòåïåíü õ2. Äëÿ öåëûõ
÷èñåë âåëè÷èíà õ2 äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé.
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7. "âû÷(ëîãàðèôì õ1 õ2)" - õ1, õ2 ïåðåäñòàâëåíû â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿ-
òîé". õ1 - îñíîâàíèå ëîãàðèôìà, õ2 - ÷èñëî ïîä ëîãàðèôìîì.

8. "âû÷(íàòóðëîã õ1)", "âû÷(ñèíóñ õ1)", "âû÷(êîñèíóñ õ1)", "âû÷(òàíãåíñ õ1)",
"âû÷(êîòàíãåíñ õ1)", "âû÷(àðêñèíóñ õ1)", "âû÷(àðêêîñèíóñ õ1)", "âû÷(àðêòàí-
ãåíñ õ1)", "âû÷(àðêêîòàíãåíñ õ1)", "âû÷(êâàäðêîðåíü õ1)", "âû÷(ýêñï õ1)",
"âû÷(ãèïñèíóñ õ1)". "âû÷(ãèïêîñèíóñ õ1)", "âû÷(ãèïòàíãåíñ õ1)", "âû÷(ãèïêî-
òàíãåíñ õ1)" - âû÷èñëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé".

9. "âû÷(ìîäóëü õ1)" - âû÷èñëåíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ÷èñëà õ1, èìåþùåãî ôîð-
ìàò "öåëîå ñî çíàêîì" ëèáî "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé";

10. "âû÷(êîïèÿ õ1)" - êîïèÿ ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â îäíîì èç òðåõ ðàññìàòðèâà-
åìûõ ôîðìàòîâ.

11. "âû÷(ïëþñáåñê)", "âû÷(ìèíóñáåñê)" - êîíñòàíòû 2e99, −2e99.
12. "âû÷(Ïëþñ õ1 õ2 õ3)" - ñóììà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë õ1, õ2 ïî íàòóðàëü-

íîìó ìîäóëþ õ3. Çäåñü è äàëåå â ìîäóëÿðíûõ îïåðàöèÿõ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíû â
ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå".

13. "âû÷(Ìèíóñ õ1 õ2)" - èçìåíåíèå çíàêà öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà õ1 ïî
ìîäóëþ õ2;

14. "âû÷(Óìíîæåíèå õ1 õ2 õ3)" - ïðîèçâåäåíèå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë õ1,
õ2 ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ õ3;

15. "âû÷(Äðîáü õ1 õ2 õ3)" - ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà õ1
íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî õ2 ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ õ3;

16. "âû÷(Öåëûå õ1)" - ðåçóëüòàò ïåðåâîäà ÷èñëà õ1 èç ôîðìàòà "öåëîå ñî çíàêîì"
â ôîðìàò "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì";

17. "âû÷(íîä õ1 õ2)" - âû÷èñëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äëÿ ôîðìàòà
"äëèííîå öåëîå";

18. "âû÷(âû÷åò õ1 õ2)" - îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà õ1 íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî
õ2. Ôîðìàò - "äëèííîå öåëîå".

19. "âû÷(öåëàÿ÷àñòü õ1)" - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà õ1, ïðåäñòàâëåííîãî â ôîðìàòå "ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

20. "âû÷(ñèãíóì õ1)" - ñèãíóì ÷èñëà õ1, èìåþùåãî ôîðìàò "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé",
ïåðåâåäåííûé â ôîðìàò "öåëîå ñî çíàêîì";

21. "âû÷(ëîãñèìâîë õ1)" - ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñëà õ1 èç ôîðìàòà "öåëîå
ñî çíàêîì" â ôîðìàò ñèìâîëüíûõ ÷èñåë;

22. "âû÷(íîìåðñèìâ õ1)" - ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëüíîãî ÷èñëà õ1 â ôîð-
ìàò "öåëîå ñî çíàêîì";

23. "âû÷(ñèìâíîìåð õ1)" - ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëüíîãî ÷èñëà õ1 â ôîð-
ìàò "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé";
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9.3.7 Îñíîâíûå îïåðàòîðû äëÿ ðàáîòû ñ ÷èñëàìè, ïðåäñòàâ-

ëåííûìè â ôîðìàòàõ "öåëîå ñî çíàêîì", "äëèííîå öåëîå

ñî çíàêîì", "÷èñëî ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé"

Âñå ýòè îïåðàòîðû èìåþò âèä "Âû÷(. . .)" è ðåàëèçóþòñÿ èíòåðïðåòàòîðîì ËÎÑà:
1. "Âû÷(íàáîð õ1 õ2 õ3)" - âûäåëåíèå ïàìÿòè äëÿ ìàññèâà ÷èñåë. õ1 - ëîãè÷åñêèé

ñèìâîë "÷èñëî" ëèáî "öåëîå", îïðåäåëÿþùèé ôîðìàò ýëåìåíòîâ ìàññèâà ("ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ëèáî "öåëîå ñî çíàêîì"). õ2 - íàòóðàëüíîå ÷èñëî â ôîðìàòå
äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë ËÎÑà, îïðåäåëÿþùåå äëèíó ìàññèâà. õ3 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî
ññûëêå íà íîâûé ìàññèâ.

2. "Âû÷(çàïèñü õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü ññûëêà íà ÷èñëîâîé ìàññèâ; õ2 - íîìåð ýëå-
ìåíòà ìàññèâà; õ3 - ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå â ôîðìàòå ýëåìåíòîâ ìàññèâà õ1.
Ïðîèñõîäèò ðåãèñòðàöèÿ çíà÷åíèÿ õ3 â êà÷åñòâå õ2-ãî ýëåìåíòà ìàññèâà. Íóìå-
ðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà íà÷èíàåòñÿ ñ 0; õ2 ïðåäñòàâëåíî â ôîðìàòå "öåëîå ñî
çíàêîì".

3. "Âû÷(äåëåíèå õ1 õ2 õ3 õ4)" - õ1 è õ2 ñóòü ÷èñëà â ôîðìàòå "öåëî ñî çíàêîì"
ëèáî "äëèííîå öåëîå". Âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå ñ îñòàòêîì õ1 íà õ2; õ3 ñòàíîâèòñÿ
ðàâíî íåïîëíîìó ÷àñòíîìó, à õ4 - îñòàòêó îò äåëåíèÿ.

4. "Âû÷(ìåíüøå õ1 õ2)" - õ1 è õ2 ñóòü ÷èñëà â îäèíàêîâîì ôîðìàòå (îäíîì èç
òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ). Îïåðàòîð èñòèíåí, åñëè õ1 ìåíüøå, ÷åì õ2;

5. "Âû÷(ìåíüøåèëèðàâíî õ1 õ2)" - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðÿåòñÿ íåñòðî-
ãîå íåðàâåíñòâî;

6. "Âû÷(0 õ1)" - õ1 åñòü ÷èñëî â îäíîì èç òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ôîðìàòîâ. Îïå-
ðàòîð èñòèíåí, åñëè ýòî ÷èñëî íå ðàâíî 0;

7. "Âû÷(ðàâíî õ1 õ2)" - õ1 è õ2 ñóòü ÷èñëà â îäèíàêîâîì ôîðìàòå. Îïåðàòîð
èñòèíåí, åñëè ýòè ÷èñëà ðàâíû.

8. "Âû÷(èçìåíåíèå õ1 õ2)" - õ1 è õ2 ñóòü ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííûå â ôîðìàòå "öåëîå
ñî çíàêîì" ëèáî "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Çíà÷åíèå õ2 ïåðåíîñèòñÿ â õ1. Çàìå-
òèì, ÷òî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ1 îñòàåòñÿ ñòàðàÿ ññûëêà íà îòðåçîê çîíû
çàäà÷, õðàíÿùèé ÷èñëî; èçìåíÿåòñÿ ëèøü ñîäåðæèìîå ýòîãî îòðåçêà. Îïåðàòîð
ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü íà ïîèñêå ìåñòà â çîíå çàäà÷, ñîõðàíÿÿ íîâîå çíà÷åíèå ïî
ñòàðîìó àäðåñó.

9. "Âû÷(÷åòíîå õ1)" - õ1 åñòü ÷èñëî â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì" ëèáî "äëèííîå
öåëîå". Îïåðàòîð èñòèíåí, åñëè ýòî ÷èñëî ÷åòíîå;

10. "Âû÷(ïðîãðàììà õ1 õ2 õ3)" - õ1 åñòü íàáîð ïñåâäîêîìàíä, îïðåäåëÿþùèé âû-
÷èñëåíèÿ äëÿ íàáîðà õ2 âõîä-âûõîäíûõ äàííûõ "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" è íàáî-
ðà õ3 âõîä-âûõîäíûõ äàííûõ "öåëîå ñî çíàêîì". Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ýòèõ âû÷èñ-
ëåíèé. Âíå î.ä.ç. îïåðàòîð ëîæåí. Êàæäàÿ ïñåâäîêîìàíäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íàáîð (N n1 . . . nk), ãäå N - íîìåð îïåðàöèè; n1, . . . , nk - àäðåñà îïåðàíäîâ (âõîä-
íûõ è âûõîäíûõ). Êàæäàÿ îïåðàöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òèïû ñâîèõ îïåðàí-
äîâ (ò.å. "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ëèáî "öåëîå"). Ïîýòîìó àäðåñà îïåðàíäîâ ñóòü
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íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçðÿäîâ íàáîðà õ2 ëèáî íàáîðà õ3. Íóìåðàöèÿ íà÷è-
íàåòñÿ ñ 1. Ïîìèìî âõîä-âûõîäíûõ ÿ÷ååê, ïðåäñòàâëåííûõ â íàáîðàõ õ2 è õ3,
ïñåâäîêîìàíäû ìîãóò èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ÿ÷åéêè. Íîìåð äîïîëíè-
òåëüíîé ÿ÷åéêè áåðåòñÿ êàê ïðîèçâîëüíûé íåèñïîëüçóåìûé, îäíàêî îí äîëæåí
áûòü íå áîëåå 200. Èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà ïñåâäîêîìàíä ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü íà
ïåðåñûëêàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè âûïîëíåíèè èíòåðïðåòàòîðîì îïåðàòîðîâ ËÎ-
Ñà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ïñåâäîêîìàíä (íîìåð êîìàíäû ïðèâåäåí
â ñêîáêàõ ïîñëå åå íàçâàíèÿ):
(a) Ñëîæåíèå â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" (1). Ïåðâûå äâà îïåðàíäà -

ñëàãàåìûå, òðåòèé - ñóììà. Â îñòàëüíûõ îïåðàöèÿõ ïîðÿäîê äàííûõ òîò
æå: ñíà÷àëà èäóò âõîäíûå ÿ÷åéêè, çàòåì - âûõîäíûå.

(b) Ñëîæåíèå â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì" (2);
(c) Èçìåíåíèå çíàêà ÷èñëà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" (3);
(d) Èçìåíåíèå çíàêà ÷èñëà â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì" (4);
(e) Óìíîæåíèå â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" (5);
(f) Óìíîæåíèå â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì" (6);
(g) Äåëåíèå â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" (7);
(h) Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ ôîðìàòà "öåëîå ñî çíàêîì" (8). Ïåðâûå äâà îïå-

ðàíäà - äåëèìîå è äåëèòåëü, çàòåì èäóò íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê.
(i) Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" (9);
(j) Ýêñïîíåíòà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" (10);
(k) Âîçâåäåíèå â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü äëÿ ôîðìàòà "öåëîå ñî çíàêîì" (11);
(l) Ìîäóëü ÷èñëà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" (12);
(m) Ìîäóëü ÷èñëà â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì" (13);
(n) Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì (14). Çäåñü è äàëåå âñå îïåðàöèè - ôîðìàòå "ñ

ïëàâàþùåé çàïÿòîé";
(o) Ëîãàðèôì - îáùèé ñëó÷àé (15);
(p) Êâàäðàòíûé êîðåíü (16);
(q) Ñèíóñ (17), Êîñèíóñ (18), Òàíãåíñ (19), Êîòàíãåíñ (20), Ñåêàíñ (21), Êîñå-

êàíñ (22);
(r) Àðêñèíóñ (23), Àðêêîñèíóñ (24), Àðêòàíãåíñ (25), Àðêêîòàíãåíñ (26);
(s) Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ (27), Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ (28), Ãèïåðáîëè÷å-

ñêèé òàíãåíñ (29), Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ (30);
(t) Ñèãíóì (31);
(u) Òîæäåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ (32). Èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèñâîåíèÿ çíà÷åíèÿ âû-

õîäíîé ïåðåìåííîé;
(v) Íàõîæäåíèå öåëîé ÷àñòè (33).
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9.3.8 Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû äëÿ âû÷èñëåíèé â ôîðìà-

òàõ "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" è "öåëîå ñî çíàêîì"

×òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå êîíñòàíòíîãî òåðìà õ1 â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿ-
òîé", èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "âû÷êîíñò". Åãî ïðîãðàììà èìååò ðåêóð-
ñèâíûé õàðàêòåð è èñïîëüçóåò îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ "âû÷(ldots)".
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåðì õ1 èìååò òîëüêî ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè, ðåàëèçóåìûå
ýòèì âûðàæåíèåì.

Ðîëü êîìïèëÿòîðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàáîðîâ "ïñåâäîêîìàíä", ðåàëèçóåìûõ îïåðà-
òîðîì "Âû÷(ïðîãðàììà . . .)", èãðàåò ïðîöåäóðà "âû÷ïðîã(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - êîì-
ïèëèðóåìîå âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå ëèáî îäíî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå, ëèáî ÷èñëîâîé
âåêòîð, ëèáî ÷èñëîâóþ ìàòðèöó. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïñåâ-
äîêîìàíä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå õ1 â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".
Â ñëó÷àå âåêòîðà èëè ìàòðèöû âûõîäíûå äàííûå êîìïèëèðóåìîé ïðîãðàììû îá-
ðàçóþò íåñêîëüêî ðàñïîëîæåííûõ ïîäðÿä ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé (ýëåìåíòû ìàòðèöû
ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî ñòðîêàì). Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñïîìî-
ãàòåëüíûõ êîíñòàíò, èìåþùèõ ôîðìàò "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Âõîä-âûõîäíîé íàáîð
ïðîãðàììû õ2 ñîñòîèò èç íàáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ1, óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ; äàëåå èäåò íàáîð êîíñòàíò õ3, è â êîíöå ðàçìåùàåòñÿ
ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå ëèáî íàáîð ðåçóëüòèðóþùèõ çíà÷åíèé. Ýòè çíà÷åíèÿ ïå-
ðåä îáðàùåíèåì âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî (íàïðèìåð, ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ) è
èçìåíÿþòñÿ ïðîãðàììîé â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì åùå äâå ïðîñòûõ, íî ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ïðîöåäóðû. Ïåð-
âàÿ èç íèõ - îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "÷èñëçíà÷(õ1)" - ïåðåâîäèò ÷èñëî õ1 èç ôîðìàòà
"ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ê âèäó äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà ËÎÑà. Îíà îáåñïå÷èâàåò ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïàðû (äåñÿòè÷íîå ÷èñëî - äåñÿòè÷íûé ïîðÿäîê), âûäàâàåìîé îïåðàòîðîì
"âû÷(âûõîä õ1)", â îäíî äåñÿòè÷íîå ÷èñëî. Âòîðàÿ ïðîöåäóðà - îïåðàòîð "ñìöåëûå(õ1
õ2 õ3)", âûïîëíÿþùèé ïåðå÷èñëåíèå öåëûõ ÷èñåë õ3 íà÷èíàÿ ñ öåëîãî õ1 è êîí÷àÿ
öåëûì õ2. Ôîðìàòû ÷èñåë - "öåëîå ñî çíàêîì". Êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà èñïîëüçóåò
äàííûé îïåðàòîð äëÿ îðãàíèçàöèè öèêëîâ â âû÷èñëåíèÿõ "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

9.4 Ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷, ðåàëèçîâàííûå íà

ËÎÑå

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåìíîãèõ ïðèåìîâ ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûõ
íà ËÎÑå. Êàê ïðàâèëî, ýòè ïðèåìû îòíîñÿòñÿ ê êîíñòàíòíûì âûðàæåíèÿì è íåñëîæ-
íû. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü àïïàðàò, îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåõîä ê íîâûì íåèç-
âåñòíûì ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ïðîãðàììû
ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå ("Ïðèåìû ðåøàòåëÿ", "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà") îãëàâëåíèÿ
ïðîãðàìì.

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ êîíñòàíò

Åñëè ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî a < b, íå ñîäåðæàùåå
ïåðåìåííûõ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü åãî èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "÷èñëîöåíêà". Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñ-
ëåííûå îöåíêè c, d âûðàæåíèé a, b. Ïåðâàÿ èç íèõ áåðåòñÿ ñ èçáûòêîì, âòîðàÿ - ñ
íåäîñòàòêîì. Åñëè c < d, òî íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Àíà-
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ëîãè÷íûì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ëîæíîñòü íåðàâåíñòâà. Ñíà÷àëà
âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè ýòîãî íå õâàòà-
åò, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîâòîðíàÿ ïîïûòêà ñ 4 çíàêàìè. Åñëè è îíà íå äàåò ðåçóëüòàòà,
ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (÷èñëîöåíêà a b), áëîêèðóþùèé äàëüíåéøèå ïîïûòêè ïðèìå-
íåíèÿ äàííîãî ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ êîí-
ñòàíò

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

Îïðåäåëåíèå çíàìåíàòåëÿ ÷èñëîâîé äðîáè

Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå "çíàìåíàòåëü(A)", ãäå A - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü
ëèáî ÷èñëîâàÿ äðîáü, òî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "ïðîñòàÿäðîáü(. . .)" íàõîäèòñÿ çíà-
ìåíàòåëü Q íåñîêðàòèìîé ïðîñòîé äðîáè, ðàâíîé A, è ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå
çàìåíÿåòñÿ íà äåñÿòè÷íóþ çàïèñü Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îïðåäåëåíèå ÷èñëèòåëÿ ÷èñëîâîé äðîáè

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ïðåîáðàçîâàíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó äðîáíîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà

Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ ñòåïåííîå âûðàæåíèå A, îñíîâàíèåì m êîòîðîãî ñëóæèò
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, èìåþùèé çàãîëîâîê "äðîáü", ðàâåí ïðî-
ñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè k/n, òî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "ñòàíäñòåïåíü(õ1 õ2 õ3
õ4)", îáåñïå÷èâàþùàÿ ñòàíäàðòèçàöèþ A. Çäåñü õ1 - òåðì A; õ2, õ3 - ÷èñëà k, n.
Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçî-
âàíèé. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ5 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ÷èñëî m. Îíî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë; õ6
ñòàíîâèòñÿ ðàâíî íàáîðó ýòèõ ÷èñåë, à õ7 - íàáîðó èõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Âûïîë-
íÿåòñÿ ïðîñìîòð ïàð (ïðîñòîå ÷èñëî p - åãî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r). Ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî ÷èñëî m âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü k/n, âûäåëÿåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü u ïîêàçàòåëÿ ïðè p:
rk/n = u + v/n. Ýëåìåíòû r çàìåíÿþòñÿ â íàáîðå õ7 íà âåëè÷èíû v, à öåëî÷èñëåí-
íûå ñòåïåíè pu ïåðåìíîæàþòñÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòåïåíü ñëèøêîì âåëèêà äëÿ
íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ, îíà çàíîñèòñÿ â âèäå òåðìà â íàêîïèòåëü õ5. Èíà÷å -
íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, è ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå âñåõ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Ïî îêîí÷àíèè öèêëà âûäåëåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ìíîæè-
òåëåé - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2". Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà ñîìíîæèòåëåé pv/n

ïîä îáùèå çíàìåíàòåëè ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò v′/n′ ñîêðàùåíèÿ
äðîáè v/n. Çíàìåíàòåëè n′ çàíîñÿòñÿ áåç ïîâòîðåíèé â íàêîïèòåëü õ9, à ïàðû (p, v′)
- â ñîîòâåòñòâóþùèå ñïèñêè íàêîïèòåëÿ õ10. Â êàæäîé ãðóïïå òàêèõ ïàð, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé çàäàííîìó çíà÷åíèþ n′, îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü w âñåõ
÷èñëèòåëåé v′. Äàëåå öåëî÷èñëåííûå ñòåïåíè pv′/w âû÷èñëÿþòñÿ, íàõîäèòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå h âñåõ ýòèõ ñòåïåíåé, è â íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ11 çàíîñèòñÿ ñîìíîæèòåëü
hw/n′ . Ðàíåå â õ11 áûëè ïîìåùåíû òåðìû ñïèñêà õ5 è äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà õ8.
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.
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Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ÷èñëîâîãî îñíîâàíèÿ
ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ

Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà np, ãäå n - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü â n íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü äðóãîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà: n = mk. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå n â ïðîèçâåäåíèå
ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë è îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïîêàçàòåëåé
ñòåïåíåé. Â ñëó÷àå óñïåõà èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó mkp. Òàê êàê â
ðåøàòåëå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè îáû÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó ñóììû âûðàæåíèé, ïå-
ðåä çàìåíîé òåðì kp îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ". Åñëè âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü
p ñîäåðæèò ëîãàðèôì ëèáî íå èçâåñòåí, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0,
èíà÷å - ðàâåí 2. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ìîãóò îêàçàòüñÿ âîçìîæíûìè óñìîòðåíèå
äðóãîãî âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ñòåïåíè ñ òåì æå îñíîâàíèåì m è âûáîð ñòåïåííîãî
âûðàæåíèÿ âèäà mA â êà÷åñòâå íîâîé íåèçâåñòíîé. Ïîýòîìó ñáðàñûâàåòñÿ êîììåí-
òàðèé (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .), áëîêèðóþùèé ïîâòîðåíèå ïîïûòêè ïåðåõîäà ê íîâûì
íåèçâåñòíûì.

Íîðìàëèçàöèÿ ÷èñëîâîãî êîýôôèöèåíòà ïðè ñòåïåíè äåñÿòè

Ïðè çàâåðøàþùåé îáðàáîòêå îòâåòà ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ "íà âû÷èñëåíèå" è äðóãèõ
àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ (ôèçèêà, õèìèÿ è ò.ï.) îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ó÷åòðåçóëüòàòà". Ïîÿâëåíèå â óñëîâèè
ýòîé çàäà÷è âûðàæåíèÿ A ·10n, ãäå A, n - äåñÿòè÷íûå çàïèñè, âûçûâàåò ñðàáàòûâàíèå
ïðèåìà, îáåñïå÷èâàþùåãî òàêîå èçìåíåíèå äåñÿòè÷íîãî ïîðÿäêà n, ÷òîáû âåëè÷èíà
A îêàçàëàñü çàêëþ÷åííîé ìåæäó 1 è 10. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îêðóãëåíèå äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòû ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ó÷åòðåçóëü-
òàòà", ñîïðîâîæäàåòñÿ îêðóãëåíèåì ÷èñëîâûõ êîíñòàíò, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êî-
ýôôèöèåíò îòâåòà ëèáî ñàì îòâåò. Ïîêà òàêîå îêðóãëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî äëÿ
çàäà÷, èìåþùèõ ïîíÿòèÿ èç ðàçäåëà "õèìèÿ". Íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ öèôðà
ïîñëå çàïÿòîé è âûïîëíÿåòñÿ îêðóãëåíèå äî ñëåäóþùåé ïîñëå íåå öèôðû.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ ëîãàðèôìà ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ïî ðàöèîíàëüíîìó îñíî-
âàíèþ

Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå logab, ãäå a, b - ðàöèîíàëüíûå êîíñòàíòû p/q,
r/s, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà åãî ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "ñòàíä-
ëîãàðèôì(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1, õ2 - ÷èñëà p, q; õ3, õ4 - ÷èñëà r, s. Âûõîäíîé
ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùèé òåðì.

Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïî-
ïûòêè íàéòè òàêèå ìàêñèìàëüíûå íàòóðàëüíûå k1, k2, ÷òî p/q åñòü k1 - ÿ ñòåïåíü
êàêîé-ëèáî ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòû, à r/s - k2 - ÿ ñòåïåíü. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ
ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà (k1, k2); èç êîíñòàíò p, q èçâëåêàåòñÿ êîðåíü k1 - é ñòåïåíè, à èç êîíñòàíò r, s -
êîðåíü k2 - é ñòåïåíè. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2". Çäåñü ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òàêîå öåëîå ÷èñëî t, ÷òî r/s ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå r′/s′·(p/q)t äëÿ íàèìåíüøèõ
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íàòóðàëüíûõ r′, s′. Ïðîèñõîäèò ïåðåïðèñâîåíèå s := s′, r := r′. Çíà÷åíèåì ïåðåìåí-
íîé õ10 ñòàíîâèòñÿ òåðì R âèäà logp/qr/s. Åñëè ÷èñëî ïîä ëîãàðèôìîì ðàâíî 1, òî
ýòîò òåðì çàìåíÿåòñÿ íà 0. Êðîìå òîãî, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê
ïðîöåäóðå "ñòàíäëîãàðèôì"äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ R. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ
îêîí÷àòåëüíûé îòâåò k2(t + R)/k1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëîãàðèôìîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî
îáùåìó îñíîâàíèþ

Ïóñòü â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ ñóììà, ñîìíîæèòåëåì ñëàãàåìîãî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëîãà-
ðèôì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïî íåêîòîðîìó, íå îáÿçàòåëüíî êîíñòàíòíîìó, îñíîâàíèþ
c. Òîãäà â ýòîé ñóììå âûäåëÿþòñÿ âñå ñëàãàåìûå âèäà ailogcni; i = 1, . . . , k, ãäå ai, ni -
öåëûå. Ïåðåìåííàÿ õ13 èãðàåò ðîëü íàêîïèòåëÿ âõîæäåíèé âûäåëåííûõ ñëàãàåìûõ;
ïåðåìåííàÿ õ14 - íàêîïèòåëÿ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë ni; ïåðåìåííàÿ õ15 - íàêîïè-
òåëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé, ñ êîòîðûìè ýòè ïðîñòûå äåëèòåëè âîéäóò â ïðîèçâåäå-
íèå ÷èñåë nai

i . Äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýëåìåíòû íàáîðà õ15 ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé îäíîýëåìåíòíûå íàáîðû, ñîñòàâëåííûå èç ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Ïî çàâåðøå-
íèè çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëåé õ13-õ15 âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2". Çäåñü
ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî k > 1. Çàòåì ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà íàáîðîâ
A1, A2. Ïåðâûé èç íèõ îáðàçîâàí âñåâîçìîæíûìè ïàðàìè (ïðîñòîå ÷èñëî - ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè) äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè, èìåþùèõñÿ â õ15; âòîðîé -
âñåâîçìîæíûìè ïàðàìè (ïðîñòîå ÷èñëî - ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñ èçìåíåííûì çíàêîì)
äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé. Ïî êàæäîé ïàðå ñîçäàåòñÿ ñâîå ëîãàðèôìè÷åñêîå
âûðàæåíèå dlogcr. Çäåñü d - íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè; r -
ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ ïåðâûõ ýëåìåíòâî ïàð, âîçâåäåííûõ â ñîîòâåòñòâóþùèå ñòå-
ïåíè, ñîêðàùåííûå íà d. Íàêîíåö, âûäåëåííûå ñëàãàåìûå çàìåíÿþòñÿ íà ðàçíîñòü
óêàçàííûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ ëîãàðèôìà ñ îñíîâàíèåì, ïðåäñòàâèìûì â âèäå ñòåïåíè
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå logna, ãäå n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, òî ýòà
êîíñòàíòà ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Îïðåäåëÿåòñÿ
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d èõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè (ïåðåìåííàÿ õ9). Åñëè d 6= 1,
íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò m ïåðåìíîæåíèÿ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, âîçâåäåííûõ â ñòåïå-
íè, ñîêðàùåííûå íà d. Çàòåì ëîãàðèôì çàìåíÿåòñÿ íà logma/d. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Ëîãàðèôì íàòóðàëüíîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî àíàëèçèðóåòñÿ íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà ïîä ëîãàðèô-
ìîì.

Ïåðåõîä îò îòíîøåíèÿ "áîëüøå" ê îòíîøåíèþ "ìåíüøå"

Ðåøàòåëü íå èñïîëüçóåò îòíîøåíèÿ "áîëüøå" - îíî ñðàçó æå, íà óðîâíå 0, ïåðåôîð-
ìóëèðóåòñÿ ÷åðåç "ìåíüøå". Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò çàäà÷è íà àíàëèç òåêñòà, ãäå
âûðàæåíèå "áîëüøå" ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ äî çàâåðøåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà.
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Ïîäñòàíîâêà â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî âûðàæåíèÿ, èçâëåêàåìî-
ãî èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ â ïîñûëêàõ

Åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âèäà a1 + . . . +
an = 0 (âåùåñòâåííîå ëèáî êîìïëåêñíîçíà÷íîå), ïðè÷åì íåêîòîðîå ai ñîäåðæèò âñå
ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ïðî÷èå ñëàãàåìûå a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an, à òàêæå õîòÿ áû
îäèí ïàðàìåòð, íå âõîäÿùèé â ýòè ñëàãàåìûå, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà âõîæäåíèé
ai â óñëîâèÿ òîé æå çàäà÷è íà ñóììó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ñ èçìåíåííûìè çíàêàìè.
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2; çà îäíî åãî ñðàáàòûâàíèå çàìåíÿåòñÿ ëèøü îäíî
âõîæäåíèå ai â óñëîâèå.

Ïîïûòêà ïåðåéòè ê íîâûì íåèçâåñòíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëîâûõ óðàâ-
íåíèé â çàäà÷å íà îïèñàíèå

Åñëè ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ÷èñëåííûõ óðàâíåíèé A1, . . . , An îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
x1, . . . , xn, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïåðåõîä ê íîâûì íåèçâåñòíûì y1, . . . yn. Äëÿ
âûïîëíåíèÿ ýòîãî ïåðåõîäà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü òàêèå âûðàæåíèÿ
t1, . . . , tn, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé â A1, . . . , An âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè
îäíîãî èç íèõ. Èíîãäà óðàâíåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü, ÷òîáû
äîáèòüñÿ òî÷íûõ ïîâòîðåíèé îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ â ðàçíûõ ìåñòàõ. Ïîñëå
òîãî, êàê âûðàæåíèÿ t1, . . . , tn íàéäåíû, âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå y1, . . . , yn,
óðàâíåíèÿ Ai îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x ïðåîáðàçóþòñÿ â óðàâíåíèÿ A′

i îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ y è ðåøàþòñÿ. Â íàéäåííîì îòâåòå R íåèçâåñòíûå yi çàìåíÿþòñÿ
íà âûðàæåíèÿ ti, è ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå R′ çàìåùàåò â òåêóùåé çàäà÷å óñëîâèÿ
A1, . . . , An.

Âñÿ ýòà äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ ïðèåìîì, ðåàëèçîâàííûì íà ËÎ-
Ñå. Ïðèåì èñïîëüçóåò äâå âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû. Ïåðâàÿ èç íèõ - ïàêåòíûé
íîðìàëèçàòîð "ïîâòîð÷èñëî". Îí ðåàëèçîâàí íà ÃÅÍÎËÎÃå è áóäåò îïèñàí â ïî-
ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Íîðìàëèçàòîð âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé, íàïðàâ-
ëåííûå íà ÿâíîå ïîëó÷åíèå ïîâòîðÿþùèõñÿ ïîäâûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè. Âòîðàÿ
ïðîöåäóðà - "íîâûåíåèçâåñòíûå". Îíà ðåàëèçîâàíà íà ËÎÑå è ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ
óñìîòðåíèÿ íîâîé ïîäñèñòåìû, ÷èñëî óðàâíåíèé êîòîðîé ðàâíî ÷èñëó íîâûõ íåèç-
âåñòíûõ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîãðàììû ïðèåìà, ñîäåðæàùåéñÿ â ðàçäåëå ("Ïðèåìû
ðåøàòåëÿ", "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", "Ïîïûòêà ïåðåéòè ê íîâûì íåèçâåñòíûì ïðè
ðàññìîòðåíèè ÷èñëîâûõ óðàâíåíèé â çàäà÷å íà îïèñàíèå") îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ðàáîòà ïðèåìà èíèöèèðóåòñÿ ïðè îáíàðóæåíèè êîðíåâîãî ðàâåíñòâà â óñëîâèè
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâíû 0, 2 è 6. Ôàêòè÷åñêè óðîâ-
íè 0 è 2 àëüòåðíàòèâíûå. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì ïðîèñõîäèò íà
óðîâíå 0; ïðè ýòîì ñðàçó ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé, áëîêèðóþùèé åãî ïðèìåíåíèå íà
óðîâíå 2. Ïîñëåäóþùèå ïðèåìû ìîãóò âûïîëíÿòü ðàçáëîêèðîâêó ñðàáàòûâàíèÿ äàí-
íîãî ïðèåìà íà óðîâíå 0 ëèáî íà óðîâíå 2 - â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè. Åñëè íóæíà
ïàóçà ïåðåä ïîïûòêîé ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì, â òå÷åíèå êîòîðîé óñïåëè áû
ñðàáîòàòü äðóãèå ïðèåìû, ðàçáëîêèðóåòñÿ óðîâåíü 2, èíà÷å - óðîâåíü 0. Ïîïûòêà ñðà-
áàòûâàíèÿ íà óðîâíå 6 - êîíòðîëüíàÿ, âûïîëíÿåìàÿ ïî èñ÷åðïàíèè ïðî÷èõ ñðåäñòâ.
Ê ýòîìó ìîìåíòó óðàâíåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî âîç-
ìîæíîñòü ââîäà íîâûõ íåèçâåñòíûõ áóäåò ëåãêî óñìàòðèâàòüñÿ.

Ïîâòîðíûå ïîïûòêè ñðàáàòûâàíèÿ áëîêèðóþòñÿ êîììåíòàðèÿìè (íîâûåíåèçâåñò-
íûå u), ãäå u - îäèí èç óêàçàííûõ òðåõ óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ. Äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ
ââîäèòñÿ ñâîé êîììåíòàðèé. Íåêîòîðûå äðóãèå ïðèåìû, ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ êîòî-
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ðûõ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæåí ïåðåõîä ê íîâûì íåèçâåñòíûì, óäàëÿþò ðàíåå ââåäåííûå
êîììåíòàðèè (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .), àêòèâèðóÿ òàêèì îáðàçîì ïîâòîðíûå ïîïûòêè
ïåðåõîäà.

Ïðåæäå âñåãî, ïðèåì àíàëèçèðóåò öåëåâóþ óñòàíîâêó çàäà÷è, îòñåêàÿ ñëó÷àè, êî-
ãäà íåò íàäîáíîñòè â åãî ïðèìåíåíèè. Òàê êàê îäèí èç óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0,
ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîíúþíêöèè â óñëîâèÿõ: ïîä êîíúþíêöèåé ìîæåò îêàçàòüñÿ
"ñïðÿòàíà" ÷àñòü óðàâíåíèé, è íóæíî ïîäîæäàòü, ïîêà íå ñðàáîòàåò ïðèåì, óñòðà-
íÿþùèé åå. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (íîâûåíåèçâåñòíûå ñòîï), áëîêè-
ðóþùåãî ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà ñîãëàñíî êàêèì-ëèáî âíåøíèì ñîîáðàæåíèÿì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îïå-
ðàöèþ, ïðèíèìàþùóþ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ è ÷òî ðàâåíñòâî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â óðàâíåíèè îïèñàòåëåé. Íàëè÷èå
öåëè (ñâÿçêà . . .) óêàçûâàåò íà ðàáîòó ñ ôóíêöèîíàëüíûìè (íàïðèìåð, äèôôåðåíöè-
àëüíûìè) óðàâíåíèÿìè è òîæå îòñåêàåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå äèçúþíêòèâíîãî
óñëîâèÿ ñ íåèçâåñòíûìè: ïî ýòîìó óñëîâèþ ñíà÷àëà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàçáîð ñëó-
÷àåâ. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì,
âûðàæàþùèì çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû.

Ïîñëå ïåðå÷èñëåííûõ ïðîâåðîê ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (íîâûåíåèçâåñòíûå õ5).
Åñëè õ5 ðàâíî 0 è íå áûëî êîììåíòàðèÿ (íîâûåíåèçâåñòíûå 2), òî îí ââîäèòñÿ. Êðîìå
òîãî, íà óðîâíå 0 ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (íîâûåíåèçâåñòíûå èññëåäîâàòü). Îí áëîêè-
ðóåò ñðàáàòûâàíèå àíàëîãè÷íîãî ïðèåìà äëÿ áëîêà àíàëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ýòà
áëîêèðîâêà áóäåò ñíÿòà, åñëè â áëîêå àíàëèçà îêàæóòñÿ âûâåäåíû êàêèå-ëèáî íî-
âûå óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîïûòêà ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì èíèöèèðóåòñÿ
ðàññìîòðåíèåì êàêîãî-ëèáî îäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðî÷èå óðàâíåíèÿ áóäóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ ïðè óæå ââåäåííîé áëîêèðîâêå, îòñåêàþùåé ïðèåì.

Íà÷èíàåòñÿ öèêë àíàëèçà óðàâíåíèé çàäà÷è. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê âñåõ èìåþùèõ íåèçâåñòíûå ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñïèñêå óñëîâèé.
Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ7 óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç óðàâíåíèé õ6 ïðåäâàðèòåëü-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò âûäåëèòü â ÿâíîì âèäå
âîçìîæíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîâòîðÿþùèõñÿ âõîæäåíèé îäèíàêîâûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ íåèçâåñòíûìè. Èçíà÷àëüíî õ7 åñòü êîïèÿ ñïèñêà õ6. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ8
êîììåíòàðèåâ (âûâîäèìî . . .), (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .), êîòîðûå áóäóò ñîïðîâîæäàòü
óðàâíåíèÿ ñïèñêà õ7. Îíè óêàçûâàþò âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçîâàí-
íûå ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ óðàâíåíèÿ, à òàêæå íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê íîâûì âûðàæåíèÿì ñ íåèçâåñòíûìè, ïîÿâèâøèì-
ñÿ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíòåêñò ïðåîáðàçîâàíèé -
îáúåäèíåíèå ñïèñêà ïîñûëîê çàäà÷è ñî ñïèñêîì âñåõ åå óñëîâèé, îòëè÷íûõ îò óðàâ-
íåíèé.

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïðåîáðàçîâàíèé. Îí ñîñòîèò èç ìíîãîêðàòíûõ ïðîñìîò-
ðîâ íàáîðà õ7. Ïåðåìåííàÿ õ10 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäñïèñîê ôàêòè÷åñêè ïðîñìàò-
ðèâàåìûõ íà òåêóùåé èòåðàöèè ýëåìåíòîâ ýòîãî íàáîðà. Ïåðâîíà÷àëüíî õ10 ïîëàãà-
åòñÿ ðàâíûì õ7. Â ïðîöåññå ïðîñìîòðà óðàâíåíèé è èõ ïðåîáðàçîâàíèé çàïîëíÿåòñÿ
íàêîïèòåëü õ11 òåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ7, ê êîòîðûì íóæíî áóäåò âåðíóòüñÿ íà ñëå-
äóþùåé èòåðàöèè. Îí è áóäåò îïðåäåëÿòü íîâîå çíà÷åíèå ñïèñêà õ10. Â ïðîöåññå
ïðîñìîòðà ïåðåìåííàÿ õ12 óêàçûâàåò íà òåêóùåå âõîæäåíèå óðàâíåíèÿ â ñïèñîê õ7;
ïåðåìåííàÿ õ13 - íà ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèå â ñïèñîê êîììåíòàðèåâ õ8. Çíà-
÷åíèåì ïåðåìåííîé õ14 ñëóæèò òåêóùåå óðàâíåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî âõîäèò â
"àêòèâíûé" ïîäñïèñîê õ10. Çàòåì âìåñòî ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñïèñîê õ7 âðåìåííî ïî-
ìåùàåòñÿ 0. Â ðåçóëüòàòå õ7 ñòàíîâèòñÿ óêàçàòåëåì "âíåøíåãî êîíòåêñòà" óðàâíåíèÿ
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õ14 ñðåäè ïðî÷èõ óðàâíåíèé. Îí áóäåò ïåðåäàâàòüñÿ ïðîöåäóðå "ïîâòîð÷èñëî" , ó÷è-
òûâàþùåé (íàðÿäó ñ õ14) äàííûé êîíòåêñò äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé
òåõ âûðàæåíèé, êîòîðûå â íåì óæå èìåþòñÿ. Ýòà æå ïðîöåäóðà áóäåò ïðèíèìàòü
ðåøåíèÿ î ïîâòîðíîì ðàññìîòðåíèè äðóãèõ óðàâíåíèé.

Ïåðåìåííûì õ15 è õ16 ïðèñâàèâàþòñÿ êîììåíòàðèè (âûâîäèìî . . .), (êîððåêöèÿ-
ïîñûëîê . . .), íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ñ õ14. Ïðè ïåðâîì ïðîñìîòðå ñïèñêà õ7 ñîçäà-
þòñÿ èñõîäíûå âåðñèè êîììåíòàðèåâ, èìåþùèå ïóñòûå íàêîïèòåëè. Íà ïîñëåäóþùèõ
ïðîñìîòðàõ èçâëåêàþòñÿ óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå õ8 ýêçåìïëÿðû äàííûõ êîììåí-
òàðèåâ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîñûëîê, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèè óðàâíåíèÿ õ14. Îí ïîëó÷àåòñÿ èç ñïèñêà õ9 äîáàâëåíèåì âñåõ óòâåðæäåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåêóùåé âåðñèè óðàâíåíèÿ. Ýòè óòâåð-
æäåíèÿ áåðóòñÿ èç êîììåíòàðèÿ (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .). Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ êîììåíòàðèé (íîâûåíåèçâåñòíûå ïóñòîåñëîâî), èñïîëüçóåìûé êàê íàêîïèòåëü
óðàâíåíèé, ïîäëåæàùèõ ïîâòîðíîìó ðàññìîòðåíèþ. Íàêîíåö, ðåàëèçóåòñÿ îáðàùå-
íèå ê ïàêåòíîìó íîðìàëèçàòîðó "ïîâòîð÷èñëî". Ôîðìàò îáðàùåíèÿ - ñòàíäàðòíûé
äëÿ íîðìàëèçàòîðîâ: ïåðâûé àðãóìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçóåìûé òåðì õ14;
âòîðîé - ñïèñîê ïîñûëîê õ17; òðåòèé - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ. Êðîìå óæå óïîìÿíóòûõ
âûøå êîììåíòàðèåâ õ15, õ16 è õ18, â íåãî çàíîñÿòñÿ öåëü (íåèçâåñòíûå . . .) òåêóùåé
çàäà÷è è ýëåìåíò (âíåøâõîæäåíèå õ7), îïðåäåëÿþùèé ñïèñîê îñòàëüíûõ óðàâíåíèé.
Åñëè óðàâíåíèå áûëî åäèíñòâåííûì, ýëåìåíò íå ñîçäàåòñÿ.

Ïðèåìû îïåðàòîðà "ïîâòîð÷èñëî" ðåàëèçîâàíû íà ÃÅÍÎËÎÃå. Ìû ðàññìîòðèì
èõ ïîçäíåå. Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ âûÿâëåíèÿ ïîâòî-
ðÿþùèõñÿ ïîäâûðàæåíèé ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî. Îäíàêî, âìåñòî ñðàâ-
íèòåëüíî òðóäîåìêîãî ïåðåáîðà âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ðåøàòåëå ðåàëèçîâàíà
ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê íåêîòîðîìó åäèíñòâåííîìó "ýâðèñòè-
÷åñêè íàèëó÷øåìó" âàðèàíòó. Îíà ðàáîòàåò áûñòðåå, è íà ïðàêòèêå îêàçàëàñü âïîëíå
äîñòàòî÷íà.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé - ïåðåõîä ê ôðàãìåíòó, íà÷èíà-
þùåìóñÿ ñ êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(20)". Çäåñü ïðîèñõîäèò ïðîñìîòð ïðåîáðàçî-
âàííûõ óðàâíåíèé è ñîñòàâëåíèå ñïèñêà õ12 óêàçàòåëåé ïîâòîðÿþùèõñÿ âõîæäåíèé
ïîäâûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, õ12 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç
ïàð (a - M), ãäå a - çàãîëîâîê îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé,
âñòðå÷àþùèõñÿ íåîäíîêðàòíî; M - ñïèñîê ïàð (íåèçâåñòíîå ïîäâûðàæåíèå t ñ çàãî-
ëîâêîì a - ñïèñîê ïàð (óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå t - âõîæäåíèå t â ýòî óðàâíåíèå)).
Ñíà÷àëà â ñïèñîê õ12 çàíîñÿòñÿ âñå äàííûå î íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèÿõ, çàòåì -
îòáðàñûâàþòñÿ ïîäâûðàæåíèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ îäíîêðàòíî.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â òåêó-
ùåé çàäà÷å íà îïèñàíèå; ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê åå íåèçâåñòíûõ; ïåðåìåííîé õ15
- ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(21)" íà÷èíàåòñÿ îòáîð ïîä-
ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðåîáðàçóåìûõ ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Ïîñëåäîâàòåëüíî ôèêñè-
ðóþòñÿ çíà÷åíèÿ óêàçàòåëÿ õ16 ÷èñëà óðàâíåíèé ïîäñèñòåìû. Ñíà÷àëà ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü îäíî óðàâíåíèå ñ îäíîé íîâîé íåèçâåñòíîé, çàòåì - äâà
óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, çàòåì - òðè óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ. Äëÿ òåêóùåãî çíà-
÷åíèÿ õ16 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî îíî íå áîëüøå õ15, ëèáî çàäà÷à èìååò õîòÿ áû õ16
óðàâíåíèé. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (ñòîï ïóñòîåñëîâî), âòîðîé ýëåìåíò
êîòîðîé áóäåò èãðàòü ðîëü íàêîïèòåëÿ óæå ïðîñìîòðåííûõ óðàâíåíèé ñïèñêà õ7.

Äàëåå ïðîñìàòðèâàþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ õ19 ñïèñêà õ7, è äëÿ êàæ-
äîãî òàêîãî óðàâíåíèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "íîâûåíåèçâåñò-
íûå(õ19 õ12 õ18 õ20)". Çäåñü õ18 - ñïèñîê èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæà-
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ùèé íàáîðû õ14, õ17, à òàêæå ïàðû (ïåðåìåííûå õ13) è (÷èñëî õ16). Ýòà ïðîöåäóðà
ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó íàéòè ãðóïïó èç õ16 óðàâíåíèé A1, . . . , An, óïîìèíàåìûõ
â ñïèñêå õ12 è âêëþ÷àþùóþ óðàâíåíèå õ19, äëÿ êîòîðîé âîçìîæåí ïåðåõîä ê õ16
íîâûì íåèçâåñòíûì. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ20 ïåðå÷èñëÿåò ÷åòâåðêè (íàáîð óðàâíå-
íèé (A1, . . . , An) - íàáîð âûäåëåííûõ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé
t1, . . . , tn - íàáîð (B1, . . . , Bn) óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ èç A1, . . . , An çàìåíîé ïîäâû-
ðàæåíèé t1, . . . , tn íà íîâûå íåèçâåñòíûå y1, . . . yn - íàáîð ïåðåìåííûõ (y1, . . . , yn)).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ A1, . . . , An òîëü-
êî âíóòðè âûðàæåíèé t1, . . . , tn. Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷àñòü âûðàæåíèé ti ìîãóò áûòü íåèç-
âåñòíûìè òåêóùåé çàäà÷è. Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû "íîâûåíåèçâåñòíûå" íå ñîäåðæèò
êàêèõ-ëèáî ïðèíöèïèàëüíî èíòåðåñíûõ ìîìåíòîâ - îíà ïðîñòî ðåàëèçóåò íåñëîæíûé
ïåðåáîð.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ ti äëÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ ïðèíèìàþò ÷èñëîâûå
çíà÷åíèÿ. Èíîãäà èìååò ñìûñë ñîñòàâèòü ñèñòåìó, èìåþùóþ áîëüøå óðàâíåíèé, ÷åì
èñõîäíàÿ çàäà÷à èìåëà íåèçâåñòíûõ. Îäíàêî, çäåñü ïðåäóñìîòðåí êîíòðîëü âûðîæ-
äåííûõ ñëó÷àåâ - ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå êàæäîãî ti îò ïåðåìåííîé è ñóùåñòâîâàíèå
õîòÿ áû äâóõ âõîæäåíèé â íîâûå óðàâíåíèÿ êàæäîé íîâîé íåèçâåñòíîé.

Âûïîëíÿåòñÿ ïðîñìîòð ñïèñêà âûðàæåíèé ti è óïðîùåíèå èõ ïðè ïîìîùè ïàêåòíî-
ãî íîðìàëèçàòîðà "óïðîùïîâòîð", ó÷èòûâàþùåãî òèïè÷íûå ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå
ïðè ôîðìèðîâàíèè òåðìîâ ti îïåðàòîðîì "ïîâòîð÷èñëî".

Îòáðàñûâàåòñÿ ðÿä íåèíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ. Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâà-
íèå íîâîé íåèçâåñòíîé, íå ðàñïîëîæåííîé â íîâûõ óðàâíåíèÿõ ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êîé ôóíêöèåé. Ýòèì îòñåêàþòñÿ ïîïûòêè òðèâèàëüíûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé íåèçâåñò-
íûõ àðãóìåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñëè êàæäîå âûðàæåíèå ti åñòü ëèáî
íåèçâåñòíàÿ, ëèáî ñòåïåííîå âûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíîé â îñíîâàíèè è èçâåñòíûì ïîêà-
çàòåëåì ñòåïåíè, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ñòåïåííûõ âûðàæåíèé áîëåå îäíîãî. Åñëè
íåêîòîðîå ti ñîäåðæèò íåèçâåñòíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå âûðàæåíèå, òî ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé â íîâûõ óðàâíåíèÿõ.

Åñëè íîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòáðîøåíà, òî óðàâíåíèå õ19 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
íàêîïèòåëå õ17, è ïðîäîëæåíèå ïðîñìîòðà ñïèñêà õ7. Òå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîìå-
ùåíû â õ17, ïðîöåäóðîé "íîâûåíåèçâåñòíûå" íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Åñëè æå ñèñòåìà
óðàâíåíèé íå îòáðîøåíà, òî ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ24. Åå
ïîñûëêàìè ñòàíîâÿòñÿ âñå ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è, à òàêæå âñå íå ñîäåðæàùèå íåèç-
âåñòíûõ óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è. Óñëîâèÿìè ñëóæàò íîâûå óðàâíåíèÿ B1, . . . , Bn,
ê êîòîðûì äîáàâëåíû óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(y1)", . . ., "÷èñëî(yn)". Íåèçâåñòíûå ñóòü
ïåðåìåííûå y1, . . . , yn. Çàäà÷à èìååò öåëè "îäç", "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò",
"íîâûåíåèçâåñòíûå".

Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ó÷åòà èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ (âûâîäèìî . . .), (êîððåêöèÿ-
ïîñûëîê . . .), èçâëåêàåìûõ èç ñïèñêà õ8 äëÿ îòîáðàííûõ óðàâíåíèé Ai ñïèñêà õ7. Òå
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå íóæíû äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ïîäâûðàæåíèé óðàâíåíèé
Ai, ïðåîáðàçóþòñÿ ê íîâûì íåèçâåñòíûì yj, ÷òîáû îáåñïå÷èâàòü ñîïðîâîæäåíèå ïî
î.ä.ç. äëÿ óðàâíåíèé Bi. Îíè äîáàâëÿþòñÿ ê óñëîâèÿì çàäà÷è õ24. Ââîäèòñÿ ñïèñîê
õ23, ñîñòîÿùèé èç èñõîäíûõ âåðñèé óðàâíåíèé Ai. Â íåì ðåãèñòðèðóþòñÿ íåêîòîðûå
äðóãèå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñòàíóò èçáûòî÷íûìè ïîñëå ðåãèñòðàöèè â òåêóùåé çàäà÷å
îòâåòà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è õ24. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîììåíòàðèè (ñîïðîâî-
æäåíèå . . .) ê òåêóùåé çàäà÷å. Óòâåðæäåíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèå ïî î.ä.ç. ïîäâûðà-
æåíèÿ óðàâíåíèé Ai, òîæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå íåèçâåñòíûå è äîáàâëÿþòñÿ ê
óñëîâèÿì çàäà÷è õ24.

Íàêîíåö, ôîðìèðîâàíèå çàäà÷è õ24 çàâåðøåíî, è ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
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åì(2 4)" âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê åå ðåøåíèþ. Åñëè ïîëó÷åí "îòêàç", òî ââîäèòñÿ
êîììåíòàðèé (íîâûåíåèçâåñòíûå ñòîï) ê òåêóùåé çàäà÷å, áëîêèðóþùèé ïîâòîðíûå
ïîïûòêè ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì, è ïðîäîëæåíèå ñêàíèðîâàíèÿ. Èíà÷å - íàõî-
äèòñÿ ðåçóëüòàò õ27 ïîäñòàíîâêè â íàéäåííûé îòâåò õ25 âûðàæåíèé t1, . . . , tn âìåñòî
íîâûõ íåèçâåñòíûõ y1, . . . , yn. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è, âîøåäøèå
â ñïèñîê õ23. Òå èç íèõ, êîòîðûå íóæíû äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., ñîõðàíÿþò-
ñÿ, ïðî÷èå - óäàëÿþòñÿ. Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ27 çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê
óñëîâèé òåêóùåé çàäà÷è. Òå èç íèõ, êîòîðûå ñîäåðæàò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîìå-
÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Êîììåíòàðèé (âûâîäèìî . . .) ê çàäà÷å õ24 èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ ðåãèñòðàöèè â òåêóùåé çàäà÷è èíôîðìàöèè îá èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëêàõ.
Àíàëèçèðóåòñÿ êîììåíòàðèé (ñîïðîâîæäåíèå . . .) ê çàäà÷å õ24. Â òåõ åãî ýëåìåíòàõ,
êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ñîïðîâîæäåíèþ ïî î.ä.ç. ïîäâûðàæåíèé îòâåòà, ïðîèñõîäèò èñ-
êëþ÷åíèå íîâûõ íåèçâåñòíûõ, è ýòè ýëåìåíòû ðåãèñòðèðóþòñÿ â êîììåíòàðèè (ñî-
ïðîâîæäåíèå . . .) ê òåêóùåé çàäà÷å. Â çàêëþ÷åíèå ïðèåì óäàëÿåò êîììåíòàðèé (íî-
âûåíåèçâåñòíûå 0), ÷òîáû ðàçáëîêèðîâàòü ïîïûòêó ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì
â èçìåíèâøåéñÿ ñèòóàöèè. Â íåñêîëüêèõ çàäà÷àõ òàêàÿ ïîïûòêà áûëà íåîáõîäèìà.

Ïîïûòêà ïåðåéòè ê íîâûì íåèçâåñòíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëîâûõ óðàâ-
íåíèé â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå

Äàæå åñëè ïîíà÷àëó ïåðåõîä ê íîâûì íåèçâåñòíûì â çàäà÷å íà îïèñàíèå íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ, îí ìîæåò îêàçàòüñÿ âîçìîæíûì â ïðîöåññå âûâîäà ñëåäñòâèé èç èñõîä-
íûõ óðàâíåíèé. Òàêîé âûâîä ñëåäñòâèé (ëèíåéíûå êîìáèíàöèè óðàâíåíèé, äåëåíèå è
óìíîæåíèå èõ, âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, è ò.ï.) ïðåäïðèíèìàåòñÿ â ïîñûëêàõ áëîêà àíà-
ëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå. ×òîáû çäåñü óñìàòðèâàòü âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê íîâûì
íåèçâåñòíûì, ñîçäàí ïðèåì, àíàëîãè÷íûé ïðåäûäóùåìó. Òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé â
áëîêå àíàëèçà îáû÷íî áûâàåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû çàìåòíî
ïîâûøàåòñÿ.

Èíèöèàëèçàöèÿ ïðèåìà ïðîèñõîäèò íà óðîâíå 1 ïðè ðàññìîòðåíèè êîðíåâîãî âõî-
æäåíèÿ ðàâåíñòâà. Ïðåæäå âñåãî, àíàëèçèðóåòñÿ öåëåâàÿ óñòàíîâêà çàäà÷è. Â çàäà-
÷àõ, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Çäåñü ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå
ñïîñîáû ðàáîòû ñ óðàâíåíèÿìè, î êîòîðûõ áóäåò ðàññêàçàíî â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì
ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ïðè îòñóòñòâèè öåëè "èçâåñòíî" ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè
èìååòñÿ óêàçûâàþùàÿ íà ãåîìåòðè÷åñêþó çàäà÷ó ïîñûëêà âèäà "òî÷êà(A)".

Çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áëîêîì àíàëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå
(íàïðèìåð, ìîæåò áûòü íóæíà äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñïèñêà ïîñûëîê),
ïîýòîìó ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â ðàìêàõ
ïîñëåäíåé óæå èìåëàñü ïîïûòêà ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Ïîýòîìó íîâûå ïî-
ïûòêè áóäóò ïðåäïðèíèìàòüñÿ òîëüêî äëÿ íîâûõ óðàâíåíèé, ïî ìåðå èõ ïîÿâëåíèÿ.
Äëÿ óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî ðàññìîòðåíèå ïîñûëêè óæå âûïîëíÿëîñü, èñïîëüçóåòñÿ åå
êîììåíòàðèé "íîâûåíåèçâåñòíûå".

Åñëè ðàáîòà ñ áëîêîì àíàëèçà òîëüêî íà÷àëàñü, ÷òî îáíàðóæèâàåòñÿ ïî îòñóò-
ñòâèþ îáùåãî êîììåíòàðèÿ "íîâûåíåèçâåñòíûå" ê ïîñûëêàì, òî áëîêèðóåòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðèåì ñîïðîâîæäàåò êàæäîå (â òîì ÷èñëå
òåêóùåå) óðàâíåíèå çàäà÷è êîììåíòàðèåì "íîâûåíåèçâåñòíûå", ââîäèò êîììåíòàðèé
"íîâûåíåèçâåñòíûå" ê ñïèñêó ïîñûëîê, è åãî ðàáîòà çàâåðøàåòñÿ.

Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå ðàâåíñòâî - äåéñòâèòåëüíî íîâîå, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
÷àñòè ïðèíèìàþò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ è ÷òî îíî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Áëîêèðóåòñÿ
ðàññìîòðåíèå ðàâåíñòâ, èìåþùèõ ôóíêöèîíàëüíûå ïîäâûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f t)".
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Çàòåì ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íîâûõ (íå èìåþùèõ êîììåíòàðèÿ
"íîâûåíåèçâåñòíûå") óðàâíåíèé çàäà÷è, à ïåðåìåííîé õ7 - ñïèñîê âñåõ ñòàðûõ óðàâ-
íåíèé.

Åñëè ñðåäè óðàâíåíèé çàäà÷è èìååòñÿ ðàâåíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê åãî
ñðàáàòûâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåæäåâðåìåííûì (òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 1, à ïðè-
åìû, ðåøàþùèå ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñðàáàòûâàþò íà áîëåå
âûñîêèõ óðîâíÿõ).

Äàëåå âñå óðàâíåíèÿ ñïèñêà õ6 ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì "íîâûåíåèçâåñòíûå". Ñ
ýòîãî ìîìåíòà äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ óðàâíåíèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ââîäèòñÿ
ñïèñîê õ8 - íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòîâ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé ê âèäó ñ ïîâòîðÿþ-
ùèìèñÿ âõîæäåíèÿìè ïîäâûðàæåíèé. Èçíà÷àëüíî îí ðàâåí êîíêàòåíàöèè ñïèñêîâ õ6
è õ7. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ9 èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .),
(âûâîäèìî . . .), ñîïðîâîæäàþùèõ ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèÿ.

Ðåàëèçóåòñÿ öèêë îáðàùåíèé ê îïåðàòîðó "ïîâòîð÷èñëî". Ðîëü íàêîïèòåëÿ óðàâ-
íåíèé, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðûõ íóæíî âåðíóòüñÿ íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè, èãðàåò
ïåðåìåííàÿ õ12. Êðîìå êîììåíòàðèåâ, óïîìèíàâøèõñÿ âûøå äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, îïåðàòîðó "ïîâòîð÷èñëî" ïåðåäàåòñÿ òàêæå êîììåíòàðèé "èññëåäîâàòü".
Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ôîðìèðóåòñÿ óêàçàòåëü õ13 ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé íåèçâåñò-
íûõ ïîäâûðàæåíèé. Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "íîâûåíåèçâåñòíûå", ôîðìèðóåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñòàíîâÿòñÿ âñå íå ñîäåðæàùèå íåèç-
âåñòíûõ ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ðåàëèçóåòñÿ îáðàùåíèå ê åå ðåøåíèþ, è
íàéäåííûé îòâåò çàìåùàåò èñõîäíûå óðàâíåíèÿ. Âñå ýòè äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ñëó-
÷àþ çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ïîïûòêà ïåðåéòè ê íîâûì íåèçâåñòíûì ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ

Â ñëó÷àå íåðàâåíñòâ ñîçäàíû äâà îòäåëüíûõ ïðèåìà - äëÿ ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ. Îíè ïðàêòè÷åñêè íè÷åì äðóã îò äðóãà íå îòëè÷àþòñÿ, îäíàêî èíèöèèðóþòñÿ
ðàçëè÷íûìè ëîãè÷åñêèìè ñèìâîëàìè - "ìåíüøå" è "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïî ñðàâíå-
íèþ ñ óðàâíåíèÿìè, ñèòóàöèÿ çäåñü áîëåå ïðîñòàÿ - ïðåîáðàçóåòñÿ ëèøü îäíî íåðà-
âåíñòâî, êîòîðîå ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé íîâîé íåèçâåñòíîé. Ïðèå-
ìû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ èõ ðàâåí 0.
Ïðåæäå âñåãî, àíàëèçèðóåòñÿ öåëåâàÿ óñòàíîâêà çàäà÷è è îòñåêàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà
ïîïûòêà ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì íåöåëåñîîáðàçíà. Â ÷àñòíîñòè, ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, âõîäÿùèìè â íåðàâåíñòâî. Ðåøåíèå óðàâíå-
íèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðèîðèòåòíûì, òàê êàê ìîæåò èçáàâèòü îò ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ,
ñâåäÿ èõ ðàññìîòðåíèå ëèøü ê ïðîâåðêå. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
óïðîùåííûé âàðèàíò äåéñòâèé, ðàññìîòðåííûõ âûøå äëÿ óðàâíåíèé.

Ïîïûòêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïóòåì ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ
ãðàôèêà ðàçíîñòè åãî ÷àñòåé è ïîäáîðà êîðíåé

Èíîãäà ìîæíî íàéòè êîðíè ÷èñëåííîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì óãàäûâàíèÿ íåñêîëüêèõ
çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óðàâíåíèþ, è äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ ïðî÷èõ
êîðíåé. Ïîñëåäíåå îáû÷íî îñíîâàíî íà àíàëèçå ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè ðàçíîñòè
÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Ïðè óãàäûâàíèè êîðíåé áåðóòñÿ ëèáî ìàëûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷å-
íèÿ, ëèáî òàêèå êîíñòàíòû, ïðè êîòîðûõ ïðîïàäàþò êàêèå-ëèáî ñëîæíûå ôðàãìåíòû
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óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
è ò.ï.). Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ýòè äåéñòâèÿ, èíèöèèðóåòñÿ íà
óðîâíå 10 ïðè ðàññìîòðåíèè òåêóùåãî ñèìâîëà "ðàâíî" - êîðíÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, âõîäÿùóþ â
äàííîå óñëîâèå è ÷òî óñëîâèå íå èìååò äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷àñòè
óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ è ÷òî îíî èìååò õîòÿ áû îäíó "ñëîæíóþ"
îïåðàöèþ - ëîãàðèôì, òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ëèáî ýêñïîíåíòó. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íåèçâåñòíàÿ ïðèíèìàåò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ïðèìå-
íåíèé ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé óñëîâèÿ "âîçðàñòàåò".

Ïðèåì èñïîëüçóåò îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà êà÷åñòâåííîå èññëå-
äîâàíèå ãðàôèêà ôóíêöèè λx(f(x), x − ÷èñëî), ãäå f(x) - ðàçíîñòü ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ. Òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèåìîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è áóäóò
ðàññìîòðåíû â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Òèï âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è - "îïèñàòü"; åå
óñëîâèåì ñëóæèò ðàâåíñòâî y = λx(f(x), x− ÷èñëî), ãäå y - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Çàäà-
÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "(íåèçâåñòíûå y)", "èññëåäîâàòü",
"ôóíêöèÿ". Îòâåòîì çàäà÷è ñëóæèò êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ
ðàññìàòðèâàåìóþ ôóíêöèþ: óêàçûâàþùèõ åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïðîìåæóòêè ìî-
íîòîííîñòè, òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ÷èñëî êîðíåé íà ïðîìåæóòêàõ ìîíîòîííîñòè. Ïðè-
åì âûáèðàåò èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ M
ôóíêöèè y, à òàêæå ãðóïïó óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ êîëè÷åñòâà êîðíåé íà ïðî-
ìåæóòêàõ ìîíîòîííîñòè. Íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî õ23 òî÷åê îáëàñòè M , íå ïîêðûòûõ
òàêèìè ïðîìåæóòêàìè, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ÿâíî îïðåäåëåííûõ òî÷åê.

Çàòåì ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïðîìåæóòêè ñ íåíóëåâûì ÷èñëîì êîðíåé, è ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà "ïîäáîðêîðíÿ" îñóùåñòâëÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ ïðîâåðÿåìûõ íà ðîëü êîðíåé
êîíñòàíò. Ïîêà ðåàëèçîâàíà ïðîñòåéøàÿ âåðñèÿ äàííîãî îïåðàòîðà. Îíà ïûòàåòñÿ
èñêëþ÷èòü ëîãàðèôìû logax ïî êîíñòàíòíîìó îñíîâàíèþ a âûáîðîì äëÿ x çíà÷åíèÿ
an, ãäå n - öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå ïî ìîäóëþ 6. Çàòåì ïåðåáèðàþòñÿ öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùèå ïî ìîäóëþ 4. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî òåêóùåå çíà-
÷åíèå ðàñïîëîæåíî íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ,
îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ16. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïðîñìîòðà ïðîìåæóò-
êîâ ôîðìèðóåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå x = a1 ∨ . . . ∨ x = an ∨ (A = B & (x =
b1 ∨ . . . ∨ x = bm)). Çäåñü A = B - èñõîäíîå óðàâíåíèå; a1, . . . , an - íàéäåííûå êîðíè;
b1, . . . , bm - îñîáûå òî÷êè ñïèñêà õ23.

Óñìîòðåíèå íåöåëî÷èñëåííîñòè êîíñòàíòû

Äëÿ óñìîòðåíèÿ ëîæíîñòè óòâåðæäåíèé âèäà "öåëîå(a)", ãäå a - êîíñòàíòíûé òåðì,
èñïîëüçóåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "÷èñëîöåíêà". Íàõîäÿòñÿ îöåíêè b1, b2 âåëè-
÷èíû a ñ íåäîñòàòêîì è ñ èçáûòêîì; óðîâåíü òî÷íîñòè - òðè çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.
Åñëè b1, b2 íå öåëûå, íî èìåþò îäíó è òó æå öåëóþ ÷àñòü, òî óêàçàííîå óòâåðæäåíèå
çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ ñ çàäàííûì ÷èñëîì çíàêîâ ïîñëå çàïÿ-
òîé

Â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü (÷èñëîöåíêà n), òðåáóåòñÿ íàéòè ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî n çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Óñëîâèåì
òàêîé çàäà÷è ñëóæèò êîíñòàíòíîå ÷èñëîâîå âûðàæåíèå. Ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ïðîöå-
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äóðå "÷èñëîöåíêà" äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñ íåäîñòàòêîì è èçáûòêîì äî òåõ ïîð, ïîêà
ðåçóëüòàòû îêðóãëåíèÿ ýòèõ îöåíîê äî n çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé íå ñîâïàäóò. Ïîñëå
î÷åðåäíîé íåóäà÷è êîëè÷åñòâî çíàêîâ, ñ êîòîðûì ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ, óâåëè÷èâà-
åòñÿ íà 1, íî íå áîëåå 6 ðàç. Ïî ïðåâûøåíèè ýòîãî ëèìèòà (ñèòóàöèÿ ñ áåçðàçëè÷íûì
îêðóãëåíèåì) áåðåòñÿ ðåçóëüòàò, ñîîòâåòñòâóþùèé ìåíüøåé îöåíêå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïåðåõîä îò íåèçâåñòíûõ ê ïàðàìåòðàì, åñëè îòíîñèòåëüíî íèõ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ëèíåéíà

Ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà êðàéíå ðåäêèå ñëó÷àè, êîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé íåëèíåéíà
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ, íî ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî ÷èñëåííûõ "èçâåñòíûõ" ïàðà-
ìåòðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçðåøèòü ñíà÷àëà óðàâíåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî äàííûõ ïàðàìåòðîâ, à çàòåì ðåøàòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
èñõîäíûõ íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8, ò.å. ñóùåñòâåííî âûøå óðîâíÿ
ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ6 âñåõ ÷èñëîâûõ óðàâ-
íåíèé â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ýòèõ
óðàâíåíèÿõ ðàâíî ÷èñëó óðàâíåíèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà íåëèíåéíà. Íàõîäèòñÿ
ñïèñîê õ9 âñåõ "èçâåñòíûõ" ïàðàìåòðîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó òàêèõ ïàðàìåòðîâ è ÷òî
êàæäûé èç íèõ èìååò õîòÿ áû äâà âõîæäåíèÿ â ñèñòåìó. Çàòåì ñîçäàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ13 ñ íåèçâåñòíûìè õ9. Åå óñëîâèÿ ïîëó÷åíû èç óñëîâèé
òåêóùåé çàäà÷è äîáàâëåíèåì âñåõ ïîñûëîê, èìåþùèõ âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ9. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ13 åå óñëîâèÿ çàìåùàþò óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è. Ïî-
âòîðíî ââîäèòñÿ öåëü "îäç", ïîçâîëÿþùàÿ ñêîððåêòèðîâàòü ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç.

Ðàçäåëåíèå íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ ñ îáùèì ôóíêöèîíàëüíûì
âûðàæåíèåì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ïðèìåð", ó êîòîðîé êàæäàÿ
íåèçâåñòíàÿ ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé. Íåêîòîðîå óñëîâèå ýòîé çàäà÷è ñîäåðæèò ïîä-
âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f x)", ïðè÷åì x - íåèçâåñòíàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå ñî-
äåðæàùåå x óñëîâèå çàäà÷è - ëèáî ïðîñòåéøåå óòâåðæäåíèå P (x), ãäå P - ñèìâîë
îäíîìåñòíîãî îòíîøåíèÿ, ëèáî íåðàâåíñòâî, ó êîòîðîãî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåí-
íîé x ðàñïîëîæåíî âíóòðè òåðìà "çíà÷åíèå(f x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííîé x íå ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ9 âñåõ íåðàâåíñòâ ñ ïå-
ðåìåííîé x è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò õîòÿ áû äâà ýëåìåíòà. Ñ ïîìîùüþ ïàêåòíûõ
îïåðàòîðîâ "óñìíåóáûâàåò", "óñìíåâîçðàñòàåò" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñòèííîñòü íåðà-
âåíñòâ ñïèñêà õ9 ìîíîòîííî çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ f(x): åñëè íåðàâåíñòâî èñòèííî
ïðè íåêîòîðîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè f(x) è ýòî çíà÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ (óìåíüøà-
åòñÿ), òî èñòèííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè íåò íåîáõîäèìîñòè îáåñïå÷èâàòü
èñòèííîñòü âñåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ õ9 äëÿ îäíîãî îáùåãî çíà÷åíèÿ x. Äîñòàòî÷íî
äëÿ êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëèòü ñâîå çíà÷åíèå x, à çàòåì âçÿòü ìàêñèìóì (ìèíè-
ìóì) ýòèõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó ïðèåì âûáèðàåò íîâûå ïåðåìåííûå x1, . . . xn, ïî ÷èñëó
íåðàâåíñòâ õ9, çàìåíÿåò â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ f(x) íà f(xi), çàìåíÿåò êàæäîå óñëî-
âèå P (x) íà P (x1), . . . , P (xn), ïîñëå ÷åãî èñêëþ÷àåò íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x
è ââîäèò âìåñòî íåå íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå x1, . . . xn. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.



Ãëàâà 9. Ïðîöåäóðû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå 464

Ïðèåìû äëÿ öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò

Åñëè â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå "íîä(m n)" ëèáî "íîê(m n)", ãäå m,n - äåñÿ-
òè÷íûå çàïèñè öåëûõ ÷èñåë, òî âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ, è âûïîëíÿ-
åòñÿ çàìåíà. Åñëè âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "ïðîñòîå(n)", ãäå n - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü
öåëîãî ÷èñëà, òî ïðîâåðÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà, è óòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêóþ
êîíñòàíòó.

9.5 Ïðèåìû ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ, ðåàëèçîâàííûå íà

ËÎÑå

Íåñêîëüêî ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ èìåþò íåñëîæíûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëè-
çîâàííûå íåïîñðåäñòâåííî íà ËÎÑå è àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âûøå ïðèåìàì ñêà-
íèðîâàíèÿ çàäà÷è. Äàäèì êðàòêèé ïåðå÷åíü ýòèõ ïðèåìîâ.

1. Îïåðàòîð "íîðì÷èñëèòåëü". Îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëèòåëü êîíñòàíòíîé äðîáè.
2. Îïåðàòîð "íîðìçíàìåíàòåëü". Îïðåäåëÿåòñÿ çíàìåíàòåëü êîíñòàíòíîé äðîáè.
3. Îïåðàòîð "ñòàíäïëþñ". Ýòîò îïåðàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê

è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììû. Äëÿ
âûïîëíåíèÿ çàâåðøàþùåé ñòàíäàðòèçàöèè ðåçóëüòàòà îí îáðàùàåòñÿ ê ïðîöå-
äóðå "îáùíîðì", ðåàëèçîâàííîé íà ËÎÑå. Ïîñëåäíÿÿ ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó
óñìîòðåòü â êîíòåêñòå ïðèìåíèìîå ê ïðåîáðàçóåìîìó âûðàæåíèþ ðàâåíñòâî,
ÿâëÿþùååñÿ çàâåäîìî óïðîùàþùèì, è èñïîëüçîâàòü åãî. Çàâåäîìî óïðîùàþ-
ùèìè ñ÷èòàþòñÿ ðàâåíñòâà, çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîòîðûõ îáðàçóåò ñîáñòâåííûé
ôðàãìåíò çàìåíÿåìîé, ëèáî òàêèå, êîòîðûå íåêîíñòàíòíîå âûðàæåíèå ïðåîáðà-
çóþò â êîíñòàíòíîå, ëèáî òàêèå, ó êîòîðûõ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü îáðàçîâàíà èç
ôðãàìåíòà çàìåíÿåìîé îòáðàñûâàíèåì ÷àñòè îïåðàíäîâ. Ïðîöåäóðà "îáùíîðì"
ìîæåò òàêæå âûïîëíÿòü íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé, çàäà-
þùèõ íàáîðû.

4. Îïåðàòîð "âèäóìíîæåíèå". Ýòîò îïåðàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè è ñëîæåíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé. Íà ËÎÑå ðåàëèçîâàíû: ïðèåì äëÿ
ðàçëîæåíèÿ öåëîãî ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë è äâà ïðèåìà,
âûïîëíÿþùèå ñòàíäàðòèçàöèþ ëîãàðèôìîâ ñ êîíñòàíòíûì îñíîâàíèåì. Ðàçëî-
æåíèå íà ìíîæèòåëè öåëîãî ÷èñëà áûâàåò íåîáõîäèìî ëèøü â ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àÿõ, êîòîðûå ðàñïîçíàþòñÿ ïî íàëè÷èþ êîììåíòàðèÿ "íàòóðàëüíîå", ââî-
äèìîãî ïðè îáðàùåíèè ê îïåðàòîðó "âèäóìíîæåíèå".

5. Îïåðàòîð "óðàâíëîãàðèôì". Îïåðàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè ëîãà-
ðèôìîâ ñ íåèçâåñòíûìè. Êðîìå ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà, â íåãî ââåäåíû äâà ïðèå-
ìà ñòàíäàðòèçàöèè ëîãàðèôìîâ ñ êîíñòàíòíûì îñíîâàíèåì, ðåàëèçîâàííûå íà
ËÎÑå.

6. Îïåðàòîð "íîðìëîãàðèôì". Ïàêåò îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ âû-
ðàæåíèé. Íà ËÎÑå ðåàëèçîâàíû òðè ïðèåìà: óïðîùåíèå ëîãàðèôìîâ, îñíîâà-
íèå êîòîðûõ åñòü ñòåïåíü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, óïðîùåíèå êîíñòàíòíûõ ëîãà-
ðèôìîâ, à òàêæå óïðîùåíèå ëîãàðèôìîâ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå íàòó-
ðàëüíîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
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7. Îïåðàòîð "íîðìñòåïåíü". Ïàêåò îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñòåïåííûõ âûðàæåíèé.
Íà ËÎÑå ðåàëèçîâàí ïðèåì, ïðåäñòàâëÿþùèé â âèäå ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà íàòóðàëüíîå îñíîâàíèå ñòåïåíè.

8. Îïåðàòîð "íîðìöåëàÿ÷àñòü". Íà ËÎÑå ðåàëèçîâàíû äâà ïðèåìà: îïðåäåëåíèå
öåëîé ÷àñòè äðîáíîé êîíñòàíòû è êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ îáùåãî âèäà. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "÷èñëîöåíêà".



Ãëàâà 10

Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû,

ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå

Ê ðàçäåëó "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà" îòíåñåíû ñëåäóþùèå ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû: öèôðû
îò 0 äî 9; "âåëè÷èíà", "÷èñëî", "×èñëî", "ìèíóñ", "ïëþñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü".
Ýòîò ðàçäåë èìååò ïîäðàçäåëû "íåðàâåíñòâà", "ìîäóëè", "öåëûå÷èñëà", "ñòåïåíè",
"ëîãàðèôìû", "òðèãîíîìåòðèÿ", "ãèïôóíêöèè", "êîìáèíàòîðíûåôóíêöè", "ìíîãî-
÷ëåíû". Ïîíÿòèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â ïîäðàçäåëàõ, ïåðå÷èñëèì íèæå.

10.1 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öèôðàìè

Ïåðåõîäèì ê ðàçäåëó îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ ("Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", "Öèôðû").
Çäåñü ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ öèôðîé "0" è èíèöèèðóåìûõ
ïðè óñìîòðåíèè íóëÿ (êðîìå åäèíñòâåííîãî ïðèåìà, èíèöèèðóåìîãî ïðè óñìîòðåíèè
ñèìâîëà "íàáîð"). Çäåñü æå íàõîäèòñÿ îäèí èç öåíòðàëüíûõ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ
ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû - ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíå0". Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ
ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.

Ïîïûòêà óñìîòðåòü ëîæíîñòü ðàâåíñòâà áåç íåèçâåñòíûõ â óñëîâèÿõ çàäà-
÷è íà îïèñàíèå

Åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî, íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñò-
íûõ, òî îòíîñèòåëüíî ÷àñòî îíî îêàçûâàåòñÿ ëîæíûì. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò ïîëó-
÷èòüñÿ ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ îêàçûâàþòñÿ íåðåàëèçóåìûìè. Ïðî-
âåðêà ëîæíîñòè òàêèõ ðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïðèåìîì. Çàìåòèì, ÷òî
âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû ðàâåíñòâà áåç íåèçâåñòíûõ îáû÷íî ãðóïïèðóþòñÿ â ëåâîé ÷à-
ñòè. Ïîýòîìó ïðîâåðêå ïîäëåæàò óòâåðæäåíèÿ âèäà a = 0. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì" è îñíîâàí íà òåîðåìå âèäà:
∀a(¬(a = 0) → ¬(a = 0))

Åãî àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìíå0", ïîäðîáíî ðàññìàò-
ðèâàåìîìó íèæå. Ïðèåì èìååò ôèëüòðû "óðîâåíü(1)", "óñëîâèå", "òèï(îïèñàòü)",
"èçâåñòíî(õ1)", "âíåøçíàê(è èëè)". Ïîñëåäíèé ôèëüòð îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðàâåíñòâî
íå êîðíåâîå, òî âíåøíèìè îïåðàöèÿìè äîëæíû ñëóæèòü ëèøü ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè "è",
"èëè". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê"; óêàçàòåëü "ëèìèò(5000)" îò-
âîäèò äëÿ ïîïûòêè ïðîâåðêè êðàéíå ìàëóþ òðóäîåìêîñòü.

466
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Ïîïûòêà óñìîòðåòü ëîæíîñòü êîíñòàíòíîãî ðàâåíñòâà

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, îäíàêî ïðîâåðêà ëîæíîñòè ðàâåíñòâà ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ â äðóãîé ñèòóàöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ êîíñòàíòíîãî âûðàæå-
íèÿ. Îáû÷íî òàêèå ðàâåíñòâà ëîæíûå. Ïðîêîììåíòèðóåì ôèëüòðû ïðèåìà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Îòáðàñûâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå, òàê êàê çäåñü îíî ÷àùå âñåãî áûâàåò
èñòèííûì. Íå àíàëèçèðóþòñÿ ïîñûëêè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâ-
íî". Ýòà çàäà÷à âîçíèêëà äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, íóæíûõ â íåêîòîðîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, è åå ïîñûëêè âçÿòû èç ïîñëåäíåé, ò.å. óæå àíàëèçèðîâàëèñü.
Äëÿ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", ïðîâåðêà ëîæíîñòè êîðíå-
âîãî ðàâåíñòâà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü ïðè íàëè÷èè öåëè "êîíòðîëü". Òàêàÿ öåëü
îçíà÷àåò, ÷òî èìåë ìåñòî ðàçáîð ñëó÷àåâ è ðàçáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ïîäñëó÷àé. Îíà
âêëþ÷àåò óñèëåííûé êîíòðîëü ïðîòèâîðå÷èâîñòè ïîñûëîê.

Óñìîòðåíèå íåíóëåâîãî âûðàæåíèÿ

Â ðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ, óñìàòðèâàþùèõ èñòèííîñòü îòðèöàíèÿ ðàâåí-
ñòâà íóëþ ëèáî ëîæíîñòü òàêîãî ðàâåíñòâà. Íà÷íåì ñ òåõ èç íèõ, êîòîðûå îñíîâàíû
íà óæå ïðèâîäèâøåéñÿ âûøå òåîðåìå:
∀a(¬(a = 0) → ¬(a = 0))

Òàêèõ ïðèåìîâ âñåãî òðè. Îíè èìåþò óêàçàòåëü "ïðÿìîéîòâåò", îçíà÷àþùèé, ÷òî
èäåíòèôèöèðóåòñÿ èìåííî îòðèöàíèå ðàâåíñòâà. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 2 è 4 â óñëîâèè çàäà÷è.
Åñëè ýòî óñëîâèå îòíîñèòñÿ ê çàäà÷å íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî âå-
ðîÿòíîñòü åãî èñòèííîñòè ìåíüøå, òàê ÷òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å îí
ðàâåí 2. Ôèëüòð "ïðîâåðêà(íå(ñîïðîâîæäåíèå)1)" îòáðàñûâàåò ñëó÷àè, êîãäà îòðè-
öàíèå ðàâåíñòâà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Êîíñòðóêöèÿ
"ïðîâåðêà(. . . 1)" óêàçûâàåò íà ðàçìåùåíèå ïðîãðàììû ôèëüòðà ïåðåä îáðàùåíèåì
ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó, îòñåêàÿ òàêèì îáðàçîì íåíóæíûå âû÷èñëèòåëüíûå çà-
òðàòû. Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 0 è 2. Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê êîðíåâîìó
îòðèöàíèþ ðàâåíñòâà - óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåìó íåèçâåñòíîå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîå ïîäâûðàæåíèå. Ïîíèæåíèå óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ ôîðñèðóåò îòáðàñû-
âàíèå íåíóæíûõ îòðèöàíèé ðàâåíñòâ íóëþ çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé,
èñïîëüçîâàâøèõñÿ äî ýòîãî äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Äâîéíîé óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåõâàòûâàòü ñëó÷àè, êîãäà âûñâîáîæäåíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà îò
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ïðîèçîøëî ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé ïîïûòêàìè ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà. Íàêîíåö, òðåòèé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíàì óòâåðæäåíèÿ
ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", âûïîëíÿÿ òàêèì îáðàçîì ñòàíäàðòèçàöèþ çàäàíèÿ
ôóíêöèè. Óêàçàòåëü "ñîïðîâîæäåíèå" ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèåìà íåçàâè-
ñèìî îò òîãî, èñïîëüçóåòñÿ ëè ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç.

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ óñìàòðèâàþò ëîæíîñòü ðàâåíñòâà íóëþ èç ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ,
èìåþùèõñÿ â êîíòåêñòå. Òåîðåìû èõ òàêîâû: ∀a(0 < a → ¬(a = 0)), ∀a(a < 0 → ¬(a =
0)), ∀ab(0 < a−b → ¬(b−a = 0)). Âñå îíè èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è óêàçàòåëü
"ñîïðîâîæäåíèå", ðàçðåøàþùèé çàìåíó äàæå â ñëó÷àå, êîãäà óòâåðæäåíèå èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê â êîíòåêñòå îñòàåòñÿ
ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òó æå èíôîðìàöèþ.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 468

Íàêîíåö, â ðàçäåëå åñòü äâà ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííûõ íà ñðàâíèòåëüíî ðåäêèå
ñèòóàöèè. Ïåðâûé èç íèõ óñìàòðèâàåò îòëè÷èå îò íóëÿ ñóììû, èìåþùåé ñòåïåííîå
ñëàãàåìîå:
∀abcd(0 ≤ d & 0 < a & 0 < b → ¬(abc + d = 0))

Çäåñü îñíîâàíèå ñòåïåíè b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, êîòîðûì îòâîäèòñÿ êðàéíå ìàëûé ëèìèò òðó-
äîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ íóëåâîé. Âòîðîé ïðèåì èñïîëüçóåò èìåþùååñÿ â
ñïèñêå ïîñûëîê ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû, îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñëàãàåìîãî êîòîðîé ñëó-
æèò ñðàâíèâàåìîå ñ íóëåì âûðàæåíèå:
∀abcd(a + bdc = 0 & ¬(a = 0) → ¬(b = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñûëîê, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùå-
ìó çàãîëîâîê "èëè", òàê êàê èìåííî â òàêèõ ñèòóàèöÿõ ÷àùå âñåãî è óñìàòðèâàþòñÿ
òîæäåñòâåííî èñòèííûå ëèáî ëîæíûå ôðàãìåíòû. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå b è
ïåðâûé àíòåöåäåíò íå ñîäåðæàëè íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "ñïèñîêïîñûëîê(1)" óòî÷-
íÿåò, ÷òî àíòåöåäåíò äîñòàòî÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü â ïîñûëêàõ è íå òðàòèòü âðåìÿ
íà ðàññìîòðåíèå óñëîâèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïîïûòêà óñìîòðåòü èçáûòî÷íîñòü äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ñ íåèçâåñòíûìè

Ïîïûòêà óñìîòðåòü èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü ðàâåíñòâà íóëþ âûðàæåíèÿ ñ íåèç-
âåñòíûìè ìîæåò ïðåäïðèíèìàòüñÿ â çàäà÷å íà îïèñàíèå óæå íà óðîâíå 1. Ýòî äåëà-
åòñÿ, åñëè ðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ âíóòðè äèçúþíêöèè. Îáû÷íî äèçúþíêöèè â ñïèñêå
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå âîçíèêàþò êàê ñëåäñòâèå ñðàáàòûâàíèÿ îáîáùåííîãî
ïðèåìà, ó÷èòûâàþùåãî âñå âîçìîæíûå âûðîæäåííûå ñëó÷àè. Òàê êàê â äåéñòâè-
òåëüíîñòè âûðîæäåííûå ñëó÷àè âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî, òî äèçúþíêöèÿ ïðè áëèæàéøåì
ðàññìîòðåíèè îáû÷íî âûðîæäàåòñÿ. Èíîãäà òàêîå ðàññìîòðåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ óæå
íîðìàëèçàòîðàìè ïðèåìà, è òîãäà îíà âîîáùå íå ïîïàäàåò â ñïèñîê óñëîâèé. Èíîãäà
îíà âñå æå ðåãèñòðèðóåòñÿ â óñëîâèÿõ, íî ïðè îòáðàñûâàíèè ñâîèõ ëîæíûõ ÷ëåíîâ
áûñòðî óñòðàíÿåòñÿ. Äàííûé ïðèåì è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷èñòêè äèçú-
þíêöèè. Åãî òåîðåìà èìååò âèä ∀a(¬(a = 0) → ¬(a = 0)). Ðàâåíñòâî a = 0 ëèáî
åãî îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì äèçúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì ïðè âåñüìà ìàëîì ëèìèòå òðóäîåìêîñòè.

Óïðîùåíèå ðàâåíñòâà íóëåâîìó íàáîðó

Óñëîâèå ¬((x, y) = (0, 0)) ÷àñòî âîçíèêàåò â çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ êîîðäèíàòû
òî÷åê ïëîñêîñòè. Åãî íåöåëåñîîáðàçíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå äèçúþíêöèè îò-
ðèöàíèé ðàâåíñòâ íóëþ, òàê êàê ýòà äèçúþíêöèÿ èíèöèèðóåò áåñïîëåçíûé ðàçáîð
ñëó÷àåâ. Ïîýòîìó íóæíû ïðèåìû, óïðîùàþùèå óêàçàííîå óñëîâèå áåç åãî ïîêîîð-
äèíàòíîé ðàñøèôðîâêè. Îäèí èç òàêèõ ïðèåìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âûíåñåíèè íàðóæó
îáùåãî ìíîæèòåëÿ êîîðäèíàò x, y:

∀abcde(¬
((

ab

c
,
ad

e

)
= (0, 0)

)
↔ ¬

((
b

c
,
d

e

)
= (0, 0)

)
& ¬(a = 0))

Ïåðåìåííûå b, c, d, e âûäåëåíû óêàçàòåëåì "åäèíèöà"; óêàçàòåëü "çàìåíàçíàêà" îò-
íîñèò âîçìîæíûå çíàêè "ìèíóñ" ê ìíîæèòåëÿì ÷èñëèòåëÿ b, d. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 1.
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Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíå0"

Îïåðàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé âèäà ¬(a = 0). Îáðà-
ùåíèå ê íåìó èìååò âèä "óñìíå0(õ1 õ2 õ3 õ4)", ãäå õ1 - òåðì a; õ2 - ñïèñîê ïîñûëîê;
õ3 - íàáîð êîììåíòàðèåâ. Åñëè ðåçóëüòàò ïðîâåðêè ïîçèòèâíûé, òî âûõîäíîé ïåðå-
ìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Êàê è âî âñåõ ñëó÷àÿõ
îáðàùåíèé ê ïàêåòíûì îïåðàòîðàì, äàííûé ñïèñîê ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííî
øèðå ñïèñêà ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Ñïèñîê ïðèåìîâ îïåðàòîðà ïî-
ñòîÿííî ïîïîëíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïîíÿòèé íîâûõ ðàçäåëîâ. Âïðî÷åì, ïîêà ýòîò ñïèñîê
ñðàâíèòåëüíî íåâåëèê. ×òîáû ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð ðàáîòàë êàê ìîæíî áûñòðåå,
ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåëêèõ ïðèåìîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ëåã-
êî îáðàáàòûâàåìûå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè, è èçáåãàòü ïðèåìîâ áîëåå îáùèõ, íî çàòî è
áîëåå òðóäîåìêèõ.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðèåìû îïåðàòîðà:
1. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀a(a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ¬(−a = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè, åñëè ïðèìåíèòü ïðèåì íå óäàëîñü. Â ýòîì
ñëó÷àå ñðàçó âûäàåòñÿ îòêàç (ò.å. âûõîä èç ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîð ïî çíà÷åíèþ
"ëîæü").

2. Îòáðàñûâàíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.
∀ab(a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ¬(ab = 0))

Óêàçàòåëè òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
3. Îòáðàñûâàíèå ìîäóëÿ.

Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà: äëÿ ìîäóëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî.
∀a(a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ¬(|a| = 0))

∀a(a− êîìïëåêñíîå & ¬(a = 0) → ¬(|a| = 0))

Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "ìîäóëü", âî âòîðîì - "Ìî-
äóëü". Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð îáñëóæèâàåò ñðà-
çó îáà ñëó÷àÿ - âåùåñòâåííîçíà÷íûé è êîìïëåêñíîçíà÷íûé. Ïîäìíîæåñòâî ïðè-
åìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îïåðàöèÿì íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ïðèâîäèòñÿ íèæå.
Ýòè îïåðàöèè ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì íåîòëè÷èìî îò âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû ïðè ýòîì ðàçíûå. Êàê
ïðàâèëî, íàçâàíèå ñèìâîëà â êîìïëåêñíîçíà÷íîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò âåùå-
ñòâåííîçíà÷íîãî çàãëàâíîé ïåðâîé áóêâîé.

4. Èñêëþ÷åíèå äðîáè.

∀ab(b− ÷èñëî & ¬(b = 0) & a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ¬
(a

b
= 0
)
)

Âñå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì; èìååòñÿ óêàçàòåëü
"ñïóñê".
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5. Èñêëþ÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ab(¬(a = 0) & ¬(b = 0) → ¬(ab = 0))

Êðîìå óêàçàííûõ âûøå, ïðèåì òàêæå èìååò óêàçàòåëü "äèñòðèáðàçâåðòêà( ôèêñ
(0 1 1))". Ýòî ïîçâîëÿåò îáðàáàòûâàòü ïðîèçâåäåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ñîìíîæèòå-
ëåé: ïðèåì ïðîâåðÿåò îòëè÷èå îò íóëÿ êàæäîãî èç íèõ ïîî÷åðåäíî.

6. Ïîïûòêà èçìåíåíèÿ çíàêà ó âñåõ ñëàãàåìûõ.
∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(b− a = 0))

Ýòîò ïðèåì èìååò äâå âåðñèè - âåùåñòâåííîçíà÷íóþ è êîìïëåêñíîçíà÷íóþ. Â
ïåðâîì ñëó÷àå àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âî âòîðîì
- íåïîñðåäñòâåííî èçâëåêàåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê. Âûðàæåíèå −b èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ êàêèì-òî åäèíñòâåííûì ñëàãàåìûì, ïåðåä êîòîðûì ñòîèò çíàê ìèíóñ.
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îñòàòêîì ñëàãàåìûõ. Äëÿ áëîêèðîâêè îá-
ðàòíîãî ïåðåõîäà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ïåðåñòàíîâêà". Îáû÷íî èçìåíå-
íèå çíàêà áûâàåò ïîëåçíî äëÿ èäåíòèôèêàöèè îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ñ äðóãèì
îòðèöàíèåì, óæå èìåþùèìñÿ â ïîñûëêàõ.

7. Ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ëèáî îòðèöàòåëüíîñòè. Ýòè ïðèåìû îêà-
çûâàþòñÿ ðåçóëüòàòèâíûìè î÷åíü ÷àñòî, òàê êàê ïîçâîëÿþò âîñïîëüçîâàòüñÿ
ìîùíûì ïàêåòîì "óñììåíüøå". Îäíàêî, îíè òðóäîåìêè, è óðîâåíü îáðàùåíèÿ
ê íèì âûáðàí ðàâíûì 2 (ïðîâåðêà ïîëîæèòåëüíîñòè) ëèáî 3 (ïðîâåðêà îòðèöà-
òåëüíîñòè). Òåîðåìû ïðèåìîâ òàêîâû:
∀a(0 < a → ¬(a = 0))

∀a(a < 0 → ¬(a = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñììåíüøå". Ïîñëåäíèé
îïåðàòîð àíàëèçèðóåò óòâåðæäåíèÿ âèäà a < b è èìååò äâà âõîäíûõ ïàðàìåòðà
a, b. ×òîáû çàáëîêèðîâàòü ïîâòîðû è çàâåäîìî íåíóæíûå ïîïûòêè, ââåäåí ðÿä
ôèëüòðîâ. Ïîâòîðû áëîêèðóþòñÿ êîììåíòàðèåì (óñììåíüøå 0 õ1). Ïðèåìû íå
ïðèìåíÿþòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïåðåñòàíîâêà" (ñì. ïðåäûäóùèé ïðè-
åì). Ïåðâûé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
äëÿ a ïðîòèâîïîëîæíîãî íàïðàâëåíèÿ. Âòîðîé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè ðàññìîò-
ðåíèè çàâåäîìî íåîòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí (óãëû, ðàññòîÿíèÿ, ïëîùàäè). Áëî-
êèðîâêà èìååò ìåñòî òàêæå äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âûðàæåíèé.

8. Èñïîëüçîâàíèå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Íåðàâåíñòâà, óñòàíàâ-
ëèâàþùèå ñòðîãèé ëèáî íåñòðîãèé çíàê ïðîèçâåäåíèÿ, óïðîùàþòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà óäàåòñÿ óñìîòðåòü íåêîòîðûé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé ëèáî ñòðîãî îòðè-
öàòåëüíûé ñîìíîæèòåëü. Îñòàòî÷íîå íåðàâåíñòâî ìîæåò âñå åùå èìåòü ïðîèç-
âåäåíèå, è îíî íå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó äèçúþíêöèè êîíúþíêöèé íåðàâåíñòâ
äëÿ ñîìíîæèòåëåé. Ñòðîãèå íåðàâåíñòâà òàêîãî âèäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
óñìîòðåíèÿ îòëè÷èÿ ñîìíîæèòåëÿ îò íóëÿ:
∀ab(0 < ab & a− ÷èñëî→ ¬(a = 0))

∀ab(ab < 0 & a− ÷èñëî→ ¬(a = 0))

Õîòÿ ïðèåì íåòðóäîåìîê, èìåþòñÿ áëîêèðóþùèå ôèëüòðû: âûðàæåíèå a íå
äîëæíî áûòü êîíñòàíòíûì; äîëæåí îòñóòñòâîâàòü êîììåíòàðèé "ïåðåñòàíîâ-
êà".
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9. Ðàçíîñòü ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè. Åñëè ïîêàçàòåëè ñòåïåíè -
îäèíàêîâûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñ íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëÿìè, òî èõ ìîæíî îò-
áðîñèòü:
∀abc(c− rational & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) & ¬(a− b = 0) → ¬(ac − bc = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå èìååòñÿ ïðèåì äëÿ îòáðàñûâàíèÿ ñòåïåíè ïîëîæèòåëü-
íîãî ÷èñëà, èç êîòîðîãî âû÷èòàåòñÿ åäèíèöà:
∀ab(¬(1− a = 0) & 0 < a & ¬(b = 0) → ¬(ab − 1 = 0))

Ïðèåìû äëÿ îñòàâøèõñÿ àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àåâ íå áûëè âîñòðåáîâàíû ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷, è â ðàçäåëå îòñóòñòâóþò.

10. Îòëè÷èå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìè-
íàíòîì.
∀abcd(b

2 − 4ac < 0 → ¬(ad2 + bd + c = 0))

Êîýôôèöèåíòû a, b, c ñóòü äåñÿòè÷íûå çàïèñè. Ïîýòîìó àíòåöåäåíò ìîæíî ïðî-
âåðÿòü ïóòåì íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé, è îí âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà".

11. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â ðàçäåëå ñîáðàíû îêîëî òðåõ äå-
ñÿòêîâ ïðèåìîâ, èñïîëüçóþùèõ äëÿ óñìîòðåíèÿ îòëè÷èÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ
îò íóëÿ ïîñûëêè ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ. Âñå îíè âîçíèêàëè äëÿ óñêî-
ðåíèÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð
ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ñîïðîâîæäàþùèå óòâåðæäåíèÿ îáåñïå÷èâàþò
òðåáîâàíèÿ íà î.ä.ç. Ïîýòîìó â òåîðåìàõ åãî ïðèåìîâ àíòåöåäåíòû, îòíîñÿùè-
åñÿ ê î.ä.ç., îáû÷íî îïóñêàþòñÿ.
∀abcd(¬(d(ab)c + a = 0) → ¬(a = 0))

∀abcd(¬(d(ab)c − a = 0) → ¬(a = 0))

∀a(0 < |a| → ¬(a = 0))

∀ab(¬(a = b) → ¬(a− b = 0))

Çäåñü a - ïåðåìåííàÿ. Èìåþòñÿ äâå âåðñèè ýòîãî ïðèåìà: äëÿ âåùåñòâåííîé è
êîìïëåêñíîé ñóìì.
∀a(¬(tga = 0) → ¬(sina = 0))

∀a(¬(ctga = 0) → ¬(cosa = 0))

∀abcd(a
db = c & ¬(c = 0) → ¬(a = 0))

∀ab(a = b & ¬(a = 0) → ¬(b = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèåìàõ îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì.

∀abcdefgh(¬
(

ca

d
+

be

f
= 0

)
& cfg − hde = 0 → ¬(ah + bg = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîýôôèöåíòû g, h
ãðóïïèðóþòñÿ èç âñåõ êîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëåé. Ïðèåì óñìàòðèâàåò â ïîñûë-
êàõ óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âûðàæåíèé a, b
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è ïðîâåðÿåò, ÷òî òåêóùàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âûðàæåíèé åé ïðîïîðöè-
îíàëüíà.
∀abc(0 < a & a < bc → ¬(b = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀a(¬(a− even) & a− öåëîå→ ¬(a = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò, ïî ñóùåñòâó, èçáûòî÷åí, òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î.ä.ç.
äëÿ ïåðâîãî. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

∀abcde

(
adb

e
= c & ¬(c = 0) → ¬(a = 0)

)
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îí èìååò î÷åíü
ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
∀abc(¬(a− b = 0) & 0 ≤ a & 0 ≤ b & c = b2 → ¬(a2 − c = 0))

Íåïîñðåäñòâåííî â ïîñûëêàõ áåðåòñÿ ïåðâûé àíòåöåäåíò. Âûðàæåíèÿ b, c ñóòü
äåñÿòè÷íûå çàïèñè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè, à ÷åòâåðòûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì
óñìàòðèâàåò â ïîñûëêàõ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ðàçíîñòè íóëþ, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé ðåçóëüòàò "èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ" èç àíàëèçèðóåìîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà
ðàçíîñòè íóëþ.
∀abc(¬(a− b = 0) & 0 ≤ a & 0 ≤ b & c = b2 → ¬(c− a2 = 0))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.
∀abc((¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0) ∨ ¬(c = 0)) → ¬(a2 + b2 + c2 = 0))

∀ab((¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0)) → ¬(a2 + b2 = 0))

∀acd(a
d = c & ¬(c = 0) → ¬(a = 0))

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå c èìååò a ñâîèì ñîìíîæèòåëåì.
∀ab(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & ¬(ab − 1 = 0) → ¬(|a| − 1 = 0))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀ab(b−rational & ÷èñëèòåëü(b)−even & ¬(b = 0) & ¬(|a|−1 = 0) → ¬(ab−1 = 0))

∀abc(¬
(
ab/c − 1 = 0

)
& ¬(a = 0) → ¬(b = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀ab(¬(b = 0) & |a| = b → ¬(a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀ab(¬(a = 1) → ¬(ab− b = 0))

∀xaP (x ∈ a & a ⊆ sety(P (y)) & ¬(x = 0) → ¬(x = 0))

Ñìûñë ýòîãî ïðèåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè îòëè÷èÿ x îò 0
ïðèâëåêàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè P (x). Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóò-
ñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñûëîê. Òàê êàê x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó a, ïðè÷åì
êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà a îáëàäàåò ñâîéñòâîì P , òî òðåòüåìó àíòåöåäåí-
òó, îáðàáàòûâàåìîìó ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïî-
ñûëêà P (x). Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "çàíåñåíèåïîñûëêè(3 çíà÷åíèå(õ40
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õ23))". Êîììåíòàðèé (ñîäåðæèòñÿ ïðèíàäëåæèò) áëîêèðóåò ïîâòîðíîå ïðèìå-
íåíèå äàííîãî ïðèåìà.
∀ab(¬(a + 1 = 0) → ¬(ab + 1 = 0))

∀ab(¬(a + 1 = 0) & a < 0 → ¬(ab − 1 = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(a/b− 1 = 0))

∀abc(¬(logc(a/b) = 0) → ¬(a− b = 0))

∀ab(¬(a/b− 1 = 0) → ¬(a− b = 0))

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèåìàõ äîïóñêàþò ïåðåñòà-
íîâêó.
∀ab(¬(loga b = 0) → ¬(b− 1 = 0))

∀abcn(anb + c = 0 & ¬(c = 0) → ¬(a = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
12. Èñêëþ÷åíèå çíàìåíàòåëÿ. Ýòîò ïðèåì áëèçêî ïðèìûêàåò ê ïðåäûäóùåé ñåðèè,

îäíàêî âìåñòî íåïîñðåäñòâåííîé èäåíòèôèêàöèè â ïîñûëêàõ îáðàùàåòñÿ ê ïðî-
âåðî÷íîìó îïåðàòîðó:
∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(a/b− 1 = 0))

13. Èñêëþ÷åíèå ëîãàðèôìà.
∀ab(¬(b− 1 = 0) → ¬(loga b = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
14. Èñêëþ÷åíèå ñèíóñà.

∀ab(cos a = b & ¬(1− |b| = 0) → ¬(sin a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé.

∀amn(cos
(
a +

mπ

n

)
= 0 & |m| < 2n → ¬(sin a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, ïðè÷åì m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåëî÷èñëåííîé è íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

∀amn(sin
(
a +

mπ

n

)
= 0 & 0 < |m| & |m| < n → ¬(sin a = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀abc(cos a = b & a = 2c & ¬(b− 1 = 0) → ¬(sin c = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê. Âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ b
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé.
∀abc(sin a = b & a = 2c & ¬(b = 0) → ¬(sin c = 0))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀nabcd(n− öåëîå & ¬(a · íîä(b, c)|cd) → ¬(sin

(
πd

a
+

πbn

c

)
= 0))

Ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, d - ñ öåëî-
÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
∀a(tg a = b & ¬(b = 0) → ¬(sin a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé.
∀a(0 < a & 0 < π − a → ¬(sin a = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ a èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â ñè-
òóàöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðèåé: ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë
"óãîë", ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ñòàíäðàâíî". Òàêèå
öåëè âîçíèêàþò ó âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè àíàëèçå ÷åðòåæà.
∀a(0 < tg a → ¬(sin a = 0))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê.
∀x(¬

(
x
π
− öåëîå)→ ¬(sin x = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðà-
æåíèå x èìååò öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð, à çàãîëîâîê åãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"ïëþñ".

∀mnk(m− öåëîå & n− öåëîå & ¬(n = 0) & ¬(k − 1 = 0) → ¬
(

sin
nπk

m
= 0

)
)

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà".

∀ABC(¬(sin(∠(ABC)) = 0) → ¬
(

sin
∠(ABC)

2
= 0

)
)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê.
15. Èñêëþ÷åíèå êîñèíóñà.

∀amn(sin
(
a +

mπ

n

)
= 0 & |m| < 2n → ¬(cos a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, ïðè÷åì m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåëî÷èñëåííîé è íàòóðàëüíîé êîíñòàíòàìè. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
∀ab(sin a = b & ¬(1− |b| = 0) → ¬(cos a = 0))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, ïðè÷åì b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì.
∀abc(cos a = b & a = 2c & ¬(b + 1 = 0) → ¬(cos c = 0))

∀abc(sin a = b & a = 2c & ¬(b = 0) → ¬(cos c = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀amn(cos
(
a +

mπ

n

)
= 0 & 0 < |m| & |m| < n → ¬(cos a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê; âòîðîé è òðåòèé âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé è
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòàìè.
∀ab(sin a = b & ¬(b = 0) → ¬(1 + cos a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, ïðè÷åì b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì.
∀ab(sin a = b & ¬(1− 2b2 = 0) → ¬(cos(2a) = 0))

∀ab(cos a = b & ¬(2b2 − 1 = 0) → ¬(cos(2a) = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abcdn(n− öåëîå & ¬(2a · íîä(b, c)|c(a− 2d)) → ¬(cos

(
πd

a
+

πbn

c

)
= 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííûå a, b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñ-
ëåííûìè êîíñòàíòàìè.

∀abn(n− öåëîå & ¬(2íîä(a, b)|b) → ¬
(
cos

πan

b
= 0
)
)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀a(sin a = 0 → ¬(cos(na) = 0))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê; ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öå-
ëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé.
∀abcd(tg a = b & tg c = d & ¬(1− bd = 0) → ¬(cos(a + c) = 0))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå b, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè
âûðàæåíèÿìè.
∀a(0 < π + 2a & 0 < π − 2a → ¬(cos a = 0))

∀a(0 < π/2 + a & 0 < π/2− a → ¬(cos a = 0))

Àíòöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ a èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò ëèøü â çà-
äà÷àõ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì êîíòåêñòîì (íàëè÷èå óãëîâ è ò.ï.). Èìååòñÿ âåðñèÿ âòî-
ðîãî ïðèåìà ñ àëüòåðíàòèâíûì óñëîâèåì íà êîíòåêñò: ïîñûëêè äîëæíû ñîäåð-
æàòü íåðàâåíñòâî ñ π/2.
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∀kn((n− íàòóðàëüíîå & k − öåëîå & 0 ≤ k & 0 < n− 2k → ¬(cos πk
n

= 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïåðåìåííàÿ n èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì.
∀a(0 < a & a < π/2 → ¬(cos a = 0))

Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê; ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì.
∀ABCa(∠(ABC) = π − a & 0 < π/2− ∠(ABC) → ¬(cos a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èçâëåêàåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê. Ïîÿâëåíèå åãî â ãåîìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ äîñòàòî÷íî âåðîÿòíî. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñììåíüøå" è èìååò âèä, ñòàíäàðòíûé äëÿ ãðóïïû ïðè-
åìîâ, óñìàòðèâàþùèõ îñòðûå óãëû. Ôèëüòð "êîíòåêñò(ïîñûëêà(õ2)âõîäèò(óãîë
õ2))" óñêîðÿþùèé. Îí ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû óæå íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðåàëè-
çàöèè ïðèåìà îòñå÷ü íåãåîìåòðè÷åñêèå ñèòóàöèè.
∀abxpq(0 < ab & 0 ≤ x + p & 0 ≤ −x + q & 0 < −2pa + πb & 0 < πb − 2qa →
¬(cos(ax/b) = 0))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíò, èçâëåêàåìûå íåïîñðåäñòâåííî èç ñïèñêà ïîñûëîê,
îïðåäåëÿþò äèàïàçîí âîçìîæíûõ èçìåíåíèé ïåðåìåííîé x. Çíàêè íåðàâåíñòâ â
íèõ ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà ñòðîãèå. Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îíè óñòàíàâëèâàþò, ÷òî íà
óêàçàííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ x àðãóìåíò êîñèíóñà èçìåíÿåòñÿ îò −π/2 äî
π/2.
∀abxk(0 < 2ka− π & 0 < 3π − 2ka & a < x & x < b → ¬(cos(kx) = 0))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Èç ñïèñêà ïîñûëîê èçâëåêàþòñÿ òðåòèé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû; â íèõ äîïóñêàþòñÿ íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà.
∀a(0 < ctg a → ¬(cos a = 0))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèêå ïîñûëîê.
16. Èñêëþ÷åíèå òàíãåíñà.

∀a(¬(sin a = 0) → ¬(tg a = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ñîïðîâîæäåí óêà-
çàòåëåì "ñïóñê", áëîêèðóþùèì àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïðîâåðî÷íîãî îïåðà-
òîðà ïðè íåóäà÷å.

17. Èñêëþ÷åíèå êîòàíãåíñà.
∀a(¬(cos a = 0) → ¬(ctg a = 0))

18. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(cos(2a) = b & ¬(b = 0) → ¬(cos a− sin a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê; b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíò-
íûì âûðàæåíèåì.
∀ab(cos(2a) = b & ¬(b = 0) → ¬(sin a− cos a = 0))

∀ab(cos(2a) = b & ¬(b = 0) → ¬(sin a + cos a = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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∀abcde(d = c/2 & tg d = e & ¬(be2 − 2ae− b = 0) → ¬(a sin c + b cos c = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê. Ïåðåìåííûå a, b, e èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî àðãóìåíò òàíãåíñà ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíîé
àðãóìåíòà ñèíóñà. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìäðîáü", "ñòàíäïëþñ". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì.
∀abcd(tg c = d & ¬(ad + b = 0) → ¬(a sin c + b cos c = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê; ïåðåìåííûå a, b, d èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè.

∀a(sin
(
a +

π

4

)
= 0 → ¬(sin a− cos a = 0))

∀a(sin
(
a +

π

4

)
= 0 → ¬(cos a− sin a = 0))

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèåìàõ àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.
19. Âû÷èòàíèå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà èç åäèíèöû.

∀ab(cos a = b & ¬(b = 0) → ¬(1− sin a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èçâëåêàåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé.
∀amn(cos(a + mπ

n
) = 0 & 0 < |m| & |m| < n → ¬(1− sin a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, îñòàëüíûå âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëîé è íàòóðàëüíîé
êîíñòàíòàìè.
∀a(¬(cos a = 0) → ¬(1− sin a = 0))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.
20. Ëèíåéíûé äâó÷ëåí ñ ñèíóñîì ëèáî êîñèíóñîì.

∀abc(0 < |a| − |b| → ¬(a + b sin c = 0))

∀abc(0 < |a| − |b| → ¬(a + b cos c = 0))

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

21. Êîñèíóñ àðêòàíãåíñà.
∀a(¬(cos arctg a = 0))

22. Ìèíóñ ïîä êîñèíóñîì.
∀a(¬(cos a = 0) → ¬(cos(−a) = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëî-
êèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè.
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23. Ðàññòîÿíèå.
∀AB(ðàçíûåòî÷êè(A, B) → ¬(l(AB) = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "ðàçíû-
åòî÷êè", óñòàíàâëèâàþùèì ðàçëè÷èå äâóõ òî÷åê. ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü çàöèê-
ëèâàíèå, ïðè îáðàùåíèè ê îïåðàòîðó ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "óñìíå0". Îí çà-
áëîêèðóåò âñòðå÷íóþ ïîïûòêó óñìîòðåòü ðàçëè÷èå òî÷åê ïðè ïîìîùè îïåðàòî-
ðà "óñìíå0".
∀ABcdn(l(AB) = cdn & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → ¬(d = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê. Óêàçàòåëü "åäèíèöà" ðàçðåøà-
åò ïåðåìåííûì c, n ïðèíèìàòü âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ îòñå÷åíèÿ íåãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñèòóàöèé ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð "êîíòåêñò(ïîñûëêà(õ5)âõîäèò(
ðàññòîÿíèå õ5))". Îí íåîáõîäèì èç-çà òîãî, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû ïðèåìà íå
ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíîâ.

24. Ó÷åò ïðåäåëüíûõ óñëîâèé.
Çàäà÷à ìîæåò ðåøàòüñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ïåðå-
ìåííîé x áåðóòñÿ èç ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè (îäíîñòîðîí-
íåé ëèáî äâóñòîðîííåé) çàäàííîé òî÷êè a. Êâàíòîðû ïî ðàçìåðàì îêðåñòíîñòè
îêàçûâàþòñÿ âûíåñåíû çà ñêîáêó ëîãè÷åñêîãî êîíòåêñòà çàäà÷è, îäíàêî íà èõ
íàëè÷èå óêàçûâàåò ôèêòèâíàÿ ïîñûëêà "ñòðåìèòñÿ(x a b)". Çäåñü b - óêàçàòåëü
òèïà îêðåñòíîñòè (0 - äâóñòîðîííÿÿ, 1 - ëåâàÿ, 2 - ïðàâàÿ). Ýòà ïîñûëêà ïðî-
ðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå x → a. Â ñëó÷àå îäíîñòîðîííåé
îêðåñòíîñòè ñïðàâà îò a äîïèñûâàåòñÿ +0 ëèáî −0. Â òåîðåìàõ ïðèåìîâ îáùèé
âèä ïîñûëêè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâíîãî îáîçíà÷åíèÿ x → a\b.
∀xabcd(¬(c = 0) & (x → a\b) → ¬(cx + d = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê. Óêàçàòåëü "ïîâòîð(2)" ðàçðåøàåò
èñïîëüçîâàòü åãî ìíîãîêðàòíî âäîëü öåïî÷êè îáðàùåíèé ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ
äðóã ê äðóãó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ c, d. Î÷åâèäíî, ïðè íåíóëåâîì c íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε0 â ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a âûðà-
æåíèå cx + d áóäåò èìåòü íåíóëåâîå çíà÷åíèå.
∀xab((x → a\b) → ¬(x = 0))

×àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèé íà ìåíüøåì óðîâíå.
∀xabcd(¬(d = 0) & (x →∞) → ¬(cx + d = 0))

∀xabcd(¬(d = 0) & (x → −∞) → ¬(cx + d = 0))

Îòäåëüíî ðàçîáðàííûå ñëó÷àè ïëþñ-ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè.
∀afn((n →∞) & lim(f) = a & ¬(a = 0) → ¬(f(n) = 0))

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ÷èñëîâûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Ïîñðåäñòâîì lim îáîçíà÷åí
ñèìâîë "ïðåäåëïîñëåä".
∀abfz(z − êîìïëåêñíîå & (z → a) & limz→a f(z) = b & ¬(b = 0) → ¬(f(z) = 0))

Ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ñïèñ-
êà ïîñûëîê. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû-
ïîëíÿåò îáðàùåíèå ê êîìïëåêñíîçíà÷íîìó íîðìàëèçàòîðó âû÷èñëåíèÿ ïðåäå-
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ëà. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçà-
òåëü "îòîáðàæåíèå(õ6)" îçíà÷àåò, ÷òî f(z) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì
âûðàæåíèåì.

25. Óñëîâíîå âûðàæåíèå.
∀abc(¬(a = 0) & ¬(b = 0) → ¬((a ïðè c, èíà÷å b) = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
26. Óñìîòðåíèå íåïðÿìîãî óãëà.

Äëÿ óñìîòðåíèÿ îòëè÷èÿ âåëè÷èíû óãëà ∠(ABC) îò π/2 â ïàêåòå ñîçäàí íåñëîæ-
íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïðèåì, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀ABC(¬(l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2 = 0) → ¬(π/2− ∠(BAC)))

Îí ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè â ïîñûëêàõ èìåþòñÿ ðàâåíñòâà, âûðàæàþùèå ðàññòîÿ-
íèÿ l(AB), l(AC), l(BC) ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îïèñàíèå ïðèåìà ñîäåðæèò ðÿä ÷èñòî ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áóäóò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå êíèãè,
ïîñâÿùåííîì ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.

27. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ïðèâåäåíû âñåãî äâà ïðèåìà - äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîñèíóñà è ñèíóñà:
∀a(¬(ch a = 0))

∀a(¬(a = 0) → ¬(sh a = 0))

Âî âòîðîì ñëó÷àå àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
28. Èñïîëüçîâàíèå äèçúþíêòèâíûõ ïîñûëîê.

Åñëè èìååòñÿ äèçúþíêòèâíàÿ ïîñûëêà, ñîãëàñíî êîòîðîé çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a
ëèáî íå ìåíüøå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ b, ëèáî íå ïðåâîñõîäèò òàêîãî d, ÷òî d < b,
òî ìîæíî óñìîòðåòü îòëè÷èå a îò âåëè÷èíû, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè èíòåðâàëà
(d, b). Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀abcdep((p ≤ a & c ∨ a ≤ d & e) & b + p < 0 & d + p < 0 → ¬(a + p = 0))

a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé; b, d, p - ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ðàç-
ðåøàþòñÿ çàìåíû íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà ñòðîãèå. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ñîçäàíû äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà äëÿ óñìîòðåíèÿ îòëè÷èÿ a îò êîíöåâîé òî÷êè
èíòåðâàëà:
∀abcdef ((f < a & c ∨ a ≤ d & e) & d + b < 0 & f = −b → ¬(a + b = 0))

∀abcdef ((a < f & c ∨ d ≤ a & e) & 0 < b + d & f = −b → ¬(a + b = 0))

Íåðàâåíñòâî äëÿ f ñòðîãîå; íåðàâåíñòâî äëÿ d ìîæåò áûòü íåñòðîãèì ëèáî ñòðî-
ãèì.

29. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû.
Â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìíîãîå ïðèíèìàåòñÿ "ïî óìîë÷àíèþ". Ïîýòîìó ïðè ïðî-
âåðêå òîãî, ÷òî ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ (äëèíà, ìàññà,
ïëîòíîñòü, è ò.ï.) èìåþò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî áûâàåò ïðîâåðèòü îò-
ñóòñòâèå â êîíòåêñòå êàêèõ-ëèáî íàìåêîâ íà âûðîæäåííóþ ñèòóàöèþ. Ñ òî÷êè
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çðåíèÿ ôîðìàëüíîé ëîãèêè, òàêîé ïåðåõîä íåàêêóðàòåí, îäíàêî ïðè æåëàíèè
åãî ìîæíî îòíåñòè íà ñ÷åò ïðèíöèïà êîíòåêñòíîé ñåìàíòèêè, ÷àñòî èñïîëüçó-
åìîãî è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ðåøàòåëÿ. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, ëîãè÷åñêèå
êîíòåêñòû ðåøàòåëÿ èíîãäà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóêâàëüíî, à ëèøü êàê
óäîáíûå äëÿ âû÷èñëåíèé óñëîâíûå çàïèñè. Îíè äîëæíû âîñïðèíèìàòüñÿ êàê
ôðàãìåíò íåêîòîðîãî âîîáðàæàåìîãî âíåøíåãî êîíòåêñòà, êîòîðûé è áóäåò äà-
âàòü ïîëíóþ àêêóðàòíóþ ëîãè÷åñêóþ ðàñøèôðîâêó. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî çàìå-
÷àíèÿ, ïðèâåäåì íåñêîëüêî òèïè÷íûõ ïðèåìîâ óñìîòðåíèÿ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
∀a(¬(ìàññà(a) = 0) → ¬(äëèíà(a) = 0))

Óòî÷íÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íå îïðåäåëÿåò âåêòîðíóþ âåëè÷èíó. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀abcd(èçâëå÷åíèå(a, b, c) & ìàññà(c) = d & ¬(d = 0) → ¬(ìàññà(a) = 0))

∀abcdx(x = ìàññà(a) & èçâëå÷åíèå(a, b, c) & ìàññà(c) = d & ¬(d = 0) → ¬(x = 0))

Åñëè èç íåêîòîðîãî òåëà a èçâëå÷åíî âåùåñòâî b, ñîñòàâèâøåå òåëî c, ïðè÷åì
ìàññà ïîñëåäíåãî íåíóëåâàÿ, òî è ìàññà òåëà a íåíóëåâàÿ. Ïåðâûå àíòåöåäåíòû
áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì.
∀a(¬(ïëîòíîñòü(a) = 0))

∀abcd(óïðóãïîäâåñêà(a, b, c) & äâèæåíèåòåëà(c, d) → ¬(æåñòêîñòü(d) = 0))

∀A(äèñê(A) & a = ðàäèóñ(A) → ¬(a = 0))

30. ×èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè âåêòîðîâ.
∀a(¬(a = âåêòîð0→ ¬(ñêàëóìíîæ(a, a) = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀abc(¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ¬(2ñêàëóìíîæ(a, b)ñêàëóìíîæ(a, c)ñêàëóìíîæ(b,
c) + ñêàëóìíîæ(a, a)ñêàëóìíîæ(b, b)ñêàëóìíîæ(c, c)− ñêàëóìíîæ(a, b)2ñêàëóì-
íîæ(c, c)−ñêàëóìíîæ(a, c)2ñêàëóìíîæ(b, b)−ñêàëóìíîæ(b, c)2ñêàëóìíîæ(a, a) =
0)

∀ab(¬(êîëëèíåàðíû(a, b)) → ¬(ñêàëóìíîæ(a, a)ñêàëóìíîæ(b, b)− ñêàëóìíîæ(a,
b)2 = 0))

Ïðèåìû óñìàòðèâàþò îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåé Ãðàìà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀ABKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & Âåê-
òîð(A) & Âåêòîð(B) & ¬(êîëëèíåàðíû(A, B)) → ¬(ad− bc = 0))

Ïðèåì óñìàòðèâàåò îòëè÷èå îò íóëÿ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè íåâûðîæäåí-
íîãî ïàðàëëåëîãðàììà. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê,
ïîñëåäíèå òðè îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀ABCa(âåêòîð(AB) = aâåêòîð(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A, C) → ¬(a + 1 = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì èìååò óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé íàëè÷èå
ïîñûëêè ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.
∀abc(¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ¬(äëèíà(a) = 0))
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∀KAabc(Âåêòîð(A) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & ¬(A = âåêòîð0) → ¬(a2 + b2 + c2 =
0))

Â îáîèõ ïðèåìàõ àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.
∀a(Âåêòîð(a) & ¬(a = âåêòîð0) → ¬(äëèíà(a) = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀abc(¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ¬(ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(b, c)) = 0))

Ïðèåì óñìàòðèâàåò îòëè÷èå îò íóëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Àíòöåäåíò áå-
ðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.

31. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Åùå ðàç íàïîìèíàåì, ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íûå îïåðàöèè ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîð-
ìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåùåñòâåííîçíà÷íûå, õî-
òÿ ôàêòè÷åñêè ýòè îïåðàöèè ðàçëè÷íû. Ïðèâîäèìûé íèæå ïåðå÷åíü ïðèåìîâ,
áåçóñëîâíî, òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Îäíàêî, íà òåêóùèé ìîìåíò îí
äîñòàòî÷åí äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàâøõñÿ çàäà÷.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ¬(a + bi = 0))

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → ¬(a + bi = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀ab((¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0)) → ¬(a + bi = 0))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.
Ïðèåìû, èñêëþ÷àþùèå ìèíóñ, óìíîæåíèå, äðîáü è ñòåïåíü, àíàëîãè÷íû âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûì àíàëîãàì, è ìû èõ îïóñêàåì.
∀z(¬(z = 0) → ¬(ñîïðÿæåííîå(z) = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀zuv(v = ñîïðÿæåííîå(u) & ¬(z + v = 0) → ¬(ñîïðÿæåííîå(z) + u = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñîïðÿæåííîå", ïðåäïðèíèìàþùèì ïî-
ïûòêó èçáàâèòüñÿ îò ñèìâîëà "ñîïðÿæåííîå". Åñëè ýòî óäàåòñÿ, òî âòîðîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀a(¬(cos a + i sin a = 0))

∀a(¬(− cos a− i sin a = 0))

∀zab(Im(z) < b & Im(a) + b ≤ 0 → ¬(z + a = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀z(¬(Re(z) = 0) → ¬(z = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå z íåêîíñòàíò-
íîå, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî åãî íåêîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî a ïîñûëêè ñîäåðæàò
ðàâåíñòâî ëèáî íåðàâåíñòâî ñ êîðíåâûì îïåðàíäîì Re(a). Ïðèåì èìååò óñêî-
ðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé íàëè÷èå ïîñûëêè ñ çàãîëîâêîì "êîìïëåêñíîå".
Àíàëîãè÷íûé ïðèåì äëÿ ìíèìîé ÷àñòè èìååò âèä:
∀z(¬(Im(z) = 0) → ¬(z = 0))
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∀abz(0 < a− |b| & a < |z + b| → ¬(z = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé áåðåòñÿ
èç ñïèñêà ïîñûëîê.
∀za(a < |z| → ¬(z = 0))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê. Âûðàæåíèå z íåêîíñòàíòíîå.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → ¬(sin(a + bi) = 0))

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → ¬(cos(a + bi) = 0))

∀abc(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) → ¬(sin(a/(b+ci)) =
0))

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(c = 0) → ¬(cos(a/(b + ci)) = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → ¬(tg(a + bi) = 0))

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → ¬(ctg(a + bi) = 0))

32. Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé.
Â ðàçäåëå íàõîäÿòñÿ íåñêîëüêî ïðèåìîâ èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé, ñîñòàâëåííîé äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ:
∀ABCKabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y −
÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u − ÷èñëî & v −
÷èñëî) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & (p = ae− bd ∨ p = bd−
ae) → ¬(p = 0))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, òðåòèé îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðèåì âûãëÿäèò ñòðàííî. Îí ïðåäëàãàåò ïåðåáèðàòü âñå-
âîçìîæíûå ïàðû óðàâíåíèé ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îáùóþ
òî÷êó, óáåæäàòüñÿ â òîì, ÷òî îíè ðàçëè÷íû, âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëü äëÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (äâóìÿ ñïîñîáàìè - ñ ó÷åòîì ïåðåìåíû çíàêà), è ëèøü
çàòåì ñðàâíèâàòü íàéäåííûé îïðåäåëèòåëü ñ p. Ýòè äåéñòâèÿ ÷ðåçìåðíî òðóäî-
åìêè, è âûïîëíåíèå èõ "â îáùåì ñëó÷àå" ñèëüíî çàìåäëèëî áû ïðîöåññ ðåøåíèÿ.
Îäíàêî, âñå îáúÿñíÿåòñÿ ôèëüòðîì, ïðîâåðÿþùèì íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ðàç-
íûåïðÿìûå". Òàêîé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ åäèíñòâåííûì ïðèåìîì, ðåøàþùèì
â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè. Îí ïðîâåðÿåò îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû è, îáðàùàÿñü
ê ïàêåòó "óñìíå0", ââîäèò óêàçàííûé êîììåíòàðèé. Ó÷èòûâàåòñÿ ñðàâíèòåëü-
íî âûñîêàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîèñõîæäåíèÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû èç ñîïóòñòâóþùèõ
óðàâíåíèé ïðÿìûõ.
Ôèëüòð "íå(ðàâíî(õ27 õ28))" îòñåêàåò âûðîæäåííûé ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ òî÷åê
B, C. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò èìååò çàãîëîâîê "èëè". Âûäåëåíèå
åãî óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" îçíà÷àåò, ÷òî äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû áóäóò
îáðàáàòûâàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿÿ òàêèì îáðàçîì ïåðå÷èñëåíèå âîç-
ìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ èäåíòèôèêàöèè. Îêîí÷àòåëüíî áóäåò îòîáðàí òîò, äëÿ êî-
òîðîãî âûïîëíåíèå ïðèåìà óäàñòñÿ äîâåñòè äî êîíöà.
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∀ABKabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x+a, y+b, z+c), (d,
e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & d = 0 & e = 0 → ¬(f = 0))

Åñëè ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ÷åðåç ñâîé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (d, e, f),
òî ýòîò âåêòîð íå íóëåâîé. Âñå àíòåöåäåíòû ïðèåìà áåðóòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê.
Î÷åâèäíî, íóæíû åùå õîòÿ áû äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà äëÿ ïåðâîé è âòîðîé
êîîðäèíàò. Ïîêà ðåàëèçîâàí ëèøü åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîòîðûé ôàêòè÷åñêè
áûë âîñòðåáîâàí â çàäà÷å. Âïðî÷åì, òàêîãî ðîäà íåäîäåëêè òèïè÷íû äëÿ ìíîãèõ
ðàçäåëîâ ðåøàòåëÿ, è èõ óñòðàíåíèå ìîæåò ñëóæèòü íåïëîõèì òðåíèðîâî÷íûì
ìàòåðèàëîì äëÿ îáó÷åíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèþ íà ÃÅÍÎËÎÃå.
∀ABCKabc(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ay + bz + c = 0 & x− ÷èñëî & y−
÷èñëî & z − ÷èñëî) → ¬(a2 + b2 = 0))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó: âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè íåíóëåâîé, ïðè-
÷åì ñíîâà ðàññìîòðåí ëèøü î÷åíü ÷àñòíûé ñëó÷àé.

33. Èñêëþ÷åíèå ñèãíóìà.
∀a(¬(a = 0) → ¬(sga = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
34. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé ïîñûëêè.

∀Aan(A(n) & ∀i(A(i) → ¬(a(i) = 0)) → ¬(a(n) = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê. Ïåðåìåííàÿ a íå âûäåëåíà óêà-
çàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ò.å. ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé
ôóíêöèè a â òî÷êå n. Òàê êàê êâàíòîðíûé àíòåöåäåíò íåñåò èíôîðìàöèþ îá
îòëè÷èè îò íóëÿ çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè, òî åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü èì âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ, ïðîâåðèâ èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ A(n). Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
∀Aan(A(n) & ∀i(A(i) → a(i)− íàòóðàëüíîå) → ¬(a(n) = 0))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà áåðåòñÿ áîëåå ñïåöè-
àëüíîãî âèäà.

35. Öåëî÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ.
Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà óñìàòðèâàþò íåíóëåâîå çíà÷åíèå èç ñîîáðàæåíèé äåëè-
ìîñòè.
∀mnkp(n− öåëîå & ¬(m|k) & m|p & p− öåëîå→ ¬(mn + k + p = 0))

Ïåðåìåííûå k,m èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïðî÷èå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀mnk(m− öåëîå & n− öåëîå & k− öåëîå & ¬(n− even) & ¬(k− even) → ¬(mn +
m + k = 0))

Âñå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; ïåðåìåííûå k, m
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âûðàæåíèÿìè.
∀a(a− íàòóðàëüíîå→ ¬(a = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀iknp(¬(k(mod n) = 0) → ¬(p · i(mod n)− pi + k = 0))
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀n(¬(n! = 0))

∀mn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & ¬(n− 1 = 0) → ¬(mn− 1 = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
36. Ìîùíîñòü íåïóñòîãî ìíîæåñòâà.

∀A(¬(A = ∅) → ¬(cardA = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
37. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

∀a(¬(çíàìåíàòåëü(a) = 0))

∀a(¬(a− rational) → ¬(a = 0))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.
∀a(a− rational & ¬(÷èñëèòåëü(a)− even) → ¬(a = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, ïåðâûé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì.

38. Ðàçíîå.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ïîíàäîáèâøèõñÿ â îòäåëüíûõ ñëó-
÷àÿõ äëÿ îòäåëüíûõ çàäà÷.
∀a(¬(2a− 1 = 0) → ¬(îáðíîðìðàñïðåä(a) = 0))

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê îáðàòíîé ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀ab(¬(b = 0) → ¬(a−

√
b + a2 = 0))

×àñòî âñòðå÷àþùååñÿ âûðàæåíèå ñ ðàäèêàëîì; àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀x(¬(x = 0) → ¬(1− expx = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "ñïóñê".
∀mns(m − öåëîå & s − íàòóðàëüíîå & n − öåëîå & (¬(m = 0) ∨ ¬(n = 0)) →
¬(mπs + n = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ãðóï-
ïèðîâêà(õ13)" îáåñïå÷èâàåò ãðóïïèðîâêó ïîä îáùèé êîýôôèöèåíò m âñåõ ñëà-
ãàåìûõ ñ πs.
∀fAmn(ïåðåñòàíîâêà(f, A) & m−÷èñëî & n−÷èñëî & ¬(m−n = 0) → ¬(f(m)−
f(n) = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, îñòàëüíûå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
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10.2 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ äåñÿòè÷íûìè çàïèñÿìè

Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå ïåðåõîä îò äåñÿòè÷íîé äðîáè ê ïðîñòîé
íåñîêðàòèìîé. Âñå îíè ñâÿçàíû ñ ñèìâîëîì "âåëè÷èíà", òàê êàê â ëîãè÷åñêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ÷èñëî a1 . . . an çàïèñûâàåòñÿ òåðìîì "âåëè÷èíà(a1 . . . an)". Çäåñü ai - öèô-
ðû, ñðåäè êîòîðûõ ìîæåò èìåòüñÿ îäíà çàïÿòàÿ. Íàïîìíèì, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îòäåëüíûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë (,). Èç-çà îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ ïðîðè-
ñîâêîé òåðìîâ, ñèìâîë "âåëè÷èíà" íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü â òåîðåìàõ
ïðèåìîâ. Âìåñòî íåãî äëÿ ýòîé öåëè ââåäåí âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë "Âåëè÷èíà",
çàìåíÿåìûé êîìïèëÿòîðîì íà ñèìâîë "âåëè÷èíà".

Ïåðåõîä îò äåñÿòè÷íûõ äðîáåé ê ïðîñòûì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùóþ ñòàíäàð-
òèçàöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ äðóãèõ ïðèåìîâ.
Âûäåëåíû íåñêîëüêî òèïè÷íûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ýòà ñòàíäàðòèçàöèÿ áûâàåò ïîëåçíà.
Óòî÷íåíèå èõ ïðîèñõîäèò ïî ìåðå íàäîáíîñòè ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ.

Èñêëþ÷åíèå äåñÿòè÷íîé äðîáè ïîä ñòåïåíüþ

Òåîðåìà ïðèåìà ïðîðèñîâàíà òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì:
"äëÿëþáîãî(õ2 õ3 åñëè ðàâíî(õ3 Âåëè÷èíà(õ2))òî ðàâíî(Âåëè÷èíà(õ2)õ3))"

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëì "èäåíòèôè-
êàòîð". Îí îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä îò äåñÿòè÷íîé äðîáè "Âåëè÷èíà(õ2)" ê ïðîñòîé
íåñîêðàòèìîé äðîáè õ3. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "äðîáíàÿçàïèñü", ðå-
àëèçîâàííûé íåïîñðåäñòâåííî íà ËÎÑå.

Ïðèåì ïðîâåðÿåò, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ñîäåðæèò ñèìâîë çàïÿòîé. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòà çàïèñü ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè è èìååò íå áîëåå 4 öèôð, ëèáî
ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè, ïîêàçàòåëü êîòîðîé ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ òåêóùåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùåå óñëîâèå èìååò åùå õîòÿ áû
îäíó ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì è ÷èñëåííûì îñíîâàíèåì.

Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå íåèçâåñòíîé, âõîäÿùåé â ýòî óñëîâèå
âíå ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ, èìåþùåãî òî æå ñàìîå ÷èñëåííîå îñíîâàíèå. Î÷åâèäíî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ÷èñëåííûõ îñíîâàíèé ñòåïåíè
íå íóæíà.

Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "íîðìàëèçàòîð", îáåñïå÷èâàþùèé íåîáõîäèìóþ ïðîñòåé-
øóþ ñòàíäàðòèçàöèþ âíåøíåãî êîíòåêñòà çàìåíÿåìîé äåñÿòè÷íîé çàïèñè (óñòðàíå-
íèå ìíîãîýòàæíûõ äðîáåé è ò.ï.). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Èñêëþ÷åíèå äåñÿòè÷íîé äðîáè ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé

Òåîðåìà ïðèåìà òàêàÿ æå, êàê âûøå. Ïðèåì îòëè÷àåòñÿ ëèøü óñëîâèÿìè ñðàáàòûâà-
íèÿ: ïðèìåíÿåòñÿ âñÿêèé ðàç, êàê òîëüêî äåñÿòè÷íàÿ äðîáü îêàçûâàåòñÿ ðàñïîëîæå-
íà âíóòðè òåðìà, èìåþùåãî ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "ñèíóñ", "êîñèíóñ",
"òàíãåíñ", "êîòàíãåíñ". Ïðè ýòîì íå äîëæíî áûòü âíåøíåãî òåðìà ñ çàãîëîâêîì "àðê-
ñèíóñ", "àðêêîñèíóñ" ëèáî "àðêòàíãåíñ".

Èñêëþ÷åíèå äåñÿòè÷íîé äðîáè - êîýôôèöèåíòà çíàìåíàòåëÿ

Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:
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"äëÿëþáîãî(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 åñëè ðàâíî(Âåëè÷èíà(õ2)õ6)ðàâíî(õ6 äðîáü(õ1 õ3))òî
ðàâíî(äðîáü(õ4 óìíîæåíèå(õ5 Âåëè÷èíà(õ2)))äðîáü(óìíîæåíèå(õ3 õ4)óìíîæåíèå(õ1
õ5))))"

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé âåðñèè òåîðåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñðàçó íàõîäÿòñÿ
÷èñëèòåëü õ1 è çíàìåíàòåëü õ3 ïðîñòîé ÷èñëîâîé äðîáè, è ïðîèñõîäèò íåîáõîäèìàÿ èõ
ïåðåãðóïïèðîâêà ìåæäó ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì âíåøíåãî äðîáíîãî âûðàæåíèÿ.
Ïðåîáðàçîâàíèå îêàçûâàåòñÿ íåíóæíûì â îáëàñòÿõ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå
âû÷èñëåíèÿ ñ äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè (ôèçèêà, õèìèÿ, è ò.ï.). Ïîýòîìó ââåäåí ôèëüòð,
áëîêèðóþùèé åãî âûïîëíåíèå ïðè íàëè÷èè â çàäà÷å ïîíÿòèé, îòíîñÿùèõñÿ ê òàêèì
îáëàñòÿì.

10.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷èñëî"

Óòâåðæäåíèå "÷èñëî(x)" îçíà÷àåò, ÷òî x åñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Íà÷íåì ñ ïåðå-
÷èñëåíèÿ ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêîâ, ñîçäàííûõ äëÿ ñèìâîëà "÷èñëî".

Ñïðàâî÷íèê "ðîäîáúåêòà" óêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ñèìâîë ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèåì îäíîãî
èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ. Ñïðàâî÷íèê "ðîä" îïðåäåëÿåò, ÷òî åäèíñòâåííûì íàä-
òèïîì òèïà "÷èñëî" ÿâëÿåòñÿ "êîìïëåêñíîå". Íàïîìíèì, ÷òî ðàçëè÷èå äâóõ îñíîâ-
íûõ ïîäòèïîâ îäíîãî è òîãî æå òèïà ëèáî äâóõ "êîðíåâûõ" îñíîâíûõ òèïîâ âëå-
÷åò ðàçëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Ñïðàâî÷íèêè "àðíîñòü" è "ïðåäèêàòíûé-
ñèìâîë" óêàçûâàþò, ÷òî ñèìâîë "÷èñëî" ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì îäíîìåñòíîãî ïðå-
äèêàòà. Ñïðàâî÷íèê "ïîâòîð" ñîîáùàåò, ÷òî èìååòñÿ íîðìàëèçàòîð "ïîâòîð÷èñëî",
èñïîëüçóåìûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ âõîæäåíèé ÷èñëîâûõ ïîäâûðàæåíèé.
Ñïðàâî÷íèê "÷èñëîâîéàòîì" ññûëàåòñÿ íà îïåðàòîð "÷èñëîâîéàòîì(. . .)", ïåðå÷èñ-
ëÿþùèé âñå àòîìàðíûå íåêîíñòàíòíûå ÷èñëîâûå ïîäâûðàæåíèÿ çàäàííîãî òåðìà.
Àòîìàðíûì ÷èñëîâûì ïîäâûðàæåíèåì ñ÷èòàåòñÿ ëèáî ÷èñëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, ëèáî
âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ îïåðàöèÿ, èìåþùàÿ õîòÿ áû îäèí íå÷èñëîâîé îïåðàíä.

Êðîìå óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(x)", ââåäåíî óòâåðæäåíèå "×èñëî(x)", îçíà÷àþùåå,
÷òî x - ëèáî âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ëèáî îäèí èç ñèìâîëîâ ïëþñ-ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè.
Äëÿ íåãî ñîçäàíû ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ ôîðìóëüíîãî ðåäàêòîðà, îäíàêî â ïðîöåññàõ
ðåøåíèÿ çàäà÷ äàííîå óòâåðæäåíèå ïîêà íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïðèåìû ïîäáîðà ïðèìåðà

Â ðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîäáîð ïðèìåðà ÷èñëà, óäî-
âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ïðîñòåéøèõ òèïîâ.
∀a(a = 0 → a− ÷èñëî)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0 â çàäà÷àõ íà
îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ïðèìåð". a - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è, âõîäÿùàÿ â åäèíñòâåí-
íîå óñëîâèå "÷èñëî(a)". Äëÿ íåèçâåñòíîé âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå 0. Óêàçàòåëü "íîâûé"
îáåñïå÷èâàåò ñëåæåíèå çà èñêëþ÷åíèåì ïðî÷èõ ñîäåðæàùèõ a óñëîâèé. Ïîñëå òîãî,
êàê âñå ýòè óñëîâèÿ, êðîìå "÷èñëî(a)", îêàæóòñÿ èñêëþ÷åíû, âåñ ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ,
ñêîðåå âñåãî, áóäåò çíà÷èòåëüíî áîëüøå íóëÿ. Îäíàêî, êàê òîëüêî òåêóùèé óðîâåíü
N ñòàíåò íà åäèíèöó ìåíüøå äàííîãî âåñà, áóäåò ïðåäïðèíÿò öèêë ïîâòîðíûõ ñêàíè-
ðîâàíèé óñëîâèÿ "÷èñëî(x)", ñ óðîâíÿìè îò 0 äî N , è ïðèåì ñðàáîòàåò. Çàìåòèì, ÷òî
äàííûé ïðèåì ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëàìè çàäà÷àõ "òåîðåòè÷åñêîãî"
òèïà.
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Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, ïðèåì "ïîäáîðçíà÷åíèé" ðåàëèçóåò ïîïûòêó ðåøåíèÿ
çàäà÷è ïóòåì ñâåäåíèÿ åå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Óñëîâèÿ ïîñëåäíåé ïîëó÷àþòñÿ
ïðè çàìåíå èñõîäíûõ óñëîâèé, èäåíòèôèöèðîâàííûõ ñ ÷ëåíàìè êîíñåêâåíòà òåîðåìû
ïðèåìà, íà àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Â íàøåì ñëó÷àå
óñëîâèå "÷èñëî(x)" áóäåò çàìåíåíî íà x = 0.
∀x(x = 1 → ¬(x = 0))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Êðîìå óñëîâèÿ ¬(x =
0), äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå óñëîâèÿ "÷èñëî(x)" ëèáî "êîìïëåêñíîå(x)".
∀ax(a− ÷èñëî & x = a + 1 → ¬(x = a))

Ïðèåì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé".
∀abx(x− ÷èñëî & a− ÷èñëî & 0 < a & x = 0 → ¬(a + bx = 0))

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ïðèìåð". x - íåèçâåñòíàÿ
çàäà÷è, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå a. Ïðèåì ïûòàåòñÿ óïðîñòèòü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà
íóëþ, ïîäñòàâèâ âìåñòî x íîëü. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñîäåðæàùèõ x óñëîâèé, íå
èìåþùèõ âèäà "÷èñëî(x)". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé".
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a & 0 < b → ¬(a + b = 0))

Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îáåñïå÷èòü
íåíóëåâîå çíà÷åíèå ñóììû çà ñ÷åò ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ñëàãàåìûõ. Ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîñòü ñëàãàåìûõ a, b. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ñëåäóþùèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè åãî ïðèìåíåíèè íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïðî÷èå óñëîâèÿ ñ íåèçâåñò-
íûìè.

Óñìîòðåíèå âåùåñòâåííîçíà÷íîãî âûðàæåíèÿ

Óòâåðæäåíèå "÷èñëî(f(t1 . . . tn))", äëÿ êîòîðîãî ñïðàâî÷íèê "òèï" óñìàòðèâàåò ÷èñ-
ëîâîé òèï çíà÷åíèé îïåðàöèè f , çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêþó êîíñòàíòó "èñòèíà". Òåî-
ðåìà ïðèåìà - "ðîäîáúåêòà(÷èñëî)", çàãîëîâîê ïðèåìà - "ðîäîáúåêòà". Ïðèåì ñðàáà-
òûâàåò íà óðîâíå 0.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óêàçàíèé íà òèï îáúåêòà

Òà æå ñàìàÿ òåîðåìà ïðèåìà "ðîäîáúåêòà(÷èñëî)" ïîðîæäàåò åùå äâà ïðèåìà. Ïåð-
âûé èç íèõ èìååò çàãîëîâîê "ðàçëè÷èìû". Îí çàìåíÿåò íà êîíñòàíòó "ëîæü" óòâåð-
æäåíèå âèäà "÷èñëî(x)", åñëè â êîíòåêñòå âñòðå÷àåòñÿ òàêîå óòâåðæäåíèå P (x), ÷òî
P - îäèí èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ, íå ÿâëÿþùèéñÿ íè íàäòèïîì, íè ïîäòèïîì òè-
ïà "÷èñëî". Âòîðîé ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñìçíà÷åíèå". Îí çàìåíÿåò íà êîíñòàíòó
"ëîæü" óòâåðæäåíèå "÷èñëî(f(t1 . . . tn))", åñëè ñïðàâî÷íèê "òèï" óñìàòðèâàåò íå÷èñ-
ëîâîé òèï çíà÷åíèé îïåðàöèè f .

Îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñì÷èñëî"

Èíîãäà ÷èñëîâîé òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ ÿâíî íå óêàçàí, îäíàêî ìîæåò áûòü óñìîò-
ðåí ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ. Äëÿ òàêîãî óñìîòðåíèÿ ââåäåí
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ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñì÷èñëî". Åãî ïðèåìû áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå; çäåñü æå
óêàæåì ïðèåì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, îáðàùàþùèéñÿ ê äàííîìó îïåðàòîðó. Òåîðåìà
ïðèåìà èìååò âèä ∀a(a− ÷èñëî→ a− ÷èñëî); çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Õîòÿ ñ ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïðèåìà òðèâèàëüíî, îí òðåáóåò
êðàéíå àêêóðàòíîãî óïðàâëåíèÿ. Óòâåðæäåíèå "÷èñëî(x)" âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íóæíî
ñîõðàíÿòü â êîíòåêñòå, äàæå åñëè îíî èçáûòî÷íî. Íàïðèìåð, äîëæíû ñîõðàíÿòüñÿ
óñëîâèÿ "÷èñëî(x)" çàäà÷ íà îïèñàíèå, õàðàêòåðèçóþùèå ÷èñëîâûå ïåðåìåííûå x.
Ïðè îòñóòñòâèè ýòèõ óñëîâèé áóäóò çàáëîêèðîâàíû ìíîãèå íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ
ïðèåìû. Ïîýòîìó ïðèåì èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ôèëüòðû. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç
ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ïðèìåíåíèå åãî ê óòâåðæäåíèþ "÷èñëî(A)" çàáëîêèðîâàíî:

1. Óòâåðæäåíèå íàõîäèòñÿ â ïîñûëêàõ.
2. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì A - ïåðåìåííàÿ.
3. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíòåöåäåíòîì òåîðåìû, âîçíèêàþùåé ïðè ëîãè÷åñêîì

âûâîäå â áàçå òåîðåì; A - ïåðåìåííàÿ.
4. Óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûäåëåííîì êîììåí-

òàðèåì "ñåðèÿ". Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì, ïðè÷åì A
- ïàðàìåòð äàííîãî îïèñàíèÿ.

5. Óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè êëàññà (êðîìå ñëó÷àåâ
çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ïðîãðàììà").

Óñìîòðåíèå îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ óñëîâèå "÷èñëî(x)" çàäà÷è íà
îïèñàíèå, òî îòâåò âûäàåòñÿ ðàññìîòðåííûì ðàíåå ïðèåìîì, ðåàëèçîâàííûì íà ËÎ-
Ñå. Ýòîò ïðèåì ñðàáàòûâàåò, åñëè åäèíñòâåííîå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ óñëîâèå
îïðåäåëÿåò òèï åå çíà÷åíèÿ. Íà ÃÅÍÎËÎÃå ðåàëèçîâàíû åùå íåñêîëüêî ïðèåìîâ,
óñìàòðèâàþùèõ îòâåò ïðè íàëè÷èè ñëàáûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ñîïðîâî-
æäàþùèõ óñëîâèå "÷èñëî(x)".

Åñëè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå ñîñòîèò â íåïðèíàäëåæíîñòè ÷èñëà èçâåñòíîìó
ìíîæåñòâó, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
a− ÷èñëî & ¬(a ∈ {; b})

Îí èìååò çàãîëîâîê "îòâåòçàäà÷è". Òåîðåìà ïðèåìà - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé,
èäåíòèôèöèðóåìûõ ñî âñåìè ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûå óñëîâèÿìè çàäà÷è. Ïåðåìåí-
íàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííàÿ b - ñ âûðàæåíèåì áåç íåèçâåñò-
íûõ. Óêàçàòåëü "ñìîòâåò(2)" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè âî âòîðîì êîíúþíê-
òèâíîì ÷ëåíå òåîðåìû ïðèåìà.

Åñëè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íåñêîëüêî, ïðè÷åì çàêëþ÷àþòñÿ îíè â îòëè-
÷èè ÷èñëà îò íåêîòîðûõ çàäàííûõ ÷èñåë - îòäåëüíûõ ëèáî îáðàçóþùèõ ñåðèè, - òî
ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì òàêîãî âèäà:
a− ÷èñëî & ∀n(n− öåëîå & f(n) → ¬(a = g(n))) & ¬(a = b)

Âòîðîé ÷ëåí êîíúþíêöèè - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ óñëîâèå îòëè÷èÿ
÷èñëà a îò êàæäîãî ýëåìåíòà ÷èñëîâîé ñåðèè g(n). Òðåòèé ÷ëåí - óñëîâèå îòëè÷èÿ
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÷èñëà îò çàäàííîãî èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ b. Óêàçàòåëü "ñåðèÿ(2 3)" ðàçðåøàåò íàëè-
÷èå â ñïèñêå óñëîâèé çàäà÷è ëþáîãî êîëè÷åñòâà óòâåðæäåíèé, èäåíòèôèöèðóåìûõ
ñî âòîðûì ëèáî òðåòüèì ÷ëåíàìè. Óêàçàòåëü "ñìîòâåò(2)" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè
ïðèâÿçêè âî âòîðîì ÷ëåíå, êîòîðûé òàêèì îáðàçîì äîëæåí èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ õî-
òÿ áû ñ îäíèì óñëîâèåì. Óñëîâèé, èäåíòèôèöèðóåìûõ ñ òðåòüèì ÷ëåíîì, ìîæåò íå
áûòü âîâñå.

Íàêîíåö, ïðåäóñìîòðåí ïðèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå çàêëþ-
÷àåòñÿ â èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà:
a− ÷èñëî & ¬(a− rational)
Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "ñìîòâåò(2)".

Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íîãî óêàçàíèÿ íà ÷èñëîâóþ ïåðåìåííóþ

Â äîïîëíåíèå ê óæå óïîìÿíóòûì âûøå âîçìîæíîñòÿì èñêëþ÷åíèÿ èçáûòî÷íîãî óòâåð-
æäåíèÿ "÷èñëî(x)", ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀a(a− öåëîå→ a− ÷èñëî)
∀a(a− íàòóðàëüíîå→ a− ÷èñëî)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç êîíòåêñòà. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ áîëåå ñèëüíàÿ õàðàêòåðè-
çàöèÿ òèïà ÷èñëîâîé ïåðåìåííîé, è óòâåðæäåíèå "÷èñëî(a)" îêàçûâàåòñÿ íå íóæíûì.
Óêàçàòåëü "ñîïðîâîæäåíèå" ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà äàæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà
ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïðèåì èìååò
ñðàçó äâà óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 3, òàê êàê ê ìîìåíòó ïîâòîðíîé ïîïûòêè â
êîíòåêñòå óæå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ èñêîìûé àíòåöåäåíò.
∀xa(x = a & a− ÷èñëî→ x− ÷èñëî)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Îí èñ-
êëþ÷àåò óêàçàòåëü òèïà íåèçâåñòíîé ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíî åå çíà÷åíèå. x - íåèç-
âåñòíàÿ, a - âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀amn(λk(a(k), k − ÷èñëî & k ∈ {m, . . . , n}) = λk(a(k), k ∈ {m, . . . , n}))

Óòâåðæäåíèå "÷èñëî(k)" îêàçûâàåòñÿ çäåñü èçáûòî÷íûì, òàê êàê ïðèíàäëåæíîñòü k
êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë óæå ãàðàíòèðóåò ÷èñëîâîé òèï çíà÷åíèé. Ïåðåìåí-
íàÿ a âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè äèçúþíêöèè ñ äâóìÿ îòðèöàíèÿìè ÷èñëîâûõ ðà-
âåíñòâ

∀abcx(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(a− b = 0) → ¬(x = a) ∨ ¬(x = b) ∨ c)

Ïîÿâëåíèå îòðèöàíèé ðàâåíñòâà îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà x îáúåêòàì a, b â äèçúþíê-
öèè îçíà÷àåò, ÷òî äèçúþíêöèÿ èñòèííà âñÿêèé ðàç, êàê òîëüêî îáúåêòû a, b ðàçëè÷íû.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.
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Óñòðàíåíèå êâàíòîðà

Ðàçäåë ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, óñìàòðèâàþùèõ òîæäåñòâåííóþ èñ-
òèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü êâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ, ëèáî ñâîäÿùèõ ýòî óòâåðæäåíèå
ê áåñêâàíòîðíîìó. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîä êâàíòîðîì èìååòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà "÷èñ-
ëî".
∃a(a− ÷èñëî)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è çàìåíÿåò êâàíòîð íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
¬(∀a(¬(a− ÷èñëî)))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀fg(¬(∃x(f(x) & x− ÷èñëî & ¬g(x))) → ∀x(f(x) & x− ÷èñëî→ g(x)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Åñëè îòâåò ñî-
äåðæèò êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ áåç íåèçâåñòíûõ, íåêîòîðûé àíòåöåäåíò êîòîðîé
èìååò âèä "÷èñëî(x)", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñòàíîâèòü òîæäåñòâåííóþ èñ-
òèííîñòü èìïëèêàöèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèâàåòñÿ åå îòðèöàíèå, âûíåñåííîå â àíòå-
öåäåíò òåîðåìû ïðèåìà, è ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâ-
íî ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî x. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð, îáðàùàþùèéñÿ ê
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü èñ-
òèííîñòü àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì" è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.
∀c(∃de(d−÷èñëî & e−÷èñëî & ¬(d = 0) & ¬(e = 0) & c = de) ↔ ¬(c = 0) & c−÷èñëî)
Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ íåíóëåâûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî äàííîìó ÷èñëó,
ýêâèâàëåíòíî îòëè÷èþ ïîñëåäíåãî îò íóëÿ.
∀a(∃bc(b − rational & c − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) −
even) & a = bc & b−÷èñëî & c−÷èñëî) ↔ a−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & a−
÷èñëî)
Ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ íå÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè, ïðîèçâåäå-
íèå êîòîðûõ ðàâíî äàííîìó ÷èñëó, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïîñëåäíåå ñàìî ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì è èìååò íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü.
∀a(¬(∀x(x− ÷èñëî→ x = a)))

Ïðèåì óñìàòðèâàåò, ÷òî íå êàæäîå ÷èñëî ðàâíî a. Îí èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
∀an(∃x(x− ÷èñëî & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Ïðèåì óñìàòðèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò ÷èñåë çàäàííîãî ñïèñêà. Óêà-
çàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè
ñ êîíúþíêöèåé îòðèöàíèé ðàâåíñòâ ¬(x = a(1)), . . . ,¬(x = a(n)).

Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíò óêàçàòåëÿ ÷èñëîâîé ïåðåìåííîé

Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ îáû÷íî ïðèâîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó, ÷òîáû óòâåðæäåíèÿ, íà-
êëàäûâàùèå ñëàáûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòåêñò, ðàçìåùàëèñü â àíòåöåäåíòàõ. Íàïðè-
ìåð, â àíòåöåäåíòû ïåðåíîñÿòñÿ óêàçàòåëè òèïà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé. Ïðèìåíèòåëü-
íî ê òèïó "÷èñëî" òàêîå ïåðåíåñåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀AB(∀xy(A(x, y) & B(x, y) → ¬(x− ÷èñëî)) ↔ ∀xy(x− ÷èñëî & A(x, y) → ¬B(x, y)))



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 491

Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)" ïîêàçûâàåò, ÷òî y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûì (âîçìîæíî, ïóñòûì) îñòàòêîì ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, èç êî-
òîðîé âûäåëåíà ïåðåìåííàÿ x. Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1))" îòìåíÿåò
ïîïûòêó èäåíòèôèêàöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â îòðèöàíèå
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà ïðèåìà èìååò â àíòåöåäåíòàõ äâå
ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ - A(x, y) è B(x, y). ×òîáû óòî÷íèòü ïðèíöèï èõ èäåí-
òèôèêàöèè, ââåäåí óêàçàòåëü "àíòåöåäåíò(õ27 ôèêñ(0 1))". Îí îçíà÷àåò èäåíòèôè-
êàöèþ B(x, y) ñ êàêèì-òî îòäåëüíûì àíòåöåäåíòîì, è òîãäà A(x, y) áóäåò èäåíòèôè-
öèðîâàíî ñ îñòàòêîì. Èìååòñÿ ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî óòâåðæäåíèå B(x, y) íå
èìååò çàãîëîâêà "÷èñëî" è íå ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì.

Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè

Ñëåäóþùèå ïðèåìû ýêâèâàëåíòíîé çàìåíû óñìàòðèâàþò, ÷òî ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè
è âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë "íåîïðåä" (èíîãäà èñïîëüçóåìûé äëÿ óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî
çíà÷åíèå íå îïðåäåëåíî) íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè. Âñå ýòè ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì".
¬(∞− ÷èñëî)
¬(−∞− ÷èñëî)
¬(íåîïðåä− ÷èñëî)

Ïîäáîð ïðèìåðà äëÿ îòðèöàíèÿ ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð", ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðè-
öàíèå ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ ýòîãî
ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî îäíîé èç íåèçâåñòíûõ:
∀AB((A = 0) = B → ¬(A = 0) ↔ ¬B)

Àíòåöåäåíò èìååò îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó, ðàçðåøàþùåìó óðàâíåíèå A = 0 îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé õ1, èìåþùåé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â A. Îíà
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ(õ1)âõîäèò(õ1 õ26))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé

Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå îòáðàñûâàòü íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå
çàäà÷è íà îïèñàíèå, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìûõ èõ çíà÷åíèé. Âñå
ýòè ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà".
∀an(∃x(x− ÷èñëî & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Íåèçâåñòíàÿ x âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â óñëîâèè "÷èñëî(x)" è óñëîâèÿõ, âûðàæàþùèõ
îòëè÷èå åå îò çàäàííûõ çíà÷åíèé a(i). Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ áåç ó÷àñòèÿ x. Êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà".
∀an(∃x(x− ÷èñëî & x < p & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîïîëíèòåëüíî x óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåðàâåí-
ñòâó. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà îò x íå çàâèñèò. Óêàçàòåëü "âàðè-
àíò(ôèêñ(0 2 2)ìåíüøåèëèðàâíî)" ðàçðåøàåò íåñòðîãèé çíàê íåðàâåíñòâà; óêàçàòåëü
"äðîáü(ôèêñ(0 2 2))" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
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∀abckn(¬(a = 0) & 0 < k → ∃x(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = c(i))) & x−÷èñëî &¬(axk+b =
0)))

Åùå îäèí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé: ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé x, îòëè÷íîå îò âå-
ëè÷èí a(i) è íå îáðàùàþùåå â íóëü âûðàæåíèå axk + b. Àíòöåäåíòû, ïðîâåðÿþùèå
ïîëîæèòåëüíîñòü k è îòëè÷èå îò íóëÿ a, îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò(ôèêñ(0 2 2)öåëîå íàòóðàëüíîå ðàöèîíàëüíîå)" ðàñøèðÿåò
ñïèñîê äîïóñòèìûõ çàãîëîâêîâ èäåíòèôèöèðóåìîãî óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(x)".

Î÷åâèäíî, ñïèñîê ïðèåìîâ ïîäîáíîãî òèïà ìîã áû áûòü çíà÷èòåëüíî ðàñøèðåí.
×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçâèòü áîëåå îáùèé àïïàðàò èñêëþ÷åíèÿ
íåñóùåñòâåííûõ ÷èñëîâûõ íåèçâåñòíûõ.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñì÷èñëî"

Îïåðàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ ÷èñëîâîé ïîäòèï.
∀a(a− rational→ a− ÷èñëî)
∀a(a− öåëîå→ a− ÷èñëî)
∀a(a− íàòóðàëüíîå→ a− ÷èñëî)
Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.

2. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà â ïîñûëêàõ.
∀ab(a− ÷èñëî & b = a → b− ÷èñëî)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ òîæäåñòâîì èç ïîñûëîê.

3. Ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
∀a(êîíå÷íîå(a) → card(a)− ÷èñëî)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

4. Óñëîâíîå âûðàæåíèå.
∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a ïðè c, èíà÷å b)− ÷èñëî)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

5. Ïðèíàäëåæíîñòü êîíå÷íîìó ÷èñëîâîìó ñïèñêó.
∀an(n ∈ {a; } & {a; } ⊆ R→ n− ÷èñëî)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

6. Ïðèíàäëåæíîñòü ÷èñëîâîìó ïðîìåæóòêó.
∀abcde(a ∈ [b, c] → a− ÷èñëî)
Ïðèåì äîïóñêàåò ïðîìåæóòêè ñ êîíöàìè ëþáîãî òèïà. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç
ñïèñêà ïîñûëîê.

7. Ïðèíàäëåæíîñòü îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë.
∀amn(a ∈ {m, . . . , n} → a− ÷èñëî)
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8. Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ îïåðàöèÿ íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + b− ÷èñëî)
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab− ÷èñëî)
∀a(a− ÷èñëî→ −a− ÷èñëî)
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a/b− ÷èñëî)
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a → ab − ÷èñëî)
∀ab(a− ÷èñëî & b− öåëîå→ ab − ÷èñëî)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âñå ðàññìîòðåííûå
çäåñü îïåðàöèè èìåþò êîìïëåêñíîçíà÷íûå âåðñèè (èõ íàçâàíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ
áîëüøîé áóêâû).

9. Êîîðäèíàòà òî÷êè ëèáî âåêòîðà.
∀ABcd(êîîðä(A, B) = (c, d) → c− ÷èñëî)
∀ABcd(êîîðä(A, B) = (c, d, e) → c− ÷èñëî)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê; êðîìå ïðèâåäåííûõ äâóõ ïðèåìîâ, èìå-
þòñÿ åùå òðè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì êîîðäèíàò.

10. Èñïîëüçîâàíèå âêëþ÷åíèÿ â ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
∀ab(a ∈ b & b ⊆ R→ a− ÷èñëî)
Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.

11. Íèæíÿÿ ëèáî âåðõíÿÿ ãðàíü.
∀ab(a ⊆ R & íèæíÿÿãðàíü(b, a) → b− ÷èñëî)
∀ab(a ⊆ R & âåðõíÿÿãðàíü(b, a) → b− ÷èñëî)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé áåðåòñÿ
èç ñïèñêà ïîñûëîê.

12. Íàèìåíüøèé ëèáî íàèáîëüøèé ýëåìåíò.
∀cd(c− set & c ⊆ R & íàèìåíüøèé(d, c) → d− ÷èñëî)
∀cd(c− set & c ⊆ R & íàèáîëüøèé(d, c) → d− ÷èñëî)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

13. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå.
Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â çàäàííîé òî÷êå êîäèðóåòñÿ êàê óòâåð-
æäåíèå î ÷èñëåííîì çíà÷åíèè âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé. Åñëè â ïîñûëêàõ
óæå èìååòñÿ òàêîå óòâåðæäåíèå, òî äëÿ óñìîòðåíèÿ àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäå-
íèÿ, îòëè÷àþùåãîñÿ ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé, èñïîëüçó-
åòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
"äëÿëþáîãî(õ2 õ3 åñëè ÷èñëî(ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(õ1 ÷èñëî(õ1)çíà÷åíèå(õ2
õ1))õ3))òî ÷èñëî(ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(õ4 ÷èñëî(õ4)çíà÷åíèå(õ2 õ4))õ3)))".
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôîðìóëüíîé ïðîðèñîâêå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå õ1, õ4 îêàçû-
âàþòñÿ ñïðÿòàíû, è òåîðåìà èìååò ìàëî èíôîðìàòèâíûé âèä:

∀bc(
db(c)

dc
− ÷èñëî→ db(c)

dc
− ÷èñëî)
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14. Çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
∀fAb(ñëó÷âåëè÷èíà(f, A) → f(b)− ÷èñëî)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.

15. Ïðåäåë ñõîäÿùåéñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀ab(ñõîäèòñÿ(a) & lim(a) = b & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a,R) → b− ÷èñëî)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, òðåòèé îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

16. Ýëåìåíò ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀fn(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & n− íàòóðàëüíîå→ f(n)− ÷èñëî)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

17. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
∀fA(f(y)− ÷èñëî & ∃y(x = f(y) & A(y)) → x− ÷èñëî)
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå îïèñàíèå çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ âûðàæåíèåì x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïðèäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
ïîñûëêà A(y).

18. Çíà÷åíèå ÷èñëîâîé ôóíêöèè.
∀fi(Val(f) ⊆ R→ f(i)− ÷èñëî)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f íå âûäå-
ëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ò.å. âûðàæåíèå f(i) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ òåð-
ìîì "çíà÷åíèå(. . .)".
∀fABx(x ∈ A & Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & B ⊆ R→ f(x)− ÷èñëî)
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
âòîðîé - áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê.

Íîðìàëèçàòîð ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ "íîðì÷èñëî"

Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ íîâûõ ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ, ñîçäàâàåìûõ ïðèåìàìè çà-
ìåíû ëèáî âûâîäà, âûïîëíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî". Ê óðàâíåíèÿì îí
îáû÷íî íå ïðèìåíÿåòñÿ. Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñìíå0".
∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(a = b))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äîñòàòî÷íî ñèëüíûé îã-
ðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè äåëàåò ïîïûòêó óñìîòðåíèÿ áûñòðîé. Óêàçàòåëü "êîì-
ìóòàòèâíî(ôèêñ(0 1))" îòìåíÿåò íåíóæíóþ ïîïûòêó ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ
a, b, óäâàèâàÿ òàêèì îáðàçîì ýôôåêòèâíîñòü ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà â ïàêåòå ðàâåí 3.
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2. Ñîêðàùåíèå îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà îáùèé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü.
∀abc(¬(a = 0) & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ (ab = ac ↔ b = c))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå b, c âû-
äåëåíû óêàçàòåëÿìè "åäèíèöà" è "çàìåíàçíàêà". ×òîáû ìîæíî áûëî ñîêðàùàòü
ðàâåíñòâî â ñëó÷àÿõ, êîãäà îòëè÷èå îò íóëÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ íå óñìàòðèâà-
åòñÿ, ââåäåí åùå îäèí ïðèåì:
∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab = ac ↔ a = 0 ∨ b = c)

Ýòîò ïðèåì àêòèâèðóåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íîðìóðàâí". Èíà÷å - ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïåðâûé ïðèåì. Çàìåíÿþùèé òåðì âòîðîãî ïðèåìà îáðàáàòûâàåòñÿ ðÿ-
äîì íîðìàëèçàòîðîâ. Ïðåæäå âñåãî, ê ðàâåíñòâó a = 0 ïðèìåíÿþòñÿ íîðìàëè-
çàòîðû "íîðìóñì" è "íîðì÷èñëî". Ïåðâûé èç íèõ îáðàùàåòñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó
îïåðàòîðó "óñìíå0" è ïðè óñïåõå çàìåíÿåò ðàâåíñòâî íà êîíñòàíòó "ëîæü". Ðà-
âåíñòâî b = c òàêæå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî". Íàêîíåö,
âñÿ äèçúþíêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã". Òàêèì îáðàçîì,
åñëè î÷åâèäíî, ÷òî a 6= 0, òî çàìåíÿþùèé òåðì âòîðîãî ïðèåìà áóäåò îòëè-
÷àòüñÿ îò çàìåíÿþùåãî òåðìà ïåðâîãî ëèøü äîïîëíèòåëüíîé ñòàíäàðòèçàöèåé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâåí 2.

3. Ðàâåíñòâî ñ ñîâïàäàþùèìè ÷àñòÿìè.
∀a(a = a)

Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" ïîÿñíÿåò, ÷òî èìååòñÿ â âèäó íå âûðîæäåííîå òîæ-
äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à çàìåíà ðàâåíñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ðàâåíñòâî ñ ìèíóñîì â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé.
∀a(a− ÷èñëî→ −a = 0 ↔ a = 0)

5. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñîâ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −a = −b ↔ a = b)

6. Ðàâåíñòâî ñòåïåíè íóëþ.
∀ab(a

b = 0 ↔ a = 0)

7. Ðàâåíñòâî äðîáè íóëþ.
∀ab(¬(b = 0) → a = 0 ↔ a/b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíà(ïåðâûéòåðì íîðì÷èñëî)".
8. Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ.
∀ab(ab = 0 ↔ a = 0 ∨ b = 0)

9. Ðàâåíñòâî ìîäóëÿ íóëþ.
∀a(a− ÷èñëî→ |a| = 0 ↔ a = 0)

10. Ïåðåñòàíîâêà íåèçâåñòíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âëåâî.
∀ab(a = b ↔ b = a)

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå b - ñîäåðæèò. Óêàçàòåëü
"êîììóòàòèâíî(ôèêñ(0 1))" áëîêèðóåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè åãî
èäåíòèôèêàöèè.
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Íîðìàëèçàòîð âûÿâëåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ âõîæäåíèé ïîäâûðàæåíèé ñ íåèç-
âåñòíûìè "ïîâòîð÷èñëî"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð óïîìèíàëñÿ âûøå â ñâÿçè ñ ðåàëèçîâàííûìè íà ËÎÑå ïðèåìàìè,
îáåñïå÷èâàþùèìè ïåðåõîä ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Îí ïðåîáðàçóåò çàäàííîå óòâåð-
æäåíèå (óðàâíåíèå ëèáî íåðàâåíñòâî) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûÿâèëîñü âîçìîæíî
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîâòîðÿþùèõñÿ âõîæäåíèé îäèíàêîâûõ ïîäâûðàæåíèé ñ íåèç-
âåñòíûìè. Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ óðàâíåíèå, ïðè÷åì çàäà÷à èìååò òàêæå äðóãèå óðàâíå-
íèÿ, òî íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (âíåøâõîæäåíèå A), ãäå A - ñïèñîê
îñòàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ñïèñîê ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ïîâòîðíûõ
âõîæäåíèé â ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ. Åñëè â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé òåêóùåãî óðàâ-
íåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì âåðíóòüñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì êàêîãî-ëèáî äðóãîãî
óðàâíåíèÿ ñïèñêà A, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .).
Ïîñëåäíèé áûë ñîçäàí ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó. Íîðìàëèçàòîð íå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåâûì, ò.å. ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîèçâîëüíîìó âûäåëÿåìî-
ìó â ïðåîáðàçóåìîì òåðìå âõîæäåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîìïåíñàöèè íåóäà÷íûõ ïå-
ðåõîäîâ ïðåäóñìîòðåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåãðóïïèðîâêè. Ýòî ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ
áåç òðóäîåìêîãî ïåðåáîðà ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâíûõ ãðóïïèðîâîê.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà.
1. Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ.

Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðîñòåéøèå ñòàíäàðòèçèðóþùèå ïðèåìû, ñîïðîâîæäàþùèå
îñíîâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íîðìàëèçàòîðà. Èõ ñïèñîê âåñüìà îãðàíè÷åí, òàê êàê
áîëåå ñèëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ìîæåò íàðóøèòü èäåíòè÷íîñòü ñïåöèàëüíî âû-
äåëåííûõ ïîäâûðàæåíèé.
(a) Çíàìåíàòåëü åäèíèöà.

∀a(a/1 = a)

(b) Ìíîæèòåëü åäèíèöà.
∀a(a · 1 = 1)

(c) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ñëàãàåìûõ.
(d) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ñîìíîæèòåëåé.
(e) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

∀abc(ac + bc = (a + b)c)

Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îïåðàíäîì îïåðàöèè "óìíîæåíèå". Ýòî
îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëÿìè "îïåðàíä(õ3 ôèêñ(0 1 1))" è "íàáîðîïåðàí-
äîâ(ôèêñ(0 1 2))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è ÷òî a, b èç-
âåñòíû. Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè íóæíî âûäåëèòü ïîäïðî-
èçâåäåíèå, èìåþùåå äðóãîå âõîæäåíèå â ïðåîáðàçóåìûå óñëîâèÿ çàäà÷è.
Òàêîå ïîäïðîèçâåäåíèå "çàêëþ÷àåòñÿ â ñêîáêè", èíûìè ñëîâàìè, èñêóñ-
ñòâåííî ñîçäàþòñÿ âëîæåííûå îïåðàöèè "óìíîæåíèå". ×òîáû ïðèåì íå íà-
ðóøàë ýòîé ãðóïïèðîâêè, ââåäåí óêàçàòåëü "ñïóñêîïåðàíäîâ(õ3)". Îí áëî-
êèðóåò óñòðàíåíèå âëîæåííûõ óìíîæåíèé äëÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà, ñîõðà-
íÿÿ â íåì çàãîëîâîê "óìíîæåíèå" âûðàæåíèÿ c, åñëè òàêîâîé èìåëñÿ èç-
íà÷àëüíî. Âûðàæåíèå a + b îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ".
Íîðìàëèçàòîð "íîðìóìíîæåíèå" ìîæåò íàðóøèòü âûäåëåíèå èäåíòè÷íûõ
ïîäòåðìîâ è íå ïðèìåíÿåòñÿ.
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(f) Âûíåñåíèå çíàêà "ìèíóñ" èç ñîìíîæèòåëÿ.
∀ab((−a)b = −ab)

(g) Óñòðàíåíèå ïîâòîðíîé ñòåïåíè.
∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → (ab)c = abc)

×òîáû íå íàðóøèòü ðàíåå äîñòèãíóòîãî âûäåëåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ âõî-
æäåíèé, ââåäåí ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(âíåøâõîæäåíèå(õ4)âèä(õ4 ñòåïåíü(õ1
õ5))èëè(ðàâíî(õ2 õ5)íå(èçâåñòíî(õ5)))))". Îïåðàòîð "âíåøâõæäåíèå(õ4)"
ïåðå÷èñëÿåò âñå âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ, ðàñïîëîæåííûå âíå òåêóùåãî âõî-
æäåíèÿ - êàê â îáðàáàòûâàåìûé íîðìàëèçàòîðîì òåðì, òàê è â òåðìû êîì-
ìåíòàðèÿ "âíåøâõîæäåíèå". Åñëè ñðåäè íèõ îáíàðóæèâàåòñÿ ëèáî âõîæäå-
íèå âûðàæåíèÿ ab, ëèáî âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ âèäà ae, ãäå e íå èçâåñòíî,
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îáðàáàòû-
âàåòñÿ ëèøü ïîäòåðì bc çàìåíÿþùåãî òåðìà. Íîðìàëèçàòîð "íîðìñòåïåíü"
íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê êàê ìîæåò íàðóøèòü âûäåëåíèå èäåíòè÷íûõ ïîäòåð-
ìîâ.

(h) Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè åäèíèöà.
∀a(a

1 = a)

(i) Ìèíóñ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
∀ab(a

−b = 1/ab)

Ïðèìåíåíèå ïðèåìà ñèëüíî îãðàíè÷åíî. Âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå
"âíåøíèõ" ïîäâûðàæåíèé âèäà abc, â òîì ÷èñëå ñ ìèíóñîì â ïîêàçàòå-
ëå ñòåïåíè. Âî-âòîðûõ, âûðàæåíèå a äîëæíî ñîäåðæàòü òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêóþ îïåðàöèþ ñ íåèçâåñòíûìè. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî åñëè íîâûå íåèçâåñòíûå ââîäÿòñÿ äëÿ âûðàæåíèé ñ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèìè îïåðàöèÿìè, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåáîëüøèìè ðàññîãëàñîâàíèÿìè
â èõ íàäâûðàæåíèÿõ, âîçíèêàþùèìè ïðè ïðèìåíåíèè ñòàíäàðòèçèðóþùèõ
òîæäåñòâ ñ áîëåå "ïðîñòûìè" ñòåïåííûìè îïåðàöèÿìè.

(j) Óìíîæåíèå íà äðîáü.

∀abc(
a

b
c =

ac

b
)

Íå äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå "âíåøíèõ" ïîäâûðàæåíèé, ðàâíûõ a/b ëèáî ïîëó-
÷åííûõ èç c îòáðàñûâàíèåì ÷àñòè èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé. Ïðè ýòîì òðå-
áóåòñÿ íàëè÷èå êàê â a/b, òàê è â c òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè ñ íåèç-
âåñòíûìè.

(k) Äåëåíèå äðîáè.
∀abc((a/b)/c = a/(bc))

Íå äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå "âíåøíèõ" ïîäâûðàæåíèé, ðàâíûõ a/b ëèáî c.
Êàæäîå èç ïîñëåäíèõ äîëæíî ñîäåðæàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ ñ
íåèçâåñòíûìè.

(l) Îòáðàñûâàíèå íåíóëåâûõ ìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñ íóëåâîé
ïðàâîé ÷àñòüþ.
∀ab(¬(a = 0) → ab = 0 ↔ b = 0)

Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ òåêó-
ùåé çàäà÷è áîëåå îäíîé, ïðè÷åì îáà ìíîæèòåëÿ a, b èìåþò íåèçâåñòíûå.
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Èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè îáðàáîòêè àíòå-
öåäåíòà ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(m) Ïåðåìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀abc(b−rational& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even& ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → abac = ab+c)

Âûðàæåíèå a èìååò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(n) Óñòðàíåíèå èçáûòî÷íîé ïîâòîðíîé ñòåïåíè.

∀abc((a
b)c = abc)

Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ëèáî a èìååò çàãîëîâîê "ñòå-
ïåíü", ëèáî îòñóòñòâóåò âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ ab. Ïîñëåäíåå îãðà-
íè÷åíèå ïðåäîòâðàùàåò ðàçðóøåíèå ðàíåå äîñòèãíóòîãî ñïåöèàëüíîãî âû-
äåëåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ ab. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(o) Âûíåñåíèå íàðóæó èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé îñíîâàíèÿ ñòåïåíè
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → (ab)c = acbc)

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → (ab)c = acbc)

Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ èçâåñòíûõ ìíîæè-
òåëåé. Ïðîâåðÿåòñÿ íåâûðîæäåííîñòü âûðàæåíèé a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

2. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ.
Òàêàÿ ãðóïïèðîâêà ìîæåò âûÿâèòü ïîâòîðíîå âõîæäåíèå ñóììû, ðàíåå ðàñïðå-
äåëåííîé ìåæäó ðàçíûìè ÷àñòÿìè ðàâåíñòâà.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b ↔ a− b = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå è ÷òî ðàâåíñòâî - êîð-
íåâîå.

3. Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ äëÿ âûäåëåíèÿ ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ.
Åñëè íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ îäíîé ñóììû ñîñòàâëÿþò âñå íåèçâåñò-
íûå ñëàãàåìûå äðóãîé ñóììû, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ èõ ãðóïïèðîâêà.
∀abcd(c = a + d → a + b = a + b)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(äðóãîåâõîæäåíèå(õ3))" èäåíòèôèöèðóåò íåêîòîðóþ "âíå-
øíþþ" ñóììó c ëèáî ñîáñòâåííóþ ïîäñóììó òåêóùåé ñóììû. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí íóæåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ îá-
ùåé ÷àñòè a ñëàãàåìûõ òåêóùåé ñóììû è ñóììû c. Óêàçàòåëü "âûïèñêà(õ1
íå(èçâåñòíî(õ1)))" óòî÷íÿåò, ÷òî îáùàÿ ÷àñòü áåðåòñÿ òîëüêî äëÿ íåèçâåñòíûõ
ñëàãàåìûõ. Ôèëüòðû ïðèåìà ïðîâåðÿþò, ÷òî ñóììà d îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ âû-
ðàæåíèÿ c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ a áîëåå
îäíîãî; ÷òî òåêóùàÿ ñóììà íå ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì c è ÷òî òåêóùàÿ ñóì-
ìà èìååò íå ìåíåå òðåõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëü "åäèíèöà(0 õ4)" ðàçðåøàåò âû-
ðîæäåíèå ôðàãìåíòà d. Îäíàêî, äëÿ ôðàãìåíòà b òàêîãî óêàçàòåëÿ íåò, è îí
äîëæíåí áûòü íåâûðîæäåííûì. Óêàçàòåëü "ñïóñêîïåðàíäîâ(õ1)" "çàùèùàåò"
ãðóïïèðîâêó ïîäñóììû a, áëîêèðóÿ óñòðàíåíèå â çàìåíÿþùåì òåðìå âëîæåí-
íûõ ñóìì.

4. Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ êâàäðàòîâ.
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Ðàçäåë ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïðèåìîâ, óñìàòðèâàþùèõ âîçìîæíîñòü âûÿâëåíèÿ
ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé.
∀abcde(a(b2 + e) + a(c2 + d) = a(b2 + c2 + e + d))

Äëÿ ó÷åòà ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ ââåäåí ôèëüòð "êîíòåêñò(âíåøâõîæäåíèå(õ6)
èëè(êîíòåêñò(âèä(õ6 ïëþñ(ñòåïåíü(õ2 2)ñòåïåíü(õ3 2)õ8))åäèíèöà(0 õ8)) êîí-
òåêñò(âèä(õ6 ïëþñ(ìèíóñ(ñòåïåíü(õ2 2))ìèíóñ(ñòåïåíü(õ3 2))õ8))åäèíèöà(0 õ8))
)áóôåð(íîâûåíåèçâåñòíûå áàçàâõîæäåíèÿ(õ6)))".
Ïåðåìåííàÿ õ6 èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé âíåøíåé ñóììîé, èìåþùåé ñâî-
èìè ñëàãàåìûìè b2, c2, áûòü ìîæåò, ñî çíàêàìè ìèíóñ. Óêàçàòåëü "áóôåð(íîâû-
åíåèçâåñòíûå áàçàâõîæäåíèÿ(õ6))", äîáàâëåííûé âíóòðè ôèëüòðà, ðåãèñòðèðó-
åò â êîììåíòàðèè (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .) òî óðàâíåíèå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ñóììà õ6. Ýòî óðàâíåíèå áóäåò ðàññìîòðåíî ïîâòîðíî.
Âûðàæåíèÿ b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è
íå ìåíåå äâóõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.
∀abcd(−(a2 + b)− (c2 + d) = −(a2 + c2 + b + d))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Äàëåå èäóò äâà ïðèåìà, òåîðåìû êîòîðûõ èäåíòè÷íû òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííûì.
Îòëè÷èå ñîñòîèò â ó÷åòå ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ: âíåøíÿÿ ñóììà èìååò ñâîèìè
ñëàãàåìûìè íå êâàäðàòû âûðàæåíèé, à ñàìè ýòè âûðàæåíèÿ. Òàê ïîäãîòàâëè-
âàåòñÿ âûäåëåíèå êâàäðàòà ñóììû äàííûõ âûðàæåíèé.

5. Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ êóáîâ.
Ñóììà ëèáî ðàçíîñòü êóáîâ âûäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðèåìîâ:
∀abcde(a(b3 + e) + a(c3 + d) = a(b3 + c3 + e + d))

∀abcde(a(b3 + e) + a(−c3 + d) = a(b3 − c3 + e + d)

Êàê è â ñëó÷àå ãðóïïèðîâêè êâàäðàòîâ, òðåáóåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåé ñóììû,
èìåþùåé ñâîèìè ñëàãàåìûìè ñòåïåíè âûðàæåíèé b, c ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòå-
ëÿìè. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííûé ñëó÷àé ðàâåíñòâà ïîêàçàòåëÿ åäèíèöå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.

6. Ñóììà è ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.
Ðàçäåë ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïðèåìîâ, âûðàæàþùèõ ñóììó ëèáî ðàçíîñòü êâàä-
ðàòîâ äâóõ âåëè÷èí ÷åðåç ñóììó, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåëè÷èí. Âî âñåõ
ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáå âåëè÷èíû íå èçâåñòíû, à ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
çàäà÷è íå ìåíåå äâóõ.
(a) Âûðàæåíèå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åðåç ñóììó è ïðîèçâåäåíèå.

Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà ñ îäíîé è òîé æå òåîðåìîé:
∀bc(b

2 + c2 = (b + c)2 − 2(bc))

Â ïåðâîì ïðèåìå òðåáóåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ,
èìåþùåãî ìíîæèòåëè b, c, à òàêæå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñóììû, èìåþùåé
ñëàãàåìûå kb, kc. Êîýôôèöèåíò k ìîæåò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Ýòè âíåø-
íèå âõîæäåíèÿ ðåãèñòðèðóþòñÿ â áóôåðå "íîâûåíåèçâåñòíûå". Îòáðàñû-
âàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà êâàäðàòîâ ñàìà âîçâîäèòñÿ â
êâàäðàò, ïðè÷åì èìåþòñÿ âíåøíèå âõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ A · p · (b2 + c2)
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è ñóììû B + kp + k(b2 + c2); çäåñü p ðàâíî ëèáî b, ëèáî c. Â ýòîì ñëó÷àå
ñóììà êâàäðàòîâ ñîõðàíÿåòñÿ, ÷òîáû åå îáîçíà÷èòü íîâîé íåèçâåñòíîé.
Ôèëüòð "ëåêñèêîïðåäøåñòâóåò(õ2 õ3)" ââåäåí äëÿ îòñå÷åíèÿ ñèììåòðè÷-
íûõ ñèòóàöèé. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3. Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî,
÷òî ïðîèçâåäåíèå bc, îáðàáàòûâàåìîå íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóìíîæåíèå",
ñãðóïïèðîâàíî âíóòðè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñóììà b+ c îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ", è äðóãèõ îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðàì
ïðèåì íå èìååò.
Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5. Äëÿ åãî ñðàáàòûâàíèÿ íåîáõîäèìî
ëèáî íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, èìåþùåãî ìíîæèòåëè
b, c, ëèáî íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñóììû, èìåþùåé ñëàãàåìûå kb, kc.
Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâûé ïðèåì òðåáîâàë è òîãî, è äðóãîãî îäíîâðåìåííî.
Äàëåå, âòîðîé ïðèåì ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå âíåøíèõ âõîæäåíèé êóáîâ âû-
ðàæåíèé b, c. Åãî ïðèìåíåíèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè êàæäîå âûðàæåíèå b, c
èìååò âèä ñòåïåíè, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò âíåøíåå âõîæäåíèå ðàâåíñòâà ñóì-
ìû b è c èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ. Êîììåíòàðèé (ñóììàâñåõ 2), îçíà÷àþ-
ùèé, ÷òî ðàíåå ñóììà êâàäðàòîâ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí âûðàæàëàñü ÷åðåç
ñóììó è ðàçíîñòü ýòèõ âåëè÷èí, òàêæå áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðè-
åìà.

(b) Âûðàæåíèå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åðåç ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå.
∀ab(a

2 + b2 = (a− b)2 + 2(ab))

Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, èìåþùåãî ìíîæè-
òåëè a, b, à òàêæå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñóììû, èìåþùåé ñëàãàåìûå ka,−kb.
Êîýôôèöèåíò k ìîæåò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óêàçàííûå âõîæäåíèÿ ðåãè-
ñòðèðóþòñÿ â áóôåðå "íîâûåíåèçâåñòíûå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

(c) Âûðàæåíèå ñóììû êâàäðàòîâ ÷åðåç ñóììó è ðàçíîñòü.

∀ab(a
2 + b2 =

(a− b)2 + (a + b)2

2
)

Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñóììû ñî ñëàãàåìûìè ma,−mb, à
òàêæå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñóììû ñî ñëàãàåìûìè na, nb. Êàæäàÿ èç ñóìì
äîëæíà èìåòü íå ìåíåå äâóõ íåèçâåñòíûõ. Óñëîâèÿ, ñîäåðæàùèå äàííûå
ñóììû, ðåãèñòðèðóþòñÿ â áóôåðå "íîâûåíåèçâåñòíûå". Ïðèåì ñðàáàòû-
âàåò íà óðîâíå 4. Îí ââîäèò êîììåíòàðèé (ñóììàâñåõ 2), áëîêèðóþùèé
àëüòåðíàòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ.

(d) Âûðàæåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ÷åðåç ñóììó è ðàçíîñòü.
a2 − b2 = (a− b)(a + b)

a2 − b2 = −(b− a)(a + b)

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñóììû ñî ñëàãàåìûìè a,−b,
âî âòîðîì - ñóììû ñî ñëàãàåìûìè b,−a. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, êðîìå òîãî, èìå-
åòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñóììû ñî ñëàãàåìûìè a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 3.

7. Ñóììà è ðàçíîñòü êóáîâ.
(a) Âûðàæåíèå ñóììû êóáîâ ÷åðåç ñóììó è ïðîèçâåäåíèå.
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∀bc(b
3 + c3 = (b + c)((b + c)2 − 3(bc)))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Äëÿ îäíîé íåîáõîäèìî íàëè÷èå âíåøíåãî âõî-
æäåíèÿ ñóììû ñî ñëàãàåìûìè mb2, mc2, äëÿ äðóãîé - ñóììû ñî ñëàãàåìûìè
mb,mc. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ñ ñîìíî-
æèòåëÿìè b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 4.

(b) Âûðàæåíèå ðàçíîñòè êóáîâ ÷åðåç ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå.
∀ab(a

3 − b3 = (a− b)((a− b)2 + 3(ab)))

∀ab(a
3 − b3 = −(b− a)((b− a)2 + 3(ab)))

Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñóììû ñî ñëàãàåìûìè ma,
−mb, âî âòîðîì - ñóììû ñî ñëàãàåìûìè mb,−ma. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåîá-
õîäèìî òàêæå íàëè÷èå âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ ñîìíîæèòåëÿìè a, b. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 4. Èìååòñÿ åùå îäèí ïðèåì, îñíîâàííûé
íà ïåðâîé èç óêàçàííûõ âûøå òåîðåì. Äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî
íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñóììû ñî ñëàãàåìûììè ma2, mb2, à òàêæå
âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñ ñîìíîæèòåëÿìè a, b. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Âûðàæåíèå ñóììû ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ÷åðåç ñóììó è ïðîèçâåäåíèå.
∀ab(a

4 + b4 = ((a + b)2 − 2(ab))2 − 2(ab)2)

Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåé ñóììû ñî ñëàãàåìûìè ma, mb è âíåøíåãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñ ñîìíîæèòåëÿìè a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû, ñîäåðæàùåé íåèçâåñòíûå.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðèìåíèòü óïðîùåííóþ ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè ê ãðóïïå íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ íåêîòîðîé ñóììû. Åñëè ïðè ýòîì
îáíàðóæèâàåòñÿ ïîâòîðíîå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè, òî ïðåîáðà-
çîâàíèå ðåàëèçóåòñÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀abc(c = a → a + b = b + c)

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ1 íå(èçâåñòíî(õ1)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ a ñ ñóì-
ìîé âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ a + b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî òà-
êèõ ñëàãàåìûõ áîëåå îäíîãî. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", îáðàùàåòñÿ ê ïàêåòíîìó íîðìàëèçàòîðó "ôàêòîðèçàöèÿ". Ýòîò íîð-
ìàëèçàòîð ñîäåðæèò ëèøü ñàìûå ïðîñòûå ïðèåìû ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè,
íàïðèìåð, âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ. Ïåðåìåííîé
c ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c èìååò ëèáî íåñêîëüêî
ìíîæèòåëåé ñ íåèçâåñòíûìè, ëèáî îäèí ñòåïåííîé ìíîæèòåëü ñ íåèçâåñòíûìè.
Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ëèáî âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìåþùåãî îáùèé íåèçâåñò-
íûé ìíîæèòåëü ñ c, ëèáî òàêîé âíåøíåé ñóììû, ÷òî ïðèìåíåíèå ê ïîäñóììå åå
íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ íîðìàëèçàòîðà "ôàêòîðèçàöèÿ" äàåò ðåçóëüòàò, èìåþ-
ùèé îáùèé íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü ñ c. Ïåðåä âñåìè ýòèìè äåéñòâèÿìè ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
òåêóùåé çàäà÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòå-
ëåì ñòåïåíè. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå âíåøíåé ñóììû, ïîäìíîæåñòâî
íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ êîòîðîé ðàâíî a. Â ñëó÷àå òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Âûäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ñóìì.
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Åñëè ñóììà èìååò òðè íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåìíîæå-
íèè äâóõ íåèçâåñòíûõ äâó÷ëåíîâ, òî â íåé âûäåëÿåòñÿ "ïîëíîå" ïðîèçâåäåíèå:
∀abcde(ab + bc + ad + e = (b + d)(a + c) + e− cd)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, à c, d - íå ñîäåðæàò.
Ôèëüòðû "êîíòåêñò(äðóãîåâõîæäåíèå(õ6)âèä(õ6 ïëþñ(õ2 õ4)))", "êîíòåêñò(äðó-
ãîåâõîæäåíèå(õ6)âèä(õ6 ïëþñ(õ1 õ3)))" ïðîâåðÿþò ñóùåñòâîâàíèå âíåøíèõ âõî-
æäåíèé âûðàæåíèé a+c, b+d ëèáî âõîæäåíèé èõ, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè
ðàññìàòðèâàåìîé ñóììû.Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

11. Ïåðåãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ.
Åñëè â íåêîòîðîé ñóììå áûëè âûäåëåíû äâå íåèçâåñòíûå ïîäñóììû, õîòÿ áû
îäíà èç êîòîðûõ íå èìååò ïðî÷èõ âõîæäåíèé, ïðè÷åì ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãà-
åìûõ ýòèõ ïîäñóìì äàåò äâå óæå âñòðå÷àâøèåñÿ äðóãèå ïîäñóììû, òî òàêàÿ
ïåðåãðóïïèðîâêà âûïîëíÿåòñÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀abcdefgh(c = a + d & f = b + e & g = d + e → (a + b) + g + h = c + f + h)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(äðóãîåâõîæäåíèå(õ3)äðóãîåâõîæäåíèå(õ6))" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèé c, f ñ íåêîòîðûìè âíåøíèìè ñóììàìè ëèáî ñ ñîá-
ñòâåííûìè ïîäñóììàìè òåêóùåé ñóììû (a+b)+g+h. Ïîñëå ýòîãî ïåðâûå äâà àí-
òåöåäåíòà ïðîâåðÿþò, ÷òî íåêîòîðîå ñëàãàåìîå òåêóùåé ñóììû ðàçáèâàåòñÿ íà
äâà ôðàãìåíòà a, b ñóìì c, f . Îñòàâøèåñÿ ÷àñòè d, e ïîñëåäíèõ ñóìì îáúåäèíÿ-
þòñÿ è îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ". Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðè-
ñâàèâàåò ðåçóëüòàò äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííîé g, èäåíòèôèöèðóåìîé
ñ îòäåëüíûì ñëàãàåìûì òåêóùåé ñóììû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñóììû c, f ðàçëè÷íû
è íå èìåþò èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî èõ âõîæäåíèÿ íå ðàñ-
ïîëîæåíû âíóòðè ñëàãàåìîãî (a + b). Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå äðóãîãî
âõîæäåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ g. Óêàçàòåëè "ñïóñêîïåðàíäîâ(õ3)", "ñïóñêîïåðàí-
äîâ(õ6)" áëîêèðóþò óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ïîäñóìì c, f çàìåíÿþùåé ñóììû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

12. Âûíåñåíèå íàðóæó îáùåãî çíàêà "ìèíóñ" ó ãðóïïû íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ.
∀ab(b = −a → a = −b)

Âûðàæåíèå a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, èìåþùóþ áîëåå îäíîãî íåèçâåñòíîãî
ñëàãàåìîãî, ïðè÷åì âñå òàêèå ñëàãàåìûå áåðóòñÿ ñî çíàêîì "ìèíóñ". Ïåðâûé
àíòåöåäåíò íàõîäèò ðåçóëüòàò b èçìåíåíèÿ çíàêîâ ó âñåõ ñëàãàåìûõ a. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Â ðàçäåëå èìååòñÿ åùå îäèí ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé, ÷òî ïðè èçìåíåíèè çíà-
êîâ ñëàãàåìûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ðàíåå âñòðå÷àâøååñÿ âûðàæåíèå. Òåîðåìà åãî
òàêîâà:
∀abcde(−a = b + d & c = b + e → a = −b− d)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(äðóãîåâõîæäåíèå(õ3))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðå-
ìåííîé c ñ âíåøíåé ñóììîé ëèáî ñ ñîáñòâåííîé ïîäñóììîé òåêóùåé ñóììû.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò çàìåíû ó ñóììû a âñåõ çíàêîâ íà
ïðîòèâîïîëîæíûå, ïîñëå ÷åãî îí, ñîâìåñòíî ñî âòîðûì àíòåöåäåíòîì, âûÿâ-
ëÿåò îáùóþ ÷àñòü b ïîëó÷åííîé ñóììû è ñóììû c. Óêàçàòåëü "âûïèñêà(õ2
íå(èçâåñòíî(õ2)))" îïðåäåëÿåò îòíåñåíèå ê b ëèøü òåõ îáùèõ ñëàãàåìûõ, êî-
òîðûå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàê a, òàê è c èìåþò áîëåå îä-
íîãî íåèçâåñòíîãî ñëàãàåìîãî, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ - ñî çíàêîì "ìèíóñ".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå èìåëî ðàíåå âûäåëåííîãî íåèçâåñòíîãî ñëàãàåìîãî, èìåþ-
ùåãî âèä ñóììû ñ âûíåñåííûì íàðóæó çíàêîì "ìèíóñ". Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëèáî âûðàæåíèÿ d, e èçâåñòíû, ëèáî îäíà èç ñóìì a, c ðàñïîëîæåíà âíóòðè
äðóãîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Ãðóïïèðîâêà ñîìíîæèòåëåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ.
Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðèåìó ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ:
∀ab(c = ad → ab = ab)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(äðóãîåâõîæäåíèå(õ3))" èäåíòèôèöèðóåò c; äàëåå a îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü îáùèõ íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé âûðàæåíèÿ c è òå-
êóùåãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ÷òî a
èìååò íå ìåíåå äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

14. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî èçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ íåñêîëüêèõ íåèçâåñòíûõ
ñëàãàåìûõ.
Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî èçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ ãðóïïû íåèçâåñòíûõ ñëàãà-
åìûõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîé ñòàíäàðòèçàöèåé, óâåëè÷èâàþùåé âåðîÿòíîñòü
îáíàðóæåíèÿ ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé. Ïåðâûé èç ïðèåìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ òà-
êîå âûíåñåíèå, îòíîñèòñÿ ê ñóììå, èìåþùåé ðîâíî äâà íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ:
∀abc(ab + ac = a(b + c))

Çäåñü a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ îáùèõ èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé
äâóõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Âòîðîé ïðèåì
îñíîâàí íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå. Åãî óêàçàòåëè "íàáîð(âòîðîéòåðì)", "ïåðå-
÷åíü(õ1 èçâåñòíî(õ1))" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îáùåãî èçâåñòíîãî ìíîæè-
òåëÿ a âñåõ ñëàãàåìûõ òåêóùåé ñóììû. Áëîêèðóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòà ñóììà -
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

15. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî íåèçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ñëàãà-
åìûõ.
Òåîðåìà ïðèåìà òà æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå:
∀abc(ab + ac = a(b + c))

Âûðàæåíèÿ a, b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå
ñóììû îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé âûðàæåíèé b, c ëèáî âûðàæåíèé −b,−c. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Èìååòñÿ åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abc(ab2 + ac2 = a(b2 + c2))

Êàê è âûøå, âûðàæåíèÿ a, b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì äîëæíî íàéòèñü
âíåøíåå âõîæäåíèå ñóììû îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé âûðàæåíèé b, c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Óñìîòðåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà â ïðîèçâåäåíèè íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé.
∀abcd(b = d2 → ab + c = ad2 + c)

Âûðàæåíèå b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ íåèçâåñòíûõ ìíîæèòå-
ëåé íåêîòîðîãî ñëàãàåìîãî, ïðè÷åì òàêèõ ìíîæèòåëåé îêàçûâàåòñÿ áîëåå îäíî-
ãî. Àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ
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d (êîìïèëÿòîð èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó "âûäåëåíèåñòåïåíè"). Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ãðóïïà âñåõ íåèçâåñòíûõ ñîìíî-
æèòåëåé êîòîðîãî ðàâíà d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

17. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ óìíîæåíèé ïðè íàëè÷èè èçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé.
∀abc((ab)c = abc)

Åñëè ïîäïðîèçâåäåíèå (ab) èìååò èçâåñòíûé ìíîæèòåëü a è íåèçâåñòíûé ìíî-
æèòåëü b, òî îíî ñëèâàåòñÿ ñ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

18. Óñìîòðåíèå â ïðîèçâåäåíèè ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè.
Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ øêîëüíûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå áåç íåãî ïðèâîäÿò
ê óðàâíåíèÿì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
∀abcdpqrsnx(n = dp+ cq & arn− cp(br +as) = 0 → (ax+ b)(cx+d)(px+ q)(rx+ s) =
(ar/cp)(cpx2 + nx + (cpbs/ar))(cpx2 + nx + dq))

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q, r, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå x - ñîäåðæèò.
Àíòåöåäåíòû ïðîâåðÿþò óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîâïàäåíèÿ äâóõ ñòàðøèõ
êîýôôèöèåíòîâ âûäåëåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ. Ïîñëå äàííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïåðåõîä ê íîâîé íåèçâåñòíîé y = cpx2 + nx.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

19. Ïåðåñòàíîâêà íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.
Ïðèåì óñìàòðèâàåò äâå íåèçâåñòíûå âçàèìíî îáðàòíûå äðîáè è "ïåðåâîðà÷èâà-
åò" îäíó èç íèõ:

∀abcd

(
ac

bd
=

a

bd
c

)
Âûðàæåíèÿ c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ íåèçâåñòíûõ ìíîæè-
òåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïðîèçâåäåíèÿ íåâûðîæ-
äåííûå è ÷òî ñóùåñòâóåò âíåøíåå âõîæäåíèå äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé äåëèòñÿ
íà d, à çíàìåíàòåëü - íà c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

20. Âûäåëåíèå íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.
Ïðèåì âûíîñèò íàðóæó èçâåñòíûå ìíîæèòåëè, âûäåëÿÿ îòíîøåíèå íåèçâåñò-
íûõ âûðàæåíèé "â ÷èñòîì âèäå":

∀abcd

(
ac

bd
=

a c
d

b

)
Âûðàæåíèÿ c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ íåèçâåñòíûõ ìíî-
æèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ èõ íåâûðîæäåííîñòü, îòëè÷èå
îò åäèíèöû õîòÿ áû îäíîãî èç âûðàæåíèé a, b, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå âíåøíåãî
âõîæäåíèÿ äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé äåëèòñÿ íà c, à çíàìåíàòåëü íà d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Ñëåäóþùèé ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà âûäåëåíèå íåèçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ âè-
äà 1/c:
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∀abc

(
a

bc
=

a

b
· 1

c

)
×èñëèòåëü a èçâåñòåí; õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b îòëè÷íî îò 1; âûðàæåíèå
c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé çíàìåíà-
òåëÿ. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ äðîáè, ó êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå
âñåõ íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé çíàìåíàòåëÿ ðàâíî c, ïðè÷åì ëèáî ÷èñëèòåëü
èçâåñòåí, ëèáî çàäà÷à èìååò áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Òðåáóåòñÿ òàêæå, ÷òî-
áû êàæäîå âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ c ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ñîìíîæèòåëü
îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ çíàìåíàòåëÿ íåêîòîðîé äðîáè.
Íàêîíåö, â ðàçäåëå èìååòñÿ ïðèåì, ïîäðàçáèâàþùèé íåèçâåñòíóþ äðîáü â ïðî-
èçâåäåíèå òàêèõ äâóõ íåèçâåñòíûõ äðîáåé, îäíà èç êîòîðûõ óæå âñòðå÷àëàñü
âî âíåøíåì êîíòåêñòå:

∀abcdefgh

(
a = bc & d = ef → ga

hd
=

g

h
· b

e
· c

f

)
Âûðàæåíèÿ a, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî âñåìè íåèçâåñòíûìè ìíîæèòåëÿìè ÷èñ-
ëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âíåøâõîæäåíèå(õ9)âèä(õ9 äðîáü(
óìíîæåíèå(õ10 õ3)óìíîæåíèå(õ11 õ6)))åäèíèöà(1 õ10 õ11))" îïðåäåëÿåò âûäå-
ëåíèå íåêîòîðîé âíåøíåé äðîáè, ïðè÷åì c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îáùåé ÷àñòüþ
åå ÷èñëèòåëÿ è âûðàæåíèÿ a, à f - ñ îáùåé ÷àñòüþ åå çíàìåíàòåëÿ è âûðàæåíèÿ
d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

21. Ñòåïåíü äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì åäèíèöà.
Åñëè ñïåöèàëüíîå âûäåëåíèå íåèçâåñòíîé äðîáè 1/a, âñòðå÷àþùåéñÿ â îñíî-
âàíèè ñòåïåíè, îêàçûâàåòñÿ íåíóæíûì, òî âûïîëíÿåòñÿ âîçâåäåíèå â ñòåïåíü
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ:

∀ab

(
b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even→

(
1

a

)b

=
1

ab

)

∀ab

(
0 < a →

(
1

a

)b

=
1

ab

)

Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì, âòîðîé - åñëè óñìàòðèâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü
âûðàæåíèÿ a. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ
âûðàæåíèÿ a, íå ÿâëÿþùåãîñÿ çíàìåíàòåëåì äðîáè âèäà 1/a. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

22. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ èçâåñòíûìè çíàìåíàòåëÿìè.
Åñëè èìååòñÿ ñóììà íåñêîëüêèõ äðîáåé ñ èçâåñòíûìè ÷èñëèòåëÿìè, ðàñïîëî-
æåííàÿ âíóòðè ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ ñëîæåíèå ýòèõ äðîáåé:

∀abcde

(
a

b
+ c =

d

e
→ a

b
+ c =

d

e

)
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Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ äëÿ ñëîæåíèÿ äðîáåé ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæå-
íèå". Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ êàêîé-ëèáî ñóììû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

23. Óñìîòðåíèå êâàäðàòà ñóììû íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ è îáðàòíîãî åìó âûðà-
æåíèÿ.
Åùå îäèí ÷àñòî èñïîëüçóåìûé â øêîëüíûõ çàäà÷àõ òðþê, ïîçâîëÿþùèé óñìîò-
ðåòü ñêðûòîå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ a + 1/a:

∀ab

(
ba2 +

b

a2
= b

((
a +

1

a

)2

− 2

))

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñóììû, èìåþùåé ñëàãàåìûå a, 1/a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

24. Ïåðåõîä îò ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé ê ïðîèçâåäåíèþ èõ ñòåïå-
íåé.
Óðàâíåíèå ñ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé a, b â îäíîé èç ñâîèõ
÷àñòåé ìîæåò áûòü âîçâåäåíî â ñòåïåíü, åñëè êàæäîå èç ýòèõ âûðàæåíèé óæå
âñòðå÷àåòñÿ â äàííîé ñòåïåíè.
∀abcd(d−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(d)−even) & g = ad & ¬(÷èñëèòåëü(d)−even) →
ab = c ↔ adbd = cd)

∀abcd(d − rational & çíàìåíàòåëü(d) − even & g = ad & 0 ≤ a & 0 ≤ b & a −
÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = c ↔ adbd = cd)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âíåøâõîæäåíèå(õ7))" îïðåäåëÿåò âûáîð âíåøíåãî âõîæäå-
íèÿ íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ g. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáíàðóæèâàåò, ÷òî ñîìíîæè-
òåëü a ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè âûðàæåíèÿ g. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
âíåøíåãî âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ bd. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âíåøíåå âõîæäå-
íèå âûðàæåíèé a, b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâàíèå ñòåïåíè ñ ïîêàçàòåëåì d. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.

25. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé èçâåñòíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.
Åñëè ïåðåìíîæàþòñÿ äâå ñòåïåíè íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé a, b ñ îáùèì èçâåñò-
íûì ïîêàçàòåëåì, ïðè÷åì èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ P ñ ñî-
ìíîæèòåëÿìè a, b, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ãðóïïèðîâêà ñòåïåíåé ïîä îáùèé ïîêà-
çàòåëü. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû P íå èìåëî äðóãèõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé.
∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc = (ab)c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
26. Âûäåëåíèå ïîâòîðíîé ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì.

Â ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå îáû÷íóþ ñòåïåíü â ïîâòîð-
íóþ. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü óæå âñòðå÷àåòñÿ â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ óòâåðæäåíèÿõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 5.
∀abcn(a − ÷èñëî & b − rational & çíàìåíàòåëü(b) − even & n = (c/b) & 0 ≤
a & n− öåëîå & c− rational→ (ab)n = ac)
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Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ òåîðåì, çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ çàìåíà ñïðàâà íàëåâî.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âíåøâõîæäåíèå(õ4)âèä(õ4 ñòåïåíü(õ1 õ2))ñèìâîë(õ2
äðîáü))" îáíàðóæèâàåò âíåøíåå âõîæäåíèå ñòåïåíè ab ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì b.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è ÷òî ïðåîáðàçóåìàÿ ñòåïåíü ac íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâàíèåì âíåøíåé ñòåïåíè. Çàìåòèì, ÷òî äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííûé
ñëó÷àé ðàâåíñòâà c åäèíèöå, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ ðÿä äîïîëíè-
òåëüíûõ óñëîâèé. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå n; ïðîâåðÿåòñÿ
îòëè÷èå n îò åäèíèöû.
∀abcn(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & n = (c/b) & c − rational & n −
öåëîå & a− ÷èñëî→ (ab)n = ac)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.
∀a(a− ÷èñëî & a ≤ 0 → a = −(

√
−a)2)

Óñìàòðèâàåòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ √−a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿ-
åìîå âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ïðîèçâåäå-
íèÿ, èìåþùåãî äðóãèå íåèçâåñòíûå ìíîæèòåëè.
∀ab(0 ≤ a− b → b− a = −(

√
a− b)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
27. Ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé.

Ïðèåìû ðàçäåëà ïðåîáðàçóþò ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé
â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé, åñëè ïîñëåäíèå èìåþò íåçàâèñèìûå âíåøíèå âõîæäå-
íèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííûå âíåøíèå âõîæäåíèÿ íå äîïóñêàþò îáðàòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ ñîìíîæèòåëÿìè îáùåãî ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → (ab)c = acbc)

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → (ab)c = acbc)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
28. Âûäåëåíèå ïîâòîðíîé ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì.

Åñëè èìååòñÿ áîëåå îäíîãî íåèçâåñòíîãî ïîêàçàòåëÿ, ñ êîòîðûì â ðàññìàòðèâà-
åìûõ óòâåðæäåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ ñòåïåíü íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ a, òî ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà âûíåñòè íàðóæó âîçìîæíî áîëüøåå ÷èñëî èçâåñòíûõ ôðàã-
ìåíòîâ òàêèõ ïîêàçàòåëåé. Ýòî ïîâûøàåò âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ïîâòîðíûõ
âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè.
∀abcde(0 < a & b = cd → ab+e = (ad)cae)

Âûðàæåíèå b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ïîêà-
çàòåëÿ; âûðàæåíèå d - ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé âûðà-
æåíèÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî e, ëèáî c íåâûðîæäåíî. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñòåïåíè âûðàæåíèÿ a ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì, îòëè÷-
íûì îò b + e. Åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è ìåíåå äâóõ, òî ïðîâåðÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì è îñíîâàíèåì, îòëè÷íûì îò a.
Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåí-
òîì óðàâíåíèÿ âèäà pab+e = qam, ãäå p, q èçâåñòíû. Çäåñü âûäåëåíèå ïîâòîðíûõ
âõîæäåíèé íåèçâåñòíîé ñòåïåíè íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê îíà óñòðàíÿåòñÿ ïóòåì
ëîãàðèôìèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà ñëåäóþùåãî ïðèåìà îòíîñèòñÿ ê äðîáíûì ïîêàçàòåëÿì ñòåïåíè:
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∀abcdefgh

(
0 < a → a

de
fg

+h = ah
(
a

e
g

) d
f

)
Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, îäíàêî äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ íàëè÷èå âíåø-
íåãî âõîæäåíèÿ ñòåïåíè âèäà ape/qg, ãäå ìíîæèòåëè p, q èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâåí 5.
Ïîñëåäíèé ïðèåì ðàçäåëà îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:

∀abcde

(
e = a

b
c → a

bd
c =

(
a

b
c

)d
)

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âíåøíèå âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ e, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ab/c,
ãäå ÷èñëèòåëü b ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè äåëèò ÷èñëèòåëü bd ïîêàçàòåëÿ òåêóùåé
ñòåïåíè. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c ñîäåðæàëî íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

29. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
∀abcde(0 < a & e = b(c + d) → ab(c+d) = ae)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ñîìíîæèòåëÿ b, c+d ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå è ÷òî èìååòñÿ
âíåøíåå âõîæäåíèå ñòåïåíè âûðàæåíèÿ a ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì, îòëè÷-
íûì îò äàííîãî. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ",
âûïîëíÿþùåìó ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

30. Ñóììà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè èìååò íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ, òî êàæäîå
èç íèõ âûíîñèòñÿ â îòäåëüíóþ ñòåïåíü:
∀abc(0 < a → ab+c = abac)

Çäåñü b - ïðîèçâîëüíîå íåèçâåñòíîå ñëàãàåìîå ïîêàçàòåëÿ; c - ñóììà îñòàëüíûõ
ñëàãàåìûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñòåïåíè ñ îñíîâàíèåì a,
ïîêàçàòåëü êîòîðîé íå èìååò ïîäòåðìà b + c. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìîå âõîæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì óðàâíåíèÿ âèäà pab+c = q, ãäå p, q
èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

31. Ïåðåñòàíîâêà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ â îñíîâàíèè ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì ïî-
êàçàòåëåì.

∀abc

((a

b

)c

=

(
b

a

)−c
)

Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ
ñòåïåíè äðîáè b/a, èìåþùåé íåèçâåñòíûé ïîêàçàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

32. Ïåðåõîä ê ñòåïåíè ñ äðîáíûì îñíîâàíèåì.
Ïðèåìû ïðåîáðàçóþò îòíîøåíèå ñòåïåíåé ñ ðàâíûìè îñíîâàíèÿìè â ñòåïåíü
äðîáè:
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∀abcde

(
0 < a & 0 < c → dab

ecb
=

d
(

a
c

)b
e

)

∀abcde

(
b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) → dab

ecb
=

d
(

a
c

)b
e

)

Ïåðâûé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ íåèçâåñòíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè b. Îí ïðî-
âåðÿåò íàëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ ñòåïåíè äðîáè a/c ëèáî äðîáè c/a. Âòîðîé
ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé a, c. Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ íà-
ëè÷èå âíåøíåãî âõîæäåíèÿ äðîáè âèäà pab/qcb. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 3.

33. Äâå ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûìè äðîáíûìè ïîêàçàòåëÿìè, äàþùèìè â ñóììå âûðà-
æåíèå áåç íåèçâåñòíûõ.
Åñëè äâå ñòåïåíè ñ îáùèì îñíîâàíèåì èìåþò äðîáíûå íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå â
ïîêàçàòåëÿõ, òî ïðè ñëîæåíèè ïîêàçàòåëåé âîçìîæíî ñîêðàùåíèå íåèçâåñòíûõ.
Â ýòîì ñëó÷àå îäíà èç ñòåïåíåé ëåãêî ñâîäèòñÿ ê äðóãîé áåç èñïîëüçîâàíèÿ
íîâûõ ñòåïåííûõ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì:

∀abcdefgh

(
b

c
+

e

f
+ d + g = h → a

b
c
+d =

ah

a
e
f
+g

)
Ñíà÷àëà èäåíòèôèöèðóåòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ ae/f+g.
Çàòåì àíòåöåäåíò ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå" ñêëàäûâàåò ïî-
êàçàòåëè ñòåïåíè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò h íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïå-
ðåä âûïîëíåíèåì ýòèõ äåéñòâèé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíàìåíàòåëü c ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå è èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.

34. Èçìåíåíèå îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ïðè íàëè÷èè ëîãàðèôìà â ïîêàçàòåëå.
Ïðèåì ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ëîãàðèôìè÷åñêîå âûðàæåíèå ê âèäó, óæå èìå-
þùåìóñÿ â êîíòåêñòå:

∀abcxy

(
x

a logc y
b = y

a logc x
b

)
Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñòåïåííîãî
âûðàæåíèÿ, ïîêàçàòåëü êîòîðîãî ñîäåðæèò logc x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5.

35. Âûðàæåíèå ñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç ñóììó ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(a = b/2 → sin b = (sin a + cos a)2 − 1)

Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñóììû sin a + cos a. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Ëèáî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëåå îäíîé, ëèáî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå
ðàñïîëîæåíî ïîä êàêîé-ëèáî "íå àëãåáðàè÷åñêîé" îïåðàöèåé (ýêñïîíåíòà, ëîãà-
ðèôì, ñèíóñ, è ò.ä.). Àíòåöåäåíò óïðîùàåò âûðàæåíèå b/2 è çàòåì ñðàâíèâàåò
åãî ñ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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36. Âûðàæåíèå ñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç ðàçíîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀a(a = b/2 → sin b = 1− (sin a− cos a)2)

∀a(a = b/2 → sin b = 1− (cos a− sin a)2)

Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

37. Âûðàæåíèå ÷åòíîé ñòåïåíè ñèíóñà (êîñèíóñà) ÷åðåç êîñèíóñ (ñèíóñ).
∀ax

(
(sin x)a = (1− (cos x)2)

a
2

)
∀ax

(
(cos x)a = (1− (sin x)2)

a
2

)
a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé êîíñòàíòîé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå âõîæäåíèå ñèíóñà x ðàñïîëîæåíî ïîä ÷åòíîé ñòåïåíüþ, ïðè÷åì èìååòñÿ
âíåøíåå âõîæäåíèå êîñèíóñà x, ðàñïîëîæåííîå ïîä íå÷åòíîé ñòåïåíüþ. Âòîðîé
ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

38. Âûðàæåíèå êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç ñèíóñ.
∀ab(a = b/2 → cos b = 1− 2(sin a)2)

Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå ñèíóñà a. Îòñóòñòâóþò âõîæäåíèÿ òàíãåíñà ëèáî
êîòàíãåíñà, à òàêæå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà îò äðóãîãî (6= a, b) àðãóìåíòà, ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïî íåèçâåñòíûì ñ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

39. Âûðàæåíèå êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç êîñèíóñ.
∀ab(a = b/2 → cos b = 2(cos a)2 − 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
40. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû ñèíóñà (êîñèíóñà) ñóììû.

∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

Ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå ðàñïîëîæåíî â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè è ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, àðãóìåíò
êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé è ïåðåñåêàåòñÿ ïî ñâîèì íåèçâåñòíûì ñ a. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ êîñèíóñà.

41. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû òàíãåíñà (êîòàíãåíñà) ñóììû.

∀ab

(
¬(cos(a + b) = 0) → tg(a + b) =

tg a + tg b

1− tg a tg b

)

∀ab

(
¬(sin(a + b) = 0) → ctg(a + b) =

ctg a ctg b− 1

ctg a + ctg b

)
Â ïåðâîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå tg a, tg b, à âî âòîðîì - íåèçâåñòíûå ctg a, ctg b
äîëæíû èìåòü âíåøíåå âõîæäåíèå. Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè ðàññìîò-
ðåíèè íåðàâåíñòâ. Óêàçàòåëü "âûâîä(íå(ðàâíî(ïëþñ(1 ìèíóñ(óìíîæåíèå(òàí-
ãåíñ(õ1) òàíãåíñ(õ2) )))0))ýêâèâàëåíòíî(1))" ïîïîëíÿåò ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç.
óòâåðæäåíèåì îá îòëè÷èè çíàìåíàòåëÿ íîâîé äðîáè îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.
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42. Ïåðåõîä ê òàíãåíñó îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñèíóñà è êîñèíóñà, äåëåííîé íà
êîñèíóñ.

∀abcdx

(
d(a sin x + b cos x)

c cos x
=

d(a tg x + b)

c

)
Ïðåîáðàçóåìàÿ äðîáü ðàñïîëîæåíà â ïîêàçàòåëå íêîòîðîé ñòåïåíè; èìååòñÿ âíåø-
íåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ tg x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

43. Ïåðåõîä îò ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ê ñóììå.
∀abcd(c = cos(a + b) & d = cos(a− b) → cos a cos b = (c + d)/2)

∀abcd(c = cos(a + b) & d = cos(a− b) → sin a sin b = (d− c)/2)

∀abcd(c = sin(a + b) & d = sin(a− b) → sin a cos b = (c + d)/2)

Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ òåêó-
ùåé çàäà÷è áîëåå îäíîé. Êàæäîå èç âûðàæåíèé c, d èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ
îïåðàöèþ, àðãóìåíò êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ àðãóìåíòîì íåêîòîðîãî âíåøíåãî ñè-
íóñà ëèáî êîñèíóñà. Ñóùåñòâóåò òàêîå âíåøíåå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîãî ñèíóñà
ëèáî êîñèíóñà, àðãóìåíò êîòîðîãî îòëè÷åí îò a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

44. Ïåðåõîä îò ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ïðîèçâåäåíèþ.

∀abcde

(
d = cos

a + b

2
& e = sin

a− b

2
→ c sin a− s sin b = 2cde

)

∀abcde

(
d = cos

a− b

2
& e = sin

a + b

2
→ c sin a + s sin b = 2cde

)

∀abcde

(
d = sin

a + b

2
& e = sin

a− b

2
→ c cos a− s cos b = −2cde

)
Êàæäîå èç âûðàæåíèé d, e èìååò âíåøíåå âõîæäåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

45. Ïåðåõîä îò êîòàíãåíñà ê òàíãåíñó ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.

∀ab

(
b =

a

2
→ ctg a =

1− (tg b)2

2 tg b

)
Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ tg b. ×èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå
îäíîé. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.

46. Âûðàæåíèå êîòàíãåíñà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀a

(
ctg a =

1

tg a

)
Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ tg a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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47. Âûðàæåíèå ÷åòíîé ñòåïåíè òàíãåíñà ÷åðåç êîñèíóñ.

∀abc

(
b = 2c → (tg a)b =

(
1

(cos a)2
− 1

)c)
Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. ×èñëî
íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è áîëåå îäíîé. Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå âûðà-
æåíèÿ cos a. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.

48. Ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó óãëó ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ.
Ñëåäóþùèå ïðèåìû îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê ðåøåíèþ íåðàâåíñòâ, íà ÷òî óêàçûâàåò
èõ îáùèé ôèëüòð "âõîäèò(óðàâíìåíüøå êîììåíòàðèè)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
(a) Âûðàæåíèå ñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀ab

(
b = 2a → sin b =

2 tg a

1 + (tg a)2

)
Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ tg a. Îòñóòñòâóåò âõîæäåíèå ñèíó-
ñà ëèáî êîñèíóñà a, ðàñïîëîæåííîå ïîä ÷åòíîé ñòåïåíüþ. Âñå íåèçâåñòíûå
àðãóìåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé òåêóùåãî íåðàâåíñòâà êðàòíû a
ñ êîýôôèöèåíòàìè 1,2 ëèáî 4.

(b) Âûðàæåíèå êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀ab

(
b = 2a → cos b =

1− (tg a)2

1 + (tg a)2

)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(c) Âûðàæåíèå ÷åòíîé ñòåïåíè ñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀abc

(
b = 2c → (sin a)b =

(
(tg a)2

1 + (tg a)2

)c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó; b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàí-
òîé.

(d) Âûðàæåíèå ÷åòíîé ñòåïåíè êîñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀abc

(
b = 2c → (cos a)b =

1

(1 + (tg a)2)c

)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Âûðàæåíèå ñèíóñà ÷åòûðåõêðàòíîãî óãëà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ äâîéíîãî
óãëà.
Ïðèåì ïîäãîòàâëèâàåò ïåðåõîä ê òàíãåíñó:
∀ab(b = 4a → sin b = 2 sin(2a) cos(2a))

Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ tg a. Â îñòàëüíîì ôèëüòðû àíà-
ëîãè÷íû ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì.
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(f) Âûðàæåíèå òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀ab

(
b = 2a & ¬(cos b = 0) → tg b =

2 tg a

1− (tg a)2

)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèåìàì. Èìååòñÿ óêàçàòåëü, ðåãèñòðèðóþùèé
â ñîïðîâîæäåíèè ïî î.ä.ç. óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ íîâîãî çíàìåíàòåëÿ.

49. Âûðàæåíèå ÷åòíîé ñòåïåíè êîñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀ax

(
(cos x)a =

1

(1 + (tg x)2)(a/2)

)
Ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Èìååòñÿ âíåøíåå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
tg x, ïðè÷åì êàæäîå âíåøíåå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x ðàñïîëîæåíî ïîä òàí-
ãåíñîì. a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. ×èñëî íåèç-
âåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è áîëüøå îäíîé. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3.

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà "ïîâòîð÷èñëî"

Ïðèâåäåì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ ðàáîòó îïåðàòîðà "ïîâòîð÷èñëî".
Â ïåðâîì èç íèõ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

x + y + z = 1
xy + xz + yz = −4
x3 + y3 + z3 = 1

Ïðîöåäóðà ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì ðåàëèçóåò ñëåäóþùèé öèêë îáðàùåíèé ê
îïåðàòîðó "ïîâòîð÷èñëî":

1. Àíàëèçèðóåòñÿ óðàâíåíèå x + y + z = 1. Îíî îñòàâëÿåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
2. Àíàëèçèðóåòñÿ óðàâíåíèå xy +xz + yz = −4. Ïðèìåíÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ

xy, xz: yz+x(y+z) = −4. Ìîòèâèðîâêîé ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëóæèò íàëè÷èå ñóììû
îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ y, z â ïåðâîì è òðåòüåì óðàâíåíèÿõ. Äåëàþòñÿ
ïîìåòêè î íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðíîãî ðàññìîòðåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé.

3. Àíàëèçèðóåòñÿ óðàâíåíèå x3 +y3 +z3 = 1. Ñóììà êóáîâ y3, z3 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñóììó è ïðîèçâåäåíèå: x3 + (y + z)((y + z)2− 3(yz)) = 1. Ìîòèâèðîâêîé ñëóæèò
íàëè÷èå âíåøíèõ âõîæäåíèé ñóììû y+z è ïðîèçâåäåíèÿ yz. Äåëàåòñÿ ïîìåòêà
î íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðíîãî ðàññìîòðåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ.

4. Ñíîâà àíàëèçèðóåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå x + y + z = 1. Âûäåëÿåòñÿ ïîäñóììà
y + z, èìåþùàÿñÿ â îñòàëüíûõ äâóõ óðàâíåíèÿõ: x + (y + z) = 1.

5. Ñíîâà àíàëèçèðóåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå yz + x(y + z) = −4. Îíî íå èçìåíÿåòñÿ.
Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ââîäÿòñÿ íîâûå íåèçâåñòíûå u, v, w äëÿ âûðàæåíèé y +z, yz, x.
Ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

w + u = 1
wu + v = −4
u(−3v + u2) + w3 = 1
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Äàëüíåéøèé õîä ðåøåíèÿ òàêîâ: ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ íåèç-
âåñòíàÿ u; ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ óïðîùàþòñÿ. Îäíî èç íèõ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâ-
íåíèÿ ïîñëå ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè.
Âòîðûì ïðèìåðîì ñëóæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà:{

(sin x)2 + (cos y)2 = 11
16

sin x+y
2

cos x−y
2

= 5
8

Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ òàêîé öèêë îáðàùåíèé:
1. Àíàëèçèðóåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå. Îíî îñòàâëÿåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
2. Àíàëèçèðóåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå. Â íåì ïðîèçâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó: sin x+sin y
2

= 5
8
. Ìîòèâèðîâêîé ñëóæèò íàëè÷èå òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèé ôóíêöèé îò x, y â ïåðâîì óðàâíåíèè. Äåëàåòñÿ ïîìåòêà î íåîá-
õîäèìîñòè ïîâòîðíîãî ðàññìîòðåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ.

3. Ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå. Â íåì êâàäðàò êîñèíóñà âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç êâàäðàò ñèíóñà, òàê êàê ýòîò ñèíóñ èìååòñÿ âî âòîðîì óðàâíåíèè:
(sin x)2+(1−(sin y)2) = 11

16
. Äåëàåòñÿ ïîìåòêà î ïîâòîðíîì ðàññìîòðåíèè âòîðîãî

óðàâíåíèÿ.
4. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå. Îíî íå èçìåíÿåòñÿ.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ââîäÿòñÿ íîâûå íåèçâåñòíûå z, u äëÿ âûðàæåíèé sin y, sin x.
Ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ñîâñåì ïðîñòîé:{

(−z2 + 1) + u2 = 11
16

u+z
2

= 5
8

Íîðìàëèçàòîð "óïðîùïîâòîð" íîðìàëèçàöèè âûðàæåíèé äëÿ âñïîìîãà-
òåëüíûõ íåèçâåñòíûõ

Ïîñëå òîãî, êàê áûëè ââåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå íåèçâåñòíûå è îòíîñèòåëüíî íèõ
ðåøåíà òåêóùàÿ çàäà÷à, ïðîèñõîäèò âîçâðàùåíèå ê èñõîäíûì íåèçâåñòíûì. Ïðè
ðàáîòå íîðìàëèçàòîðà "ïîâòîð÷èñëî" ìîãëè ïîÿâèòüñÿ ãðóïïèðîâêè, íàðóøàþùèå
òåêóùåå ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. äëÿ âûðàæåíèé, îáîçíà÷åííûõ âñïîìîãàòåëüíûìè
íåèçâåñòíûìè. ×òîáû âîññòàíîâèòü ýòî ñîïðîâîæäåíèå, óêàçàííûå âûðàæåíèÿ îá-
ðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óïðîùïîâòîð". Îí âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
óñòðàíÿåò ïîâòîðíûå ñòåïåíè; ïåðåìíîæàåò ñòåïåíè ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè;
óñòðàíÿåò åäèíè÷íûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè. Óñòðàíÿþòñÿ ìèíóñû ïåðåä ðàçíîñòüþ:
−(a − b) = b − a. Åñëè ïîä ÷åòíûì ðàäèêàëîì âîçíèêàåò ñóììà, íåêîòîðîå ñëàãàå-
ìîå êîòîðîé èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ íà ñóììó, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
Òàêèì îáðàçîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ òîò âèä âûðàæåíèÿ ïîä ðàäèêàëîì, êîòîðûé èñ-
ïîëüçóåòñÿ â ñîïðîâîæäàþùåì íåðàâåíñòâå, óêàçûâàþùåì åãî íåîòðèöàòåëüíîñòü.

Íîðìàëèçàòîð ðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ "ñòàíä÷èñëî"

Ïîñëå òîãî, êàê çàäà÷à ðåøåíà, ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ óïðîùåíèå ñîïðîâîæäàþùèõ
óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ òîëüêî èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ
ñïåöèàëüíûå íîðìàëèçàòîðû, îäíèì èç êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ñòàíä-
÷èñëî". Åìó ïåðåäàåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ðàâåíñòâî, íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûõ. Â
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îòëè÷èå îò íîðìàëèçàòîðîâ, îáðàáàòûâàþùèõ íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè, äàííûé
íîðìàëèçàòîð íåñëîæåí. Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. ßâíîå ðàçðåøåíèå ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà.
∀abc(¬(a = 0) → ab = c ↔ b = c/a)

Çäåñü c - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå; a - âñå êîíñòàíòíûå ñîìíîæèòåëè; b - íåâû-
ðîæäåííîå (ò.å. íåêîíñòàíòíîå).
∀abc(a + b = c ↔ b = c− a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ab(−b = a ↔ b = −a)

a - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå, b - íå êîíñòàíòíîå.
Âñå ýòè ïðèåìû ñðàáàòûâàþò ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ÿâíîå", óêàçûâàþ-
ùåãî íà æåëàòåëüíîñòü ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ðàâåíñòâà, ÿâíî ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà.
∀ab(¬(a = b) → ¬(a = b))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê. a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, b -
ñ êîíñòàíòîé.
∀abc(a < b & 0 ≤ c− b → ¬(a = c))

a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé; b, c - ñ êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
áåðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ñëåäóþùèå òðè ïðèåìà àíàëîãè÷íû:
∀abc(a ≤ b & 0 < c− b → ¬(a = c))

∀abc(b ≤ a & 0 < b− c → ¬(a = c))

∀abc(b < a & 0 ≤ b− c → ¬(a = c))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
3. Óñìîòðåíèå íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû.
∀a(¬(a = 0) → ¬(a = 0))

a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìíå0". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïîòåíöèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàâåíñòâ.
∀abc((0 < a) = èñòèíà & (a− 1 = 0) = ëîæü→ loga b = c ↔ b = ac)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâûå èõ ÷àñòè îáðà-
áàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé (ñîîòâåòñòâåí-
íî, "ñòàíäìåíüøå" è "ñòàíä÷èñëî"). Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b äîëæ-
íî áûòü íåêîíñòàíòíûì. Íåîáõîäèìî òàêæå íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ÿâíîå". Çà-
ìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ òàêèì ÿâëåíèåì, êàê ïðîâåðêà óñëîâèé
(0 < a,¬(a − 1 = 0)) íå ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, à íîðìàëèçàòîðàìè, ïðå-
îáðàçóþùèìè èõ â ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû "èñòèíà", "ëîæü". Ïðè÷èíà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïðè çàâåðøàþùåé îáðàáîòêå îòâåòà ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. ìîæåò
áûòü óòåðÿíî: ñîïðîâîæäàþùèå óòâåðæäåíèÿ óïðîùàþòñÿ ëèáî îòáðàñûâàþòñÿ
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èç-çà ñâîåé ëîãè÷åñêîé èçáûòî÷íîñòè. Îáû÷íûå ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû çäåñü
ìîãóò íå ñðàáîòàòü, â òî âðåìÿ êàê íîðìàëèçàòîðû ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäå-
íèé ëåãêî ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé. Ïîäðîáíåå ýòî ÿâëåíèå áóäåò ðàññìîòðåíî â
ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì íåðàâåíñòâàì.

5. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêå ïðè óñìîòðåíèè ëîæíîñòè ðàâåí-
ñòâà, ÿâíî ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé.
∀abcdpq((p ∨ q) & c = (a = b) & c = ëîæü & d = (a = b) & d = ëîæü→ ¬(a = b))

a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, b - ñ êîíñòàíòîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ a âñòðå÷àåòñÿ êàê
â p, òàê è â q. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò ðàâåíñòâî a = b íîðìàëèçà-
òîðîì "ñòàíä÷èñëî" ïðè ðàçíûõ ñïèñêàõ ïîñûëîê: â îäíîì ñëó÷àå äîáàâëÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå p, â äðóãîì - q. Ââîäèìûå ïðè ýòîì êîììåíòàðèè (ïîäñëó÷àè...)
áëîêèðóþò ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà. Åñëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðà-
âåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê êîíñòàíòå "ëîæü", òî íîðìàëèçàòîð çàìåíÿåò åãî íà
äàííóþ êîíñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "îêðóãëçíà÷"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå. Îí ñëóæèò
äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ. Ïðè îáðàùåíèè
ê íîðìàëèçàòîðó ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (÷èñëî n), óêàçûâàþùèé êîëè÷åñòâî n çíà-
êîâ ïîñëå çàïÿòîé, äî êîòîðîãî ïðîèñõîäèò îêðóãëåíèå. Ïîêà äàííûé íîðìàëèçàòîð
ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ ïî õèìèè.

10.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìèíóñ"

Âûðàæåíèå "ìèíóñ(a)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ çíàêà ÷èñëà a. Ïåðå÷èñëèì
ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ, ñîçäàííûå äëÿ ñèìâîëà "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê "òèï" óêàçûâà-
åò, ÷òî îïåðàöèÿ "ìèíóñ" ïðèíèìàåò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ; ñïðàâî÷íèêè "îäç", "òèï-
äàííûõ" - ÷òî îíà îïðåäåëåíà äëÿ ÷èñëîâûõ àðãóìåíòîâ; ñïðàâî÷íèê "àðíîñòü" - ÷òî
îïåðàöèÿ îäíîìåñòíàÿ. Ñïðàâî÷íèê "îáëàñòü" óêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè âõîäèò â åå îáëàñòü çíà÷åíèé; ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" -
÷òî îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîîáðàòíîé. Ñïðàâî÷íèê "ìîíîòîííî" óêàçûâàåò ìîíîòîí-
íîå óáûâàíèå çíà÷åíèÿ îïåðàöèè. Ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë", èñïîëüçóåìûé êîìïèëÿòî-
ðîì ÃÅÍÎËÎÃà, îïðåäåëÿåò îïåðàòîðû ËÎÑà äëÿ èçìåíåíèÿ çíàêà ÷èñëà, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî â ðàçëè÷íûõ ôîðìàòàõ. Ñïðàâî÷íèêè "ìèíóñ", "íåèçâîöåíêà", "çàãîëîâîê"
èñïîëüçóþòñÿ ïðîöåäóðàìè áàçû òåîðåì.

Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà ïåðåä íóëåì

Ïðèåì èìååò áåñêâàíòîðíóþ òåîðåìó −0 = 0 è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Óêàçàòåëü
"íîðìàëèçàòîð" âûäåëÿåò åãî êàê ïðèåì ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè; óêàçàòåëü "ñî-
ïðîâîæäåíèå" - ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òåêóùåå óòâåðæäå-
íèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
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Äâîéíîé ìèíóñ

∀a(−− a = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà â ðàâåíñòâå íóëþ

∀a(a = 0 ↔ −a = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïåðâûéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ââåäåí óêà-
çàòåëü "ñîïðîâîæäåíèå".

Ìèíóñ ïåðåä ðàçíîñòüþ

∀ab(−(b− a) = a− b)

Çàìåòèì, ÷òî â ëîãè÷åñêîì ÿçûêå ñèìâîë "âû÷èòàíèå" îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó ðàç-
íîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ñóììà, èìåþùàÿ ñëàãàåìûå ñ çàãîëîâêîì "ìèíóñ". Ïåðåìåí-
íàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êàêèì-òî îäíèì òàêèì ñëàãàåìûì, b - ñ ñóììîé îñòàëüíûõ
ñëàãàåìûõ. ×òîáû −b áûëî ïðåîáðàçîâàíî ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ñóììû, âûðàæåíèÿ
−b è a − b îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðììèíóñ" è "íîðìïëþñ". Ïåðâûé
èç íèõ íåîáõîäèì, åñëè b èìåëî çàãîëîâîê "ìèíóñ": îí óñòðàíèò äâîéíîé ìèíóñ. Îä-
íàêî, íîðìàëèçàòîð "íîðììèíóñ" íå çàíîñèò "ìèíóñ" âãëóáü ñóììû, âñå ñëàãàåìûå
êîòîðîé íå èìåþò çàãîëîâêà "ìèíóñ". Ïîñëåäíåå áóäåò âûïîëíåíî íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïëþñ", ïðèìåíÿåìûì ê a− b.

Ïðèåì âûïîëíÿåò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Äëÿ íåãî
ââåäåí óêàçàòåëü "íîðìàëèçàòîð". Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò óêàçàòåëü èíèöèèðóåò óñêî-
ðÿþùèé âû÷èñëåíèÿ öèêë ïîïûòîê óïðîùåíèÿ íàäâûðàæåíèé ñðàçó ïîñëå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ òåêóùåãî âûðàæåíèÿ. Óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ýêîíîìèè ÷èñëà ñêàíè-
ðîâàíèé.

Ðàâåíñòâî ñ ìèíóñîì â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé

Íà÷íåì ñ ïðèåìà, ïåðåáðàñûâàþùåãî ìèíóñ èç íåêîíñòàíòíîé â êîíñòàíòíóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà:
∀ab(b− ÷èñëî→ −a = b ↔ a = −b)

a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì, b - ñ êîíñòàíòíûì. Ïðèåì ïðè-
ìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 1 â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå (ðàâåíñòâî íå îáÿçàòåëüíî êîð-
íåâîå). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì ñ òàêîé æå òåîðåìîé:
∀ab(a− ÷èñëî→ a = −b ↔ b = −a)

Çäåñü b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 0,1
â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", ëèáî ïðè ðàññìîòðåíèè äèçúþíêòèâíîãî
óòâåðæäåíèÿ áåðåòñÿ óðîâåíü 0, èíà÷å - 1. Ôèëüòð "íå(öåëü(ðåäàêöèÿ))" áëîêèðóåò
ïðèìåíåíèå ïðèåìà íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Ôèëüòð "âíåøçíàê(è èëè ñó-
ùåñòâóåò)" îãðàíè÷èâàåò ñðàáàòûâàíèÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà âíåøíèå ïî îòíîøåíèþ ê
ðàâåíñòâó ñèìâîëû ñóòü òîëüêî ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè "è", "èëè" ëèáî êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ: â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ñíà÷àëà äîëæíû ñðàáàòûâàòü ïðèåìû, óïðîùàþùèå
ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò. Íàêîíåö, ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ, åñëè ðàâåíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòüþ óæå ïîëó÷åííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ
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çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåðêà àíòåöåäåíòà â äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè íåîáõîäèìà:
èñòèííîñòü èñõîäíîãî ðàâåíñòâà ãàðàíòèðîâàëà, ÷òî a èìååò ÷èñëîâîå çíà÷åíèå. Âìå-
ñòå ñ òåì, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòà èíôîðìàöèÿ, åñëè îíà íå áûëà ïðîäóáëèðîâàíà
ïðî÷èìè óòâåðæäåíèÿìè êîíòåêñòà, áóäåò óòåðÿíà.

Ñëåäóþùèé ïðèåì ïåðåáðàñûâàåò çíàê ìèíóñ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãèå:
∀ab(a− ÷èñëî→ −a = b ↔ a = −b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0 â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå. a - íåèçâåñòíàÿ, íå âñòðå-
÷àþùàÿñÿ â âûðàæåíèè b, ïðè÷åì b íå ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óòâåðæäåíèå èìååò ÷èñëîâûå àòîìàðíûå âûðàæåíèÿ, îòëè÷íûå
îò ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò (íàïðèìåð, "ðàññòîÿíèå(. . .)", "óãîë(. . .)", è ò.ï.).

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ðàçðåøåíèå ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ñâÿ-
çàííîé ïåðåìåííîé âíåøíåãî êâàíòîðà:
∀ab(a− ÷èñëî→ −a = b ↔ a = −b)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Ïåðåìåííàÿ a âñòðå÷àåòñÿ â ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå
âíåøíåãî êâàíòîðà, ïðè÷åì îòñóòñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîå âõîæäåíèå äðóãîãî êâàíòî-
ðà, ñâÿçûâàþùåãî íåêîòîðûå ïåðåìåííûå âûðàæåíèÿ b.

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìàõ ïåðåíåñåííûé íà íîâîå ìåñòî "ìèíóñ" îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììèíóñ".

Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ñóììû íóëþ, åñëè ðàâíà íóëþ ñóììà ñ èçìåíåííû-
ìè çíàêàìè

∀ab(a− b = 0 → b− a = 0)

Óêàçàòåëü "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)" çàñòàâëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü −b â àíòåöå-
äåíòå êàê ìíîæåñòâî âçÿòûõ ñ îáðàòíûì çíàêîì ñëàãàåìûõ ñóììû b. Òàêèì îáðàçîì
îáåñïå÷èâàåòñÿ óñìîòðåíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñóìì ñ èçìåíåíèåì çíàêà ó ìíîãèõ
ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îïðåäåëÿåò ïðèåì, êîòîðûé áóäåò çàìåíÿòü
íå âûðàæåíèå b − a íà 0, à ðàâåíñòâî b − a = 0 íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà".
Àíàëîãè÷íûé ïðèåì äëÿ òîæäåñòâåííîé çàìåíû, òðåáóþùèé äîñòàòî÷íî ÷àñòûõ ïî-
ïûòîê ïðèìåíåíèÿ, èìååò áîëåå âûñîêèé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ. Ôèëüòð "óðîâåíü(0
3)" îáåñïå÷èâàåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñíà÷àëà íà óðîâíå 0, à çàòåì (ïðè èç-
ìåíåííîì ñïèñêå ïîñûëîê, â êîòîðîì óæå ìîæåò îêàçàòüñÿ íóæíûé àíòåöåäåíò) - íà
óðîâíå 3.

Èìååòñÿ åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà - ñ òîé æå òåîðåìîé, íî áåç óêàçàòåëÿ
"ýêâèâàëåíòíî". Îíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 1 è 3.
∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(b− a = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó, íî áåç óêàçàòåëÿ "ýêâèâàëåíòíî".
∀ab((a− b = 0 ↔ b− a = 0) ↔ èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abP (a− b = 0 ∨ b− a = 0 & P ↔ a− b = 0)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Óêàçàòåëü "äèçúþíêòîïåðàíä" îòìåíÿåò îáîáùåí-
íóþ èäåíòèôèêàöèþ äèçúþíêöèè.
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Âíåñåíèå ìèíóñà â ñîìíîæèòåëü, èìåþùèé âèä ðàçíîñòè

Ýòîò ïðèåì îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ íà ýòàïå çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ, äëÿ áîëåå
êîìïàêòíîé ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà.
∀abcde(a − rational & ¬(÷èñëèòåëü(a) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) → −(b −
c)ad/e = (c− b)ad/e)

Ôèëüòð "èëè(è(òèï(ïðåîáðàçîâàòü) öåëü(ó÷åòðåçóëüòàòà)) è(òèï(îïèñàòü) öåëü(ðå-
äàêöèÿ)))" óêàçûâàåò íà ñèòóàöèþ ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïàðàìåòðû a, d ìîãóò ïðèíèìàòü âûðîæäåííûå
åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1. Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà
àíàëîãè÷íû:
∀abcd(a−rational & ¬(÷èñëèòåëü(a)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) → −b(c−d)a =
b(d− c)a)

∀abcde(a− rational & ¬(÷èñëèòåëü(a)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) → −e/((b−
c)ad) = e/((c− b)ad))

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì çàíåñåíèÿ ìèíóñà ïîä ðàçíîñòü, ïðèìåíÿåìûé â ëþáûõ
ñèòóàöèÿõ, à íå òîëüêî ïðè ðåäàêòèðîâàíèè:
∀abc(

√
−a(b− c) =

√
a(c− b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâîãî ðàâåíñòâà ñ ìèíóñîì

∀ab(0 < a → b2 = −a ↔ ëîæü)
Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå äëÿ êîíòðîëÿ íåðåàëèçóåìûõ ïîäñëó-
÷àåâ. Áîëüøîå ÷èñëî ïðèåìîâ òàêîãî òèïà ñîçäàíî â ãåîìåòðèè. Íà íàëè÷èå âíåø-
íåãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ óêàçûâàåò ôèëüòð "öåëü(êîíòðîëü)". Ïîâîäîì äëÿ ïîïûòêè
óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ñëóæèò îáíàðóæåíèå "ïîäîçðèòåëüíîãî" ðàâåíñòâà êâàä-
ðàòà âûðàæåíèþ, íà÷èíàþùåìóñÿ ñ ìèíóñà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèåìû îòñå÷åíèÿ íåðåàëèçóåìûõ ïîäñëó÷àåâ äîëæíû èìåòü óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ íå âûøå 2 - èíà÷å ïîäñëó÷àé ïîïàäåò â íàêîïèòåëü îòâåòà.

Ìèíóñ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà

∀ab(−a = −b ↔ a = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Ðàâåíñòâî íåîòðèöàòåëüíîãî è íåïîëîæèòåëüíîãî âûðàæåíèé

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b & a = −b → a = 0 & b = 0)

Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èç-
âåñòíî" (òàêèå çàäà÷è òèïè÷íû äëÿ ãåîìåòðèè, ôèçèêè, õèìèè è äðóãèõ ïðåäìåòíûõ
îáëàñòåé, ãäå ïðåîáëàäàþò ïðîöåññû âûâîäà ñëåäñòâèé). Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ
â ïîñûëêàõ; ïåðâûå äâà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîïûòêè èõ
îáðàáîòêè - î÷åíü ïîâåðõíîñòíûå, èç-çà ñèëüíûõ îãðàíè÷èòåëåé òðóäîåìêîñòè "Îá-
ðûâ(1 10000)", "Îáðûâ(2 10000)".
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Ðàâåíñòâî âèäà A = −A

∀a(a− ÷èñëî→ a = −a ↔ a = 0)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.

Ìèíóñ ïåðåä ìèíóñ-áåñêîíå÷íîñòüþ

Òàê êàê ìèíóñ-áåñêîíå÷íîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì
"ìèíóñáåñê", äëÿ óñòðàíåíèÿ ìèíóñà ïåðåä íåé íóæåí îòäåëüíûé ïðèåì (â ôîðìóëü-
íîé çàïèñè ñèìâîë "ìèíóñáåñê" ïðîðèñîâûâàåòñÿ êàê −∞):
−−∞ = ∞

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ íóëåâîé.

Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíîé ðàçíîñòè êîíñòàíòå

∀abc(a− b = c → b− a = −c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äëÿ òåêóùåãî ðàññìàòðèâàåìîãî âûðàæåíèÿ
b− a, èìåþùåãî ñëàãàåìûå ñî çíàêîì "ìèíóñ", â êîíòåêñòå èùåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîòè-
âîïîëîæíîé ðàçíîñòè a− b êîíñòàíòå c. Ïîñëå ýòîãî âûðàæåíèå b− a çàìåíÿåòñÿ íà
−c. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììèíóñ"

Íîðìàëèçàòîð âûïîëíÿåò ïðîñòåéøèå äåéñòâèÿ: îòáðàñûâàåò ìèíóñ ïåðåä íóëåì;
óäàëÿåò äâîéíûå ìèíóñû; âíîñèò ìèíóñ ïîä çíàê ðàçíîñòè; ïðåîáðàçóåò ñèìâîëû
ïëþñ-ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè, ïðåäâàðÿåìûå ìèíóñîì. Êðîìå òîãî, â íåì èìååòñÿ ïðè-
åì, îòáðàñûâàþùèé ìèíóñ ïåðåä "Î áîëüøèì", èñïîëüçóåìûé ïðè âû÷èñëåíèè ïðå-
äåëîâ.

Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùìèíóñ"

Íîðìàëèçàòîð îòíîñèòñÿ ê ñåðèè íîðìàëèçàòîðîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðîöåäóðîé "ñâåðò-
êà" ïðè çàâåðøàþùåé êîìïàêòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêå îòâåòà. Íàçâàíèÿ òàêèõ íîð-
ìàëèçàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çàãîëîâêàì ïðåîáðàçóåìûõ âûðàæåíèé,
îïðåäåëÿþòñÿ ñïðàâî÷íèêîì "íîðìóïðîñòèòü". Âñå ýòè íàçâàíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ ïðè-
ñòàâêè "óïðîù".

Íîðìàëèçàòîð "óïðîùìèíóñ" èìååò ïðèåìû, âíîñÿùèå ìèíóñ ïîä çíàê ðàçíîñòè
- îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè, ïåðåä êîòîðîé íàõîäèòñÿ
ìèíóñ. Òàêèå ïðèåìû (äëÿ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è) âûøå óæå ðàññìàòðèâàëèñü. Êðî-
ìå òîãî, èìåþòñÿ ïðèåìû, âíîñÿùèå ìèíóñ ïîä çíàê ðàçíîñòè, ðàñïîëîæåííîé ïîä
íå÷åòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Íîðìàëèçàòîð "óðàâíìèíóñ"

Íîðìàëèçàòîð îòíîñèòñÿ ê ñåðèè íîðìàëèçàòîðîâ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, ïðè-
ìåíÿåìûõ ïðîöåäóðîé "íîðìóðàâí". Îíà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â óêàçàòåëÿõ íîðìàëè-
çàöèè ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà, îòíîñÿùèõñÿ ê óðàâíåíèÿì è íåðàâåíñòâàì ýëåìåíòàðíîé
àëãåáðû. Íàçâàíèÿ íîðìàëèçàòîðîâ äàííîãî òèïà îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàãîëîâêó ïðåîá-
ðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ ñïðàâî÷íèêîì "íîðìíåèçâ".
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Íîðìàëèçàòîð "óðàâíìèíóñ" èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, îñíîâàííûé íà ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìå:
∀ab(b = a → −a = −b)

Ýòîò ïðèåì âñåãî ëèøü ïåðåàäðåñóåò ïðîöåäóðå "íîðìóðàâí" (ê íåé îáðàùàåòñÿ àíòå-
öåäåíò) îáðàáîòêó âûðàæåíèÿ a, ðàñïîëîæåííîãî ïîä ìèíóñîì. Íåîáõîäèìî íàëè÷èå
êîììåíòàðèÿ "íîðìóðàâí", îïðåäåëÿþùåãî ñêâîçíóþ îáðàáîòêó ïîäâûðàæåíèé.

10.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïëþñ"

Âûðàæåíèå "ïëþñ(a1 . . . an)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå a1 +
. . .+an, îáîçíà÷àåò ñóììó ÷èñåë a1, . . . , an. Íà÷íåì ñ ïåðå÷íÿ ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêîâ,
ñîçäàííûõ äëÿ ñèìâîëà "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê "òèï" óêàçûâàåò ÷èñëîâîé òèï çíà÷åíèé
îïåðàöèè; ñïðàâî÷íèêè "àññîöèàòèâíî" è "êîììóòàòèâíî" - ÷òî îïåðàöèÿ àññîöèàòèâ-
íàÿ è êîììóòàòèâíàÿ. Ñïðàâî÷íèê "àðíîñòü" äàåò çíà÷åíèå àðíîñòè 2, îäíàêî â ñî÷å-
òàíèè ñî ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îïåðàöèþ îò ëþáî-
ãî ÷èñëà îïåðàíäîâ, áîëüøåãî åäèíèöû. Ñïðàâî÷íèê "îäç" èìååò òåîðåìó ïðèåìà âè-
äà "äëÿëþáîãî(õ1 õ2 ýêâèâàëåíòíî(îïðåäåëåíî(ïëþñ õ1 õ2)è(÷èñëî(õ1)÷èñëî(õ2))))".
Õîòÿ â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåñòíûé ñëó÷àé, êîìïèëÿòîð ñîçäàåò ïðîãðàììó ïðè-
åìà äëÿ îáðàáîòêè ñóììû ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Îíà íàõîäèò âñå ñëàãàåìûå, äëÿ
êîòîðûõ èç êîíòåêñòà íå óñìàòðèâàåòñÿ èõ ÷èñëîâîé òèï (ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "óñì-
÷èñëî"), è âûäàåò êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé î òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ - ÷èñëà.
Ñïðàâî÷íèê "òèïäàííûõ" èìååò òàêóþ æå òåîðåìó ïðèåìà. Ñïðàâî÷íèê "ñóììàâñåõ"
óêàçûâàåò, ÷òî èìååòñÿ "âåêòîðíûé" àíàëîã ñóììû, ïðèìåíÿåìûé ê êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîâûì ñåìåéñòâàì - îïåðàöèÿ "ñóììàâñåõ". Ñïðàâî÷íèê "îáëàñòü" ãîâîðèò î òîì, ÷òî
çíà÷åíèåì ñóììû ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" îïðåäåëÿ-
åò åäèíèöó îïåðàöèè - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "0". Ñïðàâî÷íèê "ìîíîòîííî" óêàçûâàåò,
÷òî çíà÷åíèå îïåðàöèè ìîíîòîííî íåóáûâàåò ïðè ìîíîòîííîì íåóáûâàíèè îïåðàíäà.
Ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë" èñïîëüçóåòñÿ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà. Îí ïðåäëàãàåò îïå-
ðàòîðíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû, â çàâèñèìîñòè îò òèïà äàííûõ ñëàãàå-
ìûõ. Îäèí èç ïðèåìîâ ýòîãî ñïðàâî÷íèêà ôîðìèðóåò îïåðàòîð äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàò-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" ñîïîñòàâëÿåò
îïåðàöèè n - êðàòíîãî ñëîæåíèÿ ÷èñëà ñ ñàìèì ñîáîé îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ýòîãî ÷èñ-
ëà íà n. Ñïðàâî÷íèê "çíàêñóììû" óêàçûâàåò íà îïåðàöèþ "ìèíóñ" êàê äîïóñêàþùóþ
âíåñåíèå ïîä çíàê ñóììû. Ñïðàâî÷íèê "âíóòðçàìåíà" èãðàåò àíàëîãè÷íóþ ðîëü, íî
åãî âõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò îáà ñèìâîëà "ïëþñ" è "ìèíóñ", è îí òîëüêî ïðîâåðÿåò
âîçìîæíîñòü âíåñåíèÿ îäíîìåñòíîé îïåðàöèè ïîä äâóìåñòíóþ. Ñïðàâî÷íèêè "ãðóï-
ïèðîâêè", "ðàçäåëåíèå", "ãðóïïèðîâêà", "çàãîëîâîê", "íåèçâîöåíêà" èñïîëüçóþòñÿ
ïðè âûâîäå â áàçå òåîðåì è àâòîìàòè÷åñêîì ñèíòåçå ïðèåìîâ.

Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

Äëÿ óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ ñóìì ñëóæèò ïðèåì ñ çàãîëîâêîì "ñïóñêîïåðàíäîâ", áà-
çèðóþùèéñÿ íà òåîðåìå "êîììóòàòèâíî(ïëþñ)". Íà ýòîé æå òåîðåìå îñíîâàí ïðèåì
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ñëàãàåìûõ, èìåþùèé çàãîëîâîê "ëåêñóïîðÿäî-
÷åíèå". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 0. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íóëåâîãî ñëà-
ãàåìîãî èìååòñÿ ïðèåì ∀a(a + 0 = a). Îí ïðèìåíÿåòñÿ íà íóëåâîì óðîâíå áåç îãðàíè-
÷åíèé, äàæå â ñîïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿõ. Óêàçàòåëü "íîðìàëèçàòîð"
èíèöèèðóåò äîïîëíèòåëüíîå óïðîùåíèå íàäòåðìîâ.
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Ñëîæåíèå äåñÿòè÷íûõ ñëàãàåìûõ

∀abcd(c = a + b → a + b + d = c + d)

a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè çàïèñÿìè. Àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò íîðìàëèçà-
òîð "ñëîæèòü". Óêàçàòåëü "íîðìàëèçàòîð" èíèöèèðóåò ïîïûòêè óïðîùåíèÿ íàäòåð-
ìîâ. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.

Ñëîæåíèå ïðîñòûõ äðîáåé

Åñëè â ñóììå âñòðå÷àþòñÿ äâå ïðîñòûå äðîáè ëèáî ïðîñòàÿ äðîáü è äåñÿòè÷íàÿ çà-
ïèñü, òî îíè ñêëàäûâàþòñÿ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé ñìåøàííûõ äðîáåé - ñóì-
ìû öåëîãî ÷èñëà è ïðîñòîé äðîáè òîãî æå çíàêà. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò òàêîé æå âèä,
êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàäîïåðàöèåé ñóììû ÿâëÿþòñÿ óìíî-
æåíèå, äðîáü ëèáî ñòåïåíü, òî ñêëàäûâàþòñÿ äàæå êîìïîíåíòû ñìåøàííîé äðîáè.
Îäíàêî, ýòîãî íå ïðîèñõîäèò, åñëè âíåøíåå óìíîæåíèå èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì
åäèíèöó èçìåðåíèÿ. Äëÿ ñëîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ñëîæèòüäðîáè".

Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìèíóñà âñåõ ñëàãàåìûõ

Îáùèé ìèíóñ âñåõ ñëàãàåìûõ âûíîñèòñÿ çà ñêîáêó òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî óñìàòðè-
âàåòñÿ âîçìîæíîñòü äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóþùèõ ýòîò ìèíóñ. Ïðèåì
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Åãî òåîðåìà èìååò âèä:
∀ab(−a− b = −(a + b))

Óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" äàåò âîçìîæíîñòü îáðàáàòûâàòü ëþáîå ÷èñëî ñëàãà-
åìûõ, íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîå äâóì. Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó-
÷àÿõ:

1. Ñóììà ñëóæèò îïåðàíäîì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ñèìâîëîâ: "äåëèò", "öåëîå",
"÷èñëèòåëü", "çíàìåíàòåëü", "ðàöèîíàëüíîå", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü",
"ìîäóëü", "ñèãíóì", "ñèíóñ", "êîñèíóñ", "òàíãåíñ", "ñåêàíñ", "êîñåêàíñ", "àðê-
ñèíóñ", "àðêêîñèíóñ", "àðêòàíãåíñ", "àðêêîòàíãåíñ", "Óìíîæåíèå".

2. Ñóììà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì îïåðàíäîì îïåðàöèè "óìíîæâåêò".
3. Ñóììà ðàñïîëîæåíà ïîä êâàäðàòíûì ðàäèêàëîì, óìíîæàåìûì íà ìíèìóþ åäè-

íèöó.
4. Ñóììà ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îäíîãî èç îòíîøåíèé "ðàâíî", "ìåíüøå", "ìåíüøå-

èëèðàâíî". Ëèáî ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä èìååò çíàê ìèíóñ, ëèáî îí ðàâåí 0,
ëèáî ñóììà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä íå ñîäåðæèò,
ëèáî ñóììà íåêîíñòàíòíàÿ, à ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä êîíñòàíòíûé.

5. Ñóììà ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì, èìåþùèì
íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü.

Äîïîëíèòåëüíî ââåäåí îãðàíè÷èòåëü, áëîêèðóþùèé ïðèåì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ìîæåò áûòü íàðóøåíà ñïåöèàëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ íåðàâåíñòâ äëÿ âåùåñòâåííûõ è
ìíèìûõ ÷àñòåé, îïèñûâàþùèõ îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ó ýòèõ íåðàâåíñòâ
íîëü äîëæåí íàõîäèòüñÿ â ëåâîé ÷àñòè. Ïðè âûíåñåíèè ìèíóñà íàðóæó ïðîèçîéäåò
ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, è ñòàíäàðòèçàöèÿ íàðóøèòñÿ.
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Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîçäàíû íåñêîëüêî
ïðèåìîâ. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî è íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìîãî:
∀abcd(d = b + c → ab + ac = da)

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè çàïèñÿìè. Åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ
âåëèêî (áîëüøå 15), òî ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1, èíà÷å - íà óðîâíå 0. Íåáîëü-
øàÿ çàäåðæêà ñðàáàòûâàíèÿ íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû óñïåòü ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîìó
âèäó îäíî÷ëåíû, ïîÿâèâøèåñÿ ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê - ïåðåìíîæèòü ñòåïåíè ñ
îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè, âûíåñòè íàðóæó çíàêè, è ò.ï. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëå-
íîâ äëÿ íåîáðàáîòàííûõ ñëàãàåìûõ äàåò áîëüøîå ÷èñëî õîëîñòûõ ïîïûòîê è, â ñëó÷àå
äëèííîé ñóììû, ìîæåò îùóòèìî çàìåäëèòü ðåøåíèå. Âïðî÷åì, îáû÷íî ðàñêðûâàíèå
ñêîáîê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïàêåòíûì íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ", êîòîðûé îäíîâðå-
ìåííî ïðèâîäèò ïîäîáíûå ÷ëåíû. Íà äîëþ ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è îñòàåòñÿ
ëèøü íåáîëüøàÿ ÷àñòü ýòîé ðàáîòû.

×òîáû íå äóáëèðîâàòü ðàññìîòðåíèå ïàð ñëàãàåìûõ, ââåäåí ôèëüòð "ïîñòïîçè-
öèÿ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 1 1))". Â ðåçóëüòàòå ñ âûðàæåíèåì ac áóäóò èäåíòèôèöè-
ðîâàòüñÿ òîëüêî òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â ñóììå ïðàâåå ñëàãàåìîãî ab.
Óêàçàòåëè "íàáîðîïåðàíäîâ(ôèêñ(0 1 1))", "íàáîðîïåðàíäîâ(ôèêñ(0 1 2))" îïðåäåëÿ-
þò ðåæèì âûäåëåíèÿ îáùåé ÷àñòè a äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëàãàåìûõ áåç ó÷àñòèÿ
òðóäîåìêîãî îïåðàòîðà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå": îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íîå ïåðåñå÷å-
íèå ñïèñêîâ ñîìíîæèòåëåé äâóõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëè "åäèíèöà(1 õ2 õ3)", "çàìåíà-
çíàêà(ìèíóñ õ2 õ3)" ðàçðåøàþò êîýôôèöèåíòàì b, c îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó è îòíîñÿò
ê íèì çíàêè "ìèíóñ" ïåðåä ñëàãàåìûìè. Àíòöåäåíò, ñêëàäûâàþùèé êîýôôèöèåíòû,
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

Ñëåäóþùèå òðè ïðèåìà ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àÿì äðîá-
íûõ ñëàãàåìûõ:

∀abcde

(
e = a + cd → ab

c
+ db =

eb

c

)
∀abdefpq

(
p = bf + de & q = df → ab

d
+

ae

f
=

pa

q

)
∀abcdefpq

(
p = bf + de & q = df → ab

cd
+

ae

cf
=

pa

qc

)
Â ïåðâîì ñëó÷àå îäíî ñëàãàåìîå äðîáíîå, äðóãîå - íåò. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìå-

åòñÿ íååäèíè÷àÿ îáùàÿ ÷àñòü c äâóõ çíàìåíàòåëåé, à âî âòîðîì - åå íåò. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ òðåõ ïðèåìîâ ðàâíû 0, â îñòàëüíîì îíè àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííî-
ìó âûøå ïðèåìó. Åñëè òðåòèé ïðèåì ñíàáäèòü óêàçàòåëåì "åäèíèöà(1 c)", òî âòîðîé
ïðèåì áóäåò íå íóæåí, íî ïðîèçîéäåò íåáîëüøîå çàìåäëåíèå èäåíòèôèêàöèè.

Êðîìå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ñëóæàò äåñÿòè÷-
íûå çàïèñè, ââåäåíû äâà ïðèåìà äëÿ ñëó÷àÿ êîíñòàíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîëü-
íîãî âèäà. Îíè èìåþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀abc(ab + ac = a(b + c)).
Çäåñü b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè, a - ñ íåêîíñòàíòíûì
âûðàæåíèåì. Îäèí ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "èçâåñòíî", äðóãîé - ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà òàêîé çàäà÷è. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2 è 3.
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Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè

Åñëè ñóììà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî ïðè ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ êîýôôèöè-
åíò ôîðìèðóåòñÿ èç âñåõ èçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé îäíî÷ëåíà. Òåîðåìà ïðèåìà òàêàÿ
æå, êàê âûøå:
∀abc(ab + ac = a(b + c))

Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, a - ñîäåðæèò. Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà îïè-
ñàíèå, èññëåäîâàíèå ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîäâûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, è çàäà÷å íà ïðåîáðà-
çîâàíèå ïåðåäàåòñÿ öåëü (íåèçâåñòíûå . . .) èç âíåøíåé çàäà÷è. Óêàçàòåëè "íàáîðî-
ïåðàíäîâ(ôèêñ(0 1 1))", "íàáîðîïåðàíäîâ(ôèêñ(0 1 2))" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ
a ïî ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ ñîìíîæèòåëåé äâóõ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 1.

Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü (íåçàâèñèò y1 . . . ym), ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöè-
åíòîâ b, c ñîäåðæèò êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ yi, i ∈ {1, . . . ,m}, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Ýòî äåëàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî äëÿ óñòðàíåíèÿ çàâèñèìîñòè îòâåòà îò yi èñïîëüçóåòñÿ àëü-
òåðíàòèâíàÿ ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ â ÷ëåí âèäà (t1+. . . tk)F (yi). Ïîñëå ãðóïïèðîâêè
íå ñîäåðæàùàÿ yi ñóììà t1+. . . tk ïðèðàâíèâàåòñÿ íóëþ, è òàêèì îáðàçîì çàâèñèìîñòü
ñíèìàåòñÿ.

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ òàêæå äëÿ ñóìì, ðàñïîëîæåííûõ ïîä çíàêîì òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé îïåðàöèè, òàê êàê çäåñü óäîáíåå ïðåäñòàâëÿòü àðãóìåíò â âèäå ñóììû. Íàêîíåö,
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî êâàíòîðà ëèáî îïèñàòåëÿ, ñâÿçûâàþùåãî
ïåðåìåííûå ñóììû.

Äðîáíûå êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ è íåðàâåíñòâàõ îáû÷íî èñêëþ÷àþòñÿ äðó-
ãèìè ïðèåìàìè. Îäíàêî, äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé áûë ââåäåí ïðèåì, ïðèâîäÿùèé
íåèçâåñòíûå ïîäîáíûå ÷ëåíû äðîáíîãî âèäà:

∀abcdx

(ax

b
+

cx

d
=
(a

b
+

c

d

)
x
)

Ïåðåìåííûå a, b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè áåç íåèçâåñòíûõ, x - ñ âûðà-
æåíèåì, èìåþùèì íåèçâåñòíûå. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "îáëàñòüãðàíèöû", òî óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å îí ðàâåí 2. Òàêàÿ öåëü ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü â çàäà÷àõ
íà êðàòíûå èíòåãðàëû ïðè îïðåäåëåíèè ïëîñêîé îáëàñòè, çàäàííîé ñâîèìè ãðàíè÷-
íûìè ëèíèÿìè.

Ïîïûòêà âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ

Ïîïûòêà ïðåäïðèíèìàåòñÿ â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóì-
ìà êîðíåâàÿ. Òåîðåìà ïðèåìà - òàêàÿ æå, êàê ïðè ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, íî
èìååòñÿ óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)", îïðåäåëÿþùèé îáðàáîòêó ñðàçó âñåõ ñëàãà-
åìûõ. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 1. Îäíà èç íèõ îïðå-
äåëÿåò îáùèé ìíîæèòåëü ïî ïåðåñå÷åíèþ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé. Äðóãàÿ - èñïîëüçóåò
áîëåå ñèëüíûé îïåðàòîð "àëãåáðïåðåñå÷åíèå", ïîçâîëÿþùèé èçâëåêàòü íåÿâíûå îá-
ùèå ìíîæèòåëè, îäíàêî îíà ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü â çàäà÷àõ íà óïðîùåíèå ïðîèçâîäíîé.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷èòåëè ñðàáàòûâàíèÿ, ó÷èòûâàþ-
ùèå ñïåöèàëüíûå öåëåâûå óñòàíîâêè (íàïðèìåð, ðàñêðûâàíèå ñêîáîê).
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Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû

Åñëè ñóììà, çàêëþ÷åííàÿ ïîä çíàêîì "ìèíóñ", ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì âíåøíåé ñóììû,
òî çíàê "ìèíóñ" âíîñèòñÿ ïîä ñóììó.
∀abc(c− (a + b) = c− a− b)

Ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ", êîòîðûé èìååò òàêîé
æå ïðèåì. Ïîýòîìó çíàê "ìèíóñ" îêàçûâàåòñÿ îòíåñåííûì ê îòäåëüíûì ñëàãàåìûì
ñóììû a + b, äàæå åñëè èõ ÷èñëî áûëî áîëåå äâóõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.

Ãðóïïèðîâêà âñåõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

Çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ ñëó÷àåâ, âñå íåíóëåâûå ñëàãàåìûå íàõîäÿùåãîñÿ â óñëîâèè
çàäà÷è ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà áåç íåèçâåñòíûõ ãðóïïèðóþòñÿ â ëåâîé ÷àñòè. Òåîðåìà
ïðèåìà èìååò âèä:
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b ↔ a− b = 0)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b íå ÿâëÿþòñÿ íóëÿ-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå íóëÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íå ïðèâîäèò ê ñðàáàòûâà-
íèþ äàííîãî ïðèåìà, îäíàêî åñëè ïðèåì ñðàáàòûâàåò, òî íóëü îêàçûâàåòñÿ â ïðàâîé
÷àñòè. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàâåíñòâî ëèáî ðàñïîëàãàëîñü
ïîä îòðèöàíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ ïîñûëêîé èëè óñëîâèåì (òàêèå îòðèöàíèÿ íàçûâàåì
"êîðíåâûìè"), ëèáî íàõîäèëîñü â óñëîâèè çàäà÷è, ëèáî ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ïîñûëêó
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïðèâåäåì ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñðàáàòûâà-
íèå ïðèåìà:

1. Âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
(a) Çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü";
(b) Ðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Åñëè ïðîèñõîäèò ðåäàêòèðîâàíèå îò-

âåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ðàâåíñòâî íå ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì, òî îíî íå èìååò âèäà x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ
â t.

(c) Ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì, îòëè÷íûì îò ñèìâîëîâ
"ñóùåñòâóåò", "äëÿëþáîãî", "è", "èëè", "íå".

2. Åñëè ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé
"ñòàíäìåíüøå", óêàçûâàþùèé, ÷òî óæå íà÷àòî ðàçðåøåíèå ñîïðîâîæäàþùèõ
óñëîâèé îòíîñèòåëüíî èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

3. Òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå íå èìååò öåëè (èçâåñòíî . . .).
4. Òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå íå ñâÿçàíà ñ ñåìàíòè÷åñêèì àíàëèçîì ôðàçû.
5. Íè îäíî èç âûðàæåíèé a, b íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, ñâÿçàííîé âíåøíèì îïèñà-

òåëåì ëèáî êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.
6. Åñëè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, â êîòîðîì îòñóò-

ñòâóþò ñâÿçàííûå âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè ïåðåìåííûå, òî íè îäíà
èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ îòëè÷íûì îò ïåðåìåííîé ÷èñëîâûì àòîìîì, íå
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âõîäÿùèì â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëîâûìè àòîìàìè ìû
óñëîâèëèñü íàçûâàòü ÷èñëîâûå ïåðåìåííûå, à òàêæå òàêèå ÷èñëîâûå âûðàæå-
íèÿ f(t1 . . . tn), ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ti èìååò íå÷èñëîâîå çíà÷åíèå. Ïðèìåðû
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ - "ìàññà(A)", "ðàññòîÿíèå(AB)", è ò.ï.

7. Åñëè ðàâåíñòâî íå èìååò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ è íå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî, òî íè îäíà èç åãî ÷àñòåé íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì àòîìîì.
Êðîìå òîãî, â ýòîé ñèòóàöèè îáå ÷àñòè îäíîâðåìåííî ëèáî èìåþò, ëèáî íå èìåþò
÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû ñëàãàåìûõ îäíîãî çíàêà

Åñëè âñå ñëàãàåìûå èìåþò îäèí è òîò æå íåñòðîãèé çíàê, à ñóììà èõ ðàâíà íóëþ,
òî êàæäîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0. Ýòîò ïðèåì âñòðå÷àåòñÿ â èñêóññòâåííî ñîñòàâëåííûõ
çàä÷àõ. Îäíàêî, ïîïûòêè ïðèìåíÿòü åãî áåç îãðàíè÷åíèé ê ëþáûì ðàâåíñòâàì ñóììû
íóëþ ìîãëè áû ïðèâåñòè ê íåîïðàâäàííî áîëüøèì çàòðàòàì òðóäîåìêîñòè. Ïîýòîìó
ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ òàêîãî òèïà, îðèåíòèðîâàííûõ íà ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè.
∀ab(a ≤ 0 & b ≤ 0 → a + b = 0 ↔ a = 0 & b = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî - êîð-
íåâîå ëèáî íàõîäèòñÿ ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Ñëàãàåìîå a èìååò ñâîèì ñîìíîæè-
òåëåì ñòåïåííîå âûðàæåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïðè-
åìàìè ðàçäåëà, ïîâûøåí (ðàâåí 5), òàê êàê ñèòóàöèÿ ñî âñåìè íåïîëîæèòåëíûìè
ñëàãàåìûìè ìåíåå âåðîÿòíà, ÷åì ñèòóàöèÿ ñî âñåìè íåîòðèöàòåëüíûìè. Íàïðèìåð,
ïðèåì, âûíîñÿùèé íàðóæó îáùèé ìèíóñ, ïðåîáðàçóåò ïåðâóþ âî âòîðóþ.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → a + b = 0 ↔ a = 0 & b = 0)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû ñëàãàåìîå a èìåëî ñòåïåííîé ìíîæèòåëü ñ íåêîíñòàíòíûì îñíîâàíèåì. Ïðèåì
íå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè öåëè "ñòàíäðàâíî". Òàêàÿ öåëü èìååòñÿ ó âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷ íà îïèñàíèå, ðàçðåøàþùèõ ãðóïïó ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.
Íàïðèìåð, îíà ÷àñòî âîçíèêàåò â ãåîìåòðèè. Â ýòèõ ñèòóàöèÿõ ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà
ìàëîâåðîÿòíî. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ðàâåíñòâî íàõîäèëîñü ïîä êîðíåâûì îòðèöà-
íèåì, à çàìåíÿþùèé òåðì ñîäåðæèò äèçúþíêöèþ. Çàìåòèì, ÷òî äèçúþíêöèÿ ìîæåò
ïîÿâèòüñÿ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà "íîðì÷èñëî", îáðàáàòûâàþùåãî îáà
ðåçóëüòèðóþùèõ ðàâåíñòâà.

Íà ïðåäûäóùåé òåîðåìå îñíîâàíû åùå äâà ïðèåìà. Â ïåðâîì èç íèõ ñëàãàåìîå
a äîëæíî èìåòü ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ìîäóëü íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ. Âî âòîðîì -
âñå ñëàãàåìûå èìåþò çíàê "ïëþñ", ïðè÷åì a èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ
íåêîíñòàíòíûì îñíîâàíèåì. Îáà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0. Âòîðîé èç íèõ
èìååò ñèëüíûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè äëÿ ïðîâåðîê íåðàâåíñòâ. Ñîçäàí àíàëîã
âòîðîãî ïðèåìà äëÿ íåïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Îí òîæå ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
0. Íàêîíåö, ïðèâåäåì åùå äâà ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííûõ íà ÷àñòíûå ñëó÷àè:
∀abcd(0 < a & 0 < c → a

√
b + c

√
d = 0 ↔ b = 0 & d = 0)

∀ab(a
2 + b2 = 0 ↔ a = 0 & b = 0)

Îáà ïðèåìà ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå. Â ïåðâîì èç íèõ a, c èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ëèáî ðàâåíñòâî íàõîäèëîñü âíå êâàíòîðîâ è îïèñàòåëåé, ñâÿçûâàþùèõ åãî ïåðåìåí-
íûå, ëèáî ÿâëÿëîñü îïåðàíäîì êîíúþíêöèè èëè îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðâûé ïðèåì
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3, âòîðîé - íà óðîâíå 1.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 527

Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè âñåõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ

Íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ ãðóïïèðóþòñÿ ðåøàòåëåì â ëåâîé ÷àñòè, èçâåñò-
íûå - â ïðàâîé. Îäíàêî, ýòî äîñòèãàåòñÿ ñîâìåñòíîé ðàáîòîé íåñêîëüêèõ ïðèåìîâ.
Ïåðâûé èç íèõ, îáíàðóæèâ íåèçâåñòíûå â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, ïåðåíîñèò âñå
íåíóëåâûå ÷ëåíû âëåâî:
∀ab(a− ÷èñëî→ a = b ↔ a− b = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Ðàññìàòðèâàåìîå ðàâåíñòâî ìîæåò ðàñïîëà-
ãàòüñÿ òîëüêî ïîä ñèìâîëàìè "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò". Îáà âûðàæåíèÿ a, b ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1. Ïðîèñõîäèò ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå.
2. Îäíî èç âûðàæåíèé a, b - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â äðóãîå.
3. Îäíî èç âûðàæåíèé a, b èìååò âèä y(x), ãäå x, y - ïåðåìåííûå; y - íåèçâåñòíàÿ,

íå âõîäÿùàÿ â ïðîòèâîïîëîæíîå âûðàæåíèå; ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â öåëü (ñâÿç-
êà . . .). Çàìåòèì, ÷òî öåëü "ñâÿçêà" ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé è ïåðå÷èñëÿåò âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå. Ïîäðîáíåå î íåé áóäåò ãî-
âîðèòüñÿ â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

4. Îäíî èç âûðàæåíèé èìååò çàãîëîâîê "ðàññòîÿíèå" ëèáî "óãîë".
5. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì îäíî èç âûðàæåíèé a, b íå âõîäèò â

äðóãîå è èìååò âèä y(t), ãäå y - íåèçâåñòíàÿ; t - âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ.
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

Äðóãîé ñëó÷àé ãðóïïèðîâêè âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ â îäíîé ÷àñòè - áëîêè-
ðîâêà íåöåëåñîîáðàçíîé ïîäñòàíîâêè âìåñòî íåèçâåñòíîé x íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ
t â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷è. Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà áûëà áû âûïîëíåíà íà óðîâíå 1
ñîãëàñíî óðàâíåíèþ x = t, è ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ îêàçàëñü áû ïîëåçíîé. Ïîýòîìó
íà óðîâíå 0 ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, èìåþùèé ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀abc(a = b + c ↔ a− b− c = 0).
Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîòîðîé íå
ìåíåå äâóõ. a - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ïðàâóþ ÷àñòü. Ïîñëåäíÿÿ íåëèíåéíà îò-
íîñèòåëüíî õîòÿ áû äâóõ íåèçâåñòíûõ. Íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X + A = B

Ôàêòè÷åñêè ýòîò ïðèåì âûïîëíÿåò ãðóïïèðîâêó íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ, à èçâåñòíûõ - â ïðàâîé:
∀abc(c− ÷èñëî→ a + b = c ↔ a = c− b)

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ1 íå(èçâåñòíî(õ1)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ a ñ ñóììîé
âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ îäíîé èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Äðóãàÿ ÷àñòü c íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Îñòàòîê b íåïóñòîé; ñóììà a íåâûðîæäåííàÿ. Óðàâíåíèå íàõîäèòñÿ â
óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Îíî ìîæåò
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ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî ïîä ñèìâîëàìè "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò". Åñëè óðàâíåíèå ðàñ-
ïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ýòîò êâàíòîð äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñåðèè ðåøåíèé ëèáî äîïóñêàòü íåñëîæíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ê òàêîìó âèäó. Â îáû÷íîé ñèòóàöèè óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1, îäíàêî
â äâóõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ îí ïîíèæåí äî íóëÿ (óðàâíåíèå ïîä äèçúþíêöèåé ëèáî
òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå èìååò öåëü "èçâåñòíî"). Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Íà óêàçàííîé âûøå òåîðåìå îñíîâàíû åùå íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ:
1. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ðàâåíñòâî áåç

íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå; b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ
íåêîíñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ è íåâûðîæäåíî. Îñòàòîê a íåïóñòîé. Ïðèìåíåíèå
ïðèåìà ñîïðîâîæäàåòñÿ ââîäîì êîììåíòàðèÿ "ñòàíäìåíüøå", óêàçûâàþùèì íà
ýòàï ðàçðåøåíèÿ èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé îòâåòà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ. Åñ-
ëè òàêîé êîììåíòàðèé óæå èìåëñÿ, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å îí
ðàâåí 5. Ðàâåíñòâî íå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì, ñâÿçûâàþ-
ùèì åãî ïåðåìåííûå.

2. Ïðåîáðàçóåòñÿ ïîñûëêà çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòàðèé (èç-
âåñòíî . . .), âûäåëÿþùèé ÷àñòü ïåðåìåííûõ êàê "èçâåñòíûå". Òàêèå êîììåíòà-
ðèè ââîäÿòñÿ ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé
âñåõ "íå èçâåñòíûõ" ñëàãàåìûõ; c èçâåñòíî. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.

3. Ïðåîáðàçóåòñÿ ïîñûëêà çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü", ò.å.
âîçíèêøåé ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ. a - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â b; c èçâåñòíî.
Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå ïîñûëêè, èìåþùåé ñèìâîë "êîîðä" (êîîðäèíàòû òî÷êè â
íåêîòîðîé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) è ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ðàññìàòðèâàå-
ìûì ðàâåíñòâîì ïî ñâîèì ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì. Ïðèåì îáåñïå÷èâàåò ïîäñòà-
íîâêó âìåñòî íåèçâåñòíîé a åå âûðàæåíèÿ c− b. Òàêèì îáðàçîì óâåëè÷èâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâîãî ïîäñëó÷àÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

4. Ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. a - ïåðåìåííàÿ;
b, c - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé X ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ X + A = B

Â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ áûâàåò öåëåñîîáðàçíî âûðàçèòü îäíó èç íåèçâåñòíûõ ÷åðåç
äðóãèå äëÿ ïîñëåäóþùåãî åå èñêëþ÷åíèÿ. Îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèåìîâ òàêîãî òèïà
äëÿ ÷èñëîâîé íåèçâåñòíîé îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b + c ↔ b = a− c)

Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêà çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå. a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; b - íåèçâåñòíàÿ, íå
âõîäÿùàÿ â c. Â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 1 ëèáî 5; â çàäà-
÷àõ íà èññëåäîâàíèå - íà óðîâíÿõ 0 è 5. Äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
îãðàíè÷åíèÿ:

1. Ëèáî óðàâíåíèå ëèíåéíî ïî âñåì ñâîèì íåèçâåñòíûì, ëèáî a åñòü 0, à ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ â óðàâíåíèè íå áîëåå äâóõ, ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, à
òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 5.
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2. Ëèáî óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå äâóõ íåèçâåñòíûõ, ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå, èìåþùàÿ íå áîëåå îäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà èññëåäîâàíèå, a ðàâíî 0, à ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â óðàâíåíèè ðàâíî 3.

3. Ëèáî íåèçâåñòíàÿ b íå ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé, ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñ-
ñëåäîâàíèå, ëèáî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, âõîäÿùèõ â c, íå áîëåå äâóõ.

4. Îòñóòñòâóåò öåëü "íåçàâèñèò . . .", óêàçûâàþùàÿ íà íåçàâèñèìîñòü îòâåòà îò
êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â a ëèáî â c.

Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâíîì ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé, áëèçêèì ê
ëèíåéíûì, ëèáî ê óðàâíåíèÿì ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.

Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé X ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ A−X = B

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó:
∀abc(c− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a− c = b ↔ c = a− b)

c - íåèçâåñòíàÿ; a íå èçâåñòíî è íå ñîäåðæèò c; b èçâåñòíî.

Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé X ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ AX + B = C

Ýòîò ïðèåì îáîáùàåò äâà ïðåäûäóùèõ, îäíàêî åãî óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ áîëüøå.
Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ ïåðâîî÷åðåäíîå èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ, íå òðåáóþùåå
äåëåíèÿ.

∀abcd

(
¬(a = 0) → ad + b = c ↔ d =

c− b

a

)
Âìåñòî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ 0,1,5 áåðóòñÿ óðîâíè 1,2,6 ñîîòâåòñòâåííî. d - íåèçâåñò-
íàÿ, b íå èçâåñòíî è íå ñîäåðæèò d, a, c èçâåñòíû. Ïðî÷èå óñëîâèÿ íà ñðàáàòûâàíèå
- òàêèå æå, êàê âûøå.

Âû÷èòàíèå óðàâíåíèÿ, äîìíîæåííîãî íà èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò

Åñëè â äâóõ óðàâíåíèÿõ èìåþòñÿ äâà ÷ëåíà ñ îäíîé è òîé æå íåèçâåñòíîé x, îòëè÷à-
þùèåñÿ ëèøü èçâåñòíûìè ñîìíîæèòåëÿìè, à â äðóãèõ ÷ëåíàõ x íå âñòðå÷àåòñÿ, òî
îäíî èç óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ x:
∀abcdefgx(agx + b = c & ¬(a = 0) → dgx + e = f ↔ ae− bd = af − cd)

Ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé áîëåå
îäíîé íåèçâåñòíîé. x - íåèçâåñòíàÿ; a, d, c, f èçâåñòíû; x íå âõîäèò â b, e. Êàæäàÿ
íåèçâåñòíàÿ âûðàæåíèÿ b âñòðå÷àåòñÿ â e, ò.å. ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå íå ïðèîá-
ðåòàåò íîâûõ íåèçâåñòíûõ. Ëèáî ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå íå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî
êàêîé-ëèáî èç ñâîèõ íåèçâåñòíûõ, ëèáî îáà óðàâíåíèÿ ëèíåéíû. Çàäà÷à íå èìååò
öåëåé (èçâåñòíî . . .), (íåçàâèñèò . . .). Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äîïîë-
íèòåëüíûì óðàâíåíèåì çàäà÷è, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

Ñëåäóþùèé ïðèåì âûïîëíÿåò àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå â áîëåå îáùåé ñèòóà-
öèè:
∀abcdefgh(¬(g = 0) & ag + b = c & f = bh− dg − ch + eg → ah + d = e ↔ f = 0)
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Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ.
Ïðè âû÷èòàíèè èñêëþ÷àþòñÿ "ïîäîáíûå" ÷ëåíû ag è ah. Âûðàæåíèå a íå èçâåñò-
íî; g èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé ïåðâîãî ÷ëåíà;
h èçâåñòíî. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì çà-
äà÷è; òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ëå-
âóþ ÷àñòü f ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé. Ýòà ÷àñòü, â êîòîðîé ñãðóïïèðîâàíû
âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû, îáðàáàòûâàåòñÿ ïîñëå îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè íîðìàëèçàòîðîì
"ôàêòîðèçàöèÿ". Ïðè ðàçëîæåíèè åå íà íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé ðåçóëü-
òèðóþùåå óðàâíåíèå, îáðàáàòûâàåìîå íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî", ðàñïàäåòñÿ â
äèçúþíêöèþ áîëåå ïðîñòûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî âû-
ïîëíåíèå ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé:

1. Íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà.
2. Ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ íå èìåþò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ.
3. Ëèáî âûðàæåíèå f èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, à ïðåîáðàçóåìîå óðàâíå-

íèå - áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé, ëèáî çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå èìååò çàãîëîâîê
"èëè", ëèáî çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå óðàâíåíèå,
ëèáî â f ìåíüøå ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ñîìíîæèòåëåì äðîáíóþ ñòåïåíü ñ íåèç-
âåñòíûì îñíîâàíèåì, ÷åì â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåìîãî óðàâíåíèÿ.

4. Çàäà÷à íå èìååò öåëåé "èçâåñòíî", "íåçàâèñèò".
5. Ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå, à òàêæå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå èç íåãî èçìåíåíèåì

çíàêîâ âñåõ ÷ëåíîâ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé, íå âõîäÿò â çàìåíÿþùèé òåðì.
6. Ëèáî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ b, d, ðàâíî 1, ëèáî êàæäîå èç

ýòèõ âûðàæåíèé ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ñâîèõ íåèçâåñòíûõ, ëèáî b, d èìåþò åùå
ïàðó ïîäîáíûõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ñ òåìè æå èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè
g, h, ëèáî a èìååò ñîìíîæèòåëåì äðîáíóþ ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì,
à b, d íå èìåþò ñëàãàåìûõ ñ òàêèì ñîìíîæèòåëåì.

7. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå è ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèÿ ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî âñåõ
ñâîèõ íåèçâåñòíûõ, òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ðåçóëüòèðóþùåãî óðàâíåíèÿ ìåíüøå,
÷åì ó ïðåîáðàçóåìîãî.

Óêàçàòåëü "íàáîðîïåðàíäîâ(ôèêñ(2 1 1)ôèêñ(0 1 1 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôè-
êàöèþ îáùåé ÷àñòè a äâóõ ñëàãàåìûõ ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñïèñêîâ
ñîìíîæèòåëåé, áåç òðóäîåìêîé ïðîöåäóðû "àëãåáðïåðåñå÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãèå, åñëè óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
ýòîé íåèçâåñòíîé ëèíåéíî

Ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèåìà èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîé X èç
óðàâíåíèÿ AX + B = C òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò A ìîæåò ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå è X
ìîæåò âõîäèòü â B. Îí ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå. Ðàçðåøåíèå
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé âûïîëíÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé, òàê ÷òî òåîðåìà
ïðèåìà èìååò âèä îáðàùåíèÿ ê çàäà÷å:
∀abcd(ab + c = d ↔ ab + c = d)
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Òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå íå èìååò öåëè "èçâåñòíî". b - íåèçâåñòíàÿ, íå âõî-
äÿùàÿ â a. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå ñëó÷àè ðàâåíñòâà a åäèíèöå ëèáî c íóëþ, íî
íå îáà îäíîâðåìåííî. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 2 è 6. Åñëè òåêóùèé óðîâåíü
ðàâåí 2, òî ïðàâàÿ ÷àñòü d åñòü 0, a èçâåñòíî, c èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ èçâåñòíî-
ãî ìíîæèòåëÿ íà íåèçâåñòíóþ, ïðè÷åì â çàäà÷å ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå, íå ëèíåéíîå
îòíîñèòåëüíî b. Åñëè òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 6, òî òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû c áûëî
ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî b. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå,
èìåþùåé åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ b. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, òàêîâû:

1. Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ñâîèõ íåèçâåñòíûõ, òî
îíî ñàìîå êîðîòêîå èç òàêèõ óðàâíåíèé. Åñëè îíî íåëèíåéíî, òî çàäà÷à íå èìååò
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íå èìååò áîëåå êîðîòêîãî óðàâíåíèÿ, ëèíåéíîãî îòíîñè-
òåëüíî êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé.

2. Íåèçâåñòíàÿ b íå âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ âíóòðè ñòåïåíåé ñ äðîáíûìè ïîêà-
çàòåëÿìè.

3. Ïóñòü òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 6; èìååòñÿ óðàâíåíèå, íå ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî
b, ïðè÷åì ëèáî a íå èçâåñòíî, ëèáî b âñòðå÷àåòñÿ â c. Òîãäà îòñóòñòâóåò òà-
êàÿ íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ëèíåéíû c è âñå ñîäåðæàùèå åå
óðàâíåíèÿ. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò âûáèðàòü äëÿ ðàçðåøåíèÿ "íàèëó÷øóþ" èç
íåèçâåñòíûõ òåêóùåãî óðàâíåíèÿ.

4. Åñëè íåèçâåñòíàÿ b öåëî÷èñëåííàÿ, òî îíà â óðàâíåíèè åäèíñòâåííàÿ.
5. Åñëè âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî c íå ïðåäñòàâèìî â âèäå py + q,

ãäå y - îòëè÷íàÿ îò b íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â a, q; p èçâåñòíî.

Óñìîòðåíèå îáùåãî íåèçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ â äâóõ óðàâíåíèÿõ ñ íóëåâîé
ïðàâîé ÷àñòüþ

Åñëè äâà óðàâíåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå èìåþò ñóììû â ëåâîé ÷àñòè è íóëè â ïðàâîé,
òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçëîæèòü ëåâûå ÷àñòè íà ìíîæèòåëè è óñìîòðåòü èõ
îáùèé íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü:
∀abcde(ab = c & ad = e → c = 0 & e = 0 ↔ a = 0 ∨ ¬(a = 0) & b = 0 & d = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è âûïîëíÿåò îäíîâðåìåííóþ
çàìåíó äâóõ óðàâíåíèé. Àíòåöåäåíòû îáðàùàþòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ôàêòîðèçàöèÿ"
äëÿ áûñòðîé ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóìì c è e. Îïðåäåëÿþòñÿ îáùèé
ìíîæèòåëü a ðåçóëüòàòîâ ðàçëîæåíèÿ è îñòàòî÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ b, d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, d òîæå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 3 ïðè óñëîâèè, ÷òî çàäà÷à èìååò áîëåå îäíîé
íåèçâåñòíîé.

Ñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî äâóõ âûðàæåíèé ñ
íåèçâåñòíîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âíå ýòèõ âûðàæåíèé

Åñëè â êàæäîì èç äâóõ óðàâíåíèé âñòðå÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ íåèçâåñò-
íûõ âûðàæåíèé x, y, ñîïðîâîæäàåìàÿ, áûòü ìîæåò, ïðî÷èìè íåèçâåñòíûìè ñëàãàå-
ìûìè, òî ìîæíî ðàçðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî x è y. Â ïîëó÷åííûõ óðàâíå-
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íèÿõ x è y îêàæóòñÿ ðàçäåëåíû. Åñëè, ê òîìó æå, íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ óðàâíåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè x ëèáî y, òî äàëüíåéøåå ðåøåíèå
ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòüñÿ.
∀abcdefghp(p = af − be → ax+ by + c = d & ex+ fy + g = h ↔ ¬(p = 0) & px− (d− c)f +
(h− g)b = 0 & py− (h− g)a+(d− c)e = 0 ∨ p = 0 & ax+ by + c = d & ex+ fy + g = h)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è âûïîëíÿåò îäíîâðåìåííóþ
çàìåíó äâóõ óðàâíåíèé ax+by+c = d, ex+fy+g = h. Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ( õ9))"
âûáèðàåò íåêîòîðóþ íåèçâåñòíóþ õ9. Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(õ1 íå(âõîäèò(õ9 õ1)))",
"ïåðå÷åíü(õ2 íå(âõîäèò(õ9 õ2)))" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ êîýôôèöèåíòîâ a, b
ñ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ ìíîæèòåëåé, íå ñîäåðæàùèõ âûäåëåííîé íåèçâåñòíîé. Àíà-
ëîãè÷íûå óêàçàòåëè îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ êîýôôèöèåíòîâ e, f . Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íåèçâåñòíàÿ õ9 âõîäèò êàê â x, òàê è â y, íå ñîâïàäàÿ ñ íèìè, è ÷òî îíà íå
âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ c, d, g, h. Àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò îïðåäåëèòåëü p ëèíåéíîé
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî x, y, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðåä-
ïðèíèìàÿ ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòà íà ìíîæèòåëè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå
óïðîùåíèé p íå îêàçàëîñü òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Ðåçóëüòèðóþùèå óðàâíåíèÿ îáðà-
áàòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè íîðìàëèçàòîðàìè; â ÷àñòíîñòè, ïðåäïðèíèìàåòñÿ áûñòðàÿ
ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ èõ ëåâûõ ÷àñòåé íà ìíîæèòåëè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

Ïîïûòêà ôàêòîðèçàöèè ðàçíîñòè ëèáî ñóììû óðàâíåíèé

Èíîãäà ñîñòàâèòåëè çàäà÷ áåðóò êàêóþ-ëèáî ñóììó, äîïóñêàþùóþ ðàçëîæåíèå íà
ìíîæèòåëè, ðàçáèâàþò åå íà äâå ÷àñòè, ïðèðàâíèâàþò èõ íóëþ è ïîëó÷àþò ñèñòåìó
óðàâíåíèé, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íóæíî äîãàäàòüñÿ ñëîæèòü ëèáî âû÷åñòü óðàâíå-
íèÿ. Ïðîòèâ òàêèõ çàäà÷ íàïðàâëåíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀abcde(e = a− b + c− d & a = b → c = d ↔ e = 0)

∀abcde(e = a− b + d− c & a = b → c = d ↔ e = 0)

Ïåðâûé èç ïðèåìîâ ñêëàäûâàåò óðàâíåíèÿ, âòîðîé - âû÷èòàåò. Àíòåöåäåíò îáðàùà-
åòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå", îáåñïå÷èâàþùåìó ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè ñ ïîìîùüþ ïðàêòè÷åñêè âñåõ èìåþùèõñÿ ó ðåøàòåëÿ ñðåäñòâ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïîëó÷àåìîå âûðàæåíèå e èìååò õîòÿ áû äâà íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëÿ ëèáî
ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé ñòåïåíüþ. Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ íà óðîâíå 7 â çàäà÷å íà îïèñà-
íèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Ââåäåí îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, îäíàêî
íå î÷åíü ñèëüíûé.

Ñëîæåíèå ëèáî âû÷èòàíèå óðàâíåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ñòåïå-
íè ñóììû

Ñëîæåíèå ëèáî âû÷èòàíèå äâóõ óðàâíåíèé ñ èçâåñòíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì, åñëè ëåâàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòà ïðåäñòàâèìà â âèäå ñòåïåíè ñ íåèç-
âåñòíûì îñíîâàíèåì. Èçâëåêàÿ êîðåíü, ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî îñíîâà-
íèÿ.
∀abcde(e = a + c & a = b → c = d ↔ e = b + d)

∀abcde(e = a− c & a = b → c = d ↔ e = b− d)
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Ïåðâûé ïðèåì ñêëàäûâàåò óðàâíåíèÿ, âòîðîé - âû÷èòàåò. Âûðàæåíèÿ a, c ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, d - íå ñîäåðæàò. Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 6 â çà-
äà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî e èìååò
âèä ïðîèçâåäåíèÿ èçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ íà ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì. Ê
óðàâíåíèÿì ñ íåèçâåñòíûìè äðîáíûìè ñòåïåíÿìè ïðèåìû íå ïðèìåíÿþòñÿ. Ïðèå-
ìû áëîêèðóþòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà, à òàêæå ïðè íàëè÷èè öåëè "èçâåñòíî".
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ïðèåìû èñïîëüçóþò îñëàáëåííûé íîð-
ìàëèçàòîð "ôàêòîðèçàöèÿ".

Ñèñòåìà èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, èìåþùàÿ
÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû

Äëÿ óñêîðåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè,
èìåþùèõ êîíñòàíòíûå êîýôôèöèåíòû (íå îáÿçàòåëüíî äåñÿòè÷íûå çàïèñè), ñîçäàí
ñïåöèàëüíûé ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 0:
∀abcdefpqrxy(p = ae−bd & q = ce−bf & r = af−cd & ¬(p = 0) → ax+by = c & dx+ey =
f ↔ x = q/p & y = r/p)

Ïåðåìåííûå x, y èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè; a, b, c, d, e, f - ñ êîíñòàíòíûìè
âûðàæåíèÿìè. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îáðàáàòûâàþò ñâîè ïðàâûå ÷àñòè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïîñëå ÷å-
ãî ïðåäïðèíèìàþò ïîïûòêè ðàçëîæèòü èõ íà ìíîæèòåëè íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíî-
æåíèå".

Óñìîòðåíèå ïîäñèñòåìû èç òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ
íåëèíåéíûõ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé

Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ ïîäñèñòåìà èç òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ íåëè-
íåéíûõ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé x, y, z, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçðåøèòü åå
îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ x′, y′, z′, âðåìåííî çàìåùàþùèõ x, y, z, à
çàòåì âûïîëíèòü îáðàòíîå çàìåùåíèå. Òåîðåìà ýòîãî ïðèåìà âûðîæäåííàÿ: åå ëåâàÿ
÷àñòü íóæíà äëÿ èäåíòèôèêàöèè òðåõ óðàâíåíèé, à ïðàâàÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ ëåâîé è
îáðàáàòûâàåìàÿ íîðìàëèçàòîðîì, îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò óêàçàííûõ âûøå äåéñòâèé.
∀abcdefghpqrstuvxyz(ax + by + cz + d = e & fx + gy + hz + p = q & rx + sy + tz + u =
v ↔ ax + by + cz + d = e & fx + gy + hz + p = q & rx + sy + tz + u = v)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèÿì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íå ìåíåå òðåõ íåèçâåñòíûõ. Êàæäîå èç âûðàæåíèé
x, y, z èìååò íåèçâåñòíóþ çàäà÷è, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíî íåëèíåéíî. Íè îäíî èç
âûðàæåíèé d, p, u íå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé.
Âûðàæåíèÿ e, q, v íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ëåâàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîãî èç óðàâíåíèé
èìååò áîëåå òðåõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(. . .)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ
êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, f, g, h, r, s, t èç âñåõ èçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà(. . .)" ðàçðåøàþò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííûõ
c, g, r ñ íóëÿìè ïðè îòñóòñòâèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå
âûðàæåíèå x, y, z ìîæåò áûòü ïðîïóùåíî íå áîëåå ÷åì â îäíîì óðàâíåíèè. Çàìåíÿ-
þùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "çàäà÷à(4 òèï(îïèñàòü) ïîëíûé ÿâíîå
ïðÿìîéîòâåò öåëü(âñïîìîïèñàíèå(õ23 õ24 õ25)))". Ýëåìåíò "öåëü(âñïîìîïèñàíèå(õ23
õ24 õ25))" îçíà÷àåò, ÷òî áóäåò ñîçäàíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ íîâûìè
íåèçâåñòíûìè x′, y′, z′, çàìåùàþùèìè x, y, z âåçäå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, à â åå
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îòâåòå äàííûå íåèçâåñòíûå áóäóò çàìåíåíû íà x, y, z. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
3.

Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ïîçâîëÿåò ñâåñòè îäíó íåèç-
âåñòíóþ ê äðóãîé, íå óñëîæíÿÿ ïðèíöèïèàëüíûì îáðàçîì âèäà ïðî÷èõ óðàâíåíèé.
Ïîýòîìó èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé èç òàêîãî óðàâíåíèÿ âûíåñåíî â îòäåëüíûé ïðèåì,
ñðàáàòûâàþùèé íà ïîíèæåííîì óðîâíå.

∀abxy

(
ax + by = 0 ↔ ¬(a = 0) & x = −by

a
∨ a = 0 & by = 0

)
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3 â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðàâíåíèå - êîðíåâîå.
x, y - íåèçâåñòíûå; a, b èçâåñòíû.

Óñêîðåííûé ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ äèçúþíêöèé, ÷ëåíû êîòîðûõ ëèíåéíûì
îáðàçîì âûðàæàþò îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãóþ

Åñëè ñðåäè óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå âñòðå÷àåòñÿ äèçúþíêöèÿ äâóõ ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, òî ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "ðàçáîð-
ñëó÷àåâ", óñêîðÿþùèé ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äàííîé äèçúþíêöèè.
∀abcdxy((ax + by = 0 ∨ cx + dy = 0) → ∅)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî òåîðåìà - ôèêòèâíàÿ. Â
íåé èñïîëüçóåòñÿ ëèøü àíòåöåäåíò, îïðåäåëÿþùèé èäåíòèôèêàöèþ òåîðåìíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Óêàçàòåëè ïðèåìà îáû÷íûì îáðàçîì çàäàþò íåîáõîäèìûå äåéñòâèÿ ñ êîì-
ìåíòàðèÿìè. Ïåðåìåííûå x, y èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè; a, b, c, d - ñ âûðà-
æåíèÿìè áåç íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "ïðèìå÷àíèå(ðàçáîðñëó÷àåâ)" ñîïðîâîæäàåò
äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå, èäåíòèôèöèðîâàííîå ñ àíòåöåäåíòîì, ïðèìå÷àíèåì "ðàç-
áîðñëó÷àåâ". Êîíñåêâåíò ∅ äëÿ òåîðåì òàêèõ ïðèåìîâ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòîì. Âïðî-
÷åì, êîìïèëÿòîð åãî èãíîðèðóåò, è íà åãî ìåñòå ìîæíî ïîìåùàòü ëþáîé òåðì. Óðîâåü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èç äâóõ ïñåâäîëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè
êîýôôèöèåíòàìè

Åñëè èìåþòñÿ äâà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ âûðàæå-
íèé e, f , ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé ñàìè íåèçâåñòíû, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà
ñëó÷àÿ: ëèáî îáà âûðàæåíèÿ e, f ðàâíû 0, ëèáî óðàâíåíèÿ çàâèñèìû.
∀abcdefg(¬(a2 + b2 = 0) & g = ad− bc → ae + bf = 0 & ce + df = 0 ↔ e = 0 &
f = 0 ∨ ae + bf = 0 & g = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñò-
íîé. Îáà âûðàæåíèÿ e, f ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé
a, b, c, d òîæå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò îïðåäåëèòåëü g
ñèñòåìû, ïðåîáðàçóÿ åãî íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ðàâåí-
ñòâî g íóëþ îçíà÷àåò çàâèñèìîñòü ñèñòåìû; â ýòîì ñëó÷àå çàìåíÿþùèé òåðì ñîõðà-
íÿåò ëèøü ïåðâîå óðàâíåíèå. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäîå
ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ g ñîäåðæàëî íå áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
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Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñ
ñîâïàäàþùèìè íåíóëåâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè

Ðàâåíñòâî íåíóëåâûõ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîäñêàçêîé âîçìîæ-
íîñòè èõ äåêîìïîçèöèè ïóòåì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ëåâûõ ÷àñòåé.
∀abcd(c = a & c− d = b → d = a ↔ b = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñò-
íî". Ïðàâàÿ ÷àñòü a óðàâíåíèé c = a, d = a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; îáå ëåâûå
÷àñòè - ñîäåðæàò. Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ ðàçíî-
ñòè ëåâûõ ÷àñòåé íà ìíîæèòåëè ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b èìååò õîòÿ áû äâà íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëÿ. Óêàçàòåëè
"êîììóòàòèâíî(ôèêñ(1))", "êîììóòàòèâíî(ôèêñ(0 1))" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ
÷àñòåé óðàâíåíèé áåç èõ ïåðåñòàíîâêè. Óêàçàòåëü "ïåðâûéêëþ÷(ïðîñòûåìíîæèòåëè
ðàâíî(õ3 õ1))" èãðàåò ðîëü çàùåëêè, áëîêèðóþùåé ïîâòîðíûå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà ê òîé æå ñàìîé ïàðå óðàâíåíèé. Ïîñëå èäåíòèôèêàöèè ñîïðîâîæäàþùåãî
óðàâíåíèÿ c = a ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ïðîñòûåìíîæèòåëè c = a) ê
òåêóùåìó óðàâíåíèþ d = a. Çäåñü æå ýòîò êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ. Ïðèåì ñðàáàòû-
âàåò íà óðîâíå 5 è ñíàáæåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ, ëè-
íåéíîãî ïî îäíîé íåèçâåñòíîé

Åñëè â êàæäîì èç äâóõ óðàâíåíèé âûäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé ÷ëåí, íåëèíåéíûé îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâ-
íåíèé, â êîòîðîé äàííûå íåëèíåéíûå ÷ëåíû âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Êîýôôèöèåíòû
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîãóò ñîäåðæàòü ïðî÷èå íåèçâåñòíûå.
∀abcdefgh(ag + b = c & ah + d = e & f = bh− dg − ch + eg → f = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé è
íå èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óðàâíå-
íèÿìè. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ (õ9) ëèíåéíî(õ2 õ9) âõîäèò(õ9 õ2)âõîäèò(õ9
õ4)ëèíåéíî(õ4 õ9)íå(âõîäèò(õ9 õ7))íå(âõîäèò(õ9 õ8))íå(ëèíåéíî(õ1 õ9)))" îïðåäåëÿ-
åò âûáîð íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé õ9, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ëèíåéíû âûðàæåíèÿ b, d
è íåëèíåéíî âûðàæåíèå a. Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ g, h (êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè) íå ñîäåðæàò õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå äðóãîãî óðàâíåíèÿ, ëèíåéíîãî ïî
õ9. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ëåâóþ
÷àñòü f ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ýòà ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ" è íîðìàëèçàòîðîì ñóìì ñ íåèçâåñòíûìè "óðàâíïëþñ".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò õ9, ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî õ9 è èìååò íå áîëåå äâóõ
íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 8.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î âçàèìíîé çàâèñèìîñòè óðàâíåíèé ïðèåì ñíàáæåí
óêàçàòåëÿìè "ïðîîáðàç(1 ïîñûëêè(íå(ðàâíî(õ8 0))))", "ïðîîáðàç(2 ïîñûëêè(íå( ðàâ-
íî(õ7 0))))". Îíè ââîäÿò êîììåíòàðèè (ïðîîáðàç . . .), ñîîáùàþùèå, ÷òî îäíî èç èñ-
õîäíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íîâîãî óðàâíåíèÿ è äðóãîãî èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ïåðåä ââîäîì êîììåíòàðèÿ ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.
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Ñèñòåìû óðàâíåíèé, âñòðå÷àþùèåñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "èçâåñòíî"

Ïðåäøåñòâóþùèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïëþñ", îòíîñèëèñü ê çàäà÷àì ïî
ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèå èç íèõ íåöåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü â
äðóãèõ ðàçäåëàõ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òàì âñòðå÷àþòñÿ òå æå ñàìûå àëãåáðàè÷åñêèå
îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàçóìíûõ äåéñòâèé ïðèøëîñü ñîçäàâàòü
äóáëèêàòû àëãåáðàè÷åñêèõ ïðèåìîâ, ñíàáæàÿ èõ ñîâñåì äðóãèì óïðàâëåíèåì. Íà-
ïðèìåð, òàê ïðîèçîøëî â ãåîìåòðèè, ãäå íåçàáëîêèðîâàííûìè îñòàëèñü ëèøü ñîâñåì
ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû. Ëèøü ïîñëå òîãî, êàê â ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ñî-
çðåâàåò "àëãåáðàè÷åñêàÿ" ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ðåøå-
íèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è è íà÷èíàþò ðàáîòàòü îáû÷íûå ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé
àëãåáðû.

Îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, òðåáóþùèõ îñîáîãî óïðàâëå-
íèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ïðèåìàìè, ÿâëÿåòñÿ öåëü "èçâåñòíî". Ïðèâåäåì ñåðèþ îòíåñåí-
íûõ ê ñèìâîëó "ïëþñ" ïðèåìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, èñïîëüçóåìûõ â òàêèõ çàäà÷àõ.
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ çäåñü ñòàíîâèòñÿ ìíîæåñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ â
íåì íåèçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Òàêîâûìè ñ÷èòàþòñÿ ëèáî ÷èñëîâûå íåèçâåñòíûå,
ëèáî àòîìàðíûå ÷èñëîâûå âûðàæåíèÿ f(A1 . . . An) ñ íåèçâåñòíûìè. Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå õîòÿ áû îäèí èç îïåðàíäîâ Ai äîëæåí ïðèíèìàòü íå÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåðû
÷èñëîâûõ àòîìîâ - "ðàññòîÿíèå(A B)", "ìàññà(A)", è ò.ï.

1. Ðàññìîòðåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé. Äëÿ çàäà÷ ñ öåëüþ "èçâåñòíî"
ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ, èñïîëüçóþùèõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óðàâíåíèé.
∀abcdefghp(ag + b = c & ¬(g = 0) & f = bh− dg− ch + eg & p = f → ah + d = e ↔
p = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî âòîðûì óðàâíåíèåì. Íàõîäÿòñÿ "ïî-
äîáíûå ÷ëåíû" ag è ah, ó êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâû-
ðîæäåííûì ïðîèçâåäåíèåì âñåõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé, òàê ÷òî êîýôôè-
öèåíòû g, h èçâåñòíû. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå íåèçâåñòíûå õîòÿ áû îäíîãî èç
óðàâíåíèé ñîäåðæàëèñü â äðóãîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò ôîðìèðóåò ëåâóþ ÷àñòü
f êîìáèíàöèè óðàâíåíèé è ïðèìåíÿåò ê íåé íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê
"ñòàíäïëþñ". Íà ýòîì ýòàïå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f èìååò ðîâíî îäèí íåèçâåñòíûé
÷èñëîâîé àòîì. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè îáðàáàòûâàåòñÿ ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíò, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ïîïûòêà ðàçëîæèòü f íà ìíîæèòå-
ëè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå óòâåðæäåíèå íå èìååò çàãîëîâêà "èëè".
Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ïðåæäåâðåìåííûé ðàçáîð ñëó÷àåâ â çàäà÷àõ ñ öå-
ëüþ "èçâåñòíî" íåæåëàòåëåí, è ïðèâîäÿùèå ê ïîÿâëåíèþ äèçúþíêöèé ïðèåìû
ñðàáàòûâàþò îáû÷íî íà áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ÷èñëîâûå
àòîìû ñ çàãîëîâêàìè "ðàññòîÿíèå", "óãîë" õîòÿ áû îäíîãî èç óðàâíåíèé âõîäÿò
â äðóãîå óðàâíåíèå; ÷òî ïðèåì íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ óðàâíåíèÿ ñ ìîäó-
ëåì, åñëè èñõîäíîå óðàâíåíèÿ ìîäóëÿ íå èìåëî è ÷òî ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå
èìååò áîëåå îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Ïîñëåäíåå âûÿâëÿåò öåëü ïðèåìà: ñâåñòè
êîëè÷åñòâî ÷èñëîâûõ àòîìîâ óðàâíåíèÿ äî îäíîãî. Åñëè óðàâíåíèå èìåëî âèä
ðàâåíñòâà îòëè÷íîãî îò ïåðåìåííîé ÷èñëîâîãî àòîìà âûðàæåíèþ, íå èìåþùåìó
òàêèõ àòîìîâ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Ýòà æå òåîðåìà ïðèåìà ïîðîæäàåò åùå íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã
îò äðóãà óðîâíåì ñðàáàòûâàíèÿ è ïðî÷èìè ôèëüòðàìè. Â íèõ äîáàâëåíà îáðà-
áîòêà âûðàæåíèÿ f óïðîùåííûì íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
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"ôàêòîðèçàöèÿ". Â çàäà÷àõ ñ öåëüþ "èçâåñòíî" ïîíèæåíèå óðîâíÿ ñðàáàòûâà-
íèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêëþ÷åíèþ ïðèåìà, òàê êàê íà ìàëîì óðîâíå åùå íå
óñïåþò ïîÿâèòüñÿ âñå íåîáõîäèìûå äëÿ íåãî äàííûå. Ïîýòîìó ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ
ïîâûøàòü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàæå âïîëíå "åñòåñòâåííîãî" ïðèåìà, à èíîãäà
è áðàòü íåñêîëüêî ðàçíûõ óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ.
Íà óðîâíÿõ 6 è 10 ñðàáàòûâàåò âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé îáà óðàâíåíèÿ íå
èìåþò ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ, à ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíå-
íèå ëèáî èìååò ìåíüøå ÷èñëîâûõ íåèçâåñòíûõ, ÷åì èñõîäíîå, ëèáî îíî ëèíåé-
íî, à èñõîäíîå íåëèíåéíî. Íàêîíåö, èìååòñÿ âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 11. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû èñõîäíîå óðàâíåíèå èìåëî áîëåå îäíîãî ÷èñ-
ëîâîãî àòîìà, à êàæäûé íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü âûðàæåíèÿ f èìåë ðîâíî
îäèí íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì.
Åùå îäèí ïðèåì ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòñÿ ê ïàðå îäíî-
ðîäíûõ óðàâíåíèé:
∀abcdep(¬(p = 0) & ¬(d = 0) & db + ep = 0 → ab + cp = 0 ↔ cd− ae = 0)

Âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè óðàâíåíèé, èìåþùèõ íåíó-
ëåâîå ðåøåíèå. Âûðàæåíèå p ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç
êîýôôèöèåíòîâ c, e òîæå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Îáà êîýôôèöèåíòà a, d ïðè b
èçâåñòíû, ò.å. íåèçâåñòíûå âûðàæåíèÿ â íîâîì óðàâíåíèè íå ïåðåìíîæàþòñÿ.
Îòíîñèòåëüíî b íèêàêèõ äîïóùåíèé íå äåëàåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî íåèç-
âåñòíûõ ó íîâîãî óðàâíåíèÿ ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî è ÷òî c, e íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Ïîñëåäíèé ïðèåì ðàçäåëà âûðàæàåò äâà íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèÿ A, B ÷åðåç
äðóãîå íåèçâåñòíîå âûðàæåíèå r, ðåøàÿ äëÿ ýòîãî ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó äâóõ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
∀ABabcpqrm(¬(b = 0) & m = aq+pbc & ¬(m = 0) → pA+qB = r & (aA)/b = cB ↔
mB = ar & mA = bcr)

Çäåñü A, B ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; a, b, c, p, q èçâåñòíû; r îæåò ñîäåðæàòü íåèç-
âåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

2. Ïåðåíåñåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü âñåõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ.
∀abc(a + b = c ↔ a = c− b)

Âûðàæåíèå b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ òîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Îñòàòîê a íåâûðîæäåí; âûðàæåíèå
c èçâåñòíî. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

3. Ðåøåíèå ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè âûðàæåíè-
ÿìè.
Äëÿ óñêîðåííîãî ðàçðåøåíèÿ ñîîòíîøåíèé, âûâîäèìûõ â çàäà÷àõ ñ öåëüþ "èç-
âåñòíî", ñîçäàí ðÿä ïðèåìîâ, óñìàòðèâàþùèõ ñòàíäàðòíîãî âèäà ïîäñèñòåìû
è ñðàçó âûïèñûâàþùèõ èõ îòâåò. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé òàêîãî ðîäà - ëèíåéíàÿ
ïîäñèñòåìà èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:
∀abcdefxyp(p = bd − ae & ¬(p = 0) → ax + by = c & dx + ey = f ↔ x = (bf −
ce)/p & y = (cd− af)/p)
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Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; a, b, c, d, e, f èçâåñòíû. Ïðàâûå ÷àñòè
âûðàæåíèé äëÿ x, y óïðîùàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

4. Ñèñòåìà èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ.
Ñîçäàíû äâà ïðèåìà, ïåðâûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåèç-
âåñòíûõ âûðàæåíèé ïî èõ ñóììå è ñóììå èõ êâàäðàòîâ:
∀abxy(x + y = a → x2 + y2 = b ↔ 2xy = a2 − b)

Âûðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïðîèç-
âåäåíèå x, y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
Âòîðîé ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 6, ÿâíî îïðåäåëÿåò x, y:
∀abcdxypqr(p = da2 + db2 − c2 & 0 ≤ a & 0 ≤ b & q = a2 + b2 & 0 < q & r =

√
p →

ax + by = c & x2 + y2 = d ↔ 0 ≤ p & (x = (br + ac)/q & y = (−ar + bc)/q ∨ x =
(−br + ac)/q & y = (ar + bc)/q))

5. Óðàâíåíèå äëÿ ñóììû äâóõ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé è äâà óðàâíåíèÿ äëÿ êâàä-
ðàòîâ ýòèõ âåëè÷èí.
Èç äâóõ óðàâíåíèé äëÿ êâàäðàòîâ èçâëåêàåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ðàçíîñòè êâàäðà-
òîâ, êîòîðîå äåëèòñÿ íà óðàâíåíèå äëÿ ñóììû. Â èòîãå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòü
âåëè÷èí:
∀abcdexy(ax2 + b = c & x + y = e → ay2 + b = d ↔ a(x− y)e = c− d)

∀abcdexy(x
2 + a = b & x + y = e & f = b− a− d + c → y2 + c = d ↔ (x− y)e = f)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, c, d, e
èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âòîðîãî ïðèåìà ðàâåí 6. Åãî òðåòèé àíòå-
öåäåíò îïðåäåëÿåò ðàçíîñòü f ãðóïïû ÷ëåíîâ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòàìè; ïîñëå
óïðîùåíèÿ ýòîé ðàçíîñòè ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â íåé íåèçâåñòíûõ. Âûðàæå-
íèå e ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì.

6. Ïåðåíåñåíèå â ëåâóþ ÷àñòü ïîäîáíûõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ.
Äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", çàáëîêèðîâàí ïðèåì
ãðóïïèðîâêè âñåõ íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, à âñåõ èçâåñò-
íûõ - â ïðàâîé. Óðàâíåíèÿ çäåñü îáû÷íî èãðàþò ðîëü óêàçàòåëåé íà íàëè÷èå
ñâÿçåé ìåæäó ÷èñëîâûìè àòîìàìè. Ðàçðåøåíèå èõ îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, ïðè÷åì ïðèåìàìè, îðèåíòèðî-
âàííûìè íà êîíêðåòíûå òèïû òàêèõ àòîìîâ. Áîëüøèíñòâî îáû÷íûõ ïðèåìîâ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îòêëþ÷åíû. Äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ïîäñèñòåì óðàâíå-
íèé èñïîëüçóåòñÿ îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé "àëãåáðàè÷åñêîé" çàäà÷å. Ýòî
è äåëàåò íåîáÿçàòåëüíîé ãðóïïèðîâêó â îäíîé ÷àñòè âñåõ íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ.
Òåì íå ìåíåå, ïðèâåäåíèå íàõîäÿùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ ïîäîá-
íûõ ÷ëåíîâ ìîæåò íàñòîëüêî óïðîñòèòü åãî, ÷òî äàëåå ñðàáîòàåò êàêîé-ëèáî
èç ïðèåìîâ, âûïîëíÿþùèõ íåìåäëåííîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíî-
ãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Ïîýòîìó áûëè ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀abcdepq((ab)/p + c = (db)/q + e ↔ (a/p− d/q)b + c = e)

∀abcdep(a(pb + c) = db + e ↔ (ap− d)b + ac = e)

Çäåñü b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â ïåðâîì ïðèåìå a,d èçâåñòíû, âî âòîðîì - a,p
èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
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Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ïîäîáíûå ÷ëåíû èìåþò ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû,
îòìåíÿåòñÿ áëîêèðîâêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ê ïîñûëêàì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò çäåñü ñëåäóþùèé âèä:
∀abcx(ax + b = cx ↔ b = (c− a)x)

a, c - äåñÿòè÷íûå ÷èñëà; x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

7. Óðàâíåíèÿ äëÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí.
Ýòî åùå îäèí ïðèåì äëÿ ðàçðåøåíèÿ ñòàíäàðòíîé ïîäñèñòåìû:
∀abcdxy(c = a2−4b & d =

√
c → x+y = a & xy = b ↔ 0 ≤ c & (x = (a−d)/2 & y =

(a + d)/2 ∨ x = (a + d)/2 & y = (a− d)/2))

Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Äèñêðèìèíàíò c íå çàâèñèò îò íåèçâåñò-
íûõ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå; âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ãåîìåòðè÷åñêèõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ "ðàññòîÿíèå", "óãîë", "ïëîùàäü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 13.

8. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âûðàæåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç ÷èñëîâûå
ïàðàìåòðû.
∀abcd(¬(b = 0) → ab + c = d ↔ a = (d− c)/b)

Âûðàæåíèå a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîíñòàíòîé
ëèáî ïåðåìåííîé. Âûðàæåíèÿ b, c, d íå ñîäåðæàò ÷èñëîâûõ àòîìîâ òàêîãî âèäà.
Îòáðàñûâàþòñÿ ñëó÷àè ãåîìåòðè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ "ðàññòîÿíèå", "óãîë",
"ïëîùàäü", òàê êàê äëÿ íèõ èìåþòñÿ ñâîè ïðèåìû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé, îáëàäàþùèå áîëåå äåòàëèçèðîâàííûì óïðàâëåíèåì (ñì. ãëàâó, ïîñâÿùåí-
íóþ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî d íå ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñò-
íîé, ëèáî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå
îòñóòñòâèå âíåøíèõ îïèñàòåëåé. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.

9. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëî-
âûì àòîìîì.
∀abcdA(aA + b = cA + d ↔ (a− c)A + b = d)

A - íåêîíñòàíòíûé ÷èñëîâîé àòîì, îòëè÷íûé îò ïåðåìåííîé. Êîýôôèöèåíòû
a, c íå ñîäåðæàò ÷èñëîâîãî àòîìà, îòëè÷íîãî îò ïåðåìåííîé. Òàê êàê â ãåîìåò-
ðèè ãðóïïèðîâêà ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëîâûìè àòîìàìè âûïîëíÿåòñÿ äðóãèìè
ïðèåìàìè, äàííûé ïðèåì çàáëîêèðîâàí äëÿ àòîìîâ âèäà "ðàññòîÿíèå", "óãîë",
"ïëîùàäü", "îáúåì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ñëîæåíèå íåèçâåñòíûõ äðîáåé â óðàâíåíèè, íå èìåþùåì íå÷èñëîâûõ ïàðàìåò-
ðîâ.
Èìåþòñÿ òðè ïðèåìà ñ îäíîé è òîé æå òåîðåìîé:
∀abc(c = a− b → a = b ↔ c = 0)

Âñå ÷èñëîâûå àòîìû óðàâíåíèÿ ñóòü ïåðåìåííûå. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê
íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå", îáåñïå÷èâàþùåìó ñëîæåíèå äðîáåé. Ïåðâûé
ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â óðàâíåíèè
âûäåëÿåòñÿ ñóììà ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì, èìåþùèì íåèçâåñòíûé çíàìåíàòåëü,
è íåò äðîáè ñ äðóãèì íåèçâåñòíûì çíàìåíàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî îáå
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÷àñòè ðàâåíñòâà èìåþò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, à ÷èñëî íåèçâåñòíûõ óðàâíåíèÿ íå
ìåíåå 3. Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 6, òðåòèé - íà óðîâíå 11. Îáà
ýòè ïðèåìà ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ñóììû ñ íåèçâåñòíûì äðîáíûì ñëàãàåìûì.
×èñëî íåèçâåñòíûõ äàííîãî óðàâíåíèÿ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 3, à ÷èñëî âñåõ
íåèçâåñòíûõ çàäà÷è, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ áåç íåâûðîæäåííûõ (ò.å. îòëè÷íûõ
îò ïåðåìåííûõ) ÷èñëîâûõ àòîìîâ, íå ìåíåå 4. Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò òîëüêî
â çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ íåêîòîðóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò; òðå-
òèé - íå òðåáóåò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ.

11. Ñëîæåíèå ñ êîíñòàíòîé äðîáè, èìåþùåé êîíñòàíòíûé çíàìåíàòåëü è êîíñòàíò-
íîå ñëàãàåìîå ÷èñëèòåëÿ.
Ñóììà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî âûïîëíèòü àðèôìåòè÷åñêèå äåé-
ñòâèÿ:
∀abcd((a + b)/c + d = (a + b + cd)/c)

Âûðàæåíèÿ b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2. Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ (ñëîæåíèå b ñ ðåçóëüòàòîì óìíîæå-
íèÿ c íà d) âûïîëíÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëþñ",
"íîðìóìíîæåíèå".

12. Ñëîæåíèå òðåõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñëàãàåìûõ.
Óñìàòðèâàåòñÿ "öèêëè÷åñêîå" ñîêðàùåíèå ãðóïïû íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ïðè
ñëîæåíèè ëèáî âû÷èòàíèè òðåõ óðàâíåíèé:
∀abcdefpqr(a− b + d = p & b− c + e = q & c− a + f = r → d + e + f = p + q + r)

∀abcdefgp(a + b = c & d− a = e & p = f + c− d + e− g → f + b = g ↔ p = 0)

Â ïåðâîì ïðèåìå âûðàæåíèÿ d, e, f èçâåñòíû; p, q, r - ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ñî-
êðàùàåìûå âûðàæåíèÿ a, b, c ñîäåðæàò ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ýòîò ïðèåì âû-
âîäèò ñëåäñòâèå è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 9. Âòîðîé ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà
óðîâíå 7, âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ äâóõ äðóãèõ. Âûðàæåíèå c èçâåñòíî; äî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèå èìåëî
÷èñëîâûå àòîìû, îòëè÷íûå îò êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ, à ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
- íå èìååò. Ëåâàÿ ÷àñòü p ðåçóëüòèðóþùåãî óðàâíåíèÿ óïðîùàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.

13. Ñëîæåíèå äâóõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóììû, âñòðå÷àþùåéñÿ â äðóãîì
óðàâíåíèè.
∀abmnk(a + m = n → b−m = k ↔ a + b = n + k)

Âûðàæåíèÿ k, n èçâåñòíû; âûðàæåíèÿ m, a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Íåêîòîðîå
óðàâíåíèå çàäà÷è èìååò ñóììó, ñîäåðæàùóþ ñëàãàåìûå a, b. Âûðàæåíèÿ a, b íå
èìåþò ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ. Ïðèåì ñðñáàòû-
âàåò íà óðîâíå 6.
Ñëåäóþùèé ïðèåì òîãî æå òèïà ÿâíî âêëþ÷àåò ññûëêó íà òðåòüå óðàâíåíèå:
∀xabcdefgm(x = a + b & ma + d = e & nb + f = g & m = n & ¬(m = 0) & p =
d + f & q = e + g → x = (q − p)/m)

Çäåñü âûðàæåíèå m èçâåñòíî; x - íåèçâåñòíàÿ; a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïåð-
âûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óðàâíåíèÿìè; ÷åòâåðòûé, øåñòîé è
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ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð"; ïÿòûé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì íàõîäèò âûðàæåíèå äëÿ x ÷åðåç èçâåñòíûå ïà-
ðàìåòðû ïîñëå òîãî, êàê íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé
ñîêðàùàþòñÿ. Îáùèé êîýôôèöèåíò ïðè a è b âî âòîðîì è òðåòüåì óðàâíåíèÿõ
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ðàçäåëüíî: ñíà÷àëà êàê ïåðåìåííàÿ m, çàòåì - êàê ïåðå-
ìåííàÿ n. Ýòî ïðåäîòâðàùàåò îòíåñåíèå ê äàííîìó êîýôôèöèåíòó âîîáùå âñåõ
îáùèõ ìíîæèòåëåé äàííûõ ÷ëåíîâ. a è b èäåíòèôèöèðóþòñÿ èç ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ, ïðè÷åì óêàçàòåëü "îïåðàíä(õ1 ôèêñ(1 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ a ñ
îòäåëüíûì ñëàãàåìûì. Ëèøü ïîñëå ýòîãî ïåðåìåííûå m, n áóäóò èäåíòèôèöè-
ðîâàíû êàê îñòàòî÷íûå ìíîæèòåëè ïðè a, b, à ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò ïðîâåðèò
ñîâïàäåíèå m ñ n. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îïðåäåëÿþò âñïîìîãàòåëüíûå
ñóììû p, q. Ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ" ïðîèñõîäèò ïðîâåðêà
òîãî, ÷òî ýòè ñóììû íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 6.

14. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî èçâåñòíîãî ÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà
ïðè êîíòðîëå ïîäñëó÷àÿ.
Åñëè èìåë ìåñòî âíåøíèé ðàçáîð ñëó÷àåâ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçðåøåíèå îò-
íîñèòåëüíî èçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ x ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé, íå ñî-
äåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííîãî äëÿ x âûðàæåíèÿ â
îñòàëüíûå ïîñûëêè ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ íåðåàëèçóåìîãî ïîä-
ñëó÷àÿ.
∀abcx(¬(a = 0) → ax + b = c ↔ x = (c− b)/a)

x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé - èçâåñòíûì ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì; âûðàæå-
íèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x, íåèçâåñòíûõ è íåêîíñòàíòíûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ. ×òîáû îòñå÷ü ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ðàâåíñòâî
óæå äàåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà c, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c ëèáî íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðåìåííîé, ëèáî âñòðå÷àåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ðåçóëü-
òèðóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ x ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà",
áëîêèðóþùèì ïîïûòêè ïðîòèâîïîëîæíîé åãî îðèåíòàöèè. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 2.

15. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äâó÷ëåíîâ.
∀abcd(ab + ad + bc + cd = 0 ↔ (a + c)(b + d) = 0)

Èìåþòñÿ äâå âåðñèè ýòîãî ïðèåìà. Ïåðâàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5, ïðè÷åì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå íå èìååò ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåí-
íûõ è êîíñòàíò. Âòîðàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 9 áåç óêàçàííîãî îãðàíè÷åíèÿ.

16. Ïåðåíåñåíèå â ëåâóþ ÷àñòü âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ, åñëè îáå åãî ÷àñòè
ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé.
∀abcdef (a = (bx + c)d/e + f ↔ a− (bx + c)d/e− f = 0)

Ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îíà âõîäèò â
ëåâóþ ÷àñòü a è íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ b, c, d, e. Âûðàæåíèÿ a, f ëèíåéíû ïî x.
Óðàâíåíèå íå èìååò íåêîíñòàíòíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî - òîëüêî â ñèòóàöè-
ÿõ, êîãäà ÷èñëî âõîæäåíèé íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé â óðàâ-
íåíèå íå ìåíåå 6. Ôèëüòðû "íå(âõîäèò(ðàññòîÿíèå êîðåíü))", "íå(âõîäèò(óãîë
êîðåíü))" ÿâëÿþòñÿ óñêîðÿþùèìè: îíè çàâåäîìî âûïîëíåíû èç-çà òðåáîâàíèÿ
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îòñóòñòâèÿ íåòðèâèàëüíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îäíàêî ðàçìåùàþòñÿ â íà÷àëå
ïðîãðàììû è ñðàçó îòñåêàþò ïîïûòêè ðàññìîòðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíî-
øåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

17. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.
Åñëè îäíà èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, ðàñïîëîæåííóþ ïîä
çíàêîì "ìèíóñ", à äðóãàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî ìèíóñ âíîñèòñÿ ïîä
ñóììó:
∀abc(−(a + b) = c ↔ −a− b = c)

Âûðàæåíèÿ a, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; ñóùåñòâóåò íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì,
âõîäÿùèé êàê â a, òàê è â c. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.

Ñëîæåíèå ëèáî âû÷èòàíèå öåëî÷èñëåííûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè ëåâîé ÷àñòè

Ïðèåìû óñìàòðèâàþò òàêèå äâà öåëî÷èñëåííûõ óðàâíåíèÿ, ÷òî ïðè èõ ñëîæåíèè
ëèáî âû÷èòàíèè ëåâàÿ ÷àñòü îêàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ öåëî÷èñëåííûõ äâó-
÷ëåíîâ, à ïðàâàÿ - öåëûì ÷èñëîì. ×òîáû ïîñëåäíåå áûëî âîçìîæíî ìåíüøèì, ïðè
ðàâåíñòâå çíàêîâ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ âû÷èòàþòñÿ, à ïðè ðàçëè÷èè - ñêëàäûâà-
þòñÿ. Äàëüíåéøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïóòåì ïåðåáîðà äåëèòåëåé
ïðàâîé ÷àñòè.
∀abcdpq(0 ≤ pq & ac + bd = q → ab + cd = p ↔ (a− d)(b− c) = p− q)

∀abcdpq(pq < 0 & ac + bd = q & ab = cd = p ↔ (a + d)(b + c) = p + q)

Óðàâíåíèÿ ðàñïîëîæåíû â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå âèäà
"öåëîå(x)" ëèáî "íàòóðàëüíîå(x)" äëÿ íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé x, âõîäÿùåé â ïðåîáðà-
çóåìîå óðàâíåíèå. p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïðèåìû
ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 4.

Ïîäáîð ïðèìåðà äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñò-
íûìè

Ïðèåì óêàçûâàåò íóëåâîå ðåøåíèå:
∀abxy(x = 0 & y = 0 → ax + by = 0)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðàâíåíèå ax + by = 0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" è íå èìåþùåé öåëè "íåçàâèñèò . . .". x, y -
íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì âíå äàííîãî óðàâíåíèÿ îíè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî â óòâåð-
æäåíèÿõ "÷èñëî(x)", "÷èñëî(y)". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ïîäáîðçíà-
÷åíèé" - îíè ïîìåùàþòñÿ â çàäà÷ó âìåñòî ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà íåèçâåñòíîãî êâàäðàòà ñóììû ëèáî êâàäðàòà ðàçíî-
ñòè èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ

Ïðèåìû ïðåäñòàâëÿþò ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòà íåèç-
âåñòíîé ñóììû íà èçâåñòíîå âûðàæåíèå, ïîäãîòàâëèâàÿ òàêèì îáðàçîì âîçìîæíîñòü
èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ.
∀abcd(da2 + 2abd + db2 = c ↔ (a + b)2d = c)
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∀abcd(da2 − 2abd + db2 = c ↔ (a− b)2d = c)

Âûðàæåíèÿ c, d èçâåñòíû; óðàâíåíèå ðàñïîëîæåíî â ñïèñêå óñëîâèé çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

Àêòèâèçàöèÿ àíàëèçàòîðà "ñëîæåíèåóðàâíåíèé"

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ñëîæåíèåóðàâíåíèé" ñîçäàí äëÿ âûâîäà ëèíåéíûõ êîìáèíà-
öèé óðàâíåíèé â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå. ×àñòî îí è âûïîëíÿåò îñíîâíóþ ÷àñòü
ðàáîòû ïî ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàÿ ïîèñê óäà÷íîé èõ êîìáèíàöèè.
Àêòèâèçàöèÿ àíàëèçàòîðà ðåàëèçóåòñÿ äâóìÿ ïðèåìàìè ñ çàãîëîâêîì "çàìå÷àíèå",
èìåþùèìè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀abc(a + b = c → ∅)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3 â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè
"èçâåñòíî". Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è
äîëæíî áûòü áîëåå îäíîé. Íå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíîãî ïî âñåì ñâîèì íåèç-
âåñòíûì óðàâíåíèÿ. Óêàçàòåëü "àíàëèçàòîð( ñëîæåíèåóðàâíåíèé óðîâåíü(1)ëèìèò(
âàðèàíò(è(ðàâíî(÷èñëîíåèçâåñòíûõ 2)ìåíüøå(80 ÷èñëî(ïîñûëêà(õ4)çàãîëîâîê(õ4 ðàâ-
íî)âõîäèò(õ5 õ4))))6000000 3000000)))" ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó. Åñëè
÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è ðàâíî 2, à ñóììàðíàÿ äëèíà åå óðàâíåíèé áîëüøå 80, òî
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ðàâåí 6000000 øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà, èíà-
÷å îí ðàâåí 3000000.

Âòîðîé ïðèåì àíàëîãè÷åí ïåðâîìó è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 7. Òðåáîâàíèå íà
íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé çäåñü îòñóòñòâóåò, îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ðàâåí 6000000.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè êîýôôèöèåíòà, èìåþùåãî âèä ñóììû

Ïðèåì âûïîëíÿåò ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè èçâåñòíûõ ñóìì - îñíîâàíèé ñòåïåíè â
êîýôôèöèåíòàõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé. Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ, èìåþùèõ áîëåå îäíîé
íåèçâåñòíîé, è â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü óðàâíåíèå íà èçâåñòíûé ìíîæè-
òåëü. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdefg(g = a + b → (a + b)cd + e = f ↔ gcd + e = f)

Óðàâíåíèå ëèáî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Ñóììà a + b è âûðàæåíèå f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèÿ
d, e - ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè íîðìàëèçàòîð
"âèäóìíîæåíèå". Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, âîçìîæíî, ðàâíàÿ
1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò g ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè èìååò, ñ òî÷íîñòüþ äî
çíàêà, ìóëüòèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê ("óìíîæåíèå" ëèáî "ñòåïåíü" ëèáî "äðîáü").
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî èçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëà-
ãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(a(b+ c) = ab+ac). Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ïåðâûéòåðì".
Íàëè÷èå óêàçàòåëÿ "íàáîð(âòîðîéòåðì)" äàåò âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííî îáðàáà-
òûâàòü âñå ñëàãàåìûå. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ñóììå, ÿâëÿþùåéñÿ îäíîé èç ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïðè íàëè÷èè öåëè "èçâåñò-
íî" ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà íå ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à
èìååò áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ1 èçâåñòíî(õ1))" îïðåäåëÿåò
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èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé a ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé îáùåãî
äåëèòåëÿ ñëàãàåìûõ.

Ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì ñ òîé æå òåîðåìîé, ïðèìåíÿåìûé ê ñóììå, ÿâëÿþùåéñÿ
îäíîé èç ÷àñòåé ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ñóì-
ìû - ëèáî èçâåñòíàÿ (â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå åå
ïåðåìåííûå çàðåãèñòðèðîâàíû â êîììåíòàðèè "èçâåñòíî"), ëèáî èìååò ñâîèì ìíî-
æèòåëåì âûðàæåíèå a. Êàê è âûøå, èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "íàáîð(âòîðîéòåðì)" è
"ïåðå÷åíü(õ1 èçâåñòíî(õ1))".

Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1. Îáû÷íî ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò äåëåíèå îáåèõ
÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà âûäåëåííûé èçâåñòíûé ìíîæèòåëü.

Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî íåèçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ ëå-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðè íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòè

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íóëåâàÿ, òî èìååò ñìûñë âûäåëÿòü íå òîëüêî îáùèå
èçâåñòíûå, íî è îáùèå íåèçâåñòíûå ìíîæèòåëè ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè. Òåîðåìà ïðè-
åìà - òà æå, ÷òî âûøå: ∀abc(a(b + c) = ab + ac). Ñóììà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåãî íóëåâóþ ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü. Îáùèé
ìíîæèòåëü a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" è
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

Ïî ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé â çàäà÷àõ íà
èññëåäîâàíèå è íà äîêàçàòåëüñòâî. Íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûå,
îäíàêî ñóììà äîëæíà áûòü íåêîíñòàíòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû è ðàçíîñòè

Ïðîèñõîäèò ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé çàäà÷è íà îïèñàíèå:
∀ab(a + b = 0 & a− b = 0 ↔ a = 0 & b = 0)

Óêàçàòåëü "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)" ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü âûðàæåíèå b
êàê ñóììó íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ; ïðè ýòîì −b èäåíòèôèöèðóåòñÿ â âèäå ñóììû ýòèõ
ñëàãàåìûõ ñ èçìåíåííûìè çíàêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé ñ îäíîé íåèçâåñòíîé

Åñëè çàäà÷à èìååò äâà óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå íåèçâåñòíîé, òî èíî-
ãäà ìîæíî óïðîñòèòü ðåøåíèå, ðàññìîòðåâ òàêóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óðàâíåíèé,
êîòîðàÿ óíè÷òîæàåò ÷àñòü íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ. Ýòîò ñïîñîá ðåøåíèÿ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdpqrA(¬(a = 0) & ab + c = d & (aq − cp = ar − dp) = A → pb + q = r ↔ A)

Òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ. Âòîðîé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì. Âûðàæåíèå b, èñêëþ÷àåìîå ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèÿ a, p, d, r (êîýôôè-
öèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé) èçâåñòíû. Òðåòèé àíòå-
öåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò çàìåíÿþùåå óòâåð-
æäåíèå A. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå,
èìåþùåé òó æå íåèçâåñòíóþ, ÷òî è òåêóùàÿ çàäà÷à. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è ðàâåí 5. Ïðèåì èìååò ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Ôàêòè-
÷åñêè, îí ðåàëèçóåò ïîïûòêó "ñðàçó" íàéòè îòâåò, ïîäñòàâëÿÿ â ñëó÷àå óñïåõà ÿâíî
ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé óòâåðæäåíèå A.
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Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà

Åñëè â çàäà÷å ñ îäíîé íåèçâåñòíîé âîçíèêëè äâà óðàâíåíèÿ, èìåþùèå èçâåñòíûé ïà-
ðàìåòð, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, óñòðàíÿþùàÿ ýòîò ïàðàìåòð,
òî öåëåñîîáðàçíî ñðàçó ïåðåéòè ê åå ðàññìîòðåíèþ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ïàðà-
ìåòð èç âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé è ìîæåò ñèëüíî óïðîñòèòü äàëüíåéøèå âûêëàä-
êè. Òåîðåìà ïðèåìà ðåàëèçóåò äàííóþ ñõåìó äåéñòâèé äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ:
∀ABbcd(¬(b = 0) & A = bc → B = cd ↔ Ad−Bb = 0)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì. Ëåâûå ÷àñòè A, B ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûå; ïðàâûå ÷àñòè èçâåñòíû. Âûðàæåíèÿ b, d êîíñòàíòíûå. Ñóùåñòâóåò èçâåñòíûé
ïàðàìåòð, âñòðå÷àþùèéñÿ â âûðàæåíèè c è íå âñòðå÷àþùèéñÿ â A, B. Âûðàæåíèå B
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç îïåðàöèé "ïëþñ", "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "ìèíóñ".

Óìåíüøåíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ ñ ïîìîùüþ òîæäåcòâà èç êîíòåêñòà

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ åãî ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ñ ðàâåíñòâîì èç ïîñûëîê, ïðèâîäÿùàÿ ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Ñîçäàí
ïðîñòåéøèé ïðèåì òàêîãî òèïà:
∀abcd(d = a− c & b + c = 0 → a + b = 0 ↔ d = 0)

Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî è íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì èç ïîñûëîê; ïåðâûé
- âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü d ëåâûõ ÷àñòåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åå ñëàãàåìûõ ìåíüøå
÷èñëà ñëàãàåìûõ èñõîäíîãî ðàâåíñòâà. Äëÿ óñêîðåíèÿ îòñå÷åíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñîêðàùàåìàÿ ÷àñòü b èìååò áîëåå îäíîãî ñëàãàåìîãî. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
3.

Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ

Ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè ñóììà ìîæåò ïðèîáðåñòè áîëåå êîìïàêòíûé âèä.
Ïîïûòêà òàêîãî åå óïðîùåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Îäíàêî, èìååòñÿ ìíîæåñòâî ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû â ïðîèçâå-
äåíèå ëèáî íåöåëåñîîáðàçíî, ëèáî ðåàëèçóåòñÿ äðóãèì ïðèåìîì. Ïîýòîìó îïèñûâàå-
ìûé çäåñü ïðèåì èìååò áîëüøîå ÷èñëî ôèëüòðîâ, âîçíèêàâøèõ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ
ïîñòåïåííî. Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:
∀abc(c = a + b → a + b = c)

Ñóììà ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðî-
ñòèòü", ïðè÷åì çàïðåùàåòñÿ íàëè÷èå ëþáîé èç ñëåäóþùèõ öåëåé:

1. "ðàñêðûòüñêîáêè" (öåëü ïðåäïîëàãàåò îáðàòíîå äåéñòâèå)
2. "ðàçëîæèòüíàìíîæèòåëè" (äåéñòâèå âûïîëíÿåòñÿ äðóãèì ïðèåìîì)
3. "íîðìÈíòåãðàë" (âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíî-

ãî âûðàæåíèÿ; â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàáîòàòü ñ ñóììîé)
4. "âû÷èñëèòü" (çàäà÷à íà ïðîãðàììèðîâàíèå òðåáóåò îñîáîãî óïðàâëåíèÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè)
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5. "÷àñòíïðîèçâ" (âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà óïðîùåíèå ðåçóëüòàòà êðàòíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ - óñïåøíàÿ ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ìàëîâåðîÿòíà)

6. "ðåäóöèðîâàíèå" (âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ëîãè÷åñêîãî âûâîäà òåîðåì, òðåáó-
þùàÿ îñîáîãî óïðàâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ê íîðìàëèçàòîðó "âè-
äóìíîæåíèå". Èìååòñÿ ñðåäíèõ ìàñøòàáîâ îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, íåñêîëüêî
óâåëè÷åííûé äëÿ ñóììû íå áîëåå ÷åì òðåõ ñëàãàåìûõ. Äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâà-
þòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

1. Ëèáî ðåçóëüòàò c êîðî÷å èñõîäíîé ñóììû, ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà óïðîùåíèå
èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóì-
ìà ñëóæèò ñîìíîæèòåëåì íåêîòîðîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ýòî
ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèÿ c óäàåòñÿ äîáèòüñÿ äàëüíåéøåãî åãî óïðîùåíèÿ (íà-
ïðèìåð, çà ñ÷åò ïåðåìíîæåíèÿ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì).

2. Ñóììà íå èìååò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ (â ýòîé ñèòóàöèè ðàáîòàåò äðóãîé ïðèåì).
3. Ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ñòåïåíè (äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè îñíîâà-

íèÿ ñòåïåíè èìåþòñÿ äðóãèå ïðèåìû; ïîêàçàòåëü ñòåïåíè îáû÷íî ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó ñóììû).

4. Ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè (â ýòîé
ñèòóàöèè ðàáîòàþò äðóãèå ïðèåìû).

5. Ñóììà íå ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëÿìè "êëàññ", "îòîáðàæåíèå" (â ýòèõ ñëó-
÷àÿõ òðåáóåòñÿ îñîáîå óïðàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ÷òîáû íå íàðóøèòü ñòàí-
äàðòíîãî âèäà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà ëèáî ôóíêöèè).

6. Ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè (çäåñü ïðèíÿòà
ñòàíäàðòèçàöèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ âûðàæåíèÿ ê âèäó ñóìì).

Óêàçàòåëü "ïîïûòêà(âèäóìíîæåíèå êîïèÿ(ïëþñ(õ1 õ2)))" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó îò-
ñóòñòâèÿ êîììåíòàðèÿ (âèäóìíîæåíèå a+b), óêàçûâàþùåãî íà ðàíåå ïðåäïðèíèìàâ-
øóþñÿ íåóäà÷íóþ ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñ óïðîùåíèåì âûðàæåíèÿ.
Ñëóæåáíîå ñëîâî "êîïèÿ" îçíà÷àåò, ÷òî â êîììåíòàðèè áóäåò èñïîëüçîâàíà íå îáðà-
áîòàííàÿ íîðìàëèçàòîðîì ñóììà, à åå èñõîäíàÿ âåðñèÿ. Åñëè ïðèåì íå ñðàáàòûâàåò,
òî ïðè îòêàòå óêàçàííûé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ

Ïðèåì ïðåîáðàçóåò ñóììó, ðàñïîëîæåííóþ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Òåîðåìà
èìååò âèä ∀abc(ab + ac = a(b + c)). Ñóììà íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Îíà íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ñòåïåíè ëèáî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "âèäóìíîæåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè

Åñëè ñóììà ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàç-
ëîæèòüíàìíîæèòåëè", ïðè÷åì ïóòü ê íåé îò êîðíÿ óñëîâèÿ ïðîõîäèò ëèøü ÷åðåç
ìóëüòèïëèêàòèâíûå îïåðàöèè, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âè-
äóìíîæåíèå":
∀abc(c = a + b → a + b = c)

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå öåëè "âèäÓìíîæåíèå", óòî÷íÿþùåé, ÷òî ìíîæèòåëè ìîãóò
áûòü êîìïëåêñíûìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó ëèáî
èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê ("óìíîæåíèå","äðîáü","ñòåïåíü", áûòü ìîæåò
ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ìèíóñà), ëèáî íå èìååò âèäà ñóììû è êîðî÷å èñõîäíîãî âûðàæå-
íèÿ. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå" ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè.
Åñëè ðåøàåòñÿ íå âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, à âçÿòàÿ íåïîñðåäñòâåííî èç çàäà÷íèêà,
òî ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "ìàêñèìóì", âêëþ÷àþùèé óñèëåííûå ñðåäñòâà. Åñëè âñå
âõîäÿùèå â ñóììó ñòåïåíè èìåþò íàòóðàëüíûå ïîêàçàòåëè, òî ââîäèòñÿ êîììåíòà-
ðèé "âûäåëåíèåñòåïåíè", áëîêèðóþùèé ïîïûòêè ïåðåõîäà ê ñòåïåíÿì ñ äðîáíûìè
ïîêàçàòåëÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íóëþ

Ïðèåìû ïîäðàçäåëà îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê ðàâåíñòâàì, íå ÿâëÿþùèìñÿ óðàâíåíèÿìè.
Ñëó÷àé óðàâíåíèé îõâàòûâàåòñÿ äðóãèìè ïðèåìàìè, ðàçìåùåííûìè â ðàçäåëå ñèì-
âîëà "óìíîæåíèå".
Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ñóììû íóëþ ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ab(a = b → ¬(a = 0) ↔ ¬(b = 0))

Ïðåîáðàçóåìîå îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûì
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Àíòåöåäåíò îáðà-
ùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå"; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b èìååò ìóëü-
òèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê (ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðàñûâàíèÿ çíàêà). Óêàçàòåëü "ïîïûò-
êà(âèäóìíîæåíèå êîïèÿ(õ1))" áëîêèðóåò ïîâòîðíûå íåóäà÷íûå ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ
íà ìíîæèòåëè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èñ-
õîäíîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ðàñïàäåòñÿ íà íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé.

Ñëåäóþùèé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ðàâåíñòâàì áåç íåèçâåñòíûõ, âîçíèêàþùèì â ðå-
äàêòèðóåìîì îòâåòå çàäà÷è íà îïèñàíèå:
∀ab(b = a → a = 0 ↔ b = 0)

Çàäà÷à èìååò öåëü "ðåäàêöèÿ"; òåêóùèé åå òåðì íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ðàçëîæå-
íèå íà ìíîæèòåëè îáåñïå÷èâàåòñÿ îñëàáëåííûì íîðìàëèçàòîðîì "ôàêòîðèçàöèÿ".
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òåêóùèé òåðì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì, äåêîìïîçèðóþùèé ðàâåíñòâî íóëþ â êîíñåêâåíòå êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè:
∀Apqr(p(x) + q(x) = r(x) → ∀x(A(x) → p(x) + q(x) = 0) ↔ ∀x(A(x) → r(x) = 0))

Àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà è
ñòàíäàðòèçàöèè êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ïðîèñõîäèò óïðîùåíèþ êîíñåêâåíòà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà

Â ïîäðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, óñìàòðèâàþùèõ ëîæíîñòü ÷èñ-
ëîâîãî ðàâåíñòâà ïóòåì ñðàâíåíèÿ åãî ñ óòâåðæäåíèÿìè, èìåþùèìèñÿ â êîíòåêñòå.

Ïåðâûé ïðèåì èñïîëüçóåò ïîñûëêó, âûðàæàþùóþ ðàâåíñòâî íóëþ ïîäñóììû ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñóììû:
∀ab(a = 0 & ¬(b = 0) → ¬(a + b = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò íåïîñðåäñòâåííî ñîäåð-
æèòñÿ â êîíòåêñòå; âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîïûòêà ïðè-
ìåíåíèÿ ïðèåìà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ òåðìîâ çàäà÷è, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ñóùå-
ñòâóåò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1; ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

Äðóãèå äâà ïðèåìà îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àÿì ïåðåãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ ðàâåíñòâà:
∀ab(¬(a = b) → ¬(a− b = 0))

∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(a = b))

Ïåðâûé èç íèõ èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 3, âòîðîé - 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå îáà
âûðàæåíèÿ a, b îòëè÷íû îò 0. Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç êîíòåêñòà.

Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòðèöàíèÿ ðàâåí-
ñòâà

∀ab(b = a & ¬(b = 0) → ¬(a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óòâåðæäåíèå ¬(a = 0) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåò åå íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå"; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóììîé. Ïîñëå ýòîãî âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ñëåäñòâèå",
îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ¬(b = 0). Ïðè-
åì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëþñ"

Ïðåæäå âñåãî, íîðìàëèçàòîð ñîäåðæèò óæå ðàññìîòðåííûå âûøå ïðîñòåéøèå ïðèå-
ìû ñòàíäàðòèçàöèè ñóìì: ñëîæåíèå ñ íóëåì, ñëîæåíèå äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë è ïðîñòûõ
äðîáåé, ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ê íèì äîáàâ-
ëåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Âû÷èñëåíèå ìàëîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà - êîýôôèöèåíòà
ñëàãàåìîãî.

∀abcd

(
ab−c + d =

a

bc
+ d
)

b - äåñÿòè÷íîå ÷èñëî; c - íàòóðàëüíîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå 4. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

2. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìèíóñà âñåõ ñëàãàåìûõ. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà
óðîâíå 1. Åñëè åãî íóæíî çàáëîêèðîâàòü, òî ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó
ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "èçâëå÷åíèå". Äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íåò.

3. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû, åñëè âíåøíÿÿ îïåðàöèÿ - ñëîæåíèå. ∀abc(c−
(a + b) = c− a− b).
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4. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ñóììû íóëþ èç ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû ñëàãàåìûõ ñ îá-
ðàòíûìè çíàêàìè. ∀ab(a − b = 0 → b − a = 0). Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ñïèñ-
êà ïîñûëîê. Óêàçàòåëè "íîðìçíàêà(õ1 ìèíóñ ïëþñ)" è "îòðèöàíèå(ìèíóñ õ2)"
îïðåäåëÿþò îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå çíàêîâ ó âñåõ ñëàãàåìûõ ñóììû. Ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñóùåñòâïîñûëêè".

5. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ äðîáíûìè ðàäèêàëàìè.
Â íîðìàëèçàòîð ââåäåíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ çàâåäîìîå óïðî-
ùåíèå ñóìì ñ äðîáíûìè ðàäèêàëàìè:

∀abcd

(
c

√
a

b
+ d

√
b

a
=

(ac + bd)
√

a
b

a

)

∀abcde

(
a
√

b

c
+

d

e
√

b
=

(abe + cd)
√

b

bce

)

∀abcde

(
a
√

b

c
+

d

eb3/2
=

(ab2e + cd)
√

b

b2ce

)

∀abcde

(
a

b
√

c
+

d

ec3/2
=

ace + bd

bec3/2

)
Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ c, d
íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "Î". Â îñòàëüíûõ ïðèåìàõ âñå ïåðåìåííûå èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Èõ óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

6. Ñëîæåíèå ëîãàðèôìîâ.
Âûïîëíÿåòñÿ ñëîæåíèå ëèáî âû÷èòàíèå ëîãàðèôìîâ îò äåñÿòè÷íûõ êîíñòàíò
ïî îáùåìó îñíîâàíèþ:
∀abcd(d loga b + d loga c = d loga(bc))

∀abcd(−d loga b− d loga c = − loga(bc))

∀abcde(b = ce → d loga b− d loga c = d loga e)

∀abcde(b = ce → d loga c− d loga b = −d loga e)

Â ïåðâûõ äâóõ ïðèåìàõ b, c - äåñÿòè÷íûå ÷èñëà; â äâóõ ïîñëåäóþùèõ - íà-
òóðàëüíûå êîíñòàíòû. Îñíîâàíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è.
Àíòåöåäåíòû ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèåìîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" - îíè
âûïîëíÿþò öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå b íà c. Ïðåäïîñëåäíèé ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 2, îñòàëüíûå - íà óðîâíå 1.

7. Ñëîæåíèå ïðîñòûõ äðîáåé, âûðàæåííûõ ÷åðåç îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè.

∀abcdef

(
e =

a

bc
+ d → ab−c + d + f = e + f

)
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a, d - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû; b, c - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè c ìåíüøå 5. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", âûïîëíÿåò àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ è ïîëó÷àåò ïðîñòóþ äðîáü e. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ñóììà êâàäðàòîâ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abc(a(sin b)2 + a(cos b)2 + c = a + c)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3. Óêàçàòåëè "åäèíèöà" äîïóñêàþò âûðîæäåííûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ a, c; óêàçàòåëü "çàìåíàçíàêà" - èçìåíåíèå çíàêà ïåðåä
ñëàãàåìûìè.

9. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè.
∀abc(a/b + c/b = (a + c)/b)

∀abcd((a− b)/c + (d + b)/c = a/c + d/c)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè äàëåêî íå
âñåãäà îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì. Ïîýòîìó ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò òîëü-
êî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïðîñòåéøèåäðîáè". Âòîðîé ïðèåì äàåò î÷åâèä-
íûå óïðîùåíèÿ è ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ðàâíû 1.

10. Ñëîæåíèå äâóõ "Î". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ:
∀a(O(a) + O(a) = O(a))

11. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè. Â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñóììû ñ
ñèìâîëàìè ïëþñ-ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè ëèáî ñèìâîëàìè ìîùíîñòè áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ. Äëÿ íèõ ïðåäóñìîòðåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∞+∞ = ∞
∀a(a− ÷èñëî→ a +∞ = ∞)

∀a(a− ÷èñëî→ a−∞ = −∞)

−∞−∞ = −∞
∀a(a− ÷èñëî→ a + ñ÷åòíîå = ñ÷åòíîå)
∀a(a− ÷èñëî→ a + êîíòèíóóì = êîíòèíóóì)

ñ÷åòíîå+ ñ÷åòíîå = ñ÷åòíîå
êîíòèíóóì+ êîíòèíóóì = êîíòèíóóì
ñ÷åòíîå+ êîíòèíóóì = êîíòèíóóì
Ñòðîãî ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàíèå íå÷èñëîâûõ îïåðàíäîâ ïîä ñóììîé íåêîððåêò-
íî - îíî äîëæíî âîñïðèíèìàòüñÿ êàê ôðàãìåíò óñëîâíîé ñîêðàùåííîé çàïèñè
êàêîãî-òî äðóãîãî, ëîãè÷åñêè êîððåêòíîãî óòâåðæäåíèÿ. Òàêàÿ çàïèñü îêàçûâà-
åòñÿ óäîáíîé äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ öåëåé è èñïîëüçóåòñÿ ëèøü â î÷åíü ëîêàëü-
íûõ êîíòåêñòàõ, ðåäêî âûõîäÿ çà ðàìêè íîðìàëèçàòîðîâ.

12. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Ýòîò ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ñóììû ïðîñòåéùèõ äðîáåé. Îí âûïîëíÿåò ñëîæå-
íèå ïîäîáíûõ äðîáíûõ âûðàæåíèé c êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò ïåðå-
ìåííîé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé áåðóòñÿ ïðîñòåéøèå äðîáè. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 551

ïðèåìà íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïðîñòåéøèåäðîáè". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïî äèñòðèáóòèâíîñòè. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðè-
åì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ñïåöèàëüíûì âíåøíèì íîðìàëèçàòîðîì. Èì ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä
∀abcd(d + (a + b)c = d + ac + bc).

Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùïëþñ"

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è. Ïðåîáðàçóåìîå èì
âûðàæåíèå èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ", ïðè÷åì îáðàáàòûâàåòñÿ òîëüêî êîðíåâîå âõî-
æäåíèå ñèìâîëà "ïëþñ". Òåîðåìà ïðèåìà â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòü
ëèøü ÷àñòü ñëàãàåìûõ. Ïîìèìî ïðèåìîâ óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ ñóìì è ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàíäîâ, íîðìàëèçàòîð âûïîëíÿåò ðÿä äåéñòâèé, îðèåí-
òèðîâàííûõ íà ïîëó÷åíèå áîëåå êîðîòêîé çàïèñè:

1. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ ðàâíûìè çíàìåíàòåëÿìè.
∀abc(¬(c = 0) & c− ÷èñëî→ a/c + b/c = (a + b)/c)

Åñëè îäíî èç âûðàæåíèå a, b èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü
íåêîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ p, ïðè÷åì íåêîòîðîå äðóãîå ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóå-
ìîé ñóììû òàêæå èìååò ñâîì ñîìíîæèòåëåì íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü âûðàæåíèÿ
p, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ýòî ñîõðàíÿåò âîçìîæíîñòü ïîñëåäóþùåé ãðóïïèðîâ-
êè ñ âûíåñåíèåì p çà ñêîáêó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ ñëàãàåìûõ.
∀abc(ab + ac = a(b + c))

Óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" îïðåäåëÿåò âûäåëåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ a èç
âñåõ ñëàãàåìûõ. Ëèáî ñóììà íåêîíñòàíòíàÿ, ëèáî a åñòü öåëî÷èñëåííàÿ êîí-
ñòàíòà. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü åäèíèö èçìåðåíèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdpqr(a = pr & c = qr & ab + cd = r(pb + qd))

Ñóììà êîíñòàíòíàÿ è èìååò ðîâíî äâà ñëàãàåìûõ. Íàòóðàëüíûå êîýôôèöèåí-
òû a è c ýòèõ ñëàãàåìûõ èìåþò íåâûðîæäåííûé îáùèé äåëèòåëü r. Êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íå äîïóñêàþòñÿ åäèíèöû èçìåðåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

3. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëåé äðîáåé.
∀abcde(¬(b = 0) & ¬(d = 0) & b−÷èñëî & d−÷èñëî→ ae/b+ ce/d = e(a/b+ c/d))

Êàæäîå ñëàãàåìîå ñóììû - äðîáü, ÷èñëèòåëü êîòîðîé èìååò ìíîæèòåëü e. Ïðè
ýòîì íåêîíñòàíòíîå âûðàæåíèå e îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñïèñîê îáùèõ ìíîæèòåëåé
÷èñëèòåëåé âûäåëåííûõ äâóõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëü "íàáîðîïåðàíäîâ(ôèêñ(0 1
1 1)ôèêñ(0 1 2 1))" îòìåíÿåò èñïîëüçîâàíèå òðóäîåìêîãî îïåðàòîðà "àëãåáðïå-
ðåñå÷åíèå" ïðè íàõîæäåíèè e. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

4. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ çíàìåíàòåëåé äðîáåé.
∀abcde(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & ¬(e = 0) & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
a/bc + d/ce = (a/b + d/e)/c)
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Âûðàæåíèå c íåêîíñòàíòíîå. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ïðîèçîøëî ïîäðàçáèå-
íèå ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ íà äâà íåêîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëÿ, îäèí èç êîòîðûõ
îñòàëñÿ â b ëèáî e, à äðóãîé âîøåë â c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìèíóñà âñåõ ñëàãàåìûõ.
∀ab(−a− b = −(a + b))

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò áåç îãðàíè÷åíèé íà óðîâíå 1.
6. Ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû ëîãàðèôìîâ â ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abcd(0 ≤ a & 0 ≤ b → d logc a + d logc b = d logc(ab))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
7. Ïðåîáðàçîâàíèå ðàçíîñòè ëîãàðèôìîâ â ëîãàðèôì äðîáè.
∀abcd(0 ≤ a & 0 ≤ b → d logc a− d logc b = d logc(a/b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ"

Íîðìàëèçàòîð îáåñïå÷èâàåò ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ ê âèäó ñóììû îäíî÷ëåíîâ
("ðàñêðûâàíèå ñêîáîê"). Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "âèäóìíîæåíèå" îí äîïîëíè-
òåëüíî ïðåîáðàçóåò ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé â ñóììû. Ýòî ñðàâ-
íèòåëüíî áîëüøîé íîðìàëèçàòîð, èñïîëüçóåìûé âî ìíîæåñòâå ïðèåìîâ.

Ôîðìàò íîðìàëèçàòîðà, îïðåäåëÿåìûé ñïðàâî÷íèêîì "áûñòðïðåîáð", íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà "êîðåíü", ò.å. îïèñûâàåìûå íèæå ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ëþáûì
ïîäòåðìàì ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà.

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé ïðîèñõîäèò íà óðîâíå 1.
2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ñëàãàåìûõ è ñîìíîæèòåëåé áûâàåò íåîáõî-

äèìî äëÿ óñìîòðåíèÿ îäèíàêîâûõ ïîäâûðàæåíèé. Îäíàêî, åãî íåöåëåñîîáðàçíî
ïðèìåíÿòü ê ïðîìåæóòî÷íûì âûðàæåíèÿì, áûñòðî èçìåíÿåìûì äðóãèìè ïðè-
åìàìè. Ïîýòîìó óðîâíè äàííûõ ïðèåìîâ ñðàâíèòåëüíî âûñîêè: ñîìíîæèòåëè
óïîðÿäî÷èâàþòñÿ íà óðîâíå 3, ñëàãàåìûå - íà óðîâíå 4.

3. Âû÷èñëåíèÿ ñ êîíñòàíòàìè. Â íîðìàëèçàòîðå èìåþòñÿ ïðèåìû ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë, ñëîæåíèÿ è ñîêðàùåíèÿ ÷èñëîâûõ äðîáåé, à òàê-
æå âîçâåäåíèÿ ÷èñëà â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü, àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì âû-
øå. Ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: åñëè
îñíîâàíèå ñòåïåíè ðàâíî 2, òî äîïóñêàþòñÿ ïîêàçàòåëè íå áîëüøèå 26; åñëè
îñíîâàíèå ñòåïåíè ðàâíî 3, òî - ïîêàçàòåëè íå áîëüøèå 12; â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ
- ïîêàçàòåëè, íå áîëüøèå 8. Êðîìå òîãî, äîáàâëåí ïðèåì âûäåëåíèÿ ÷èñëîâîãî
ìíîæèòåëÿ èç äðîáíîé ñòåïåíè:

∀abcde

(
0 < b− c & b = cd + e & f = ad → a

b
c = fa

e
c

)
Çäåñü a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé; b, c - ñ íàòóðàëüíûìè êîí-
ñòàíòàìè. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ïðîãðàììà". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëèòåëü b áîëüøå çíàìåíàòåëÿ c è âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå ñ îñòàò-
êîì îäíîãî íà äðóãîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", âûïîëíÿåò âîçâåäåíèå ÷èñëà a â ñòåïåíü d, åñëè îíà íå ïðåâîñõîäèò 4.
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Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé îïåðàòîð "íàòóðñòåïåíü", ðåàëèçî-
âàííûé íà ËÎÑå.

4. Ïðîñòåéøèå óïðîùàþùèå òîæäåñòâà. Òàê êàê ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê ÷àñòî
âîçíèêàþò ðàçíîîáðàçíûå âîçìîæíîñòè äëÿ î÷åâèäíîãî óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé,
â íîðìàëèçàòîð ïðèøëîñü ââåñòè ìíîæåñòâî ïðèåìîâ òàêîãî óïðîùåíèÿ. Ïåðå-
÷èñëèì ýòè ïðèåìû, îãðàíè÷èâàÿñü â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ëèøü íàçâàíèåì
âûïîëíÿåìîãî äåéñòâèÿ:
(a) Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà ïåðåä íóëåì.
(b) Óìíîæåíèå íà íîëü è íà åäèíèöó.
(c) Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê óìíîæåíèÿ.
(d) Îòáðàñûâàíèå äâîéíîãî ìèíóñà.
(e) Ñëîæåíèå ñ íóëåì.
(f) Îòáðàñûâàíèå åäèíè÷íîãî çíàìåíàòåëÿ.
(g) Çàìåíà íà íîëü äðîáè ñ íóëåâûì ÷èñëèòåëåì.
(h) Ïåðåíåñåíèå â ÷èñëèòåëü äðîáè ìíîæèòåëÿ ïåðåä äðîáüþ.
(i) Äåëåíèå íà äðîáü.

∀abc

(
¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b

c
a

=
ab

c

)
(j) Äåëåíèå äðîáè.

∀abc

(
¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b

ac
=

b
c

a

)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíà(ïåðâûéòåðì ñòàíäïëþñ)".
(k) Âûíåñåíèå ìèíóñà èç çíàìåíàòåëÿ ëèáî ÷èñëèòåëÿ äðîáè.
(l) Ñîêðàùåíèå äðîáíîãî âûðàæåíèÿ.

∀abc

(
¬(c = 0) & c− ÷èñëî & ¬(b = 0) & b− ÷èñëî→ ac

bc
=

a

b

)
Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì íå ïðîñòî îòáðàñûâàåò ÿâíî âûäåëåííûå îáùèå ìíî-
æèòåëè c ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, íî îïðåäåëÿåò "íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü" ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó "àëãåáðïåðåñå-
÷åíèå". Ýòà æå ïðîöåäóðà íàõîäèò è îñòàòî÷íûå ÷àñòè a, b. Òàêèì îáðà-
çîì, áóäóò ñîêðàùàòüñÿ è "çàìàñêèðîâàííûå" îáùèå ìíîæèòåëè, íàïðè-
ìåð, ñòåïåíè ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.

(m) Çàìåíà ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé íà ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ.
(n) Çàìåíà ÷àñòíîãî ìîäóëåé íà ìîäóëü äðîáè.

∀abcd

(
¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ d|b|

a|c|
=

d
∣∣ b
c

∣∣
a

)
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(o) Óñòðàíåíèå åäèíèöû â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
(p) ×åòíàÿ ñòåïåíü ìîäóëÿ.

∀ab(a− rational & ÷èñëèòåëü(a)− even→ |b|a = ba)

(q) Ïðîèçâåäåíèå íå÷åòíîé ñòåïåíè ìîäóëÿ íà ñèãíóì.
∀an(|a|nsga = an)

Çäåñü n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íå÷åòíîé êîíñòàíòîé.
(r) Ñòàíäàðòèçàöèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïðèìåíåíèåì òîæäå-

ñòâà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ ñèíóñà è êîñèíóñà, à òàêæå òîæäåñòâà äëÿ ñóì-
ìû ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà. Òàê êàê ýòè ïðèåìû ñðàâíèòåëü-
íî ãðîìîçäêè è ÿâëÿþòñÿ êîïèÿìè ïðèåìîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå â ðàçäåëå "Òðèãîíî-
ìåòðèÿ", çäåñü ìû èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Ãðîìîçäêîñòü òåîðåì ïðè-
åìîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òàêîãî îáîáùåíèÿ óêàçàííûõ âûøå íåñëîæíûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ïðè êîòîðîì ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíî ïðèìå-
íåíèå èõ â ðàçëè÷íûõ "çàìàñêèðîâàííûõ" ñèòóàöèÿõ.

5. Ñòàíäàðòèçèðóþùèå òîæäåñòâà. Êðîìå ïðèâåäåííûõ âûøå ïðîñòåéøèõ óïðî-
ùàþùèõ òîæäåñòâ, íîðìàëèçàòîð èìååò ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ñòàíäàðòèçèðóþ-
ùèõ òîæäåñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ïðîöåññå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê:
(a) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, èìåþùèõ ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû. Ïðèåìû

àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå ïðèåìàì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè; îòäåëü-
íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ñëîæåíèÿ ïîäîáíûõ äðîáåé, à òàêæå ïîäîáíûõ
äðîáè è íåäðîáíîãî âûðàæåíèé.

(b) Ñîêðàùåíèå ÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå äðîáè.

∀abcd

(
¬(c = 0) & c− ÷èñëî→ ad

bc
=

da
b

c

)
Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Âûðà-
æåíèå a

b
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñîêðàùäðîáè". Óêàçàòåëü "ðàç-

ëè÷íû(ñîêðàùäðîáè äðîáü(õ1 õ2))" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó ôàêòè÷åñêîãî
èçìåíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Òàê êàê çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìóìíîæåíèå" è "íîðìäðîáü", òî â ñëó÷àå äðîáíîãî
ðåçóëüòàòà ñîêðàùåíèÿ áóäåò îáåñïå÷åíî èñêëþ÷åíèå äâóõýòàæíîé äðîáè.

(c) Ïåðåìíîæåíèå ÷èñëîâûõ îñíîâàíèé ñòåïåíè, èìåþùèõ ðàâíûå ïîêàçàòåëè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → acbc = (ab)c)

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc = (ab)c)

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè, òàê ÷òî
â îñíîâàíèè ðåçóëüòèðóþùåé ñòåïåíè ñíîâà îêàçûâàåòñÿ äåñÿòè÷íàÿ êîí-
ñòàíòà.

(d) Ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé. Òàêîé ïå-
ðåõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèÿ; îáðàòíûé
ïåðåõîä õàðàêòåðåí ëèøü äëÿ îñîáûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ïðè çàâåðøàþ-
ùåì ðåäàêòèðîâàíèè).
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → acbc = (ab)c)

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc = (ab)c)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.
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(e) Ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè äðîáè â ÷àñòíîå ñòåïåíåé.

∀abc

(
c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) →

(a

b

)c

=
ac

bc

)
(f) Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì.

∀abc(0 ≤ a → abac = ab+c)

∀abc(b−rational& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → abac = ab+c)

Ïðèåìû íå ïðèìåíÿþòñÿ, åñëè óìíîæàåòñÿ äåñÿòè÷íîå ÷èñëî íà ñâîþ äðîá-
íóþ ñòåïåíü.

(g) Äåëåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì.
∀abcde(b−rational& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) & ¬(e = 0) & ¬(a = 0) & a − ÷èñëî & e − ÷èñëî → (dab)/(eac) =
(dab−c)/e)

∀abcde(0 < a & a− ÷èñëî→ (dab)/(eac) = (dab−c)/e)

Ïðèåìû íå ïðèìåíÿþòñÿ, åñëè äåñÿòè÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà ñâîþ äðîáíóþ
ñòåïåíü.

(h) Ñâåðòêà ïðîèçâåäåíèÿ ñèãíóìà íà ÷èñëî â ìîäóëü ÷èñëà.
∀an(ansga = an−1|a|)
n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ:
òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "óðàâíäèôô", ââîäèìîãî ïðè ðåøåíèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìûé òåðì äîëæåí óæå
ñîäåðæàòü |a|.

(i) Ïîâòîðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.
∀abc(0 ≤ a → (ab)c = abc)

∀abc(b−rational& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → (ab)c = abc)

(j) Âûäåëåíèå ìíîæèòåëÿ èç äðîáíîé ñòåïåíè ñóììû.
Ïðèåì ïîçâîëÿåò âûâîäèòü èç-ïîä äðîáíîé ñòåïåíè ñóììû, äëÿ êîòîðûõ
ìîæíî ïðîäîëæèòü ïðîöåññ "ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê".
∀abcde(0 < b− c & b = cd + e & 0 ≤ a → ab/c = adae/c)

Çäåñü b, c - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì c ÷åòíî; a - âûðàæåíèå ñ çàãî-
ëîâêîì "ïëþñ". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà"; âòîðîé èç íèõ âûïîëíÿåò äåëåíèå ñ îñòàòêîì b íà c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íåïîëíîå ÷àñòíîå d íå ïðåâîñõîäèò 3.

(k) Ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé ñ ÷èñëåííûìè îñíî-
âàíèÿìè â âèäå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ îñíîâàíèé, äîìíîæåííîé íà
èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò. Ïðèåì ñîçäàåò ïîâòîðíîå âõîæäåíèå ñòåïåíè ñ
íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì è ÷èñëåííûì îñíîâàíèåì.
∀abcdef (f = ad → ab+cdb+e = acdef b)

Îñíîâàíèÿ ñòåïåíè a, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè.
f - èõ ïðîèçâåäåíèå, âû÷èñëÿåìîå ïåðâûì àíòåöåäåíòîì. Ïðåîáðàçóåìîå
âûðàæåíèå óæå ñîäåðæèò ñòåïåíü ñ îñíîâàíèåì f è ïîêàçàòåëåì âèäà b+k,
ãäå k íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ïîêàçàòåëÿ ïðè a, ïîñëå ÷åãî
îïðåäåëÿåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ñóììà b.
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(l) Çàíåñåíèå ïîä êîíå÷íóþ ñóììó äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî.

∀abfmn

(
a = f(m− 1) →

n∑
i=m

f(i) + a + b =
n∑

i=m−1

f(i) + b

)
Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñðàâíèâàåò âûðà-
æåíèå a ñ ðåçóëüòàòîì óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ f(m− 1).

(m) Âûðàæåíèÿ ñ "Î". Ïðè ïðèìåíåíèè íîðìàëèçàòîðà ê âûðàæåíèÿì ñ "Î"
ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì, ïîãëîùàþùèé ìåíüøåå ñëàãàåìîå:
∀mnxa((x → 0\a) & m ≤ n → O(xm) + O(xn) = O(xm))

Çäåñü m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè; àíòåöåäåíò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèêòèâíóþ ïîñûëêó, óêàçûâàþùóþ êîíòåêñò "ñòðåì-
ëåíèÿ" ê íóëþ ïåðåìåííîé x.

6. Òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå ê âèäó ñóììû. Ñîáñòâåííî "ðàñêðûâàíèå ñêîáîê"
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
(a) Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.

∀ab(−a− b = −(a + b))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåíà(ïåðâûéòåðì ñòàíäïëþñ)".
(b) Èñïîëüçîâàíèå äèñòðèáóòèâíîñòè.

∀ab(ab + ac = a(b + c))

Òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; óêàçàòåëü "íàáîð(ïåðâûéòåðì)"
îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííîå ðàññìîòðåíèå âñåõ ñëàãàåìûõ. Êàæäîå íîâîå
ïðîèçâåäåíèå ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóìíîæåíèå",
à çàòåì - íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Òàêèì îáðàçîì, ðàñêðûâàíèå ñêî-
áîê â äàííîì ïîäâûðàæåíèè äîâîäèòñÿ äî êîíöà. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñóì-
ìà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ", óñòðàíÿþùèì âëîæåí-
íûå ñóììû è ïîäîáíûå ÷ëåíû.

(c) Êâàäðàò ñóììû.
∀bc((b + c)2 = 2bc + b2 + c2)

Óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå è êâàäðàòû ñëàãàåìûõ îáðàáàòûâàþòñÿ ñíà÷àëà
íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, à çàòåì - íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíä-
ïëþñ".

(d) Êóá ñóììû.
∀bc((b + c)3 = 3bc2 + 3b2c + b3 + c3)

(e) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ñóììû. Íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, èñïîëüçóåòñÿ
ïîøàãîâîå ïîíèæåíèå ïîêàçàòåëÿ. Äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé çäåñü èñ-
ïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû êâàäðàòà è êóáà ñóììû; ïåðâàÿ - äëÿ ïîêàçàòåëåé 4
è 5, âòîðàÿ - äëÿ áîëüøèõ 5:
∀abc(0 < a−3 & a−6 < 0 → (b+c)a = 2bc(b+c)a−2+b2(b+c)a−2+c2(b+c)a−2)

∀abc(0 < a − 5 → (b + c)a = 3bc2(b + c)a−3 + 3b2c(b + c)a−3 + b3(b + c)a−3 +
c3(b + c)a−3)

Êàê è âûøå, êàæäîå ñëàãàåìîå â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ".
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(f) Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.
∀abc(c− ÷èñëî→ a/c + b/c = (a + b)/c)

Òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî; óêàçàòåëü "íàáîð(ïåðâûéòåðì)"
îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííîå ðàññìîòðåíèå âñåõ ñëàãàåìûõ ÷èñëèòåëÿ. Îá-
ðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "íîðìäðîáü", "ñòàíäïëþñ" ââåäåíû òîëüêî
äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî çàìåíÿþùåãî òåðìà. Òàê êàê êîìïèëÿòîð îðãà-
íèçóåò öèêë îáðàáîòêè ñëàãàåìûõ, òî ôàêòè÷åñêè íîðìàëèçàòîðû áóäóò
ïðèìåíÿòüñÿ ê êàæäîìó èç íèõ.

7. Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
Åñëè ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó áûë ââåäåí êîììåíòàðèé "âèäóìíîæå-
íèå", òî äîïîëíèòåëüíî ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ âûðàæåíèé â ñóììû. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
(a) Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ.

∀abcd

(
c = a− b & d = a + b → sin a sin b =

cos c

2
− cos d

2

)
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðãóìåíòû a, b ðàçëè÷íû.

(b) Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñà íà êîñèíóñ.

∀abcd

(
c = a− b & d = a + b → sin a cos b =

sin d

2
+

sin c

2

)
Åñëè ïåðåìíîæàþòñÿ ñèíóñ è êîñèíóñ îáùåãî àðãóìåíòà, òî ïåðåõîä ê ñè-
íóñó äâîéíîãî àðãóìåíòà, óæå âñòðå÷àþùåìóñÿ â ïðåîáðàçóåìîé ñóììå,
ìîæåò ïðîèñõîäèòü è áåç êîììåíòàðèÿ "âèäóìíîæåíèå":

∀ab

(
b = 2a → sin a cos a =

sin b

2

)
(c) Ïðîèçâåäåíèå êîñèíóñîâ.

∀abcd

(
c = a− b & d = a + b → cos a cos b =

cos c

2
+

cos d

2

)
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðãóìåíòû a, b ðàçëè÷íû.

(d) Êâàäðàò ñèíóñà.

∀abc

(
a = 2b → (sin c)a =

(1− cos(2c))b

2b

)
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ò.å. áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ, ÷òî a - ÷åòíîå, è
îïðåäåëÿòüñÿ ÷àñòíîå b îò äåëåíèÿ a íà 2.

(e) Êâàäðàò êîñèíóñà.

∀abc

(
a = 2b → (cos c)a =

(1 + cos(2c))b

2b

)
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(f) Êóá ñèíóñà.
∀ab

(
a = 3b → (sin b)3 =

3 sin b− sin a

4

)
(g) Êóá êîñèíóñà.

∀ab

(
a = 3b → (cos b)3 =

3 cos b + cos a

4

)
(h) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ñèíóñà.

∀ab

(
(sin a)b =

(sin a)b−2

2
− (sin a)b−2 cos(2a)

2

)
Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé òðåõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 2, â òî âðåìÿ êàê ó ïðåäûäóùèõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ îí áûë ðàâåí 1.

(i) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè êîñèíóñà.

∀ab

(
(cos a)b =

(cos a)b−2

2
+

(cos a)b−2 cos(2a)

2

)
8. Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Êîììåíòàðèé "âèäóìíîæåíèå" èíèöèèðóåò òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäå-
íèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììû:
(a) Êâàäðàò ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà.

∀abc

(
a = 2b → (ch c)a =

(1 + ch(2c))b

2b

)
(b) Êâàäðàò ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.

∀abc

(
a = 2b → (sh c)a =

(ch(2c)− 1)b

2b

)
(c) Ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñîâ.

∀abcd

(
c = a− b & d = a + b → sh a sh b =

ch d

2
− ch c

2

)
(d) Ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîñèíóñîâ.

∀abcd

(
c = a− b & d = a + b → sh a sh b =

ch c

2
+

ch d

2

)
(e) ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà íà êîñèíóñ.

∀abcd

(
c = a− b & d = a + b → sh a ch b =

sh d

2
+

sh c

2

)
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Íîðìàëèçàòîð ñòàíäàðòèçàöèè ñóìì ñ íåèçâåñòíûìè "óðàâíïëþñ"

Ýòî íîðìàëèçàòîð èç òîé æå ñåðèè, ÷òî ðàññìîòðåííûé âûøå íîðìàëèçàòîð "óðàâí-
ìèíóñ". Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè.
∀abc(ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå"
êàê îáùàÿ ÷àñòü ìíîæèòåëåé äâóõ ñëàãàåìûõ. Îíà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Îñòà-
òî÷íûå ÷àñòè b, c èçâåñòíû. Óñêîðÿþùèé ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ( ôèêñ(0 1 2)
ôèêñ(0 1 1))" îòñåêàåò ðàññìîòðåíèå ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àåâ, îòëè÷àþùèõñÿ
ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ: âòîðîå ñëàãàåìîå äîëæíî èäòè â ñóììå ïîñëå ïåðâî-
ãî. Óñêîðÿþùèé ôèëüòð "ïîäîáíûå÷ëåíû(ôèêñ(0 1 1)ôèêñ(0 1 2)íåèçâåñòíûå)"
ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îòñå÷ü çàâåäîìî íå ïîäîáíûå ÷ëåíû äî îáðàùåíèÿ ê
îïåðàòîðó "àëãåáðïåðåñå÷åíèå". Ñóììà b + c îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìïëþñ" è "ñòàíäïëþñ". Èíîãäà òàêàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ñèëüíî
óïðîñòèòü êîýôôèöèåíò.

2. Ñëîæåíèå ïîäîáíûõ äðîáåé ñ íåèçâåñòíûìè.
∀abcdpq

(
ap

bq
+

cp

dq
=

p(ad + bc)

bdq

)
Îáùàÿ ÷àñòü p/q ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; êîýôôèöèåíòû a, b, c, d - íå ñîäåðæàò.
Ñóììà â ÷èñëèòåëå ðåçóëüòèðóþùåé äðîáè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìïëþñ", "âèäóìíîæåíèå".

3. Ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñòàíäàðòèçàöèè ñëàãàåìûõ. Íîðìàëèçàòîðû ñòàíäàð-
òèçàöèè ïîäâûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè - êîðíåâûå. Åñëè íóæíî îáåñïå÷èòü
ñêâîçíóþ ñòàíäàðòèçàöèþ ïîäâûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, ïðè îáðàùåíèè ê
ýòèì íîðìàëèçàòîðàì ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "íîðìóðàâí". Òîãäà ïðèìåíÿþò-
ñÿ ïðèåìû ðåêóðñèâíîé îáðàáîòêè îïåðàíäîâ. Äëÿ ñóììû èìååì:
∀abc(c = a → a + b = b + c)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê îáðàáîòêå ñëàãàåìîãî a ïðîöåäóðîé "íîðìóðàâí", êî-
òîðàÿ îðãàíèçóåò îáðàùåíèå ê ïîäõîäÿùåìó íîðìàëèçàòîðó âûðàæåíèé ñ íåèç-
âåñòíûìè, îïðåäåëÿåìîìó ïî çàãîëîâêó ñëàãàåìîãî. Ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå âû-
ðàæåíèÿ c îò a.

4. Óìåíüøåíèå ÷èñëà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ íåèçâåñòíûì àðãóìåíòîì.
Èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé
â ïðîèçâåäåíèå:
∀bcpq(p = b + c & q = b− c → sin b− sin c = 2 cos(p/2) sin(q/2))

∀bcpq(p = b + c & q = b− c → d sin b + d sin c = 2d sin(p/2) cos(q/2))

∀bcpq(p = b + c & q = b− c → d cos b + d cos c = 2d cos(p/2) cos(q/2))

∀bcpq(p = b + c & q = b− c → cos b− cos c = −2 sin(p/2) sin(q/2))

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé p, q ïîñëå
îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ" îêàçûâàåòñÿ íå ñîäåðæàùèì íåèçâåñò-
íûõ. Ïðè ýòîì b - ñóììà, ñîäåðæàùàÿ íåèçâåñòíûå. Êîýôôèöèåíò d ìîæåò
îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó ëèáî èìåòü çíàê "ìèíóñ". Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ðåêî-
ìåíäóåòñÿ ââåñòè òàêîé êîýôôèöèåíò â ïåðâûé è ÷åòâåðòûé ïðèåìû.
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Íîðìàëèçàòîð ãðóïïèðîâêè "ãðóïïïëþñ"

Ýòî î÷åíü ïðîñòîé íîðìàëèçàòîð, âûïîëíÿþùèé ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ îòíî-
ñèòåëüíî ïîäâûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ çàäàííûå ïåðåìåííûå. Ïîñëåäíèå çàäàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïåðåäàâàåìûõ íîðìàëèçàòîðó êîììåíòàðèåâ (ïåðåìåííàÿ x). Íîðìàëèçà-
òîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abc(ab + ac = a(b + c))
Óêàçàòåëü "âûïèñêà(õ1 êîíòåêñò(êîììåíòàðèé(ïåðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ(õ4))âõîäèò(õ4
õ1)))"îïðåäåëÿåò a êàê ïðîèçâåäåíèå âñåõ îáùèõ ìíîæèòåëåé äâóõ ñëàãàåìûõ, ñî-
äåðæàùèõ âûäåëåííûå ïåðåìåííûå. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(êîììåíòàðèé(ïåðåìåííàÿ
ïåðåìåííàÿ(õ4))èëè(âõîäèò(õ4 õ2)âõîäèò(õ4 õ3))))" ïðîâåðÿåò, ÷òî îñòàòî÷íûå ìíî-
æèòåëè b, c íå ñîäåðæàò âûäåëåííûõ ïåðåìåííûõ.

Àíàëèçàòîð "ñëîæåíèåóðàâíåíèé"

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé ñíà÷àëà ïðèìåíÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Îäíàêî, åñëè îíè íå ïðèâîäÿò ê ïîëó÷åíèþ îòâåòà, òî íà óðîâíå 4 ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ñêàíèðîâàíèþ áëîêà àíàëèçà - âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, â êîòîðîé ñîáðàíû âìåñòå óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ íà èçâåñòíûå ïàðà-
ìåòðû çàäà÷è. Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ âûâîä ñëåäñòâèé èç óðàâíåíèé, îðèåíòèðîâàííûé
íà ïîëó÷åíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ. Íå âñå óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïðè âûâîäå
ñëåäñòâèé, ðàâíîöåííû. Îäíàêî, ñðàçó äàòü àäåêâàòíóþ îöåíêó áûâàåò òðóäíî; èíîã-
äà âíåøíå ìàëîïðèìå÷àòåëüíîå ñëåäñòâèå ÷åðåç äâà-òðè øàãà ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ
êëþ÷åâîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ñîõðàíÿòü â ñïèñêå ïîñûëîê âñå âûâî-
äèìûå ñëåäñòâèÿ, è ïðè íàêîïëåíèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî èõ êîëè÷åñòâà õîä ðåøåíèÿ
ñóùåñòâåííî çàìåäëÿåòñÿ.

Äëÿ áîðüáû ñ äàííûì ÿâëåíèåì è áûëè ñîçäàíû ïàêåòíûå àíàëèçàòîðû. Îíè îáåñ-
ïå÷èâàþò âûâîä áîëüøîãî ÷èñëà ñëåäñòâèé âíå ðàìîê ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, ñ ïðè-
âëå÷åíèåì ëèøü ìàëîãî ÷èñëà ñâîèõ âíóòðåííèõ ïðèåìîâ. Ïðè âûâîäå ïðîèñõîäèò
îòáîð íàèáîëåå öåííûõ óòâåðæäåíèé: îíè ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä".
Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àíàëèçàòîðà, îáû÷íî íàñòóïàþùåìó ââèäó èñ÷åðïàíèÿ îòâå-
äåííîãî ëèìèòà òðóäîåìêîñòè, îòîáðàííûå óòâåðæäåíèÿ ïåðåìåùàþòñÿ â ïîñûëêè
òåêóùåé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðîìåæóòî÷íûå óòâåðæäåíèÿ, öåííîñòü êîòî-
ðûõ íå î÷åâèäíà, âûâîäÿòñÿ èç òðóäîåìêîãî ïðîöåññà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Â îñîáûõ
ñëó÷àÿõ ðàáîòà àíàëèçàòîðà, íàøåäøåãî öåííîå óòâåðæäåíèå, ìîæåò áûòü îáîðâàíà
íåìåäëåííî.

Àíàëèçàòîð "ñëîæåíèåóðàâíåíèé", ãëàâíûì îáðàçîì, îáåñïå÷èâàåò ïîðîæäåíèå
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé óðàâíåíèé. Âíå íåãî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ïðè
âûâîäå ñëåäñòâèé îáû÷íî íå ïîðîæäàþòñÿ. Ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå îáðàùåíèå ê äàí-
íîìó àíàëèçàòîðó, áûëè ïðèâåäåíû âûøå. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû àíàëèçàòîðà :

1. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé, èìåþùèõ íåèçâåñòíûå ÷ëåíû, îòëè÷àþùèåñÿ
ëèøü èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
∀abcdefgh(ag + b = c & ah + d = e & f = bh− dg − ch + eg → f = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âíóòðâûâîä(ñëîæåíèåóðàâíåíèé)". Ïåðâûå äâà àíòå-
öåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óðàâíåíèÿìè. Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ7 èçâåñò-
íî(õ7))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ g ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ èçâåñòíûõ ñîìíî-
æèòåëåé òåêóùåãî ÷ëåíà ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Îñòàâøèåñÿ ñîìíîæèòåëè äàþò a;
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a èìååò íåèçâåñòíûå (ò.å. íåâûðîæäåíî). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âû-
ðàæåíèå h, îïðåäåëÿåìîå ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ìíîæèòåëåé a â òåêóùåì ÷ëåíå
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âòîðîãî óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå
äðîáíûõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèé (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî îáðàùåíèÿ ê àíàëèçà-
òîðó èõ äîëæíû áûëè óñòðàíèòü äðóãèå ïðèåìû). Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåí-
íûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ëåâóþ ÷àñòü f ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè óðàâíåíèé. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìïëþñ", "ñòàíä-
ïëþñ", "óðàâíïëþñ" è "ôàêòîðèçàöèÿ". Ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå f = 0 îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûâåäåííîå óðàâíåíèå ëó÷øå èñõîäíûõ: ëèáî èìååò ìåíüøå
íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ, ÷åì êàæäîå èç íèõ, ëèáî èìååò ìåíüøå íåèçâåñòíûõ.
Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïîëíûé", óêàçûâàþùåãî íà óñèëåííûé ðåæèì, ðå-
çóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå äîïóñêàåòñÿ, åñëè îíî ëèíåéíî õîòÿ áû ïî îäíîé íåèç-
âåñòíîé.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ôèëüòðû, ïðîâåðÿþùèå ýòè óñëîâèÿ. Ïåðâûé èç íèõ èìå-
åò âèä "óïðîùåíèå(õ9 è(õ6 ôèêñ(1 1)ôèêñ(2 1))÷èñëî(âèä(õ9 ïëþñ(õ10 õ11))
åäèíèöà(0 õ11)íå(èçâåñòíî(õ10))))". Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ ñèìâîë
"óïðîùåíèå", âñòðå÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî. Ïåðåìåííàÿ õ9 ïîñëåäîâàòåëüíî
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ õ6 (ò.å. f), ñ ëåâîé ÷àñòüþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ëåâîé ÷à-
ñòüþ âòîðîãî (óêàçàòåëè "ôèêñ(1 1)" è "ôèêñ(2 1)"). Äëÿ íåå îïðåäåëÿåòñÿ çíà-
÷åíèå âûðàæåíèÿ "÷èñëî(. . .)", ò.å. ÷èñëî åå íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ. Òàê êàê
àëüòåðíàòèâû õ6, "ôèêñ(1 1)", "ôèêñ(2 1)" ñîåäèíåíû ñâÿçêîé "è", ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî çíà÷åíèå, íàéäåííîå äëÿ õ6, ìåíüøå êàæäîãî èç îñòàëüíûõ çíà÷åíèé.
Â ñëó÷àå ñâÿçêè "èëè" ïðîâåðÿëîñü áû, ÷òî çíà÷åíèå äëÿ õ6 ìåíüøå õîòÿ áû
îäíîãî èç íèõ.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ óêàçàòåëåé, îïðåäåëÿþùèõ îòáîð öåííûõ ñëåäñòâèé
è îáðûâ âûâîäà. Óêàçàòåëü "îáðûâ(ðàâíî( ÷èñëîíåèçâåñòíûõ(õ6)1))" ðàñïîçíà-
åò ñëó÷àé, êîãäà íîâîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ. Òîãäà îíî
ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä" äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïåðåíåñåíèÿ â ñïè-
ñîê ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è, ïðè÷åì ðàáîòà àíàëèçàòîðà îáðûâàåòñÿ. Àíàëî-
ãè÷íûé óêàçàòåëü îáðûâàåò ðàáîòó àíàëèçàòîðà, åñëè f åñòü ñóììà äâóõ ñòåïå-
íåé íåèçâåñòíûõ, èìåþùèõ èçâåñòíûå êîèôôèöèåíòû è îäèíàêîâûé èçâåñòíûé
ïîêàçàòåëü. Óêàçàòåëü "îáðûâ(çàãîëîâîê(ðåçóëüòàò èëè))" îáðûâàåò ðàáîòó, åñ-
ëè ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî" óðàâíåíèå f = 0 îêàçàëîñü
äåêîìïîçèðîâàíî - ðàñïàëîñü â äèçúþíêöèþ äðóãèõ óðàâíåíèé.
Óêàçàòåëü "ïðèìå÷àíèå(óñëîâèå( è(íå(êîíòåêñò( íåèçâåñòíàÿ(õ9)ñïèñîê(õ10
ôèêñ(1 1)ôèêñ(2 1))ëèíåéíî(õ10 õ9)))êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ(õ9)ëèíåéíî(õ6 õ9)))
âíåøâûâîä))" ïîìå÷àåò íîâîå óðàâíåíèå êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä", åñëè îíî
ëèíåéíî ïî íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé, à îáà èñõîäíûõ óðàâíåíèÿ - íå ëèíåéíû íè
ïî êàêîé ñâîåé íåèçâåñòíîé. Àíàëîãè÷íûé êîììåíòàðèé ïîìå÷àåò óðàâíåíèå,
åñëè îíî ëèíåéíî ïî âñåì íåèçâåñòíûì çàäà÷è, à õîòÿ áû îäíî èç èñõîäíûõ
- íåëèíåéíî ïî êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàáîòà àíàëèçàòîðà
ïîñëå ýòîãî ïðîäîëæàåòñÿ.
Çàìåòèì, ÷òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà àíàëèçàòîðà (êàê è íîðìàëèçàòî-
ðà) îïðåäåëÿåòñÿ íå ôèëüòðîì "óðîâåíü(. . .)", à óêàçàòåëåì òàêîãî æå âèäà,
ò.å. ïîìåùàåòñÿ â 4-ì îêíå ðåäàêòîðà ÃÅÍÎËÎÃà. Åñëè óêàçàòåëÿ íåò (êàê â
íàøåì ñëó÷àå), òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå ñòåïåíè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ íåèçâåñòíûõ â ëåâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ.
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Ïðèåì ðàññìàòðèâàåò ñóììó âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ; ïûòàåòñÿ ðàçëîæèòü åå íà ìíîæèòåëè, è åñëè ðåçóëüòàò èìååò âèä ñòåïåíè
ñóììû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ íåèçâåñòíûõ, òî âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå ñ ýòîé
ñòåïåíüþ â ëåâîé ÷àñòè:
∀abcdenxy(a = (dx + ey)n & a + b = c → (dx + ey)n = c− b)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óðàâíåíèåì. b îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà
âñåõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ îäíîé åãî ÷àñòè; ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü c èçâåñò-
íà. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà a íåâûðîæäåíà; ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ äëÿ åå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå".
Ðåçóëüòàò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñòåïåíüþ (dx + ey)n. Ïðè ýòîì n - íàòóðàëü-
íàÿ êîíñòàíòà; x, y - íåèçâåñòíûå; d, e - èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1. Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "îáðûâ", ò.å. ïðè åãî ñðàáàòûâàíèè
ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä" è ðàáîòà
àíàëèçàòîðà îáðûâàåòñÿ. Âî âíåøíåé çàäà÷å íàéäåííîå óðàâíåíèå áóäåò ïðåîá-
ðàçîâàíî ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî x, y.

3. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé â ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà, îòëè÷àþùèõñÿ óðîâíÿìè ñðàáàòûâàíèÿ. Òåîðåìà èõ òà
æå, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ èçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ:
∀abcdefgh(ag + b = c & ah + d = e & f = bh− dg − ch + eg → f = 0)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèå âñåõ îáùèõ ìíîæèòåëåé òåêóùèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé; çäåñü ïðè-
ìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "àëãåáðïåðåñå÷åíèå". Îíî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Õîòÿ áû
îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ g, h íå èçâåñòåí. Óðàâíåíèÿ íå èìåþò äðîáíûõ ñëàãàå-
ìûõ; ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ f îòëè÷íà îò íóëÿ. Òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé:
(a) Ëèáî ÷èñëî âõîæäåíèé íåèçâåñòíûõ â f ìåíüøå, ÷åì â êàæäîå èç èñõîä-

íûõ óðàâíåíèé, ëèáî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â f ìåíüøå, ÷åì õîòÿ áû â îäíîì
èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé, ëèáî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â f ðàâíî 1, â êàæäîì èç
èñõîäíûõ óðàâíåíèé - áîëüøå åäèíèöû, ïðè÷åì a ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè-
÷åñêóþ îïåðàöèþ;

(b) Îáùåå ÷èñëî âõîæäåíèé â óðàâíåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé ñ íåèçâåñòíûì
îñíîâàíèåì íå ðàâíî 1 (èíà÷å òàêèå ñòåïåíè íå ñìîãóò ñîêðàòèòüñÿ ïðè
ïîëó÷åíèè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè);

(c) Åñëè g íå èçâåñòíî, òî ëèáî b ëèíåéíî, ëèáî b èìååò ñëàãàåìîå, äåëÿùååñÿ
íà g, ëèáî ñóùåñòâóåò íåèçâåñòíàÿ, âõîäÿùàÿ â a è íå âõîäÿùàÿ â b, g.
Ñèììåòðè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ h.

Îáðûâ ðàáîòû àíàëèçàòîðà ïðîèñõîäèò â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: f èìååò ñëàãàå-
ìîå kx, ãäå k èçâåñòíî, à x íå âõîäèò â îñòàëüíûå ñëàãàåìûå; ðåçóëüòèðóþùåå
óðàâíåíèå ïîñëå íîðìàëèçàöèè ïðåâðàòèëîñü â äèçúþíêöèþ; ðåçóëüòèðóþùåå
óðàâíåíèå ëèíåéíî ïî âñåì ñâîèì íåèçâåñòíûì; f èìååò âèä ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ñóììû äâóõ ñòåïåíåé íåèçâåñòíûõ ñ ðàâíûìè ïîêàçàòåëÿìè; åäèíñòâåííîå
íåèçâåñòíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ f èìååò âèä kpq, ãäå k, p èçâåñòíû. Ïðè îò-
ñóòñòâèè îáðûâà íîâîå óðàâíåíèå ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä", åñëè
îíî ëèíåéíî ïî êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé, à îáà èñõîäíûõ óðàâíåíèÿ - íåëèíåéíû
íè ïî êàêîé íåèçâåñòíîé.
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Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2. Â ýòîì ñëó÷àå a - äåñÿòè÷íàÿ êîí-
ñòàíòà. Âûðàæåíèå f îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâêîì, ïðè îòáðàñûâàíèè ìèíóñà, ÿâëÿåòñÿ "óìíîæåíèå"
ëèáî "ñòåïåíü". Åñëè ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â äèçúþíêöèþ,
ïðîèñõîäèò îáðûâ ðàáîòû àíàëèçàòîðà.

4. Ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ëåâóþ ÷àñòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíå-
íèé â ñëó÷àå èçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Óñèëåííûé íîðìàëèçàòîð ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå" ïðèìå-
íÿëñÿ â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèåìàõ ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé òîëü-
êî â îäíîì ñëó÷àå - äëÿ ïðèåìà óðîâíÿ 4. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿëñÿ
îñëàáëåííûé íîðìàëèçàòîð "ôàêòîðèçàöèÿ". Äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ èç-
âåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, èñïîëüçóþùàÿ íîðìàëèçà-
òîð "âèäóìíîæåíèå". Îíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2 ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ
óñëîâèé: a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû g è h èçâåñòíû, îòñóòñòâóþò
äðîáíûå ñëàãàåìûå, à f ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé è ìèíóñà
èìååò çàãîëîâîê "óìíîæåíèå" ëèáî "ñòåïåíü". Îáðûâ ðàáîòû àíàëèçàòîðà ïðî-
èñõîäèò, åñëè íîâîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, ëèáî ïðåîáðà-
çóåòñÿ â äèçúþíêöèþ, ëèáî f ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ íåèçâåñò-
íûõ. Ïðè îòñóòñòâèè îáðûâà êîììåíòàðèé "âíåøâûâîä" ââîäèòñÿ, åñëè íîâîå
óðàâíåíèå ëèíåéíî ïî êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé, à îáà èñõîäíûõ óðàâíåíèÿ - íåò.

Ñèíòåçàòîð äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ "÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ"

Ñèíòåçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé âåùå-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé, çàäàííûõ â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ òåðìîâ λx(f(x), x− ÷èñëî).
Â îòëè÷èå îò ôîðìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ïîñëåäóþùèõ ðàçäå-
ëàõ, òàêèå òåðìû îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëåíàì ôóíêöèè. Èñïîëüçî-
âàòüñÿ ñèíòåçàòîð áóäåò ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ê âèäó ñóìì ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïàêåòíûå ñèíòåçàòîðû àíàëîãè÷íû çàäà÷àì íà îïèñàíèå: îíè ïîäáèðà-
þò òàêèå çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ èñòèííûì ðå-
àëèçóåìîå ñèíòåçàòîðîì óòâåðæäåíèå. Â íàøåì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ óòâåðæäåíèå
"÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(a b c d)", ãäå a, b - äåëèìîå è äåëèòåëü; c, d - íåïîëíîå ÷àñò-
íîå è îñòàòîê. Ñèíòåçàòîð èìååò òðè ïðèåìà:

1. Ñòåïåíü äåëèìîãî ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ñðàçó îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâîå íåïîëíîå ÷àñòíîå è äåëèìîå âûäàåòñÿ
â êà÷åñòâå îñòàòêà:
∀abcdefgh(a = λx(bx

c + f(x), x − ÷èñëî) & d = λx(ex
g + h(x), x − ÷èñëî) & 0 <

g − c → ÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(a, d, λx(0, x− ÷èñëî), a))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáåñïå÷è-
âàþò èäåíòèôèêàöèþ äåëèìîãî è äåëèòåëÿ êàê ôóíêöèîíàëüíûõ òåðìîâ, îïðå-
äåëÿþùèõ ìíîãî÷ëåíû. Ïðè ýòîì èäåíòèôèöèðóþòñÿ ãëàâíûå ÷ëåíû bxc, exg

è ñóììû ìëàäøèõ ÷ëåíîâ f(x), h(x). ×òîáû çàäàòü êîìïèëÿòîðó ðåæèì èäåí-
òèôèêàöèè ìíîãî÷ëåíîâ, ââåäåíû óêàçàòåëè "ñìííîãî÷ëåí(õ1 õ23)", "ñììíî-
ãî÷ëåí(õ4 õ23)", "ñììíîãî÷ëåí(õ6 õ23)", "ñììíîãî÷ëåí(õ8 õ23)". Ïåðâûå äâà
íóæíû äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "ñììíîãî÷ëåí", îïðåäåëÿþùåé íàáîð êî-
ýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà; ïîñëåäíèå äâà - äëÿ âûäåëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà.
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2. Ñòåïåíü äåëèìîãî íå ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ.
Âûïîëíÿåòñÿ îáû÷íûé øàã äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ "ñòîëáèêîì": äåëèòåëü äîìíî-
æàåòñÿ íà ÷àñòíîå ãëàâíûõ ÷ëåíîâ è âû÷èòàåòñÿ èç äåëèìîãî.
∀abcdefghiju(a = λx(bx

c + f(x), x − ÷èñëî) & d = λx(ex
g + h(x), x − ÷èñëî) & i =

c − g & 0 ≤ i & ¬(e = 0) & ÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(f(x) − (bxih(x))/e, x −
÷èñëî), d, u, j) → ÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(a, d, λx((bx

i)/e + u(x), x− ÷èñëî), j))
Èäåíòèôèêàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ àíòåöåäåíòàìè àíà-
ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Øåñòîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îá-
ðàùåíèå äëÿ çàâåðøåíèÿ äåëåíèÿ. ×òîáû êîìïèëÿòîð ïîíèìàë, ÷òî u âîçâðà-
ùàåòñÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî òåðìà λy(P (y), y−÷èñëî), è ìîã ïîëó÷èòü u(x)
ïóòåì ïîäñòàíîâêè x âìåñòî y â P (y), ââåäåí óêàçàòåëü "ôóíêöèÿ(õ20 õ23)".

3. Äåëåíèå äâóõ êîíñòàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
∀ab(¬(b = 0) → ÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(a, x−÷èñëî), λx(b, x−÷èñëî), λx(a/b, x−
÷èñëî), λx(0, x− ÷èñëî)))
Ôàêòè÷åñêè ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ äåëåíèÿ íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íà
êîíñòàíòíûé.

Äàëåå ïåðå÷èñëÿþòñÿ îòíåñåííûå ê ñèìâîëó "ïëþñ" ïàêåòíûå îïåðàòîðû, ââåäåí-
íûå äëÿ óçêîñïåöèàëüíûõ öåëåé.

Íîðìàëèçàòîð "Íîðììíîãî÷ëåí" ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ê âèäó ìíî-
ãî÷ëåíà

Ýòîò íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íóæíî ïðåîáðàçîâàòü âûðà-
æåíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ x, ÿâíî
âûäåëåííîé â êîììåíòàðèè "ïåðåìåííàÿ x". Íàïðèìåð, ê íåìó ïðîèñõîäÿò èíòåíñèâ-
íûå îáðàùåíèÿ ïðè íàõîæäåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.
Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé. Åãî ïðèåìû îáåñïå÷èâàþò ðàñêðûâàíèå ñêîáîê è ãðóïïè-
ðîâêó ÷ëåíîâ ïî ñòåïåíÿì âûäåëåííîé ïåðåìåííîé:

1. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.
2. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðèåì ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ äðîáíûõ ñëàãàåìûõ:

∀abcdxn

(
axn

c
+

bxn

d
=

(
a

c
+

b

d

)
xn

)
Çäåñü x - âûäåëåííàÿ ïåðåìåííàÿ; a, b, c, d íå ñîäåðæàò x; n - íàòóðàëüíàÿ êîí-
ñòàíòà. Çíàìåíàòåëè ìîãóò âûðîæäàòüñÿ.

3. Ñëîæåíèå ñ íóëåì.
4. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû, àíàëîãè÷íûå ðàññìàòðèâàâøèì-

ñÿ ðàíåå, íî òàê êàê íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé, òî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâÿçà-
íû ê åãî êîðíåâîé îïåðàöèè. Íàïðèìåð, ïîÿâëÿåòñÿ ïðèåì ∀abcd(a(b + c) + d =
ab + ac + d), ó÷èòûâàþùèé âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ âíåøíèõ ñëàãàåìûõ d äëÿ
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ïðåîáðóçåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ a(b + c). Ïðè âîçâåäåíèè ñóììû â ñòåïåíü èñïîëü-
çóþòñÿ äâà ïðèåìà:
∀abnk(n = 2k → (a + b)n = (a + b)k(a + b)k)

∀abn((a + b)n = (a + b)(a + b)n−1)

Ïåðâûé óìåíüøàåò ÷åòíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíü âäâîå; âòîðîé - ñâîäèò íå÷åòíûé
ïîêàçàòåëü ê ÷åòíîìó (åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ áîëüøå, ÷åì ó ïåðâîãî).

5. Îòáðàñûâàíèå âûñøèõ ñòåïåíåé.
∀abcxn((axn)/c + b = b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ñòåïåíü k), óêàçûâàþùèé íà
îòáðàñûâàíèå ñòåïåíåé x, áîëüøèõ k, ïðè÷åì n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, áîëü-
øàÿ k. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðàçëîæåíèè âûðàæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà
äî çàäàííîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ.

6. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.

∀abcde

(
e(a + b)

c
+ d =

ae

c
+

be

c
+ d

)
Âûäåëåííàÿ ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â ñóììó a + b.

7. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîýôô" ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ïî çàäàííîìó íàáîðó
êîýôôèöèåíòîâ

Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå "êîýôô(a x)", ãäå a - íàáîð êîýôôèöèåíòîâ,
â ñóììó ñòåïåíåé âûðàæåíèÿ x ñ äàííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ôàêòè÷åñêè îí èñïîëü-
çîâàí â ðåøàòåëå ëèøü îäíàæäû - ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Èñïîëüçîâàíèå çàïèñè "êîýôô(. . .)" ïîçâîëÿåò èçáåæàòü áîëåå ãðîìîçäêîé çàïèñè
÷åðåç êîíå÷íóþ ñóììó è óìåíüøàåò òåêñò òåîðåìû. Ïðèâåäåì ïðèåì íîðìàëèçàòîðà:

∀anx

(
l(a) = n → êîýôô(a, x) =

n∑
i=1

a(i)xi−1

)
Êîíå÷íàÿ ñóììà âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà"; âåëè÷èíà n îïðåäåëÿåòñÿ àíòå-
öåäåíòîì ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìäëèíàíàáîðà". ×òîáû â ðåçóëüòèðóþùóþ
ñóììó ñðàçó ïîäñòàâëÿëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû, âûðàæåíèå a(i) îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìçíà÷åíèå".

Íîðìàëèçàòîð "óìíîæäðîáü" ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê

Íîðìàëèçàòîð óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèé ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê ñ äðîá-
íûìè ñëàãàåìûìè. Îí èñïîëüçóåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè ñòàíäàðòèçàöèè
óðàâíåíèÿ êðèâîé ëèáî ïîâåðõíîñòè. Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà òàêîâû:

∀abcd

(
a + b

(c

b
+ d
)

= a + c + bd
)

∀abcd

(
a + b

(
c√
b

+ d

)
= a + c

√
b + bd

)
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∀abcde

(
a + be

(c

b
+ d
)

= a + ce + bde
)

∀abcde

(
a + be

(
c

b
√

e
+ d

)
= a + c

√
e + bed

)
∀abcde

(
a + be

(
c√
b
√

e
+ d

)
= a + c

√
b
√

e + bed

)
∀abcde

(
a + be

(
c√
b

+ d

)
= a + ce

√
b + bde

)
Ñèíòåçàòîð "ñìêîýôô" îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè çàäàííîì ÷ëåíå,
âîçíèêàþùåãî ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê

Ñèíòåçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè ðàññìîòðåíèè ïîâòîðåíèÿ îïû-
òîâ, èìåþùèõ íåñêîëüêî èñõîäîâ. Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò îäíî÷ëåíà
ñ çàäàííûì íàáîðîì ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ, âîçíèêàþùåãî ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê
â ïðîèçâåäåíèè ëèíåéíûõ äâó÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì ÿâíîãî âûïèñûâàíèÿ ðåçóëüòàòà ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê íå ïðîèñõîäèò.

Èñïîëüçóåìàÿ â ñèíòåçàòîðå çàïèñü "ñìêîýôô(a, x, n, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a - âûðà-
æåíèå, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ ðàñêðûòü ñêîáêè; x - íàáîð ïåðåìåííûõ; n - íàáîð ñòåïå-
íåé ýòèõ ïåðåìåííûõ; b - èñêîìûé êîýôôèöèåíò. Çàìåòèì, ÷òî ýòà çàïèñü ÿâëÿåòñÿ
ëèøü òåõíè÷åñêèì ñîêðàùåíèåì. ×òîáû îíà ñòàëà ëîãè÷åñêè êîððåêòíîé, íóæíî áû-
ëî áû ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, à íå âûðàæåíèå a äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî
çíà÷åíèé. Îäíàêî, òîãäà ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëèñü áû çíà÷èòåëüíî áîëåå ãðî-
ìîçäêèå ñòðóêòóðû äàííûõ. Òàêîãî ðîäà ôîðìàëüíûå íåòî÷íîñòè ïðè ïðîãðàììèðî-
âàíèè íà ÃÅÍÎËÎÃå âïîëíå îïðàâäàíû, òàê êàê âîçíèêàþò â ëåãêî êîíòðîëèðóåìûõ
êîíòåêñòàõ íåáîëüøèõ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ è ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå ïðàâèëüíîãî
îòâåòà. Íåîáõîäèìûå äëÿ ëîãè÷åñêîé êîððåêòíîñòè êîìïîíåíòû çàïèñåé, íå ó÷àñòâó-
þùèå â âû÷èñëåíèÿõ, çäåñü ïðîñòî "âûíîñÿòñÿ çà ñêîáêè".

Ïðèâåäåì ïðèåì, îáåñïå÷èâàþùèé ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà ïðè
ðàññìîòðåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ äâó÷ëåíîâ:
∀abcixmN(l(x) = n & i ∈ {1, . . . , n} & m = N(i) & 0 < m & ñìêîýôô(ac, x, λj((m −
1ïðèj = i, èíà÷åN(j)), j ∈ {1, . . . , n}), p) & ñìêîýôô(bc, x,N, q) & r = (ax(i) + b)c →
ñìêîýôô(r, x, N, p + q))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò ÷èñëî ïåðåìåííûõ n. Âòîðîé, âûäåëåííûé óêàçàòå-
ëåì "ïðîãðàììà", âûáèðàåò ïðîèçâîëüíûé íîìåð ïåðåìåííîé i. Òðåòèé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ñòåïåíü m ïðè ïåðåìåííîé
x(i) â èñêîìîì îäíî÷ëåíå. Ñëåäóþùèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "áëîê-
ïðîâåðîê", ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòà ñòåïåíü ïîëîæèòåëüíàÿ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäå-
ëÿåò â ïðîèçâåäåíèè äâó÷ëåíîâ ìíîæèòåëü (ax(i)+ b). Äâà ïðåäûäóùèõ àíòåöåäåíòà
ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ðàñêðûâàíèþ ñêîáîê â âûðàæåíèÿõ ac è bc.
Ñèíòåçàòîð èìååò äâà ñîïðîâîæäàþùèõ ïðèåìà:
∀abx(ñìêîýôô(b, x, a, b))

∀aximN(l(x) = n & i ∈ {1, . . . , n} & 0 < m & N(i) = m → ñìêîýôô(a, x, N, 0))

Îíè íóæíû äëÿ îáðàáîòêè çàêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé: êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ ïðè
íóëåâîì íàáîðå ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ, è óñìîòðåíèÿ íóëåâîãî êîýôôèöèåíòà, åñëè
êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåííàÿ îäíî÷ëåíà íå âõîäèò â ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå.
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Íîðìàëèçàòîð "ñòàíäñóììà" ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ê âèäó ìíîãî-
÷ëåíà îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ñïèñêà ïåðåìåííûõ

Íîðìàëèçàòîð ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê íîðìàëü-
íîìó âèäó. Îí âûïîëíÿåò ïðîñòåéøèå âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: ïðèâîäèò
ïîäîáíûå ÷ëåíû îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëåé, ñîäåðæàùèõ âûäåëåííûå ïåðåìåííûå, à
òàêæå óñòðàíÿåò âëîæåííûå ñóììû è íóëåâûå ñëàãàåìûå.

10.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "óìíîæåíèå"

Âûðàæåíèå "óìíîæåíèå(a1 . . . an)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âè-
äå a1 . . . an, îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë a1, . . . , an. Ñïðàâî÷íèêè "àðíîñòü", "àññî-
öèàòèâíî", "êîììóòàòèâíî", "òèï", "îäç", "òèïäàííûõ", "îáëàñòü" óêàçûâàþò, ÷òî
îïåðàöèÿ "óìíîæåíèå" èìååò äâà îïåðàíäà, àññîöèàòèâíà, êîììóòàòèâíà, îïðåäåëå-
íà íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ è ïðèíèìàåò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ëþáîå òàêîå
çíà÷åíèå. Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" äàåò åå åäèíèöó; ñïðàâî÷íèê "çàìåíàçíàêà" óêàçû-
âàåò, ÷òî ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê îïåðàöèè ìèíóñ ïåðåä ñîìíîæèòåëåì. Ñïðàâî÷íèê
"ñóììàâñåõ" îïðåäåëÿåò ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ", èñïîëüçóåìûé äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë. Ñïðàâî÷íèêè "êîíñò" è "íîëü" íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà óêàçûâàþò íà íîëü îïåðàöèè (ñïðàâî÷íèê "êîíñò" äàåò çíà÷åíèå îïå-
ðàíäà, îáðàùàþùåå âñþ îïåðàöèþ â êîíñòàíòó). Ñïðàâî÷íèê "äèñòðèáóòèâíî" ïðî-
âåðÿåò, ÷òî óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ; ñïðàâî÷íèê "äèñòðè-
áðàçâåðòêà" - óêàçûâàåò íà ñëîæåíèå êàê íà îïåðàöèþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé óìíî-
æåíèå äèñòðèáóòèâíî. Èñïîëüçóåìûé êîìïèëÿòîðîì ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë" îïðåäå-
ëÿåò îïåðàòîðû ËÎÑà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé â ðàçëè÷íûõ òèïàõ äàííûõ, à
òàêæå äëÿ äåëåíèÿ. Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" óêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà îäèíàêîâûõ ñîìíîæèòåëåé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàöèþ "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷-
íèêè "íåèçâîöåíêà", "ñîêðàùåíèå", "ïîäñòàíîâêà", "çàãîëîâîê" èñïîëüçóþòñÿ ïðè
âûâîäå òåîðåì. Ñïðàâî÷íèê "ìîíîòîííî" óêàçûâàåò óñëîâèÿ íåñòðîãîé ìîíîòîííî-
ñòè ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñîìíîæèòåëåé.

Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

Ïðèåìû óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ îïåðàöèé è ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ îïå-
ðàíäîâ - òàêèå æå, êàê â ñëó÷àå ñëîæåíèÿ. Äëÿ óìíîæåíèÿ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë èìååòñÿ
ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå íîðìàëèçàòîð "óìíîæèòü". Åäèíè÷-
íûå ñîìíîæèòåëè èñêëþ÷àþòñÿ ïðèåìîì ∀a(a ·1 = a), íóëåâûå - ïðèåìîì ∀a(a ·0 = 0).
Îáà ïðèåìà ïðèìåíÿþòñÿ íà óðîâíå 0 êî âñåì òåðìàì çàäà÷è, âêëþ÷àÿ ñîïðîâî-
æäàþùèå ïî î.ä.ç. Ìèíóñ ïåðåä ñîìíîæèòåëåì âûíîñèòñÿ çà çíàê óìíîæåíèÿ ïðèå-
ìîì ∀ab(−ab = a(−b)). Îí òîæå èìååò íóëåâîé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ è ïðèìåíÿåòñÿ
(ñïðàâà íàëåâî) áåç îãðàíè÷åíèé.

Îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå çíàêà ó äâóõ ñîìíîæèòåëåé, èìåþùèõ âèä ðàç-
íîñòè

∀abcde(e− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) → (a− b)e(c− d)e = (b− a)e(d− c)e)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, åñëè çàìåíÿþùèé òåðì ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò çàìåíÿåìîìó. Îí óñòðàíÿåò äâîéñòâåííîñòü â çàïèñè
îäíîãî è òîãî æå çíà÷åíèÿ, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ
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ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ (íàïðèìåð, äëÿ ñîêðàùåíèÿ äðîáåé). Ïðåîáðàçóåìîå ïðîèçâåäå-
íèå íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì à òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì ëèáî îïåðàíäîì óðàâíåíèÿ
èëè íåðàâåíñòâà. Çàäà÷à íå èìååò öåëè "ðàçëîæèòüíàìíîæèòåëè". Ïðèåì áëîêèðóåò-
ñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè ÷ðåçìåðíî äëèííîãî îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí
3.

Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîèçâåäåíèå ñóììû äâóõ âûðàæåíèé íà èõ ðàçíîñòü öåëåñîîáðàçíî
ïðåäñòàâèòü êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå ïðèåìû:
∀abcd(d = a2 − b2 & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → (a− b)c(a + b)c = dc)

∀abcd(d = a2 − b2 & 0 ≤ a− b & 0 ≤ a + b → (a− b)c(a + b)c = dc)

Íàëè÷èå äâóõ ïðèåìîâ âìåñòî îäíîãî îáúÿñíÿåòñÿ ðàñïàäåíèåì î.ä.ç. äëÿ ñòåïåíè íà
äâà ïîäêëàññà: ñòåïåíè, èìåþùèå ðàöèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòå-
ëåì, è ñòåïåíè ñ íåîòðèöàòåëüíûì îñíîâàíèåì. Ýòî - òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ïðèåìîâ
ñî ñòåïåíüþ â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. ×òîáû ñðàáàòûâàíèå âòîðîãî ïðèåìà íå íàðóøà-
ëî ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., îí ñíàáæåí óêàçàòåëåì "âûâîä(ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ4))",
ðåãèñòðèðóþùèì â ïîñûëêàõ óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè íîâîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè
d.

Ïðåîáðàçóåìîå ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìå-
þùåé öåëè "ðàçëîæèòüíàìíîæèòåëè". Åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè, òî
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, èíà÷å - ðàâåí 1. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò óïðî-
ùåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ d, ïðèìåíÿÿ äëÿ ýòîãî íîðìàëèçàòîðû "íîðìïëþñ" è
"ñòàíäïëþñ".

Äëÿ óòî÷íåíèÿ öåëåñîîáðàçíîñòè ïåðåõîäà ê ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ââåäåí ïàêåò-
íûé îïåðàòîð ôèëüòðà "ôèëüòðêâàäðàòîâ", ïðèìåíÿåìûé îáîèìè ïðèåìàìè. Ýòîò
îïåðàòîð, ðåàëèçîâàííûé íà ÃÅÍÎËÎÃå, èñòèíåí â ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ:

1. Âûðàæåíèÿ (a−b)c, (a+b)c ñóòü ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè,
ïðè÷åì ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä äðîáè äåëèòñÿ íà d.

2. Cëàãàåìûå a, b - êîíñòàíòû, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ èìååò âèä ðàäèêàëà ÷åòíîé
ñòåïåíè.

3. Ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå ðàñïîëîæåíî â êîðíå óñëîâèÿ çàäà÷è.
4. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé (a−b)c, (a+b)c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàäèêàë ÷åòíîé

ñòåïåíè n, ïðè÷åì âíå ýòîãî âûðàæåíèÿ íå âñòðå÷àåòñÿ ðàäèêàë ÷åòíîé ñòåïåíè,
äåëÿùåéñÿ íà n, èìåþùèé òî æå ñàìîå îñíîâàíèå.

Óêàçàòåëè "çàìå÷àíèå(Ñòàíäïëþñ õ4 ïëþñ(õ1 õ2))" è "çàìå÷àíèå(Ñëàãàåìîå õ4)"
áëîêèðóþò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ôèëüòðû "íå(öåëü(íîðìÈíòåãðàë))" áëîêèðóþò ïðèìåíåíèå äàííûõ ïðèåìîâ, òàê
êàê äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðî-
âàíèè ñîçäàíû äðóãèå äâà ïðèåìà, îñíîâàííûå íà òåõ æå òåîðåìàõ. Îíè ïðèìåíÿ-
þòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "íîðìÈíòåãðàë" è êîììåíòàðèé
(íîðìÈíòåãðàë x), óêàçûâàþùèé ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ x. Îïåðàòîð "ôèëü-
òðêâàäðàòîâ" çäåñü íå èñïîëüçóåòñÿ. Âìåñòî ýòîãî èìååòñÿ ôèëüòð, îðèåíòèðîâàííûé
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íà äîñòèæåíèå íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ "øàáëîíîâ èíòåãðèðîâàíèÿ". Òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèëà â a + b, ïðè÷åì ëèáî c ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé
äðîáü, ëèáî âñå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿëîñü îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè çíàìåíàòåëü äðîáè ÷åòíûé, âûðàæåíèå a + b íå äîëæíî
âñòðå÷àòüñÿ âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äîáàâëåí åùå îäèí àíàëîãè÷íûé
ïðèåì, â êîòîðîì ñóììà è ðàçíîñòü çàêëþ÷åíû ïîä ìîäóëÿìè:
∀abcd(d = a2 − b2 → |a− b|c|a + b|c = |d|c)

Âñå ýòè ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 5. Â ðàçäåëå èìåþòñÿ äâà
ïðîñòûõ ïðèåìà, îñíîâàííûå íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ïåðåõîäà îò ïðîèç-
âåäåíèÿ ê ðàçíîñòè êâàäðàòîâ è îáðàòíîãî ïåðåõîäà. Îíè ïîçâîëÿþò èçáàâèòüñÿ îò
ìîäóëÿ:
∀abc((ab + c|b|)(ab− c|b|) = b2(a + c)(a− c))

∀abc((ab + c|b|)(−ab + c|b|) = b2(a + c)(c− a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì, ïðåîáðàçóþùèé ïðîèçâåäå-
íèå ñóììû äâóõ êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé íà èõ ðàçíîñòü ê âèäó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.
Îí ïðèìåíÿåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå è èìååò óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè ëèáî ñóììû êóáîâ

Ðàçäåë àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Ñíà÷àëà èäóò ïðèåìû, îñíîâàííûå íà ñëåäóþùèõ
äâóõ òåîðåìàõ:
∀abcd(d = a3−b3 & c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) → (a−b)c(a2+ab+b2)c = dc)

∀abcd(d = a3+b3 & c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) → (a+b)c(a2−ab+b2)c = dc)

Ñïåöèàëüíîãî îïåðàòîðà ôèëüòðà äëÿ íèõ íå ñîçäàíî, îäíàêî óñëîâèÿ ñðàáàòûâàíèÿ
àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ: ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîêðàòèòü
äðîáü, ëèáî a è b - êîíñòàíòû, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïîä êóáè÷åñêèì
ðàçäèêàëîì, ëèáî ïðåîáðàçóåìîå ïðîèçâåäåíèå - êîðíåâîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Äëÿ ïðîèçâåäåíèé ñ ìîäóëåì ââåäåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcd(d = a3 − b3 & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → |a− b|c(a2 + ab + b2)c =
sg(a− b)dc)

∀abcd(d = a3 + b3 & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → |a + b|c(a2 − ab + b2)c =
sg(a + b)dc)

Óðîâåíü è óñëîâèÿ ñðàáàòûâàíèÿ - àíàëîãè÷íûå (âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèÿ äðîáè ëè-
áî êîíñòàíòû ñ êóáè÷åñêèì ðàäèêàëîì). Íàêîíåö, ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòîâ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñ ãðóïïè-
ðîâêîé ïîä îáùèé ìîäóëü:
∀abc(|a + b|c|a2 − ab + b2|c = |a3 + b3|c)

∀abc(|a− b|c|a2 + ab + b2|c = |a3 − b3|c)

Óìíîæåíèå íà óñëîâíîå âûðàæåíèå

Åñëè îäíà èç àëüòåðíàòèâ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ åñòü 0, òî ìîæíî âíåñòè âíåøíèé
ìíîæèòåëü âíóòðü âûðàæåíèÿ, íå óâåëè÷èâ åãî ñëîæíîñòè:



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 570

∀aPb((a ïðè P, èíà÷å 0)b = (ab ïðè P, èíà÷å 0))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 1. Óòâåðæäåíèå P - íåðàâåíñòâî.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê

Ïðèåìû ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê îðèåíòèðîâàíû íà ðàçëè÷íûå öåëåâûå ñèòóàöèè:
1. Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ.

Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà, îñíîâàííûå íà îäíîé è òîé æå òåîðåìå:
∀abc(c = a + b → a + b = c).
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ öåëüþ "óïðîñòèòü". Àí-
òåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ", âûïîëíÿþùåìó ðàñêðûâà-
íèå ñêîáîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c êîðî÷å èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Óñëî-
âèåì ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó a + b òàêîãî ñëàãàåìîãî,
íåêîòîðûé ñîìíîæèòåëü êîòîðîãî åñòü ñóììà ëèáî íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü ñóììû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííûé ñîìíîæèòåëü íå èãðàåò ðîëè êîýôôèöèåíòà ïðè âûðà-
æåíèè, çàâèñÿùåì îò ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè âíåøíåãî îïèñàòåëÿ
"êëàññ". Â ñëó÷àå âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ïðèìåíåíèå ïðèåìà îãðà-
íè÷èâàåòñÿ åùå ñèëüíåå: ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå äîëæíî áûòü çàêëþ÷åíî
ïîä ñèãíóìîì. Íàêîíåö, áëîêèðóåòñÿ ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ó ÷ðåçìåð-
íî ãðîìîçäêîãî âûðàæåíèÿ, âõîäÿùåãî â ðåäàêòèðóåìûé îòâåò. Âòîðîé ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ ê ñóììå, ñîäåðæàùåé ïðîèçâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
ëèáî íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü òàêîé ôóíêöèè. Çäåñü îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòî-
ðó "ñòàíäïëþñ" ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "âèäóìíîæåíèå", îáåñïå÷èâàþ-
ùèì ïåðåõîä îò ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ñóììàì. Ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ, åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "íîðìÈíòåãðàë" ëèáî "÷àñòíïðîèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.
Íà óðîâíå 5 ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ïðåîáðàçîâàòü
êîíñòàíòíîå ïðîèçâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììó äëÿ èñêëþ-
÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:
∀abc(c = ab → ab = c).
Âûðàæåíèå a èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì "ñèíóñ" ëèáî "êîñèíóñ"; b èìååò ñîìíî-
æèòåëåì àíàëîãè÷íóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ ëèáî åå ñòåïåíü. Àíòå-
öåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ" ñ êîììåíòàðèåì "âèäóìíî-
æåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c íå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðè
íàëè÷èè öåëè "íîðìÈíòåãðàë" ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5.
Ïðè íàëè÷èè öåëè "ðàñêðûòüñêîáêè" ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ïðè-
ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcden(e = a(b + c)n + d → a(b + c)n + d = e)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé åäèíèöå. Êîýôôè-
öèåíò a òîæå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó, íî íå îäíîâðåìåííî ñ n. Íà òîé
æå ñàìîé òåîðåìå îñíîâàí åùå îäèí ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
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îïèñàíèå, èìåþùåìó âèä ¬(a(b + c)n + d = 0). Ýòà çàäà÷à äîëæíà èìåòü öåëü
"ïðèìåð".

2. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïðè èíòåãðèðîâàíèè.
Ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èìååò ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

∀abcdenp

(
p = a +

(b + c)nd

e
→ a +

(b + c)nd

e
= p

)
.

Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîðìÈí-
òåãðàë". Ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå ñóììû - êîðíåâîå. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðî-
âàíèÿ âõîäèò â b + c. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé
êîíñòàíòîé îò 1 äî 7. Çíàìåíàòåëü e íåâûðîæäåííûé. Åñëè a ðàâíî 0, òî d íå
èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ôóíêöèé "ëîãàðèôì", "àðêñèíóñ", "àðêêîñèíóñ",
"àðêòàíãåíñ", "àðêêîñèíóñ", çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì ñîõðàíÿåòñÿ âèä, óäîáíûé äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Êðîìå òîãî,
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî e íå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, çàâèñÿùåé îò
ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíä-
ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
Âòîðîé ïðèåì èìååò ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀abcdnp(p = a + (b + c)nd → a + (b + c)nd = p)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâíû 1 è 5. Ëèáî ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåâîé, ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì äðîáè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé íå
çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ëèáî òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 5, à ñóì-
ìà ðàñïîëîæåíà ïîä ðàäèêàëîì â çíàìåíàòåëå äðîáè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíà
íå äîëæíà ïðèâîäèòüñÿ ê êâàäðàòíîìó òðåõ÷ëåíó îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Êàê è â ïåðâîì ïðèåìå, ââåäåí ôèëüòð, ñîõðàíÿþùèé âèä, óäîáíûé äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

3. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â òîæäåñòâàõ - ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä ñëåäñòâèÿ - ðàâåíñòâà íóëþ ðåçóëüòàòà ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê â ðàçíîñòè ÷àñòåé òîæäåñòâà:
∀abcdepq(p = a(b + c)d + e− q & a(b + c)d + e = q → p = 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî;
ïåðâûé - èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð "ñòàíäïëþñ" äëÿ ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Â
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê ðàñêðûâàíèå ñêîáîê âû-
ïîëíÿåòñÿ òàì äðóãèìè ïðèåìàìè. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé îò 1 äî 4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ðàâåíñòâàõ - óñëîâèÿõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
∀abcdepq(p = a(b + c)d + e− q → a(b + c)d + e = q ↔ p = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå ðàâåíñòâî êîðî÷å èñõîäíîãî. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
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5. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â âûðàæåíèÿõ ñ ÷èñëîâûìè àòîìàìè.
Ïðèåì èìååò "îñòàòî÷íûé" õàðàêòåð: îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ, ðàñêðûâàþùèõ
ñêîáêè â âûðàæåíèÿõ ñî ñïåöèàëèçèðîâàííûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè (ðàññòîÿ-
íèÿ, óãëû è ò.ï.), âûíåñåíà â òå ðàçäåëû, ãäå ýòè ÷èñëîâûå àòîìû ðàññìàòðè-
âàþòñÿ.
∀abcde(e = a(b + c) + d → a(b + c) + d = e)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå.
Ñóììà b + c ñîäåðæèò ñèìâîë "äëèíà" èëè "âåñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

6. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â óðàâíåíèè êðèâîé ëèáî ïîâåðõíîñòè.
Ïðèåì íóæåí äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó óðàâíåíèÿ êðèâîé ëèáî
ïîâåðõíîñòè, ÷òîáû äàëåå ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èõ îïèñàíèå â áåñêîîðäèíàòíîé
ôîðìå. Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abc(c = a + b → a + b = 0 ↔ c = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "çàìåùåíèå"
è "ðåäàêöèÿ". Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è òàêîãî òèïà èñïîëüçóþòñÿ ðåøàòåëåì
ïðè îïðåäåëåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåñò òî÷åê ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè. Ëåâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçóåìîãî ðàâåíñòâà èìååò ñîìíîæèòåëåì íåêîòîðîãî
ñâîåãî ñëàãàåìîãî ñóììó ëèáî íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ñóììû. Ýòà ñóììà ïåðåñå-
êàåòñÿ ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì ñ êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîé òî÷êè, óêàçàííûìè â
ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

Äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè ðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ óìíîæåíèå, ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Ïîëó÷åíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà èç ëèíåéíîãî ñîîòíî-

øåíèÿ.
∀abc

(
¬(a = 0) → ab + c = 0 ↔ b = − c

a

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûõ. Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî - ëèáî ñàìî óñëîâèå, ëèáî äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí
óñëîâèÿ, ëèáî êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óñëîâèÿ. b èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåé â a, c. Ïðè a ðàâíîì ±1 óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å îí ðàâåí 1. Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèîðèòåò
ïðè âûáîðå ïåðåìåííîé b, åñëè ýòîò âûáîð íåîäíîçíà÷åí. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ
ïðè âûâîäå òåîðåì è â çàäà÷àõ ñ öåëüþ "çàìåùåíèå". Ïîñëåäíÿÿ öåëü îçíà÷àåò,
÷òî îòâåò äîëæåí áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàí áåç ó÷àñòèÿ íåèçâåñòíûõ, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå ïîñûëîê. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêèõ çàäà÷àõ
ðàçðåøåíèå óñëîâèé îòíîñèòåëüíî èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íå íóæíî.

2. Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ.
∀ab(ab = 0 ↔ a = 0 ∨ b = 0)

Åñëè ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ëèáî îíî íàõî-
äèòñÿ ïîä îòðèöàíèåì, à ñàìî ýòî îòðèöàíèå - àíòåöåäåíò êâàíòîðíîé èìïëèêà-
öèè, ëèáî çàäà÷à íå èìååò öåëè "ñâåðòêà". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëèáî ñîäåðæàùåå
ðàâåíñòâî óñëîâèå èìååò íåèçâåñòíûå, ëèáî çàäà÷à íå èìååò öåëè "ñîåäèíåíèå".
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Öåëü "ñâåðòêà" âîçíèêàåò êðàéíå ðåäêî, â îñíîâíîì ïðè âûâîäå òåîðåì. Îíà
îðèåíòèðóåò íà êîìïàêòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó óñëîâèé çàäà÷è. Öåëü "ñîåäèíå-
íèå" åùå áîëåå ðåäêà - îíà çàäàåò òåíäåíöèþ ê êîìïàêòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêå
ôðàãìåíòîâ îòâåòà, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâà-
åìûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïî÷òè âñåãäà. Åñëè ðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ ïîä îòðèöà-
íèåì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ïîñûëêó çàäà÷è, ëèáî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èëè", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Èíà÷å
îí ðàâåí 2. Óêàçàòåëü "ñîïðîâîæäåíèå" ðàçðåøàåò âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ äàæå äëÿ ðàâåíñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ñîïðîâîæäåíèè ïî î.ä.ç. Óòâåðæäåíèÿ
a = 0, b = 0 îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî", â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ìîãóò îáðàòèòüñÿ â êîíñòàíòó "ëîæü". Òîãäà çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò
èìåòü âèä ðàâåíñòâà. Óêàçàòåëü "íîâîåóñëîâèå(óñëîâèå(è(òèï(îïèñàòü)ïîñûëêà
èëè(çàãîëîâîê(ôèêñ(0 2 1)ëîæü)çàãîëîâîê(ôèêñ(0 2 2)ëîæü))))õ3 çàãîëîâîê(õ3
èëè)2)" â ýòèõ ñèòóàöèÿõ ïîíèæàåò äî 2 âåñà âñåõ äèçúþíêòèâíûõ óñëîâèé çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ óñìîòðåòü íåðåàëèçóåìîñòü îäíîé èç èõ
àëüòåðíàòèâ.
Äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìà îòáðàñûâàþò â óñëîâèè ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ
íóëþ çàâåäîìî íåíóëåâûå ñîìíîæèòåëè:
∀ab(0 < a → ab = 0 ↔ b = 0)

∀ab(¬(a = 0) → ab = 0 ↔ b = 0)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòè äåéñòâèÿ áóäåò âûïîëíÿòü è ïåðâûé ïðèåì: íîðìàëè-
çàòîð "íîðìëîã" ïðåîáðàçóåò äèçúþíêöèþ ñ êîíñòàíòîé "ëîæü" â îñòàòî÷íîå
ðàâåíñòâî íóëþ. Ïîýòîìó äâà ïîñëåäíèõ ïðèåìà íóæíû ëèøü äëÿ óñêîðåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèÿõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî èç
íèõ ðàâåí 0; ïðèìåíÿåòñÿ îí ê ïîñûëêàì çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü
"èçâåñòíî", ïðè÷åì âûðàæåíèå a äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ âòîðîãî ðàâåí 1, è ïðèìåíÿåòñÿ îí ê ðàâåíñòâàì, ðàñïîëîæåííûì
âíóòðè êâàíòîðà. Àíòåöåäåíò ïåðâîãî ïðèåìà îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîãî - íåïîñðåäñòâåííî èäåíòèôèöèðóåòñÿ â êîíòåêñòå.

3. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà, ñâÿçàííîãî êâàíòîðîì.

∀abx

(
¬(a = 0) → ax + b = 0 ↔ x = − b

a

)
Ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ àíòåöå-
äåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè; ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â ñâÿçûâàþùóþ ïðè-
ñòàâêó êâàíòîðà è íå âõîäèò â a, b. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 6, ïðè÷åì
ðàâåíñòâî ðàñïîëàãàåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Íà òîé æå òåî-
ðåìå îñíîâàí åùå îäèí ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé ê ðàâåíñòâó - óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "íàáîðàíòåöåäåíòîâ". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ïðè
âûâîäå òåîðåì äëÿ óïðîùåíèÿ ãðóïïû àíòåöåäåíòîâ ïîëó÷åííîé íîâîé òåîðå-
ìû. Çäåñü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà, ïî êîòîðîìó âåäåòñÿ
ñóììèðîâàíèå ëèáî ïåðåìíîæåíèå.
Òåîðåìà ïðèåìà òà æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä
îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êîòîðîãî âõîäèò x. Ê
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ýòîìó îïèñàòåëþ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ "ñóììàâñåõ" ëèáî "ïðîèçâåäåíèåâñåõ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà.
Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ êîíñòàíòíûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c, ÿâëÿþùååñÿ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî èçâåñòíîãî ïàðàìåò-
ðà x:

∀abcx

(
¬(b = 0) → a + bx = c ↔ x =

c− a

b

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ôàêòè÷åñêè ïðèåì áûë âîñòðåáîâàí ëèøü â
çàäà÷àõ ñ öåëüþ "ëèíèÿ", ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ ëèíèé, çàäàííûõ ñâîèìè óðàâ-
íåíèÿìè.

6. Ïîäîáíûå ÷ëåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû ÷èñëîâîãî ðàâåíñòâà.
Ïðèåìû îòíîñÿòñÿ ê òåì ñðàâíèòåëüíî ðåäêèì ñëó÷àÿì, êîãäà íå ðàáîòàåò ãðóï-
ïèðîâêà, ïåðåíîñÿùàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ðàâåíñòâà:
∀abx(¬(a− b = 0) → ax = bx ↔ x = 0)

∀abc(¬(a = 0) → ab = ac ↔ b = c)

Â ïåðâîì ñëó÷àå a, b - êîíñòàíòû, ïðè÷åì ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé, íà óðîâíå 0. Äëÿ óñêîðåíèÿ çàáëî-
êèðîâàíî èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå", ò.å. îáùèå ìíîæèòåëè
a îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïåðåñå÷åíèþ ñïèñêîâ îïåðàíäîâ.

7. Ñîêðàùåíèå ðàâåíñòâà ñóììû íóëþ íà îáùèé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü âñåõ ñëà-
ãàåìûõ.
∀abcd(a + b = cd & ¬(c = 0) → a + b = 0 ↔ d = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ôàêòîðèçàöèÿ". Ïðèåì ïðè-
ìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ðåäóöèðîâàíèå". Òàêèå çàäà÷è
âîçíèêàþò ïðè âûâîäå òåîðåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âûâîä ñëåäñòâèé

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ðàâåíñòâî íóëþ îá-
ùåãî ìíîæèòåëÿ òðåõ ðàâíûõ íóëþ ïðîèçâåäåíèé:
∀abcd(ab = 0 & ac = 0 & ad = 0 & ¬(b2 + c2 + d2 = 0) → a = 0)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax = b

∀abc

(
a− ÷èñëî→ a = bc ↔ ¬(b = 0) & c =

a

b
∨ b = 0 & a = 0

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå; a, b - íå ñîäåðæàò. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
òðåáîâàíèé:

1. Åñëè óðàâíåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà óñëîâèÿ, òî çàãîëîâêîì ïîäòåðìà
ñëóæèò ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà "è", "èëè" ëèáî êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 575

2. Åñëè çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, òî íå ñóùåñòâóåò áîëåå ïðîñòîãî
â ñìûñëå ýâðèñòè÷åñêîé îöåíêè "ñëîæíðåø" äðóãîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è.

3. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "íåçàâèñèò", çàïðåùàþùóþ âõîæäåíèå â îòâåò íåêî-
òîðûõ ïåðåìåííûõ, òî çàïðåùåííûå ïåðåìåííûå íå âñòðå÷àþòñÿ â âûðàæåíèè
b.

4. Åñëè òåêóùåå óñëîâèå ïîìå÷åíî êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ" è óðàâíåíèå ðàñïîëî-
æåíî âíóòðè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, òî îïåðàòîð "ïàðàìîïèñàíèå" äîëæåí
óñìàòðèâàòü öåëåñîîáðàçíîñòü ïîïûòêè ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîãî êâàíòîðà ê âè-
äó ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ.

5. Åñëè a - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, òî îíà
íå ñâÿçàíà âíåøíèì êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Âûðàæåíèå c èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòå-
ëåé. Îñòàòîê b äîëæåí áûòü íåâûðîæäåííûì. Óêàçàòåëü "íîâîåóñëîâèå( óñëîâèå(
çàãîëîâîê(õ3 ñèíóñ êîñèíóñ))õ4 êîíòåêñò(âèä(õ4 íå(ðàâíî(õ5 0)))êîíòåêñò( òðèãàðãó-
ìåíò(õ5 õ6)íå(èçâåñòíî(õ6))))0)" â ñëó÷àå çàãîëîâêà "ñèíóñ" ëèáî "êîñèíóñ" âûðà-
æåíèÿ c ïîíèæàåò äî íóëÿ âåñ âñåõ ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ
îïåðàöèþ îòðèöàíèé ðàâåíñòâà íóëþ.

Âûðàæåíèÿ a, b îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Åñëè ýòîãî íå
ñäåëàòü íåìåäëåííî, òî ïîñëå ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî çàìåíÿþùåé äèçúþíêöèè ïðèäåòñÿ
äóáëèðîâàòü òàêèå îáðàùåíèÿ â íåçàâèñèìûõ âåòâÿõ ðåøåíèÿ. Ðàâåíñòâî b = 0 îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàò îðàìè "íîðìóñì", "íîðì÷èñëî". Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ îòëè÷èå
b îò íóëÿ, òî â çàìåíÿþùèé òåðì âìåñòî b = 0 ïîäñòàâëÿåòñÿ êîíñòàíòà "ëîæü", à
íîðìàëèçàòîð "íîðìëîã" ïðåâðàùàåò äèçúþíêöèþ â ðàâåíñòâî c = a/b. Òàêèì îá-
ðàçîì, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ çàìåíÿþùèé òåðì íå èìååò çàãîëîâêà "èëè". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ êîíñòàíò-
íûìè êîýôôèöèåíòîì è ïðàâîé ÷àñòüþ ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîíñòàíòíîãî
èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ:

∀abc

(
a− ÷èñëî & ¬(b = 0) → ab = c ↔ a =

c

b

)
Çäåñü b - ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè; c - êîíñòàíòà;
a - íåâûðîæäåííîå. Ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "ðåäàêöèÿ". Îíî íå èìååò íåèçâåñòíûõ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1
ëèáî 5. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîëæåí ñóùåñòâîâàòü êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíüøå", óêàçû-
âàþùèé, ÷òî óæå íà÷àëñÿ ýòàï ðàçðåøåíèÿ ñîïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèé
îòíîñèòåëüíî èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ýòîò êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ,
èíèöèèðóÿ óêàçàííûé ýòàï.

Â ñëó÷àå çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ïîñûëêàõ ðåøàþòñÿ ñëå-
äóþùèìè äâóìÿ ïðèåìàìè:

∀abc

(
¬(b = 0) → ab = c ↔ a =

c

b

)
∀abc

(
¬(c = 0) → ab = c ↔ a =

c

b
& ¬(b = 0)

)
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Çäåñü a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé; c èç-
âåñòíî; b íåâûðîæäåíî. Äîïóñòèìûå çàãîëîâêè íàäòåðìîâ ðàñìàòðèâàåìîãî ðàâåí-
ñòâà - "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò". Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 0 ëèáî 1
(0 - äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ "èçâåñòíî", íå èìåþùèõ äðîáíûõ ñëàãàå-
ìûõ ïðàâîé ÷àñòè); âòîðîé - íà óðîâíå 2. Îí ââåäåí äëÿ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ òðóäíî
óñìîòðåòü îòëè÷èå îò íóëÿ êîýôôèöèåíòà, íî ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ
ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðâûé ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè b, c,
ïðèìåíÿÿ íîðìàëèçàòîð "ôàêòîðèçàöèÿ". ×òîáû ýòà ïîïûòêà íå îêàçàëàñü ÷ðåçìåð-
íî ãðîìîçäêîé, ââåäåíû îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè. Âòîðîé ïðèåì èìååò îãðàíè-
÷èòåëü ÷èñëà íåêîíñòàíòíûõ äðîáíûõ ñòåïåíåé â b, c. Äëÿ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî îêàçàëîñü óäîáíî âûäåëÿòü íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ïåðåìåí-
íûå êàê "íåèçâåñòíûå". Ýòî ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàñïðîñòðàíèòü íà èõ ïîñûëêè
÷àñòü àïïàðàò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Îáà ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèåìà ïîäïàäàþò ïîä òà-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå: îíè ïðèìåíèìû êàê â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, òàê è â çàäà÷àõ
íà äîêàçàòåëüñòâî.

Íàêîíåö, óïîìÿíåì ïðèåì, èñïîëüçóåìûé â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûðà-
æåíèÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãèå:

∀abc

(
¬(c = 0) → ab = c ↔ a =

c

b

)
Çäåñü a - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â b; c èçâåñòíî. Òåêóùàÿ ïîñûëêà íå ñîäåðæèò
÷èñëîâûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì îáùåå ÷èñëî âñòðå÷àþùèõñÿ â
ïîñûëêàõ ÷èñëåííûõ íåèçâåñòíûõ íå ìåíåå 4. Âûðàæåíèå b íå äîëæíî ñîäåðæàòü
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ íåèçâåñòíûìè. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà; îäíà
- äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ âûäåëåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, äðóãàÿ - äëÿ
ïðî÷èõ çàäà÷. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, âî âòîðîì - 10.

Óðàâíåíèÿ ax = b, cx = d

Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò ñðàçó äâà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíîé x, ïðè÷åì a, b, c, d èçâåñòíû, íî íå óñìàòðèâàåòñÿ íè îòëè÷èå a îò
íóëÿ, íè îòëè÷èå c îò íóëÿ, à â êîíòåêñòå ÿâíî óêàçûâàåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ íåêîòî-
ðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ae + cf , òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé
îáîéòèñü áåç ðàçáîðà ñëó÷àåâ:

∀abcdef

(
¬(ae + cf = 0) → ax = b & cx = d ↔ x =

be + df

ae + cf
& (ad− bc)f = 0

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé óðàâíåíèÿ

Ýòî îäèí èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýëåìåíòàðíîé
àëãåáðû, îñîáåííî â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
∀abc(c = a− b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b ↔ c = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå" äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåçóëüòàòà c ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà; îäíà ñðàáàòû-
âàåò íà óðîâíå 3, äðóãàÿ - íà óðîâíå 5. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå
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ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïðè
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Âûðàæåíèå a ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå è îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. Åñëè b ðàâíî 0, òî a íå èìååò ñâîèì çà-
ãîëîâêîì îäèí èç "ìóëüòèïëèêàòèâíûõ" ñèìâîëîâ "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü".
Åñëè a èìååò åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå, ñîìíîæèòåëåì êîòîðîãî ñëóæèò íåèçâåñòíûé
ðàäèêàë, òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó âûðàæåíèÿ c íåèçâåñòíîãî ñîìíîæèòåëÿ, íå èìåþ-
ùåãî ñëàãàåìûõ òàêîãî âèäà. Ââåäåíû îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè; äëÿ ïåðâîé âåð-
ñèè ïðèåìà îíè îáåñïå÷èâàþò ñðàâíèòåëüíî áûñòðóþ ïîïûòêó (íå áîëåå 3.2 ìëí.
øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà), äëÿ âòîðîé - áîëåå îñíîâàòåëüíóþ (25 ìëí. øàãîâ). Ïåðâàÿ
âåðñèÿ èìååò íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ôèëüòðîâ; íàïðèìåð, â ñëó÷àå áîëåå ÷åì
îäíîé íåèçâåñòíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íå äîëæíû èìåòü íåèçâåñòíûõ äðîáíûõ ñëàãà-
åìûõ. Êðîìå òîãî, â ïåðâîé âåðñèè ïðåäóñìîòðåíî ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó îáðàùåíè-
ÿìè ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå" è åãî îñëàáëåííîé âåðñèåé "ôàêòîðèçàöèÿ".
Äëÿ ýòîãî ââåäåíû îáà íîðìàëèçàòîðà, ñîïðîâîæäàåìûå óêàçàòåëÿìè "óñëîâèå(. . .)",
óòî÷íÿþùèìè óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ êàæäîãî èç íèõ. Åñëè óðàâíåíèå èìååò ðàäèêàë,
ïîä êîòîðûì ðàñïîëîæåíà ñóììà, ïðè÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëåå îäíîé, òî èñïîëü-
çóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ôàêòîðèçàöèÿ", èíà÷å - "âèäóìíîæåíèå". Íàêîíåö, îáå âåðñèè
îáðàùàþòñÿ ê ïàêåòíîìó îïåðàòîðó ôèëüòðà "ôèëüòðìíîæèòåëåé". Ýòîò îïåðàòîð
àíàëèçèðóåò âûðàæåíèå c. Îí ïðèíèìàåò ðåøåíèå î âûïîëíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

1. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c èìååò íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé ëèáî èìååò
ñâîèì ìíîæèòåëåì íåèçâåñòíóþ ñòåïåíü.

2. Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè ñ ðàçëè÷íûìè íåèç-
âåñòíûìè àðãóìåíòàìè, à âñå âõîäÿùèå â c òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè ñ
íåèçâåñòíûìè èìåþò ðàâíûå àðãóìåíòû.

3. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñè-
íóñà è êîñèíóñà íåèçâåñòíîãî àðãóìåíòà, ê êîòîðîé, âîçìîæíî, äîáàâëåíû èç-
âåñòíûå ñëàãàåìûå.

4. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè ñ íåèçâåñò-
íûìè òîëüêî â âèäå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà îäíîãî è òîãî æå àðãóìåíòà. ×èñëî
âõîæäåíèé òàêèõ îïåðàöèé íå áîëåå 4. Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò îòëè÷íóþ îò
ñèíóñà è êîñèíóñà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ ñ íåèçâåñòíûìè.

5. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
îïåðàöèè ñ íåèçâåñòíûìè, â òî âðåìÿ êàê èñõîäíîå óðàâíåíèå èìåëî áîëåå îä-
íîãî òàêîãî âõîæäåíèÿ.

6. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c èìååò âèä ðàçíîñòè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì íàòóðàëü-
íûì ïîêàçàòåëåì. Â íåì âñòðå÷àåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ñ íåèçâåñò-
íûìè.

7. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû a + bf(A) + cg(B), ãäå f, g -
ñèíóñû ëèáî êîñèíóñû; a, b, c - ÷èñëåííûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì |a| = |b|+ |c|.

8. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c íå ñîäåðæèò äðîáíûõ ñòåïåíåé, â îñíîâàíèè êîòîðûõ
ñîäåðæèòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ñ íåèçâåñòíûìè, à èñõîäíîå óðàâíå-
íèå èìååò òàêèå äðîáíûå ñòåïåíè. Îáùåå êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ îïåðàöèé ñ íåèçâåñòíûìè â ýòîò ÷èñëèòåëü íå ïðåâîñõîäèò 2 è ìåíüøå,
÷åì ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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9. Êàæäàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ñ íåèçâåñòíûìè, âõîäÿùàÿ â c, âõîäèò
åùå â êàêîå-ëèáî óðàâíåíèå çàäà÷è, à äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ýòî íåâåðíî.
×èñëî íåèçâåñòíûõ áîëåå îäíîé.

10. Âûðàæåíèå c ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåêîíñòàíòíûõ ìíîæèòå-
ëåé, îäèí èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ ñ íåèçâåñòíûìè. Òåêóùàÿ çàäà÷à
èìååò öåëü (ñâÿçêà . . .). Çàìåòèì, ÷òî òàêèå öåëè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè
ôóíêöèîíàëüíûõ (ôàêòè÷åñêè - äèôôåðåíöèàëüíûõ) óðàâíåíèé äëÿ çàäàíèÿ
ñïèñêà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, âàðüèðóåìûõ ïîä íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ñ íåèçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè

Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò íåèçâåñòíóþ ñóììó ïîä çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ ëèáî
â îñíîâàíèè ñòåïåíè ñ íåáîëüøèì íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì, òî ìîæåò áûòü ïðåä-
ïðèíÿòà ïîïûòêà ðàñêðûòü ñêîáêè. Äëÿ ýòîãî ñëóæàò ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà, ïðè-
ìåíÿåìûå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà ñîìíîæèòåëåì
âñåé ëåâîé ÷àñòè èëè îòäåëüíîãî åå ñëàãàåìîãî:
∀abcdfg(f = a(b + c)d → a(b + c)d = g ↔ f = g)

∀abcdefg(f = a(b + c)d + e → a(b + c)d + e = g ↔ f = g)

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê âûïîëíÿåòñÿ àíòåöåäåíòîì, îáðàùàþùèìñÿ ê íîðìàëèçàòîðó
"ñòàíäïëþñ". Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2 ëèáî 3. Ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé îò 1 äî 5. Ñóììà b+ c ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå; ïðàâàÿ ÷àñòü g èçâåñòíà. Óðîâåíü 2 áåðåòñÿ, åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
çàäà÷è áîëåå îäíîé ëèáî âûðàæåíèå b + c èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå; èíà÷å óðîâåíü
ðàâåí 3. Ñðàáàòûâàíèå ïðèåìîâ îãîâàðèâàåòñÿ ðÿäîì òðåáîâàíèé:

1. Åñëè çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, òî ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ
ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê âîçíèêàåò áîëåå êîðîòêîå
âûðàæåíèå ëèáî ïîëó÷àåòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.

2. ×òîáû íå óñëîæíèòü ïîñëåäóþùèõ äåéñòâèé ïî èñêëþ÷åíèþ íåèçâåñòíûõ ðà-
äèêàëîâ, âûðàæåíèå a íå äîëæíî èìåòü ñâîèì ìíîæèòåëåì äðîáíóþ ñòåïåíü
ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì. Îäíàêî, åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è ðàâíî 1 è
ñóììà b + c òîæå èìååò äðîáíóþ ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì, òî äëÿ
ïåðâîãî ïðèåìà äàííîå îãðàíè÷åíèå ñíèìàåòñÿ.

3. Ïåðâûé ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè çàäà÷à èìååò öåëî÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ,
âõîäÿùóþ â ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå, ïðè÷åì çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè - öåëîå
÷èñëî.

4. Åñëè âî âòîðîì ïðèåìå âûðàæåíèå e èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå, òî ïðåîáðàçîâà-
íèå áëîêèðóåòñÿ: çäåñü áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äðóãîé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ñëîæå-
íèå íåèçâåñòíûõ äðîáåé.

Äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ åäèíñòâåííóþ öåëî÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ, ñî-
çäàíà âåðñèÿ ïåðâîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5.

Åùå äâà ïðèåìà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ñîçäàíû äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîïðàâäàííûõ
ãðóïïèðîâîê. Íà óðîâíå 0 ñðàáàòûâàåò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdefg(f = a(b + c) + e → a(b + c) + e = g ↔ f = g)
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Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîòîðîé áîëåå
îäíîé. Âûðàæåíèÿ a, g èçâåñòíû; ñóììà b + c íå èçâåñòíà è ëèíåéíà ïî êàæäîé ñâî-
åé íåèçâåñòíîé. Ñëàãàåìîå e íåâûðîæäåííîå. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè çàäà÷à èìååò
öåëü (íåçàâèñèò . . .): íàëè÷èå ãðóïïèðîâêè ìîãëî áû ïîçâîëèòü èñêëþ÷èòü çàâèñè-
ìîñòü îòâåòà îò ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ a, åñëè ñóììó b + c ñäåëàòü òîæäåñòâåííî
ðàâíîé 0.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ãðóïïèðîâêè, â êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ñóììà a + b èìååò íåèçâåñò-
íóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ, à êîýôôèöèåíò c òàêîé îïåðàöèè íå èìååò, ñî-
çäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdep((a + b)c = p → (a + b)c + d = e ↔ p + d = e)

Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3.

Äåëåíèå óðàâíåíèé, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ èìåþò îáùèé íåèçâåñòíûé ìíî-
æèòåëü

Åñëè ëåâûå ÷àñòè äâóõ óðàâíåíèé çàäà÷è íà îïèñàíèå èìåþò îáùèé íåèçâåñòíûé
ìíîæèòåëü, òî îäíî èç íèõ ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ ïðèåì "äåëåíèÿ" óðàâíåíèé:
∀abcdef (¬(b = 0) & ad = b & f = be− cd → ae = c ↔ f = 0)

Óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèáî óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå. ×èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå îäíîé. Âûðàæåíèÿ a, d, e ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå; b, c - íå ñîäåðæàò. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî âòîðûì
óðàâíåíèåì; òðåòèé - îïðåäåëÿåò ëåâóþ ÷àñòü ðåçóëüòàòà "äåëåíèÿ" óðàâíåíèé, êî-
òîðîå ïîñëå óñòðàíåíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ
óðàâíåíèé. Óñëîâèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå ìíîæèòåëÿ d îò
íóëÿ, âûòåêàþùåå èç èñòèííîñòè îáðàáàòûâàåìîãî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì ïåðâîãî
àíòåöåäåíòà. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëà íåèçâåñòíûõ ñëàãà-
åìûõ è íåèçâåñòíûõ ðàäèêàëîâ ó íîâîãî óðàâíåíèÿ áûëè íå áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íà óðîâíå 2 ñðàáàòûâàåò óïðîùåííàÿ âåðñèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, â êîòîðîé
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ:
∀abcdefg(¬(fg = 0) & ad = bg & f = be− cd → ae = cg ↔ f = 0)

Çäåñü d, e - íåèçâåñòíûå; b, c èçâåñòíû.
Íàêîíåö, íà óðîâíå 1 âî âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü

"ñòàíäðàâíî", ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcx(ax = b → cx = b ↔ ¬(x = 0) & a = c ∨ x = 0 & b = 0)

Çàäà÷è ñ òàêîé öåëüþ âîçíèêàþò äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé,
ïîëó÷åííîé ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ a, b, c íèêàê íå îãðàíè÷åíû.

Àêòèâèçàöèÿ àíàëèçàòîðà "íåèçâìíîæèòåëè"

Êðîìå ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ñëîæåíèåóðàâíåíèé", ãåíåðèðóþùåãî ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè óðàâíåíèé, ñîçäàí àíàëèçàòîð "íåèçâìíîæèòåëè", âûïîëíÿþùèé äåëåíèå
óðàâíåíèé, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü ñ íåèçâåñòíûìè, à ïðàâûå
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÷àñòè èçâåñòíû. Ïî ñóùåñòâó, ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, îäíàêî àíà-
ëèçàòîð èìååò òàêæå ïðèåìû, ïîäãîòàâëèâàþùèå âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ ñ ñîêðàùå-
íèåì. Ïðèåìû àíàëèçàòîðà áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå, à ñåé÷àñ óêàæåì ëèøü ïðèåì,
àêòèâèçèðóþùèé åãî:
∀abc(a + b = c → ∅)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìå÷àíèå". Êîíñåêâåíò òåîðåìû ïðèåìà (ñèìâîë "ïóñòî") -
ôèêòèâíûé, à àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ äîëæíà
èìåòü õîòÿ áû äâà íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ; ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ôèëüòðàìè "íå(èç-
âåñòíî(õ1))" è "íå(èçâåñòíî(õ2))". Ïðè íàëè÷èè öåëè "èçâåñòíî"ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì
"àíàëèçàòîð(íåèçâìíîæèòåëè óðîâåíü(2) ëèìèò(3000000))".

Óìíîæåíèå óðàâíåíèé, èìåþùèõ ñëàãàåìûå, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ èç-
âåñòíî

Íåêîòîðûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíîãî òðþêà
- ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, äàþùåãî âûðàæåíèå áåç íåèçâåñò-
íûõ. Â êà÷åñòâå òàêîé ïàðû âûðàæåíèé ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ñòåïåíè äâóõ âçà-
èìíî îáðàòíûõ äðîáåé. Ïîñëå òîãî, êàê â êàæäîì óðàâíåíèè óêàçàííîå âûðàæåíèå
ïåðåíåñåíî â ëåâóþ ÷àñòü, à ïðî÷èå ñëàãàåìûå - â ïðàâóþ, óðàâíåíèÿ ïåðåìíîæàþòñÿ.
Òåîðåìà ïðèåìà, ïîçâîëÿþùåãî ðåøàòü äàííûå ñèñòåìû, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdefg(g = ad & d + e = f → a + b = c ↔ ¬(d = 0) & g − (f − e)(c − b) = 0 ∨ d =
0 & a + b = c)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì. a, d - ïåðåìíî-
æàåìûå âûðàæåíèÿ. Ââåäåí ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî a èìååò ñîìíîæèòåëü âèäà
(AX/BY )m, à d - ñîìíîæèòåëü âèäà (CY/DX)m ãäå ëèáî X, ëèáî Y ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò íàõîäèò ïðîèçâåäåíèå g è óïðîùàåò åãî ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Äëÿ
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèè óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ñòàíä-
ïëþñ". Òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå äîëæíà èìåòü áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå"

Åñëè îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâíûõ âûðàæåíèé, ïðè÷åì óñëîâèå èìååò
âèä ðàâåíñòâà, çàâèñÿùåãî îò âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé, òî åãî öåëåñîîáðàçíî ðàçðå-
øèòü îòíîñèòåëüíî äàííîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ýòîãî ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀abci

(
¬(a = 0) → ai + b = c ↔ i =

c− b

a

)
Ïåðåìåííàÿ i âõîäèò â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå",
ïðè÷åì ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî âíóòðè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä ýòèì
îïèñàòåëåì. Îòñóòñòâóåò âòîðîé îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå", èìåþùèé îáùèå ïàðàìåò-
ðû ñ ðàññìàòðèâàåìûì ðàâåíñòâîì, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëàãàëñÿ áû ïåðâûé îïèñà-
òåëü. Âî èçáåæàíèå çàöèêëèâàíèÿ, óòî÷íÿåòñÿ ïðèîðèòåò âûáîðà ïåðåìåííîé i ñðåäè
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ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè: áåðåòñÿ ñàìàÿ ïîñëåäíÿÿ òàêàÿ ïåðåìåííàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé, âñòðå÷àþùèåñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "èçâåñòíî"

Ñ ñèìâîëîì "óìíîæåíèå" ñâÿçàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé,
èñïîëüçóåìûå â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî":

1. Ñîêðàùåíèå íà îáùèé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ.

∀abcde

(
¬(a = 0) → ab

d
=

ac

e
↔ b

d
=

c

e

)
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Çíàìåíàòåëü e íåâûðîæäåííûé, à d ìîæåò îá-
ðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ åå ïîñûëêîé. Â ñëó÷àå íåäðîáíûõ âûðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abc(¬(a = 0) → ab = ac ↔ b = c)

∀abc(¬(a = 0) → ab + ac = 0 ↔ b + c = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, ïðè÷åì íà âòîðîé òåîðåìå îñíîâàíû ñðàçó äâà
ïðèåìà: îäèí èç íèõ âûäåëÿåò îáùóþ ÷àñòü a äâóõ ïðîèçâåäåíèé ïî ïåðåñå÷å-
íèþ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé, äðóãîé - èñïîëüçóåò äëÿ ýòîãî ïðîöåäóðó "àëãåáðïå-
ðåñå÷åíèå".
Ñëåäóþùèé ïðèåì îïðåäåëÿåò îáùóþ ÷àñòü a ìíîæèòåëåé äâóõ ñëàãàåìûõ, ïî-
ñëå ÷åãî îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "ôàêòîðèçàöèÿ" äëÿ ñóììû e îñòàâøèõñÿ
ñëàãàåìûõ è óñìàòðèâàåò, ÷òî îíà òîæå "äåëèòñÿ" íà a:

∀abcdef

(
¬(a = 0) & e = af → ab

c
+ ad + e = 0 ↔ b

c
+ d + f = 0

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3; íåêîíñòàíòíàÿ îáùàÿ ÷àñòü a îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ïåðåñå÷åíèþ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé.
Åùå îäíà âàðèàöèÿ íà òó æå òåìó - ñîêðàùåíèå ðàâåíñòâà, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî
èìååò ðîâíî äâà ñëàãàåìûõ, à ïðàâàÿ íåíóëåâàÿ:
∀abcd(¬(a = 0) → ab + ac = ad ↔ b + c = d)

Â ñëó÷àå ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
åãî ðàâåí 4.
Íàêîíåö, ñîêðàùåíèå óðàâíåíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü íà îñíîâå äîïîëíèòåëüíîãî
óðàâíåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùåãî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè åãî
÷àñòåé:
∀abcdpqn(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & ab = cd → pan = qcn ↔ pdn = qbn)

Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ ïîñûëêó çàäà÷è; âûðàæåíèÿ
a, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ b, d - íå ñîäåðæàò. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 7.
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2. Âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãóþ èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè.

∀abxy

(
¬(a = 0) → ax = by ↔ x =

by

a

)
Ïåðåìåííûå x, y èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè, ïåðåìåííûå a, b - ñ âûðà-
æåíèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí
13. Ìåíüøèå óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ äëÿ äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçðåøåíû â
äâóõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Åñëè çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé
óðàâíåíèå êðèâîé ëèáî ïîâåðõíîñòè, òî ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 5. Íàêîíåö, åñëè a - êîíñòàíòà, òî ñðàáàòûâàíèå äîïóñòèìî íà óðîâíå
4. Çäåñü òîæå ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì, ïðè÷åì îí ìîæåò ñðàáàòûâàòü äàæå
ïðè îòñóòñòâèè öåëè "èçâåñòíî".

3. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
Îáùèé ñëó÷àé ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê â óðàâíåíèÿõ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùèõ öåëü "èçâåñòíî", ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀abcefg(f = a(b + c) + e → a(b + c) + e = g ↔ f = g)

Âûðàæåíèå b+c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; ëèáî e, ëèáî g îòëè÷íî îò íóëÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Àíòåöåäåíò ðàñêðûâàåò ñêîáêè, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçà-
òîðû "ñòàíäïëþñ", "óðàâíïëþñ". Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(a) g ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à ëåâàÿ ÷àñòü íå èìååò íåâûðîæäåííûõ (îòëè÷-

íûõ îò ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò) ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
(b) a ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì, à b + c íå ñîäåðæèò àòîìîâ

òàêîãî òèïà.
(c) Óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì ðåçóëüòàò

f ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê â åãî ëåâîé ÷àñòè íå ðàâåí ïðàâîé ÷àñòè.
(d) ×èñëî êâàäðàòîâ ñóìì â óðàâíåíèè íå ìåíåå 4.
(e) Óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí èç "ãåîìåòðè÷åñêèõ" ñèìâîëîâ "ðàññòîÿ-

íèå", "óãîë", "ïëîùàäü", "îáúåì" (äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ïðåäóñìîòðåíû äðó-
ãèå ïðèåìû, êîòîðûå áóäóò ïðèâåäåíû â ðàçäåëàõ, ïîñâÿùåííûõ ýëåìåí-
òàðíîé ãåîìåòðèè).

Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå îñíîâàí åùå ðÿä ïðèåìîâ:
(a) Ïðèèåì, ïðèìåíÿåìûé ïðè íàëè÷èè öåëè "êîíòðîëü", àêòèâèðóþùåé ïî-

ïûòêè óñìîòðåíèÿ íåðåàëèçóåìîé ñèòóàöèè ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ. Òðåáóåò-
ñÿ, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà äðóãàÿ ïîñûëêà - óðàâíåíèå êðèâîé ëèáî ïîâåðõ-
íîñòè, èìåþùàÿ îáùèå ïåðåìåííûå ñ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñûëêîé. Ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ, åñëè a èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì äðîáíóþ ñòåïåíü ñ íåèçâåñò-
íûì îñíîâàíèåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé ê óðàâíåíèþ, èìåþùåìó íå áîëåå äâóõ íåèçâåñòíûõ
è íå ñîäåðæàùåìó íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ðåçóëüòàò ðàñêðûâà-
íèÿ ñêîáîê f äîëæåí áûòü êîðî÷å èñõîäíîé ëåâîé ÷àñòè è ëèíååí ïî âñåì
ñâîèì íåèçâåñòíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(c) Ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé, åñëè ðåçóëüòàò ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê f íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Ëåâàÿ ÷àñòü íå äîëæíà èìåòü äðîáíûõ ñëàãàåìûõ; ÷èñëî
êâàäðàòîâ ñóìì â óðàâíåíèè íå áîëåå 3. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé, åñëè ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
â ëåâîé ÷àñòè óìåíüøàåòñÿ äî îäíîé. Óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ; ÷èñëî êâàäðàòîâ ñóìì â íåì íå áîëåå 3. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íà óðîâíå 2 ñðàáàòûâàåò ñëåäóþùèé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé, ÷òî ïîñëå ðàñêðû-
âàíèÿ ñêîáîê âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïðè íåèç-
âåñòíîì âûðàæåíèè c:
∀abcdepqr(r = a(bc + d) + e(pc + q) → a(bc + d) + e(pc + q) = r)

Çäåñü âûðàæåíèÿ a, b, e, p íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè
âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ãäå ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ
óïðàâëÿåòñÿ íå íåèçâåñòíûìè, à ïåðåìåííûìè ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè.
Íà óðîâíå 11 ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì âûâîäà:
∀abcdep(p = a(b + c) + d & a(b + c) + d = e → p = e)

Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a èìååò ñëàãàåìîå âèäà kX, ãäå k - èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò,
X - íå èçâåñòíî; b - ñëàãàåìîå âèäàmY , ãäåm - èçâåñòíî, Y - íå èçâåñòíî, ïðè÷åì
ñóùåñòâóåò ïîñûëêà âèäà nXY + p = q; n - èçâåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèåì
äàåò íîâîå óðàâíåíèå ñ ÷ëåíîì âèäà rXY . Óðàâíåíèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

4. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âûðàæåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç ÷èñëåí-
íûå ïàðàìåòðû.
Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, íå ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ÷èñëîâûìè àòîìà-
ìè ("ðàññòîÿíèå", "óãîë", è ò.ï.), òàê êàê äëÿ íèõ èìåþòñÿ îòäåëüíûå ïðèåìû,
êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.

∀abcx

(
¬(b = 0) → a + bx = c ↔ x =

c− a

b

)
x - íåêîíñòàíòíûé ÷èñëîâîé àòîì, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåìåííîé è íå èìåþùèé
ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëû "ðàññòîÿíèå", "óãîë", "ïëîùàäü", "äëèíà", "îðèåí-
òàöèÿ", "ïåðèìåòð". Ðàâåíñòâî íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè êâàíòîðà ëèáî îïèñàòå-
ëÿ, ñâÿçûâàþùåãî êàêèå-ëèáî åãî ïåðåìåííûå. Êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ, âõîäÿ-
ùèõ â a, b, c, ïðèíèìàåò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Òàê êàê óòâåðæäåíèå "÷èñëî(c)"
ìîæåò óñìàòðèâàòüñÿ ëèøü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçóåìîãî ðàâåíñòâà, òî åñ-
ëè ñàìî c ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, ïðîâåðêà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà x ñîäåðæèò ÷èñëîâîé àòîì,
íî ñàìî ñ íèì íå ñîâïàäàåò:

∀bcx

(
¬(c = 0) → bx = c ↔ x =

c

b
& ¬(b = 0)

)
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∀bcx(
(
¬(b = 0) → bx = c ↔ x =

c

b

)
Â ïåðâîì ñëó÷àå îòëè÷èå êîýôôèöèåíòà b îò íóëÿ óñìàòðèâàåòñÿ èç îòëè÷èÿ îò
íóëÿ ïðàâîé ÷àñòè; âî âòîðîì - óñìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç óòâåðæäåíèé
êîíòåêñòà. Îáà ïðèåìà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 2. Ôèëüòðû èõ àíàëîãè÷íû
ôèëüòðàì ïåðâîãî ïðèåìà.

5. Âûðàæåíèå îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç äðóãîé èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè.

∀abxy

(
¬(a = 0) → ax + by = 0 ↔ x = −by

a

)

∀abxy

(
¬(a = 0) → ax = by ↔ x =

by

a

)
Íà êàæäîé èç ýòèõ òåîðåì îñíîâàíû äâà ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà
ñïîñîáîì èäåíòèôèêàöèè ÷ëåíà by: â îäíîì ñëó÷àå ýòîò ÷ëåí èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ îòäåëüíûì ñëàãàåìûì, â äðóãîì - ñ ðåçóëüòàòîì ãðóïïèðîâêè íåñêîëüêèõ
ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ îáùèé ÷èñëîâîé àòîì y. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ x, y - íåâûðîæ-
äåííûå ÷èñëîâûå àòîìû; a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Îòñåêàþòñÿ ñëó÷àè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, åñëè òîëüêî îíè íå ñîäåðæàò ôèçè÷å-
ñêèõ òåðìèíîâ. Åñëè èäåíòèôèêàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ áåç ãðóïïèðîâêè, òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïðè íàëè÷èè ãðóïïèðîâêè - ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 4, à âòîðîé - íà óðîâíå 5. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ âòîðîãî ïðèåìà â âåðñèè
"áåç ãðóïïèðîâêè" íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàëè íåèçâåñò-
íûõ, à âûðàæåíèÿ x, y - ñîäåðæàëè. Â âåðñèè "ñ ãðóïïèðîâêîé" âòîðîé ïðèåì
òðåáóåò, ÷òîáû ëèáî a íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, ëèáî b - ñîäåðæàëî.
×òîáû âûäåëèòü áîëåå ïðèîðèòåòíûå òèïû ÷èñëîâûõ àòîìîâ ïðè ðåàëèçàöèè
âòîðîãî ïðèåìà, ñîçäàíû åùå äâå åãî âåðñèè "ñ ãðóïïèðîâêîé". Â êàæäîé èç
íèõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a, b áûëè îòëè÷íû îò åäèíèöû. Ïðèîðèòåòíûìè ÷èñëîâû-
ìè àòîìàìè, èäåíòèôèöèðóåìûìè ñ x, â íèõ ñ÷èòàþòñÿ íåêîòîðûå ôèçè÷åñêè
âåëè÷èíû (íàïðèìåð, âåëè÷èíà ñèëû). Àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùèé
ïðèåì:

∀aAB

(
¬(a = 0) → ax = y ↔ x =

y

a

)
Çäåñü x - ÷èñëîâîé àòîì ñ çàãîëîâêîì "ìàññà"; y - ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå,
íå ñîäåðæàùåå ñèìâîëîâ "ñèëà", "Ñèëà" (îçíà÷àþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð
êîíêðåòíîãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ëèáî ñóììàðíûé âåêòîð âñåõ òàêèõ âîçäåé-
ñòâèé íà òåëî). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 7.

6. Óìíîæåíèå äâóõ óðàâíåíèé äëÿ ñîêðàùåíèÿ íà íåèçâåñòíóþ ñóììó.

∀abcdpqr

(
(a + b)c = d &

p

q(a + b)
= r → cp

q
= dr

)
Ñóììà a + b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, d - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â âûðàæåíèå a + b âõîäèë ñèìâîë
"ðàññòîÿíèå".
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7. Óñìîòðåíèå èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåíñòâà ñîìíîæèòåëåé.
∀abcd(ab = cd & b− d = a− c & ¬(b = 0) & ¬(c = 0) → b = c ∨ a = c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ â êîíòåêñòå; âûðàæåíèå b äîëæíî ïðåä-
ñòâàâëÿòü ñîáîé ñóììó. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Îí ñðàâíèâàåò îáðàáîòàííûå íîðìàëèçàòîðîì "íîðïìïëþñ" ðàçíîñòè ñî-
ìíîæèòåëåé b, d è c, a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

8. Âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãèå èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ.

∀abcdp

(
¬(a = 0) & ¬(b = 0) → a(bp + c) = d ↔ p =

d− ac

ab

)
p - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåèçâåñòíîé âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. d íå äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ïåðåìåííîé, îòëè÷íîé îò íåèçâåñò-
íûõ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Òàêèì îáðàçîì çàäàåòñÿ ïðèîðèòåò íà èñêëþ-
÷åíèå "âñïîìîãàòåëüíûõ" íåèçâåñòíûõ çàäà÷è. p íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ
a, b, c, d. Óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcx

(
¬(b = 0) → a + bx = c ↔ x =

c− a

b

)
Çäåñü x - íåèçâåñòíàÿ; c - íå íåèçâåñòíàÿ. Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà, ñî-
äåðæàùàÿ ñèìâîë "êîîðä". Óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. Îáùåå ÷èñëî óðàâíåíèé, íå èìåþùèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ,
äîëæíî áûòü íå ìåíåå 5. Ëèáî óðàâíåíèå èìååò ïðîñòåéøèé âèä −x = c, ëèáî
÷èñëî ÷èñëåííûõ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è íå ìåíåå 4. Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â
a, b, c. Óðàâíåíèå íå èìååò íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Åñëè
êîýôôèöèåíò b ðàâåí ±1, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9, èíà÷å - 11.

9. Äåëåíèå óðàâíåíèé äëÿ ñîêðàùåíèÿ íà ìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé íåâûðîæäåí-
íûå ÷èñëîâûå àòîìû.
∀abcxyz(ax = by & ¬(b = 0) & ¬(a = 0) → cx = bz ↔ cy = az)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì. Íåèç-
âåñòíîå âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé (îòëè÷íûé îò ïåðåìåííîé è
êîíñòàíòû) ÷èñëîâîé àòîì. Êîýôôèöèåíòû a, b, c èçâåñòíû; âûðàæåíèÿ y, z - íå
èçâåñòíû è íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðèìå-
íåíèÿ ïðèåìà âîçíèêàåò óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå îñíîâàí åùå îäèí ïðèåì; ó íåãî âûðàæåíèÿ b, x, y
ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûå, à a, c, z - íå ñîäåðæàùèìè. Ðåçóëü-
òàòîì ñëóæèò óðàâíåíèå ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïðè ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü cy
çàâåäîìî ïðîùå, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü by äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ,
ò.ê. c èçâåñòíî, à b - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
×òîáû èñêëþ÷èòü íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, áûòü ìîæåò, ñîõðàíèâ îñòàëü-
íûå ÷èñëîâûå àòîìû óðàâíåíèÿ, ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
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∀abcdx(ax = b & ¬(a = 0) & d− ÷èñëî→ cx = d ↔ bc = ad)

Çäåñü x èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì A, íå âõîäÿùèé â âûðàæåíèÿ
a, b, c, d; âûðàæåíèÿ b, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ðåçóëü-
òàòîì ñëóæèò óðàâíåíèå áåç A. Ìîãóò äîáàâèòüñÿ íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå
àòîìû äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ, íå âõîäèâøèå â èñõîäíîå. Â ñëó÷àå ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.
Â ðàçäåëå åñòü åùå äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà:
∀abxpq(¬(a = 0) & by = aq → ax = bp ↔ xy = pq)

∀abcdxy(¬(c = 0) & ax = b → ac = dy ↔ dxy = bc)

Â ïåðâîì ïðèåìå âûðàæåíèÿ x, y íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ íåèçâåñòíûõ ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ; âûðàæåíèÿ p, q èçâåñòíû; âûðàæåíèÿ a, b èìåþò íåâûðîæäåííûå
íåèçâåñòíûå ÷èñëîâûå àòîìû. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå áåç íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Âî âòîðîì ïðèåìå
âûðàæåíèÿ x, y íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ; âûðàæåíèÿ b, c, d
èçâåñòíû; âûðàæåíèå a íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ.
Åñëè ëåâûå ÷àñòè äâóõ óðàâíåíèé ïðîïîðöèîíàëüíû è ñîäåðæàò ÷èñëåííóþ
íåèçâåñòíóþ x, íå âñòðå÷àþùóþñÿ â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ, òî áåðåòñÿ òàêàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé, â êîòîðîé äàííàÿ íåèçâåñòíàÿ èñêëþ÷åíà:

∀abcdepqr

(
ab

q
= c & ¬(d = 0) & p = cdq − bre → ad

r
= e ↔ p = 0

)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì; òðåòèé,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", íàõîäèò ëåâóþ ÷àñòü p ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, íå âõîäÿùóþ â
c, e; âûðàæåíèÿ b, q, d, r íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ è êàæ-
äûé íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, âõîäÿùèå â c, âõîäÿò òàêæå â e. Â ãåîìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, âûðàæàþùåãî îäèí ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç äðóãèå.
Åñëè ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò îäèí íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì êàê ïðî-
èçâåäåíèå äðóãîãî íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà íà êîýôôèöåíò, íå ñîäåð-
æàùèé íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, òî îíî îðèåíòèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû âåç-
äå â çàäà÷å ïåðâûé àòîì îêàçàëñÿ âûðàæåí ÷åðåç âòîðîé:
∀abc(bc = a ↔ a = bc)

Çäåñü a, b - íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû; c - êîýôôèöèåíò. Óêàçàòåëü "êîì-
ìóòàòèâíî(ôèêñ(0 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ðàâåíñòâà áåç ïåðåñòàíîâêè
åãî ÷àñòåé, ò.å. ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå îðèåíòèðîâàíî "íåïðàâèëüíî". ×òîáû
çàáëîêèðîâàòü ïðî÷èå ïðèåìû ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâà, êîòîðûå ìîã-
ëè áû íàðóøèòü ïðàâèëüíóþ îðèåíòàöèþ, ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå ñîïðîâî-
æäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.
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Ïîïûòêà ïîäáîðà çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ, îáðàùàþùèõ â íîëü êîýôôèöè-
åíò ïðè âûðàæåíèè ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé äëÿ óñòðàíåíèÿ çàâèñèìî-
ñòè îòâåòà îò ýòîé ïåðåìåííîé

Ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî) ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü çíà÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ â âûðàæåíèè,
îïðåäåëÿþùåì âèä ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ýòè ïàðàìåòðû èãðàþò ðîëü íåèçâåñòíûõ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ x âûäåëÿåòñÿ öåëüþ (íåçàâèñèò
x), áëîêèðóþùåé çàâèñèìîñòü îò x ïîäáèðàåìûõ ïàðàìåòðîâ. ×òîáû èñêëþ÷èòü òà-
êóþ çàâèñèìîñòü, ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà âñåõ ÷ëåíîâ ñ x è îáíóëåíèå íå
çàâèñÿùåãî îò x ìíîæèòåëÿ â ïîëó÷åííîì ïðîèçâåäåíèè. Ïðèåì, âûïîëíÿþùèé äàí-
íûå äåéñòâèÿ, îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:
∀abcdef (a− b = c & c = de + f & a− ÷èñëî→ a = b ↔ e = 0 & f = 0)

Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ïðèìåð". Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò ãðóïïèðóåò âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ a = b â ëåâîé ÷àñòè, îáðàáàòûâàÿ èõ íîðìà-
ëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò âûðàæåíèå c.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(êëþ÷(öåëè íåçàâèñèò õ7)âèä(õ3 ïëþñ(óìíîæåíèå(õ4 õ8)õ9)) ïå-
ðå÷åíü(õ4 ïåðåñåêàþòñÿ(õ7 õ4))åäèíèöà(1 õ8)çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ8)åäèíèöà(0 õ9))"
èäåíòèôèöèðóåò ñ ïåðåìåííîé õ7 öåëü (íåçàâèñèò . . .) è âûäåëÿåò â c íåêîòîðîå ñëà-
ãàåìîå, èìåþùåå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ õ7 ïåðåìåííûå. Âûðàæåíèå d èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ìíîæèòåëåé äàííîãî ñëàãàåìîãî, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ õ7. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëÿåò â âûðàæåíèè c âñå ñëàãàåìûå, äåëÿùèåñÿ íà d, è ãðóïïèðóåò
èõ â âûðàæåíèå de. Ýòî îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì "êîýôôèöèåíò(õ5 ôèêñ(2 2 1))".
Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îáíóëèòü êîýôôèöèåíò e. Óêàçà-
òåëü "ïîïûòêàçàìåíû" îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî íåîáðàòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêóùåé
çàäà÷è áóäåò ââåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé è ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà óðàâ-
íåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé, ðàçëè÷àþùåãî äâà ëè-
íåéíûõ âûðàæåíèÿ

∀abcd(∃x(x− ÷èñëî & ¬(ax + b = cx + d)) ↔ ¬(a = c) ∨ ¬(b = d))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñâÿçêà". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåñó-
ùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x. Âñå ñîäåðæàùèå x óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è ñóòü "x− ÷èñëî,
¬(ax + b = cx + d)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé è èçâåñòíîé ôóíêöèé ïîä îïèñàòåëåì
"îòîáðàæåíèå"

Ïðèåì âûíîñèò èç-ïîä îïèñàòåëÿ èçâåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ìíîæèòåëü:
∀fghP (λx(f(x)g(x), P (x)) = h ↔ ∀x(P (x) & g(x) = 0 → h(x) = 0) & ∀x(P (x) &
¬(g(x) = 0) → f(x) = h(x)/g(x)))

Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. f - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è; âûðàæåíèå
h èçâåñòíî. Ïåðåìåííûå g, P âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ò.å. g(x), P (x)
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè òåðìàìè. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå g(x) íå
ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)" ðàçðåøàåò èäåíòèôè-
öèðîâàòü x ñ íàáîðîì èç íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ íà êîíú-
þíêöèþ äâóõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé. Ïåðâàÿ êîíñòàòèðóåò, ÷òî â òåõ òî÷êàõ, ãäå
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g(x) îáðàùàåòñÿ â 0, âûðàæåíèå h(x) òîæå ðàâíî 0. Âòîðàÿ - â ñëó÷àå íåíóëåâîãî g(x)
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå f(x) íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóìíîæåíèå"

Ïðåæäå âñåãî, â íîðìàëèçàòîð âõîäÿò óæå óïîìÿíóòûå âûøå ïðîñòåéøèå ïðèåìû
ñòàíäàðòèçàöèè ïðîèçâåäåíèé: ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ñîìíîæèòåëåé, óì-
íîæåíèå íà 0 è íà 1, âûíåñåíèå ìèíóñà íàðóæó, óìíîæåíèå äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë. Êðîìå
òîãî, äîáàâëåí ðÿä ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ áîëåå "ñëîæíûìè" ñèìâîëàìè, òàê êàê â
íîðìàëèçàòîðàõ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ýòè ïðèåìû äîëæíû èíèöèèðîâàòüñÿ ïî êîð-
íåâîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ:

1. Ïåðåìíîæåíèå äåñÿòè÷íûõ îñíîâàíèé ñòåïåíåé, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ïîêàçà-
òåëè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → acbc = (ab)c)

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc = (ab)c)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè.
2. Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀abc(0 ≤ a → abac = ab+c)

∀abc(b− rational & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → abac = ab+c)

Ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ, åñëè äåñÿòè÷íîå ÷èñëî óìíîæàåòñÿ íà ñâîþ äðîáíóþ
ñòåïåíü. Äëÿ óñêîðåíèÿ ââåäåí ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 1 1))",
îòñåêàþùèé ïîïûòêó èäåíòèôèêàöèè ñ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé. Åñëè
èìååòñÿ êîììåíòàðèé "íîðìóðàâí", òî ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ
èçâåñòíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè b, c. Òàêèì îáðàçîì ñîõðàíÿåòñÿ ñòàíäàðòèçà-
öèÿ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ïðè êîòîðîé èçâåñòíûå ñëàãàåìûå
ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè âûíîñÿòñÿ â îòäåëüíûé ìíîæèòåëü. Äëÿ óìíîæåíèÿ íà ñòå-
ïåíü ìîäóëÿ ââåäåí åùå îäèí ïðèåì:
∀abc(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ ab|a|c = |a|b+c)

3. Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îñíîâàíèÿìè, îòëè÷àþùèìèñÿ çíàêîì.
∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & ÷èñëèòåëü(c)−even& a−rational& c−rational→
bc(−b)a = (−b)a+c)

∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(c) −
even) & a− rational & c− rational→ bc(−b)a = −(−b)a+c)

Ïîñëåäíèé ïðèåì èìååò âåðñèþ äëÿ ðàçíîñòè â îñíîâàíèè ñòåïåíè:
∀abcd(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(d)−
even) & c− rational & d− rational→ (a− b)c(b− a)d = −(a− b)c+d)

4. Óìíîæåíèå ìîäóëåé.
∀ab(|a||b| = |ab|)
Ïðèåì ìîæíî çàáëîêèðîâàòü, ââåäÿ ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó êîììåí-
òàðèé "(ìîäóëü âèäóìíîæåíèå)".
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5. Óìíîæåíèå íà äðîáü.

∀abc

(
c
a

b
=

ac

b

)
Ïðèåì ìîæíî çàáëîêèðîâàòü, ââåäÿ ïðè îáðàùåíèè êîììåíòàðèé "èçâëå÷åíèå".

6. Ïðîèçâåäåíèå ëîãàðèôìîâ.
∀abc((loga b)c logb a = (loga b)c−1)

Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò 1. Åñ-
ëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè âûðîæäåííûé, ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïðèåì:
∀ab(loga b logb a = 1)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ äàííûõ ïðèåìîâ ðàâíû 2. Äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ïå-
ðåõîäà ê íîâîìó îñíîâàíèþ ñîçäàí ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 3:
∀abc(loga b logb c = loga c)

Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò íåèçâåñòíûå, òî äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû a, b, c áûëè èçâåñòíû.

7. Ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñà è êîñèíóñà ëèáî êîòàíãåíñà è ñèíóñà.
∀abcdef (a = min (b, c) & d = b−a & e = c−a → (tg f)b(cos f)c = (tg f)d(sin f)a(cos f)e)

∀abcdef (d = min (b, c) & e = b−d & f = c−d → (ctg a)b(sin a)c = (ctg a)e(cos a)d(sin a)f )

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, âîçìîæ-
íî, îáðàùàþùèìèñÿ â åäèíèöó.

8. Ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ òàíãåíñà è êîñèíóñà, ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêèõ êî-
òàíãåíñà è ñèíóñà.
∀abcdef (a = min (b, c) & d = b−a & e = c−a → (th f)b(ch f)c = (th f)d(sh f)a(ch f)e)

∀abcdef (d = min (b, c) & e = b−d & f = c−d → (cth a)b(sh a)c = (cth a)e(ch a)d(sh a)f )

9. Ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀abcdef (a = min (b, c) & d = b− a & e = c− a → (tg f)b(ctg f)c = (tg f)d(ctg f)e)

10. Ïðîèçâåäåíèå ìîäóëÿ íà ñèãíóì.
∀a(|a|sga = a)

11. Óìíîæåíèå íà O.
Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ èñïîëüçóåòñÿ àðèôìåòèêà ñ âûðàæåíèÿìè âèäà O(x).
Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèåìû ìîãóò îáðàùàòüñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìóìíîæå-
íèå", êîòîðîìó ïåðåäàíû äâà ïðîñòåéøèõ ïðèåìà ñòàíäàðòèçàöèè òàêèõ âûðà-
æåíèé. Ïðåæäå âñåãî, ýòî ïðèåì óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó:
∀ab(aO(b) = O(b))

Ôèëüòð "ôèêñèðîâàíî(õ1 ñïèñîêïîñûëîê)" ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå ïîñûëîê âèäà
"ñòðåìèòñÿ(. . .)" äëÿ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â a.
Ñëåäóþùèé ïðèåì - çàíåñåíèå ïîä O âàðüèðóåìîãî ìíîæèòåëÿ, íå èìåþùåãî
âèäà ñóììû è íå ñîäåðæàùåãî O:
∀fgxab((x → a\b) → f(x)O(g(x)) = O(f(x)g(x)))
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12. Óñòðàíåíèå ëîãàðèôìîâ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè ñîìíîæèòåëåé.
∀abcde

(
0 < a & 0 < b & 0 < c & ¬(ab− 1 = 0) → ad logab c+ebd logab c+e = aebecd

)
13. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.

∀a(0 < a → a∞ = ∞)

∀a(0 < a → a(−∞) = −∞)

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íûé ñîìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñèìâîë "ìèíóñáåñê", à íå âûðàæåíèå "ìèíóñ(ïëþñáåñê)".

14. Óìíîæåíèå êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé ñ ðàäèêàëàìè.
Ïðèâåäåíû äâà íåñëîæíûõ óïðîùàþùèõ ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííûõ íà ñïåöè-
àëüíûå ñëó÷àè.

∀abcdemn

((
a +

b
√

c

m

)(
d +

e
√

c

n

)
= ad +

bec

mn
+

bd
√

c

m
+

ae
√

c

n

)
Îáà ìíîæèòåëÿ - êîíñòàíòíûå. Ëèáî îäíî èç ñëàãàåìûõ a, d ðàâíî 0, ëèáî êàæ-
äîå âûðàæåíèå a, b, c, d, m, n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷èñëîì èëè ÷èñëîâîé äðîáüþ.

∀abc

(
4
√

c

√
a + b

√
c =

√
a
√

c + bc

)
Çäåñü a, b, c - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû.

Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùóìíîæåíèå"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êîìïàêòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêè âûðàæåíèé ñ
çàãîëîâêîì "óìíîæåíèå". Êðîìå ïðèåìîâ óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ óìíîæåíèé è ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàíäîâ, îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.
Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, íå òðåáóþùèå ïðîâåðêè íåîòðèöàòåëüíîñòè
îñíîâàíèé îáåèõ ñòåïåíåé:
∀abcde(¬(çíàìåíàòåëü(d) − even) & ÷èñëèòåëü(e) − even & d − rational & e −
rational & 0 ≤ a → abecde = (abcd)e)

∀abcde(¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(d)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e)−
even) & b− rational & d− rational & e− rational→ abecde = (abcd)e)

∀abc(a
cbc = (ab)c)

Äëÿ ïîêàçàòåëåé îáùåãî âèäà ïðåäóñìîòðåí ïðèåì, ïðîâåðÿþùèé íåîòðèöà-
òåëüíîñòü îñíîâàíèé:

∀abcdfghj

(
0 ≤ a & 0 ≤ d → a

cj
fg d

bj
fh =

(
a

c
g d

b
h

) j
f

)
Ïàðàìåòðû b, c, f, g, h, j ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1, îäíàêî ëèáî f ëèáî j åäè-
íèöå íå ðàâíî.
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2. Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.
∀abc((a− b)c(a + b)c = (a2 − b2)c)

∀abc((a− b)c(−(a + b))c = (b2 − a2)c)

Çäåñü âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò çàãîëîâêà "ïëþñ". Åñëè a ìîæåò èìåòü íåñêîëü-
êî ñëàãàåìûõ, à b - íåò, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcd(d = a2−b2 & c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) → (a−b)c(a+b)c = dc)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò ðàçíîñòü êâàäðàòîâ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðì-
ïëþñ", "ñòàíäïëþñ", "óïðîùïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì êîðî÷å
çàìåíÿåìîãî. Ôèëüòð "ïåðåñåêàþòñÿ(ïàðàìåòðû(õ1)ïàðàìåòðû(õ2))" - óñêîðÿ-
þùèé: åñëè âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ, òî óïðîùåíèå ñòàíî-
âèòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì. Åùå îäèí ïðèåì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âûðàæåíèé ñïåöè-
àëüíîãî âèäà:
∀abcpq(p − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(p) − even) & ab = cq → (cq − a2 − b2)p(cq +
a2 + b2)p = (−(a4 + b4 + a2b2))p)

Òðåòèé àíòåöåäåíò ñðàâíèâàåò âûðàæåíèÿ ab è cq, ïðèìåíÿÿ ê ïåðâîìó íîðìà-
ëèçàòîð "íîðìóìíîæåíèå", à êî âòîðîìó - "íîðìñòåïåíü". Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî
cq â òåîðåìå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü c. Îäíàêî, ïðèåì íóæåí â ñèòóàöèè,
ãäå cq ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç ïðîèçâåäåíèÿ, è ïðèìåíåíèå íîðìàëè-
çàòîðà "íîðìñòåïåíü" íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç íåãî ïðîèçâåäåíèÿ êâàä-
ðàòíûõ êîðíåé, ò.å. ab. ×òîáû îïðàâäàòü îáðàùåíèå ê ýòîìó íîðìàëèçàòîðó, è
áûëà âûáðàíà óêàçàííàÿ "ñòåïåííàÿ" âåðñèÿ ñëàãàåìîãî cq.

3. Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè êóáîâ.
∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → (a− b)c(a2 +ab+ b2)c = (a3− b3)c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íà óðîâíå 2 ïðèìåíÿåòñÿ íåáîëüøîå îáîáùåíèå
äàííîãî ïðèåìà:

∀abcmn

((
a

m
n − b

m
n

)c (
a

2m
n + (ab)

m
n + b

2m
n

)c

=
(
a

3m
n − b

3m
n

))
4. Óñìîòðåíèå ñóììû êóáîâ.
∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → (a+ b)c(a2− ab+ b2)c = (a3 + b3)c)

∀abc(c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) → (a+b)c(−a2+ab−b2)c = −(a3+b3)c)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàçíîñòè êóáîâ, îòäåëüíî ðàññìîòðåíû äðîáíûå ïîêàçàòåëè
ñòåïåíè:

∀abcmn

((
a

m
n + b

m
n

)c (
a

2m
n − (ab)

m
n + b

2m
n

)c

=
(
a

3m
n + b

3m
n

))
5. Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ab((−a)b = −ab)

Ïðèåì íóæåí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìèíóñ ïåðåä ñîìíîæèòåëåì âîçíèê ïîñëå
ñðàáàòûâàíèÿ äðóãèõ ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà. Çàãîëîâêîì ïðåîáðàçóåìîãî âû-
ðàæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ "ìèíóñ", áëîêèðóþùèé äàëüíåéøóþ îáðàáîòêó ïðîèçâå-
äåíèÿ. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîé áëîêèðîâêè, ââåäåí âñïîìîãàòåëüíûé ïðèåì
∀ab(−ab = −ab), ðåàëèçóþùèé ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê "óïðîùóìíîæåíèå"
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ab.
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6. Óñìîòðåíèå ñóììû ëèáî ðàçíîñòè êóáîâ ñèíóñà è êîñèíóñà.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäâàðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü
âèä âûðàæåíèé, ê êîòîðûì íóæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ñóììû ëèáî ðàçíîñòè
êóáîâ:
∀abc(c− 2a = 0 → (sin a + cos a)(2b− b sin c) = 2b((sin a)3 + (cos a)3))

∀abc(c− 2a = 0 → sin(a + π/4)(2b− b sin c) =
√

2b((sin a)3 + (cos a)3))

∀abc(c− 2a = 0 → (b sin a− b cos a)(2 + sin c) = 2b((cos a)3 − (sin a)3))

∀ab(b− 2a = 0 → cos(a + π/4)(2 + sin b) =
√

2((cos a)3 − (sin a)3))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Èñïîëüçîâàíèå êîýôôèöèåíòà b â ïåðâûõ òðåõ
ïðèåìàõ îáúÿñíÿåòñÿ ïîòðåáíîñòüþ èäåíòèôèêàöèè ñ âàðüèðîâàíèåì çíàêà.

7. Óñìîòðåíèå ñèíóñà äâîéíîãî óãëà.
∀a(sin a cos a = sin(2a)/2)

8. Óìíîæåíèå íà äðîáü.

∀abc

(
a
b

c
=

ab

c

)
×èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óïðîùóìíîæåíèå",
à âñÿ äðîáü - íîðìàëèçàòîðîì "óïðîùäðîáü".

9. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ñ ñîêðàùåíèåì.

∀abc

(
a

(
b

a
+ c

)
= b + ac

)
Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ ñîêðàùåííîé
çàïèñè "óïðîùïëþñ", "óïðîùóìíîæåíèå".

10. Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(c = ab → |ab| = |c|)
Ïðèåì ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê îáðàáîòêå îïåðàíäà ìîäóëÿ, åñëè
òàêîâûì îïåðàíäîì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè c îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ.

11. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïðè óìíîæåíèè íà ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
∀abcd((−1)a((−1)b−ac + d) = (−1)bc + (−1)ad)

12. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïðè óìíîæåíèè äâóõ îäèíàêîâûõ ðàäèêàëîâ.
∀abc(0 ≤ a →

√
a(b
√

a + c) = ab + c
√

a)

13. Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè ëèáî ñóììû ïÿòûõ ñòåïåíåé.
∀abc((a− b)c(a4 + b4 + a3b + ab3 + a2b2)c = (a5 − b5)c)

∀abc((a + b)c(a4 + b4 − a3b− ab3 + a2b2)c = (a5 + b5)c)
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14. Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà.
∀ab(a = b2 →

√
a = b)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

15. Ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.
∀abmn(m−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(m)−even) → (a−b)n(b−a)m = −(a−b)m+n)

16. Âíåñåíèå ìèíóñà â ñîìíîæèòåëü, èìåþùèé âèä ðàçíîñòè.
∀abc(−a(b− c) = a(c− b))

17. Óìíîæåíèå êîíñòàíòíûõ ñóìì ñ ðàäèêàëàìè.
∀abcde((a

√
b + c)(d

√
b + e) = ce + adb + (cd + ae)

√
b)

Âñå ïåðåìåííûå èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè.

Íîðìàëèçàòîð ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð íàñ÷èòûâàåò ñâûøå 300 ïðèåìîâ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóïíåé-
øèé ïàêåòíûé îïåðàòîð ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû. Îí ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðèâåäåíèÿ
âûðàæåíèé ê "ìóëüòèïëèêàòèâíîìó" âèäó - ïðîèçâåäåíèÿ, ñòåïåíè ëèáî äðîáè, âîç-
ìîæíî, ñ âíåøíèì çíàêîì ìèíóñ. Ôàêòè÷åñêè îí îáúåäèíÿåò äâå ôóíêöèè - ðàçëî-
æåíèå ñóììû íà ìíîæèòåëè è ñëîæåíèå äðîáíûõ âûðàæåíèé, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ðåàëèçóþòñÿ ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ÷èñëè-
òåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà îñòàëîñü îò ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ ñ
àâòîìàòè÷åñêèì ñèíòåçîì ïðîñòåéøèõ ïðèåìîâ, âêëþ÷àÿ ñîçäàíèå íîâûõ ïàêåòíûõ
îïåðàòîðîâ è äàæå àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð èõ íàçâàíèÿ. Ó îïåðàòîðîâ, ïðåäíàçíà-
÷åííûõ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé ê çàäàííûì çàãîëîâêàì, íàçâàíèå ïàêåòà
ïîëó÷àëîñü äîáàâëåíèåì ïðèñòàâêè "âèä" ê ñîîòâåòñòâóþùåìó çàãîëîâî÷íîìó ëîãè-
÷åñêîìó ñèìâîëó. Åñëè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çàãîëîâêîâ ïîçâîëÿëè äåêîìïîçèðîâàòü
îäíî è òî æå ïðîñòåéøåå óòâåðæäåíèå, òî äëÿ íèõ ñîçäàâàëñÿ îáùèé ïàêåòíûé íîð-
ìàëèçàòîð. Â íàøåì ñëó÷àå ðîëü òàêîãî óòâåðæäåíèÿ èãðàåò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
íóëþ, à ñîîòâåòñòâóþùèå çàãîëîâêè - ñèìâîëû "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü". Çà-
ìåòèì, ÷òî äî óêàçàííîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ èìåëèñü äâà ðàçëè÷íûõ íîðìàëèçàòî-
ðà - "ðàçëîæèòüíàìíîæèòåëè" è "ñëîæèòüäðîáè". Ïîñëåäóþùàÿ ðàáîòà ñ ðåøàòåëåì
ïîäòâåðäèëà öåëåñîîáðàçíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿ.

Íîðìàëèçàòîð èìååò 6 óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ. Îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. åãî
ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ëèøü ê êîðíþ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåéäåì ê ïåðå-
÷èñëåíèþ ýòèõ ïðèåìîâ:

1. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ.
∀abc(ab + ac = a(b + c))

Óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà â ñëó÷àå ëþáîãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ, áîëüøåãî 1. Îáùèé ìíîæèòåëü a âñåõ ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "àëãåáðïåðåñå÷åíèå". Óêàçàòåëü "åäèíèöà(1 õ2 õ3)"
îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò ñîêðàùåíèÿ ñëàãàåìîãî íà îáùèé ìíîæèòåëü ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå. Îòñóòñòâèå òàêîãî óêàçàòåëÿ äëÿ a ãàðàíòèðóåò îòëè÷èå
îò åäèíèöû ñàìîãî îáùåãî ìíîæèòåëÿ. Åñëè ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó
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ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "êîíñòàíòà", òî âûðàæåíèå a äîëæíî áûòü íåêîíñòàíò-
íûì. Åñëè ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "ïðîñòûåäåëèòåëè", òî äîëæíî óñìàòðèâàòü-
ñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a öåëî÷èñëåííîå. Íàêîíåö, êîììåíòàðèé "÷èñëîöåíêà" âî-
îáùå áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà. Ýòîò êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ, åñ-
ëè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ëèøü "íåâûðîæäåííîå" ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.
Òîãäà ðàçðåøàåòñÿ âûíåñåíèå çà ñêîáêó ëèøü íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
r äâóõ íàòóðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ a, c, ðåàëèçóåìîå ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀abcdpqr(a = pr & c = qr → ab + cd = r(pb + qd)). Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð"
çàïðåùàåò íàëè÷èå äðóãèõ ñëàãàåìûõ ñóììû.

2. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìèíóñà âñåõ ñëàãàåìûõ.
∀ab(−a− b = −(a + b)

Óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" ðàçðåøàåò ëþáîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Âñå îíè
èìåþò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "ìèíóñ".

3. Òîæäåñòâà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Ýòè òîæäåñòâà
îáåñïå÷èâàþò áûñòðîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè â ïðîñòåéøèõ ñòàíäàðòíûõ
ñèòóàöèÿõ:
(a) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñóìì ïî äâà ñëàãàåìûõ.

∀abcd(ac + ad + bc + bd = (a + b)(c + d))

Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ ïðè îòñóòñòâèè
äðóãèõ ñëàãàåìûõ. Ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 1 1))" îòáðà-
ñûâàåò èçáûòî÷íûå ñëó÷àè ïåðåñòàíîâêè ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìûõ - ac
âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåííûì â àíàëèçèðóåìîé ñóììå ïåðåä ad,
ïîìåíÿâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ðîëè ïåðåìåííûõ. Óêàçàòåëü "åäèíèöà(1 õ2 õ3
õ4)" ðàçðåøàåò âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ b, c, d. Óêà-
çàòåëü "ïåðåñå÷åíèåñïèñêîâ(. . .)" ïîìîãàåò êîìïèëÿòîðó ðàñïîçíàòü ñèòó-
àöèþ, â êîòîðîé çàãîëîâêè ñëàãàåìûõ ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò ñèìâîëà
"óìíîæåíèå". Îòñóòñòâèå óêàçàòåëÿ "çàìåíàçíàêà(ìèíóñ . . .)" îáúÿñíÿåò-
ñÿ ïðèìåíåíèåì ïðè èäåíòèôèêàöèè îïåðàòîðà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå", êîòî-
ðûé è áåç ýòîãî ó÷èòûâàåò âîçìîæíûå çíàêè "ìèíóñ" ïåðåä ñëàãàåìûìè.

(b) Ïðîèçâåäåíèå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ íà ñóììó òðåõ ñëàãàåìûõ.
∀abcde(ab + ad + ae + bc + cd + ce = (a + c)(b + d + e))

Ýòîò ïðèåì ñóùåñòâåííî áîëåå òðóäîåìîê, ÷åì ïðåäûäóùèé, è áëîêèðóåòñÿ
ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íîðìóðàâíåíèå", óêàçûâàþùåãî íà îñëàáëåí-
íóþ âåðñèþ îáðàùåíèÿ.

(c) Ïðîèçâåäåíèå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ íà ñóììó òðåõ ñëàãàåìûõ.
∀abcdef (ab + ad + ae + bc + cd + ce + bf + df + ef = (a + c + f)(b + d + e)

Ïðèåì êðàéíå òðóäîåìîê, îäíàêî ïîûïòêè ïðèìåíèòü åãî áóäóò ïðîèñõî-
äèòü òîëüêî äëÿ ñóìì äëèíû 9. ×òîáû îòñå÷ü ñëó÷àè ìíîãî÷ëåíîâ, ââåäåí
ôèëüòð "íå(äëèíàòåêñòà(ñïèñîêïåðåìåííûõ(êîðåíü)1))".

(d) Êâàäðàò ñóììû.
∀bc((b + c)2 = b2 + 2bc + c2)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óêàçàòåëü "çíàêñóììû(ìèíóñ ôèêñ(0
2))" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåä êàæäûì ñëàãà-
åìûì ñòîèò çíàê "ìèíóñ". Òîãäà ìåíÿåòñÿ çíàê è ó çàìåíÿþùåãî òåðìà.
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Òîæäåñòâî íå òðåáóåò îáîáùåíèÿ ïóòåì äîìíîæåíèÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî
íà íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò, òàê êàê ýòîò êîýôôèöèåíò áóäåò âûíåñåí çà
ñêîáêó äðóãèì ïðèåìîì.

(e) Êâàäðàò ðàçíîñòè.
∀ab(a

2 − 2ab + b2 = (a− b)2)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "çíàêñóììû(ìèíóñ
ôèêñ(0 1))", îáåñïå÷èâàþùèé èäåíòèôèêàöèþ, åñëè âñå çíàêè ñëàãàåìûõ
èçìåíåíû íà îáðàòíûå.

(f) Êóá ñóììû.
∀bc((b + c)3 = b3 + 3bc2 + 3b2c + c3)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.
(g) Êóá ðàçíîñòè.

∀ab(a
3 + 3ab2 − 3a2b− b3 = (a− b)3)

(h) Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ äàííîãî ïóíêòà, ñðàáàòûâàâøèõ íà
óðîâíå 1, äàííûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2:
∀ab(a

2 − b2 = (a + b)(a− b))

(i) Ðàçíîñòü êóáîâ.
∀ab(a

3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2))

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíî, òàê êàê ïðèâîäèò ê çàìåò-
íîìó óñëîæíåíèþ âûðàæåíèÿ. Ïîýòîìó âîçíèêëè ôèëüòðû, áëîêèðóþùèå
åãî â ðÿäå ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèé. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ââîäèòñÿ êîì-
ìåíòàðèé (6 a2 + ab + b2), áëîêèðóþùèé ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ âòîðîãî
ñîìíîæèòåëÿ ñ ïîìîùüþ êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. Ýòîò êîììåíòà-
ðèé áóäåò ïåðåäàí ïðîöåäóðå "âèäóìíîæåíèå" ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùå-
íèè äëÿ "äîðàçëîæåíèÿ" ñîìíîæèòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Ñóììà êóáîâ.
∀ab(a

3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2))

Ê ïðåäûäóùåìó äîáàâëÿþòñÿ óêàçàòåëü "çíàêñóììû(ìèíóñ ôèêñ(0 1))",
îáåñïå÷èâàþùèé èäåíòèôèêàöèþ â ñëó÷àå çíàêîâ "ìèíóñ" ïåðåä êóáàìè,
à òàêæå ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 1 1))", áëîêèðóþùèé ïî-
ïûòêó èäåíòèôèêàöèè ñ ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ. Ïðè ôîðìàëüíîì èí-
òåãðèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ óñèëåííàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abx(ax3 + b = ( 3

√
ax + 3

√
b)(

3
√

a2x2 − 3
√

ax 3
√

b +
3
√

b2))

Çäåñü x - ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, íå âõîäÿùàÿ â a, b.
(k) Êâàäðàò ðàçíîñòè è ðàçíîñòü.

Ñòàíäàðòíûé øàáëîí äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè îáû÷íî äàåò ëó÷-
øåå áûñòðîäåéñòâèå, ÷åì ïîïûòêè ãðóïïèðîâêè ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâ-
íûõ ôîðìóë ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó â íîðìàëèçàòîðå ñîçäàí
ðàñøèðåííûé çàïàñ òàêèõ øàáëîíîâ. Ïåðâûé èç íèõ - ñî÷åòàíèå ôîðìóë
êâààäðàòà ðàçíîñòè è âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêó:
∀abcd(ca

2 − 2abc + cb2 + da− db = (a− b)(d + ac− bc))

Êîýôôèöèåíòû c, d ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óêàçàòåëü "ïåðåñå÷å-
íèå(õ3 ôèêñ(0 1 1)ôèêñ(0 1 3))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé
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c èç ðàññìîòðåíèÿ òîëüêî ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ
èçáûòî÷íîñòè èäåíòèôèêàöèè ââåäåíî òðåáîâàíèå, ÷òîáû ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâîâàëî òðåòüåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(l) Êâàäðàò ñóììû è ñóììà.
∀abcd(ca

2 + 2abc + cb2 + ad + bd = (a + b)(d + ac + bc))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ - 3.
(m) Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ è ðàçíîñòü.

∀abcd(ac + bd2 − ba2 − cd = (a− d)(c− ab− bd))

Êîýôôèöåíòû b, c ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(n) Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ è ñóììà.
∀abcd(ab + ac + db2 − dc2 = (a + bd− cd)(b + c))

Êîýôôèöèåíòû a, d ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(o) Ðàçíîñòü êóáîâ è ðàçíîñòü.
∀abcd(ac + ba3 − bd3 − cd = (a− d)(c + abd + ba2 + bd2))

Êîýôôèöèåíòû b, c ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(p) Ñóììà êóáîâ è ñóììà.
∀abcd(ab + ac + db3 + dc3 = (a + db2 + dc2 − bcd)(b + c))

Êîýôôèöèåíòû a, d ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó; äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåí-
íàÿ çàìåíà çíàêîâ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 3.

(q) Ðàçíîñòü êâàäðàòà è êâàäðàòà ðàçíîñòè.
∀abc(a

2 − b2 − c2 + 2bc = (a + b− c)(a + c− b))

Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííàÿ çàìåíà çíàêîâ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(r) Ðàçíîñòü êâàäðàòà è êâàäðàòà ñóììû.
∀abc(a

2 − b2 − c2 − 2bc = (a + b + c)(a− b− c))

(s) Êâàäðàò ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ.
∀abc(a

2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc = (a + b + c)2)

∀abc(a
2 + b2 + c2 + 2bc− 2ab− 2ac = (b + c− a)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(t) Îñòàòî÷íàÿ ãðóïïèðîâêà äëÿ ñîìíîæèòåëÿ, èìåþùåãî âèä ñóììû.

Åñëè îäíî èç ñëàãàåìûõ èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñóììó, òî îíà ñòàíî-
âèòñÿ øàáëîíîì, ïîçâîëÿþùèì ïðîâåðèòü, íåëüçÿ ëè ñãðóïïèðîâàòü îñòàëü-
íûå ñëàãàåìûå, âûíåñÿ ýòó ñóììó èç íèõ çà ñêîáêó. Ðàññìîòðèì ïðèåìû,
ñîçäàííûå äëÿ òàêîé ïðîâåðêè.
∀abcd(c−rational & 0 < ÷èñëèòåëü(c) & 0 < ÷èñëèòåëü(c)−çíàìåíàòåëü(c) →
abc + bd = (abc−1 + d)b)

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ ñëàãàåìîãî, èìåþùåãî ñîìíîæè-
òåëü âèäà bc, ãäå b - ñóììà; c - ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà, ÷èñëèòåëü êîòîðîé
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áîëüøå çíàìåíàòåëÿ. Óêàçàòåëü "ãðóïïèðîâêà(õ1)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôè-
êàöèþ ïåðåìåííîé a ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ñîìíî-
æèòåëü bc. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå S1, ..., Sm îáðàáàòûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ óêàçàòåëåì "ãðóïïèðîâêè(õ2 ôèêñ(0 1 2))". Ïåðåìåííàÿ b ê ýòîìó ìî-
ìåíòó èäåíòèôèöèðîâàíà ñ âûðàæåíèåì âèäà B1 + . . . + Bn. Ïðîñìàòðè-
âàþòñÿ âñå Si, ïðåäñòàâèìûå êàê B1k äëÿ ïîäõîäÿùåãî k, è ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îñòàâøèåñÿ Sj ñóòü âûðàæåíèÿ B2k, . . . , Bnk è ÷òî m = n. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Â ñëåäóþùåì ïðèåìå "êëþ÷åâàÿ" ñóììà b íå ðàñïîëîæåíà ïîä ñòåïåíüþ,
à ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì:
∀abd(ab + bd = (a + d)b)

Óêàçàòåëè "ãðóïïèðîâêà", "ãðóïïèðîâêè" - òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì, ãäå ñóììà ðàñïîëîæåíà ïîä ðàöèîíàëüíîé ñòå-
ïåíüþ, ó êîòîðîé ÷èñëèòåëü ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ:
∀abcd(c − rational & 0 < ÷èñëèòåëü(c) & ÷èñëèòåëü(c) − çíàìåíàòåëü(c) <
0 → abc + bd = bc(a + b1−cd))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(u) Ðàçíîñòü êóáà ñóììû òðåõ âûðàæåíèé è ñóììû èõ êóáîâ.

∀abc((a + b + c)3 − a3 − b3 − c3 = 3(a + b)(a + c)(b + c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(v) Âûíåñåíèå çà ñêîáêó ìîäóëÿ.

∀abc(ab + |a|c = |a|(sg(a)b + c)

(w) Ðàçíîñòü ïÿòûõ ñòåïåíåé.
∀bc(b

5 − c5 = (b− c)(b4 + b3c + b2c2 + bc3 + c4))

Ýòîò ïðèåì, êàê è ïðèåìû äëÿ ðàçíîñòè è ñóììû êóáîâ, ïðèâîäèò ê ñó-
ùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ âûðàæåíèÿ. Ïîýòîìó åãî ñðàáàòûâàíèå îãîâà-
ðèâàåòñÿ ðÿäîì óñëîâèé. Ïðèåì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ðàçíîñòè ëèáî ñóììû
îäèíàêîâûõ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé áåç òðóäà ïðîãðàììèðóåòñÿ íà ÃÅÍÎËÎ-
Ãå, îäíàêî öåëåñîîáðàçíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ â îáû÷íûõ ñèòóàöèÿõ ïðî-
áëåìàòè÷íà - âûðàæåíèå áóäåò óñëîæíÿòüñÿ ñëèøêîì ñèëüíî. Ïðè íåîá-
õîäèìîñòè, åãî ìîæíî áûëî áû ñîçäàòü äëÿ ñîâñåì ñïåöèàëüíûõ öåëåâûõ
óñòàíîâîê.

(x) Óñìîòðåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîêàçàòåëüíûõ äâó÷ëåíîâ.
∀abcdepqr(cdar+q/beap = 1 & ¬(e = 0) & 0 < a → bap + caq + dar + e =
(caq + e)(dar + e)/e)

Îñòàòî÷íàÿ ÷àñòü ñóììû e ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñëàãàåìîãî. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäðîáü". Âûðàæåíèÿ p, q, r äîëæíû áûòü
íåêîíñòàíòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Äåéñòâèÿ ñ äðîáÿìè.
Â ýòîì ïóíêòå ñîáðàíû ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáòêè
äðîáíûõ ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ è äëÿ èõ "ñëîæåíèÿ":



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 598

(a) Ñëîæåíèå äðîáíûõ âûðàæåíèé.
Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðàâíûõ çíàìåíàòåëåé:

∀abcde

(
ad

c
+

bd

c
=

(a + b)d

c
+ e

)
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Êðîìå ñëîæåíèÿ äðîáåé, îí âûíîñèò çà
ñêîáêó îáùèé ìíîæèòåëü ÷èñëèòåëåé d. Ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1
2)ôèêñ(0 1 1))" ñîêðàùàåò ïîèñê ïàðû äðîáíûõ ñëàãàåìûõ ñ îäèíàêîâûìè
çíàìåíàòåëÿìè, îñòàâëÿÿ äëÿ ïîïûòîê èäåíòèôèêàöèè ñî âòîðîé äðîáüþ
òîëüêî òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå èäóò ïîñëå ïåðâîé äðîáè.
Ñëåäóþùèé ïðèåì - ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ äðîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè:

∀abcdefg

(
¬(d = 0) & ¬(f = 0) → ab

cd
+

ae

cf
+ g =

a(bf + de)

cdf
+ g

)
Ïåðåìåííûå b, d, e, f èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Íîð-
ìàëèçàòîðû îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé â çàìå-
íÿþùåì òåðìå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Åùå îäèí ïðèåì òèïà ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ - óñìîòðåíèå ñèòóà-
öèè, êîãäà ìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ äðîáè ñëóæèò ñóììà, îáðàçóþùàÿ ÷àñòü
îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ:

∀abc

(
ab

c
+ a =

a(b + c)

c

)
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3. Çàìåòèì, ÷òî êîìïèëÿòîð àâòîìàòè÷åñêè ïðåîáðàçóåò òåîðåìó ê âèäó

∀abcd

(
ab

c
+ a + d =

a(b + c)

c
+ d

)
,

ãäå d - îñòàòîê ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó a íå îáÿçàòåëüíî ñîñòàâëåíî èç âñåõ
îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ. Âîîáùå, åñëè çàìåíÿåìûé òåðì èìååò âèä ñóììû,
òî ïåðåìåííóþ äëÿ îñòàòêà ñëàãàåìûõ ìîæíî ââîäèòü â òåîðåìó ïðèåìà
âðó÷íóþ , à ìîæíî ïðåäîñòàâèòü ñäåëàòü ýòî êîìïèëÿòîðó. ×òîáû çàáëî-
êèðîâàòü ïîñëåäíåå, äîñòàòî÷íî ââåñòè óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð".
Ïðèåì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñëîæåíèÿ äâóõ äðîáíûõ âûðàæåíèé èìååò ñëå-
äóþùóþ òåîðåìó:

∀abcdef

(
¬(c = 0) & ¬(d = 0) & ¬(f = 0) → ab

cd
+

ae

cf
=

a(bf + de)

cdf

)
Óêàçàòåëü "åäèíèöà(1 õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)" ðàçðåøàåò îáðàùàòüñÿ â åäè-
íèöó ëþáîé èç ïåðåìåííûõ a, b, c, d, e, f . Îäíàêî, ïðèåì îòíîñèòñÿ òîëü-
êî ê äðîáíûì ñëàãàåìûì, è ÷òîáû îòñå÷ü âûðîæäåííûå ñëó÷àè, ââåäå-
íû ôèëüòðû "èëè(çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1 1)äðîáü)è(çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1 1)ìè-
íóñ)ïåðâûéñèìâîë(ôèêñ(0 1 1)äðîáü)))", "èëè(çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1 2)äðîáü)
è(çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1 2)ìèíóñ)ïåðâûéñèìâîë(ôèêñ(0 1 2)äðîáü)))". ×òîáû
âûáèðàòü äëÿ ñëîæåíèÿ äâå ñàìûå êîðîòêèå äðîáè ñóììû, ââåäåí ôèëüòð
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"íå(êîíòåêñò(âíåøîïåðàíä(õ7)ñïèñîê(õ8 ôèêñ(0 1 1)ôèêñ(0 1 2))êîðî÷å(õ7
õ8)èëè(çàãîëîâîê(õ7 äðîáü)è(çàãîëîâîê(õ7 ìèíóñ)ïåðâûéñèìâîë(õ7 äðîáü
)))))". Ñóììà bf + de ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìïëþñ", "ñòàíäïëþñ", âèäóìíîæåíèå" (ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè è çàòåì
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè). Â çàâèñèìîñòè îò
êîíòåêñòà, íåêîòîðûå èç ýòèõ îáðàùåíèé ìîãóò áûòü çàáëîêèðîâàíû ëèáî
ñíàáæåíû äîïîëíèòåëüíûìè êîììåíòàðèÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.
Åñëè èìååòñÿ åäèíñòâåííîå äðîáíîå ñëàãàåìîå, òî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
äâà ïðèåìà:

∀abcd

(
¬(b = 0) → ad

b
+ cd =

(a + bc)d

b

)

∀abc

(
¬(b = 0) → a

b
+ c =

a + bc

c

)
Îáà îíè ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 4. Ïåðâûé îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ñëà-
ãàåìûõ âñåãî äâà (îí èìååò óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð"). Çäåñü ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè è âûíåñòè çà ñêîáêó îáùèé ìíîæèòåëü d. Âòîðîé
ïðèåì - îñòàòî÷íûé; ó íåãî âûðàæåíèå c íå èìååò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ.
Êàê è ïðè ñëîæåíèè äâóõ äðîáíûõ âûðàæåíèé, ñóììà a + bc ïîñëåäîâà-
òåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìïëþñ", "ñòàíäïëþñ", "âè-
äóìíîæåíèå".

(b) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè äëÿ ÷èñëèòåëÿ.
Ïðåæäå, ÷åì ïðèìåíÿòü ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû ñëîæåíèÿ äðîáíûõ
âûðàæåíèé, öåëåñîîáðàçíî ðàçëîæèòü ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè íà ìíî-
æèòåëè: äðîáü ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ ëèáî îáíàðóæàòñÿ îáùèå ìíîæèòåëè
÷èñëèòåëåé èëè çíàìåíàòåëåé ñêëàäûâàåìûõ äðîáåé. Ïåðå÷èñëèì ñíà÷àëà
ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ. Òî÷íåå, ðàç-
ëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè ïîäëåæèò ñóììà - îñíîâàíèå ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ
÷èñëèòåëÿ:

∀abcdef

(
f = c & 0 ≤ c → a +

bcd

e
= a +

bfd

e

)
Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðåäïðè-
íèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü ýòó ñóììó íà ìíîæèòåëè, èñïîëüçóÿ íîðìà-
ëèçàòîð "âèäóìíîæåíèå". ×òîáû îòñå÷ü ñëó÷àè, îáðàáàòûâàåìûå äðóãèìè
ïðèåìàìè, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé
äðîáüþ ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Åñëè âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d äðîáíûé, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó c
äðîáíûõ ñëàãàåìûõ. Ïîñëå óñïåøíîé ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
ïðîâåðÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü c. ×òîáû óñìîòðåòü åå èç ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç., ëó÷øå áðàòü èñõîäíûé âèä âûðàæåíèÿ c. Èñïîëüçîâàíèå ýòî-
ãî èñõîäíîãî âèäà îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "êîïèÿ(ôèêñ(2 2))". ×òîáû
îáåñïå÷èòü ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. äëÿ èçìåíåííîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè f ,
ââåäåí óêàçàòåëü "âûâîä(ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ6)ýêâèâàëåíòíî(2))". Îí çà-
íîñèò â ñïèñîê ïîñûëîê íîðìàëèçàòîðà óòâåðæäåíèå 0 ≤ f . Ýòî æå óòâåð-
æäåíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .), èãðàþùåì
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ðîëü áóôåðà äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïåðåíåñåíèÿ ïîëåçíûõ íîâûõ ïîñûëîê âî
âíåøíþþ çàäà÷ó. ×òîáû â íåé ìîæíî áûëî îòáðîñèòü óæå íåíóæíîå óòâåð-
æäåíèå 0 ≤ c, äåëàåòñÿ ïîìåòêà î åãî ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäåíèþ 0 ≤ f .
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè ñóììå c -
÷èñëîâàÿ äðîáü ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì, òî ïðèìåíÿåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ
ïðèåìà:
∀abcdef (f = c & d− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) → a + bcd

e
=

a + bfd

e
)

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ c áîëüøå 13. Êðîìå
òîãî, â ñëó÷àå êîíñòàíòíîãî c áëîêèðóåòñÿ ïåðåõîä ê ðàäèêàëó, óìíîæåííî-
ìó íà ñóììó, ñîäåðæàùóþ ðàäèêàëû. Ñîçäàíû äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà
- îäíà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè â âûðàæåíèè c òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
îïåðàöèé, à äðóãàÿ - ïðè èõ íàëè÷èè. Ïîñëåäíÿÿ îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëè-
çàòîðó "âèäóìíîæåíèå" ñ êîììåíòàðèåì "÷èñëèòåëü", áëîêèðóþùèì ðÿä
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáðàùåíèå ñîïðî-
âîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (âíåøêîíòåêñò 0 v), ãäå v - âõîæäåíèå âûðàæå-
íèÿ c â òåêóùåå ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå. Ýòîò êîììåíòàðèé ïîçâîëÿåò
ó÷èòûâàòü âíåøíèé êîíòåêñò ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ î öåëåñîîáðàçíîñòè
ïðåîáðàçîâàíèé.

(c) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè äëÿ çíàìåíàòåëÿ.
Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå:

∀abcdef

(
0 < d & f = d → a +

b

cde
= a +

b

cf e

)
∀abcdef (¬(d = 0) & e− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) → a + b

cde =
a + b

cfe )

(d) Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.
Â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÷èñ-
ëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé áûâàåò íåîäíîçíà÷íûì, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ "ñêâîç-
íûõ" ìíîæèòåëåé, âûíîñèìûõ ïðè ñëîæåíèè äðîáåé çà ñêîáêó, íóæíî ïðåä-
ïðèíèìàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôðàãìåíòîâ îäíîé äðîáè, ó÷è-
òûâàþùèå îñîáåííîñòè äðóãîé äðîáè. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äåëàþòñÿ íà
äâóõ ýòàïàõ - äî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé íà ìíîæèòå-
ëè (óðîâåíü 1) è ïîñëå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, íî äî ñëîæåíèÿ äðîáåé (óðî-
âåíü 3). Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé íîðìàëèçàòîð
"ïðåäâóìíîæåíèå", âî âòîðîì - "ñòàíäóìíîæåíèå". Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè-
åìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çíàìåíàòåëåé èìåþò îäíó è òó æå òåîðåìó:

∀abcd

(
¬(b = 0) & d = b → a

b
+ c =

a

d
+ c
)

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèé (âíåøêîíòåêñò . . .). Çíàìåíàòåëü b èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ïðî-
èçâåäåíèå ëèáî ñòåïåíü; â íåãî âõîäèò òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ëèáî ãèïåðáî-
ëè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñëèòåëÿ ñîçäàí ëèøü ïðèåì,
îáðàùàþùèéñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäóìíîæåíèå":

∀abcd

(
d = a → a

b
+ c =

d

b
+ c

)
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Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðîâ "ïðåäâóìíîæåíèå", "ñòàí-
äóìíîæåíèå". Ïåðâûé èç íèõ ñâÿçàí ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ÷åòíîé ñòåïåíè
ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà. Åñëè çíàìåíàòåëü îäíîé äðîáè èìååò ìíîæèòåëü
(sin x)2, à äðóãîé - ìíîæèòåëü (1 − cos x), òî ïåðåä ñëîæåíèåì äðîáåé ïî-
ëåçíî â ïåðâîì çíàìåíàòåëå çàìåíèòü (sin x)2 íà (1− cos x)(1 + cos x). Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì íîðìàëèçàòîðà "ñòàí-
äóìíîæåíèå":

∀abcd

(
d =

c

2
→ a(sin b)c = a(1− cos b)d(1 + cos b)d

)
Âûðàæåíèå c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. ×òîáû
çàäàòü óñëîâèå íà âíåøíèé êîíòåêñò, ââåäåí ôèëüòð: "êîíòåêñò(âíåøêîí-
òåêñò(õ5)ñîîòâìíîæèòåëü(õ5 õ6) âèä(õ6 óìíîæåíèå(õ7 ñòåïåíü(õ8 õ9)))åäè-
íèöà(1 õ7 õ9)èëè(êîíòåêñò(âèä (õ8 ïëþñ(1 ñòåïåíü(êîñèíóñ(õ2)õ10)))åäè-
íèöà(1 õ10) íàòóðàëüíîå(õ10) íå(÷åòíîå(õ10)))êîíòåêñò(âèä(õ8 ïëþñ(1 ìè-
íóñ(ñòåïåíü (êîñèíóñ(õ2)õ10))))åäèíèöà(1 õ10) íàòóðàëüíîå(õ10)) êîíòåêñò
(âèä(õ8 ïëþñ(ñòåïåíü(êîñèíóñ(õ2)õ10)ìèíóñ(1)))åäèíèöà(1 õ10) íàòóðàëü-
íîå(õ10))))". Èäåíòèôèöèðóþùèé òåðì "âíåøåêîíòåêñò(õ5)" ïðèñâàèâàåò
ïåðåìåííîé õ5 âõîæäåíèå ïðåîáðàçóåìîãî íîðìàëèçàòîðîì âûðàæåíèÿ âî
âíåøíèé êîíòåêñò (â ÷èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü äðîáè). Èäåíòèôèöè-
ðóþùèé òåðì "ñîîòâìíîæèòåëü(õ5 õ6)" ïåðå÷èñëÿåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííîé õ6: âõîæäåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî îïåðàíäà òîé æå äðîáè, à
òàêæå âõîæäåíèÿ îäíîèìåííîãî îïåðàíäà (÷èñëèòåëÿ; çíàìåíàòåëÿ) äðó-
ãèõ äðîáíûõ ñëàãàåìûõ âíåøíåé ñóììû. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ñî-
ìíîæèòåëÿ âûðàæåíèÿ õ6, îñíîâàíèå ñòåïåíè êîòîðîãî ïðåäñòàâèìî êàê
(1 ± (cos b)2k+1. Ýòè óñëîâèÿ ãàðàíèòðóþò ëèáî âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèÿ
äðîáè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ëèáî ïîëó÷åíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ åå ñ äðó-
ãîé äðîáüþ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèåìà íîðìàëèçàòîðà "ïðåäâóìíîæåíèå" ðàññìîòðèì
ñëåäóþùåå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü èç
ñóìì ñ òàíãåíñàìè óæå âñòðå÷àþùèéñÿ â êîíòåêñòå êîñèíóñ äâîéíîãî àð-
ãóìåíòà:

∀abcd

(
d = cos(2a) → (1 + tg a)(b− b tg a)c =

bcd

(cos a)2

)
Ôèëüòð "êîíòåêñò(âíåøêîíòåêñò(õ5)ñîîòâìíîæèòåëü(õ5 õ6)âèä(õ6 óìíî-
æåíèå(õ7 ñòåïåíü(õ4 õ8)))åäèíèöà(1 õ7 õ8))" âûÿâëÿåò âõîæäåíèå êîñèíóñà
õ4 äâîéíîãî àðãóìåíòà ëèáî â ïðîòèâîïîëîæíîì îïåðàíäå òîé æå äðîáè,
ëèáî â îäíîèìåííîì îïåðàíäå äðóãîé äðîáè.

(e) Ñîêðàùåíèå íà îáùèé ìíîæèòåëü îñíîâàíèé äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè
ïîêàçàòåëÿìè.

∀abcdefg

¬(b = 0) → a(bc)d

e(bf)d
+ g =

a
(

c
f

)d

e
+ g


Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3. Îí íóæåí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòåïåíü
ïðîèçâåäåíèÿ íå óäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé èç-
çà íåîïðåäåëåííîñòè çíàêîâ ñîìíîæèòåëåé.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 602

(f) Óñòðàíåíèå èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå.
Ïåðåä ñëîæåíèåì äðîáíûõ âûðàæåíèé îáû÷íî ïðåäïðèíèìàåòñÿ óñòðàíå-
íèå èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëÿõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Îò-
äåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè íåêîíñòàíòíûõ è êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé
ñ ðàäèêàëàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:
∀abcdefghpq(¬(a + b = 0) & g = a− b & p = a2 & q = b2 & c = p− q & (¬(c =
0) ∨ ¬(g = 0)) → f/(d(a + b)e) + h = f(g/c)e/d + h)

Ñóììà ñ èððàöèîíàëüíîñòÿìè - a+b; îíà äîëæíà áûòü íåêîíñòàíòíîé. Âû-
ðàæåíèå a èìååò ñîìíîæèòåëü, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñòåïåíü ñ äðîáíûì
ïîêàçàòåëåì âèäà m/2n. Îñíîâàíèå ýòîé ñòåïåíè ñîäåðæèò ñóììó. Åñëè b
èìååò áîëåå îäíîãî ñëàãàåìîãî, òî íè îäíî èç íèõ íå èìååò ñâîèì ñîìíîæè-
òåëåì ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì è íåêîíñòàíòíûì îñíîâàíèåì ëèáî
ñòåïåíü ñ íåêîíñòàíòíûì ïîêàçàòåëåì. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
âîçâîäÿò a è b â êâàäðàò, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
"íîðìñòåïåíü" è íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïîñëå
ýòîãî ïÿòûé àíòåöåäåíò ïîëó÷àåò ðåçóëüòàò c ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
ðàçíîñòè a2 − b2. Äàëåå ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i. Ó c íåò ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ñðåäè ñâîèõ ìíîæèòåëåé ñòåïåíè ñ äðîá-
íûì ïîêàçàòåëåì âèäà m′/2n′;

ii. ×èñëî ñëàãàåìûõ ó âûðàæåíèÿ c ìåíüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ
p, q ò.å. ïðè âû÷èòàíèè p è q ïðîèçîøëè ñîêðàùåíèÿ;

iii. Âûðàæåíèå a + b íå èìåëî äðîáíûõ ñëàãàåìûõ;
iv. Âûðàæåíèå f íå èìååò ñîìíîæèòåëÿ, èìåþùåãî âèä ñóììû ñ äðîáíûì

ñëàãàåìûì;
v. Âûðàæåíèå h íå ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ, çíàìåíàòåëü êîòîðîé äåëèò d.
Øåñòîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò êîððåêòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ - îòëè÷èå îò
íóëÿ âûðàæåíèÿ a − b, íà êîòîðîå (ïîñëå âîçâåäåíèÿ åãî â ñòåïåíü e) äî-
ìíîæàëèñü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Îí èìååò âèä äèçúþíêöèè, òàê êàê
çàðàíåå òðóäíî ñêàçàòü, ÷òî ëåã÷å ïðîâåðèòü - îòëè÷èå îò íóëÿ a− b ëèáî
ïðåîáðàçîâàííîé ðàçíîñòè a2 − b2. Óêàçàòåëü "âûâîä(íå(ðàâíî(õ3 0))ýêâè-
âàëåíòíî(1))" ñîõðàíÿåò äëÿ äàëüíåéøåãî ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ïîñûë-
êó ¬(c = 0).
Åñëè ñóììà a + b íàõîäèòñÿ ïîä ìîäóëåì, èñïîëüçóåòñÿ íåìíîãî ìîäèôè-
öèðîâàííûé ïðèåì:
∀abcdefghpq(¬(a+ b = 0) & g = |a− b| & p = a2 & q = b2 & c = |p− q| & (¬(c =
0) ∨ ¬(g = 0)) → f/(d(|a + b|e) + h = f(g/c)e/d + h)

Äëÿ êîíñòàíòíîé ñóììû ñ ðàäèêàëàìè âìåñòî îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòî-
ðàì îáùåãî âèäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííûå àðèôìåòè÷åñêèå
âû÷èñëåíèÿ. Çäåñü ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:

∀abcdefgh

(
g = c2 − d2ef & ¬(g = 0) → a

b

(
c+de

f
2

) + h =
a

(
c−de

f
2

)
bg

+ h

)

∀abcdefghpq

(
p = c2eg − d2fh & ¬(p = 0) → a

b

(
ce

g
2 +df

h
2

) + q =
a

(
ce

g
2−df

h
2

)
bp

+ q

)
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå c, d, e èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîí-
ñòàíòàìè; f - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 5. Âî âòîðîì ñëó÷àå
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c, d, e, f èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè; g, h - ñ íàòóðàëü-
íûìè êîíñòàíòàìè, ìåíüøèìè 5. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà"; îíè êîìïèëèðóþòñÿ â ïðîöåäóðó, ðåàëèçóþùóþ àðèôìåòè÷åñêèå
âû÷èñëåíèÿ è ïðîâåðÿþùóþ îòëè÷èå ðåçóëüòàòà îò íóëÿ.

(g) Ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè äðîáè ê âèäó ÷àñòíîãî ñòåïåíåé.

∀abcde

(
e− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) → a

(
b

c

)e

+ d =
abe

ce
+ d

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Çàíåñåíèå âíåøíåãî ìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëü.

∀abcd

(
a + b

c

d
= a +

bc

d

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó äðîáè ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.

∀abcd

(
ab−c + d =

a

bc
+ d
)

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Äîðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè îïåðàíäîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âûðàæåíèÿ.
Íîðìàëèçàòîð "âèäóìíîæåíèå" - êîðíåâîé, ò.å. åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî
ê ñàìîìó ïðåîáðàçóåìîìó âûðàæåíèþ, à íå ê ïîäâûðàæåíèÿì. Íåêîòîðîå èñ-
êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà òåîðåìà ïðèåìà ÿâíî âûäåëÿåò ëèøü ÷àñòü
êîðíåâûõ ñëàãàåìûõ, íå èçìåíÿÿ ïðî÷èõ ñëàãàåìûõ. Îäíàêî, ïîñëå òîãî, êàê âû-
ðàæåíèå îêàçàëîñü ïðåäñòàâëåííûì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ, äðîáè ëèáî ñòåïåíè,
íóæíî ïîïûòàòüñÿ ïðîäîëæèòü ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñîìíîæèòåëåé ýòî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÷èñëèòåëÿ èëè çíàìåíàòåëÿ äðîáè, îñíîâàíèÿ ñòåïåíè. Çäåñü
èñïîëüçóþòñÿ ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå", ðåà-
ëèçóåìûå ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
(a) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & a = b → ac = bc)

∀abc(0 ≤ a & a = b → ac = bc)

Äîðàçëîæåíèþ ïîäëåæèò âûðàæåíèå a, êîòîðîå íå îáÿçàòåëüíî èìååò ñâî-
èì çàãîëîâêîì ñèìâîë "ïëþñ". Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé äðîáüþ ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Àí-
òåöåäåíò a = b âûïîëíÿåò îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå",
ïåðåäàâàÿ åìó êîììåíòàðèé (êîíòåêñò v), ãäå v - âõîæäåíèå ïðåîáðàçóå-
ìîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè â ñòåïåííîé òåðì. Ýòîò êîììåíòàðèé ìîæåò áûòü
ïîëåçåí ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ î öåëåñîîáðàçíîñòè òåõ èëè èíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé a. Âòîðîé ïðèåì ñíàáæåí óêàçàòåëåì "âûâîä(ìåíüøåèëèðàâíî(0
õ2)ýêâèâàëåíòíî(1))", îáåñïå÷èâàþùèì ââîä èñïîëüçóåìîé ïðè ñîïðîâî-
æäåíèè ïî î.ä.ç. ïîñûëêè 0 ≤ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòèõ è ïåðå÷èñëÿ-
åìûõ íèæå ïðèåìîâ "äîðàçëîæåíèÿ" ðàâåí 1.
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(b) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñîìíîæèòåëÿ.
∀abc(a = b → ac = bc)

(c) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ.
∀abc(a = b → a

c
= b

c
)

(d) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëÿ.
∀abc(a = b & ¬(a = 0) → c

a
= c

b
)

(e) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ ïîä ìèíóñîì.
∀ab(a = b → −a = −b)

Ýòîò ïðèåì íåîáõîäèì, ÷òîáû âíåøíèé ìèíóñ íå çàáëîêèðîâàë äîðàçëîæå-
íèå.

6. Äîðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñóììû - îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ ñëàãàå-
ìîãî.
Åñëè ñóììà íàõîäèòñÿ â îñíîâàíèè ñòåïåíè ñëàãàåìîãî, òî ðàçëîæåíèå åå íà
ìíîæèòåëè "èçìåëü÷àåò" ñîìíîæèòåëè äàííîãî ñëàãàåìîãî. Íîâûå ñîìíîæèòå-
ëè ìîæíî áóäåò âûíåñòè çà ñêîáêó ëèáî èñïîëüçîâàòü ïðè ãðóïïèðîâêàõ. Ïî-
ýòîìó äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäâàðèòåëüíóþ ñòàíäàð-
òèçàöèþ, ïîëåçíóþ äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé. Îíî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè
ïðèåìàìè, ñðàáàòûâàþùèìè íà óðîâíå 2:
∀abcdef (f = a + b & 0 ≤ a + b → d(a + b)c + e = df c + e)

∀abcdef (f = a + b & 0 < a + b → d(a + b)c + e = df c + e)

∀abcdef (f = a+ b & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)even) → d(a+ b)c +e = df c +e)

Â ïåðâîì ïðèåìå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c êîíñòàíòíûé; âî âòîðîì - íåêîíñòàíòíûé.
Ïðîâåðêà íåîòðèöàòåëüíîñòè ëèáî ïîëîæèòåëüíîñòè îñíîâàíèÿ a+b ñîáñòâåííî
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íå íóæíà, îäíàêî îíà ïîçâîëÿåò âûâåñòè â ïåðâîì ñëó÷àå
ñëåäñòâèå 0 ≤ f , à âî âòîðîì ñëó÷àå - ñëåäñòâèå 0 < f . Îíè íåîáõîäèìû äëÿ
äàëüíåéøåãî ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., òàê êàê âîçíèêàåò íîâàÿ ñòåïåíü f c. Ïðå-
îáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå a + b ðàñïîëîæåíî ïîä ðàäèêàëîì,
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå. Ýòî äåëàåò áîëåå ïðèîðèòåò-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà "âîçâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ â êâàäðàò", èñêëþ÷àþùèå
íåèçâåñòíûå ðàäèêàëû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âè-
äóìíîæåíèå"; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ëèáî ïðèîáðåë ìóëüòèïëèêàòèâíûé
çàãîëîâîê, ëèáî îòëè÷åí îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïå-
íè, âõîäÿùåé â e. Âïðî÷åì, äëÿ ïîñëåäíåãî ïðèåìà äàííîå òðåáîâàíèå íåñêîëüêî
âèäîèçìåíåíî: ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f íå èìååò çàãîëîâêà "ïëþñ".

7. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí.
Ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ïðèåìû:
(a) Ðàçëîæåíèå â îáùåì ñëó÷àå.

∀abcde

(
e2 = b2 − 4ac → ad2 + bd + c =

(2ad + b− e)(2ad + b + e)

4a

)
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Èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ôèëüòðîâ, îòáðàñûâàþùèõ íåöåëåñîîáðàçíûé âûáîð âû-
ðàæåíèÿ d. Îíî äîëæíî áûòü íåêîíñòàíòíûì, ïðè÷åì åãî îñíîâàíèå ñòå-
ïåíè íå äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ íè â b, íè â c. Óêàçàòåëè "ãðóïïèðîâêà(õ1)",
"ãðóïïèðîâêà(õ2)" îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôèêàöèþ a, b ïóòåì ãðóïïèðîâêè
âñåõ ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâåííî, âèäà kd2 è kd. Â ýòèõ ÷ëåíàõ ñîìíîæèòåëè d2,
d ïîÿâëÿþòñÿ ÿâíûì îáðàçîì. Îòáðàñûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðè ãðóïïè-
ðîâêå êîýôôèöèåíò b îêàçàëñÿ ðàâíûì íóëþ: çäåñü áóäóò ðàáîòàòü äðóãèå
ïðèåìû. Ñëåäóþùèé îãðàíè÷èòåëü - òðåáîâàíèå, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò ïî-
ñëå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè îêàçûâàëñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Îíî íàêëà-
äûâàåòñÿ âèäîì àíòåöåäåíòà: ïðàâàÿ åãî ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðàìè è çàòåì èäåíòèôèöèðóåòñÿ e. ×òîáû ñðàçó îòñåêàòü ñëó÷àè, êîãäà
äàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, äîáàâëåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿ-
þùèé, ÷òî âñå ïàðàìåòðû âûðàæåíèÿ b âñòðå÷àþòñÿ â a, c. Êîììåíòàðèè
(3 . . .), (6 . . .) áëîêèðóþò ïðèìåíåíèå ïðèåìà, åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî
äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí (íàïðèìåð, äëÿ òðåõ÷ëåíà x2 + ax + a2, ïîëó-
÷àþùåãîñÿ ïî ôîðìóëå ñóììû êóáîâ).
Çàìåòèì, ÷òî î.ä.ç. çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ, åñëè íå óäàåòñÿ ñîêðàòèòü
åãî íà íåêîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü a, äîëæíî âêëþ÷àòü óñëîâèå îòëè÷èÿ
ýòîãî a îò íóëÿ. Â òî æå âðåìÿ, èñõîäíîå âûðàæåíèå ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ äëÿ ëþáûõ a. ×òîáû èçáåæàòü òàêîãî ðîäà êîëëèçèé, ïðèåì ñíàá-
æåí ôèëüòðîì "êîíòðîëüîäç", ïðîâåðÿþùèì ñîõðàíåíèå î.ä.ç. Ôàêòè÷åñêè
ýòî îçíà÷àåò êîíòðîëü ñîêðàùåíèÿ òåõ ñîìíîæèòåëåé a, îòëè÷èå êîòîðûõ
îò íóëÿ íåî÷åâèäíî.
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà; óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ èõ ðàâíû 3 è 5. Åñëè
âûðàæåíèå d èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ, ïàðàìåòðû êîòîðîé
âñòðå÷àþòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, òî
ïðèåì óðîâíÿ 3 áëîêèðóåòñÿ: äåëàåòñÿ ïàóçà äëÿ âîçìîæíûõ ñðàáàòûâà-
íèé ÷èñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ. Íàîáîðîò, ïðèåì óðîâíÿ 5 ïðåä-
íàçíà÷åí òîëüêî äëÿ òàêèõ îñîáûõ ñëó÷àåâ.

(b) Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü òðåõ÷ëåí â âèäå ðàçíîñòè êâàäðàòà
ñóììû è êâàäðàòà íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ.
Èíîãäà ñóììà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ X, íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà ìíîæèòåëè ñ ïî-
ìîùüþ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà èç-çà îòðèöàòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà, îäíà-
êî ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè äðóãèìè ñðåäñòâàìè. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå
a4 + b4 + a2b2, ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî a2, ðàç-
ëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííîãî ïðèåìà - ïðèáàâëåíèÿ
è âû÷èòàíèÿ a2b2 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ. Òàêîé ïðèåì ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀abcd(d

2 = (2− c)ab → a2 + b2 + abc = (a + b− d)(a + bd))

Âûðàæåíèå c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. ×òîáû äîïó-
ñòèòü âîçìîæíîñòü âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ c = 0, ââåäåí óêàçàòåëü "ïîä-
ñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 3)õ3 0)". Óêàçàòåëü "ïåðåñå÷åíèåñïèñêîâ(ôèêñ(0 1 3))"
äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü îòëè÷èÿ çàãîëîâêà ÷ëåíà abc îò ñèìâîëà "óìíîæå-
íèå" - åñëè b, c îäíîâðåìåííî ðàâíû 1. Àíòåöåäåíò ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå
(2− c)ab, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "âèäóìíîæåíèå". Ïðåäâàðèòåëüíî íîð-
ìàëèçàòîð "íîðìïëþñ" ïðèìåíÿåòñÿ ê ñóììå 2− c. Åñëè ðåçóëüòàò ðàçëî-
æåíèÿ íà ìíîæèòåëè îêàçàëñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, ðåàëèçóåòñÿ óêàçàííàÿ
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â òåîðåìå çàìåíà. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2.
(c) Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü òðåõ÷ëåí â âèäå ðàçíîñòè êâàäðàòà

ðàçíîñòè è êâàäðàòà íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ñîçäàí ïðèåì äëÿ âûäåëåíèÿ êâàäðàòà
ðàçíîñòè:
∀abcd(d

2 = −(c + 2)ab → a2 + b2 + abc = (a− b− d)(a− b + d))

(d) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, èìåþ-
ùèõ âèä ñóììû.
Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âûíåñòè çà ñêîáêó îáùèé ìíîæèòåëü a
êîýôôèöèåíòîâ òðåõ÷ëåíà ïîñëå ðàçëîæåíèÿ èõ íà ìíîæèòåëè. Èíîãäà
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âûêëàäêè ïðè äîðàçëîæåíèè
òðåõ÷ëåíà.
∀abcdefgh(ab = c & ad = e & af = g → ch2 + eh + g = a(bh2 + dh + f))

Êîýôôèöèåíòû c, e, g èìåþò çàãîëîâîê "ïëþñ"; h - ïåðåìåííàÿ, íå âõî-
äÿùàÿ â g. Óêàçàòåëè "ãðóïïèðîâêà(õ3)", "ãðóïïèðîâêà(õ5)" îïðåäåëÿþò
èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííûõ c, e ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ÷ëåíîâ ñ h2 è ñ
h. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïðè èíòåãðèðîâàíèè.
Â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîÿâëåíèå ðàäèêàëîâ ïîñëå ðàçëîæåíèÿ íà ìíî-
æèòåëè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Äëÿ íèõ ñîçäàíû
äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû. Ïåðâûì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà ñëóæèò ðàçëîæå-
íèå íà ìíîæèòåëè ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè:
∀abcde

(
e = b2 − 4ac & 0 ≤ e & f =

√
e → ad2 + bd + c = (2ad+b−f)(2ad+b+f)

4a

)
Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (íîðìÈíòåãðàë x), óêàçûâàþùåãî íà ïå-
ðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ x, êîòîðàÿ äîëæíà âõîäèòü â d è íå âõîäèòü
â a, b, c. Åñëè x âñòðå÷àåòñÿ â d âíóòðè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Âìåñòî êîììåíòàðèÿ (íîðìÈíòåãðàë x) ìîæåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Îí óêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ ëèøü ðàçëîæåíèÿ, èìåþùèå íå ìåíåå äâóõ ìíîæèòåëåé ñ ïåðåìåí-
íîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïðè èññëåäîâàíèè âèäà
ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.
∀abcde

(
pe2 = b2 − 4ac & 0 ≤ p → ad2 + bd + c =

(2ad+b−e
√

p)(2ad+b+e
√

p)

4a

)
Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííûå x y z), îïðåäåëÿþùèé êîîðäèíàòíûå
ïåðåìåííûå. Îíè íå äîëæíû âõîäèòü â îñòàòî÷íûé ïîñëå âûäåëåíèÿ â äèñ-
êðèìèíàíòå ïîëíîãî êâàäðàòà ìíîæèòåëü p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

8. ×àñòè÷íûå ãðóïïèðîâêè. Íà äîñòàòî÷íî âûñîêèõ óðîâíÿõ íà÷èíàþòñÿ ïîïûò-
êè ñãðóïïèðîâàòü íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ. Âñå îíè èìåþò ðåêóðñèâíûé õàðàêòåð:
ïðèåì ãðóïïèðóåò ñëàãàåìûå è ñðàçó îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíî-
æåíèå" äëÿ ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ äàííîé âåðñèè ãðóïïèðîâêè íà ìíîæèòåëè.
Ýòî îáðàùåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ãðóïïèðîâêà", áëîêèðóþùèì
ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ("ðàçãðóïïèðîâêó"). Ïîïûòêè ãðóïïèðîâêè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
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(a) Ðàçíîñòü êóáîâ.
∀abcde(e = a(b− c)(b2 + bc + c2) + d → ab3 − ac3 + d = e)

Àíòåöåäåíò ïðèìåíÿåò íîðìàëèçàòîð "âèäóìíîæåíèå" ê âûðàæåíèþ, ïî-
ëó÷åííîìó ïîñëå ãðóïïèðîâêè è ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè êó-
áîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò e èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê.
Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i. Åñëè åñòü êîììåíòàðèé "ãðóïïèðîâêà", òî ñðåäè ñëàãàåìûõ âûðàæå-
íèÿ d èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî, äåëÿùååñÿ íà íåêîòîðóþ (áûòü ìîæåò,
ïåðâóþ) ñòåïåíü b− c.

ii. ×èñëî ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ ìåíüøå 9.
iii. Åñëè íåò êîììåíòàðèÿ "ãðóïïèðîâêà", òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçó-

åìîãî âûðàæåíèÿ íå ìåíüøå 4.
iv. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íåêîíñòàíòíîå.
v. Âûðàæåíèå d íå èìååò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ.
vi. Åñëè åñòü êîììåíòàðèé "ãðóïïèðîâêà", òî d íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé, èìå-

þùåé êîíñòàíòíîå ñëàãàåìîå.
vii. Ëèáî b, ëèáî c íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
viii. Íè b, íè c íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì.
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðåîáðàçî-
âàíèå âûðàæåíèé ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Ñóììà êóáîâ.
∀abcde(e = a(b + c)(b2 − bc + c2) + d → ab3 + ac3 + d = e)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(c) Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.

∀abcde(e = a(b− c)(b + c) + d → ab2 − ac2 + d = e)

Åñëè åñòü êîììåíòàðèé "ãðóïïèðîâêà", òî ñðåäè ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ d
äîëæíî èìåòüñÿ õîòÿ áû îäíî, äåëÿùååñÿ íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü b− c ëèáî
b + c. Îñòàëüíîå - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Êâàäðàò ñóììû.
∀abcde(e = a(b + c)2 + d → ab2 + 2abc + ac2 + d = e)

×èñëî ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî 4. Ýòî òðåáîâàíèå îçíà-
÷àåò, ÷òî îáû÷íî ñëàãàåìîå d óæå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäøåñòâóþùèõ
ãðóïïèðîâîê. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ãðóïïèðîâêà" îíî äîëæíî äå-
ëèòüñÿ íà ñòåïåíü b + c. Åùå îäèí ïðèåì äëÿ êâàäðàòà ñóììû ñâÿçàí ñ
ðàäèêàëàìè, òàê êàê çäåñü íóæíî ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèé:
∀abcdefg(e = ab + ac & d = e + f & g = a(

√
b +

√
c)2 + f → 2a

√
b
√

c + d = g)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïðîèñõîäèò â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ïî ñëàãàåìîìó 2a
√

b
√

c
îïðåäåëÿþòñÿ a, b, c. Çàòåì ïåðâûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò e, îáðàùàÿñü ê
íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ"; âòîðîé - óñìàòðèâàåò, ÷òî e ñîñòàâëÿåò ñóììó
÷àñòè ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ d. Ïðè ýòîì äîîïðåäåëÿåòñÿ f . Íàêîíåö, òðå-
òèé àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü ðåçóëüòàò ãðóïïèðîâ-
êè íà ìíîæèòåëè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ e ìåíüøå
ñóììû ÷èñåë ñëàãàåìûõ âûðàæåíèé b, c, ò.å. ÷òî èìåëî ìåñòî ñîêðàùåíèå
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ëèáî ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Î÷åâèäíî, â òàêîé ñèòóàöèè íåïîñðåä-
ñòâåííàÿ èäåíòèôèêàöèÿ êâàäðàòà ñóììû ïåðâûì ïðèåìîì áóäåò çàòðóä-
íåíà.

(e) Êâàäðàò ðàçíîñòè.
∀abcde(e = a(b− c)2 + d → ab2 − 2abc + ac2 + d = e)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(f) Êóá ñóììû.

∀abcde(e = a(b + c)3 + d → ab3 + 3abc2 + 3acb2 + ac3 + d = e)

×èñëî ñëàãàåìûõ ðàâíî 5, â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî äâóì ïðåäûäóùèì
ïðèåìàì.

(g) Êóá ðàçíîñòè.
∀abcde(a = a(b− c)3 + d → ab3 + 3abc2 − 3acb2 − ac3 + d = e)

(h) Ðàçíîñòü ïÿòûõ ñòåïåíåé.
∀abcde(e = a(b− c)(b4 + b3c + b2c2 + bc3 + c4) + d → ab5 − ac5 + d = e)

Ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ. ×èñëî ñëàãàåìûõ äîëæ-
íî áûòü íå áîëåå ÷åòûðåõ.

(i) Èñïîëüçîâàíèå óíèêàëüíîãî ìíîæèòåëÿ.
Åñëè ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ èìååò òàêîé ñîìíîæèòåëü, êî-
òîðûé íå ïîÿâëÿåòñÿ â äðóãèõ ñëàãàåìûõ ("óíèêàëüíûé ìíîæèòåëü"), òî
ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ äîïóùåíèÿõ ìîæíî ñäåëàòü ýâðèñòè÷åñêîå
çàêëþ÷åíèå î íåâîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè è ñðàçó ïðåðâàòü
ðàáîòó íîðìàëèçàòîðà:
∀abc(ab + c = ab + c)

Çäåñü a - ñîìíîæèòåëü, íå èìåþùèé âèäà ïîëíîãî êâàäðàòà, êóáà ëèáî
ïÿòîé ñòåïåíè; îñíîâàíèå ñòåïåíè âûðàæåíèÿ a íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè îñíî-
âàíèé ñòåïåíè ñîìíîæèòåëåé ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ c è íå ÿâëÿåòñÿ äå-
ñÿòè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà. Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà íå èìååò òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ îïåðàöèé ëèáî äðîáíûõ ñëàãàåìûõ è íå äîïóñêàåò ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê: ñðåäè ñîìíîæèòåëåé åå ñëàãàåìûõ íå âñòðå÷àþòñÿ ñòåïåíè ñóìì.
Òîãäà ðàáîòà íîðìàëèçàòîðà îáðûâàåòñÿ, è òåêóùåå âûðàæåíèå âûäàåòñÿ â
êà÷åñòâå îòâåòà. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì ïðèåìà "âûõîä". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Äðóãîé ïðèåì, èñïîëüçóþùèé "óíèêàëüíûé ìíîæèòåëü" a, ïðåäïðèíèìàåò
ãðóïïèðîâêó âñåõ ñëàãàåìûõ ñ ýòèì ìíîæèòåëåì, ïîñëå ÷åãî îòäåëüíî ðàç-
ëàãàåò íà ìíîæèòåëè êîýôôèöèåíò ïðè a è ñóììó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à äåêîìïîçèðóåòñÿ íà äâå áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷è:
∀abcdef (de = ab & df = c → ab + c = d(e + f))

Óíèêàëüíûé ìíîæèòåëü a óäîâëåòâîðÿåò ïðèâîäèìûì íèæå îãðàíè÷åíè-
ÿì. Ïåðåìåííàÿ b, âûäåëåííàÿ óêàçàòåëåì "ãðóïïèðîâêà", èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ ñ ìíîæèòåëåì a. Îíà äîëæíà
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóììó ëèáî èìåòü ñîìíîæèòåëü - ñòåïåíü ñóììû. Ïåð-
âûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îáðàùàþòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå"
äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèé b, c. Ïîñëå ýòîãî èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ îáùàÿ ÷àñòü d íàéäåííûõ ðàçëîæåíèé. Ñóììà e + f â çàìåíÿþ-
ùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ", è âûäàåòñÿ ðå-
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çóëüòàò. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðèåì ñíàáæåí óêàçàòåëåì "âûõîä".
Óñëîâèÿ íà a ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó:
i. Îñíîâàíèå ñòåïåíè âûðàæåíèÿ a íå äåëèò îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñëàãàå-
ìûõ âûðàæåíèÿ c.

ii. Âûðàæåíèå a íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòû ëèáî íàòó-
ðàëüíîé ñòåïåíüþ ñóììû.

iii. Åñëè a - äðîáíàÿ ñòåïåíü, òî b íå ñîäåðæèò äðîáíîé ñòåïåíè ñ òåì æå
îñíîâàíèåì.

iv. Åñëè a èìååò âèä ðàäèêàëà îò ñóììû, òî c íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé.
Åñëè îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "ãðóïïèðîâêà", òî ñëàãàåìûå ïðåîáðàçóå-
ìîãî âûðàæåíèÿ íå èìåþò ñâîèìè ìíîæèòåëÿìè ñóìì è íàòóðàëüíûõ ñòå-
ïåíåé ñóìì. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
îïåðàöèé è äðîáíûõ ñëàãàåìûõ. ×èñëî åãî ñëàãàåìûõ íå ìåíåå 4. Ïðè-
åì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2, îòñåêàÿ ïîïûòêè áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé (â
÷àñòíîñòè, ïîïûòêè íå "óíèêàëüíûõ" ãðóïïèðîâîê).

9. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïóòåì ïîäáîðà öåëî÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ, èñïîëüçóþùèõ ñîîáðàæåíèÿ äåëèìîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ. Îíè îòíîñÿòñÿ ê ñòåïåíÿì îò 3 äî 6, òàê êàê äàëåå òðóäîåìêîñòü
äàííîãî ìåòîäà ñèëüíî âîçðàñòàåò. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì, íà ÃÅÍÎËÎÃå ðåàëè-
çîâàí àëãîðèòì Áåðëåêýìïà, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåíåé. Îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ áîëåå 4. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà áóäåò
ðàññìîòðåíà íèæå, çäåñü æå ðàññìîòðèì ïðèåìû, îñíîâàííûå íà äåëèìîñòè:
(a) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíî-

ãî ìíîæèòåëÿ è êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà.
∀abcdefghijk(fh = d & gj = a & 0 < g & gi = b − fj & gh + fi = c →
ae3 + be2k + cek2 + dk3 = (fk + ge)(hk2 + iek + je2))

Êîýôôèöèåíòû a, b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòà-
ìè. Îíè ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Êîýôôèöèåíòû b, c ìîãóò îáðàùàòü-
ñÿ â íîëü; ÷òîáû îáåñïå÷èòü èäåíòèôèêàöèþ â ýòîì ñëó÷àå, ââåäåíû óêà-
çàòåëè "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 2)õ2 0)", "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 3)õ3 0)".
Ôàêòè÷åñêè ïðèåì ðàññìàòðèâàåò íå îáû÷íûé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïå-
íè îò îäíîé ïåðåìåííîé, à îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ -
e, k. ×òîáû ðàçðåøèòü îäíîé èç íèõ îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó è òàêèì îáðà-
çîì âêëþ÷èòü â îáëàñòü äåéñòâèÿ ïðèåìà ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé, äîáàâëåí óêàçàòåëü "ïåðåñå÷åíèåñïèñêîâ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 1 3))". Îí
îòáðàñûâàåò èäåíòèôèêàöèþ çàãîëîâêà "óìíîæåíèå" ó âòîðîãî è òðåòüå-
ãî ÷ëåíîâ. Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(õ1 äåñ÷èñëî(õ1))", "ïåðå÷åíü(õ4 äåñ÷èñ-
ëî(õ4))" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ êîýôôèöèåíòîâ a, d êàê ïðîèçâåäå-
íèé âñåõ ÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî ÷ëåíîâ. Ýòè ÷ëåíû
äàþò âîçìîæíîñòü ñðàçó èäåíòèôèöèðîâàòü òàêæå e, k.
Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð" çàïðåùàåò íàëè÷èå ñëàãàåìûõ, íå èäåíòèôèöè-
ðîâàííûõ ñ óêàçàííûìè â òåîðåìå ÷åòûðüìÿ ÷ëåíàìè. Ââåäåíû óñêîðÿþ-
ùèå ôèëüòðû "ìåíüøå(êîëè÷åñòâîîïåðàíäîâ(òåêâõîæä)5)", "ìåíüøå(2 êî-
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ëè÷åñòâîîïåðàíäîâ(òåêâõîæä))", ñðàçó îòñåêàþùèå ñëó÷àè áîëåå ÷åì ÷å-
òûðåõ èëè ìåíåå òðåõ ñëàãàåìûõ. Ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1 4)ôèêñ(0
1 1))" îòñåêàåò ðàññìîòðåíèå ñèììåòðè÷íîé èäåíòèôèêàöèè, êîòîðàÿ ïî-
ëó÷èòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå e, k: îí òðåáóåò, ÷òîáû ÷åòâåðòûé ÷ëåí áûë ðàñ-
ïîëîæåí â ñóììå ïîñëå ïåðâîãî. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Îíè âûïîëíÿþò òîëüêî àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò ïåðå÷èñëÿåò âñå ðàçëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòà d â ïðîèçâåäåíèå äâóõ
öåëî÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé f, h. Âòîðîé - íåçàâèñèìî îò ýòîãî ïåðå÷èñëÿ-
åò ðàçëîæåíèÿ a â ïðîèçâåäåíèå öåëî÷èñëåííûõ g, j. Èç ñîîáðàæåíèé ñèì-
ìåòðèè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ñëó÷àåì g > 0. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò
âû÷èñëÿåò âåëè÷èíó b− fj ïî óæå èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì b, f, j è ïðîâåðÿ-
åò åå äåëèìîñòü íà g, èäåíòèôèöèðóÿ òàêèì îáðàçîì i. Íàêîíåö, ïÿòûé
àíòåöåäåíò ñðàâíèâàåò çíà÷åíèÿ gh + fi è c. Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèé àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà. Ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî è ðåçóëüòèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ïðåäñòàâëåííûå àíòåöåäåíòàìè, ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.
Â ýòîì æå ïóíêòå èìååòñÿ îáîáùåíèå ïðèåìà íà ñëó÷àé, êîãäà êîýôôè-
öèåíòû a, b, c, d - íå öåëûå ÷èñëà, à ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ. Ýòè êîýôôèöèåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíî-
æåíèå", ïîñëå ÷åãî ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïåðå÷èñëåíèÿ èõ "äåëèòåëåé",
àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðå ïåðå÷èñëåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ äåëèòåëåé çàäàííîãî
÷èñëà. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdefghij(fh = d & gj = a & gi = b−fj & gh+fi−c = 0 → ae3+be2+ce+d =
(f + ge)(h + ie + je2))

Ïåðåìåííûå a, b, c, e èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âûðàæåíèÿìè;
äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå êîýôôèöèåíòîâ a, b, c â åäèíèöó. Óêàçàòåëè "ãðóï-
ïèðîâêà(õ1)", "ãðóïïèðîâêà(õ2)", "ãðóïïèðîâêà(õ3)" îáåñïå÷èâàþò èäåí-
òèôèêàöèþ a, b, c ïóòåì ãðóïïèðîâîê âñåõ ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ e3, e2 è
e. Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îáðàùàþòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíî-
æåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèé a, d.
×òîáû ïàðû f, h è g, j èäåíòèôèöèðîâàëèñü ïóòåì âñåâîçìîæíûõ ðàçáèå-
íèé íà äâå ÷àñòè ìíîæèòåëåé âûðàæåíèé d, a, ââåäåíû óêàçàòåëè "äåëè-
òåëè(õ6 õ8)", "äåëèòåëè(õ7 õ10)". Ýòè óêàçàòåëè è ó÷èòûâàþùèå èõ ôðàã-
ìåíòû êîìïèëÿòîðà ïîíàäîáèëèñü òîëüêî äëÿ äàííîé ñåðèè ïðèåìîâ. Îä-
íàêî, çäåñü áûëî ïðåäïðèíÿòî íåáîëüøîå îáîáùåíèå - ââåäåí ñïðàâî÷íèê
"äåëèòåëè", óêàçûâàþùèé ïî äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïå-
ðàöèè (â äàííîì ñëó÷àå - îïåðàöèè "óìíîæåíèå") ïðîöåäóðó, âûïîëíÿþ-
ùóþ âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ "íà äâå ÷àñòè" ãðóïïû åå îïåðàíäîâ. Ýòî
ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòüñÿ óæå èìåþùèìèñÿ âîçìîæíîñòÿìè êîìïèëÿòîðà â
íîâûõ ñèòóàöèÿõ, äîïèñûâàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîöåäóðû äàííîãî ñïðà-
âî÷íèêà. Ïðàâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷àëà íîð-
ìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ", à çàòåì íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå". Èäåíòèôèêàöèÿ ëåâîé ÷àñòè è îïðåäåëåíèå âûðàæåíèÿ
i âûïîëíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, íå òðåáóÿ äîïîëíèòåëüíûõ óêàçàòå-
ëåé. Íàêîíåö, äëÿ îáðàáîòêè ëåâîé ÷àñòè ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà ïðèìå-
íÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ñòàíäïëþñ". Ïðèåì âåñüìà òðóäîåìîê, õîòÿ è íåîá-
õîäèì â îòäåëüíûõ çàäà÷àõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ. Ïîýòîìó îí èìååò
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îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, çíà÷èòåëüíî îñëàáëÿåìûé ïðè íàëè÷èè êîì-
ìåíòàðèÿ "ìàêñèìóì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(b) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ.
∀abcdefghijklm(gj = a & il = f & 0 < i & hk = c−ij−gl & hj+gk = b & hl+ik =
d → am4 + bem3 + ce2m2 +de3m+ fe4 = (gm2 +hem+ ie2)(jm2 +kem+ le2))

Êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, f èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" - îíè âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷å-
ñêèå äåéñòâèÿ. Ïåðâûå äâà ïåðå÷èñëÿþò ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ìíîæèòåëåé êîýôôèöèåíòîâ a, f . ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò âåëè-
÷èíó c− ij− gl è ïåðå÷èñëÿåò âñåâîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ åå â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæèòåëåé h, k. Ïÿòûé è øåñòîé - ïðîâåðÿþò äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ íà íàéäåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.
Êàê è â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè, äàííûé ïðèåì îáîáùåí íà
ñëó÷àé íå÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ:
∀abcdfghijklm(gj = a & il = f & hk = c−ij−gl & hj+gk−b = 0 & hl+ik−d =
0 → am4 + bm3 + cm2 + dm + f = (gm2 + hm + i)(jm2 + km + l))

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííûõ g, j, i, l, h, k îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëÿìè "äåëè-
òåëè(õ7 õ10)", "äåëèòåëè(õ9 õ12)", "äåëèòåëè(õ8 õ11)". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 5. Îí âåñüìà òðóäîåìîê, è äëÿ áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé åãî àíà-
ëîãè íå ñîçäàíû.

(c) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåé-
íîãî ìíîæèòåëÿ è ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè.
∀abcdefghijklm(ad = h & bf = l & 0 < b & bc = k−af & be = j−ac & bd+ae =
i → hg4 + img3 + jg2m2 +kgm3 + lm4 = (ag + bm)(dg3 +eg2m+ cgm2 +fm3))

Êîýôôèöèåíòû h, i, j, k, l èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà ïåðå÷èñëÿþò ðàçëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ h, l; ÷åòâåðòûé
è ïÿòûé - îäíîçíà÷íî äîîïðåäåëÿþò c, e. Øåñòîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà íàéäåííûå ïàðàìåòðû.

(d) Ïåðåõîä îò ìíîãî÷ëåíà ñ èððàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ê ìíîãî÷ëå-
íó ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Íåñêîëüêî ïðèåìîâ âûïîëíÿþò çàìåíó ïåðåìåííîé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ðàäè-
êàëîâ èç êîýôôèöèåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì ïîäãîòàâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
∀abcdefghijklm(j = ce & k = fc & l = gc2 & m = hc2 & a = b

√
c & i =

da4 + ja3 + ka2 + la + m → db4 + e
√

cb3 + fb2 + g
√

cb + h = i/c2)

Ïåðåìåííûå d, e, f, g, h èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëûìè ÷èñëàìè; ïîä ðàäè-
êàëîì ðàñïîëîæåíà íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà c. Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé b
ê ïåðåìåííîé a = b

√
c è äîìíîæàÿ íà c2, ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí i ñ öåëû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè. Ê ýòîìó ìíîãî÷ëåíó ïðèìåíÿåì íîðìàëèçàòîð "âè-
äóìíîæåíèå", ïîñëå ÷åãî äåëèì ðåçóëüòàò íà c2. Óêàçàòåëü "ñâåðòêà(õ1
÷èñëî(õ1))" îçíà÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà ìíîãî÷ëåí i ôîðìèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî
íîâîé ïåðåìåííîé X, à ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íåìó íîðìàëèçàòîðîâ ïðèåìà
(â òîì ÷èñëå íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå") ýòà ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåòñÿ
íà âûðàæåíèå b

√
c, çàäàííîå ïÿòûì àíòåöåäåíòîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ

ðàâåí 3.
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∀abcdefghij(h = bd & i = bf & g =
√

be & j = ag3 + cg2 + hg + i → a
√

be3 +

ce2 + d
√

be + f = j/b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â ïðèâåäåííûõ äâóõ ïðèåìàõ ðàäèêàëû èìå-
ëèñü â êîýôôèöèåíòàõ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé. ×òîáû ïåðåéòè ê ýòîìó ñëó÷àþ
îò ñëó÷àÿ ñ ðàäèêàëàìè ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ, ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà:
∀abcdefghi(g = cd & h = df & i = a

√
db3 + gb2 + e

√
db+h → ab3 + c

√
db2 + eb+

f
√

d = i/
√

d)

∀abcdefghijk(h = ab & i = be & j = bg & k = hc4 + d
√

bc3 + ic2 + f
√

bc + j →
a
√

bc4 + dc3 + e
√

bc2 + fc + g
√

b = k/
√

b)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.
Íà÷èíàÿ ñ ìíîãî÷ëåíîâ ïÿòîé ñòåïåíè, ïðèìåíÿåòñÿ îïèñûâàåìûé íèæå
ïðèåì, ðåàëèçóþùèé àëãîðèòì Áåðëåêýìïà. Ýòî îêàçûâàåòñÿ ìåíåå òðóäî-
åìêèì, ÷åì èñïîëüçîâàíèå ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà ñîîáðàæåíèÿõ äåëèìî-
ñòè êîýôôèöèåíòîâ. Îäíàêî, íåñêîëüêî òàêèõ ïðèåìîâ âñå æå ñîõðàíåíû
- îíè ñðàáàòûâàþò äëÿ îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

(e) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ïÿòîé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíîãî
ìíîæèòåëÿ è ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
∀abcdefghijklmnp(jl = a & ke = i & 0 < k & jm = b− kl & jf = g− km & jd =
c − fk & dk + je = h → an5 + bn4p + gn3p2 + cn2p3 + hnp4 + ip5 = (jn +
kp)(ln4 + mn3p + fn2p2 + dnp3 + ep4))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(f) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ïÿòîé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëå-

íîâ âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè.
∀abcdefpqrmnhsvwxy(a = pm & f = rs & v = sp & w = r2m − pe & vq2 + wq =
p2sr+r2b−drp & np = b−qm & hr = e−qs & c = rm+qn+ph & 0 < p → ax5+
bx4y+cx3y2+dx2y3+exy4+fy5 = (px2+qxy+ry2)(mx3+nx2y+hxy2+sy3))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
(g) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà øåñòîé ñòåïåíè â âèäå îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà

òðåòüåé ñòåïåíè îò êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà è ïåðåìåííîé.
∀abcdefghijklmnp(hl3 = g & il2 = f & hm3 = a & im2 = b & k = d−2lmi & jl =
e−3hl2m & 3lm2h+mj = c & n = h(l+mp2)3 + ip(l+mp2)2 + jp2(l+mp2)+
kp3 → ap6 + bp5 + cp4 + dp3 + ep2 + fp + g = n)

Ýòîò ïðèåì íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ. Îí ïðåäïðèíèìàåò ïî-
ïûòêó ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è - óñìîòðåòü â ìíîãî÷ëåíå øåñòîé ñòå-
ïåíè îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè îò êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà
mp2 + l è ïåðåìåííîé p. Ïîñëå ýòîãî ðåàëèçóåòñÿ îáðàùåíèå ê íîðìàëèçà-
òîðó "âèäóìíîæåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé
ñòåïåíè (ýòî äåëàåò ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò). Êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, e, f, g
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûå ñåìü àíòåöå-
äåíòîâ, âûäåëåííûå óêàçàòåëÿìè "ïðîãðàììà", âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷å-
ñêèå âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ h, i, j, k
ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïåðå÷èñëÿåò ðàçëîæåíèÿ
ïàðàìåòðà g â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæèòåëåé, ïðè÷åì îòáèðàþòñÿ ëèøü òå
èç íèõ, ãäå âòîðîé ìíîæèòåëü - êóá íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà l. Âòîðîé, òðå-
òèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî äîîïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû
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i, m, k. ×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû ïðîâåðÿþò äîïîëíèòåëüíûå ñî-
îòíîøåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ê ìíîãî÷ëåíó òðåòüåé
ñòåïåíè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

(h) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè â âèäå îäíîðîäíîãî ìíîãî-
÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðåìåííîé è êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà.
∀abcdefghijku(e = fj2 & a = fk2 & d = gj & b = gk & h = c − 2jkf & u =
λx(fx2 + gx + h, x− ÷èñëî) → ai4 + bi3 + ci2 + di + e = i2u(j + ki2/i))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ïðîãðàììà"; îíè âû-
ïîëíÿþò àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ f, g, h îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè îò äâó÷ëåíà
j+ki2 è ïåðåìåííîé i. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó
"âèäóìíîæåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà fx2 + gx + h íà
ìíîæèòåëè. ×òîáû ìîæíî áûëî ïîäñòàâèòü â ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ îòíî-
øåíèå (j + ki2)/i âìåñòî ïåðåìåííîé x, îí îôîðìëÿåòñÿ êàê âñïîìîãàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ u(x), à ïåðåìåííàÿ u âûäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå".
Ïðèåì ðàçëàãàåò ìíîãî÷ëåí â ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ, èìå-
þùèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåöåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû - ìîãóò âîçíèêàòü
íîâûå ÷èñëîâûå ðàäèêàëû. Ïîýòîìó åãî ïðèìåíåíèå ñèëüíî îãðàíè÷åíî:
ôàêòè÷åñêè îí áûë íóæåí ëèøü ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè, ÷òî è
íàøëî ñâîå îòðàæåíèå â ôèëüòðàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà øåñòîé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíîãî
ìíîæèòåëÿ è ìíîãî÷ëåíà ïÿòîé ñòåïåíè.
∀abcdefghkijnplmrs(ih = a & js = g & 0 < j & ik = b− jh & il = c− kj & im =
d− jl & ir = e− jm & is + jr = f → an6 + bn5p + cn4p2 + dn3p3 + en2p4 +
fnp5 + gp6 = (in + jp)(hn5 + kn4p + ln3p2 + mn2p3 + rnp4 + sp5))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
(j) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà øåñòîé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàò-

íîãî òðåõ÷ëåíà è ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
∀abcdefgmnpxyABCDEk(mA = a & pE = g & nk = m(pmd −m2f − p2b) & b −
nA = mB & f − nE = pD & c − pA − nB = mC & mD + nC + pB =
d & mE + Dn + Cp = e → ax6 + bx5y + cx4y2 + dx3y3 + ex2y4 + fxy5 + gy6 =
(mx2 + nxy + py2)(Ax4 + Bx3y + Cx2y2 + Dxy3 + Ey4))

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Âû÷èñëåíèÿ çäåñü óæå ñòàíîâÿòñÿ äî-
ñòàòî÷íî òðóäîåìêèìè, è îñòàâøèåñÿ íåñêîëüêî ïðèåìîâ ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè èç ñîîáðàæåíèé äåëèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ, ðåàëèçîâàííûå íà
ÃÅÍÎËÎÃå, íå îòêîìïèëèðîâàíû. Ñþäà îòíîñÿòñÿ: ïðåäñòàâëåíèå ìíî-
ãî÷ëåíîâ øåñòîé ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé
ñòåïåíè è ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ ñåäüìîé ñòåïåíè. Â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî áûñòðåå ðàáîòàåò ðåàëèçîâàííûé íà ÃÅÍÎËÎÃå àë-
ãîðèòì Áåðëåêýìïà.

10. Ñëîæåíèå ÷èñëîâûõ êîíñòàíò. Ïðè ðàçâèòèè íîðìàëèçàòîðà îáíàðóæèâàëèñü
ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïðîìåæóòî÷íîå âûðàæåíèå òðåáîâàëî äîïîëíèòåëüíîé ïðî-
ñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè. Äëÿ íèõ ñîçäàíî íåñêîëüêî ïðèåìîâ, íàïðèìåð, ïðè-
åì, âûïîëíÿþùèé ñëîæåíèå ÷èñëîâûõ êîíñòàíò:
∀abcd(c = a + b → a + b + d = c + d)
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Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïðèåì ñðàáà-
òûâàåò íà óðîâíå 1.

11. Âñïîìîãàòåëüíîå ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óñïåøíîå ðàçëîæå-
íèå íà ìíîæèòåëè òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Ïîýòîìó íà
óðîâíå 5 ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ðàñêðûòü ñêîáêè è
ïîñëå ýòîãî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè:
∀ab(b = a → a = b)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ñíà÷àëà ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ", çàòåì - ê íîð-
ìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". ×òîáû çàáëîêèðîâàòü ïîïûòêó ïîâòîðíîãî ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê â ïîñëåäíåì îáðàùåíèè, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ñòàíä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå b íå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì âûðàæå-
íèåì a. Óêàçàòåëü "âûõîä" îáåñïå÷èâàåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó b â êà÷åñòâå
îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà (òàê êàê âíóòðåííåå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó
"âèäóìíîæåíèå" óæå îáåñïå÷èëî ïðèìåíåíèå âñåõ äîñòóïíûõ ñðåäñòâ, ïðîäîë-
æåíèå ðåàëèçàöèè âíåøíåãî îáðàùåíèÿ èçáûòî÷íî). Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèå-
ìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíîãî çàãîëîâêà ("óìíîæåíèå",
"äðîáü", "ñòåïåíü", "ìèíóñ") è ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîðíåâîå âõîæäåíèå ñóììû â
a. Äëÿ îñîáîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ëþáûå äâà ñëàãàåìûõ ñóìì âíóòðè a íå èìåþò
îáùåãî ïàðàìåòðà, è ýòî æå âåðíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîìíîæèòåëåé ïðîèçâåäå-
íèé â a, ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì. Çäåñü óñïåøíîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè
íàñòîëüêî ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ðàñêðûâàíèå ñêîáîê, è ñðàçó
âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

12. Âûäåëåíèå ìíîæèòåëåé èç äðîáíîé ñòåïåíè.
Åñëè ÷èñëèòåëü äðîáíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè áîëüøå çíàìåíàòåëÿ, à â îñíîâà-
íèè ñòåïåíè íàõîäèòñÿ ïðîèçâåäåíèå, òî âûäåëÿåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ïîêàçàòåëÿ:

∀abcdefg

(
0 < b− c & b = cd + e & 0 ≤ ah → (ah)

b
c f + g = adhd(ah)

e
c f + g

)
Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïðè÷åì c
÷åòíîå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ïðîãðàììà" (âòîðîé
âûïîëíÿåò äåëåíèå ñ îñòàòêîì). Íåïîëíîå ÷àñòíîå d íå áîëåå 3. Ñîìíîæèòåëè
a, h íå ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè.

13. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäà.
Åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå èìååò ñòåïåííîé ìíîæèòåëü ñ çàäàííûì îñíîâàíèåì
f , ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí ïîêàçàòåëü ñòåïåíè - íåêîíñòàíòíûé, òî âûáèðàåò-
ñÿ ñòåïåííîé ìíîæèòåëü f e c ìèíèìàëüíûì (â óòî÷íÿåì íèæå ýâðèñòè÷åñêîì
ñìûñëå)e, è îí âûíîñèòñÿ çà ñêîáêó:
∀abcdef (af e + bfd + c = f e(a + bfd−e + cf−e))

Âûðàæåíèå d íåêîíñòàíòíîå. Êàæäîå ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé ñóììû c èìååò ñî-
ìíîæèòåëü âèäà fn, ó êîòîðîãî ïîêàçàòåëü n èìååò îáùèé ïàðàìåòð ñ ïîêàçà-
òåëåì e. Ïîä "ìèíèìàëüíîñòüþ" ïîêàçàòåëÿ e ïîíèìàåòñÿ, âî-ïåðâûõ, ïðèîðè-
òåòíûé âûáîð êîíñòàíòíîãî ïîêàçàòåëÿ (ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè íóëåâîì c),
è, âî-âòîðûõ, îòñóòñòâèå òàêîãî äðóãîãî ïîêàçàòåëÿ m, ÷òî âûðàæåíèå m − e
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ïîñëå óïðîùåíèÿ ïðèîáðåòàåò âíåøíèé çíàê "ìèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
Äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà îñíîâàíèå ñòåïåíè - ñóììà a, îáðàçó-
þùàÿ ïîäñóììó ðàçëàãàåìîãî íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ:
∀abcd(0 < a → a + abc + d = a(1 + ab−1c + da−1))

Êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ d èìååò ñîìíîæèòåëü - ñòåïåíü ñ îñíîâàíèåì a.
Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè b äîëæåí ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå; åñëè d îòëè÷íî îò 0, òî
è îñíîâàíèå a äîëæíî áûòü íå èçâåñòíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Äåéñòâèÿ ñ ëîãàðèôìàìè. Íåñêîëüêî íåñëîæíûõ ïðèåìîâ ïðåîáðàçóþò ëîãà-
ðèôìè÷åñêèå âûðàæåíèÿ: ñâîäÿò èõ ê áîëåå ïðîñòûì ëèáî ê óæå èìåâøèìñÿ â
ïðåîáðàçóåìîì òåðìå. Òàêèì îáðàçîì ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.
(a) Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû ïîä ëîãàðèôìîì.

∀abcdefg(d = b + c & 0 < b + c & e − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(e) − even) →
f · (loga(b + c))e + g = f · (loga d)e + g)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû b+c
ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò d îòëè÷à-
åòñÿ îò ýòîé ñóììû. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abcdef (0 ≤ a & 0 ≤ b → d(logc(ab))g + e = d(logc a + logc b)g + e)

Ïåðåìåííàÿ g èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé íå÷åòíûé
çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ëîãàðèôì äðîáè.
∀abcdefg(0 ≤ a & 0 ≤ b → d(logc(a/b))g + e = d(logc a− logc b)g + e)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(d) Ïåðåõîä ê äðóãîìó îñíîâàíèþ.

∀abcdef (0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) & e− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) → d(logb c)e + f = d(loga c)e/(loga b)e + f)

Âûðàæåíèÿ loga b, loga c äî ïðåîáðàçîâàíèÿ óæå èìåþòñÿ â îáðàáàòûâàåìîì
íîðìàëèçàòîðîì òåðìå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Âîçâåäåíèå êîíñòàíòû â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå
èìååò âèä íàòóðàëüíîé ñòåïåíè äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòû, òî íàõîäèòñÿ åãî ÷èñ-
ëåííîå çíà÷åíèå:
∀abc(a

b = c → ab = c)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ b - ñ
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì 5. Äëÿ âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ
äåéñòâèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìñòåïåíü". Êîììåíòà-
ðèé "íàòóðàëüíîå", èñïîëüçóåìûé ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè íàòóðàëüíûõ
êîíñòàíò, áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Ðàçëîæåíèå íà äâà ìíîæèòåëÿ íàòóðàëüíîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.
∀abcdef (b = ef → abc + d = aecf c + d)
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Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Äëÿ èäåíòèôè-
êàöèè e óñìàòðèâàåòñÿ ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ, èìåþùåå íàòó-
ðàëüíóþ êîíñòàíòó e ñâîèì îñíîâàíèåì ñòåïåíè (òàêîå äîáàâëåíèå ê èäåíòèôè-
êàöèè âûíåñåíî â óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)"). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà" - îí âûïîëíÿåò äåëåíèå b íà e. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äîëæåí áûòü
íåêîíñòàíòíûì. Åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ ìåíüøå 4, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

∀abcdefghp

(
p = (c + d)ef + g → ab(c+d)ef+g + h = abp + h

)
Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ïðåîáðàçîâàíèé
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïðèìåíÿåìîé ðåøàòåëåì. Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ, åñëè ñî-
ìíîæèòåëü ñëàãàåìîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èìååò âèä ñóììû ëèáî íàòóðàëüíîé
ñòåïåíè ñóììû. Ïåðåìåííàÿ e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé,
íå áîëüøåé 3. Ëèáî e, ëèáî f äîëæíî áûòü îòëè÷íî îò åäèíèöû. Ðàñêðûâàíèå
ñêîáîê âûïîëíÿåò àíòåöåäåíò, îáðàùàþùèéñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ýòî î÷åíü áîëü-
øîé ðàçäåë íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå", â êîòîðîé âîøëà çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ. Îí ðàçáèâàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïîäðàçäå-
ëû:
(a) Íåïîñðåäñòâåííîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû, ïîçâî-

ëÿþùèå çà îäèí øàã ïåðåéòè ê ìóëüòèïëèêàòèâíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó
âûðàæåíèþ:
i. Ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè è êîíñòàíòíîãî òåðìà.
Ïðèåìû, â êîòîðûõ ïîñëå äåëåíèÿ íà 2b âîçíèêàåò ñóììà ëèáî ðàçíîñòü
ñ ñèíóñîì π/6:
∀ab(b− 2b cos a = 4b sin(a/2 + π/6) sin(a/2− π/6))
∀ab(2b sin a + b = 4b sin(a/2 + π/12) cos(a/2− π/12))
∀ab(b + 2b cos a = 4b cos(a/2 + π/6) cos(a/2− π/6))
∀ab(2b sin a− b = 4b cos(a/2 + π/12) sin(a/2− π/12))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Ïðèåìû, â êîòîðûõ ïîñëå äåëåíèÿ íà √2b âîçíèêàåò ñóììà ëèáî ðàç-
íîñòü ñ ñèíóñîì π/4:
∀ab(b +

√
2b cos a = 2

√
2b cos(a/2 + π/8) cos(a/2− π/8))

∀ab(b−
√

2b cos a = 2
√

2b sin(a/2 + π/8) sin(a/2− π/8))
∀ab(

√
2b sin a + b = 2

√
2b sin(a/2 + π/8) cos(a/2− π/8))

∀ab(
√

2b sin a− b = 2
√

2b cos(a/2 + π/8) sin(a/2− π/8))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Ïðèåìû, â êîòîðûõ ïîñëå äåëåíèÿ íà √3b âîçíèêàåò ñóììà ëèáî ðàç-
íîñòü ñ ñèíóñîì π/3:
∀ab(

√
3b− 2b sin a = 4b sin(π/6− a/2) cos(π/6 + a/2))

∀ab(
√

3b + 2b sin a = 4b sin(a/2 + π/6) cos(π/6− a/2))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìàõ òðåáîâàëîñü îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ
"÷èñëèòåëü", ââîäèìîãî ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ ëè-
áî çíàìåíàòåëÿ, ñîäåðæàùåãî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè. Ñëåäóþ-
ùèå äâà ïðèåìà ëèøåíû ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ; îíè èñïîëüçóþò ïåðåõîä ê
ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó, åñëè âî âíåøíåì êîíòåêñòå óæå èìåëèñü ìíî-
æèòåëè, ñîêðàùàåìûå ñ íîâûìè ìíîæèòåëÿìè ëèáî âûíîñèìûå âìåñòå
ñ íèìè çà ñêîáêó:
∀abcd(b = a/2 & c = 2 cos b− 1 & d = 2 cos b + 1 → 1 + 2 cos a = cd)
∀abd(d = sin(a/2) → b− b cos a = 2bd2)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

ii. Ñóììà êâàäðàòà òàíãåíñà ëèáî êîòàíãåíñà è êîíñòàíòû.

∀a

(
(tg a)2 − 3 = −4 cos(a + π/6) cos(a− π/6)

(cos a)2

)

∀a

(
3(tg a)2 − 1 =

4 sin(a− π/6) sin(a + π/6)

(cos a)2

)

∀a

(
3(ctg a)2 − 1 =

4 cos(a− π/6) cos(a + π/6)

(sin a)2

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iii. Ðàçíîñòü ñèíóñîâ.

∀abcde

(
d = cos

a + b

2
& e = sin

a− b

2
→ c sin a− c sin b = 2cde

)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò ìíîæèòåëè d, e íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå êîíñòàíòíîå, ïðè÷åì
a ëèáî b ñîäåðæèò îáðàòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iv. Ñóììà ñèíóñîâ.

∀abcde

(
d = cos

a− b

2
& e = sin

a + b

2
→ c sin a + c sin b = 2cde

)
v. Ñóììà êîñèíóñîâ.

∀abcde

(
d = cos

a + b

2
& e = cos

a− b

2
→ c cos a + c cos b = 2cde

)
vi. Ðàçíîñòü êîñèíóñîâ.

∀abcde

(
d = sin

a + b

2
& e = sin

a− b

2
→ c cos a− c cos b = −2cde

)
vii. Ñóììà ñèíóñà è êîñèíóñà.

∀abcde(d = sin(π/4 + a/2 − b/2) & e = cos(a/2 + b/2 − π/4) → c sin a +
c cos b = 2cde)
Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò áîëåå ñëîæíûå ìíîæèòåëè, ÷åì
ïðåäûäóùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, è ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ôèëüòðû.
Åñëè âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî îáà àðãóìåíòà a, b äîëæíû



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 618

áûòü íåèçâåñòíûìè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïðè íà-
ëè÷èè êîììåíòàðèÿ "óðàâíìåíüøå" (ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ðàçíî-
ñòè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäèí èç àðãóìåíòîâ íå ðàâåí
ïîëîâèíå äðóãîãî.
Äîïîëíèòåëüíî ñîçäàíû äâà ïðèåìà äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
òðåõ÷ëåíîâ, â êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû ñèíóñà è êîñèíóñà ïðè-
âîäèò ê äâó÷ëåíó äëÿ ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:
∀abc(c

√
3 cos a + c sin a + b = 2c cos(a− π/6) + b)

∀abc(c
√

3 sin a + c cos a + b = 2c sin(a + π/6) + b)
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b ëèáî ðàâíî 0, ëèáî èìååò âèä 2cd,
ãäå çàãîëîâêîì d ñëóæèò ñèíóñ èëè êîñèíóñ.

viii. Ðàçíîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà.
Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñóììû:
∀abcde(d = cos(a/2 − b/2 + π/4) & e = sin(a/2 + b/2 − π/4) → c sin a −
c cos b = 2cde)
∀abc(

√
3c sin a− c cos a + b = 2c sin(a− π/6) + b)

∀abc(
√

3c cos a− c sin a + b = 2c cos(a + π/6) + b)

ix. Ñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abc(a = sin(b/2) & c = cos(b/2) → sin b = 2ac)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "÷èñëèòåëü".
Àíàëèçèðóåòñÿ âíåøíèé êîíòåêñò, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè çàìåíå ëèáî
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîêðàòèòü âíåøíþþ äðîáü íà îäèí èç ìíî-
æèòåëåé a,c, ëèáî ýòà äðîáü ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì â ñóììå íåñêîëüêèõ
äðîáåé, óæå ñîäåðæàùèõ a,c ñðåäè ìíîæèòåëåé ñâîèõ çíàìåíàòåëåé
èëè ÷èñëèòåëåé (ñîîòâåòñòâåííî òîìó, îòíîñèëîñü ëè òåêóùåå âõîæäå-
íèå ê çíàìåíàòåëþ èëè ÷èñëèòåëþ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

x. Êîñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà. Â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåãî êîíòåêñòà,
âûáèðàåòñÿ îäíà èç äâóõ âîçìîæíîñòåé - ïåðåõîä ê ïðîèçâåäåíèþ ñóì-
ìû ñèíóñà è êîñèíóñà íà èõ ðàçíîñòü, ëèáî ïåðåõîä ê óäâîåííîìó ïðî-
èçâåäåíèþ ñèíóñà íà êîñèíóñ:
∀abc(b = cos(a/2)− sin(a/2) & c = cos(a/2) + sin(a/2) → cos a = bc)
∀abc(b = sin(a/2 + π/4) & c = cos(a/2 + π/4) → cos a = 2bc)
Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëè-
áî äàåò âîçìîæíîñòü ñîêðàòèòü âíåøíþþ äðîáü, ëèáî âûÿâëÿåò îáùèé
ìíîæèòåëü çíàìåíàòåëåé äâóõ äðîáíûõ ñëàãàåìûõ âíåøíåé ñóììû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xi. Ïåðåõîä ê ñèíóñó ëèáî êîñèíóñó ñóììû ëèáî ðàçíîñòè. Åñëè ýòî âîç-
ìîæíî, ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà ñâîðà÷èâàåòñÿ ïî ôîðìóëàì ñèíóñà ëèáî
êîñèíóñà ñóììû (ðàçíîñòè):
∀ab(sin a cos b + sin b cos a = sin(a + b))
∀ab(sin a cos b− cos a sin b = sin(a− b))
∀ab(sin a sin b + cos a cos b = cos(a− b))
∀ab(cos a cos b− sin a sin b = cos(a + b))
Äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå îòñóòñòâóþò. Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâ-
íå 1.

xii. Óñìîòðåíèå ìíîæèòåëÿ - ñóììû ëèáî ðàçíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà. Åñëè
êîñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà äîáàâëÿåòñÿ ê ñóììå ëèáî ðàçíîñòè ñèíóñà
è êîñèíóñà, òî ïîñëåäíþþ ìîæíî âûíåñòè çà ñêîáêè:
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∀abcd(d = 2c → a cos d+b sin c+b cos c = (cos c+sin c)(b+a cos c−a sin c))
∀abcd(d = 2c → a cos d+b(sin c+cos c) = (cos c+sin c)(b+a cos c−a sin c))
∀abcd(d = 2c → a cos d+b cos c−b sin c = (cos c−sin c)(b+a cos c+a sin c))
Â ïåðâîì è òðåòüåì ïðèåìàõ áëîêèðóåòñÿ ñèòóàöèÿ a = ±

√
2b, òàê êàê

çäåñü âîçìîæíî àëüòåðíàòèâíîå ðàçëîæåíèå, èñïîëüçóþùåå âñïîìîãà-
òåëüíûé óãîë π/4. Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.

xiii. Óñìîòðåíèå ìíîæèòåëÿ - ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà îò ñóììû ñ π/4.
∀abc(a cos c− a sin c + b cos(c + π/4) = cos(c + π/4)(b +

√
2a))

∀abc(a sin c + a cos c + b sin(c + π/4) = sin(c + π/4)(b +
√

2a))
∀abc(a(cos c− sin c) + b cos(c + π/4) = cos(c + π/4)(b +

√
2a))

∀abc(a(sin c + cos c) + b sin(c + π/4) = sin(c + π/4)(b +
√

2a))
∀abcd(d = 2c → a cos d + b sin(c + π/4) = sin(c + π/4)(b + a

√
2 cos c −

a
√

2 sin c))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xiv. Óñìîòðåíèå ìíîæèòåëÿ - ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà îò ñóììû ñ π/6.
∀abcde(c −

√
3 sin b = 0 & e − cos b = 0 → a sin(−b + π/6) − cd + ed =

sin(−b + π/6)(a + 2d))
∀abcde(c −

√
3 sin b = 0 & e − cos b = 0 → a sin(b + π/6) + cd + ed =

sin(b + π/6)(a + 2d))
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Êîýôôèöèåíò
a, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ãðóïïèðîâêà", ìîæåò ñêëàäûâàòüñÿ èç íåñ-
êîëüêèõ ñëàãàåìûõ ñ îáùèì ìíîæèòåëåì sin(±b + π/6). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xv. Ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñîâ ëèáî êîòàíãåíñîâ ïëþñ-ìèíóñ åäèíèöà.

∀abc

(
c tg a tg b− c = −c cos(a + b)

cos a cos b

)
∀abc

(
c tg a tg b + c =

c cos(a− b)

cos a cos b

)
∀abc

(
c tg a ctg b + c =

c sin(a + b)

cos a sin b

)
∀abc

(
c tg a ctg b− c =

c sin(a− b)

cos a sin b

)
∀abc

(
c ctg a ctg b− c =

c cos(a + b)

sin a sin b

)
∀abc

(
c ctg a ctg b + c =

c cos(a− b)

sin a sin b

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xvi. Øåñòàÿ ñòåïåíü ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà ìèíóñ åäèíèöà.
∀ab(a− a(sin b)6 = a(cos b)2(1 + (sin b)2 + (sin b)4))
∀ab(a− a(cos b)6 = a(sin b)2(1 + (cos b)2 + (cos b)4))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

xvii. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà (êîñèíóñà) è ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abcd(d = 2c → a sin d + b cos c = cos c(b + 2a sin c))
∀abcd(d = 2c → a sin d + b sin c = sin c(b + 2a cos c))
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå íå ìîæåò áûòü ñâåðíóòî ïî ôîðìóëå ñè-
íóñà (êîñèíóñà) ñóììû ëèáî ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè ïî ôîðìóëå ñóì-
ìû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

xviii. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è ñèíóñà ó÷åòâåðåííîãî àðãóìåíòà.
∀abcd(d = 4c → a sin d + b sin c = sin c(b + 4a cos c cos(2c)))
Îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèìåíåíèå ïðèåìà - òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xix. Ïðåîáðàçîâàíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ êîñèíóñà è ñèíóñà ê êîñèíóñó äâîé-
íîãî àðãóìåíòà.
∀a((cos a)2 − (sin a)2 = cos(2a))
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíåøíèé êîíòåêñò íå ñîäåðæèò óêàçàíèé íà öåëå-
ñîîáðàçíîñòü àëüòåðíàòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ - â ïðîèçâåäåíèå ñóììû è
ðàçíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xx. Ñóììà òðåõ êîñèíóñîâ.
∀abcde(e = sin a−c

2
sin a+c

2
+sin b−c

2
sin b+c

2
→ d cos a+d cos b−2d cos c = 2de)

Àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü ñóììó e íà ìíîæèòå-
ëè, èñïîëüçóÿ îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "òðèãîíîìåòðèÿ", áëîêèðóþùèé ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé â ñóììû. Ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè óñïåõå äàííîé ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

xxi. Åäèíèöà ìèíóñ êâàäðàò òàíãåíñà.

∀a

(
1− (tg a)2 =

cos(2a)

(cos a)2

)
Âûðàæåíèå a äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

xxii. Êâàäðàò ñåêàíñà ìèíóñ åäèíèöà.
∀a((sec a)2 − 1 = (tg a)2)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xxiii. Óñìîòðåíèå ìíîæèòåëÿ âèäà 1± sin x ëèáî 1± cos x.
∀abxkpq(0 ≤ k − 3 & q − p = 1 → a(cos x)k + b(sin x)p + b(sin x)q =
(1 + sin x)(b(sin x)p + a(cos x)k−2(1− sin x)))
∀abxkpq(0 ≤ k − 3 & q − p = 1 → a(cos x)k + b(sin x)p − b(sin x)q =
(1− sin x)(b(sin x)p + a(cos x)k−2(1 + sin x)))
Ïåðåìåííûå k, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè.
Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà(. . .)" ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü îäíîâðå-
ìåííîé çàìåíû ñèíóñîâ íà êîñèíóñû è íàîáîðîò. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

(b) Ãðóïïèðîâêè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé äîáàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ïóòåì ÷àñòè÷íîé ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ:
i. Ðàçíîñòü ñèíóñîâ.
∀abcdefg(d = cos a+b

2
& e = sin a−b

2
& f = 2cde+g → c sin a−c sin b+g = f)

Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû âûïîëíÿþò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ ìíî-
æèòåëåé d, e, òðåòèé - îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå"
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äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðè ãðóïïè-
ðîâêå. Îáðàùåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ãðóïïèðîâêà", áëî-
êèðóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåõîäà îò ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ îïåðàöèé ê ñóììàì è ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Ñîçäàíû äâå âåðñèè
ïðèåìà; ïåðâàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2, âòîðàÿ - íà óðîâíå 3. Îáå îíè
ïðîâåðÿþò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
A. Ïîñëå ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå f ëèáî íå

èìååò âèäà ñóììû (áûòü ìîæåò, ñ âûíåñåííûì íàðóæó çíàêîì "ìè-
íóñ"), ëèáî èìååò åäèíñòâåííûé ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò.

B. Åñëè åñòü êîììåíòàðèé "ãðóïïèðîâêà", òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü
ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé ñóììû g, äåëÿùååñÿ íà îäèí èç íîâûõ ìíî-
æèòåëåé d, e.

C. Îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ íå áîëåå 8.
D. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íåêîíñòàíòíîå.
E. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà g íå èìååò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ.
F. ×èñëî ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ

ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ íå ðàâíî 1.
G. Ëèáî îñòàòî÷íàÿ ñóììà g èìååò õîòÿ áû îäèí îáùèé ïàðàìåòð ñ

âûðàæåíèÿìè a, b ëèáî îíà íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, è îäèí èç
íîâûõ ìíîæèòåëåé d, e òîæå íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.

Ïåðâûé ïðèåì òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëî-
âèé:
A. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
B. Õîòÿ áû îäèí èç íîâûõ ìíîæèòåëåé ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ,

ëèáî äåëèò ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé ñóììû g. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
÷èñëî ñëàãàåìûõ äàííîé ñóììû íå ìåíåå 5.

C. Ëèáî ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ íå ìåíåå 5, ëèáî
õîòÿ áû îäèí èç àðãóìåíòîâ a, b ìååò çàãîëîâîê "ïëþñ".

Óêàçàòåëü "âûõîä" â ñëó÷àå óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ îäíîãî èç äàííûõ
ïðèåìîâ îáðûâàåò äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå íîðìàëèçàòîðà è èíèöèè-
ðóåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà.

ii. Ñóììà ñèíóñîâ.
∀abcdefg(d = cos a−b

2
& e = sin a+b

2
& f = 2cde+g → c sin a+c sin b+g = f)

Ýòîò è ñëåäóþùèå äâà ïóíêòà àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó.
iii. Ñóììà êîñèíóñîâ.

∀abcdefg(d = cos a+b
2

& e = cos a−b
2

& f = 2cde+g → c cos a+c cos b+g = f)

iv. Ðàçíîñòü êîñèíóñîâ.
∀abcdefg(d = sin a+b

2
& e = sin a−b

2
& f = −2cde+g → c cos a−c cos b+g =

f)

v. Ñóììà ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdefg(d = sin(a/2 − b/2 + π/4) & e = cos(a/2 + b/2 − π/4) & f =
2cde + g → c sin a + c cos b + g = f)
Â ýòîì ñëó÷àå ñîçäàíà åäèíñòâåííàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 4. Ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì ïðèåìàì, ñ íåáîëüøèì
óñèëåíèåì: â ïåðâîì ôèëüòðå âìåñòî òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ðåçóëüòàò íå
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èìåë âèäà ñóììû, áåðåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû îí íå èìåë âèäà ñóì-
ìû, äîìíîæåííîé íà êîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ
îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "÷èñëèòåëü".

vi. Ðàçíîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdefg(d = cos(a/2 − b/2 + π/4) & e = sin(a/2 + b/2 − π/4) & f =
2cde + g → c sin a− c cos b + g = f)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

vii. Ñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abcdef (d = sin(b/2) & e = cos(b/2) & f = 2ade + c → a sin b + c = f)
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàòî÷íàÿ ñóììà c èìååò ñëñãàåìîå, äåëÿùååñÿ íà d
ëèáî e. Ïðî÷èå ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

viii. Ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè è êîíñòàíòû.
∀abcdef (d = cos(a/2 + π/6) & e = cos(a/2 − π/6) & f = 4bde + c →
b + 2b cos a + c = f)
∀abcdef (d = sin(a/2 + π/6) & e = sin(a/2 − π/6) & f = 4bde + c →
b− 2b cos a + c = f)
∀abcdef (d = cos(a/2 + π/12) & e = sin(a/2 − π/12) & f = c − 4bde →
b− 2b sin a + c = f)
∀abcdef (d = sin(a/2 + π/12) & e = cos(a/2 − π/12) & f = c + 4bde →
b + 2b sin a + c = f)
∀abcde(d = cos(a/2) & e = 2bd2 + c → b + b cos a + c = e)
∀abcde(d = sin(a/2) & e = 2bd2 + c → b− b cos a + c = e)
∀abcde(d = sin(a/2 + π/4) & e = 2bd2 + c → b + b sin a + c = e)
∀abcde(d = sin(a/2− π/4) & e = 2bd2 + c → b− b sin a + c = e)
∀abcde(d = cos(a/2) & e = 2bd2 + c → b + b cos a + c = e)
∀abcde(d = sin(a/2) & e = 2bd2 + c → b− b cos a + c = e)
Ïîñëåäíèå äâà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2, îñòàëüíûå ïðèåìû -
íà óðîâíå 3. Ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì.

ix. ×àñòè÷íàÿ ñâåðòêà äâóõ ïðîèçâåäåíèé â ñèíóñ ðàçíîñòè.
∀abcdefg(f = c sin((a−b)e)+(c+d) cos(ae) sin(be)+g → c sin(ae) cos(be)+
d cos(ae) sin(be) + g = f)
Ïåðåìåííûå c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè; a -
ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé; b - ñ ÷åòíîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèå e ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå. Äëÿ îòñå÷åíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àåâ ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà a ëèáî íå÷åòíàÿ, ëèáî ìåíüøå b. Àíòåöåäåíò îáðà-
ùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ
"ãðóïïèðîâêà", óêàçûâàþùåãî, ÷òî ÷àñòü ñëàãàåìûõ óæå áûëà ñãðóï-
ïèðîâàíà, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Òàê êàê
íèêàêèõ óñëîâèé íà ðåçóëüòàò f íå íàêëàäûâàåòñÿ, ïðèåì íå èìååò
óêàçàòåëÿ "âûõîä", îáðûâàþùåãî ðàáîòó íîðìàëèçàòîðà.

x. Ãðóïïèðîâêà ïî ôîðìóëå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà ñóììû.
∀abcde(e = sin(a + π/6) & d = 2be + c →

√
3b sin a + b cos a + c = d)

∀abcde(e = sin(a− π/6) & d = 2be + c →
√

3b sin a− b cos a + c = d)
∀abcde(e = sin(a + π/3) & d = 2be + c →

√
3b cos a + b sin a + c = d)

∀abcde(e = sin(a− π/3) & d = 2be + c → −
√

3b cos a + b sin a + c = d)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.

(c) Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé. Íîð-
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ìàëèçàòîð èñïîëüçóåò áîëüøîå ÷èñëî ñòàíäàðòèçèðóþùèõ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, îðèåíòèðîâàííûõ íà ïîâûøåíèå âåðîÿòíîñòè ïî-
ëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ:
i. Èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïîä ñèíóñîì.
∀abcpq(c = a− b → p sin(b− a) + q = q − p sin c)
Ïðèåì èçìåíÿåò çíàê ðàçíîñòè, åñëè ýòî äàåò âûðàæåíèå c, ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ïðåäøåñòâóþùåå âûðàæåíèþ b − a. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíàÿ ðàçíîñòü èìååò ñâîèì ñëàãàåìûì âûðàæåíèå
âèäà nπ/m äëÿ íàòóðàëüíûõ m, n. Àíòåöåäåíò ïðåîáðàçóåò ðàçíîñòü
a−b, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è íîðìàëèçàòîð
"ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå", ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷èâàþùèé îïåðàí-
äû êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïîä êîñèíóñîì.
∀abcpq(c = a− b → p cos(b− a) + q = q + p cos c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Ïåðåõîä ê êîñèíóñó äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abc(2a(cos b)2 − a + c = a cos(2b) + c)
∀abc(a− 2a(sin b)2 + c = a cos(2b) + c)
Ëèáî b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìå-
åò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ, îòëè÷íóþ îò cos b â ïåðâîì ïðèåìå
è îò sin b âî âòîðîì, ëèáî a, c íå ñîäåðæàò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðà-
öèé ñ íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a(cos b)2 − a(sin b)2 + c = a cos(2b) + c)
Ýòîò ïðèåì ñðàáàòûâàåòÿ íà óðîâíå 1. Òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â ïðå-
îáðàçóåìîì âûðàæåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà, îòëè÷íîãî îò
b.
Äëÿ áëîêèðîâêè ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ èñïîëüçóþòñÿ êîììåíòàðèè
"òðèãàðãóìåíò" è "ôèëüòðóäâîåíèÿ".

iv. Âûðàæåíèå òàíãåíñà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ.
Åñëè âûðàæåíèå íå ñîñòàâëåíî èç òàíãåíñîâ è êîòàíãåíñîâ îäíîãî è
òîãî æå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà, òî òàíãåíñû è êîòàíãåíñû
ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèíóñû è êîñèíóñû:
∀abcd(b−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(cos d = 0) → a(tg d)b +
c = a(sin d)b/(cos d)b + c)
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëèáî ïðåîáðàçóåìîå âûðà-
æåíèå, ëèáî âûðàæåíèå èç âíåøíåãî êîíòåêñòà èìåëî âõîæäåíèå òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, àðãóìåíò êîòîðîé îòëè÷àëñÿ áû îò d, ëèáî
çàãîëîâêîì ñëóæèë ñèíóñ èëè êîñèíóñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2. Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî äàííîãî ïðèåìà èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû,
âûðàæàþùèå òàíãåíñ ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà:
∀abcdef (c = 1 + cos(2a) & d = sin(2a) & ¬(cos a = 0) → e(tg a)b + f =
edb/cb + f)
∀abcdef (d = 1 − cos(2a) & c = sin(2a) & ¬(sin a = 0) & ¬(cos a = 0) →
e(tg a)b + f = edb/cb + f)
Îíè ïðèìåíÿþòñÿ, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèÿ: ëèáî
ìíîæèòåëü e äåëèòñÿ íà d, ëèáî äðîáü èç âíåøíåãî êîíòåêñòà ñîêðàùà-
åòñÿ íà c. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ,
÷èñëèòåëü êîòîðîé äåëèòñÿ íà ñòåïåíü ñèíóñà a. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå
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âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî a òîæå äîëæíî èõ ñîäåðæàòü.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

v. Âûðàæåíèå êîòàíãåíñà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀abcd(b−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(sin d = 0) → a(ctg d)b+
c = a(cos d)b/(sin d)b + c)
∀abcdef (c = 1 − cos(2a) & d = sin(2a) & ¬(sin a = 0) → e(ctg a)b + f =
edb/cb + f)
∀abcdef (d = 1 + cos(2a) & c = sin(2a) & ¬(sin a = 0) & ¬(cos a = 0) →
e(ctg a)b + f = edb/cb + f)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

vi. Âûðàæåíèå ñåêàíñà ÷åðåç êîñèíóñ.
∀abcd(b−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(cos d = 0) → a(sec d)b+
c = a/(cos d)b + c)
Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ëèáî åãî âíåøíèé êîíòåêñò äîëæíû ñîäåð-
æàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ, îòëè÷íóþ îò sec d, cosec d. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

vii. Âûðàæåíèå êîñåêàíñà ÷åðåç ñèíóñ.
∀abcd(b−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(sin d = 0) → a(cosec d)b+
c = a/(sin d)b + c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

viii. Ñóììà êâàäðàòîâ ëèáî ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà.
Ïîñëå öåïî÷êè íåñëîæíûõ îáîáùåíèé óïðîùàþùåå òîæäåñòâî k(sin x)2+
k(cos x)2 = k ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdefghijxl(a−b = 2 & c−d = 2 & (0 < e & 0 < f & g = min(e, f) ∨ e <
0 & f < 0 & g = max(e, f)) & h = e−g & i = f−g → ej(cos x)c(sin x)b +
fj(cos x)d(sin x)a + l = hj(cos x)c(sin x)b + ij(cos x)d(sin x)a +
gj(cos x)d(sin x)b + l)
Îáîáùåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó:
A. Îáå ÷àñòè òîæäåñòâà äîìíîæàþòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ

ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà x, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êâàäðàòû ñèíóñà è
êîñèíóñà îêàçûâàþòñÿ çàìàñêèðîâàíû. ×òîáû óñìîòðåòü èõ, ñëó-
æàò ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà.

B. Äîïóñêàåòñÿ ðàçëè÷èå êîýôôèöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ ñèíóñà è êî-
ñèíóñà. Ïðè ýòîì îíè äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ
îáùåé ÷àñòè j íà ÷èñëåííûå ìíîæèòåëè e, f . Áåðåòñÿ òîò ÷èñëåí-
íûé ìíîæèòåëü g, êîòîðûé ìåíüøå ïî ìîäóëþ, èç èñõîäíûõ ñëàãàå-
ìûõ âûäåëÿþòñÿ ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå "îáùåìó" êîýôôèöèåíòó
g, è èõ ñóììà óïðîùàåòñÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò êîýôôè-
öèåíò g; ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âû÷èòàþò åãî èç e, f . Òàêèì îáðàçîì
íàõîäÿòñÿ "îñòàòî÷íûå" êîýôôèöèåíòû h, i äâóõ èñõîäíûõ ñëàãàå-
ìûõ.

Ñòåïåíè a, b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óêà-
çàòåëè "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 1 4)õ2 0)", "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 2
3)õ4 0)" ðàçðåøàþò îòñóòñòâèå ìíîæèòåëåé (sin x)b, (cos x)d. Óêàçà-
òåëü "ïåðåñå÷åíèåñïèñêîâ(ôèêñ(0 1 1)ôèêñ(0 1 2))" ãîâîðèò êîìïè-
ëÿòîðó, ÷òî çàãîëîâêè ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò
ñèìâîëà "óìíîæåíèå". Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(õ5 äåñ÷èñëî(õ5))", "ïåðå-
÷åíü(õ6 äåñ÷èñëî(õ6))" ôèêñèðóþò ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè ìíîæèòå-
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ëåé e, f , ñîñòàâëÿÿ èõ èç âñåõ ÷èñëåííûõ êîíñòàíò ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîèçâåäåíèé. Àíòåöåäåíòû âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ
è âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Ïî àíàëîãèè ñ òîëüêî ÷òî ðàçîáðàííûì òîæäåñòâîì, ñîçäàíû ñëåäó-
þùèå îáîáùåíèÿ òîæäåñòâ k − k(cos x)2 = k(sin x)2, k − k(sin x)2 =
k(cos x)2:
∀xbcdefghij(f − e = 2 & (0 < c & d < 0 & g = min(c,−d) ∨ c < 0 & 0 <
d & g = max(c,−d)) & h = c−g & i = d+g → cb(cos x)e+db(cos x)f +j =
hb(cos x)e + ib(cos x)f + gb(sin x)2(cos x)e + j)
∀xbcdefghij(d− c = 2 & (0 < e & f < 0 & g = min(e,−f) ∨ e < 0 & 0 <
f & g = max(e,−f)) & h = e−g & i = f+g → eb(cos x)c+fb(cos x)d+j =
hb(sin x)c + ib(sin x)d + gb(cos x)2(sin x)c + j)
×òîáû ýòè òîæäåñòâà áûëè ïðèìåíåíû, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèáî ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå èìåëî òðèãîíîìåòðè÷åñêþó îïåðàöèþ, îòëè÷íóþ
îò ðàññìàòðèâàåìîé (cos x â ïåðâîì ïðèåìå è sin x âî âòîðîì), ëèáî
îñòàòî÷íûå êîýôôèöèåíòû h, i è îñòàòî÷íàÿ ñóììà j ðàâíÿëèñü íó-
ëþ. Àðãóìåíò x äîëæåí áûòü íåêîíñòàíòíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
Íàêîíåö, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óïðîùàþùåå òîæäåñòâî äëÿ ñóììû
÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà:
∀abcdef (b = c & d − c = 4 → a(sin e)d(cos e)c + a(sin e)b(cos e)d + f =
a(sin e)c(cos e)c − 2a(sin e)c+2(cos e)c+2 + f)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ix. Ñóììà ëèáî ðàçíîñòü òàíãåíñîâ.

∀abcde

(
a = b + c → d tg b + d tg c + e =

d sin a

cos b cos c
+ e

)

∀abcde

(
a = b− c → d tg b− d tg c + e =

d sin a

cos b cos c
+ e

)
Ëèáî àðãóìåíòû b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ëèáî â êîíòåêñòå âñòðå÷à-
åòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò, ÷àñòü ñëàãàåìûõ êîòîðîãî îáðàçó-
åò âûðàæåíèå a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

x. Ñóììà êîòàíãåíñîâ.

∀abcde

(
a = b + c → d ctg b + d ctg c + e =

d sin a

sin b sin c
+ e

)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

xi. Ðàçíîñòü òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀abc(¬(sin b = 0) & ¬(cos b = 0) → a tg b− a ctg b + c = −2a ctg(2b) + c)
Óêàçàòåëü "âûâîä(íå(ðàâíî(ñèíóñ(óìíîæåíèå(2 õ2))0))ýêâèâàëåíòíî(1
2))" îáåñïå÷èâàåò ðåãèñòðàöèþ â ñïèñêå ïîñûëîê íåîáõîäèìîãî äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ ¬(sin(2b) = 0). Îíî ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèåì, ÷òî ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ÿâëÿþòñÿ åãî ñëåäñòâèÿìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xii. Ñóììà òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀abc(¬(sin b = 0) & ¬(cos b = 0) → a tg b + a ctg b + c = 2a sin(2b) + c)
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Åñëè c èìååò ñëàãàåìîå âèäà p tg b(sin b)2, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïî÷òèòåëüíåå âûðàçèòü ñóììó ÷åðåç tg b. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xiii. Ñóììà êâàäðàòà òàíãåíñà ëèáî êîòàíãåíñà è åäèíèöû.

∀abc

(
a + a(tg b)2 + c =

a

(cos b)2
+ c

)
∀abc

(
a + a(ctg b)2 + c =

a

(sin b)2
+ c

)
Åñëè b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñî-
äåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, îòëè÷íûõ îò tg b, ctg b, òî ïðå-
îáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xiv. Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀abc(¬(sin b = 0) & ¬(cos b = 0) → a(ctg b)2 − a(tg b)2 + c =
4a cos(2b)/(sin(2b))2 + c)
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è äâóõ ñëåäóþùèõ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

xv. Ñóììà êâàäðàòîâ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀abc(¬(sin b = 0) & ¬(cos b = 0) → a(tg b)2+a(ctg b)2+c = 4a/(sin(2b))2−
2a + c)

xvi. Ñóììà êóáîâ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀abc(¬(sin b = 0) & ¬(cos b = 0) → a(tg b)3+a(ctg b)3+c = 8a/(sin(2b))3−
6a/ sin(2b) + c)

xvii. Ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ñóììû.
Ôîðìóëû ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà ñóììû èñïîëüçóþòñÿ, åñëè îíè äàþò
íîâîå ñëàãàåìîå, ïîäîáíîå óæå èìåâøåìóñÿ:
∀abcdef (c = sin a cos b & d = cos a sin b → f + e sin(a + b) = f + ec + ed)
∀abcdef (c = cos a cos b & d = sin a sin b → f + e cos(a + b) = f + ec− ed)
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îñòàòî÷íàÿ ñóììà f ñîäåðæàëà ñëàãàåìîå, äåëÿùå-
åñÿ íà c ëèáî íà d. Ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî c, d ìîãóò èìåòü âèä äðîáè â
ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ ñèíóñà èëè êîñèíóñà. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî e íå èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðà-
öèþ îò ñóììû àðãóìåíòîâ è ÷òî f íå èìååò ñëàãàåìûõ âèäà ±e sin(±a+
x),±e sin(±b + x) (âî âòîðîì ïðèåìå - ±e cos(±a + x),±e cos(±b + x)).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Äëÿ ñëó÷àÿ ñóììû ñ π/4 äîáàâëåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀a(sin(a + π/4) = (sin a + cos a)/

√
2)

∀a(cos(a + π/4) = (cos a− sin a)/
√

2)
Îíè ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 3, åñëè ïðèâîäÿò ê âîçìîæíîñòè ñîêðà-
ùåíèÿ âíåøíåé äðîáè ëèáî âûíåñåíèþ îáùåãî ìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëåé
èëè çíàìåíàòåëåé äâóõ äðîáåé.
Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì, ó÷èòûâàþùèé âîçìîæíîñòü âûíåñåíèÿ çà ñêîá-
êó îáùåãî ìíîæèòåëÿ cos a−sin a äâóõ ñëàãàåìûõ b cos(a+π/4), k cos(2a):
∀abcd(d = b(cos a− sin a)/

√
2 + c → b cos(a + π/4) + c = d)

Îñòàòî÷íàÿ ñóììà c äîëæíà èìåòü ñëàãàåìîå âèäà k cos(2a). Àíòåöå-
äåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü d íà ìíîæèòåëè, îáðàùàÿñü ê
íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". ×èñëèòåëü ðåçóëüòàòà äîëæåí èìåòü
ëèáî äâà ñîìíîæèòåëÿ ñ íåèçâåñòíûìè, ëèáî ñòåïåííîé ñîìíîæèòåëü
ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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xviii. Òàíãåíñ ñóììû. Ôîðìóëà òàíãåíñà ñóììû ïðèìåíÿåòñÿ â äâóõ ñëó÷à-
ÿõ: åñëè ñëàãàåìîå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à tg a óæå âñòðå÷àåòñÿ â
ïðåîáðàçóåìîì âûðàæåíèè, ëèáî åñëè a èìååò âèä àðêòàíãåíñà.
∀abcde(¬(cos a = 0) & ¬(cos b = 0) & ¬(cos(a+b) = 0) → c tg(a+b)/d+e =
c(tg a + tg b)/d(1− tg a tg b) + e)
Äëÿ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ ñîçäàíû äâà îòäåëüíûõ ïðèåìà. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå â c, d, e íåèçâåñòíîé òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, îòëè÷íîé îò tg a. Åñëè d = 1, e = ±1, à âûðàæå-
íèå c èìååò çàãîëîâîê "òàíãåíñ"èëè "êîòàíãåíñ", òî ïðèåì áëîêèðóåò-
ñÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîå óñëîâèå ñðàáàòûâàíèÿ - çàãîëîâîê
"àðêòàíãåíñ" âûðàæåíèÿ a. Òàê êàê ïåðâûé àíòåöåäåíò òîãäà àâòî-
ìàòè÷åñêè èñòèíåí, òî îí îòáðîøåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 1.

xix. Óñìîòðåíèå òàíãåíñà ëèáî êîòàíãåíñà â äðîáè ñ ñèíóñàìè è êîñèíóñà-
ìè.
∀abcdefg(f = e/2−b/2+π/4 & ¬(cos e+sin b = 0) & c−rational & ¬(çíàìå-
íàòåëü(c)− even) → a(cos b+sin e)c/d(cos e+sin b)c + g = a(tg f)c/d+ g)

∀abcdefg(f = e/2+b/2+π/4 & ¬(cos e−sin b = 0) & c−rational & ¬(çíàìå-
íàòåëü(c)− even) → a(cos b+sin e)c/d(cos e− sin b)c + g = a(tg f)c/d+ g)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå g íå èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåí-
òà, îòëè÷íîãî îò f .
∀abcdefg(b = a/2 & ¬(cos b = 0) & ¬(f − f sin a = 0) → c(1+ sin a)d/e(f −
f sin a)d + g = c(1 + tg b)2d/efd(1− tg b)2d + g)

Âûðàæåíèå tg b äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì âûðàæåíèè
åùå äî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðè ýòîì c, e, g íå äîëæíû èìåòü òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, îòëè÷íûõ îò tg b, ctg b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìîâ ðàâåí 1.

xx. Ñîêðàùåíèå íà ñóììó ëèáî ðàçíîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà. Ïðèåìû èñ-
ïîëüçóþò ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñîêðà-
ùåíèÿ äðîáè:
∀abcdefgh(a = min(b, c) & ¬(cos e = 0) → d(h − h sin e)b/f(cos e)c + g =
d(h−h sin e)b−aha(cos(e/2)−sin(e/2))a/f(cos e)c−a(cos(e/2)+sin(e/2))a+
g)

∀abcdefg(a = min(b, c) & ¬(cos e = 0) → d(1 + sin e)b/f(cos e)c + g =
d(1 + sin e)b−a(cos(e/2) + sin(e/2))a/f(cos e)c−a(cos(e/2)− sin(e/2))a + g)

∀abcdefg(a = min(b, c) & ¬(1 + sin e = 0) → f(cos e)c/d(1 + sin e)b + g =
f(cos e)c−a(cos(e/2)− sin(e/2))a/d(1 + sin e)b−a(cos(e/2) + sin(e/2))a + g)

∀abcdefgh(a = min(b, c) & ¬(h−h sin e = 0) → f(cos e)c/d(h−h sin e)b+g =
f(cos e)c−a(cos(e/2)+sin(e/2))a/d(h−h sin e)b−aha(cos(e/2)−sin(e/2))a+
g)

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ïðå-
îáðàçóåìîå âûðàæåíèå äîëæíî èìåòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò,
öåëûì êðàòíûì êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèííûé àðãóìåíò e/2. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

xxi. Ñîêðàùåíèå íà êîñèíóñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
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∀abcdefg(f = min(b, c) & ¬(sin a = 0) → d(1 + cos a)b/e(sin a)c + g =
d(1 + cos a)b−f (cos(a/2))f/e(sin a)c−f (sin(a/2))f + g)

∀abcdefg(f = min(b, c) & ¬(1 + cos a = 0) → e(sin a)c/d(1 + cos a)b + g =
e(sin a)c−f (sin(a/2))f/d(1 + cos a)b−f (cos(a/2))f + g)

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ëè-
áî b = c è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò a íå âñòðå÷àåòñÿ âíå ïðåîá-
ðàçóåìîé äðîáè, ëèáî ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå èìååò òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèé àðãóìåíò, öåëûì êðàòíûì êîòîðîìó ñëóæèò a/2. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xxii. Ðàçíîñòü ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(a(cos b)4 − a(sin b)4 = a(cos b)2 − a(sin b)2)
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

xxiii. Âûðàæåíèå ÷àñòíîãî îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà ÷åðåç
òàíãåíñ.

∀abcde

(
a(sin b)c

d(cos b)c
+ e =

a(tg b)c

d
+ e

)
Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðåîáðàçóå-
ìîå âûðàæåíèå èìååò âõîæäåíèå îïåðàöèè tg b ëèáî ctg b; âûðàæåíèÿ
a, d, e íå èìåþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, îòëè÷íûõ îò äâóõ ïî-
ñëåäíèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xxiv. Óñìîòðåíèå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà ñóììû ëèáî ðàçíîñòè.
∀abcde(e = b− c → a sin b cos c− a sin c cos b + d = a sin e + d)
∀abcde(e = b + c → a sin b cos c + a sin c cos b + d = a sin e + d)
∀abcde(e = b− c → a cos b cos c + a sin c sin b + d = a cos e + d)
∀abcde(e = b + c → a cos b cos c− a sin c sin b + d = a cos e + d)
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïðè ñëîæåíèè ëèáî âû÷èòàíèè èñ-
õîäíûõ àðãóìåíòîâ b, c ïðîèñõîäÿò ñîêðàùåíèÿ è ðåçóëüòàò e íå èìååò
çàãîëîâêà "ïëþñ". Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî îäèí èç àðãó-
ìåíòîâ b, c íåêîíñòàíòíûé, ëèáî íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèò îáðàòíûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xxv. Ïåðåõîä ê òàíãåíñó.
Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò âèä äðîáè, òî ïåðåõîä îò ÷àñòíî-
ãî ñèíóñà è êîñèíóñà ê òàíãåíñó ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ
óïðîùåíèé âíåøíåãî êîíòåêñòà.

∀abcd

(
a(sin b)c

d(cos b)c
=

a(tg b)c

d

)
Óñëîâèåì ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ÿâëÿåòñÿ ëèáî âîçìîæíîñòü ïîñëåäóþ-
ùåãî ñîêðàùåíèÿ íà tg b äðîáè âíåøíåãî êîíòåêñòà, ëèáî âîçìîæíîñòü
âûíåñåíèÿ ýòîãî òàíãåíñà çà ñêîáêó èç ÷èñëèòåëåé èëè çíàìåíàòåëåé
äâóõ äðîáåé âíåøíåãî êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

xxvi. Óñìîòðåíèå êâàäðàòà ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà â ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñóìì
ñ åäèíèöàìè. Äëÿ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç (1−cos b)(1+cos b)
ââåäåí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcd(a(1− cos b)c(1 + cos b)c + d = a((sin b)2)c + d)
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Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòíîé äðîáüþ, èìå-
þùåé ÷åòíûé çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

xxvii. Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè ñîêðàùåíèÿ â ñóììå äâóõ ïðîèçâåäåíèé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðèåìû óñìàòðèâàþò âîçìîæíîñòü ñîêðà-
ùåíèÿ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ äâóõ òàêèõ ïðîèçâåäåíèé â ñóììû:
∀abcde(a+b−d−e = 0 → c sin a sin b−c sin d sin e = (c cos(a−b)−c cos(d−
e))/2)
∀abcde(a + b − d − e = 0 → c cos a cos b − c cos d cos e = (c cos(a − b) −
c cos(d− e))/2)
∀abcde(a+b−d−e = 0 → c sin a sin b+c cos d cos e = (c cos(a−b)+c cos(d−
e))/2)
∀abcde(a+b−d−e = 0 → c sin a cos b−c sin d cos e = (c sin(a−b)−c sin(d−
e))/2)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðàìè "íîðì-
ïëþñ", "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xxviii. Ñóììà êîñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà è êâàäðàòà êîñèíóñà ëèáî ñèíóñà.
Ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå êâàäðàòà â êîñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà è
ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ:
∀abcde(d = 2c → a cos d + b(cos c)2 + e = (a + b/2) cos d + b/2 + e)
∀abcde(d = 2c → a cos d + b(sin c)2 + e = (a− b/2) cos d + b/2 + e)
Àðãóìåíò c îäåðæèò íåèçâåñòíûå; êîýôôöèåíòû a, b - íå ñîäåðæàò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

xxix. Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè ñîêðàùåíèÿ ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò ñóì-
ìû ëèáî ðàçíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcd(a− a(b sin d + c cos d)2 = −2abc sin d cos d)
Êîýôôèöèåíòû b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ±1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(d) Ïîïûòêè ïåðåõîäà ê íîâîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó àðãóìåíòó. Â îñíîâíîì,
ïðèåìû äàííîãî ðàçäåëà îðèåíòèðîâàíû íà óìåíüøåíèå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ â âûðàæåíèè.
i. Ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó.
Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "óðàâíìåíüøå" (ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà) ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðè-
åìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ñ åäèíñòâåííîé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé îïåðàöèåé - ñèíóñîì ëèáî êîñèíóñîì ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà:
∀abcd(d = b/2 → a cos b + c = 2a(cos d)2 − a + c)
∀abcd(d = b/2 → a cos b + c = a− 2a(sin d)2 + c)
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå äîëæíî èìåòü âõîæäåíèå
cos d è íå èìåòü äðóãèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, êðîìå cos b,
cos d, sin d, ïðè÷åì ïîñëåäíèå - òîëüêî â ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ. Âòîðîé ñëó-
÷àé - àíàëîãè÷åí, ñ çàìåíîé cos d íà sin d è îáðàòíî. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà
c äîëæíà áûòü íåêîíñòàíòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Íà óðîâíå 5 ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè ïåðåõîäà ê ïîëîâèííîìó àðãó-
ìåíòó ñ ðåêóðñèâíûì îáðàùåíèåì ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå":
∀abcde(d = cos(b/2) & e = 2ad2 − a + c → a cos b + c = e)
∀abcde(d = sin(b/2) & e = a− 2ad2 + c → a cos b + c = e)
Çäåñü ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ d
îò ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàð-
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òèçàöèè, âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Çà-
ìåíà ðåàëèçóåòñÿ ëèøü ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ e ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî âèäà. Äëÿ èíèöèàëèçàöèè ïîïûòêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû îñòàòî÷-
íàÿ ñóììà c èìåëà ñëàãàåìîå, äåëÿùååñÿ íà d, ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìîå
âûðàæåíèå íå ñîäåðæàëî ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ, îòëè÷íûõ îò cos b, d.
Îñòàòî÷íàÿ ñóììà c äîëæíà áûòü íåêîíñòàíòíîé.
Â ñëó÷àå ñèíóñà ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì ïðèåìîì:
∀abcdefn(d = sin(b/2) & e = cos(b/2) & f = a2ndnen+c → a(sin b)n+c = f)
Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû óïðîùàþò ñèíóñ è êîñèíóñ ïîëîâèííî-
ãî àðãóìåíòà, òðåòèé - îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò f èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé âèä. Äëÿ èíè-
öèàëèçàöèè ïîïûòêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäîå ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé
ñóììû c äåëèëîñü íà d ëèáî íà e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

ii. Ïåðåõîä ê àðãóìåíòó, äåëåííîìó íà 3.
∀abcde(d = cos(b/3) & e = 4ad3 − 3ad + c → a cos b + c = e)
∀abcde(d = sin(b/3) & e = −4ad3 + 3ad + c → a sin b + c = e)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò íîâóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ d,
âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò e èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé âèä. Äëÿ èíèöèàëèçàöèè
ïîïûòêè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
A. Êàæäîå íåêîíñòàíòíîå ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé ñóììû c, íå äåëÿùå-

åñÿ íà d, äîëæíî äåëèòüñÿ íà cos(2b/3) (ó âòîðîãî ïðèåìà - íà
sin(2b/3)) è ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå.

B. Ëèáî a íå èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, ëèáî ïðåîáðàçóå-
ìîå âûðàæåíèå íå èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ, îòëè÷-
íûõ îò b è òîãî àðãóìåíòà, êîòîðûé ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåòñÿ
â d.

C. Êàæäîå íåêîíñòàíòíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ c èìååò îáùèé ïàðà-
ìåòð ñ b.

D. Êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ, âõîäÿùàÿ â c, âñòðå÷àåòñÿ â b.
E. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà c íåêîíñòàíòíàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 5.
Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò b èìååò âèä ñóììû, òî äëÿ óñèëå-
íèÿ åãî ñðàâíåíèÿ ñ àðãóìåíòîì, äåëåííûì íà 3, ñîçäàíû äâà äîïîë-
íèòåëüíûõ ïðèåìà:
∀abcdempq(p sin b = sin(3d) & q = (−4a(sin d)3+3a sin d)/p+c(sin d)m+e →
a sin b + c(sin d)m + e = q)
∀abcdempq(p cos b = cos(3d) & q = (4a(cos d)3−3a cos d)/p+c(cos d)m +e →
a cos b + c(cos d)m + e = q)
Àðãóìåíò d èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò
sin(3d) è óáåæäàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò äåëèòñÿ íà sin b (p ðàâíî ±1). Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïåð-
âûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âñå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè ïðå-
îáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ ñóòü ñèíóñû, âòîðîé - êîñèíóñû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

iii. Ïåðåõîä ê äâîéíîìó àðãóìåíòó.
A. ×åòíàÿ ñòåïåíü ñèíóñà.
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∀abcde(a = 2b → d(sin c)a + e = d(1− cos(2c))b/2b + e)
Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàí-
òîé. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
òðåáîâàíèé:
Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå èìååò îòëè÷íîãî îò c òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîãî àðãóìåíòà, êðàòíûì êîòîðîãî ñëóæèò c.
Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåí-
òà, îòëè÷àþùåãîñÿ îò c, áûòü ìîæåò, ëèøü çàìåíîé çíàêà è äîáàâ-
ëåíèåì ðàöèîíàëüíûõ êðàòíûõ ïè, êîòîðûé âñòðå÷àëñÿ áû â êîí-
òåêñòå, íå äîïóñêàþùåì ïåðåõîäà ê äâîéíîìó àðãóìåíòó. Â ÷àñòíî-
ñòè, êàæäîå âõîæäåíèå c äîëæíî äîïóñêàòü òàêîé ïåðåõîä. Ýòî è
ïðåäûäóùåå òðåáîâàíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïðè-
åìàõ. Ïîýòîìó îíè ñãðóïïèðîâàíû â îòäåëüíûé îïåðàòîð ôèëüòðà
"ôèëüòðóäâîåíèÿ", êîòîðûé ó÷èòûâàåò òàêæå ðÿä äîïîëíèòåëü-
íûõ ðåäêî âñòðå÷àþùèõñÿ îñîáåííîñòåé. Îïåðàòîð ðåàëèçîâàí ïî
äèçúþíêòèâíîìó ïðèíöèïó - îí ïåðå÷èñëÿåò îòðèöàíèÿ óñëîâèé
ñðàáàòûâàíèÿ, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ôèëüòð ïðèåìà èìååò âèä
"íå(ôèëüòðóäâîåíèÿ(õ1))".
Êîýôôèöèåíò d íå èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü êîñèíóñà c.
Âûðàæåíèå d + e ïîñëå âûíåñåíèÿ çà ñêîáêó îáùèõ ìíîæèòåëåé
ñëàãàåìûõ d, e, íå ñòàíîâèòñÿ ðàçíîñòüþ êâàäðàòîâ.
Âûðàæåíèå e íå èìååò ñîìíîæèòåëåì ñâîåãî ÷èñëèòåëÿ ñòåïåíü
ñèíóñà.
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2.

B. ×åòíàÿ ñòåïåíü êîñèíóñà.
∀abcde(a = 2b → d(cos c)a + e = d(1 + cos(2c))b/2b + e)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

C. Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñà íà êîñèíóñ.
∀abcd(c(sin a)b(cos a)b + d = c(sin(2a))b/2b + d)
Ëèáî èñòèííî "íå(ôèëüòðóäâîåíèÿ(õ1))", ëèáî âíåøíèé êîíòåêñò
óæå èìååò âõîæäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà 2a, ïðè÷åì
êàæäîå âõîæäåíèå àðãóìåíòà a â ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå äîïóñ-
êàåò ïåðåõîä ê 2a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

D. Ïðîèçâåäåíèå ñóììû òàíãåíñà è åäèíèöû íà èõ ðàçíîñòü.
∀abcdefg(a = cos(2b) & ¬(cos b = 0) & c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → (d− d tg b)c(1 + tg b)ce/f + g = 2cdcace/(a + 1)cf + g)
Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò,
êðàòíûé ëèáî ðàâíûé 2b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

E. ×åòíàÿ ñòåïåíü òàíãåíñà.
∀abcfg(b = 2c & ¬(cos a = 0) → f(tg a)b + g = f((1 − cos(2a))/(1 +
cos(2a)))c + g)
Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå äîëæíî èìåòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àð-
ãóìåíò, îòëè÷íûé îò a. Ëèáî èñòèííî "íå(ôèëüòðóäâîåíèÿ(õ1))",
ëèáî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè b îòëè÷åí îò 2. Âûðàæåíèå g íå èìååò
ñëàãàåìîãî, ñîìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ êîòîðîãî ñëóæèò ñòåïåíü êî-
ñèíóñà a. Ýòî âûðàæåíèå íå èìååò ñîìíîæèòåëåì ñâîåãî ÷èñëèòåëÿ
ñòåïåíü ñèíóñà a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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F. ×åòíàÿ ñòåïåíü êîòàíãåíñà.
∀abcfg(b = 2c & ¬(sin a = 0) → f(ctg a)b + g = f((1 + cos(2a))/(1 −
cos(2a)))c + g)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

G. Óñìîòðåíèå òàíãåíñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abcde(¬(cos b = 0) & ¬(c− c(tg b)2 = 0) → a tg b/e(c− c(tg b)2) + d =
a tg(2b)/2ce + d)
Êîýôôèöèåíò c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåíóëåâîé äåñÿòè÷íîé êîí-
ñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iv. Ïåðåõîä ê òðîéíîìó àðãóìåíòó.
A. Óñìîòðåíèå ñèíóñà òðîéíîãî óãëà.

∀abcd(d = sin(3a) → b cos(a + π/6) cos(−a + π/6) sin a + c = bd/4 + c)
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè îñòàòî÷íàÿ ñóììà c èìååò ñëà-
ãàåìîå, äåëÿùååñÿ íà d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(d = cos(π/6−b/3) cos(π/6+b/3) sin(b/3) → a sin b+c = 4ad+c)
Õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïðîèçâåäåíèÿ d, ñîäåðæàùèé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ, äîëæåí äåëèòü ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ
c. Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî èìåòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò ñ
çàãîëîâêîì "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

B. Óñìîòðåíèå êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà.
∀abcd(d = cos(3a) → b sin(a + π/6) sin(−a + π/6) cos a + c = bd/4 + c)
∀abcd(d = sin(π/6−b/3) sin(π/6+b/3) cos(b/3) → a cos b+c = 4ad+c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

C. Óñìîòðåíèå òàíãåíñà òðîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abcd(¬(cos b = 0) & ¬(1 − 3(tg b)2 = 0) → a tg b(3 − (tg b)2)/c(1 −
3(tg b)2) + d = a tg(3b)/c + d)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

v. Ïðîèçâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè íà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ
îïåðàöèþ òðîéíîãî àðãóìåíòà. Ïðåîáðàçîâàíèå òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ê
âèäó ñóììû äàåò äâà íîâûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòà, îäèí èç
êîòîðûõ âäâîå áîëüøå äðóãîãî:
∀abpqn(b = cos(4a) → p(sin a)n sin(3a) + q = (p(sin a)n−1 cos(2a)−
p(sin a)n−1b)/2 + q)
∀abpqn(b = cos(4a) → p(cos a)n cos(3a) + q = (p(cos a)n−1 cos(2a)−
p(cos a)n−1b)/2 + q)
Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå äîëæ-
íî ñîäåðæàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ ñ òåì àðãóìåíòîì, êîòî-
ðûé âîçíèêàåò ó b ïîñëå óïðîùåíèÿ. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà q íå äîëæíà
èìåòü ñëàãàåìîå, äåëÿùååñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé îò a, 3a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Â
ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñðàçó âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê äâîéíîìó àðãóìåí-
òó:
∀abpq(b = cos(2a) → p cos a cos(3a) + q = (pb + 2pb2 − p)/2 + q)
Àðãóìåíò a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèÿ p, q íå èìåþò íåèç-
âåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, îòëè÷íûõ îò b. Âûðàæåíèå q
íå èìååò âèäà −pb è íå èìååò ñëàãàåìîãî âèäà −pb/2. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

vi. Ïåðåõîä îò ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ñóììå. Ïðå-
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îáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âìåñòî äâóõ ñòàðûõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ àðãóìåíòîâ, íå èìåâøèõ äðóãèõ âõîæäåíèé â ïðåîáðàçóåìîå âû-
ðàæåíèå, âîçíèêàþò äâà íîâûõ, óæå â íåì âñòðå÷àþùèõñÿ:
∀abcdef (c = sin(a− b) & d = sin(a + b) → e sin a cos b + f = e(c + d)/2 + f)
∀abcdef (c = cos(a− b) & d = cos(a+ b) → e cos a cos b+ f = e(c+d)/2+ f)
∀abcdef (c = cos(a− b) & d = cos(a + b) → e sin a sin b + f = e(c− d)/2 + f)
Çäåñü íè îäèí èç ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àð-
ãóìåíòîâ a, b íå èìååò äðóãèõ âõîæäåíèé â ïðåîáðàçóåìîå âûðàæíèå.
Êàæäûé ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò âû-
ðàæåíèé c, d âñòðå÷àåòñÿ â e ëèáî â f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

(e) Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê ñóììå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ýòî - òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé àíàëîã ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèåìà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ïðè
ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(b = a → a = b).
Âûðàæåíèå a ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ", ñíàá-
æåííûì êîììåíòàðèåì "âèäóìíîæåíèå". Ýòî îáåñïå÷èâàåò ïðåîáðàçîâà-
íèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé â ñóììû. Çàòåì îíî îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîé ïîïûòêè
èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "òðèãîíîìåòðèÿ". Óêàçàòåëü "âûõîä" ïðèâîäèò
ê íåìåäëåííîé âûäà÷å ðåçóëüòàòà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà. Ñîçäàíû äâå
âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, íà óðîâíÿõ 2 è 6. Äëÿ ðå-
àëèçàöèè ïåðâîé èç íèõ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
i. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è íå èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
çàãîëîâêà ëèáî çàãîëîâêà "ìèíóñ".

ii. Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "ãðóïïèðîâêà", ñâèäåòåëüñòâóþùèé î íà÷à-
ëå ïîïûòîê ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ.

iii. Âûðàæåíèå a ëèáî èìååò ïðîèçâåäåíèå ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ îïåðàöè-
ÿìè sin, cos, ëèáî èìååò íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ñèíóñà èëè êîñèíóñà.

iv. Åñëè a íåêîíñòàíòíîå, òî ñîäåðæèò ñóììó ëèáî ïðîèçâåäåíèå, ó êîòî-
ðûõ õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ îïåðàíäà èìåþò îáùèé ïàðàìåòð.

v. a ëèáî èìååò ñëàãàåìîå ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ âõîæäåíèÿìè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ - íåèçâåñòíûõ ñóìì, ëèáî èìååò áîëåå îäíîãî
ñëàãàåìîãî ñ áîëåå ÷åì îäíèì âõîæäåíèåì íåèçâåñòíîãî òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîãî àðãóìåíòà, ëèáî èìååò ñëàãàåìîå ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè àðãóìåíòàìè.

vi. a íå èìååò ñëàãàåìîãî, îñíîâàíèå ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ êî-
òîðîãî ïðåäñòàâëÿëî áû ñîáîé ñóììó (â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà äîëæåí
ñðàáîòàòü ïðèåì "îáû÷íîãî" ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê).

vii. a íå èìååò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ ñ íåêîíñòàíòíûì çíàìåíàòåëåì.
viii. ×èñëî âõîæäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé â a áîëåå 1.
ix. Âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ, íàêëàäûâàåìûå îïåðàòîðîì "ôèëüòðìíîæè-

òåëåé", êîòîðûé óæå ðàññìàòðèâàëñÿ âûøå â ïðèåìå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé ïóòåì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé. Îí îöåíèâàë
öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íàéäåííîãî ðàçëîæåíèÿ, ñðàâíèâàÿ
åãî ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì.

Âòîðàÿ âåðñèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
i. Ñì. ïóíêòû i,ii,iv ïåðâîé âåðñèè;
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ii. a èìååò ëèáî ïðîèçâåäåíèå íå ìåíåå ÷åì äâóõ îïåðàöèé sin, cos, ëèáî
íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ñèíóñà èëè êîñèíóñà, íå ðàñïîëîæåííûå â îñíî-
âàíèè ñòåïåíè ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì.

iii. Åñëè a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî èìååò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé.

iv. Åñëè a ñîäåðæèò íåèçâåñòíåûå, òî ÷èñëèòåëü ðåçóëüòàòà b íå èìååò
ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñóììó ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ âõîæäåíèÿìè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé.

v. a íå ñîäåðæèò íåêîíñòàíòíûõ ëîãàðèôìîâ.
(f) Ñïåöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè.

i. Ïåðåõîä ê âûðàæåíèþ ñ èäåíòè÷íûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îïåðàöè-
ÿìè.
∀ade(d(cos a)2 + e = d− d(sin a)2 + e)
a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. e ñîäåðæèò sin a è íå ñîäåðæèò äðóãèõ íåèç-
âåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Êîýôôèöèåíò d íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ; e íå èìååò âèäà ±k(sin a)2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ ïåðåõîäà ê êîñèíóñó:
∀ade(d(sin a)2 + e = d− d(cos a)2 + e)

ii. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê êîñèíóñó ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà. Åñëè âûðàæå-
íèå èìååò âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîãî êîñèíóñà ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà,
à åäèíñòâåííàÿ îòëè÷íàÿ îò ýòîãî êîñèíóñà íåèçâåñòíàÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ - êîñèíóñ äàííîãî àðãóìåíòà, òî îíà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ïîëîâèííûé àðãóìåíò:
∀abcdef (e = cos(b/2) & f = a(2e2 − 1)c + d → a(cos b)c + d = f)
Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò êî-
ñèíóñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà, à âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó
"âèäóìíîæåíèå". Óêàçàòåëü "âûõîä" îáåñïå÷èâàåò íåìåäëåííóþ âû-
äà÷ó ðåçóëüòàòà. ×èñëèòåëü âûðàæåíèÿ f íå äîëæåí èìåòü ñâîèì ñî-
ìíîæèòåëåì ñóììó ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ íåèçâåñòíûìè òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèìè îïåðàöèÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iii. Ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû ñèíóñà è êîñèíóñà ê âèäó ñèíóñà.
∀abcd(d = sin(c + π/4) → a sin c + a cos c + b =

√
2ad + b)

Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â a, b íåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
àðãóìåíòîâ, îòëè÷íûõ îò òîãî, êîòîðûé âîçíèêàåò â âûðàæåíèè d ïî-
ñëå óïðîùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iv. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïå-
ðàöèåé.
∀abcd(a sin b + c sin b + d = (a + c) sin b + d)
∀abcd(a cos b + c cos b + d = (a + c) cos b + d)
Êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; àðãóìåíò b - ñîäåðæèò.
Êàæäîå íåèçâåñòíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ d îòëè÷àåòñÿ îò äâóõ ãðóï-
ïèðóåìûõ ñëñãàåìûõ òîëüêî èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Îáðûâ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè äëÿ ïðîñòåéøèõ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñò-
íûìè. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå ñ íåèç-
âåñòíûìè, äëÿ êîòîðîãî óæå ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíûå ñðåäñòâà ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ íóëåâîé ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòüþ, òî ðàáîòà
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íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå" îáðûâàåòñÿ.
i. Ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà è èõ ñóììû.
∀abcx(a sin x cos x + b sin x + b cos x + c = a sin x cos x + b sin x + b cos x + c)
Êîýôôèöèåíòû a, b, c èçâåñòíû; x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü
"âûõîä"îáåñïå÷èâàåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó òåêóùåãî âûðàæåíèÿ êàê
ðåçóëüòàòà îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "âèäóìíîæåíèå". Ïðåäâàðèòåëüíî
îíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

ii. Ðàçíîñòü ëèáî ñóììà îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé.
∀abn(an − bn = an − bn)
Âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ. n
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé.

iii. Ëèíåéíîå âûðàæåíèå ñ ñèíóñîì è êîñèíóñîì.
∀abcd(a sin b + c cos b + d = a sin b + c cos b + d)
Êîýôôèöèåíòû a, c è ñëàãàåìîå d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; àðãóìåíò
b - ñîäåðæèò.

Çàâåðøàÿ ñïèñîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, âîç-
âðàùàåìñÿ ê êîðíåâîìó ñïèñêó ðàçäåëîâ íîðìàëèçàòîðà. Çäåñü îñòàþòñÿ ëèøü
íåáîëüøèå äîïîëíåíèÿ.

19. Äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû óñìîòðåíèÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.
∀abcdepquv(a

2 − d = 0 & c2 + e = 0 & p − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(p) − even) →
u(a
√

(b) + c)q(db + e)p + v = u(a
√

(b) + c)q+p(a
√

b + c)q+p(a
√

b− c)p + v)

∀abcdepquv(a
2 − d = 0 & c2 + e = 0 & p − rational & çíàìåíàòåëü(p) − even & 0 ≤

db + e & 0 ≤ a
√

b − c → u(a
√

(b) + c)q(db + e)p + v = u(a
√

(b) + c)q+p(a
√

b +

c)q+p(a
√

b− c)p + v)

Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ìíîæèòåëü db+e åñòü ðàçíîñòü êâàäðàòîâ âûðàæåíèé a
√

b, c.
Òàê êàê ñòåïåíü ñóììû ýòèõ âûðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ äðóãèì ìíîæèòåëåì, òî ðàç-
íîñòü êâàäðàòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñóììû íà ðàçíîñòü. Ïðè-
åì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4.

20. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ äâóõ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìíîæèòåëè îäíîãî êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ âêëþ÷àþòñÿ
â äðóãîå:

∀abcdef

(
0 ≤ e− c → a

c∏
n=d

f(n) + b
e∏

n=d

f(n) =
c∏

n=d

f(n)

(
a + b

e∏
n=c+1

f(n)

))

Ïåðåìåííàÿ f âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

21. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè áèêâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðè-
ðîâàíèè. Íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü èñõîäíîå âûðàæå-
íèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì
ðàäèêàëû íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîýòîìó ïðèåìëåìû:
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∀abcdefg(0 < a & 0 < c & e =
√

a & f =
√

c & g = 2ef−b & 0 < g → ah4d+bh2d+c =
(eh2d −√ghd + f)(eh2d +

√
ghd + f))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íîðìÈíòåãðàë h), îçíà÷àþùèé, ÷òî h - ïåðåìåííàÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå âõîäèò â êîýôôèöèåíòû. Ðàçðåøàåòñÿ
îòñóòñòâèå ÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòîì b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

22. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ýòîì ðàçäåëå èìååòñÿ âñåãî îäèí ïðèåì:
∀ab(a(ch b)2 − a = a(sh b)2)

Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî îáó÷èòü ðåøàòåëü ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè
âûðàæåíèé ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

23. Ñèãíóì ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abcd(a + sg(bc)d = a + sgbsgcd
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ a èìåëî ìíîæèòåëü âèäà sg(kb),
ãäå k ìîæåò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Åñëè ñàìî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò
âèä ñèãíóìà ïðîèçâåäåíèÿ, òî ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïðèåì:
∀ab(sg(ab) = sgasgb)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

24. Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abcd(a + |bc|d = a + |b||c|d)

Êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ a äîëæíî èìåòü ìíîæèòåëü âèäà |kb|. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

25. Ðàçíîñòü ïîä ñèãíóìîì. Åñëè ýòî äàåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóþùåå âû-
ðàæåíèå, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ ðàçíîñòè è âûíåñåíèå ìèíóñà
íàðóæó:
∀abcde(sg((b− a)c)d + e = e− sg((a− b)c)d)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ b.
Êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ e äåëèòñÿ ëèáî íà sg(k(b−a)), ëèáî íà sg(k(a−b)),
ïðè÷åì ïðåäñòàâëåíû îáà òèïà ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

26. Íîðìàëèçàöèÿ ñòåïåííûõ ñîìíîæèòåëåé.
∀abcn((−a)nb + c = anb + c)

Çäåñü n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé êîíñòàíòîé.
∀abc((

√
a)2b + c = ab + c)

27. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà.
Ýòîò àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÃÅÍÎËÎÃå òàê, ÷òî â íåì èñïîëüçóþòñÿ íå ëîãè-
÷åñêèå ñòðóêòóðû äàííûõ, à îáû÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå (÷èñëà, ìàññèâû, è ò.ï.).
Ïîýòîìó îïèñàíèå äàííîé ðåàëèçàöèè áóäåò îòëîæåíî äî òåõ ðàçäåëîâ, ãäå ðå÷ü
ïîéäåò î âû÷èñëåíèÿõ íà ÃÅÍÎËÎÃå.
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Óïðîùåííûé íîðìàëèçàòîð ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "ôàêòîðèçàöèÿ"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü
íàèáîëåå ÿâíî óñìàòðèâàåìûìè ñëó÷àÿìè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Îí ñîäåðæèò
ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþùèå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå":

1. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ.
2. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñóìì, èìåþùèõ êàæäàÿ äâà ñëàãàåìûõ.
3. Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.
4. Ðàçíîñòü êóáîâ.
5. Ñóììà êóáîâ.
6. Ñóììà ðàçíîñòè êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë è èõ æå ðàçíîñòè.
7. Ñóììà ðàçíîñòè êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë è èõ æå ñóììû.
8. Êóá ñóììû.
9. Êóá ðàçíîñòè.
10. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ ïîä êîðíåâûì ìèíóñîì.
11. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñóììû, ÿâëÿþùåéñÿ ñîìíîæèòåëåì ñëàãàåìîãî.
12. Ñèãíóì ïðîèçâåäåíèÿ.
13. Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ ðàçíîñòè ïîä ñèãíóìîì.
14. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ äâóõ ìîäóëåé.

Íîðìàëèçàòîð ñòàíäàðòèçàöèè ïðîèçâåäåíèé ñ íåèçâåñòíûìè "óðàâíóìíî-
æåíèå"

1. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé íåèçâåñòíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíåé ñ èçâåñòíûìè îñíî-
âàíèÿìè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → acbc = (ab)c)

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc = (ab)c)

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à c - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Îáðàùåíèå ê ñòàíäàðòèçàöèè ñîìíîæèòåëåé.
∀abc(c = a → ab = bc)

Àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó "íîðìóðàâí", êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü äèñïåò÷å-
ðà ïðè îáðàùåíèÿõ ê íîðìàëèçàòîðàì ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé ñ íåèçâåñò-
íûìè. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 2.

3. Óìíîæåíèå íà äðîáü.
∀abc(c(a/b) = (ac/b))

Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 1.
4. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ óìíîæåíèé.
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Íîðìàëèçàòîðû "ïðåäâóìíîæåíèå" è "ñòàíäóìíîæåíèå"

Ýòè íîðìàëèçàòîðû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ñòàíäàðòèçàöèè ïðîöåäóðîé "âèäóìíîæåíèå"
÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé äðîáåé. Ïðèìåðû èõ ïðèåìîâ ïðèâîäèëèñü âûøå.

Àíàëèçàòîð "íåèçâìíîæèòåëè"

Àíàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèé, âîçíèêàþùèõ ïðè äåëåíèè äðóã
íà äðóãà äâóõ óðàâíåíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîå äåëåíèå ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ
ëåâûõ ÷àñòåé íà íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü. Â àíàëèçàòîðå èìååòñÿ âñåãî òðè ïðèåìà,
îäèí èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò äåëåíèå óðàâíåíèé, à äâà äðóãèõ - âûïîëíÿþò ïðåäâàðè-
òåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ñðàáàòûâàíèþ ïåðâîãî.

1. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè íåèçâåñòíîé ñóììû - îñíîâàíèÿ ñòåïåíè
ñîìíîæèòåëÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïðèåì "èçìåëü÷àåò" íåèçâåñòíûå ìíî-
æèòåëè ëåâîé ÷àñòè, ÷òîáû ïðè ïîñëåäóþùåì äåëåíèè óðàâíåíèé âûÿâèëèñü
âîçìîæíûå ñîêðàùåíèÿ.
∀abcdef (a(b + c)f = d & e = b + c → aef = d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîñûëêîé âíóòðåííåé çà-
äà÷è àíàëèçàòîðà. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îñíîâàíèå ñòåïåíè b + c ñîäåðæàëî íåèç-
âåñòíûå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå" äëÿ
ðàçëîæåíèÿ äàííîãî îñíîâàíèÿ íà ìíîæèòåëè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ðàç-
ëîæåíèÿ ëèáî èìååò íå ìåíåå äâóõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé, ëèáî èìååò
ñîìíîæèòåëü - íåèçâåñòíóþ ñòåïåíü. Óêàçàòåëü "ïðîîáðàç(1)" ðåãèñòðèðóåò â
êîììåíòàðèÿõ èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî âûâå-
äåííîìó íîâîìó óðàâíåíèþ aef = d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûâîä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ èìåþò îáùèé
íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü. Ôàêòè÷åñêè, ýòîò ïðèåì âûïîëíÿåò äåëåíèå óðàâíå-
íèé.
∀abcde(ad = b & ae = c → be− cd = 0)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óðàâíåíèÿìè èç ñïèñêà ïîñûëîê
âíóòðåííåé çàäà÷è àíàëèçàòîðà. a - îáùàÿ ÷àñòü ñîìíîæèòåëåé ëåâûõ ÷àñòåé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç îñòàòî÷-
íûõ ïðîèçâåäåíèé d, e òîæå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðàâûå ÷àñòè b, c äîëæíû
áûòü èçâåñòíûìè. Ïðèåì âûâîäèò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óðàâíåíèé (ïåðâîå
äîìíîæàåòñÿ íà e, âòîðîå - íà d, è âûïîëíÿåòñÿ âû÷èòàíèå), êîòîðàÿ ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåçóëüòàò äåëåíèÿ óðàâíåíèé è èñêëþ÷åíèÿ çíàìåíàòå-
ëåé. Íåíóëåâàÿ ÷àñòü ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "âèäóìíîæåíèå", à ñàìà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ - íîðìàëèçàòîðîì ÷èñ-
ëîâûõ ðàâåíñòâ "íîðì÷èñëî". Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äèçúþíêòèâíîå
óòâåðæäåíèå ëèáî ëèíåéíîå óðàâíåíèå, òî ðàáîòà àíàëèçàòîðà îáðûâàåòñÿ, à
íàéäåííîå óòâåðæäåíèå ïåðåñûëàåòñÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ
óêàçàòåëåì "îáðûâ(èëè(çàãîëîâîê(ðåçóëüòàò èëè)ëèíåéíîåóðàâíåíèå(ðåçóëüòàò
íåèçâåñòíûå)))". Åñëè óðàâíåíèÿ èìåþò íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïå-
ðàöèè, òî ââîäèòñÿ ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå òðóäîåìêîñòè. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà
óðîâíå 1.

3. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé ñ öåëüþ ïîëó÷èòü â ëåâîé ÷àñòè ïðîèçâå-
äåíèå íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé. Ïðèåì óíè÷òîæàåò â äâóõ èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ
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ïî îäíîìó íåèçâåñòíîìó ñëàãàåìîìó è ïûòàåòñÿ ðàçëîæèòü ïîëó÷åííóþ íîâóþ
ëåâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè:
∀abcdefghi(ah + b = c & ai + d = e & f = bi− dh & g = ci− eh → f = g)

Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè àíàëèçàòîðà.
Èõ ëåâûå ÷àñòè èìåþò "ïîäîáíûå" ñëàãàåìûå ah, ai (a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå;
h, i - íå ñîäåðæàò). Òðåòèé àíòåöåäåíò ñòðîèò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëåâûõ
÷àñòåé, óíè÷òîæàþùóþ ýòè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, è îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòî-
ðó "âèäóìíîæåíèå". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ñòðîèò ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ïðàâûõ ÷àñòåé è ðàñêðûâàåò â íåé ñêîáêè ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçà-
òîðà "ñòàíäïëþñ". Ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äîëæíû áûòü ñâîáîäíû îò äðîáíûõ
ñëàãàåìûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîâàÿ ëåâàÿ ÷àñòü f ëèáî èìååò íå ìåíåå äâóõ
íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé, ëèáî èìååò ñîìíîæèòåëåì íåèçâåñòíóþ ñòåïåíü.
Ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî". Åñ-
ëè ïðè ýòîì âîçíèêàåò äèçúþíêöèÿ íåñêîëüêèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî ðàáîòà
àíàëèçàòîðà îáðûâàåòñÿ, à äèçúþíêöèÿ ïåðåäàåòñÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "äðîáü"

Âûðàæåíèå "äðîáü(a b)", îáîçíà÷àþùåå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ a íà b, ïðîðèñîâûâàåòñÿ
ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå

a

b
.

Äâîåòî÷èå è êîñàÿ ÷åðòà íå ïðåäóñìîòðåíû. Ñïðàâî÷íèêè "àðíîñòü", "îäç", "òèïäàí-
íûõ", "îáëàñòü", "åäèíèöà", "çàìåíàçíàêà" îïðåäåëÿþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îïåðà-
öèè (èìååò äâà îïåðàíäà, îïðåäåëåíà íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ, çíàìåíàòåëü äîëæåí
áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ, îïåðàöèÿ ïðèíèìàåò ëþáûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ è èìå-
åò åäèíèöó 1 äëÿ âòîðîãî îïåðàíäà, äîïóñêàåò âûíåñåíèå ìèíóñà èç çíàìåíàòåëÿ è
÷èñëèòåëÿ). Ñïðàâî÷íèê "ìîíîòîííî" óêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå äðîáè, èìåþùåé ïî-
ëîæèòåëüíûé çíàìåíàòåëü, ìîíîòîííî íåóáûâàåò ïðè ìîíîòîííîì íåóáûâàíèè ÷èñ-
ëèòåëÿ. Ñïðàâî÷íèê "êîíñò" óêàçûâàåò, ÷òî ïðè íóëåâîì ÷èñëèòåëå çíà÷åíèå äðîáè
îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë" îïðåäåëÿåò îïåðàòîðû ËÎÑà, èñïîëüçóå-
ìûå äëÿ äåëåíèÿ ÷èñåë, ïðåäñòàâëåííûõ â âû÷èñëèòåëüíûõ ôîðìàòàõ "ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé" è "äëèííîå öåëîå". Ðÿä äðóãèõ ñïðàâî÷íèêîâ ïðåäîñòàâëÿåò äëÿ ñèìâîëà
"äðîáü" èíôîðìàöèþ, èñïîëüçóåìóþ ïðîöåäóðàìè áàçû òåîðåì è ãåíåðàòîðà ïðèå-
ìîâ.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

Äëÿ ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè äðîáíûõ âûðàæåíèé ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Íîëü â ÷èñëèòåëå.

∀a

(
0

a
= 0

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Óêàçàòåëü "íîðìàëèçàòîð" èíèöèèðóåò îáðà-
ùåíèå ê ïðîöåäóðå äîïîëíèòåëüíîé ñòàíäàðòèçàöèè íàäâûðàæåíèÿ ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ çàìåíû. Òàêèì îáðàçîì óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî ñêàíèðîâàíèé.
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2. Åäèíèöà â çíàìåíàòåëå.

∀a

(a

1
= a
)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
3. Ñîêðàùåíèå ÷èñëîâîé äðîáè.

∀abc

(
c =

a

b
→ a

b
= c
)

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíò
îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñîêðàùäðîáè", ðåàëèçîâàííîìó íà ËÎÑå è îáåñ-
ïå÷èâàþùåìó ïîëó÷åíèå òåðìà - ïðîñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè, áûòü ìîæåò,
ðàñïîëîæåííîé ïîä îïåðàöèåé "ìèíóñ". ×èñëèòåëü ýòîé äðîáè íåîòðèöàòåëåí,
çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí. Åñëè a ðàâíî 1 ëèáî c ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé äðîáüþ,
ïðèìåíåíèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ïðèâåäåíèå ÷èñëîâîé äðîáè ê âèäó ñîñòàâíîé äðîáè.

∀abc

(
c =

a

b
→ a

b
= c
)

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïðè÷åì b
ìåíüøå a. Àíòåöåäåíò ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå ê âèäó ñîñòàâíîé äðîáè, èñïîëü-
çóÿ íîðìàëèçàòîð "ñîñòàâíàÿäðîáü". Ýòîò íîðìàëèçàòîð ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå
è îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå òåðìà - ñóììû íàòóðàëüíîãî ÷èñëà è ïðîñòîé íåñî-
êðàòèìîé äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ. Ïåðåõîä ê ñîñòàâíîé
äðîáè â ñåðåäèíå âû÷èñëåíèé ðåäêî áûâàåò öåëåñîîáðàçåí. Ïîýòîìó ïðèåì ïðè-
ìåíÿåòñÿ âñåãî â äâóõ ñëó÷àÿõ: åñëè äðîáü - êîðíåâàÿ, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
êàêîãî-ëèáî âíåøíåãî òåðìà, è åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì ñóììû, óæå èìå-
þùåé â ñâîåì ñîñòàâå äåñÿòè÷íóþ êîíñòàíòó. Ýòà êîíñòàíòà áóäåò ñëîæåíà ñ
íàòóðàëüíîé ÷àñòüþ ñîñòàâíîé äðîáè, è âèä âûðàæåíèÿ íå óñëîæíèòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìîâ òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñîñòàâíîé äðîáè
îòíîñÿòñÿ ê êîíêðåòíûì åäèíèöàì èçìåðåíèÿ (íàïðèìåð, ïåðåâîä äðîáíîãî ÷èñ-
ëà ðóáëåé â ðóáëè è êîïåéêè).

5. Ñîêðàùåíèå ÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå äðîáè.

∀abcd

(
ad

bc
=

(a/b)d

c

)
Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Âûðàæåíèå
a/b â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñîêðàùäðîáè". Îí
ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå è äàåò òåðì äëÿ ïðîñòîé íåñîêðàòèìîé äðîáè. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî äðîáü óäàëîñü ñîêðàòèòü. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå äðîáíîå âûðàæåíèå óæå
ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì, òî ïîïûòêà ñî-
êðàùåíèÿ áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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6. Óìíîæåíèå íà äðîáü.
Çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ ñëó÷àåâ (óìíîæåíèå äðîáè íà åäèíèöó èçìåðåíèÿ ëèáî
óìíîæåíèå íà äðîáíóþ åäèíèöó èçìåðåíèÿ), âíåøíèå ìíîæèòåëè ïåðåíîñÿòñÿ
â ÷èñëèòåëü äðîáè:

∀abc

(
c
a

b
=

ac

b

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Äåëåíèå íà äðîáü.

∀abc

(
b

c/a
=

ab

c

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Äåëåíèå äðîáè.

∀abc

(
b

ac
=

b/c

a

)
Íàïðàâëåíèå çàìåíû - ñïðàâà íàëåâî. Îñòàëüíîå - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ïðèåìó.

9. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç ÷èñëèòåëÿ.

∀ab

(
− b

a
=
−b

a

)
Íàïðàâëåíèå çàìåíû - ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç çíàìåíàòåëÿ.

∀ab

(
a

−b
= −a

b

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Ñîêðàùåíèå äðîáè.

∀abc

(ac

bc
=

a

b

)
Êîìïèëÿòîð èñïîëüçóåò äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ c ïðîöåäóðó "àë-
ãåáðïåðåñå÷åíèå", òàê ÷òî ïðèåì óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèÿ äàæå
â íåñêîëüêî çàìàñêèðîâàííûõ ñèòóàöèÿõ. Íàïðèìåð, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
ìîãóò áûòü íå ïðîèçâåäåíèÿìè, à ñòåïåíÿìè ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè, íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè è ò.ï. Îòëè÷èå ìíîæèòåëÿ c îò íóëÿ ñïåöèàëüíî íå ïðîâåðÿ-
åòñÿ, òàê êàê âûòåêàåò èç óñëîâèé íà î.ä.ç. ïðåîáðàçóåìîé äðîáè. Òåì íå ìåíåå, â
îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òàêàÿ ïðîâåðêà ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ (äðîáü ðàñïîëîæåíà
ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", íî íå âíóòðè èíòåãðàëà), åå âûïîëíÿåò îäèí èç
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ôèëüòðîâ. Îñòàòî÷íûå ìíîæèòåëè a, b îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôàê-
òîðèçàöèÿ", à ðåçóëüòèðóþùàÿ äðîáü - íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäðîáü". Çäåñü
ìîæåò ïðîèçîéòè äîïîëíèòåëüíîå ñîêðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
×òîáû óñìàòðèâàòü âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèÿ íà îáùèé êîíñòàíòíûé ìíîæè-
òåëü a ñëàãàåìûõ ÷èñëèòåëÿ, äîáàâëåí åùå îäèí ïðèåì:

∀abcde

(
¬(a = 0) → (ab + ac)e

ad
=

(b + c)e

d

)
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Îáû÷íî ïðèåì
ñðàáàòûâàåò, åñëè b, c òîæå êîíñòàíòíûå. Íàïðèìåð, îí íåîáõîäèì äëÿ çàìå-
íû (2−

√
2)/2

√
2 99K (

√
2− 1)/2). Åñëè a èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ

äðîáíûì ïîêàçàòåëåì, òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå òàêîé æå ñòåïåíè ñðåäè "ÿâíûõ"
ñîìíîæèòåëåé çíàìåíàòåëÿ. Ýòèì ïðåäîòâðàùàþòñÿ íåæåëàòåëüíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïåðåíåñåíèÿ èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëü, íàïðèìåð, (2−

√
2)/2 99K

(
√

2− 1)/
√

2). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
12. Ñîêðàùåíèå íà îáùèé ìíîæèòåëü îñíîâàíèé äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïî-

êàçàòåëÿìè.
Îáû÷íî îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðåîáðàçóåò ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîèçâå-
äåíèå ñòåïåíåé, à ñòåïåíü äðîáè - â îòíîøåíèé ñòåïåíåé. Îäíàêî, èíîãäà òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå íåâûïîëíèìî, òàê êàê ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ î.ä.ç. (íàïðèìåð,
ê èçâëå÷åíèþ êâàäðàòíûõ êîðíåé èç îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë). Òîãäà ñòåïåíè ïðî-
èçâåäåíèé è äðîáåé ñîõðàíÿþòñÿ, è äëÿ ðàáîòû ñ íèìè íóæíû äîïîëíèòåëüíûå
ïðèåìû. Îäèí èç òàêèõ ïðèåìîâ - ñîêðàùåíèå äâóõ ñòåïåíåé ïðîèçâåäåíèé,
èìåþùèõ îäèíàêîâûå ïîêàçàòåëè:

∀abcdefg

(
¬(b = 0) → a(bc/g)d

e(bf)d
=

a(c/fg)d

e

)
Óêàçàòåëü "åäèíèöà" äîïóñêàåò îáðàùåíèå â åäèíèöó ïåðåìåííûõ a, c, e, f, g.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ñîêðàùåíèå äëÿ ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë è ïðîèçâåäåíèÿ îäèíàêîâûõ
ñòåïåíåé ýòèõ ÷èñåë. Êàê è ïðåäûäóùèé, äàííûé ïðèåì âûïîëíÿåò ñîêðàùåíèå
äëÿ ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ:
∀abcdpq(c − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & 0 < ab → pacbc/q(ab)d =
p(ab)c−d/q)

Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïðèìåíÿòü ïðèåì ñ "ïåðåâåðíóòûìè" ÷èñëèòåëåì
è çíàìåíàòåëåì. Åñëè âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à d ñîäåðæèò,
òî ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Óñòðàíåíèå îòðèöàòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â ñîìíîæèòåëå ÷èñëèòåëÿ ëèáî
çíàìåíàòåëÿ.

∀abcd

(
a−bc

d
=

c

abd

)
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∀abcd

(
a

b−cd
=

abc

d

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

15. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè.

∀abc

(
a

b
+

c

b
=

a + c

b

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Äåéñòâèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè
ñóììà äðîáåé ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ëèáî àðãóìåíòîì òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé îïåðàöèè: â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ íàïðàâëåíà íà ïîëó-
÷åíèå ÿâíûõ ñóìì. Îíî áëîêèðóåòñÿ òàêæå ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà ïî äàííîé
òåîðåìå - äëÿ êîíñòàíòíûõ ÷èñëèòåëåé. Êàê è ïåðâàÿ, îíà áëîêèðóåòñÿ äëÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé è ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè.
Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè äàåò
ñóùåñòâåííûå óïðîùåíèÿ, îíî âûïîëíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé:

∀abcd

(
a + b

c
+

d− b

c
=

a

c
+

d

c

)

∀abc

(
a

b
− a + c

b
= −c

b

)

∀abcde

(
a(c− d)

b
+

a(d + e)

b
=

a(c + e)

b

)
Ïåðâûå äâà ïðèåìà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0, ïîñëåäíèé - 1.

16. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê äëÿ ñóììû ñ äðîáüþ, ïðèâîäÿùåå ê ñîêðàùåíèÿì, óñòðà-
íÿþùèì äðîáü:

∀abcde

(
e =

a

c
→ a

(
b

c
+ d

)
= be + ad

)
Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäðîáü".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå e íå ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì. Ïîïûò-
êà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ, åñëè b/c - êîíñòàíòà ëèáî a èìååò ñâîèì
ìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñóììû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

17. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå äðîáè äëÿ óïðîùåíèÿ ñóììû. Åñëè ñëàãàåìîå ÷èñëèòåëÿ
äðîáè äåëèòñÿ íà çíàìåíàòåëü, òî âíåøíþþ ñóììó èíîãäà óäàåòñÿ óïðîñòèòü,
âûíåñÿ äàííîå ñëàãàåìîå èç ÷èñëèòåëÿ íàðóæó è ñîêðàòèâ íà çíàìåíàòåëü:

∀abc

(
a +

b− ac

c
=

b

c

)
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∀abc

(
−a +

ab + c

b
=

c

b

)

∀abc

(
a− ab + c

b
= −c

b

)
Ïåðâûå äâà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2, ïîñëåäíèé - íà óðîâíå 1. Åùå îäèí
ïðèåì ýòîé ñåðèè óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñëîæèòü äâå ÷èñëîâûõ êîíñòàíòû:

∀abcd

(
a + bc

c
+ d =

a

c
+ b + d

)
Çäåñü b, d - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

18. Çàíåñåíèå âíåøíåãî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ â äðîáíûå ñëàãàåìûå.
Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî",
ïðåäïðèíèìàåòñÿ âíåñåíèå ÷èñëîâûõ ìíîæèòåëåé, ðàñïîëîæåííûõ ïåðåä ñóì-
ìîé ñ äðîáíûìè ñëàãàåìûìè, âíóòðü ýòîé ñóììû:

∀abcd

(
d(

a

b
+ c) =

ad

b
+ cd

)
Ïåðåìåííàÿ d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷èñëîâîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.

19. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå äðîáè ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà.

∀abcd

(
a + bc

bd
=

a

bd
+

c

d

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå b
ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ, à âûðàæåíèÿ c, d íå ñîäåðæàò. Òàêèì îáðà-
çîì, â íàéäåííîì îòâåòå âûäåëÿåòñÿ êîíñòàíòíûé ÷ëåí c/d è ïðîèñõîäèò óïðî-
ùåíèå âàðüèðóåìîé ÷àñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

20. Óñìîòðåíèå ïîäîáíîãî ñëàãàåìîãî â ÷èñëèòåëå äðîáè. Ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà
òå îñîáûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ çàáëîêèðîâàíî èñêëþ÷åíèå äðîáíûõ ñëàãàåìûõ
÷èñëèòåëÿ. Îí óñìàòðèâàåò äâå ïîäîáíûå äðîáè - ñðåäè ñëàãàåìûõ ÷èñëèòåëÿ
è ñðåäè ñëàãàåìûõ âíåøíåé ñóììû:

∀abmnkpq

(
a + bm/n

k
+

bp

q
=

a

k
+

(mk + pnk)b

nkq

)
Ïåðåìåííûå m, n, k, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè. Âûðàæåíèå b íåêîí-
ñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

21. Ñîêðàùåíèå äðîáè ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.

∀abcdn

(
a− b = 0 → anc

bnd
=

c

d

)
Óêàçàòåëü "äðîáü" îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷èñëè-
òåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ðàâåíñòâî äðîáè íóëþ

∀ab

(
¬(b = 0) → a = 0 ↔ a

b
= 0
)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðåäóñìîòðåí àíàëîãè÷íûé ïðèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàâíà íóëþ ñóììà äâóõ äðî-
áåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè, à ñëîæåíèå ýòèõ äðîáåé ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì
áûëî çàáëîêèðîâàíî:

∀abc

(
¬(b = 0) → a

b
+

c

b
= 0 ↔ a + c = 0

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Åñëè èç êîíòåêñòà íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî çíàìåíàòåëü èìååò íåíóëåâîå çíà÷åíèå,
òî óñìîòðåíèå íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ äðîáè îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:

∀ab

(
¬(a = 0) → ¬(

a

b
= 0)

)
Ôàêòè÷åñêè ïðèåì ñðàáàòûâàåò ëèøü â î÷åíü ñïåöèàëüíîé ñèòóàöèè: ïðè ðåäàêòèðî-
âàíèè îòâåòà, êîãäà ñîïðîâîæäàþùèå ïî î.ä.ç. ïîñûëêè óæå îòáðîøåíû, ïðîèñõîäèò
ïîïûòêà îáúåäèíèòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ îáùèì, à ïîäñòàíîâêà ÷àñòíîãî çíà÷åíèÿ îá-
ðàùàåò â íîëü íåêîòîðûé çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîé äðîáüþ â îäíîé ÷àñòè

Óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè äðîáíûìè âûðàæåíèÿìè îáû÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ ðåøàòå-
ëåì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: ñíà÷àëà âñå íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå ãðóïïèðóþòñÿ â ëåâîé
÷àñòè, à èçâåñòíûå - â ïðàâîé, çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ñëîæåíèå äðîáåé â ëåâîé ÷àñòè, è
íàêîíåö, ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå çíàìåíàòåëÿ. Ïîñëåäíèé ýòàï ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì ïðèåìîì:

∀abcdepqrs

(
a

b
=

dp

es
& c =

pq

rs
& ¬(b = 0) → a

b
= c ↔ p = 0 ∨ dr = eq

)
Ëåâàÿ ÷àñòü a/b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ïðàâàÿ ÷àñòü c - íå ñîäåðæèò. Òåêóùàÿ çàäà-
÷à èìååò òèï "îïèñàòü" ëèáî "èññëåäîâàòü". Óðàâíåíèå íå îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü
êîðíåâûì - îíî ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ ïîä îòðèöàíèåì, äèçúþíêöèåé, âíóòðè êâàíòî-
ðîâ èëè îïèñàòåëåé. Îäíàêî, åñëè c - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â ëåâîé ÷àñòè
è ñâÿçàííàÿ âíåøíèì êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïåðâûé è
âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Îíè ñíà÷àëà îáðàùà-
þòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèé
a, b, c. Çàòåì èäåíòèôèöèðóþòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü p ÷èñëèòåëåé îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ, à òàêæå îáùèé ìíîæèòåëü s çíàìåíàòåëåé. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", ïðîâåðÿåò îòëè÷èå îò íóëÿ çíàìåíàòåëÿ ëåâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñðàçó ñîêðàòèòü óðàâíåíèå íà s.
Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâà íóëþ îáùåãî
ìíîæèòåëÿ p ÷èñëèòåëåé è ðåçóëüòàòà èñêëþ÷åíèÿ çíàìåíàòåëåé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ
ïîñëå ñîêðàùåíèÿ èõ íà p. Ïðè ïðîâåðêå óñëîâèÿ ¬(b = 0) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-
âàòü èñõîäíîå çíà÷åíèå b, åùå äî ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ åãî íà ìíîæèòåëè. Ñ ýòîé
öåëüþ ââåäåí óêàçàòåëü "êîïèÿ(ôèêñ(3 1 1))". Îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âè-
äóìíîæåíèå" íåñêîëüêî îãðàíè÷åíû: ïåðåä ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ
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a ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò îáùóþ ïåðåìåííóþ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ c; ïåðåä ðàçëîæå-
íèåì íà ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëÿ b - ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò îáùóþ ïåðåìåííóþ ñ
c è ÷òî â c âñòðå÷àþòñÿ äðîáè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå îñíîâàí åùå îäèí ïðèåì, èñïîëüçóåìûé óæå â çàäà÷àõ
íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ ÷àñòü èõ ïåðåìåííûõ ìîæåò èñêóñ-
ñòâåííûì îáðàçîì îáúÿâëÿòüñÿ "íåèçâåñòíûìè" (îíè ïåðå÷èñëÿþòñÿ â êîììåíòàðèè
(íåèçâåñòíûå . . .)), ÷òîáû îáîçíà÷èòü òåíäåíöèþ ê âûðàæåíèþ îäíèõ ïåðåìåííûõ
÷åðåç äðóãèå. Òîãäà è ïðèìåíÿåòñÿ óêàçàííûé ïðèåì. Ïðåîáðàçóåìîå èì ðàâåíñòâî
ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 1.

Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", íå âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ ïå-
ðåãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü. Ïðè ýòîì èñêëþ÷åíèå
çíàìåíàòåëåé òîæå âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà: âåëèêà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîîò-
íîøåíèå âîîáùå íå ïîíàäîáèòñÿ. Îäíàêî, åñëè ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå áåç íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ (âûðàæåíèé òèïà "ðàññòîÿíèå(AB)", "óãîë(ABC)", è ò.ï.),
òî èñêëþ÷åíèå çíàìåíàòåëåé âñå æå âûïîëíÿåòñÿ:

∀abc

(
¬(b = 0) → a

b
= c ↔ a− bc = 0

)
Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåèçâåñòíàÿ, âñòðå÷àþ-
ùàÿñÿ êàê â a, òàê è â c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Íàêîíåö, óïîìÿíåì åùå îäèí ïðèåì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ äðîáåé â óðàâíåíèÿõ. Îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ óòâåðæäåíèé è íå òðåáóåò íàëè÷èÿ íåèç-
âåñòíûõ:

∀abc

(
¬(a = 0) → a

b
− a

c
= 0 ↔ b = c

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïîïûòêà ñëîæåíèÿ äðîáåé ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèé

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ñóììó ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì, òî ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîñòèòü åå, ïðåîáðàçîâàâ ê âèäó äðîáè:

∀abcd

(
d =

a

b
+ c → a

b
+ c = d

)
Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Åñëè ïðåîáðàçóåìàÿ ñóì-
ìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, òî ñðàçó ïîñëå ýòîãî ê íåé ïðèìåíÿåòñÿ
íîðìàëèçàòîð "ñòàíäïëþñ". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìå-
þùèõ öåëü "óïðîñòèòü" è íå èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ. Ðåçóëüòàò d ñëîæåíèÿ äðîáåé ñðàâíèâàåòñÿ ñ èñõîäíîé ñóììîé. Äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Âûðàæåíèå d êîðî÷å èñõîäíîé ñóììû.
2. d - êîíñòàíòà, íå èìåþùàÿ âèäà ñóììû.
3. d íå èìååò âèäà ñóììû, ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæè-

òåëåì, îïåðàíäîì äðîáè ëèáî îñíîâàíèåì ñòåïåíè.
4. d íå ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ è íå èìååò äðîáíîãî ñëàãàåìîãî.
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5. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"èçâåñòíî", d íå èìååò îáîáùåííîãî ñîìíîæèòåëÿ (ò.å. îïåðàíäà, äîñòèæèìîãî
ïî öåïî÷êå ïåðåõîäîâ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ, äðîáè è îñíîâàíèÿ ñòåïåíè) âèäà
ñóììû, à âíåøíåé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëü.

6. Êðîìå òîãî, â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà d íå
íàêëàäûâàåòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ñëîæèòüäðîáè" ëèáî
öåëü "ðåäàêöèÿ" (óïðîùåíèå èçâåñòíûõ ïîäòåðìîâ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå),
ëèáî ÷èñëèòåëü a ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ñóììó, à çíàìåíàòåëü b íå ñîäåðæèò.

Ââåäåí îãðàíè÷èòåëü äëèíû âûðàæåíèÿ d: åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ êîðíåâàÿ ñóììà,
òî ýòî âûðàæåíèå äîëæíî èìåòü íå áîëåå 210 ñèìâîëîâ, èíà÷å - íå áîëåå 85. Íàêîíåö,
ïåðåä îáðàùåíèåì ê ñëîæåíèþ äðîáåé ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷èñëîâîé äðîáüþ.
2. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ñîêðàùåíèå" ó÷èòûâàåòñÿ îãðàíè÷èòåëü ñëîæíî-

ñòè: óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå íå äîëæíî èìåòü áîëåå 100 ñèìâîëîâ, à
ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà - áîëåå 30. Òàêîé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ äëÿ óñêîðåíèÿ
âû÷èñëåíèé, åñëè àïðèîðè îæèäàåòñÿ ïîÿâëåíèå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âûðà-
æåíèé, ó êîòîðûõ óïðîùåíèå ïðè ñëîæåíèè äðîáåé ìàëîâåðîÿòíî (íàïðèìåð,
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè).

3. Ïðè íàëè÷èè öåëè "èçâåñòíû", óêàçûâàþùåé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óïðîùåíèå îò-
âåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå äîëæíî èìåòü ìåíåå 120 ñèìâîëîâ.

4. Ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè.
5. Ñóììà íå ðàñïîëîæåíà âíóòðè äðóãîé ñóììû ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì, ê êîòîðîé

åùå íå ïðèìåíÿëàñü ïîïûòêà ñëîæåíèÿ äðîáåé.
6. Çàäà÷à íå èìååò öåëåé "÷àñòíïðîèçâ", "ïðîñòåéøèåäðîáè", "ëèí÷àñòíðåøåíèå",

"ôîðìóëàòåéëîðà", "ðàñêðûòüñêîáêè".
7. Ñóììà íå ðàñïîëîæåíà âíóòðè òîé ÷àñòè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", êîòîðàÿ

çàäàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè.
8. Åñëè êîíå÷íàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ñëàãàåìîãî âûðàæåíèÿ c, òî a

òîæå äîëæíî ñîäåðæàòü êîíå÷íóþ ñóììó.
9. Ñóììà íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ðàâåíñòâà, ðàñïîëîæåííîãî âíóòðè îïèñàòåëÿ

"êëàññ".
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 2, 5 è 7. Îãðàíè÷åíèÿ íà óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïóíêòàìè:
1. Åñëè óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, òî óñëîâèå çàäà÷è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà

"ìîùíîñòü", ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà íå èìååò âõîæäåíèé êîíå÷íûõ ïðîèçâåäå-
íèé, è åå êâàäðàò íå ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì óñëîâèÿ.

2. Åñëè óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5, òî ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà èìååò âõîæäåíèå
êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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3. Åñëè óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, òî ñóììà ðàñïîëîæåíà âíóòðè äðóãîé ñóì-
ìû ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì, äëÿ êîòîðîé óæå âûïîëíÿëàñü ïîïûòêà ñëîæåíèÿ
äðîáåé.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î ïîïûòêàõ ñëîæåíèÿ äðîáåé èñïîëüçóåòñÿ êîììåí-
òàðèé (êîðî÷å . . .).

Êðîìå ïðèåìà ñëîæåíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, ñî-
çäàíû àíàëîãè÷íûå ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå â çàäà÷àõ äðóãèõ òèïîâ. Äëÿ çàäà÷ íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ââåäåí ïðèåì, ðåàëèçóþùèé ïîïûòêó óïðî-
ùåíèÿ ïîäñóììû, îáðàçîâàííîé èçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè (âêëþ÷àÿ äðîáíîå):

∀abcdf

(
d =

a

b
+ c → a

b
+ c + f = d + f

)
Çäåñü äðîáü a/b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, c èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê íåïóñòàÿ ñóì-

ìà âñåõ îñòàëüíûõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó
"âèäóìíîæåíèå", ïîñëå ÷åãî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò d êîðî÷å èñõîäíîãî âûðà-
æåíèÿ. Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà íå ðàñïîëîæåíà ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé.
Èìåþòñÿ äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0 è îòíîñèòñÿ ê ñëó-
÷àþ, êîãäà òåêóùàÿ ïîñûëêà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êàæäûé ïàðàìåòð âûðàæåíèÿ c âñòðå÷àåòñÿ â a/b è ÷òî çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ "ïî-
÷òè ðåøåííîé" - âñå íåèçâåñòíûå âûðàæàþòñÿ èç óðàâíåíèé íåêîòîðîãî ïðîñòåéøåãî
âèäà. Äðóãàÿ âåðñèÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2 è îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà òåêóùàÿ
ïîñûëêà íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.

Äëÿ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è íà èññëåäîâàíèå ïðåäóñìîòðåí ïðèåì, ñêëàäûâà-
þùèé íåèçâåñòíûå äðîáíûå âûðàæåíèÿ, åñëè ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåííûì ñîìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ âíåøíåé äðîáè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

Åùå íåñêîëüêî ïðèåìîâ ñëîæåíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé îðèåíòèðîâàíû íà ñïåöè-
àëüíûå, ðåäêî âñòðå÷àþùèåñÿ ñèòóàöèè.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè äëÿ ÷èñëèòåëÿ

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé äðîáíûõ âûðàæåíèé, âñòðå-
÷àþùèõñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïîäãîòàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ñîêðà-
ùåíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé è óïðîùàåò èõ ñëîæåíèå. Îíî âûïîëíÿåòñÿ â ïîäàâëÿþùåì
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ïðè÷åì ïî çàâåðøåíèè óïðîùåíèé ìîæåò áûòü âêëþ÷åí îáðàò-
íûé ðåæèì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê, åñëè ýòî äàåò áîëåå êîðîòêèå âûðàæåíèÿ. Íà÷íåì
ñ ïðèåìîâ, ïðåîáðàçóþùèõ ÷èñëèòåëü:

∀abcdef

(
f = b + c & d− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) → a(b + c)d

e
=

afd

e

)

∀abcdef

(
f = b + c & 0 ≤ b + c → a(b + c)d

e
=

afd

e

)
Ôàêòè÷åñêè ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè ïîäëåæàò ñóììû - îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñî-
ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ. Ðàçäåëåíèå ïðèåìà íà äâà ïîäñëó÷àÿ - äëÿ ðàöèîíàëüíûõ
ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè, èìåþùèõ íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü, è äëÿ ïðî÷èõ ïîêàçàòåëåé -
âûçâàíî íåîáõîäèìîñòüþ îáåñïå÷èòü âî âòîðîì ïîäñëó÷àå ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç.
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Çäåñü óêàçàòåëü "âûâîä(ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ6)ýêâèâàëåíòíî(2))" ñîïðîâîæäàåò çà-
ìåíó âûâîäîì ïîñûëêè 0 ≤ f , íåîáõîäèìîé äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû ñî ñòåïåíüþ fd.
Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðîáè, âõîäÿùåé â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó
"âèäóìíîæåíèå". Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîé âåðñèè ïðèåìà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé:

1. Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (Ñëàãàåìîå b+c), áëîêèðóþùèé ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ
íà ìíîæèòåëè ïîñëå òîãî, êàê âûïîëíÿëîñü ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

2. Äðîáü íå ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".
3. Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå è ñóììà b+c íå èìååò äðîáíûõ

ñëàãàåìûõ, òî ïðîèçîøëî ñîêðàùåíèå äðîáè íà íåêîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü.
4. Åñëè ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", òî

ñóììà b + c èìååò íå áîëåå 120 ñèìâîëîâ, ïðè÷åì b, c èìåþò îáùèé ïàðàìåòð.
5. Äðîáü íå ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.
6. Âûðàæåíèå b + c íå ñîäåðæèò êîíå÷íûõ ñóìì.
7. Åñëè f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, òî îíà íå äîëæíà ñîäåðæàòü ñòåïåíåé ñ äðîá-

íûì ïîêàçàòåëåì, îòñóòñòâîâàâøèõ â óñëîâèè çàäà÷è äî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
8. Åñëè f èìååò áîëåå 160 ñèìâîëîâ, òî ñóììà b + c èìåëà íå ìåíåå 120 ñèìâîëîâ.
Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ âòîðîé âåðñèè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ïóíêòîâ 1,2,6. Ïðè ýòîì

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äðîáüþ ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Åñëè ðå-
äàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", òî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè êîðî÷å èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâíû 3.

Êàæäûé èç ðàññìîòðåííûõ äâóõ ïðèåìîâ ïðîäóáëèðîâàí äëÿ óðîâíÿ ñðàáàòûâà-
íèÿ 5, ãäå óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ íåñêîëüêî îñëàáëåíû. Êðîìå òîãî, ñîçäàíû íåñêîëüêî
ïðèåìîâ, îáðàùàþùèõñÿ ê ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ â çàäà÷àõ, íå èìå-
þùèõ òèïà "ïðåîáðàçîâàòü". Îíè îðèåíòèðîâàíû íà îñîáûå, ðåäêî âñòðå÷àþùèåñÿ
ñèòóàöèè.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè äëÿ çíàìåíàòåëÿ

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå:
∀abcdef (¬(b + c = 0) & f = b + c & d− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) → a/((b +
c)de) = a/(fde))

∀abcdef (0 < b + c & f = b + c → a/((b + c)de) = a/(fde))

Äëÿ êàæäîé òåîðåìû ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà; îäíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3,
äðóãàÿ (ñ îñëàáëåííûìè ôèëüòðàìè) - íà óðîâíå 5.
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Óñòðàíåíèå êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ñóììû ñ èððàöèîíàëüíîñòüþ - îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ çíà-
ìåíàòåëÿ - èñïîëüçóåòñÿ äîìíîæåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà ñîïðÿæåííóþ ñóì-
ìó:
∀abcdefgpq(¬(a + b = 0) & g = a− b & p = a2 & q = b2 & c = p− q & (¬(g = 0) ∨ ¬(c =
0)) → f/(d(a + b)e) = f(g/c)e/d)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óñòðàíÿåìîé ñóììîé ÿâ-
ëÿåòñÿ a + b. Ôèëüòðû ïðèåìà óòî÷íÿþò åå âèä: ñóììà äîëæíà áûòü íåêîíñòàíòíîé
(äëÿ êîíñòàíòíûõ ñóìì ñîçäàíû ñâîè ïðèåìû, ïðèâåäåííûå íèæå), ïðè÷åì a äîëæíî
èìåòü ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì m/2n. Â îñíîâàíèè R ýòîé ñòå-
ïåíè äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ ñóììà, äîñòèæèìàÿ èç êîðíÿ R òîëüêî ÷åðåç àëãåáðàè÷å-
ñêèå îïåðàöèè +,−,×, /, à òàêæå ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Åñëè âûðàæåíèå b èìååò
ñëàãàåìîå, äåëÿùååñÿ íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì è íåêîíñòàíòíûì
îñíîâàíèåì, òî îíî äîëæíî ñîñòîÿòü òîëüêî èç ýòîãî ñëàãàåìîãî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
ïðîâåðÿåò îòëè÷èå èñêëþ÷àåìîé ñóììû îò 0. Îí íóæåí, ÷òîáû â êîììåíòàðèÿõ ñî-
õðàíèëàñü èíôîðìàöèÿ î âûâîäèìîñòè óòâåðæäåíèé. Âòîðîé àíòåöåäåíò ôîðìèðóåò
ñîïðÿæåííóþ ñóììó g. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âîçâîäÿò â êâàäðàò âûðàæå-
íèÿ a, b, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïÿòûé
àíòåöåäåíò óïðîùàåò ðàçíîñòü êâàäðàòîâ c ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ "íîðìïëþñ",
"âèäóìíîæåíèå". ×òîáû ïðåîáðàçîâàíèå áûëî êîððåêòíûì, íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â
îòëè÷èè îò íóëÿ çíà÷åíèÿ ñîïðÿæåííîé ñóììû g. Èíîãäà ýòî ëåãêî ñäåëàòü ñðàçó, íî
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ ïðîâåðêà ìîæåò ñòîëêíóòüñÿ ñ òðóäíîñòÿìè, â òî âðåìÿ
êàê îòëè÷èå îò íóëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ c, òîæå ãàðàíèòðóþùåå êîððåêòíîñòü, áóäåò
óñìàòðèâàòüñÿ áåç òðóäà. Ïîýòîìó øåñòîé àíòåöåäåíò èìååò âèä äèçúþíêöèè óñëîâèé
¬(g = 0),¬(c = 0). Îí âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", à êîìïèëÿòîð îðãàíèçóåò
îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìíå0" äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëå-
íà ïî îòäåëüíîñòè. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ c ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå
èìååò ñëàãàåìûõ, äåëÿùèõñÿ íà ñòåïåíè ñ ïîêàçàòåëÿìè âèäà m/2n. Óêàçàòåëü "âû-
âîä(íå(ðàâíî(õ3 0))ýêâèâàëåíòíî(1))" îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìûé äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. âûâîä óòâåðæäåíèÿ ¬(c = 0). Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îäíà ñðàáàòû-
âàåò ïðè îòñóòñòâèè äðîáåé, äîñòèæèìûõ èç êîðíÿ âûðàæåíèÿ a + b ÷åðåç îïåðàöèè
+,−,×, / è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé, äðóãàÿ - ïðè íàëè÷èè òàêèõ äðîáåé. Â ïåðâîì
ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, âî âòîðîì - 5. Ïåðâàÿ âåðñèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîäðàçáèòà íà äâà ïðèåìà, èìåþùèõ îäèíàêîâûå óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ. Ïåðâûé èç
íèõ ïðèìåíÿåòñÿ â îòñóòñòâèè öåëè "íîðìÈíòíãðàë", âòîðîé - ïðè åå íàëè÷èè. Ýòà
öåëü óêàçûâàåò íà ðåæèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ x
âñòðå÷àåòñÿ â ñóììå a + b è ëèáî íå âõîäèò â c, ëèáî f, c ìîãóò áûòü ñîêðàùåíû íà
îáùèé ìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé x. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå äðîáíîå
âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì ñóììû, èìåþùåé äðóãîå äðîáíîå âûðàæåíèå âèäà
A/(B(a + b)k).

Åñëè ïðîâåðêà îòëè÷èÿ îò íóëÿ âûðàæåíèé g, c çàòðóäíåíà, òî ïðèìåíÿåòñÿ åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abcdefghpqmn(¬(a + b = 0) & g = a − b & p = a2 & q = b2 & c = p − q & 0 < e & f =
mh & hn = ce & ¬(n = 0) → f/(d(a + b)e) = mge/dn)

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé íå÷åòíûé çíà-
ìåíàòåëü, ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîêðàùåíèÿ ce è f íà îáùèé ìíîæè-
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òåëü h. Òîãäà äîñòàòî÷íî óñìîòðåòü îòëè÷èå îò íóëÿ âûðàæåíèÿ n. Ôèëüòðû - òå æå,
÷òî è âûøå; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íàêîíåö, åùå äâå âåðñèè ñîçäàíû äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ èõ íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà, êîãäà ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç.
ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷àñòè÷íî íàðóøåííûì è óñìîòðåòü îòëè÷èå îò íóëÿ ñóììû a + b íå
óäàñòñÿ. Îíè îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìîòðåííûõ òîëüêî îòáðàñûâàíèåì ïåðâîãî àíòåöå-
äåíòà.

Â ñëó÷àå çàäà÷ íà îïèñàíèå ñîçäàí ïðèåì, óñòðàíÿþùèé èððàöèîíàëüíîñòü â çíà-
ìåíàòåëå, åñëè ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ:
∀abcpqrms(m = a2b − c2 & ¬(m = 0) & s = p/qmn → p(a

√
b − c)n/(q(a

√
b + c)n) = r ↔

s(a
√

b− c)2n = r)

Âûðàæåíèå a
√

b − c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; ïðàâàÿ ÷àñòü r è ðåçóëüòàò s äåëåíèÿ
îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ íà íîâûé çíàìåíàòåëü íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðèåìû îòíîñèëèñü ê âûðàæåíèÿì îáùåãî âèäà, ïðè-
÷åì âî ìíîãèõ èç íèõ ÿâíî îãîâàðèâàëîñü, ÷òî ñóììà ñ ðàäèêàëàìè äîëæíà áûòü
íåêîíñòàíòíîé. Äëÿ êîíñòàíòíûõ ñóìì ïðåäóñìîòðåíû äâà îòäåëüíûõ ïðèåìà:

∀abcdefghp

(
p = c2eg − d2fh & ¬(p = 0) → a

b(ceg/2 + dfh/2)
=

a(ceg/2 − dfh/2)

bp

)

∀abcdefg

(
g = c2 − d2ef & ¬(g = 0) → a

b(c + def/2)
=

a(c− def/2)

bg

)
Â ïåðâîì ïðèåìå c, d, e, f èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè; g, h - ñ

íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ìåíüøèìè 5. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòå-
ëåì "ïðîãðàììà", ðåàëèçóåò àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ. Âî âòîðîì ïðèåìå c, d, e
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè, f - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíü-
øåé 5. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 2.

Óñòðàíåíèå êóáè÷åñêîé èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå

Åñëè â çíàìåíàòåëå âñòðå÷àåòñÿ òðåõ÷ëåí ñ êóáè÷åñêèìè ðàäèêàëàìè, òî ðåàëèçóåòñÿ
ïîïûòêà óïðîùåíèÿ ïóòåì äîìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äî ñóììû ëèáî
ðàçíîñòè êóáîâ:
∀abcdefgpq(¬(a2 − ab + b2 = 0) & g = a + b & p = a3 & q = b3 & c = p + q & (¬(g =
0) ∨ ¬(c = 0)) → f/(d(a2 − ab + b2)e) = f(g/c)e/d)

∀abcdefgpq(¬(a2 + ab + b2 = 0) & g = a − b & p = a3 & q = b3 & c = p + q & (¬(g =
0) ∨ ¬(c = 0)) → f/(d(a2 + ab + b2)e) = f(g/c)e/d)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðî-
ñòèòü". Èõ ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 6.

Óñòðàíåíèå ÷èñëîâûõ çíàìåíàòåëåé ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ

Åñëè óðàâíåíèå èìååò íåèçâåñòíîå äðîáíîå ñëàãàåìîå, çíàìåíàòåëåì êîòîðîãî ñëóæèò
äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, òî âûïîëíÿåòñÿ äîìíîæåíèå åãî íà ýòó êîíñòàíòó:
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∀abcd(¬(c = 0) → a + b/c = d ↔ ac + b = cd)

Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "îïèñàòü" ëèáî "èññëåäîâàòü"; ÷èñëî åå íåèçâåñòíûõ
äîëæíî áûòü ðàâíî 1. b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, c - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà. Êàæäîå
äðîáíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ a äîëæíî èìåòü ñâîèì çíàìåíàòåëåì äåñÿòè÷íóþ êîí-
ñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñëîæåíèå íåèçâåñòíûõ äðîáåé â îäíîé èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ

∀abcde

(
e =

a

b
+ c → a

b
+ c = d ↔ e = d

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óðàâíåíèþ - óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Äðîáü a/b ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå; ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ d èçâåñòíà. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ
äëÿ ñëîæåíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Åñëè çàäà-
÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, ïðè÷åì óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ
ëîãàðèôìîâ îò ìóëüòèïëèêàòèâíûõ âûðàæåíèé ("óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü")
ëèáî ëîãàðèôìîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå îñíîâàíèÿ, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1, èíà÷å îí ðàâåí 3. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
òðåáîâàíèé:

1. Óðàâíåíèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ ëîãàðèôìîâ, ïîä êîòîðûìè ðàñ-
ïîëîæåíà ñóììà ñ äðîáíûìè ñëàãàåìûìè. Â ýòîé ñèòóàöèè ñíà÷àëà áóäóò ñêëà-
äûâàòüñÿ äðîáè ïîä ëîãàðèôìàìè.

2. Îòñóòñòâóåò äðóãîå óñëîâèå çàäà÷è, â êîòîðîì íåêîòîðîå ðàâåíñòâî, äîñòèæè-
ìîå èç êîðíÿ òîëüêî ÷åðåç ñèìâîëû "è", "ñóùåñòâóåò", âûðàæàåò îäíó èç âñòðå-
÷àþùèõñÿ â ïðåîáðàçóåìîì óðàâíåíèè íåèçâåñòíûõ x ÷åðåç äðóãèå íåèçâåñòíûå.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàêëàäûâàåòñÿ ðÿä äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà, ïðè÷åì ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ äîáàâëåíà åùå îäíà åãî âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6.

Äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðèå-
ìîâ ñëîæåíèÿ äðîáåé â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ñðàáàòûâàþùèõ íà óðîâíå 6. Â ïðå-
îáðàçóåìóþ ñóììó íå äîëæíû âõîäèòü íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû. Ëèáî çíà-
ìåíàòåëü äðîáè íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íóëåâàÿ. Ê
ãåîìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì ýòè ïðèåìû íå ïðèìåíÿþòñÿ.

Ñëîæåíèå èçâåñòíûõ äðîáåé ïðè ïðîâåðêå ñîïðîâîæäàþùåãî òîæäåñòâà

Íà çàâåðøàþùåì ýòàïå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîãóò ïîÿâèòüñÿ
ðàâåíñòâà áåç íåèçâåñòíûõ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà - óïðîùåíèå èõ äî
ïîëó÷åíèÿ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû çàäà÷è. Îäíèì èç
óïðîùàþùèõ ïðèåìîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèå äðîáíûõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèè ñ
íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ:

∀abcd

(
d =

a

b
+ c → a

b
+ c = 0 ↔ d = 0

)
Çàäà÷à íà îïèñàíèå äîëæíà èìåòü öåëü "ó÷åòîòâåòà". Ïðåîáðàçóåòñÿ ðàâåíñòâî áåç
íåèçâåñòíûõ, ïîñòðîåííîå èç ïåðåìåííûõ è ÷èñëîâûõ êîíñòàíò ñ ïîìîùüþ ïðîñòåé-
øèõ îïåðàöèé −, +, /,× è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Äîìíîæåíèå óðàâíåíèÿ íà èçâåñòíûé çíàìåíàòåëü ñëàãàåìîãî ëåâîé ÷àñòè

∀abcd

(
¬(c = 0) & d− ÷èñëî→ a +

b

c
= d ↔ ac + b = cd

)
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îäíà èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå, äðóãàÿ - ê çàäà÷àì íà îïèñàíèå, èìåþùèì öåëü "íåçàâèñèò X".
c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî íå âûðàæàåò
îäèí ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç äðóãèå, âî âòîðîì - ÷òî çàïðåùåííûå ïåðåìåííûå X íå
âõîäÿò â c è ÷òî ðàâåíñòâî íå âûðàæàåò îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äîïîëíèòåëüíî ñîçäàíû äâà ïðèåìà, îñëàáëÿþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå,
åñëè ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ:

∀abc

(
¬(b = 0) → a

b
= c ↔ a = bc

)
Â îáîèõ ïðèåìàõ a, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Ïåðâûé ïðèåì òðåáó-
åò, ÷òîáû a ñîäåðæàëî íåâûðîæäåííûé íåãåîìåòðè÷åñêèé ÷èñëîâîé àòîì. Åñëè ïðè
ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü íåäðîáíàÿ, òî êàæäûé åå íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì âõî-
äèò â ëåâóþ ÷àñòü. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü - íåèçâåñòíàÿ, òî a íå äåëèòñÿ íà äðóãóþ
íåèçâåñòíóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 2. Âòîðîé ïðèåì òðåáóåò,
÷òîáû óðàâíåíèå íå ñîäåðæàëî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðè ýòîì çàäà-
÷à - íåãåîìåòðè÷åñêàÿ; åñëè c - ïåðåìåííàÿ, òî îíà âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Óðàâíåíèÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî"

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü
"èçâåñòíî", ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñîêðàùåíèå ÷èñëèòåëåé íà îáùèé ìíîæèòåëü.

∀abcd

(
a = pe & c = pf & ¬(p = 0) → a

b
=

c

d
↔ e

b
=

f

d

)
Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò ÷èñëèòåëè a, c íîðìàëèçàòîðîì
"ôàêòîðèçàöèÿ" è îïðåäåëÿþò îáùèé ìíîæèòåëü p. Ïåðåä ýòèì ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî a èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñóììó. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî â çàäà-
÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íî è â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå íå
äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ñîêðàùåíèå çíàìåíàòåëåé íà îáùèé ìíîæèòåëü.

∀abcd

(
b = pe & d = pf → a

b
=

c

d
↔ a

e
=

c

f

)
Àíòåöåäåíòû îïðåäåëÿþò îáùèé ìíîæèòåëü p, íå îáðàùàÿñü ê íîðìàëèçàòî-
ðàì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ìíîæèòåëü ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, íå âõîäÿùóþ â
ðåçóëüòèðóþùåå ðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 654

3. Óïðîùåíèå ìíîãîýòàæíûõ äðîáåé. Åñëè çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, âûðàæàþùóþ
íåèçâåñòíóþ x â âèäå äðîáè, ïðè÷åì çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåé ñîäåðæèò ñóììó
ñ äðîáíûì âûðàæåíèåì, òî äðîáü óïðîùàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå:

∀abcx

(
c =

a

b
→ x =

a

b
↔ x = c

)
Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî êî-
ðî÷å èñõîäíîé äðîáè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ñîêðàùåíèå äðîáè.
Ñîîòíîøåíèÿ, âûïèñûâàåìûå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "èçâåñòíî", áîëüøåé ÷àñòüþ áûâàþò íóæíû ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû
çàôèêñèðîâàòü íàëè÷èå ñâÿçåé ìåæäó ÷èñëîâûìè àòîìàìè. Ëèøü ìàëàÿ èõ äî-
ëÿ ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ â öåïî÷êå âû÷èñëåíèé, ïðèâîäÿùåé ê îòâåòó. Ïî-
ýòîìó âñå ñêîëü-íèáóäü òðóäîåìêèå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîñûëêàõ
òàêèõ çàäà÷ çàáëîêèðîâàíû. Îíè áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ê âûäåëÿåìûì ñïåöèàëü-
íûìè ïðèåìàìè ïîäñèñòåìàì óðàâíåíèé, ðåøàåìûì âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷à-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, ñîêðàùåíèå äðîáåé, ñâÿçàííîå ñ ïîïûòêàìè ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè, ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü â ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Íà óðîâíå 1 ñðàáà-
òûâàþò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

∀abcd

(
ab

ac + ad
=

b

c + d

)

∀abcd

(
ab + ae

ac + ad
=

b + e

c + d

)
Íà óðîâíå 5 ïîïûòêà ñîêðàùåíèÿ äðîáè ïðåäïðèíèìàåòñÿ, åñëè ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü èìåþò ñâîèìè ñîìíîæèòåëÿìè ñòåïåíè ñóìì:

∀abcd

(
a =

b

c
→ b

c
= d ↔ d = a

)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíî-
æåíèå", ïîñëå ÷åãî âûïîëíÿåò ñîêðàùåíèå ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðì-
äðîáü". Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, à ïîëó÷åííîå ïî-
ñëå ñîêðàùåíèÿ âûðàæåíèå a íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò. Ïðàâàÿ ÷àñòü d äîëæíà
ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Ïðèåì èìååò äîñòàòî÷íî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðó-
äîåìêîñòè.
Íàêîíåö, íà óðîâíå 8 ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü äåëèìîñòü ÷èñëèòå-
ëÿ äðîáè íà êîíñòàíòíûé çíàìåíàòåëü:

∀abc

(
a = bc & ¬(b = 0) → a

b
= c
)

×èñëèòåëü a äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåêîíñòàíòíóþ ñóììó; b - êîíñòàíò-
íîå âûðàæåíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò a íîðìàëèçàòîðîì "ôàêòîðèçàöèÿ"
è óñìàòðèâàåò åãî äåëèìîñòü íà b.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 655

5. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé äðîáè èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè. Åñëè â ïîñûëêàõ ÿâíî óêàçàíî ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ äâóõ
íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé, òî îíî ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèå ÷àñòíîãî äàííûõ
âûðàæåíèé:

∀abcdmn

(
¬(a = 0) & ¬(y = 0) &

ax

b
=

cy

d
→ mx

ny
=

mbc

nad

)

∀abxymn

(
ax + by = 0 & ¬(a = 0) → mx

ny
= −bm

an

)
Îáà ïðèåìà âûïîëíÿþò ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíû. Ïåðâûé èç íèõ ñðàáàòûâàåò íà
óðîâíå 3. Åãî òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îáùèå ìíîæè-
òåëè x, y îïåðàíäîâ äðîáè è ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ a, b, c, d - íå ñîäåðæàò. Òåêóùàÿ ïîñûëêà çàäà÷è íå èìå-
åò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5.
x, y èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåïóñòûìè ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ íåèçâåñòíûõ ìíîæè-
òåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

6. Áëîêèðîâêà ïîïûòêè ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé âûðîæäåí-
íîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèåì áëîêèðóåò ïîïûòêó ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé, åñëè îíî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà îá-
ùèé íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü x ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå äëÿ èçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ:

∀abcdx

(ax

b
=

cx

d
→ ∅

)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Áëîêèðîâêà îáåñïå÷èâàåòñÿ ââîäîì êîì-
ìåíòàðèÿ "íåèçâåñòíàÿ" ê ðàññìàòðèâàåìîìó óðàâíåíèþ. a, b, c, d èçâåñòíû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà íåèç-
âåñòíûõ â äðîáè.

∀abcdmnpq

(
¬(p = 0) &

m

an
=

p

bq
→ x =

ac

bd
↔ x =

mqc

npd

)
x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå; ïðàâàÿ ÷àñòü
ïðåîáðàçóåìîãî ðàâåíñòâà íå ñîäåðæèò x. Âòîðîé àíòåöåäåíò - ñîîòíîøåíèå
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, íåïîñðåäñòâåííî íàõîäÿùååñÿ â ïîñûëêàõ. Îíî òîæå íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x. Îáùèå ìíîæèòåëè a, b îïåðàíäîâ äðîáè è çíàìåíàòåëåé
ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. ×èñëî íåèçâåñòíûõ â
ïðàâîé ÷àñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ðàâåíñòâà ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ â ïðàâîé
÷àñòè èñõîäíîãî ðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀abcdpqn

(
¬(c = 0) & ac = bd → pan

dbn
=

pdn

qcn

)
Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; c, d - íå ñîäåðæàò. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 3 è 5.
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8. Èñêëþ÷åíèå çíàìåíàòåëåé. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñ ñèëüíûìè îãðà-
íè÷åíÿìè. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì ñëó÷àé ðàâåíñòâà çíàìåíàòåëåé ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ:

∀abc

(
¬(a = 0) → b

a
=

c

a
↔ b = c

)

∀abc

(
¬(a = 0) → − b

a
=

c

a
↔ −b = c

)
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4.

∀abc

(
¬(b = 0) → a

b
= c ↔ a− bc = 0

)
Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âñå ñëàãàåìûå ÷èñëèòåëÿ a è ïðàâîé ÷àñòè c èìå-
þò îáùèé íåíóëåâîé íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü. Ïðè ýòîìó óðàâíåíèå íå èìååò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà òîé æå
ñàìîé òåîðåìå îñíîâàíû åùå äâà ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 5. Ïåðâûé
èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè çíàìåíàòåëü äðîáè ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé ÷èñëî-
âîé àòîì, à ÷èñëèòåëü è ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæàò. Âòîðîé - åñëè ÷èñëèòåëü
èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, çíàìåíàòåëü è ïðàâàÿ ÷àñòü òàêèõ àòî-
ìîâ íå èìåþò, ïðè÷åì ðàâåíñòâî íå âûðàæàåò íåèçâåñòíóþ c ÷åðåç èçâåñòíûå
ïàðàìåòðû. Ïîñëåäíèé ïðèåì ïðîäóáëèðîâàí; âòîðàÿ åãî âåðñèÿ ñðàáàòûâàåò
íà óðîâíå 9. Îáå âåðñèè â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ íå ïðèìåíÿþòñÿ.

∀abcd

(
¬(b = 0) & ¬(d = 0) → a

b
=

c

d
↔ ad− bc = 0

)
Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñâÿçàííûõ ñ ñè-
ñòåìàìè êîîðäèíàò. Äîëæíà èìåòüñÿ ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë "êîîðä".
Óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ; êîëè÷åñòâî ÷èñëîâûõ
íåèçâåñòíûõ çàäà÷è íå ìåíåå 4, è èìååòñÿ íå ìåíåå 5 óðàâíåíèé áåç íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

9. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå äðîáè.

∀abcd

(
ab + c

a
= b +

c

a

)
Äðîáü ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì îäíîé èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ñëàãàåìîå òîé æå èëè ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ, èìåþùåå âèä kb, ãäå k èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - ÷èñëîâîé âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ìíîæèòåëåì çíàìåíàòåëÿ äðîáè. Åñëè èñêîìàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâëå-
íà â âèäå äðîáè a/by, ãäå y - âñïîìîãàòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ, òî ìîæíî âðåìåííî
ðàññìàòðèâàòü y êàê èçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ýòî èíèöèèðóåò ïîïûòêè âûðàçèòü
÷åðåç íåãî ïðî÷èå íåèçâåñòíûå, âõîäÿùèå â ÷èñëèòåëü, è â êîíå÷íîì èòîãå âå-
ðîÿòíî ñîêðàùåíèå äðîáè íà y. Ïðèåì èìååò ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
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∀abcxy

(
x =

a

by
→ c = y

)
x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z, y - ñ íåèç-
âåñòíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå ÿâëÿþùåñÿ íåèçâåñòíîé Z (îíà âõîäèò â ïî-
ñûëêè çàäà÷è Z, íî íå äîëæíà îñòàòüñÿ â îòâåòå). Óêàçàòåëü "âñïîìïàðàìåòð(õ3
ôèêñ(0))" îáåñïå÷èâàåò âûáîð íîâîé ïåðåìåííîé c â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî
ïàðàìåòðà. Îíà áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíà â êîììåíòàðèè (âñïîìïàðàìåòð . . .).
Ïîñëå òîãî, êàê ïîÿâÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ âíåøíåé çàäà÷è (ñ
âîçìîæíûì ó÷àñòèåì c), ýòà ïåðåìåííàÿ áóäåò ïåðåâåäåíà â êàòåãîðèþ íåèç-
âåñòíûõ, è ðåøåíèå çàäà÷è ïðîäîëæèòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

11. Íàõîæäåíèå ÷àñòíîãî êâàäðàòîâ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ ñâÿçûâàþùåå
èõ ìîäóëè ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀abcdpq

(
¬(d = 0) & d|a| = c|b| → a2p

b2q
=

c2p

d2q

)
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. c, d èçâåñòíû; a, b ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå. Ïðèåì âûïîëíÿåò çàìåíó, èçâëåêàÿ èç ïîñûëêè âûðàæåíèå äëÿ
÷àñòíîãî êâàäðàòîâ a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Ïåðåíåñåíèå ñòåïåíè äåñÿòè èç çíàìåíàòåëÿ â ÷èñëèòåëü ïðè ðåäàêòèðîâàíèè
îòâåòà. Ïðèåì âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå îòâåòà ê ñòàíäàðòíîìó âèäó äîìíî-
æåíèÿ íà ñòåïåíü äåñÿòè, ïðèíÿòîìó â çàäà÷àõ ïî ôèçèêå è õèìèè:

∀abn

(
a

b10n
=

a10−n

b

)
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ó÷åòðåçóëü-
òàòà". Òàêèå çàäà÷è âûïîëíÿþò ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìå-
þùèõ öåëü "èçâåñòíî". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàí-
òîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Ïåðåõîä ê ïðèáëèæåííîé äåñÿòè÷íîé äðîáè. Ýòî åùå îäèí ïðèåì ðåäàêòèðîâà-
íèÿ äðîáíîãî îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ïðîñòûå
äðîáè â çàäà÷àõ ïî õèìèè çàìåíÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè äåñÿòè÷íûìè êîíñòàí-
òàìè. Âû÷èñëåíèå âûïîëíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ñîïðîöåññîðîì, òàê ÷òî ïåð-
âîíà÷àëüíî âûäàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî öèôð. Îêðóãëåíèå äåëàåòñÿ
äðóãèì ïðèåìîì.

∀abcpq

(
c =

a

b
→ ap

bq
=

cp

q

)
a, b - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Ôèëüòð "Ðàçäåëû(õèìèÿ)" ïðîâåðÿåò íàëè÷èå â
çàäà÷å ïîíÿòèé, îòíîñÿùèõñÿ ê õèìèè; ôèëüòð "íå(Ðàçäåëû(ìåõàíèêà))" áëî-
êèðóåò ïðèåì, åñëè çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ìåõàíèêå. Óêàçàòåëü "âû÷(1)" îïðå-
äåëÿåò îáðàáîòêó ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé â ôîðìàòå "ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ñëîæåíèå äðîáåé â óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî-
÷åê

Îáû÷íî òàêèå óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó áåç äðîáíûõ ñëàãàåìûõ:

∀abcd

(
d =

a

b
+ c → a

b
+ c = 0 ↔ d = 0

)
Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà óïðîùåíèå, à òàêæå ê íîðìà-
ëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþ-
ùèõ öåëü "êëàññ". Ýòè çàäà÷è ïðåîáðàçóþò êîîðäèíàòíîå çàäàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê
ê áåñêîîðäèíàòíîìó âèäó. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà ðàñïîëîæåíà ïîä êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùèì íåêîòîðûå åå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

Êîððåêöèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. â çàäà÷å ìîæåò íàðóøèòüñÿ. Õîòÿ
âñå óñëîâèÿ íà î.ä.ç. áóäóò ñëåäñòâèÿìè óòâåðæäåíèé çàäà÷è, íî ýòî ñòàíåò íåî÷å-
âèäíûì, è ìåõàíèçìû áûñòðîé ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ðàáîòàòü íå
ñìîãóò. ×òîáû èñïðàâèòü ýòî ïîëîæåíèå, ìîæåò áûòü ââåäåí êîììåíòàðèé "êîððåêöè-
ÿîäç", èíèöèèðóþùèé ïîïîëíåíèå ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, åñëè
â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ äðîáü, äëÿ êîòîðîé íåî÷åâèäíî îòëè÷èå îò íóëÿ çíàìåíàòåëÿ,
òî ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå çàíîñèòñÿ â çàäà÷ó. Òåîðåìà ýòîãî ïðèåìà òàêîâà:
∀a(¬(a = 0))

Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà îïèñàíèå è èìååò êîììåíòàðèé "êîððåêöèÿîäç". Óêàçàòåëü "êîí-
òðîëüâûâîäà(äðîáü(õ2 õ1))" îïðåäåëÿåò àêòèâèçàöèþ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè äðîáè
b/a â óñëîâèè çàäà÷è. Åñëè ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò îòëè÷èå a îò íó-
ëÿ, òî âûâîäèòñÿ íîâîå óñëîâèå ¬(a = 0). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðîáü íå ðàñïîëîæåíà
âíóòðè äèçúþíêöèè, êîíúþíêöèè, óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, êâàíòîðà ëèáî îïèñàòåëÿ.
Óêàçàòåëü "êîððåêöèÿîäç" îïðåäåëÿåò êîððåêöèþ êîììåíòàðèåâ "ñîïðîâîæäåíèå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé

Ïðåîáðàçîâàíèå ðàöèîíàëüíîãî äðîáíîãî âûðàæåíèÿ ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðî-
áåé âûïîëíÿåòñÿ ëèáî çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèìè öåëü "ïðîñòåéøè-
åäðîáè", ëèáî çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè ôîð-
ìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè. Íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ïðîñòåéøèåäðîáè", îïèñûâàåìûì íèæå. Ïîêà ðàññìîòðèì ëèøü ïðèåìû, îáðàùà-
þùèåñÿ ê ýòîìó íîðìàëèçàòîðó. Èõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ïåðâûé ïðèåì
èìååò ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

∀abc

(
a =

b

c
→ b

c
= a

)
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ïðîñòåéøèåäðîáè". Ïðåîáðà-
çóåìàÿ äðîáü - óñëîâèå çàäà÷è. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ïðîñòåé-
øèåäðîáè". Ïðåäâàðèòåëüíî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïåðåìåííàÿ d, âõîäÿùàÿ â äðîáíîå
âûðàæåíèå, êîòîðàÿ ïåðåäàåòñÿ íîðìàëèçàòîðó ÷åðåç åãî êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ
d). Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðåçóëüòàò a èìåë çàãîëîâîê "ïëþñ".
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Ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ïðîñòåéøèåäðî-
áè" ïðîèñõîäèò â äâóõ ñëó÷àÿõ - åñëè äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíîå äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ëèáî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî äîìíîæåíèåì íà ýêñïîíåíòó:

∀abp

(
p =

a

b
→ a

b
= p
)

∀abcp

(
p =

a

b
→ aexpd

b
= pexpd

)
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
1. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "íîðìÈíòåãðàë"; êîììåí-

òàðèé (íîðìÈíòåãðàë x) çàäàåò ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ.
2. Ïåðåõîä îò êîðíÿ óñëîâèÿ çàäà÷è ê ðàññìàòðèâàåìîé äðîáè îñóùåñòâëÿåòñÿ

òîëüêî ÷åðåç îïåðàöèè "ïëþñ", "ìèíóñ".
3. Çíàìåíàòåëü b èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü (âîçìîæíî, ñ ïîêàçàòåëåì

åäèíèöà) ñóììû, çàâèñÿùåé îò x.
4. a, b ñóòü ìíîãî÷ëåíû îò x, ïðè÷åì ëèáî a íå êîíñòàíòà, ëèáî ñòåïåíü b áîëüøå

åäèíèöû.
5. Äðîáü a/b íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé. Ôàêòè÷åñêè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíàìåíàòåëü

íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå kp(x)n, ãäå k - êîíñòàíòà, n - íàòóðàëüíîå, p(x) -
ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ëèáî âòîðîé ñòåïåíè, áîëüøåé, ÷åì ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ.

6. b íå èìååò ñîìíîæèòåëÿ âèäà p(x)n, ãäå ñòåïåíü p(x) áîëüøå 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäðîáü"

Â íîðìàëèçàòîðå ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû óïðîùåíèÿ äðîáåé, áîëüøèíñòâî
èç êîòîðûõ óæå ðàññìîòðåíû âûøå êàê ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:

1. Äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì 0.
2. Äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì 1.
3. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç çíàìåíàòåëÿ.
4. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç ÷èñëèòåëÿ.
5. Cîêðàùåíèå ÷èñëîâîé äðîáè.
6. Ñîêðàùåíèå ÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.
7. Ñîêðàùåíèå ÷èñëîâûõ îñíîâàíèé ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè, ðàñ-

ïîëîæåííûõ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå.
8. Äåëåíèå íà äðîáü.
9. Äåëåíèå äðîáè.
10. Ñîêðàùåíèå äðîáíîãî âûðàæåíèÿ (áåç ïîïûòîê ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè åãî

÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ).
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11. Äåëåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
12. Ñîêðàùåíèå íà îáùèé ìíîæèòåëü îñíîâàíèé äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïî-

êàçàòåëÿìè.
13. Ãðóïïèðîâêà ìîäóëåé â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå.

∀abcd

(
d|b|
a|c|

=
d|b/c|

a

)
14. Äåëåíèå íà ìîäóëü äðîáè.

∀abc

(
b− ÷èñëî & ¬(c = 0) & ¬(b = 0) & c− ÷èñëî→ a

|b/c|
= a|c

b
|
)

15. Óñòðàíåíèå îòðèöàòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â ñîìíîæèòåëå ÷èñëèòåëÿ ëèáî
çíàìåíàòåëÿ.

16. Ñòåïåíü ñ äðîáíûì çíàìåíàòåëåì - ñîìíîæèòåëü çíàìåíàòåëÿ.

∀abcd

(
0 < cd → a

b(c/d)e
=

a(d/c)e

b

)
17. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå äëÿ ñòåïåíè ñ äðîáíûì îñíîâàíèåì - ñîìíîæèòåëÿ ÷èñ-

ëèòåëÿ äðîáè.
∀abcdefg(f − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & ¬(c = 0) → abf (cd/b)e/dfg =
acf (cd/b)e−f/g)

∀abcdefg(f − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & ¬(d = 0) → acf (b/cd)e/bfg =
a(b/cd)e−f/gdf )

∀abcde(¬(b = 0) → d(a/b)c/ae = d(a/b)c−1/be)

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå a èìååò çàãîëîâîê "óìíîæåíèå", b íå èìååò òàêîãî çàãî-
ëîâêà è êîðî÷å, ÷åì a.

18. Ðåãèñòðàöèÿ âî âíåøíåì êîíòåêñòå èíôîðìàöèè î íåóäà÷íîé ïîïûòêå ñîêðàùå-
íèÿ äðîáè.
Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè. Åñëè íå óäàåòñÿ ñîêðà-
òèòü äðîáü âèäà ac/bc, ïðè÷åì èíòåãðàë ñîäåðæèò ïàðàìåòðû, îáùèå ñ âûðàæå-
íèåì c, òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåíèå äâóõ ñëó÷àåâ: c = 0 è ¬(c = 0). Ïðèåì
ïåðåäàåò èíôîðìàöèþ îá ýòîì âíåøíåìó íîðìàëèçàòîðó "íîðìÈíòåãðàë", âû-
ïîëíÿþùåìó èíòåãðèðîâàíèå. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀abc(êîíòåêñò(ac/bc))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòëè÷èå c îò íóëÿ íå óñìàòðèâàåòñÿ è ÷òî îòñóòñòâóåò ïîñûë-
êà c = 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðîáü íåêîíñòàíòíàÿ. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìå-
íà(çàìå÷àíèå íîðìäðîáü)". Âûïîëíÿåìîå ïðèåìîì äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ óêà-
çàòåëåì "íîðìàëèçàöèÿ(íîðìÈíòåãðàë óñëîâèå(ïåðåñåêàþòñÿ( ïàðàìåòðû( âíå-
øêîðåíü)õ3))íîðìèëè èëè(ðàâíî(õ3 0)íå(ðàâíî(õ3 0))))". Âíåøíåìó íîðìàëè-
çàòîðó "íîðìÈíòåãðàë" ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íîðìèëè c = 0 ∨ ¬(c = 0)).
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19. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà.

∀abcdefghi

(
(j → k\l) → hadg+f

iebg+c
=

haf (ad/eb)g

iec

)
Â ïîñûëêàõ óñìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î "ñòðåìëåíèè" äëÿ ïàðàìåòðà j. Ýòîò
ïàðàìåòð âõîäèò â g è íå âõîäèò â d, f, b, c. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ãðóïïèðîâêà äâóõ
ïîêàçàòåëüíûõ çàâèñèìîñòåé â îäíó. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåí-
òàðèÿ "íîðìïðåäåë", óêàçûâàþùåãî íà íàëè÷èå âíåøíåãî íîðìàëèçàòîðà âû-
÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ.

20. Óñòðàíåíèå êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå äëÿ ÷èñëîâûõ âû-
ðàæåíèé (òîëüêî ïðèåì äëÿ îäíîãî ðàäèêàëà).

21. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.

∀a

(
0 < a & a− ÷èñëî→ ∞

a
= ∞

)

∀a

(
0 < a & a− ÷èñëî→ −∞

a
= −∞

)

∀a

(
a− ÷èñëî→ a

∞
= 0
)

∀a

(
a− ÷èñëî→ a

−∞
= 0

)
22. Äåëåíèå êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé ñ ðàäèêàëàìè.

∀abcdemnp

(
p = d2 − e2c & ¬(p = 0) → (a + b

√
c)m

(d + e
√

c)n
=

(ad− bce + (bd− ae)
√

c)m

pn

)
Äðîáü êîíñòàíòíàÿ, c - äåñÿòè÷íîå ÷èñëî. Âûðàæåíèÿ d, e íå ñîäåðæàò ñòåïåíåé.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè è ðàñêðûâàåò ñêîáêè.

23. Êîíñòàíòíûå ñóììû ñ äðîáÿìè â ÷èñëèòåëå ëèáî â çíàìåíàòåëå.

∀abcde

(
¬(c = 0) → (a + b/c)e

d
=

(ac + b)e

cd

)

∀abcde

(
¬(c = 0) → d

(a + b/c)e
=

cd

(ac + b)e

)
Íîðìàëèçóåìûå äðîáè êîíñòàíòíûå.

24. Âûðàæåíèÿ ñ "Î".
∀an((x → 0\b) & ¬(a = 0) → O(xn)/a = O(xn))

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â a; n íàòóðàëüíîå.
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25. Ñîêðàùåíèå ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.

∀abcd

(
b = 2d → a sin b

c cos d
=

2a sin d

c

)

∀abcd

(
b = 2d → a sin b

c sin d
=

2a cos d

c

)
Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà òåêóùàÿ çàäà÷à - íà èññëåäîâàíèå
è èìååò öåëü "èçâåñòíî".

Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùäðîáü"

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé ê êîìïàêòíîìó âèäó èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-
þùèå ïðèåìû:

1. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.
∀abcdefg(c− ÷èñëî & g − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(g)− even) & f − rational &
¬(çíàìåíàòåëü(f)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & a−rational & e−÷èñëî→
dbaf/ecag = d(bf/cg)a/e)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé íà óðîâíå 3.

∀abcd

(
b = c2 → da2

b
= d(

a

c
)2

)
Çäåñü b - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, äëÿ êîòîðîé óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà c. ×èñëèòåëü äðîáè è âûðàæåíèå a íå ÿâëÿþòñÿ
äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. a íå èìååò çàãîëîâêà "ñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefghij(0 < a & 0 ≤ d → cdej/fg/iabj/fh = c(de/g/ab/h)j/f/i)

Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b, c, e, f, g, h, , i, j.
Ïðè ýòîì f, j îäíîâðåìåííî åäèíèöå íå ðàâíû. Ïðåîáðàçîâàíèå î÷åíü ãðîìîçä-
êèõ êîíñòàíòíûõ äðîáåé áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïåðåíåñåíèå ëîãàðèôìà èç ñîìíîæèòåëåé çíàìåíàòåëÿ â ñîìíîæèòåëè ÷èñëè-
òåëÿ.

∀abcd

(
0 < a & ¬(a− 1 = 0) → b

c logd a
=

b loga d

c

)
Äëÿ íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

3. Äåëåíèå ñëàãàåìîãî ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü.

∀abc

(
ab + c

b
= a +

c

b

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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4. Âûðàæåíèå ÷àñòíîãî îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ è
êîòàíãåíñ.

∀abcd

(
a(sin b)c

d(cos b)c
=

a(tg b)c

d

)

∀abcd

(
a(cos b)c

d(sin b)c
=

a(ctg b)c

d

)

∀abcdef

(
d sin((a− b)f/c)

e cos((b− a)f)/c
=

d tg((a− b)f/c)

e

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óñìîòðåíèå òàíãåíñà ëèáî êîòàíãåíñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.

∀abcd

(
c(a− a(tg b)2)

d tg b
=

2a ctg(2b)c

d

)

∀abcd

(
a tg b

d(c− c(tg b)2)
=

a tg(2b)

2cd

)
6. Óñìîòðåíèå ÷èñëà ñî÷åòàíèé.
∀abmnk(n−íàòóðàëüíîå & m−öåëîå & k−öåëîå & 0 ≤ m & 0 ≤ k & n = m+k →
an!/bm!k! = aCk

n/b)

Óêàçàòåëü "äðîáü(ôèêñ(0 1)ôèêñ(0 2))" îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

7. Äåëåíèå äðîáè.

∀abc

(
a/b

c
=

a

bc

)
8. Ñîêðàùåíèå äëÿ ëîãàðèôìà ñòåïåíè.

∀abcde

(
loga(b

c)d

ce
=

loga |b|d
e

)
9. Âûðàæåíèå ÷àñòíîãî îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà

÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå òàíãåíñ è êîòàíãåíñ.

∀abcd

(
a(sh b)c

d(ch b)c
=

a(th b)c

d

)

∀abcd

(
a(ch b)c

d(sh b)c
=

a(cth b)c

d

)
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10. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå íà òàíãåíñ.

∀abcde

(
¬(sin b = 0) → a tg b

(c tg b + d)e
=

a

(c + d ctg b)e

)
11. Ïåðåõîä ê ñèãíóìó.

∀abc

(
|a|b
ac

=
sgab

c

)

∀abc

(
ab

|a|c
=
sgab

c

)

∀bdeg

(
be|d/e|

dg
=

bsg(de)

g

)

∀abce

(
¬(a = 0) & a− ÷èñëî→ be

|ce|
=

bsge
|c|

)
12. Ïåðåõîä ê ìîäóëþ.

∀acd

(
asg tg d

c tg d
=

a| ctg d|
c

)
13. Óñìîòðåíèå òàíãåíñà ñóììû.

∀abcdef (c−íàòóðàëüíîå & ¬(d−d tg a tg b = 0) → e(tg a+tg b)c/f(d−d tg a tg b)c =
e(tg(a + b))c/fdc)

∀abcdef (c − íàòóðàëüíîå & ¬(cos(a + b) = 0) & ¬(d = 0) → e(tg a + tg b)c/f(d −
d tg a tg b)c = e(tg(a + b))c/fdc)

Íîðìàëèçàòîð ñòàíäàðòèçàöèè äðîáåé ñ íåèçâåñòíûìè "óðàâíäðîáü"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð íåâåëèê. Êðîìå ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé ê îáðàáîòêå ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ, îí èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcde

(
0 ≤ a & 0 < b & ¬(e = 0) → dac

ebc
=

d(a/b)c

e

)
Çäåñü a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, c - ñîäåðæèò. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ãðóï-
ïèðîâêà ïîä îáùèé íåèçâåñòíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äâóõ ñòåïåíåé ñ èçâåñòíûìè
îñíîâàíèÿìè. Ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê îáðàáîòêå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ èìåþò
âèä:

∀abc

(
c = a → a

b
=

c

b

)
∀abc

(
¬(b = 0) & c = b → a

b
=

a

c

)
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðîëü íîðìàëèçàòîðà èãðàåò îïåðàòîð "íîðìóðàâí", ïåðåàäðåñóþ-
ùèé ñâîè âõîäíûå äàííûå íîðìàëèçàòîðó ñòàíäàðòèçàöèè íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çàãîëîâêîì.
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Íîðìàëèçàòîð "ïðîñòåéøèåäðîáè"

Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò äðîáíîå âûðàæåíèå ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé,
çíàìåíàòåëÿìè êîòîðûõ ñëóæàò ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî
çàäàííîé ïåðåìåííîé x. Îíà ñîîáùàåòñÿ íîðìàëèçàòîðó ÷åðåç êîììåíòàðèé (ïåðå-
ìåííàÿ x). Ïåðåä îáðàùåíèåì çíàìåíàòåëü äðîáè óæå äîëæåí áûòü ðàçëîæåí íà
ìíîæèòåëè, ÷òî îáû÷íî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñðàáàòûâàíèåì èçëîæåííûõ âûøå ïðèåìîâ
ñòàíäàðòèçàöèè äðîáåé. Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ìèíóñ ïåðåä äðîáüþ. Åñëè ïåðåä äðîáüþ ñòîèò ìèíóñ, òî âûïîëíÿåòñÿ ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðåîáðàçîâàíèþ äðîáè áåç ìèíóñà:
∀ab(a = b → −b = −a).
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå b íîðìàëèçàòîðîì "ïðîñòåéøèåäðîáè".
Ïðåîáðàçîâàíèå ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ðåçóëüòàò a èìååò âèä ñóììû, âîçìîæíî, ñ
âûíåñåííûì ïåðåä íåé çíàêîì "ìèíóñ".

2. Âûäåëåíèå ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, íå çàâèñÿùèõ îò ðàññìàò-
ðèâàåìîé ïåðåìåííîé. Ïðèåì ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê îáðàáîòêå
äðîáè ñ îòáðîøåííûìè òàêèìè ìíîæèòåëÿìè:

∀abcde

(
d

c
= e → ad

bc
=

a

b
e

)
Óêàçàòåëü "âõîä(ïåðåìåííàÿ õ6)" èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ õ6, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîé áåðóòñÿ ìíîãî÷ëåíû. Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(õ4 âõîäèò(õ6 õ4))", "ïå-
ðå÷åíü(õ3 âõîäèò(õ6 õ3))" îïðåäåëÿþò c, d êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ñîìíîæèòå-
ëåé çíàìåíàòåëÿ è ÷èñëèòåëÿ, íå ñîäåðæàùèõ äàííóþ ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé íåâûðîæäåííîå. Çàòåì àíòåöåäåíò
îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ïðîñòåéøèåäðîáè". Ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ".

3. Óñòðàíåíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî â ÷èñëèòåëå. Ïðèåì îáåñïå÷èâàåò ñòàíäàðòèçà-
öèþ ìíîãîýòàæíûõ äðîáíûõ âûðàæåíèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü â ïðîöåññå
âû÷èñëåíèé:

∀abcd

(
a + b/c

d
=

a

d
+

b

cd

)
Çäåñü çíàìåíàòåëü c ñîäåðæèò âûäåëåííóþ ïåðåìåííóþ x. Êàæäîå èç ñëàãà-
åìûõ ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìäðîáü", "ïðîñòåé-
øèåäðîáè". Ê ïîëó÷åííîé ñóììå ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïëþñ".

4. Óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå. Äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ðàñ-
ñìîòðåí îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, âûíåñåííûé â îòäåëüíûé ïðèåì:

∀abcdefg

(
c = d− b & ¬(c = 0) → e

f(a + bg)(a + dg)
=

e

fcg(a + bg)
− e

fcg(a + dg)

)
Çäåñü g - âûäåëåííàÿ ïåðåìåííàÿ, a - ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî áîëüøå åäè-
íèöû. Íà âûðàæåíèÿ e, f, b, d îãðàíè÷åíèÿ íå íàêëàäûâàþòñÿ (â ÷àñòíîñòè, b, d
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ìîãóò ñîäåðæàòü g). Êàæäàÿ èç äðîáåé çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðàìè "íîðìäðîáü", "ïðîñòåéøèåäðîáè", à âñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü - íîð-
ìàëèçàòîðàìè "íîðìïëþñ", "ñòàíäïëþñ".

5. Ïðèìåíåíèå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû, ïîíèæàþùåé ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ. Ýòî
îñíîâíîé øàã ïðîöåäóðû ïåðåõîäà ê ñóììå ïðîñòåéøèõ äðîáåé:
∀afghpuvw(÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(f(x), x− ÷èñëî), λx(g(x), x− ÷èñëî), h, u) &
÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(v(x), x− ÷èñëî), λx(g(x), x− ÷èñëî), w, p) →
f(x)/(g(x))av(x) = (h(x)p(x)− u(x)w(x))/p(x)(g(x))a−1v(x) + u(x)/p(x)(g(x))a)

Â òî âðåìÿ, êàê ïðåäøåñòâóþùèå ïðèåìû ñðàáàòûâàëè íà óðîâíå 1, äàííûé
ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëü-
íîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé 1. x - âûäåëåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Îíà âõîäèò â
ìíîãî÷ëåíû g(x), v(x). Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà v(x) íå ìåíüøå ñòåïåíè g(x), ïðè÷åì
îñòàòîê p(x) îò äåëåíèÿ v(x) íà g(x) íåíóëåâîé. ×òîáû îòñå÷ü ñëó÷àè ÷ðåçìåðíî
òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé, , íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå a < 5. Àíòåöåäåíòû âûïîëíÿ-
þò äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ïàêåòíûé ñèíòåçàòîð
"÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ". Âûõîäíûå ïåðåìåííûå h, u, w, p ïîëó÷àþò â êà÷åñòâå
ñâîèõ çíà÷åíèé òåðìû âèäà "îòîáðàæåíèå(. . .)". ×òîáû ýòè ïåðåìåííûå ìîæíî
äàëåå áûëî èñïîëüçîâàòü êàê ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, ââåäåíû óêàçàòåëè
"ôóíêöèÿ(õ8 õ23)", "ôóíêöèÿ(õ20 õ23)", "ôóíêöèÿ(õ22 õ23)", "ôóíêöèÿ(õ15
õ23)". Íàïðèìåð, åñëè h áûëî èäåíòèôèöèðîâàíî êàê òåðì λy(A(y), y− ÷èñëî),
òî h(x) ôîðìèðóåòñÿ â âèäå A(x). Çàìåòèì, ÷òî ïðè îáðàùåíèè ê ñèíòåçàòî-
ðó äåëèìîå è äåëèòåëü îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê
"ñòàíäïëþñ". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ñîêðàùïëþñ", óñêî-
ðÿþùèé ïðîöåññ ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê çà ñ÷åò óñìîòðåíèÿ ðàçíîñòåé êâàäðàòîâ.
Êàæäàÿ èç äðîáåé çàìåíÿþùåãî òåðìà ïðèåìà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðà-
ìè "íîðìäðîáü", "ïðîñòåéøèåäðîáè", à âåñü çàìåíÿþùèé òåðì - íîðìàëèçàòî-
ðàìè "ñòàíäïëþñ", "íîðìïëþñ".

6. Óìåíüøåíèå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ.
Åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ êàê ìíîãî÷ëåíà îò âûäåëåííîé ïåðåìåííîé x íå ìåíüøå
ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà, ÿâëÿþùåãîñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ çìàåíàòå-
ëÿ, òî ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì:
∀abfghu(÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(f(x), x− ÷èñëî), λx(g(x), x− ÷èñëî), h, u) →
f(x)/b(g(x))a = h(x)/b(g(x))a−1 + u(x)/b(g(x))a)

Êàê è âûøå, a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ñòåïåíü ìíîãî-
÷ëåíà f(x) íå ìåíüøå ñòåïåíè g(x). Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò x, ò.å. ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü ïîñëå òîãî, êàê çíàìåíàòåëü ñòàíîâèòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî
êîýôôèöèåíòà) ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà, íå ïîääàþùåãîñÿ ðàçëîæåíèþ íà ìíî-
æèòåëè. Ìíîãî÷ëåí g(x) çàâèñèò îò x. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2.

10.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñòåïåíü"

Âûðàæåíèå "ñòåïåíü(a b)", îáîçíà÷àþùåå ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
a â âåùåñòâåííóþ ñòåïåíü b, ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå

ab.
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Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå èìååò ñìûñë, åñëè ëèáî a > 0, ëèáî a = 0 è b > 0, ëèáî
a < 0 è b - ðàöèîíàëüíîå ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Ñïðàâî÷íèê "îäç" äëÿ ñòåïå-
íè ðåàëèçîâàí íåïîñðåäñòâåííî íà ËÎÑå (ñì. íà÷àëî äàííîé ãëàâû). Ñïðàâî÷íèêè
"àðíîñòü", "òèï", "îáëàñòü", "åäèíèöà" îïðåäåëÿþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îïåðàöèè
(èìååò äâà îïåðàíäà, ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ëþáûå, èìååò åäè-
íèöó 1 äëÿ âòîðîãî îïåðàíäà). Ñïðàâî÷íèê "îáùàÿñòåïåíü" èñïîëüçóåòñÿ êîìïèëÿ-
òîðîì - îí óêàçûâàåò, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïîêà-
çàòåëåé íåñêîëüêèõ ñòåïåííûõ âûðàæåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "îáùàÿñòåïåíü".
Ñïðàâî÷íèêè "îáùíîðì", "êîíñò", "äèñòðèáðàçâåðòêà", "íåèçâîöåíêà", "ïîäñòàíîâ-
êà", "íåèçâ", "óïðîùíåèçâ", "óïðîùòåðì", "îáîáùïîäñò" èñïîëüçóþòñÿ ïðè âûâîäå
â áàçå òåîðåì è àâòîìàòè÷åñêîì ñèíòåçå ïðèåìîâ. Ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë" óêàçûâàåò
êîìïèëÿòîðó îïåðàòîðû ËÎÑà, èñïîëüçóåìûå ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñî ñòåïåíÿìè.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

Äëÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñòåïåííûõ âûðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Âîçâåäåíèå äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü.
∀abc(c = ab → ab = c)

a - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, b - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Àíòåöåäåíò îáðàùàåò-
ñÿ ê ïðîöåäóðå "íàòóðñòåïåíü", âûïîëíÿþùåé âû÷èñëåíèÿ. ×òîáû â çàäà÷å íå
ïîÿâëÿëèñü ÷ðåçìåðíî áîëüøèå ÷èñëà, ââåäåíû ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèÿ. Åñ-
ëè òåêóùàÿ çàäà÷à - íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìååò öåëü "÷èñëî" (ò.å. òðåáóåòñÿ
ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ), òî b íå ïðåâîñõîäèò 1000. Èíà÷å - ïðè a = 2 äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ b ≤ 27, ïðè a = 3 - b ≤ 12, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ b ≤ 8. Åñëè a ðàâíî
2 ëèáî 5, ïðè÷åì äàííîå ñòåïåííîå âûðàæåíèå óìíîæåíî íà äðóãîå ñòåïåííîå
âûðàæåíèå ñ îñíîâàíèåì 2 ëèáî 5, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñðàçó
óñìàòðèâàòü ñòåïåíè äåñÿòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Îñíîâàíèå ñòåïåíè åäèíèöà.
∀a(1

a = 1)

Ýòîò è äâà ñëåäóþùèõ ïðèåìà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.
3. Îñíîâàíèå ñòåïåíè íîëü.
∀a(0

a = 0)

4. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè åäèíèöà.
∀a(a

1 = a)

5. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íîëü.
∀a(a

0 = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Òàê êàê â î.ä.ç. ñëó÷àé a = 0 íåâîçìîæåí, òî
êîíôëèêòû ñ ïðèåìîì "îñíîâàíèå ñòåïåíè íîëü" íå âîçíèêàþò. Ïðè ðàçáîðå
ñëó÷àåâ èíîãäà ìîãóò âîçíèêàòü âûðàæåíèÿ âèäà 00, êîòîðûå áóäóò çàìåíÿòüñÿ
íà 0. Îäíàêî, ñïèñîê ïîñûëîê çäåñü áóäåò ëîæíûì, è ýòè çàìåíû íåñóùåñòâåí-
íû. Ââîäèòü ïðîâåðêó óñëîâèÿ ¬(a = 0) â äàííîì ïðèåìå è óñëîâèÿ a > 0 â
ïðèåìå "îñíîâàíèå ñòåïåíè íîëü" íåæåëàòåëüíî èç-çà íåîïðàâäàííîãî çàìåäëå-
íèÿ âû÷èñëåíèé. Ýòî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíöèïîì îòáðàñûâàíèÿ ïðîâåðêè
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òåõ óñëîâèé, êîòîðûå âûòåêàþò èç òðåáîâàíèé íà î.ä.ç. ïðåîáðàçóåìûõ âûðà-
æåíèé.

6. Ìèíóñ â îñíîâàíèè ñòåïåíè.
∀ab(b− rational & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) → (−a)b =
−ab)

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, â êîòîðîì −a íàõîäèòñÿ òàêæå ïîä ðàäèêàëîì ÷åòíîé ñòåïåíè.
∀ab(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ (−a)b = ab)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ðàâíû 0.

7. Ìèíóñ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

∀ab

(
a−b =

1

ab

)
Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(a) a èìååò âèä äðîáè (òîãäà ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïðèåì, ñì. íèæå)
(b) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ñâÿçûâàþùèì íåêî-

òîðûå åå ïåðåìåííûå.
(c) Íå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà.
(d) Åñëè ðåøàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òî b íå ñîäåðæèò íè íåèç-

âåñòíîé ôóíêöèè, íè âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé.
(e) Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà óïðîùåíèå îòâåòà, òî a íå ðàâíî 10.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà ñ òîé
æå òåîðåìîé. Îíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5 ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, åñëè b ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ ïåð-
âûå òðè ôèëüòðà ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.

∀abc

((a

b

)c

=

(
b

a

)c)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ïðîèçâåäåíèå â îñíîâàíèè ñòåïåíè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → acbc = (ab)c)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Áëîêèðóåòñÿ îíî â ñëåäóþùèõ
ñðàâíèòåëüíî ðåäêèõ ñëó÷àÿõ:
(a) Ñòåïåíü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé êîììåíòà-

ðèé "äëèíà". Ýòîò êîììåíòàðèé óêàçûâàåò íà ýòàï çàâåðøàþùåé êîìïàêò-
íîé ïåðåôîðìóëèðîâêè òåðìà.

(b) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé äëÿ ðåäàê-
òèðîâàíèÿ îòâåòà (êðîìå ðåäàêòèðîâàíèÿ òåîðåì).
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(c) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëåì, ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êîòîðîãî
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè ïîêàçàòåëÿ c è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè
îñíîâàíèÿ ab.

(d) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, à îñíîâàíèå - íå ñîäåðæèò.

(e) Ñòåïåíü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è, èìåþùåé öåëü "ñâåðòêà".
Åñëè îñíîâàíèå ñòåïåíè èìååò ðîâíî äâà ñîìíîæèòåëÿ, òî a èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ òåì èç íèõ, êîòîðûé èäåò ïåðâûì â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Òà-
êèì îáðàçîì áëîêèðóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñèììåòðè÷íûõ ñèòóàöèé. Êðîìå òîãî,
îòáðàñûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè - ïðîñòàÿ äðîáü ñ íå÷åòíûì
çíàìåíàòåëåì. Äëÿ íåãî ïðåäóñìîòðåí îòäåëüíûé ïðèåì:

∀abc (c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even→ acbc = (ab)c)

Îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå - òå æå, ÷òî è âûøå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ
ïðèåìîâ ðàâíû 0.
Âåðíåìñÿ ê òåîðåìå ïåðâîãî ïðèåìà. Èíîãäà ðàçáèåíèå îñíîâàíèÿ íà äâà íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ìíîæèòåëÿ íåïîñðåäñòâåííî íå óñìàòðèâàåòñÿ, îäíàêî ìîæåò áûòü
ïîäñêàçàíî íåðàâåíñòâîì èç ïîñûëîê. Íàïðèìåð, åñëè â ïîñûëêàõ èìååòñÿ íåðà-
âåíñòâî 0 ≤ ab, òî îñíîâàíèå ñòåïåíè ab3 ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåîòðèöàòåëü-
íûõ ñîìíîæèòåëÿ ab, b2. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ïî ïåðâîé òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà. Ó íåå âòîðîé àíòåöåäåíò íå âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâå-
ðîê", à èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîñûëêîé. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ,
÷òîáû îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå a èìåëî íå ìåíåå äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Åñëè îñíîâàíèå ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïîëîæèòåëü-
íûõ ñîìíîæèòåëåé, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀abc (a ≤ 0 & b ≤ 0 → (−a)c(−b)c = (ab)c)

Îòëè÷èå îò ïåðâîãî ïðèåìà ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1. Ðàçáèåíèå â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé îêàçûâà-
åòñÿ âîçìîæíûì ñóùåñòâåííî ÷àùå, è çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ
äëÿ íåïîëîæèòåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé äîñòèãàåòñÿ ýêîíîìèÿ òðóäîåìêîñòè.
Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ëèøü îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ.
Ýòî äîïóñòèìî, åñëè ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. áîëüøîé ðîëè íå èãðàåò (çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ "èçâåñòíî" è ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé):

∀abc (0 ≤ a → acbc = (ab)c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 0.
Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåîòðèöàòåëüíîñòü ñîìíîæèòåëåé
îñíîâàíèÿ íå îáÿçàòåëüíà, òàê êàê ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðî-
èçâåäåíèå ñòåïåíåé ìîäóëåé:

∀abc ((ab)c = |a|c|b|c)

∀abc (|ab|c = |a|c|b|c)
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Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé ÷åòíûé çíàìåíà-
òåëü. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ, b - íåèçâåñòíóþ ôóíê-
öèþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå óñëîâèå çàäà÷è íå äîëæíî ñîäåðæàòü ïðîèçâîäíóþ. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

9. Äðîáü â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀abc

(
c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) →

(a

b

)c

=
ac

bc

)
Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ðåäêèõ ñëó÷àÿõ:
(a) Ñòåïåíü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé êîììåíòà-

ðèé "äëèíà".
(b) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé äëÿ ðåäàê-

òèðîâàíèÿ îòâåòà (êðîìå ðåäàêòèðîâàíèÿ òåîðåì).
(c) Ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûìè ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìå-

þùåé òàêæå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ |a/b| ëèáî |b/a|.
(d) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ñâÿçàííàÿ ïåðåìåí-

íàÿ êîòîðîãî âõîäèò â c è íå âõîäèò â a, b.
(e) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" è ñîäåðæèò åãî ñâÿ-

çàííóþ ïåðåìåííóþ, ïðè÷åì çàäà÷à èìååò öåëü "èññëåäîâàòü". Òàêèå çà-
äà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáùåé õàðàêòåðèçàöèè îáúåêòîâ (íàïðèìåð, ïðè
èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé).

(f) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äëÿ
óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c -
äðîáíûé, à îñíîâàíèå ñòåïåíè èìååò âèä (px+q)/(rx+s), ãäå x - ïåðåìåííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ.

(g) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà â ïîñûëêå çàäà÷è, ïðè÷åì âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîá-
ðàæåíèå".

(h) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, èìåþùåé öåëü "ñâåðòêà".
(i) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñîäåðæèò íåèç-

âåñòíûå, îñíîâàíèå - íå ñîäåðæèò, ïðè÷åì ÷èñëèòåëü a îòëè÷åí îò åäèíèöû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abc

(
0 ≤ a & 0 < b →

(a

b

)c

=
ac

bc

)
Ýòîò ïðèåì áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(a) Ñòåïåíü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé êîììåíòà-

ðèé "äëèíà".
(b) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé äëÿ ðåäàê-

òèðîâàíèÿ îòâåòà (êðîìå ðåäàêòèðîâàíèÿ òåîðåì).
(c) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, óïðîùàþùåé

âûðàæåíèå, àíàëèçèðóåìîå íà óáûâàíèå â òî÷êå.
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(d) Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè - ïðîñòàÿ äðîáü ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì (òîãäà ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïðåäûäóùèé ïðèåì).

(e) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, îñíîâàíèå - íå ñîäåðæèò, ïðè÷åì ÷èñëèòåëü a îòëè÷åí îò åäèíèöû.

(f) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, èìåþùåé öåëü "ñâåðòêà".
(g) Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ñâÿçàííàÿ ïåðåìåí-

íàÿ êîòîðîãî âõîäèò â c.
(h) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äëÿ

óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c -
äðîáíûé, à îñíîâàíèå ñòåïåíè èìååò âèä (px+q)/(rx+s), ãäå x - ïåðåìåííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ.

(i) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äëÿ
óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõî-
äèò â c.

(j) Ñòåïåíü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äëÿ
óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõî-
äèò â a/b, ïðè÷åì êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòî
âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì.

Ïðèåì èìååò äâà óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ - 0 è 2. Åñëè íà óðîâíå 0 èñòèííîñòü
àíòåöåäåíòîâ íå óñìàòðèâàåòñÿ, òî íà óðîâíå 2 äåëàåòñÿ ïîâòîðíàÿ ïîïûòêà
óñìîòðåíèÿ.
Åùå îäèí ñëó÷àé - íåïîëîæèòåëüíûå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü:

∀abc

(
a ≤ 0 & b < 0 →

(a

b

)c

=
(−a)c

(−b)c

)
Ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Åñëè íåîòðèöàòåëüíîñòü ëèáî íåïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàíäîâ äðîáè íå óñìàòðè-
âàåòñÿ, íî óäàåòñÿ óñìîòðåòü çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòè ñîìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ, òî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

∀abcd

(
0 ≤ a →

(
ab

c

)d

= ad

(
b

c

)d
)

∀abceg

(
0 ≤ ab & 0 ≤ eg →

(a

b

)c (g

e

)c

=
(ag

be

)c)
∀abceg

(
ab ≤ 0 & eg ≤ 0 →

(
−a

b

)c (
−g

e

)c

=
(ag

be

)c)
Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2. Äâà ïîñëåäíèõ ïðèåìà âûïîëíÿþò
çàìåíó ñïðàâà íàëåâî è ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 3. Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ó íèõ êàê îòäåëüíûå ñîìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Çàòåì
ïðîâåðÿþòñÿ àíòåöåäåíòû.
Ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè äðîáè â ÷àñòíîå ñòåïåíåé âûïîëíÿåòñÿ ïðè âûâîäå òåî-
ðåìû, åñëè äàííàÿ ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ:
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∀abcdn

(
a(b/c)n

d
=

abn

dcn

)
Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "ïðåîáðàçîâàòü" è êîììåíòàðèè "ñîêðàùåíèå", "äëè-
íà". n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ïîâòîðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.
∀abc(b− rational & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → (ab)c = abc)

∀abc(0 ≤ a → (ab)c = abc)

∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & b− rational & a ≤ 0 →
((−a)b)c = (−a)bc)

∀abc(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ |a|bc = (ab)c)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0, âòîðîé è òðåòèé - íà óðîâíÿõ 0 è 3.
Ïîñëåäíèé ïðèåì âûïîëíÿåò çàìåíó ñïðàâà íàëåâî è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

11. Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀abc(0 ≤ a → abac = ab+c)

Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè öåëî÷èñëåííàÿ ñòåïåíü äåñÿòè÷íîé êîíñòàí-
òû óìíîæàåòñÿ íà ðàäèêàë (íàïðèìåð, 2

√
2). Îíî òàêæå áëîêèðóåòñÿ ïðè ôîð-

ìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè - åñëè a ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè-
÷åì îäíà ñòåïåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàäèêàë, à äðóãàÿ èìååò öåëî÷èñëåííûé
ïîêàçàòåëü. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0 è 3.
∀abc(b− rational & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → abac = ab+c)

Ôèëüòðû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ïðèåìó, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Õî-
òÿ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0 ó îáîèõ ïðèåìîâ îáùèé, ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî ïðèåìà, à çàòåì - ïåðâîãî. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ
ïîäõîäÿùåé î÷åðåäíîñòüþ êîìïèëÿöèè (ñíà÷àëà êîìïèëèðóåòñÿ âòîðîé ïðèåì,
çàòåì ïåðâûé) è ðàçìåùåíèåì ïðîãðàìì ïðèåìîâ â áëîêå ïðîãðàìì.
∀abc(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ ab|a|c = |a|b+c)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò áåç îãðàíè÷åíèé íà óðîâíå 0.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèåì, ãäå îäíà èç ñòåïåíåé "ñïðÿòàíà" âíóòðè íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòû:
∀abcmn(b = ac → ban−m = can−m+1)

Ïåðåìåííûå a, b, m èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè; n - íåêîí-
ñòàíòíîå âûðàæåíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ïðåä-
ïðèíèìàåò ïîïûòêó äåëåíèÿ b íà a. Â ñëó÷àå óñïåõà êîýôôèöèåíò çàìåíÿåòñÿ
íà ðåçóëüòàò äåëåíèÿ, à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè a óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îñíîâàíèÿìè, îòëè÷àþùèìèñÿ çíàêîì.
∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & ÷èñëèòåëü(c)−even& a−rational& c−rational→
bc(−b)a = (−b)a+c)
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∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(c) −
even) & a− rational & c− rational→ bc(−b)a = −(−b)a+c)

∀cdef (¬(çíàìåíàòåëü(c)− even & ¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & c− rational & f −
rational→ (d− e)c(e− d)f = (d− e)c+f (−1)f )

∀cdef (¬(çíàìåíàòåëü(f) − even) & f − rational & 0 ≤ d − e → (d − e)c(e − d)f =
(d− e)c+f (−1)f )

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1. Ïîñëåäíèé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ïðåîáðàçó-
åòñÿ óñëîâèå çàäà÷è, ïðè÷åì f ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.

13. Óìíîæåíèå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ñîìíî-
æèòåëåé îñíîâàíèÿ.
∀abcd(0 ≤ ab & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc(ab)d = (ab)c+d)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
14. Äåëåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.

∀abcde(0 < a → dab/eac = dab−c/e)

Ñðàáàòûâàíèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè a - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, c = 1, b - ÷èñëî-
âàÿ äðîáü (íàïðèìåð, √2/2). Îòñåêàþòñÿ ñëó÷àè ñðàáàòûâàíèÿ, îõâàòûâàåìûå
äðóãèìè ïðèåìàìè (b = c = 1 ëèáî ñëó÷àé ðàöèîíàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè,
èìåþùèõ íå÷åòíûå çíàìåíàòåëè). Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3.
∀abcde(b−rational & c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−
even) → dab/eac = dab−c/e)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
15. Äåëåíèå ñòåïåíåé ñ îñíîâàíèÿìè, îòëè÷àþùèìèñÿ çíàêîì.

∀abcde(b−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & a < 0 → abc/(−a)de = (−1)b(−a)b−dc/e)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3. Óêàçàòåëü "äðîáü" ïðåäóñìàòðèâàåò âîç-
ìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

16. Ñîêðàùåíèå ïðè ïåðåìíîæåíèè äâóõ ñòåïåíåé ñ äðîáíûìè îñíîâàíèÿìè è îäè-
íàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè.

∀abcde

(( a

bc

)d
(

be

f

)d

=

(
ae

cf

)d
)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
17. Ñîêðàùåíèå ÷èñëåííûõ îñíîâàíèé ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ìíîæèòåëÿìè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè.

∀abcdef

(
0 < b & 0 ≤ a & f =

a

b
→ eac

dbc
=

ef c

d

)



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 674

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" - îíè íåïîñðåäñòâåííî ïðîâå-
ðÿþò çíàê ÷èñëîâûõ êîíñòàíò. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçà-
òîðó "ñîêðàùäðîáè" äëÿ ñîêðàùåíèÿ äðîáè a/b. Óêàçàòåëü "ðàçëè÷íû(ñîêðàù-
äðîáè äðîáü(õ1 õ2))" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî äðîáü óäàëîñü ñîêðàòèòü.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abcdefgmn

(
0 < a & 0 < b & ¬(d = 0) → eacn+f

dbcm+g
=

e(an/bm)caf

dbg

)
Êàê è âûøå, îñíîâàíèÿ ñòåïåíè a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîí-
ñòàíòàìè. Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ðàçëè÷íû, íî èìåþò ïîäîáíûå ñëàãàåìûå cn,
cm, ãäå n, m - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, c - íåêîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Ïðî-
èñõîäèò ãðóïïèðîâêà ïîä ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c êîíñòàíòíîé äðîáè an/bm, îá-
ðàáàòûâàåìîé íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óêàçàòåëü "ðàçëè÷-
íû(ñîêðàùäðîáè äðîáü(õ1 õ2))" îáåñïå÷èâàåò ïðåäâàðèòåëüíóþ ïðîâåðêó òîãî,
÷òî a/b ñîêðàòèìî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

18. Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ íàòóðàëüíûìè îñíîâàíèÿìè, äåëÿùèìèñÿ äðóã íà äðóãà.
∀abmnk(m = nk → manb = kana+b)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïðîâåðÿåò äåëèìîñòü m íà n. Ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ, åñëè îäèí èç ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè - öåëîå ÷èñëî, à äðóãîé -
äðîáü (íàïðèìåð, 2

√
6). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

19. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ äëÿ ñòåïåíåé.
∀abcdpqrskmn(b = md & c = nd & r = p−q & s = mar +n & q < p → bak+p +cak+q =
sdak+q)

Ïåðåìåííûå a, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé è
âòîðîé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿþò îá-
ùó ÷àñòü d êîýôôèöèåíòîâ b, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæèòåëè m, n ñóòü äåñÿòè÷-
íûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà" è âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ íîâîãî êîýôôèöèåíòà s. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè r ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí öåëî÷èñëåííûé è íå ïðåâîñõîäèò 3. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.
∀abcdkmnpq(b = md & c = nd → bak+p + cak+q = (map + naq)dak)

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî ïîäîáíûå ÷ëåíû ïðèâîäÿòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè. Ïåðåìåííûå a, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
âûðàæåíèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûõ, ïåðåìåííàÿ k - ñ íåèçâåñòíûì âû-
ðàæåíèåì. Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îïðåäåëÿþò ìíîæèòåëè m, n êîýôôè-
öèåíòîâ b, c, ïîëó÷àþùèåñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ èõ îáùåé ÷àñòè d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî m, n íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdn(n−rational & ¬(÷èñëèòåëü(n)−even) → a(b−c)n+d(c−b)n = (a−d)(b−c)n)

∀abcdn(n− rational & ÷èñëèòåëü(n)− even→ a(b− c)n +d(c− b)n = (a+d)(b− c)n)

Ïåðåìåííûå a, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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20. Äåëåíèå íà ñòåïåíü äðîáè.

∀bcdef

(
b

f(c/e)d
=

b(e/c)d

f

)
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

21. Âûäåëåíèå ñòåïåíè äåñÿòêè.
∀mn(k = min(m,n) → 2m5n = (10)k2m−k5n−k)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, õîòÿ áû
îäíà èç êîòîðûõ áîëåå åäèíèöû. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.

22. Ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ìîäóëåé.
∀abc(|ab|c = |a|c|b|c)
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Îí áëîêèðóåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, à òàêæå ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

23. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàäèêàëîâ ñ âçàèìíî îáðàòíûìè
äðîáÿìè.

∀abcd

(a

√
b

c
+ d

√
c

b

)2

=
a2b2 + d2c2 + 2abcd

bc


Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

24. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ äëÿ ðàäèêàëîâ ñ âçàèìíî îáðàòíûìè äðîáÿìè.

∀abcd

(
c

√
a

b
+ d

√
b

a
=

(ac + bd)
√

a
b

a

)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

25. Ñïåöèàëüíûå ñóììû äâîéíûõ ðàäèêàëîâ.
∀ab(0 ≤ a2+b & 0 ≤ a−

√
a2 + b →

√
a +

√
a2 + b+

√
a−

√
a2 + b =

√
2(a +

√
−b))

∀ab(0 ≤ a2+b & 0 ≤ a−
√

a2 + b →
√

a +
√

a2 + b−
√

a−
√

a2 + b =
√

2(a−
√
−b))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ïîñûë-
êà(è(ìåíüøåèëèðàâíî(õ2 0)ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ1)))" îáåñïå÷èâàåò âûâîä ñî-
ïðîâîæäàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå íåðàâåíñòâ b ≤ 0, 0 ≤ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
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26. Âûðàæåíèÿ ñ ÷èñëîâûìè ðàäèêàëàìè.

∀abcde

(e 4
√

a +
√

b)c

d 4
√

a
=

(
ae +

√
ba3/2

)
c

ad


Âûðàæåíèå a - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, âûðàæåíèå b íå èìååò ïåðåìåííûõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdn(d = (a

√
b + c)n → (a

√
b + c)n = d)

a, b, c - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû, n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ 4.
Àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "ñòàíäïëþñ".
Åñëè ñòåïåíü ñàìà ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì îñíîâàíèÿ ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd((a

√
b + c

√
d)2 = a2b + c2d + 2ac

√
bd)

a, b, c, d - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Çàìåíÿþùèé
òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, âûïîëíÿþùèìè
àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ.
∀abc((a

√
b + c)2 = a2b + c2 + 2ac

√
b)

a, b, c - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæè-
òåëåì îñíîâàíèÿ âíåøíåé ñòåïåíè ëèáî îïåðàíäîì âíåøíåãî ëîãàðèôìà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abcd(n = 2m → (a
√

b + c
√

d)n = (a2b + c2d + 2ac
√

bd)m)

a, b, c, d - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, ìåíüøàÿ 8. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

∀abcd

(
a
√

b +
c√
bd

=
abd + c√

bd

)
a, b, c, d - ÷èñëîâûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀mn(
√

m
√

n =
√

mn)

m, n - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc

(
4
√

c

√
a + b

√
c =

√
a
√

c + bc

)
a, b, c - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcde(0 ≤

√
b + c & f = (d

√
b + e)(a

√
b + c)2 → (a

√
b + c)

√
d
√

b + e =
√

f)

∀abcde(
√

b + c ≤ 0 & f = (d
√

b + e)(a
√

b + c)2 → (a
√

b + c)
√

d
√

b + e = −
√

f)

a, b, c, d, e - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëè-
çàòîðó "ñòàíäïëþñ" äëÿ ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcd(c = 2d & a− b = d2 →
√

a−
√

bc = |d−
√

b|)
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∀abcd(c = 2d & a− b = d2 →
√

a +
√

bc = |d +
√

b|)

a, b, c, d - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcdef (c = be & e = 2f & a− b = f 2 →

√
d(a

√
b + c) = 4

√
b
√

d|f +
√

b|)

a, b, c, d, e - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abcm(cm2 + 1 = a & b = 2m →
√

a− b
√

c = |m
√

c− 1|)

∀abcm(cm2 + 1 = a & b = 2m →
√

a + b
√

c = |m
√

c + 1|)

a, b, c - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Âòîðîé èç íèõ ïðîâåðÿåò ÷åòíîñòü b è äåëèò åãî íà 2, çàòåì ïåðâûé
àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò cm2 + 1 è ñðàâíèâàåò ñ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.

∀abcdepq

(
c = 2d & a− b = d2 →

e logp(a +
√

bc)

2q
=

e logp |d +
√

b|
q

)

a, b, c - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abcdep

(
p = a2 − b2c & ¬(p = 0) →

√
a + b

√
cd√

a− b
√

ce
=

(a + b
√

c)d
√

pe

)

a, b, c - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcd((a + b
√

c)
√

d = a
√

d + b
√

cd)

a, b, c, d - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëàãàå-
ìûì ñóììû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âíåøíèì ðàäèêàëîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

27. Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé ñ ðàäèêàëàìè.

∀ab

(
a(b + 1)3/2 − a

√
b + 1 = ab

√
b + 1

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(a− b2 = 0 →

√
a = |b|)

Ðàäèêàë âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå; àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà çàìåíû, ïðè÷åì âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀abcd

(
a
√√

b2 + c− b

d(
√√

b2 + c + b +
√√

b2 + c− b)
=

a
√

c

d(
√

b2 + c + b +
√

c)

)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc

(
c

√
a

c

√
b

c
= sgc√ab

)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(b = a− c2 & 0 ≤ c →

√
a− b = c)

Ðàäèêàë âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà çàìåíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

28. Ñëîæåíèå äðîáåé ïîä ðàäèêàëîì ïðè èíòåãðèðîâàíèè. Çàìåòèì, ÷òî ñëîæåíèå
äðîáíûõ âûðàæåíèé ïîä ðàäèêàëîì íå îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ïðåîáðàçîâàíèé îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé,
ãäå ðàäèêàëû óñòðàíÿþòñÿ ïóòåì âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò) îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ
èçáûòî÷íûì. Îäíàêî, âûäåëåí ðÿä ñèòóàöèé, êîãäà äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè-
ìåíÿåòñÿ.

∀abc

(
0 < c →

√
a +

b

c
=

√
ac + b√

c

)

Ðàäèêàë âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â c. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà
óðîâíå 4.

29. Ñëîæåíèå äðîáåé ïîä ðàäèêàëîì â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.

∀abcd

(
d =

a

b
+ c →

√
a

b
+ c =

√
d

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî". Òå-
êóùàÿ ïîñûëêà íå äîëæíà èìåòü ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ.
Ïðè ýòîì ðàäèêàë äîëæåí ÿâëÿòüñÿ ñîìíîæèòåëåì çíàìåíàòåëÿ äðîáè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

30. Ãðóïïèðîâêà ðàäèêàëîâ, ïðè êîòîðîé êîýôôèöèåíò îêàçûâàåòñÿ ðàâåí âûðà-
æåíèþ ïîä ðàäèêàëîì.

∀abc

(
ca
√

a + b + cb
√

a + b = c(a + b)3/2
)

∀abc

(
ca
√

a− b− cb
√

a− b = c(a− b)3/2
)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
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31. Èçìåíåíèå îñíîâàíèÿ ñòåïåíè, ñîäåðæàùåãî öåëî÷èñëåííûé ðàäèêàë. Ïîïûòêà
ïðåäñòàâèòü êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå m+n

√
b, ðàñïîëîæåííîå â îñíîâàíèè ñòå-

ïåíè, êàê íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü äðóãîãî êîíñòàíòíîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè c+a
√

b:
∀abcmnpx(a

2+c2 < m2+n2 & ðàäèêñòåïåíü(c+a
√

b, m+n
√

b, p) → (m+n
√

b)x = px)

Çäåñü m,n - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, b - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðåîáðàçî-
âàíèå âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ6 êîðåíü)âèä(õ6 ñòå-
ïåíü(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ1 ñòåïåíü(õ2 äðîáü(1 2)))õ3)õ24))íå(èçâåñòíî(õ24)) åäè-
íèöà(1 õ1)çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ1))" ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü â òîì æå ñà-
ìîì óñëîâèè ïîäâûðàæåíèå (c + a

√
b)y, ãäå a, c - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, y

íå èçâåñòíî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a 6= n ëèáî c 6= m. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ðà-
äèêñòåïåíü". Ýòîò ñèíòåçàòîð âûïîëíÿåò ïîñëåäîâàòåëüíûå äåëåíèÿ êîíñòàíòû
m + n

√
b íà c + a

√
b, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíà åäèíèöà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò

âûðàæåíèå p âèäà (c + a
√

b)k. Ïðîãðàììà ñèíòåçàòîðà ìîæåò áûòü íàéäåíà â
êîðíåâîì ïîäðàçäåëå ðàçäåëà "ñòåïåíè". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 6.

32. Âûíåñåíèå èç-ïîä ðàäèêàëà ïîëíîãî êâàäðàòà.

∀abcd

(
0 ≤ a →

√
a2b

c
+

a2d

e
= a

√
b

c
+

d

e

)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc

(√
a2b

c
= |a|

√
b

c

)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. a íå äîëæíî èìåòü
âèäà ñòåïåíè ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abc

(√
b

a2c
=

√
b/c

|a|

)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
33. Óñìîòðåíèå íóëåâîé ðàçíîñòè ðàäèêàëîâ.

∀abcd(a
2b− c2d = 0 → a

√
b− c

√
d = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî". Àí-
òåöåäåíò èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âûðàæå-
íèÿ b, d èìåþò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "ïëþñ". Ëèáî a, ëèáî c îòëè÷íî îò
åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

34. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ê âèäó ñóììû äðîáåé.
Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ïðåäïîëàãàåò ïðåîáðàçîâàíèå èõ ê
âèäó ñóìì. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
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∀abcdefgh

(
h =

(b + c)ge

f
+ d → a(b+c)ge/f+d = ah

)
Ïðåîáðàçóåìàÿ ñòåïåíü âõîäèò ëèáî â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ëèáî
â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ëèáî âûðàæåíèå e íå äîëæíî ñî-
äåðæàòü íåèçâåñòíûõ, ëèáî âûðàæåíèå b + c äîëæíî èõ ñîäåðæàòü. Âî âòîðîì
ñëó÷àå âûðàæåíèå b + c äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Ïåðåìåííàÿ g èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 4. Àíòåöåäåíò ïîñëåäîâà-
òåëüíî îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "âèäóìíîæåíèå" è "ñòàíäïëþñ". Ïåðâîå
îáðàùåíèå áûâàåò íåîáõîäèìî äëÿ ñîêðàùåíèÿ äðîáè. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåí-
íûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ e, f, g, à òàêæå îñòóòñòâèå ñëàãàåìîãî d.
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Çàìåòèì, ÷òî âñòðå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàðó-
øàþùèå äàííóþ ñòàíäàðòèçàöèþ, ñëåäóåò ââîäèòü îñòîðîæíî, ÷òîáû èçáåæàòü
çàöèêëèâàíèÿ. Îíè äîëæíû ïðåäâàðèòåëüíî àíàëèçèðîâàòü âíåøíèé êîíòåêñò,
áëîêèðóÿ ñëó÷àè ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè.

35. Ñòàíäàðòèçàöèÿ îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ïóòåì îäíîâðåìåííîãî èçìåíåíèÿ çíàêà ó
âñåõ åãî ñëàãàåìûõ. Ïðèìåíÿåòñÿ ê ñòåïåíÿì, èìåþùèì ðàöèîíàëüíûé ïîêàçà-
òåëü ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì:
∀abc((a− b)c = (b− a)c)

∀abc((a− b)c = −(b− a)c)

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè èìååò çàãîëîâîê "äðîáü". Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ c
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé ÷åòíûé ÷èñëèòåëü è íå÷åòíûé
çíàìåíàòåëü, âî âòîðîì - ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé íå÷åòíûå ÷èñëèòåëü è çíà-
ìåíàòåëü. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàìåíÿþùàÿ ñóììà b− a ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåä-
øåñòâóåò çàìåíÿåìîé. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå
ëèáî îïèñàíèå. Âî âòîðîì ñëó÷àå áëîêèðóåòñÿ åãî ïðèìåíåíèå ïîä çíàêîì ïðî-
èçâîäíîé. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî ñëàãàåìûõ â îñíîâàíèè ñòåïåíè
ìîæåò áûòü ëþáûì - òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû îäíî èç íèõ íà÷èíàëîñü ñ ìèíó-
ñà. Íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îáåñïå÷èâàþò êîððåêöèþ çíàêîâ ó
ñëàãàåìûõ ñóììû b − a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ïåðâîé òåîðåìû
ïðåäóñìîòðåíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5 â ïîñûë-
êàõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå. Ïðè ýòîì óæå äîëæíà èìåòüñÿ
ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ âûðàæåíèå (b−a)c. Â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ýòà âåðñèÿ
áëîêèðóåòñÿ.

36. Ìèíóñ åäèíèöà â îñíîâàíèè ñòåïåíè.
∀ai((−1)a+i = (−1)i)

a - öåëî÷èñëåííàÿ ÷åòíàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ai((−1)a+i = (−1)i+1)

a - öåëî÷èñëåííàÿ íå÷åòíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀a(−(−1)a = (−1)a+1)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî íà óðîâíå 0.
∀mnp

(
¬(m− even) & n− öåëîå & p− öåëîå→ (−1)mn/p = (−1)n/p

)
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m - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀n(n− öåëîå & ¬((−1)n − 1 = 0) → (−1)n = −1)

∀n(n− öåëîå & ¬((−1)n + 1 = 0) → (−1)n = 1)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé íåïîñðåä-
ñòâåííî áåðåòñÿ èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ai(a− even→ (−1)a+i = (−1)i)

∀ai(a− öåëîå & ¬(a− even) → (−1)a+i = (−1)i+1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå a
îòëè÷íî îò 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀mnpq

(
n = 2p + 1 & m− öåëîå & ¬(m− even) → (−1)n/2+m/2 = (−1)p+1(−1)[m/2]

)
n - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé è òðåòèé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

∀pn

(
(1 + (−1)p)n = (1 + (−1)p)2n−1

)
n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀amn(n− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(n)− even) → (−a)n(−1)m = an(−1)m+n)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀n(n− öåëîå→ (−1)n = (1 ïðè n− even, èíà÷å − 1))

Âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïî n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

37. Ïåðåíåñåíèå ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû èç çíàìåíàòåëÿ â ÷èñëèòåëü.

∀abn

(
n− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(n)− even) → a

b(−1)n
=

a(−1)n

b

)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

38. Ðàçáîð ñëó÷àåâ â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé ìèíóñ åäèíèöó â öåëî-
÷èñëåííîé ñòåïåíè. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "òàáëèöà". Ýòî - î÷åíü ðåäêî âñòðå÷àþùèéñÿ òèï çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè
îòûñêàíèè ýêñòðåìóìîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòâåò äîëæåí èìåòü âèä óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀n(n− öåëîå→ n− even ∨ ¬(n− even))
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ñòåïåíü(ìèíóñ(1)õ14))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ
ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ (−1)n. Ïðîèñõîäèò âûâîä ïîñûëêè n −
even ∨ ¬(n− even), ñîïðîâîæäàåìîé êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

39. Ñîêðàùåíèå äðîáè ñ âçàèìíî îáðàòíûìè ýêñïîíåíòàìè.

∀abcd

(
(exp(a− b) + 1)c

(exp(b− a) + 1)d
=

exp(a− b)c

d

)
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Óêàçàòåëü "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)" ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ñíà÷àëà
b êàê ñóììó êàêîãî-òî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, à çàòåì - èäåíòèôèöèðîâàòü −b ïóòåì
èçìåíåíèÿ çíàêîâ âñåõ ýòèõ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

40. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ñòåïåííîãî ìíîæèòåëÿ ïðè óïðîùåíèè îòâåòà.

∀abcdemnp

(
m− n = p → amb

c
+

and

e
= an

(
apb

c
+

d

e

))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíû".
Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè óïðîùåíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "èçâåñòíî" (íàïðèìåð, â ãåîìåòðèè). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èòàåò ïîêàçàòåëè ñòåïåíè è ïîëó÷àåò íåêîòîðîå
âûðàæåíèå p, êîòîðîå äîëæíî áûòü íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëü "ìîäè-
ôèêàòîð" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ñëàãàåìûõ ñóììû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

41. Ñïåöèàëüíûå ãðóïïèðîâêè äëÿ ñòåïåíè.
(a) Ãðóïïèðîâêà â âèäå ñòåïåíè ñ äðîáíûì îñíîâàíèåì. Ïðèåì ïîçâîëÿåò ïå-

ðåíåñòè ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü èç çíàìåíàòåëÿ â ÷èñëèòåëü:
∀icdef (i − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(i) − even) & d − rational & ¬(çíàìåíà-
òåëü(d)− even) → e/fcdi = e(1/cd)i/f)

Âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ïî ïåðåìåííîé
i. Ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â c, d. Âíóòðè óñëîâíûõ âûðàæåíèé ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè èíòåãðèðîâàíèè. Ïðèâî-
äèìûå íèæå ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ:
∀abcde(0 ≤ a & 0 ≤ b → ac+dbc+e = adbe(ab)c)

Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèò â c è íå âõîäèò â a, b, d, e. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdefgh

(
dag

h(ecg + fbg)
=

d(a/b)g

h(e(c/b)g + f)

)
g - ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcdefghi

(
hadg+f

iebg+c
=

haf (ad/eb)g

iec

)
Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèò â g è íå âõîäèò â a, b, c, d, e, f . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè ñóììèðîâàíèè. Ïðåîá-
ðàçóþòñÿ âûðàæåíèÿ, ðàñïîëîæåííûå ïîä êîíå÷íîé ñóììîé. Îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûí-
òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñîçäàâàëàñü îòäåëüíàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèâîäèìûõ ïðèåìîâ ðàâåí 0.
∀abcdepq(c− öåëîå & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) → apc+dbqc+e = adbe(apbq)c)

Ïåðåìåííàÿ ñóììèðîâàíèÿ âõîäèò â c è íå âõîäèò â a, b, d, e. Äîïîëíèòåëüíî
ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:
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i. Åñëè îäíî èç îñíîâàíèé ñòåïåíè a, b åñòü −1, òî äðóãîå èìååò çàãîëîâîê
"ìèíóñ".

ii. Åñëè ñïèñêè ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé ap, bq íåïóñòû, ïðè÷åì ïåðåìåí-
íûå îäíîãî èç íèõ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî âíóòðè ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæå-
íèÿ, òî ïåðåìåííûå äðóãîãî ñïèñêà äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ òîæå òîëüêî
âíóòðè äàííîãî âûðàæåíèÿ.

iii. Íè îäíî èç âûðàæåíèé a, b íå èìååò ñâîèì îáîáùåííûì ñîìíîæèòåëåì
(äîñòèæèìûì èç êîðíÿ ÷åðåç "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìî-
äóëü" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé) ôàêòîðèàë.

iv. Íå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà.

∀abcdefghi

(
hadg+f

iebg+c
=

haf (ad/eb)g

iec

)
Ïåðåìåííàÿ ñóììèðîâàíèÿ âõîäèò â g è íå âõîäèò â a, b, c, d, e, f . Âûïîë-
íåíû òðåòüå è ÷åòâåðòîå òðåáîâàíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.
∀abcdepq(c − rational & d − rational & e − rational & p − rational & q −
rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(d) − even) & ¬(çíà-
ìåíàòåëü(e) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(p) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(q) −
even) → apc+dbqc+e = adbe(apbq)c)

Ïåðåìåííàÿ ñóììèðîâàíèÿ âõîäèò â c è íå âõîäèò â a, b, d, e, p, q. Âûïîë-
íåíû âñå òðåáîâàíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïåðâîì ïðèåìå. Âûðàæåíèÿ p, q íå
èìåþò çàãîëîâêà "ìèíóñ".

(d) Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè óñìîòðåíèè ìîíîòîííî-
ñòè. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå âû-
ðàæåíèÿ, èññëåäóåìîãî íà ìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü îò çàäàííîé ïåðåìåí-
íîé x:

∀abcdefghi

(
hadg+f

iebg+c
=

haf (ad/eb)g

iec

)
Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â g è íå âõîäèò â a, b, c, d, e, f ; a 6= −1. Âûðàæåíèÿ
a, e íå èìåþò ñâîèì îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì ôàêòîðèàë. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

(e) Âûíåñåíèå ìèíóñ åäèíèöû èç îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè
ðÿäà.
∀ac(0 ≤ a → (−a)c = (−1)cac)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè ðÿäà, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî ñî-
äåðæèò ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå. Âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ (íîìåð ÷ëåíà
ðÿäà) âõîäèò â c. Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò 1.

(f) Âûäåëåíèå äðîáíîé ñòåïåíè äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè èíòåãðèðîâà-
íèè. Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ èõ ðàâåí 2.
∀abcdefghijkn(f = ng + h & e = ni + j & h + j = n & h ≤ j & ¬(n− even) →
(ak + b)f/n(dk + c)e/n = (ak + b)g(dk + c)i+1(ak + b/dk + c)h/n)

k - ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. e, f, n - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Ïðîèñ-
õîäèò âûíåñåíèå èç-ïîä äðîáíîé ñòåïåíè íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ëèíåéíûõ
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ôóíêöèé. Àíòåöåäåíòû âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ è âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ëèáî îáà ñëàãàåìûõ b, c íåâûðîæäåíû, ëèáî
âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì è íå ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì êîðíåâîé
äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé íå ñîäåðæèò k. Ïðè ÷åòíîì n ïðèìåíÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abcdefghijkn(f = ng + h & e = ni + j & h + j = n & h ≤ j & n − even →
((ak + b)f (dk + c)e)l/n = |(ak + b)gl(dk + c)(i+1)l|(ak + b/dk + c)hl/n)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå n = 2 ïîêàçàòåëè e, f ðàçëè÷íû.
(g) Ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ ñ êâàäðàòîì âàðüèðóåìîé êîîðäèíàòû â óðàâíåíèè

êðèâîé.
∀abx(ax2 + bx2 = (a + b)x2)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"êëàññ". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèé äîëæåí áûòü òåðì
áåç îïèñàòåëåé. Èìååòñÿ âíåøíèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé x,
ïðè÷åì åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè êîýô-
ôèöèåíòîâ a, b. Îáû÷íî òàêîé êâàíòîð íàâåøèâàåòñÿ íà óðàâíåíèå êðèâîé
äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà åå òî÷åê. Ïðèåì ñïîñîáñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ
óðàâíåíèÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, ïîçâîëÿþùåìó ïîëó÷èòü áåñêâàíòîðíîå
îïèñàíèå ìíîæåñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ ñ ðàäèêàëîì â óðàâíåíèè êðèâîé.
∀abx(a

√
x + b

√
x = (a + b)

√
x)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
42. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè, äàþùåé ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìîäóëÿ îñíîâàíèÿ ñòå-

ïåíè.
∀ab(|a| = b → a2 = b2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî". Àí-
òåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå çàìåíû. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò. Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî(ôèêñ(1))"
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè áåç ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Óêà-
çàòåëü "âèä(ôèêñ(0 1))" áëîêèðóåò èäåíòèôèêàöèþ êâàäðàòà a2 â îáîáùåííîì
ñìûñëå (êàê ñòåïåíè ñ ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì). Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îä-
íà èç íèõ èìååò ñâîåé òî÷êîé ïðèâÿçêè âûðàæåíèå a2, äðóãàÿ - èíèöèèðóåò
ðàáîòó ïðè óñìîòðåíèè ïîñûëêè |a| = b. Ïîñëåäíåå îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì
"òåêâõîæä(1)". Ñîçäàíèå ïîñëåäíåé âåðñèè îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èíîãäà ïîñûë-
êà ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïîçæå âûðàæåíèÿ a2, è ïðè åå îòñóòñòâèè ðåøàòåëü
áóäåò ñëèøêîì ìåäëèòü ñ ïðèìåíåíèåì äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 3.

43. Óìíîæåíèå íà ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
∀mnk(n− öåëîå→ (−1)m+nan+k = (−1)m+k(−a)n+k)

m, k - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. a - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & c− rational→ (b− a)c(−1)c = (a− b)c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

Äëÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ñòåïåííûå âûðàæåíèÿ, èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ðàâåíñòâî ñòåïåíè íóëþ.
∀ab(a

b = 0 ↔ a = 0)

Óêàçàòåëü "ñîïðîâîæäåíèå" ðàçðåøàåò âûïîëíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå äàæå â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà îíî îòíîñèòñÿ ê ñîïðîâîæäàþùåìó ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèþ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Íåðàâåíñòâî ñî ñòåïåíüþ â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé.
∀ab(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ a = 0 ↔ ab ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a → a = 0 ↔ ab ≤ 0)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < a)

∀ab(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ 0 < ab ↔ ¬(a = 0))

Çäåñü ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 0.
∀ab(b−rational & ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) → 0 ≤ ab ↔
0 ≤ a)

∀ab(b−rational & ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) → 0 < ab ↔
0 < a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → 0 ≤ ab ↔ ¬(÷èñëèòåëü(b) −
even) & 0 ≤ a ∨ ÷èñëèòåëü(b)− even)
∀ab(b−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) → 0 < ab ↔ ¬(a = 0) & ÷èñëèòåëü(b)−
even ∨ ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < a)

∀ab(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → ab < 0 ↔ ¬(÷èñëèòåëü(b) −
even) & a < 0)

∀ab(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → ab ≤ 0 ↔ ¬(÷èñëèòåëü(b) −
even) & a ≤ 0 ∨ a = 0 & ÷èñëèòåëü(b)− even)
Çàìåíÿþùèå óòâåðæäåíèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè, âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ èñêëþ÷àþùèìè îäíó èç àëüòåðíàòèâ äèçúþíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìîâ ðàâåí 2.
Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ïðèåìàìè,
ñðàáàòûâàþùèìè íà óðîâíå 0 (íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà"):
∀a(0 < a → 0 < ab)

∀a(0 ≤ a → 0 ≤ ab)

Ýòè ïðèåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñêîðèòåëè, ââåäåííûå äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó-
÷àåâ - ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ïîêçàòåëü ñòåïåíè åñòü ïðîñòàÿ
äðîáü ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Àíòåöåäåíòû îáðàùàþòñÿ ê ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðàì. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ èìåþòñÿ îòäåëüíûå ïðèåìû, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå,
ïîñâÿùåííîì íåðàâåíñòâàì.
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3. Ðàâåíñòâî ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè.
∀abc(¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & b−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) → −cb+ab =
0 ↔ a− c = 0)

∀abc(¬(b = 0) & 0 ≤ a & 0 ≤ c → −cb + ab = 0 ↔ a− c = 0)

Ýòè ïðèåìû îðèåíòèðîâàíû íà ñëó÷àè, êîãäà â ðåçóëüòàòå îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè âñå íåíóëåâûå ñëàãàåìûå îêàçàëèñü ñãðóïïèðîâàíû â îäíîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äîáàâëåí åùå îäèí ïðèåì, ïðåäíàçíà÷åí-
íûé äëÿ óïðîùåíèÿ òåîðåì ïðè ëîãè÷åñêîì âûâîäå:
∀abc(¬(b = 0) & 0 ≤ a & 0 ≤ c → ab = cb ↔ a = c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 1.
4. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè ñòåïåíåé, èìåþùèõ îäèíàêîâîå îñíîâàíèå.
∀abc(0 < a & 0 < 1− a → 0 < −ab + ac ↔ 0 < b− c)

∀abc(0 < a− 1 → 0 < −ab + ac ↔ 0 < c− b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
5. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè ñòåïåíåé, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ïîêàçàòåëü.
∀abc(0 < a & 0 < b & c < 0 → 0 < −ac + bc ↔ 0 < a− b)

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 < c → 0 < −ac + bc ↔ 0 < a− b)

∀abc(c−rational& c < 0 & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(c)−even) & a <
0 & b < 0 → −ac + bc ↔ 0 < a− b)

∀abc(c − rational & 0 < c & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even)¬(÷èñëèòåëü(c) − even) →
0 < −ac + bc ↔ 0 < b− a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
6. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè ñòåïåíåé, èìåþùèõ îäèíàêîâîå îñíîâàíèå.
∀abc(0 < a & a− 1 < 0 → b− c ≤ 0 ↔ −ab + ac ≤ 0)

∀abc(0 < a− 1 → c− b ≤ 0 ↔ −ab + ac ≤ 0)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
7. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè ñòåïåíåé, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ïîêàçà-

òåëü.
∀abc(0 < a & 0 < b & c < 0 → a− b ≤ 0 ↔ −ac + bc ≤ 0)

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 < c → b− a ≤ 0 ↔ −ac + bc ≤ 0)

∀abc(c−rational& c < 0 & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(c)−even) & a <
0 & b < 0 → a− b ≤ 0 ↔ −ac + bc ≤ 0)

∀abc(c − rational & 0 < c & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even)¬(÷èñëèòåëü(c) − even) →
b− a ≤ 0 ↔ −ac + bc ≤ 0)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
8. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀abc(0 < a & a− 1 < 0 → ab < ac ↔ c < b)

∀abc(0 < a− 1 → ab < ac ↔ b < c)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3.
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9. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀abc(0 < a & a− 1 < 0 → b ≤ c ↔ ac ≤ ab)

∀abc(0 < a− 1 → c ≤ b ↔ ac ≤ ab)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è
3.

10. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè.
∀abc(c− rational & 0 < c & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) → 0 < bc − ac ↔ 0 < b− a)

Óêàçàòåëü "îáùàÿñòåïåíü(îáùàÿñòåïåíü õ3 ñòåïåíü(õ2 õ3)ñòåïåíü(õ1 õ3))" îïðå-
äåëÿåò èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóðû "îáùàÿñòåïåíü" äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ âû-
ðàæåíèé â âèäå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì ïîêàçàòåëåì c. Ýòîò ïîêàçàòåëü íàõî-
äèòñÿ êàê îáùèé ìíîæèòåëü ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ñîìíîæèòåëåé äàííûõ âûðà-
æåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè.
∀abc(c− rational & 0 < c & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) → 0 ≤ bc − ac ↔ 0 ≤ b− a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
12. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ åäèíèöåé â îäíîé ÷àñòè è ñòåïåíüþ â äðóãîé.

∀ab(0 < b− 1 → a < 0 ↔ ba < 1)

∀ab(0 < b− 1 → 0 < a ↔ 1 < ba)

∀ab(0 < b & 0 < 1− b → 0 < a ↔ ba < 1)

∀ab(0 < b & 0 < 1− b → a < 0 ↔ 1 < ba)

∀ab(0 < a− 1 → c < 0 ↔ 0 < −ac + 1)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è
3 (êðîìå ïîñëåäíåãî ïðèåìà, èìåþùåãî åäèíñòâåííûé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
3).

13. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ åäèíèöåé â îäíîé ÷àñòè è ñòåïåíüþ â äðóãîé.
∀ab(0 < b & 0 < 1− b → 0 ≤ a ↔ ba ≤ 1)

∀ab(0 < b & 0 < 1− b → a ≤ 0 ↔ 1 ≤ ba)

∀ab(1− b < 0 → a ≤ 0 ↔ ba ≤ 1)

∀ab(1− b < 0 → 0 ≤ a ↔ 1 ≤ ba)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî; óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è
3.

14. Ïîëó÷åíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà èç ïðîñòåéøåãî ñòåïåííîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "íåâû-
ïîëíèìî". Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêàõ áûñòðîé ïðîâåðêè íåñîâìåñò-
íîñòè íåñêîëüêèõ íîâûõ óòâåðæäåíèé ñî ñïèñêîì ñòàðûõ. Ñòåïåííîå óðàâíåíèå
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, ÷òîáû ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííîãî
çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûå ïîñûëêè ìîæíî áûëî óñìîòðåòü ïðîòèâîðå÷èå:
∀abcx(0 ≤ x & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) → axb + c = 0 ↔ x = (−c/a)1/b & ac ≤ 0)

Ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ a, b, c. Ëèáî a, ëèáî b íå ðàâíû 1.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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15. Ðàâåíñòâî ñòåïåíè åäèíèöå.
∀ab(0 < a & ¬(b = 0) → ab = 1 ↔ a = 1)

∀n(n− öåëîå→ (−1)n = 1 ↔ n− even)
Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.
∀cd(¬(c− 1 = 0) & 0 < c → d = 0 ↔ cd = 1)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèå d íåêîíñòàíòíîå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀cd(¬(c + 1 = 0) & c < 0 & ÷èñëèòåëü(d)− even & d− rational→ d = 0 ↔ cd = 1)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèå d íåêîíñòàíòíîå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀cd(¬(c− 1 = 0) & 0 < c → −cd + 1 = 0 ↔ d = 0)

∀cd(¬(c− 1 = 0) & 0 < c → −1 + cd = 0 ↔ d = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.
16. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò ðàâåíñòâ ñ ðàäèêàëàìè, îïèñûâàþùèõ ãåîìåòðè÷åñêîå

ìåñòî òî÷åê. Äëÿ âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò óðàâíåíèé ñ ðàäèêàëàìè ñóùåñòâóåò
ñïåöèàëüíàÿ ñåðèÿ ïðèåìîâ, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà â ïîäðàçäåëå, ïîñâÿ-
ùåííîì óðàâíåíèÿì ñî ñòåïåííûìè âûðàæåíèÿìè. Çäåñü ìû ïðèâåäåì àíàëî-
ãè÷íûå ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê óðàâíåíèÿì "áåç íåèçâåñòíûõ", çàäàþùèì â
íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âèä êðèâîé. Ïåðåìåííûå òàêèõ óðàâíåíèé ñâÿçà-
íû âíåøíèì êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Èñêëþ÷åíèå ðàäèêàëîâ îáåñïå÷èâàåò
âîçìîæíîñòü ïîñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ê áåñêîîðäèíàòíîìó îïèñàíèþ âèäà êðè-
âîé. Íèæåñëåäóþùèå ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþ-
ùèõ öåëü "êëàññ" (èñêëþ÷åíèå îïèñàòåëåé è êâàíòîðîâ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
èõ ðàâåí 5.
(a) Îäèí ðàäèêàë.

∀abcd(0 ≤ d & 0 ≤ a → a
√

d + b = c ↔ a2d− b2 + 2bc− c2 = 0 & 0 ≤ c− b)

∀abcd(0 ≤ d & a ≤ 0 → a
√

d + b = c ↔ a2d− b2 + 2bc− c2 = 0 & c− b ≤ 0)

Ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííûå êîòî-
ðîãî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè âûðàæåíèÿ d. Ñðåäè ñëàãàåìûõ b íåò
äðóãîãî ðàäèêàëà, ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ ýòèìè ïåðåìåííûìè.

(b) Äâà ðàäèêàëà.
∀abcdefq(q = a2e− c2 + 2cd− b2f + 2b(d− c)

√
f & 0 ≤ a → a

√
e + b

√
f + c =

d ↔ q = d2 & 0 ≤ d− c− b
√

f)

∀abcd(a
√

c + b
√

d = 0 ↔ a2c− b2d = 0 & ab ≤ 0)

Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò, åñëè íå î÷åâèäíà íåîòðèöàòåëüíîñòü a. Èíà÷å
îí ïîãëîùàåòñÿ ïåðâûì ïðèåìîì.

(c) ×åòûðå ðàäèêàëà.
∀abcdefgh(0 ≤ a & 0 ≤ b & c ≤ 0 & d ≤ 0 → a

√
e + b

√
f + c

√
g + d

√
h = 0 ↔

2cd
√

g
√

h− 2ab
√

e
√

f + c2g + d2h− a2e− b2f = 0)

17. Óïðîùåíèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñóììû ñ ðàäèêàëîì íóëþ.
∀ab(a−

√
b + a2 = 0 ↔ b = 0 & 0 ≤ a)
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∀ab(a +
√

b + a2 = 0 ↔ b = 0 & a ≤ 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ab(

√
a− b

√
a + b + b2 − a2 = 0 ↔ a2 − b2 = 0 ∨ a2 − b2 = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdxp(p = a2 − b2c2 & ¬(p = 0) → ax + b

√
c(x2 + d) = 0 ↔

x = −bsg(a)
√

cd/p & 0 ≤ cdp)

a, b, c, d - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
18. Ðàâåíñòâî äâóõ ðàäèêàëîâ.

∀ab(
√

a =
√

b ↔ a− b = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(b− c = 0 → a

√
b = a

√
c ↔ èñòèíà)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî". Àí-
òåöåäåíò èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Ðàâåíñòâî ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀abc(0 < a & ¬(a− 1 = 0) → ab = ac ↔ b = c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(¬(a− 1 = 0) & 0 < a → −ab + ac = 0 ↔ b− c = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(¬(a−1 = 0) & ¬(a+1 = 0) & b−rational & c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−
even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → ab = ac ↔ b = c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀amn(a− ÷èñëî & m− öåëîå & n− öåëîå→ am = an ↔ m = n ∨ a = 0 ∨ a =
1 ∨ a = −1 ∨ m + n− even)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

20. Óñëîâèå íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ.
∀ab(¬(a2 + b2 = 0) → ¬(a = 0 & b = 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
21. Ñïåöèàëüíûå ðàâåíñòâà ñ ðàäèêàëàìè.

∀abc

(
a√

a2 + b2
= c ↔ c|b| =

√
1− c2|a| & 0 ≤ 1− c2

)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ è îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. a, b - ïåðåìåííûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abc(0 ≤ a + b & c ≤ 0 →

√
a + b + c = 0 ↔ a− c2 + b = 0)

b, c - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, íå èñïîëüçóåìîì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.
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∀abc(0 ≤ c →
√

a + b = c ↔ a = c2 − b)

b, c - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
22. Èñêëþ÷åíèå ñòåïåíè â ïàðàìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè. Åñëè â íåêîòîðîì ïàðàìåò-

ðè÷åñêîì îïèñàíèè ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â âèäå ñòåïå-
íè ñ çàäàííûì ïîêàçàòåëåì, òî âìåñòî íåãî ââîäèòñÿ ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð,
ðàâíûé äàííîé ñòåïåíè:
∀ABn(∃xy(A(xn) & x − ÷èñëî & 0 < x & B(y)) ↔ ∃xy(A(x) & x − ÷èñëî & 0 <
x & B(y)))

Óêàçàòåëü "îòîáðàæåíèå(õ26 õ27)" çàäàåò ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå A(. . .),
B(. . .). Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ
íåðàâåíñòâà 0 < x. Äàëåå íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "x−÷èñëî" è èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ êîíúþíêöèÿ B(y) âñåõ ÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàùèõ x. Îñòàëüíûå ÷ëåíû äàþò
A(xn). Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)" îçíà÷àåò, ÷òî y èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ îñòàòêîì (âîçìîæíî, ïóñòûì) ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ1 ôèêñ(0 1))âèä(õ1 ñòåïåíü(õ23
õ14)))", ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ íàõîäèòñÿ âûðàæåíèå xn è òàêèì îáðà-
çîì îïðåäåëÿåòñÿ n. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ26 íàáîð(õ23)ôèêñ)" îáåñïå÷è-
âàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî x âñòðå÷àåòñÿ âíóòðè A(xn) òîëüêî â âèäå xn. Óêà-
çàòåëü "ñîäåðæèòñÿ(õ24 õ26)" îòìåíÿåò ïðîâåðêó íåâõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ y
â A(xn). Íàêîíåö, óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð(ôèêñ(0 1))" îòìåíÿåò ïîïûòêó
èäåíòèôèêàöèè ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè ê âèäó îòðèöàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3.

23. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ñòåïåíåé ìèíóñ åäèíèöû.
∀A(∃n(n− öåëîå & A((−1)n)) ↔ A(1) ∨ A(−1))

Óêàçàòåëü "îòîáðàæåíèå(õ26)" ââîäèò ôóíêöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ A, óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(õ26 õ14 ôèêñ)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ n âñòðå÷àåòñÿ
âíóòðè A(. . .) òîëüêî â âèäå (−1)n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ñòåïåíè

∀ab(0 ≤ a → 0 ≤ ab)

∀ab(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ 0 ≤ ab)

Ïðèåìû çàìåíÿþò íåðàâåíñòâî íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè

Îáû÷íî îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ñòåïåííûõ âûðàæåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçëî-
æèòü îñíîâàíèå ñòåïåíè íà ìíîæèòåëè, à çàòåì ïðåäñòàâèòü ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ
êàê ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé ðåàëè-
çóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
∀abcd(c = a + b & d− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) → (a + b)d = cd)

∀abcd(c = a + b & 0 ≤ a + b → (a + b)d = cd)
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Ñòåïåííîå âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî c èìå-
åò ìóëüòèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê ("óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü", áûòü ìîæåò, ñî
çíàêîì "ìèíóñ"), ëèáî èñõîäíàÿ ñóììà èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå, à c íå èìååò. Çàäà÷à
íå äîëæíà èìåòü öåëè ëèáî êîììåíòàðèÿ "äëèíà", óêàçûâàþùèõ, ÷òî ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ çàâåðøàþùåå óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ. Ïðåîáðàçóåìàÿ ñòåïåíü íå äîëæíà íàõî-
äèòüñÿ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Äîëæåí îòñóòñòâîâàòü êîììåíòàðèé (Ñëàãàå-
ìîå a+b), óêàçûâàþùèé, ÷òî äàííàÿ ñóììà ðàíåå âîçíèêëà â ðåçóëüòàòå ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê. Ïåðâûé ïðèåì ïðîâåðÿåò òàêæå îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (Ñòàíäïëþñ a+b p),
ãäå p - îñíîâàíèå ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ âûðàæåíèÿ c. Âòîðîé ïðèåì äîïîëíèòåëüíî
ïðîâåðÿåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

1. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äðîáüþ ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.
2. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòåïåíü èìååò êîðíåâîå âõîæäåíèå è íå ðåøàåòñÿ çà-

äà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, òî c, ñ òî÷íîñòüþ äî
êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ, ñàìî äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ñòåïåííûì âûðàæåíèåì.

3. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà óïðîùåíèå èçâåñòíûõ ïîäòåðìîâ îòâåòà çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå è âûðàæåíèå c íå èìååò çàãîëîâêà "ñòåïåíü", òî ðàññìàòðèâàåìîå ñòåïåí-
íîå âûðàæåíèå èìååò íåêîðíåâîå âõîæäåíèå è íå ðàñïîëîæåíî íåïîñðåäñòâåííî
ïîä ìèíóñîì.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâåí 4. Èìåþòñÿ òàêæå âåðñèè ýòèõ ïðèå-
ìîâ, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 5. Â íèõ, êàê è âûøå, ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ëèáî c èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê, ëèáî èñõîäíàÿ ñóì-
ìà èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå, à c íå èìååò. Êðîìå òîãî, ëèáî ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ c
äîëæåí èìåòü ñîìíîæèòåëü âèäà ñòåïåíè, ëèáî ïðåîáðàçóåìàÿ ñòåïåíü äîëæíà âñòðå-
÷àåòñÿ â êîíòåêñòå k(a+ b)d +m, ãäå íåêîòîðîå ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé ñóììû m èìååò
îáùèé ìíîæèòåëü ñ c. Äîëæíû îòñóòñòâîâàòü êîììåíòàðèè "äëèíà" è (Ñëàãàåìîå
a + b). Ïðåîáðàçóåìàÿ ñòåïåíü íå äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæå-
íèå". Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå êîðíåâîå è c íå èìååò çàãîëîâêà "ñòåïåíü", òî
âòîðîé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Äàëåå, ïðåäóñìîòðåíû âåðñèè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèåìîâ, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâ-
íÿõ 3 è 4 â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëåå îäíîé, òî ïðè-
åìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 3, èíà÷å - íà óðîâíå 4. Îñíîâàíèå ñòåïåíè a + b äîëæíî
ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d ðàâåí 1/2, òî c íå äîëæíî èìåòü
âèäà äðîáè.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñîìíîæèòåëÿ îñíîâàíèÿ ñòåïåíè

Åñëè îñíîâàíèå ñòåïåíè èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ, íî çíàêè ñîìíîæèòåëåé â êîíòåê-
ñòå íå î÷åâèäíû è ñòåïåíü íå óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé, òî
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äîðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñîìíîæèòåëåé îñíîâàíèÿ.
Èíîãäà ýòî ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ñîìíîæèòåëè íà ïîäãðóïïû îïðåäåëåííîãî çíàêà. Äî-
ðàçëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:

∀abcdef (f = a + b & c − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & 0 ≤ (a + b)cd →
((a + b)cd)e = (f cd)e)

∀abcdef (f = a + b & 0 ≤ a + b & 0 ≤ (a + b)cd → ((a + b)cd)e = (f cd)e)
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Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îá-
ðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò f äîëæåí èìåòü ìóëüòèïëè-
êàòèâíûé çàãîëîâîê. Çàäà÷à íå èìååò êîììåíòàðèÿ "äëèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ñîçäàíû òàêæå âåðñèè ýòèõ ïðèåìîâ, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 5.

Óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëàãàåìîãî â ñóììå ñ ðàäèêàëîì

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè äâîéíûõ ðàäèêàëîâ âèäà √a + b
√

c ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì
óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè âûðàæåíèÿ a:
∀abcd(d

2 = a2 − b2c & 0 ≤ a + b
√

c → 0 ≤ a)

Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îí èíèöèèðóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà(ñòåïåíü(ïëþñ(õ1 óìíîæåíèå(õ2 ñòåïåíü(õ3
äðîáü(1 2)))) äðîáü(õ5 óìíîæåíèå(2 õ6))))", óñìàòðèâàþùåãî äâîéíîé ðàäèêàë â
óñëîâèè çàäà÷è. Óêàçàòåëü "âíèìàíèå(òåêâõîæä)" ïîíèæàåò äî íóëÿ âåñà âñåõ òåð-
ìîâ çàäà÷è, ñîäåðæàùèõ ýòîò ðàäèêàë. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷àëà íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâà-
íèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ", çàòåì íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

Óñìîòðåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà â âûðàæåíèè ñ ðàäèêàëîì

Èíîãäà óäàåòñÿ èçáàâèòüñÿ îò äâîéíûõ ðàäèêàëîâ âèäà
√

c + a
√

b, óñìîòðåâ â âûðà-
æåíèè c + a

√
b ïîëíûé êâàäðàò. Äëÿ ýòîãî ñîçäàí ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ñëåäóþùèå

äåéñòâèÿ. Ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ äîðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ √b, è
ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ðàäèêàë √h. Äàëåå ïîäáèðàþòñÿ òàêèå âûðàæåíèÿ
x, y, ÷òî (x

√
h + y)2 = c + a

√
b, ïðè÷åì c åñòü ñóììà êâàäðàòîâ, à a

√
b - óäâîåíííîå

ïðîèçâåäåíèå. Ðåøèâ íåñëîæíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî x, y, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèåìà:
∀abcdefgh(d

2 = c2−a2g2h & (2(c−d) = he2 ∨ 2(c+d) = he2) & fe = 2ag &
√

b = g
√

h →
c + a

√
b = (e

√
h/2 + f/2)2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Ñíà÷àëà ÷åòâåðòûé àíòåöå-
äåíò îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âèäóìíîæåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè b è ê
íîðìàëèçàòîðó "íîðìñòåïåíü" äëÿ ïîñëåäóþùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñòåïåíè. Â ïîëó÷åí-
íîì ïðîèçâåäåíèè âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ñîìíîæèòåëü âèäà √h, à îñòàëüíûå ñîìíî-
æèòåëè îïðåäåëÿþò âûðàæåíèå g. Äàëåå ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò âûðàæåíèå
c2 − a2g2h, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîðû "ñòàíäïëþñ"è "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò åñòü ïîëíûé êâàäðàò íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ d. Âòîðîé àíòåöåäåíò ðàñ-
ñìàòðèâàåò äâà ïîäñëó÷àÿ. Â êàæäîì èç íèõ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå"; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò äåëèòñÿ íà h, à ÷àñò-
íîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé êâàäðàò íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ e. Íàêîíåö, òðåòèé
àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò äåëèìîñòü âûðàæåíèÿ 2ag íà e è èäåíòèôèöèðóåò âûðàæåíèå
f . Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî îïèñàíèå, ïðè÷åì â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå, à ÷èñ-
ëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è äîëæíî áûòü ðàâíî 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå c + a

√
b

ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè, èìåþùåé ñâîèì ïîêàçàòåëåì äðîáü ñ äåëÿùèìñÿ íà 2
çíàìåíàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî c íå èìååò ñëàãàåìûõ ñ ðàäèêàëàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåä âûðàæåíèåì c+a
√

b íàõîäèòñÿ ìèíóñ, ïðèìåíÿåòñÿ äðóãàÿ
âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abcdefgh(d

2 = c2 − a2g2h & (2(−c− d) = he2 ∨ 2(−c + d) = he2) & fe = −2ag &
√

b =

g
√

h → −(c + a
√

b) = (e
√

h/2 + f/2)2)

Èíîãäà óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü äâîéíûå ðàäèêàëû, äîìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
äðîáè íà ñóììó, ñîïðÿæåííóþ ñî çíàìåíàòåëåì:
∀abc(a

2 − b2 = c2 & 0 ≤ a + b & 0 ≤ c →
√

(a + b)/(a− b) = (a + b)/c)

Çäåñü õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b äîëæíî èìåòü ñâîèì ñîìíîæèòåëåì êâàäðàò-
íûé ðàäèêàë. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå a2 − b2 íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå" è óñìàòðèâàåò, ÷òî ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Ïðèåì
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3.

Ïîïûòêà ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ñóìì ñ îäèíàêîâûìè ðàäèêàëàìè

Åñëè ïåðåìíîæàþòñÿ äâå ñóììû ñ îäèíàêîâìè ðàäèêàëàìè, òî ïðè ðàñêðûâàíèè ñêî-
áîê âûðàæåíèå ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòüñÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî óïðîùåíèÿ
ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ.
∀abcdefg(g = adb + cd

√
b + ae

√
b + ce & f − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(f) − even) →

(a
√

b + c)f (d
√

b + e)f = gf )

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åò ðåçóëüòàò ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäïëþñ" è "âèäóìíîæåíèå"
(ïîñëåäíåå - òîëüêî äëÿ íåêîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé), à òàêæå çàäà÷åé íà óïðîùåíèå,
ðåøàåìîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì êîðî÷å çà-
ìåíÿåìîãî. Åñëè ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê ðàäèêàëû âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, ïðè÷åì
g - íå äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ýòà ñèòóàöèÿ îçíà÷àåò ïåðåõîä
îò ïðîèçâåäåíèÿ ñóììû âûðàæåíèé íà èõ ðàçíîñòü ê ðàçíîñòè êâàäðàòîâ, îáåñïå-
÷èâàåìûé äðóãèìè ïðèåìàìè. Â çàâèñèìîñòè îò öåëåâîé óñòàíîâêè çàäà÷è, óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3 ëèáî 4. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â çàäà÷àõ íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Çäåñü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ è íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ, ïðè÷åì êàæäîå âûðàæåíèå, âñòðå÷àþùååñÿ ïîä ñòåïåíüþ ñ äðîáíûì ïîêà-
çàòåëåì â îäíîé èç ñóìì a

√
b + c, d

√
b + e, âñòðå÷àëîñü áû ïîä ñòåïåíüþ ñ äðîáíûì

ïîêàçàòåëåì â äðóãîé ñóììå.
∀abcdefgh(h = a2bd

√
b+2abcd+c2d

√
b+a2be+2ace

√
b+c2e → (a

√
b+c)2f/g(d

√
b+e)f/g =

hf/g)

Ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òåì, ÷òî ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê ïåðâàÿ ñóììà ñ
ðàäèêàëîì âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò. Àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò òå æå íîðìàëèçàòîðû, ÷òî è
âûøå. f, g - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì g íå÷åòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5. ×òîáû ó÷åñòü ñëó÷àé, êîãäà âòîðîé ìíîæèòåëü âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü 1, ñîçäàíà
âåðñèÿ ïðèåìà áåç äðîáíûõ ïîêàçàòåëåé:
∀abcdefh(h = a2bd

√
b+2abcd+c2d

√
b+a2be+2ace

√
b+c2e → (a

√
b+c)2f (d

√
b+e)f = hf )

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åå òîæå ðàâåí 5. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñóììû êîíñòàíòíûõ âûðà-
æåíèé ñ ðàäèêàëàìè íà èõ ðàçíîñòü ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå
íà óðîâíå 0:
∀abcde((a

√
b + c

√
d)e(a

√
b− c

√
d)e = (a2b− c2d)e)
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∀abcd((a + b
√

c)d(a− b
√

c)d = (a2 − b2c)d)

Çäåñü âñå ïåðåìåííûå â îñíîâàíèè ñòåïåíåé èäåíòèôèöèðîâàíû ñ äåñÿòè÷íûìè êîí-
ñòàíòàìè.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó ñîìíîæèòåëÿ ïîä ðàäèêàëîì ïðè óïðîùåíèè âû-
ðàæåíèé

×òîáû óñìîòðåòü ïîëíûé êâàäðàò â âûðàæåíèè âèäà p + q
√

ab, ðàñïîëîæåííûì ïîä
ðàäèêàëîì, ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêàì ñîìíîæèòåëåé a, b. Ïîñëå
óòî÷íåíèÿ ýòèõ çíàêîâ âûðàæåíèå √ab ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ðàäèêàëîâ, è
äàëåå ïîëíûé êâàäðàò óñìàòðèâàåòñÿ, êàê îïèñàíî âûøå. Òåîðåìà ïðèåìà, âûïîëíÿ-
þùåãî ðàçáîð ñëó÷àåâ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀ab(0 ≤ ab → 0 ≤ a & 0 ≤ b ∨ a ≤ 0 & b ≤ 0)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ñòåïåíü(óìíîæåíèå(õ1 õ2)õ3))" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå
ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ (ab)c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ðàñïî-
ëîæåíî ïîä âíåøíèì ðàäèêàëîì ÷åòíîé ñòåïåíè. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî òåêóùàÿ
çàäà÷à èìååò òèï "ïðåîáðàçîâàòü", âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî â åå óñëîâèè è íå èìååò
ìåñòà ýòàï çàâåðøàþùåãî óïðîùåíèÿ îòâåòà. Ïðèåì çàíîñèò äèçúþíêöèþ â ïîñûë-
êè è ñîïðîâîæäàåò åå êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", èíèöèèðóþùèì íåìåäëåííûé
ðàçáîð ñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀b(¬(b = 0) → b < 0 ∨ 0 < b)

Ýòîò ïðèåì äîáàâëåí ñïåöèàëüíî äëÿ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíûõ âû-
ðàæåíèé. Îí èíèöèèðóåòñÿ óêàçàòåëåì "êîíòðîëüâûâîäà(äðîáü(õ1 õ2))" ïðè óñìîò-
ðåíèè äðîáíîãî âûðàæåíèÿ a/b, ÷èñëèòåëü êîòîðîãî ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, à çíàìåíàòåëü - íå ñîäåðæèò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ äðîáü ðàñïîëîæåíà
íåïîñðåäñòâåííî ïîä êâàäðàòíûì ðàäèêàëîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ðåøåíèå ïðîñòåéøåãî ñòåïåííîãî óðàâíåíèÿ

∀abc(¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & c− ÷èñëî→
c = ab ↔ a = c1/b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå. Âõîæäåíèå óðàâíåíèÿ - íå îáÿçàòåëüíî êîðíåâîå. Îäíàêî, çàãîëîâêè íàäòåðìîâ
óðàâíåíèÿ äîïóñêàþòñÿ ëèøü òðåõ òèïîâ - "è", "èëè", "íå". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c - íå ñîäåðæàò. Óêàçàòåëü "îáùàÿñòåïåíü(îáùàÿñòåïåíü
õ2 ñòåïåíü(õ1 õ2))" ïîçâîëÿåò óñìàòðèâàòü ñòåïåííîå âûðàæåíèå ab â ïðîèçâåäåíèè
íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé. Ïðè ýòîì b èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ñîìíîæèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(¬(b = 0) & 0 ≤ a & c− ÷èñëî→ ab = c ↔ 0 ≤ c & a = c1/b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & ¬(b = 0) & d = c1/b & c− ÷èñëî→ ab = c ↔
0 ≤ c & (a = d ∨ a = −d))

Ýòîò ïðèåì èíèöèèðóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ, è åãî ïðèìåíåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Îí íå èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a íå äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîèçâåäåíèå, ÷àñòü
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ñîìíîæèòåëåé êîòîðîãî èçâåñòíû. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî ñâîåé åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé. Íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ
òàêæå â ñëó÷àå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðè-
åìàõ, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îáùàÿñòåïåíü". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê
íîðìàëèçàòîðàì "íîðìñòåïåíü" è "ñáðîñìîäóëÿ". Ïîñëåäíèé ïîçâîëÿåò îòáðàñûâàòü
çíàê ìîäóëÿ ó ñîìíîæèòåëåé, òàê êàê îí íå íóæåí ïðè ðàññìîòðåíèè àëüòåðíàòèâ
d, −d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7.

Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü, ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðè-
åìû:
∀abc(0 < a & c− ÷èñëî→ c = ab ↔ ¬(b = 0) & a = c1/b & 0 < c ∨ b = 0 & c = 1)

∀abc(0 ≤ a & (¬(a = 0) ∨ 0 < b) → ab = c ↔ 0 < c & ¬(b = 0) & a = c1/b ∨ c =
0 & a = 0 & 0 < b ∨ b = 0 & c = 1 & 0 < a)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4, âòîðîé - íà óðîâíå 7. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì
äâà ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî"
(ïåðâûé èç íèõ - òàêæå â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî):
∀abc(¬(b = 0) & 0 ≤ a & c− ÷èñëî→ ab = c ↔ a = c1/b & 0 ≤ c)

∀abc(b− rational & a ≤ 0 & ÷èñëèòåëü(b)− even & c− ÷èñëî → ab = c ↔ 0 ≤ c & a =
−c1/b)

Ïåðâûé ïðèåì èìååò óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ 5 è 6, âòîðîé - óðîâåíü 3.

Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

∀abcde(e = b2 + 4ac → ad2 + bd = c ↔ ¬(a = 0) & 0 ≤ e & (d = (
√

e − b)/2a ∨ d =
−(
√

e + b)/2a) ∨ bd = c & a = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàâåíñòâó, ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, d - ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðåä-
øåñòâóþùèå ðåøåíèþ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ïåðåíîñÿò âñå
÷ëåíû ñ íåèçâåñòíûìè â ëåâóþ ÷àñòü, à èçâåñòíûå ÷ëåíû â ïðàâóþ. Ïîýòîìó àíàëî-
ãè÷íàÿ ãðóïïèðîâêà ïðåäïðèíÿòà è â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðåìå. Àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåò äèñêðèìèíàíò íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå".
Ýòèì æå íîðìàëèçàòîðîì îáðàáàòûâàþòñÿ êîýôôèöèåíò a è ÷èñëèòåëè äðîáåé ïîä
äèçúþíêöèåé. Ðàäèêàë√e îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìñòåïåíü" è "ñáðî-
ñìîäóëÿ", òàê êàê ïðè åãî óïðîùåíèè ÷àñòî âîçíèêàþò ñîìíîæèòåëè ñ èçáûòî÷íûì
çàãîëîâêîì "ìîäóëü". Åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå îäíîé, òî ïðè íàëè÷èè
öåëî÷èñëåííûõ íåèçâåñòíûõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
äèñêðèìèíàíò e îêàçûâàåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Åñëè çàäà÷à èìååò äðóãèå óðàâíå-
íèÿ, òî çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", âûçû-
âàþùèì íåìåäëåííûé ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêöèè äëÿ d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2 äëÿ çàäà÷ ñ åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé è 1 äëÿ çàäà÷ ñ íåñêîëüêèìè íåèç-
âåñòíûìè. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùèõ öåëü "èçâåñòíî". Çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåèçâåñòíîå âûðàæåíèå d ñîäåðæàëî
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ëèáî êîîðäèíàòó òî÷êè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, âîçíèêàþùåãî â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ñîçäàí åùå îäèí
ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 0:
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∀abcdx(d = −a2+2c−2b & 0 ≤ d → x2+(a−x)2+b = c ↔ x = (a−
√

d)/2 ∨ x = (a+
√

d)/2)

Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëèáî íåñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
îáåñïå÷èâàåòñÿ ñåðèåé ïðèåìîâ, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Îíè ñðàáàòûâàþò â
óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïåðâûé ïðèåì ñåðèè:
∀abc(∃d(d− ÷èñëî & ad2 + bd = c) ↔ 0 ≤ b2 + 4ac)

Ïåðåìåííàÿ d ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåñóùåñòâåííîé
íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì âñå óñëîâèÿ çàäà÷è, ñîäåðæàùèå äàííóþ íåèçâåñòíóþ,
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîäêâàíòîðíûìè óòâåðæäåíèÿìè. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî d íå âõîäèò â a, b, c. Ïðèåì óäàëÿåò ñîäåðæàùèå d óñëîâèÿ çàäà÷è è çàìåíÿåò èõ
íà òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïåðå÷èñëèì
îñòàëüíûå ïðèåìû ñåðèè:
∀abcd(0 < a & 2ad + b ≤ 0 → ∃x(x− ÷èñëî & ax2 + bx = c & d ≤ x) ↔ 0 ≤ b2 + 4ac)

∀abcmn(m = 2n & a < 0 & 0 < c → ∃x(x − ÷èñëî & axm + bxn = c & 0 < x) ↔ 0 <
b & 0 ≤ b2 + 4ac)

∀abc(0 < a & c < 0 → ∃x(x− ÷èñëî & ax2 + bx = c & 0 < x) ↔ 0 ≤ b2 + 4ac & b < 0)

Îíè óñìàòðèâàþò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî ëèáî áèêâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0. Íà-
êîíåö, ñîçäàí ïðèåì, èñêëþ÷àþùèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ íàä êâàäðàòíûì óðàâ-
íåíèåì:
∀abc(∃x(ax2 + bx + c = 0 & x − ÷èñëî) ↔ ¬(a = 0) & 0 ≤ b2 − 4ac ∨ a = 0 & (c =
0 ∨ ¬(b = 0)))

Ýòî îáû÷íûé ïðèåì çàìåíû, èìåþùèé çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Óðàâíåíèÿ ñ ðàäèêàëàìè

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ðàäèêàëàìè ñîçäàíû ïðèåìû âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò èëè
â êóá. Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñëàãàåìûõ ñ ðàäèêàëàìè ðàäèêàëîâ âîçâåäåíèå â ñòå-
ïåíü ñòàíîâèòñÿ íåýôôåêòèâíûì. Ïîýòîìó îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷àÿìè íå áîëåå ÷åì
÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ ñ êâàäðàòíûìè ëèáî òðåõ ñëàãàåìûõ ñ êóáè÷åñêèìè ðàäèêàëàìè,
ðàññìàòðèâàÿ èõ ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ êðàòêîñòè íèæå ãîâîðèì íå î ÷èñëå ñëàãàåìûõ
ñ ðàäèêàëàìè, à î ÷èñëå ðàäèêàëîâ, ïîäðàçóìåâàÿ ïåðâîå.

1. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì ðàäèêàëîì.
∀abcdp(0 ≤ d → adp/2 + b = c ↔ a2dp − b2 + 2bc = c2 & 0 ≤ (c− b)a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óðàâíåíèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. p - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàí-
òà (î÷åâèäíî, íå÷åòíàÿ ïîñëå ïðåäøåñòâóþùåé ñòàíäàðòèçàöèè). Âûðàæåíèå
d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, c - íå ñîäåðæèò. Âûðàæåíèå b íå èìååò ñëàãàåìûõ
âèäà krm/2n, ãäå r ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Åñëè óðàâíåíèå èìååò áîëåå îäíîé
íåèçâåñòíîé, b îòëè÷íî îò 0 è èìååòñÿ äðóãîå óðàâíåíèå ñ íå ìåíåå ÷åì äâó-
ìÿ íåèçâåñòíûìè ðàäèêàëàìè, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè ïðåä-
ïî÷òèòåëüíåå ñíà÷àëà âîçâåñòè â êâàäðàò âòîðîå óðàâíåíèå. Ïðèåì áëîêèðóåò-
ñÿ òàêæå, åñëè b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ëîãàðèôì, à d íå ñîäåðæèò. Íåñêîëü-
êî ôèëüòðîâ îãðàíè÷èâàþò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Óêàçàòåëü "óäàëåíèåóñëîâèÿ(óñëîâèå(ëåãêîâèäåòü(íå(ðàâíî(õ1
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0))))ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ4))" âûçûâàåò óäàëåíèå óñëîâèÿ 0 ≤ d, åñëè îíî íå
èñïîëüçóåòñÿ áîëåå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî a 6= 0. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàäèêàëîì ñîçäàíû
åùå äâà ïðèåìà âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò:
∀abcd(0 ≤ d → a

√
d + b = c ↔ a2d− b2 + 2bc = c2 & 0 ≤ (c− b)a)

∀ab(
√

a = b ↔ a = b2)

Ïåðâûé èç íèõ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 11 ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñàìîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, âòîðîé - íà óðîâíå 3 ïðè ðåäàêòèðîâàíèè åãî îòâåòà.
Íàêîíåö, â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî", ïðèìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcd(a

√
d + b = c → a2d− b2 + 2bc− c2 = 0)

Âûðàæåíèÿ a, c èçâåñòíû. Âûðàæåíèå d ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåèç-
âåñòíîé, íå âõîäÿùåé â b, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò äðóãîå óðàâíåíèå, ëèíåéíîå îò-
íîñèòåëüíî äàííîé íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèå b íå èìååò ñëàãàåìûõ âèäà krm/2n.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ðàäèêàëàìè. Óðàâíåíèå
ñ äâóìÿ ðàäèêàëàìè ìîæíî âîçâîäèòü â êâàäðàò äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñãðóïïèðî-
âàòü â îäíîé ÷àñòè ðîâíî äâà ñëàãàåìûõ ñ ðàäèêàëàìè, ïåðåíåñÿ îñòàëüíûå
ñëàãàåìûå â ïðàâóþ ÷àñòü, ëèáî ñãðóïïèðîâàòü â êàæäîé ÷àñòè ïî îäíîìó ðà-
äèêàëó. Êàæäûé èç íèõ äàåò íå áîëåå îäíîãî ñëàãàåìîãî ñ ðàäèêàëîì, íî â
îïðåäåëåííûõ ñèòóàöèÿõ îäèí èç ñïîñîáîâ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî âûãîäíåå
äðóãîãî. Íà÷íåì ñ ïðèåìà, ðåàëèçóþùåãî ïåðâûé ñïîñîá:
∀abcdefg(g = a2e+ b2f → a

√
e+ b

√
f + c = d ↔ g +2ab

√
e
√

f − c2 +2cd = d2 & 0 ≤
(a
√

e + b
√

f)(d− c))

Ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ
e, f ðàçëè÷íû è ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Âûðàæåíèå c íå èìååò ñëàãàåìûõ âèäà krm/2n ïðè íåèçâåñòíîì r. Àíòåöåäåíò
óïðîùàåò ñóììó âîçâåäåííûõ â êâàäðàò ñëàãàåìûõ ñ ðàäèêàëàìè, èñïîëüçóÿ
íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïðèåì ðàññ÷èòàí íà òå ñëó-
÷àè, êîãäà â ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèé ýòà ñóììà òåðÿåò íåèçâåñòíûå. Äðóãîé âîç-
ìîæíîñòüþ åãî ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî
ïðîèçâåäåíèå √e

√
f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀abcdefq(q = a2e − c2 + 2cd − b2f + 2b(d − c)
√

f → a
√

e + b
√

f + c = d ↔ q =
d2 & 0 ≤ (d− c− b

√
f)a)

Óñëîâèÿ íà e, f, d, c òå æå, ÷òî è âûøå. Âûðàæåíèå e íå êîðî÷å âûðàæåíèÿ f -
òàêèì îáðàçîì ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïîä ðàäèêàëîì îêàçûâàåòñÿ áîëåå
êîðîòêîå âûðàæåíèå. Ñëàãàåìîå ñ ðàäèêàëîì e îñòàåòñÿ â ëåâîé ÷àñòè; ïðî-
÷èå ñëàãàåìûå ïåðåíîñÿòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü è âûïîëíÿåòñÿ âîçâåäåíèå â êâàä-
ðàò. Çàòåì â ëåâóþ ÷àñòü âîçâðàùàþòñÿ âñå ñëàãàåìûå êðîìå d2, è ïîëó÷åí-
íàÿ ñóììà óïðîùàåòñÿ àíòåöåäåíòîì. Çäåñü ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð
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"ñòàíäïëþñ". Åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â íîâîé ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ îêàçàëîñü áîëüøå 8, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
Çàìåòèì, ÷òî çäåñü èìååòñÿ îäèí èç íåìíîãèõ â ðåøàòåëå ñëó÷àåâ, êîãäà âà-
æåí ïîðÿäîê êîìïèëÿöèè ïðèåìîâ. Îáà îíè ñðàáàòûâàþò íà îäíîì è òîì æå
óðîâíå, è åñëè ñíà÷àëà ïðîèçîéäåò îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå âòîðîãî ïðèåìà, òî
ñðàáîòàåò îí, äàæå åñëè ñèòóàöèÿ áîëåå ïîäõîäèò äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî
ïðèåìà. Ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ î÷åðåäíîñòè êîìïèëÿöèè ïðîñòîå: åñëè ïðîãðàì-
ìû äâóõ ïðèåìîâ èìåþò îáùóþ íà÷àëüíóþ ÷àñòü, à çàòåì ðàçâåòâëÿþòñÿ, òî
ïåðåêîìïèëèðîâàííûé ïîñëåäíèì ïðèåì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïîñëå äðóãîãî. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïðàâèëüíîé î÷åðåäíîñòè â íàøåì ñëó÷àå ñíà÷àëà
äîëæåí êîìïèëèðîâàòüñÿ ïåðâûé ïðèåì, à çàòåì âòîðîé. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâå-
äåì ïðèåì, âûïîëíÿþùèé âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ðàäèêàëàìè
äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî":
∀abcd(0 < a & 0 < c → a

√
b− c

√
d = 0 ↔ a2b− c2d = 0)

Óðàâíåíèå íå äîëæíî èìåòü íåêîíñòàíòíûå ÷èñëîâûå àòîìû, îòëè÷íûå îò ïå-
ðåìåííûõ. Âûðàæåíèÿ a, c - êîíñòàíòíûå, ïðè÷åì îáùåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ â
óðàâíåíèè íå áîëåå äâóõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè ðàäèêàëàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðåä âîçâåäåíèåì â êâàäðàò äâà ðàäèêàëà îñòàþòñÿ â ëåâîé ÷àñòè, à
îñòàëüíûå ïåðåíîñÿòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü:
∀abcdefgh(a

√
e + b

√
f + c

√
g + d = h ↔ a2e + b2f + 2ab

√
e
√

f − c2g + 2c(h− d)
√

g +
2dh− d2 = h2 & 0 ≤ (a

√
e + b

√
f)(h− d− c

√
g))

Óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ e, f, g
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå h èçâåñòíî. Âûðàæåíèå d íå èìååò ñëàãàå-
ìûõ âèäà krm/2n ïðè íåèçâåñòíîì r. Â ïðàâóþ ÷àñòü ïåðåíîñèòñÿ ðàäèêàë √g;
îí âûáèðàåòñÿ êàê ñàìûé äëèííûé èç òðåõ ðàäèêàëîâ. Åñëè çàäà÷à èìååò åäèí-
ñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, òî ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5, èíà÷å - íà óðîâíå 6.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íà óðîâíå 5 ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðèìåíèòü äðóãóþ
âåðñèþ ïðèåìà, â êîòîðîé ðàäèêàë√g ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, íå âñòðå÷àþùóþ-
ñÿ â äâóõ äðóãèõ ðàäèêàëàõ. Ëèøü ïðè íåâîçìîæíîñòè òàêîãî âûáîðà ðàäèêàëà
ïðèìåíÿåòñÿ ïåðâàÿ âåðñèÿ ïðèåìà.

4. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ðàäèêàëàìè.
∀abcdefghi(i = a2e + b2f − c2g− d2h → a

√
e + b

√
f + c

√
g + d

√
h = 0 ↔ 2cd

√
g
√

h−
2ab

√
e
√

f = i & (a
√

e + b
√

f)(c
√

g + d
√

h) ≤ 0)

Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïèðîâêà ðàäèêàëîâ âûïîëíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû ïîñëå âîçâå-
äåíèÿ â êâàäðàò ïðîèçîøëè ñîêðàùåíèÿ, óñòðàíÿþùèå íåèçâåñòíûå èç âñåõ
ñëàãàåìûõ, êðîìå óäâîåííûõ ïðîèçâåäåíèé. Àíòöåäåíò îáðàáàòûâàåò ðàçíîñòü
äâóõ ñóìì êâàäðàòîâ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ". Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò i íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Âîçâåäåíèå â êóá óðàâíåíèÿ ñ îäíèì êóáè÷åñêèì ðàäèêàëîì.
∀abcd(a

3
√

b + c = d ↔ a3b + c3 − 3c2d + 3cd2 = d3)
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Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, d - íå ñîäåðæèò. Îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ c, èìåþùåå ñâîèì ñî-
ìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì è íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì. Åñ-
ëè ïðåîáðàçóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òî âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ
äîëæíà âõîäèòü â íåãî òîëüêî êàê àðãóìåíò íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ëèáî èõ
ïðîèçâîäíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5 äëÿ çàäà÷ ñ åäèíñòâåííîé íåèç-
âåñòíîé è 6 äëÿ çàäà÷ ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè.

6. Âîçâåäåíèå â êóá óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ êóáè÷åñêèìè ðàäèêàëàìè.
∀abcde(a

3
√

b+ c 3
√

d = e ↔ a3b+ c3d+3ac 3
√

b 3
√

de = e3 & (¬(a3b− c3d = 0) ∨ ¬(c3d+
e3 = 0)) ∨ a 3

√
b = 0 & c 3

√
d = 0 & e = 0)

Òåîðåìà ïðèåìà òðåáóåò íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèé. Åñëè ïðîñòî âîçâåñòè îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ â êóá, òî ïîëó÷èòñÿ a3b + c3d+ 3ac2 3

√
b

3
√

d2 + 3a2c
3
√

b2 3
√

d = e3. Òåïåðü
ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü äâà ïîñëåäíèõ ïðîèçâåäåíèÿ, âûíåñÿ çà ñêîáêè 3ac 3

√
b 3
√

d,
à îñòàâøóþñÿ â ñêîáêàõ ñóììó çàìåíèòü íà e. Òàêèì îáðàçîì, íîâîå óðàâíåíèå
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñòàðîãî. ×òîáû âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñòàðîå óðàâ-
íåíèå âûòåêàåò èç íîâîãî, âû÷òåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî èç òîæäåñòâà äëÿ êóáà
ñóììû a 3

√
b+c 3

√
d. Ïîëó÷èì (a 3

√
b+c 3

√
d)3−e3 = 3ac 3

√
b 3
√

d(a 3
√

b+c 3
√

d−e). Ïîñëå
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ëåâîé ÷àñòè êàê ðàçíîñòè êóáîâ èìååì îáùèé ìíî-
æèòåëü (a 3

√
b+c 3

√
d−e îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Ðàâåíñòâî ýòîãî ìíîæèòåëÿ íóëþ

ýêâèâàëåíòíî èñòèííîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ñîêðàùàÿ íà íåãî è ïåðåíîñÿ
âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó âèäà x2+y2+z2−xy+yz+xz = 0,
ãäå x, y, z îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ a 3

√
b, c 3
√

d è e. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ñóììà òðåõ êâàäðàòîâ - ïîëóðàçíîñòè x, y è ïî-
ëóñóìì x, z; y, z. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé
¬(a3b−c3d = 0),¬(c3d+e3 = 0), òî äàííàÿ ñóììà êâàäðàòîâ çàâåäîìî íåíóëåâàÿ,
è ñòàðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íîâîãî. Îäíàêî, íàäî åùå óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî âñÿ çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñòàðîãî óðàâíå-
íèÿ. Åñëè îáà ïðèâåäåííûõ âûøå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ íàðóøåíû è âûïîëíåíî
ñòàðîå óðàâíåíèå, òî a 3

√
b = c 3

√
d = −e, îòêóäà âûòåêàåò a 3

√
b = c 3

√
d = e = 0.

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå; âûðàæåíèÿ b, d ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, à e íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Âîçâåäåíèå â êóá óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ êóáè÷åñêèìè ðàäèêàëàìè.
∀abcdef (a

3
√

d + b 3
√

e + c 3
√

f = 0 → a3d + b3e + c3f − 3abc 3
√

d 3
√

e 3
√

f = 0)

Ïðèåì ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî: âìåñòî ýêâèâàëåíòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðîèñõîäèò çàíåñåíèå â ñïèñîê óñëîâèé çà-
äà÷è íà îïèñàíèå íîâîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî óïðîùàåò âèä òåîðåìû ïðèåìà, íî
íåñêîëüêî óñëîæíÿåò ðåøåíèå, òàê êàê ïîñëå íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ
ïðèõîäèòñÿ äåëàòü ïðîâåðêó, ïîäñòàâëÿÿ èõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå. Â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ñîçäàòü âåðñèþ äàííîãî ïðèåìà, âûïîëíÿþ-
ùóþ ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèÿ b, e, f ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ îäíèì ðàäèêàëîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
∀abcd(a

4
√

b + c = d ↔ a2
√

b− c2 − d2 + 2cd = 0 & 0 ≤ ab(d− c))



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 700

Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò. Âûðàæåíèå c
íå èìååò ñëàãàåìûõ, ñîìíîæèòåëè êîòîðûõ ÿâëÿëèñü áû ñòåïåíÿìè ñ äðîáíûì
ïîêàçàòåëåì îòëè÷íûì îò 1/2 è íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì. ×èñëî íåèçâåñòíûõ
êâàäðàòíûõ ðàäèêàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñîìíîæèòåëÿìè ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ c,
íå áîëåå 3. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5.

9. Äâîéíîå âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ðàäèêàëàìè ÷åòâåðòîé ñòå-
ïåíè.
∀abcdef (f = c4a+d4b → c 4

√
a+d 4

√
b = e ↔ 2c2d2

√
a
√

b−4cde2 4
√

a 4
√

b = f−e4 & 0 ≤
e(c 4
√

a + d 4
√

b) & 0 ≤ e2 − 2cd 4
√

a 4
√

b)

Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ c, d, e - íå ñîäåðæàò. Àíòå-
öåäåíò óïðîùàåò ñóììó ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ñóììà òîæå íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ ðàäèêàëàìè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
∀abcdef (a

4
√

b + c 4
√

d + e 4
√

f = 0 ↔ a2
√

b + c2
√

d + 2ac 4
√

b 4
√

d− e2
√

f = 0 & ef(a 4
√

b +

c 4
√

d) ≤ 0)

Âûðàæåíèÿ b, d, f ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
11. Óñòðàíåíèå ðàäèêàëà ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìî-

ùüþ äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåèçâåñòíîå âûðàæåíèå
ïîä ðàäèêàëîì ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó ïîëíîãî êâàäðàòà ñ ïîìîùüþ
äðóãèõ óðàâíåíèé çàäà÷è:
∀abcdepq(¬(c = 0) & e− d + bc = mp2 & ac + d = e →

√
a + b =

√
m/c|p|)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé.
Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è âõîäèò â äðóãîå óðàâíåíèå ac+d = e, ãäå
c èçâåñòíî. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå"
âûðàæåíèå e− d+ bc, ðàâíîå ac+ bc. Ïðîèçâåäåíèå âñåõ èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé
ðåçóëüòàòà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ m è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ
ìíîæèòåëåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé êâàäðàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.

12. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà â íåèçâåñòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóì-
ìå ïîä ðàäèêàëîì.
∀abcdef (e = b + c → a

√
b + c + d = f ↔ a

√
e + d = f)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ñóììà ïîä ðàäèêàëîì ñîäåðæèò
òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ ñ íåèçâåñòíûì àðãóìåíòîì. Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåò åå íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòîì
ñëóæèò âûðàæåíèå, èäåíòèôèöèðóåìîå ñ ïîëíûì êâàäðàòîì ëèáî îòíîøåíèåì
äâóõ ïîëíûõ êâàäðàòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ

1. Ëîãàðèôìèðîâàíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé. Ñîçäàíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
ïðèåìîâ, ïðèìåíÿåìûõ â çàâèñèìîñòè îò ãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ â ïðåîáðàçóåìîì
óðàâíåíèè è îòëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáîì âûáîðà îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà. Íà÷íåì ñî
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ñëó÷àÿ, êîãäà ÷ëåíû óðàâíåíèÿ íå òðåáóþò ïåðåãðóïïèðîâêè ïåðåä ëîãàðèô-
ìèðîâàíèåì:
∀abcd(0 < a & 0 < b & 0 < c & ¬(b− 1 = 0) → abd = c ↔ d− logb c = − logb a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 0, ïîýòîìó íàêëàäûâàåòñÿ öåëûé
ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé íà öåëåñîîáðàçíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ. Ïðè èõ
íàðóøåíèè áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðèåìû ñ íåñêîëüêî áîëüøèìè óðîâíÿìè ñðàáà-
òûâàíèÿ. Çàäà÷à äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
d ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, à îñíîâàíèå b - íå ñîäåðæèò. Ïðàâàÿ ÷àñòü c ìîæåò
ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå, íî â ëþáîì ñëó÷àå íå äîëæíà èìåòü çàãîëîâêà "ïëþñ".
Êàæäûé íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü âûðàæåíèé a, c äîëæåí èìåòü âèä ñòåïåíè
ñ èçâåñòíûì îñíîâàíèåì. b - ëèáî äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, ëèáî ñàìîå êîðîòêîå
èç îñíîâàíèé íåèçâåñòíûõ ñòåïåííûõ ìíîæèòåëåé âûðàæåíèé a, c. Îòñóòñòâó-
åò êîììåíòàðèé "îáùàÿñòåïåíü", áëîêèðóþùèé ëîãàðèôìèðîâàíèå ïîêàçàòåëü-
íûõ óðàâíåíèé. Îáû÷íî ýòîò êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ ïðè îáðàòíîì äåéñòâèè -
ïîòåíöèðîâàíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèåì ââîäèò êîììåíòàðèé "ëî-
ãàðèôì", áëîêèðóþùèé ïîñëåäíåå.
∀abcd(0 < a & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → ac = d ↔ c logb a = logb d & 0 < d)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(óñëîâèå(õ5)ðàçðÿä(õ5 ëîãàðèôì õ6)ðàâíî(õ2 ïåðâûéîïå-
ðàíä(õ6)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ îñíîâàíèÿ b, ïî êîòîðîìó áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ ëîãàðèôìèðîâàíèå, ÷åðåç óñìîòðåíèå â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è íåêîòîðîãî
âûðàæåíèÿ logb f ñ íåèçâåñòíûì f . Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abcd(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < d → dab = c ↔ 0 < c & loga d + b = loga c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ê ïîñûëêå çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ a, c - íå ñîäåð-
æàò. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, òî óðàâíåíèå íå äîëæíî èìåòü
íåèçâåñòíûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïîñûëêàõ âèäà "öåëîå(. . .)", "íàòóðàëüíîå(. . .)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(0 < a & 0 < b → bac = d ↔ a − 1 = 0 & b = d ∨ ¬(a − 1 = 0) & 0 <
d & loga b + c = loga d)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå d - íå ñîäåðæèò. Åñëè âûðàæåíèå b èçâåñòíî, òî
ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äàæå ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "îáùàÿñòåïåíü", çàïðåùà-
þùåãî ëîãàðèôìðîâàíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé (ïðåäûäóùèå ïðèåìû ýòèì
êîììåíòàðèåì áëîêèðîâàëèñü). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, çàâåäîìî
áîëåå ïðîñòîå, ÷åì èñõîäíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íåñêîëüêî âûðîæ-
äåííûõ ñëó÷àåâ âûíåñåíû â îòäåëüíûå ïðèåìû:
∀abcd(0 < a → bac = bad ↔ b = 0 ∨ a− 1 = 0 ∨ c = d)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêà çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå. Ëèáî c, ëèáî d íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñëåäóþùèå
äâà ïðèåìà óñìàòðèâàþò çàìàñêèðîâàííóþ ïåðâóþ ñòåïåíü ñóììû a + b, ðàñ-
ïðåäåëåííîé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿìè ðàâåíñòâà:
∀abc((a + b)c − a = b ↔ a + b = 1 ∨ c = 1)
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∀abc(a− (a + b)c = −b ↔ a + b = 1 ∨ c = 1)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óðàâíåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. a, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ax(¬(a = 0) → ax = 1 ↔ x = 0 ∨ a = 1 ∨ a = −1 ∨ x−rational & ÷èñëèòåëü(x)−
even)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ïåðåéäåì ê óðàâíåíèÿì, âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû
êîòîðûõ ñãðóïïèðîâàíû â ëåâîé ÷àñòè. Òàê hïðîèçîéäåò, åñëè âñå ýòè ÷ëåíû
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Íà÷íåì ñ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùåãî íà óðîâíå 0 è ÿâëÿ-
þùåãîñÿ äâîéíèêîì ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèåìà ñ íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ:
∀abcd(0 < a & 0 < b & c < 0 & ¬(b−1 = 0) → abd+c = 0 ↔ d−logb(−c) = − logb a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ê ïîñûëêå çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå b - íå
ñîäåðæèò. Âûðàæåíèå c íå èìååò âèäà ñóììû. Êàæäûé íåèçâåñòíûé ñîìíî-
æèòåëü âûðàæåíèé a, c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòåïåíü ñ èçâåñòíûì îñíîâàíèåì. b
- ëèáî äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, ëèáî ñàìîå êîðîòêîå èç îñíîâàíèé íåèçâåñòíûõ
ñòåïåííûõ ìíîæèòåëåé âûðàæåíèé a, c. Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "îáùàÿñòå-
ïåíü".
∀abcd(0 < a → bac + d = 0 ↔ 0 < b & d < 0 &
log2b + c log2 a− log2(−d) = 0 ∨ b < 0 & 0 < d & log2(−b) + c log2 a− log2 d = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, c äîëæíû
ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå, à d íå äîëæíî èìåòü âèäà ñóììû. Ëîãàðèôìèðîâàíèå
âûïîëíÿåòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b, d íå èìåþò ñî-
ìíîæèòåëåé, îñíîâàíèå ñòåïåíè êîòîðûõ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ëîãàðèôì. Îò-
ñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "îáùàÿñòåïåíü". Óêàçàòåëü "ïîïûòêàçàìåíû" äåëàåò
ïðèåì "îñòîðîæíûì" - îí íå èçìåíÿåò óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è, à ïðåäïðèíè-
ìàåò ïîïûòêó ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé óêàçàííîé çàìåíîé
óñëîâèÿ. Åñëè åå óäàåòñÿ ðåøèòü, òî âûäàåòñÿ îòâåò, èíà÷å ïðîäîëæàåòñÿ ñêà-
íèðîâàíèå òåêóùåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà äëÿ òîé æå òåîðåìû ñîçäàíà íà óðîâíå 4. Îíà îòëè÷àåòñÿ ëèøü òåì,
÷òî a èçâåñòíî, à c íå èçâåñòíî.
∀abcde(0 < a & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → cad + e = 0 ↔ c = 0 & e = 0 ∨ 0 < c & e <
0 & logb c+d logb a−logb(−e) = 0 ∨ c < 0 & 0 < e & logb(−c)+d logb a−logb e = 0)

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, îäíàêî íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a è c áûëè
íåèçâåñòíû. Îñíîâàíèå b, ïî êîòîðîìó áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ëîãàðèôìèðîâàíèå,
âûáèðàåòñÿ ïî íåèçâåñòíîìó âûðàæåíèþ âèäà logb a, âõîäÿùåìó â êàêîå-ëèáî
óðàâíåíèå çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äâà
ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííûõ íà âûðîæäåííûå ñëó÷àè:
∀abcd(0 < a → bac − bad = 0 ↔ b = 0 ∨ a− 1 = 0 ∨ c = d)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêå çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Ëèáî c, ëèáî d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀abcde(0 < b → abc + dbe = 0 ↔ abc−e + d = 0)



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 703

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c, à òàêæå õî-
òÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, e ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. a, d èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âûðàæåíèå ñòåïåíè ðàçíîñòè ÷åðåç ñòåïåíü ñóììû, åñëè ðàçíîñòü êâàäðàòîâ
èçâåñòíà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ îñíîâàíèé íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé:
∀abcd(0 < a + b & 0 < a− b & c = a2 − b2 → (a− b)d = cd(a + b)−d)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Êðîìå âûðàæåíèÿ (a − b)d, ïðåîáðàçóåìîå óñëîâèå äîëæíî òàê-
æå ñîäåðæàòü âûðàæåíèå âèäà (a+ b)e. Òðåòèé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü
êâàäðàòîâ c, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ëèáî = 1, ëèáî cd âñòðå÷àåòñÿ â
ðàññìàòðèâàåìîì óñëîâèè. Åñëè c èìååò çàãîëîâîê "ìèíóñ", ïðèåì áëîêèðóåò-
ñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî îñíîâàíèÿ íåèçâåñòíîé ñòåïåíè â ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëåé.
∀abcde(b = ac → adbe = ad+ece)

Âûðàæåíèÿ a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Îáà ïîêà-
çàòåëÿ ñòåïåíè d, e ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå òåêóùåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" - îí äåëèò b íà a. Ïîñëå íåñêîëüêèõ
ïðèìåíåíèé ïðèåìà âîçíèêíóò äâà êîíñòàíòíûõ îñíîâàíèÿ, íå äåëÿùèåñÿ äðóã
íà äðóãà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíÿ ðàâåí 0.

4. Ñâåäåíèå ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé. Íåñêîëüêî ïðè-
åìîâ óñìàòðèâàþò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïîêàçà-
òåëüíîãî âûðàæåíèÿ è îáðàùàþòñÿ ê íåñëîæíîìó íîðìàëèçàòîðó "êâàäðóðàâí",
ïîçâîëÿþùåìó ñðàçó ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ.

∀abcdefg

(
a

bc+d
+

e

b2c+f
= g ↔ a

bd

1

bc
+

e

bf

(
1

bc

)2

= g

)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå; âûðàæåíèÿ a, e, g - íå ñîäåðæàò. d è f èäåíòèôèöèðóþòñÿ êàê ñóììû âñåõ
èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Åñëè b ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, òî d, f ðàâíû 0. Çäåñü è â äàëüíåéøèõ ïðèåìàõ ïîäðàçäåëà çàìå-
íÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êâàäðóðàâí". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefghijk(0 < a & b − 2c = f & d = ae & g − 2c = h → ieb + jdc + kag = 0 ↔
ief ((e/a)c)2 + j(e/a)c = −kah)

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè b, c, g ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû i, j, k - íå ñî-
äåðæàò. Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî îñíîâàíèå ñòåïåíè d ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèåì äâóõ äðóãèõ îñíîâàíèé a, e. Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îïðåäå-
ëÿþò îñòàòî÷íûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè f, h, âîçíèêàþùèå ïîñëå âûäåëåíèÿ êâàä-
ðàòíîãî òðåõ÷ëåíà îòíîñèòåëüíî (e/a)c. Ýòè ïîêàçàòåëè äîëæíû íå ñîäåðæàòü
íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî a èçâåñòíî, ëèáî h = 0, à òàêæå ÷òî ëèáî
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e èçâåñòíî, ëèáî f = 0. Òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü êîýôôè-
öèåíòîâ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà îò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.
∀abcdefghijk(0 < a & b − 2c = f & g − 2d = e → hkb + ikcad + jag = 0 ↔
hkf (kc/ad)2 + i(kc/ad) = −jae)

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè b, c, d, g ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû h, i, j è îñòà-
òî÷íûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè e, f - íå ñîäåðæàò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî a èçâåñòíî,
ëèáî e = 0, à òàêæå ÷òî ëèáî k èçâåñòíî, ëèáî f = 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abcdpqrh(0 < a & h = p− 2q + r → bap + caq + dar = 0 ↔ bah(aq−r)2 + caq−r = −d)

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè p, q, r ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû b, c, d è îñòà-
òî÷íûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè h èçâåñòíû. Ëèáî a èçâåñòíî, ëèáî h = 0. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé ñ èçâåñòíûìè îñíîâàíèÿ-
ìè â âèäå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ îñíîâàíèé, äîìíîæåííîé íà èçâåñòíûé
êîýôôèöèåíò.
∀abcde(0 ≤ a & 0 ≤ d → ab+cdb+e = acde(ad)b)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèÿ
c, e èäåíòèôèöèðóþòñÿ êàê ñóììû âñåõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Îáùèé îñòàòîê b äîëæåí ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Îñíîâà-
íèÿ ñòåïåíè a, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííûå çàìåíÿåìîãî âûðàæåíèÿ
íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. ×òîáû áëîêèðîâàòü ðàññìîò-
ðåíèå ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àåâ, ââåäåí ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0
1 1))". db+e áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ñîìíîæèòåëåì, èäóùèì ïîñëå òîãî ñî-
ìíîæèòåëÿ, ñ êîòîðûì èäåíòèôèöèðîâàíî ab+c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ñîçäàí äëÿ ðåäêèõ ñëó÷àåâ íåèçâåñòíîãî ðàöèîíàëüíîãî
ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, èìåþùåãî íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü:
∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc = (ab)c)

Çäåñü c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; a, b - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Óñìîòðåíèå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîêàçàòåëüíûõ äâó-

÷ëåíîâ.
∀abcdepqr(cdar+q/beap = −1 & 0 < a → bap+caq+dar = e ↔ (caq−e)(dar−e) = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè p, q, r ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå; îñíîâàíèå ñòåïåíè a è êîýôôèöèåíòû b, c, d èçâåñòíû. Ïðà-
âàÿ ÷àñòü e íåíóëåâàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà,
èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, è ïðîâåðÿåò, ÷òî ðåçóëüòàò
ðàâåí −1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ïðåäñòàâëåíèå íåèçâåñòíîé ñòåïåíè ñ íàòóðàëüíûì îñíîâàíèåì â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé ñ íàòóðàëüíûìè îñíîâàíèÿìè, óæå èìåþ-
ùèõñÿ â óðàâíåíèè.
∀abcdefghpqmnrs(e = bns & s = hm → abc+def+ghp+q = r ↔ abc+dbnfhmf+ghp+q =
r)
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Ïðåîáðàçóåòñÿ óðàâíåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé b, e, h - íàòó-
ðàëüíûå êîíñòàíòû. Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè c, f, p ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïåðâûé èç íèõ íàõîäèò íàèáîëüøîå
íàòóðàëüíîå n, ïðè êîòîðîì e äåëèòñÿ íà bn. Âòîðîé ïðîâåðÿåò, ÷òî ÷àñòíîå ÿâ-
ëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà h. Â èòîãå îñíîâàíèå ñòåïåíè e çàìåíÿåòñÿ
íà bnhm. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåãî ïîêàçàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ.
∀ab(0 < a → ∃x(x− ÷èñëî & ax = b) ↔ 0 < b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà îïèñàíèå, èìå-
þùèì íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x, íå âõîäÿùóþ â a, b. Óñëîâèÿìè çàäà÷è,
ñîäåðæàùèìè äàííóþ íåèçâåñòíóþ, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî "x − ÷èñëî" è ax = b.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåãî ïîêàçàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ îñíîâàíèåì −1 ñîçäàíû ñëåäóþþùèå äâà ïðèåìà:
∀n(n− öåëîå→ (−1)n = −1 ↔ ¬(n− even))
∀n(n− öåëîå→ (−1)n = 1 ↔ n− even)
Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå n ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó íåèçâåñòíîãî ñîìíîæèòåëÿ îñíîâàíèÿ ñòåïåíè

∀ab(0 ≤ ab → 0 < a & 0 < b ∨ a < 0 & b < 0 ∨ a = 0 & b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà( ñòåïåíü( óìíî-
æåíèå(õ1 õ2)õ3))" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ñòåïåíè
(ab)c âíóòðè óðàâíåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. a - íåêîòîðûé íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü
îñíîâàíèÿ ýòîé ñòåïåíè. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íóëåâàÿ, ïðè÷åì êàæäîå ñëàãàåìîå
ëåâîé ÷àñòè èìååò îáîáùåííûé ìíîæèòåëü (äîñòèæèìûé èç êîðíÿ ñëàãàåìîãî ÷åðåç
îïåðàöèè "óìíîæåíèå", "ìèíóñ", "äðîáü" è îñíîâàíèÿ ñòåïåíè), ÿâëÿþùèéñÿ ñîìíî-
æèòåëåì âûðàæåíèÿ ab. Óðàâíåíèå òàêæå íå äîëæíî èìåòü íåèçâåñòíûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Íîâîå äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ", ôîðñèðóþùèì ïðèìåíåíèå ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó íåèçâåñòíîãî çíàìåíàòåëÿ äðîáè, ÿâëÿþùåéñÿ
îñíîâàíèåì ñòåïåíè

∀b(¬(b = 0) → 0 < b ∨ b < 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ñòåïåíü( äðîáü(
õ1 õ2)õ3))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïîïûòêè åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ñòå-
ïåíè (a/b)c âíóòðè íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé:

1. Çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ.
2. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, ïðè÷åì íåðàâåíñòâà 0 < b, b < 0 èç êîí-

òåêñòà íå óñìàòðèâàþòñÿ.
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3. Ëèáî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà 0, ëèáî âûäåëåííàÿ ñòå-
ïåíü (a/b)c ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ïðîèçâåäåíèÿ, äåëÿùåãîñÿ òàêæå íà b.

4. Êàæäîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äîëæíî èìåòü ñâîèì îáîáùåííûì
ìíîæèòåëåì a ëèáî b.

5. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü óñëîâèÿ, ñíàáæåííîãî êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ".
6. Âûäåëåííàÿ ñòåïåíü íå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ

÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà 0.
Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Íîâîå äèçúþíê-
òèâíîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ÷åòíîñòè öåëî÷èñëåííîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ñ îòðèöà-
òåëüíûì îñíîâàíèåì

∀n(n− öåëîå→ n− even ∨ ¬(n− even))
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ñòåïåíü(ìèíóñ(õ1)õ14))" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíå-
íèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ (−a)n â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðà-
æåíèå n ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 1:
∀n(n− even ∨ ¬(n− even))
Çäåñü n - ïåðåìåííàÿ, ïðè÷åì èìååòñÿ óñëîâèå âèäà "öåëîå(n)". Ïðåîáðàçóåòñÿ óðàâ-
íåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå âûðàæåíèå.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòåïåíü (−a)n íå ðàñïîëîæåíà ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé.

Ðàâåíñòâî íóëþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé, ïîêà-
çàòåëè êîòîðûõ èìåþò îáùèé èçâåñòíûé ìíîæèòåëü

Âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ, ïîëó÷åííîìó èç èñõîäíîãî âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü,
îáðàòíóþ îáùåìó ìíîæèòåëþ ïîêàçàòåëåé:
∀abcde(a− rational & çíàìåíàòåëü(a)− even & 0 ≤ b & 0 ≤ d & 0 ≤ e → bda + cea = 0 ↔
c ≤ 0 & b1/ad− (−c)1/ae = 0 ∨ e = 0 & bda = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêà çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.
Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(õ2 èçâåñòíî(õ2))", "ïåðå÷åíü(õ3 èçâåñòíî(õ3))" èäåíòèôèöèðó-
þò êîýôôèöèåíòû b, c êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ èçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëü "îáùàÿñòåïåíü(îáùàÿñòåïåíü õ1 ñòåïåíü(õ4 õ1)ñòåïåíü(õ5
õ1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ îñòàòêîâ ñëàãàåìûõ â âèäå ñòåïåííûõ âûðàæåíèé
da, ea ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðû "îáùàÿñòåïåíü". Ýòà ïðîöåäóðà ðàñ-
ñìàòðèâàåò êàæäûé ñîìíîæèòåëü îñòàòêîâ, óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî îí èìååò âèä ñòå-
ïåíè, è íàõîäèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a ïîêàçàòåëåé âñåõ òàêèõ ñòåïåíåé. Â
ñëó÷àå äðîáíûõ ïîêàçàòåëåé a òîæå ìîæåò èìåòü âèä äðîáè. Âûðàæåíèÿ d, e äîëæíû
ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå (âûðîæäåííûå îñòàòêè íå äîïóñêàþòñÿ). Ââåäåí óñêîðÿþùèé
ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî êàæäûé íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü êàæäîãî ñëàãàåìîãî
ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èìååò âèä ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì. Åñëè a ðàâíî
1/2, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ (â ýòîé ñèòóàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ïðèåìû âîçâåäåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ â êâàäðàò). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀abcde(e− rational & ¬(÷èñëèòåëü(e)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) → abe + cde =
0 ↔ a1/eb + c1/ed = 0)

∀abcde(0 ≤ a & c ≤ 0 & e − rational & ÷èñëèòåëü(e) − even & ¬(e = 0) → abe + cde =
0 ↔ a1/eb + (−c)1/ed = 0 ∨ a1/eb− (−c)1/ed = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1. Ïðè ýòîì â ïîñëåä-
íåì ïðèåìå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèáî b, ëèáî d áûëî ñóììîé. Åñëè îáùèé ìíîæèòåëü
ïîêàçàòåëåé íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcde(0 ≤ b & 0 ≤ d & 0 ≤ a & 0 ≤ e & 0 < c → abc − edc = 0 ↔ a1/cb− e1/cd = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, c, e èçâåñòíû; b, d - ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Çàíåñåíèå ìèíóñà â îñíîâàíèå ñòåïåíè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ

Âûïîëíÿåòñÿ çàíåñåíèå ìèíóñà â îñíîâàíèå ñòåïåíè ëèáî ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàçíî-
ñòè, ÿâëÿþùåéñÿ òàêèì îñíîâàíèåì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðåõîä ê óæå
èìåâøåìóñÿ â óðàâíåíèè äðóãîìó îñíîâàíèþ:
∀abc(a − rational & ¬(÷èñëèòåëü(a) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) → (b − c)a =
−(c− b)a)

∀ab(b− rational & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) → ab = −(−a)b)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óðàâíåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îñíîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñòåïåíè
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîäåðæèò òàêæå ñòåïåíü âèäà
(c − b)p, âî âòîðîì - ñòåïåíü (−a)p; p - äðîáíàÿ êîíñòàíòà ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè

∀abcdxy(d = b2−4ac → ax2 + bxy+cy2 = 0 ↔ ¬(a = 0) & 0 ≤ d & (x = y(sqrtd− b)/2a ∨
x = −y(

√
d + b)/2a) ∨ a = 0 & y(bx + cy) = 0 ∨ ¬(a = 0) & d < 0 & x = 0 & y = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå;
êîýôôèöèåíòû a, b, c èçâåñòíû. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ, òàê êàê òàì àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äðóãèìè ïðèå-
ìàìè. Åñëè çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3, èíà÷å îí ðàâåí 1. Â ñëó÷àå çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî",
èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî óïðîùåííûé ïðèåì:
∀abcdxy(d = b2−4ac & ¬(a = 0) → ax2 + bxy+cy2 = 0 ↔ 0 ≤ d & (x = y(sqrtd− b)/2a ∨
x = −y(

√
d + b)/2a) ∨ d < 0 & x = 0 & y = 0)

Ñîçäàíû äâå âåðñèè. Ïåðâàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4 è òðåáóåò, ÷òîáû óðàâíåíèå íå
ñîäåðæàëî íåâûðîæäåííûõ (îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò) ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Âòîðàÿ ëèøåíà ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 8.

Âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãóþ, åñëè èçâåñòíî ïðîèçâåäåíèå
èõ ñòåïåíåé

Â äâóõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ôîðñèðóåòñÿ âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà
îïèñàíèå ÷åðåç äðóãóþ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
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∀abcdef (abcde = f ↔ abcde = f)

Ïåðåìåííûå b, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè; âûðàæåíèÿ a, c, e, f èçâåñòíû.
Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ðàçðåøàþ-
ùåé óðàâíåíèå abcde = f îòíîñèòåëüíî b. Òàêèì îáðàçîì ïîäãîòàâëèâàåòñÿ ïîñëåäóþ-
ùåå èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé b. Çàìåòèì, ÷òî çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ìîæåò èìåòü
âèä äèçúþíêöèè (íàïðèìåð, åñëè äëÿ a è f äîïóñòèìû íóëåâûå çíà÷åíèÿ). Ñðàáà-
òûâàíèå ïðèåìà âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî êàæäîå óðàâíåíèå çàäà÷è èìååò
íåèçâåñòíûìè ìíîæèòåëÿìè ñâîèõ ÷àñòåé òîëüêî ñòåïåíè íåèçâåñòíûõ, ëèáî ñóùå-
ñòâóåò óðàâíåíèå âèäà pbx + qdy = 0, ãäå õîòÿ áû îäèí èç ïîêàçàòåëåé x, y ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, âî âòîðîì - 1.

Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé íåèçâåñòíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíåé ñ èçâåñòíûìè
îñíîâàíèÿìè

Òàêàÿ ãðóïïèðîâêà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè óðàâíåíèé. Îíà
îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè.
∀abc(0 ≤ a & 0 < b → (a/b)c = ac/bc)

Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Äðîáü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà
îïèñàíèå ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à
âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî
âíóòðè êîíå÷íîé ñóììû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefg(c − ÷èñëî & g − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(g) − even) & e − rational & ¬(çíà-
ìåíàòåëü(e) − even) & ¬(c = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) & a − rational & ¬(f =
0) & f − ÷èñëî→ dbae/fcag = d(be/cg)a/f)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ
b, c, d, e, f, g - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ïåðåìåííûå d, e, f, g ìîãóò
ïðèíèìàòü âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ.
∀abcd(0 ≤ a & 0 ≤ b → acbcd = (abd)c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî èññëåäîâàíèå. Âû-
ðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, d - íå ñîäåðæàò. Òåêóùèé òåðì
çàäà÷è íå èìååò âíå ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ âõîæäåíèé ñòåïåíåé ax, bx ñ íåèçâåñò-
íûì ïîêàçàòåëåì x. Ïåðåìåííûå ýòîãî âûðàæåíèÿ íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè
è îïèñàòåëÿìè. Åñëè çàäà÷è èìååò öåëü (íåçàâèñèò . . .), çàïðåùàþùóþ âõîæäåíèå â
îòâåò çàäàííûõ ïåðåìåííûõ, òî îíè íå âñòðå÷àþòñÿ â a, b, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abceghi(¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(g) −
even) & ¬(çíàìåíàòåëü(h) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(i) − even) & c − rational & e −
rational & g − rational & h− rational & i− rational→ aibh(aebc)g = ai+egbh+cg)

Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèå g ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
âûðàæåíèÿ a, b, c, e - íå ñîäåðæàò. Â îñòàëüíîì ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Òàê
êàê òðåáóåòñÿ, ÷òîáû g áûëî ðàöèîíàëüíûì, ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â êðàéíå ðåäêèõ
ñèòóàöèÿõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ñ îäèíàêîâûì íåèçâåñòíûì ðàäèêàëîì

∀abcdefgh(a = fg & e = fh → abc/d + ebc/d = f(g + h)bc/d)
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Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûëêå
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Îíà ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ ëèáî (òîëüêî â ñëó-
÷àå çàäà÷ íà îïèñàíèå) íåðàâåíñòâà, íå èñïîëüçóåìîãî äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Êîýôôèöèåíòû a, e òîæå ìîãóò ñîäåðæàòü íåèç-
âåñòíûå, íî íå ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè. Àíòåöåäåíòû îïðåäåëÿþò ïðî-
èçâåäåíèå f îáùèõ ìíîæèòåëåé êîýôôèöèåíòîâ, à òàêæå îñòàòî÷íûå êîýôôèöèåíòû
g, h. Ïîñëåäíèå íå äîëæíû èìåòü ñâîèìè ìíîæèòåëÿìè ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì îñíî-
âàíèåì è äðîáíûì ïîêàçàòåëåì. Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, åñëè
g, h ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Áëîêèðóåòñÿ îí òàêæå ïðè ðåøåíèè
ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äâà ñòåïåííûõ óðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûìè ïîêàçàòåëÿìè

Äëÿ ïðîñòåéøåé ñèñòåìû èç äâóõ ñòåïåííûõ óðàâíåíèé c äâóìÿ íåèçâåñòíûìè a, b
ñîçäàí ïðèåì, ñðàçó âûïèñûâàþùèé îòâåò:
∀abcdpqrsm(0 < a & 0 < b & m = qr − ps → apbq = c & arbs = d ↔ ¬(m = 0) & a =
(dq/cs)1/m & b = (cr/dp)1/m ∨ m = 0 & apbq = c & cr = dp & (¬(r = 0) ∨ r = 0 & bs = d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" - îí çàìåíÿåò ñðàçó îáà óðàâ-
íåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå íà îäíî íîâîå óòâåðæäåíèå. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå (õîòÿ ñàìè ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ ïåðåìåííûìè), âûðàæåíèÿ p, q, r, s, c, d
íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. ×èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåõîä ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè
ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ íåîäíîðîäíûõ

∀abcdefghijk(ai2 + bij + cj2 = dk & ¬(d = 0) → ei2 + fij + gj2 = hk ↔ (de− ha)i2 + (df −
hb)ij + (dg − hc)j2 = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêà çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óðàâíåíèåì çàäà÷è. ×èñëî íåèç-
âåñòíûõ áîëåå åäèíèöû. Âûðàæåíèÿ i, j ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ïðàâûå ÷àñòè óðàâ-
íåíèé íåíóëåâûå è íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Âûðàæåíèå k èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèå îáùèõ ìíîæèòåëåé ïðàâûõ ÷àñòåé, êîýôôèöèåíòû a, b, c, e, f, g - êàê
ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ èçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëè
"ïîäñòàíîâêà(. . .)" îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôèêàöèþ ïðè îáðàùåíèè â íîëü êîýôôè-
öèåíòîâ e, f, a, c. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êâàäðóðàâí",
ñðàçó âûïèñûâàþùèì ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2. Äëÿ îäíîãî ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ñîçäàí äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé
íà óðîâíå 1:
∀abcdexy(axy + bx2 = ce & ay2 + bxy = de ↔ ¬(c = 0) & y = dx/c & (ad + bc)x2 =
c2e ∨ c = 0 & ¬(d = 0) & x = 0 & ay2 = de ∨ c = 0 & d = 0 & ay + bx = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è çàìåíÿåò îáà óðàâíåíèÿ. Âû-
ðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c èçâåñòíû. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâ-
íåíèé íåíóëåâûå.
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Èñïîëüçîâàíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ìîäóëÿ îñíîâàíèÿ íåèçâåñòíîé ñòåïåíè ñ ÷åò-
íûì ïîêàçàòåëåì

∀abm(|a| = b → am = bm)

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò. m - öåëàÿ ÷åòíàÿ
êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óðàâíåíèÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî"

Íàïîìíèì, ÷òî â ñêîëü-íèáóäü ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñëîæèâøàÿñÿ
â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", ðåøàåòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷å íà îïèñàíèå. Âñå íåèçâåñòíûå òàêîé ñèñòåìû äîëæíû áûòü ÷èñëîâûìè ïåðå-
ìåííûìè. Îäíàêî, äëÿ ðÿäà ïðîñòûõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñëó÷àåâ ñîçäàþòñÿ ñïå-
öèàëüíûå ïðèåìû (èíîãäà äóáëèðóþùèå ïðèåìû çàäà÷ íà îïèñàíèå), ïðèìåíÿåìûå
íåïîñðåäñòâåííî â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå. Ïåðå÷èñëèì òàêèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñî
ñòåïåííûìè è ïîêàçàòåëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

1. Îïðåäåëåíèå ñóììû êâàäðàòîâ, åñëè èçâåñòíû ñóììà è ïðîèçâåäåíèå.
∀abcdp(a + b = c & ab = d → pa2 + pb2 = p(c2 − 2d))

Ïðèåì âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííóþ çàìåíó. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûå, âûðàæåíèÿ c, d = íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Äåëåíèå óðàâíåíèé äëÿ óñòðàíåíèÿ ðàäèêàëà.
∀abcdemnk(a/b

√
c = mk & ¬(b = 0) & ¬(m = 0) → d/e

√
c = nk ↔ aen− bdm = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ ïîñûëêà çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå; b, e,m, n - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ. Óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàò íåâû-
ðîæäåííûõ (îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò) ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
îáðàùåíèÿ ðàâåí 6. Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî íåèçâåñòíîé ñ÷è-
òàåòñÿ ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ, íå âûäåëåííàÿ êîììåíòàðèåì "èçâåñòíî". Íåêîòîðûå
èç ïðèâîäèìûõ íèæå ïðèåìîâ, êàê è äàííûé ïðèåì, ìîãóò êðîìå çàäà÷ íà èñ-
ñëåäîâàíèå ïðèìåíÿòüñÿ òàêæå â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.

3. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ èç îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ.
∀abcdn(abn/e = cdn/f ↔ (a/e)1/nb = (c/f)1/nd)

Âûðàæåíèÿ b, d ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ a, c, e, f - íå ñîäåðæàò. n
- ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà,
ïðèìåíÿåìàÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà b ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì,
à a, c, e, f - íå ñîäåðæàò.
∀abcdn(0 ≤ ae & 0 ≤ cf → abn/e = cdn/f ↔ (a/e)1/nb = (c/f)1/nd ∨ (a/e)1/nb =
−(c/f)1/nd)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî n - ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ ÷åòíûì ÷èñëèòå-
ëåì. Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â òåõ çàäà÷àõ, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdn(0 ≤ a & 0 ≤ c → abn − cdn = 0 ↔ a1/nb = c1/nd ∨ a1/nb = −c1/nd)
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Âûðàæåíèÿ b, d ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ a, c - íå ñîäåðæàò. n - ðàöè-
îíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì. Â ïëàíèìåòðèè ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Äëÿ ñëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíûõ îñíîâàíèé ñîçäà-
íû îòäåëüíûå ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 4:
∀abcdn(0 ≤ a & 0 ≤ c & 0 ≤ b & 0 ≤ d → abn − cdn = 0 ↔ a1/nb = c1/nd)

∀abcdn(0 ≤ a & 0 ≤ c & 0 ≤ b & 0 ≤ d → abn = cdn ↔ a1/nb = c1/nd)

Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì, îáðàáàòûâàþùèé ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
êâàäðàòîâ äâóõ íåèçâåñòíûõ:
∀abxy(0 < a & 0 < x2 + y2 → ax2 + by2 = 0 ↔ b ≤ 0 & (

√
ax +

√
−by =

0 ∨
√

ax−
√
−by = 0))

Çäåñü x, y - íåèçâåñòíûå; a, b - âûðàæåíèÿ áåç íåèçâåñòíûõ. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïî-
ñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5.

4. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ óñòðàíåíèÿ îáùåãî ðàäèêàëà.
∀abcdpqr(¬(b = 0) & a + b

√
c = d → p + q

√
c = r ↔ aq − bp = dq − br)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî âòîðûì óðàâíåíèåì. Âûðàæåíèå c
íåêîíñòàíòíîå è èìååò âèä ñóììû. Ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå íå èìååò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ b, d, q, r èçâåñòíû; êàæäîå èç âûðà-
æåíèé a, p ëèíåéíî ïî âñåì ñâîèì ïàðàìåòðàì. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â
òåõ çàäà÷àõ, ãäå óïîìèíàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò óðàâíåíèÿ ñ ðàäèêàëîì.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ c → a

√
b = c ↔ a2b− c2 = 0)

Âûðàæåíèÿ b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò. Óðàâíåíèå íå
èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. ×èñëî åãî ïåðåìåííûõ íå áîëåå äâóõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀abcd(0 ≤ d →

√
ba2 + c = d|a| ↔ c + (b− d2)a2 = 0)

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, d - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ c & 0 ≤ d → a

√
b = c

√
d ↔ a2b− c2d = 0)

Óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ b, d ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå, a, c - êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóììû ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïðèåì
âîçâîäèò óðàâíåíèå â êâàäðàò (âûâîäèò ñëåäñòâèå èç íåãî), åñëè ïîïàðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ ñëàãàåìûõ åãî ëåâîé ÷àñòè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ äðóãîãî
óðàâíåíèÿ:
∀abc(a + b = c → (a + b)2 = c2)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ a + b = c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïåðåìåííûõ ëèáî
ôóíêöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé f(. . .). Ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà. Ñóùåñòâóåò äðóãîå
óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ñóììó òàêèõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîäâûðàæåíèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Ëåâàÿ ÷àñòü ðåçóëüòà-
òà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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7. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè äëÿ ñîêðàùåíèÿ íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé.
∀abcdefgpq(a

bc = de → pab+f/qd = pafe/qc)

Ïðèåì âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííóþ çàìåíó. Âûðàæåíèÿ b, d ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûå, âûðàæåíèÿ c, e, f - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó
- ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé ab, d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Âûðàæåíèå êâàäðàòà íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû ÷åðåç åå èçâåñòíûé ìîäóëü.
∀ab(|a| = b → a2 = b2)

Ïðèåì âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííóþ çàìåíó. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðó-
ãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b èçâåñòíî. Óêàçàòåëü "òå-
êâõîæä(1)" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â àíòåöåäåíòå, ò.å. ñíà÷àëà ïðèåì
óñìàòðèâàåò ðàâåíñòâî íåèçâåñòíîãî ìîäóëÿ èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ, à çàòåì
íà÷èíàåò èñêàòü êâàäðàò âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

9. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí.
∀abcmn(ab = c & 0 ≤ n−m → ambn = cmbn−m)

Ïðèåì âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííóþ çàìåíó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, à òàêæå ñîäåðæàò
íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû. c èçâåñòíî. m,n - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò ñ ñîêðàùåíèåì íåèçâåñòíûõ êâàäðàòîâ.
∀abcd(d + (a + b)2 = (a + c)2 ↔ d + 2a(b− c) + b2 = c2)

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c, d - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñëàãàåìûõ äâó÷ëåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ
äðîáíîé ñòåïåíè

∀abcmn(a + bcm/n = 0 ↔ an + bncm = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. m,n
- íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì n íå÷åòíî. Óêàçàòåëü "îïåðàíä(õ1 ôèêñ(0 1 1))"
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ a ñ åäèíñòâåííûì ñëàãàåìûì ñóììû, ò.å. ëåâàÿ ÷àñòü
èìååò âñåãî äâà ñëàãàåìûõ. Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcmn(0 ≤ c → a + bcm/n = 0 ↔ an − bncm = 0 & abc ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî n ÷åòíî.

Ïîïûòêà çàìåíû íåèçâåñòíîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâó÷ëåííîãî óðàâíåíèÿ ñ
äðîáíîé ñòåïåíüþ

∀abcdmn(¬(a = 0) & ax + b + cm/n = d → ∃y(x = (y + d− b)/a & y − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. x - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â a, b. c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ïðàâàÿ ÷àñòü d
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èçâåñòíà. m - êîíñòàíòà 1 ëèáî 2; n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò 2. Åñëè
çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, òî n > 3. Ëèáî b, ëèáî d îòëè÷íî îò 0.
Íîâîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ñåðèÿ", "ôèëüòðñåðèè". Òîãäà îíî áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ íåèçâåñòíîé x, ÷òî âûçîâåò ïå-
ðåõîä ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé y. Ðåçóëüòàòîì
ñòàíåò ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ ê "äâó÷ëåííîìó" âèäó èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé çàìåíû

∀x(∃y(x = cos y & 0 ≤ y & y ≤ π & y − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà( ñòåïåíü(ïëþñ( 1 ìèíóñ( ñòåïåíü(õ23 2)))äðîáü(1
2)))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñ óñìîòðåíèÿ âíóòðè íåêîòîðî-
ãî óðàâíåíèÿ âûðàæåíèÿ √1− x2, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ïðîèçâåäåíèÿ, ñîäåðæàùåãî òàêæå x. Íîâîå óñëîâèå
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ñåðèÿ", "ôèëüòðñåðèÿ", îáåñïå÷èâàþùèìè ïåðåõîä
ê ðàññìîòðåíèþ íîâîé íåèçâåñòíîé y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀xy(0 ≤ a → x2 + y2 = a ↔ ∃z(x =

√
a sin z & y =

√
a cos z & 0 ≤ z & z < 2π & z −

÷èñëî))
Ýòîò ïðèåì âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó. x, y - íåèçâåñòíûå çàäà÷è íà îïèñà-
íèå; a èçâåñòíî. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åùå îäíî óðàâíåíèå, íå ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, èçìåíåííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèÿìè "ñåðèÿ", "ôèëüòðñåðèè", îáåñïå÷èâàþùèìè ïåðåõîä ê íîâîé íåèçâåñòíîé
z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Óñòðàíåíèå äðîáè ïîä ðàäèêàëîì ïðè ðåøåíèè ñòåïåííîãî óðàâíåíèÿ

∀abcdx(x = c
√

a/b/d ∨ x = −c
√

a/b/d ↔ x = c
√

ab/bd ∨ x = −c
√

ab/bd)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1 è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðè ðåäàêòè-
ðîâàíèè îòâåòà

∀abcmn(a + bcm/n = 0 ↔ an + bncm = 0)

Ðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ ïîä îòðèöàíèåì, âíóòðè óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðîèñõî-
äèò ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è. a, b - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ; m, n - íàòóðàëü-
íûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì n íå÷åòíîå. Âûðàæåíèå c íåêîíñòàíòíîå. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ
äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcmn(0 ≤ c & ab ≤ 0 → a + bcm/n = 0 ↔ bncm − an = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî n ÷åòíîå. Åñëè óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Óñìîòðåíèå â ëåâîé ÷àñòè óðàâåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îäíîðîäíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè îò íåèçâåñòíîé è êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà

∀abcdefghijk(−e = fj2 & a = fk2 & d = gj & b = gk & h = c − 2jkf & ¬(e = 0) →
ai4 + bi3 + ci2 + di = e ↔ ¬(i = 0) & f((j + ki2)/i)2 + g(j + ki2)/i + h = 0)
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, e ñóòü
öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Âûðàæåíèå i ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îíè îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ f, g, h è âûïîëíÿþò ïðî-
âåðêè, íåîáõîäèìûå äëÿ âîçìîæíîñòè óêàçàííîé â òåîðåìå ãðóïïèðîâêè. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò ïåðå÷èñëÿåò äåëèòåëè ÷èñëà −e è îòáèðàåò òå èç íèõ, êîòîðûå ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïîëíûé êâàäðàò j2. Ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ äåëèòåëåé èäåíòèôèöèðóåò
f . Âòîðîé àíòåöåäåíò íàõîäèò a/f è ïðîâåðÿåò, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðà-
òîì k2. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò g, ÷åòâåðòûé âûïîëíÿåò äîïîëíèòåëü-
íóþ ïðîâåðêó, è ïÿòûé èäåíòèôèöèðóåò h. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ïðåäóñìàòðè-
âàþò âîçìîæíîñòü îáðàùåíèÿ â íîëü êîýôôèöèåíòîâ b, c, d. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êâàäðóðàâí", è ïðèåì ñðàçó
âûïèñûâàåò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ (j + ki2)/i. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Óñìîòðåíèå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà îò êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà

∀ABCDEabpq(pa
2 = A & 2apb = B & aq = C − pb2 & qb = D → Ax4 + Bx3 + Cx2 + Dx =

E ↔ p(ax2 + bx)2 + q(ax2 + bx) = E)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Êîýôôèöèåíòû A, B, C,D, E ñóòü öåëî÷èñëåííûå
êîíñòàíòû; x - âûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè. Ê çàìåíÿþùåìó òåðìó ïðèìåíÿåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîð "êâàäðóðàâí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè: ñëó÷àé íåïîëîæèòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà

Äëÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùåãî íåïîëîæè-
òåëüíûé äèñêðèìèíàíò, âûïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà ñ ðàäèêàëàìè:
∀abcdxpqr(¬(a = 0) & p = (3ac − b2)/3a2 & q = (2b3 − 9abc − 27a2d)/27a3 & r = q2/4 +

p3/27 & 0 < r → ax3 + bx2 + cx = d ↔ x = 3
√
−q/2 +

√
r + 3

√
−q/2−

√
r − b/3a)

∀abcdxpqrA(¬(a = 0) & p = (3ac − b2)/3a2 & q = (2b3 − 9abc − 27a2d)/27a3 & r =
q2/4 + p3/27 & r = 0 & A = − 3

√
4q → ax3 + bx2 + cx = d ↔ x = A ∨ x = −A/2)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Êîýôôèöèåíòû a, b, c, d - äåñÿòè÷íûå
êîíñòàíòû, âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè èñïîëüçóþò íîðìàëèçàòîðû
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïðè÷åì q, r äîïîëíèòåëüíî óïðîùàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè
çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò îáðàùåíèå â 0 êî-
ýôôèöèåíòîâ b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè: òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå â ñëó÷àå ïîëî-
æèòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà

∀abcdxhmnpqr(¬(a = 0) & p = (3ac− b2)/3a2 & q = (2b3− 9abc− 27a2d)/27a3 & r = q2/4+

p3/27 & r < 0 & m = −p/3 & h = π − arccos(q/2
√

m3) & n =
√

m → ax3 + bx2 + cx =
d ↔ x = 2n cos(h/3) ∨ x = −2n cos(h/3− π/3) ∨ x = −2n cos(h/3 + π/3))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ýòà ÷àñòü ïðî-
ãðàìì ïðèåìîâ îáùàÿ - êîìïèëÿòîð ñêëåèâàåò èäåíòè÷íûå íà÷àëüíûå îòðåçêè, òàê
÷òî ïîëó÷åíèå r îáåñïå÷èâàåòñÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.
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Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè

Ïðèåì óñìàòðèâàåò â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âûðàæåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå êóáó
ñóììû:
∀ABCDEbc(C = cB & BE = 3bc & D = −bc3 → Ax3 +Bx2 +Cx = D/E ↔ x( 3

√
b− AE−

3
√

b) = c 3
√

b)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
âûðàæåíèÿ A, B, C,D, E - íå ñîäåðæàò. Äëÿ b, c, A, B, C,E äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå
åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîïûòêà âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà

Ïðèåì óñìàòðèâàåò êâàäðàò ñóììû íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé a, b, ïðåäïðèíèìàåò ïî-
ïûòêó âûðàçèòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÷åðåç a+b è èçâåñòíûå âåëè÷èíû, ïîñëå ÷åãî
ðåøàåò óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a + b:
∀abcdefyA(d− cb2 = f(a + b) & (cy2 + f(y) = e & y − ÷èñëî) = A(y) → 2abc + ca2 + d =
e ↔ A(a + b))

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ
x. Âûðàæåíèÿ a, b, d ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ c, e èçâåñòíû. Àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëå èäåíòèôèêàöèè äâóõ ñëàãàåìûõ
2abc, ca2 è îñòàòî÷íîé ñóììû d ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå d− cb2 ñ
ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà óïðîùåíèå. Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü ýòîò ðåçóëü-
òàò êàê íåêîòîðîå f(a + b), ó êîòîðîãî âñå âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé x ðàñïîëîæåíû
òîëüêî âíóòðè a + b, îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)".
Íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå" âûïîëíÿåò íåîáõîäèìûå òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò ñîñòàâëÿåò óðàâíåíèå cy2 + f(y) = e îòíîñèòåëüíî íîâîé
íåèçâåñòíîé y è ðåøàåò åãî, îáðàùàÿñü ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Â
íàéäåííûé îòâåò A(y) ïîäñòàâëÿåòñÿ ñóììà a + b. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 6.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà äëÿ ïîâòîðíîé ïîïûòêè
âûäåëåíèÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ

Åñëè óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà îò íåèçâåñòíîé íà
íåèçâåñòíóþ ñóììó, òî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêà äîðàçëîæåíèÿ ýòîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ è ïîâòîðíàÿ ïîïûòêà ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Íàïðèìåð, ïðè ïîëó÷åíèè
ïðîèçâåäåíèÿ x(x + 1)(x + 2)(x + 3) ñòàíîâèòñÿ âîçìîæåí ââîä íîâîé íåèçâåñòíîé
y = x2 + 3x è ïåðåõîä ê êâàäðàòíîìó òðåõ÷ëåíó y(y + 2). Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdex(d(ax2 + bx = c) = e → d(ax2 + bx + c) = e)

Ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäâûðàæåíèå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåãî åäèíñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ x. Êîýôôèöèåíòû a, b, c èçâåñòíû, âûðàæåíèå d èìååò ñâîèì ñîìíîæèòå-
ëåì íåèçâåñòíóþ ñóììó. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò ñâîþ ëåâóþ ÷àñòü íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé ïîñëå ïîïûò-
êè äîðàçëîæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Óêàçàòåëü "óäàëåíèåçàìå÷àíèÿ(êîììåíòàðèé(íî-
âûåíåèçâåñòíûå 2))" óäàëÿåò êîììåíòàðèé (íîâûåíåèçâåñòíûå 2), áëîêèðîâàâøèé
ïîâòîðíóþ ïîïûòêó ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
6.
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Êîððåêöèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Åñëè â çàäà÷å ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì âîçíèêëî íàðóøåíèå ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
è åãî æåëàòåëüíî âîññòàíîâèòü, òî ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "êîððåêöèÿîäç", àêòèâèðó-
þùèé âîññòàíàâëèâàþùèå ïðèåìû. Îäèí èç òàêèõ ïðèåìîâ ñðàáàòûâàåò, åñëè óñìàò-
ðèâàåòñÿ ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì, èìåþùèì ÷åòíûé çíàìåíàòåëü. Åãî òåîðå-
ìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀a(0 ≤ a)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ñòåïåíü(õ1 õ2))" àêòèâèðóåò ïðèåì ïðè óñìîòðåíèè â
óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ ab, ãäå b - ïðîñòàÿ äðîáü ñ ÷åò-
íûì çíàìåíàòåëåì. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåðà-
âåíñòâî 0 ≤ a íå î÷åâèäíî èç êîíòåêñòà è ÷òî a íå êîíñòàíòà. Çàäà÷à äîëæíà èìåòü
êîììåíòàðèé "êîíòðîëüîäç". Ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ íå
äîëæíî ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè êâàíòîðà, îïèñàòåëÿ, óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ëèáî ëî-
ãè÷åêñèõ ñâÿçîê "è", "èëè". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüîäç" îáåñïå÷èâàåò âîññòàíîâëåíèå
êîììåíòàðèåâ (ñîïðîâîæäåíèå . . .) äëÿ ïîäòåðìîâ òåêóùåãî óñëîâèÿ çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âûäà÷à ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà ïðè íàõîæäåíèè ÷èñëà êîðíåé

Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîìó êëàññó, ïðè÷åì ïðåäñòàâëÿ-
åò èíòåðåñ ëèøü íàõîæäåíèå ìîùíîñòè äàííîãî êëàññà, òî èñïîëüçóåòñÿ óñêîðåííàÿ
âûäà÷à îòâåòà. Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïðèåì òàêîãî âèäà:
ax2 = b & x− ÷èñëî
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "îòâåòçàäà÷è". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû òåîðåìû ïðèåìà ñóòü âñå
ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ x óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ìîùíîñòü".
a, b èçâåñòíû. Ïðèåì îáðûâàåò ðåøåíèå çàäà÷è, íå äîâîäÿ åãî äî ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèÿ x, òàê êàê è áåç ýòîãî âî âíåøíåì êîíòåêñòå ìîæíî áóäåò ñðàçó íàéòè
ìîùíîñòü êëàññà. Ñîçäàí åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
ax2 + bx = c & x− ÷èñëî
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 0.

Óñìîòðåíèå íåïîëîæèòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ
íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà, òî ýòîò äèñêðèìèíàò ðàâåí
0, è óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ:
∀abcdex(d = b2 − 4a(c− e) & d ≤ 0 → ax2 + bx + c = e ↔ d = 0 & 2ax + b = 0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ x, c è äèñêðèìèíàíò d ñî-
äåðæàò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëè "ãðóïïèðîâêà(õ1)", "ãðóïïèðîâêà(õ2)" îïðåäåëÿþò
èäåíòèôèêàöèþ êîýôôèöèåíòîâ a, b ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ÷ëåíîâ ñ x2 è ñ x. Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåò äèñêðèìèíàíò íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ"; åñëè îí ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè, òî ïðîèçâåäåíèÿ è ñòåïåíè òàêèõ îïåðà-
öèé ïðåîáðàçóþòñÿ â ñóììû. Çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "óðàâíïëþñ" (ïðè-
âåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè). Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî,
÷òîáû íè îäíî èç ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ c íå äåëèëîñü íà x. Åñëè a, b èìåþò âõîæäå-
íèÿ íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé ñ äðîáíûìè ïîêàçàòåëÿìè, òî x äîëæíî èìåòü âõîæäåíèå
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè ñ íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ ñòåïåííûõ íåðàâåíñòâ

1. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè.
∀abc(0 < b & 0 ≤ a → c < ab ↔ c < 0 ∨ 0 ≤ c & c1/b < a)

∀abc(0 < b & 0 ≤ a → ab < c ↔ 0 < c & a < c1/b)

∀abc(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & 0 < b → c < ab ↔ c < 0 ∨ 0 ≤ c & (a <
−c1/b ∨ c1/b < a))

∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & 0 < b → ab < c ↔ 0 < c & a <
c1/b & − c1/b < a)

∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < b →
c < ab ↔ c1/b < a)

∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < b →
ab < c ↔ a < c1/b)

Ïðåîáðàçóåòñÿ íåðàâåíñòâî, âõîäÿùåå â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Äîïóñ-
êàþòñÿ ëèøü íàäóòâåðæäåíèÿ ñ çàãîëîâêàìè "è", "èëè", "íå". Âûðàæåíèå a
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c - íå ñîäåðæàò. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1 è 3.

2. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè. Â ýòîì ïóíêòå
ôèëüòðû è óêàçàòåëè ïðèåìîâ - òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & b < 0 & ¬(a = 0) → c < ab ↔ c ≤
0 ∨ 0 < c & a < c1/b & − c1/b < a)

∀abc(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & b <
0 & ¬(a = 0) → ab < c ↔ 0 < ac & c1/b < a ∨ 0 ≤ c & a < 0)

∀abc(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & b <
0 & ¬(a = 0) → c < ab ↔ 0 < ac & a < c1/b ∨ c ≤ 0 & 0 < a)

∀abc(b < 0 & 0 < a → c < ab ↔ c ≤ 0 ∨ 0 < c & a < c1/b)

∀abc(b < 0 & 0 < a → ab < c ↔ 0 < c & c1/b < a)

∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & b < 0 & ¬(a = 0) → ab < c ↔ 0 <
c & (a < −c1/b ∨ c1/b < a))

3. Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ ïîëîæèòåëüíûì îñíîâàíèåì ñòåïåíè.
∀abc(0 < a → ab < c ↔ 0 < c & (0 < b & a < c1/b ∨ b < 0 & c1/b < a) ∨ b =
0 & 0 < c− 1)

∀abc(0 < a → c < ab ↔ c ≤ 0 ∨ 0 < c & (0 < b & c1/b < a ∨ b < 0 & a <
c1/b ∨ b = 0 & 0 < 1− c))

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê íåðàâåíñòâó, âõîäÿùåìó â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Äîïóñòèìûå âíåøíèå ñèìâîëû - "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò". Âûðàæåíèå a ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c - íå ñîäåðæàò. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2
è 4.

4. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè. Â ýòîì è ñëåäó-
þùèõ ïóíêòàõ ôèëüòðû è óêàçàòåëè ïðèåìîâ - òàêèå æå, êàê ó èõ äâîéíèêîâ
èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ.
∀abc(0 < b & 0 ≤ a → c ≤ ab ↔ c < 0 ∨ 0 ≤ c & c1/b ≤ a)
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∀abc(0 < b & 0 ≤ a → ab ≤ c ↔ 0 < c & a ≤ c1/b)

∀abc(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & 0 < b → c ≤ ab ↔ c < 0 ∨ 0 ≤ c & (a ≤
−c1/b ∨ c1/b ≤ a))

∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & 0 < b → ab ≤ c ↔ 0 ≤ c & a ≤
c1/b & − c1/b ≤ a)

∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < b →
c ≤ ab ↔ c1/b ≤ a)

∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < b →
ab ≤ c ↔ a ≤ c1/b)

5. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè.
∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & b < 0 & ¬(a = 0) → c ≤ ab ↔ c ≤
0 ∨ 0 < c & a ≤ c1/b & − c1/b ≤ a)

∀abc(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & b <
0 & ¬(a = 0) → ab ≤ c ↔ 0 < ac & c1/b ≤ a ∨ 0 ≤ c & a < 0)

∀abc(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & b <
0 & ¬(a = 0) → c ≤ ab ↔ 0 < ac & a ≤ c1/b ∨ c ≤ 0 & 0 < a)

∀abc(b < 0 & 0 < a → c ≤ ab ↔ c ≤ 0 ∨ 0 < c & a ≤ c1/b)

∀abc(b < 0 & 0 < a → ab ≤ c ↔ 0 < c & c1/b ≤ a)

∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & b < 0 & ¬(a = 0) → ab ≤ c ↔ 0 <
c & (a ≤ −c1/b ∨ c1/b ≤ a))

6. Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñ ïîëîæèòåëíûì îñíîâàíèåì ñòåïåíè.
∀abc(0 < a → ab ≤ c ↔ 0 < c & (0 < b & a ≤ c1/b ∨ b < 0 & c1/b ≤ a) ∨ b =
0 & 0 ≤ c− 1)

∀abc(0 < a → c ≤ ab ↔ c ≤ 0 ∨ 0 < c & (0 < b & c1/b ≤ a ∨ b < 0 & a ≤
c1/b ∨ b = 0 & 0 ≤ 1− c))

Àêòèâèçàöèÿ ïðîöåäóðû ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì äëÿ ïîêàçàòåëü-
íûõ íåðàâåíñòâ

Åñëè ïîÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíîå íåðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå îäíîâðåìåííî ïîäâûðàæå-
íèÿ ab−c+d è ac−b+f , ãäå b, c - íåèçâåñòíû, d, f - èçâåñòíû, òî âåðîÿòíîé ñòàíîâèòñÿ
âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê íîâîé íåèçâåñòíîé ab−c. Äëÿ åå ïðîâåðêè îòáðàñûâàþòñÿ
áëîêèðóþùèå êîììåíòàðèè (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .), ââåäåííûå ïðè ïðåäøåñòâóþùåé
ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîïûòêå ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä:
∀abcdef (e = c− b + f → êîíòåêñò(ab−c+d))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìå÷àíèå". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìå-
þùåìó çàãîëîâîê "ìåíüøå"ëèáî "ìåíüøåèëèðàâíî". Êîíñåêâåíò "êîíòåêñò(ab−c+d)"
îçíà÷àåò, ÷òî ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ âûðàæåíèÿ ab−c+d.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ7 êîðåíü)âèä(õ7 ñòåïåíü(õ1 õ5)))" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ â òîì æå óñëîâèè âûðàæåíèÿ ae, ïðè÷åì ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðîâåðÿåò, ÷òî e èìååò âèä c − b + f . Óêàçàòåëè "ïå-
ðå÷åíü(õ6 èçâåñòíî(õ6))", "ïåðå÷åíü(õ4 èçâåñòíî(õ4))" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ
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f, d êàê ñóìì âñåõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Ïðèåì óäàëÿåò êîì-
ìåíòàðèé çàäà÷è (íîâûåíåèçâåñòíûå ìåíüøå) è êîììåíòàðèé òåêóùåãî óñëîâèÿ (íî-
âûåíåèçâåñòíûå 0), èçìåíÿÿ âåñ óñëîâèÿ íà 0. Òàêèì îáðàçîì ôîðñèðóåòñÿ îáðàùåíèå
ê ïðîöåäóðå óñìîòðåíèÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñòåïåíü"

Áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîïèè ðàññìîòðåííûõ âû-
øå ïðèåìîâ óïðîùåíèÿ ñòåïåííûõ âûðàæåíèé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ñêàíèðîâàíèè çà-
äà÷è. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íàçâàíèÿìè ïðèåìîâ è êðàòêèìè ïîÿñíåíèÿìè:

1. Âîçâåäåíèå äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü. Åñëè íîðìàëèçàòîð èìå-
åò êîììåíòàðèé "ðàçëîæìí", òî îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè
ñíèìàþòñÿ.

2. Åäèíèöà â îñíîâàíèè ñòåïåíè.
3. Íîëü â îñíîâàíèè ñòåïåíè.
4. Åäèíèöà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
5. Íîëü â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
6. Ïîâòîðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.
7. Ìèíóñ â îñíîâàíèè ñòåïåíè.
8. Ìèíóñ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè. Èñêëþ÷åíèå ìèíóñà â ïîêàçàòåëå ïðîèñõîäèò ïî-

÷òè áåç îãðàíè÷åíèé, êðîìå íåêîòîðûõ ñèòóàöèé, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì
ïðåäåëîâ.

9. Ïðîèçâåäåíèå â îñíîâàíèè ñòåïåíè. Ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé
ïðîèñõîäèò, åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü îäèíàêîâûå çíàêè ñîìíîæèòåëåé, ëèáî ïðè
ðàöèîíàëüíîì ïîêàçàòåëå, èìåþùåì íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü. Åäèíñòâåííûì ñðåä-
ñòâîì áëîêèðîâêè ÿâëÿåòñÿ êîììåíòàðèé "ñâåðòêà".

10. Äðîáü â îñíîâàíèè ñòåïåíè. Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñêàíèðîâàíèÿ çà-
äà÷è, îäíàêî ôèëüòðû ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò - ïåðåõîä ê îòíîøåíèþ ëèáî
ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé âûïîëíÿåòñÿ, êàê òîëüêî óñìàòðèâàåòñÿ òàêàÿ âîçìîæ-
íîñòü.

11. Óñòðàíåíèå ìîäóëÿ â ìíîæèòåëÿõ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ îñíîâàíèÿ ñòå-
ïåíè.
∀abcd(¬(a = 0) & a − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(c) − even & c − rational → (d|b|/a)c =
(bd/a)c)

∀abcd(¬(d = 0) & d− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) & ÷èñëèòåëü(c)− even & c−
rational→ (a/d|b|)c = (a/bd)c)

12. Ñòåïåíü ìîäóëÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(|ab|c = |a|c|b|c)

13. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ê âèäó ñóììû äðîáåé.
Àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó âûøå ïðèåìó ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.
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14. Óñòðàíåíèå ëîãàðèôìà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
∀abcde(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b → ac+d loga b/e = bd/eac)

∀abcde(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → ac+d/e logb a = bd/eac)

15. Ïåðåõîä îò äåñÿòè÷íîé äðîáè â îñíîâàíèè ñòåïåíè ê ïðîñòîé. Åñëè îñíîâàíèåì
ñòåïåíè ñëóæèò äðîáíàÿ (ñîäåðæàùàÿ çàïÿòóþ) äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, à ïîêà-
çàòåëåì - ïðîñòàÿ äðîáü, òî îñíîâàíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ïðîñòîé äðîáè.

16. Ìèíóñ åäèíèöà â îñíîâàíèè ñòåïåíè. Ïðèìåíÿþòñÿ ëèøü òðè ïåðâûõ ïðèåìà
èç ñïèñêà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìîâ, ñðàáàòûâàþùèõ ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è.

17. Ñòåïåíü ñèãíóìà.
∀ab(a− rational & ÷èñëèòåëü(a)− even→ (sgb)a = 1)

∀ab(a−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(a)−even) → (sgb)a =
sgb)
∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) & ÷èñëèòåëü(b)−even & b−rational & c−rational→
(sga)b+c = (sga)c)

18. Ñòåïåíü "Î".
∀abfnx((x → a\b) → (O(f(x)))n = O((f(x))n))

Âûðàæåíèå n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. f - ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ïåðåìåííàÿ.

19. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.
exp(∞) = ∞
exp(−∞) = 0

∀a(0 < a →∞a = ∞)

∀a(a− rational & ÷èñëèòåëü(a)− even→ (−∞)a = ∞)

20. Ñèìâîë íå îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ.
exp(íåîïðåä) = íåîïðåä
Ïðèåì îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ.

21. Îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå çíàêà ñëàãàåìûõ îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñ ÷åòíûì ïî-
êàçàòåëåì äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñòàíäàðòèçàöèè. Õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå
äîëæíî èìåòü çàãîëîâîê "ìèíóñ".

22. Èçâëå÷åíèå èç-ïîä ðàäèêàëà ìíîæèòåëÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïîëíûé êâàä-
ðàò.
∀ab(

√
a2b = |a|

√
b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ñáðîñìîäóëÿ". Ðåçóëüòàò çàìå-
íû îáðàáàòûâàåòñÿ òîëüêî íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
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Íîðìàëèçàòîð ñòàíäàðòèçàöèè ñòåïåíåé ñ íåèçâåñòíûìè "óðàâíñòåïåíü"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíü ñòåïåíåé ñ èçâåñòíûìè îñíîâàíèÿ-

ìè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → acbc = (ab)c)

∀abc(0 ≤ a & 0 < b → ac/bc = (a/b)c)

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → acbc = (ab)c)

Âûðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû, c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
∀abcdefg(c−÷èñëî & g−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(g)−even) & e−rational & ¬(çíà-
ìåíàòåëü(e)−even) & ¬(c = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & a−rational & ¬(f =
0) & f − ÷èñëî→ dbae/fcag = d(be/cg)a/f)

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b, c, d, e, f, g èçâåñòíû. Âûðàæåíèÿ d, e, f, g
ìîãóò ïðèíèìàòü âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

2. Îáðàùåíèå ê ñòàíäàðòèçàöèè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.
∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & c = a → ab = cb)

∀abc(0 ≤ a & c = a → ab = cb)

Ýòî - ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê îáðàáîòêå îñíîâàíèÿ ñòåïåíè íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìóðàâí".

3. Îáðàùåíèå ê ñòàíäàðòèçàöèè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.
∀abc(0 < a & c = b → ab = cb)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. b - íå êîíñòàíòà.
4. Äðîáü â îñíîâàíèè ñòåïåíè, èìåþùåé èçâåñòíûé ïîêàçàòåëü.
∀abc(0 ≤ a & 0 < b → (a/b)c = ac/bc)

Ïîêàçàòåëü c, à òàêæå ÷èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü äðîáè íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Ïðè ýòîì äðîáü ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.

Íîðìàëèçàòîð ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé "êâàäðóðàâí"

Â íåêîòîðûõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèåìàõ èñïîëüçîâàëñÿ íîðìàëèçàòîð "êâàäðó-
ðàâí", îáðàáàòûâàþùèé óòâåðæäåíèå, èìåþùåå âèä êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Îí ïîç-
âîëÿë ñðàçó ïåðåéòè ê ÿâíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ. Â íîðìàëèçàòîð âêëþ÷åíû ñëå-
äóþùèå ïðèåìû:

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ, à â
ïðàâîé - âñåõ èçâåñòíûõ.

2. Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà.
3. Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì.
4. Ïåðåíåñåíèå ìèíóñà ïåðåä ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü.
5. Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè.
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10.9 Óïðàæíåíèÿ ïî ïðèåìàì ýëåìåíòàðíîé àëãåá-

ðû, ñâÿçàííûì ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè

10.9.1 Ïîíèìàíèå êîìïîíåíò îïèñàíèÿ ïðèåìà íà ÃÅÍÎË�ÎÃå

Åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì îçíàêîìèòñÿ ñ òåõíèêîé ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå
ÿâëÿåòñÿ àíàëèç óæå ñîçäàííûõ ïðèåìîâ. ×òîáû îáëåã÷èòü ÷èòàòåëþ íà÷àëî òàêîé
ðàáîòû, ïðåäëàãàåì íåñêîëüêî óïðàæíåíèé. Â íèõ íóæíî ðàññìîòðåòü (èñïîëüçóÿ
ñïðàâî÷íûå ñðåäñòâà èíòåðôåéñà) îñíîâíûå ýëåìåíòû îïèñàíèÿ ïðèåìà è îáúÿñíèòü,
äëÿ ÷åãî ýòè ýëåìåíòû áûëè ââåäåíû. Ìîæíî ïðîïóñêàòü ýëåìåíòû, çàâåäîìî îòíî-
ñÿùèåñÿ ê äðóãèì ðàçäåëàì (èíòåãðèðîâàíèå, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ò.ï.).
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò íàéòè îòëàä÷èêîì ÃÅÍÎËÎÃà âñå çàäà÷è ðàçäåëà "Ýëå-
ìåíòàðíàÿ àëãåáðà", â êîòîðûõ ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, è ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ
îáúÿñíåíèé êîíòåêñòû åãî ñðàáàòûâàíèé. Íèæå âñå ïîäðàçäåëû óêàçûâàþòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ.

1. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Ìèíóñ - Ðàâåíñòâî íóëþ
ðàçíîñòè B − A, åñëè B − A åñòü 0".

2. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïðèåì ïîäðàçäåëà "Öèôðû - Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñì-
íå0" - Ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ ñîìíîæèòåëåé".

3. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïðèåì ïîäðàçäåëà "Óìíîæåíèå - Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê - Ïî-
ïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ".

4. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Ñòåïåíè - Îáùàÿ ñòàíäàð-
òèçàöèÿ âûðàæåíèé - Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñòåïåíè - Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ
îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè".

5. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Óìíîæåíèå - Íîðìàëèçàòîð
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå" - Òîæäåñòâà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè - Ñóììà êóáîâ".

6. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Óìíîæåíèå - Íîðìàëèçàòîð
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå" - Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïóòåì
ïîäáîðà öåëî÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ - Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé
ñòåïåíè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíîãî ìíîæèòåëÿ è êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà".

7. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïðèåì ïîäðàçäåëà "Ïëþñ - Ðåøåíèå óðàâíåíèé - Ñèñòåìû
óðàâíåíèé - Âû÷èòàíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ óñòðàíåíèÿ íåèçâåñòíîé".

8. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Äðîáü - Óñòðàíåíèå êâàäðà-
òè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå (îáùèé ñëó÷àé)".

9. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïðèåì ïîäðàçäåëà "Ñòåïåíè - Ðåøåíèå óðàâíåíèé - Ðàçáîð
ñëó÷àåâ ïî çíàêó íåèçâåñòíîãî çíàìåíàòåëÿ äðîáè, ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâàíèåì ñòå-
ïåíè".

10. Ïðîêîììåíòèðîâàòü ïðèåì ïîäðàçäåëà "×èñëî - Íîðìàëèçàòîð âûäåëåíèÿ ïî-
âòîðÿþùèõñÿ âõîæäåíèé ÷èñëîâûõ âûðàæåíèé "ïîâòîð÷èñëî" - Óìíîæåíèå -
Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî íåèçâåñòíîãî ìíîæèòåëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ñëàãà-
åìûõ".
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10.9.2 Óêàçàíèÿ

1. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(a − b = 0 → b − a = 0). Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì", è ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îí âûïîëíÿåò çàìåíó b−a íà 0. Òàê
êàê îòñóòñòâóåò óêàçàòåëü, óòî÷íÿþùèé ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè àíòåöåäåíòà,
òî ýòîò àíòåöåäåíò äîëæåí ÿâíûì îáðàçîì ïðèñóòñòâîâàòü â êîíòåêñòå çàìå-
íÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Ôèëüòð "óðîâåíü(0 3)" îïðåäåëÿåò ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà íà óðîâíÿõ 0 è 3. Åñëè íà óðîâíå 0 êîíòåêñò åùå íå èìåë óòâåðæäåíèÿ
a−b = 0, òî íà óðîâíå 3 òàêîå óòâåðæäåíèå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ, è ïðèåì ñðàáîòàåò
ïðè ïîâòîðíîé ïîïûòêå.
Â óêàçàòåëÿõ ïðèåìà íàõîäèì òåðì "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)". ×òîáû îïðå-
äåëèòü åãî íàçíà÷åíèå, âûäåëÿåì äàííûé òåðì ëåâîé êíîïêîé ìûøè, à çàòåì
íàæèìàåì ïðàâóþ êíîïêó. Ïîÿâëÿþòñÿ ïîäñêàçêè "íîðìçíàêà(õ1 õ2 õ3)" è
"Òåðì õ2(õ1) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñðåäè îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ3 êàê ìíîæåñòâî
õ2-îòðèöàíèé õ3-îïåðàíäîâ òåðìà, èäåíòèôèöèðîâàííîãî ñ õ1". Ñëåäîâàòåëü-
íî, â íàøåì ñëó÷àå òåðì −b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñðåäè ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè
àíòåöåäåíòà êàê ñóììà âçÿòûõ ñ îáðàòíûìè çíàêàìè ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ
b. Õîòÿ ëèøü îäíî èç èìåþùèõ çíàê "ìèíóñ" ñëàãàåìûõ çàìåíÿåìîãî òåðìà
áóäåò èäåíòèôèöèðîâàíî ñ −a, ðàññìàòðèâàåìûé óêàçàòåëü ïîçâîëèò èäåíòè-
ôèöèðîâàòü ëåâóþ ÷àñòü àíòåöåäåíòà ñ ñóììîé èìåþùèõ îáðàòíûå çíàêè âñåõ
ñëàãàåìûõ çàìåíÿåìîãî òåðìà, âíå çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ñëàãàåìûõ ñ ìèíóñîì.
Äëÿ óäàëåíèÿ ïîäñêàçîê äâàæäû íàæèìàåì êëàâèøó "ïðîáåë".
Äàëåå èäåò óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî". ×òîáû îïðåäåëèòü åãî íàçíà÷åíèå, âû-
çûâàåì íà ýêðàí ïîäñêàçêó "Òåîðåìà, èìåþùàÿ âèä ðàâåíñòâà, èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ýêâèâàëåíòíîé çàìåíû ýòîãî ðàâåíñòâà íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà"
". Òåïåðü âèäíî, ÷òî íàøå èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå î äåéñòâèè ïðèåìà îøèáî÷-
íî - íà ñàìîì äåëå íå b− a áóäåò çàìåíÿòüñÿ íà 0, à ðàâåíñòâî b− a = 0 áóäåò
çàìåíÿòüñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Âïðî÷åì, ïðîëèñòûâàÿ êëàâèøàìè "êóðñîð
ââåðõ-âíèç" äðóãèå ïðèåìû òîãî æå ïîäðàçäåëà, íåòðóäíî íàéòè è âåðñèþ äàí-
íîãî ïðèåìà, ëèøåííóþ óêàçàòåëÿ "ýêâèâàëåíòíî", ò.å. çàìåíÿþùóþ b − a íà
0. Îíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 1 è 3. Ðåêîìåíäóåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, èñïîëü-
çóÿ îòëàä÷èê ÃÅÍÎËÎÃà, ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçìîæíîñòü óäàëåíèÿ îäíîé èç
äàííûõ âåðñèé.

2. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(¬(a = 0) & ¬(b = 0) → ¬(ab = 0)). Ñîãëàñíî çàãî-
ëîâêó "ñïóñê(óñìíå0)", ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìíå0",
óñìàòðèâàþùåìó èç êîíòåêñòà èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé âèäà ¬(x = 0). Òåêó-
ùèé àíàëèçèðóåìûé òåðì îïåðàòîðà (çíà÷åíèå ïðîãðàììíîé ïåðåìåííîé õ1) -
x. Ôèëüòð "óðîâåíü(1)" îïðåäåëÿåò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íà óðîâíå 1. Óêàçà-
òåëü "áëîêïðîâåðîê(1 2)" îçíà÷àåò, ÷òî àíòåöåäåíòû äîëæíû îáðàáàòûâàòüñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûçûâàåì ïîäñêàçêó äëÿ óêàçàòåëÿ "äèñòðèáðàç-
âåðòêà(ôèêñ(0 1 1))". Èç íåå âèäíî, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïðèåì íå ãðóïïèðóåò ñî-
ìíîæèòåëè àíàëèçèðóåìîãî âûðàæåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷àñòåé a, b, à
ïî îòäåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåò êàæäûé ñîìíîæèòåëü è îáðàùàåòñÿ ê ïðîâåðî÷-
íîìó îïåðàòîðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòëè÷èÿ ýòîãî ñîìíîæèòåëÿ îò íóëÿ. Íàêîíåö,
óêàçàòåëü "ñïóñê" îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåóäà÷íîé ïîïûòêå óñìîòðåòü îòëè÷èå îò
íóëÿ êàêîãî-ëèáî ñîìíîæèòåëÿ ñðàçó áóäåò âûäàí îòêàç íà óñìîòðåíèå íåíóëå-
âîãî çíà÷åíèÿ âñåãî ïðîèçâåäåíèÿ.

3. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(c = a + b → a + b = c). Òàê êàê îíà âûãëÿäèò
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òàâòîëîãè÷íî, àíòåöåäåíò äîëæåí îáðàùàòüñÿ ê êàêèì-òî íîðìàëèçàòîðàì, âû-
ïîëíÿþùèì íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïðîñìîòðà
íîðìàëèçàòîðîâ - íàæàòèå êëàâèøè "5". Â íàøåì ñëó÷àå ïîñëå íàæàòèÿ ïðàâàÿ
÷àñòü àíòåöåäåíòà a + b âûäåëÿåòñÿ êðàñíûì öâåòîì, à ïîä ÷åòâåðòûì îêíîì
ïîÿâëÿåòñÿ òåêñò íîðìàëèçàòîðà "ñòàíäïëþñ(çàìå÷àíèå(áóôåð 0))". Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ" äëÿ îáðàáîòêè âñòðå-
òèâøåéñÿ ïðè ñêàíèðîâàíèè ñóììû a+b. Ýòîìó íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèé (áóôåð 0), êîòîðûé çàáëîêèðóåò ïåðåäà÷ó â áóôåðû íîðìàëèçàòîðîâ
âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Ôèëüòðû "óðîâåíü(3),
"óñëîâèå", "òèï(ïðåîáðàçîâàòü)", "öåëü(óïðîñòèòü)" îïðåäåëÿþò ñðàáàòûâàíèå
ïðèåìà íà óðîâíå 3 ïðè ðàññìîòðåíèè óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "óïðîñòèòü". Ôèëüòð "êîðî÷å(ðåçóëüòàò òåêâõîæä)" ïðîâåðÿåò, ÷òî
ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå, áîëåå êîðîòêîå, ÷åì èñõîä-
íîå.
Äàëåå èäåò ãðîìîçäêèé ôèëüòð "êîíòåêñò(âèä(òåêâõîæä ïëþñ(óìíîæåíèå( ñòå-
ïåíü(ïëþñ(õ4 õ5) õ6) õ7) õ8)) íå( êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(òåêâõîæä õ9)ñèìâîë(õ9
êëàññ) ïåðåñåêàþòñÿ( ñâÿçïðèñòàâêà(õ9)õ7)íå(ïåðåñåêàþòñÿ( ñâÿçïðèñòàâêà(õ9)
õ4)) íå(ïåðåñåêàþòñÿ(ñâÿçïðèñòàâêà(õ9)õ5)))) åäèíèöà(1 õ6 õ7)íàòóðàëüíîå(õ6)
çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ7))". ×òîáû ïðî÷èòàòü åãî, èñïîëüçóåì ìíîãîöâåòíóþ óêàç-
êó: íàæèìàåì ëåâóþ êíîïêó ìûøè íà ñëîâå "âèä(. . .)". Æåëòûì öâåòîì âûñâå-
÷èâàåòñÿ ôðàãìåíò "âèä(òåêâõîæä ïëþñ(óìíîæåíèå(ñòåïåíü(ïëþñ(õ4 õ5) õ6)
õ7) õ8))". Îí îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå a + b äîëæíî áûòü ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå (d + e)fg + h. Òàêèì îáðàçîì, åñòü ïîâîä îáðàùàòüñÿ ê ïîïûò-
êå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Ïåðåäâèãàÿ êëàâèøàìè êóðñîðà âûäåëåííîå æåëòîå
ïÿòíî, íàõîäèì ñîïðîâîæäàþùèå óêàçàòåëè "åäèíèöà(1 õ6 õ7)", "çàìåíàçíà-
êà(ìèíóñ õ7)". Îíè îçíà÷àþò, ÷òî f, g ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó, ïðè÷åì êî-
ýôôèöèåíò g ìîæåò îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ìîæíî áûëî áû óòî÷íèòü, ÷òî
f, g íå äîëæíû ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå îäíîâðåìåííî, îäíàêî ýòî èçëèøíå: îäíîâðå-
ìåííîå îáðàùåíèå èõ â åäèíèöó îçíà÷àåò íàëè÷èå â óñëîâèè çàäà÷è âëîæåííûõ
ñóìì, êîòîðûå óñòðàíÿþòñÿ ïðèåìîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ñðàáàòûâàþùèì
íà ìåíüøåì óðîâíå. Ñìåùàÿ æåëòîå ïÿòíî íà âòîðîé îïåðàíä ôèëüòðà, ñíî-
âà ñòàëêèâàåìñÿ ñ ãðîìîçäêîé êîíñòðóêöèåé, èìåþùåé âèä "íå(êîíòåêñò(. . .))".
Íàæèìàåì "êóðñîð âíèç" äâàæäû, ÷òîáû ìîæíî áûëî ÷èòàòü ýëåìåíòû âëîæåí-
íîãî "êîíòåêñò"à. Ïåðâûå òðè îïåðàíäà "ïîä÷èíåíî(òåêâõîæä õ9)", "ñèìâîë(õ9
êëàññ)", "ïåðåñåêàþòñÿ(ñâÿçïðèñòàâêà(õ9)õ7)" îçíà÷àþò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñóììà íàõîäèòñÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êîòîðîãî
ïåðåñåêàåòñÿ ñî âòîðûì ìíîæèòåëåì g. Äàëåå èäóò äâà îïåðàíäà, òðåáóþùèå,
÷òîáû ýòà ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà íå ïåðåñåêàëàñü ñ îñíîâàíèåì ñòåïåíè d+ e.
Ñìûñë îãðàíè÷åíèÿ ÿñåí - çäåñü ñóììà d + e èãðàåò ðîëü êîýôôèöèåíòà, è
ðàñêðûâàíèå ñêîáîê íåöåëåñîîáðàçíî.
Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ôèëüòðó ïðèåìà - "èëè(íå(êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî( òå-
êâõîæä õ4) ñèìâîë(õ4 îòîáðàæåíèå))) êîíòåêñò( ïîä÷èíåíî(òåêâõîæä õ4) ñèì-
âîë(õ4 ñèãíóì)))". ×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü åãî ñìûñë, ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè
ýêñïåðèìåíò - óáðàòü ôèëüòð, ïåðåêîìïèëèðîâàòü ïðèåì è ïðîâåñòè òåñòîâûé
çàïóñê ðåøàòåëÿ íà íåñêîëüêèõ ðàçäåëàõ, ãäå âåðîÿòíî ïîÿâëåíèå îïèñàòåëÿ
"îòîáðàæåíèå" (íàïðèìåð, íà ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå). Òå çàäà÷è, êîòîðûå
ïðè ýòîì ïåðåñòàíóò ðåøàòüñÿ, èçìåíÿò îòâåò ëèáî çàìåäëÿòñÿ, ìîãóò ïðîÿñ-
íèòü ñèòóàöèþ. Ðàçóìååòñÿ, ïîñëå âñåãî ýòî íóæíî âîññòàíîâèòü ïðèåì íàæà-
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òèåì êëàâèøè "Shift-Á". Ìû íå áóäåì çäåñü ïðèáåãàòü ê òàêîìó ýêñïåðèìåíòó,
à çàìåòèì ëèøü, ÷òî ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî îïèñàòåëÿ
"îòîáðàæåíèå" òðåáóåò îñîáîãî óïðàâëåíèÿ - çäåñü ëåãêî íàðóøèòü ñïåöèôè÷å-
ñêóþ ñòàíäàðòèçàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ çàäàíèåì ôóíêöèé. Â ïîðÿäêå èñêëþ÷åíèÿ,
ðàçðåøàåòñÿ ðàñêðûâàòü ñêîáêè ïîä "ñèãíóìîì", êîòîðûé âðÿä ëè îêàæåòñÿ
ñâÿçàí ñ ïîäîáíîé ñòàíäàðòèçàöèåé.
Ôèëüòð "íå(öåëü(ðåäóöèðîâàíèå))" îòíîñèòñÿ ê ïðîöåäóðàì áàçû òåîðåì è íàñ
ñåé÷àñ íå èíòåðåñóåò. Íàêîíåö, ôèëüòð "èëè(íå(öåëü(èçâåñòíû))ìåíüøå(÷èñëî(
âõîäèò(õ4 êîðåíü))íàáîð(1 2 0)))" áëîêèðóåò ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â î÷åíü ãðî-
ìîçäêèõ âûðàæåíèÿõ ïðè óïðîùåíèè îòâåòà çàäà÷, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî
. . .". Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â ïëàíèìåòðèè è â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Ïåðåõîäèì ê óêàçàòåëÿì ïðèåìà. Ïåðâûé èç íèõ - "èäåíòèôèêàòîð(1)" - óòî÷íÿ-
åò ñïîñîá îáðàáîòêè àíòåöåäåíòà. Ïåðåìåííûå ïðàâîé ÷àñòè àíòåöåäåíòà áóäóò
ê ìîìåíòó åãî îáðàáîòêè óæå èäåíòèôèöèðîâàíû, â òî âðåìÿ êàê ïåðåìåííàÿ
c åùå íå îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ñòàíäïëþñ", è c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì îáðàáîòêè. Óêàçàòåëü "ïî-
ïûòêà(ñòàíäïëþñ òåêâõîæä)" ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ñòàíäïëþñ
a + b). Åñëè åãî íå áûëî, è ïðèåì íå ñðàáîòàë (èç-çà òîãî, ÷òî íîâîå âûðàæå-
íèå îêàçàëîñü ñëîæíåå ñòàðîãî), òî òàêîé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ è áëîêèðóåò
ïîâòîðíûå ïîïûòêè ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Óêàçàòåëü "çàìå÷àíèå(ñòàíäïëþñ ðå-
çóëüòàò)" ââîäèò êîììåíòàðèé (ñòàíäïëþñ c), ÷òîáû çàáëîêèðîâàòü ïîïûòêè
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ê âûðàæåíèþ c. Ýòîò êîììåíòàðèé áóäåò àâòîìàòè÷åñêè
êîððåêòèðîâàòüñÿ ïðè ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ c è ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ,
åñëè ñíîâà ïîÿâèòñÿ âûðàæåíèå, â êîòîðîì ñòàíåò âîçìîæíûì ðàñêðûâàíèå
ñêîáîê.

4. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(0 ≤ a → abac = ab+c). Çàãîëîâîê "âòîðîé-
òåðì" îïðåäåëÿåò çàìåíó ñëåâà íàïðàâî. Ôèëüòð "óðîâåíü(0 3)" èíèöèèðóåò
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà óðîâíÿõ 0 è 3. Óðîâåíü 3 ïîíàäîáèòñÿ, åñ-
ëè íà óðîâíå 0 åùå íå óñìàòðèâàëàñü íåîòðèöàòåëüíîñòü a, íî ïîñëå âûâîäà
ñëåäñòâèé èëè ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îíà ñòàëà î÷åâèäíîé. Ôèëüòð
"èëè(íå(öåëîå(õ2))íå(äåñ÷èñëî(õ1))íå(êîíñòäðîáü(õ3)))" áëîêèðóåò ñðàáàòûâà-
íèå, åñëè b - öåëîå, a - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, c - äðîáíàÿ êîíñòàíòà. Íàïðèìåð,
áóäåò çàáëîêèðîâàíî íàðóøàþùåå ïðèíÿòóþ ñòàíäàðòèçàöèþ ïðåîáðàçîâàíèå
2
√

2 â 23/2/. Òó æå ðîëü èãðàåò äâîéñòâåííûé ôèëüòð "èëè(íå(öåëîå(õ3))íå(
äåñ÷èñëî(õ1))íå(êîíñòäðîáü(õ2)))".
Äàëåå èäåò ôèëüòð "èëè(íå(òèï(ïðåîáðàçîâàòü)) íå(êîíòåêñò( êîììåíòàðèé(
íîðìÈíòåãðàë õ4)âõîäèò(õ4 õ1)èëè( êîíòåêñò(âèä(õ2 äðîáü(1 õ5)) öåëîå(õ3))
êîíòåêñò( âèä(õ3 äðîáü(1 õ5))öåëîå(õ2))))))". Îí îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ êîììåíòàðèé (íîðìÈíòåãðàë õ4),
ò.å. ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðè âû÷èñëåíèè íåîïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà, è õ4 - ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà, åñëè õ4 âõîäèò â a,
çàïðåùàåòñÿ, ÷òîáû îäèí èç ìíîæèòåëåé áûë öåëî÷èñëåííîé ñòåïåíüþ, à äðóãîé
- ðàäèêàëîì.
Óêàçàòåëü "áëîêïðîâåðîê(1)" îïðåäåëÿåò îáðàáîòêó àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Óêàçàòåëü "íîðìàëèçàòîð" âêëþ÷àåò ïðîöåäóðó, ïðåä-
ïðèíèìàþùóþ ïîïûòêó íåìåäëåííîé îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè íàäòåðìîâ çàìåíÿ-
åìîãî òåðìà ïîñëå ïðîâåäåíèÿ çàìåíû. Óêàçàòåëü "åäèíèöà(1 õ2 õ3)" ðàçðåøàåò



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 726

âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ 1 ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè b, c.
5. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ab(a

3 + b3 = (a+ b)(−ab+a2 + b2)). Çàãîëîâîê "çàìå-
íà(âòîðîéòåðì âèäóìíîæåíèå)" ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèåì îòíîñèòñÿ ê íîðìàëèçà-
òîðó "âèäóìíîæåíèå" è âûïîëíÿåò çàìåíó ñëåâà íàïðàâî. Ôèëüòð "ïîñòïîçè-
öèÿ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 1 1))" òðåáóåò, ÷òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå a3 ðàñïîëàãàëîñü
â ñóììå ïîñëå ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì îòáðàñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûå ñëó÷àè,
è òðóäîåìêîñòü ïîïûòîê èäåíòèôèêàöèè óìåíüøàåòñÿ âäâîå.
Äàëåå èäåò ôèëüòð "êîììåíò(÷èñëîöåíêà)", îçíà÷àþùèé, ÷òî ïðè íàëè÷èè êîì-
ìåíòàðèÿ "÷èñëîöåíêà" ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Â ïðèíöèïå, ìû ìîãëè áû è íå
óòî÷íÿòü ñìûñë ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ - ÿñíî, ÷òî äàííûé êîììåíòàðèé íóæåí
äëÿ êàêèõ-òî ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ. Îäíàêî, â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïîïðî-
áóåì ïðîâåñòè íåáîëüøîå èññëåäîâàíèå è ïîëó÷èòü íóæíóþ èíôîðìàöèþ. Ïî-
ïûòêà íàéòè ÷òî-ëèáî ïîëåçíîå â ñïðàâî÷íèêå ñèìâîëà "÷èñëîöåíêà" óñïåõà
íå ïðèíîñèò. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîíÿòü ñìûñë äàííîãî ôèëüòðà, ïîïðîáóåì íàé-
òè òå ïðèåìû, êîòîðûå ââîäÿò êîììåíòàðèé "÷èñëîöåíêà" ïðè îáðàùåíèè ê
íîðìàëèçàòîðó. Âîçâðàùàåìñÿ â ãëàâíîå ìåíþ ñèñòåìû è ïåðåõîäèì ÷åðåç íåãî
â ïðîãðàììó ñèìâîëà "òåêïðèåì". Ýòî - ïðîöåäóðà ïîèñêà íóæíîãî ïðèåìà â
áàçå ïðèåìîâ. Ïðè ñêàíèðîâàíèè áàçû ïðèåìîâ íà êàæäîì ïðèåìå áóäåò ïðîèñ-
õîäèòü îáðàùåíèå ê äàííîé ïðîöåäóðå. Íàæèìàåì F3 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïðàâêè
î åå ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ. Íàõîäèì, ÷òî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ5 áóäåò
îïèñàíèå òåêóùåãî ïðèåìà (îáúåäèíåíèå ñïèñêà óêàçàòåëåé, íîðìàëèçàòîðîâ
è çàêëþ÷åííûõ â îáùèå "ñêîáêè" òåðìà "óñëîâèå(è(. . .))" ôèëüòðîâ). Âîçâðà-
ùàåìñÿ â ïðîñìîòð ïðîãðàììû è íàæèìàåì "ð" äëÿ åå ðåäàêòèðîâàíèÿ. Ïî-
ñëå îïåðàòîðà "ìåòêà(èêñ(îäèííàäöàòü))" íà÷èíàåì ñîñòàâëåíèå ñïèñêà óñëî-
âèé íà îòáèðàåìûå ïðèåìû. Îïåðàòîð "âõîäèò(õ11 õ5)" ïîçâîëèò íàì ïðîñìàò-
ðèâàòü âñå ýëåìåíòû õ11 îïèñàíèÿ ïðèåìà. Îïåðàòîð "íå(ëîãñèìâîë(õ11))" îò-
áðîñèò òå èç íèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñèìâîëàìè. Òàêèì îáðàçîì,
äàëåå õ11 - òåðì. Íàì íóæíî íàéòè îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì, ñîäåðæà-
ùèå ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "÷èñëîöåíêà". Ïîýòîìó ïîìåùàåì â ïðîãðàììó îïå-
ðàòîðû "âõîäèò(÷èñëîöåíêà õ11)" è "âõîäèò(áûñòðïðåîáð õ11)". Ïî-âèäèìîìó,
ïîêà ýòèì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ, è äàëåå ïîìåùàåì çàêëþ÷èòåëüíûé îïåðàòîð
"îòâåò(íàáîð(Ñì))". Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîñìîòðà áóäóò âûáèðàòüñÿ òå ïðè-
åìû, íà êîòîðûõ îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "òåêïðèåì" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì
îäíîáóêâåííûé òåðì "Ñì". Çàâåðøèâ ðåäàêòèðîâàíèå ïðîãðàììû, âîçâðàùà-
åìñÿ â îãëàâëåíèå áàçû ïðèåìîâ (íå âõîäÿ â ïðîñìîòð ïðèåìà) è íàæèìàåì
F8. Íà÷íåòñÿ ïðîñìîòð âñåõ ïðèåìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ââåäåííûì îãðàíè÷å-
íèÿì. Ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ïðèåìó áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ íàæàòèåì êëàâèøè
"êóðñîð âëåâî". Çàìåòèì, ÷òî â öèêëå ïîèñêà íåâîçìîæíî âûéòè èç ïðîñìîò-
ðà ïðèåìà â îãëàâëåíèå ïðèåìîâ. Åñëè ýòî âñå æå íóæíî ñäåëàòü, îáðûâàåì
öèêë ïðîñìîòðà íàæàòèåì êëàâèøè "Esc". Òîãäà âîçâðàùåíèå â áàçó ïðèå-
ìîâ âûâåäåò íàñ íà ïîñëåäíèé ïðîñìàòðèâàâøèéñÿ ïðèåì. Â íàøåì ñëó÷àå
ïåðâûé íàéäåííûé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäìåíüøåèëèðàâ-
íî". Íàæèìàÿ êëàâèøó "5", âõîäèì â öèêë ïðîñìîòðà íîðìàëèçàòîðîâ ïðè-
åìà (PageUp-PageDn, âûõîä - End) è îáíàðóæèâàåì íîðìàëèçàòîð "âèäóìíî-
æåíèå(çàìå÷àíèå( íîðìóðàâíåíèå) çàìå÷àíèå(÷èñëîöåíêà))", êîòîðûé è ââîäèë
êîììåíòàðèé "÷èñëîöåíêà". Âûõîäÿ â îãëàâëåíèå, âûÿñíÿåì, ÷òî íîðìàëèçà-
òîð "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî" èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñòàíäàðòèçàöèè íåñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà
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îïèñàíèå. Âèäèìî, çäåñü êîììåíòàðèè "íîðìóðàâíåíèå" è "÷èñëîöåíêà" èãðàëè
ðîëü îïöèé, îñëàáëÿþùèõ ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè â ñèòóàöèè çà-
âåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, óäëèíÿþùåå çàïèñü ðàçëîæåíèå êóáà
ñóììû íà ìíîæèòåëè çäåñü íåöåëåñîîáðàçíî. Ñíîâà çàïóñêàåì öèêë ïðîñìîòðà
ïðèåìîâ (F8) äëÿ ïîèñêà äðóãèõ ñèòóàöèé èñïîëüçîâàíèÿ êîììåíòàðèÿ. Ïðî-
ïóñêàÿ íåñêîëü ïðèåìîâ, àíàëîãè÷íûõ ðàññìîòðåííîìó, â íåêîòîðûé ìîìåíò
îáíàðóæèâàåì ïðèåì äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ: ∀abcdef (f =
b+c & d−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d)−even) → a(b+c)d/e = afd/e). Òàê êàê åãî
îïèñàíèå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå, íàæèìàåì "Ctr-F3" è óáèðàåì ñ ýêðàíà òðåòüå
îêíî. Çàòåì íàæèìàåì "5" è ïðîñìàòðèâàåì íîðìàëèçàòîðû. Îáíàðóæèâàåì
ãðîìîçäêèé íîðìàëèçàòîð "âèäóìíîæåíèå(. . .)", âíóòðè êîòîðîãî óñìàòðèâàåò-
ñÿ ôðàãìåíò "çàìå÷àíèå(óñëîâèå(è(êîíñòàíòà(õ2)êîíñòàíòà(õ3)äåñ÷èñëî (õ5)))
÷èñëîöåíêà)". Îí îçíà÷àåò, ÷òî êîììåíòàðèé "÷èñëîöåíêà" áóäåò ââîäèòüñÿ, åñ-
ëè âûðàæåíèÿ b, c, e - êîíñòàíòíûå. Âèäèìî, èçíà÷àëüíîå ïðîèñõîæäåíèå äàí-
íîãî êîììåíòàðèÿ - îðèåíòèðîâàòü íîðìàëèçàòîð íà ðàáîòó ñ êîíñòàíòíûìè
âûðàæåíèÿìè. Íåêîòîðûå äåéñòâèÿ (òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû êóáîâ) çäåñü
áóäóò áëîêèðîâàòüñÿ, íåêîòîðûå (òèïà âûíåñåíèÿ íàðóæó îáùåãî íàòóðàëüíîãî
ìíîæèòåëÿ öåëî÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñóììû) - àêòèâèðîâàòüñÿ. Ñóäÿ ïî
ïåðâîìó ïðèåìó, ïîçäíåå ýòîò êîììåíòàðèé áûë èñïîëüçîâàí â ïðî÷èõ ñèòóà-
öèÿõ êàê äîïîëíèòåëüíûé ñïîñîá îãðàíè÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.
Âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ êîìïîíåíò îïèñàíèÿ ïðèåìà äëÿ ñóììû êóáîâ.
Ñëåäóþùèé ôèëüòð - "èëè(âõîäèò(íîðìÈíòåãðàë êîììåíòàðèè)íå( êîíòåêñò(
êîììåíòàðèé( íîðìÈíòåãðàë õ3)òðèãàðãóìåíò( êîðåíü õ4)âõîäèò(õ3 õ4))))". Åñ-
ëè îáðàùåíèå ê ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè ïðîèçîøëî èç çàäà÷è ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âñòðå-
÷àåòñÿ ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé, òî ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè
íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íîðìÈíòåãðàë". Òàêèå êîììåíòàðèè ââîäÿòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ "íîðìÈíòåãðàë" ïðè íåêîòîðûõ
ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ.
Åùå îäèí ôèëüòð èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà - "íå(êîíòåêñò(òåêóùàÿçàäà÷à
îïèñàòü)öåëü(òåêóùàÿçàäà÷à îáëàñòüãðàíèöû))". Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà ÿâíîå çàäàíèå îáëàñòè ïî ñèñòåìå åå ãðàíè÷íûõ ëèíèé. Ðå-
êîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ íàéòè òó çàäà÷ó èç ðàçäåëà "Êðàòíûå èí-
òåãðàëû", íà ðåøåíèå êîòîðîé ïîâëèÿåò îòìåíà äàííîãî ôèëüòðà. Äëÿ ýòîãî
ôèëüòð óäàëÿåòñÿ, ïðèåì ïåðåêîìïèëèðóåòñÿ, è âûïîëíÿåòñÿ öèêë ðåøåíèÿ çà-
äà÷ â óêàçàííîì ðàçäåëå.
Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(òèï(òåêóùàÿçàäà÷à ïðåîáðàçîâàòü)èëè( öåëü ( òåêóùà-
ÿçàäà÷à ñìïîñûëêà) öåëü(òåêóùàÿçàäà÷à íîâàÿïåðåìåííàÿ)öåëü( òåêóùàÿçàäà-
÷à çíà÷åíèåèíòåãðàëà)öåëü(òåêóùàÿçàäà÷à ðåäàêöèÿ))))" ïåðå÷èñëÿåò öåëåâûå
óñòàíîâêè çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíèå ïðèåìà íåöåëå-
ñîîáðàçíî. Êàê è â ñëó÷àå ïðåäûäóùåãî ôèëüòðà, ðåêîìåíäóåì íàéòè çàäà÷è,
äëÿ êîòîðûõ îòñóòñòâèå äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäèò ê òðóäíîñòÿì - çàìåäëå-
íèþ ëèáî óòåðå îòâåòà. Òàê êàê ìíîãèå ôèëüòðû ââîäèëèñü ïðè îáó÷åíèè ðàäè
åäèíñòâåííîãî ïðèìåðà, ïîâòîðíûé àíàëèç, ïî íàêîïëåíèè ìíîãèõ ïðèìåðîâ,
ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó óñîâåðøåíñòâîâàíèþ ðåøàþùèõ ïðàâèë. Íà-
ëè÷èå öèêëîâ òåñòèðîâàíèÿ ïî çàäà÷íèêó îáû÷íî ïîçâîëÿåò ìîäèôèöèðîâàòü
äàæå î÷åíü ñòàðûå ïðèåìû, ñîõðàíÿÿ ïîëíóþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ðåøàòåëÿ íà
îñâîåííîì îáó÷àþùåì ìàòåðèàëå. Åñëè êîððåêöèÿ ïðèåìà ïðèâîäèò ê óòåðå
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îòâåòîâ è çàìåäëåíèþ ðåøåíèé, òî îáû÷íî äîñòàòî÷íî áûâàåò ñîçäàòü äîïîë-
íèòåëüíûå ïðèåìû, ðåæå - ïðèõîäèòñÿ ïðîäîëæàòü êîððåêöèþ äðóãèõ ïðèåìîâ.
Ðàçóìååòñÿ, ìîãóò âñòðåòèòüñÿ îñîáûå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ïðîöåññ êîððåêöèé
è ìîäèôèêàöèé âåòâèòñÿ è òðåáóåò î÷åíü áîëüøîé ðàáîòû, îäíàêî ÷àùå âñåãî
ãëóáèíà ìîäèôèêàöèé íåâåëèêà. Ðàçìåðû ðåøàòåëÿ íå äîëæíû ïóãàòü òåõ, êòî
ñòîëêíåòñÿ ñ "ïëîõèìè" ïðèåìàìè è áóäåò âûíóæäåí èõ ïåðåäåëûâàòü - îïûò
ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå ïåðåäåëêè, êàê ïðàâèëî, èìåþò ëîêàëüíûé õàðàêòåð.
Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(òèï(òåêóùàÿçàäà÷à îïèñàòü)öåëü(òåêóùàÿçàäà÷à íåðàâåí-
ñòâà)))" áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà, åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Óêàçàòåëü "óðîâåíü(4)" îïðåäåëÿåò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà íîðìàëèçàòîðà íà
óðîâíå 4. Óêàçàòåëü "çíàêñóììû(ìèíóñ ôèêñ(0 1))" îïðåäåëÿåò ïîïûòêó èäåí-
òèôèêàöèè ñ îäíîâðåìåííûì èçìåíåíèåì çíàêîâ êóáîâ íà "ìèíóñ". Ïðè ýòîì
áóäåò èçìåíåí çíàê çàìåíÿþùåãî òåðìà. Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð" òðåáóåò,
÷òîáû ñóììà íå èìåëà äðóãèõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëü "çàìå÷àíèå(6 ôèêñ(0 2 2))"
ââîäèò êîììåíòàðèé (6, −ab+a2+b2), êîòîðûé çàáëîêèðóåò ïîïûòêó ðàçëîæå-
íèÿ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ ïî ôîðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. Ðåêîìåí-
äóåì íàéòè âñå èñïîëüçóþùèå ýòîò êîììåíòàðèé ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà "âè-
äóìíîæåíèå", íàïèñàâ ïîäõîäÿùóþ ïðîãðàììó ïîèñêà "òåêïðèåì". Óêàçàòåëü
"çàìå÷àíèå(óñëîâèå(è(âõîäèò(íîðì÷èñëèòåëü êîììåíòàðèè) êîíòåêñò( òðèãàð-
ãóìåíò(êîðåíü õ4)))) ôèëüòðóäâîåíèÿ)" ââîäèò êîììåíòàðèé "ôèëüòðóäâîåíèÿ",
åñëè íîðìàëèçàòîð èìåë êîììåíòàðèé "íîðì÷èñëèòåëü", à ïðåîáðàçóåìîå âûðà-
æåíèå èìåëî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè. Ðåêîìåíäóåì âûÿñíèòü ðîëü êîì-
ìåíòàðèÿ "ôèëüòðóäâîåíèÿ", íàéäÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "òåêïðèåì" âñå ïðè-
åìû íîðìàëèçàòîðà, ôèëüòðû êîòîðûõ ñîäåðæàò ññûëêó íà ýòîò êîììåíòàðèé.

6. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abcdefghijk(fh = d & gj = a & 0 < g & gi =
b − fj & gh + fi = c → ae3 + be2k + cek2 + dk3 = (fk + ge)(hk2 + iek + je2)).
Çàãîëîâîê òàêîé æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå - "çàìåíà(âòîðîéòåðì âèäóìíî-
æåíèå)". Ôèëüòðû "öåëîå(õ1)", "öåëîå(õ2)", "öåëîå(õ3)", "öåëîå(õ4)" îïðåäå-
ëÿþò èäåíòèôèêàöèþ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, d ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.
Ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1 4)ôèêñ(0 1 1))" òðåáóåò, ÷òîáû dk3 èäåíòèôèöè-
ðîâàëîñü ñî ñëàãàåìûì, èäóùèì ïîñëå ñëàãàåìîãî ae3. Ââèäó ñèììåòðèè òåîðå-
ìû, ýòî âäâîå ñîêðàùàåò òðóäîåìêîñòü ïîïûòîê èäåíòèôèêàöèè. Ôèëüòð "ìåíü-
øå(êîëè÷åñòâîîïåðàíäîâ(òåêâõîæä)5)" - óñêîðÿþùèé. Îí ðàçìåùàåòñÿ êîìïè-
ëÿòîðîì â íà÷àëå ïðîãðàììû, òàê êàê íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî ïåðåìåííûõ, êî-
òîðûå âíà÷àëå íóæíî áûëî áû èäåíòèôèöèðîâàòü. Ïîýòîìó çàâåäîìî íåïðèåì-
ëåìûå äëèííûå ñóììû ñðàçó îòáðàñûâàþòñÿ. Ôèëüòð "êîììåíò(ãðóïïèðîâêà)"
áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà, åñëè âíåøíÿÿ ïðîöåäóðà "âèäóìíîæåíèå" îáðà-
òèëàñü ê äàííîé ïðîöåäóðå äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ, â êîòî-
ðîì ÷àñòü ñëàãàåìûõ óæå ñãðóïïèðîâàíà. Ôèëüòð "êîíòåêñò(ðàçðÿä(òåêâõîæä
ñòåïåíü õ12)íå(âòîðîéñèìâîë(õ12 2)))" òîæå óñêîðÿþùèé. Îí îáðàáàòûâàåò-
ñÿ äî íà÷àëà èäåíòèôèêàöèè ñëàãàåìûõ è îòáðàñûâàåò ñóììû, íå ñîäåðæà-
ùèå ñòåïåíåé, êðîìå, áûòü ìîæåò, êâàäðàòîâ. Ôèëüòð "êîììåíò(6 òåêâõîæä)"
áëîêèðóåò ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè òðåõ÷ëåíîâ, âîçíèêøèõ ïðè ðàçëîæåíèè
íà ìíîæèòåëè ñóììû èëè ðàçíîñòè êóáîâ. Ôèëüòð "íå(êîíñòàíòà(êîðåíü))" îò-
áðàñûâàåò êîíñòàíòíûå ñóììû. Ôèëüòð "êîììåíò(íîðìóðàâíåíèå)" áëîêèðóåò
ïðèåì, åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé "íîðìóðàâíåíèå", óêàçûâàþùèé íà îñëàá-
ëåííûé ðåæèì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàåò ôèëüòð
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"êîììåíò(ìíîæèòåëèìí)". Íàêîíåö, ôèëüòð "ìåíüøå(2 êîëè÷åñòâîîïåðàíäîâ)"
áëîêèðóåò ïîïûòêó èäåíòèôèêàöèè äëÿ ñóììû ñ äâóìÿ ñëàãàåìûìè.
Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð" çàïðåùàåò íàëè÷èå â ñóììå ñëàãàåìûõ, íå óêàçàí-
íûõ â òåîðåìå. Óêàçàòåëü "óðîâåíü(3)" îïðåäåëÿåò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà íîð-
ìàëèçàòîðà íà óðîâíå 3. Óêàçàòåëü "ïðîãðàììà(1 2 3 4 5)" îïðåäåëÿåò ðåà-
ëèçàöèþ âñåõ àíòåöåäåíòîâ ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Óêàçà-
òåëè "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 2)õ2 0)", "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 3)õ3 0)" ðàçðå-
øàþò îáðàùåíèå â 0 êîýôôèöèåíòîâ b, c. Òàê êàê ñóììû äëèíû 2 íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ, õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îêàæåòñÿ îòëè÷íûì îò
0. Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(õ1 äåñ÷èñëî(õ1))", "ïåðå÷åíü(õ4 äåñ÷èñëî(õ4))" îïðå-
äåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ a, d ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ. Ëèøü ïîñëå ýòîãî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïîïûòêè
óñìîòðåòü â îñòàòêàõ èõ ìíîæèòåëåé êóáû íåêîòîðûõ âûðàæåíèé e, k. Óêà-
çàòåëü "ïåðåñå÷åíèåñïèñêîâ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 1 3))" îáúÿñíÿåò êîìïèëÿòî-
ðó, ÷òî âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå ìîãóò íå èìåòü ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë
"óìíîæåíèå", õîòÿ êàæäîå èç íèõ â òåîðåìå ñîäåðæèò ïî òðè ñîìíîæèòåëÿ.
Êàê ñëåäñòâèå, êîìïèëÿòîð íå áóäåò óòî÷íÿòü çàãîëîâêè ýòèõ ñëàãàåìûõ. Êîð-
ðåêòíàÿ èäåíòèôèêàöèÿ áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóð, çàäàâà-
åìûõ ñïðàâî÷íèêîì "ïåðåñå÷åíèåñïèñêîâ". Óêàçàòåëü "åäèíèöà(1 õ1 õ2 õ3 õ4)"
ðàçðåøàåò îáðàùàòüñÿ êîýôôèöèåíòàì a, b, c, d â åäèíèöó. Óêàçàòåëü "çàìå-
íàçíàêà(ìèíóñ õ1 õ2 õ3 õ4)" îïðåäåëÿåò ïåðåäà÷ó ýòèì êîýôôèöèåíòàì çíà-
êà "ìèíóñ" ïåðåä ñëàãàåìûì. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "òèòð(íàáîð(1 òåðì(ôèêñ(0
2)ôèêñ(1)ôèêñ(2)ôèêñ(4)ôèêñ(5))ïàðàìåòðû(õ6 õ7 õ8 õ9 õ10)))" îïðåäåëÿåò ñî-
ñòàâëåíèå ñîïðîâîæäàþùèõ ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà ïîÿñíåíèé. Äëÿ ïðîñìîòðà
øàáëîíà òåêñòà ïîÿñíåíèé íàæèìàåì êëàâèøó "6". Ïîä èçîáðàæåíèåì ïðè-
åìà ïîÿâëÿåòñÿ çàïèñü "Ïîäáèðàåì öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ (), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (),(),(),() ". Ýëåìåíò óêàçàòåëÿ "òåðì(ôèêñ(0
2)ôèêñ(1)ôèêñ(2)ôèêñ(4)ôèêñ(5)" ññûëàåòñÿ íà ïîäñòàâëÿåìûå âìåñòî ïàð ñêî-
áîê òåðìû. Ýëåìåíò "ïàðàìåòðû(õ6 õ7 õ8 õ9 õ10)" óòî÷íÿåò, ÷òî âìåñòî âñïîìî-
ãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ f, g, h, i, j â òåêñò ïîÿñíåíèÿ áóäóò ïîäñòàâëÿòüñÿ ïåðâûå
íåèñïîëüçóåìûå áîëüøèå áóêâû.

7. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä: ∀abcdefgx(agx + b = c & ¬(a = 0) → dgx + e = f ↔
ae− bd = af − cd).
Çàãîëîâîê - "âòîðîéòåðì", ò.å. ïðèåì âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó ñëåâà
íàïðàâî. Ôèëüòðû "óðîâåíü(1)", "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "êîðåíü" îïðåäå-
ëÿþò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå íà óðîâíå 1. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò íå âûäåëåí óêàçàòåëÿìè è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óñëîâèåì.
Ôèëüòð "íåèçâåñòíûå(2)" îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à äîëæíà èìåòü áîëåå îäíîé íåèç-
âåñòíîé. Ôèëüòðû "íåèçâåñòíàÿ(õ23)", "èçâåñòíî(õ1)", "èçâåñòíî(õ4)", "èçâåñò-
íî(õ3)", "èçâåñòíî(õ6)", "íå(âõîäèò(õ23 õ2))", "íå(âõîäèò(õ23 õ5))" óêàçûâàþò,
÷òî x - íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèÿ a, d, c, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæå-
íèÿ b, e íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíîé x. Òàêèì îáðàçîì, îáà óðàâíåíèÿ çàäà÷è ëè-
íåéíû îòíîñèòåëüíî x. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ(õ8)âõîäèò(õ8 õ2) íå(
âõîäèò(õ8 õ5))))" òðåáóåò, ÷òîáû êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ âûðàæåíèÿ b âõîäèëà â
âûðàæåíèå e. Òîãäà íîâîå óðàâíåíèå íå ïðèîáðåòåò íîâûõ íåèçâåñòíûõ, à ñòàðàÿ
íåèçâåñòíàÿ x îêàæåòñÿ èñêëþ÷åííîé. Ôèëüòð "èëè(íå(ëèíåéíîåóðàâíåíèå( êî-
ðåíü íåèçâåñòíûå))ëèíåéíîåóðàâíåíèå(ôèêñ(1)íåèçâåñòíûå))" áëîêèðóåò ïðè-
ìåíåíèå ïðèåìà, åñëè îí íàðóøàåò ëèíåéíîñòü òåêóùåãî óðàâíåíèÿ, êîìáèíè-
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ðóÿ åãî ñ íåëèíåéíûì. Ôèëüòð "íå(Âõîäèò(èçâåñòíî öåëè))" áëîêèðóåò ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà â çàäà÷å, èìåþùåé öåëü (èçâåñòíî . . .), òàê êàê ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ
ïóòåì âûâîäà ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà. Ôèëüòð "íå(Âõîäèò(íåçàâèñèò öåëè))"
áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà â çàäà÷å, èìåþùåé öåëü (íåçàâèñèò . . .), çàïðå-
ùàþùåé çàâèñèìîñòü îòâåòà îò çàäàííûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå çàäà÷è îáû÷íî
ðåøàþòñÿ äðóãèìè ñðåäñòâàìè - ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ íóëþ íåèçâåñòíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ïåðåä òåìè ïåðåìåííûìè, êîòîðûå äîëæíû áûòü óñòðàíåíû.
Óêàçàòåëü "áëîêïðîâåðîê(2)" îïðåäåëÿåò îáðàáîòêó âòîðîãî àíòåöåäåíòà ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "åäèíèöà(0 õ2 õ5)", "åäèíèöà(1 õ1 õ4 õ7)"
ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ b, e è åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ a, d, g.
Óêàçàòåëü "çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ1 õ4)" îáåñïå÷èâàåò ïåðåäà÷ó êîýôôèöèåí-
òàì a, d çíàêà "ìèíóñ" ïåðåä ñëàãàåìûì. Óêàçàòåëü "òèòð(íàáîð(1 òåðì(õ23
ôèêñ(ôèêñ(1))õ1 ìèíóñ(õ4))))" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó â øàáëîí ïîÿñíÿþùå-
ãî òåêñòà íåîáõîäèìûõ òåðìîâ. Óêàçàòåëü "êîììåíòàðèé(2 òèòð(ñòîï))" ïåðå-
äàåò ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìíå0", îáðàáàòûâàþùåìó âòîðîé àíòåöåäåíò,
êîììåíòàðèé (òèòð ñòîï), áëîêèðóþùèé îòîáðàæåíèå íà ýêðàíå îáðàùåíèÿ ê
ïðîâåðêå.
Äëÿ ïðîñìîòðà íîðìàëèçàòîðîâ ïðèåìà íàæèìàåì êëàâèøó "5", è äàëåå ñìåíÿ-
åì òåêóùèé íîðìàëèçàòîð êëàâèøàìè "PageUp-Page-Dn". Îáðàòèì âíèìàíèå
íà íîðìàëèçàòîðû "ñòàíäïëþñ( çàìå÷àíèå( òèòð(íàáîð(2))))", "ñòàíäïëþñ( çà-
ìå÷àíèå( òèòð(íàáîð(3))))", îáðàáàòûâàþùèå ðàçíîñòè ae− bd, af − cd ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òåðìû "çàìå÷àíèå(òèòð( íàáîð(. . .)))" îáåñïå÷èâàþò âûäà÷ó íà ýêðàí
âòîðîãî è òðåòüåãî ôðàãìåíòîâ ñîïðîâîæäàþùåãî òåêñòà, êîììåíòèðóþùèõ îá-
ðàùåíèÿ ê ýòèì íîðìàëèçàòîðàì.

8. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abcdefgpq(¬(a + b = 0) & g = a − b & p = a2 & q =
b2 & c = p − q & (¬(g = 0) ∨ ¬(c = 0)) → f/d(a + b)e = f(g/c)e/d). Çàãîëîâîê
ïðèåìà - "âòîðîéòåðì", ò.å. âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ çàìåíà ñëåâà íàïðà-
âî. Ôèëüòðû "óðîâåíü(4)", "óñëîâèå", "òèï(ïðåîáðàçîâàòü)", "öåëü(óïðîñòèòü)"
îïðåäåëÿþò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà íà óðîâíå 4 â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Ôèëüòðû "íå(öåëü(íîðìÈíòåãðàë))", "êîì-
ìåíò(äëèíà)" áëîêèðóþò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè èíòåãðèðîâàíèè è íà ýòàïå çà-
êëþ÷èòåëüíîé îáðàáîòêè îòâåòà. Ôèëüòð "êîíòåêñò(âèä(õ1 óìíîæåíèå(õ9 ñòå-
ïåíü(õ10 äðîáü(õ11 óìíîæåíèå(2 õ12)))))èëè(çàãîëîâîê(õ10 ïëþñ)êîíòåêñò( àë-
ãåáðâõîæäåíèå(õ10 õ13)çàãîëîâîê(õ13 ïëþñ)))çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ9)åäèíèöà(1
õ9 õ12))" òðåáóåò, ÷òîáû âûðàæåíèå a èìåëî ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ
äðîáíûì ïîêàçàòåëåì, çíàìåíàòåëü êîòîðîãî äåëèòñÿ íà 2. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ,
÷òîáû îñíîâàíèå ñòåïåíè ëèáî ÿâëÿëîñü ñóììîé, ëèáî ñîäåðæàëî ñóììó, äîñòè-
æèìóþ èç êîðíÿ ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(âèä(õ2
ïëþñ(õ9 óìíîæåíèå(õ10 ñòåïåíü(õ11 äðîáü(õ12 õ13)))))íå(êîíñòàíòà(õ11)) çàìå-
íàçíàêà( ìèíóñ õ10)åäèíèöà(1 õ10)))" îçíà÷àåò, ÷òî b íå äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé íåâûðîæäåííóþ ñóììó, íåêîòîðîå ñëàãàåìîå êîòîðîé èìååò ñâîèì ñîìíî-
æèòåëåì ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì è íåêîíñòàíòíûì îñíîâàíèåì. Ñëåäó-
þùèé ôèëüòð èìååò ññûëêó íà ïåðåìåííóþ c, îòñóòñòâóþùóþ â çàìåíÿåìîì
âûðàæåíèè. Ïîýòîìó âðåìåííî îòêëàäûâàåì ÷òåíèå ôèëüòðîâ è ïåðåêëþ÷àåì-
ñÿ íà óêàçàòåëè, îïðåäåëÿþùèå îáðàáîòêó àíòåöåäåíòîâ.
Óêàçàòåëü "èäåíòèôèêàòîð(2 3 4 5)" îçíà÷àåò, ÷òî àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî
ïÿòûé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàâåíñòâà, èñïîëüçóåìûå äëÿ ââîäà â ðàññìîòðåíèå
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íîâûõ îáúåêòîâ. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ g ñ ðàçíîñòüþ
âûðàæåíèé a è b. Íà íåå áóäóò äîìíîæàòüñÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ èððàöèîíàëüíîñòè. Ê ðàçíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðû îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò âûðàæå-
íèÿ p, q ñ êâàäðàòàìè âûðàæåíèé a, b, îáðàáîòàííûìè íîðìàëèçàòîðàìè "íîðì-
ñòåïåíü" è "ñòàíäïëþñ". Íàêîíåö, ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåí-
íóþ c ñ ðàçíîñòüþ êâàäðàòîâ, îáðàáîòàííîé íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìïëþñ" è
"âèäóìíîæåíèå".
Òåïåðü âîçâðàùàåìñÿ ê òðåòüåìó îêíó îïèñàíèÿ ïðèåìà. Ñëåäóþùèé ôèëüòð
èìååò âèä "íå(êîíòåêñò(âèä(õ3 ïëþñ(õ9 óìíîæåíèå(õ10 ñòåïåíü(õ11 äðîáü(õ12
óìíîæåíèå(2 õ13))))))åäèíèöà(1 õ10 õ13)çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ10)))". Îí ïðîâå-
ðÿåò, ÷òî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ c íå èìååò ñëàãåìîãî, ñîìíîæèòåëåì êîòîðîãî
áûëà áû ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì, èìåþùèì ÷åòíûé çíàìåíàòåëü. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå óäàëîñü èçáàâèòüñÿ. Ôèëüòð
"íå(êîíñòàíòà(ôèêñ(0 1 2 2 1)))" òðåáóåò, ÷òîáû âûðàæåíèå a + b íå áûëî êîí-
ñòàíòíûì - äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñîçäàíû îòäåëüíûå ïðèåìû. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(
àëãåáðâõîæäåíèå( ôèêñ(0 1 2 2 1)õ9)ñèìâîë(õ9 äðîáü)))" áëîêèðóåò ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà, åñëè âûðàæåíèå a + b èìååò äðîáü, äîñòèæèìóþ èç åãî êîð-
íÿ ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ñíà÷àëà äîëæíî áûòü
âûïîëíåíî èñêëþ÷åíèå äðîáåé (íàïðèìåð, ïóòåì ñëîæåíèÿ äðîáíûõ âûðàæå-
íèé). Íàêîíåö, ôèëüòð "ìåíüøå(÷èñëî÷ëåíîâ(õ3 ïëþñ)ïëþñ(÷èñëî÷ëåíîâ(õ15
ïëþñ)÷èñëî÷ëåíîâ(õ16 ïëþñ)))" òðåáóåò, ÷òîáû ïðè âû÷èòàíèè b2 èç a2 ïðîèçî-
øëî ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, óìåíüøèâøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Áåç ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò ôèêòèâíûì - ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëÿ è
ñîêðàùåíèå äðîáè âåðíóò ê èñõîäíîìó âûðàæåíèþ.
Âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ óêàçàòåëåé ïðèåìà. Óêàçàòåëü "áëîêïðîâåðîê(1
6)" îïðåäåëÿåò îáðàáîòêó ïåðâîãî è øåñòîãî àíòåöåäåíòîâ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïî÷òè èçáûòî÷åí - îí ïåðåïðîâåðÿåò î.ä.ç. èñõîäíîãî
âûðàæåíèÿ. Îäíàêî, ÿâíîå óïîìèíàíèå åãî â òåîðåìå áóäåò èñïîëüçîâàíî óêà-
çàòåëåì "âûâîä(íå(ðàâíî(õ3 0))ýêâèâàëåíòíî(1))", âûâîäÿùèì äîïîëíèòåëüíîå
ñëåäñòâèå c 6= 0 è ðåãèñòðèðóþùèì åãî ýêâèâàëåíòíîñòü (â ïðåäïîëîæåíèè èñ-
òèííîñòè ïðî÷èõ àíòåöåäåíòîâ) ïåðâîìó àíòåöåäåíòó. Øåñòîé àíòåöåäåíò ïðî-
âåðÿåò, ÷òî ëèáî a − b 6= 0, ëèáî a2 − b2 6= 0. Èíîãäà ïîñëåäíåå îêàçûâàåòñÿ
ëåã÷å ïðîâåðèòü, ÷åì ïåðâîå. Òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêòíîñòü ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Óêàçàòåëè "çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ6)" è "åäèíèöà(1 õ4 õ5)" ðàçðå-
øàþò âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ d, e è îòíåñåíèå âíåøíåãî ìèíóñà ê
f . Íàêîíåö, óêàçàòåëü "òèòð(íàáîð(1 òåðì(ôèêñ(ôèêñ(0 1))ñòåïåíü(õ7 õ5))))"
îïðåäåëÿåò âûðàæåíèÿ, ïîäñòàâëÿåìûå â øàáëîí ïîÿñíåíèé ê ñðàáàòûâàíèþ
ïðèåìà.

9. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀b(¬(b = 0) → 0 < b ∨ b < 0). Óêàçàòåëü "êîí-
òðîëüâûâîäà(ñòåïåíü(äðîáü(õ1 õ2)õ3))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ âèäà (a/b)c. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîäóñëîâèÿ", ò.å.
ïðîèñõîäèò çàíåñåíèå óòâåðæäåíèÿ 0 < b ∨ b < 0 â ñïèñîê óñëîâèé çà-
äà÷è. Ôèëüòðû "óðîâåíü(0)", "óñëîâèå", "òèï(îïèñàòü)" îçíà÷àþò, ÷òî ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 0 â çàäà÷å íà îïèñàíèå, ïðè÷åì óñìîòðåííîå âûðàæå-
íèå (a/b)c âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Ôèëüòð "íå(èçâåñòíî(õ2))" òðåáóåò, ÷òîáû
çíàìåíàòåëü b ñîäåðæàë íåèçâåñòíûå. Ôèëüòð "êîíòåêñò(âèä(êîðåíü ðàâíî(õ4
õ8))íå(èçâåñòíî(õ4))èëè(çàãîëîâîê(õ8 0)êîíòåêñò(ïîäòåðì( óìíîæåíèå( òåêâõî-
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æä õ2 õ9))åäèíèöà(1 õ9)))íå(êîíòåêñò(âèä(õ4 ïëþñ(õ5 õ6))íå(êîíòåêñò( îáîáù-
ìíîæèòåëü(õ5 õ7)èëè(êîíòåêñò(âèä(õ7 õ1))êîíòåêñò(âèä(õ7 õ2))))) åäèíèöà(0
õ6))))" äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé, ïîýòîìó ÷èòàåì åãî ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçóÿ âû-
äåëåíèå ôðàãìåíòîâ ìíîãîöâåòíîé óêàçêîé. Ïîëó÷àåì, ÷òî òåêóùåå óñëîâèå
çàäà÷è äîëæíî èìåòü âèä óðàâíåíèÿ "ðàâíî(õ4 õ8)", ïðè÷åì ÷àñòü õ4 ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, à ÷àñòü õ8 ëèáî íóëåâàÿ, ëèáî èìååò âèä (a/b)c · b · A. Êðîìå
òîãî, êàæäîå ñëàãàåìîå õ5 ÷àñòè õ4 äîëæíî èìåòü ñâîèì îáîáùåííûì ìíî-
æèòåëåì ëèáî a, ëèáî b. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå ðàç-
áîðà ñëó÷àåâ, âîçìîæíî, óäàñòñÿ ñîêðàòèòü óðàâíåíèå íà b èëè íà a. Ôèëüòð
"íå(êîíòåêñò(óñëîâèå(õ4)âõîäèò(ðàçáîðñëó÷àåâ êîììåíòàðèèóñëîâèÿ(õ4))))"
îçíà÷àåò îòñóòñòâèå óñëîâèÿ, ïîìå÷åííîãî êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Òà-
êèì îáðàçîì, ñíà÷àëà äîëæíû áûòü ðåàëèçîâàíû ðàçáîðû ñëó÷àåâ, èíèöèè-
ðîâàííûå ðàíåå. Ôèëüòð "íåèçâåñòíûå(1)" ãîâîðèò, ÷òî çàäà÷à äîëæíà èìåòü
åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà íà óðîâíå
0 ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ïîñïåøíûì. Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(ïîäòåðì( ðàâíî(
óìíîæåíèå( òåêâõîæä õ4)0))åäèíèöà(1 õ4)çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ4)))" áëîêèðó-
åò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà â âûðîæäåííîé ñèòóàöèè, êîãäà óðàâíåíèå èìååò âèä
(a/b)c ·A = 0 è ðàçáîð ñëó÷àåâ íå íóæåí. Ôèëüòð "íå(âõîäèò(ñâÿçêà öåëè))" áëî-
êèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ôèëü-
òðû "íå(ëåãêîâèäåòü(ìåíüøå(0 õ2)))", "íå(ëåãêîâèäåòü(ìåíüøå(õ2 0)))" áëîêè-
ðóþò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà â ñèòóàöèÿõ, êîãäà çíàê çíàìåíàòåëÿ óñìàòðèâàåòñÿ
èç êîíòåêñòà.
Óêàçàòåëü "ïðèìå÷àíèå(ðàçáîðñëó÷àåâ)" ñîïðîâîæäàåò âûâåäåííóþ äèçúþíê-
öèþ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", ôîðñèðóþùèì óñêîðåííûé ïåðåõîä ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ ñëó÷àåâ. Êðîìå òîãî, äàííûé êîììåíòàðèé áëîêèðóåò âîçìîæíûå
ïîïûòêè óñìîòðåòü òàâòîëîãè÷íîñòü äèçúþíêöèè è çàìåíèòü åå íà êîíñòàí-
òó "èñòèíà". Óêàçàòåëü "áëîêïðîâåðîê(1)" îïðåäåëÿåò îáðàáîòêó àíòåöåäåíòà
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íàêîíåö, óêàçàòåëè "òèòð(íàáîð(1 òåðì(õ2)))", "êîì-
ìåíòàðèé(1 òèòð(ñòîï))" îáåñïå÷èâàþò ñîïðîâîæäåíèå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ïîÿñíåíèÿìè.

10. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(ab+ac = a(b+ c)). Ôèëüòðû "íå(èçâåñòíî(õ1))",
"íå(èçâåñòíî(õ2))", "íå(èçâåñòíî(õ3))", "íåèçâåñòíûå(2)" îçíà÷àþò, ÷òî êàê îá-
ùàÿ ÷àñòü a äâóõ ñëàãàåìûõ, òàê è îñòàòî÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ b, c ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå åäèíèöû. Ôèëüòð
"èëè(êîíòåêñò(âíåøâõîæäåíèå(õ4)âèä(õ4 ïëþñ(ñòåïåíü(õ2 õ6)ñòåïåíü(õ3 õ6) õ5
))åäèíèöà(0 õ5)åäèíèöà(1 õ6)áóôåð(íîâûåíåèçâåñòíûå áàçàâõîæäåíèÿ(õ4))) è(
êîíòåêñò( âèä(õ2 ìèíóñ(õ4))âèä(õ3 ìèíóñ(õ5))êîíòåêñò(âíåøâõîæäåíèå(õ6) âèä
(õ6 ïëþñ(ñòåïåíü(õ4 õ7)ñòåïåíü(õ5 õ7)õ8))åäèíèöà(0 õ8)åäèíèöà(1 õ7) áóôåð(
íîâûåíåèçâåñòíûå áàçàâõîæäåíèÿ(õ6))))))" àíàëèçèðóåò êîíòåêñò âõîæäåíèÿ
òåêóùåé ñóììû. Ýòîò êîíòåêñò ñîñòîèò èç âõîæäåíèé, ðàñïîëîæåííûõ âíå ñóì-
ìû â òîì æå òåðìå çàäà÷è, ëèáî â äðóãèõ òåðìàõ, îòîáðàííûõ äëÿ óñìîò-
ðåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ âõîæäåíèé âûðàæåíèé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ôèëüòðà óêàçû-
âàåò íà ñóùåñòâîâàíèå â êîíòåêñòå âõîæäåíèÿ õ4 âûðàæåíèÿ âèäà bk + ck +
r, âòîðàÿ - âõîæäåíèÿ õ6 âûðàæåíèÿ âèäà (−b)k + (−c)k + r. Ýëåìåíòû "áó-
ôåð(íîâûåíåèçâåñòíûå áàçàâõîæäåíèÿ(õ4))", "áóôåð(íîâûåíåèçâåñòíûå áàçàâ-
õîæäåíèÿ(õ6))" íóæíû äëÿ ðåãèñòðàöèè â êîììåíòàðèè ê íîðìàëèçàòîðó (íî-
âûåíåèçâåñòíûå . . .) ññûëîê íà òå òåðìû çàäà÷è, â êîòîðûõ îáíàðóæèâàþò-
ñÿ óêàçàííûå âõîæäåíèÿ. Ïî îêîí÷àíèè ïðåîáðàçîâàíèé òåêóùåãî òåðìà áóäåò
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ïðåäïðèíÿòî ïîâòîðíîå ñêàíèðîâàíèå èìåþùèõñÿ â äàííîì êîììåíòàðèè òåð-
ìîâ.

10.9.3 Àíàëèç öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà

Ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ ðàíåå ââåäåííûå ôèëüòðû ïðèåìà ìîãóò óñòàðåâàòü èç-çà
ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ïðèåìîâ èëè èçìåíåíèÿ ñòàðûõ. Â íîâîé çàäà÷å, ãäå âîçíèêàåò ñðà-
áàòûâàíèå ïðèåìà, îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñïîëåçíûì è çàâîäÿùèì çàäà÷ó â òóïèê.
Íàîáîðîò, èíîãäà ñòàðûé ôèëüòð ïðèåìà îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíî æåñòêèì è áëîêè-
ðóåò íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ íîâîé çàäà÷è ñðàáàòûâàíèå. Âî âñåõ ýòèõ ñèòóàöèÿõ
êîððåêöèÿ ôèëüòðà, ïîäñêàçûâàåìàÿ íîâîé çàäà÷åé, òðåáóåò ó÷åòà âîçìîæíûõ ñðà-
áàòûâàíèé ïðèåìà â äðóãèõ çàäà÷àõ. Çäåñü ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Åñëè íóæíî
óñèëèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü òå
çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðèåì ñðàáàòûâàë ðàíüøå. Èõ ñïèñîê áûñòðî îïðåäåëÿåòñÿ îò-
ëàä÷èêîì ÃÅÍÎËÎÃà. Ïîñëå óñèëåíèÿ ôèëüòðà âûïîëíÿåòñÿ ïîâòîðíàÿ ïðîêðóòêà
íàéäåííûõ çàäà÷ è àíàëèçèðóþòñÿ âîçìîæíûå êîëëèçèè. Âî âòîðîì ñëó÷àå íóæíî
îñëàáèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà. Ýòî - áîëåå òðóäîåìêàÿ ðàáîòà, òàê
êàê òðåáóåò óæå ïîëíîé ïðîêðóòêè ïî âñåì ðàçäåëàì çàäà÷íèêà, ãäå ïðèåì ìîæåò
ñðàáîòàòü. Äëÿ èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ â òàêèõ ñèòóàöèÿõ îòëàä÷èêà ÃÅÍÎËÎ-
Ãà ðàçáåðåì ðÿä ïðèìåðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê âûøåèçëîæåííûì ïåðâûì ïîäðàçäåëàì
ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû.

1. Íàéòè âñå çàäà÷è ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", â êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò
ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Óìíîæåíèå - Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ -
Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ". Â êàêèõ çàäà÷àõ åãî ñðàáàòûâàíèå íå íóæíî?

2. Íàéòè âñå çàäà÷è ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", â êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò
ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Äðîáü - Óñòðàíåíèå êóáè÷åñêîé èððàöèîíàëü-
íîñòè â çíàìåíàòåëå". Âûÿñíèòü, ê êàêèì ïîñëåäñòâèÿì äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-
÷èõ çàäà÷ äàííîãî ðàçäåëà ïðèâåäåò îòáðàñûâàíèå äâóõ ïîñëåäíèõ ôèëüòðîâ
"íå(êîíñòàíòà(ôèêñ(0 1 2 2 1)))", "ìåíüøå(÷èñëî÷ëåíîâ(õ3 ïëþñ) ïëþñ( ÷èñ-
ëî÷ëåíîâ(õ15 ïëþñ)÷èñëî÷ëåíîâ(õ16 ïëþñ)))".

3. Íàéòè âñå çàäà÷è ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà - Óïðîùåíèå âûðàæåíèé", â
êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò ïîñëåäíèé ïðèåì ïîäðàçäåëà "Ñòåïåíè - Ðàçáîð ñëó÷àåâ
ïî çíàêó ñîìíîæèòåëÿ ïîä ðàäèêàëîì ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèé". Âûÿñíèòü,
ê êàêèì ïîñëåäñòâèÿì ïðèâåäåò îòáðàñûâàíèå ôèëüòðà "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(
òåêâõîæä õ4)ñèìâîë(õ4 ñòåïåíü)âòîðîéñèìâîë(õ4 äðîáü)âòîðîéñèìâîë( âòîðîé-
îïåðàíä(õ4)2 4))".

4. Íàéòè çàäà÷è ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", â êîòîðûõ ïîñëåäíèé ïðèåì
ïîäðàçäåëà "Ñòåïåíè - Ðåøåíèå óðàâíåíèé - Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ - Ïðåä-
ñòàâëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé ñ èçâåñòíûìè îñíîâàíèÿìè â âè-
äå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ îñíîâàíèé, äîìíîæåííîé íà èçâåñòíûé êîýôôè-
öèåíò", - èìååò íåíóæíîå ñðàáàòûâàíèå. Íàéòè âñå çàäà÷è òîãî æå ðàçäåëà,
êîòîðûå ïåðåñòàþò ðåøàòüñÿ ïðè îòêëþ÷åíèè äàííîãî ïðèåìà. Ïîïðîáîâàòü
óñèëèòü ôèëüòðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèåì ñðàáàòûâàë ëèøü â ïîñëåäíèõ
çàäà÷àõ.

5. Íàéòè çàäà÷è ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", â êîòîðûõ ïðèåì ïîäðàçäåëà
"Ñòåïåíè - Ðåøåíèå óðàâíåíèé - Âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç äðóãóþ,
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åñëè èçâåñòíî ïðîèçâåäåíèå èõ ñòåïåíåé" - èìååò íåíóæíîå ñðàáàòûâàíèå. Ðå-
øåíèå êàêèõ çàäà÷ äàííîãî ðàçäåëà çàäà÷íèêà íàðóøèòñÿ, åñëè ó ïðèåìà îò-
áðîñèòü ôèëüòð "êîíåö(àëüòåðíàòèâà(óðîâåíü(3). . .))" ?

10.9.4 Óêàçàíèÿ

1. Íà÷èíàåì ñ òîãî, ÷òî çàõîäèì â êîðíåâîå ìåíþ îãëàâëåíèÿ çàäà÷íèêà è âû-
äåëÿåì ïóíêò "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà". Çàòåì íàæèìàåì êëàâèøó "Shift-2" è
ïîïàäàåì â îãëàâëåíèå ïðèåìîâ. Ïåðåõîäèì â ïðîñìîòð íóæíîãî íàì ïðèåìà
è íàæèìàåì êëàâèøó "À" (êèðèëëèöà). Ïîñëå íåáîëüøîé ïàóçû, íåîáõîäèìîé
ïðîãðàììå äëÿ ïîèñêà ïî ðàçäåëó çàäà÷íèêà, íàæèìàåì "Shift-3" è âîçâðàùà-
åìñÿ â îãëàâëåíèå çàäà÷íèêà. Âñå íàéäåííûå çàäà÷è, èìåþùèå õîòÿ áû îäíî
ñðàáàòûâàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèåìà, îêàçàëèñü çàðåãèñòðèðîâàíû â áóôå-
ðå çàäà÷íèêà. ×òîáû ïåðåéòè ê ïðîñìîòðó áóôåðà, íàæèìàåì "ô". Â áóôåðå
îáíàðóæèâàåì åäèíñòâåííûé ïîäðàçäåë "Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ", íà-
çâàíèå êîòîðîãî êîïèðóåò íàçâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíöåâîãî ïóíêòà îãëàâ-
ëåíèÿ ïðèåìîâ. Âõîäèì â äàííûé ïîäðàçäåë. Â íåì îêàçûâàåòñÿ ñïèñîê èç äâóõ
äåñÿòêîâ íîìåðîâ îòîáðàííûõ çàäà÷. Çäåñü äóáëèðóþòñÿ òîëüêî ññûëêè íà çà-
äà÷è, íî íå ñàìè çàäà÷è. Ïîýòîìó, èçìåíÿÿ çàäà÷ó ÷åðåç áóôåð, îäíîâðåìåííî
èçìåíÿåì åå è ïî "îñíîâíîìó" ìåñòó ðåãèñòðàöèè â çàäà÷íèêå. Îäíàêî, óäàëåíèå
çàäà÷è èç áóôåðà íå îçíà÷àåò óäàëåíèÿ îñíîâíîé ññûëêè íà íåå. Äëÿ àíàëèçà
ñðàáàòûâàíèé ïðèåìà íà îòîáðàííûõ çàäà÷àõ ìîæíî ëèáî âêëþ÷èòü öèêë "ïðî-
êðóòêè", íà÷èíàþùåéñÿ ñ òåêóùåé âûäåëåííîé çàäà÷è (êëàâèøà "Ctr-ç"), ëèáî
ïðåäïðèíÿòü òðàññèðîâêó îòäåëüíûõ çàäà÷. ×òîáû îïðåäåëèòü, â êàêèõ çàäà÷àõ
ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà íåîáõîäèìî, âûäåëÿåì ïåðâûé ïóíêò ñïèñêà îòîáðàííûõ
çàäà÷ è íàæèìàåì êëàâèøó "é". Ýòî âûçîâåò öèêë ïîïûòîê ðåøåíèÿ äàííûõ
çàäà÷ ñ çàáëîêèðîâàííûì ïðèåìîì. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòâåò íå èçìåíÿåòñÿ
è íàõîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèåìà, ïóíêò ñïèñêà ïîìå÷àåòñÿ
çíàêîì âîïðîñà. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà òàêèõ çíàêîâ âîïðîñà îêàçûâàåòñÿ äâà
- íà ïóíêòàõ 16 è 17. Ìîæåì ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà â
ïóíêòå 16. Äëÿ ýòîãî çàõîäèì â ïðîñìîòð çàäà÷è è íàæèìàåì "ã" äëÿ ïåðåõî-
äà â îãëàâëåíèå ïðèåìîâ. Äàëåå âûõîäèì â ïðîñìîòð íàøåãî ïðèåìà è íàæè-
ìàåì "Ctr-Enter". Ïðè ïîïûòêå îáðàòèòüñÿ ê ïðèåìó ïðîèñõîäèò ïðåðûâàíèå
îòëàä÷èêà ËÎÑà. Íà ýêðàíå âèäíà ëèøü ÷àñòü âûïîëíÿåìîãî ôðàãìåíòà ïðî-
ãðàììû, îáðûâàþùàÿñÿ íà òåêóùåì îïåðàòîðå. Äëÿ ïðîñìîòðà âñåãî ôðàãìåíòà
íàæèìàåì "ô". Íàñ èíòåðåñóåò çàêëþ÷èòåëüíûé ìîìåíò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà,
ïîýòîìó äàëåå âåäåì òðàññèðîâêó ÷åðåç îòëàä÷èê ËÎÑà. Íàæèìàåì êëàâèøó
"êóðñîð âíèç" äëÿ âûäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðîãðàììû è ïåðåìåùàåì âûäåëåííûé
îïåðàòîð êëàâèøåé "êóðñîð âïðàâî", ïîêà îí íå äîñòèãíåò îïåðàòîðà "âåòâü 1".
Âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ êëàâèø êóðñîðà ìîæíî ïðîñòî ïîäâåñòè êóðñîð ìûøè
ê óêàçàííîìó îïåðàòîðó è íàæàòü ëåâóþ êíîïêó (îòêàç îò âûäåëåíèÿ îïåðà-
òîðà - ïóòåì íàæàòèÿ êëàâèøè "êóðñîð ââåðõ"). Ñíîâà íàæèìàåì "Ctr-Enter",
÷òîáû îòëàä÷èê ËÎÑà âûïîëíèë äåéñòâèÿ âïëîòü äî âûäåëåííîãî îïåðàòîðà
âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ ïðîðèñîâêè ïîëíîãî ôðàãìåíòà ïðîãðàììû îïÿòü íàæèìà-
åì "ô". Âèäíî, ÷òî ñåé÷àñ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðåàëèçóþùèé äåéñòâèÿ ïðèåìà
îïåðàòîð "çàìåíàâõîæäåíèÿ". ×òîáû ïðîñìîòðåòü åãî âûïîëíåíèå íà óðîâíå
òðàññèðîâêè ÃÅÍÎËÎÃà, íàæèìàåì êëàâèøè "ïðîáåë" è "Enter". Ïîÿâëÿåò-
ñÿ êàäð "Óñëîâèå (a − b)(b − a) çàìåíÿåòñÿ íà −a2 + b2". Ìîæíî ïðîñìîòðåòü
îïèñàíèå ïðèåìà, íàæàâ êëàâèøó "á". Åñëè òàêæå íàæàòü "ï", òî íà ýêðàíå
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ïîÿâèòñÿ ãðóïïà ðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ äëÿ êàæäîé òåîðåìíîé ïåðåìåííîé
òî çíà÷åíèå, êîòîðîå îíà ïîëó÷èëà ïðè äàííîì ñðàáàòûâàíèè. ×åðåç îòëàä÷èê
ËÎÑà íåòðóäíî âûÿñíèòü, ÷òî ïðèåì áûë èñïîëüçîâàí ïðè óïðîùåíèè óñëîâèÿ
¬((a+b)(a−b) = 0). Î÷åâèäíî, çäåñü åãî ñðàáàòûâàíèå äåéñòâèòåëüíî íåíóæíî.
Ïî çàâåðøåíèè óïðàæíåíèÿ ñáðàñûâàåì áóôåð çàäà÷íèêà, íàæèìàÿ èç îãëàâ-
ëåíèÿ êëàâèøó "Î" (êèð.)

2. Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñîçäàåì â áóôåðå çàäà÷íèêà ñïèñîê çàäà÷,
èìåþùèõ ñðàáàòûâàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèåìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåì âñå-
ãî îäíà çàäà÷à - íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ. Çàòåì âîçâðàùàåìñÿ â ïðîñìîòð
ïðèåìà, âõîäèì â ðåäàêòèðîâàíèå òðåòüåãî îêíà (Ctr-3) è óäàëÿåì äâà ïîñëåä-
íèõ ôèëüòðà. Ïî îêîí÷àíèè ðåäàêòèðîâàíèÿ íàæèìàåì "Enter" è "F3". Òàêèì
îáðàçîì âîçíèêàåò èçìåíåííàÿ âåðñèÿ ïðèåìà. Ïåðåõîäèì â îãëàâëåíèå çàäà÷-
íèêà, âõîäèì â ìåíþ ïîäðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" è âûäåëÿåì ïåðâûé
ïóíêò ýòîãî ìåíþ. Äëÿ ïðîêðóòêè ðåøàòåëÿ ïî âñåìó ïîäðàçäåëó íàæèìàåì
"Ctr-ç" (êèð.). Íà÷èíàåòñÿ öèêë ðåøåíèÿ çàäà÷. Ïîñëå íåãî ñíîâà îêàçûâàåìñÿ
â ìåíþ ïîäðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà". Äëÿ ïðîñìîòðà ðåçóëüòàòîâ ïðî-
êðóòêè íàæèìàåì êëàâèøó "ç". Ïîÿâëÿåòñÿ äèàëîãîâûé áëîê ñî ñòàòèñòèêîé
ïðîêðóòêè, èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî íè îäíà çàäà÷à íå çàìåäëèëàñü è íå èçìå-
íèëà îòâåòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå ôèëüòðû, âîçìîæíî, âîîáùå íå íóæíû.
Îíè áûëè ââåäåíû èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, ïî àíàëîãèè ñ ïðèåìàìè äëÿ óñòðà-
íåíèÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè. Ïðè æåëàíèè èõ ìîæíî óäàëèòü, íå
èñêàçèâ ïîâåäåíèÿ ðåøàòåëÿ íà îáó÷àþùåì ìàòåðèàëå. Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ
ðåêîìåíäóåì ïðèäóìàòü çàäà÷ó, êîòîðàÿ ðåøàëàñü áû ïî-ðàçíîìó ïðè íàëè÷èè
ýòèõ ôèëüòðîâ è ïðè èõ óäàëåíèè. Ïî îêîí÷àíèè óïðàæíåíèÿ âîçâðàùàåìñÿ
â ïðîñìîòð èçìåíåííîãî ïðèåìà è âîññòàíàâëèâàåì åãî ïåðâîíà÷àëüíûé âèä
íàæàòèåì êëàâèøè "Á".

3. Íàõîäèì ñïèñîê âñåõ çàäà÷, èìåþùèõ ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà, èñïîëüçóÿ óêàçàí-
íûé âûøå èíòåðôåéñ îòëàä÷èêà ÃÅÍÎËÎÃà. Ýòîò ñïèñîê ñîäåðæèò äâå çàäà-
÷è. Îòáðàñûâàåì óêàçàííûé â óïðàæíåíèè ôèëüòð, ïåðåêîìïèëèðóåì ïðèåì
íàæàòèåì F3 è çàïóñêàåì ïðîêðóòêó ðåøàòåëÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîìó ïîäðàçäå-
ëó çàäà÷íèêà. Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ïðîêðóòêè, îáíàðóæèâàåì, ÷òî 4 çàäà÷è
èçìåíèëè ñâîè îòâåòû, îäíà çàäà÷à çàìåäëèëàñü áîëåå ÷åì íà 4 ìëí. øàãîâ
èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà è òðè çàäà÷è - ïðèìåðíî íà 1 ìëí. Ñóììàðíîå çàìåäëå-
íèå ïî ðàçäåëó ñîñòàâèëî 9 ìëí. øàãîâ. ×òîáû ïîäðîáíåå ðàññìîòðåòü ïðè÷èíû
èçìåíåíèé, íàæèìàåì èç äèàëîãîâîãî áëîêà ïðîñìîòðà ñòàòèñòèêè ïðîêðóòêè
êëàâèøó "è". Ïîïàäàåì íà ïåðâóþ çàäà÷ó ñ èçìåíèâøèìñÿ îòâåòîì. ×òîáû
ïðîïóñòèòü òåêóùóþ çàäà÷ó è ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ñïèñêà çàäà÷ ñ èç-
ìåíåííûì îòâåòîì, áóäåì êàæäûé ðàç íàæèìàòü êëàâèøó "ø". Îäíàêî, íóæíî
ïîìíèòü, ÷òî çàïóñê ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è çàäà÷íèêà ñáðàñûâàåò áóôåð, õðà-
íÿùèé ñïèñîê îòîáðàííûõ äëÿ ïðîñìîòðà çàäà÷. Òîãäà äàëüíåéøèå íàæàòèÿ
"ø" íè÷åãî íå äàäóò, è äëÿ âîçîáíîâëåíèÿ ïðîñìîòðà ñïèñêà ñ íà÷àëà íóæíî
áóäåò ñíîâà íàæàòü "è" èç äèàëîãîâîãî áëîêà.
Ïðîäîëæàåì àíàëèç ïåðâîé çàäà÷è ñïèñêà èçìåíåííûõ îòâåòîâ. Â íåé íóæíî
áûëî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè a

√
ba−

√
ba− ba + a. Èñõîäíûé îòâåò èìåë âèä

(−
√

ab+a)(
√

ab+1). Âèäíî, ÷òî íîâûé îòâåò áîëåå ãðîìîçäêèé è ñîñòîèò èç äâóõ
ñëó÷àåâ: ïðè a ≤ 0, b ≤ 0 èìååì âûðàæåíèå (−

√
−a
√
−b+a)(

√
−a
√
−b+1), èíà÷å

- (
√

a
√

b + 1)(−
√

b +
√

a)
√

a). Ðàçáîð ñëó÷àåâ çäåñü ïîçâîëèë èçìåëü÷èòü âûðà-
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æåíèÿ ïîä ðàäèêàëàìè, îäíàêî íåÿñíî, íàñêîëüêî ïîëåçíî òàêîå èçìåëü÷åíèå.
×òîáû âûÿñíèòü, ÷òî äàâàë îòáðîøåííûé ôèëüòð, âîññòàíàâëèâàåì ïðîãðàì-
ìó ïðèåìà íàæàòèåì "Á", è çàïóñêàåì íàéäåííûå âûøå äâå çàäà÷è, â êîòîðûõ
ñðàáàòûâàëà åãî èñõîäíàÿ âåðñèÿ. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà ïîçâîëÿëî óñìîòðåòü ïîëíûé êâàäðàò â ñóììå ïîä ðàäèêàëîì. Ýòî
è îáúÿñíÿåò ïîÿâëåíèå ôèëüòðà.

4. Ñïèñîê çàäà÷ ðàçäåëà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà", â êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ïðèåì, èìååò ÷åòûðå ýëåìåíòà. ×òîáû íàéòè òå èç íèõ, ãäå ïðè-
åì íå íóæåí, âûäåëÿåì ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà è íàæèìàåì "é". Çíàê âî-
ïðîñà ïîÿâëÿåòñÿ îêîëî òðåòüåé çàäà÷è. Â íåé òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå
(15

√
3 + 26)x − 5(4

√
3 + 7)x + 6(

√
3 + 2)x + (−

√
3 + 2)x = 5. ×òîáû íàéòè çàäà-

÷è, êîòîðûå ïåðåñòàþò ðåøàòüñÿ ïðè îòêëþ÷åíèè ïðèåìà, âõîäèì â ïðîñìîòð
åãî îïèñàíèÿ è íàæèìàåì F7. Ýòî óíè÷òîæàåò ïðîãðàììó ïðèåìà. Ïðè çàïóñêå
ðåøàòåëÿ íà îòîáðàííîé â áóôåðå ÷åòâåðêå çàäà÷ âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî äâà îòâåòà
óòåðÿíû. Ýòî ïåðâàÿ è âòîðàÿ çàäà÷è. Â íèõ òðåáîâàëîñü ðåøèòü óðàâíåíèÿ
10x − 5x−12x−2 = 950, ax+2bx+3 = 4(ab)2x + 1. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ñïèñêà, õîòÿ è
çàìåäëÿåòñÿ íåìíîãî (ïðèìåðíî íà 20 ïðîöåíòîâ), âñå æå îñòàåòñÿ ðåøåííîé.
Åå óñëîâèå - íåðàâåíñòâî 6 · 91/x − 13 · 31/x · 21/x + 6 · 41/x ≤ 0. Íàì íóæíî íàéòè
êàêîé-òî ïðîñòîé ïðèçíàê, îòëè÷àþùèé ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà â ïåðâûõ äâóõ
çàäà÷àõ îò ñðàáàòûâàíèé â äâóõ ïîñëåäíèõ. Äëÿ ýòîãî ïåðåõîäèì â ïðîñìîòð
ïðèåìà, âîññòàíàâëèâàåì åãî ïðîãðàììó íàæàòèåì êëàâèøè F5 è âîçâðàùà-
åìñÿ â áóôåð çàäà÷íèêà. Èñïîëüçóÿ îòëàä÷èê ËÎÑà, àíàëèçèðóåì òî÷êè ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà â óêàçàííûõ çàäà÷àõ. Ïðè ýòîì âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî â ïåðâûõ
äâóõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå óæå èìåëî ñòåïåíü âèäà (ad)X ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì
X, à â ïîñëåäíèõ äâóõ - íå èìåëî. Ïîýòîìó ñîçäàåì äîïîëíèòåëüíûé ôèëüòð
"êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ6 êîðåíü)âèä(õ6 ñòåïåíü(õ7 õ8))íå(èçâåñòíî(õ8))ðàâíî(õ7
òåðì(óìíîæåíèå(õ1 õ4))))". Îí ïðîâåðÿåò íàëè÷èå â òîì æå óñëîâèè ñòåïåíè
"ñòåïåíü(õ7 õ8)" ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì õ8 è îñíîâàíèåì, ðàâíûì ðåçóëü-
òàòó îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóìíîæåíèå" âûðàæåíèÿ ad.

5. Ñîçäàåì â áóôåðå çàäà÷íèêà ñïèñîê âñåõ çàäà÷ óêàçàííîãî ðàçäåëà, â êîòî-
ðûõ ïðèåì ñðàáàòûâàë. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåì âñåãî ïÿòü çàäà÷. Íàæèìàÿ
êëàâèøó "é", âûÿñíÿåì, ÷òî âî âòîðîé çàäà÷å ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà áûëî èç-
áûòî÷íûì. Âõîäèì â òðàññèðîâêó è àíàëèçèðóåì òî÷êó ñðàáàòûâàíèÿ. Ïðèåì
ïûòàëñÿ âûðàçèòü u ÷åðåç z èç óðàâíåíèÿ uz = 9, â òî âðåìÿ êàê óæå èìåëàñü
äèçúþíêöèÿ u = 9z ∨ u = z/9. Î÷åâèäíî, òàêàÿ ïîïûòêà íå íóæíà. Ìîæíî
áûëî áû îòñå÷ü åå, äîáàâèâ ôèëüòð, çàïðåùàþùèé ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà ïðè
íàëè÷èè äèçúþíêöèè óðàâíåíèé.
×òîáû âûÿñíèòü, ê ÷åìó ïðèâåäåò óäàëåíèå ôèëüòðà "êîíåö(àëüòåðíàòèâà(. . .))",
ïåðåêîìïèëèðóåì ïðèåì ñ îòáðîøåííûì ôèëüòðîì è çàïóñêàåì ïðîêðóòêó ïîä-
ðàçäåëà "Ðåøåíèå óðàâíåíèé" (â äðóãèõ ïîäðàçäåëàõ ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà ìà-
ëîâåðîÿòíî, õîòÿ äëÿ ïîëíîé ãàðàíòèè ìîæíî áûëî áû ðåàëèçîâàòü è èõ òå-
ñòèðîâàíèå). Èòîãè ïðîêðóòêè òàêîâû: 8 çàäà÷ èçìåíèëè ñâîè îòâåòû, îäíà
çàìåäëèëàñü íà 10 ìëí. øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà è åùå íåñêîëüêî çà-
ìåäëèëèñü íà ìåíüøèå âåëè÷èíû. Îáùåå çàìåäëåíèå ñîñòàâèëî 20 ìëí. øà-
ãîâ. Íàæèìàÿ "è" èç äèàëîãîâîãî áëîêà, ïðîñìàòðèâàåì èçìåíèâøèåñÿ îòâå-
òû. Â íåñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ îíè ÷óòü-÷óòü óñëîæíèëèñü, â íåñêîëüêèõ - áû-
ëè ïåðåñòàâëåíû èõ ýëåìåíòû. Âèäèìî, íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíîé òî÷êîé îêà-
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çàëàñü ñèëüíî çàìåäëèâøàÿñÿ çàäà÷à. Íàæèìàåì "ç" è íàõîäèì åå óñëîâèå:
−y
√

y + x
√

x = a(−√y +
√

x), x2 + xy + y2 = b2. Ïàðàìåòðû a, b ïîëîæèòåëüíû.
Âõîäèì â òðàññèðîâêó è îáíàðóæèâàåì, ÷òî ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âûðàæå-
íèÿ u ÷åðåç z èç óðàâíåíèÿ uz = (a + b)(a − b)/2a. Ïðè ýòîì èìååòñÿ âòîðîå
óðàâíåíèå (u + z)2 = (3a2 − b2)/2a. Î÷åâèäíî, â òàêîé ñèòóàöèè ëó÷øå áûëî
áû âûðàçèòü u ÷åðåç z èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíî âîçâåäåííîãî â
ñòåïåíü 1/2.

10.10 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìåíüøå"

Ïðîäîëæàåì ðàññìîòðåíèå ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê ýëåìåíòàðíîé àëãåá-
ðå. Ïåðåõîäèì ê íåðàâåíñòâàì. Çäåñü ïðèåìû ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû - äëÿ ñòðîãèõ
è äëÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Ïåðâûå ñãðóïïèðîâàíû â ðàçäåëå ñèìâîëà "ìåíüøå",
âòîðûå - â ðàçäåëå ñèìâîëà "ìåíüøåèëèðàâíî". Èìååòñÿ íåáîëüøîå ïåðåñå÷åíèå, âû-
çâàííîå èñïîëüçîâàíèåì óêàçàòåëåé, ïîçâîëÿþùèõ îòíîñèòü ïðèåì îäíîâðåìåííî è
ê ñòðîãèì è ê íåñòðîãèì íåðàâåíñòâàì (íàïðèìåð, óêàçàòåëåé "àëüòåðíàòèâà"). Çà-
ìåòèì, ÷òî ñèìâîëû "áîëüøå", "áîëüøåèëèðàâíî" äîïóñòèìû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â
çàäà÷àõ, îäíàêî îíè ñðàçó æå ñâîäÿòñÿ ê ñèìâîëàì "ìåíüøå", "ìåíüøåèëèðàâíî".
Ýòî âûïîëíÿþò äâà ïðîñòûõ ïðèåìà, ðåàëèçîâàííûõ íà ËÎÑå. Íà ÃÅÍÎËÎÃå ïðè-
åìîâ äëÿ ñèìâîëîâ "áîëüøå", "áîëüøåèëèðàâíî" ïðàêòè÷åñêè íåò (èñêëþ÷åíèå ñî-
ñòàâëÿþò íåñêîëüêî ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè àíàëèçå òåêñòîâ). Íà÷íåì ñî ñòðîãèõ
íåðàâåíñòâ.

Óòâåðæäåíèå "ìåíüøå(a b)", îçíà÷àþùåå, ÷òî ÷èñëî a ìåíüøå ÷èñëà b, ïðîðè-
ñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå a < b. Ñïðàâî÷íèêè "ïðåäèêàòíûéñèì-
âîë", "àðíîñòü", "òðàíçèòèâíî", "îäç" îïðåäåëÿþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ
"ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê "ìîíîòîííî" óêàçûâàåò, ÷òî èñòèííîñòü ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìîíîòîííîì íåóáûâàíèè âòîðîãî îïåðàíäà è ìîíîòîííîì íåâîçðàñ-
òàíèè ïåðâîãî. Ñïðàâî÷íèê "îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò äëÿ ñèìâîëà "ìåíüøå" îñëàá-
ëåííóþ âåðñèþ ïðåäèêàòà - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî".

Ñòàíäàðòèçàöèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
ïðèåìû:

1. Ãðóïïèðîâêà âñåõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
∀ab(b < a ↔ 0 < a− b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b îòëè÷íû îò êîíñòàíòû
0. Ñðàáàòûâàíèå áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(a) Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå ëèáî â óñëîâèè çàäà-

÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé,
êîãäà íåðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ ïîä îòðèöàíèåì.

(b) Ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì óæå âûïîëíÿëîñü ðàçðå-
øåíèå ñîïðîâîæäàþùèõ íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ (ïîñëåäíåå
ðàñïîçíàåòñÿ ïî íàëè÷èþ êîììåíòàðèÿ "ñòàíäìåíüøå").



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 738

(c) Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì â
îäíîé åãî ÷àñòè ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, à â äðóãîé - êîíñòàíòíîå âûðà-
æåíèå.

(d) Íåðàâåíñòâî íå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì èëè îïèñàòåëåì, ñâÿçûâàþ-
ùèì êàêóþ-ëèáî åãî ïåðåìåííóþ.

(e) Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "àíà-
ëèçôðàçû" ëèáî "òåêñòîâàÿçàäà÷à". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå áëîêèðîâêà îòíî-
ñèòñÿ òîëüêî ê òåðìàì "ìåíüøå(. . .)", ÷èñëî îïåðàíäîâ êîòîðûõ íå ðàâíî
äâóì.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0. Ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì ãðóïïèðîâêè,
ïðèìåíÿåìûé â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå: ∀abcd(a/b < c/b+d ↔ 0 < (c−a)/b+d).
Îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2.

2. Óñòðàíåíèå ìèíóñà â îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, åñëè äðóãàÿ ÷àñòü íóëåâàÿ.
∀a(0 < −a ↔ a < 0)

∀a(−a < 0 ↔ 0 < a)

Îáà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2. Ïåðâûé èç íèõ ìîæåò íàðóøèòü ñòàíäàð-
òèçàöèþ, íà êîòîðóþ ðàññ÷èòàíû íåêîòîðûå ïðèåìû äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé, òîãäà îí áëîêèðóåòñÿ.

3. Îòðèöàíèå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Òàêèå îòðèöàíèÿ ñðàçó ïðåîáðàçóþòñÿ â íåñòðî-
ãèå íåðàâåíñòâà:
∀ab(¬(a < b) ↔ b ≤ a)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.
4. Ïîëîæèòåëüíîñòü ëèáî îòðèöàòåëüíîñòü äðîáè. Óòâåðæäåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â

ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

∀ab(0 <
a

b
↔ 0 < ab)

∀ab(
a

b
< 0 ↔ ab < 0)

Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ â çàäà÷àõ íà àíàëèç òåêñòà. Óêàçàòåëü "óäàëåíèå-
óñëîâèÿ(óñëîâèå(è(òèï(îïèñàòü)óñëîâèå))íå(ðàâíî(õ2 0)))" îáåñïå÷èâàåò óäàëå-
íèå ñîïðîâîæäàþùåãî óòâåðæäåíèÿ ¬(b = 0) â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
åñëè îíî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåíóæíûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. Óêàçàòåëü "ñîïðîâîæäåíèå" â ïåðâîì ïðèåìå ðàçðåøàåò åãî ïðèìåíåíèå
äàæå òîãäà, êîãäà ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ïåðåíåñåíèå íóëÿ â ëåâóþ ÷àñòü, åñëè èìåþòñÿ ñëàãàåìûå ñî çíàêîì "ìèíóñ".
Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ íåðàâåíñòâà. Íà-
÷èíàþò ïðåîáëàäàòü óòâåðæäåíèÿ î ïîëîæèòåëüíîñòè çíà÷åíèé âûðàæåíèé.
∀ab(a− b < 0 ↔ 0 < b− a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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6. Çàìåíà ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà îòðèöàíèå ðàâåíñòâà, åñëè èç êîíòåêñòà óñìàò-
ðèâàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî.
∀a(a ≤ 0 → ¬(a = 0) ↔ a < 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïðè÷åì
òåêóùåå óñëîâèå èëè âñÿ çàäà÷à èìåþò êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíüøå", òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Òàêîé êîììåíòàðèé óêàçûâàåò, ÷òî óæå âûïîëíÿëîñü ðåäàêòèðî-
âàíèå ñîïðîâîæäàþùèõ íåðàâåíñòâ â îòâåòå çàäà÷è. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "óäàëåíèåïîñûëîê(1 õ2 è(òèï(îïèñàòü)
öåëü(ðåäàêöèÿ) èçâåñòíî(êîðåíü)óñëîâèå íå(èçâåñòíî(õ2))))" îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå è òåêóùåå íåðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, òî ïðè ïðîâåðêå àíòåöåäåíòà áóäóò îòáðàñûâàòüñÿ âñå ñîäåðæà-
ùèå íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀a(0 ≤ a → ¬(a = 0) ↔ 0 < a)

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Îí èìååò äîïîëíèòåëüíûå ôèëüòðû, áëî-
êèðóþùèå ñðàáàòûâàíèå â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(a) Çàäà÷à èìååò òèï "ïðåîáðàçîâàòü" ëèáî "èññëåäîâàòü".
(b) Çàäà÷à òèïà "îïèñàòü" èìååò öåëü ñ çàãîëîâêîì "èçâåñòíî" ëèáî "íåçàâè-

ñèò".
(c) Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
(d) Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,

ïðè÷åì âûðàæåíèå a èìååò âèä tg b.
(e) Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âàðè-

àíò", ïðè÷åì ýòî óñëîâèå âûäåëåíî êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ".
7. Çàìåíà äèçúþíêöèè ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà îòðèöàíèå ðà-

âåíñòâà.
∀ab(a < b ∨ b < a ↔ ¬(a = b))

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè òåêóùèé òåðì çàäà÷è âûäåëåí êîììåíòàðèåì "ðàçáîð-
ñëó÷àåâ". Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñèòóàöèè, êîãäà ýòîò òåðì ÿâëÿåòñÿ óñëîâè-
åì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëü "äèçúþíêòî-
ïåðàíä" áëîêèðóåò ïîïûòêè ïðèìåíèòü ïðèåì ê êîíúþíêöèè îòðèöàíèé íåðà-
âåíñòâ. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ñîçäàí äëÿ äâóõ íåðàâåíñòâ, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ
ðàâíû 0, à ïðàâûå ñóòü ðàçíîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì:
∀ab(0 < a− b ∨ 0 < b− a ↔ ¬(a− b = 0))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 0.
8. Äèçúþíêöèÿ ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà.
∀ab(a = b ∨ a < b ↔ a ≤ b)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñëåäó-
þùèå äâà ïðèåìà ó÷èòûâàþò âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî èçìåíåíèÿ çíàêà ó
âñåõ ñëàãàåìûõ íåíóëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà:
∀ab(a− b ≤ 0 ↔ a− b = 0 ∨ 0 < b− a)

∀ab(a− b = 0 ∨ b− a < 0 ↔ 0 ≤ a− b)
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Â ïåðâîì ñëó÷àå çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî, âî âòîðîì - ñëåâà íàïðàâî.
Óêàçàòåëè "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)" è "îòðèöàíèå(ìèíóñ õ1)" îïðåäåëÿþò
ñëåäóþùèé ïîðÿäîê èäåíòèôèêàöèè. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
ñëàãàåìîå íåíóëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Åñëè îíî èìååò çàãîëîâîê "ìèíóñ", òî
a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ åãî ïåðâûì îïåðàíäîì, èíà÷å - ñî âñïîìîãàòåëüíûì òåð-
ìîì, ïîëó÷åííûì èç ñëàãàåìîãî äîáàâëåíèåì âíåøíåãî çíàêà "ìèíóñ". Çàòåì b
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ó êîòîðûõ çíàêè èçìåíåíû
íà îáðàòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Äèçúþíêöèÿ ñòðîãîãî è íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâ.
∀ab(a < b ∨ a ≤ b ↔ a ≤ b)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
10. Óñòðàíåíèå ìíîæèòåëÿ îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, èìåþùåãî îïðåäåëåííûé çíàê,

åñëè äðóãàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íóëåâàÿ.
∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < a & 0 < b)

Óêàçàòåëü "äðîáü(ôèêñ(0 1)ôèêñ(0 2 2))" äåëàåò âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå ïðèå-
ìà ê íåðàâåíñòâó âèäà ab < 0. Ïðè ýòîì çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ïðèîáðåòàåò
âèä 0 < a & b < 0. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè-
÷åì óêàçàòåëü "ëèìèò(50000 õ1)" îãðàíè÷èâàåò òðóäîåìêîñòü ïîïûòêè óñìîò-
ðåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè a. Îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè âñòàâëÿåòñÿ â ïðî-
ãðàììó ïðèåìà ïîñëå òî÷êè èäåíòèôèêàöèè ìíîæèòåëÿ a, òàê ÷òî íà àíàëèç
êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ îòâîäèòñÿ îäèí è òîò æå ëèìèò. Óêàçàòåëü "ñîïðîâî-
æäåíèå" îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äàæå ê íåðàâåíñòâàì, èñïîëüçóåìûì
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "âíèìàíèå(õ2)" ïðèâîäèò ê
ïîíèæåíèþ äî 0 âåñîâ âñåõ óñëîâèé è ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ âûðàæåíèå b. Ýòî
ìîæåò ïðèâåñòè ê ñðàáàòûâàíèþ êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ïðèåìîâ, ïðîâåðÿþùèõ ïî-
ëîæèòåëüíîñòü äàííîãî âûðàæåíèÿ. Ïðèåì èìååò äâà óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ - 0
è 2. Èìååòñÿ àíàëîãè÷íûé ïðèåì äëÿ ïðîâåðêè íåïîëîæèòåëüíîñòè ìíîæèòåëÿ
a:
∀ab(a ≤ 0 → 0 < ab ↔ a < 0 & b < 0)

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå - îòñóòñòâèå óêàçàòåëÿ "âíèìàíèå(õ2)". Ðàññìîòðåííûå
ïðèåìû àíàëèçèðîâàëè çíàê îòäåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé íåíóëåâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà. Åñëè â êîíòåêñòå íåðàâåíñòâà èìååòñÿ äðóãîå íåðàâåíñòâî, ÿâíî óêà-
çûâàþùåå çíàê íåêîòîðîãî ïîäïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâîé ÷àñòè, òî ïðèìåíÿþòñÿ
äðóãèå äâà ïðèåìà. Èõ òåîðåìû òàêèå æå, êàê è âûøå:
∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < a & 0 < b)

∀ab(a ≤ 0 → 0 < ab ↔ a < 0 & b < 0)

Àíòåöåäåíòû çäåñü íå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, à áåðóòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî èç êîíòåêñòà. Ôèëüòð "çàãîëîâîê(õ1 óìíîæåíèå)" îãðàíè÷èâà-
åò ðàññìîòðåíèå òîëüêî òàêèõ íåðàâåíñòâ äëÿ a, ó êîòîðûõ íåíóëåâàÿ ÷àñòü èìå-
åò âèä ïðîèçâåäåíèÿ. Óêàçàòåëü "âàðèàíò(ôèêñ(1)ìåíüøå)" ðàçðåøàåò áðàòü èç
êîíòåêñòà íå òîëüêî íåñòðîãèå, íî è àíàëîãè÷íûå ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Ïðî÷èå
óêàçàòåëè ïðèåìîâ - "äðîáü(ôèêñ(0 1)ôèêñ(0 2 2))", "âíèìàíèå(õ2)" (òîëüêî ó
ïåðâîãî ïðèåìà), "ñîïðîâîæäåíèå" - óæå áûëè ïðîêîììåíòèðîâàíû âûøå. Åñ-
ëè íåíóëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà èìååò âèä ñóììû, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
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ðàçëîæèòü åå íà ìíîæèòåëè è ïîñëå ýòîãî íàéòè ñîìíîæèòåëü îïðåäåëåííîãî
çíàêà:
∀abc(a = bc & 0 ≤ b → 0 < a ↔ 0 < c)

∀abc(a = bc & 0 ≤ b → a < 0 ↔ c < 0)

Çäåñü a - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "ïëþñ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ a íà ìíî-
æèòåëè ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "ôàêòîðèçàöèÿ". Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ
ëèøü ïðîñòåéøèå ïðèåìû, â îñíîâíîì - âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ
âñåõ ñëàãàåìûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Äåêîìïîçèöèÿ íåðàâåíñòâà ñ ïðîèçâåäåíèåì â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé,
åñëè èçâåñòåí çíàê ñóììû ëèáî ðàçíîñòè ñîìíîæèòåëåé.
∀abc(0 ≤ a + c → 0 < (a + b)(c− b) ↔ 0 < a + b & 0 < c− b)

∀abc(0 ≤ b− c → (a + b)(a + c) < 0 ↔ 0 < a + b & a + c < 0)

Ïåðâûé ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)", ïîçâîëÿþùèé
èäåíòèôèöèðîâàòü −b êàê ñóììó âñåõ ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ b, âçÿòûõ ñ îá-
ðàòíûìè çíàêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 0.

12. Óñìîòðåíèå äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâ.
∀ab(a < b → ¬(b < a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåðà-
âåíñòâîì, èìåþùèìñÿ â êîíòåêñòå òåêóùåãî ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà.
Òîãäà ïîñëåäíåå çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü". Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà(
ôèêñ(1) ìåíüøåèëèðàâíî)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèöèðîâàòü àíòåöåäåíò ñ íåñòðî-
ãèì íåðàâåíñòâîì. Ïðè òåêñòîâîì àíàëèçå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

13. Çàìåíà íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì íà äâà íåðàâåíñòâà.
∀abc(0 ≤ c → 0 < a + c|b| ↔ 0 < a + bc ∨ 0 < a− bc)

Íåðàâåíñòâî äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(c ≤ 0 → 0 < a + c|b| ↔ 0 < a + bc & 0 < a− bc)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé ëèáî óñëîâèåì çàäà÷è, íå èñïîëüçóåìîé äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè òèï çàäà÷è - "äîêàçàòü", ïðè÷åì b ñîäåðæèò êî-
íå÷íóþ ñóììó, êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ëèáî ìîäóëü, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîé (ðàâåí 7). Îáû÷íî â òàêîé ñèòóàöèè ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå
ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ b. Åñëè äàííàÿ ñèòóàöèÿ íå èìå-
åò ìåñòà, òî â ïîñûëêàõ ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1, à â óñëîâèè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî - íà óðîâíå 4. Ê óñëîâèÿì çàäà÷ íà îïèñàíèå ïðèåì íå ïðèìåíÿ-
åòñÿ. Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ
òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè â íåðàâåíñòâå íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

14. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ â íåðàâåíñòâå.
∀ab(a + b < 0 → a + |b| < 0 ↔ a− b < 0)
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
15. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè íåíóëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äëÿ ïàðàìåò-

ðîâ.
∀ab(b = a → 0 < a ↔ 0 < b)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå" ñ îñëàáëÿþùèì ïî-
ïûòêè ðàçëîæåíèÿ êîììåíòàðèåì "íîðìóðàâíåíèå". Íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ôèëüòð "íå(áëîêíåðàâåíñòâà)" ïðîâåðÿåò îò-
ñóòñòâèå â çàäà÷å óðàâíåíèé, èìåþùèõ îáùèå ïåðåìåííûå ñ ðàññìàòðèâàåìûì
íåðàâåíñòâîì. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïðèìåíÿòü ïðèåì ê íåðàâåíñòâàì
ñ íóëåì â ïðàâîé ÷àñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè. Íåñêîëüêî ïðèåìîâ óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü íåðà-
âåíñòâ ñ ñèìâîëàìè áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèå íåðàâåíñòâà ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â ñïå-
öèàëüíûõ êîíòåêñòàõ.
−∞ < ∞
∀a(a− ÷èñëî→ −∞ < a)

∀a(a− ÷èñëî→ a < ∞)

∀a(¬(∞ < a))

∀a(¬(a < −∞))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Èõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
17. Ïåðåõîä îò ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ öåëî÷èñëåííîãî âûðàæåíèÿ ê íåñòðîãîìó.

Òàêèå ïåðåõîäû ÿâëÿþòñÿ îáùåé òåíäåíöèåé â ðåøàòåëå.
∀n(n− öåëîå→ 0 < n ↔ 0 ≤ n− 1)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è. Äîëæíà òàêæå ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà
ñ çàãîëîâêîì "öåëîå" ëèáî "íàòóðàëüíîå" ëèáî "÷åòíîå" - òàêèì îáðàçîì îòñå-
êàþòñÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â òåõ çàäà÷àõ, ãäå íåò ÿâíûõ óêàçàíèé íà
ðàññìîòðåíèå öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé. Ïðåîáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî íå äîëæ-
íî ÿâëÿòüñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïî èíäóêöèè.
Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà
óðîâíå 3, èíà÷å - íà óðîâíå 1. Äëÿ òîé æå òåîðåìû ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì.
Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê íåðàâåíñòâó, ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîíå÷íûìè ñóììîé ëèáî
ïðîèçâåäåíèåì è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ ñòàíäàð-
òèçàöèÿ óñëîâèé íà îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ (ïåðåìíîæåíèÿ).
∀n(n− öåëîå→ n < 0 ↔ n = 1 ≤ 0)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
18. Ïåðåõîä îò ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ öåëî÷èñëåííîãî ïåðåìåííîãî ê ðàâåíñòâó.

∀abn(n− öåëîå & 0 ≤ n + a & a + b− 1 = 0 → 0 < b− n ↔ n = −a)

Çäåñü âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç êîíòåêñòà íåðàâåíñòâà;
a, b - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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∀abx(a ≤ x & x− öåëîå & b− a = 1 → x < b ↔ x = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Èç êîíòåêñòà áåðåòñÿ ïåðâûé àíòåöåäåíò.
∀amnk(a ∈ {m, . . . , n} & k −m− 1 = 0 → a < k ↔ a = m)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç êîíåêñòà íåðàâåíñòâà, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

19. Óñìîòðåíèå äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé öåëî÷èñëåííîãî âûðàæåíèÿ.
∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n → 0 < 2− n ↔ n = 0 ∨ n = 1)

Íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

20. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïåðåõîäà ê íåðàâåíñòâó ñ îäíîé ïåðåìåííîé.
∀abcdef (d− a− b = 0 & c + d = e & f = (0 < e) → 0 < a + b + c ↔ f)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì èç êîíòåêñòà. Íåðàâåíñòâî
âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è èìååò íå ìåíåå äâóõ ñâîáîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàáà-
òûâàåò ñóììó c+d íåíóëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå". Òðåòèé àíòåöåäåíò, òîæå âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", îáðàáàòûâàåò íåðàâåíñòâî äëÿ äàííîé ñóììû íîðìàëèçàòîðîì ñòàí-
äàðòèçàöèè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "íîðììåíüøå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò f
èìååò åäèíñòâåííóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

21. Èñêëþ÷åíèå ëîãàðèôìà.
∀axy(0 < a− 1 → loga x < loga y ↔ x < y)

∀axy(a− 1 < 0 → loga x < loga y ↔ y < x)

Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
22. Ñîêðàùåíèå îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü. Ïðèåìû

ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", òàê êàê
çäåñü çàáëîêèðîâàíî ïåðåíåñåíèå âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â îäíó ÷àñòü.
∀abc(0 < a → ab < ac ↔ b < c)

∀abc(0 < a → 0 < ac + ab ↔ 0 < b + c)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3, âòîðîé - íà óðîâíå 2.
23. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè äèçúþíêöèè äâóõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

∀ab(0 < ab → a < 0 ∨ 0 < b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøå"

Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðà-
òîð "óñììåíüøå". Îïèñàíèå åãî ïðèåìîâ áóäåò äàíî íèæå, çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ
ïðèåìàìè, èñïîëüçóþùèìè äàííûé îïåðàòîð. Èõ òåîðåìà èìååò âèä:
∀ab(a < b → a < b)
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âñå ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü óñëîâèÿìè íà êîíòåêñò ñðàáà-
òûâàíèÿ. Íà÷íåì ñ âåðñèè ïðèåìà, ïðèìåíÿåìîé â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå. Ôèëüòðû
ýòîé âåðñèè òàêîâû:

1. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî, òî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (íèæíÿ-
ÿãðàíü x). Äëÿ ýòîé ñèòóàöèè ñîçäàíà äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ ìåíü-
øèé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ (ñì.íèæå). Òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîïûòêà
áûñòðîé ïðîâåðêè ïåðåä ïðèìåíåíèåì òðóäîåìêîãî àëüòåðíàòèâíîãî ñïîñîáà
äîêàçàòåëüñòâà (äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé x).

2. Åñëè íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, çàâèñÿùåå îò íåèçâåñò-
íûõ, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å îí ðàâåí 2.

3. Íåðàâåíñòâî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
4. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, òî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíü-

øå". Òàêîé êîììåíòàðèé îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî ýòàï ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ
íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà. Àíàëîãè÷íî, åñëè íåðà-
âåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ýòî óñëîâèå íå èìååò êîììåí-
òàðèÿ "ñòàíäìåíüøå".

5. Åñëè ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåìîå íåðà-
âåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è ëèáî ðàñïîëîæåíî â åå óñëîâèè ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, òî íåâåðíî, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåèçâåñòíóþ, à äðóãàÿ ÷àñòü èçâåñòíà.

6. Íå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå.
7. Íåðàâåíñòâî íå ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêå, ïîëó÷åííîé ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé.
8. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, òî íåðàâåíñòâî íå èìååò âèäà 0 < b, ãäå

b - ïåðåìåííàÿ. Òàêèå íåðàâåíñòâà ïîëåçíû, äàæå åñëè îíè âûòåêàåò èç äðóãèõ
ïîñûëîê.

9. Íå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî".
10. Åñëè íåðàâåíñòâî âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî ýòà çàäà÷à íå èìååò

öåëè (èçâåñòíî . . .) ëèáî (íåçàâèñèò . . .).
Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Ïðî÷èå âåðñèè ïðèåìà ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ ñëåäóþùèõ ñèòóàöèé:

1. Ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì çàäà÷è è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à è ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå íå
èìåþò êîììåíòàðèÿ "ñòàíäìåíüøå". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, äàæå åñëè íåðàâåí-
ñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.

2. Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòàðèé
(íèæíÿÿãðàíü x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Íåðàâåíñòâî âõîäèò â äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è íå èìå-
åò ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ âíåøíèìè êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè. Óñïåøíîå
ïðèìåíåíèå ïðèåìà èíîãäà ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü äèçúþíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøåè-
ëèðàâíî"

Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïå-
ðàòîð "óñììåíüøåèëèðàâíî". Åãî ïðèåìû áóäóò îïèñàíû íèæå, çäåñü æå ïðèâåäåì
ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê îïåðàòîðó äëÿ óñìîòðåíèÿ ëîæíîñòè ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.
∀ab(b ≤ a → ¬(a < b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì"; îí çàìåíÿåò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî a < b íà êîí-
ñòàíòó "ëîæü". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, äåëàþùèé ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áûñòðîé.
Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå è òåêóùåå óñëîâèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å îí ðàâåí 3. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå (îíè âñòðå÷àëèñü ó ïðèåìîâ, ïðåäïðèíèìàþùèõ ïî-
ïûòêó óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà):

1. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, òî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíü-
øå".

2. Íå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå.
3. Åñëè ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåìîå íåðà-

âåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è ëèáî ðàñïîëîæåíî â åå óñëîâèè ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, òî íåâåðíî, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåèçâåñòíóþ, à äðóãàÿ ÷àñòü èçâåñòíà.

4. Íå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî".
Åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà ïðèìåíÿåòñÿ ê íåðàâåíñòâàì, âõîäÿùèì â äèçúþíêòèâíûå
óñëîâèÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Îíà èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1.

Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

∀ab(0 < a− b → ¬(0 < b− a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí óñìàòðèâàåò â êîíòåêñòå âõîæäåíèå íåðà-
âåíñòâà 0 < a − b è çàìåíÿåò íåðàâåíñòâî 0 < b − a íà êîíñòàíòó "ëîæü". Ïîïûò-
êà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè íåðàâåíñòâà, âõîäÿùåãî â
óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå âíóòðè äèçúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "ïðîâìåíüøå" äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ

Êðîìå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà "óñììåíüøå", äëÿ ïðîâåðêè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñî-
çäàí åùå îäèí îïåðàòîð - "ïðîâìåíüøå". Îí ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò âîçìîæíîñòè
ïåðâîãî îïåðàòîðà, íî ðàáîòàåò ìåäëåííåå. Ïîýòîìó ïî óìîë÷àíèþ êîìïèëÿòîð èñ-
ïîëüçóåò â ïðèåìàõ ïåðâûé îïåðàòîð. Ïðèåìû îïåðàòîðà "ïðîâìåíüøå" áóäóò ïðè-
âåäåíû íèæå, çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ ïðèåìîì, îáðàùàþùèìñÿ ê äàííîìó îïåðàòîðó:
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∀ab(a < b → a < b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Åãî àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîâåð-
êà", îçíà÷àþùèì ïðèìåíåíèå óñèëåííîé âåðñèè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Íåðàâåí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü
ýòîé çàäà÷è äîëæåí áûòü áîëüøå 4. Ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó
âûïîëíÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêàÿ îöåíêà âîçìîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà ýëåìåí-
òàðíûìè ñðåäñòâàìè, ðåàëèçóåìàÿ îïåðàòîðîì ôèëüòðà "ôèëüòðíåðàâåíñòâà". Ïî-
ñëåäíèé ñîäåðæèòñÿ â ïîäðàçäåëå áàçû ïðèåìîâ, ïîñâÿùåííîì äîêàçàòåëüñòâó íåðà-
âåíñòâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé. Îí áëîêèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè âû-
ïîëíåíèè ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

1. Íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò â íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå âõî-
æäåíèå (äîñòèæèìîå èç êîðíÿ ÷åðåç îïåðàöèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå",
"äðîáü", "ìîäóëü", îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé è îòíîøåíèÿ "ðàâíî", "ìåíüøå", "ìåíü-
øåèëèðàâíî"), à òàêæå âõîæäåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

2. Íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò â íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïîä òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé, à òàêæå èìååò âõîæäåíèå íå ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
îïåðàöèåé.

3. Íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò â íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïîä îä-
íîé èç îïåðàöèé "ëîãàðèôì", "àðêñèíóñ", "àðêòàíãåíñ", "àðêêîñèíóñ", à òàêæå
èìååò âõîæäåíèå íå ïîä ýòîé æå îïåðàöèåé.

4. Íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò â íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â ïîêàçà-
òåëå ñòïåíè, à òàêæå èìååò âõîæäåíèå íå â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

Óêàçàòåëü "êëþ÷(ïðîâìåíüøå)" áëîêèðóåò ïîâòîðíûå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íåðàâåíñòâà ïîä êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè

Äëÿ íåðàâåíñòâ, ïåðåìåííûå êîòîðûõ ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè èëè îïèñàòå-
ëÿìè, ïðåäóñìîòðåíû ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû. Îáû÷íî ïîäêâàíòîðíîå âûðàæåíèå
óäàåòñÿ ñèëüíî óïðîñòèòü äðóãèìè ïðèåìàìè, òàê ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü ïðè-
åìû îðèåíòèðîâàíû íà ïðîñòåéøèå ñòàíäàðòíûå ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå ïîñëå ïðåîá-
ðàçîâàíèé.

1. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðèåìû óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü êâàí-
òîðà, çàìåíÿÿ åãî íà êîíñòàíòó "èñòèíà", ëèáî çàìåíÿþò êâàíòîð íà áåñêâàí-
òîðíîå óòâåðæäåíèå, ëèáî óñòðàíÿþò ÷àñòü ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðà.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé ñïèñîê ïðèåìîâ íèêîèì îáðàçîì íå ïðåòåí-
äóåò íà ïîëíîòó. Â íåì ñîáðàíû âñåãî ëèøü òå ñëó÷àè, êîòîðûå ïîíàäîáèëèñü
äëÿ ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ çàäà÷.
∀abd(∃c(c < b & a < c & c− ÷èñëî & d) ↔ a < b & d)

Ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò â òåðìû a, b, d. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà(ôèêñ(0 1 2
2)ìåíüøåèëèðàâíî)" ðàçðåøàåò âìåñòî ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà a < c èäåíòèôè-
öèðîâàòü íåñòðîãîå. Óêàçàòåëü "åäèíèöà(èñòèíà õ4)" ðàçðåøàåò îòñóòñòâèå äî-
ïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé d. Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà âûïîëíÿþò àíàëîãè÷-
íóþ áåñêâàíòîðíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó:
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∀abde(∃c(c < b & a < c & c− ÷èñëî & ¬(c = e) & d) ↔ a < b & d)

∀a(∃n(n− íàòóðàëüíîå & n < a) ↔ 1 < a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ýòèõ ïðèåìîâ ðàâåí 0. Äëÿ óñìîòðåíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ÷èñëà çàäàííîãî òèïà, áîëüøåãî ëèáî ìåíüøåãî äðóãîãî ÷èñëà, ñëóæàò
ñëåäóþùèå ïðèåìû, òîæå ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 0:
∀a(a− ÷èñëî→ ∃b(b− ÷èñëî & a < b))

∀a(a− ÷èñëî→ ∃b(b− ÷èñëî & b < a))

∀ac(a− ÷èñëî→ ∃b(b− ÷èñëî & a < b & ¬(b = c)))

∀ac(a− ÷èñëî→ ∃b(b− ÷èñëî & b < a & ¬(b = c)))

∀a(a− ÷èñëî→ ∃b(b < a))

∀a(a− ÷èñëî→ ∃b(a < b))

∀a(a− ÷èñëî→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & a < n))

∀a(a− ÷èñëî→ ∃n(n− öåëîå & a < n))

∀a(a− ÷èñëî→ ∃n(n− rational & a < n))

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåìû, èñêëþ÷àþùèå îäíó èç ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè.
∀fg(∃xy(x− ÷èñëî & x < f(y) & g(y)) ↔ ∃y(g(y)))

Óêàçàòåëü "îòîáðàæåíèå(õ6 õ7)" îïðåäåëÿåò ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå f, g,
ò.å. ðàçðåøàåò èäåíòèôèöèðîâàòü f(y), g(y) ñ ïðîèçâîëüíûìè òåðìàìè. Óêàçà-
òåëü "äðîáü(ôèêñ(0 1 3 2))" ðàçðåøàåò ïåðåñòàâëÿòü ïðè èäåíòèôèêàöèè ÷àñòè
íåðàâåíñòâà. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)" îçíà÷àåò, ÷òî y èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñî ñïèñêîì âñåõ îòëè÷íûõ îò x ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ýòîò ñïèñîê ìîæåò áûòü ïóñòûì, îäíàêî ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ24
ïóñòîåñëîâî))" òðåáóåò, ÷òîáû â íåì áûëà õîòÿ áû îäíà ïåðåìåííàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀axP (a(z)−rational& ¬(a(z) = 0) → ∃yz(0 < y & y−rational& x = a(z)y & P (z)) ↔
∃z(P (z) & x− rational & 0 < a(z)x))

Ïåðåìåííûå a, P - ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè, ê ñïèñêó ïîñûëîê êîòîðûõ äîáàâëÿþòñÿ êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ P (z). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà îáùíîñòè. Çäåñü ïðåäñòàâëåíû òîëüêî ïðèåìû, âûïîë-
íÿþùèå áåñêâàíòîðíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó.
∀ab(∀c(c ≤ a & c− ÷èñëî→ c < b) ↔ a < b)

∀ab(∀c(a ≤ c & c− ÷èñëî→ b < c) ↔ b < a)

∀ab(∀c(a ≤ c & c− ÷èñëî→ b ≤ c) ↔ b ≤ a)

∀ab(∀c(c ≤ a & c− ÷èñëî→ c ≤ b) ↔ a ≤ b)

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèåìàõ óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà(ôèêñ(0 1 3)ìåíüøå)", "àëü-
òåðíàòèâà(ôèêñ(0 1 6)ìåíüøå)" ðàçðåøàþò èäåíòèôèêàöèþ êàæäîãî èç íåðà-
âåíñòâ ëåâîé ÷àñòè ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì, ïðè÷åì ôèëüòð "èëè(çàãîëîâîê(
ôèêñ(0 1 3)ìåíüøå)çàãîëîâîê(ôèêñ(0 1 6)ìåíüøåèëèðàâíî))" çàïðåùàåò èäåí-
òèôèêàöèþ íåðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòå ñ íåñòðîãèì, à êîíñåêâåíòà - ñî ñòðîãèì
íåðàâåíñòâîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ ðàâíû 0.
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∀abc(∀x(x− ÷èñëî & ¬(x− a = 0) & |a− x| < b → |a− x| < c) ↔ b ≤ c)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.
∀abf (âîçðàñòàåò(λx(f(x), x − ÷èñëî), [a,∞)) & îäç(f(a)) → ∀x(a < x & x −
÷èñëî→ b < f(x)) ↔ b ≤ f(a))

∀abf (óáûâàåò(λx(f(x), x− ÷èñëî), [a,∞)) & îäç(f(a)) → ∀x(a < x & x− ÷èñëî→
f(x) < b) ↔ f(a) ≤ b)

Â ýòèõ ïðèåìàõ ïåðåìåííàÿ f âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ò.å. f(x)
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì âûðàæåíèåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåí-
íûé óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå f(x) ìîíîòîííî
óáûâàåò ëèáî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè x ≤ a. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûå îïåðàòîðû, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ìàòåìàòè-
÷åñêîìó àíàëèçó. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ëåãêîâèäåòü",
ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå f(a) èìååò ñìûñë. Äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé, îïèñûâàþùèõ î.ä.ç. äàííîãî
âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Â öåëî÷èñëåííîì ñëó÷àå ñîçäàí
ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀mn(0 ≤ n− 1 → ∀x(x− íàòóðàëüíîå & x ≤ m → x < n) ↔ [m] < n)

Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 2. Åñëè àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè, à êîíñåêâåíò - íåðàâåíñòâî, êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
äàåò óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ â èíòåðâàë:
∀Ab(∀x(x ∈ A → x− ÷èñëî & x < b) ↔ A ⊆ (−∞, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
3. Ïåðåíåñåíèå íåðàâåíñòâà â êîíñåêâåíò.
∀fgAB(∀x(A(x) & f(x) < g(x) → ¬B(x)) ↔ ∀x(A(x) & B(x) → g(x) ≤ f(x)))

Ïåðåìåííûå A, B, f, g âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ïåðåìåííàÿ x - óêà-
çàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ". Ñðàáàòûâàíèå áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷à-
ÿõ:
(a) B(x) èìååò âèä y = t, ãäå y - ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ âíåøíåãî îïèñàòåëÿ

"êëàññ".
(b) Îäíî èç âûðàæåíèé f(x), g(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ, íå âõîäÿ-

ùóþ â äðóãîå âûðàæåíèå.
Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüòñòâî, è óòâåðæäåíèå B(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì, òî ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2, èíà÷å - íà óðîâíå 4.

4. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ óñìîòðåíèÿ îòðèöàíèÿ
ðàâåíñòâà.
∀afg(f(a) & ∀x(f(x) → 0 < g(x)) → ¬(g(a) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ g íå âûäåëåíà óêàçàòåëåì
"îòîáðàæåíèå", ò.å. îáîçíà÷àåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ. Ôèëüòð "îòð" îçíà÷àåò,
÷òî óòâåðæäåíèå ¬(g(a) = 0) ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé ëèáî óñëîâèåì çàäà÷è. Âòîðîé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé èç òåêóùåãî êîíòåê-
ñòà. Ïåðåìåííàÿ f âûäåëåíà óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ò.å. f(x) èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé àíòåöåäåíòîâ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
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"ñëåäñòâèå" - îí ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ñâåäåíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñ íåðàâåíñòâîì â êîíñåêâåíòå ê óñëîâèþ
âêëþ÷åíèÿ îáðàçà â èíòåðâàë.
∀abfg(∀x(x−÷èñëî & f(x) → |g(x)+ a| < b) ↔ îáðàç(λx(g(x), x−÷èñëî), setx(x−
÷èñëî & f(x))) ⊆ (−a− b,−a + b))

Òàê êàê âìåñòî êâàíòîðà îáùíîñòè âîçíèêàþò äâà îïèñàòåëÿ - "îòîáðàæåíèå" è
"êëàññ", ïðèåì íå îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè óïðîùàþùèõ. Îí ïðèìåíÿåòñÿ â ñïå-
öèàëüíûõ ñëó÷àÿõ - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ äîëæíà ÿâëÿòüñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð", âûðàæåíèÿ a, b, g(x) íå äîëæíû ñîäåð-
æàòü íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå f(x) äîëæíî èõ ñîäåðæàòü. Ïåðåìåííûå f, g
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Ôàêòè-
÷åñêè ïðèåì ðåøàòåëåì íå èñïîëüçóåòñÿ.

6. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Èíîãäà ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â âûðàæåíèÿõ, îïðåäåëÿþ-
ùèõ ãðàíèöû ïðîìåæóòêà, ïîçâîëÿåò óñìîòðåòü ñòàíäàðòíûé âèä ýòîãî ïðîìå-
æóòêà, èñïîëüçóåìûé ïðè èñêëþ÷åíèè êâàíòîðà èëè îïèñàòåëÿ. Ðàñêðûâàíèå
ñêîáîê âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀abcdenx(a(b + c) + d = e → x < a(b + c) + d ↔ x < e)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ". Íåðàâåíñòâî äîëæíî
áûòü ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ëèáî ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ",
ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ x äîëæíà ñâÿçûâàòüñÿ ýòè êâàíòîðîì èëè îïèñàòåëåì. Íåðà-
âåíñòâî äîëæíî âõîäèòü â ñîñòàâ êîíúþíêöèè, ñîäåðæàùåé òàêæå âñòðå÷íîå
ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå ëèáî ïåðåìíîæåíèå. Åñëè îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ ëèáî ïåðåìíîæå-
íèÿ çàäàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâ, íå ðàçðåøåííûõ ÿâíî îòíîñèòåëüíî
âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé, òî äëÿ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ òàêîå ðàçðåøåíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ:
∀abci(0 < b → a + bi < c ↔ i < (c− a)/b)

∀abci(b < 0 → a + bi < c ↔ (c− a)/b < i)

Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", â ñâÿçûâàþùóþ
ïðèñòàâêó êîòîðîãî âõîäèò ïåðåìåííàÿ i. Ýòîò îïèñàòåëü ðàñïîëîæåí ïîä îïå-
ðàöèåé "ñóììàâñåõ" ëèáî "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ïåðåìåííàÿ i íå âõîäèò â âûðà-
æåíèÿ a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ

Â äîïîëíåíèå ê ïðèåìàì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ èñïîëüçó-
þòñÿ òàêæå óñêîðÿþùèå ïàêåòû "óðàâíìåíüøå", "óðàâíìåíüøåèëèðàâíî". Â íèõ ñî-
áðàíû íåñêîëüêî äåñÿòêîâ íåñëîæíûõ ïðèåìîâ, äóáëèðóþùèõ ïðèåìû ñêàíèðîâà-
íèÿ. Èíèöèèðóåò îáðàùåíèå ê ïàêåòó ïðèåì ñêàíèðîâàíèÿ, äåëàþùèé ïåðâûé øàã
öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé îòäåëüíîãî íåðàâåíñòâà, â òî âðåìÿ êàê ïàêåò âûïîëíÿåò
îñòàëüíûå øàãè. Íàèáîëåå ýôôåêòèâåí ýòîò ïðèíöèï ïðè ðàáîòå ñ äèçúþíêòèâíî-
êîíúþíêòèâíûìè ëîãè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ðàññìîòðåíèè
ïîäñëó÷àåâ. Ïî÷òè âåñü àíàëèç ïîäñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ âûíåñåí èç ñêàíèðîâàíèÿ,
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÷òî óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ âî ìíîãî ðàç. Óñêîðÿþùèå ïàêåòû áóäóò îïèñàíû íèæå,
çäåñü æå ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ:

1. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ −x < a, a < −x.
∀ab(a < −b ↔ b < −a)

∀ab(−b < a ↔ −a < b)

Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â çàäà÷å íà èññëåäî-
âàíèå. Äîïóñòèìûå çàãîëîâêè íàäóòâåðæäåíèé íåðàâåíñòâà - "è", "èëè", "íå",
"ñóùåñòâóåò". Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Åñëè a -
ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ âíåøíèì êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì "êëàññ", òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Íà òåõ æå òåîðåìàõ îñíîâàíû åùå äâà ïðèåìà, â êîòîðûõ b - íåêîíñòàíòíîå âû-
ðàæåíèå, a - êîíñòàíòà. Íàëè÷èå íåèçâåñòíûõ ýòèìè ïðèåìàìè èãíîðèðóåòñÿ.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1. Îäèí èç ïðèåìîâ áëîêèðóåòñÿ â ñïåöèàëüíûõ
ñèòóàöèÿõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â çàäà÷àõ íà êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè. Çàìå-
òèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ïðèåìû íå èñïîëüçîâàëè óñêîðÿþùèõ ïàêåòîâ ðåøåíèÿ
íåðàâåíñòâ.

2. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ x + a < b, b < x + a.
∀abc(b < a + c ↔ b− c < a)

∀abc(a < b− c ↔ a + c < b)

Ïåðâûé ïðèåì âûïîëíÿåò çàìåíó ñëåâà íàïðàâî, âòîðîé - ñïðàâà íàëåâî. Îãðà-
íè÷åíèÿ íà êîíòåêñò òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå: íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, äîïó-
ñòèìûå âíåøíèå ñèìâîëû - "è", "èëè", "íå", "ñóùåñòâóåò". Âûðàæåíèå a ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c - íå ñîäåðæàò. Ïðè ýòîì a èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà. Íåðàâåíñòâî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïðè-
åìû áëîêèðóþòñÿ, åñëè â çàäà÷å ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ, à íåðàâåíñòâà èãðàþò
ëèøü âòîðîñòåïåííóþ ðîëü. Òîãäà ó÷åò íåðàâåíñòâ áóäåò èìåòü õàðàêòåð "ïðî-
âåðêè" ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ. Óñìîòðåíèå
âòîðîñòåïåííîé ðîëè íåðàâåíñòâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ôèëüòðîì "áëîêíåðàâåíñòâà",
ïðîâåðÿþùèì íàëè÷èå óðàâíåíèé - êîðíåâûõ ëèáî âíóòðè äèçúþíêöèé. Â ñïå-
öèàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ðåøåíèå çàäà÷è íà îòûñêàíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé, íàëè÷èå
ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé, âõîäÿùåé â íåðàâåíñòâî) äàííàÿ
áëîêèðîâêà îòìåíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ, åñëè b - ïåðåìåííàÿ,
ñâÿçàííàÿ âíåøíèì êâàíòîðîì èëè îïèñàòåëåì "êëàññ", à òàêæå ïðè òåêñòîâîì
àíàëèçå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ xa < b, b < xa.
∀abc(b < ac ↔ c < 0 & a < b/c ∨ 0 < c & b/c < a ∨ c = 0 & b < 0)

∀abc(ac < b ↔ c < 0 & b/c < a ∨ 0 < c & a < b/c ∨ c = 0 & 0 < b)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûëêó çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Äîïóñòèìûå çàãîëîâêè íàäòåðìîâ - "è", "èëè", "íå", "ñóùåñòâó-
åò". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c - íå ñîäåðæàò. Ïðè
ýòîì óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ1 íå(èçâåñòíî(õ1)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ a
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êàê ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà. Íåðàâåíñòâà a < b/c, b/c < a îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâ-
íìåíüøå", êîòîðûé â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ äîâîäèò èõ ðåøåíèå äî êîíöà. Íà-
ïðèìåð, òàêèì îáðàçîì ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà ñ ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìíîæèòåëåé â îäíîé ÷àñòè è èçâåñòíîé äðóãîé ÷àñòüþ.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî íàêðûâàåò ìåòîä èíòåðâàëîâ. Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòî-
ðó "óðàâíìåíüøå" åìó ïåðåäàåòñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêè ñîïðî-
âîæäàþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ c. Ïîñëåäíåå îáðàáàòûâàåòñÿ ëèøü íîðìàëèçàòî-
ðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììåíüøå". Óñëîâèå c = 0 òîæå îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì÷èñëî". Òàêèì îáðàçîì, ñðàçó
îòñåêàþòñÿ çàâåäîìî íåâûïîëíèìûå ïîäñëó÷àè. Âåñü çàìåíÿþùèé òåðì îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã", ó÷èòûâàþùèì îáðàùåíèå ïîäòåðìîâ
â ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû "èñòèíà", "ëîæü". Ïîýòîìó, åñëè óäàcòñÿ óñìîòðåòü
îïðåäåëåííûé ñòðîãèé çíàê âûðàæåíèÿ c, çàìåíÿþùèé òåðì ñîõðàíèò ëèøü
åäèíñòâåííûé ïîäñëó÷àé. ×òîáû óïðîñòèòü ðàáîòó ïåðå÷èñëåííûõ íîðìàëèçà-
òîðîâ, ïåðåä îáðàùåíèåì ê íèì âûðàæåíèÿ b, c îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "âèäóìíîæåíèå".

4. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè âñåõ ñëàãàåìûõ è ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
íåðàâåíñòâà. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûå:
∀ab(a < b ↔ 0 < b− a)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûëêó çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Äîïóñòèìûå çàãîëîâêè íàäòåðìîâ - "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò".
Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ, åñëè îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñòíóþ, íå
âõîäÿùóþ â äðóãóþ ÷àñòü. Åñëè íåðàâåíñòâî ñîäåðæèò ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûìè
ïîêàçàòåëÿìè, òî óäàëÿþòñÿ êîììåíòàðèè, áëîêèðóþùèå ïîâòîðíóþ ïîïûòêó
ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Çàìåíÿþùåå íåðàâåíñòâî îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå", êîòîðûé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáåñïå÷èâàåò åãî ÿâ-
íîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïîëîæèòåëüíîñòü ëèáî îòðèöàòåëüíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðîèñõîäèò ðàçáèåíèå
íåðàâåíñòâà íà ãðóïïó áîëåå ïðîñòûõ íåðàâåíñòâ:
∀ab(ab < 0 ↔ a < 0 & 0 < b ∨ 0 < a & b < 0)

∀ab(0 < ab ↔ a < 0 & b < 0 ∨ 0 < a & 0 < b)

Ïðåîáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è íå èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé. Ñîìíîæèòåëü a
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íåðàâåíñòâà a < 0, 0 < a îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "óðàâíìåíüøå", íåðàâåíñòâà 0 < b, b < 0 - ëèáî ýòèì æå íîðìàëèçàòîðîì,
ëèáî (ïðè îòñóòñòâèè â íèõ íåèçâåñòíûõ) íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè "íîðììåíüøå". Âñÿ çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðàìè "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ" è "íîðìëîã". Ïåðâûé èç íèõ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ
óïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíî-êîíúþíêòèâíûõ ëîãè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ñ íåðàâåí-
ñòâàìè è áóäåò îïèñàí íèæå. Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2. Â ñëó÷àå çàäà÷
íà èññëåäîâàíèå ñîçäàíû äîïîëíèòåëüíûå âåðñèè óêàçàííûõ äâóõ ïðèåìîâ. Îíè
ñðàáàòûâàþò òîëüêî ïðè íàëè÷èè öåëè "ëèíèÿ", óêàçûâàþùåé íà èññëåäîâàíèå
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ñâîéñòâ ëèíèè, çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì. Çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæà-
åòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

6. Óñòðàíåíèå äðîáíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûìè. Íåðàâåíñòâà äëÿ äðîáè
ïðåîáðàçóþòñÿ â íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ:
∀abc(b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → c < a/b ↔ 0 < b & bc < a ∨ b < 0 & a < bc)

∀abc(b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → a/b < c ↔ 0 < b & a < bc ∨ b < 0 & bc < a)

Íåðàâåíñòâî äîëæíî âõîäèòü â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûëêó çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ëèáî a, ëèáî b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, c - íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Äîïóñòèìûå çàãîëîâêè íàäòåðìîâ - "è", "èëè". Çàäà÷à íå èìååò
óðàâíåíèé. Íåðàâåíñòâà a < bc, bc < a îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâ-
íìåíüøå", íåðàâåíñòâà 0 < b, b < 0 - íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìóñì" è "óðàâí-
ìåíüøå" ëèáî (ïðè îòñóòñòâèè íåèçâåñòíûõ) "íîðììåíüøå". Âñÿ çàìåíÿþùàÿ
êîíñòðóêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ" è "íîðì-
ëîã". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3, ïðè÷åì ñðàáàòûâàíèå âòîðîãî ïðèåìà
íà óðîâíå 1 ïðè íàëè÷èè â íåðàâåíñòâå ëîãàðèôìîâ ñ ðàçëè÷íûìè îñíîâàíèÿìè
áëîêèðóåòñÿ.

7. Îáúåäèíåíèå äâóõ îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ. Ïî ìåðå òîãî, êàê îòäåëüíûå
íåðàâåíñòâà çàäà÷è ÿâíî ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé, âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ îäíîíàïðàâëåííûõ íåðàâåíñòâ, îãðàíè÷èâà-
þùèõ äèàïàçîí èçìåíåíèÿ îäíîé è òîé æå íåèçâåñòíîé. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå
îáúåäèíåíèå ïðèâîäèò ê ðàçáîðó ñëó÷àåâ.
∀abc(a ≤ c & b < c ↔ 0 < a− b & a ≤ c ∨ ¬(0 < a− b) & b < c)

∀abc(c ≤ a & c < b ↔ a− b < 0 & c ≤ a ∨ ¬(a− b < 0) & c < b)

∀abc(c < a & c < b ↔ 0 ≤ a− b & c < b ∨ ¬(0 ≤ a− b) & c < a)

∀abc(a < c & b < c ↔ 0 ≤ a− b & a ≤ c ∨ ¬(0 ≤ a− b) & b < c)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)", êàæäûé èç íèõ çàìå-
íÿåò äâà óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå íà îäíî íîâîå óòâåðæäåíèå. Ëèáî âûðà-
æåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò, ëèáî âûðàæåíèå
c îòëè÷íî îò íóëÿ, à âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Íåðàâåíñòâà íå èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé, ïåðåìåííûå êîòîðûõ
âõîäÿò â ïðåîáðàçóåìûå íåðàâåíñòâà. Åñëè êðîìå äâóõ ïðåîáðàçóåìûõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ íåèçâåñòíîé c èìååòñÿ ðîâíî îäíî íåèçâåñòíîå íåðàâåíñòâî, ïðèåì
îíî îãðàíè÷èâàåò c ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Â ýòîé
ñèòóàöèè ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå ïðèåìû (ñì. íèæå), îáåñïå÷èâàþùèå áîëüøåå
óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé. Òàê êàê ïðåîáðàçóåìûå íåðàâåíñòâà âîçíèêàþò â çàäà-
÷å íå îäíîâðåìåííî, à èíèöèàëèçàöèÿ ïðèåìà ïðîèñõîäèò ïî êàêîìó-òî îäíîìó
èç íèõ, ïðåäóñìîòðåíû íåñêîëüêî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ - 1,3,5 è 7. Åñëè íà
ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ èíèöèàëèçèðóþùåãî íåðàâåíñòâà âòîðîå íåðàâåíñòâî îòñóò-
ñòâîâàëî, íî ïîÿâèëîñü íå ïîçäíåå óðîâíÿ 7, òî ïðèåì âñå-òàêè ñðàáîòàåò. Äëÿ
çàäà÷ ñ öåëüþ "ïðèìåð" è çàäà÷, èìåþùèõ áîëåå îäíîé öåëî÷èñëåííîé ïåðå-
ìåííîé, ñðàáàòûâàíèå íà óðîâíå 1 áëîêèðóåòñÿ. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íîðìàëèçàòîðîâ, ïðè÷åì ñîáñòâåííî íåðàâåíñòâà ñ
c íèêàê íå íîðìàëèçóþòñÿ (îíè óæå èìåëèñü â çàäà÷å). Íåðàâåíñòâà ñ ðàçíî-
ñòüþ a è b ïðåîáðàçóþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè íåðàâåíñòâ äëÿ èçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ "ñòàíäìåíüøå", "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî". Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, ýòè íåðà-



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 753

âåíñòâà ÿâíî ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ. Êàæäàÿ èç êîíúþíêöèé
íåðàâåíñòâ è âñÿ äèçúþíêöèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñêëåéêàíåðà-
âåíñòâ". Íàêîíåö, âñå çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìëîã". Â ðåçóëüòàòå, êàê ïðàâèëî, äèçúþíêöèÿ èç çàìåíÿþùåãî òåðìà
èñêëþ÷àåòñÿ, è îñòàåòñÿ ëèøü òàì, ãäå ñðàâíåíèå âûðàæåíèé a, b íåî÷åâèäíî.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ çàìåíÿþùèé òåðì ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ"
(ïðè óñòðàíåííîé äèçúþíêöèè îí äàëåå èãíîðèðóåòñÿ).
Åñëè îñòàþòñÿ âñåãî òðè íåèçâåñòíûõ íåðàâåíñòâà, äâà èç êîòîðûõ îãðàíè÷è-
âàþò íåèçâåñòíóþ ñ îäíîé ñòîðîíû, à òðåòüå - ñ äðóãîé, òî ïðèìåíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ" ïî-
ïûòêó îäíîâðåìåííîãî óïðîùåíèÿ âñåé òðîéêè íåðàâåíñòâ:
∀abcd(a < c & b < c & c < d ↔ (0 ≤ a− b & a < c ∨ ¬(0 ≤ a− b) & b < c) & c < d)

∀abcd(c < a & c < b & d < c ↔ (0 ≤ a− b & c < b ∨ ¬(0 ≤ a− b) & c < a) & d < c)

∀abcd(c ≤ a & c < b & d < c ↔ (a− b < 0 & c ≤ a ∨ ¬(a− b < 0) & c < b) & d < c)

∀abcd(a ≤ c & b < c & c < d ↔ (0 < a− b & a ≤ c ∨ ¬(0 ≤ a− b) & b < c) & c < d)

Ïðèåìû ñíàáæåíû óêàçàòåëÿìè "àëüòåðíàòèâà", ïîçâîëÿþùèìè îáðàáàòûâàòü
òàêæå íåñòðîãèå âñòðå÷íûå íåðàâåíñòâà. Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèÿ a, b, d èçâåñòíû. Çàäà÷à íå èìååò äðóãèõ íåèçâåñòíûõ
íåðàâåíñòâ è íå èìååò óðàâíåíèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìûìè íåðà-
âåíñòâàìè ïî ñâîèì ïåðåìåííûì. Íåðàâåíñòâà íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1,3,5,7; çàìåíÿþùèé òåðì ñîïðî-
âîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Íîðìàëèçàöèÿ àíàëîãè÷íà ïðåäû-
äóùèì ïðèåìàì, íî âìåñòî âíóòðåííåé äèçúþíêöèè íîðìàëèçóåòñÿ âåñü çàìå-
íÿþùèé òåðì.
Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "ïðèìåð", òî îáúåäèíåíèå îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ
âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé "ìèíèìóì" è "ìàêñèìóì":
∀abx(a < x & b < x ↔ max(a, b) < x)

∀abx(x < a & x < b ↔ x < min(a, b))

Îáà íåðàâåíñòâà ñóòü óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

8. Ó÷åò íåâûðîæäåííîñòè ïðîìåæóòêà äëÿ íåèçâåñòíîé. Íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ
îòâåòà ìîãóò âñòðåòèòüñÿ äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâà äëÿ íåèçâåñòíîé
x. ×òîáû â îòâåòå ÿâíî áûëî îáîçíà÷åíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ïðîìåæóò-
êà èçìåíåíèÿ x, äîáàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà äëÿ êîíöîâ ýòîãî
ïðîìåæóòêà:
∀abcd(d = (b < c) & b < x & x < c → d)

∀abcd(d = (b < c) & b ≤ x & x < c → d)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ íà ýòàïå ðåäàê-
òèðîâàíèÿ îòâåòà ê äâóì íåðàâåíñòâàì, ÿâëÿþùèìñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû, ïðè÷åì õîòÿ áû
îäíî èç íèõ íåêîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò íàõîäèò ðåçóëüòàò d îáðàáîòêè íåðà-
âåíñòâà äëÿ b, c íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå". Äëÿ óñêîðåíèÿ èç ïîñûëîê
èñêëþ÷àþòñÿ ïðè ýòîì âñå íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d ëèáî
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ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé "ëîæü", ëèáî íåêîíñòàíòíîå. Åñëè çàäà÷à èìååò äèçúþíê-
òèâíîå óñëîâèå áåç íåèçâåñòíûõ, ñîäåðæàùåå íåðàâåíñòâà, òî ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ. Îí áóäåò ïðèìåíåí âíóòðè ïîäçàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ
ïî äàííîé äèçúþíêöèè. Êîììåíòàðèé (ñâÿçïåðåìåííàÿ x) áëîêèðóåò ïîâòîðíîå
ïðèìåíåíèå ïðèåìà. Ïðèåìû ââîäÿò êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíüøå", áëîêèðóþ-
ùèé äàëüíåéøèå ïîïûòêè óïðîùåíèÿ íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ. Óêàçàòåëü
"àëüòåðíàòèâà(ôèêñ(3)ìåíüøåèëèðàâíî)" ó ïåðâîãî ïðèåìà ðàçðåøàåò âìåñòî
ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà x < c èäåíòèôèöèðîâàòü íåñòðîãîå.

9. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ íåèçâåñò-
íîãî âûðàæåíèÿ.
∀abc(a ≤ c & 0 ≤ a− b → ¬(c < b))

∀abc(c < a & 0 ≤ b− a → ¬(b < c))

∀abc(c ≤ a & 0 ≤ b− a → ¬(b < c))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è çàìåíÿþò ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåí-
ñòâî äëÿ c íà êîíñòàíòó "ëîæü". Ýòî íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Ëèáî îíî ñîâïàäàåò ñ äàííûì óñëîâèåì, ïðè÷åì âûðàæåíèå c ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå è îòñóòñòâóåò óðàâíåíèå, èìåþùåå ñ íåðàâåíñòâîì îáùèå
ïåðåìåííûå, ëèáî èìååò ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà, íåðàâåíñòâî íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ, c - íåêîíñòàíòíîå âûðàæåíèå, à a, b - êîíñòàíòíûå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà ïðåîáðàçóå-
ìîãî íåðàâåíñòâà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×òîáû
îáëåã÷èòü ïðîâåðêó, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçëîæèòü b−a íà ìíîæèòåëè.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1,3 è 6. Èìååòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêî-
ñòè. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ñòàíäìåíüøå", à òàêæå ïðè
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, âîçíèêøåãî ïîñëå ðàçáîðà ñëó÷àåâ,
òàê êàê ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ åãî â óêàçàííûõ ñèòóàöèÿõ èçáûòî÷íû. Çàìåòèì,
÷òî ïðè íàëè÷èè äâóõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íîé,
è îòäåëüíûé ïðèåì ñ êîíñåêâåíòîì ¬(c < b) íå îáÿçàòåëåí.

10. Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà.
∀abcdepqr(d = b2 + 4ac & p =

√
d & q = (−b − p)/2a & r = (−b + p)/2a → c <

ae2 + be ↔ a < 0 & 0 ≤ d & (p < 0 & q < e & e < r ∨ 0 ≤ p & r < e & e <
q) ∨ 0 < a & (d < 0 ∨ 0 ≤ d & (p < 0 & (e < r ∨ q < e) ∨ 0 ≤ p & (e < q∨ r <
e))) ∨ a = 0 & c < be)

∀abcdepqr(d = b2 +4ac & p =
√

d & q = (−b− p)/2a & r = (−b+ p)/2a → ae2 + be <
c ↔ 0 < a & 0 ≤ d & (0 ≤ p & q < e & e < r ∨ p < 0 & r < e & e < q) ∨ a <
0 & (d < 0 ∨ 0 ≤ d & (0 ≤ p & (e < r ∨ q < e) ∨ p < 0 & (e < q ∨ r <
e))) ∨ a = 0 & be < c)

Ïðåîáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå
e ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c - íå ñîäåðæàò. Çàäà÷à íå èìååò óðàâ-
íåíèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ íåðàâåíñòâîì ïî ñâîèì ïåðåìåííûì, è íå èìååò äèçú-
þíêòèâíûõ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò äèñêðè-
ìèíàíò d, îáðàùàÿñü ïîñëåäîâàòåëüíî ê íîðìàëèçàòîðàì "íîðìïëþñ", "ñòàíä-
ïëþñ", "âèäóìíîæåíèå". Âòîðîé àíòåöåäåíò óïðîùàåò êâàäðàòíûé êîðåíü èç
äèñêðèìèíàíòà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìñòåïåíü" è îòáðàñûâàåò âíåø-
íèé çíàê ìîäóëÿ, åñëè îí åñòü. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âû÷èñëÿþò
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êîðíè òðåõ÷ëåíà: ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ÷èñëè-
òåëè äðîáåé, è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì-
äðîáü". Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ
ëèáî îòðèöàòåëåí. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïðåäóñìîòðåíû îñîáûå ïðèåìû:
∀abcde(b

2 + 4ac = 0 → c < ae2 + be ↔ 0 < a & ¬(2ae + b = 0) ∨ a = 0 & c < 0)

∀abcde(b
2 + 4ac = 0 → ae2 + be < c ↔ a < 0 & ¬(2ae + b = 0) ∨ a = 0 & 0 < c)

∀abcde(d = b2 + 4ac & d < 0 → ae2 + be < c ↔ a < 0)

∀abcde(d = b2 + 4ac & d < 0 → c < ae2 + be ↔ 0 < a)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ ðàâíû 2.
11. Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ñ íåèçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè.

∀abcdefg(f = a(b + c)d + e → a(b + c)d + e < g ↔ f < g)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d -
íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, ìåíüøàÿ 6 (âîçìîæíî, ðàâíàÿ 1). Îñíîâàíèå ñòåïåíè
b + c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íåèçâåñòíûõ íå ñîäåð-
æèò. Ëèáî a, ëèáî d îòëè÷íî îò åäèíèöû; ëèáî e, ëèáî g îòëè÷íî îò 0. Çàäà÷à
íå èìååò óðàâíåíèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ïðåîáðàçóåìûì íåðàâåíñòâîì ïî ñâîèì
ïåðåìåííûì. Âûðàæåíèå e íå èìååò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ, âûðàæåíèå a íå ñîäåð-
æèò êîíå÷íûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðàì
"íîðìïëþñ", "ñòàíäïëþñ", "óðàâíïëþñ". Çàìåíÿþùåå íåðàâåíñòâî îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå íå
óâåëè÷èâàåò ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû âõîæäåíèé íè îäíîé èç íåèçâåñòíûõ, ïðè-
÷åì õîòÿ áû äëÿ îäíîé íåèçâåñòíîé - ñòðîãî óìåíüøàåò òàêóþ ãëóáèíó. Ïîä
ãëóáèíîé âõîæäåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî åãî íàäòåðìîâ. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
ýòî ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê íîðìàëèçàòîð "óðàâíìåíü-
øå" ñìîã ÿâíî ðàçðåøèòü íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü
"äðîáü(ôèêñ(0 1)ôèêñ(0 2))" ðàçðåøàåò ïðèìåíÿòü ïðèåì ñ ïåðåñòàíîâêîé ÷à-
ñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
∀abc(c = b− a → a < b ↔ 0 < c)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò ëèáî â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî â ïîñûëêó çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è
îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. Åñëè îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íóëåâàÿ, òî äðóãàÿ
íå èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíîãî çàãîëîâêà ("óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü").
Îòñóòñòâóþò óðàâíåíèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ íåðàâåíñòâîì ïî ñâîèì ïåðåìåí-
íûì. Çàäà÷à íå èìååò öåëè "èçâåñòíî". Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòî-
ðàì "íîðìïëþñ", "âèäóìíîæåíèå", "óðàâíïëþñ". Äëÿ îöåíêè öåëåñîîáðàçíîñòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîò æå îïåðàòîð ôèëüòðà "ôèëüòðìíîæèòåëåé",
êîòîðûé âîçíèêàë ðàíåå â ïðèåìå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëèáî ýòîò îïåðàòîð îêàçàëñÿ èñòèííûì, ëèáî õî-
òÿ áû îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà èìåëà ñâîèì ñëàãàåìûì íåèçâåñòíóþ äðîáü,
ëèáî âûðàæåíèå c èìåëî äëèíó, ìåíüøóþ ÷åì õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî íè îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íå
ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé äðîáüþ. Åñëè îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà - ïåðåìåííàÿ, íå
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âõîäÿùàÿ â äðóãóþ ÷àñòü è ñâÿçàííàÿ âíåøíèì îïèñàòåëåì "êëàññ", òî ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ. Ïðè ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà ïðîèñõîäèò óäàëåíèå êîììåíòàðè-
åâ, áëîêèðóþùèõ ïîâòîðíóþ ïîïûòêó ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6.

13. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâ ñ ðàäèêàëàìè. Åñëè ÷èñëî ðàäèêàëîâ ìåíåå
òðåõ, òî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcde(0 ≤ c & e = a2c− (d− b)2 → a

√
c+ d < b ↔ d < b & (a < 0 ∨ e < 0) ∨ a <

0 & 0 < e)

∀abcde(0 ≤ c & e = a2
√

c − (d − b)2 → a 4
√

c + d < b ↔ d < b & (a < 0 ∨ e <
0) ∨ a < 0 & 0 < e)

Ïðåîáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå
c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. ×èñëî ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ d, èìå-
þùèõ ñâîèì ñîìíîæèòåëåì íåèçâåñòíûé ðàäèêàë, íå áîëåå îäíîãî. Â ïåðâîì
ïðèåìå ýòî âûðàæåíèå íå èìååò ñëàãàåìûõ, ñîìíîæèòåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
íåèçâåñòíûå ðàäèêàëû ñòåïåíè îòëè÷íîé îò 2. Â îáîèõ ïðèåìàõ, åñëè âûáîð
âûðàæåíèÿ c íåîäíîçíà÷åí, òî áåðåòñÿ ñàìîå äëèííîå. Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåí-
ñòâà íå äîëæíà èìåòü äðîáíûõ ñëàãàåìûõ; çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé, ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ñ ïðåîáðàçóåìûì íåðàâåíñòâîì ïî ñâîèì ïåðåìåííûì. Óêàçàòåëè
"äðîáü(. . .)" îáåñïå÷èâàþò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê íåðàâåíñòâàì ñ ðàäèêàëîì â
ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
âòîðîé - âûïîëíÿåò âîçâåäåíèå íåðàâåíñòâà â êâàäðàò ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçà-
òîðîâ "íîðìïëþñ", "ñòàíäïëþñ", "óðàâíïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5.
Â ñëó÷àå òðåõ ðàäèêàëîâ ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdefghei(i = (a

√
f + b

√
g)2 − (e − d − c

√
h)2 → a

√
f + b

√
g + c

√
h + d < e ↔

c
√

h + d < e & (a
√

f + b
√

g ≤ 0 ∨ i < 0) ∨ a
√

f + b
√

g ≤ 0 & 0 < i)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ f, g, h ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì h - ñàìîå äëèííîå èç íèõ. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà d íå
èìååò ñëàãàåìûõ, ñîìíîæèòåëÿìè êîòîðûõ ñëóæèëè áû íåèçâåñòíûå ðàäèêà-
ëû. Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ íåðàâåíñòâîì ïî ñâîèì ïå-
ðåìåííûì. Êàê è âûøå, äîïóòèìà ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, à óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Íàêîíåö, âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ ÷åòûðüìÿ
ðàäèêàëàìè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü ïðè âûïîëíåíèè ñïåöèàëüíîãî óñëîâèÿ:
∀abcdefghei(a

2f +b2g−c2h−d2i = 0 & e = ab
√

f
√

g−cd
√

h
√

i → a
√

f +b
√

g+c
√

h+

d
√

i < 0 ↔ c
√

h+d
√

i < 0 & (a
√

f +b
√

g ≤ 0 ∨ e < 0) ∨ a
√

f +b
√

g ≤ 0 & 0 < e)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 4.
14. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü äâó÷ëåííûõ íåðàâåíñòâ.

∀abcdn(n− íàòóðàëüíîå & ¬(n− even) → abc/n + d < 0 ↔ anbc + dn < 0)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ b, d ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêà-
çàòåëü "äðîáü(. . .)" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî
c, n ìîãóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âûðàæåíèÿìè, â òîì ÷èñëå
íåêîíñòàíòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀abcde(e− rational & ¬(÷èñëèòåëü(e)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) → abe +
cde < 0 ↔ a1/eb + c1/ed < 0)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Êîýôôèöèåíòû a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ
èçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé. Óêàçàòåëü "îáùàÿñòåïåíü(îáùàÿñòåïåíü õ5 ñòåïåíü(õ2
õ5)ñòåïåíü(õ4 õ5))" îáåñïå÷èâàåò âûäåëåíèå îáùåãî íåâûðîæäåííîãî ïîêàçà-
òåëÿ ñòåïåíè e â îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëÿõ. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäûé íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü ñëàãàåìîãî ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà èìå-
åò âèä ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcde(e−rational & ÷èñëèòåëü(e)−even→ abe+cde < 0 ↔ a < 0 & c < 0 & (¬(b =
0) ∨ ¬(d = 0)) ∨ ac < 0 & (|a|1/e|b| − |c|1/e|d|)sga < 0)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê óñëîâèÿì çàäà÷ íà
îïèñàíèå.

15. Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîùåíèÿ ñîïðîâîæäàþùèõ íåðàâåíñòâ ñ èçâåñòíûìè
ïàðàìåòðàìè. Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, îíè ÿâíî ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàìåòðîâ. Òàê êàê àïðèîðè íåÿñíî, âîçìîæíî ëè äîáèòüñÿ òàêîãî ðàçðåøåíèÿ
è íóæíî ëè îíî, èñïîëüçóþòñÿ ëèøü îñëàáëåííûå ñðåäñòâà, ñãðóïïèðîâàííûå â
ïàêåòíîì íîðìàëèçàòîðå "ñòàíäìåíüøå". Îáðàùåíèå ê íåìó âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì ïðèåìîì:
∀abc(c = (a < b) → a < b ↔ c)

Íåðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ
ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäìåíüøå"; äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé èç ïîñûëîê èñ-
êëþ÷àþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè. Îäíîâðåìåííî äîáàâëÿþòñÿ ïî-
ñûëêè, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ íåðàâåíñòâà ïî î.ä.ç. Ýòî íóæíî, òàê
êàê ñòàðîå ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. ïðè îáðàáîòêå îòâåòà îáû÷íî ïîðòèòñÿ èç-
çà óïðîùåíèÿ è ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé. Çàäà÷à íå
äîëæíà èìåòü êîììåíòàðèÿ "ñòàíäìåíüøå", óêàçûâàþùåãî íà çàâåðøàþùóþ
ôàçó ðåäàêòèðîâàíèÿ. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðèìåíÿåò-
ñÿ, åñëè ðåçóëüòàò c íå ñîäåðæèò ñâÿçêè "èëè", âòîðàÿ - åñëè íåðàâåíñòâî íå
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè
óòâåðæäåíèé âèäà ¬(x = b), ãäå x - íåèçâåñòíàÿ. Îñíîâàíèåì äàííîé ïîïûòêè
ñëóæèò íåðàâåíñòâî äëÿ x:
∀abx((0 ≤ a− b) = èñòèíà & a < x → ¬(x = b))

∀abx((0 ≤ b− a) = èñòèíà & x < a → ¬(x = b))

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, äëÿ êîòîðîé
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà. Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íåðàâåíñòâî èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Çàìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èñòèí-
íîñòè íåðàâåíñòâà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ìàëîýôôåêòèâíî, èáî ñîïðîâî-
æäàþùèå óòâåðæäåíèÿ óæå èñïîð÷åíû. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè a è
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b îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî", à ðåçóëüòàò ñðàâ-
íèâàåòñÿ ñ êîíñòàíòíîé "èñòèíà". Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 4.
Ïðîñòåéøèå ïðèåìû ïðåîáðàçîâàíèÿ íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ, ðàçðåøàþùèå
íåêîíñòàíòíûé ôðàãìåíò îòíîñèòåëüíî êîíñòàíò, âûíåñåíû â ñêàíèðîâàíèå çà-
äà÷è:
∀abc(b < a + c ↔ b− c < a)

∀abc(a < b− c ↔ a + c < b)

Ïåðâûé ïðèåì âûïîëíÿåò çàìåíó ñëåâà íàïðàâî, âòîðîé - ñïðàâà íàëåâî. c ãðóï-
ïèðóåòñÿ èç âñåõ êîíñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ; b - êîíñòàíòà. Îñòàòîê a íåâûðîæäåí-
íûé. Íåðàâåíñòâî âõîäèò â ðåäàêòèðóåìûé îòâåò è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 5, ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå çàäà÷à äîëæíà
èìåòü êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíüøå". Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêîé êîììåíòàðèé ââî-
äèòñÿ.
∀ab(a < −b ↔ b < −a)

∀ab(−b < a ↔ −a < b)

Îáà ïðèåìà ïðèìåíÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî. a - êîíñòàíòà, âûðàæåíèå b íåêîí-
ñòàíòíîå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ òå æå.
∀abc(0 < b → ab < c ↔ a < c/b)

∀abc(b < 0 → ab < c ↔ c/b < a)

Âûðàæåíèå b ãðóïïèðóåòñÿ èç âñåõ êîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëåé, îñòàòîê a íåâû-
ðîæäåííûé. c - êîíñòàíòà.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äâà ïðèåìà, âûïîëíÿþùèõ ïîòåíöèðîâàíèå ëîãàðèô-
ìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ïàðàìåòðîâ.
∀abcdex(a < 0 & b = c/a & e = 1/d1/b → 0 < a logx d+c ↔ b = 0 & (d−1 < 0 & 0 <
x − 1 ∨ 0 < d − 1 & x − 1 < 0) ∨ b < 0 & (d − 1 < 0 & (0 < x − 1 ∨ x − e <
0) ∨ 0 < d − 1 & (0 < x − e ∨ x − 1 < 0) ∨ d − 1 = 0) ∨ 0 < b & (d − 1 <
0 & 0 < x− 1 & x− e < 0 ∨ 0 < d− 1 & 0 < x− e & x− 1 < 0))

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â ðåäàêòèðóåìûé îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå è íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. a, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè, âûðàæåíèå x íåêîí-
ñòàíòíîå. Óêàçàòåëü "äðîáü(. . .)" îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè ÷à-
ñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcde(0 < b & ¬(b−1 = 0) → a logb c+d < e ↔ 0 < b−1 & 0 < be− cabd ∨ b−1 <
0 & be − cabd < 0)

Ðàçðåøàþòñÿ òîëüêî òàêèå íåêîíñòàíòíûå ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ d, êîòîðûå
ëèáî èìåþò âèä k logb m, ãäå k êîíñòàíòà, ëèáî èìåþò íåêîíñòàíòíûé ñîìíîæè-
òåëü, íà êîòîðûé äåëèòñÿ ñëàãàåìîå ïîêàçàòåëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè, âñòðå÷àþ-
ùåéñÿ â íåðàâåíñòâå. Ëèáî âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, ëèáî íåðàâåíñòâî èìååò
ñòåïåíü ñ íåêîíñòàíòíûì ïîêàçàòåëåì, íå ðàñïîëîæåííóþ âíóòðè âûðàæåíèÿ
logb c. Ëèáî b, ëèáî c íåêîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëü "äðîáü(. . .)" ðàçðåøàåò ïåðåñòà-
íîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ïîïûòêà äîêàçàòü ëèáî îïðîâåðãíóòü íåðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíûìè. Åñëè íåðà-
âåíñòâî íå óäàåòñÿ ðåøèòü ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, òî íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì
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óðîâíå ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè äîêàçàòü åãî ëèáî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðà-
âåíñòâî:
∀ab(0 < b− a → a < b)

∀ab(0 ≤ a− b → ¬(a < b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íåðàâåíñòâî a < b ÿâëÿåòñÿ óñëîâè-
åì çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Åñëè îäíà ÷àñòü íåðàâåíñòâà
- íåèçâåñòíàÿ, à äðóãàÿ íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþ-
ùåé ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü 5. Çàìåòèì, ÷òî ïîïûòêè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîä-
íîé çäåñü íå ïðèìåíÿþòñÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà
óðîâíå 6. Ïðèåìû èìåþò ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Èõ óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

17. Îäíîâðåìåííîå ðåøåíèå äâóõ êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ. Ïóñòü äàíû äâà êâàäðàò-
íûõ íåðàâåíñòâà c < ax2 + bx, fx2 + gx < h, ïðè÷åì 0 < a, 0 < f . Ïðåîáðàçóåì
èõ ê âèäó 0 < afx2 + bfx − cf, afx2 + agx − ah < 0. Åñëè j = bf − ag 6= 0, òî
ðàññìàòðèâàåìûå ïàðàáîëû ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå x = cf − ah/j.
Â ñëó÷àå, êîãäà ýòà òî÷êà ëåæèò íèæå îñè îðäèíàò, ðåøåíèå íåðàâåíñòâ îá-
ðàçîâàíî èíòåðâàëîì ìåæäó êîðíÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî òðåõ÷ëåíà. Ñ ó÷åòîì
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí ïàðàáîë, îïðåäåëÿåìîãî çíàêîì âûðàæåíèÿ j,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀abcdefghijk(j = bf − ag & j < 0 & k = (cf − ah)/j & (ak2 + bk − c < 0) =

èñòèíà & 0 < a & 0 < f → c < ai2 + bi & fi2 + gi < h ↔ (−g−
√

g2 + 4fh)/2f <
i & i < (−b−

√
b2 + 4ac)/2a)

∀abcdefghijk(j = bf − ag & 0 < j & k = (cf − ah)/j & (ak2 + bk − c < 0) =
èñòèíà & 0 < a & 0 < f → c < ai2 + bi & fi2 + gi < h ↔ (−b +

√
b2 + 4ac)/2a <

i & i < (−g +
√

g2 + 4fh)/2f)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê
íåðàâåíñòâàì, ÿâëÿþùèìñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå i ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû a, b, c, f, g, h - íå ñîäåðæàò. Çàäà÷à íå èìååò
äðóãèõ óðàâíåíèé ëèáî íåðàâåíñòâ ñ íåèçâåñòíûìè. Õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöè-
åíòîâ íåêîíñòàíòíûé. Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ j, cf −ah , ak2 + bk− c îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Íåðàâåíñòâî ak2 + bk − c < 0 îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå". Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî óðîâíÿ 4. Âûâîäÿòñÿ
íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âûðàæå-
íèé ïîä ðàäèêàëàìè. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" ðàñøèðÿþò ïðèåì íà ñëó÷àè
íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Òàê êàê ïðèåìû ââåäåíû äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé, èõ
ïðèìåíåíèå äîëæíî îïåðåæàòü ïðèåìû ðàçäåëüíîãî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ. Ïî-
ýòîìó óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âûáðàí ðàâíûì 1.

18. Ïîòåíöèðîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.
∀abcde(0 < b & ¬(b− 1 = 0) → a logb c + d < e ↔ 1 < b & cabd < be ∨ b < 1 & be <
cabd)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ñ íèì ïî ñâîèì ïåðåìåííûì óðàâíåíèé. Îíî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðî-
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âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ëèáî
âûðàæåíèå a èçâåñòíî, ëèáî íåðàâåíñòâî èìååò ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçà-
òåëåì, íå ðàñïîëîæåííóþ âíóòðè âûðàæåíèÿ logb c. Ðàçðåøàþòñÿ òîëüêî òàêèå
íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå îñòàòî÷íîé ñóììû d, êîòîðûå ëèáî èìåþò âèä k logb A,
ãäå k èçâåñòíî, ëèáî èìåþò íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü, íà êîòîðûé äåëèòñÿ
ñëàãàåìîå ïîêàçàòåëÿ êàêîé-ëèáî ñîäåðæàùåéñÿ â íåðàâåíñòâå ñòåïåíè. Ïîêà-
çàòåëüíûå íåðàâåíñòâà â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"óðàâíìåíüøå", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó èõ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ. Çàìåíÿþ-
ùàÿ äèçúþíêöèÿ è åå äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ñêëåéêàíåðàâåíñòâ". Ïðåîáðàçîâàííîå íåðàâåíñòâî ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îáùàÿñòåïåíü", áëîêèðóþùèì åãî ëîãàðèôìèðîâàíèå. Óêàçàòåëü "äðîáü(. . .)"
ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Ëîãàðèôìèðîâàíèå ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ.
∀abcde(0 < b & e = d − logb(−c/a) → 0 < abd + c ↔ 0 < a & 0 ≤ c ∨ b − 1 =
0 & 0 < a + c ∨ 0 < a & c < 0 & (0 < b− 1 & 0 < e ∨ b− 1 < 0 & e < 0) ∨ a <
0 & 0 < c & (0 < b− 1 & e < 0 ∨ b− 1 < 0 & 0 < e) ∨ a = 0 & 0 < c)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåûì äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Îòñóòñòâóþò óðàâíåíèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ äàííûì íåðà-
âåíñòâîì ïî ñâîèì ïåðåìåííûì. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Âûðàæåíèå c íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé. Çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíûå ñëàãàåìûå, åñëè áû
îíè áûëè, îêàçàëèñü áû ïåðåíåñåíû äðóãèìè ïðèåìàìè â ïðîòèâîïîëîæíóþ
÷àñòü íåðàâåíñòâà, Ïîýòîìó c îáû÷íî áóäåò íåèçâåñòíûì. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóò-
ñòâèå êîììåíòàðèÿ ê íåðàâåíñòâó "îáùàÿñòåïåíü" (ñì. ïðåäûäóùèé ïðèåì).
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4. Åñëè a ëèáî c ñîäåðæàò ñòåïåíü ñ íåèçâåñò-
íûì ïîêàçàòåëåì, íå ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì ýòèõ âûðàæåíèé,
òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å îí ðàâåí 2. Êðîìå òîãî, ïðè ñðàáàòûâà-
íèè íà óðîâíå 2 ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â íåðàâåíñòâå öåëî÷èñëåííûõ íåèçâåñò-
íûõ. Óêàçàòåëü "äðîáü(. . .)" îáåñïå÷èâàåò ó÷åò âîçìîæíîé ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé
íåðàâåíñòâà. Ïðè îáðàáîòêå çàìåíÿþùåãî òåðìà è âî âòîðîì àíòåöåäåíòå èñ-
ïîëüçóþòñÿ íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà
íåíóëåâûå, òî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀bcde(0 < b → d < ebc ↔ (¬(b = 1) & d ≤ 0 ∨ (b < 1 & c < − logb e + logb d ∨
− logb e + logb d < c & 1 < b) & 0 < d) & 0 < e ∨ (¬(b = 1) & 0 ≤ e ∨ (b <
1 & − logb(−e) + logb(−d) < c ∨ c < − logb(−e) + logb(−d) & 1 < b) & e <
0) & d < 0 ∨ b = 1 & 0 < e− d)

∀bcde(0 < b → dbc < e ↔ (¬(b = 1) & d ≤ 0 ∨ (b < 1 & − logb d + logb e < c ∨ c <
− logb d + logb e & 1 < b) & 0 < d) & 0 < e ∨ (¬(b = 1) & 0 ≤ e ∨ (b < 1 & c <
− logb(−d) + logb(−e) ∨ − logb(−d) + logb(−e) < c & 1 < b) & e < 0) & d <
0 ∨ b = 1 & 0 < e− d)

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü íåðàâåí-
ñòâà èçâåñòíà. Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñòåïåíè ëèáî îñíîâàíèå ñòåïåíè ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, òî êîììåíòàðèé "îáùàÿñòåïåíü" ê äàííîìó íåðàâåíñòâó áëîêèðó-
åò åãî ëîãàðèôìèðîâàíèå. Êàê è âûøå, ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 2 è 4,
ñ òåìè æå îãðàíè÷åíèÿìè. Åñëè îñíîâàíèå ñòåïåíè íå èçâåñòíî, ïðè÷åì íåðà-
âåíñòâî óæå ñîäåðæèò êàêîé-ëèáî ëîãàðèôì, òî âìåñòî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî
îñíîâàíèþ b ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëîãàðèôìèðîâàíèå ïî "ñòàðîìó" îñíîâàíèþ:
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∀abcdef (0 < b & e = d logf b− logf (c/a) → c < abd ↔ 0 < a & c ≤ 0 ∨ 0 < a & 0 <
c & (0 < f − 1 & 0 < e ∨ f − 1 < 0 & e < 0) ∨ a < 0 & c < 0 & (0 < f − 1 & e <
0 ∨ f − 1 < 0 & 0 < e) ∨ a = 0 & c < 0)

Çäåñü b, d íå èçâåñòíû, c èçâåñòíî. f - îñíîâàíèå íåêîòîðîãî ëîãàðèôìà, óæå
èìåþùåãîñÿ â íåðàâåíñòâå. Óêàçàòåëü "äðîáü(. . .)" ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü ïå-
ðåñòàíîâêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé. ×òîáû ïðèåì ïðèìåíÿëñÿ ðàíüøå ïðèåìîâ,
ëîãàðèôìèðóþùèõ ïî îñíîâàíèþ b, åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âûáðàí ðàâíûì
1. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèåì, îðèåíòèðîâàííûé íà ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó-
÷àé:
∀abc(0 < a → 0 < ab − ac ↔ 0 < 1− a & 0 < c− b ∨ 1− a < 0 & c− b < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 1; íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çàâèñèìîñòü
a, b, c îò íåèçâåñòíûõ íå íàêëàäûâàåòñÿ. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà.

20. Íåðàâåíñòâî òðåòüåé ñòåïåíè: ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîãî äèñêðèìèíàíòà. Èñïîëü-
çóåòñÿ ôîðìóëà êîðíåé êóáè÷åñêîãî ÷åòûðåõ÷ëåíà äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà âå-
ùåñòâåííûé êîðåíü åäèíñòâåííûé.
∀abcdpqrx(¬(a = 0) & p = (3ac − b2)/3a2 & q = (2b3 − 9abc − 27a2d)/27a3 & r =

q2/4+p3/27 & 0 < r & s = 3
√
−q/2 +

√
r+ 3
√
−q/2−

√
r−b/3a → ax3+bx2+cx <

d ↔ a < 0 & s < x ∨ 0 < a & x < s)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Àíòåöåäåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþò ïðî-
ìåæóòî÷íûå âûðàæåíèÿ p, q, r, s, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè.

21. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ. Åñëè âîçíèêàþò íåðàâåíñòâà äëÿ íåñóùå-
ñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è, òî â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ îò íèõ èçáàâèòüñÿ,
ïåðåéäÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó óñëîâèþ íà îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå. Ïðåæäå âñåãî,
ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê äâóì íåðàâåíñòâàì, îïðåäåëÿþùèì
ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé:
∀abc(∃c(a < c & c < b & c− ÷èñëî) ↔ a < b)

∀ab(∃c(0 < a + c & 0 < b− c & c− ÷èñëî) ↔ 0 < a + b)

∀abde(∃c(a < b + c & d + c < e & c− ÷èñëî) ↔ a + d < b + e)

∀abc(0 < a → ∃x(0 < x & ax + b < c & x− ÷èñëî) ↔ b < c)

Âñå ýòè ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííàÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ - ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è, ïðè÷åì âñå îñòàâøèåñÿ
óñëîâèÿ íå ñîäåðæàò äàííîé íåèçâåñòíîé. Ïðèåì èñêëþ÷àåò íåèçâåñòíóþ, çàìå-
íÿÿ âñå ñîäåðæàùèå åå óñëîâèÿ íà óêàçàííîå â òåîðåìå íåðàâåíñòâî. Ôèëüòðû
ïðèåìîâ ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàþò, ÷òî ïðî÷èå ïåðåìåííûå ïðèåìà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè èñêëþ÷àåìîé íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëè
"àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàþò èäåíòèôèêàöèþ îäíîãî èç íåðàâåíñòâ êàê íåñòðîãî-
ãî. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0, âòîðîé è òðåòèé - íà
óðîâíå 2. Â ïîñëåäíåì ïðèåìå óêàçàòåëü "ãðóïïèðîâêà(õ1)" ðàçðåøàåò íàëè÷èå
íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ ñ x, ãðóïïèðóåìûõ ïîä îáùèé êîýôôèöèåíò a. Åùå îäèí
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ïðèåì ñ çàãîëîâêîì "ñâÿçêà" óñìàòðèâàåò íåâûðîæäåííîñòü ïðîìåæóòêà äëÿ
íåèçâåñòíîé:
∀ab(0 < b → ∃x(0 < x & x− ÷èñëî & ax < b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 0.
Åñëè â çàäà÷å óïîìèíàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ëèáî íèæíÿÿ ãðàíü íåêîòîðîãî
íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà è èìååòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ íåñóùå-
ñòâåííîé íåèçâåñòíîé èç ýòîãî ìíîæåñòâà, òî ìîæíî ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó
íåðàâåíñòâó äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîé ãðàíè. Òàêîé ïåðåõîä íå âñåãäà öåëå-
ñîîáðàçåí, è âìåñòî "íåîáðàòèìîé" çàìåíû óñëîâèé ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ëèøü
ïîïûòêó çàìåíû, îáðàùàÿñü ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Ïðè íåóäà÷å ðåøåíèå
áóäåò ïðîäîëæåíî ñ òåêóùåé ñèòóàöèè. Ñîçäàíû äâà ïðèåìà:
∀abx(0 ≤ b & îãðñâåðõó(a) & ¬(a = ∅) & (y ∈ a) = P (y) & x < b sup a →
∃y(P (y) & x < by))

∀abx(0 ≤ b & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & (y ∈ a) = P (y) & b inf a < x →
∃y(P (y) & by < x))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". y - íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ çàäà-
÷è íà îïèñàíèå, âñòðå÷àþùàÿñÿ â íåðàâåíñòâå x < by, ãäå x, b îò y íå çàâè-
ñÿò. Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ýòîãî íåðàâåíñòâà. Çàòåì óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò(ïîñûëêà(õ3)ïîçèöèÿ(õ4 õ3)âèä(õ4 ñóï(õ1)))" (ëèáî àíàëîãè÷íûé óêàçà-
òåëü ñ "èíô") îáåñïå÷èâàåò óñìîòðåíèå ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé óïîìèíàíèå î
òî÷íîé ãðàíè. Òàê èäåíòèôèöèðóåòñÿ ìíîæåñòâî a. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè è îòñåêàþò íåïðèãîäíûå a. ×åò-
âåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàáàòûâàåò
óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé y ìíîæåñòâó a íîðìàëèçàòîðàìè "íîðì",
"íîðìïðèíàäëåæèò". Òàêèì îáðàçîì èäåíòèôèöèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå P (y). Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è è ÷òî äðóãèõ ñîäåðæàùèõ y óñëîâèé
(êðîìå ðàññìàòðèâàåìîãî íåðàâåíñòâà) íåò. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Íà íåãî áóäóò çàìåíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñ y âî âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Ñëåäóþùèé ïðèåì èñêëþ÷àåò öåëî÷èñëåííóþ ëèáî ðàöèîíàëüíóþ íåñóùåñòâåí-
íóþ íåèçâåñòíóþ:
∀ab(0 < a & b− ÷èñëî→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & 0 < an + b))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñâÿçêà". Óêàçàòåëü "âàðèàíò(ôèêñ(0 2 1)öåëîå ðàöèîíàëü-
íîå)" ðàçðåøàåò âìåñòî óñëîâèÿ "n−íàòóðàëüíîå" ðàññìàòðèâàòü óñëîâèÿ "n−
öåëîå", "n− ðàöèîíàëüíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì åùå äâà ïðèåìà ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò", îáðàùà-
þùèõñÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì. Ïåðâûé èç íèõ ñâÿçàí ñ óñëîâèåì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ:
∀abcdmnA(0 < c & setx(A(x)) = {m, . . . , n} & |b| < cd & − bm − cd < ac & ac <
cd− bn → ∃x(A(x) & |a + bx/c| < d))

Íåðàâåíñòâî |a + bx/c| < d ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "ïðèìåð". x - öåëî÷èñëåííàÿ íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â
a, b, c. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c, d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. A(x) èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé îñòàëüíûõ ñîäåðæàùèõ x óñëîâèé. Âòîðîé àíòåöåäåíò
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óïðîùàåò ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è âûðàæåíèå äëÿ êëàññà óäîâëå-
òâîðÿþùèõ A(x) çíà÷åíèé è èäåíòèôèöèðóåò åãî ñ êîíå÷íûì îòðåçêîì öåëûõ
÷èñåë {m, . . . , n}. Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû çàìåùàþò óñëîâèÿ
ñ x âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Âòîðîé ïðèåì
ñâÿçàí ñ èñêëþ÷åíèåì ìîäóëÿ:
∀pq(0 < p(−q) → ∃x(x− ÷èñëî & 0 < p(x)− |x + q|))
Ðåøàåìàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü "ïðèìåð". Àíòåöåäåíò çàìåùàåò âî
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å óñëîâèÿ ñ íåèçâåñòíîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 4.

22. Ñâåäåíèå îäíîðîäíîãî ïîêàçàòåëüíîãî íåðàâåíñòâà ê êâàäðàòíîìó. Ïðèåìû ïðå-
îáðàçóþò îäíîðîäíîå ïîêàçàòåëüíîå íåðàâåíñòâî â êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî îò-
íîñèòåëüíî ïîêàçàòåëüíîãî âûðàæåíèÿ X, ïîñëå ÷åãî îáðàùàþòñÿ ê ïðîöåäóðå
"óðàâíìåíüøå", ðåøàþùåé ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî X. Åñëè êâàäðàòíîå
íåðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî çàíîñèòü â ñïèñîê óñëîâèé, òî ïðèåìû ñòàíäàð-
òèçàöèè âåðíóò åãî â èñõîäíûé âèä ïðåæäå, ÷åì ñðàáîòàåò ïðèåì äëÿ ðåøåíèÿ
êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâ.
∀abcdefghijk(0 < a & b − 2c = f & g − 2d = e → hkb + ikcad + jag < 0 ↔
hkf (kc/ad)2 + i(kc/ad) < −jae)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ b, c, d, g ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ h, i, j - íå
ñîäåðæàò. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", óïðîùàþò ðàçíîñòè ïîêàçàòåëåé. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðåçóëüòàòû e, f íå
ñîäåðæàëè íåèçâåñòíûõ. Åñëè f íå ðàâíî 0, òî âûðàæåíèå k äîëæíî íå ñîäåð-
æàòü íåèçâåñòíûõ. Àíàëîãè÷íî, åñëè e íå ðàâíî 0, òî âûðàæåíèå a äîëæíî
áûòü èçâåñòíûì. Óêàçàòåëü "äðîáü" îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè ïå-
ðåñòàíîâêå ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ïîñëåäóþùèõ
ïðèåìîâ ðàâåí 2.
∀abcdefghijk(0 < d & k = b − c & k − c + j = 0 → adb+i + edc+g + fdh+j < 0 ↔
adi(dk)2 = edgdk + fdh < 0)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ b, c, j ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, d - íå ñîäåðæèò. Âûðàæåíèÿ g, h, i ãðóïïèðóþòñÿ èç âñåõ èçâåñò-
íûõ ñëàãàåìûõ ïîêàçàòåëåé. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
∀abcdefghijk(0 < a & b − 2c = f & d = ae & g − 2c = h → ieb + jdc + kag < 0 ↔
ief ((e/a)c)2 + j(e/a)c < −kah)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ b, c, g ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, f, i, j, k, h - íå ñîäåðæàò.
Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Òðåòèé àíòåöåäåíò óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
îñíîâàíèé ñòåïåíè a, e ðàâåí îñíîâàíèþ d.

23. Ïåðåõîä ê óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîìåæóòêó ïðè ïîäáîðå ïðèìåðà.
∀abx(x− ÷èñëî & a < x & x < b ↔ x ∈ (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". x - íåèçâåñòíàÿ, âû-
ðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå äðóãèõ óñëîâèé, ñîäåðæàùèõ x.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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24. Èñêëþ÷åíèå âíåøíåãî êâàíòîðà ïóòåì ïåðåõîäà ê ìàêñèìóìàì è ìèíèìóìàì.
Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê íåðàâåíñòâàì, íà êîòîðûå íàâåøåí êâàíòîð îáùíîñòè:
∀abcdfg(d = Min(λx(g(x), x − ÷èñëî), setx(f(x)), b, c) → ∀x(f(x) → a < g(x)) ↔
∀bc(d → a < c))

∀abcdfg(d = Max(λx(g(x), x − ÷èñëî), setx(f(x)), b, c) → ∀x(f(x) → g(x) < a) ↔
∀bc(d → c < a))

Ðàññìîòðèì ëèøü ïåðâûé ïðèåì, òàê êàê âòîðîé àíàëîãè÷åí. Êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ ∀x(f(x) → a < g(x)) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âû-
ðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à óòâåðæäåíèå f(x) è âûðàæåíèå g(x) - íå
ñîäåðæàò. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå b, c,
è àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå ñ óñëîâèåì
Min(λx(g(x), x− ÷èñëî), setx(f(x)), b, c). Îíî îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü ìíîæåñòâî òî-
÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ λx(g(x), x− ÷èñëî) äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå c
íà ìíîæåñòâå setx(f(x)). Íåèçâåñòíûå çàäà÷è - b, c. Åñëè çàäà÷ó óäàåòñÿ ðåøèòü,
òî îòâåò íà íåå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ d. Ýòî - íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå ñ ïåðåìåí-
íûìè b, c, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îíî ÿâíî ðàçðåøåíî. Ïîýòîìó íàâåøèâàíèå â
çàìåíÿþùåì òåðìå êâàíòîðà îáùíîñòè ïî b, c èìååò ëîêàëüíûé õàðàêòåð; áëè-
æàéøèå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ýòîò êâàíòîð óñòðàíÿò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìîâ ðàâåí 2.

25. Èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçàòîðîâ "âåðõíÿÿîöåíêà", "íèæíÿÿîöåíêà" äëÿ óñòðàíå-
íèÿ çàâèñèìîñòè íåðàâåíñòâà îò çàäàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ,
åñëè çàäà÷à èìååò öåëü (íåçàâèñèò x1, . . . , xn), ïåðå÷èñëÿþùóþ íåèçâåñòíûå, êî-
òîðûå íå äîëæíû âõîäèòü â îòâåò. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðèåì èìååò
çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé":
∀abc(a < b & b ≤ c → a < c)

Çäåñü a < c - óñëîâèå çàäà÷è, ó êîòîðîãî ëåâàÿ ÷àñòü a íå ñîäåðæèò çàïðå-
ùåííûõ (çàäàííûõ öåëüþ (íåçàâèñèò . . .)) ïåðåìåííûõ, à ïðàâàÿ - ñîäåðæèò. Â
çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå ,ò.å. ëèáî åñòü öåëü "ïðèìåð", ëè-
áî íåò öåëè "ïîëíûé". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ",
îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó "íèæíÿÿîöåíêà", ïîëó÷àþùåìó äëÿ âûðàæåíèÿ b
îöåíêó c. Ýòîìó ñèíòåçàòîðó ïåðåäàåòñÿ â êà÷åñòâå êîììåíòàðèÿ öåëü (íåçà-
âèñèò . . .), è îí ìîæåò âûäàòü ëèøü òàêîé ðåçóëüòàò b, êîòîðûé íå ñîäåðæèò
çàïðåùåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà-
÷åíèé". Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å,
ïîëó÷åííîé èç òåêóùåé çàäà÷è çàìåíîé óñëîâèÿ a < c íà ýòîò àíòåöåäåíò. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå ñîçäàíû àíàëîãè÷íûå ïðèåìû, êîòîðûå âìåñòî îáðà-
ùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å âûâîäÿò íîâîå íåðàâåíñòâî, íå ñîäåðæàùåå çà-
ïðåùåííûõ ïåðåìåííûõ. Â ñëó÷àå âåðõíåé îöåíêè òåîðåìà ïðèåìà òà æå, ÷òî è
âûøå. Îäíàêî, òåïåðü a < b - ïîñûëêà çàäà÷è, ïðè÷åì b ñîäåðæèò çàïðåùåííûå
ïåðåìåííûå, a - ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Çàäà÷à äîëæíà èìåòü öåëü "äëÿëþáî-
ãî", ò.å. ðåøàåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â óñëîâèÿõ âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå (ñì. ïðèåìû ñèìâîëà "äëÿëþáîãî", ðåàëèçîâàííûå íà ËÎ-
Ñå). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âòîðûì àíòåöåäåíòîì âåðõíåé îöåíêè c äëÿ âûðàæåíèÿ
b âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå a < c, íå èìåþùåå â ñâîåé ïðàâîé ÷àñòè çàïðåùåííûõ
ïåðåìåííûõ. ×òîáû èñêëþ÷àòü çàïðåùåííûå ïåðåìåííûå â ëåâîé ÷àñòè, ñîçäàí
ïðèåì ñëåäóþùåãî âèäà:
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∀abc(a < b & c ≤ a → c < b)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 3.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ýëåìåíòàðíîãî àïïàðàòà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòðîãèõ
íåðàâåíñòâ, ñîáðàíà â ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðàõ "óñììåíüøå", "ïðîâìåíüøå" (âòîðîé
èç íèõ ðåàëèçóåò öåïî÷êè îöåíîê ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà äëÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷å-
ñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî). Àïïàðàò, èñïîëüçóþùèé ïðåäåëû è ïðîèçâîäíûå,
áóäåò èçëîæåí â ðàçäåëàõ, ïîñâÿùåííûõ ïðèåìàì ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó àíàëèçó. Çäåñü æå ïðèâåäåì òå íåìíîãèå îñòàþùèåñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðèåìû,
êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è.

1. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Åñëè íåíóëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà èìååò ñëàãàåìîå, äî-
ïóñêàþùåå ðàñêðûâàíèå ñêîáîê, òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåé
÷àñòè:
∀abcdef (f = a(b + c)d + e → a(b + c)d + e < 0 ↔ f < 0)

∀abcdef (f = a(b + c)d + e → 0 < a(b + c)d + e ↔ 0 < f)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàùà-
åòñÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "íîðìïëþñ", "ñòàíäïëþñ". Åñëè íåíóëåâàÿ ÷àñòü èìååò
ñëàãàåìîå ñ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ ñóììû, ïîêàçàòåëü êîòîðîé áîëåå 4, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ñëîæåíèå äðîáåé.
∀abcd(d = a/b + c → 0 < a/b + c ↔ 0 < d)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé ìàêñè-
ìàëüíûé óðîâåíü íå ìåíåå 5. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âèäóìíî-
æåíèå". ×òîáû èçáåæàòü òðóäîåìêîé ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè â ñî-
ìíèòåëüíûõ ñëó÷àÿõ (îäíîâðåìåííîå ïðèñóòñòâèå ðàçíîðîäíûõ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ, ëîãàðèôìè÷åñêèõ è ïîêàçàòåëüíûõ âûðàæåíèé), èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð
ôèëüòðà "ôèëüòðíåðàâåíñòâà". Îí áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëàõ, ïîñâÿùåííûõ
äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé, ãäå ââåäåí äëÿ áëîêèðîâêè
ýëåìåíòàðíûõ ñðåäñòâ äîêàçàòåëüñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ îäíèì ðàäèêàëîì.
∀abc(0 ≤ a & b ≤ 0 & 0 ≤ c → 0 < a + b

√
c ↔ 0 < a2 − b2c)

∀abc(a ≤ 0 & 0 ≤ b & 0 ≤ c → 0 < a + b
√

c ↔ 0 < b2c− a2)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áëîêèðîâêè
ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð "ôèëüòððàäèêàëîâ". Îí ïðîâåðÿåò âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(a) c åñòü ñóììà ëèáî èìååò ñóììó ñâîèì ñîìíîæèòåëåì.
(b) Åñëè òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 2, òî ëèáî a íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé, ëèáî íå

èìååò ñëàãàåìûõ ñ ñîìíîæèòåëåì - äðîáíîé ñòåïåíüþ ñóììû.
(c) Åñëè òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 4, òî a èìååò íå áîëåå äâóõ ñëàãàåìûõ ñ ñî-

ìíîæèòåëåì - äðîáíîé ñòåïåíüþ ñóììû.
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(d) Â a îòñóòñòâóåò ñîìíîæèòåëü ñëàãàåìîãî, èìåþùèé âèä äðîáíîé ñòåïåíè
âûðàæåíèÿ, áîëå äëèííîãî, ÷åì c.

Â íåíóëåâîé ÷àñòè çàìåíÿþùåãî òåðìà âûïîëíÿåòñÿ ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Óêà-
çàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

4. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ äâóìÿ ðàäèêàëàìè.
∀abcde(0 ≤ b & 0 ≤ d & 0 ≤ a & 0 ≤ c & e ≤ 0 → 0 < a

√
b + c

√
d + e ↔ 0 <

(a
√

b + c
√

d)2 − e2)

∀abcde(0 ≤ b & 0 ≤ d & a ≤ 0 & c ≤ 0 & 0 ≤ e → 0 < a
√

b + c
√

d + e ↔ 0 <
e2 − (a

√
b + c

√
d)2)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Õîòÿ áû îäíî èç âû-
ðàæåíèé b, d ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëèáî èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñóììó. Âûðàæå-
íèå e íå èìååò ñëàãàåìîãî, èìåþùåãî ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ äðîáíûì
ïîêàçàòåëåì è íåêîíñòàíòíûì îñíîâàíèåì. Â çàìåíÿþùåì òåðìå âûïîëíÿåòñÿ
ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

5. Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.
∀ab(0 ≤ b & 0 ≤ a → 0 < b2 − a2 ↔ 0 < b− a)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñêàåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòå-
ëè íåíóëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà:
∀abc(c = a + b → 0 < a + b ↔ 0 < c)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàùà-
åòñÿ ê îïåðàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò èìååò ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê. Äëÿ îòñå÷åíèÿ ìàëîïåðñïåêòèâíûõ ïîïûòîê èñïîëü-
çóåòñÿ óïîìèíàâøèéñÿ âûøå îïåðàòîð ôèëüòðà "ôèëüòðíåðàâåíñòâà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Âûâîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ. Îáû÷íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ ïîñûëêè
áåðóòñÿ "ãîòîâûìè" è íå ïðåîáðàçóþòñÿ. Îäíàêî, â íåñêîëüêèõ çàäà÷àõ ïîíà-
äîáèëèñü ïðèåìû, âûâîäÿùèå íîâûå ïîñûëêè:
(a) Íåîòðèöàòåëüíîñòü ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.

∀ab(0 < a2 − b2 & 0 ≤ a → 0 < a− b & 0 < a + b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Ñëîæåíèå íåðàâåíñòâ.

∀abc(0 < a + b & 0 ≤ c− b → 0 < a + c)

Èñêëþ÷àåìîå âûðàæåíèå b è ðåçóëüòàò a + c íå äîëæíû áûòü êîíñòàíò-
íûìè. Ëèáî êàæäîå íåêîíñòàíòíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ a äîëæíî èìåòü
ïîäîáíîå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ) ñëàãàåìîå â c, ëè-
áî êàæäîå íåêîíñòàíòíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ c äîëæíî èìåòü ïîäîáíîå
ñëàãàåìîå â a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀abcd(0 < a + b− c & 0 < d + c− b → 0 < a + d)

Âûðàæåíèÿ b, c íåêîíñòàíòíûå. ×èñëî ñëàãàåìûõ â ðåçóëüòèðóþùåé ñóììå
(ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íåé íîðìàëèçàòîðà "íîðìïëþñ") íå áîëåå 3. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Âûâîä èç íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ.
∀abc(0 < a2 + b2 − c & 0 ≤ a + b & 0 ≤ c → 0 < a + b−

√
c)

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ "ñáëèæåíèÿ" ñòåïåíè âûðàæåíèÿ â ïîñûëêàõ ñî
ñòåïåíüþ ýòîãî æå âûðàæåíèÿ â óñëîâèè. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â óñëîâèè
âñòðå÷àëàñü ñóììà, íåêîòîðûå ñëàãàåìûå êîòîðîé, ïðè âîçâåäåíèè èõ â
íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü (âîçìîæíî, ðàâíóþ 1), äàâàëè áû a è b. Âûðàæåíèå
c ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíñòàíòíûì. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(0 < c− a2 − b2 → 0 <

√
2c− a− b)

Ôèëüòðû òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

(d) Ðåãèñòðàöèÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ãðóïïèðîâêîé â îäíîé ÷àñòè âñåõ
íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.
∀ab(b < a → 0 < a− b)

Îäíà ÷àñòü íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, à äðóãàÿ íåíóëåâîé êîí-
ñòàíòîé (â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó íåðàâåíñòâà
ñ íóëåì â îäíîé ÷àñòè áóäåò çàáëîêèðîâàíî). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.

(e) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåðàâåíñòâ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé. Åñëè äî-
êàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò íåêîòîðîé ïåðåìåííîé, à íåðàâåíñòâà
â ïîñûëêàõ ñîäåðæàò åå, òî áûâàåò ïîëåçíî ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ïîñûëîê, èñêëþ÷àþùèõ ýòó ïåðåìåííóþ. Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ
ïîìîãàþò âûÿâèòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïîñûëîê â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå.
Çäåñü ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdx(0 < a & c < 0 & 0 < ax + b & 0 < cx + d → 0 < ad− bc)

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåðàâåíñòâàìè èç ïîñû-
ëîê çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"ïðîòèâîðå÷èå". Óêàçàòåëü "ïåðåãðóïïèðîâêà(ôèêñ(3)ôèêñ(4))" îáåñïå÷è-
âàåò àâòîìàòè÷åñêóþ ãðóïïèðîâêó âñåõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â òðåáóåìîé
÷àñòè íåðàâåíñòâà. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âõîäèò(õ24 ïàðàìåòðû(õ23)))"
îïðåäåëÿåò âûáîð íåêîòîðîé ïåðåìåííîé y, âõîäÿùåé â âûðàæåíèå x. Îíà
íå äîëæíà âõîäèòü â âûðàæåíèÿ a, b, c, d. Åñëè çàäà÷à èìååò òèï "äî-
êàçàòü", òî y íå âõîäèò â óñëîâèå. ×òîáû óïîðÿäî÷èòü ïðîöåññ èñêëþ-
÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé ê ïîñûëêàì (ãðóïïèðîâêè
y1 . . . yn), ïåðå÷èñëÿþùèé â ïîðÿäêå ïðèîðèòåòíîñòè èñêëþ÷àåìûå ïåðå-
ìåííûå y1, . . . , yn. Åñëè õîòû áû îäíî èç ðàññìàòðèâàåìûõ äâóõ íåðàâåíñòâ
ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ yi, òî y äîëæíî áûòü ïåðåìåííîé yj ïðè íåêîòîðîì
j < i. Óêàçàòåëü "Ïðèìå÷àíèå(ãðóïïèðîâêè õ24)" âûïîëíÿåò äîáàâëåíèå
ê óêàçàííîìó ñïèñêó íîâîé ïåðåìåííîé y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
Ôàêòè÷åñêè ïî òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ óêàçàòåëÿìè
"àëüòåðíàòèâà", ðàçðåøàþùèìè îäíîìó èç íåðàâåíñòâ áûòü íåñòðîãèì.

(f) Ïåðåõîä ê íîâûì îñíîâàíèÿì ñòåïåíè â ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâàõ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà ïî èíäóêöèè.
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∀abcdepqm(0 < a & 0 < c & 0 < c − a & 0 < d & e − a − m + c = 0 & 0 <
m− c & 0 < pab + qcd & q < 0 → 0 < pab−ded + qmd)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ17 ñòåïåíü(õ5 õ7)) óìíî-
æåíèå(õ18 ñòåïåíü(õ13 õ8))))" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ñóììû, èìåþùåé ñîìíîæèòå-
ëÿìè äâóõ ñâîèõ ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ eg, mh. Íåðàâåíñòâî 0 < pab + qcd

(ò.å. ñåäüìîé àíòåöåäåíò) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîìå÷åííîé êàê
èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíäóêöèåé ïî íåêîòîðîìó
ïàðàìåòðó i. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð âõîäèò â ïîêàçàòåëè b, d, g, h
è íå âõîäèò â b − d. Îñòàâøèåñÿ àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðèåì èñïîëüçóåò ëåãêî âûòåêàþùóþ èç íèõ íèæ-
íþþ îöåíêó m äëÿ äðîáè ce/a. Âûâåäåííîå íåðàâåíñòâî ïîìå÷àåòñÿ òàêèì
æå êîììåíòàðèåì, êàê èñõîäíîå èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Äîïóñêàåòñÿ
ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ âìåñòî ñòðîãèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

8. Óñìîòðåíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. Ïðèåì óñìàòðèâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü êâàä-
ðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì è îòðèöàòåëü-
íûì äèñêðèìèíàíòîì:
∀abcx(0 < c & b2 − 4ac < 0 → 0 < ax2 + bx + c)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå x íåêîíñòàíòíîå. Êîýôôèöèåíòû a è b èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ, äåëÿùèõñÿ íà x2 è x ñîîòâåòñòâåí-
íî. Íèêàêîå ñëàãàåìîå íå äåëèòñÿ íà ïðî÷èå ñòåïåíè âûðàæåíèÿ x. Àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì âòîðîé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîâåðêà", îáðàáàòûâàåòñÿ óñèëåííûì ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì "ïðîâìåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Äåêîìïîçèöèÿ íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû ñëàãàåìûõ îäíîãî çíàêà. Åñëè óäàåòñÿ
óñìîòðåòü, ÷òî êàæäîå èç äâóõ ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíî, òî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ñóììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îòëè÷èå îò íóëÿ
õîòÿ áû îäíîãî ñëàãàåìîãî:
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 < a + b ↔ ¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óñìîòðåíèÿ
íåîòðèöàòåëüíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû, ïðè÷åì ââåäåíû ñèëü-
íûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè ïðîâåðîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "âåðõíÿÿîöåíêà". Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà
ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îöåíèòü ñâåðõó ðàçíîñòü åãî ÷àñòåé è äîêà-
çàòü îòðèöàòåëüíîñòü íàéäåííîé îöåíêè:
∀abc(a− b ≤ c & c < 0 → a < b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Îí îáðàùàåòñÿ ê ïàêåòíîìó ñèíòåçàòîðó "âåðõ-
íÿÿîöåíêà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàéäåííàÿ îöåíêà êîíñòàíòíàÿ. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5.
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11. Èñïîëüçîâàíèå ñòåïåííîé íèæíåé îöåíêè äëÿ ÷àñòè ìíîæèòåëåé ôàêòîðèàëà.
∀abcmn(0 ≤ m − n − b + 1 & 0 ≤ a & 0 ≤ c & 0 ≤ b & 0 < c(m − n)! − a & n −
íàòóðàëüíîå & m− íàòóðàëüíîå→ 0 < cm!− abn)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå n íåêîí-
ñòàíòíîå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêà-
çàòåëüñòâî, ðåøàåìîé ñ òåì æå ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, ÷òî è òåêóùàÿ çàäà÷à.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîêàçàòåëü-
íîãî íåðàâåíñòâà.
∀abcpqrs(0 < a & 0 < p & 0 < r & 0 < rac + s & 0 ≤ qr − spab−c → 0 < pab + q)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòà-
ðèé (íàòóðàëüíîå d). Ýòîò êîììåíòàðèé îïðåäåëÿåò èíäóêòèâíûé ïàðàìåòð d.
×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó çàäà÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
d âõîäèò êàê â b, òàê è â c. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñòàíî-
âèòü âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî èñòèííîñòü ïÿòîãî àíòåöåäåí-
òà, âûâîäÿùåãî ðàññìàòðèâàåìîå íåðàâåíñòâî èç äàííîé ïîñûëêè. Äîïóñêàåòñÿ
ðàññìîòðåíèå íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

13. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè.
∀abcdn(0 < n(a− d)− (b + d)(c− 1) & 0 < b + d & n− íàòóðàëüíîå & 0 < a + b →
0 < (a + b)n − c(b + d)n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ëåãêîâèäåòü". Îí
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî ìàê-
ñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 3.

14. Èñïîëüçîâàíèå ñòåïåííîé íèæíåé îöåíêè äëÿ ÷àñòè ìíîæèòåëåé ôàêòîðèàëà.
∀abcmn(0 ≤ m − n − b + 1 & 0 ≤ a & 0 ≤ c & 0 ≤ b & 0 < c(m − n)! − a & n −
íàòóðàëüíîå & m− íàòóðàëüíîå→ 0 < cm!− abn)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå n íåêîí-
ñòàíòíîå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêà-
çàòåëüñòâî, ðåøàåìîé ñ òåì æå ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, ÷òî è òåêóùàÿ çàäà÷à.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïîäáîð ïðèìåðà

Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð", äëÿ íåèçâåñòíîé x
îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå íåâûðîæäåííîå óñëîâèå, èìåþùåå âèä ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà,
òî èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì, óêàçûâàþùèé íåêîòîðîå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì
ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî:
∀ax(x = a + 1 → a < x)

∀ax(x = a− 1 → x < a)
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∀abcx(0 < b & ¬(c = 0) & x = −a/c → |cx + a| < b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Íåðàâåíñòâî â êîíñåêâåíòå ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ,
îñòàëüíûå ïåðåìåííûå èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè áåç íåèçâåñòíûõ. Åäèí-
ñòâåííûì îòëè÷íûì îò íåðàâåíñòâà óñëîâèåì, ñîäåðæàùèì x, ìîæåò áûòü óòâåðæäå-
íèå "÷èñëî(x)". Â êàæäîì ïðèåìå ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîä-
áîðçíà÷åíèé" - îí áóäåò ïåðåíåñåí âî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

Íåðàâåíñòâà ñ öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé

1. Óñèëåíèå íåðàâåíñòâà ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè. Â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ íèæå ïðèåìàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çà-
äà÷è íà îïèñàíèå.
∀abn(n− öåëîå & b = [a] → a < n ↔ b + 1 ≤ n)

n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé (íå îáÿçàòåëüíî íåèçâåñòíîé), a - ñ èçâåñò-
íûì âûðàæåíèåì. Îòñóòñòâóþò óðàâíåíèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ íåðàâåíñòâîì ïî
ñâîèì ïåðåìåííûì. Ïåðåìåííûå íåðàâåíñòâà íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè
è îïèñàòåëÿìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
âòîðîé - ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå [a] íîðìàëèçàòîðîì "íîðìöåëàÿ÷àñòü". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "öåëàÿ÷àñòü" (èñêëþ÷åíèå äå-
ëàåòñÿ ëèøü äëÿ çàäà÷ ñ öåëüþ "ìîùíîñòü", èñïîëüçóåìûõ â êîìáèíàòîðèêå),
à òàêæå ñèìâîëîâ sup, inf. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî íåðàâåíñòâà ñîçäàí ïðèåì ñ òåì æå óðîâíåì ñðàáàòûâàíèÿ:
∀abn(n− öåëîå & b = [a] & 0 < a− b → n < a ↔ n ≤ b)

Êàê âèäíî èç òðåòüåãî àíòåöåäåíòà, ïðèåì ðàññ÷èòàí ëèøü íà ñëó÷àè, êîãäà
öåëàÿ ÷àñòü îêàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìåíüøå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Ýòî îãðàíè÷åíèå
ñíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïðèåìå:
∀abn(n− öåëîå & b = −[−a] → n < a ↔ n ≤ b− 1)

Çäåñü n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, a - ñ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì, ïðè÷åì
íå äîëæíî óñìàòðèâàòüñÿ, ÷òî a öåëî÷èñëåííîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 7. Äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ââåäåí åùå îäèí âàðèàíò ïðèåìà:
∀ax(x− öåëîå→ x < a ↔ x ≤ [a] & ¬(a− öåëîå) ∨ a− öåëîå & x ≤ a− 1)

Çàäà÷à íà îïèñàíèå äîëæíà èìåòü öåëü "ïðèìåð" ëèáî öåëü "èñòèííîñòü". x
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå, a èçâåñòíî. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äâà ïðèåìà, ãäå öåëàÿ ÷àñòü
áåðåòñÿ îò êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ:
∀abcn(c = [−a/b] & 0 < a + bc & b < 0 & n− öåëîå→ 0 < a + bn ↔ 0 ≤ c− n)

∀abcn(c = −[a/b] & 0 < a + bc & 0 < b & n− öåëîå→ 0 < a + bn ↔ 0 ≤ n− c)

Âûðàæåíèÿ a, b - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Äëÿ óñêîðåíèÿ ââåäåí ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé íàëè÷èå â ñïèñêå
óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ ñ çàãîëîâêîì "öåëîå" ëèáî "íàòóðàëüíîå". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Ïåðåõîä ê íåñòðîãîìó íåðàâåíñòâó. Â ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèåìû,
àíàëîãè÷íûå ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, íî îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà óæå
öåëî÷èñëåííûå.
∀xn(n− öåëîå & x− öåëîå→ x < n ↔ x ≤ n− 1)

∀xn(n− öåëîå & x− öåëîå→ n < x ↔ n + 1 ≤ x)

Â ýòèõ ïðèåìàõ íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, x - íåèç-
âåñòíàÿ, n èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ íåðàâåíñòâ, ïåðåìåí-
íàÿ êîòîðûõ ñâÿçàíà âíåøíèì îïèñàòåëåì, ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀xn(n− öåëîå & x− öåëîå→ x < n ↔ x ≤ n− 1)

∀xn(n− öåëîå & x− öåëîå→ n < x ↔ n + 1 ≤ x)

Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "êëàññ",
ïðè÷åì âûðàæåíèå n íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ ýòîé ïðèñòàâêè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3. Åùå îäèí ñâÿçàííûé ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" ïðèåì âûïîëíÿåò
ñòàíäàðòèçàöèþ âèäà óñëîâèé íà ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íàòóðàëüíûõ
÷èñåë i, j, i < j:
∀nA(setxyz(x− íàòóðàëüíîå & y − íàòóðàëüíîå & x < y & y ≤ n & A(x, y, z)) =
setxyz(x−íàòóðàëüíîå& y−íàòóðàëüíîå& x+1 ≤ y & x ≤ n & y ≤ n & A(x, y, z)))

Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ25)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ z ñ ïðîèç-
âîëüíûì (âîçìîæíî, ïóñòûì) ñïèñêîì ïåðåìåííûõ. A - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì äëÿ ðàçðåøå-
íèÿ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà ñ êîíñòàíòíûìè êîýôôèöèåíòàìè:
∀xmn(x− íàòóðàëüíîå→ xn < m ↔ x ≤ [m− 1/n])

Âûðàæåíèÿ m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Íåðàâåí-
ñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè, âû÷èñëÿþùèìè çíà÷åíèå öåëîé ÷àñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

3. Âûäà÷à îòâåòà. Åñëè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî íåèç-
âåñòíàÿ x ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, à åäèíñòâåííîå äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå íà x - íåðàâåíñòâî x < a, ãäå a èçâåñòíî, òî âûäàåòñÿ îòâåò. Òåîðåìà
ïðèåìà èìååò âèä "x < a & x− íàòóðàëüíîå". Çàãîëîâîê ïðèåìà - "îòâåòçàäà-
÷è". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå (èíà÷å áûë áû âûïîëíåí
ïåðåõîä ê íåñòðîãîìó íåðàâåíñòâó äëÿ a − 1) è ÷òî èìååòñÿ âíåøíÿÿ çàäà÷à ñ
íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè, èç êîòîðîé äàííàÿ çàäà÷à áûëà ïîëó÷åíà âðåìåí-
íîé ôèêñàöèåé âñåõ íåèçâåñòíûõ, êðîìå x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî íàòóðàëüíîé íåèçâåñòíîé, èìåþùåé íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.
Ïðèåì âîçíèê ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîé çàäà÷è íà ðåøåíèå öåëî÷èñëåííîãî íåðà-
âåíñòâà ñïåöèàëüíîãî âèäà:
∀abcdmnkpqw(a − íàòóðàëüíîå & b − íàòóðàëüíîå & c − íàòóðàëüíîå & d − íàòó-
ðàëüíîå & 0 < m & 0 < n & 0 < k & 0 < p & 0 < q & 0 < am + bn + ck + dp −
abcdq & w = m + n + k + p → b ≤ a & c ≤ a & d ≤ a & bcdq < w ∨ a ≤ b & c ≤
b & d ≤ b & acdq < w ∨ a ≤ c & b ≤ c & d ≤ c & abdq < w ∨ a ≤ d & b ≤
d & c ≤ d & abcq < w)
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Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîäóñëîâèÿ". Äåñÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, êî-
ýôôèöèåíòû m, n, k, p, q ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Îäèííàäöàòûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", àíòåöåäåíòû ñ 5 ïî 9 - óêàçàòå-
ëåì "ïðîãðàììà" è ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà - óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê".
Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ðåêîìåíäóåòñÿ íàéòè â ðàçäåëå "ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà"
çàäà÷ó, äëÿ êîòîðîé áûë ñîçäàí äàííûé ïðèåì.

5. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âûðàæåíèÿ, ïðèíèìàþùåãî íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè
ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå è ïðèíèìàþùåå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèå
îãðàíè÷åíî ñâåðõó íå î÷åíü áîëüøîé íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, òî ðåàëèçóåò-
ñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ:
∀xn(x < n & x− íàòóðàëüíîå→ ∃m(m ∈ {1, . . . , n− 1} & x = m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, ìåíüøàÿ 6. Âûðà-
æåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0)ôèêñ(0 2 1))" îçíà÷àåò,
÷òî êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ áóäåò ðàçâåðíóò â äèçúþíêöèþ x = 1 ∨ . . . ∨ x =
n−1. Ïðè ýòîì ïåðâîå ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå m ∈ {1, . . . , n−1} êîìïèëè-
ðóåòñÿ â ïðîöåäóðó, ïåðå÷èñëÿþùóþ íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ m. Äëÿ óñêîðåííî-
ãî îòñå÷åíèÿ íåíóæíûõ êîíòåêñòîâ ââåäåí ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî çàäà÷à
èìååò óñëîâèå "íàòóðàëüíîå(y)", ãäå y - íåèçâåñòíàÿ, âõîäÿùàÿ â x. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 5.

Âûâîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà îïèñàíèå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, îòâåò êîòîðîé íå äîëæåí çàâèñåòü îò çàäàííûõ
ïåðåìåííûõ, ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèì âûâîä íåðàâåíñòâ â ïîñûëêàõ, äàþùèõ èñ-
êëþ÷àþùèå äàííóþ çàâèñèìîñòü îöåíêè. Çäåñü ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ìîäóëü ñóììû.
∀abde(0 < d− |a| & 0 < e− |b| → 0 < d + e− |a + b|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îáà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ñóùåñòâóþò ïåðåìåííûå, êîòîðûå íå äîëæíû âõîäèòü
â îòâåò. Âûðàæåíèå |a+ b| âõîäèò â ïîñûëêó ëèáî â óñëîâèå. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà âåñà âñåõ òåðìîâ çàäà÷è, ñîäåðæàùèõ ýòî âûðàæåíèå, óìåíüøàþòñÿ äî
0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåðàâåíñòâ.
∀abcdef (0 < a + bc & 0 ≤ d + ef & b < 0 & e < 0 → bec + bef + ae + bd < 0)

∀abcdef (0 < a + bc & 0 ≤ d + ef & 0 < b & 0 < e → 0 < bec + bef + ae + bd)

Ïðèåìû èíèöèèðóþòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ c + f , íå ðàñïîëî-
æåííîãî ïîä ìîäóëåì. Îáà ñëàãàåìûõ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò ïåðåìåííûå,
êîòîðûå íå äîëæíû âîéòè â îòâåò. Äâà ïåðâûõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåðàâåíñòâà äëÿ c è äëÿ
f , âçÿòûõ ïî îòäåëüíîñòè. Êîýôôèöèåíòû a, b, d, e íå ñîäåðæàò çàïðåùåííûõ
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ïåðåìåííûõ. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óñêîðÿþùèå ôèëüòðû ñðàçó ïðîâåðÿþò, ÷òî òåêóùàÿ ñóììà èìååò
íå ìåíåå äâóõ ñëàãàåìûõ ñ çàïðåùåííûìè ïåðåìåííûìè è ÷òî c, f íåêîíñòàíò-
íûå. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò âòîðîìó àíòåöåäåíòó èäåíòèôèöèðîâàòü-
ñÿ ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà âîçíèêàåò íåðàâåíñòâî
äëÿ c + f , êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè èñêëþ÷åíèè çàâèñèìîñòè îò
çàïðåùåííûõ ïåðåìåííûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Åñëè îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé x â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå îñòà-
þòñÿ ëèøü äâà âñòðå÷íûõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâà ñ èçâåñòíûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè
÷àñòÿìè, óòâåðæäåíèå "x− ÷èñëî" è íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî óòâåðæäåíèé âèäà x 6= a,
ãäå a èçâåñòíî, òî âûäàåòñÿ îòâåò. Ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ ëþáîé íåïîëíûé íåïó-
ñòîé êîìïëåêò ïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "ÿâíîå(õ1
íàáîð(÷èñëî(õ1)ìåíüøå(õ1 õ2)ìåíüøå(õ3 õ1))íàáîð(íå(ðàâíî(õ1 õ4)))ïóñòîåñëîâî)".
×òîáû óñìîòðåíèå îòâåòà ìîãëî ïðîèçîéòè ñðàçó, êàê òîëüêî îí ïîÿâèëñÿ, ñîçäà-
åòñÿ íåñêîëüêî ýêçåìïëÿðîâ ïðèåìà, êàæäûé ñî ñâîåé òî÷êîé ïðèâÿçêè. Çàãîëîâ-
êè ýòèõ ïðèåìîâ ÿâíî óêàçûâàþò òî÷êó ïðèâÿçêè: "îòâåò(íå(ðàâíî(õ1 õ4)))", "îò-
âåò(ìåíüøå(õ3 õ1))", "îòâåò(ìåíüøå(õ1 õ2))", "îòâåò(÷èñëî(õ1))". Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâíû 1.

Âñÿ ñåðèÿ ïðèåìîâ ñîçäàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïîñëå ââîäà òåîðåìû ïðèåìà. Íóæíî
ëèøü íàæàòü êëàâèøó "à" (êèð.), âûáðàòü ïóíêò "Ñïðàâî÷íèêè è ñîïðîâîæäàþùèå
èõ ïðîñòåéøèå ïðèåìû" è íàæàòü "êóðñîð âïðàâî". Íà ýêðàíå íà÷íóò ïîÿâëÿòüñÿ
ïåðå÷èñëåííûå âåðñèè ïðèåìîâ, êîòîðûå íóæíî áóäåò ñîõðàíÿòü íàæàòèåì "F3" è
ïåðåõîäèòü ê î÷åðåäíîé âåðñèè íàæàòèåì "ø".

Îáðàòíûé âûâîä â çàäà÷å ñ öåëüþ "íåçàâèñèò"

∀abc(0 < a + b & 0 ≤ c− b → 0 < a + c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâè-
åì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a èìååò ïåðåìåííûå, êîòîðûå íå äîëæíû âõîäèòü
â îòâåò, âûðàæåíèå c - íå èìååò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåðàâåí-
ñòâîì èç êîíòåêñòà ðàññìàòðèâàåìîãî óñëîâèÿ, ïðè÷åì âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò çà-
ïðåùåííûõ ïåðåìåííûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé".
Îí îïðåäåëÿåò íå ñîäåðæàùåå çàïðåùåííûõ ïåðåìåííûõ íåðàâåíñòâî, êîòîðîå áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å âìåñòî 0 < a+ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

Óñìîòðåíèå èçáûòî÷íîãî óñëîâèÿ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ïðè íàëè÷èè ñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå èìååò âèä îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ íåêîòîðîãî
âûðàæåíèÿ è íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïî-
ïûòêà èñêëþ÷èòü åãî, âûâåäÿ èç èìåþùèõñÿ â êîíòåêñòå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Íà÷íåì
ñ äâóõ ïðîñòåéøèõ ïðèåìîâ òàêîãî òèïà:
∀a(0 < a → ¬(a = 0))

∀a(a < 0 → ¬(a = 0))
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå è íå èñïîëüçóåìûì
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåðàâåíñòâîì èç êîí-
òåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íà ïðèâåäåííûõ òåîðåìàõ ñîçäàíû åùå äâà
ïðèåìà, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ê îòðèöàíèþ
ðàâåíñòâà íóëþ èçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ a. Ýòî îòðèöàíèå óæå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 1.
Äëÿ íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà, êîòîðûå, îä-
íàêî, èìåþò î÷åíü ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè:
∀abcd(a < b & ¬(c = 0) & c(bc + d) ≤ 0 → ¬(ac + d = 0))

∀abcd(b < a & ¬(c = 0) & 0 ≤ c(bc + d) → ¬(ac + d = 0))

Çäåñü âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c, d - íå ñîäåðæàò. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, âòîðîé è òðåòèé îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü óðàâíåíèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî
ñâîèì ïåðåìåííûì ñ îòðèöàíèåì ðàâåíñòâà. Åñëè îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âîçíèêëî ïðè
ðàçáîðå ñëó÷àåâ, ïðè÷åì èìååòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå, âíóòðè êîòîðîãî âñòðå÷àåòñÿ
ac + d, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà ïðèìåíÿþòñÿ â ïðîèçâîëüíûõ
çàäà÷àõ:
∀abc(c < a− b & 0 ≤ c → ¬(a = b))

∀abc(a− b < c & c ≤ 0 → ¬(a = b))

Çäåñü c - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ
îòðèöàíèå ðàâåíñòâà íóëþ èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå óñìàòðè-
âàåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
∀abcde(0 < −a + d & 0 < a + d & 0 < −b + e & 0 < b + e & |de| ≤ |c| → ¬(ab− c = 0))

∀abcde(0 < −a + d & 0 < a + d & 0 < −b + e & 0 < b + e & |de| ≤ |c| → ¬(−ab + c = 0))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, ðàâíîñèëüíûå íåðàâåíñòâàì |a| < d, |b| < e, èìåþòñÿ
â êîíòåêñòå. Âûðàæåíèÿ c, d, e ñóòü ÷èñëîâûå êîíñòàíòû. Ïÿòûé àíòåöåäåíò ïðîâå-
ðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Óñëîâèå íå äîëæíî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà
çàäà÷è íà îïèñàíèå èñïîëüçóåòñÿ åùå îäèí ïðèåì:
∀abc(0 < b + a & a + c < 0 → ¬(b = c))

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è. b - ïå-
ðåìåííàÿ; a, c - êîíñòàíòû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî,
âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Â
çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé â çàäà÷àõ ëþáîãî òèïà, êðîìå çàäà÷ íà
èññëåäîâàíèå:
∀abc(0 ≤ c− b & c < a → ¬(a = b))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïåðâûé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ b, c ëèáî îáà êîíñòàíòíûå, ëèáî ðàâíû. Äîïóñêà-
åòñÿ ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê óòâåðæäåíèÿì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Ïîïûòêà îïðîâåðãíóòü óðàâíåíèå ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ñòðîãîãî íåðàâåí-
ñòâà

Åñëè óðàâíåíèå ðåøèòü íå óäàåòñÿ, òî íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü åãî ëîæíîñòü, äîêàçàâ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè
÷àñòåé:
∀ab(0 < a− b → ¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàâåíñòâî a = b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå
çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç
÷àñòåé ðàâåíñòâà èìååò ÷èñëîâîå çíà÷åíèå. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü öåëè "èññëå-
äîâàòü", îçíà÷àþùåé, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðåäïðèíÿòü îáùåå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ íåèç-
âåñòíûõ. Îòáðàñûâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà â îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ íåèçâåñò-
íàÿ, à äðóãàÿ ÷àñòü èçâåñòíà. Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì íå
ïðèìåíÿåòñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâå-
òà. Ïðèåì ñíàáæåí ñëàáûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Àíòöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 5. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 8. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ðåäêî
âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé çàäà÷ ñ öåëüþ "íå". Îíè âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêå ÿâíîãî ðàç-
ðåøåíèÿ ðàâåíñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä îòðèöàíèåì â íåêîòîðîé âíåøíåé çàäà÷å. Â
ýòîé âåðñèè óðîâåíü ðåøåíèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïîâûøåí äî ìàêñèìàëüíîãî
óðîâíÿ òåêóùåé çàäà÷è. Íàêîíåö, ïî òîé æå òåîðåìå ñîçäàí ïðèåì äëÿ óñìîòðåíèÿ
ëîæíîñòè ñîïðîâîæäàþùåãî óñëîâèÿ íà èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, èìåþùåãî âèä ðà-
âåíñòâà. Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ïîñûëêàõ íåðàâåíñòâà,
ïåðåñåêàþùåãîñÿ ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì ñ ðàññìàòðèâàåìûì ðàâåíñòâîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 5.

Óñìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðà â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "èçâåñòíî"

Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ "èçâåñòíî" àíàëîãè÷íû ãåîìåòðè÷å-
ñêèì çàäà÷àì íà âû÷èñëåíèå. Èíîãäà â òàêèõ çàäà÷àõ áûâàåò ïîëåçíî ñâîåâðåìåííî
óñìîòðåòü è çàôèêñèðîâàòü ïîëîæèòåëüíîñòü ÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà, ÷òîáû âîñïîëü-
çîâàòüñÿ åþ íà áîëåå ïîçäíèõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ, êîãäà îíà ñòàíåò óæå íåî÷åâèäíîé.
Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì âûâîäà:
∀ab(a = b & 0 < b → 0 < a)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ èçâåñòíûì ÷èñëåííûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó, ÿâíî îïðåäåëÿþùóþ a ÷åðåç äðóãèå
ïåðåìåííûå çàäà÷è. Îáû÷íî ïîñëåäíèå íå èçâåñòíû; íàïðèìåð, a ìîæåò áûòü èç-
âåñòíîé äëèíîé îòðåçêà ñ íåèçâåñòíûìè êîíöàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íåèçâåñòíûå âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå åùå íå íàéäåíû è ÷òî ïîêà îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà 0 < a. Ââåäåí îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îáúåäèíåíèå ñëó÷àåâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íåðàâåíñòâàìè

Åñëè â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå âîçíèêàåò äèçúþíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ äëÿ êàæäî-
ãî ïîäñëó÷àÿ çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé, òî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàâåíñòâî íåèçâåñòíîé
óñëîâíîìó âûðàæåíèþ:
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∀abcdx(x = a & 0 < c− d ∨ x = b & 0 ≤ d− c ↔ x = (a ïðè 0 < c− d, èíà÷å b))

Äèçúþíêöèÿ íå îáÿçàíà áûòü êîðíåâîé; çàäà÷à äîëæíà èìåòü öåëü "èçâåñòíî". Ïåðå-
ìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûðàæåíèÿ
a, b, c, d èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Åùå äâà ïðèåìà, èñêëþ÷àþùèõ äèçúþíêöèþ, ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñà-
íèå, èìåþùèõ öåëü "è":
∀ab(0 < a & b < 0 ∨ a < 0 & 0 < b ↔ ab < 0)

∀ab(0 < a & 0 < b ∨ a < 0 & b < 0 ↔ 0 < ab)

Äèçúþíêöèÿ íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è. Èìååò ìåñòî
ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Íàïîìíèì, ÷òî öåëü "è" îçíà÷àåò ïîëó÷åíèå îòâåòà â
âèäå êîíúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïîçâîëÿåò ïðåîá-
ðàçîâàòü äèçúþíêöèþ â òàêîå óòâåðæäåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà

∀ab(a < b → ¬(a = b))

Ýòîò ñîâñåì ïðîñòîé ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì"; åãî àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììåíüøå"

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììåíüøå" èñïîëüçóåòñÿ äëÿ áûñòðîãî óñìîòðåíèÿ èñòèí-
íîñòè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. ×èñëî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ åãî ïðèåìîâ ðàâíî 4. Íåêî-
òîðûå èç ïåðå÷èñëÿåìûõ íèæå ïðèåìîâ îòíîñÿòñÿ ê ñìåæíûì ðàçäåëàì (ãåîìåòðèÿ,
ôèçèêà è ò.ï.).

1. Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå. Êàê è ëþáîé ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð, ïðåæäå
âñåãî îïåðàòîð "óñììåíüøå" îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "ñòàíäñëåäñòâèå". Îíà
èùåò â ïîñûëêàõ ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå ëèáî ïðèìåíÿåò ðÿä ïðîñòåéøèõ
ñðåäñòâ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòè ñðåäñòâà ñâîäÿòñÿ ê ïîëó÷åíèþ ÷èñëåííûõ îöå-
íîê äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çíàêà êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð
"÷èñëîöåíêà", ó÷èòûâàþùèé 4 çíàêà ïîñëå çàïÿòîé è äàþùèé ãàðàíòèðîâàí-
íóþ âåðõíþþ ëèáî íèæíþþ îöåíêó.

2. Ïåðåõîä ê íåðàâåíñòâó ñ íóëåâîé ÷àñòüþ. Åñëè ïðîâåðÿåìîå íåðàâåíñòâî íå
èìååò íóëÿ â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé, òî îíî ñðàçó æå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
íåðàâåíñòâà ñ íóëåì â ëåâîé ÷àñòè:
∀ab(0 < a− b → b < a)

Âûðàæåíèÿ a, b íåíóëåâûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, â êîòîðîì íîâûì
âõîäíûì äàííûì ñëóæèò 0 < a− b. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò ïîïûòêè ïðè-
ìåíåíèÿ äðóãèõ ïðèåìîâ, åñëè ýòî ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå îêçàëîñü íåóäà÷íûì.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 1.

3. Óñòðàíåíèå ìèíóñà.
∀a(a < 0 → 0 < −a)

∀a(0 < a → −a < 0)

Ôèëüòðû è óêàçàòåëè àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.
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4. Òðàíçèòèâíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê, èìåþùåãî íóëåâóþ
÷àñòü. Òàê êàê íåðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó ñ íóëåâîé ëåâîé ëèáî
ïðàâîé ÷àñòüþ, òî îáû÷íàÿ òðàíçèòèâíîñòü íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåòñÿ. Äàëåå
áóäóò ïðèâåäåíû òàêæå íåñêîëüêî áîëåå îáùèå ïðèåìû, èñïîëüçóþùèå ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè íåðàâåíñòâ. Îäíàêî, îíè áóäóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñóùåñòâåííû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè: îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "óñììåíüøå" âûïîëíÿþòñÿ î÷åíü
÷àñòî, è äàæå íåáîëüøèå çàäåðæêè â åãî ðàáîòå íåæåëàòåëüíû.
∀ab(b− a < 0 & 0 ≤ b → 0 < a)

∀ab(0 < a + b & b ≤ 0 → 0 < a)

∀ab(a + b < 0 & 0 ≤ b → a < 0)

∀ab(0 ≤ b− a & b < 0 → a < 0)

∀ab(0 < b− a & b ≤ 0 → a < 0)

∀ab(0 ≤ a + b & b < 0 → 0 < a)

∀ab(a + b ≤ 0 & 0 < b → a < 0)

Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè
íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïåðåñòàíîâêà", óêàçûâàþùåãî, ÷òî áûëà ïðåäïðèíÿòà
ïîïûòêà ïåðåíåñòè íóëü â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà äëÿ ðàçíîñòè.
Ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé òàêóþ ïîïûòêó, îïèñûâàåòñÿ íèæå. Ââåäåí ñðåä-
íèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïðèâåäåì åùå
íåñêîëüêî ïðèåìîâ àíàëîãè÷íîãî òèïà, ó êîòîðûõ íåíóëåâàÿ ÷àñòü èìååò òðè
ñëàãàåìûõ:
∀abc(0 < a− b & 0 < b− c → 0 < 2a− b− c)

∀abc(0 < a− b & 0 < b− c → 2c− a− b < 0)

∀abc(0 ≤ a− b & c < 0 → b− a + c < 0)

Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.

5. Óñìîòðåíèå çíàêà ñóììû ïî òðàíçèòèâíîñòè. Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, àíàëî-
ãè÷íûå ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, íî îòíîñÿùèåñÿ òîëüêî ê íåðàâåíñòâàì,
ó êîòîðûõ â îäíîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ñóììà, à â äðóãîé - íîëü.
∀abc(b− c < 0 & 0 ≤ a + b → 0 < a + c)

∀abc(0 < a + b & 0 ≤ c− b → 0 < a + c)

∀abc(a + c < 0 & 0 ≤ c− b → a + b < 0)

∀abc(0 < c− b & a + c ≤ 0 → a + b < 0)

∀abc(0 < a + c & b + c ≤ 0 → 0 < a− b)

∀ab(0 < a & 0 ≤ b → 0 < a + b)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îäèí àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, äðóãîé
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íà ïåðâîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé òåî-
ðåìàõ ñîçäàíû ïî äâà ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ âûáîðîì íåïîñðåäñòâåííî èäåí-
òèôèöèðóåìîãî àíòåöåäåíòà. Ó ïåðâîé è øåñòîé òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ïåðâûé àíòåöåäåíò, ó ïÿòîé - âòîðîé. Îáùåå ñëàãàåìîå ó òåêóùå-
ãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ãðóïï
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îïåðàíäîâ. Çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî ïðèåìà, îíî äîëæíî áûòü íåêîíñòàíò-
íûì, ïðè÷åì ëèáî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñëàãàåìûõ òåêóùåãî íåðàâåíñòâà äîëæíà
áûòü êîíñòàíòíîé, ëèáî íåðàâåíñòâî, îáðàáàòûâàåìîå ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, äîëæíî èìåòü èëè âñåãî äâà ñëàãàåìûõ, èëè íå áîëåå îäíîãî íåêîíñòàíò-
íîãî ñëàãàåìîãî. Ýòè ýâðèñòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ ïîÿâèëèñü â ðåçóëüòàòå ïîïû-
òîê óñêîðåíèÿ îïåðàòîðà. Êðîìå òîãî, ââåäåí óìåðåííûé îáùèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè ïðèåìîâ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.

6. Òðàíçèòèâíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê, íå èìåþùåãî íóëå-
âîé ÷àñòè. Åñëè ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîíòåêñòà óñëîâèÿ çàäà-
÷è íà îïèñàíèå, òî ñðåäè ïîñûëîê ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ìîãóò âñòðåòèòüñÿ
íåðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûìè, îáå ÷àñòè êîòîðûõ íåíóëåâûå. Íåðàâåíñòâà ñ íåíó-
ëåâûìè ÷àñòÿìè â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò âñòðåòèòüñÿ è ñðåäè ïîñûëîê
çàäà÷è. Äëÿ òàêèõ íåðàâåíñòâ ñîçäàíû ñâîè ïðèåìû óñìîòðåíèÿ ïî òðàíçèòèâ-
íîñòè:
∀abc(a < b & b + c ≤ 0 → a + c < 0)

∀abc(c < b & 0 ≤ c− a → a− b < 0)

∀abcd(a ≤ b + d & 0 < c− d → 0 < b + c− a)

∀abc(c ≤ a & 0 < c + b → 0 < a + b)

∀abc(a < b & 0 ≤ c− b → 0 < c− a)

∀abc(a ≤ b & b + c < 0 → a + c < 0)

∀abc(c ≤ b & 0 < c− a → a− b < 0)

∀abc(c < a & 0 ≤ c + b → 0 < a + b)

∀abc(a ≤ b & 0 < c− b → 0 < c− a)

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâî ñ íåíóëåâûìè ÷àñòÿìè áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ,
âòîðîå íåðàâåíñòâî îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ñëàãàåìûå ïðî-
âåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà, îáùèå ñ íåðàâåíñòâîì èç ïîñûëîê, íåêîíñòàíòíûå; ïðî-
òèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê íåíóëåâàÿ. Òðåòèé ïðèåì èìååò
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1, îñòàëüíûå - óðîâåíü 2. Äîáàâëåíû åùå äâà ïðèåìà:
∀ab(a < −b & 0 ≤ a → b < 0)

∀mnk(n + k ≤ m & 0 < k → 0 < m− n)

Ïåðâûé èç íèõ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2 áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé. Âî âòîðîì
m,n äîëæíû áûòü ïåðåìåííûìè, íå âõîäÿùèìè â âûðàæåíèå k. Åãî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Êàê è âåçäå â ðåøàòåëå, äàííûé êîìïëåêò ïðèåìîâ ñëî-
æèëñÿ "ñòèõèéíî", ïî ìåðå ïðîðàáîòêè çàäà÷. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü
èñõîäíûé ìàòåðèàë äëÿ ðàçâèòèÿ òåõíèêè îïòèìèçàöèè ðåøàòåëåé. Çàìåòèì,
÷òî ïîïîëíåíèå ðåøàòåëÿ ïðèåìàìè "èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé", íå ïîäêðåïëåí-
íîå àíàëèçîì çàäà÷, ëåãêî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ èçáûòî÷íûõ ïðèåìîâ, áåç
êîòîðûõ â äåéñòâèòåëüíîñòè ñëåäóåò îáõîäèòüñÿ. Ëèáî ðåøåíèå áóäåò îáû÷íî
ïðîõîäèòü ïî ðóñëó, èñêëþ÷àþùåìó âîçìîæíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, ëèáî
ïðèåì íà÷íåò íàðóøàòü ñëîæèâøèåñÿ ñòàíäàðòû è çàìåäëÿòü èëè âîâñå áëîêè-
ðîâàòü ðåøåíèå.

7. Ïîïûòêà îäíîâðåìåííîãî èçìåíåíèÿ çíàêà ó âñåõ ñëàãàåìûõ. Ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå íåðàâåíñòâà äëÿ ðàçíîñòè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü âñòðå÷íîå
íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ðàçíîñòè:
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∀ab(b− a < 0 → 0 < a− b)

∀ab(0 < a− b → b− a < 0)

Àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñììåíüøå". Îíî
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ïåðåñòàíîâêà", áëîêèðóþùèì âñòðå÷íóþ ïî-
ïûòêó èçìåíåíèÿ çíàêà, à òàêæå ðÿä ïðèåìîâ, êîòîðûå ìîãëè áû ñðàáîòàòü è
áåç äàííîé ïîïûòêè. Åñëè ïîïûòêà íå óâåí÷àëàñü óñïåõîì, îïåðàòîð ïðîäîëæà-
åò îáðàáàòûâàòü íåðàâåíñòâî äðóãèìè ïðèåìàìè. Ïåðåä îáðàùåíèåì ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà, êîòîðûå íå âûïîëíÿþò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå, à èñïîëüçóþò ãîòîâóþ ïîñûëêó:
∀abc(a(b− c) < 0 → 0 < a(c− b))

∀abc(0 < a(b− c) → a(c− b) < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòèõ ïðèåìîâ ðàâåí 2.
8. Óñòàíîâëåíèå çíàêà ñóììû ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ çíàêîâ ñëàãàåìûõ.
∀ab(a < 0 & b ≤ 0 → a + b < 0)

∀ab(0 < a & 0 ≤ b → 0 < a + b)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóììà íåêîíñòàíòíàÿ, òàê êàê çíàê êîíñòàíòíûõ ñóìì íà-
õîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ÷èñëåííîé îöåíêîé. Èñêëþ÷åíèå äåëàåòñÿ äëÿ êîí-
ñòàíò, ñîäåðæàùèõ åäèíèöû èçìåðåíèÿ. Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "îïåðàíä(õ1 . . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ ïåðåìåííîé a c íåêîòîðûì ñëàãàåìûì ñóììû. Òàêèì îáðàçîì ïðîñìàòðèâà-
þòñÿ âñå ñëàãàåìûå, ïîêà íå óäàåòñÿ íàéòè ñëàãàåìîå çàäàííîãî çíàêà (îòðèöà-
òåëüíîå â ïåðâîì ïðèåìå è ïîëîæèòåëüíîå âî âòîðîì). Ïîñëå ýòîãî ðåàëèçóåòñÿ
ïîïûòêà äîêàçàòü íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñóììû îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ. ×òî-
áû â ñëó÷àå íåóäà÷è íå ïðîèñõîäèëî ïðîäîëæåíèå ïåðå÷èñëåíèÿ ñëàãàåìûõ a,
ââåäåí óêàçàòåëü "îòêàò(1)". Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïåðåñòàíîâêà" ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì, îáðàáàòûâàþùèì àíòåöå-
äåíòû, ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì "ìíîæèòåëè", áëîêèðóþùèì ïîïûòêè
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèé a, b (ñì. íèæå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèåì).
Ïåðâûé ïðèåì èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 3, âòîðîé - óðîâåíü 2.

9. Óñìîòðåíèå çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïðåæäå âñåãî, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ
ñîìíîæèòåëåé:
∀ab(0 < b & 0 < a → 0 < ab)

Óêàçàòåëü "äèñòðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2))" îçíà÷àåò, ÷òî êîìïèëÿòîð ó÷èòûâàåò
òîëüêî îäèí èç àíòåöåäåíòîâ (íàïðèìåð, ïåðâûé), èñïîëüçóÿ åãî êàê "øàáëîí"
äëÿ îáðàáîòêè êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ. Òàê êàê àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "áëîêïðîâåðîê", òî äëÿ ïðîâåðêè ïîëîæèòåëüíîñòè ñîìíîæèòåëåé áóäóò
âûïîëíÿòüñÿ ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "óñììåíüøå". Ïðèåì ñðàáà-
òûâàåò íà óðîâíå 1. Ñëåäóþùèå ïðèåìû âûäåëÿþò îäèí ñîìíîæèòåëü îïðåäå-
ëåííîãî çíàêà, à çàòåì àíàëèçèðóþò îñòàâøååñÿ ïðîèçâåäåíèå:
∀ab(0 < b & a < 0 → ab < 0)

∀ab(b < 0 & a < 0 → 0 < ab)
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∀ab(0 < b & 0 < a → 0 < ab)

Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1)"
ïðåäîòâðàùàåò ïîïûòêè àëüòåðíàòèâíûõ äåéñòâèé, åñëè óäàëîñü ðåàëèçîâàòü
ïåðâûé àíòåöåäåíò. Ïðè íåóäà÷íîé ïîïûòêå ïðîâåðêè âòîðîãî àíòåöåäåíòà ñðà-
çó áóäåò âûäàí "îòêàç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Óñòðàíåíèå äðîáè. Ïðîâåðêà ïîëîæèòåëüíîñòè èëè îòðèöàòåëüíîñòè äðîáè ñâî-
äèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé ïðîâåðêå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ:
∀ab(0 < ab → 0 < a/b)

∀ab(ab < 0 → a/b < 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ ïåðâîãî ïðèåìà ñî-
çäàíû äâå âåðñèè. Åñëè ïîñûëêè íå èìåþò óòâåðæäåíèÿ î ñòðåìëåíèè íåêî-
òîðîãî ïàðàìåòðà ê çàäàííîé âåëè÷èíå, òî ïðèìåíÿåòñÿ âåðñèÿ, ñíàáæåííàÿ
óêàçàòåëåì "ñïóñê". Â íåé áëîêèðóþòñÿ àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ
çíàêà äðîáè. Èíà÷å - áëîêèðîâêè àëüòåðíàòèâíûõ ïîïûòîê íå ïðîèñõîäèò. Âòî-
ðîé ïðèåì èìååò îäíó âåðñèþ, ñ óêàçàòåëåì "ñïóñê". Äëÿ ÷èñëîâîé äðîáè ïðè-
åìû áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ñ óêàçàòåëåì "ñïóñê" ðàâåí
1, ïðèåìà áåç ýòîãî óêàçàòåëÿ - 3.

11. Óñòðàíåíèå ñòåïåíè.
∀ab(0 < a → 0 < ab)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ââåäåíû åùå äâà ïðèåìà:
∀ab(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & a < 0 →
ab < 0)

∀ab(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & ¬(a = 0) → 0 < ab)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðâûé ïðèåì èìå-
åò óêàçàòåëü "ñïóñê", áëîêèðóþùèé àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Âòîðîé ïðè-
åì èìååò óêàçàòåëü "ñïóñê(2)", áëîêèðóþùèé àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîñëå
óñìîòðåíèÿ ÷åòíîñòè ÷èñëèòåëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâ-
íû 1.

12. Ðàçíîñòü ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè. Ñòåïåíè ðàçäåëÿþòñÿ â ðàç-
íûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà è èñïîëüçóåòñÿ ìîíîòîííîñòü ñòåïåííîé ôóíêöèè:
∀abc(0 < c & 0 ≤ a & 0 ≤ b & a− b < 0 → ac − bc < 0)

∀abc(0 < c & 0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 < a− b → 0 < ac − bc)

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè - êîíñòàíòà. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Åñëè óäàåòñÿ óñòàíîâèòü èñòèííîñòü ïåðâûõ òðåõ èç íèõ, òî ïî-
ïûòêè èñïîëüçîâàòü àëüòåðíàòèâíûå ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ, è âñå ñâîäèòñÿ ê
îáðàáîòêå ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "ñïóñê(1 2
3)". Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè - ïðîñòàÿ äðîáü ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ïðèåìû:
∀abc(c− rational & 0 < c & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) & a− b < 0 → ac − bc < 0)

∀abc(c− rational & 0 < c & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) & 0 < a− b → 0 < ac − bc)
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Âñå ÷åòûðå ïðèåìà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 2. Ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì,
èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè ñòåïåíåé, èìåþùååñÿ â ïîñûëêàõ:
∀abcd(a

d − bd = c & 0 < c & 0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 < a− b)

Íåðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Íåðàâåíñòâà ñ ëîãàðèôìàìè. Óñìàòðèâàåòñÿ çíàê ëîãàðèôìà:
∀ab(0 < a− 1 & 0 < b− 1 → 0 < loga b)

∀ab(0 < a− 1 & 0 < 1− b → loga b < 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ
èñòèííîñòè ïåðâîãî èç íèõ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ äðóãèõ ïðèåìîâ áëîêèðóþòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ äâîéíîãî íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà äîáàâ-
ëåí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀a(0 < a− e → 0 < ln ln a)

Çäåñü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
14. Óñìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíîñòè ìîäóëÿ.

∀a(a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → 0 < |a|)
Ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ àëüòåðíàòèâíûõ ïðèåìîâ áëîêèðóþòñÿ, óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. Â ýòîì æå ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ïðèåì, îòíîñÿùèéñÿ ê ìîäóëþ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
∀a(¬(a = 0) → 0 < |a|)
Çàìåòèì, ÷òî ìû âûíóæäåíû ðàññìàòðèâàòü çäåñü ïðèåìû èç äðóãèõ ðàçäåëîâ
(â äàííîì ñëó÷àå - èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà), òàê êàê îíè ïîïàëè â ïàêåò "óñì-
ìåíüøå" è íóæíû äëÿ áûñòðîãî óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìîäóëè â äâóõ ïðèåìàõ ðàçíûå, õîòÿ è ïðîðèñîâûâàþòñÿ
ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì îäèíàêîâî. Ïðè ïðîñìîòðå òåîðåì â ñêîáî÷íîé çàïèñè
ñòàíîâèòñÿ âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ òåîðåìà èñïîëüçóåò âåùåñòâåííîçíà÷íûé ñèìâîë
"ìîäóëü", à âòîðàÿ - ñèìâîë "Ìîäóëü" äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ.

15. Íåðàâåíñòâà ñ ðàäèêàëàìè. Óñìàòðèâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü èëè îòðèöàòåëü-
íîñòü íåêîòîðûõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñóìì ñ ðàäèêàëîì:
∀ab(0 < b → 0 <

√
a2 + b + a)

∀ab(0 < b → 0 <
√

a2 + b− a)

∀abc(2ab + b2 − c < 0 → a + b−
√

a2 + c < 0)

∀abc(0 < c → 0 < a− b +
√

a2 + b2 − 2ab + c)

∀abc(¬(b = 0) & 0 ≤ c + 1 & 0 < a → 0 < a +
√

(a + b)(a− b)c)

Ïåðâûå òðè ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1, ïîñëåäíèå äâà - íà óðîâíå 3.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

16. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèé îòðèöàòåëüíûé
äèñêðèìèíàíò.
∀abcd(0 < a & b2 − 4ac < 0 → 0 < ad2 + bd + c)

∀abcd(a < 0 & b2 − 4ac < 0 → ad2 + bd + c < 0)
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Ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Îáà àíòå-
öåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Äîïîëíèòåëüíî ñîçäàíû ïðèåìû
äëÿ îäíîðîäíîãî òðåõ÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè:
∀pqrbc(p < 0 & r2 − 4pq < 0 & ¬(c = 0) → pb2 + qc2 + rbc < 0)

∀pqrbc(0 < p & r2 − 4pq < 0 & ¬(c = 0) → 0 < pb2 + qc2 + rbc)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû p, q, r èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè,
b, c - ñ íåêîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "ïðîãðàììà", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âñå
÷åòûðå ïðèåìà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 2.

17. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîñèíóñà è êîñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abcd(c = 2d & 0 < a + b & b < 0 & 0 ≤ d & 0 ≤ π/2− d → 0 < a cos d + b cos c)

Êîýôôèöèåíòû a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Â ïîñûë-
êàõ èìååòñÿ íåðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ÷èñëî π. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñðàâíèâàåò àðãóìåíòû c, d. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäå-
íèå 2d îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóìíîæå-
íèå" è íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âòîðîé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". ×åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ óñèëåíèÿ ïðîâåðêè ïÿòîãî àíòå-
öåäåíòà ñîçäàíà äîïîëíèòåëüíàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà ðàçëîæèòü ïðàâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè. Ýòà ïîïûòêà ñîïðîâîæäàåòñÿ
ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Îáå âåðñèè ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 4.

18. Óñìîòðåíèå çíàêà ñóììû ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ ïîñûëêàìè. Åñ-
ëè â ïîñûëêàõ èìååòñÿ íåðàâåíñòâî, íåíóëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ îò
íåíóëåâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà ëèøü óìíîæåíèåì íà êîíñòàíò-
íûé ìíîæèòåëü è äîáàâëåíèåì êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî, òî äåëàåòñÿ ïîïûòêà
âûâåñòè îäíî íåðàâåíñòâî èç äðóãîãî:
∀abcde(b + ce < 0 & 0 ≤ e(ae− bd) & ed < 0 → 0 < a + cd)

∀abcde(0 ≤ b + ce & 0 < e(ae− bd) & 0 < ed → 0 < a + cd)

∀abcde(0 < b + ce & e(ae− bd) ≤ 0 & ed < 0 → a + cd < 0)

∀abcde(b + ce ≤ 0 & e(ae− bd) < 0 & 0 < ed → a + cd < 0)

∀abcde(b + ce ≤ 0 & 0 < e(ae− bd) & ed < 0 → 0 < a + cd)

∀abcde(0 < b + ce & 0 ≤ e(ae− bd) & 0 < ed → 0 < a + cd)

∀abcde(0 ≤ b + ce & e(ae− bd) < 0 & ed < 0 → a + cd < 0)

∀abcde(b + ce < 0 & e(ae− bd) ≤ 0 & 0 < ed → a + cd < 0)

Â ýòèõ ïðèåìàõ ïåðåìåííûå a, b, d, e èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðà-
æåíèÿìè, ïåðåìåííàÿ c - ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áå-
ðåòñÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, ñëåäóþùèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Ëèáî a, ëèáî b äîëæíî áûòü îòëè÷íî îò 0. Óêàçàòåëü "íàáîðîïåðàí-
äîâ(. . .)" ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü c íå ïðè ïîìîùè ñðàâíèòåëüíî òðóäîåì-
êîãî îïåðàòîðà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå", à ïðîñòî êàê ïåðåñå÷åíèå ãðóïï ñîìíîæè-
òåëåé îäíî÷ëåíîâ ce, cd. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïåðåñòàíîâêà" ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè ïîñûëêè ñîäåðæàò íåðàâåíñòâî
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äëÿ ïåðåìåííîé x, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ óñìîòðåíèÿ
çíàêà âûðàæåíèÿ ax + b, ãäå a, b - êîíñòàíòû:
∀abcx(0 < a & c < x & 0 ≤ ac + b → 0 < ax + b)

∀abcx(a < 0 & x < c & 0 ≤ ac + b → 0 < ax + b)

∀abcx(0 < a & x < c & ac + b ≤ 0 → ax + b < 0)

∀abcx(a < 0 & c < x & ac + b ≤ 0 → ax + b < 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

19. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íî òðóäîåìêîé ïðîöåäóðîé è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äî îáðàùåíèÿ ê ïðîâå-
ðî÷íîìó îïåðàòîðó. Îäíàêî, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå óñìîòðåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè
ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè âñå æå ïðèìåíÿåòñÿ:
∀ab(b = a & 0 < b → 0 < a)

Âûðàæåíèå a äîëæíî èìåòü âèä ñóììû ñ äâóìÿ ñëàãàåìûìè. Íè îäíî èç ýòèõ
ñëàãàåìûõ íå äîëæíî èìåòü âèäà äðîáè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò
b íå äîëæåí èìåòü âèä ñóììû. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ðÿä êîììåíòàðèåâ, âêëþ÷àÿ êîììåíòàðèé "ïåðåñòàíîâêà", áëîêè-
ðóþò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

20. Èñïîëüçîâàíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ, ñîäåðæàùåãîñÿ â ïîñûëêàõ. Â äàí-
íîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî:
∀a(¬(a = 0) & 0 ≤ a → 0 < a)

∀a(¬(a = 0) & a ≤ 0 → a < 0)

∀a(¬(a = 0) & ¬(a < 0) → 0 < a)

∀a(¬(a = 0) & ¬(0 < a) → a < 0)

Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ - áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Çàìåòèì, ÷òî îáùàÿ
ñòàíäàðòèçàöèÿ ïåðåâîäèò îòðèöàíèå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà â íåñòðîãîå îáðàò-
íîå íåðàâåíñòâî, îäíàêî âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ïîñûëêè áóäóò íå ñòàíäàðòè-
çèðîâàíû. Ïåðâûå äâà ïðèåìà èìåþò óêàçàòåëü "ñïóñê", áëîêèðóþùèé àëüòåð-
íàòèâíûå ïîïûòêè ñðàçó ïîñëå èäåíòèôèêàöèè îòðèöàíèÿ ðàâåíñòââà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïîñëåäíèõ ïðèåìîâ ðàâåí 1, ïåðâûõ - 2.

21. Èñïîëüçîâàíèå íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â ïîñûëêàõ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïðîâåðêà ñâîäèòñÿ ê óñìîòðåíèþ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ:
∀a(¬(a = 0) & 0 ≤ a → 0 < a)

∀a(¬(a = 0) & a ≤ 0 → a < 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáðàùåíèå ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè (ëåãêîâèäåòü óñììåíüøå 0 a), (ëåãêîâèäåòü óñì-
ìåíüøå a 0), áëîêèðóþùèìè ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ îòëè÷èÿ a îò íóëÿ ïóòåì
óñòàíîâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ëèáî îòðèöàòåëüíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 784

22. Âûäåëåíèå ñóììû êîíñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè íåñêîëüêî êîíñòàíòíûõ ñëà-
ãàåìûõ èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè, òî öåëåñîîáðàçíî ñãðóïïèðîâàòü èõ è ïîñòà-
ðàòüñÿ óñìîòðåòü çíàê âñåé ãðóïïû:
∀ab(a < 0 & b ≤ 0 → a + b < 0)

∀ab(0 < a & 0 ≤ b → 0 < a + b)

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ1 êîíñòàíòà(õ1))" çàäàåò óêàçàííóþ ãðóïïèðîâêó êîí-
ñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèå a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ áîëåå
îäíîãî è ÷òî îñòàòîê ñóììû b íåíóëåâîé. Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

23. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñîäåðæàùåãîñÿ â ïîñûëêàõ.
(a) Ïðîñòåéøèå ñëó÷àè.

∀ab(a ≤ b & b < 0 → a < 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ñîäåðæèòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü åãî ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Äîïóñêàåòñÿ âåðñèÿ ñòðîãîãî íåðàâåí-
ñòâà. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(0 < a & b = a → 0 < b)

Â ïîñûëêàõ ñîäåðæèòñÿ âòîðîé àíòåöåäåíò, ïðè÷åì âûðàæåíèå b íåêîí-
ñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(a < b → 0 < b− a)

Àíòåöåäåíò ñîäåðæèòñÿ â ïîñûëêàõ. Óêàçàòåëü "ïîâòîð(1)" ðàçðåøàåò èñ-
ïîëüçîâàòü ýòó ïîñûëêó, äàæå åñëè îíà ñîäåðæèòñÿ â êîììåíòàðèè (èñ-
êëþ÷åíèå . . .), ïåðå÷èñëÿþùåì ïîñûëêè, èñïîëüçîâàííûå íàäîïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(−a < b → 0 < a + b)

∀ab(a < −b → a + b < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(a < c & 0 < b− c → 0 < b− a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ïîñûëîê, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ âåðñèÿ íåñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà. Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå, c îòëè÷íî îò íóëÿ. Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.
∀abcx(x < c & 0 < a & ac + b ≤ 0 → ax + b < 0)

∀abcx(c < x & a < 0 & ac + b ≤ 0 → ax + b < 0)

Âûðàæåíèå x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ, âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíò-
íûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðî÷èå - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå c îòëè÷íî îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Óñìîòðåíèå íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì.
∀ab(0 < a + b & 0 < a− b → 0 < a− |b|)
∀ab(a + b < 0 → b− |a| < 0)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ èç ïîñûëîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(c) Ïîñûëêà ñ àðêêîñèíóñîì. Èñïîëüçóåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà π äëÿ ìîäóëÿ àðê-
êîñèíóñà:
∀abcdpq(b < 0 & 0 < pq & 0 ≤ a + bπp/q & c < p arccos d/q → 0 < a + bc)

Âûðàæåíèå c íåêîíñòàíòíîå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè äðîáè è åäèíèöû.
∀ab(0 < b & a/b− 1 < 0 → a− b < 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Äâà íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(0 < ab & 0 < ac → 0 < bc)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(f) Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ.

∀ab(0 < ab & 0 < a → 0 < b)

∀ab(0 < ab & a < 0 → b < 0)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Óêàçàòåëü "íàáîðîïåðàíäîâ(ôèêñ(1 2))"
ïîçâîëÿåò âìåñòî îïåðàòîðà "àëãåáðïåðåñå÷åíèå" èñïîëüçîâàòü ïðîâåðêó
âêëþ÷åíèÿ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Çàìåòèì,
÷òî ïðèåìû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ íåíîðìàëèçîâàííûõ ïîñûëîê (èíà÷å ïåð-
âîå íåðàâåíñòâî áûëî áû çàìåíåíî íà íåðàâåíñòâî äëÿ b).

(g) Äîìíîæåíèå íà çíàìåíàòåëü ñëàãàåìîãî èç íåðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.
∀abcd(0 < c & 0 < a + b/c & 0 ≤ d− b → 0 < ac + d)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ïîñûëîê, ïåðâûé è òðåòèé îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çíàìåíàòåëü c äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
äåñÿòè÷íóþ êîíñòàíòó, âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Äëÿ òðåòüåãî àíòåöå-
äåíòà ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(h) Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé ïîñûëêè.
∀afg(f(a) & ∀x(f(x) → 0 < g(x)) → 0 < g(a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé èç ïî-
ñûëîê. Ïðè ýòîì f(x) - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, èäåíòèôèöèðóåìàÿ
ñ êîíúþíêöèåé àíòåöåäåíòîâ, à g(x) - íå ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ò.å.
âûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(g x)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"î÷åâèäíî". Îí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, çàãîëîâêè êî-
òîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîíêðåòíûõ èäåíòèôèöèðîâàí-
íûõ ñ f(x) óòâåðæäåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Èñïîëüçîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó, çàäàííîìó îïèñàòåëåì "êëàññ".
∀axP (x ∈ a & a ⊆ sety(0 < y & P (y)) → 0 < x)

Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. P (x) - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

24. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû. Äëÿ óñìîòðåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, ñâÿçàííûõ ñ
ãåîìåòðè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, â ïàêåòíîì îïåðàòîðå ïðåäóñìîòðåíû ñëåäóþ-
ùèå ïðèåìû:
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(a) Ïîëîæèòåëüíîñòü ðàññòîÿíèÿ.
∀AB(ðàçíûåòî÷êè(A, B) → 0 < l(AB))

Çäåñü è äàëåå l(AB) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A, B. ×òîáû
óñìàòðèâàòü ðàçëè÷èå òî÷åê, â ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçäåëàõ ðåøàòåëÿ ñîçäàí
ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ðàçíûåòî÷êè". Äëÿ óäîáñòâà êîìïèëÿöèè îáðàùå-
íèé ê íåìó, â òåîðåìàõ ïðèåìîâ âìåñòî òåðìà "¬(A = B)" áåðåòñÿ òåðì
"ðàçíûåòî÷êè(A, B)". Òàê êàê, â ñâîþ î÷åðåäü, îïåðàòîð "ðàçíûåòî÷êè"
ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê îïåðàòîðó "óñììåíüøå", äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ çàöèê-
ëèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ðàçíûåòî÷êè". Îí ââîäèòñÿ îïåðàòî-
ðîì "ðàçíûåòî÷êè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABa(l(AB) = a & ¬(A = B) → 0 < a)

Â ýòîì ñëó÷àå îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñûëîê. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïîëîæèòåëüíîñòü ïëîùàäè.
∀ABCD(ðîìá(ABCD) → 0 < S(ôèãóðà(ABCD)))

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → 0 < S(ôèãóðà(ABCD)))

∀ABCD(4(ABC) → 0 < S(ôèãóðà(ABC)))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → 0 < S(ôèãóðà(ABCD)))

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → 0 < S(ôèãóðà(ABCD)))

∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → 0 < S(ôèãóðà(ABCD)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.
∀ABC(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) & ðàçíûåòî÷êè(A, C) → 0 < S(ôèãóðà(ABC)))

Êàê è â ñëó÷àå ðàçëè÷èÿ òî÷åê, ðàçëè÷èå ïðÿìûõ óñìàòðèâàåòñÿ ñïåöè-
àëüíûì ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "ðàçíûåïðÿìûå". Äëÿ óäîáñòâà êîìïè-
ëÿöèè, â òåîðåìàõ ïðèåìîâ âìåñòî òåðìà "¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC))"
èñïîëüçóåòñÿ òåðì "ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC))". Âñå àíòå-
öåäåíòû ïðèåìà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïðîñòåéøèå íåðàâåíñòâà äëÿ óãëîâ.
∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) → 0 < π − 2∠(ABD))

Óòâåðæäåíèå "áèññåêòðèñà(ABCD)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà áèñ-
ñåêòðèñå íåâûðîæäåííîãî óãëà ∠(ABC). Âåëè÷èíà ýòîãî íåâûðîæäåííîãî
óãëà, ðàâíàÿ 2∠(ABD), ìåíüøå π.
∀ABCab(a = ∠(BAC) & b = ∠(ABC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿ-
ìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A, C) → 0 < π − a− b)

Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, òðåòèé è ÷åòâåðòûé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóììà äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ìåíüøå π.
∀ABCamn(a = ∠(ABC) & 0 < m− n → 0 < mπ − an)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè, a - ñ
ïåðåìåííîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèâåäåííûõ ïðèåìîâ
ðàâåí 3.
∀ABCa(a = ∠(BAC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → 0 < a)



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 787

Óñìàòðèâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü âåëè÷èíû íåâûðîæäåííîãî óãëà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Óñìîòðåíèå îñòðîãî ëèáî òóïîãî óãëà. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ, óñìàò-
ðèâàþùèõ îñòðûå ëèáî òóïûå óãëû, íàõîäèòñÿ â ïðîâåðî÷íîì îïåðàòîðå
"óñììåíüøåèëèðàâíî" äëÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Â ñëó÷àå ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ òàêèõ ïðèåìîâ ñîâñåì íåìíîãî. Ïðåæäå âñåãî, óñìîòðåíèå îñòðîãî
óãëà ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà òîì ôàêòå, ÷òî îí îòíîñèòñÿ ê ïðÿìîóãîëü-
íîìó òðåóãîëüíèêó:
∀ABCa(a = ∠(ABC) & ïðÿìàÿ(AB)⊥ïðÿìàÿ(BC) → 0 < π − 2a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
ò.å. îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Î íèõ óæå ãîâîðè-
ëîñü ïðè îáùåì îïèñàíèè ÿçûêà ÃÅÍÎËÎÃ è áóäåò ïîäðîáíåå ðàññêàçàíî
â ðàçäåëàõ, ïîñâÿùåííûõ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Åñëè ðàâåíñòâî äëÿ âå-
ëè÷èíû óãëà â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò, ïðèìåíÿåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB)⊥ïðÿìàÿ(BC) → 0 < π − 2∠(BAC))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4. Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ èñïîëüçóþò
íåðàâåíñòâà äëÿ óãëà, óæå èìåþùèåñÿ â ïîñûëêàõ:
∀ABCa(a = ∠(ABC) & ∠(ABC) < π/2 → 0 < π/2− a)

∀ABC(∠(ABC) < π/4 → 0 < π/2− 2∠(ABC))

∀ABC(π/4 < ∠(ABC) → 0 < 2∠(ABC)− π/2)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå äîëæ-
íî èìåòü çàãîëîâêà "óãîë". Îñòàëüíûå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 3.
Ñëåäóþùèé ïðèåì óñìàòðèâàåò îñòðûé âïèñàííûé óãîë, îäíà èç ñòîðîí
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè:
∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE)
& òî÷êàëó÷à(D, A, E) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) → 0 < π/2− ∠(CDE))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðà-
òîðàìè, ïÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3. Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé îñòðûé óãîë òðåóãîëü-
íèêà, ëåæàùèé ïðîòèâ ñòîðîíû, íå ÿâëÿþùåéñÿ íàèáîëüøåé:
∀ABC(l(AB) = a & l(BC) = b & 0 ≤ a − b & ðàçíûåòî÷êè(A, B) & ðàç-
íûåòî÷êè(A, C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → 0 < π/2−
∠(BAC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäå-
ëÿåìûå èìè âûðàæåíèÿ a, b äëÿ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íå ñîäåðæàò
ñèìâîëîâ "ðàññòîÿíèå", "óãîë". Îñòàâøèåñÿ àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðèåì èìååò ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Óñìîòðåíèå íåâûðîæäåííîãî óãëà.
∀ABC(¬(B ∈ ïðÿìàÿ(AC)) → 0 < ∠(BAC))

∀ABC(¬(B ∈ ïðÿìàÿ(AC)) → 0 < π − ∠(BAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè âûðàæåíèå a ðàâíî âåëè÷èíå íåêîòîðîãî óãëà, òî
ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð, çàìåíèâ ýòî âû-
ðàæåíèå íà âåëè÷èíó óãëà:
∀ABCa(∠(ABC) = a & 0 < π − ∠(ABC) → 0 < π − a)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç ïîñûëîê, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åùå äâà ïðèåìà óñìàò-
ðèâàþò íåâûðîæäåííîñòü óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà:
∀ABCDa(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ∠(BAD) = a → 0 < a)

∀ABCDa(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ∠(BAD) = a → 0 < π − a)

Óêàçàòåëü "âàðèàíò(ôèêñ(1)ðîìá ïàðàëëåëîãðàìì òðàïåöèÿ)" ðàçðåøàåò
âàðüèðîâàòü çàãîëîâîê "÷åòûðåõóãîëüíèê" ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óêàçà-
òåëü "öèêëóïîðÿäî÷åíèå(ôèêñ(1))" ðàçðåøàåò âûïîëíÿòü ïðè èäåíòèôè-
êàöèè ïðîèçâîëüíûå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Òðåõ÷ëåí èç òåîðåìû êîñèíóñîâ. Äëÿ óñìîòðåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âîç-
íèêàþùåãî ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû êîñèíóñîâ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà
ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcd(¬(a− b = 0) → 0 < a2 + b2 + 2abd cos c)

Êîýôôèöèåíò d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ±1. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îí îçíà÷àåò ðàçëè÷èå äëèí äâóõ ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà. Â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàò äëèíû òðåòüåé ñòîðîíû, âûðàæàå-
ìûé òðåõ÷ëåíîì, áóäåò íåíóëåâûì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäåì-
êîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Äëèíà âåêòîðà.
∀abc(¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → 0 < äëèíà(a))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îïå-
ðàíäîâ îòíîøåíèÿ êîìïëàíàðíîñòè ïåðåìåííàÿ a áóäåò èäåíòèôèöèðîâàíà
ñ ïðîèçâîëüíûì èç ýòèõ îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀aKi(¬(êðä(a, K, i) = 0) → 0 < äëèíà(a))

Íàïîìíèì, ÷òî "êðä(a, K, i)" îáîçíà÷àåò i-þ êîîðäèíàòó âåêòîðà a â ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò K. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîñûëêà(õ2)ïîçèöèÿ(õ3 õ2)âèä(õ3
êðä(õ1 õ36 õ9)))" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå â íåêîòîðîé ïîñûëêå ïîäâûðà-
æåíèÿ "êðä(a, K, i)", ïîñëå ÷åãî ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñòàíàâëèâàåò îò-
ëè÷èå çíà÷åíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.
∀a(Âåêòîð(a) & ¬(a = âåêòîð0) → 0 < äëèíà(a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

25. Êîíå÷íûå ñóììà è ïðîèçâåäåíèå.
×òîáû ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü êîíå÷íîé ñóììû ëèáî êîíå÷íîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ïîëîæèòåëüíîñòü îáùåãî ÷ëåíà:

∀fg(0 < f(x) → 0 <
∏

x,g(x)

f(x))

∀fg(0 < f(x) → 0 <
∑

x,g(x)

f(x))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì óêàçàòåëü "çàíå-
ñåíèåïîñûëêè(1 çíà÷åíèå(õ7 õ23))" ïåðåäàåò ýòîìó îïåðàòîðó äîïîëíèòåëüíóþ
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èíôîðìàöèþ g(x) î ïàðàìåòðå x. Ïåðåìåííûå f, g âûäåëåíû óêàçàòåëåì "îòîá-
ðàæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

26. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.
∀a(a− ÷èñëî→ a < ∞)

∀a(a− ÷èñëî→ −∞ < a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

27. Ó÷åò ïðåäåëüíûõ óñëîâèé. Åñëè â ïîñûëêàõ èìååòñÿ óòâåðæäåíèå (x → a\b) î
"ñòðåìëåíèè" ïåðåìåííîé x ê a ñ çàäàííûì óñëîâèåì b íà îêðåñòíîñòü òî÷êè a,
òî äëÿ óñìîòðåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëü-
íûå ïðèåìû:
(a) Îïðåäåëåíèå ñòðîãîãî çíàêà ïðåäåëà.

∀abx((x → a\b) & 0 < a → 0 < x)

∀abx((x → a + 0) & 0 ≤ a → 0 < x)

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âòîðîé ïðè-
åì ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â òåõ êîíòåêñòàõ, ãäå âñòðå÷àåòñÿ ïîñûëêà î ñòðåìëå-
íèè x ê a ñïðàâà, âñåãäà áóäåò ìîæíî ñ÷èòàòü x îòëè÷íûì îò a. Íàïîìíèì,
÷òî ïîñûëêà î "ñòðåìëåíèè" îçíà÷àåò óñëîâíîå ñîãëàøåíèå, ïîçâîëÿþùåå
èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ êâàíòîðíûõ çàïèñåé, òàê ÷òî íóæíî ëèøü ïðîñëå-
äèòü êîððåêòíîñòü â óêàçàííîì ñìûñëå âñåõ èñïîëüçóåìûõ êâàíòîðíûõ
èìïëèêàöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñëåäóþùèå ïðèåìû îáîáùà-
þò ïðîâåðêó íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî x âûðàæåíèé:
∀abcx((x → c + 0) & 0 < a & 0 ≤ ac + b → 0 < ax + b)

∀abcx((x → c− 0) & a < 0 & 0 ≤ ac + b → 0 < ax + b)

∀abcx((x → c− 0) & 0 < a & ac + b ≤ 0 → ax + b < 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x íå âõîäèò â a, b. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò x ñîçäàíû åùå äâà
ïðèåìà:
∀abcx((x → a\b) & c = limx→a\bf(x) & (c = ∞ ∨ 0 < c) → 0 < f(x))

∀abcx((x → a\b) & c = limx→a\bf(x) & (c = −∞ ∨ c < 0) → f(x) < 0)

f(x) - ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå x. Äîëæíà îòñóòñòâîâàòü ïî-
ñûëêà "êîìïëåêñíîå(x)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îí îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë", âû÷èñëÿþ-
ùåìó ïðåäåë c âûðàæåíèÿ f(x) â òî÷êå a. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c åñòü ëèáî ñèìâîë áåñêî-
íå÷íîñòè, ëèáî ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íîðìà-
ëèçàòîð "íîðìïðåäåë" ñóìåë âû÷èñëèòü ïðåäåë, è çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x)
â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå áûëà íåïðåðûâíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3. Ñîçäàíû òàêæå äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà, îòíîñÿùèõñÿ ê ñëó÷àþ, êî-
ãäà f(x) - âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî x. Èõ
òåîðåìû îòëè÷àþòñÿ îò âûøåïðèâåäåííûõ ëèøü íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíî-
ãî àíòåöåäåíòà "êîìïëåêñíîå(x)". Âìåñòî âåùåñòâåííîçíà÷íîãî íîðìàëè-
çàòîðà "íîìïðåäåë" çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûé íîðìàëèçàòîð
"íîðìÏðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(b) Èñïîëüçîâàíèå çíàêà ïðîèçâîäíîé ïðè íóëåâîì ïðåäåëå ôóíêöèè.

∀afx(x → a + 0 & limx→a+0f(x) = 0 & limx→a+0
df(x)

dx
< 0 → f(x) < 0)

∀afx(x → a + 0 & limx→a+0f(x) = 0 & 0 < limx→a+0
df(x)

dx
→ 0 < f(x))

∀afx(x → a− 0 & limx→a−0f(x) = 0 & limx→a−0
df(x)

dx
< 0 → f(x) < 0)

∀afx(x → a− 0 & limx→a−0f(x) = 0 & 0 < limx→a−0
df(x)

dx
→ 0 < f(x))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ïðåäåë ñ ïîìîùüþ ïàêåòíîãî íîðìàëèçàòî-
ðà "íîðìïðåäåë". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ"
è óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äî
ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà èñïîëüçóåòñÿ
íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåäåë". Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ïðè íóëåâîì ïðåäåëå ôóíêöèè.
∀abfg(x → a\b & limx→a\bf(x) = 0 & g = λx(f(x), x − ÷èñëî) & 0 < g(x) →
0 < f(x))

∀abfg(x → a\b & limx→a\bf(x) = 0 & g = λx(f(x), x − ÷èñëî) & g(x) < 0 →
f(x) < 0)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíê-
òå. Çàòåì ê f(x) ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà", îïðåäåëÿþ-
ùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó g â ïðåäïîëîæåíèè î ñòðåìëåíèè x ê a\b.
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îïðåäåëèòü ñòðîãèé çíàê
g(x) ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

28. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
(a) Íåðàâåíñòâà ñ ñèíóñîì.

∀a(0 < a & 0 < π − a → 0 < sin a)

∀a(0 < a− π & 0 < 2π − a → sin a < 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ëèáî â ïîñûëêàõ
óïîìèíàåòñÿ óãîë, ëèáî èìååòñÿ íåðàâåíñòâî, ïåðåñåêàþùååñÿ ïî ñâîèì
ïàðàìåòðàì ñ a è íå ñîäåðæàùåå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Âòîðîé
ïðèåì èìååò ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 < c− 1 → 0 < c− (sin a)b)
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∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 < c− 1 → 0 < c + (sin a)b)

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(0 ≤ sin a & 0 ≤ cos a → 0 < sin(a + π/4))

Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì â êàæäîì ñëó÷àå äîïóñêàåòñÿ
êàê íåñòðîãèé, òàê è ñòðîãèé çíàê íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(b) Íåðàâåíñòâà ñ êîñèíóñîì. Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì äëÿ ñèíóñà:
∀a(0 ≤ a & 0 < π/2− a → 0 < cos a)

∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 < c− 1 → 0 < c + (cos a)b)

∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 < c− 1 → 0 < c− (cos a)b)

(c) Ñâÿçü çíàêîâ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀a(0 < ctg a → 0 < tg a)

∀a(0 < tg a → 0 < ctg a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(d) Ñóììà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

∀abc(0 < a & 0 < b → 0 < a cos c− b cos c + a + b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âìåñòî êîñè-
íóñà ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñèíóñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

29. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
(a) Íåðàâåíñòâà ñ àðêñèíóñîì.

∀a(0 < a → 0 < arcsin a)

∀a(a < 0 → arcsin a < 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(0 < π − arcsin a)

∀a(0 < π + arcsin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Íåðàâåíñòâà ñ àðêêîñèíóñîì.

∀ab(0 < a− π → arccos b < a)

∀a(0 < a + 1 → 0 < π − arccos a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Íåðàâåíñòâà ñ àðêòàíãåíñîì.
∀a(a < 0 → arctg a < 0)

∀a(0 < a → 0 < arctg a)

∀ab(0 < 2b− π → arctg a < b)

∀ab(2b + π < 0 → b < arctg a)

∀ab(2b + π < 0 → arctg a + b < 0)

∀ab(0 < 2b− π → 0 < arctg a + b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
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∀a(0 < π/2− arctg a)

∀a(0 < π/2 + arctg a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
30. Öåëî÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ.

(a) Íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
∀a(a− íàòóðàëüíîå→ 0 < a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀mn(0 < íîä(m, n))

Ñîãëàñíî î.ä.ç. äëÿ "íîä", ÷èñëà m, n äîëæíû áûòü öåëûìè è îòëè÷íûìè
îò 0. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîâåðêà îòëè÷èÿ îò íóëÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Öåëàÿ ÷àñòü.
∀abcdn(n− öåëîå & 0 < d & ac = b → 0 < an− b[n/c] + d)

Ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óêà-
çàòåëü "åäèíèöà" ðàçðåøàåò èì îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Ïåðâûå äâà àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀a(a < 0 → [a] < 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ôàêòîðèàë.
∀n(0 < n!)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(d) Ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî íå ìåíüøå åäèíèöû.

∀abn(n− öåëîå & 0 < n & 0 ≤ a & 0 < a + b → 0 < an + b)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, òðåòèé è ÷åòâåðòûé îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êîýôôèöèåíò a ìîæåò îáðàùàòüñÿ
â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Äëèíà íåïóñòîãî íàáîðà.
∀a(¬(a = ïóñòîåñëîâî) → 0 < l(a))

Âûðàæåíèå l(a) â ñêîáî÷íîé çàïèñè èìååò âèä "äëèíàíàáîðà(a)". Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(f) Èñïîëüçîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë.
∀ijmn(j ∈ {m, . . . , n} & 0 < i− n → 0 < i− j)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Èìååòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ijmn(j ∈ {m, . . . , n} & 0 < m + i → 0 < j + i)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 793

(g) ×èñëî ñî÷åòàíèé.
∀nk(k − öåëîå & n− öåëîå &0 ≤ k & 0 ≤ n− k → 0 < Ck

n)

Âñå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Ïðîñòîå ÷èñëî.
∀a(ïðîñòîå(a) → 0 < a− 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(ïðîñòîå(a) → 0 < a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(i) Äðîáíàÿ ÷àñòü.

∀a(0 < 1− äðîáíàÿ÷àñòü(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
31. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

∀a(0 < ch a)

∀a(0 < a → 0 < cth a)

∀a(0 < a → 0 < th a)

∀a(0 < a → 0 < sh a)

∀a(a < 0 → sh a < 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â äâóõ ïîñëåäíèõ
ïðèåìàõ èñïîüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ñïóñê", áëîêèðóþùèé àëüòåðíàòèâíûå ïîïûò-
êè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïðèåìîâ ðàâåí 1, ïîñëåäíåãî ïðèåìà
- 2.

32. Ñóììà ñ ýêñïîíåíòîé.
∀abcd(1 < b & 0 < a & 0 ≤ a + d & 0 < c → 0 < abc + d)

Ïåðåìåííûå a, b, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè, c - ñ íåêîíñòàíòíûì âû-
ðàæåíèåì. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

33. Ìîùíîñòü íåïóñòîãî ìíîæåñòâà.
∀A(¬(A = ∅) → 0 < cardA)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×òîáû çàáëîêèðîâàòü
âñòðå÷íóþ ïîïûòêó óñìîòðåòü íåïóñòîòó ìíîæåñòâà ÷åðåç îöåíêó åãî ìîùíî-
ñòè, îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "óñìíå0". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

34. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ïðåäñòàâëåíû äîñòàòî÷íî ðàçðîçíåííûå ñâåäåíèÿ î ïî-
ëîæèòåëüíîñòè âåëè÷èí, îêàçàâøèåñÿ íóæíûìè äëÿ ïðîðàáîòàííûõ çàäà÷ ïî
ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé
ïî óìîë÷àíèþ, â îòñóòñòâèè ÿâíûõ óêàçàíèé ïðîòèâíîãî. Íåîáõîäèìûå ôèëü-
òðû, êîíòðîëèðóþùèå íàëè÷èå òàêèõ óêàçàíèé, âñòàâëåíû ëèøü ýïèçîäè÷åñêè,
è ïî ìåðå íàäîáíîñòè áóäóò äîïîëíÿòüñÿ.
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(a) Åäèíèöû èçìåðåíèÿ. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ îêàçàëîñü óäîáíûì îáðàáàòû-
âàòü òàê, êàê åñëè áû îíè áûëè ÷èñëàìè. Ýòî âñåãî ëèøü òåõíè÷åñêèé
ïðèåì, óïðîùàþùèé ïðîãðàììèðîâàíèå. Òàê êàê íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ
ñâåäåíèé îá ýòèõ ÷èñëàõ (êðîìå èõ ïîëîæèòåëüíîñòè è âçàèìíîé ñâÿçè) íå
èñïîëüçóåòñÿ, òî âñå âûêëàäêè îêàçûâàþòñÿ êîððåêòíûìè.
0 < äí.
Çäåñü "äí." - óñëîâíàÿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ "äåíü", âñòðå÷àþùàÿñÿ â òåê-
ñòîâûõ àðèôìåòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
0 < ÷àñ, 0 < êì, 0 < ìèí, 0 < ñåê, 0 < ë, 0 < ðóá, 0 < ì, 0 < ò, 0 < ã,
0 < êã, 0 < ãîä, 0 < ñì, 0 < Í, 0 < Äæ, 0 < êÂò, 0 < ìîëü
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïðè íåâûðîæäåííîì ïóòè.
∀apT (Ïóòü(a, T ) = p & ¬(äëèíà(p) = 0) → 0 < ñêîðîñòü(a, T ))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(c) Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ðóñëà.

∀aART (R = ðóñëî(a, T ) → 0 < S(ñå÷åíèåðóñëà(R,A)))

Çäåñü "ðóñëî(a, T )" - ðóñëî òå÷åíèÿ a íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè T , "ñå÷å-
íèåðóñëà(R,A)" - ñå÷åíèå ðóñëà R â òî÷êå A åãî íàïðàâëÿþùåé ëèíèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ðàäèóñ âíåøíåé îêðóæíîñòè êðóãëîãî òåëà.
∀a(0 < ðàäèóñ(âíåøîêðóæíîñòü(a)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(e) Àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà.

∀at(0 < àáñòåìïåðàòóðà(a, t))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(f) Äàâëåíèå.

∀at(0 < äàâëåíèå(a, t))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(g) Êîíñòàíòû.

0 < ãàçêîíñò, 0 < ÷èñëîÀâîãàäðî, 0 < ðàäèóñ(Çåìëÿ), 0 < ãðàâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ìàññà.
∀a(0 < ìàññà(a))

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè, ÿâíî óêàçûâàþùåé, ÷òî ìàññà a ðàâíà 0.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Êîëè÷åñòâî âåùåñòâà.
∀ab(âåùåñòâî(a, b) & 0 < ìàññà(a) → 0 < êîëè÷åñòâîâåùåñòâà(a, b))

Óòâåðæäåíèå "âåùåñòâî(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò a ñîñòîèò èç âåùåñòâà
b. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

35. Ìîíîòîííîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.
∀axy(x < y & 0 < a− 1 → loga x < loga y)
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∀axy(y < x & 0 < −a + 1 → loga x < loga y)

∀abc(0 < a− 1 & 0 < c− b → 0 < loga c− loga b)

∀abc(0 < a− 1 & c− b < 0 → loga c− loga b < 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

36. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Çíà÷åíèå åå íå ïðåâîñõîäèò åäè-
íèöû:
∀abfgxP (0 ≤ b & 0 < a− b & f = ôóíêðàñïðåä(g, P ) → 0 < a− bf(x))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé
- áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

37. Çíà÷åíèå ïåðåñòàíîâêè.
∀fmnij(ïåðåñòàíîâêà(f, {m, . . . , n}) & f(i) = m & ¬(j − i = 0) → 0 < f(j)−m)

∀fmnij(ïåðåñòàíîâêà(f, {m, . . . , n}) & f(i) = n & ¬(j − i = 0) → 0 < n− f(j))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ïðîâìåíüøå"

Îïåðàòîð "ïðîâìåíüøå" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàäñòðîéêó íàä îïåðàòîðîì "óñììåíü-
øå". Îí îáðàùàåòñÿ ê ïîñëåäíåìó, è â ñëó÷àå íåóäà÷è ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ðÿäîì äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìîâ. Â îñíîâíîì, ýòè ïðèåìû âûïîëíÿþò
ðàçëè÷íûå ãðóïïèðîâêè è îöåíêè, èñïîëüçóþùèå íåðàâåíñòâî äëÿ ñðåäíåãî àðèôìå-
òè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî. ×òîáû îáðàòèòüñÿ èç êàêîãî-ëèáî ïðèåìà ê
îïåðàòîðó "ïðîâìåíüøå", íóæíî ñîîòâåòñòâóþùèé àíòåöåäåíò âûäåëèòü íå óêàçàòå-
ëåì "áëîêïðîâåðîê", à óêàçàòåëåì "ïðîâåðêà". Îïåðàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñììåíüøå".
∀ab(a < b → a < b)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê" è îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"óñììåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòè÷íîé îöåíêè.
∀abcdefghi(0 ≤ a & 0 ≤ b & c2 = ab & 0 < d & 0 < e & f = 4de−g2 & 0 ≤ f & 4di <
bf + 4dh → i < da + eb + gc + h)

Êîýôôèöèåíòû d, e, g èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûå äâå èç íèõ ïîëîæèòåëüíû, çíàê ïîñëåäíåé íåñóùåñòâåíåí.
Âûðàæåíèÿ a, b äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû, à êâàäðàò âûðàæåíèÿ c äîë-
æåí áûòü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ab. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà òàê ðàç-
áèòü êîýôôèöèåíò e íà äâå ÷àñòè m, n, m > 0, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
ad + mb + gc ≥ 0, ò.å. ñëàãàåìîå cg (êàê óäâîåííîå ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå) îêà-
çàëîñü ïîãëîùåíî ñóììîé ad+mb (óäâîåííûì ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì). Î÷å-
âèäíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ g2c2 = 4admb, èëè m = g2/4d.
Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà i < da + eb + gc
íåîòðèöàòåëüíîé ñóììû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî i < (e − g2/4d)b + h. Âû÷èñëÿÿ
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âñïîìîãàòåëüíîå çíà÷åíèå f = 4de− g2 è èçáàâëÿÿñü îò çíàìåíàòåëÿ, ïðèâîäèì
ïîñëåäíåå ê âèäó 4di < fb + 4dh. Åãî ñíîâà îáðàáàòûâàåì îïåðàòîðîì "ïðîâ-
ìåíüøå", ïðåäâàðèòåëüíî ðàñêðûâ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðâûå äâà àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "óñììåíüøåèëèðàâíî", òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Íàêîíåö, ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "ïðîâåðêà". Åñëè î÷åâèäíà íåîòðèöàòåëüíîñòü ñëàãàåìîãî gc, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå, åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè áîëü-
øå ÷åòûðåõ. Î÷åðåäíîñòü èäåíòèôèêàöèè ðåãóëèðóåòñÿ óêàçàòåëÿìè "îïðåäå-
ëåíî(ôèêñ(0 2 2)õ2)", "îïðåäåëåíî(ôèêñ(0 2 1)õ3)". Îíè îçíà÷àþò, ÷òî ïåðåä
âûáîðîì ñëàãàåìîãî eb óæå äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî âûðàæåíèå b, à ïåðåä âû-
áîðîì ñëàãàåìîãî da - âûðàæåíèå c. Òàêèì îáðàçîì, ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ñëàãà-
åìîå gc, çàòåì - ñëàãàåìîå da, çàòåì ñ ïîìîùüþ òðåòüåãî àíòåöåäåíòà îïðåäåëÿ-
åòñÿ b, è ëèøü çàòåì áåðåòñÿ ïîäõîäÿùåå ñëàãàåìîå eb. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀abcdefpqrh(a = bd & 0 ≤ d & 0 < q & e = 2p − q & f = 2r − q & 0 ≤ e & 0 ≤
f & 0 < eab + fdc2 + 2h → 0 < pab + qac + rdc2 + h)

∀abcdefpqrh(a = bd & 0 ≤ d & q < 0 & e = 2p + q & f = 2r + q & 0 ≤ e & 0 ≤
f & 0 < eab + fdc2 + 2h → 0 < pab + qac + rdc2 + h)

Â ýòèõ ïðèåìàõ íåîòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû pab, rdc2 ïîãëîùàþò ÷ëåí qac. Åñëè
0 < q (ïåðâûé ïðèåì), òî, ñ ó÷åòîì ïåðâîãî àíòåöåäåíòà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèé qab, qdc2 íå ìåíåå èõ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî qac.
Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èòàåì èç êîýôôèöèåíòîâ p, r íåîáõîäèìîå äëÿ ïîãëîùåíèÿ
çíà÷åíèå q/2, îòáðàñûâàåì ïîãëîùåííûé ÷ëåí, è ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà 2 ïðèõî-
äèì ê ïîñëåäíåìó àíòåöåäåíòó, ñíîâà îáðàáàòûâàåìîìó îïåðàòîðîì "ïðîâìåíü-
øå". Âòîðîé ïðèåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåò ñëó÷àé q < 0. Ïîðÿ-
äîê èäåíòèôèêàöèè â îáîèõ ïðèåìàõ òàêîâ: âûáèðàþòñÿ ñëàãàåìûå pab, qac;
êîýôôèöèåíòû p, q îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ äåñÿòè÷íûõ êîíñòàíò,
ÿâëÿþùèõñÿ ñîìíîæèòåëÿìè ýòèõ ñëàãàåìûõ; âûðàæåíèå a îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ èõ îáùèõ ìíîæèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäÿòñÿ b, c.
Äàëåå ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäå-
ëÿåò âûðàæåíèå d. Íàêîíåö, âûáèðàåòñÿ òðåòüå ñëàãàåìîå rdc2 è îïðåäåëÿåòñÿ r.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû p, q, r ñóòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî
ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Åñëè î÷åâèäíà íåîòðèöàòåëüíîñòü
ïîãëîùàåìîãî ÷ëåíà ëèáî îòñóòñòâóþò êðàòíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ïðîâå-
ðÿåìîå íåðàâåíñòâî, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Áëîêèðîâêà ïðîèñõîäèò òàêæå, åñëè
ëèøü äëÿ îäíîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè íåî÷åâèäíà åãî íåîòðèöàòåëüíîñòü,
à îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ áîëåå 5. Åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî d 6= 0, b 6= c, òî
â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå áåðåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Ïðè ýòîì âìåñòî îïå-
ðàòîðà "ïðîâìåíüøå" ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî". Äàííûå
äåéñòâèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ óêàçàòåëåì "çàìåùåíèå(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3. Ïîãëîùåíèå ÷àñòè îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñëàãàåìûìè ñ ïðèìåíåíèåì êâàä-
ðàòè÷íîé îöåíêè.
∀abcdepqrh(a = bd & 0 ≤ d & 0 < q & pr = e2 & 0 < p & 0 < r & 0 < (q−2e)ac+h →
0 < pab + qac + rdc2 + h)
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∀abcdepqrh(a = bd & 0 ≤ d & q < 0 & pr = e2 & 0 < p & 0 < r & 0 < (q+2e)ac+h →
0 < pab + qac + rdc2 + h)

Çäåñü íåîòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå pab, rdc2 öåëèêîì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîãëî-
ùåíèÿ "÷àñòè" ñëàãàåìîãî qac. Èõ óäâîåííîå ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàâíî
2
√

prac. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà pr ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì
êâàäðàòîì íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòû e. Òîãäà ïîãëîùåííîé îêàçû-
âàåòñÿ ÷àñòü 2eac, à îñòàòîê (q − 2e)ac ñîõðàíÿåòñÿ â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå,
îáðàáàòûâàåìîì ðåêóðñèâíûì îáðàùåíèåì ê òîìó æå îïåðàòîðó. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñ äâóêðàòíûì èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç
íèõ.
∀abcdefghijk(0 ≤ a & 0 ≤ b & c2 = ab & d2 = ac & e = 4f − 3|g| & 0 ≤ e & h =
4i− |g| & 0 ≤ h & 4k < ea + hb + 4j → k < fa + ib + gd + j)

Ïðèåì ïîãëîùàåò ñëàãàåìîå gd ñóììîé ñëàãàåìûõ fa, ib, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà
|g|a/4 + |g|b/4 ≥ |g|c/2 è |g|a/2 + |g|c/2 ≥ gd. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ab åñòü ïîë-
íûé êâàäðàò íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ c, ïðè÷åì ac ðàâíî d2. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ ñëàãàåìîå gd îòáðàñûâàåòñÿ, à îò ïîãëîùàþùèõ ÷ëåíîâ
îñòàþòñÿ ñëàãàåìûå (f − 3|g|/4)a, (i− |g|/4)b. Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî
íåðàâåíñòâà íà 4, ïðèõîäèì ê ïîñëåäíåìó àíòåöåäåíòó, îáðàáàòûâàåìîìó òåì
æå îïåðàòîðîì "ïðîâìåíüøå". Èäåíòèôèêàöèÿ ïðîèñõîäèò â ñëåäóþùåì ïî-
ðÿäêå. Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ñëàãàåìîå gd, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå î÷åâèäíà
åãî íåîòðèöàòåëüíîñòü. Ïåðåìåííàÿ g èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷èñëåííûì êîýôôè-
öèåíòîì, d - ñ îñòàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè. Çàòåì èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñëàãàåìîå
fa, â êîòîðîì âûäåëÿþòñÿ ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò f è îñòàòîê a. ×åòâåðòûé
àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå
c, à òðåòèé - âûðàæåíèå b, Äàëåå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ib è îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåí-
íûé êîýôôèöèåíò i. Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì
"óñììåíüøåèëèðàâíî", àíòåöåäåíòû ñ ïÿòîãî ïî âîñüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî òðåìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòè÷íîé îöåíêè.
∀abcdefghijklmn(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ c & d2 = bc & e2 = ad & f = 2g − |h| & 0 ≤
f & i = 4j − |h| & 0 ≤ i & k = 4l− |h| & 0 ≤ k & 4n < 2fa + ib + kc + 4m → n <
ga + jb + lc + he + m)

Ïðèåì ïîãëîùàåò ñëàãàåìîå he ñóììîé ñëàãàåìûõ ga, jb, lc, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî
íåðàâåíñòâà |h|b/4 + |h|c/4 ≥ |h|d/2, |h|d/2 + |h|a/2 ≥ |h|e. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
bc åñòü ïîëíûé êâàäðàò íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ d, ïðè÷åì ad ðàâíî e2. Ïîñëå
îòáðàñûâàíèÿ ïîãëîùåííîãî è ïîãëîùàþùèõ ñëàãàåìûõ ñîõðàíÿþòñÿ îñòàòêè
ïîãëîùàþùèõ ÷ëåíîâ (g−|h|/2)a, (j−|h|/4)b, ((l−|h|/4)c. Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà 4, ïðèõîäèì ê ïîñëåäíåìó àíòåöåäåíòó òåîðåìû
ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ïîãëîùåíèå îäíî ñëàãàåìîãî òðåìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êóáè÷åñêîé îöåíêè.
∀abcdefghijklmn(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ c & d3 = an & n = bc & e = 3f − |g| & 0 ≤
e & h = 3i − |g| & 0 ≤ h & j = 3k − |g| & 0 ≤ j & 3m < ea + hb + jc + 3l →
fa + ib + kc + gd + l)
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Ïðèåì ïîãëîùàåò ñëàãàåìîå gd ñóììîé ñëàãàåìûõ fa, ib, kc, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî
íåðàâåíñòâî |g|a/3+ |g|b/3+ |g|c/3 ≥ gd. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî abc = d3. Ïîðÿäîê
èäåíòèôèêàöèè òàêîâ. Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ñëàãàåìîå gd, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íå î÷åâèäíà åãî íåîòðèöàòåëüíîñòü. Ïî ýòîì ñëàãàåìîìó íàõîäÿòñÿ ÷èñëî-
âîé êîýôôèöèåíò g è ïðîèçâåäåíèå d îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé. Çàòåì âûáèðàåòñÿ
ñëàãàåìîå fa, îïðåäåëÿþùåå f, a. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ïîçâîëÿåò òåïåðü èäåí-
òèôèöèðîâàòü n. Äàëåå âûáèðàåòñÿ ñëàãàåìîå ib, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿþòñÿ i, b.
Ïÿòûé àíòåöåäåíò ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü c, è, íàêîíåö, âûáèðàåòñÿ ñëà-
ãàåìîå kc. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Ïîãëîùåíèå ÷àñòè îäíîãî ñëàãàåìîãî òðåìÿ ñëàãàåìûìè.
∀abcdefghijkl(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ c & d3 = al & l = bc & e3 = fgh & 0 < f & 0 <
g & 0 < h & k < (i + 3e)d + j → k < fa + gb + hc + id + j)

Ïðèåì ïîãëîùàåò ÷àñòü−3ed ñëàãàåìîãî id, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî fa+gb+hc ≥
3 3
√

fghd. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî d3 = abc, 0 < f, 0 < g, 0 < h, ïðè÷åì fgh ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì êóáîì íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòû e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

8. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êóáè÷åñêîé îöåíêè.
∀abcdefghij(0 ≤ a & 0 ≤ b & c3 = a2b & d = 2e − f & 0 ≤ d & g = 2h + 3f & 0 ≤
g & 2j < db + gc + 2i → j < fa + eb + hc + i)

Èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî fa+fb+fb ≥ 3fc. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî c3 = a2b, 0 ≤
a, 0 ≤ b, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü hc. Òîãäà h ≤ 0, è èç
óñëîâèé g = 2h+3f, 0 ≤ g ñëåäóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü f . Óêàçàííîå íåðàâåíñòâî
äëÿ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 0 ≤
fb/2− 3fc/2 + fa. Åñëè ñëîæèòü ýòî íåðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî èç ïîñëåäíåãî
àíòåöåäåíòà, îáå ÷àñòè êîòîðîãî ïðåäâàðèòåëüíî ïîäåëåíû íà 2, òî ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî â êîíñåêâåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdefghij(0 ≤ a & 0 ≤ b & c3 = a2b & d = 3e− 2|f | & 0 ≤ d & j = 3g − |f | & 0 ≤
j & 3i < da + jb + 3h → i < ea + gb + fc + h)

Äëÿ ïîãëîùåíèÿ ÷ëåíà fc èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî |f |a/3+|f |a/3+|f |b/3 ≥ fc.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Èçâëå÷åíèå íèæíåé îöåíêè ïðîèçâåäåíèÿ èç íåðàâåíñòâ äëÿ ñîìíîæèòåëåé.
∀abcdefgh(h = max(dg, ef) & 0 ≤ d & 0 ≤ g & 0 ≤ e & 0 ≤ f & 0 ≤ a + d & 0 ≤
−a + f & 0 ≤ b + e & 0 ≤ −b + g & 0 < c− h → 0 < ab + c)

Íåðàâåíñòâà 0 ≤ a+d & 0 ≤ −a+f & 0 ≤ b+e & 0 ≤ −b+g áåðóòñÿ èç ïîñûëîê.
Ïåðåìåííûå d, e, f, g èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåí-
íûå a, b - ñ íåêîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îíè îïðåäåëÿþò íèæíþþ îöåíêó −h ïðîèçâåäåíèÿ
ab. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "ïðîâìåíüøå" äëÿ ïðîâåðêè
íåðàâåíñòâà 0 < c−h. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàþò áðàòü â ïîñûëêàõ
íåñòðîãèå âåðñèè óêàçàííûõ âûøå íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Èçâëå÷åíèå íèæíåé îöåíêè ñóììû êâàäðàòîâ èç íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû.
∀abcdef (0 ≤ e & 0 < ad+bd+c & 0 < d & 0 ≤ ec2+2d2f & c ≤ 0 → 0 < a2e+b2e+f)

∀abcdef (0 ≤ e & 0 ≤ ad+bd+c & 0 < d & 0 < ec2+2d2f & c ≤ 0 → 0 < a2e+b2e+f)
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Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Åñëè ïåðåíåñòè c â ëåâóþ ÷àñòü, âûíå-
ñòè d çà ñêîáêó è âîçâåñòè â êâàäðàò ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ íåîòðèöàòåëüíîé
ëåâîé ÷àñòüþ, òî áóäåì èìåòü c2 < d2(a + b)2. Òàê êàê (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2, òî
ïîëó÷àåì ñòðîãóþ íèæíþþ îöåíêó c2/2d2 äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ a2 + b2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà 0 < a2e+b2e+f äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
0 ≤ ec2/2d2 + f , èëè 0 ≤ ec2 + 2d2f . Ýòî è åñòü ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò òåîðåìû
ïðèåìà. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Îöåíêà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ ÷åðåç ñóììó, ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè ïðàâóþ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà ê âèäó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.
∀abcde(0 ≤ e & 0 ≤ d & 0 <

√
da +

√
db −

√
2
√

ec & 0 ≤ a + b & 0 ≤ c → 0 <
a2d + b2d− c2e)

Ïåðåìåííûå d, e èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ïðîâìåíüøå", ïðî÷èå - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "áëîêïðîâåðîê". Åñëè äîìíîæèòü ïðàâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî íåðàâåí-
ñòâà íà 2, òî äëÿ ñóììû 2a2d + 2b2d áóäåì èìåòü íèæíþþ íåñòðîãóþ îöåíêó
(
√

d(a + b))2. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 0 < (
√

d(a +
b))2− (

√
2
√

ec)2 äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ. Ââèäó íåîòðèöàòåëüíîñòè âûðàæåíèé
ïîä êâàäðàòàìè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 0 <

√
da +

√
db −

√
2
√

ec.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Ïîïûòêà çàìåíû ñóììû êâàäðàòîâ íà óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå.
∀abcdef (0 ≤ a & b = d2 & c = e2 & 0 < 2ade+f & 0 ≤ d & 0 ≤ e → 0 < ab+ac+f)

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè
óñìàòðèâàþò â âûðàæåíèÿõ b, c ïîëíûå êâàäðàòû âûðàæåíèé d, e. Ïåðâûé, à
òàêæå ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Îíè
óñòàíàâëèâàþò íåîòðèöàòåëüíîñòü âûðàæåíèé a, d, e. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò,
ïîëó÷åííûé èç äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà çàìåíîé ñóììû ab + ac = a(d2 + e2)
íà 2ade, îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ïðîâìåíüøå". Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå ïåðå-
ìåííûå x, y, âõîäÿùèå îäíà â ab, à äðóãàÿ â ac, è âñòðå÷àþùèåñÿ â f ðîâíî
â îäíîì îáùåì äëÿ íèõ ñëàãàåìîì. Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè äî-
êàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà äîëæíî áûòü ìåíüøå 6. Óêàçàòåëü "çàìåùåíèå(. . .)"
ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü çàìåíû â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà
íà íåñòðîãîå, åñëè a 6= 0 è d 6= e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

13. Ïîïûòêà çàìåíû ñóììû êâàäðàòà è óäâîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà äðóãîé êâàä-
ðàò, âçÿòûé ñ îáðàòíûì çíàêîì.
∀abcde(0 ≤ d & a = bd & 0 < 4e− dc2 → 0 < ab + ac + e)

Ñ ó÷åòîì âòîðîãî àíòåöåäåíòà, äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî èìååò âèä 0 < b2d +
bdc + e. Äîáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì âûðàæåíèå dc2/4 è âûäåëèâ â ïðàâîé ÷à-
ñòè ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî dc2/4 < d(b + c/2)2 + e. Î÷åâèäíî,
îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà dc2/4 < e, ýêâèâàëåíòíîãî òðåòüåìó àí-
òåöåäåíòó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", âòîðîé -
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"ïðîâìåíüøå". Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â ïî-
ñûëêàõ íåðàâåíñòâà, èìåþùåãî îáùèé ïàðàìåòð ñ d. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 800

a, b íåêîíñòàíòíûå è ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà íå áîëåå
òðåõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

14. Îöåíêà ñâåðõó äëÿ ðàäèêàëà âòîðîé ñòåïåíè.
∀abc(a ≤ 0 & 0 ≤ b & 0 < ab + a + 2c → 0 < a

√
b + c)

Ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî: b/2 + 1/2 ≥

√
b, îòêóäà äëÿ íåïîëîæèòåëüíîãî a âûòåêàåò: ab/2 + a/2 ≤

a
√

b. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðà-
âåíñòâà 0 < ab/2 + a/2 + c, ò.å. òðåòüåãî àíòåöåäåíòà. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "ïðîâìåíüøå". Âûðàæåíèå b äîëæíî áûòü íåêîíñòàíòíûì, èìåòü çàãîëîâîê
"ïëþñ" è íå ÿâëÿòüñÿ ìíîæèòåëåì ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ c. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

15. Îöåíêà, èñïîëüçóþùàÿ âûïóêëîñòü ñòåïåííîé ôóíêöèè.
∀abcde(0 < c & 0 < 1− c & 0 ≤ e & 0 < b & 0 < d & 0 < a → 0 < abc + adc − a(b +
d)c + e)

Âûðàæåíèÿ b, d íåêîíñòàíòíûå. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"ïðîâìåíüøåèëèðàâíî", ïðî÷èå - îïåðàòîðîì "óñììåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

16. Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè äâóõ ñëàãàåìûõ.
∀abcd(c = a− b & 0 ≤ c & 0 < d → 0 < a− b + d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðåäïðèíèìàåò
ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè a− b, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ñëàãà-
åìûìè ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ëèáî ñòåïåíü. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Âûðàæåíèå d èìååò íå áîëåå òðåõ ñëàãàåìûõ, è
íè îäíî èç íèõ íå èìååò çíàêà "ìèíóñ". Âûðàæåíèå b íåêîíñòàíòíîå, ïðè÷åì
â êîíòåêñòå ñîäåðæèòñÿ ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî äëÿ íåêîòîðîé åãî ïåðåìåííîé.
Íå äîëæíà óñìàòðèâàòüñÿ íåïîëîæèòåëüíîñòü âûðàæåíèÿ a. Ââåäåí ñèëüíûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

17. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê, äàþùåãî êîíñòàíòíóþ îöåíêó äëÿ ïå-
ðåìåííîé.
∀abcd(a < b & 0 < d & 0 ≤ c− bd → 0 < c− ad)

∀abcd(a < b & 0 < d & bd + c ≤ 0 → ad + c < 0)

∀abcd(0 < b− a & 0 < d & 0 ≤ c− bd → 0 < c− ad)

∀abcd(0 < b− a & 0 < d & bd + c ≤ 0 → ad + c < 0)

Âûðàæåíèÿ b, d êîíñòàíòíûå, a - ïåðåìåííàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîí-
òåêñòå, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "óñììåíüøå", òðåòèé - îïåðàòîðîì
"ïðîâìåíüøåèëèðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

18. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ îäíèì ðàäèêàëîì.
∀abc(0 < a & 0 ≤ b & 0 < c & c2 − a2b < 0 → c− a

√
b < 0)

∀abc(0 < a & 0 ≤ b & 0 < c & 0 < a2b− c2 → 0 < a
√

b− c)
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Âûðàæåíèÿ a, c êîíñòàíòíûå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"áëîêïðîâåðîê", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ïðîâìåíüøå". Óêà-
çàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

Íîðìàëèçàòîð ðåøåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "óðàâíìåíüøå"

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ÷àñòî òðåáóåò ðàçáîðà áîëüøîãî ÷èñëà ïîäñëó÷àåâ. Ñóùåñòâåí-
íîå óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé âîçíèêàåò ïðè ïîãðóæåíèè ýòîãî ðàçáîðà ïîäñëó÷àåâ â
ïàêåòíûå íîðìàëèçàòîðû. Çäåñü ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷à-
ñòåé íåðàâåíñòâà, ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ çíàêîâ ñîìíîæèòåëåé, ðåøåíèå íåðàâåíñòâ
ïðîñòåéøèõ òèïîâ, óñìîòðåíèå íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì óñëîâèé. Ïåðâîíà÷àëüíîå îá-
ðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó äåëàåòñÿ èç ïðèåìà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, âûïîëíÿþùåãî
êàêîé-ëèáî øàã ðåøåíèÿ, è äàëåå íîðìàëèçàòîð áåðåò íà ñåáÿ äëèííóþ öåïî÷êó äåé-
ñòâèé, ïðîäîëæàþùèõ ýòîò øàã. Ñîçäàíû äâà òàêèõ íîðìàëèçàòîðà - "óðàâíìåíüøå"
è "óðàâíìåíüøåèëèðàâíî". Èõ ïðèåìû, êàê ïðàâèëî, äóáëèðóþò óæå îïèñàííûå âû-
øå ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Ïîýòîìó ïðè ïåðå÷èñëåíèè ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà
"óðàâíìåíüøå" îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèìè ïîÿñíåíèÿìè:

1. Óñòðàíåíèå ìèíóñà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
∀a(−a < 0 ↔ 0 < a)

∀a(0 < −a ↔ a < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Óñòðàíåíèå äðîáè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
∀ab(a/b < 0 ↔ ab < 0)

∀ab(0 < a/b ↔ 0 < ab)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Óñòðàíåíèå ñòåïåíè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < a)

∀ab(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ 0 < ab ↔ ¬(a = 0))

∀ab(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → ab < 0 ↔ ¬(÷èñëèòåëü(b) −
even) & a < 0)

∀ab(b−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) → 0 < ab ↔ ¬(a = 0) & ÷èñëèòåëü(b)−
even ∨ ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < a)

∀abc(b − rational & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → 0 <
abc ↔ 0 < ac)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè.
∀abcde(ab + ac + d < e ↔ a(b + c) + d < e)

Âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû, a - ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðå-
øàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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5. Íåðàâåíñòâî ñ ïðîèçâåäåíèåì â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé.
∀ab(ab < 0 ↔ a < 0 & 0 < b ∨ 0 < a & b < 0)

∀ab(0 < ab ↔ a < 0 & b < 0 ∨ 0 < a & 0 < b)

Êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâí-
ìåíüøå" è â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ äîâîäèòñÿ äî ðåøåíèÿ. Â êàæäîé êîíúþíêöèè
îáðàùåíèå ê îáðàáîòêå âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè
ïîñûëêàìè - ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷åííûå êîíúþíê-
öèè ðåøåíèé, à òàêæå âñÿ çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûì
íîðìàëèçàòîðîì "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó óïðîùåíèÿ
äèçúþíêòèâíî - êîíúþíêòèâíûõ êîìáèíàöèé íåðàâåíñòâ. Ýòîò íîðàëèçàòîð -
îáùèé äëÿ ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, îí âûíåñåí â îòäåëüíûé ïîäðàç-
äåë ðàçäåëà áàçû ïðèåìîâ, ñâÿçàííîãî ñ íåðàâåíñòâàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
Åñëè óäàåòñÿ îïðåäåëèòü çíàê îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé, ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ïðèåìû:
∀ab(0 < a → ab < 0 ↔ b < 0)

∀ab(a < 0 → ab < 0 ↔ 0 < b)

∀ab(0 < a → 0 < ab ↔ 0 < b)

∀ab(a < 0 → 0 < ab ↔ b < 0)

∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ ¬(a = 0) & 0 < b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Íåðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíîé äðîáüþ â îäíîé ÷àñòè.
∀abc(b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → c < a/b ↔ 0 < b & bc < a ∨ b < 0 & a < bc)

∀abc(b− ÷èñëî & ¬(b = 0) → a/b < c ↔ 0 < b & a < bc ∨ b < 0 & bc < a)

Ëèáî a, ëèáî b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â êàæäîé êîíúþíê-
öèè èç çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ ëèáî íîðìàëèçàòîðîì "íîðììåíüøå"
(åñëè b èçâåñòíî), ëèáî íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå" (åñëè b íå èçâåñòíî).
Âòîðîå íåðàâåíñòâî â êàæäîé êîíúþíêöèè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"óðàâíìåíüøå". Äîïîëíèòåëüíî çäåñü ââîäÿòñÿ ïîñûëêè, ïîëó÷åííûå ïðè îáðà-
áîòêå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Åñëè b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî â öåëÿõ óñêîðåíèÿ
âû÷èñëåíèé ïåðâîå íåðàâåíñòâî, äî îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå",
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóñì", êîòîðûé ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó
èñïîëüçîâàòü ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè ëèáî ëîæíî-
ñòè. Âñÿ çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ −x < a, a < −x.
∀ab(−b < a ↔ −a < b)

∀ab(a < −b ↔ b < −a)

Âûðàæåíèå a èçâåñòíî, b - ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.
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8. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ x + a < b, b < x + a.
∀abc(b < a + c ↔ b− c < a)

∀abc(a < b− c ↔ a + c < b)

Ïåðâûé ïðèåì âûïîëíÿåò çàìåíó ñëåâà íàïðàâî, âòîðîé - ñïðàâà íàëåâî. Âûðà-
æåíèå b èçâåñòíî, a - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ íåèçâåñòíûõ
ñëàãàåìûõ. Âûðàæåíèÿ a è c íåâûðîæäåíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ xa < b, b < xa.
∀abc(ac < b ↔ c < 0 & b/c < a ∨ 0 < c & a < b/c ∨ c = 0 & 0 < b)

∀abc(b < ac ↔ c < 0 & a < b/c ∨ 0 < c & b/c < a ∨ c = 0 & b < 0)

Âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû, a èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåèç-
âåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé è íåâûðîæäåíî. Íåðàâåíñòâà ñ a â çàìåíÿþùåì òåðìå
îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå", íåðàâåíñòâà áåç a - íîðìà-
ëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "íîðììåíüøå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëåì.
∀ab(a < b & − b < a ↔ |a| < b)

∀ab(b < |a| ↔ a < −b ∨ b < a)

Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî, âòîðîé - ñëåâà íàïðàâî. Âûðàæåíèå
b èçâåñòíî, a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Êàæäîå íåðàâåíñòâî çàìåíÿþùåãî òåðìà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

11. Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè.
∀ab(a < b ↔ 0 < b− a)

Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðììåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Ðåøåíèå ïðîñòåéøåãî ñòåïåííîãî íåðàâåíñòâà ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì
ñòåïåíè.
∀abc(0 < b & 0 ≤ a → c < ab ↔ c < 0 ∨ 0 ≤ c & c1/b < a)

∀abc(0 < b & 0 ≤ a → ab < c ↔ 0 < c & a < c1/b)

Âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû, a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íåðàâåíñòâî ñ a â çàìåíÿ-
þùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå", ïðî÷èå íåðàâåí-
ñòâà - íîðìàëèçàòîðîì "íîðììåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & 0 < b → c < ab ↔ c < 0 ∨ 0 ≤ c & (a <
−c1/b ∨ c1/b < a))

∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & 0 < b → ab < c ↔ 0 < c & a <
c1/b & − c1/b < a)

∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < b →
c < ab ↔ c1/b < a)

∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < b →
ab < c ↔ a < c1/b)
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Âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû, a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â ïåðâûõ äâóõ ïðèåìàõ
ñîäåðæàùèå a íåðàâåíñòâà èç çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "óðàâíìåíüøå". Ïðî÷èå íåðàâåíñòâà îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðììåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ðåøåíèå ïðîñòåéøåãî ñòåïåííîãî íåðàâåíñòâà ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì
ñòåïåíè.
∀abc(b < 0 & 0 < a → c < ab ↔ c ≤ 0 ∨ 0 < c & a < c1/b)

∀abc(b < 0 & 0 < a → ab < c ↔ 0 < c & c1/b < a)

∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & b < 0 & ¬(a = 0) → ab < c ↔ 0 <
c & (a < −c1/b ∨ c1/b < a))

∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & b < 0 & ¬(a = 0) → c < ab ↔ c ≤
0 ∨ 0 < c & a < c1/b & − c1/b < a)

∀abc(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & b <
0 & ¬(a = 0) → c < ab ↔ 0 < ac & a < c1/b ∨ c ≤ 0 & 0 < a)

∀abc(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & b <
0 & ¬(a = 0) → ab < c ↔ 0 < ac & c1/b < a ∨ a < 0 & 0 ≤ c)

Âûðàæåíèÿ b, c èçâåñòíû, a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íåðàâåíñòâà ñ âûðàæåíè-
åì a â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå",
ïðî÷èå - íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
∀abc(c = b− a → a < b ↔ 0 < c)

Õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è îòëè÷íà îò ïåðå-
ìåííîé. Åñëè îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íóëåâàÿ, òî äðóãàÿ íå èìååò ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîãî çàãîëîâêà ("óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü"). Îïåðàòîð ôèëüòðà
"ôèëüòðìíîæèòåëåé" èñïîëüçóåòñÿ â äàííîì ïðèåìå òàê æå, êàê îí èñïîëüçî-
âàëñÿ â àíàëîãè÷íîì ïðèåìå ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê
îïåðàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò c íå äîëæåí èìåòü ñîìíîæèòåëÿ, èìåþ-
ùåãî âèä ñóììû ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì, è ñàì íå äîëæåí ÿâëÿòüñÿ òàêîé ñóììîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ íåèçâåñò-
íîé. Ïðèåìû çàìåíÿþò íåðàâåíñòâî íà êîíñòàíòó "ëîæü":
∀abc(c < a & 0 ≤ b− a → ¬(b < c))

∀abc(c ≤ a & 0 ≤ b− a → ¬(b < c))

∀abc(a ≤ c & 0 ≤ a− b → ¬(c < b))

∀abc(a < c & 0 ≤ a− b → ¬(c < b))

Âûðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû, c - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûë-
êàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñììåíüøåèëèðàâíî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ñ íåèçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè.
∀abcdefg(f = a(b + c)d + e → a(b + c)d + e < g ↔ f < g)
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Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ 3 (äîïóñ-
êàåòñÿ âûðîæäåííîå åäèíè÷íîå çíà÷åíèå). Îñíîâàíèå ñòåïåíè b + c ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Ïðåîáðàçóåìàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå èìååò ñâîèì îáîáùåííûì
ñëàãàåìûì íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ñóììû, ïîêàçàòåëü êîòîðîé áîëüøå 3. Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåò ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìïëþñ",
"ñòàíäïëþñ", "óðàâíïëþñ". Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò îáðàáîòêó êàê ëåâîé,
òàê è ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà.
∀abcdepqr(d = b2 + 4ac & p =

√
d & q = (−b − p)/2a & r = (−b + p)/2a → c <

ae2 + be ↔ a < 0 & 0 ≤ d & (p < 0 & q < e & e < r ∨ 0 ≤ p & r < e & e <
q) ∨ 0 < a & (d < 0 ∨ 0 ≤ d & (p < 0 & (e < r ∨ q < e) ∨ 0 ≤ p & (e < q∨ r <
e))) ∨ a = 0 & c < be)

∀abcdepqr(d = b2 +4ac & p =
√

d & q = (−b− p)/2a & r = (−b+ p)/2a → ae2 + be <
c ↔ 0 < a & 0 ≤ d & (0 ≤ p & q < e & e < r ∨ p < 0 & r < e & e < q) ∨ a <
0 & (d < 0 ∨ 0 ≤ d & (0 ≤ p & (e < r ∨ q < e) ∨ p < 0 & (e < q ∨ r <
e))) ∨ a = 0 & be < c)

Âûðàæåíèÿ a, b, c èçâåñòíû, e ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Äèñêðèìèíàò d îòëè÷åí
îò êîíñòàíòû 0, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ åãî îòðèöàòåëüíîñòü. Àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
∀abcde(b

2 + 4ac = 0 → ae2 + be < c ↔ a < 0 & ¬(e = −b/2a) ∨ a = 0 & 0 < c)

∀abcde(b
2 + 4ac = 0 → c < ae2 + be ↔ 0 < a & ¬(e = −b/2a) ∨ a = 0 & c < 0)

∀abcde(d = b2 + 4ac & d < 0 → ae2 + be < c ↔ a < 0)

∀abcde(d = b2 + 4ac & d < 0 → c < ae2 + be ↔ 0 < a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
18. Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ñ îäèíàêîâûì íåèçâåñòíûì ðàäèêàëîì.

∀abcdefghpq(a = fg & e = fh → abc/d + ebc/d + p < q ↔ f(g + h)bc/d + p < q)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè íàõîäÿò
îáùèé äåëèòåëü f âûðàæåíèé a, e. Îñòàòî÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ g, h íå äîëæíû
èìåòü ñâîèìè ìíîæèòåëÿìè íåèçâåñòíûå ðàäèêàëû è ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûìè
ïîêàçàòåëÿìè. Âûðàæåíèÿ c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå b - ñîäåð-
æèò. Ïðèåì ïîäãîòàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ äðóãèõ ïðèåìîâ, âîçâî-
äÿùèõ íåðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíûìè ðàäèêàëàìè â êâàäðàò. Óêàçàòåëü "äðîáü"
ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

19. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ îäíèì ëèáî äâóìÿ ðàäèêàëàìè.
∀abcde(0 ≤ c & e = a2c− (d− b)2 & a ≤ 0 → a

√
c + d < b ↔ d < b ∨ 0 < e)

∀abcde(0 ≤ c & e = a2c− (d− b)2 & 0 ≤ a → b < a
√

c + d ↔ b < d ∨ 0 < e)

∀abcde(0 ≤ c & e = a2c− (d− b)2 & 0 < a → a
√

c + d < b ↔ d < b & e < 0)

∀abcde(0 ≤ c & e = a2c− (d− b)2 & a < 0 → b < a
√

c + d ↔ b < d & e < 0)

Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå d èìååò íå áîëåå îäíîãî ñëà-
ãàåìîãî, èìåþùåãî ñâîèì ñîìíîæèòåëåì íåêîíñòàíòíûé ðàäèêàë. Âûðàæåíèå c
- ñàìîå äëèííîå èç íàõîäÿùèõñÿ ïîä ðàäèêàëîì âûðàæåíèé íåðàâåíñòâà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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20. Ïîòåíöèðîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.
∀abcde(0 < b & ¬(b−1 = 0) → a logb c+d < e ↔ 0 < b−1 & 0 < be− cabd ∨ b−1 <
0 & be − cabd < 0)

Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ëèáî a èçâåñòíî, ëè-
áî íåðàâåíñòâî èìååò ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì, íå ðàñïîëîæåííóþ
âíóòðè âûðàæåíèÿ logb c. Êàæäîå íåèçâåñòíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ d ëèáî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì èçâåñòíîãî êîýôôèöèåíòà íà ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ b,
ëèáî èìååò íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü, ÿâëÿþùèé òàêæå ñîìíîæèòåëåì ÷èñëè-
òåëÿ ñëàãàåìîãî ïîêàçàòåëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè, âñòðå÷àþùåéñÿ â íåðàâåíñòâå.
Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

21. Ëîãàðèôìèðîâàíèå ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ.
∀abcde(0 < b & e = d − logb(−c/a) → 0 < abd + c ↔ 0 < a & 0 ≤ c ∨ b − 1 =
0 & 0 < a + c ∨ 0 < a & c < 0 & (0 < b− 1 & 0 < e ∨ b− 1 < 0 & e < 0) ∨ a <
0 & 0 < c & (0 < b− 1 & e < 0 ∨ b− 1 < 0 & 0 < e) ∨ a = 0 & 0 < c)

Âûðàæåíèå d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Âûðàæåíèå c íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñóììîé. Êàæäûé íåèçâåñòíûé ñîìíîæèòåëü âûðàæåíèé a, c ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñòåïåíü ñ èçâåñòíûì îñíîâàíèåì. Óêàçàòåëü "äðîáü" ïðåäóñìàòðèâàåò
âîçìîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Íåðàâåíñòâà çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò òàêæå îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðàì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Êðîìå òîãî,
îí ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü âûðàæåíèÿ a, c íà ìíîæèòåëè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(0 < a → 0 < ab − ac ↔ 0 < 1− a & 0 < c− b ∨ 1− a < 0 & c− b < 0)

Ëèáî b, ëèáî c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

22. Ïåðåõîä ê òàíãåíñó ïîëîâèííîãî óãëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâàõ. Åñëè
â íåðàâåíñòâå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè
íåêîòîðîãî àðãóìåíòà d, à òàêæå, áûòü ìîæåò, d/2, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ,
÷òî èõ ìîæíî ïðèâåñòè ê àðãóìåíòó 2d, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûðàçèòü
âñå ýòè îïåðàöèè ÷åðåç òàíãåíñ d/2:
∀abcde(c = a & e = d/2 → a < b ↔ ¬(cos e = 0) & c < b ∨ cos e = 0 & a < b)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ðàçëè÷íûõ ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ âûáîðîì òî÷-
êè èíèöèàëèçàöèè: â îäíîì ñëó÷àå ýòî âõîæäåíèå ñèíóñà, â äðóãîì - êîñèíó-
ñà. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðèåìà, ñâÿçàííîãî ñ ñèíóñîì, òàê êàê âòî-
ðîé ïðèåì àíàëîãè÷åí. Ýòîò ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ7 êî-
ðåíü) âèä(õ7 ñèíóñ(õ4))íå(êîíòåêñò(ïîäòåðì(ñòåïåíü(òåêâõîæä(õ7)õ8)) ÷åòíîå
(õ8))))", îïðåäåëÿþùèé òî÷êó èíèöèàëèçàöèè - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ sin d, íå
ÿâëÿþùåãîñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñ ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d, a
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ââèäó ãðóïïèðîâêè íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà, âûðàæåíèå b áóäåò èçâåñòíûì. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
(a) Íåðàâåíñòâî ñîäåðæèò âõîæäåíèå cos d, íå ÿâëÿþùååñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè

ñ ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì, ëèáî âõîæäåíèå tg e, ãäå e - ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâà-
íèÿ d/2 ê âèäó ñóììû.
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(b) Íåðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, îò-
ëè÷íîé îò îïåðàöèé sin d, cos d, tg d, tg e.

(c) Íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè íå âñòðå÷àþòñÿ â êà÷åñòâå îñíî-
âàíèé ñòåïåíåé, èìåþùèõ ïîêàçàòåëè, îòëè÷íûå îò 2 è 3.

(d) Íåðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò ìîäóëåé (èõ èñêëþ÷åíèå áóäåò ïðåäïðèíèìàòüñÿ
âíå íîðìàëèçàòîðà, ïóòåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ èëè èíûìè ñðåäñòâàìè).

Îáà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé îáðàáàòûâàåò
âûðàæåíèå d/2 íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìäðîáü", "ñòàíäïëþñ". Ýòî îáåñïå÷èâà-
åò ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé, êàê òîãî
òðåáóåò ñòàíäàðòèçàöèÿ àðãóìåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò, ñîáñòâåííî, âûðàæàåò íåèçâåñòíóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà a ÷åðåç òàíãåíñ
d/2. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "ïîëîâèííûéóãîë", êîòîðûé áóäåò
ðàññìîòðåí â íèæåñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, ïîñâÿùåííûõ òðèãîíîìåòðèè. Çàìåíÿ-
þùàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåò äâà ïîäñëó÷àÿ. Åñëè cos e 6= 0, ò.å. tg e îïðåäåëåí, òî
íåðàâåíñòâî a < b çàìåíÿåòñÿ íà c < b. Åñëè æå òàíãåíñ íå îïðåäåëåí, òî ñòà-
ðîå íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ, íî ñîïðîâîæäàåòñÿ óðàâíåíèåì cos e = 0. Íåðà-
âåíñòâî c < b îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìåíüøå", íåðàâåíñòâî
a < b îñòàâëÿåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìóñì" äëÿ
cos e = 0 ïîçâîëÿåò â î÷åâèäíûõ ñèòóàöèÿõ ñðàçó èñêëþ÷èòü ðàçáîð ñëó÷àåâ.
Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, åñëè a ÿâëÿåòñÿ
ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

23. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà â íåèçâåñòíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
∀abc(a sin c + a cos c < b ↔

√
2a sin(c + π/4) < b)

∀abc(a cos c− a sin c < b ↔
√

2a cos(c + π/4) < b)

Âûðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû, c - íå èçâåñòíî.
∀ab(

√
3 cos a− sin a < b ↔ 2 cos(a + π/6) < b)

∀ab(
√

3 cos a + sin a < b ↔ 2 cos(a− π/6) < b)

∀ab(
√

3 sin a + cos a < b ↔ 2 sin(a + π/6) < b)

∀ab(
√

3 sin a− cos a < b ↔ 2 sin(a− π/6) < b)

Âûðàæåíèå b èçâåñòíî, a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
∀abcx(a sin x + a cos x + b sin x cos x < c ↔ 2

√
2 sin(x + π/4) + 2b(sin(x + π/4))2 <

b + 2c)

∀abcx(a cos x − a sin x + b sin x cos x < c ↔ 2
√

2 cos(x + π/4) + 2b(cos(x + π/4))2 <
b + 2c)

Âûðàæåíèÿ a, b, c èçâåñòíû, x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âî âñåõ ïðèåìàõ äîïóñ-
êàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

24. Óñìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíîñòè íàòóðàëüíîé íåèçâåñòíîé.
∀n(n− íàòóðàëüíîå & m ≤ 0 → ¬(n < m))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â
ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Íîðìàëèçàòîð ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "íîðììåíüøå"

Íîðìàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
Îáû÷íî îí ïðèìåíÿåòñÿ ê íåðàâåíñòâàì áåç íåèçâåñòíûõ. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
ïðèåìû:

1. Óñòðàíåíèå ìèíóñà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ïðîòèâîïîëîæíãîé ÷àñòüþ.
∀a(0 < −a ↔ a < 0)

∀a(−a < 0 ↔ 0 < a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Óñòðàíåíèå ìíîæèòåëÿ îïðåäåëåííîãî çíàêà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ïðîòèâî-

ïîëîæíîé ÷àñòüþ.
∀ab(0 < a → 0 < ab ↔ 0 < b)

∀ab(a < 0 → 0 < ab ↔ b < 0)

∀ab(0 < a → ab < 0 ↔ b < 0)

∀ab(a < 0 → ab < 0 ↔ 0 < b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí óìåðåííûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(a ≤ 0 → ab < 0 ↔ 0 < b & a < 0)

∀ab(0 ≤ a → ab < 0 ↔ b < 0 & 0 < a)

∀ab(a ≤ 0 → 0 < ab ↔ b < 0 & a < 0)

∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < b & 0 < a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
3. Óñòðàíåíèå äðîáè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
∀ab(0 < a/b ↔ 0 < ab)

∀ab(a/b < 0 ↔ ab < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Óñòðàíåíèå ñòåïåíè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
∀ab(b−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) → 0 < ab ↔ ¬(a = 0) & ÷èñëèòåëü(b)−
even ∨ ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < a)

∀ab(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → ab < 0 ↔ ¬(÷èñëèòåëü(b) −
even) & a < 0)

∀ab(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ 0 < ab ↔ ¬(a = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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5. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøå".
∀ab(a < b → a < b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "óñììåíüøå". Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøåèëèðàâ-
íî".
∀ab(a ≤ b → ¬(b < a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
7. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò ÷àñòåé íåðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûìè ðàäèêàëàìè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 < (a− b)c ↔ 0 < (a2 − b2)c)

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → (a− b)c < 0 ↔ (a2 − b2)c < 0)

Ýòè ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ êîììåíòàðèé
"êâàäðêîðåíü". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âû-
ðàæåíèå a íå èìååò çàãîëîâêà "ïëþñ". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b èìååò
ñâîèì ìíîæèòåëåì êâàäðàòíûé ðàäèêàë, ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûå, è íè îäíî
èç íèõ íå èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì, ïîêàçà-
òåëü êîòîðîé îòëè÷åí îò 1/2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ "ñòàíäìåíüøå"

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îí âû-
ïîëíÿåò äåéñòâèÿ, îðèåíòèðîâàííûå íà ïîïûòêó ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ íåðàâåíñòâî áåç íåèçâåñòíûõ. Âîîáùå ãîâîðÿ, íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòè äåéñòâèÿ
ïðèâåëè ê ôàêòè÷åñêîìó ðàçðåøåíèþ - íåðàâåíñòâî äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ
ñëîæíåå íåðàâåíñòâà äëÿ íåèçâåñòíûõ è äàæå âîîáùå íå ðåøàòüñÿ ýëåìåíòàðíûìè
ñðåäñòâàìè. Ïðîñòî ïî èñ÷åðïàíèè âîçìîæíîñòåé ïðèåìîâ âûäàåòñÿ òåêóùèé ðåçóëü-
òàò. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ íîðìàëèçàòîðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïðèìåíÿåòñÿ â
êîíòåêñòàõ, ãäå ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. ìîæåò îêàçàòüñÿ íàðóøåííûì. Ýòî ïðîèñõî-
äèò èç-çà òîãî, ÷òî ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ñîïðîâîæäàþùèå óñëîâèÿ ïåðåôîð-
ìóëèðóþòñÿ â êîìïàêòíîì âèäå, è íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå ðàíåå î÷åâèäíûõ
òðåáîâàíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòóïíûì. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííîé òðóäíîñòè â
ðÿäå ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà âìåñòî îáðàùåíèé ê ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì èñïîëü-
çóåòñÿ óñèëåííàÿ âåðñèÿ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà - îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíä-
ìåíüøå" èëè "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî" äëÿ ïîëó÷åíèÿ, ïîñëå öåïî÷êè ýêâèâàëåíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû "èñòèíà" ëèáî "ëîæü". Íîðìàëèçàòîð èìååò
ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Óñòðàíåíèå ìèíóñà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòüþ.
∀a(a < 0 ↔ 0 < −a)

∀a(−a < 0 ↔ 0 < a)

Â ïåðâîì ïðèåìå çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1.

2. Óñòðàíåíèå ìíîæèòåëÿ îïðåäåëåííîãî çíàêà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ÷àñòüþ.
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∀ab(0 < a → 0 < ab ↔ 0 < b)

∀ab(0 < a → ab < 0 ↔ b < 0)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 < a → 0 < ab ↔ 0 < b)

∀ab(0 < a → ab < 0 ↔ b < 0)

Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, ââåäåí äîñòàòî÷íî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(a < 0 → ab < 0 ↔ 0 < b)

∀ab(a < 0 → 0 < ab ↔ b < 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà a íå íàêëàäûâàåòñÿ.
∀ab(a ≤ 0 → ab < 0 ↔ 0 < b & a < 0)

∀ab(0 ≤ a → ab < 0 ↔ b < 0 & 0 < a)

∀ab(a ≤ 0 → 0 < ab ↔ b < 0 & a < 0)

∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < b & 0 < a)

Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè - òîò æå, ÷òî è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

3. Óñòðàíåíèå äðîáè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ. Ïðèåìû òå æå, ÷òî â íîð-
ìàëèçàòîðå "íîðììåíüøå".

4. Óñòðàíåíèå ñòåïåíè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
∀ab(a − ÷èñëî & b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → 0 < ab ↔ ¬(a =
0) & ÷èñëèòåëü(b)− even ∨ ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < a)

∀ab(b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) → ab < 0 ↔ ¬(÷èñëèòåëü(b) −
even) & a < 0)

∀ab(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ 0 < ab ↔ ¬(a = 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 ≤ a → 0 < ab ↔ 0 < a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀ab((0 ≤ a) = èñòèíà→ 0 < ab ↔ 0 < a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü
íåðàâåíñòâà 0 ≤ a ïóòåì îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî".
Â êîíòåêñòàõ ñ ðàçðóøåííûì "ÿâíûì" ñîïðîâîæäåíèåì ïî î.ä.ç. òàêàÿ ïðîâåðêà
ìîæåò ïðèâåñòè ê óñïåõó, äàæå åñëè ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð åå íå îáåñïå÷èâàåò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ãðóïïèðîâêà âñåõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
∀ab(0 < b− a ↔ a < b)
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Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèÿ a, b îòëè÷íû îò íóëÿ. Íàëè÷èå
êîììåíòàðèÿ "ÿâíîå" áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà, åñëè îäíà èç ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ, à äðóãàÿ - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå.
Ðàçíîñòü b− a îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå", ñíàáæåííûì
êîììåíòàðèÿìè, áëîêèðóþùèìè ÷àñòü åãî ïðèåìîâ. Ââåäåí äîñòàòî÷íî ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, íåñêîëüêî îñëàáëÿåìûé ïðè íàëè÷èè äðîáíûõ
ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòü ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Ïðèåì àíà-
ëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî áëîêèðîâêà ïðèåìîâ îïåðàòîðà "âèäóìíîæåíèå" íå-
ñêîëüêî âèäîèçìåíåíà, ñíÿò îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè è óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ïîäíÿò äî 4:
∀abc(c = b− a → a < b ↔ 0 < c)

Åñëè îäíà èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íóëåâàÿ, òî äðóãàÿ íå äîëæíà èìåòü ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âèäóìíîæåíèå".
Ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ äîëæåí èìåòü ìóëüòèïëèêàòèâíûé çàãîëîâîê. Ïðè îò-
ñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "ÿâíîå" ýòî òðåáîâàíèå îñëàáëÿåòñÿ: äîïóñêàåòñÿ òàêæå
ñëó÷àé, êîãäà c îêàçûâàåòñÿ êîðî÷å õîòÿ áû îäíîãî èç âûðàæåíèé a, b.

7. Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà ñ êîíñòàíòíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
∀abcde(d = b2−4ac → ae2 + be+ c < 0 ↔ 0 < a & 0 < d & 0 < 2ae+ b+

√
d & 2ae+

b −
√

d < 0 ∨ a < 0 & (d < 0 ∨ 0 ≤ d & (0 < 2ae + b −
√

d ∨ 2ae + b +
√

d <
0)) ∨ a = 0 & be + c < 0)

Êîýôôèöèåíòû a, b, c - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ, e - íåêîíñòàíòíîå. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå äîëæíà óñìàòðèâàòüñÿ îòðèöà-
òåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà d. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé
íåðàâåíñòâà. Íåðàâåíñòâà â çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ñóììû ñ âûðàæåíèåì e îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcde(d = b2 − 4ac & d < 0 → ae2 + be + c < 0 ↔ a < 0)

∀abcde(b
2 − 4ac = 0 → ae2 + be + c < 0 ↔ a < 0 ∨ a = 0 & 0 < c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
8. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøåèëèðàâ-

íî".
∀ab(a ≤ b → ¬(b < a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
9. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøå".
∀ab(a < b → a < b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
10. Âîçâåäåíèå íåðàâåíñòâà ñ ðàäèêàëàìè â êâàäðàò.

∀abcde(0 ≤ c & e = a2c− (d− b)2 → a
√

c + d < b ↔ d < b & (e < 0 ∨ a < 0)
∨ 0 < e & a < 0)
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∀abcde((0 ≤ c) = èñòèíà & e = a2c − (d − b)2 → a
√

c + d < b ↔ d < b & (e <
0 ∨ a < 0) ∨ 0 < e & a < 0)

Âòîðàÿ âåðñèÿ, ñ óñèëåííîé ïðîâåðêîé íåðàâåíñòâà 0 ≤ c ïðè ïîìîùè íîðìàëè-
çàòîðà "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî", ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ÿâ-
íîå", ïåðâàÿ - ïðè åãî îòñóòñòâèè. Âûðàæåíèå c äîëæíî áûòü íåêîíñòàíòíûì.
×èñëî ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ d, èìåþùèõ ñâîèì ìíîæèòåëåì íåêîíñòàíòíûé
ðàäèêàë âòîðîé ñòåïåíè, íå äîëæíî áûòü áîëåå 1. Ïðè ýòîì√c - ñàìûé äëèííûé
òàêîé ðàäèêàë. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Íåðàâåíñòâî ñ ïðîèçâåäåíèåì â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé.
∀ab(ab < 0 ↔ a < 0 & 0 < b ∨ 0 < a & b < 0)

∀ab(0 < ab ↔ a < 0 & b < 0 ∨ 0 < a & 0 < b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
12. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü äâó÷ëåííîãî íåðàâåíñòâà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçðåøåíèå

íåêîíñòàíòíîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé:
∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & 0 < b →
0 < ab + c ↔ 0 < a + c1/b)

Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå, a - íåêîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò
ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
∀abcx(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ 0 < axb + c ↔ 0 < a & (0 < c ∨ c ≤
0 & (0 < x − (−c)1/b/a1/b ∨ x + (−c)1/b/a1/b < 0)) ∨ a < 0 & 0 < c & 0 <
x + c1/b/(−a)1/b & x− c1/b/(−a)1/b < 0 ∨ a = 0 & 0 < c)

∀abcx(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ axb + c < 0 ↔ a < 0 & (c < 0 ∨ 0 ≤
c & (0 < x − c1/b/(−a)1/b ∨ x + c1/b/(−a)1/b < 0)) ∨ 0 < a & c < 0 & 0 <
x + (−c)1/b/a1/b & x− (−c)1/b/a1/b < 0 ∨ a = 0 & c < 0)

Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå, x - íåêîíñòàíòíîå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû
1.

13. Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçðåøåíèå íåêîíñòàíòíîé ÷àñòè îò-
íîñèòåëüíî êîíñòàíòíûõ ôðàãìåíòîâ:
∀abc(0 < b → ab < c ↔ a < c/b)

∀abc(b < 0 → ab < c ↔ c/b < a)

Âûðàæåíèå b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííûì ïðîèçâåäåíèåì âñåõ êîí-
ñòàíòíûõ ñîìíîæèòåëåé, c - êîíñòàíòíîå, a - íåêîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëü "äðîáü"
ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
∀abc(b < a + c ↔ b− c < a)

∀abc(a < b− c ↔ a + c < b)

Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî, âòîðîé - ñïðàâà íàëåâî. Âûðàæåíèå
c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ êîíñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ, b
- êîíñòàíòíîå, a - íåêîíñòàíòíîå.
∀ab(a < −b ↔ b < −a)

∀ab(−b < a ↔ −a < b)
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Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, b - íåêîíñòàíòíîå. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðåîáðàçóåìîå
íåðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ÿâíîå", à óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

14. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà, ÿâíî ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî èç êîíòåêñòà, óñèëèâàþùåå
äàííîå íåðàâåíñòâî:
∀abc(0 < c− b & a < b → a < c)

∀abc(0 < b− c & b < a → c < a)

Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé; b, c - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - áåðåòñÿ
â êîíòåêñòå, ïðè÷åì åãî íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü íåñòðîãèì. Èìååòñÿ êîììåí-
òàðèé "ÿâíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Ïîòåíöèðîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.
∀abcde((0 < b) = èñòèíà & (b−1 = 0) = ëîæü→ a logb c+d < e ↔ 0 < b−1 & 0 <
be − cabd ∨ b− 1 < 0 & be − cabd < 0)

Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c íåêîíñòàíòíîå. Ëèáî âûðàæåíèå a êîíñòàíò-
íîå, ëèáî íåðàâåíñòâî èìååò âõîæäåíèå ñòåïåíè ñ íåêîíñòàíòíûì ïîêàçàòåëåì,
íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè logb c. Êàæäîå íåêîíñòàíòíîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ
d äîëæíî ëèáî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîèçâåäåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ íà
ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ b, ëèáî èìåòü îáùèé íåêîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü ñî ñëà-
ãàåìûì ïîêàçàòåëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè, âõîäÿùåé â íåðàâåíñòâî. Àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð"; îíè îáåñïå÷èâàþò ïðîâåðêó òðåáî-
âàíèé äëÿ îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà â ñèòóàöèè, êîãäà ÿâíîå ñîïðîâîæäåíèå ïî
î.ä.ç. ìîæåò îêàçàòüñÿ íàðóøåííûì. Íåêîíñòàíòíûå íåðàâåíñòâà â çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå". Äèçúþíêöèÿ è îáå
êîíúþíêöèè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ". Äîïóñòè-
ìà ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ÿâíîå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdex(a < 0 & b = c/a & e = 1/d1/b → 0 < a logx d+c ↔ b < 0 & (d−1 < 0 & (0 <
x− 1 ∨ x− e < 0) ∨ 0 < d− 1 & (0 < x− e ∨ x− 1 < 0) ∨ d− 1 = 0) ∨ 0 <
b & (d− 1 < 0 & 0 < x− 1 & x− e < 0 ∨ 0 < d− 1 & 0 < x− e & x− 1 < 0))

∀abcdex(0 < a & b = c/a & e = 1/d1/b → 0 < a logx d+c ↔ 0 < b & (0 < d−1 & (0 <
x− 1 ∨ x− e < 0) ∨ d− 1 < 0 & (0 < x− e ∨ x− 1 < 0) ∨ d− 1 = 0) ∨ b <
0 & (0 < d− 1 & 0 < x− 1 & x− e < 0 ∨ d− 1 < 0 & 0 < x− e & x− 1 < 0))

Âûðàæåíèÿ a, c, d êîíñòàíòíûå, x - íåêîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Íåðàâåíñòâà ñ x â çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå". Èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ÿâíîå". Äîïóñòèìà ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ax(0 < logx a ↔ 0 < a− 1 & 0 < x− 1 ∨ a− 1 < 0 & x− 1 < 0)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, x - íåêîíñòàíòíîå. Íåðàâåíñòâà ñ x îáðàáàòûâàþò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå". Èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ÿâíîå". Äîïóñòèìà
ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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16. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ.
∀ab(0 < b− |a| ↔ 0 < a + b & 0 < b− a)

Íåðàâåíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå",
êîíúþíêöèÿ - íîðìàëèçàòîðîì "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ". Èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ÿâ-
íîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

17. Íàõîæäåíèå öåëîé ÷àñòè.
∀abn(n− öåëîå & b = [a] → a < n ↔ b + 1 ≤ n)

∀abn(n− öåëîå & b = [a] & 0 < a− b → n < a ↔ n ≤ b)

Çäåñü n - ïåðåìåííàÿ, a - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ
â êîíòåêñòå. Âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îí îáðàáàòûâàåò
[a] íîðìàëèçàòîðîì "íîðìöåëàÿ÷àñòü" è òàêèì îáðàçîì âû÷èñëÿåò ýòó öåëóþ
÷àñòü. Òðåòèé àíòåöåäåíò â ïîñëåäíåì ïðèåìå îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Óñìîòðåíèå çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñëåäóþùèé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé:
∀abc(0 < a & 0 < b & 0 ≤ π − a & 0 ≤ π − b → c sin(a − b) sin(b/2 − a/2) < 0 ↔
¬(a = b) & 0 < c)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Íåðàâåíñòâî â çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

19. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.
∀abcd(0 < ab + ac + d ↔ 0 < a(b + c) + d)

Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå, a - íåêîíñòàíòíîå. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷à-
ñòåé íåðàâåíñòâà. Äîëæåí èìåòüñÿ êîììåíòàðèé "ÿâíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

20. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abcdefg(f = a(b + c)d + e → a(b + c)d + e < g ↔ f < g)

Îñíîâàíèå ñòåïåíè íåêîíñòàíòíîå, ïîêàçàòåëü - åäèíèöà ëèáî äâîéêà. Âûðà-
æåíèå g êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëþñ". Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Êîíñòàíòíûå íåðàâåíñòâà.
∀ab(0 < a− b → ¬(a < b))

Íåðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

22. Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå.
∀fghpq(0 < x + p & 0 < q − x & (0 < x + p & 0 < q − x & x − ÷èñëî & f(x) <
g(x)) = h(x) → f(x) < g(x) ↔ h(x))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ èç ïîñûëîê. Â íèõ x - ïåðåìåííàÿ. Ïðåîá-
ðàçóåìîå íåðàâåíñòâî f(x) < g(x) ñîäåðæèò åå ïîä çíàêîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
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îïåðàöèè è íå ñîäåðæèò äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííûå f, g, h - ôóíêöèîíàëü-
íûå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàùàåòñÿ
ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ ðàçðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà f(x) < g(x)
íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå 0 < x + p, 0 < q − x îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x. Èç
ñïèñêà ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ïðåäâàðèòåëüíî óäàëÿþòñÿ âñå óòâåð-
æäåíèÿ êîíòåêñòà, ñîäåðæàùèå x. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàþò èäåí-
òèôèöèðîâàòü ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ñ íåñòðîãèìè íåðàâåíñòâàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

23. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì.
∀fghpq((x− ÷èñëî & f(x) < g(x)) = h(x) → f(x) < g(x) ↔ h(x))

Èäåíòèôèêàöèÿ èíèöèèðóåòñÿ óêàçàòåëåì "êîíòåêñò(âõîäèò(õ23 ïàðàìåòðû(
ôèêñ(0 1))))", âûäåëÿþùèì â ïðåîáðàçóåìîì íåðàâåíñòâå íåêîòîðóþ ïåðåìåí-
íóþ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî íå èìååò äðóãèõ ïåðåìåííûõ è ÷òî x
âñòðå÷àåòñÿ ïîä ìîäóëåì íåëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî x âûðàæåíèÿ. Àíòåöåäåíò
îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì
ïðèåìå. Ôèëüòð "âíåøîïåðàòîð(1 íîðìèëè)" òðåáóåò, ÷òîáû ïðèåì ïðèìåíÿëñÿ
ëèøü â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäìåíüøå" ïðîèçî-
øëî èç íîðìàëèçàòîðà "íîðìèëè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíòåçàòîð "âåðõíèéëó÷"

Ñèíòåçàòîð ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, íà÷èíàÿ ñ êîòî-
ðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çàäàííîå íåðàâåíñòâî. Îáðàùåíèå ê íåìó èìååòñÿ â åäèí-
ñòâåííîì ïðèåìå, èñïîëüçóåìîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïðîãðàììèðîâàíèå ÷èñëåííûõ
ïðîöåäóð ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèé. Óòâåðæäåíèå, ðåàëèçóåìîå
ñèíòåçàòîðîì, èìååò âèä "âåðõíèéëó÷(A y)", ãäå A - íåðàâåíñòâî, y - íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà x, âõîäÿùåãî â A. Ñàì ýòîò ïàðàìåòð çàäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
(ïåðåìåííàÿ x), ïåðåäàâàåìûì ñèíòåçàòîðó â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ. Ðàçóìååò-
ñÿ, óòâåðæäåíèå "âåðõíèéëó÷(A y)" íå îòíîñèòñÿ ê ëîãè÷åñêîìó ÿçûêó ïðåäìåòíîãî
óðîâíÿ, à ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ "òåõíè÷åñêîãî" õàðàêòåðà, ïîçâîëÿþùåé èñïîëüçîâàòü
âîçìîæíîñòè êîìïèëÿòîðà ÃÅÍÎËÎÃà. Ôàêòè÷åñêè, îòíîøåíèå "âåðõíèéëó÷" ñâÿ-
çûâàåò òåðìû äëÿ íåðàâåíñòâà A è íèæíåé îöåíêè y, à òàêæå ñïèñîê óòâåðæäåíèé,
îáðàçóþùèõ êîíòåêñò ïðîâåðêè (ò.å. ñïèñîê ïîñûëîê ñèíòåçàòîðà). Ñèíòåçàòîð èìååò
ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Âûðàâíèâàíèå ìàëûõ ñòåïåíåé.
∀abcmnp(0 < m−n & c < 0 & âåðõíèéëó÷(0 < a+(b+ c)xm, p) → âåðõíèéëó÷(0 <
a + bxm + cxn,max(p, 1)))

Çäåñü x - àíàëèçèðóåìûé ïàðàìåòð. Îí íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ b, c, m, n. Óñìàò-
ðèâàåòñÿ íàëè÷èå òàêîãî ñëàãàåìîãî âûðàæåíèÿ a, ÷òî ïðè x →∞ ñòåïåíü xm, à
ñëåäîâàòåëüíî, è ìåíüøàÿ ñòåïåíü xn, ÿâëÿþòñÿ "î-ìàëûìè" îò ýòîãî ñëàãàåìî-
ãî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðå-
òèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "âåðõíèéëó÷".
Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 2 3 2)õ14 0)" ðàçðåøàåò ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè n
ïðèíèìàòü âûðîæäåííîå çíà÷åíèå 0. Ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå max(p, 1) îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
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2. Îöåíêà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé.
∀abxm(âåðõíèéëó÷(0 < a− |b|, p) → âåðõíèéëó÷(0 < a + b(sin x)m, p))

∀abxm(âåðõíèéëó÷(0 < a− |b|, p) → âåðõíèéëó÷(0 < a + b| sin x|m, p))

Êàê è âûøå, x - àíàëèçèðóåìûé ïàðàìåòð. Âûðàæåíèå a èìååò ñëàãàåìîå, ñòðå-
ìÿùååñÿ ê ∞ ïðè x →∞. Âìåñòî ñèíóñà ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ êîñèíóñ.
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "âåðõíèéëó÷". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

3. Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà äëÿ äâó÷ëåííîãî ñòåïåííîãî íåðàâåíñòâà.
∀abxmn(0 < a & b < 0 & 0 < m−n → âåðõíèéëó÷(0 < axm+bxn,max((−b/a)1/(m−n),
1)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Îñòàòî÷íàÿ âûäà÷à áåñêîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ.
∀a(âåðõíèéëó÷(a,∞))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
5. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
∀ab(âåðõíèéëó÷(0 < −a, b) → âåðõíèéëó÷(a < 0, b))

Ïðè íåóäà÷å ðàáîòà ñèíòåçàòîðà îáðûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Îòáðàñûâàíèå ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè.
∀abxmp(0 < b & âåðõíèéëó÷(0 < a, p) → âåðõíèéëó÷(0 < a + bxm,max(p, 0)))

∀abmp(0 < b & âåðõíèéëó÷(0 < a, p) → âåðõíèéëó÷(0 < a + b,max(p, 0)))

Âûðàæåíèå a èìååò òàêîå ñëàãàåìîå, ÷òî xm (âî âòîðîì ñëó÷àå 1)ÿâëÿåòñÿ îò
íåãî "î-ìàëûì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10.11 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìåíüøåèëèðàâíî"

Ýòîò ðàçäåë, â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè, ïîâòîðÿåò ïðåäûäóùèé. Òàì, ãäå ïðèåì äëÿ
íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ðàçîáðàííîìó ðàíåå ïðèåìó äëÿ ñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà, áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü åãî íàçâàíèåì èëè íàçâàíèåì öåëîé
ãðóïïû ïðèåìîâ.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

1. Ãðóïïèðîâêà âñåõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
2. Óñòðàíåíèå ìèíóñà â îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, åñëè äðóãàÿ ÷àñòü íóëåâàÿ.
3. Îòðèöàíèå íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.
4. Íåñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ëèáî îòðèöàòåëüíîñòü äðîáè.
∀ab(0 ≤ a/b ↔ 0 ≤ ab)

∀ab(a/b ≤ 0 ↔ ab ≤ 0)
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Åñëè íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå ïðèåìû, ïðèâîäèìûå
íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ïåðåíåñåíèå íóëÿ â ëåâóþ ÷àñòü, åñëè èìåþòñÿ ñëàãàåìûå ñî çíàêîì "ìèíóñ".
6. Êîíúþíêöèÿ íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.
∀ab(¬(a = b) & a ≤ b ↔ a < b)

∀ab(¬(a− b = 0) & 0 ≤ b− a ↔ a− b < 0)

∀ab(¬(a− b = 0) & b− a ≤ 0 ↔ 0 < a− b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
7. Çàìåíà íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ñòðîãîå, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ îòðèöàíèå ðà-

âåíñòâà.
∀ab(¬(a− b = 0) → b ≤ a ↔ b < a)

∀ab(¬(a = b) → a ≤ b ↔ a < b)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ äàæå â ñîïðîâîæäàþùèõ
ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿõ. Âî âòîðîì ïðèåìå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ óäàëåíèå óñëîâèÿ
¬(a = b), îêàçûâàþùåãîñÿ ïîñëå çàìåíû èçáûòî÷íûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
âòîðîãî ïðèåìà ðàâåí 0, ïåðâîãî - 3.
∀ab(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & 0 ≤ ab ↔ 0 < ab)

Ïðèåì ïðåîáðàçóåò ãðóïïó óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

8. Çàìåíà íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ðàâåíñòâî, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ îáðàòíîå íåðà-
âåíñòâî.
∀ab(0 ≤ a− b → a = b ↔ a ≤ b)

∀ab(b ≤ a → a = b ↔ a ≤ b)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Â ïåðâîì ñëó÷àå àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì îãðàíè÷èòåëå òðóäîåìêî-
ñòè, âî âòîðîì ñëó÷àå - áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Âõîæäåíèå íåðàâåíñòâà - êîðíåâîå.
Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ äàæå â ñîïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿõ. Ïðèåìû
áëîêèðóþòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(a) Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà ïðå-

îáðàçîâàíèå.
(b) Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì îäíà åãî

÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñòíóþ, íå âõîäÿùóþ â äðóãóþ ÷àñòü (â
ýòîì ñëó÷àå áóäóò ðàáîòàòü äðóãèå ïðèåìû).

(c) Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíüøå".
Åñëè ðåøàåòñÿ ëèáî çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî çàäà÷à íà îïèñàíèå, íåêî-
òîðîå óñëîâèå êîòîðîé ñîäåðæèò ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå íåèçâåñòíóþ ÷åðåç
èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, à âñå íàäòåðìû ýòîãî ðàâåíñòâà ñóòü äèçúþíêöèè è êîíú-
þíêöèè, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Èíà÷å îí ðàâåí 3.
∀ab(0 ≤ a− b → 0 ≤ b− a ↔ a = b)
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Íåðàâåíñòâî - ëèáî êîðíåâîå, ëèáî ðàñïîëîæåíî âíóòðè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ.
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3.
∀ab(a

2 + b2 ≤ 0 ↔ a = 0 & b = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ij(0 ≤ j − i → j ≤ i ↔ i = j)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "íîðìâàðèàíòû". Òàêèå
çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé. Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ij(j ∈ {i, . . . , n} → j ≤ i ↔ i = j)

∀abc(0 ≤ a − 3 & 0 ≤ b − 3 & 0 ≤ c − 3 → abc − ab − ac − bc = 0 ↔ a = 3 & b =
3 & c = 3)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(a ≤ b → b ≤ a ↔ a = b)

Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîí-
òåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Óñòðàíåíèå ìíîæèòåëÿ îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, èìåþùåãî îïðåäåëåííûé çíàê,
åñëè äðóãàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íóëåâàÿ.

10. Äåêîìïîçèöèÿ íåðàâåíñòâà ñ ïðîèçâåäåíèåì â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé,
åñëè èçâåñòåí çíàê ñóììû ëèáî ðàçíîñòè ñîìíîæèòåëåé. Ê àíàëîãàì ïðèåìîâ
äëÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äîáàâëåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abc(a = b +

√
(b− c)(b + c) & 0 ≤ a → 0 ≤ (b + c)(b− c) ↔ 0 ≤ b + c & 0 ≤ b− c)

∀abc(a = b−
√

(b− c)(b + c) & 0 ≤ a → 0 ≤ (b + c)(b− c) ↔ 0 ≤ b + c & 0 ≤ b− c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Óñòðàíåíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â ñîìíîæèòåëå îäíîé èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà,
åñëè äðóãàÿ ÷àñòü íóëåâàÿ.
∀abc(0 ≤ b & 0 < c → 0 ≤ abc ↔ 0 ≤ ab)

∀abc(c − rational & ¬(÷èñëèòåëü(c) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) → 0 ≤
abc ↔ 0 ≤ ab)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Çàìåíà íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì íà äâà íåðàâåíñòâà.
13. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ â íåðàâåíñòâå.

∀ab(0 < b− a → b− |a| ≤ 0 ↔ a + b ≤ 0)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, ïðè÷åì â íåì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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14. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè íåíóëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ.

15. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ.
∀abcd(0 ≤ a− b & 0 ≤ c− d → 0 ≤ (a− b)(d− c) ↔ (a− b)(d− c) = 0)

∀abcd(0 ≤ a− b & c− d ≤ 0 → (a− b)(d− c) ≤ 0 ↔ (a− b)(d− c) = 0)

Ïðåîáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - áåðåòñÿ â êîíòåê-
ñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Óñìîòðåíèå íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà, äóáëèðóþùåãî ñòðîãîå.
∀ab(a < b → a ≤ b)

Ïðèåì âûïîëíÿåò çàìåíó íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñ-
òèíà". Ñîçäàíû äâå åãî âåðñèè. Ïåðâàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíÿõ 0 è 1, âòîðàÿ - ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

17. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.
18. Çàìåíà íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ñòðîãîå ïðè èíòåãðèðîâàíèè. Äëÿ èñêëþ÷å-

íèÿ âîçìîæíûõ îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ çàäàþùèå îáëàñòü íåñòðîãèå íåðàâåí-
ñòâà çàìåíÿþòñÿ íà ñòðîãèå:
∀ab(a ≤ b ↔ a < b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîð-
ìÈíòåãðàë". Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ x îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîììåíòàðèþ (íîð-
ìÈíòåãðàë x); ïðîâåðÿåòñÿ åå âõîæäåíèå â íåðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

19. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ïðè íàëè÷èè îáðàòíîãî ñòðîãîãî.
∀ab(a < b → ¬(b ≤ a))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
20. Ïðåîáðàçîâàíèå ñîìíîæèòåëÿ îäíîé èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà ê âèäó, äëÿ êîòîðîãî

óäàåòñÿ óñìîòðåòü íåñòðîãèé çíàê. Èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî èç êîíòåêñòà:
∀abcdepq(¬(p = 0) & ap + b = 0 & e = c− bq/p → 0 ≤ (aq + c)d ↔ 0 ≤ de)

Âòîðîé àíòåöåäåíò ñîäåðæèòñÿ â êîíòåêñòå. Ñëàãàåìîå åãî ëåâîé ÷àñòè èìååò
íåêîíñòàíòíîå ïðîèçâåäåíèå a ìíîæèòåëåé, îáùèõ ñ íåêîòîðûì ñëàãàåìûì aq
ñîìíîæèòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Íå óñìàòðèâàåòñÿ íè îäíî èç íåðà-
âåíñòâ aq + c ≤ 0, 0 ≤ aq + c. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí óïðîùàåò ñ
ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå" ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â aq + c âû-
ðàæåíèÿ äëÿ a, íàéäåííîãî èç âòîðîãî àíòåöåäåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñìàò-
ðèâàåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ e ≤ 0, 0 ≤ e. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê íåðàâåíñòâàì,
ðàñïîëîæåííûì â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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21. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ äðîáè ñïåöèàëüíîãî âèäà.
∀ab(0 < a & 0 < b → ¬((a + b)/(a− b) ≤ 1))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

22. Èñêëþ÷åíèå äðîáè ñ ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.
∀abcpqrs(ar + bs < 0 → c ≤ (ap + bq)/(ar + bs) ↔ 0 ≤ (cr − p)a + (cs− q)b)

∀abcpqrs(0 < ar + bs → c ≤ (ap + bq)/(ar + bs) ↔ (cr − p)a + (cs− q)b ≤ 0)

Âûðàæåíèÿ c, p, q, r, s èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

23. Óñìîòðåíèå â äèçúþíêöèè äâóõ öåëî÷èñëåííûõ íåðàâåíñòâ îòðèöàíèÿ ðàâåí-
ñòâà.
∀mnx(x − öåëîå & m − öåëîå & n − öåëîå & n − m = 2 → x ≤ m ∨ n ≤ x ↔
¬(x = m + 1))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åñëè x - íåèçâåñòíàÿ, à íåðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå,
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

24. Ãðóïïèðîâêà êîíñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
∀abcd(a + b ≤ c + d ↔ a− c + b ≤ d)

Âûðàæåíèÿ a, c - êîíñòàíòíûå è íåíóëåâûå, d - íå êîíñòàíòíîå. b ìîæåò âûðîæ-
äàòüñÿ â 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

25. Óñòðàíåíèå äâóõ ìèíóñîâ.
∀ab(−a ≤ −b ↔ b ≤ a)

Îäíî èç âûðàæåíèé a, b äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ÷èñëîâûì àòîìîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

26. Èñêëþ÷åíèå ëîãàðèôìà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
27. Çàìåíà ñîïðîâîæäàþùåãî íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ñòðîãîå, åñëè ïîñëåäíåå

óñìàòðèâàåòñÿ èç ñîïðîâîæäàåìîãî íåðàâåíñòâà.
∀abc(0 ≤ b & 0 < c & b < ac → 0 ≤ a ↔ 0 < a)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé
áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

28. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè äèçúþíêöèè ñ îòðèöàíèåì ðàâåíñòâà.
∀ab(¬(a = b) ∨ a ≤ b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
29. Ìîíîòîííîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.

∀abcd(0 ≤ c & 0 ≤ d & 0 ≤ a− c & 0 ≤ b− d → 0 ≤ ab− cd)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé è
÷åòâåðòûé - áåðóòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 821

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà
"óñììåíüøåèëèðàâíî"

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ: íà òåîðåìå ∀ab(a ≤ b → a ≤ b) îñíîâàíû
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ, îáðàùàþùèõñÿ ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñììåíü-
øåèëèðàâíî" äëÿ çàìåíû íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Â ïðèåìå,
ñðàáàòûâàþùåì íà óðîâíÿõ 2 è 4, äîáàâëåíû íåñêîëüêî íîâûõ ôèëüòðîâ. Íàïðèìåð,
áëîêèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê íåðàâåíñòâàì, îïðåäåëÿþùèì îáëàñòü âàðüèðîâà-
íèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Òàêèå íåðàâåíñòâà âñòðå÷àþò-
ñÿ âî âñåõ òåðìàõ äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé, â êîòîðûõ ïàðàìåòð ìåíÿåòñÿ
íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå. Äîáàâëåíû òàêæå äâå âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà
óðîâíå 1. Ïåðâàÿ àíàëèçèðóåò íåðàâåíñòâà â óñëîâíûõ âûðàæåíèÿõ, âòîðàÿ - ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèé, èçâëå÷åííûõ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.

Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà
"óñììåíüøå"

Ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå ∀ab(a < b → ¬(b ≤ a)) è àíàëîãè÷åí ïðèåìó äëÿ ñòðî-
ãèõ íåðàâåíñòâ, ñðàáàòûâàþùåìó íà óðîâíÿõ 3 è 4. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå,
äîáàâëåí ôèëüòð äëÿ âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Äîáàâëåíû âåðñèÿ, ñðàáà-
òûâàþùàÿ íà óðîâíå 0 è àíàëèçèðóþùàÿ êîíñòàíòíîå íåðàâåíñòâî, à òàêæå âåðñèÿ,
ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 2 â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü".
Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ è òðåáóþò óñèëåííîãî êîíòðîëÿ ïðî-
òèâîðå÷èâîñòè ïîñûëîê.

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî" äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

Íåðàâåíñòâà ïîä êâàíòîðàìè

1. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ:
∀abd(∃c(a < c & c ≤ b & c− ÷èñëî & d) ↔ a < b & d)

∀abd(∃c(a < c & c ≤ b & ¬(c = e) & c− ÷èñëî & d) ↔ a < b & d)

∀ab(a− öåëîå→ ∃c(c− öåëîå & a ≤ c & c ≤ b) ↔ a ≤ b)

∀ab(a− öåëîå→ ∃c(c− öåëîå & a ≤ c & c < b) ↔ a < b)

∀a(∃n(n− íàòóðàëüíîå & a ≤ n)

∀a(∃n(n− íàòóðàëüíîå & n ≤ a) ↔ 1 ≤ a)

∀a(∃b(b− ÷èñëî & b ≤ a)

∀a(∃b(b− ÷èñëî & a ≤ b)

∀a(∃n(n− öåëîå & n ≤ a)

∀a(∃n(n− öåëîå & a ≤ n)

∀ab(∃x(¬(a = x) & x− ÷èñëî & b ≤ x))

∀ab(∃x(¬(a = x) & x− ÷èñëî & x ≤ b))
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2. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà îáùíîñòè.
∀abc(∀x(x− ÷èñëî & a ≤ x & x ≤ b → x = c) ↔ 0 < a− b ∨ a = b & a = c)

∀abc(∀x(x− ÷èñëî & a ≤ x & x < b → x = c) ↔ 0 ≤ a− b)

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ êàê ñòðîãîå.
∀abc(∀x(x− ÷èñëî & a < x & x ≤ b → x = c) ↔ 0 ≤ a− b)

∀abc(∀x(x− ÷èñëî→ ¬(a ≤ x & x ≤ b & c)) ↔ ¬(a ≤ b) ∨ ¬c)

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â çàìåíÿåìîì òåðìå ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ êàê ñòðî-
ãîå, è òîãäà íåðàâåíñòâî â çàìåíÿþùåì òåðìå - òîæå ñòðîãîå.
∀abc(∀x(x− ÷èñëî→ ¬(a < x & x < b & c)) ↔ ¬(a < b) ∨ ¬c)

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ êàê íåñòðîãîå.
∀mn(m−íàòóðàëüíîå & n−íàòóðàëüíîå→ ∀k(k−íàòóðàëüíîå & m ≤ k → n ≤
k) ↔ n ≤ m)

∀abc(0 < b → ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ a ≤ bn + c) ↔ a ≤ b + c)

Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.
∀mAB(m−íàòóðàëüíîå→ ∀k(k−íàòóðàëüíîå& m ≤ k → ∃x(0 ≤ k+A(x) & B(x))) ↔
∃x(0 ≤ m + A(x) & B(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(0 < b → ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ a ≤ bn + c) ↔ a ≤ b + c)

∀a(a− ÷èñëî→ ¬(∀y(y − ÷èñëî→ y ≤ a)))

∀a(a− ÷èñëî→ ¬(∀y(y − ÷èñëî→ a ≤ y)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ïîä êâàíòîðîì.
∀fPQ((f(x) ≤ 0) = Q(x) → ∃x(x − ÷èñëî & P (x) & f(x) ≤ 0) ↔ ∃x(x −
÷èñëî & P (x) & Q(x)))

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ ðàçðåøåíèÿ
íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Âûðàæåíèå f(x) íå ðàâíî x. Óêàçà-
òåëü "äðîáü(. . .)" ïðåäóñìàòðèâàåò òàêæå îáðàáîòêó íåðàâåíñòâ âèäà 0 ≤ f(x).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Ïåðåíåñåíèå íåðàâåíñòâà â êîíñåêâåíò. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
5. Óñìîòðåíèå êâàíòîðíîãî ðàâåíñòâà èç äâóõ íåðàâåíñòâ.
∀fgA(∀x(A(x) → f(x) ≤ g(x)) & ∀y(A(y) → g(y) ≤ f(y)) ↔ ∀x(A(x) → f(x) =
g(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)"; îí îáúåäèíÿåò äâå êâàí-
òîðíûå èìïëèêàöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è, â îäíó.

6. Ïåðåíåñåíèå íåðàâåíñòâà â àíòåöåäåíò.
∀ABCt(∀xy(A(x) & B(y) & C(x, y) → y ≤ t(x)) ↔ ∀xy(A(x) & B(y) & t(x) < y →
¬C(x, y)))

Óêàçàòåëü "ñèìâîë(õ27)" è ôèëüòð "ðàâíî(õ27 ÷èñëî öåëîå íàòóðàëüíîå)"îïðå-
äåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ B(y) ñ îäíèì èç óòâåðæäåíèé "÷èñëî(y)", "öåëîå(y)",
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"íàòóðàëüíîå(y)". Âîçíèêàþùèå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ àíòåöåäåíòû êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè ÿâíî ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé y. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ

Êàê è âûøå, áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü íàçâàíèåì ãðóïïû ïðèåìîâ, åñëè îíà àíà-
ëîãè÷íà ãðóïïå ïðèåìîâ äëÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ:

1. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ −x ≤ a, a ≤ −x.
2. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ x + a ≤ b, b ≤ x + a.
3. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ xa ≤ b, b ≤ xa.
4. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè âñåõ ñëàãàåìûõ è ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå

íåðàâåíñòâà.
5. Íåñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ëèáî îòðèöàòåëüíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.
6. Íåñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ëèáî îòðèöàòåëüíîñòü äðîáè.
∀ab(¬(b = 0) → 0 ≤ a/b ↔ a ≤ 0 & b < 0 ∨ 0 ≤ a & 0 < b)

∀ab(¬(b = 0) → a/b ≤ 0 ↔ a ≤ 0 & 0 < b ∨ 0 ≤ a & b < 0)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Åñëè çàäà÷à èìååò óðàâíåíèå ëèáî äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå ñ íåèç-
âåñòíûìè, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Óñòðàíåíèå äðîáíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûìè.
8. Îáúåäèíåíèå äâóõ íåñòðîãèõ îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ.
9. Ó÷åò íåâûðîæäåííîñòè ïðîìåæóòêà äëÿ íåèçâåñòíîé.
10. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ëèáî ðàâåíñòâà èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâ

äëÿ íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ.
∀abc(c ≤ a & a− b < 0 → ¬(b ≤ c))

∀abc(c < a & 0 ≤ b− a → ¬(b ≤ c))

∀abc(c ≤ a & 0 ≤ b− a → b ≤ c ↔ c = a & a = b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Èìååòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 1,3 è 6.

11. Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà.
12. Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ñ íåèçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè.
13. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
14. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâ ñ ðàäèêàëàìè.
15. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü äâó÷ëåííûõ íåðàâåíñòâ.
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16. Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà.
17. Ïîïûòêà äîêàçàòü ëèáî îïðîâåðãíóòü íåðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíûìè.
18. Ïîòåíöèðîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.
19. Ëîãàðèôìèðîâàíèå ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ.
20. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà. Ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëî-

âîê "ñâÿçêà". Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé
çàäà÷è. Âñå óñëîâèÿ, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ òàêàÿ íåèçâåñòíàÿ, è òîëüêî îíè,
äîëæíû èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ñàìà íåèçâåñòíàÿ èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, ñâÿçûâàåìîé êâàíòîðîì.
(a) Äâà íåðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå ïðîìåæóòîê çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé.

∀abc(∃c(a ≤ c & c ≤ b & c− ÷èñëî) ↔ a ≤ b)

∀abc(0 < a → ∃x(0 < x & ax + b ≤ c & x− ÷èñëî) ↔ b < c)

Óêàçàòåëü "ãðóïïèðîâêà(õ1)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîýôôèöèåíòà
a âòîðîãî ïðèåìà ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ ñ íåñóùåñòâåííîé
íåèçâåñòíîé x. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0.

(b) Íåðàâåíñòâî äëÿ öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & a ≤ n + b))

Óêàçàòåëü "âàðèàíò(. . .)" ðàçðåøàåò çàìåíó ïðåäèêàòà "íàòóðàëüíîå" íà
"öåëîå" ëèáî "ðàöèîíàëüíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Îäíî íåðàâåíñòâî äëÿ âåùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé.
∀a(a− ÷èñëî→ ∃n(n− ÷èñëî & a ≤ n))

∀a(a− ÷èñëî→ ∃n(n− ÷èñëî & n ≤ a))

Óðîâåíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ∃x(x− ÷èñëî & 0 ≤ ax + b))

Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èñ-
êëþ÷". Òàêàÿ öåëü óñèëèâàåò ïîïûòêè èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííûõ íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ýëåìåíòû ìîíîòîííîé öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀af (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,N) & âîçðàñòàåò(f,N) → ∃x(x−íàòóðàëüíîå& a ≤
f(x)))

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(e) Ñèñòåìà îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ äëÿ íåèçâåñòíîé.

∀abn(∃x(x− ÷èñëî & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) ≤ x + b(i))))

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà
îáùíîñòè ñ ñèñòåìîé îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ âèäà a(i) ≤ x+ b(i). Ôèëü-
òðû "íå(âõîäèò(õ23 õ1))", "íå(âõîäèò(õ23 õ2))" îáåñïå÷èâàþò íåâõîæäåíèå
íåèçâåñòíîé x â âûðàæåíèÿ a(i), b(i). Ôèëüòð "ìåíüøå(0 õ14)" ïðîâåðÿåò,
÷òî ÷èñëî íåðàâåíñòâ íå ìåíåå 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abn(∃x(x− íàòóðàëüíîå & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) ≤ x)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀abn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → limx→∞{b(i)} = ∞) → ∃x(x− íàòóðàëüíîå & ∀i(i ∈
{1, . . . , n} → a(i) ≤ b(i))))
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Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà
îáùíîñòè ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) ≤ b(i)) ñ ãðóïïîé íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ,
ÿâëÿþùèõñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "ôèëüòð(ôèêñ(0 2
2)è(âõîäèò(õ23 õ2)íå(âõîäèò(õ23 õ1))))" çàäàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷å-
íèå íà îòáèðàåìûå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà: x äîëæíî âõîäèòü â b(i) è íå
âõîäèòü â a(i). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð(1)" è
"ðàçâåðòêà(ôèêñ(1))". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè i = 1, . . . , n áóäóò âû÷èñëÿòü-
ñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðåäåë" ïðåäåëû limx→∞{b(i)}, êîòî-
ðûå áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ ñ ∞. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

21. Ñâåäåíèå îäíîðîäíîãî ïîêàçàòåëüíîãî íåðàâåíñòâà ê êâàäðàòíîìó.
22. Ïîïûòêà äåêîìïîçèöèè íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ "âåðõíÿÿîöåíêà",

"íèæíÿÿîöåíêà".
∀abcde(b ≤ d & c ≤ e & 0 = d + e− a → a ≤ b + c ↔ b = d & c = e)

Íåðàâåíñòâî a ≤ b + c ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ b, c
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a - êîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëè "çíà÷åíèÿ(1)",
"çíà÷åíèÿ(2)" îïðåäåëÿþò îáðàáîòêó ïåðâûõ äâóõ àíòåöåäåíòîâ ñèíòåçàòîðîì
"âåðõíÿÿîöåíêà". Îí íàõîäèò êîíñòàíòíûå âåðõíèå îöåíêè d, e äëÿ âûðàæåíèé
b, c. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðîâåðÿåò,
÷òî ñóììà ýòèõ îöåíîê ðàâíà a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcde(d ≤ b & e ≤ c & 0 = d + e− a → b + c ≤ a ↔ b = d & c = e)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåçàòîð "íèæíÿÿîöåíêà".
∀abcde(0 ≤ c & 0 < a & c ≤ d & b ≤ e & de− a = 0 → a ≤ bc ↔ b = e & c = d)

∀abcde(0 ≤ c & a < 0 & c ≤ e & d ≤ b & de− a = 0 → bc ≤ a ↔ b = d & c = e)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé
è ÷åòâåðòûé - ñèíòåçàòîðàìè "âåðõíÿÿîöåíêà" ëèáî "íèæíÿÿîöåíêà", ïÿòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

23. Ïîïûòêà îïðîâåðãíóòü íåðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "âåðõíÿÿîöåíêà".
∀abc(b− a ≤ c & c < 0 → ¬(a ≤ b))

Íåðàâåíñòâî a ≤ b ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, èñïîëüçóÿ ñèíòåçàòîð "âåðõíÿÿîöåíêà", íàõîäèò
êîíñòàíòíóþ âåðõíþþ îöåíêó c äëÿ ðàçíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé. Âòîðîé
àíòåöåäåíò ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî c ìåíüøå 0.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

24. Ïîïûòêà óñìîòðåòü èñòèííîñòü íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "íèæíÿÿî-
öåíêà".
∀abc(c ≤ b− a & 0 ≤ c → a ≤ b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíîå
âûðàæåíèå âèäà "öåëàÿ÷àñòü(. . .)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòå-
çàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà", âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ïîçâîëÿåò
óñìàòðèâàòü èçáûòî÷íîñòü íåðàâåíñòâà ïîñëå ñóæåíèÿ ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ
íåèçâåñòíîé. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.
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25. Èñêëþ÷åíèå âíåøíåãî êâàíòîðà ïóòåì ïåðåõîäà ê òî÷íûì âåðõíèì è íèæíèì
ãðàíÿì.
∀abfgh(b = sup(îáðàç(λx(g(x), x−÷èñëî), setx(f(x)))) → ∀x(f(x) → h(x) & g(x) ≤
a) ↔ ∀x(f(x) → h(x)) & b ≤ a)

Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ∀x(f(x) → h(x) & g(x) ≤ a) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå. Òåðìû f(x), g(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ, à âûðàæåíèå a - ñîäåðæèò. Çàäà÷à íå èìååò öåëè "ïðèìåð". Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà
óïðîùåíèå, îí âû÷èñëÿåò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ g(x)
íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(x). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ íå èìååò çàãîëîâêà sup. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåíèå äîïîë-
íèòåëüíîãî óñëîâèÿ h(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfgh(b = inf(îáðàç(λx(g(x), x − ÷èñëî), setx(f(x)))) → ∀x(f(x) → h(x) & a ≤
g(x)) ↔ ∀x(f(x) → h(x)) & a ≤ b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
26. ßâíîå ðàçðåøåíèå íåðàâåíñòâà ïîä êâàíòîðîì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé.

∀afgh(a = (g(x) ≤ h(x)) → ∀x(f(x) & x− ÷èñëî→ g(x) ≤ h(x)) ↔ ∀x(f(x) & x−
÷èñëî→ a))

Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óòâåðæäåíèå
f(x) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. ×èñëî íåèçâåñòíûõ íåðàâåíñòâà g(x) ≤ h(x) ðàâ-
íî 1, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç íåèçâåñòíûõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà íå ÿâëÿåò-
ñÿ íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ(õ3)âõîäèò(õ3 ôèêñ(0 1 6)))"
èäåíòèôèöèðóåò õ3 ñ íåèçâåñòíîé íåðàâåíñòâà. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ðàçðåøàåò íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî õ3 ïîñðåäñòâîì
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" äîïóñêàåò ðàñ-
ñìîòðåíèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

27. Óñëîâèå íà êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.
∀abnfgh(a = λx(g(x)− f(x), h(x)) & b = setx(h(x)) & íåïðåðûâíî(a, b) & ðåãóëÿð-
íî(b) & n−÷èñëî& 0 < n → card(setx(f(x) ≤ g(x) & h(x))) = n ↔ ∃uv(Max(a, b, u,
v) & v = 0 & cardu = n))

Óòâåðæäåíèå card(setx(f(x) ≤ g(x) & h(x))) = n ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Çäåñü h(x) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, íåðàâåíñòâî - ñîäåðæèò. Ïåðå-
ìåííàÿ x ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ãðóïïîé ïåðåìåííûõ. Ïåðâûå äâà àí-
òåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò âñïîìîãà-
òåëüíóþ ôóíêöèþ a äëÿ ðàçíîñòè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è ìíîæåñòâî b, íà êîòî-
ðîì äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ a íåïðåðûâíà
íà ìíîæåñòâå b è ÷òî ñàìî ìíîæåñòâî b - "ðåãóëÿðíî", ò.å. ïðåäñòàâèìî â âè-
äå îáúåäèíåíèÿ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé íåïóñòûõ è íåîäíîòî÷å÷íûõ ïðîìåæóò-
êîâ. Óòâåðæäåíèå Max(a, b, u, v) â çàìåíÿþùåì òåðìå ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ u, v, è çàìåíà
âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè óñïåõå ýòîé ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

28. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè â çàäà÷å ñ öå-
ëüþ "ïðèìåð". Ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé".
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∀abctfA(A(t) & ∀x(A(x) → 0 ≤ a + f(x)) & 0 ≤ b− ac & 0 < c → 0 ≤ b + cf(t))

Íåðàâåíñòâî 0 ≤ b + cf(t) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "ïðèìåð". Â êîíòåêñòå ýòîãî óñëîâèÿ èìååòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
∀x(A(x) → 0 ≤ a + f(x)). Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ, ò.å. f(x) ìîæåò
èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ âûðàæåíèåì ïðîèçâîëüíîãî âèäà. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(
ïîçèöèÿ(õ7 ôèêñ(2 5 2))ïîçèöèÿ(õ9 êîðåíü)âèä(õ7 çíà÷åíèå(õ8 õ23))âèä(õ9 çíà-
÷åíèå(õ8 õ23)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ â êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè âûðà-
æåíèÿ h(x), à â ðàññìàòðèâàåìîì íåðàâåíñòâå - âûðàæåíèÿ h(t). Çäåñü ïåðåìåí-
íàÿ h - íå ôóíêöèîíàëüíàÿ, ò.å. îáû÷íàÿ ïåðåìåííàÿ, îáîçíà÷àþùàÿ â çàäà÷å
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðîâàíî t. Äàëåå
âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ñóììà âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
x ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà èç êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè. Óêàçàòåëü
"ãðóïïèðîâêè(õ6 ôèêñ(0 2 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ cf(t) ïóòåì ãðóïïè-
ðîâêè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà âñåõ ÷ëåíîâ, äåëÿùèõñÿ íà óæå èäåíòèôèöè-
ðîâàííîå âûðàæåíèå f(t). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
A(t) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. ×åòâåðòûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íàêîíåö, òðåòèé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé", îïðåäåëÿåò çàìåíÿþùåå íåðàâåí-
ñòâî, èñïîëüçóåìîå ïðè ïîïûòêå îöåíèòü ñíèçó f(t) âûðàæåíèåì −a. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcftmnpqy(∀x(A(x) → b(x) ≤ |a(x) + c(x)f(t(x))|) & ¬(c(x) = 0) & ¬(q = 0) &
∃x(A(x) & y = t(x) & m|c(x)| ≤ n|c(x)| + b(x)|q| − |a(x)q − pc(x)|) → m ≤
n + |p + qf(y)|)
Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð".
Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ; îíà
îáîçíà÷àåò íåêîòîðóþ ðàññìàòðèâàåìóþ â çàäà÷å ôóíêöèþ. Ïåðåìåííûå a, b, c,
t, A ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Îí ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò íåðàâåíñòâî
äëÿ ìîäóëÿ, àíàëîãè÷íîå ðàññìàòðèâàåìîìó. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí äàåò ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, çàìåùàþùåå èñõîäíîå
íåðàâåíñòâî ïðè ïîïûòêå âûâåñòè ïîñëåäíåå èç êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Óêà-
çàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñî ñòðîãèì
íåðàâåíñòâîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀abcftmnpqy(∀xy(A(x, y) → |a(x) + b(x)f(y)| ≤ c(x)) & ¬(b(x) = 0) & ¬(q =
0) & ∃x(A(x, t) & m|b(x)| ≤ n|b(x)|−|pb(x)−qa(x)|−|q|c(x)) → m ≤ n−|p+qf(t)|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ íåèçâåñòíîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïåðåìåííàÿ t.
Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ, ïåðåìåííûå a, b, c, A - ôóíêöèîíàëüíûå.

29. Èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçàòîðîâ "âåðõíÿÿîöåíêà", "íèæíÿÿîöåíêà" äëÿ óñòðàíå-
íèÿ çàâèñèìîñòè íåðàâåíñòâà îò çàäàííûõ ïåðåìåííûõ. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

30. Ðàçíîå. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðåäêî âñòðå-
÷àþùèõñÿ ñèòóàöèÿõ.
∀abc(0 ≤ a + c & 0 ≤ c− a → 0 ≤ a cos b + c)
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Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Ïðèåì çàìåíÿåò åãî íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(0 < c → 0 ≤ a + b/c ↔ 0 ≤ ac + b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâ-
íî". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, âûâåäåííûõ
â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî" (íàïðèìåð, â ïëàíèìåòðè-
÷åñêîé çàäà÷å íà âû÷èñëåíèå). Çíàìåíàòåëü c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà ïðåîáðàçóþò íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, â ñòðîãîå:
∀ax(a ≤ x ↔ a < x)

∀ax(x ≤ a ↔ x < a)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âíóòðåí-
íîñòü", ïðè÷åì x - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0. Íàêîíåö, óïîìÿíåì ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé îòâåò â çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìå-
þùåé öåëü "íåðàâåíñòâà":
x− ÷èñëî & a ≤ x & x ≤ b & f(x) ≤ y & y ≤ g(x) & y − ÷èñëî
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "îòâåòçàäà÷è". Óêàçàòåëü "ñìîòâåò(1)" âûáèðàåò â êà÷åñòâå
òî÷êè ïðèâÿçêè ïåðâûé ÷ëåí êîíúþíêöèè. Âñå ÷ëåíû ýòîé êîíúþíêöèè èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì îñòàëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Öåëü "íåðàâåíñòâà" îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à ñâÿçàíà ñ
îïðåäåëåíèåì îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïåðåìåííûå x, y ñóòü ðàçëè÷íûå íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b èçâåñòíû, âûðàæåíèÿ f(x), g(x) íå ñîäåðæàò y. Ïåðå-
ìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëè "âàðèàíò" äîïóñêàþò èñïîëüçîâàíèå
ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ âìåñòî ëþáûõ èç èìåþùèõñÿ â òåîðåìå ïðèåìà íåñòðîãèõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ

Ïóíêòû, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, ïðèâîäèì íèæå áåç êîììåíòàðèåâ.
1. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
2. Ñëîæåíèå äðîáåé.
3. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ îäíèì ðàäèêàëîì.
4. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ äâóìÿ ðàäèêàëàìè.
5. Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.
∀abcd(0 < c & 0 < d & 0 ≤ b & 0 ≤ a → 0 ≤ cb2 − da2 ↔ 0 ≤

√
cb−

√
da)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ c, d èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ñîìíîæèòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ äåñÿòè÷íû-
ìè ÷èñëàìè. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñ-
êàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.
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7. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì.
∀a(a ≤ 0 ∨ 0 < a)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìîäóëü(õ1))" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ |a|. Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî âõîäèòü â íåðàâåíñòâî -
óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïåðåìåííàÿ, âõîäÿ-
ùàÿ â íåðàâåíñòâî âíå äàííîãî âõîæäåíèÿ ìîäóëÿ. Åñëè âûðàæåíèé ïîä ìîäó-
ëåì íåñêîëüêî, âûáèðàåòñÿ ñàìîå êîðîòêîå. Âûâîäèìàÿ ïðèåìîì äèçúþíêöèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Ïðè íàëè÷èè â íåðàâåíñòâå
êîíå÷íîé ñóììû ëèáî êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7,
èíà÷å - ðàâåí 4.

8. Âûâîä ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ.
(a) Íåîòðèöàòåëüíîñòü ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.
(b) Ñëîæåíèå íåðàâåíñòâ.
(c) Âûâîä èç íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ.
(d) Âûâîä èç ðàâåíñòâà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ.

∀abc(a
2 + b2 − c2 = 0 & 0 ≤ a + b → 0 ≤ a + b−

√
c)

∀abc(a
2 + b2 − c = 0 → 0 ≤

√
2c− a− b)

∀abc(a
2 + b2 = c & 0 ≤ a + b → 0 ≤ a + b−

√
c)

∀abc(a
2 + b2 = c → 0 ≤

√
2c− a− b)

Ðàâåíñòâî áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ýòîé çà-
äà÷è ñîäåðæèò ñóììó, èìåþùóþ òàêèå ñëàãàåìûå, ÷òî a, b ñóòü èõ íàòó-
ðàëüíûå ñòåïåíè (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ïîêàçàòåëÿ åäèíèöà). Âûðàæåíèå c êîí-
ñòàíòíîå.

(e) Ðåãèñòðàöèÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ãðóïïèðîâêîé â îäíîé ÷àñòè âñåõ
íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.

(f) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåðàâåíñòâ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé.
9. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ ab)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñììåíüøåèëèðàâíî", âòîðîé - óñè-
ëåííûì ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî". Ýòè ïðîâåðêè ñóùå-
ñòâåííî îãðàíè÷åíû ïî òðóäîåìêîñòè, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ a îò-
ñ÷åò òðóäîåìêîñòè íà÷èíàåòñÿ çàíîâî. Â ñëó÷àå óñïåõà íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ
íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(0 ≤ c & 0 ≤ d & 0 ≤ a− c & 0 ≤ b− d → 0 ≤ ab− cd)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé è
÷åòâåðòûé - áåðóòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Óñìîòðåíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ,
íî äîáàâëåíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abcx(0 ≤ c & b2 − 4ac ≤ 0 → 0 ≤ ax2 + bx + c)

∀abcx(0 < a & b2 − 4ac ≤ 0 → 0 ≤ ax2 + bx + c)
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11. Óñìîòðåíèå çíàêà êóáè÷åñêîãî ÷åòûðåõ÷ëåíà ïðè íàëè÷èè îöåíêè äëÿ ïåðåìåí-
íîé.
∀abcdex(a < 0 & x ≤ e & 0 ≤ ae3 +be2 +ce+d & 3ae2 +2be+c < 0 & 0 < 6ae+2b →
0 ≤ ax3 + bx2 + cx + d)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå a, b, c, d
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåò-
ñÿ ê ñèíòåçàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà" äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ÷èñëåííîé îöåíêè
e. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" è ïðîâåðÿþò-
ñÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ. Îíè îçíà÷àþò ñëåäóþùåå. Â òî÷êå e
ðàññìàòðèâàåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êóáè÷åñêîãî
÷åòûðåõ÷ëåíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, ãðàôèêîì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ïåðåâåðíóòàÿ ïàðàáîëà. Â òî÷êå e ýòà ïàðàáîëà íàõîäèòñÿ íèæå îñè
àáñöèññ, ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà e
ðàñïîëîæåíà ëåâåå âåðøèíû ïàðàáîëû. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ëó÷å (−∞, e) ïðàâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà óáûâàëà è áûëà íåîòðèöàòåëüíà. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà"
ïðåäóñìàòðèâàþò âîçìîæíîñòü îáðàùåíèÿ â 0 êîýôôèöèåíòîâ b, c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.
∀abcd(b + d ≤ 0 & 0 ≤ a & c− ad ≤ 0 → ab + c ≤ 0)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó ýòîé çàäà÷è, ñíàáæåííóþ êîììåíòàðèåì (öåëîå
e). Òàêîé êîììåíòàðèé âûäåëÿåò èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó e. Ïðèåì ïûòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ýòî èíäóêòèâíîå
ïðåäïîëîæåíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4, òðåòèé - âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü êîòîðîé ðàâåí ìàê-
ñèìàëüíîìó óðîâíþ òåêóùåé çàäà÷è. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê è ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè,
ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò êîðî÷å ëåâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî íåðàâåí-
ñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(0 ≤ b + d & 0 ≤ a & 0 ≤ c− ad → 0 ≤ ab + c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
13. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
14. Èñïîëüçîâàíèå ñòåïåííîé íèæíåé îöåíêè äëÿ ÷àñòè ìíîæèòåëåé ôàêòîðèàëà.
15. Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "âåðõíÿÿîöåíêà".
16. Ðàçíîå.

∀abcd(0 ≤
√

a− b
√

a + b + c & 0 ≤ d−
√

2a → 0 ≤ b + c + d)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå c íåêîí-
ñòàíòíîå. Ñóùåñòâóåò ïàðàìåòð ýòîãî âûðàæåíèÿ, íå âõîäÿùèé â b, d. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcd(0 ≤ a| sin b|+ a| sin c|+ d & a ≤ 0 → 0 ≤ a| sin(b + c)|+ d)
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∀abcd(0 ≤ a| cos b|+ a| cos c|+ d & a ≤ 0 → 0 ≤ a| sin(b + c)|+ d)

∀abcd(0 ≤ a| sin b|+ a| cos c|+ d & a ≤ 0 → 0 ≤ a| cos(b + c)|+ d)

∀abcd(0 ≤ a| cos b|+ a| sin c|+ d & a ≤ 0 → 0 ≤ a| cos(b + c)|+ d)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ñîäåðæàùåå òàêæå
óêàçàííûå â àíòåöåäåíòå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè îò b è c. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, âòîðîé -
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" äîïóñêàåò ñëó÷àé ñòðîãî-
ãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íåðàâåíñòâà ñ öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé

1. Âû÷èñëåíèå öåëîé ÷àñòè.
∀abn(n− öåëîå & b = [a] & 0 < a− b → a ≤ n ↔ b + 1 ≤ n)

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â êîíòåêñòå óòâåðæäåíèé ñ çàãîëîâêàìè
"öåëîå" ëèáî "íàòóðàëüíîå". Ïîñëå ýòîãî ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòî-
ðà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî n - öåëîå. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî íå î÷åâèäíà öå-
ëî÷èñëåííîñòü çíà÷åíèÿ a. Òîãäà âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìöåëàÿ÷àñòü" íàõîäèò öå-
ëóþ ÷àñòü b âûðàæåíèÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"öåëàÿ÷àñòü". Òðåòèé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
ïðîâåðÿåò, ÷òî a ñòðîãî áîëüøå ñâîåé öåëîé ÷àñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 1.
∀abn(n− öåëîå & b = [a] → n ≤ a ↔ n ≤ b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀abn(n− öåëîå & 0 < a → 0 ≤ b− an ↔ n ≤ [b/a])

∀abn(n− öåëîå & 0 < a → 0 ≤ b + an ↔ −[b/a] ≤ n)

Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêå çàäà÷è. Âûðàæåíèÿ a, b ñóòü äåñÿòè÷íûå
êîíñòàíòû, n - ïåðåìåííàÿ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó ñ çàãîëîâêîì "öåëîå" ëè-
áî "íàòóðàëüíîå". Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå (äîïóñêàåòñÿ òàêæå
çàãîëîâîê "íàòóðàëüíîå"), âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Íîðìàëèçàòîð "íîðìöåëàÿ÷àñòü" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëåíèÿ öåëîé
÷àñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïåðåõîä îò ïàðû íåðàâåíñòâ ê ïåðå÷èñëåíèþ êîíå÷íîãî ïåðå÷íÿ çíà÷åíèé.
∀akmn(k − öåëîå & m − öåëîå & a = k − m + 1 & 0 < a → m ≤ n & n ≤
k & n− öåëîå↔ ∃b(b ∈ {0, . . . , a− 1} & n = m + b))

∀akmn(k − öåëîå & m − öåëîå & a = k − m + 1 & 0 < a & n − öåëîå → m ≤
n & n ≤ k ↔ ∃b(b ∈ {0, . . . , a− 1} & n = m + b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îíè çàìåíÿþò ãðóïïó
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå (ïåðâûé - óñëîâèÿ m ≤ n, n ≤ k, n−öåëîå, âòîðîé -
m ≤ n, n ≤ k). Âûðàæåíèÿ k,m íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, n - ïåðåìåííàÿ. Òðå-
òèé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîðû "íîðìïëþñ" è "íîðììè-
íóñ", óâåëè÷åííóþ íà 1 ðàçíîñòü ìåæäó ïðåäåëàìè äëÿ n. Ðåçóëüòàò îêàçûâàåò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíîé äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé a. Âòîðîé ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ïåð-
âîãî ëèøü òåì, ÷òî óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè n óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
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îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0 2)ôèêñ(0 2 2 1))" îïðåäåëÿåò ïîñòðîåíèå
çàìåíÿþùåãî òåðìà â âèäå äèçúþíêöèè n = m ∨ n = m+1 ∨ . . . ∨ n = m+a−1.
Åñëè ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò çàäà÷è, òî âî âòîðîì ïðèåìå ïåðåìåííàÿ n äîëæíà
áûòü íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé. Âåëè÷èíà a äîëæíà áûòü ìåíüøå 15. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1, 2 è 6. Åñëè a áîëüøå 3, òî óðîâåíü ðàâåí 6. Ñîçäàíà
òàêæå âåðñèÿ ïåðâîãî ïðèåìà äëÿ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n.
∀abcn(c = a + b + 1 & 0 < c & n − öåëîå & 0 ≤ n + a & 0 ≤ b − n → ∃m(m ∈
{0, . . . , c− 1} & n = m− a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ" è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíöèèðîâàíèÿ ðàç-
áîðà ñëó÷àåâ ïî çíà÷åíèÿì èçâåñòíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà n. ×åòâåðòûé
è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. a, b
- öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, n - ïåðåìåííàÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåèçâåñòíîé. Âåëè-
÷èíà c, ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé n, íå ïðåâîñõîäèò 5. Íå èìååò
ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0)ôèêñ(0 2 1))" îïðå-
äåëÿåò ðàçâåðòêó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ. Ýòà äèçúþíêöèÿ ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀akmn(k − öåëîå & m − öåëîå & a = k − m + 1 & 0 < a & m ≤ n & n ≤
k & n− öåëîå→ ∃b(b ∈ {0, . . . , a− 1} & n = m + b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí èíèöèèðóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíà÷åíèÿì
öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà n çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïÿòûé è øåñòîé àíòå-
öåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è. Âûðàæåíèÿ k,m íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ, n - ïåðåìåííàÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ÷èñëî a äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà n. Îíî
äîëæíî áûòü íå áîëåå 9. Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â äèçúþíê-
öèþ, ñíàáæàåìóþ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 6.
∀mnk(k − öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå & m− k = 1 → k/2 ≤ n & n ≤ m/2 ↔
n = −[−k/2])

∀mnk(k − öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå & m− k = 1 → k/2 ≤ n & n < m/2 ↔
2|k & n = k/2)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îíè çàìåíÿþò íà ðà-
âåíñòâî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâà - óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå; âî
âòîðîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî äîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì î ÷åòíîñòè k. Ïåðåìåííàÿ
n ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèÿ k, m íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Âòîðîé ïðè-
åì èìååò äâå âåðñèè - òî÷êà ïðèâÿçêè áåðåòñÿ ëèáî ïî íåñòðîãîìó íåðàâåíñòâó,
ëèáî ïî ñòðîãîìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñìîòðåíèå åäèíèöû.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ n ≤ 1 ↔ n = 1)

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ 0 ≤ 1− n ↔ n = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñ êîíå÷íîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé öåëî÷èñ-

ëåííîãî ïàðàìåòðà ê äèçúþíêöèè.
∀fmkpx(p = k −m & k − öåëîå & m − öåëîå → ∃n(n − öåëîå & x = f(n) & m ≤
n & n ≤ k) ↔ ∃l(l ∈ {0, . . . , p} & x = f(m + l)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ðàç-
íîñòü p ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëàìè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà n. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå p ÿâëÿåòñÿ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé
8. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå, âûäåëåííîå óêàçàòåëåì "èëè", ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â
äèçúþíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdfprs(b ≤ c & d ≤ a & r = −[−d] & s = [c] & p = s − r → ∃n(f(n) & n −
öåëîå & a ≤ n & n ≤ b) ↔ ∃n(f(n) & n − öåëîå & a ≤ n & n ≤ b & ∃m(m ∈
{0, . . . , p} & n = r + m)))

Çäåñü ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëÿìè "çíà÷åíèå", îá-
ðàùàþòñÿ ê ñèíòåçàòîðàì "âåðõíÿÿîöåíêà" è "íèæíÿÿîöåíêà" äëÿ ïîëó÷åíèÿ
÷èñëåííûõ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê c, d ïðåäåëîâ b, a èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà n.
Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îïðåäåëÿþò öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû s, r äëÿ äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ïàðàìåò-
ðà. Âíóòðåííèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåì óòâåðæäåíèè âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èëè"; îí ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â äèçúþíêöèþ. ×òîáû ïðèåì íå îïåðå-
æàë äðóãèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, åãî ïðèìåíåíèå áëîêèðóåò-
ñÿ, åñëè f(n) èìååò ñâîèì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì äèçúþíêöèþ ëèáî ðàâåíñòâî
âèäà n = t. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdfprs(b ≤ c & d ≤ a & r = −[−d] & s = −[−c]− 1 & p = s− r → ∃n(f(n) & n−
öåëîå & a ≤ n & n < b) ↔ ∃n(f(n) & n − öåëîå & a ≤ n & n < b & ∃m(m ∈
{0, . . . , p} & n = r + m)))

∀abcdfprs(b ≤ c & d ≤ a & r = [d] + 1 & s = −[−c]− 1 & p = s− r → ∃n(f(n) & n−
öåëîå & a < n & n < b) ↔ ∃n(f(n) & n − öåëîå & a < n & n < b & ∃m(m ∈
{0, . . . , p} & n = r + m)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
5. Ñâåðòêà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé â

óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë.
∀mnk(m− öåëîå & k − öåëîå→ n− öåëîå & m ≤ n & n ≤ k ↔ n ∈ {m, . . . , k})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è çàìåíÿåò ãðóïïó óñëî-
âèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âû-
ðàæåíèÿ m, k íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Äðóãèå óñëîâèÿ çàäà÷è íå ñîäåðæàò n.
Åñëè ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ ðàçíîñòè k−m îêàçûâàåòñÿ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé,
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ (òîãäà îïèñàííûå âûøå ïðèåìû áóäóò âûïîëíÿòü ðàçáîð
ñëó÷àåâ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óñëîâèþ íåñîâïàäåíèÿ ñ äàííûì ÷èñëîì.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ ¬(m = n) ↔ m ≤ n− 1 ∨ n + 1 ≤ m)

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå m
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, n - íå ñîäåðæèò. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûë-
êàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàäà÷à íå èìååò ñðåäè
ñâîèõ óñëîâèé ðàâåíñòâà. Çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòà-
ðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Âíåñåíèå ïîä îïðåäåëÿþùèé ñåðèþ çíà÷åíèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ íåðà-
âåíñòâ - îòðèöàíèé àëüòåðíàòèâíûõ ïîäñëó÷àåâ.
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∀abcfg(∃n(a = f(n) & n − öåëîå & g(n)) ∨ a < b ∨ c < a ↔ ∃n(a = f(n) & n −
öåëîå & g(n) & b ≤ f(n) & f(n) ≤ c) ∨ a < b ∨ c < a)

Ïðèåì ñóæàåò êîíòåêñò, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå: îò-
ñåêàþòñÿ ñëó÷àè, îõâàòûâàåìûå íåðàâåíñòâàìè a < b è c < a. Îáû÷íî ýòî ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü â èòîãå áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó îòâåòà. Äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ
b, c êîíñòàíòíûå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ñðàáàòûâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîì-
ìåíòàðèé "ïðîìåæóòîê" ê ïðåîáðàçóåìîìó óñëîâèþ. Äîïóñêàþòñÿ íåñòðîãèå
âåðñèè íåðàâåíñòâ a < b, c < a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ.
∀abc(c = (0 ≤ b− a) → ∃n(n− öåëîå & a ≤ n & n ≤ b) ↔ 0 ≤ [b] + [−a])

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Èñêëþ÷àþòñÿ âñå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå ñ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Åñëè çàäà÷à
èìåëà ñðåäè ñâîèõ óñëîâèé íåðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå íåâûðîæäåííîñòü ïðî-
ìåæóòêà [a, b], òî òàêîå íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èç-
áûòî÷íûì. ×òîáû óäàëèòü åãî, àíòåöåäåíò óïðîùàåò íåðàâåíñòâî 0 ≤ b − a ñ
ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "íîðì-
ìåíüøåèëèðàâíî". Óêàçàòåëü "óäàëåíèåóñëîâèÿ(óñëîâèå(íå( çàãîëîâîê( ôèêñ(0
2) èñòèíà)))õ3)" óäàëÿåò ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ c èç óñëîâèé çàäà÷è, åñëè òîëüêî
íåðàâåíñòâî 0 ≤ [b]+[−a] íå áûëî ïðåîáðàçîâàíî â êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0 è 2.
∀mnk(m − öåëîå & n − öåëîå & 0 ≤ n −m − 1 → ∃a(a − öåëîå & m ≤ a & a ≤
n & ¬(a = k)))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñâÿçêà". Íåèçâåñòíàÿ a íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ m, n, k.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Çàìåíà äèçúþíêöèè íåðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà íà íåðàâåíñòâî.
∀mnk(k−öåëîå & m−öåëîå & n−öåëîå & n−m = 1 → k = m ∨ n ≤ k ↔ m ≤ k)

Ïðèåì äîáàâëÿåò ê ëó÷ó [n,∞) òî÷êó m = n − 1. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ó÷åò îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m ≤ n & ¬(m = n) ↔ m ≤ n− 1)

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ n ≤ m & ¬(m = n) ↔ n + 1 ≤ m)

Îò öåëî÷èñëåííîãî ëó÷à îòáðàñûâàåòñÿ êðàéíÿÿ òî÷êà. Ïåðåìåííàÿ m èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûðàæåíèå n èçâåñòíî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âûðàæåíèÿ, ïðèíèìàþùåãî íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ.
∀xn(x ≤ n & x− íàòóðàëüíîå→ ∃m(m ∈ {1, . . . , n} & x = m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì x îêàçûâàåòñÿ íåèçâåñòíîé, à n
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- íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 5. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â
äèçúþíêöèþ è ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì âûâîäà, ïðèìå-
íÿåìûé â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå.

12. Ðàçðåøåíèå íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ñóììèðîâàíèÿ ëèáî ïåðåìíî-
æåíèÿ. Ïðèåìû âûïîëíÿþò ïðèâåäåíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó óñëîâèé íà îá-
ëàñòü äåéñòâèÿ êîíå÷íîé ñóììû ëèáî êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî
îáû÷íî ýòà îáëàñòü çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè "öåëîå(i)", "a ≤ i", "i ≤ b".
∀ai(0 ≤ i + a ↔ −a ≤ i)

∀ai(0 ≤ a− i ↔ i ≤ a)

Ïðåîáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", ïðè-
÷åì ïåðåìåííàÿ i âõîäèò â ñÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó äàííîãî îïèñàòåëÿ, à ñàì
îïèñàòåëü ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè "ñóììàâñåõ" ëèáî "ïðîèçâåäåíèåâñåõ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñëåäóþùèé ïðèåì èñêëþ÷àåò èçáûòî÷íîå íåðà-
âåíñòâî äëÿ ïàðàìåòðà i:
∀abi(a ≤ i & 0 ≤ a− b → b ≤ i)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ñâÿçû-
âàþùàÿ ïðèñòàâêà êîòîðîãî ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

13. Óñòðàíåíèå ìîäóëÿ.
∀n(n− öåëîå→ 1 ≤ |n| ↔ ¬(n = 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

14. Èñêëþ÷åíèå öåëîé ÷àñòè.
∀mnx(0 < n & m− öåëîå→ 0 ≤ [x/n]−m ↔ 0 ≤ x−mn)

∀mnx(0 < k & m− öåëîå→ 0 ≤ m− [x/k] ↔ 0 < km + k − x)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

15. Ïåðåõîä ê ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó â îïèñàíèè êëàññà.
∀fgP (f(x)− öåëîå & g(x)− öåëîå→ setx(f(x) + 1 ≤ g(x) & P (x)) = setx(f(x) <
g(x) & P (x)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëè "çàíå-
ñåíèåïîñûëêè(1 çíà÷åíèå(õ40 õ23))", "çàíåñåíèåïîñûëêè(2 çíà÷åíèå(õ40 õ23))"
ïðèñîåäèíÿþò ê ñïèñêó ïîñûëîê ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà êîíúþíêòèâíûå ÷ëå-
íû óòâåðæäåíèÿ P (x). Ïåðåìåííûå f, g, P - ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèå f(x)
íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé, âûðàæåíèå g(x) - ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

16. Ïåðåõîä ê îòðèöàíèþ ðàâåíñòâà.
∀kmnp(k ∈ {m, . . . , n} & p = m + 1 → 0 ≤ k − p ↔ ¬(k = m))
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∀kmnp(k ∈ {m, . . . , n} & p = n− 1 → 0 ≤ p− k ↔ ¬(k = n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð".

17. Èñïîëüçîâàíèå êîíñòàíòíîé îöåíêè äëÿ öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé.
∀abcn(0 ≤ ab + c & b− öåëîå & a ≤ 0 & 0 ≤ b + n → 0 ≤ 0 ≤ c− an)

Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå òðåòüåãî, èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è, ïðè÷åì b - ïåðåìåííàÿ, n - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
6.

18. Ñîïðîâîæäåíèå îòâåòà íåðàâåíñòâàìè äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ.
∀abx(a ≤ x & x ≤ b → a ≤ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì x - íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèÿ a, b èç-
âåñòíû. Íåðàâåíñòâî a ≤ b èìååò íå ìåíåå äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ.
Íåèçâåñòíàÿ x íå âõîäèò â äðóãèå óñëîâèÿ çàäà÷è, êðîìå, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ
"x− ÷èñëî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ó÷åò íåðàâåíñòâ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé

1. Âûâîä íåðàâåíñòâà äëÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè íåèçâåñòíîãî äèñêðèìèíàíòà êâàä-
ðàòíîãî òðåõ÷ëåíà.
Â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ óðàâíåíèé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê óñìàòðèâà-
þòñÿ äâà âñòðå÷íûõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâà äëÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé. Îäíèì
èç ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ âûâîä óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëü-
íîñòè äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè:
∀abcdex(d = b2 − 4a(c− e) & ax2 + bx + c = e ↔ 0 ≤ d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå x
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Äèñêðèìèíàíò d, âû÷èñëÿåìûé ïåðâûì àíòåöåäåíòîì,
òîæå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè åãî âû÷èñëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíî
èñïîëüçóþòñÿ íîðìàëèçàòîðû "íîðìïëþñ", "ñòàíäïëþñ", "óðàâíïëþñ". Òàêèì
îáðàçîì, îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàñêðûâàíèå ñêîáîê è ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ
íåèçâåñòíûìè. Êîýôôèöèåíò b îòëè÷åí îò íóëÿ. Îñòàòî÷íûå ÷ëåíû c íå ñî-
äåðæàò ñëàãàåìîãî, äåëÿùåãîñÿ íà âûðàæåíèå x. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
(a) ×èñëî ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ d íå ïðåâîñõîäèò 3.
(b) Ëèáî âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé ñ äðîáíûì ïîêà-

çàòåëåì, ëèáî âûðàæåíèå x èìååò íåèçâåñòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïå-
ðàöèþ.

(c) Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèÿ, ëèíåéíîãî ïî âñåì ñâîèì íåèçâåñòíûì.
(d) Ðåçóëüòèðóþùåå íåðàâåíñòâî, ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì ðåøåíèÿ

íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "óðàâíìåíüøåèëèðàâíî", èìååò íå áîëåå 4 äèçúþíê-
öèé.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå óïðîùåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåå íåðàâåíñòâî ìîæåò ïðåâðà-
òèòüñÿ â äèçúþíêöèþ, íåêîòîðûå ÷ëåíû êîòîðîé ñîäåðæàò ðàâåíñòâà. Â ýòîì
ñëó÷àå îíî ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Ïðèåì ñðàáàòûâà-
åò íà óðîâíÿõ 5,6,7. Óðîâåíü 7 èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ ñ åäèíñòâåííîé
íåèçâåñòíîé, óðîâåíü 5 - â çàäà÷àõ ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè, èìåþùèõ óðàâ-
íåíèå, ëèíåéíîå ïî êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé, è óðîâåíü 6 - â ïðî÷èõ çàäà÷àõ ñ
íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè.

2. Ïðîòèâîïîëîæíûå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà â äèçúþíêòèâíîì ÷ëåíå.
∀abcd(a ≤ b → b ≤ a & c ∨ d ↔ b = a & c ∨ d)

Äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Õîòÿ áû îäíî èç âû-
ðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2.

3. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ðàçëè÷èå çíàêîâ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ,
÷òî çíàêè ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû, òî îíî çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü":
∀ab(b < 0 & 0 ≤ a → ¬(a = b))

∀ab(a ≤ 0 & 0 < b → ¬(a = b))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ëèáî îòñóòñòâóåò
öåëü (èçâåñòíî . . .), ëèáî a, b íå ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïî ïåðâîé òåîðåìå ñî-
çäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà - äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ñòàí-
äðàâíî". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, âîçíèêàþ-
ùèõ â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Çäåñü óðàâíåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè äèçúþíê-
öèè a = b ∨ a = c, è óñïåøíîå ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðåäîòâðàòèò ðàçáîð ñëó÷àåâ
âî âíåøíåé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå a ñîäåðæàëî
íåèçâåñòíûå, íî íå ÿâëÿëîñü íåèçâåñòíîé; âûðàæåíèå b - áûëî èçâåñòíûì è îò-
ëè÷íûì îò 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 2.

4. Ïîïûòêà äåêîìïîçèöèè óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ "âåðõíÿÿîöåíêà",
"íèæíÿÿîöåíêà".
Åñëè óäàåòñÿ îöåíèòü ñâåðõó èëè ñíèçó íåêîòîðûå íåâûðîæäåííûå ïîäâûðàæå-
íèÿ óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì èç ñîîáðàæåíèé ìîíîòîííîñòè âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå
ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ íàéäåííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ýòèõ ïîä-
âûðàæåíèé, òî ïðîèñõîäèò ðàçáèåíèå óðàâíåíèÿ íà íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûõ
óðàâíåíèé:
∀abcde(|a| ≤ b & |c| ≤ d & bd− e = 0 → ac = e ↔ |a| = b & |c| = d & 0 ≤ ac)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îáà ñîìíîæèòåëÿ a, c ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå e - íå ñîäåðæèò. Ôàêòè÷åñêè a èäåíòèôèöèðóåòñÿ
êàê îäèí èç ñîìíîæèòåëåé, c - êàê ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ ñîìíîæèòåëåé.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàùàþòñÿ ê ñèíòåçàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà" äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ âåðõíèõ îöåíîê b, d ìîäóëåé ñîìíîæèòåëåé. Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðîâå-
ðÿåò ðàâåíñòâî ïðàâîé ÷àñòè e ïðîèçâåäåíèþ íàéäåííûõ îöåíîê. Ââåäåí óìå-
ðåííûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀abcdepx(

√
a2 + b2 ≤ p & e ≤ c & d + p − e = 0 → a cos x + b sin x + c = d ↔

a cos x + b sin x = −p & c = e)
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Âûðàæåíèÿ x, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, d - êîíñòàíòà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îïðå-
äåëÿåò âåðõíþþ îöåíêó p äëÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ñóììû êâàäðàòîâ êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè ñèíóñå è êîñèíóñå, âòîðîé - íèæíþþ îöåíêó äëÿ îñòàòî÷íîé
ñóììû c. Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî d ðàâíî ðàçíîñòè e − p, ò.å. ÷òî
óðàâíåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ e âûðàæåíèÿ c
è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ −p ñóììû äâóõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcde(a ≤ d & b− c ≤ e & d + e = 0 → a + b = c ↔ a = d & b = c + e)

∀abcde(d ≤ a &e ≤ b− c & d + e = 0 → a + b = c ↔ a = d & b = c + e)

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó. Âûäåëÿåòñÿ íåèçâåñòíîå ñëàãàåìîå a ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ; b - íåèçâåñòíàÿ ñóììà îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ïðàâàÿ ÷àñòü c
èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Íà äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåìàõ ñîçäà-
íû åùå äâå âåðñèè ïðèåìîâ, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 1. Â íèõ ïåðåìåííàÿ a
èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ñóììà âñåõ ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ. Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå íåèçâåñòíîé, âõîäÿ-
ùåé îäíîâðåìåííî â a è b.
∀abcdepx(p = b + a2/8b & b ≤ 0 & e ≤ c & p + e− d = 0 → a sin x + b cos(2x) + c =
d ↔ a sin x + b cos(2x) = p & c = e)

Âûðàæåíèÿ a, b, d êîíñòàíòíûå; x, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Çäåñü âåðõíÿÿ îöåí-
êà p ìîäóëÿ ñóììû äâóõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ âû÷èñëÿåòñÿ ïåðâûì
àíòåöåäåíòîì, âûäåëåííûì óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò
íàõîäèò íèæíþþ îöåíêó e îñòàòî÷íîé ñóììû c ñ ïîìîùüþ ñèíòåçàòîðà "íèæ-
íÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀abcde(a ≤ b & c ≤ d & bd− e = 0 & b < 0 & d < 0 → ac = e ↔ a = b & c = d)

Ñîìíîæèòåëü a è îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, e èçâåñòíî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀abcdep(a ≤ b & c ≤ d & bd − e = 0 & ac = p → p = e ↔ a = b & c = d ∨ a ≤
0 & c ≤ 0 & p = e)

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò
ðàçáèåíèå ïðîèçâåäåíèÿ p íà ñîìíîæèòåëü a è îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå c. Çàòåì
ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, îáðàùàÿñü ê ñèíòåçàòîðàì, íàõîäÿò âåðõíèå îöåíêè
b, d âûðàæåíèé a, c. Òðåòèé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
e. Ïðèåì âûâîäèò äèçúþíêöèþ, êîòîðàÿ â îäíîì ïîäñëó÷àå âûïîëíÿåò äåêîì-
ïîçèöèþ óðàâíåíèÿ, à â äðóãîì - óêàçûâàåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íåïîëîæè-
òåëüíîñòè ñîìíîæèòåëåé. Èñïîëüçóþòñÿ óñêîðÿþùèå ôèëüòðû, ïðîâåðÿþùèå,
÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ íè îäíî èç íåðàâåíñòâ e < 0, a ≤ 0, c ≤ 0. Ïîñëåäíèå äâå
ïðîâåðêè íóæíû òàêæå äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ çàöèêëèâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 8.

5. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ëîæíîñòü óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ "âåðõíÿÿî-
öåíêà", "íèæíÿÿîöåíêà".
∀abc(c ≤ a & 0 < c− b → ¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé "ñèíóñ" ëèáî "êîñèíóñ". Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà îïèñà-
íèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
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îïðåäåëÿåò c ñ ïîìîùüþ ñèíòåçàòîðà "íèæíÿÿîöåíêà", âòîðîé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí óìåðåííûé îãðàíè÷èòåëü òðó-
äîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdepx(

√
a2 + b2 ≤ p & 0 < d− p → a cos x + b sin x = d ↔ ëîæü)

Õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, d - êîíñòàíòíîå âû-
ðàæåíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà",
âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Çàìåíà ñåðèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó è ñíèçó, íà êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé.
∀fPQabpq(0 < a & 0 < p & (∃n(n− öåëîå & x = f(n) & P (n)) & − b/a ≤ x & x ≤
q/p) = Q(x) → ∃n(n−öåëîå& x = f(n) & P (n)) & 0 ≤ ax+b & 0 ≤ q−px ↔ Q(x))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê òðîéêå íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ óñëîâèé çàäà÷è íà
îïèñàíèå: ∃n(n − öåëîå & x = f(n) & P (n)), 0 ≤ ax + b, 0 ≤ q − px. Ïåðâîå
óñëîâèå îïðåäåëÿåò ñåðèþ çíà÷åíèé èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà x, âòîðîå è òðåòüå
- îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü èçìåíåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà êîíå÷íûì ïðîìåæóòêîì.
Âûðàæåíèÿ a, b, p, q íå ñîäåðæàò ïàðàìåòðà x. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ðàçðåøàåò ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå âûäåëåííûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ðåçóëüòàòà Q(x) èìååò âèä ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿ-
þùåãî çíà÷åíèå x. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" äîïóñêàþò ñëó÷àè ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîäáîð ïðèìåðà

∀ax(a− ÷èñëî & x = a → x ≤ a)

Ïðèåì ïîäáèðàåò ïðèìåð a çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé x â çàäà÷å íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé
äðóãèõ óñëîâèé ñ x, êðîìå óñëîâèÿ "x ≤ a" è, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ "x- ÷èñëî". Çàäà-
÷à èìååò öåëü "ïðèìåð". Âûðàæåíèå a èçâåñòíî. Îòñóòñòâóåò öåëü "íåçàâèñèò . . .",
çàïðåùàþùàÿ çàâèñèìîñòü íåèçâåñòíîé x îò ïàðàìåòðà âûðàæåíèÿ a. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïðåäåëÿåò çàìåíÿþùåå
óñëîâèå äëÿ ïîïûòêè ïîäáîðà çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü "äðîáü" îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíåíèå
ïðèåìà ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ãðóïïèðîâêà ïîñûëîê - íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà

∀a(a− ÷èñëî→ ¬(a = 0) & 0 ≤ a ↔ 0 < a)

∀ab(¬(a = b) & a ≤ b ↔ a < b)

∀ab(¬(a− b = 0) & b− a ≤ 0 ↔ 0 < a− b)

∀ab(¬(a− b = 0) & 0 ≤ b− a ↔ a− b < 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)" è çàìåíÿþò äâå ïîñûëêè çà-
äà÷è íà îäíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ãðóïïèðîâêà óñëîâèé - íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà

∀ab(¬(a = b) & a ≤ b ↔ a < b)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå óñëîâèé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1,3 è 5.
∀ab(¬(a− b = 0) & b− a ≤ 0 ↔ 0 < a− b)

∀ab(¬(a− b = 0) & 0 ≤ b− a ↔ a− b < 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2,4 è 6.

Îáðàòíûé âûâîä â çàäà÷å ñ öåëüþ "íåçàâèñèò"

∀abc(0 ≤ a− b & c = a → b ≤ c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Íåðàâåíñòâî b ≤ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (íåçàâèñèò A). Ïðè ýòîì c - íåèçâåñòíàÿ,
b - íåêîòîðîå âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå ñïèñêà A, ò.å. òàêèå ïåðåìåííûå, îò
êîòîðûõ íå äîëæåí çàâèñåòü îòâåò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì
âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà A. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé", ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìåíÿþùåå óñëîâèå ïðè ïîïûòêå
ïîäáîðà çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âûâîä ñëåäñòâèé

1. Óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëàãàåìîãî.
∀ab(b ≤ 0 & 0 ≤ a + b → 0 ≤ a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü (èçâåñòíî . . .). Ýòà ïîñûëêà íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. a - ñëàãàåìîå åå ïðàâîé ÷àñòè, ïðè÷åì âñå îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå èìåþò
çàãîëîâîê "ìèíóñ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.

2. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåðàâåíñòâ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "íåçà-
âèñèò".
∀abcdef (0 ≤ a + bc & 0 ≤ d + ef & b < 0 & e < 0 → bec + bef + ae + bd ≤ 0)

∀abcdef (0 ≤ a + bc & 0 ≤ d + ef & 0 < b & 0 < e → 0 ≤ bec + bef + ae + bd)

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ â íåðàâåíñòâå çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü (íåçàâèñèò A), ñóììû c + f , íå ðàñïîëîæåííîé ïîä ìîäóëåì.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïîñëå ýòîãî ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è.
Âûðàæåíèÿ c, f ñîäåðæàò ïåðåìåííûå ñïèñêà A, âûðàæåíèÿ a, b, d, e - íå ñî-
äåðæàò. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Íîâàÿ ïîñûëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåðàâåíñòâî äëÿ ñóììû c + f ,
äîìíîæåííîé íà êîýôôèöèåíò be. Îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè ïðÿìîì
ëèáî îáðàòíîì âûâîäå, èñêëþ÷àþùåì çàâèñèìîñòü îò ïåðåìåííûõ ñïèñêà A.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ñïåöèàëüíûå êâàíòîðíûå íåðàâåíñòâà.
∀fghpA(∀x(A(x) → f(x) ≤ g(x)) & ∀y(A(y) → h(y) ≤ g(y)) & ∀z(A(z) → p(z) ≤
f(z)) & ∀v(A(v) → p(v) ≤ h(v)) → ∀x(A(x) → 0 ≤ g(x)− p(x)− |f(x)− h(x)|))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è. Îíè îçíà÷àþò, ÷òî âå-
ëè÷èíû h(x), f(x) äëÿ ëþáîãî x, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ A(x), çàêëþ÷åíû
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ìåæäó p(x) è g(x). Ïåðåìåííûå f, g, h, p - ôóíêöèîíàëüíûå. Äîïóñêàþòñÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èññëåäîâàíèå, à òàêæå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå
öåëü "ïðèìåð". Âûâîäèìîå ñëåäñòâèå âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè
f(x) è h(x) íå ïðåâîñõîäèò g(x)− p(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀f (0 ≤ f(n) & ∀mn(m − íàòóðàëüíîå & n − íàòóðàëüíîå → f(m + n) ≤ f(m) +
f(n)) → ∀mn(m − íàòóðàëüíîå & n − íàòóðàëüíîå → f(m) ≤ [m/n]f(n) +
(0, åñëè m|n, èíà÷å f(m(mod n)))))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "n− íàòóðàëüíîå".
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "äëÿëþáîãî". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîïûòêà îïðîâåðãíóòü íåðàâåíñòâî ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "ïðîâìåíüøå"

Äëÿ óñìîòðåíèÿ ëîæíîñòè íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñèëåííûé
îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ (ò.å. îïåðàòîð "ïðîâìåíüøå"):
∀ab(a < b → ¬(b ≤ a))

Íåðàâåíñòâî b ≤ a ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ñîïðîâîæäàåìîé êîì-
ìåíòàðèåì "âñïîìîïèñàíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû ïðèåìîâ, îïðåäåëÿþùèå øàáëîíû îòâåòîâ:
"ÿâíîå(õ1 íàáîð(÷èñëî(õ1)ìåíüøå(õ1 õ2)ìåíüøåèëèðàâíî(õ3 õ1))íàáîð(íå(ðàâíî(õ1
õ4)))ïóñòîåñëîâî)",
"ÿâíîå(õ1 íàáîð(÷èñëî(õ1)ìåíüøåèëèðàâíî(õ1 õ2)ìåíüøå(õ3 õ1)) íàáîð( íå(ðàâíî(õ1
õ4)))ïóñòîåñëîâî)",
"ÿâíîå(õ1 íàáîð(÷èñëî(õ1)ìåíüøåèëèðàâíî(õ1 õ2)ìåíüøåèëèðàâíî(õ3 õ1))íàáîð(íå(
ðàâíî(õ1 õ4)))ïóñòîåñëîâî)",
"ÿâíîå(õ14 íàáîð(íàòóðàëüíîå(õ14)ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 õ1)ìåíüøåèëèðàâíî(õ2 õ14))
ïóñòîåñëîâî íàáîð(ìåíüøåèëèðàâíî(õ2 õ1)))",
"ÿâíîå(õ14 íàáîð(öåëîå(õ14)ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 õ1)ìåíüøåèëèðàâíî(õ2 õ14)) ïó-
ñòîåñëîâî íàáîð(ìåíüøåèëèðàâíî(õ2 õ1)))"
Ïðèåìû ñ ýòèìè òåîðåìàìè àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

Óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïàðàìåòðà, ÿâíî îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì

Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", öåëåñîîáðàçíî ñðàçó âûâî-
äèòü ïîñûëêó, óêàçûâàþùóþ íà íåîòðèöàòåëüíîñòü ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà - èíà÷å åãî
íåîòðèöàòåëüíîñòü ïî õîäó ðåøåíèÿ ìîæåò ñòàòü íåî÷åâèäíîé. Äàííóþ ðàáîòó âû-
ïîëíÿþò ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà.
∀abc(ab = c & 0 < b & 0 ≤ c → 0 ≤ a)

∀ab(a = b & 0 ≤ b → 0 ≤ a)
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Â îáîèõ ñëó÷àÿõ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò - ïîñûëêà
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ó ïåðâîãî ïðèåìà a ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì
ïàðàìåòðîì, íå âõîäÿùèì â b, ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü c èìååò çàãîëîâîê "ðàññòîÿíèå",
ëèáî "óãîë", ëèáî "ïëîùàäü". Ó âòîðîãî ïðèåìà ëèáî ïåðåìåííàÿ a - ïàðàìåòð, ëè-
áî b - äðîáíîå âûðàæåíèå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ b äîëæíî èìåòü íåêîðíåâîå âõîæäåíèå
îäíîãî èç ñèìâîëîâ "ðàññòîÿíèå", "óãîë", "ïëîùàäü", ïåðèìåòð". Òðåáóåòñÿ òàêæå,
÷òîáû îòñóòñòâîâàëà ïîñûëêà âèäà a = t, ãäå t èìååò çàãîëîâêîì îäèí èç óêàçàííûõ
ñèìâîëîâ. Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2, âòîðîé - íà óðîâíå 1.

Îáúåäèíåíèå ñëó÷àåâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íåðàâåíñòâàìè

∀ab(0 ≤ a & b ≤ 0 ∨ a ≤ 0 & 0 ≤ b ↔ ab ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b ∨ a ≤ 0 & b ≤ 0 ↔ 0 ≤ ab)

∀ab(¬(a = 0) → a < 0 & b ≤ 0 ∨ 0 < a & 0 ≤ b ↔ 0 ≤ ab)

∀ab(¬(a = 0) → a < 0 & 0 ≤ b ∨ 0 < a & b ≤ 0 ↔ ab ≤ 0)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê äèçúþíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ýòà
çàäà÷à èìååò öåëè "ðåäàêöèÿ", "è", ò.å. îòâåò äîëæåí èìåòü âèä êîíúþíêöèè ýëå-
ìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Äèçúþíêöèÿ íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììåíüøåèëèðàâíî"

Îïåðàòîð óñìàòðèâàåò èñòèííîñòü íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà åãî
ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì îïåðàòîðà "óñììåíüøå", îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü íàçâà-
íèåì ïóíêòà.

1. Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå.
2. Ïåðåõîä ê íåðàâåíñòâó ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
3. Óñòðàíåíèå ìèíóñà.
4. Óñìîòðåíèå çíàêà ñóììû ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ çíàêîâ ñëàãàåìûõ.
∀ab(a ≤ 0 & b ≤ 0 → a + b ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ a + b)

Â îòëè÷èå îò ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîé îáðà-
áîòêè âñåõ ñëàãàåìûõ âíå çàâèñèìîñòè îò èõ ÷èñëà. Îíà îáåñïå÷èâàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèåì óêàçàòåëÿ "äèñòðèáðàçâåðòêà(. . .)". Íåðàâåíñòâî äîëæíî áûòü íåêîí-
ñòàíòíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ab(a ≤ 0 & 0 ≤ b → ab ≤ 0)

∀ab(a ≤ 0 & 0 ≤ b → ab ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ ab)

Ïîñëåäíèé ïðèåì ñîçäàí â äâóõ âàðèàíòàõ, Ïåðâûé âàðèàíò ñíàáæåí óêàçà-
òåëåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" äëÿ óñìîòðåíèÿ îäíîâðåìåííîé íåîòðèöàòåëüíîñòè
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âñåõ ñîìíîæèòåëåé. Âòîðîé íå èìååò äàííîãî óêàçàòåëÿ, ó íåãî ïåðâûé àíòå-
öåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ è a ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì. Ïðèåìû äëÿ ïåðâûõ
äâóõ òåîðåì è ïåðâûé âàðèàíò ïðèåìà òðåòüåé òåîðåìû èìåþò óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ 2, âòîðîé âàðèàíò - óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 3. Ïðåäóñìîòðåí åùå îäèí
ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé îòáðàñûâàòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ìíîæèòåëè è áëîêè-
ðîâàòü ïîñëå ýòîãî àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè:
∀ab(0 < a & 0 ≤ b → 0 ≤ ab)

Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Áëîêèðîâêó àëü-
òåðíàòèâíûõ ïîïûòîê ïîñëå ïðîâåðêè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáåñïå÷èâàåò óêàçà-
òåëü "ñïóñê(1)". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â êîíòåêñòàõ, ñîäåðæàùèõ óêàçà-
íèå î ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ê íåêîòîðîìó "ïðåäåëüíîìó" çíà÷åíèþ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óñòðàíåíèå äðîáè.
∀ab(ab ≤ 0 → a/b ≤ 0)

∀ab(0 ≤ ab → 0 ≤ a/b)

Ïðèåìû ñíàáæåíû óêàçàòåëåì "ñïóñê", áëîêèðóþùèì àëüòåðíàòèâíûå ïîïûò-
êè. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè äðîáü íåêîí-
ñòàíòíàÿ, óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 1. Èíà÷å îí ðàâåí 4 (äëÿ ýòîé ñèòóàöèè
ñîçäàíû îòäåëüíûå âåðñèè ïðèåìîâ).

7. Óñòðàíåíèå ñòåïåíè.
∀ab(0 ≤ a → 0 ≤ ab)

∀ab(÷èñëèòåëü(b)− even & b− rational→ 0 ≤ ab)

∀ab(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & a ≤ 0 →
ab ≤ 0)

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé ïðèåìû ñíàáæåíû óêàçàòåëåì "ñïóñê", áëîêèðóþùèì àëü-
òåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó-
÷àåâ ñîçäàí ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé íåîòðèöàòåëüíîñòü òàì, ãäå îíà íåîáõîäèìà
ïî î.ä.ç., íî ÿâíî èç êîíòåêñòà íå âûâîäèòñÿ:
∀ab(çíàìåíàòåëü(b)− even & b− rational→ 0 ≤ ab)

Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ñòàíäèíòåãðàë". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ðàçíîñòü ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè.
∀abc(0 < c & 0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ a− b → 0 ≤ ac − bc)

∀abc(0 < c & 0 ≤ a & 0 ≤ b & a− b ≤ 0 → ac − bc ≤ 0)

∀abc(c− rational & 0 < c & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) & 0 ≤ a− b → 0 ≤ ac − bc)

∀abc(c− rational & 0 < c & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) & a− b ≤ 0 → ac − bc ≤ 0)

Ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ èõ
ðàâåí 2.
∀abcdn(0 ≤ c & 0 ≤ d & 0 < n & 0 < a & 0 < b & 0 ≤ a1/nc−b1/nd → 0 ≤ acn−bdn)

∀abcdn(0 ≤ c & 0 ≤ d & 0 < n & 0 < a & 0 < b & a1/nc−b1/nd ≤ 0 → acn−bdn ≤ 0)
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Âûðàæåíèÿ a, b, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòàìè, ïðè÷åì n íå èìååò âè-
äà äðîáè. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ íåïîëîæèòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.
∀abcde(0 < a & e = b2 − 4ac & e ≤ 0 → 0 ≤ ad2 + bd + c)

∀abcde(a < 0 & e = b2 − 4ac & e ≤ 0 → ad2 + bd + c ≤ 0)

Ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Íåðàâåíñòâà ñ ðàäèêàëàìè.
∀ab(0 ≤ b → 0 ≤

√
a2 + b− a)

∀ab(0 ≤ b → 0 ≤
√

a2 + b + a)

∀ab(b ≤ 0 →
√

a2 + b− a ≤ 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(

√
a− b

√
a + b− a2 ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ a + b−
√

a2 + b2)

∀abcd(0 ≤ a & 0 ≤ c & 0 ≤ a2b− c2d → 0 ≤ a
√

b− c
√

d)

∀abc(0 < a & 0 < c → 0 ≤ a−
√

ac + b
√

ac− b/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(a

2 − b ≤ 0 → a−
√

b ≤ 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì â ëåâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè. Íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "êîíò-
ðîëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ñëàãàåìîå - ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
∀abc(0 ≤ a− |c| → 0 ≤ a + c(−1)b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

12. Ïîïûòêà îäíîâðåìåííîãî èçìåíåíèÿ çíàêà ó âñåõ ñëàãàåìûõ. Ýòîò è ñëåäóþùèé
ïóíêòû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

13. Âûäåëåíèå ñóììû êîíñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ.
14. Ïîïûòêà îòáðàñûâàíèÿ ñëàãàåìûõ ñ çàäàííûì çíàêîì.

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ a + b)

Â îòëè÷èå îò ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèåìà, ïðåäïðèíèìàþùåãî ïîïûòêó óñìîò-
ðåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè êàæäîãî ñëàãàåìîãî, çäåñü íàõîäèòñÿ êàêîå-òî îäíî
íåîòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå a è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ íåîòðè-
öàòåëüíîñòè îñòàâøåéñÿ ñóììû b. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê íåêîíñòàíòíûì
íåðàâåíñòâàì, ïðè÷åì íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 845

15. Âû÷èòàíèå äðîáè èç åäèíèöû.
∀abc(0 < a & 0 < b & 0 < c & 0 ≤ b− a → 0 ≤ 1− ac/bc)

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå c â åäèíèöó. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ðàçíîñòü ìîäóëåé.
∀ab(0 ≤ a2 − b2 → 0 ≤ |a| − |b|)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

17. Ñóììà ñ ýêñïîíåíòîé.
∀abcd(1 < b & 0 < a & 0 ≤ a + d & 0 ≤ c → 0 ≤ abc + d)

Âûðàæåíèÿ a, b, d êîíñòàíòíûå, âûðàæåíèå c - íåêîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðó-
äîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

18. Ðàçíîñòü ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.
∀ab(0 ≤ max(a, b)−min(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
19. Ðàçíîñòü ÷èñëà è ìèíèìóìà.

∀ab(0 ≤ a−min(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
20. Ðàçíîñòü ìàêñèìóìà è ÷èñëà.

∀ab(0 ≤ max(a, b)− a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
21. Ïðîñòåéøèå ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ ïîñûëîê.

∀ab(a < b → 0 ≤ b− a)

∀ab(−a < b → 0 ≤ a + b)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðà-
âåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(0 ≤ a & a < b → 0 ≤ b)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì a - îòëè÷íîå îò 0 êîíñòàíòíîå
âûðàæåíèå. Äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(a ≤ b & 0 ≤ c → 0 ≤ b− a + c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b íåíóëåâîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcx(x ≤ c & a ≤ 0 & 0 ≤ ac + b → 0 ≤ ax + b)

∀abcx(c ≤ x & 0 ≤ a & 0 ≤ ac + b → 0 ≤ ax + b)
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Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå, x - ïåðåìåííàÿ. Âûðàæåíèå c íåíóëåâîå. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(0 ≤ (a− b)c → (b− a)c ≤ 0)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
22. Òðàíçèòèâíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê, èìåþùåãî íóëåâóþ

÷àñòü.
∀ab(a + b ≤ 0 & 0 ≤ b → a ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a + b & b ≤ 0 → 0 ≤ a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãî-
ãî íåðàâåíñòâà. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèå a äîëæíî áûòü íåêîíñòàíòíûì. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðó-
äîåìêîñòè. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(b ≤ 0 & 0 ≤ b− a → a ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî â ïîñûëêàõ áåðåòñÿ âòîðîé àíòåöåäåíò.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ a + b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

23. Òðàíçèòèâíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê, íå èìåþùåãî íóëå-
âîé ÷àñòè.
∀abc(c < −a & b− c ≤ 0 → a + b ≤ 0)

∀abc(a ≤ c & 0 ≤ a + b → 0 ≤ b + c)

∀abc(a ≤ c & 0 ≤ b− c → 0 ≤ b− a)

∀abc(a < c & b + c ≤ 0 → a + b ≤ 0)

∀abc(c ≤ b & 0 ≤ c− a → a− b ≤ 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, ïðè÷åì ó íåãî äîïóñêàþòñÿ êàê
ñòðîãîå, òàê è íåñòðîãîå íåðàâåíñòâà. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ ïåðâîãî àíòåöåäåíòà, îáùàÿ ñ ïðîâåðÿåìûì
íåðàâåíñòâîì, èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Ïåðåìåííàÿ
ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà, íå âõîäÿùàÿ â ïåðâûé àíòåöåäåíò, ìîæåò èäåíòè-
ôèöèðîâàòüñÿ ñ íóëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.
∀abc(a ≤ c & 0 ≤ b− c → 0 ≤ b− a)

Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdp(b < p & a + cp/d ≤ 0 & 0 ≤ d & 0 ≤ c → a + bc/d ≤ 0)

Âûðàæåíèÿ a, c, d, p êîíñòàíòíûå, âûðàæåíèå b èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé
àòîì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ c, d ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcd(c + d ≤ a & 0 ≤ b + c + d → 0 ≤ a + b)
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Âûðàæåíèÿ a, c ñóòü ïåðåìåííûå, âûðàæåíèÿ b, d êîíñòàíòíûå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. d ìîæåò îáðà-
ùàòüñÿ â 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

24. Óñìîòðåíèå â ïîñûëêàõ ñòðîãîé âåðñèè íåðàâåíñòâà.
∀ab(a < b → a ≤ b)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïðîâåðÿåìîå íåðàâåíñòâî íåêîíñòàíòíîå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

25. Óñìîòðåíèå çíàêà ñóììû ïî òðàíçèòèâíîñòè.
∀abc(b + c ≤ 0 & 0 ≤ a + c → 0 ≤ a− b)

∀abc(0 ≤ a + b & 0 ≤ c− b → 0 ≤ a + c)

∀abc(a + c ≤ 0 & 0 ≤ c− b → a + b ≤ 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Äëÿ ïîñëåäíåé òåîðåìû ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé
âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, à ïåðâûé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâî, èçâëåêàåìîå èç ïîñûëîê, ìîæåò áûòü
ñòðîãèì. Îñòàòî÷íûå ñóììû ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà èç ïîñû-
ëîê ëèáî èìåþò íå áîëåå îäíîãî ñëàãàåìîãî êàæäàÿ, ëèáî ïåðâàÿ èç íèõ êîí-
ñòàíòíàÿ, ëèáî âòîðàÿ êîíñòàíòíàÿ, à ïåðâàÿ èìååò íå áîëåå îäíîãî íåêîíñòàíò-
íîãî ñëàãàåìîãî. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(0 ≤ a + b & b ≤ 0 → 0 ≤ a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîíñòàíòíîé ñóììîé, íå èìå-
þùåé îáùèõ ïàðàìåòðîâ ñ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 < a & 0 ≤ b → 0 ≤ a + b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

26. Óñìîòðåíèå çíàêà ñóììû ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ ïîñûëêàìè.
∀abcde(b + ce ≤ 0 & 0 ≤ e(ae− bd) & ed < 0 → 0 ≤ a + cd)

∀abcde(0 ≤ b + ce & 0 ≤ e(ae− bd) & 0 < ed → 0 ≤ a + cd)

∀abcde(0 ≤ b + ce & e(ae− bd) ≤ 0 & ed < 0 → a + cd ≤ 0)

∀abcde(b + ce ≤ 0 & e(ae− bd) ≤ 0 & 0 < ed → a + cd ≤ 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ
åãî ñî ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, d, e êîíñòàíòíûå, c - íåêîíñòàíòíîå è
èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ãðóïï ñîìíîæèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
∀abcx(0 < a & c ≤ x & 0 ≤ ac + b → 0 ≤ ax + b)

∀abcx(a < 0 & x ≤ c & 0 ≤ ac + b → 0 ≤ ax + b)
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∀abcx(0 < a & x ≤ c & ac + b ≤ 0 → ax + b ≤ 0)

∀abcx(a < 0 & c ≤ x & ac + b ≤ 0 → ax + b ≤ 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà, ïåðâûé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå, x - ïåðåìåííàÿ. Ïðèåìû âêëþ÷àþòñÿ ïðè íàëè÷èè
êîììåíòàðèÿ "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcx(x ≤ c & b < 0 & 0 ≤ a + bc → 0 ≤ a + bx)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå, ïðè÷åì c íå ðàâíî 0.
Ïðèåì âêëþ÷àåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïðîâåðêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.
∀pqrsxy(0 ≤ px + qy & qs < 0 & (rq − ps)xq ≤ 0 → rx + sy ≤ 0)

∀pqrsxy(0 ≤ px + qy & 0 < qs & 0 ≤ (rq − ps)xq → 0 ≤ rx + sy)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ p, q, r, s êîíñòàíòíûå, âûðàæåíèÿ x, y - íå êîíñòàíòíûå
è èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïî ïåðåñå÷åíèþ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

27. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâ ñ ðàäèêàëàìè.
∀ab(0 ≤

√
(a− b)(a + b) + a → 0 ≤ a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(−

√
a ≤ b & b ≤

√
a → 0 ≤ a− b2)

Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûðàæåíèå b íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

28. Óñìîòðåíèå íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëåì.
∀ab(a + b ≤ 0 → b− |a| ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a + b & 0 ≤ a− b → 0 ≤ a− |b|)
Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ ñëó÷àè ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

29. Íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.
∀a(0 ≤ 1− a2 → 0 ≤ 1− a)

∀a(0 ≤ 1− a2 → 0 ≤ 1 + a)

∀abc(a ≤ b
√

c & − b
√

c ≤ a → 0 ≤ b2c− a2)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ a2 − b2c → 0 ≤ a− b

√
c)

Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(0 ≤ a2 − b2 + c & c ≤ 0 → 0 ≤ (a− b)(a + b))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãî-
ãî íåðàâåíñòâà. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 ≤ (a− b)(a + b) → 0 ≤ a2 − b2)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
30. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíûõ ïîñûëîê.

∀afg(f(a) & ∀x(f(x) → 0 < g(x)) → 0 ≤ g(a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, ïåðåìåííàÿ g - îáû÷íàÿ. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "î÷åâèäíî", ò.å. áóäåò îáðàáàòûâàòüñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì, îïðåäåëÿåìûì êîíêðåòíûì âèäîì óòâåðæäåíèÿ f(a). Óêà-
çàòåëü "óäàëåíèåïîñûëîê(1 õ2 çàãîëîâîê(õ2 äëÿëþáîãî))" îòáðàñûâàåò ïðè ïî-
ñëåäíåé ïðîâåðêå âñå ïîñûëêè, èìåþùèå âèä êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé. Óðîâåíü
îáðàùåíèÿ ðàâåí 3.
∀apqr(p(a) & ∀i(p(i) → q(i) ≤ r(i)) → 0 ≤ r(a)− q(a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííàÿ p ôóíêöèîíàëüíàÿ, ïåðå-
ìåííûå q, r - îáû÷íûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "î÷åâèäíî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

31. Äîìíîæåíèå íà çíàìåíàòåëü ñëàãàåìîãî èç íåðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.
∀abcd(0 < c & 0 ≤ a + b/c & 0 ≤ d− b → 0 ≤ ac + d)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âû-
ðàæåíèå c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåñÿòè÷íóþ êîíñòàíòó, âûðàæåíèå a íåêîíñòàíò-
íîå. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 3.

32. Îòáðàñûâàíèå ñòåïåíè ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà.
∀abcn(0 ≤ a + b & b ≤ 0 & 0 ≤ n → 0 ≤ a + b(sin c)n)

∀abcn(0 ≤ a + b & b ≤ 0 & 0 ≤ n → 0 ≤ a + b(cos c)n)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîâåðîê ñðàçó îòñåêàþòñÿ ñëó÷àè åäèíè÷-
íîãî çíà÷åíèÿ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

33. Îöåíêà äëÿ êâàäðàòà.
∀abx(0 < x− a & 0 < a & 0 ≤ a2 + b → 0 ≤ x2 + b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå, x - íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

34. Íåðàâåíñòâà äëÿ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà.
∀abc(b ⊆ R & c ∈ b & íàèìåíüøèé(a, b) → a ≤ c)

∀abc(b ⊆ R & c ∈ b & íàèáîëüøèé(a, b) → ≤ a)
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Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

35. Íåðàâåíñòâà äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà.
∀abc(a ⊆ R & c ∈ a & íèæíÿÿãðàíü(b, a) → b ≤ c)

∀abc(a ⊆ R & c ∈ a & âåðõíÿÿãðàíü(b, a) → ≤ b)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå c íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀abcd(0 ≤ ad + c & 0 < a & íèæíÿÿãðàíü(d, b) → 0 ≤ a inf b + c)

∀abcd(ad + c ≤ 0 & 0 < a & âåðõíÿÿãðàíü(d, b) → a sup b + c ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî áåç òðåáîâàíèé íåêîíñòàíòíîñòè.
36. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà. Ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû, êàê ïðàâèëî, îðèåíòèðî-

âàíû íà ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè. Îáîáùåíèå èõ ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííîìó ïîâû-
øåíèþ òðóäîåìêîñòè ïðîâåðîê. Àíòåöåäåíò, èìåþùèé âèä ðàâåíñòâà, áåðåòñÿ â
ïîñûëêàõ, ïðî÷èå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀abc(a = b & 0 ≤ b + c → 0 ≤ a + c)

Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå, a - íåêîíñòàíòíàÿ ñóììà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀ab(a = b & a ≤ 0 → b ≤ 0)

∀ab(a = b & 0 ≤ a → 0 ≤ b)

Âûðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "êðä". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåì-
êîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(a = b & 0 ≤ a → 0 ≤ b)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, çäåñü íåò îãðàíè÷åíèé íà çàãîëîâîê b, íî
çàòî òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "âåðõíÿÿîöåíêà". Ââåäåí ñðåäíèé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.
∀abc(a = b & c ≤ b → 0 ≤ a− c)

∀ab(a = −b & 0 ≤ b → a ≤ 0)

∀abcd(äëèíà(a) = bc/d & 0 < b & 0 < d → 0 ≤ c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcd(0 < b & 0 < d & ab = cd → 0 ≤ ac)

Âûðîæäåíèå ñîìíîæèòåëåé â åäèíèöó íå ðàçðåøàþòñÿ. Îáùèå ÷àñòè èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ïî ïåðåñå÷åíèþ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.
∀abc(−a = bc & 0 < c & 0 ≤ a → b ≤ 0)

Âûðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "êðä". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåì-
êîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(a− b = c & 0 ≤ b + c → 0 ≤ a)

Âûðàæåíèå a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, ñîäåðæàùóþ íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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37. Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ab(a ≤ 0 & 0 ≤ b → ab ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a & b ≤ 0 → ab ≤ 0)

∀ab(a ≤ 0 & b ≤ 0 → 0 ≤ ab)

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ ab)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

38. Ó÷åò ïðèíàäëåæíîñòè ïðîìåæóòêó.
∀abcde(0 ≤ b & a ∈ [b, c] → 0 ≤ a)

Ïåðåìåííûå d, e ñóòü "ñïðÿòàííûå" âíóòðè ñîêðàùåííîãî îáîçíà÷åíèÿ [b, c] óêà-
çàòåëè ïðèíàäëåæíîñòè êîíöîâ ïðîìåæóòêà. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïî-
ñûëêàõ, ïåðâûé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 ≤ b & a ∈ T & T = [b, c] → 0 ≤ a)

∀abcT (b ∈ T & T = [b− a, c] → 0 ≤ a)

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Òàê êàê ïðèåìû èñïîëüçóþòñÿ
ïðè ðàáîòå ñ âðåìåííûìè ïðîìåæóòêàìè, óêàçàòåëè ïðèíàäëåæíîñòè êîíöîâ
ðàâíû 1 (ïðîìåæóòêè çàìêíóòûå). Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.
∀abcd(a ∈ [b + c, d] & 0 ≤ c → b− a ≤ 0)

∀abcd(a ∈ [b + c, d] & 0 ≤ c → 0 ≤ a− b)

∀abcd(a ∈ [b, c + d] & c ≤ 0 → 0 ≤ d− a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé íàëè÷èå ïîñûëêè ñ âõî-
æäåíèåì ñèìâîëà "ïðîìåæóòîê". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abT (T = [a, b] → 0 ≤ b− a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê
ðàçäåëó "ôèçèêà" - ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàò-
ðèâàåìûå ïðîìåæóòêè íåâûðîæäåííûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

39. Ýëåìåíò íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
∀abni(i ∈ {1, . . . , n} & 0 ≤ b + 1 & êîðòåæ(a, n,N) → 0 ≤ a(i) + b)

Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ a - íå ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

40. Íåðàâåíñòâî äëÿ àðêêîñèíóñà.
∀abcdpq(b < 0 & 0 < pq & 0 ≤ a + bπp/q & c < p arccos d/q → 0 ≤ a + bc)

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âûðàæåíèå c íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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41. Óñìîòðåíèå çíàêà ëîãàðèôìà.
∀ab(0 < a− 1 & 0 ≤ b− 1 → 0 ≤ loga b)

∀ab(0 < a− 1 & b− 1 ≤ 0 → logab ≤ 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1)"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîñëå ïðîâåðêè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(0 ≤ a− e → 0 ≤ ln ln a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

42. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ìîäóëÿ.
∀a(0 ≤ |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

43. Ñóììà âûðàæåíèÿ è åãî ìîäóëÿ.
∀a(0 ≤ −a + |a|)
∀a(0 ≤ a + |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

44. Óñìîòðåíèå çíàêà ñóììû ïóòåì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.
∀ab(b = a & 0 ≤ b → 0 ≤ a)

Âûðàæåíèå a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âèäóìíîæå-
íèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè a èìååò äðîáíîå ñëà-
ãàåìîå ëèáî ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå
ïðè íàëè÷èè ïîñûëêè âèäà "ñòðåìèòñÿ(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

45. Íåðàâåíñòâà ñ ñèíóñîì.
∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 ≤ c− 1 → 0 ≤ c− (sin a)b)

∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 ≤ c− 1 → 0 ≤ c + (sin a)b)

Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → 0 ≤ sin a)

∀a(0 ≤ a− π & 0 ≤ 2π − a → sin a ≤ 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîëæíà ñóùåñòâî-
âàòü ïîñûëêà, ëèáî ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë "óãîë", ëèáî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
íåðàâåíñòâî áåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, èìåþùåå îáùèå ïàðàìåòðû ñ a.
Âòîðîé ïðèåì ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀a(0 ≤ sin a & 0 ≤ cos a → 0 ≤ sin(2a))

∀a(sin a ≤ 0 & cos a ≤ 0 → 0 ≤ sin(2a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀a(0 ≤ sin a & 0 ≤ cos a → 0 ≤ sin(a + π/4))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCab(a = ∠(ABC) & b = ∠(BAC) → 0 sin(a + b))

∀ABCab(a = ∠(ABC) & b = ∠(BAC) & 0 ≤ b− a → sin(a− b) ≤ 0)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdx(0 ≤ a − x & 0 ≤ x + b & 0 < π − |(a + b)c| & 0 ≤ sin(−bc + d) & 0 ≤
sin(ac + d) → 0 ≤ sin(cx + d))

∀abcdx(0 ≤ a−x & 0 ≤ x+b & 0 < π−|(a+b)c| & sin(−bc+d) ≤ 0 & sin(ac+d) ≤
0 → sin(cx + d) ≤ 0)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ ñòðîãèå íåðà-
âåíñòâà. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå, x - ïåðåìåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 3.
∀abcdkx(0 ≤ a− x & 0 ≤ x + b & |(a + b)c| = π & − bc + d = πk → 0 ≤ sin(cx + d))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ ñòðîãèå íåðà-
âåíñòâà. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è èñ-
ïîëüçóþò íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíò-
íûå, x - ïåðåìåííàÿ, k - öåëî÷èñëåííàÿ ÷åòíàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

46. Íåðàâåíñòâà ñ êîñèíóñîì.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − 2a → 0 ≤ cos a)

∀a(0 ≤ 2a− π & 0 ≤ π − a → cos a ≤ 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîëæíà ñóùåñòâî-
âàòü ïîñûëêà, ëèáî ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë "óãîë", ëèáî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
íåðàâåíñòâî áåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, èìåþùåå îáùèå ïàðàìåòðû ñ a.
Âòîðîé ïðèåì ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 3, âòîðîãî - 4.
∀a(0 ≤ a + π/2 & 0 ≤ π/2− a → 0 ≤ cos a)

∀a(0 ≤ a− π/2 & 0 ≤ 3π/2− a → cos a ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðèåìû èìåþò ñèëüíûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêî-
ñòè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 3 è 4.
∀ab(0 ≤ b− 1 → 0 ≤ 1− | cos a|b)
∀ab(0 ≤ b− 1 → 0 ≤ 1 + | cos a|b)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b êîíñòàíò-
íîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 ≤ c− 1 → 0 ≤ c− (cos a)b)

∀abc(0 ≤ b− 1 & 0 ≤ c− 1 → 0 ≤ c + (cos a)b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ b, c êîí-
ñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(b ≤ a & a ≤ c & 0 ≤ b + π/2 & 0 ≤ π/2− c → 0 ≤ cos a)
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdx(0 ≤ a − x & 0 ≤ x + b & 0 < π − |(a + b)c| & 0 ≤ cos(−bc + d) & 0 ≤
cos(ac + d) → 0 ≤ cos(cx + d))

∀abcdx(0 ≤ a−x & 0 ≤ x+b & 0 < π−|(a+b)c| & cos(−bc+d) ≤ 0 & cos(ac+d) ≤
0 → cos(cx + d) ≤ 0)

∀abcdkx(0 ≤ a−x & 0 ≤ x+b & |(a+b)c| = π & −bc+d+π/2 = πk → 0 ≤ cos(cx+d))

Àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèåìàì äëÿ íåðàâåíñòâ ñ ñèíóñîì.
47. Íåðàâåíñòâà ñ òàíãåíñîì.

∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − 2a → 0 ≤ tg a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîëæíà ñóùåñòâî-
âàòü ïîñûëêà, ëèáî ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë "óãîë", ëèáî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
íåðàâåíñòâî áåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, èìåþùåå îáùèå ïàðàìåòðû ñ a.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀a(0 ≤ sin a & 0 ≤ cos a → 0 ≤ tg a)

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â îäíîé èç íèõ ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïî-
ñûëêàõ, à âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, â äðóãîì - âòîðîé
àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, à ïåðâûé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè, ÿâëÿþùåéñÿ ñòðîãèì íåðàâåí-
ñòâîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(0 < ctg a → 0 ≤ tg a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
48. Íåðàâåíñòâà ñ êîòàíãåíñîì.

∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − 2a → 0 ≤ ctg a)

∀a(0 < tg a → 0 ≤ ctg a)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òàíãåíñà.
49. Ñóììû ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

(a) Òðåõ÷ëåí èç òåîðåìû êîñèíóñîâ.
∀abc(0 ≤ a2 + b2 − 2ab cos c)

∀abc(0 ≤ a2 + b2 + 2ab cos c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Ñóììà åäèíèöû è ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñèíóñîâ è êîñè-

íóñîâ.
∀a(0 ≤ 1 + a)

Ôèëüòð "íå(êîíòåêñò(âèä(õ1 óìíîæåíèå(õ2 õ3))åäèíèöà(1 õ3)çàìåíàçíàêà
(ìèíóñ õ3)íå(êîíòåêñò(âèä(õ2 ñòåïåíü(õ4 õ5)) ñèìâîë(õ4 ñèíóñ êîñèíóñ)
íå(ïåðåñåêàþòñÿ (ïàðàìåòðû(õ5) ïàðàìåòðû(õ4)))ëåãêîâèäåòü( ìåíüøå(0
õ5)) åäèíèöà(1 õ5)))))" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó îòñóòñòâèÿ ìíîæèòåëåé âû-
ðàæåíèÿ a, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñèíóñîâ è êîñèíó-
ñîâ. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îñíîâàíèÿ è ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé íå
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èìåëè îáùèõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî òðåáîâàíèå ââåäåíî ëèøü äëÿ îòñå÷åíèÿ ñëó-
÷àåâ, êîòîðûå ìîãëè áû çàìåäëèòü ðàáîòó ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñ êîñèíóñîì è ñèíóñîì.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ a cos c− b cos c + a + b)

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → 0 ≤ (a− b) cos c + a + b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âìåñòî êîñè-
íóñîâ äîïóñêàþòñÿ ñèíóñû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ñóììà êîíñòàíòû è ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà íà ÷èñëî.
∀abx(0 ≤ a− |b| & 0 < a → 0 ≤ a + b cos x)

∀abx(0 ≤ a− |b| & 0 < a → 0 ≤ a + b sin x)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b
êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

50. Íåðàâåíñòâà ñ àðêêîñèíóñîì.
∀a(0 ≤ arccos a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 ≤ a− π → arccos b ≤ a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀ab(0 ≤ a → 0 ≤ π − arccos b + a)

∀ab(a ≤ 0 → arccos b− π + a ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a + π/2 & 0 ≤ b → 0 ≤ π − arccos b + a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

51. Íåðàâåíñòâà ñ àðêñèíóñîì.
∀a(0 ≤ π/2− arcsin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(0 ≤ a → 0 ≤ arcsin a)

∀a(a ≤ 0 → arcsin a ≤ 0)

∀ab(0 ≤ 2a− π → arcsin b ≤ a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(0 ≤ π − arcsin a)

∀a(0 ≤ π + arcsin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
52. Íåðàâåíñòâà ñ àðêòàíãåíñîì.

∀a(a ≤ 0 → arctg a ≤ 0)

∀a(0 ≤ a → 0 ≤ arctg a)
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Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 < b & 0 ≤ 1− b → (arctg a)b ≤ π/2)

∀a(−π/2 ≤ arctg a)

∀a(0 ≤ π + 2 arctg a)

∀a(0 ≤ π − 2 arctg a)

Àíòåöåäåíò ó ïåðâîãî ïðèåìà îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 < c & 0 ≤ 1− c & 0 ≤ 2b− π → 0 ≤ (arctg a)c + b)

∀abc(0 < c & 0 ≤ 1− c & 0 ≤ 2b− π → 0 ≤ −(arctg a)c + b)

∀ab(2b + π ≤ 0 → arctg a + b ≤ 0)

∀ab(2b + π ≤ 0 → b ≤ arctg a)

∀ab(0 ≤ 2b− π → arctg a ≤ b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

53. Íåðàâåíñòâà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí.
(a) Íåîòðèöàòåëüíîñòü ðàññòîÿíèÿ.

∀AB(0 ≤ l(AB))

∀ab(0 ≤ ðàññòäîïðÿìîé(a, b))

∀ab(0 ≤ ðàññòìåæäó(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀acAB(ac = l(AB) & 0 < a → 0 ≤ c)

∀acAB(ac = ðàññòäîïðÿìîé(A, B) & 0 < a → 0 ≤ c)

∀acAB(ac = ðàññòìåæäó(A, B) & 0 < a → 0 ≤ c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3. Íàïîìíèì, ÷òî l(AB) - ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A, B, "ðàññòäîïðÿìîé
(a, b)" - ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ïðÿìîé b, "ðàññòìåæäó(a, b)" - ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè òî÷åê (òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé
ìåæäó òî÷êàìè ýòèõ ìíîæåñòâ).

(b) Íåîòðèöàòåëüíîñòü óãëà.
∀ABC(0 ≤ ∠(ABC))

∀AB(0 ≤ óãîëìåæäó(A, B))

∀ABCd(0 ≤ äâóãðóãîë(A, B, C, d))

∀ABC(0 ≤ Óãîëìåæäó(A, B, C))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCd(d = ∠(ABC) → 0 ≤ d)

∀ABd(d = óãîëìåæäó(A, B) → 0 ≤ d)

∀ABCDd(d = äâóãðóãîë(A, B, C,D) → 0 ≤ d)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íàïîìíèì
îáîçíà÷åíèÿ "óãîëìåæäó", "äâóãðóãîë", "Óãîëìåæäó". "óãîëìåæäó(A, B)"
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- âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïðÿìûìè ëèáî ïëîñêîñòÿìè ëèáî âåêòîðàìè A, B.
Äëÿ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé îíà âûáèðàåòñÿ ìåæäó 0 è π/2. "äâóãðóãîë(A, B,
C, D)" - âåëè÷èíà äâóãðàííîãî óãëà, îïðåäåëÿåìîãî ïëîñêîñòÿìè A, B, òî÷-
êîé C âíå ýòèõ ïëîñêîñòåé è óêàçàòåëåì D îáëàñòè, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ
òî÷êà ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó óãëó (4 âàðèàíòà). "Óãîëìåæäó
(A, B, C)" - âåëè÷èíà òîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè A, B, â êîòîðîì ëåæèò
ïðÿìàÿ C, îòíîñÿùàÿñÿ ê òîé æå ïëîñêîñòè.

(c) Âåëè÷èíà óãëà íå ïðåâîñõîäèò ïè.
∀ABCmnpq(0 ≤ pn− qm → 0 ≤ pπ/q −m∠(ABC)/n)

Ïåðåìåííûå m, n, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè.
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.
∀abABC(a = ∠(ABC) & 0 ≤ b− π → 0 ≤ b− a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ôèëüòð "êîíòåêñò(ïîñûëêà(õ3)âõîäèò(óãîë õ3))" íóæåí
äëÿ óñêîðåííîãî îòñå÷åíèÿ ïîïûòîê ïðèìåíèòü ïðèåì â íåãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷àõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCa(0 ≤ a → 0 ≤ a− ∠(ABC) + π)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí î÷åíü ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABmn(0 ≤ n−m → 0 ≤ π −móãîëìåæäó(A, B)/n)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ABab(a = óãîëìåæäó(A, B) & 0 ≤ b− π → 0 ≤ b− a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDmn(0 ≤ n−m → 0 ≤ π −mäâóãðóãîë(A, B, C,D)/n)

∀ABab(a = äâóãðóãîë(A, B) & 0 ≤ b− π → 0 ≤ b− a)

∀ABCDmn(0 ≤ n−m → 0 ≤ π −mÓãîëìåæäó(A, B, C,D)/n)

∀ABab(a = Óãîëìåæäó(A, B) & 0 ≤ b− π → 0 ≤ b− a)

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå.
(d) Óñìîòðåíèå îñòðîãî ëèáî òóïîãî óãëà.

i. Óãëû òðàïåöèè.
∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → 0 ≤ π/2− ∠(BAD))
∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → 0 ≤ ∠(ABC)− π/2)
∀aABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & 0 ≤ a− π/2 → 0 ≤ a− ∠(CAD))
∀aABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & 0 ≤ a− π/2 → 0 ≤ a− ∠(BCA))
Óêàçàòåëü "êîíòðñåðèÿ(ôèêñ(1))" îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èçìåíå-
íèÿ ïîðÿäêà ïåðå÷èñëåíèÿ âåðøèí òðàïåöèè íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Âïèñàííûå óãëû.
∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îäíàñòîðî-
íà(A, C, ïðÿìàÿ(BD)) → 0 ≤ π/2− ∠(BCD))
Íàïîìíèì, ÷òî "îäíàñòîðîíà(A, C, ïðÿìàÿ(CD))" îçíà÷àåò ðàñïîëî-
æåíèå òî÷åê ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé CD. Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò
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î âïèñàííîì óãëå, âåðøèíà êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà îò õîðäû ïî òó æå
ñòîðîíó, ÷òî è öåíòð îêðóæíîñòè. Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé àíòåöåäåíò
- ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.
∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòî-
ðîíû(A, C, ïðÿìàÿ(BD)) → 0 ≤ ∠(CBD)− π/2)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæ-
íîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(A, C, ïðÿìàÿ(DE)) → 0 ≤ π/2−∠(CDE))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðà-
òîðàìè, ÷åòâåðòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(B ∈ îêðóæíîñòü(AD) & C ∈ îêðóæíîñòü(AD) → 0 ≤ π/2 −
∠(CBA))
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âïèñàííûé óãîë, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äèà-
ìåòðîì. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòî-
ðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iii. Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî äàííûé óãîë.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → 0 ≤ π/2− ∠(BAC))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì. Çàìå-
òèì, ÷òî êîìïèëÿòîð àâòîìàòè÷åñêè îáîáùàåò òåîðåìó ïðèåìà: íà ëó÷å
AB èùåòñÿ òî÷êà B′, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïåðïåíäèêóëÿð ê AB,
ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ ëó÷îì AC â íåêîòîðîé òî÷êå C ′. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCa(a = ∠(BAC) & ïðÿìàÿ ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → 0π − 2a)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ èäåí-
òèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

iv. Óãîë ìåæäó ñòîðîíîé è äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëîãðàììà.
∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & 0 ≤ π/2− ∠(BAD) → 0 ≤ π/2− ∠(BAC))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïå-
ðàòîðàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, óêàçûâàþùèé, ÷òî äèàãîíàëü ïðî-
âåäåíà èç îñòðîãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà, îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

v. Ïåðåõîä ê âñïîìîãàòåëüíîìó óãëó ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀ABCa(∠(ABC) = a & 0 ≤ π/2− ∠(ABC) → 0 ≤ π/2− a)
∀ABCa(∠(ABC) = a & 0 ≤ π/2− ∠(ABC) → 0 ≤ π − 2a)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óñêîðÿþùèé ôèëüòð ïðîâåðÿåò íàëè÷èå ïîñûë-
êè, ñîäåðæàùåé ñèìâîë "óãîë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vi. Óãîë ìåæäó áîêîâîé ñòîðîíîé òðàïåöèè è îòðåçêîì, ïðîâåäåííûì ê
òî÷êå íà ïðîòèâîïîëîæíîé áîêîâîé ñòîðîíå.
∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(CD) → 0 ≤ π/2− ∠(BAE))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ èäåí-
òèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vii. Öåíòðàëüíûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà êîíåö õîðäû, ïàðàëëåëüíîé äðó-
ãîé åãî ñòîðîíå.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðå-
çîê(AD) & ïðÿìàÿ(EC) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(B, C, ïðÿìàÿ(
AD)) → 0 ≤ π/2− ∠(BAC))
Ïåðâûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòî-
ðàìè, ïîñëåäíèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

viii. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê íåðàâåíñòâó ñ ïîëîâèíîé ïè.
∀a(0 ≤ π/2− a → 0 ≤ π − 2a)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(0 ≤ π/2− ∠(ABC) → 0 ≤ π − 2∠(ABC))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

ix. Ïåðåõîä ê äîïîëíèòåëüíîìó óãëó.
∀ABCDEF (∠(ABC) + ∠(DEF ) = π & 0 < π/2 − ∠(DEF ) → 0 ≤
∠(ABC)− π/2)
Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

x. Óãîë ìåæäó ñåêóùåé è ðàäèóñîì.
∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îòðå-
çîê(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D, E) → 0 ≤ ∠(CDA)− π/2)
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïå-
ðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "ðàçíûåòî÷êè", óñòà-
íàâëèâàþùèì ðàçëè÷èå òî÷åê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) → 0 ≤ π/2 −
∠(CDA))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xi. Óãîë ïðè îñíîâàíèè ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & 0 ≤
l(AD)− l(BC) → 0 ≤ π/2− ∠(BAD))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðà-
òîðàìè, òðåòèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xii. Ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ ïðîòèâîïîëîæíîãî óãëà ðîìáà ëèáî ïàðàëëå-
ëîãðàììà.
∀ABCD(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(∠(ADC)) & 0 ≤ ∠(ADC) − π/2 → 0 ≤
∠(ABC)− π/2)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì âìåñòî ñèìâîëà "ðîìá"
äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "ïàðàëëåëîãðàìì". Ðàçðåøàåòñÿ òàêæå öèêëè÷å-
ñêàÿ ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ A, B, C,D. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì, òðåòèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

xiii. Óñìîòðåíèå ïðÿìîãî ïîäóãëà.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & D ∈ îòðåçîê(AC) → 0 ≤ ∠(ABC)−
π/2)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
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âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
xiv. Âíóòðåííÿÿ òî÷êà ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABCD) & êâàäðàò(ABCD) → 0 ≤ π/2−∠(DAE))
∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABCD) & êâàäðàò(ABCD) → 0 ≤ π/2−∠(BAE))
Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì âìåñòî ñèìâîëà "êâàäðàò"
äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "ïðÿìîóãîëüíèê". Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïå-
ðåñòàíîâêè òî÷åê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABCD) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & 0 ≤ π/2−
∠(BAD) → 0 ≤ π/2− ∠(DAE))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âìåñòî ñèìâîëà "÷åòûðåõóãîëüíèê" äîïóñ-
êàþòñÿ ñèìâîëû "ðîìá", "òðàïåöèÿ", "ïàðàëëåëîãðàìì". Äîïóñêàþòñÿ
ïðîèçâîëüíûå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè òî÷åê, à òàêæå èçìåíåíèå èõ
ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ââåäåí ñèëüíûé îðãàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

xv. Óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(l(AB) = l(BC) → 0 ≤ π/2− ∠(BAC))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îáå ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿíèå", ó÷èòûâàþ-
ùèì íàëè÷èå â êîíòåêñòå ðàâåíñòâ, ÿâíî çàäàþùèõ âåëè÷èíó ðàññòî-
ÿíèÿ. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 4.

xvi. Çàäàííàÿ äîëÿ âåëè÷èíû óãëà.
∀ABCamn(0 ≤ n− 2m & a = ∠(ABC) → 0 ≤ π/2− am/n)
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûðàæåíèÿ m,n - äåñÿòè÷íûå
êîíñòàíòû, a - ïåðåìåííàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

xvii. Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïëîñêîñòüþ.
∀ABCDE(0 ≤ π/2− óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), ïëîñêîñòü(CDE)))
Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 1.

xviii. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè ëèáî äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè.
∀ABCD(0 ≤ π/2− óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))
∀ABCDEF (0 ≤ π/2− óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )))
∀ABCDE(0 ≤ π/2− óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïðÿìàÿ(DE)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀aABCDE(a = óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïðÿìàÿ(DE)) → 0 ≤ π/2 −
a)
∀aABCDEF (a = óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) → 0 ≤
π/2− a)
∀aABCD(a = óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → 0 ≤ π/2− a)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xix. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëîê.
∀ABCa(a = ∠(ABC) & ∠(ABC) < π/2 → 0 ≤ π/2− a)
Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCa(∠(ABC) + ∠(CAB) < a & 0 ≤ π/2− a → 0 ≤ ∠(ACB)− π/2)
∀ABCpq(p∠(ABC) = q∠(ACB) & 0 ≤ p− q → 0 ≤ π/2− ∠(ABC))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

xx. Òî÷êà âíóòðè ïðÿìîãî óãëà.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & îäíàñòîðîíà(A, D, ïðÿìàÿ(BC))
& îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) → 0 ≤ π/2− ∠(ABD))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì,
âòîðîé è òðåòèé - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Íåîòðèöàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàññòîÿíèé.
∀ABCDa(al(AB) = l(CD) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → 0 ≤ a)

∀ABCa(al(AB) = äëèíà(C) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → 0 ≤ a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Íåîòðèöàòåëüíîñòü ïëîùàäè.
∀a(0 ≤ S(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(a = S(b) → 0 ≤ a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(g) Íåîòðèöàòåëüíîñòü ïåðèìåòðà.

∀a(0 ≤ ïåðèìåòð(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(h) Ñîîòíîøåíèå äëèí ñòîðîí ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî èç-

âåñòåí óãîë ïðè îñíîâàíèè.
∀ABCabc(l(AB) = l(BC) & ∠(BAC) = a & ðàçíûåòî÷êè(A, C) & 0 ≤ b +
2c cos a → 0 ≤ bl(AB) + cl(AC))

Ïðîâåðÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äëèí áîêîâîé ñòî-
ðîíû è îñíîâàíèÿ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð": ïîñëå óñìîòðåíèÿ ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé AB, BC îïðåäåëÿ-
åòñÿ âåëè÷èíà a óãëà ïðè îñíîâàíèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b, c
- êîíñòàíòíûå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè: óáåæäàåìñÿ, ÷òî òî÷êè A, C ðàçëè÷íû, âûðàæàåì
îòíîøåíèå äëèí ñòîðîí ÷åðåç êîñèíóñ a è ïðîâåðÿåì ïîëó÷åííîå íåðàâåí-
ñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) & 0 ≤ ∠(BAC)− ∠(BCA) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → 0 ≤ l(BC)− l(AB))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòî-
ðàìè. Ïîñûëêè âèäà "àêòèâ(óãîë(...))", "àêòèâ(ðàññòîÿíèå(...))" è ò.ï. èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ âûäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷å ïàðàìåòðîâ ÷åðòå-
æà. Èõ íàëè÷èå óäîáíî äëÿ èíèöèàëèçàöèè ïîïûòîê ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ.
Â äàííîì ñëó÷àå îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ "àêòèâ" ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî óãëû BAC, BCA óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Â ÷àñòíîñòè,
âûäåëåíû ïðÿìûå AB, AC, BC, ïðè÷åì òî÷êè A, B, C ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & 0 ≤ ∠(BAC)− π/2 &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → 0 ≤ l(BC)− l(AB))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì, âòî-
ðîé è òðåòèé - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.

(j) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äëÿ ñóììû ðàññòîÿíèé.
∀ABCDa(l(AB) + l(CD) = a → 0 ≤ a− l(AB))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(k) Ñðàâíåíèå äëèí õîðä îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ äóãà(ACD)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & 0 ≤ l(CE)− l(CD) → 0 ≤ l(EF )− l(DF ))

Èç îäíîé òî÷êè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå õîðäû CD,CE, ïðè÷åì âòîðàÿ
õîðäà äëèííåå ïåðâîé. Âíóòðè ìåíüøåé äóãè, îòñåêàåìîé ïåðâîé õîðäîé,
íà îêðóæíîñòè âçÿòà òî÷êà F . Ïðèåì óñìàòðèâàåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò íåå
äî D íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèÿ äî E. Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûë-
êàõ, ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê îêðóæíîñòè óñìàòðèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èäåí-
òèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(l) Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ðàäèóñîâ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé è êâàä-
ðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ öåíòðàìè.
∀ABCDabc(a = l(AB) & b = l(BD) & c = l(AD) & ðàçíûåñòîðîíû(A, D, ïðÿ-
ìàÿ(BC)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(DB) & ðàçíûåòî÷-
êè(B, C) → 0 ≤ c2 + b2 − a2)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé è ñåäüìîé - ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(m) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåëè÷èí äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè åäèíèöû.
∀abcdpqABC(a = ∠(ABC) & b = ∠(ACB) & 0 ≤ d − c & 0 ≤ q − p → 0 ≤
π − ac/d− pb/q)

Âûðàæåíèÿ c, d, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ïåð-
âûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(n) Íåîòðèöàòåëüíîñòü ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè è îáúåìà.
∀a(0 ≤ ïëîùïîâåðõíîñòè(a))

∀a(0 ≤ îáúåì(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(o) Ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïðèìûêàþùèõ ê îñòðîìó ëè-

áî ïðÿìîìó óãëó, íå ìåíüøå êâàäðàòà äëèíû òðåòüåé ñòîðîíû.
∀ABCabc(a = l(BC) & b = l(AC) & c = l(AB) & 0 ≤ π/2 − ∠(BAC) → 0 ≤
b2 + c2 − a2)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè îáðàùåíèè
èç çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(p) Íåîòðèöàòåëüíîñòü ðàäèóñà.
∀a(0 ≤ ðàäèóñ(a))
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(q) Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCa(a = l(BC) → 0 ≤ a− l(AB) + l(AC))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðîâåðÿåò ðàâåí-
ñòâî âûðàæåíèÿ a âåëè÷èíå ðàññòîÿíèÿ l(BC), îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ
íîðìàëèçàòîðà "íîðìðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(r) Íåîòðèöàòåëüíîñòü äëèíû.
∀a(0 ≤ äëèíà(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(a = äëèíà(b) → 0 ≤ a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Èñïîëüçóåòñÿ óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðî-
âåðÿþùèé íàëè÷èå ïîñûëêè ñ ñèìâîëîì "äëèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(s) Ðàçíîå.
∀A(0 ≤ ýêñöåíòðèñèòåò(A))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(a = ýêñöåíòðèñèòåò(b) → 0 ≤ a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(0 ≤ sin(óãîëìåæäó(a, b)))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ñìðàâíî(ôèêñ(0 2 1))", ïîçâîëÿþùèé èäåíòèôè-
öèðîâàòü âûðàæåíèå sin(óãîëìåæäó(a, b)) ñ òåðìîì sin A, åñëè â êîíòåêñòå
ñîäåðæèòñÿ ðàâåíñòâî A = óãîëìåæäó(a, b). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.
∀abcd(b < a & 0 < c & 0 ≤ d + bc → 0 ≤ d + ac)

∀abcd(a < b & 0 < c & 0 ≤ d− bc → 0 ≤ d− ac)

Âûðàæåíèå a èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "óãîë", "ðàññòîÿ-
íèå", "ïëîùàäü". Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêà-
åòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) → 0 ≤ π − 2∠(ABD))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABpqmn(0 < m & 0 < p & 0 < ml(AB)+n & 0 ≤ pn−mq → 0 ≤ pl(AB)+ q)

Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ n, q íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "óãîë",
"ðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

54. Êîíå÷íûå ñóììà è ïðîèçâåäåíèå.
∀fg(0 ≤ f(x) → 0 ≤

∏
x,g(x)

f(x)

∀fg(0 ≤ f(x) → 0 ≤
∑

x,g(x)

f(x)

Ïåðåìåííûå f, g - ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, ïðè÷åì åìó ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà g(x). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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55. Ó÷åò ïðåäåëüíûõ óñëîâèé.
∀abx((x → a\b) & 0 < a → 0 ≤ x)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óêàçàòåëü íà
ñòðåìëåíèå ïåðåìåííîé x ê òî÷êå a, ïðè÷åì b - òèï ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíî-
ñòè ýòîé òî÷êè (äâóñòîðîííÿÿ ëèáî ëåâàÿ). Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Â ñëó÷àå ïðàâîé
îêðåñòíîñòè ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íåñòðîãèì:
∀abx((x → a + 0) & 0 ≤ a → 0 ≤ x)

Äëÿ óñìîòðåíèÿ íåñòðîãîãî çíàêà ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî x âûðàæåíèÿ ñîçäà-
íû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcx((x → c + 0) & 0 < a & 0 ≤ ac + b → 0 ≤ ax + b)

∀abcx((x → c− 0) & 0 < a & ac + b ≤ 0 → ax + b ≤ 0)

∀abcx((x → c− 0) & a < 0 & 0 ≤ ac + b → 0 ≤ ax + b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 3, îñòàëüíûõ ïðèåìîâ - 2. Äëÿ áîëåå ñëîæ-
íûõ âûðàæåíèé ñ x âû÷èñëÿåòñÿ èõ ïðåäåë â òî÷êå a:
∀abcx((x → a\b) & c = limx→a\b f(x) & (c = ∞ ∨ 0 < c) → 0 ≤ f(x))

∀abcx((x → a\b) & c = limx→a\b f(x) & (c = −∞ ∨ c < 0) → f(x) ≤ 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð" è îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë", âû÷èñëÿþùåìó íåîá-
õîäèìûé ïðåäåë. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f(x) ñîäåðæèò x. Ïîñëå îá-
ðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ïðåäåë". Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè ïðåäåë îêàçàë-
ñÿ ðàâåí 0, èñïîëüçóåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì, óñìàòðèâàþ-
ùèì ëîêàëüíóþ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè f(x):
∀ax((x → a+0) & limx→a+0 f(x) = 0 & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), x−÷èñëî), a) →
0 ≤ f(x))

∀ax((x → a− 0) & limx→a−0 f(x) = 0 & óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), x− ÷èñëî), a) →
0 ≤ f(x))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ óñìîòðåíèÿ íåîòðèöà-
òåëüíîñòè ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀afi(lim(f) = a & 0 ≤ f(i) → 0 ≤ a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì ïîñðåäñòâîì lim ôîðìóëüíûé
ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "ïðåäåëïîñëåä". Âòîðîé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ ïîñûëêà "íàòóðàëüíîå(i)". Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ. Òàê êàê âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ i íåïîñðåäñòâåííî íå èäåíòèôèöèðóåòñÿ, äëÿ íåå ââåäåí
óêàçàòåëü "íîâàÿïåðåìåííàÿ(õ9)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

56. Ôàêòîðèàë.
∀n(0 ≤ n!)
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
57. ×èñëî ñî÷åòàíèé.

∀mn(0 ≤ Cn
m)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
58. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

∀a(0 ≤ ch a)

∀a(0 ≤ a → 0 ≤ sh a)

∀a(a ≤ 0 → sh a ≤ 0)

∀a(0 ≤ a → 0 ≤ th a)

∀a(0 ≤ a → 0 ≤ cth a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abc(0 < a & 0 ≤ a + b → 0 ≤ a ch c + b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(0 ≤ th a + 1)

∀a(0 ≤ 1− th a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
59. Öåëî÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ.

(a) Íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.
∀abn(n− íàòóðàëüíîå & 0 < a & 0 ≤ a + b → 0 ≤ an + b)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, n - ïåðåìåííàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â
ïîñûëêàõ, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀Aan(A(n) & ∀i(A(i) → a(i)− íàòóðàëüíîå) → 0 ≤ a(n))

Ïåðåìåííàÿ a - îáû÷íàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "î÷åâèäíî", ò.å. îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, îïðåäåëÿåìûì ïî âèäó óòâåðæäåíèÿ A(n). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(b) Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.
∀ab(0 ≤ íîä(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(¬(b = 0) & a|b & a|c → 0 ≤ íîä(b, c)− a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Äåëèòåëü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
∀mn(m|n & n− íàòóðàëüíîå→ 0 ≤ n−m)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðåäâàðèòåëü-
íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîñûëêè ñ çàãîëîâêîì "íàòóðàëüíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(d) Öåëàÿ ÷àñòü.
∀a(0 ≤ a → 0 ≤ [a])

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀mnk(n− öåëîå & 0 ≤ m & 0 ≤ mn−m + 2k → 0 ≤ m[n/2] + k)

∀abc(0 ≤ a & ab + c ≤ 0 → a[b] + c ≤ 0)

∀mnk(0 ≤ k & n ≤ 0 & 0 ≤ m + nk → 0 ≤ m + n[k])

∀a(a ≤ 0 → [a] ≤ 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ïîëîæèòåëüíîå öåëîå íå ìåíüøå åäèíèöû.
∀n(n− öåëîå & 0 < n → 0 ≤ n− 1)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Êîíå÷íûé îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë.
∀abmn(a ∈ {m, . . . , n} & 0 ≤ b + m → 0 ≤ a + b)

∀abmn(a ∈ {m, . . . , n} & b + n ≤ 0 → a + b ≤ 0)

Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.
∀abmn(a ∈ {m, . . . , n} & 0 ≤ b− n → 0 ≤ b− a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âûðàæåíèå b íå îáÿçàòåëüíî êîíñòàíòíîå.
Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
∀a(a ∈ {m, . . . , n} → 0 ≤ n− a)

∀a(a ∈ {m, . . . , n} → 0 ≤ a−m)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(g) Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.

∀a(0 ≤ deg(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(0 ≤ deg(a)− deg(ìëàäøèå÷ëåíû(a)))

Ïîñðåäñòâîì "(ìëàäøèå÷ëåíû(a))" îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ñòàð-
øåãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Âû÷åò ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ.
∀in(n− íàòóðàëüíîå→ 0 ≤ i(mod n))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀bin(n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ b + 1 → 0 ≤ n− i(mod n) + b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Ñèãíóì.
∀d(sg d ≤ 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ a− |b| → 0 ≤ a + b sg c)
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Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Ïðîñòîå ÷èñëî.
∀pn(ïðîñòîå(p) & 0 ≤ m + 2 → 0 ≤ p + m)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.
∀abx(x− íàòóðàëüíîå & a− öåëîå & a < x & 0 ≤ a + b + 1 → 0 ≤ x + b)

∀abx(x− íàòóðàëüíîå & a− öåëîå & x < a & 0 ≤ b− a + 1 → 0 ≤ b− x)

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âìåñòî çàãîëîâêà "íàòó-
ðàëüíîå" äîïóñêàåòñÿ çàãîëîâîê "öåëîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcd(c ≤ [a] + d & 0 ≤ b + c− d− 1 → 0 ≤ a + b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âû-
ðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(l) Äðîáíàÿ ÷àñòü.
∀a(0 ≤ äðîáíàÿ÷àñòü(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
60. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû.

(a) Åäèíèöû èçìåðåíèÿ. Òåîðåìû ïðèåìîâ - íåðàâåíñòâà, âûðàæàþùèå íåîò-
ðèöàòåëüíîñòü åäèíèö èçìåðåíèÿ "ñì", "äì", "ì", "êì", "ñåê", "ìèí",
"÷àñ", "äí."(âñòðå÷àþùàÿñÿ â òåêñòîâûõ çàäà÷àõ åäèíèöà "äåíü"), "ã",
"êã", "ò", "ë", "Í", "Äæ", "ìîëü", "ðóá". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

(b) Ñêîðîñòü.
∀ab(0 ≤ ñêîðîñòü(a, b))

Çäåñü "ñêîðîñòü(a, b)" - äëèíà âåêòîðíîé ñêîðîñòè òî÷êè a â ìîìåíò b (ñêî-
ðîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(c = ñêîðîñòü(a, b) → 0 ≤ c)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(c) Óìåíüøåíèå âûñîòû ïðè ïàäåíèè òåëà.

∀aTpqK(áðîñîê(a, T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & p ∈ T & q ∈ T & 0 ≤ q−p & T =
[m, n] & Ñêîðîñòü(a, K, m) = âåêòîð0→ 0 ≤ êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3)− êðä(
Ìåñòî(a, q), K, 3))

∀aTpqK(áðîñîê(a, T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & p ∈ T & q ∈ T & 0 ≤ p −
q & T = [m, n] & Ñêîðîñòü(a, K, m) = âåêòîð0 → êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3) −
êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3) ≤ 0)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Îíè îçíà÷àþò, ÷òî ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà a íà ïðîòÿæåíèè ïåðèîäà T äâèæåòñÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿæåñòè, ïðè÷åì äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè
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Çåìëè. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû òîæå áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåð-
âûé èç íèõ îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûé è ïîñëåäíèé ìîìåíòû m,n âðåìåííî-
ãî ïðîìåæóòêà T , âòîðîé - óêàçûâàåò, ÷òî âåêòîðíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè a
îòíîñèòåëüíî ñâÿçàííîé ñ ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò K â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíà íóëþ. Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿ-
òûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæå-
íèå "êðä(Ìåñòî(a, t),K, 3)" îáîçíà÷àåò òðåòüþ (z−) êîîðäèíàòó â ñèñòåìå
K ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè, â êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a îêàçûâàåòñÿ â
ìîìåíò t. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀aT tpqK(áðîñîê(a, T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & T = [p, q] & t ∈ T & Ñêîðîñòü(a,
K, p) = âåêòîð0 & 0 ≤ êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3) → 0 ≤ êðä(Ìåñòî(a, t), K, 3))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. ×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïÿòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Óãëîâàÿ ñêîðîñòü.
∀ab(0 ≤ óãëñêîðîñòü(a, b))

Çäåñü "óãëñêîðîñòü(a, b)" îáîçíà÷àåò ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè a â ìîìåíò b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(c = óãëñêîðîñòü(a, b) → 0 ≤ c)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(e) Ìàññà.

∀a(0 ≤ ìàññà(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(b = ìàññà(a) → 0 ≤ b)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(f) Äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà.

∀a(0äëèòåëüíîñòü(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(b = äëèòåëüíîñòü(a) → 0 ≤ b)

∀abc(äëèòåëüíîñòü(a) + b = c → 0 ≤ c− b)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, 3 è 4.

(g) Ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû.
0 ≤ ÷èñëîÀâîãàäðî
0 ≤ g

0 ≤ ãðàâ
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1. Ïîñðåäñòâîì "ãðàâ" îáîçíà÷åíà ãðàâèòà-
öèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(h) Èñõîäíàÿ äëèíà óïðóãîé ñâÿçè.
∀a(0 ≤ èñõäëèíà(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(i) Àòîìíàÿ ìàññà.

∀a(0 ≤ àòîìíàÿìàññà(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(j) Êîëè÷åñòâî âåùåñòâà.
∀ab(0 ≤ êîëè÷âåùåñòâà(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(k) Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ïðè ïàäåíèè.

∀apqtKT (T = [p, q] & Ðàâíîóñêîðåííîå(a, K, T ) & Ñêîðîñòü(a, K, p) = âåê-
òîð0 & 0 ≤ êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3) − êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3) & t ∈ T →
êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 3) ≤ 0)

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè T , ïðè÷åì â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò ñêîðîñòü òî÷êè ðàâíà 0, à ïîëîæåíèå åå â ïîñëåäíèé ìî-
ìåíò - íèæå, ÷åì â íà÷àëüíûé. Òîãäà â ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé ìîìåíò
t âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè íåïîëîæèòåëüíà. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Íàïðàâëåíèå îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïðè òîðìîæåíèè.
∀apqrtKT (îäíîìåðíäâèæ(a, K, T ) & òîðìîæåíèå(a, T ) & T = [p, q] & íåïîäâ(
K, T ) & âïðàâî(Ñêîðîñòü(a, K, p), K) & t ∈ T & r ∈ T & 0 ≤ t − r → 0 ≤
êðä(Ìåñòî(a, t), K, 1)− êðä(Ìåñòî(a, r), K, 1))

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè T äâèæåòñÿ ïî îñè àáñöèññ
â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Ñóììàðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
íåå, ïðîòèâîïîëîæíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ è ðàâíà íóëþ â ñëó÷àå îñòàíîâ-
êè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà ñêîðîñòü òî÷êè
íàïðàâëåíà âïðàâî. Òîãäà â áîëåå ïîçäíèé ìîìåíò ïðîìåæóòêà òî÷êà îêà-
æåòñÿ ïðàâåå, ÷åì â áîëåå ðàííèé ìîìåíò. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé
àíòåöåäåíò áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(m) Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè.
∀abKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & Ñèëû(a, {b, K}, T ) &
ïîâåðõíçåìëè(K) & íåïîäâ(b, T ) & T = [p, q] & Ñêîðîñòü(a, K, p) = âåê-
òîð0→ êðä(Óñêîðåíèå(a, K, T ), K, 3) ≤ 0)

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà T ïî
íåïîäâèæíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè b ïîä äåéñòâèåì òîëüêî ñèëû ðåàêöèè
ñî ñòîðîíû ïëîñêîñòè è ñèëû òÿãîòåíèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðîìåæóòêà
òî÷êà ïîêîèëàñü. Òîãäà z- ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ íåïîëîæèòåëü-
íà. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòåöåäåíò áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ,
îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(n) Ñâÿçü âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïðè äâèæå-
íèè ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.
∀abctKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b, T ) & íå-
ïîäâ(K, T ) & t ∈ T & 0 ≤ c & 0 < êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 1) → 0 ≤
êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 3))

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà T ïî
íåïîäâèæíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè b, óãîë íàêëîíà c êîòîðîé íåîòðèöàòå-
ëåí. Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò x - êîîðäèíàòà åå ñêîðîñòè ïîëîæèòåëüíà,
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òî â ýòîò æå ìîìåíò z - êîîðäèíàòà íåîòðèöàòåëüíà. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòå-
öåäåíòà è ñåäüìîé àíòåöåäåíò áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ ñåäüìîãî
àíòåöåäåíòà ñ íåñòðîãèì íåðàâåíñòâîì. Êðîìå òîãî, äîïóñêàåòñÿ ïðèìå-
íåíèå ïðèåìà ñ ïåðåñòàíîâêîé íîìåðîâ êîîðäèíàò: â àíòåöåäåíòå áåðåòñÿ
z - êîîðäèíàòà, à â ïðîâåðÿåìîì íåðàâåíñòâå - x - êîîðäèíàòà. Óðîâåíü
ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(o) Ñâÿçü âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé óñêîðåíèÿ ïðè äâè-
æåíèè ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(p) Íàïðàâëåíèå ñèëû òðåíèÿ.
∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & T = [p, q] & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b,
T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, p), K, 3) = 0 & 0 < c & Ñè-
ëû(a, {b, K}) → 0 ≤ êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 1))

∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & T = [p, q] & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b,
T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, p), K, 3) = 0 & 0 < c & Ñè-
ëû(a, {b, K}) → 0 ≤ êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 3))

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà T ïî
íåïîäâèæíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè b, óãîë íàêëîíà êîòîðîé ïîëîæèòåëåí.
Íà òî÷êó äåéñòâóþò òîëüêî ñèëà ðåàêöèè ñî ñòîðîíû ïëîñêîñòè è ñèëà
òÿãîòåíèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò òî÷êà ïîêîèëàñü. Òîãäà x- è z- êîìïîíåí-
òû ñèëû òðåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïÿòûé
è âîñüìîé àíòåöåäåíò áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abtiK(äâèæåíèåïî(a, b, t) & íåïîäâ(b, t) & 0 < êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, i) →
êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, t), K, i) ≤ 0)

∀abtiK(äâèæåíèåïî(a, b, t) & íåïîäâ(b, t) & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, i) < 0 →
0 ≤ êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, t), K, i))

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ â ìîìåíò t ïî íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè
b. Åñëè â ýòîò ìîìåíò i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷êè ïîëîæèòåëü-
íà (ëèáî îòðèöàòåëüíà), òî i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñèëû òðåíèÿ íåïîëî-
æèòåëüíà (ñîîòâåòñòâåííî, íåîòðèöàòåëüíà). Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â
ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & T = [p, q] & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b,
T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & 0 < êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3)−êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3)
& êðä(Ñêîðîñòü(a, K, q), K, 3) = 0 & 0 ≤ c & Ñèëû(a, {b, K}) → 0 ≤
êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 1))

∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & T = [p, q] & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b,
T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & 0 < êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3)−êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3)
& êðä(Ñêîðîñòü(a, K, q), K, 3) = 0 & 0 ≤ c & Ñèëû(a, {b, K}) → 0 ≤
êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 3))

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà T ïî
íåïîäâèæíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè b, óãîë íàêëîíà êîòîðîé íåîòðèöàòå-
ëåí. Íà òî÷êó äåéñòâóþò òîëüêî ñèëà ðåàêöèè ñî ñòîðîíû ïëîñêîñòè è
ñèëà òÿãîòåíèÿ. Âûñîòà òî÷êè â íà÷àëüíûé ìîìåíò áîëüøå åå âûñîòû â
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ïîñëåäíèé ìîìåíò, ïðè÷åì â ïîñëåäíèé ìîìåíò òî÷êà íåïîäâèæíà. Òîãäà
x- è z - êîìïîíåíòû ñèëû òðåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåí-
òà, à òàêæå ïÿòûé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Ñåäüìîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & T = [p, q] & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b,
T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3) − êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3) <
0 & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, q), K, 3) = 0 & 0 ≤ c & Ñèëû(a, {b, K}) → êðä(ñè-
ëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 1) ≤ 0)

∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & T = [p, q] & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b,
T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3) − êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3) <
0 & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, q), K, 3) = 0 & 0 ≤ c & Ñèëû(a, {b, K}) → êðä(ñè-
ëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 3) ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âûñîòà òî÷êè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìåíüøå
åå âûñîòû â ïîñëåäíèé ìîìåíò. Òîãäà x- è z- êîìïîíåíòû ñèëû òðåíèÿ
íåïîëîæèòåëüíû.
∀abtiK(äâèæåíèåïî(a, b, t) & Íàêëïëîñê(b, K, c, t) & Íåïîäâ(b, t) & Íåïîäâ(
K, t) & 0 < c & 0 < êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 3) → êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, t),
K, 1) ≤ 0)

∀abtiK(äâèæåíèåïî(a, b, t) & Íàêëïëîñê(b, K, c, t) & Íåïîäâ(b, t) & Íåïîäâ(
K, t) & 0 < c & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 3) < 0 → 0 ≤ êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b,
t), K, 1))

∀abtiKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b, T ) & Íå-
ïîäâ(K, t) & 0 < c & 0 < êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 3) & t ∈ T → êðä(ñèëà-
òðåíèÿ(a, b, t), K, 1) ≤ 0)

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ ïî íåïîäâèæíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè b,
èìåþùåé ïîëîæèòåëüíûé óãîë íàêëîíà. Åñëè z - êîìïîíåíòà âåêòîðà åå
ñêîðîñòè ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà), òî x - êîìïîíåíòà ñèëû òðåíèÿ
íåïîëîæèòåëüíà (íåîòðèöàòåëüíà). Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïî-
ñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abpKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, T ) & 0 < p & ïîäíèìàåò-
ñÿ(a, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) → êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 1) ≤ 0)

∀abpKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, T ) & 0 < p & ïîäíèìàåò-
ñÿ(a, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) → êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 3) ≤ 0)

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a ïîäíèìàåòñÿ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè T ïî
íåïîäâèæíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè b, èìåþùåé ïîëîæèòåëüíûé óãîë íà-
êëîíà. Òîãäà x- è z - êîîðäèíàòû ñðåäíåé ñèëû òðåíèÿ íåïîëîæèòåëüíû.
Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.
∀abtiK(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(
K, T ) & 0 < c & T = [p, q] & Ñêîðîñòü(a, K, p) = âåêòîð0 & Ðàâíîóñêîðåí-
íîå(a, K, T ) & êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3) − êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3) < 0 → 0 ≤
êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 1))

∀abtiK(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, c, T ) & íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(
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K, T ) & 0 < c & T = [p, q] & Ñêîðîñòü(a, K, p) = âåêòîð0 & Ðàâíîóñêîðåí-
íîå(a, K, T ) & êðä(Ìåñòî(a, q), K, 3) − êðä(Ìåñòî(a, p), K, 3) < 0 → 0 ≤
êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, T ), K, 3)

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ â òå÷åíèå ïåðèîäà T ïî íåïîäâèæíîé íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè b, èìåþùåé ïîëîæèòåëüíûé óãîë íàêëîíà. Äâèæåíèå
ðàâíîóñêîðåííîå, ïðè÷åì â íà÷àëüíûé ìîìåíò òî÷êà ïîêîèòñÿ. Âûñîòà òî÷-
êè â ïîñëåäíèé ìîìåíò ìåíüøå åå âûñîòû â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Òîãäà x-
è z- êîìïîíåíòû ñèëû òðåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû. Ïåðâûé, âòîðîé, øåñòîé,
ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(q) Íàïðàâëåíèå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè, ñîåäèíåííûìè ãèáêîé
ñâÿçüþ.
∀abctK(ãèáêàÿñâÿçü(a, b, c, t) & îäíîìåðíäâèæ(a, K, t) & îäíîìåðíäâèæ(b, K,
t) & 0 ≤ êðä(Ìåñòî(a, t), K, 1)−êðä(Ìåñòî(b, t), K, 1) → êðä(ñèëà(a, b, t), K,
1) ≤ 0)

∀abctK(ãèáêàÿñâÿçü(a, b, c, t) & îäíîìåðíäâèæ(a, K, t) & îäíîìåðíäâèæ(b, K,
t) & 0 ≤ êðä(Ìåñòî(a, t), K, 1)− êðä(Ìåñòî(b, t), K, 1) → 0 ≤ êðä(ñèëà(a, b,
t), K, 1))

Ìàòåðèàëüíûå òî÷êè a, b â ìîìåíò t ñîåäèíåíû òîíêîé íåðàñòÿæèìîé íè-
òüþ c è äâèæóòñÿ âäîëü îñè àáñöèññ. Òî÷êà a íàõîäèòñÿ ïðàâåå òî÷êè b.
Òîãäà x- êîîðäèíàòà âåêòîðà ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ òî÷êè b íà òî÷êó a
íåïîëîæèòåëüíà, à òî÷êè a íà òî÷êó b - íåîòðèöàòåëüíà. Ïåðâûå òðè àí-
òåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(r) Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
∀ab(0 ≤ êîýôôòðåíèÿ(a, b))

Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 2.
(s) Óäëèíåíèå óïðóãîé ñâÿçè.

∀at(øíóð(a) → 0 ≤ óäëèíñâÿçè(a, t))

Óäëèíåíèå ãèáêîé óïðóãîé íèòè íåîòðèöàòåëüíî. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïî-
ñûêàõ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abptABKT (óïðóãñâÿçü(a, b, p, T ) & îäíîìåðíûé(ñèëà(a, b, t), K) & 0 ≤ êðä(
ñèëà(a, b, t), K, 1) & Ìåñòî(a, t) = A & Ìåñòî(b, t) = B & 0 ≤ êðä(B, K, 1)−
êðä(A, K, 1) & t ∈ T & ïðÿìêîîðä(K) → 0 ≤ óäëèíñâÿçè(p, t))
Ìàòåðèàëüíûå òî÷êè a, b íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå T ñîåäèíåíû óïðóãîé
(íå îáÿçàòåëüíî ãèáêîé) ñâÿçüþ p, ïðè÷åì âåêòîð ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ
b íà a íàïðàâëåí âïðàâî âäîëü îñè àáñöèññ. Åñëè â ìîìåíò t ïðîìåæóò-
êà T òî÷êà a íàõîäèòñÿ ëåâåå òî÷êè b, òî óäëèíåíèå ñâÿçè â ýòîò ìîìåíò
íåîòðèöàòåëüíî. Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ,
÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(t) Íàïðàâëåíèå ñèëû, ïîäíèìàþùåé òåëî ââåðõ ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.
∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, d, T ) & 0 < d & íåïîäâ(b, T )
& ïîâåðõíçåìëè(K) & òÿíåò(c, a, T ) & ïîäíèìàåòñÿ(a, K, T ) → 0 ≤ êðä(ñè-
ëà(a, c, T ), K, 3))
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∀abcKT (äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, d, T ) & 0 < d & íåïîäâ(b, T )
& ïîâåðõíçåìëè(K) & òÿíåò(c, a, T ) & ïîäíèìàåòñÿ(a, K, T ) → 0 ≤ êðä(ñè-
ëà(a, c, T ), K, 1))

Ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó a òÿíåò ââåðõ ïî íåïîäâèæíîé íàêëîííîé ïëîñêîñòè
b, èìåþùåé ïîëîæèòåëüíûé óãîë íàêëîíà, íåêîòîðàÿ âíåøíÿÿ ñèëà. Òîãäà
x- è z- êîìïîíåíòû âåêòîðà ýòîé ñèëû íåîòðèöàòåëüíû. Òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå
- áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(u) Íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ.
∀apqKT (äâèæâïðàâî(a, K, T ) & Ðàâíîóñêîðåííîå(a, K, T ) & T = [p, q] & Ñêî-
ðîñòü(a, K, q) = âåêòîð0→ êðä(Óñêîðåíèå(a, K, T ), K, 1) ≤ 0)

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè T ðàâíîóñêîðåí-
íî âïðàâî. Â ïîñëåäíèé ìîìåíò ïðîìåæóòêà îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ. Òîãäà x -
êîìïîíåíòà âåêòîðà óñêîðåíèÿ íåïîëîæèòåëüíà. Âñå àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ
â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

61. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.
∀a(a− ÷èñëî→ −∞ ≤ a)

∀a(a− ÷èñëî→ a ≤ ∞)

∀a(a− ÷èñëî→ a ≤ ñ÷åòíîå)
∀a(a− ÷èñëî→ a ≤ êîíòèíóóì)

ñ÷åòíîå ≤ êîíòèíóóì
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

62. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
∀a(0 ≤ ñêàëóìíîæ(a, a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDn(0 ≤ (l(AB))n(l(CD))n − (ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)))n)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

63. Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è îñüþ àáñöèññ.
∀aABCDK(0 ≤ êðä(v, K, 1) & K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) → 0 ≤ π/2 −
óãîëìåæäó(v, âåêòîð(AB)))

Åñëè x- êîîðäèíàòà âåêòîðà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K íåîòðèöà-
òåëüíà, òî óãîë ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì îñè àáñöèññ
íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû ïè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

64. Êîîðäèíàòà âåêòîðà.
(a) Âåêòîð íàïðàâëåí ââåðõ.

∀vK(âåðõíàïð(v, K) → 0 ≤ êðä(v, K, 3))
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Àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåôîðìóëèðîâêó óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëü-
íîñòè z - êîìïîíåíòû âåêòîðà. Îí áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
∀aK(ââåðõ(a, K) → 0 ≤ êðä(a, K, 3))

Âåêòîð íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî ââåðõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀axK(ââåðõ(a, K) & êðä(a, K, 3) = x → 0 ≤ x)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþ-
ùèé íàëè÷èå ïîñûëêè ñ çàãîëîâêîì "ââåðõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.

(b) Âåêòîð íàïðàâëåí âíèç.
∀aKx(âíèç(a, K) → êðä(a, K, 3) ≤ 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀abxK(âíèç(a, K) & êðä(a, K, 3) = bx & b < 0 → 0 ≤ x)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. x - ïåðåìåííàÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óñêîðÿþùèé ôèëüòð
- íàëè÷èå ïîñûëêè ñ çàãîëîâêîì "âíèç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âåêòîð íàïðàâëåí âïðàâî.
∀vK(âïðàâî(v, K) → 0 ≤ êðä(v, K, 1))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Âåêòîð íàïðàâëåí âëåâî.
∀vK(âëåâî(v, K) → êðä(v, K, 1) ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
65. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà.

∀Ab(cardA = b → 0 ≤ b)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé íà-
ëè÷èå ïîñûëêè ñ ñèìâîëîì "ìîùíîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀A(0 ≤ cardA)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀fnyAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & y ∈ B & cardA = n → 0 ≤ n− card(ñëîé(f, y)))

Ìîùíîñòü ïðîîáðàçà ýëåìåíòà íå ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí
èñïîëüçóåò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà A íîðìàëèçàòîð "íîðììîù-
íîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(a ⊆ b → 0 ≤ card b− card a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óêàçàòåëè "ñìðàâíî" ðàçðåøàþò êîñâåííóþ
èäåíòèôèêàöèþ ïîäòåðìîâ card a, card b ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâ äëÿ íèõ,
èìåþùèõñÿ â ïîñûëêàõ. Óñêîðÿþùèé ôèëüòð ïðîâåðÿåò íàëè÷èå ïîñûëêè ñ
çàãîëîâêîì "ñîäåðæèòñÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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66. Äëèíà íàáîðà.
∀f (0 ≤ l(f))

Çäåñü l(f) - ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì âûðàæåíèå "äëèíàíà-
áîðà(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀An(n = l(A) → 0 ≤ n)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
67. Âåðîÿòíîñòü.

∀AB(0 ≤ âåðîÿòíîñòü(A, B))

∀ABC(0 ≤ óñëâåðîÿòí(A, B, C))

Ïîñðåäñòâîì "âåðîÿòíîñòü(A, B)" îáîçíà÷åíà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A â âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâåB, "óñëâåðîÿòí(A, B, C)" - óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
A ïðè íàëè÷èè ñîáûòèÿ B â ïðîñòðàíñòâå C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

68. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
∀abfgxP (0 ≤ b & 0 ≤ a− b & f = ôóíêðàñïðåä(g, P ) → 0 ≤ a− bf(x))

Çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå ïðåâîñõîäèò 1. Ïåð-
âûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - áå-
ðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ, ò.å. f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ òåð-
ìîì âèäà "çíà÷åíèå(ft)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀fgxP (f = ôóíêðàñïðåä(g, P ) → 0 ≤ f(x))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀fgxP (f = ïëîòíðàñïðåä(g, P ) → 0 ≤ f(x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
69. Äâîè÷íûå íàáîðû.

∀anx(äâíàáîð(x, n) → 0 ≤ n− êîëè÷(x, a))

Êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ äâîè÷íîãî íàáîðà x, ðàâíûõ çàäàííîìó çíà÷åíèþ a, íå
ïðåâîñõîäèò äëèíû íàáîðà. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(0 ≤ äâðàññò(a, b))

Ïîñðåäñòâîì äâðàññò(a, b) îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå ïî Õýììèíãó ìåæäó äâîè÷-
íûìè íàáîðàìè a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(0 ≤ d & 0 ≤ c + d → 0 ≤ cäâíîðìà(a & b) + däâíîðìà(a))

∀abcd(0 ≤ & c + d ≤ 0 → cäâíîðìà(a & b) + däâíîðìà(a) ≤ 0)

×èñëî åäèíèö â êîíúþíêöèè äâîè÷íûõ íàáîðîâ a, b íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà åäè-
íèö â íàáîðå a. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

70. Òî÷êè ìèíèìóìà ëèáî ìàêñèìóìà.
∀abcmnk(Pmax(λi(a(i), i ∈ {m, . . . , n}), b, c) & 0 ≤ m + k → 0 ≤ b + k)

Óòâåðæäåíèå Pmax(f, b, c) îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f ïðè-
íèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå c íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå
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f îïðåäåëåíà íà êîíå÷íîì îòðåçêå öåëûõ ÷èñåë {m, . . . , n}, òàê ÷òî b íå ìåíåå m.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ââåäåí óêàçàòåëü "âàðèàíò(. . .)", ðàçðåøàþùèé èäåíòèôèêàöèþ
ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ñ óòâåðæäåíèåì âèäà Pmin(. . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀abcmnk(Pmax(λi(a(i), i ∈ {m, . . . , n}), b, c) & 0 ≤ k − n → 0 ≤ k − b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
71. Ðàçíîå.

(a) Ìîíîòîííîñòü ëîãàðèôìà.
∀axy(0 < a− 1 & x ≤ y → loga x ≤ loga y)

∀axy(0 < −a + 1 & y ≤ x → loga x ≤ loga y)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) ×èñëî âåðøèí ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âåðøèí èñ-
õîäíîãî ãðàôà.
∀ABc(ïîðîæäïîäãðàô(A, B) & 0 ≤ c−card(âåðøèíû(A)) → 0 ≤ c−card(âåð-
øèíû(B)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Çíà÷åíèå ïåðåñòàíîâêè êîíå÷íîãî îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë çàêëþ÷åíî ìåæäó
ãðàíèöàìè ýòîãî îòðåçêà.
∀fmni(ïåðåñòàíîâêà(f, {m, . . . , n}) → 0 ≤ n− f(i))

∀fmni(ïåðåñòàíîâêà(f, {m, . . . , n}) → 0 ≤ f(i)−m))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí îïåðàòîðó "ïðîâìåíüøå". Ïîýòîìó îãðàíè÷èâàåìñÿ ïåðå÷èñ-
ëåíèåì íàçâàíèåì ãðóïï åãî ïðèåìîâ. Åñëè íåêîòîðûå ïðèåìû ãðóïïû ñêîëü-íèáóäü
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèåìîâ îïåðàòîðà "ïðîâìåíüøå", ïðèâîäèì
èõ òåîðåìû.

1. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñììåíüøåèëèðàâíî".
2. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòè÷íîé îöåíêè.
∀abcdefghij(0 ≤ a & 0 ≤ b & c2 = ab & d = 2e − |f | & g = 2h − |f | & 0 ≤ d & 0 ≤
g & 2j ≤ ad + bg + 2i → j ≤ ea + hb + fc + i)

Ïåðåìåííûå e, f, h èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Àíòåöåäåíòû ñ 4-ãî ïî 7 âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Âîñüìîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîâåðêà", âûïîë-
íÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê òîìó æå îïåðàòîðó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 1.
∀abcdefghi(0 ≤ a & 0 ≤ b & c2 = ab & 0 < d & 0 < e & f = 4de−g2 & 0 ≤ f & 4di ≤
bf + 4dh → i ≤ da + eb + gc + h)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
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3. Ïîãëîùåíèå ÷àñòè îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñëàãàåìûìè ñ ïðèìåíåíèåì êâàä-
ðàòè÷íîé îöåíêè.
∀abcdefghi(0 ≤ a & 0 ≤ b & c2 = ab & d2 = ef & 0 < e & 0 < f & i ≤ (g+2d)c+h →
i ≤ ea + fb + gc + h)

4. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñ äâóêðàòíûì èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èç
íèõ.

5. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî òðåìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòè÷íîé îöåíêè.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî òðåìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êóáè÷åñêîé îöåíêè.
7. Ïîãëîùåíèå ÷àñòè îäíîãî ñëàãàåìîãî òðåìÿ ñëàãàåìûìè.
8. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî äâóìÿ ñ ïðèìåíåíèåì êóáè÷åñêîé îöåíêè.
9. Èçâëå÷åíèå íèæíåé îöåíêè ïðîèçâåäåíèÿ èç íåðàâåíñòâ äëÿ ñîìíîæèòåëåé.
10. Èçâëå÷åíèå íèæíåé îöåíêè ñóììû êâàäðàòîâ èç íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû.

∀abcdefg(0 ≤ f & 0 ≤ ad + bd + cd + e & 0 < d & 0 ≤ fe2 + 3d2g & e ≤ 0 → 0 ≤
a2f + b2f + c2f + g)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðî-
öåäóðå "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdef (0 ≤ e & 0 ≤ ad+bd+c & 0 < d & 0 ≤ ec2+2d2f & c ≤ 0 → 0 ≤ a2e+b2e+f)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
11. Îöåíêà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ ÷åðåç ñóììó, ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè ïðàâóþ ÷àñòü

íåðàâåíñòâà ê âèäó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.
12. Ïîïûòêà çàìåíû ñóììû êâàäðàòîâ íà óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå.
13. Ïîïûòêà çàìåíû ñóììû êâàäðàòà è óäâîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà äðóãîé êâàä-

ðàò, âçÿòûé ñ îáðàòíûì çíàêîì.
14. Îöåíêà ñâåðõó äëÿ ðàäèêàëà âòîðîé ñòåïåíè.
15. Îöåíêà, èñïîëüçóþùàÿ âûïóêëîñòü ñòåïåííîé ôóíêöèè.
16. Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè äâóõ ñëàãàåìûõ.
17. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê, äàþùåãî êîíñòàíòíóþ îöåíêó äëÿ ïå-

ðåìåííîé.
18. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ îäíèì ðàäèêàëîì.
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Íîðìàëèçàòîð ðåøåíèÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "óðàâíìåíüøåèëèðàâíî"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí íîðìàëèçàòîðó ðåøåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "óðàâíìåíüøå", è
äàëåå îãðàíè÷èâàåìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì íàçâàíèé ãðóïï ïðèåìîâ:

1. Óñòðàíåíèå ìèíóñà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
2. Óñòðàíåíèå äðîáè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
3. Óñòðàíåíèå ñòåïåíè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
4. Íåðàâåíñòâî ñ ïðîèçâåäåíèåì â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé.
5. Íåðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíîé äðîáüþ â îäíîé ÷àñòè.
6. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ −x ≤ a, a ≤ x.
7. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ x + a ≤ b, b ≤ x + a.
8. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ xa ≤ b, b ≤ xa.
9. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëåì.
10. Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè.
11. Ðåøåíèå ïðîñòåéøåãî ñòåïåííîãî íåðàâåíñòâà ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

ñòåïåíè.
12. Ðåøåíèå ïðîñòåéøåãî ñòåïåííîãî íåðàâåíñòâà ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

ñòåïåíè.
13. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
14. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ëèáî ðàâåíñòâà èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâ

äëÿ íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ.
15. Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ñ íåèçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè.
16. Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà.
17. Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ñ îäèíàêîâûì íåèçâåñòíûì ðàäèêàëîì.
18. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò íåðàâåíñòâà ñ îäíèì ëèáî äâóìÿ ðàäèêàëàìè.
19. Ïîòåíöèðîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.
20. Ëîãàðèôìèðîâàíèå ïîêàçàòåëüíûõ íåðàâåíñòâ.
21. Ïåðåõîä ê òàíãåíñó ïîëîâèííîãî óãëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâàõ.
22. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà â íåèçâåñòíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
23. Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâà äëÿ ñèíóñà ê óðàâíåíèþ.

∀x(1 ≤ sin x ↔ sin x = 1)

∀x(sin x ≤ −1 ↔ sin x = −1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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24. Ðàçíîå.
(a) Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ è óäâîåííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ, äîìíîæåííîãî íà íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò.
∀abx(x ≤ 1 & − 1 ≤ x → 2abx ≤ a2 + b2)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèç-
âåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Óñìîòðåíèå êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà â ïîêàçàòåëüíîì íåðàâåíñòâå ñ èç-
âåñòíûìè îñíîâàíèÿìè íåèçâåñòíûõ ñòåïåíåé.
∀abcdefgh(2e− c = 0 → abc+d + gbe+f ≤ h ↔ abcbd + gbebf ≤ h)

Âûðàæåíèÿ a, b, d, f, g, h, íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèÿ c, e - ñî-
äåðæàò. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé. Â ðåçóëüòàòå
ïðåäïðèíèìàåìîé ïðèåìîì ïåðåãðóïïèðîâêè âîçíèêàåò êâàäðàòíîå íåðà-
âåíñòâî îòíîñèòåëüíî be. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "íîðììåíüøåèëèðàâíî"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí íîðìàëèçàòîðó ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Îí èìååò ñëåäóþùèå ãðóï-
ïû ïðèåìîâ:

1. Óñòðàíåíèå ìèíóñà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòüþ.
2. Óñòðàíåíèå ìíîæèòåëÿ îïðåäåëåííîãî çíàêà â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ïðîòèâî-

ïîëîæíîé ÷àñòüþ.
3. Óñòðàíåíèå äðîáè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
4. Óñòðàíåíèå ñòåïåíè â íåðàâåíñòâå ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.
5. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøåèëè-

ðàâíî".
6. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøå".
7. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò ÷àñòåé íåðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûìè ðàäèêàëàìè.
8. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà.
∀a(0 ≤ a → a ≤ 0 ↔ a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ "ñòàíäìåíüøåèëè-
ðàâíî"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí íîðìàëèçàòîðó ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ "ñòàíä-
ìåíüøå".
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Ñèíòåçàòîð "âåðõíÿÿîöåíêà"

Åñëè íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü íåñòðîãóþ âåðõíþþ ëèáî íèæíþþ îöåíêó íåêîòîðîãî
âûðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ñïèñêà ïîñûëîê, òî èñïîëüçóþòñÿ ñèíòåçàòîðû
"âåðõíÿÿîöåíêà" è "íèæíÿÿîöåíêà". Ïîëó÷åíèå ñòðîãèõ îöåíîê ïîêà íå ïðåäóñìîò-
ðåíî. Àíòåöåäåíò òåîðåìû ïðèåìà, îáðàùàþùèéñÿ ê ñèíòåçàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà",
èìååò âèä a ≤ x. Çäåñü a - íåêîòîðîå âûðàæåíèå, âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ê ìîìåíòó
îáðàùåíèÿ óæå èäåíòèôèöèðîâàíû; x - åùå íå èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ïåðåìåííàÿ, êî-
òîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëå ðàáîòû ñèíòåçàòîðà íàéäåííàÿ èì âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ a.
Òåîðåìà ïðèåìà ñèíòåçàòîðà èìååò ñâîèì êîíñåêâåíòîì óòâåðæäåíèå âèäà A ≤ B, ãäå
A - îöåíèâàåìîå âûðàæåíèå, èäåíòèôèöèðóåìîå ñ ïîñòóïàþùèì íà âõîä ñèíòåçàòîðà
âûðàæåíèåì, B - âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ A, ïðèñâàèâàåìàÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé. Åñëè
ïðè îáðàùåíèè ñèíòåçàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò x1 . . . xn), òî âåðõ-
íÿÿ îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ
x1, . . . xn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îöåíêà ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Ðåçóëü-
òàòû îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó ñîõðàíÿþòñÿ â áóôåðå, îòêóäà è èçâëåêàþòñÿ ïðè
ïîâòîðíîì èäåíòè÷íîì îáðàùåíèè. Ñèíòåçàòîðû "âåðõíÿÿîöåíêà", "íèæíÿÿîöåíêà"
- ïåðå÷èñëÿþùèå îïåðàòîðû. Îíè âûäàþò íå êàêóþ-òî îäíó íàéäåííóþ èõ ïðèåìàìè
îöåíêó, à âñåâîçìîæíûå òàêèå îöåíêè, èçáåãàÿ ïðè ïåðå÷èñëåíèè ïîâòîðåíèé. Ñèí-
òåçàòîð "âåðõíÿÿîöåíêà" èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀a(| cos a| ≤ 1)

∀a(| sin a| ≤ 1)

∀a(cos a ≤ 1)

∀a(sin a ≤ 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
2. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abc(a sin b + c cos b ≤

√
a2 + c2)

∀abc(|a sin b + c cos b| ≤
√

a2 + c2)

Ïåðåìåííûå a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Òðåõ÷ëåí ñ ñèíóñîì è êîñèíóñîì.
∀abc(a(sin x)2 + b(cos x)2 + c sin x cos x ≤ (a + b +

√
(a− b)2 + c2)/2)

Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ïëþñ.
∀abcd(a ≤ c & b ≤ d → a + b ≤ c + d)

Àíòåöåäåíòû âûïîëíÿþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó "âåðõíÿÿîöåí-
êà". Óêàçàòåëü "ïåðâûéòåðì(ôèêñ(0 1 1))" îáåñïå÷èàåò îäíîâðåìåííóþ îáðà-
áîòêó âñåõ ñëàãàåìûõ äëÿ ñóììû ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abc(a ≤ b → a + c ≤ b + c)
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Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê
îïåðàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà". Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïî-
ïûòêè ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ìèíóñ.
∀abc(c ≤ a + b → −a− b ≤ −c)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ab(b ≤ a → −a ≤ −b)

Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀ab(|a| ≤ b → −a ≤ b)

Âûðàæåíèå a èìååò âõîæäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè. Àíòåöåäåíò âû-
ïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óìíîæåíèå.
∀abcd(|a| ≤ b & |c| ≤ d → |ac| ≤ bd)

Àíòåöåäåíòû îáðàùàþòñÿ ê îïåðàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 < a & b ≤ c → ab ≤ ac)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ êîíñòàíòíûõ ñîìíîæè-
òåëåé. Ýòî ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò åäèíèöû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óêàçà-
òåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(0 ≤ a & a ≤ c & b ≤ d & 0 ≤ d → ab ≤ cd)

Âûðàæåíèÿ a, b íåêîíñòàíòíûå è íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè. Âòîðîé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû îáðàùàþòñÿ ê îïåðàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

7. Äðîáü.
∀abc(0 < c & a ≤ b → a/c ≤ b/c)

Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðó-
åò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abcd(0 < a & b/c ≤ d → ab/c ≤ ad)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 < a & 0 ≤ b → ab/(a2 + b2) ≤ 1/2)
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Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 < c & c ≤ b & 0 < a → a/b ≤ a/c)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, âòîðîé - îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdex(0 < ad− bc & 0 < cx + d & a/c ≤ e → (ax + b)/(cx + d) ≤ e)

x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèÿ a, b, c, d. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿî-
öåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 < c & c < b & 0 < a → a/b ≤ a/c)

Âûðàæåíèÿ a, c êîíñòàíòíûå. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé è
òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀abcdft(0 ≤ c− f(t) & ac/b ≤ d & 0 < a & 0 < b → af(t)/b ≤ d)

Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðå÷èñëÿþùèé
ïåðåìåííûå, êîòîðûå íå äîëþíû âõîäèòü â âåðõíþþ îöåíêó. Ýòè ïåðåìåííûå
âñòðå÷àþòñÿ êàê â t, òàê è â b. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé -
îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà" (êîììåíòàðèé "íåçàâèñèò" ïåðåäàåò-
ñÿ ïðè îáðàùåíèè àâòîìàòè÷åñêè). Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀mnp(0 < k & 0 ≤ n− k & m ≤ p → m/n ≤ |p|/k)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî âñòðå÷àþòñÿ êàê
â m, òàê è â n. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ
ñëó÷àé ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Ïåðåìåííûå êîììåíòàðèÿ "íåçàâèñèò" íå âõîäÿò
â k. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé -
îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(0 < c & c ≤ b → a/b ≤ |a|/c)
Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî íå âõîäÿò â a. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì
"íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Ñòåïåíü.
∀abc(0 < c & |a| ≤ b → ac ≤ bc)

∀abc(0 < c & |a| ≤ b → |ac| ≤ bc)

Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
∀a((−1)a ≤ 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(c− rational & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & a ≤ b →
ac ≤ bc)
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Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåä-
íèé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 < c & a ≤ b & 0 ≤ a → ac ≤ bc)

∀abcd(0 < c & a/d ≤ b & 0 ≤ a & 0 ≤ d → ac/dc ≤ bc)

Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõ-
íÿÿîöåíêà", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Êîíñòàíòà.
∀a(a ≤ a)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Îíî áåðåòñÿ â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé âåðõíåé îöåí-
êè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé
òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ïàðàìåòðû . . .), íå ñîäåðæàùåãî ïåðåìåííûõ
âûðàæåíèÿ a. Çäåñü âûðàæåíèå a áåðåòñÿ â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé âåðõíåé îöåí-
êè íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ.

10. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëîê.
(a) Íåðàâåíñòâî ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.

∀ab(0 < b− a → a ≤ b)

∀ab(a + b < 0 → a ≤ −b)

Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñ-
êàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Íåðàâåíñòâî äëÿ îöåíèâàåìîãî âûðàæåíèÿ.
∀ab(a < b → a ≤ b)

Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñ-
êàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Òðàíçèòèâíîñòü.
∀abcd(0 ≤ −a + c & c ≤ d → a ≤ d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Âûðàæåíèÿ a, c íå èìåþò îáùèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè
ýòîì ïåðâîå èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcx(a + c ≤ x & 0 ≤ b + c → a− b ≤ x)

Âûðàæåíèå b íåêîíñòàíòíîå. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .). Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Îöåíêà ìîäóëÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâ.
∀abc(0 ≤ a + c & 0 ≤ b− c → |c| ≤ max(|a|, |b|))
Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì
äîïóñêàþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Îöåíêà ìîäóëÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ.
∀abcemnpq(¬(m = 0) & 0 < e− |am +n| & |b| ≤ q & |cm− bn| ≤ p → |ab + c| ≤
(p + qe)/|m|)
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì
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"âåðõíÿÿîöåíêà". Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòî-
ðîãî âõîäÿò â a è íå âõîäÿò â e, m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Îöåíêà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ.
∀ab(0 < a− |b| → b ≤ |a|)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî íå âõî-
äÿò â a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Îöåíêà âåëè÷èíû ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà äëÿ îòêëîíåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû.
∀abcd(¬(d = 0) & 0 < a− |b + cd| → c ≤ −b/d + a/|d|)
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî âõîäÿò
â c è íå âõîäÿò â a, b, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Îöåíêà çíà÷åíèé ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà íà êîíå÷íîì ïðîìå-
æóòêå.
∀mn(n − íàòóðàëüíîå & m − öåëîå & 0 ≤ m − n → f(n) ≤ sup(setx(∃i(i ∈
{1, . . . ,m, } & x = f(i)))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðå-
òèé - áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåí-
íûå êîòîðîãî âõîäÿò â n è íå âõîäÿò â m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

11. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí.
∀abcx(a < 0 → ax2 + bx + c ≤ c− b2/4a)

Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Êóáè÷åñêèé ÷åòûðåõ÷ëåí íà îòðåçêå.
∀abcdefpqr(p = b2 − 3ac & 0 ≤ p & ¬(a = 0) & q = (−b−√p)/3a & r = (f ïðè 0 <
a, èíà÷å e) & e ≤ x & x ≤ f → ax3 + bx2 + cx + d ≤ max(aq3 + bq2 + cq + d, ar3 +
br2 + cr + d))

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûë-
êàõ, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò îá-
ðàùåíèå â íîëü êîýôôèöèåíòîâ b, c. Ñâîáîäíûé ÷ëåí d òîæå ìîæåò áûòü íóëå-
âûì. Ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
óïðîùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Ëîãàðèôì.
∀abc(0 < a− 1 & b ≤ c → loga b ≤ loga c)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
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14. Ñóììà äâóõ ëîãàðèôìîâ.
∀abcde(0 < a− 1 & 0 < b & d + 2 loga b ≤ e → loga(b + c) + loga(b− c) + d ≤ e)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

15. Öåëàÿ ÷àñòü.
∀ab(a ≤ b → [a] ≤ [b])

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.
∀abcdef (0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 < c & 0 < d & 0 < e & 0 < f & ab/cf ≤ p →
a[bd/ce]e/df ≤ p)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà", îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ëþáàÿ èç ïåðåìåííûõ ìîæåò
ïðèíèìàòü âûðîæäåííîå åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
∀a(arcsin a ≤ π/2)

∀a(arccos a ≤ π)

∀a(arctg a ≤ π/2)

∀a(arcctg a ≤ π)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀a((arcsin a)2 + (arccosa)2 ≤ 5π2/4)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
17. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà.

∀an(l(a) = n → card{; a} ≤ n)

Çäåñü a - êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð" è âû÷èñëÿåò äëèíó n ýòîãî íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
card∅ ≤ 0

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcmn(carda ≤ n & cardb ≤ m → card(a ïðè c, èíà÷å b) ≤ max(m, n))

∀abmn(carda ≤ n & cardb ≤ m → card(a ∪ b) ≤ m + n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Âûðàæåíèÿ m,n
äîëæíûé áûòü íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

18. Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íåçàâèñèò".
∀a(a ≤ a)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî íå âõîäÿò â a. Òîãäà
âûðàæåíèå a âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

19. Ìîäóëü
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(a) Ñëîæåíèå äðîáåé ïðè îöåíêå ìîäóëÿ.
∀abcde(d = a/b + c & |d| ≤ e → |a/b + c| ≤ e)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàáàòû-
âàåò âûðàæåíèå a/b + c íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå", âûïîëíÿþùèì
ñëîæåíèå äðîáåé è ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ íà ìíîæèòåëè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó
"âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ìîäóëü äðîáè.
∀abcd(|a| ≤ c & d ≤ |b| & ¬(d = 0) → |a/b| ≤ c/d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà", âòîðîé
- îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Èñïîëüçîâàíèå âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì.
∀abc(b ≤ a & a ≤ c → |a| ≤ max(|b|, |c|))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà", âòîðîé
- îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Îöåíêà ìîäóëÿ ñ êîíå÷íîé ñóììîé.
∀abcfmnpqr(|q|(

∑n
i=m |f(i) + a|)/|r| ≤ b & |p − (qa(n −m + 1))/r| ≤ c → |p +

q(
∑n

i=m f(i))/r| ≤ b + c)

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ â ïîñûëêàõ êâàíòîðíîé èìïëè-
êàöèè, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ j è ñîäåðæàùåé â
ñâîåì êîíñåêâåíòå âûðàæåíèå |f(j)+a|. Çàòåì ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 3.
∀abcfmnpqr(|q|(

∑n
i=m |a − f(i)|)/|r| ≤ b & |p + (qa(n −m + 1))/r| ≤ c → |p +

q(
∑n

i=m f(i))/r| ≤ b + c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî êîíñåêâåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñîäåð-
æèò âûðàæåíèå |a− f(j)|.

(e) Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî íåðàâåíñòâà èç ïîñûëîê ïðè îöåíêå êîíå÷íîé
ñóììû ìîäóëåé.
∀acdmnpqrs(∀j(j − íàòóðàëüíîå & c ≤ j → |f(j) + a| ≤ d) & p

∑c
i=m |f(i) +

a|/q ≤ r & p(n−m + 1)d/q ≤ s → p
∑n

i=m |f(i) + a|/q ≤ r + s)

∀acdmnpqrs(∀j(j − íàòóðàëüíîå & c ≤ j → | − f(j) + a| ≤ d) & p
∑c

i=m |a −
f(i)|/q ≤ r & p(n−m + 1)d/q ≤ s → p

∑n
i=m |a− f(i)|/q ≤ r + s)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì â åãî êîíñåêâåíòå äîïóñêà-
åòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

20. Èñïîëüçîâàíèå ìîíîòîííîñòè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
∀afmnx(x ∈ {m, . . . , n} & íåóáûâàåò(λx(f(x), x − öåëîå), {m, . . . , n}) & f(n) ≤
a → f(x) ≤ a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. x - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå f(x). Ïåðåìåííàÿ f - ôóíê-
öèîíàëüíàÿ, òàê ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå - ïðîèçâîëüíîãî âèäà. Ââåäåí ñðàâ-
íèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.
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21. Çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ýëåìåíòå ìíîæåñòâà âû÷åòîâ.
∀fmn(f(m(modn)) ≤ sup(setx(∃i(i ∈ {0, . . . , n− 1} & x = f(i)))))

Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå
êîòîðîãî íå âõîäÿò â âûðàæåíèÿ f, n è âõîäÿò â âûðàæåíèå m. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

22. Óñëîâíîå âûðàæåíèå.
∀abmnP (a ≤ m & b ≤ n → (a ïðè P, èíà÷å b) ≤ max(m,n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

Ñèíòåçàòîð "íèæíÿÿîöåíêà"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí îïåðàòîðó "âåðõíÿÿîöåíêà". Àíòåöåäåíò òåîðåìû ïðèåìà, îá-
ðàùàþùèéñÿ ê ýòîìó îïåðàòîðó, èìååò âèä x ≤ a. Çäåñü a - íåêîòîðîå âûðàæåíèå,
âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ê ìîìåíòó îáðàùåíèÿ óæå èäåíòèôèöèðîâàíû; x - åùå íå
èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëå ðàáîòû ñèíòåçàòî-
ðà íàéäåííàÿ èì íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ a. Òåîðåìà ïðèåìà ñèíòåçàòîðà èìååò ñâîèì
êîíñåêâåíòîì óòâåðæäåíèå âèäà A ≤ B, ãäå B - îöåíèâàåìîå âûðàæåíèå, èäåíòèôè-
öèðóåìîå ñ ïîñòóïàþùèì íà âõîä ñèíòåçàòîðà âûðàæåíèåì, A - âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ
B, ïðèñâàèâàåìàÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé. Ïðèåìû ñèíòåçàòîðà òàêîâû:

1. Ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀a(−1 ≤ sin a)

∀a(−1 ≤ cos a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abx(a ≤ x & x ≤ b & 0 ≤ π − 2|a| & 0 ≤ π − 2|b| → min(cos a, cos b) ≤ cos x)

Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè-
÷åì äîïóñêàþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abc(−

√
a2 + c2 ≤ a sin b + c cos b)

Âûðàæåíèÿ a, c êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Òðåõ÷ëåí ñ ñèíóñîì è êîñèíóñîì.
∀abc((a + b−

√
(a− b)2 + c2)/2 ≤ a(sin x)2 + b(cos x)2 + c sin x cos x)

Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ïëþñ.
∀abcd(a ≤ b & c ≤ d → a + c ≤ b + d)

Àíòåöåäåíòû îáðàùàþòñÿ ê îïåðàòîðó "íèæíÿÿîöåíêà". Ââåäåí óêàçàòåëü "ïåð-
âûéòåðì(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a ≤ b → c + a ≤ c + b)
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Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿÿî-
öåíêà". Àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

5. Êîíñòàíòà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âåðõíåé îöåíêè.
6. Ìèíóñ.
∀ab(b ≤ a → −a ≤ −b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a + b ≤ c → −c ≤ −a− b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

7. Óìíîæåíèå.
∀abc(0 < a & b ≤ c → ab ≤ ac)

Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê îòëè÷íîå îò åäèíèöû ïðîèçâåäåíèå âñåõ
êîíñòàíòíûõ ñîìíîæèòåëåé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè
áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(a ≤ 0 & c ≤ a & b ≤ d & 0 ≤ d → cd ≤ ab)

Îöåíèâàåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðîâíî äâóõ íåêîíñòàíòíûõ
ìíîæèòåëåé a, b. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, îïåðàòîðàìè "íèæíÿÿîöåíêà" è "âåðõíÿÿîöåíêà". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcd(0 ≤ a & 0 ≤ c & c ≤ a & d ≤ b → cd ≤ ab)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðà-
òîðîì "íèæíÿÿîöåíêà", äâà ïåðâûõ - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀abcd(a < 0 & b < 0 & a ≤ c & b ≤ d & c < 0 & d < 0 → cd ≤ ab)

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåí-
êà", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

8. Äðîáü.
∀abc(0 < c & a ≤ b → a/c ≤ b/c)

Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè
áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & 0 < c → 2/c ≤ (a2 + b2)/c|ab|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(0 < c &c ≤ b & 0 < a → a/b ≤ a/c)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "âåðõ-
íÿÿîöåíêà", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ab(0 < b & 0 ≤ a → 0 ≤ a/b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ab(0 < b & 0 ≤ a → 0 ≤ a/b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èìååòñÿ êîììåíòà-
ðèé (íåçàâèñèò . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(0 < c & c ≤ b → −|a|/c ≤ a/b)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî íå âõîäÿò â a. Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà", ïåðâûé - ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Ñòåïåíü.
∀abc(0 < c & b ≤ a & 0 ≤ b → bc ≤ ac)

Âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íèæ-
íÿÿîöåíêà", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ 0 ≤ ab)

Âûðàæåíèå b - êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(0 < c & c− rational & ÷èñëèòåëü(c)− even & a ≤ b & b ≤ 0 → bc ≤ ac)

Âûðàæåíèå c - êîíñòàíòíîå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"âåðõíÿÿîöåíêà", îñòàëüíûå - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 < a− 1 & c ≤ b → ac ≤ bc)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè
áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(c− rational & ¬(÷èñëèòåëü(c)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & a ≤ b →
ac ≤ bc)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåä-
íèé - îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëîê.
(a) Íåðàâåíñòâî ñ íóëåâîé ÷àñòüþ.

∀ab(0 < a + b → −b ≤ a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî. Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Â ïîñûëêàõ íåò àíàëîãè÷íîãî íåðàâåí-
ñòâà, äàþùåãî áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Íåðàâåíñòâî äëÿ îöåíèâàåìîãî âûðàæåíèÿ.
∀ab(a < b → a ≤ b)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ (íåçàâèñèò . . .) åãî ïåðåìåííûå íå âõîäÿò
â âûðàæåíèå a, ïðè îòñóòñòâèè - âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(c) Îöåíêà ìîäóëÿ, èñïîëüçóþùàÿ íåðàâåíñòâî ñ ìîäóëåì.
∀abcemnpq(¬(m = 0) & 0 < e − |am + n| & |b| ≤ q & p ≤ |cm − bn| →
(p− qe)/|m| ≤ |ab + c|)
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðå-
òèé - îïåðàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà", ÷åòâåðòûé - îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåí-
êà". Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî âõîäÿò â
a è íå âõîäÿò â e, m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Òðàíçèòèâíîñòü.
∀abcx(x ≤ a− c & 0 ≤ b + c → x ≤ a + b)

Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïðè÷åì âûðà-
æåíèå b íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ.
∀ab(0 < b− |a| → −b ≤ a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî íå âõî-
äÿò â b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû.
∀ab(0 < a + b → −a ≤ b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(g) Îöåíêà çíà÷åíèé ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà íà êîíå÷íîì ïðîìå-

æóòêå.
∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå & 0 ≤ m−n → inf(setx(∃i(i ∈ {1, . . . ,m}
& x = f(i)))) ≤ f(n))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïî-
ñëåäíèé - áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ. Èìååòñÿ êîììåí-
òàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî âõîäÿò â n è íå âõîäÿò â m.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Ýëåìåíò êîíå÷íîãî îòðåçêà öåëûõ ÷èñåë.
∀amn(a ∈ {m, . . . , n} → m ≤ n)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Èìååòñÿ êîììåíòàðèÿ (íåçàâèñèò . . .), ïå-
ðåìåííûå êîòîðîãî íå âõîäÿò â m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Íàòóðàëüíîå.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ 1 ≤ n)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì n - ïåðåìåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

12. Îöåíêà äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ.
∀abcpq(0 < p & 0 < q & 0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 < c & c ≤ pabq → 2

√
2c ≤ pa2 + pb2 + q)

Âûðàæåíèå p êîíñòàíòíîå. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà q íå èìååò êîíñòàíòíûõ ñëà-
ãàåìûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà",
îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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13. Öåëàÿ ÷àñòü.
∀ab(a ≤ b → [a] ≤ [b])

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

14. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
∀a(0 ≤ a → 0 ≤ arctg a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ab(b ≤ a & 0 < b + 1 & 0 ≤ 1− b → arcsin b ≤ arcsin a)

∀ab(a ≤ b & 0 ≤ b + 1 & 0 < 1− b → arccos b ≤ arccos a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðàìè "âåðõíÿÿî-
öåíêà" è "íèæíÿÿîöåíêà". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(−π/2 ≤ arcsin a)

∀a(0 ≤ arccos a)

∀a(−π/2 ≤ arctg a)

∀a(0 ≤ arcctg a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
15. Ëîãàðèôì.

∀abc(0 < a− 1 & b ≤ c → loga b ≤ loga c)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

16. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âçàèìíî îáðàòíûõ âåëè÷èí.
∀abmx(0 ≤ (tg x)m & 0 < a & 0 < b → 2

√
ab ≤ a(tg x)m + b(ctg x)m)

Âûðàæåíèÿ a,b êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 ≤ a + b + 1/(a + b) → 2− b ≤ 1/(a + b) + a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

17. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí.
∀abcx(0 < a + c− b2/4a ≤ ax2 + bx + c)

Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

18. Ìîäóëü.
∀x(x− öåëîå & ¬(x = 0) → 1 ≤ |x|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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∀x(0 ≤ |x|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íåçàâèñèò".
∀a(a ≤ a)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî íå âõîäÿò â a. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

20. Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abcd(c ≤ |a| & d ≤ |b| → cd ≤ |ab|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

21. Êîíå÷íàÿ ñóììà.
∀abfmnpqrs(∀j(j − íàòóðàëüíîå & p < j → q < f(j)) & a ≤ r(n − p)q/s & 0 ≤
r & 0 < s & b ≤ r

∑p
i=m f(i)/s → a + b ≤ r

∑n
i=m f(i)/s)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Îí äàåò íèæíþþ îöåíêó q äëÿ ÷ëåíîâ
êîíå÷íîé ñóììû, íîìåð êîòîðûõ áîëüøå p. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, îáðàáàòû-
âàåìûé îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà", äàåò íèæíþþ îöåíêó b äëÿ íà÷àëüíîãî
îòðåçêà ñóììû. Âòîðîé àíòåöåäåíò òîæå îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿ-
ÿîöåíêà" - äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â êîýôôè-
öèåíòû r, s è â ãðàíèöû ñóììèðîâàíèÿ n, p. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

22. ×àñòè÷íûå ñîêðàùåíèÿ.
∀abcdpqx(p ≤ ad/c & q ≤ bd/cx → p + q ≤ (ax + b)d/cx)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íåçàâèñèò . . .), ïåðåìåííûå êîòîðîãî âõîäÿò â x. Àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà". Èñêëþ÷åíèå âûðàæåíèÿ
x â ïåðâîì ñëàãàåìîì ìîæåò ïîçâîëèòü ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

23. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
∀abz(|z + a| < b → −(Re(a) + b) ≤ Re(z))

Ñëîæåíèå è ìîäóëü â àíòåöåäåíòå - êîìïëåêñíîçíà÷íûå. Âûðàæåíèÿ a, b êîí-
ñòàíòíûå. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10.12 Îïåðàòîð "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ"

Íîðìàëèçàòîð "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ" ñëóæèò äëÿ óïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíî - êîíú-
þíêòèâíûõ êîíñòðóêöèé ñ íåðàâåíñòâàìè, âîçíèêàþùèõ ïîñëå îáúåäèíåíèÿ îòâåòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñëó÷àÿì çàäà÷è. Îáû÷íî îí èñïîëüçóåòñÿ â ïðèåìå, ïðåîáðà-
çóþùåì èñõîäíîå íåðàâåíñòâî â äèçúþíêöèþ íåñêîëüêèõ êîíúþíêöèé. Âõîäÿùèå â
êîíúþíêöèþ íåðàâåíñòâà îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè ðåøåíèÿ ("óðàâíìåíü-
øå", "óðàâíìåíüøåèëèðàâíî") ëèáî ñòàíäàðòèçàöèè ("íîðììåíüøå", "íîðììåíüøå-
èëèðàâíî"). Ïîñëå ýòîãî âñÿ äèçúþíêöèÿ ïåðåäàåòñÿ íà îáðàáîòêó íîðìàëèçàòîðó
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"ñêëåéêàíåðàâåíñòâ". Îí îáñëóæèâàåò îäíîâðåìåííî ñòðîãèå è íåñòðîãèå íåðàâåí-
ñòâà. Íîðìàëèçàòîð "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ" íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. ïåðå÷èñëÿåìûå
íèæå ïðèåìû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ïðîèçâîëüíîìó âíóòðåííåìó âõîæäåíèþ â
ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå. Êàê îáû÷íî, êðîìå îñíîâíûõ ïðèåìîâ (äëÿ äèçúþíêöèé
è êîíúþíêöèé íåðàâåíñòâ), íîðìàëèçàòîð èìååò òàêæå ìíîæåñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ
ïðèåìîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè âîçíèêàþùèõ ïî õîäó ðàáîòû ïîäòåðìîâ.
Ïåðåéäåì ê ïåðå÷èñëåíèþ ïðèåìîâ.

1. Êîíúþíêöèÿ äâóõ äèçúþíêöèé ñ áëèçêèìè ðàçäåëèòåëÿìè.
∀abcdefgh((a < b & c ∨ b < a & d ∨ a = b & e) & (a < b & f ∨ b < a & g ∨ a =
b & h) ↔ a < b & c & f ∨ b < a & d & g ∨ a = b & e & h)

Óòâåðæäåíèÿ c, d, e, f, g, h ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè, è òîãäà îíè èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíîé "èñòèíà". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðîëü
ðàçäåëèòåëåé ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäñëó÷àåâ èãðàþò óòâåðæäåíèÿ a < b, b <
a, a = b. Íåñîâìåñòíîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñêëåéêó äèçú-
þíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefg((a ≤ b & c ∨ b ≤ a & d) & (a < b & e ∨ b < a & f ∨ a = b & g) ↔ a <
b & e & c ∨ b < a & d & f ∨ a = b & g & (c ∨ d))

Ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "ïîäñòàíîâêà(. . .)", ÷ëåí a = b & g ìîæåò îòñóòñòâîâàòü,
è òîãäà ïåðåìåííàÿ g èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé "ëîæü". Òàêæå äîïóñêà-
þòñÿ âûðîæäåííûå c, d, e, f, g, èäåíòèôèöèðóåìûå ñ êîíñòàíòîé "èñòèíà". Âû-
ðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Äèçúþíêöèÿ äâóõ êîíúþíêöèé ñ áëèçêèìè ðàçäåëèòåëÿìè.
∀abcdefghpqr((a = b & c ∨ a < b & d ∨ b < a & e) & f ∨ (a = b & p ∨ a <
b & q ∨ b < a & r) & g ↔ a = b & (c & f ∨ p & g) ∨ a < b & (d & f ∨ q & g) ∨ b <
a & (e & f ∨ r & g))

Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå âûðàæåíèÿ c, d, e, f, g, p, q, r,, èäåíòèôèöèðóåìûå ñ
êîíñòàíòîé "èñòèíà". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïåðåõîä ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.
∀abc((a ∨ b) & c ↔ a & c ∨ b & c)

Ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå óòâåðæäåíèÿ ê âèäó äèçúþíêöèè êîíúþíêöèé. Ýòî
èìååò ìåñòî íà ðàííåì ýòàïå ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà; ïîçäíåå ìîæåò áûòü ââå-
äåí êîììåíòàðèé "íîðìèëè", áëîêèðóþùèé äàííûé ïðèåì è îçíà÷àþùèé íà-
÷àëî îáðàòíîãî ïðîöåññà ãðóïïèðîâêè äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Óêàçàòåëü "íà-
áîð(ïåðâûéòåðì)" îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþáîãî ÷èñëà äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Êàæäàÿ êîíúþíêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñêëåé-
êàíåðàâåíñòâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Çàìåíà íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ñòðîãîå, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ îòðèöàíèå ðà-
âåíñòâà.
∀a(¬(a = 0) → a ≤ 0 ↔ a < 0)

∀a(¬(a = 0) → 0 ≤ a ↔ 0 < a)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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5. Äèçúþíêòèâíàÿ ãðóïïèðîâêà.
∀abc(a & b ∨ a & c ↔ a & (b ∨ c))

Óòâåðæäåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "íîðìèëè".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ab(a ∨ a & b ↔ a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
6. Êîíñòàíòà "èñòèíà".
∀a(a & èñòèíà↔ a)

∀a(a ∨ èñòèíà↔ èñòèíà)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Êîíñòàíòà "ëîæü".
∀a(a ∨ ëîæü↔ a)

∀a(a & ëîæü↔ ëîæü)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Âëîæåííûå äèçúþíêöèè ëèáî êîíúþíêöèè.
Ïðîèñõîäèò óñòðàíåíèå âëîæåííûõ äèçúþíêöèé èëè êîíúþíêöèé. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ïåðåíåñåíèå íóëÿ â ëåâóþ ÷àñòü, åñëè èìåþòñÿ ñëàãàåìûå ñî çíàêîì "ìèíóñ".
∀ab(a− b < 0 ↔ 0 < b− a)

Ïðèåì îáåñïå÷èâàåò ñòàíäàðòèçàöèþ íåðàâåíñòâ, ïîçâîëÿþùóþ óñìàòðèâàòü
ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ îäíîãî è òîãî æå íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

10. Ó÷åò íåâûðîæäåííîñòè ïðîìåæóòêà äëÿ íåèçâåñòíîé.
∀abcd(d = (a & b < c) → a & b < x & x < c ↔ d & b < x & x < c)

∀abcd(d = (a & b ≤ c) → a & b ≤ x & x ≤ c ↔ d & b ≤ x & x ≤ c)

Óòâåðæäåíèå a è âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, x - íåèçâåñòíàÿ.
Èç äâóñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ äëÿ x êîñâåííûì îáðàçîì âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
äëÿ b, c. Ïðèåì îáåñïå÷èâàåò ÿâíîå âõîæäåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà â îòâåò çàäà-
÷è. Ïåðâûé èç ïðèåìîâ èìååò óêàçàòåëè, ðàçðåøàþùèå îäíîìó èç íåðàâåíñòâ
äëÿ x áûòü íåñòðîãèì. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí
îáðàáàòûâàåò óñëîâèå a & b < (≤)c íà èçâåñòíûå ïàðàìåòðû íîðìàëèçàòîðîì
"ñêëåéêàíåðàâåíñòâ". Ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ - êîðíåâàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ ðàç-
ëè÷èå óòâåðæäåíèé a, d. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ñðàáàòûâàíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ êîììåíòàðèé "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâààíèÿ ðàâåí 3.

11. Ñêëåéêà äâóõ îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ.
∀abcdx(d = (0 ≤ b− c) → a & b < x & c < x ↔ a & (d & b < x ∨ ¬d & c < x))

∀abcdx(d = (0 ≤ b− c) → a & x < b & x < c ↔ a & (d & x < c ∨ ¬d & x < b))
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Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå x - ñîäåðæèò. Ïðåîáðà-
çóåìàÿ êîíúþíêöèÿ - êîðíåâàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Îí îáðàáàòûâàåò íåðàâåíñòâî 0 ≤ b − c íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå-
èëèðàâíî", äîáàâëÿÿ ê ïîñûëêàì óòâåðæäåíèå a. Ïðè èäåíòèôèêàöèè äîïóñ-
êàåòñÿ âåðñèÿ íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Äîáàâëåíû åùå äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ:
∀abcdx(d = (0 ≤ b− c) → a & b ≤ x & c ≤ x ↔ a & (d & b ≤ x ∨ ¬d & c ≤ x))

∀abcdx(d = (0 ≤ b− c) → a & x ≤ b & x ≤ c ↔ a & (d & x ≤ c ∨ ¬d & x ≤ b))

12. Ïîäñòàíîâêà êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ.
∀ab(a = b & f(a) ↔ a = b & f(b))

Çäåñü a - ïåðåìåííàÿ, b - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ñòàíäàðòèçàöèÿ íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ.
∀abcd(d = (a < b) → a < b & c ↔ d & c)

∀abcd(d = (a ≤ b) → a ≤ b & c ↔ d & c)

Íåðàâåíñòâî äëÿ a, b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò åãî,
ñîîòâåòñòâåííî, íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå" ëèáî "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî".
Ê ïîñûëêàì ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò d îò-
ëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà è ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

14. Îòðèöàíèå íåðàâåíñòâà.
∀ab(¬(a < b) ↔ b ≤ a)

∀ab(¬(a ≤ b) ↔ b < a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
15. Äèçúþíêöèÿ íåðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà.

∀ab(a = b ∨ a ≤ b ↔ a ≤ b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
16. Èçáûòî÷íîñòü äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, èìåþùåãî âèä íåðàâåíñòâà.

∀ab(0 < b− a → 0 < a ∨ 0 < b ↔ 0 < b)

∀ab(0 < b− a → a < 0 ∨ b < 0 ↔ a < 0)

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äîïóñêàþòñÿ ñëó÷àè íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdex(ac < 0 & 0 < (ad− bc)c → ax + b ≤ 0 ∨ cx + d ≤ 0 & e ↔ ax + b ≤ 0 ∨ e)

∀abcdex(0 < ac & 0 < (ad− bc)c → ax + b ≤ 0 ∨ 0 ≤ cx + d & e ↔ ax + b ≤ 0 ∨ e)

∀abcdx(ac < 0 & 0 < (ad− bc)c → ax + b ≤ 0 ∨ 0 ≤ cx + d ↔ ax + b ≤ 0)

∀abcdx(ac < 0 & (ad− bc)c < 0 → ax + b ≤ 0 ∨ 0 ≤ cx + d ↔ 0 ≤ cx + d)

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå, x - ïåðåìåííàÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåèçâåñòíîé.
Íåðàâåíñòâà â ïðåîáðàçóåìîì óòâåðæäåíèè ìîãóò áûòü ñòðîãèìè. Àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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17. Îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ äëÿ íåèçâåñòíîé.
∀abc((0 ≤ a− c) = èñòèíà→ a < b ∨ c < b ↔ c < b)

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Â äèçúþíêöèè äîïóñêàþòñÿ
íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò íåðàâåíñòâî îïåðàòî-
ðîì "ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà âûïîëíÿåòñÿ çäåñü óñèëåí-
íûìè ñðåäñòâàìè, òàê êàê íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà ñîïðîâîæäàþùèå
óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè áûñòðîì óñìîòðåíèè, ìîãóò îêàçàòüñÿ óæå
óñòðàíåííûìè. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ
"ñòàíäìåíüøåèëèðàâíî", ââîäèìîãî âíåøíèìè ïðîöåäóðàìè â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà âåðîÿòíî ïîÿâëåíèå ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc((0 ≤ b− c) = èñòèíà→ a < b ∨ a < c ↔ a < b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ a.
18. Èçáûòî÷íîñòü äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, èìåþùåãî âèä ðàâåíñòâà.

∀afgx(f(a) ≤ g(a) → x = a ∨ f(x) ≤ g(x) ↔ f(x) ≤ g(x))

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, x - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â f(x) ëèáî â g(x). Ïåðå-
ìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, ïðè÷åì îáå åãî ÷àñòè ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóþòñÿ ñêâîçíûì íîðìà-
ëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10.13 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìàêñèìóì"

Âûðàæåíèå "ìàêñèìóì(a1 . . . an)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå
max(a1, . . . , an), îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå èç ÷èñåë a1, . . . , an. Ñïðàâî÷íèêè "àññîöèà-
òèâíî", "êîììóòàòèâíî", "òèï" óêàçûâàþò, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, êîììó-
òàòèâíà è ïðèíèìàåò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ.

Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèåìîì, óñòðàíÿþùèì âëîæåííûå ìàê-
ñèìóìû, è ïðèåìîì, âûïîëíÿþùèì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ
ìàêñèìóìà. Ïåðâûé èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0, âòîðîé - óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ 0
è 3.

Íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà

∀a(max(a, a) = a)

Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì áóäåò ñðàáàòûâàòü ïðè ëþáîì ÷èñëå îïåðàíäîâ, óñòðàíÿÿ ïîâòî-
ðÿþùèåñÿ îïåðàíäû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 ≤ a− b → max(a, b) = a)

∀abc(0 ≤ a− b → max(a + c, b + c) = a + c)

∀abc(0 < c & 0 ≤ a− b → max(ac, bc) = ac)

Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ab(0 ≤ a− b → max(a, b) = a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââåäåí ñðåäíèé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè

∀a(max(a,−∞) = a)

∀a(max(a,∞) = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ íåðàâåíñòâà

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìàêñèìóì äâóõ ÷èñåë ìåíüøå òðåòüåãî ÷èñëà çàìåíÿåòñÿ
ïàðîé íåðàâåíñòâ äëÿ ýòèõ ÷èñåë:
∀abcd(0 ≤ c → c max(a, b) + d < 0 ↔ ac + d < 0 & bc + d < 0)

Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ìàêñèìóì íå äîëæåí ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

Âûíåñåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê êàêèì-ëèáî äâóì îïåðàíäàì ìíîãîìåñòíîãî (âîîáùå ãîâîðÿ)
ìàêñèìóìà, çàìåíÿÿ èõ íà îäèí íîâûé îïåðàíä. Íîðìàëèçàòîð "íîðììàêñèìóì", ïî
ìåðå âîçìîæíîñòè, èñêëþ÷àåò ìàêñèìóì â ýòîì îïåðàíäå.
∀abcde(0 ≤ a → max(ab/c, ad/e) = a max(b/c, d/e))

∀abcde(0 < a → max(c/ab, e/ad) = max(c/b, e/d)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 4.

Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìó-
ìà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàíäà ìàêñèìóìà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ýòîò îïåðàíä íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà îñòàëüíûõ îïåðàíäîâ:
∀abc(c = (a ≤ b) → max(a, b) = (b ïðè c, èíà÷å a))

Çäåñü a - ïðîèçâîëüíûé îïåðàíä ìàêñèìóìà, b - ìàêñèìóì îñòàâøèõñÿ îïåðàíäîâ. Âû-
áèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ îáùàÿ ïåðåìåííàÿ d âûðàæåíèé a, b, è àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ ðàçðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà a ≤ b îòíîñèòåëü-
íî d. Óñëîâíîå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâàðèàíò". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðàçíîñòü ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà

Ðàçíîñòü ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà äâóõ âåëè÷èí çàìåíÿåòñÿ íà ìîäóëü ðàçíîñòè ýòèõ
âåëè÷èí:
∀ab(max(a, b)−min(a, b) = |a− b|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Óñìîòðåíèå ìàêñèìóìà â óñëîâíîì âûðàæåíèè

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå:
∀ab((b ïðè 0 ≤ b− a, èíà÷å a) = max(a, b))

∀ab((b ïðè 0 < b− a, èíà÷å a) = max(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïåðåõîä îò ìàêñèìóìà ñ íåèçâåñòíûìè ê óñëîâíîìó âûðàæåíèþ

Åñëè óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ñîäåðæèò ìàêñèìóì ñ íåèçâåñòíûìè, òî îí ïðåîá-
ðàçóåòñÿ ê óñëîâíîìó âûðàæåíèþ:
∀ab(max(a, b) = (a ïðè 0 ≤ a− b, èíà÷å b))

Âûáèðàåòñÿ òàêîé ìàêñèìóì, êîòîðûé íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ óñëîâíîãî âûðàæå-
íèÿ, ìèíèìóìà ëèáî äðóãîãî ìàêñèìóìà, çàâèñÿùèõ îò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâ ñ ìàêñèìóìîì

Ïðåäóñìîòðåíû ïðèåìû äëÿ íåðàâåíñòâ, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìàêñèìóì ñ íåèçâåñòíûìè:
∀abc(c ≤ max(a, b) ↔ c ≤ a ∨ c ≤ b)

∀abc(max(a, b) ≤ c ↔ a ≤ c & b ≤ c)

Ïðèåìû äîïóñêàþò ñëó÷àé ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Ìàêñèìóì ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ
òåêóùåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîïûòêà ðàññìîòðåíèÿ îòíîøåíèÿ ñðàâíèâàåìûõ âûðàæåíèé

Èíîãäà âìåñòî ñðàâíåíèÿ äâóõ âûðàæåíèé, ðàñïîëîæåííûõ ïîä ìàêñèìóìîì, ïðîùå
ñðàâíèòü èõ ÷àñòíîå ñ åäèíèöåé:
∀ab(0 < a & 0 < b & 0 ≤ a/b− 1 → max(a, b) = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðè-
åìà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà âûðàæåíèå a èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì
(íåïîñðåäñòâåííûì ëèáî ïî öåïî÷êå îïåðàöèé ìóëüòèïëèêàòèâíîãî òèïà - äðîáåé,
ñòåïåíåé, ìèíóñîâ) ôàêòîðèàë. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ ìàêñèìóìà ïðåäóñìîòðåí ïîêà òîëüêî äëÿ ìàê-
ñèìóìà äâóõ ðàññòîÿíèé:
∀ABCD(l(AB) ≤ l(CD) ∨ l(CD) ≤ l(AB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìàêñèìóì(ðàññòîÿíèå(õ26 õ27)ðàññòîÿíèå(õ28 õ29)))"
èíèöèèðóåò ïðèåì ïðè îáíàðóæåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ max(l(AB), l(CD)). Ýòà ïîñûëêà íå äîëæíà ñîäåðæàòü ÷èñ-
ëåííîé íåèçâåñòíîé. Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàç-
áîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
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Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëîê

Åñëè ìàêñèìóìû max(a, b), max(a, c) èçâåñòíû è ðàçëè÷íû, òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ
îòëè÷åí îò a, ò.å. ìàêñèìóì ýòèõ ìàêñèìóìîâ ðàâåí max(b, c):
∀abcmn(max(a, b) = m & max(a, c) = n & ¬(m− n = 0) → max(b, c) = max(m,n))

Âûðàæåíèÿ m, n êîíñòàíòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, òðåòèé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcm(max(a, b) = m & max(a, c) = m → a = m & max(b, c) < m ∨ max(b, c) =
m & a ≤ m)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìàêñèìóì(õ2 õ3))" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè
îáíàðóæåíèè âûðàæåíèÿ max(b, c). Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì m -
êîíñòàíòà. Òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå èìååò öåëü "èçâåñòíî". Âûâåäåííàÿ äèçú-
þíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Óñìîòðåíèå ìîäóëÿ

Ïðèåìû óñìàòðèâàþò â ìàêñèìóìå äâóõ îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì âûðàæåíèé ìîäóëü
îäíîãî èç íèõ:
∀x(max(x,−x) = |x|)

∀ab(max(a− b, b− a) = |a− b|)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð "íîðììàêñèìóì"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ïðèåì äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà:
∀ab(0 ≤ a− b → max(a, b) = a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1. Êðîìå òîãî, â íîðìàëèçàòîð âêëþ÷åíû ïðèåìû äëÿ ±∞, ñðàáàòûâàþùèå
íà òîì æå óðîâíå.

10.14 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìèíèìóì"

Îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì íàçâàíèé ïðèåìîâ, òàê êàê îíè àíàëîãè÷íû ïðèåìàì
ñèìâîëà "ìàêñèìóì".

1. Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ - óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ìèíèìóìîâ è ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

2. Íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå ìèíèìóìà.
3. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.
4. Ñòàíäàðòèçàöèÿ íåðàâåíñòâ.
5. Âûíåñåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ.
6. Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà.
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7. Óñìîòðåíèå ìèíèìóìà â óñëîâíîì âûðàæåíèè
8. Ïåðåõîä îò ìèíèìóìà ñ íåèçâåñòíûìè ê óñëîâíîìó âûðàæåíèþ.
9. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâ ñ ìèíèìóìîì.
10. Ðàçáîð ñëó÷àåâ. Êðîìå ïðèåìà äëÿ ìèíèìóìà äâóõ ðàññòîÿíèé, äîáàâëåí åùå

îäèí ïðèåì, êîòîðûé òîæå îðèåíòèðîâàí íà çàäà÷è òèïà "èññëåäîâàòü", èìåþ-
ùèå öåëü "èçâåñòíî":
∀abx(x = min(a, b) ↔ x = a & a ≤ b ∨ x = b & b < a)

Çäåñü x - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåâûðîæäåí-
íûé ÷èñëîâîé àòîì, âñòðå÷àþùèéñÿ òàêæå â íåêîòîðîì óðàâíåíèè, íå èìåþùåì
äðóãèõ íåèçâåñòíûõ. Ýòîò ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 10.

11. Èñêëþ÷åíèå ìèíèìóìà ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".
∀afA(λx(f(min(a, x)), A(x)) = λx((f(a) ïðè a ≤ x, èíà÷å f(x)), A(x)))

Ïåðåìåííûå f, A - ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ6)" îïðåäåëÿåò
èíèöèàëèçàöèþ ïðèåìà ñ îáíàðóæåíèÿ âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ min(a, b) âíóòðè
âûðàæåíèÿ, çàäàþùåãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ. Çàìåíà çàòðàãèâàåò òîëüêî ýòî
âõîæäåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Íîðìàëèçàòîð "íîðììèíèìóì" - àíàëîãè÷íî íîðìàëèçàòîðó "íîðìàêñèìóì".

10.15 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìîäóëü"

Âûðàæåíèå "ìîäóëü(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì êàê |a|, îáîçíà-
÷àåò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ñïðàâî÷íèêè "àðíîñòü", "îäç",
"òèïäàííûõ", "òèï" õàðàêòåðèçóþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà "ìîäóëü". Çàìå-
òèì, ÷òî äëÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
"Ìîäóëü", êîòîðûé ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê è âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûé ìîäóëü.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

Äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé ñ ìîäóëåì ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Ìîäóëü íóëÿ.
|0| = 0

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Ìèíóñ ïîä ìîäóëåì.
∀a(| − a| = |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Äâîéíîé ìîäóëü.
∀a(||a|| = |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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4. Ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé.
Ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ìîäóëÿ ïðîèçâåäåíèÿ:
∀ab(|a||b| = |ab|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀bcde(¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) & d− rational & e−
rational→ |b|e|c|d = |becd|)
Äëÿ óñêîðåííîé èäåíòèôèêàöèè ââåäåí ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0
1 1))", îòñåêàþùèé ñèììåòðè÷íûå ñëó÷àè. d ìîæåò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó, e -
íåâûðîæäåííîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcde(¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) & d− rational & e−
rational→ |c|a|becd| = |b|e|c|a+d)

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè a, d, e ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

5. Ìîäóëü äðîáè.
Åñëè èç ïîñûëîê óäàåòñÿ óñìîòðåòü ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äëÿ äâóõ ìîäóëåé,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, òî ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûå
ìîäóëü äðîáè çàìåíÿåòñÿ îòíîøåíèåì äàííûõ êîýôôèöèåíòîâ:
∀abcd(¬(d = 0) & d|a| = c|b| → |a/b| = c/d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - áåðåòñÿ
â ïîñûëêàõ. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü". Õîòÿ áû îäíî èç âû-
ðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ c, d íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(|a| = b & |c| = d → |a/c| = b/d)

Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðà-
æåíèÿ a, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, d - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

6. Óñòðàíåíèå ìîäóëÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøåèëèðàâíî".
∀a(a− ÷èñëî & 0 ≤ a → |a| = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì äëÿ îáðà-
áîòêè âòîðîãî èç íèõ ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ïðåäåëà ëèáî ïðè âûäà÷å îòâåòà, èíèöèèðóåìîé öåëüþ "îòâåò", ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Îí íå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ê ïîñûëêàì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñîäåðæàùèì ñèìâîë "ïëîùàäü". Óêàçàòåëü "çàìåíàâõî-
æäåíèé" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ çàìåíó âñåõ âõîæäåíèé â çàäà÷ó äàííî-
ãî ìîäóëÿ, äëÿ êîòîðûõ êîíòåêñò ñîäåðæèò îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè çàìåíû.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0,1 è 3.
∀a(a ≤ 0 → |a| = −a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè íåñêîëüêî áîëåå ñèëü-
íûé, à óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0 è 3.
Êðîìå óêàçàííûõ ïðèåìîâ, íà òåõ æå òåîðåìàõ ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà, èñ-
ïîëüçóåìûå â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Òàêàÿ öåëü



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 902

ââîäèòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïîäñëó÷àÿ, êîòîðûé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîòèâîðå÷è-
âûì. Âûðàæåíèå a íå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Ïðèåìû èìåþò ñèëüíûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ èõ ðàâåí 2.

7. Óñòðàíåíèå ìîäóëÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî".
∀a(a− ÷èñëî & 0 ≤ a → |a| = a)

∀a(a− ÷èñëî & a ≤ 0 → |a| = a)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê âûðàæåíèþ, âõîäÿùåìó â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ óñèëåííûì îïåðàòîðîì óñìîòðå-
íèÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "ïðîâìåíüøåèëèðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

8. Ñâåðòêà óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ â ìîäóëü.
∀a(a− ÷èñëî→ (−a ïðè a ≤ 0, èíà÷å a) = |a|)
∀a(a− ÷èñëî→ (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a) = |a|)
∀a(a− ÷èñëî→ (a ïðè 0 < a, èíà÷å − a) = |a|)
∀a(a− ÷èñëî→ (−a ïðè a < 0, èíà÷å a) = |a|)
Óêàçàòåëü "èçâëå÷åíèåâàðèàíòà" ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò ïðèåì. Âìåñòî òîãî
÷òîáû èäåíòèôèöèðîâàòü àëüòåðíàòèâû ðàññìàòðèâàåìîãî óñëîâíîãî âûðàæå-
íèÿ ñ a,−a, ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå T (a), T (−a)
äëÿ íåêîòîðîãî îáùåãî "øàáëîíà" T . Ïîñëå ýòîãî óñëîâíîå âûðàæåíèå çàìåíÿ-
åòñÿ íà T (|a|). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èìååòñÿ
ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé (íîðìâàðèàíò
A), çàïðåùàþùèé ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè ðàññìîòðåíèè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ A,
ñîäåðæàùåãî ïðåîáðàçóåìîå ïðèåìîì óñëîâíîå âûðàæåíèå, òî ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Äåëåíèå íà ìîäóëü äðîáè.
∀abdeg(d/g|b/a|e = d|a/b|e/g)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abdeg(¬(çíàìåíàòåëü(e)− even & e− rational→ d/g(−|b/a|)e = d(−1)e|a/b|e/g)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Åñëè â çàäà÷å âûäåëåíû íåèçâåñòíûå, òî îíè íå
äîëæíû âõîäèòü â d. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Âûíåñåíèå èç-ïîä ìîäóëÿ ìíîæèòåëåé ïðè îïðåäåëåíèè èõ çíàêà.
∀ab(0 ≤ b → |ab| = b|a|)
∀ab(b ≤ 0 → |ab| = −b|a|)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1 è 3.

11. Âûíåñåíèå èç-ïîä ìîäóëÿ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè ïðè
îïðåäåëåíèè èõ çíàêà.
∀abc(0 ≤ b → |bc/a| = b|c/a|)
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∀abc(0 ≤ b → |a/bc| = |a/c|/b)
∀abc(b < 0 → |a/bc| = −|a/c|/b)
∀abc(b ≤ 0 → |bc/a| = −b|c/a|)
∀ab(0 ≤ b → |b/a| = b/|a|)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðè íàëè÷èè öåëè "îò-
âåò", óêàçûâàþùåé íà íåîáõîäèìîñòü íåìåäëåííîé âûäà÷è îòâåòà, ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3.

12. Âûíåñåíèå èç-ïîä ìîäóëÿ ñóììû äðîáåé îáùåãî ìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëåé.
∀abcdm(0 ≤ m → |am/b + cm/d| = m|a/b + c/d|)
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îáùèé ìíîæèòåëü m èìåë âõîæäåíèå íåâûðîæäåííîãî (îò-
ëè÷íîãî îò ïåðåìåííîé è íåêîíñòàíòíîãî) ÷èñëîâîãî àòîìà. Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

13. Ãðóïïèðîâêà ìîäóëåé - ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè.
∀abdefg(¬(çíàìåíàòåëü(f)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(g)−even) & f−rational & g−
rational→ d|e|f/a|b|g = d|ef/bg|/a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, d, f, g
ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ïåðåõîä ê ñèãíóìó.
∀abc(|a|b/ac = sg(a)b/c)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé - ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îäíîé èç îïåðàöèé "êîñèíóñ", "ìîäóëü",
"àðêêîñèíóñ". Îí èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1. Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ
áåç îãðàíè÷åíèé è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 6.
∀abc(ab/|a|c = sg(a)b/c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó: íà óðîâíå 1 ñðàáàòûâàåò âåðñèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ, åñëè
äðîáü ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îäíîé èç îïåðàöèé "êîñèíóñ", "ìîäóëü", "àðêêîñè-
íóñ", íà óðîâíå 6 - âåðñèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Êðîìå òîãî, ñîçäàíû åùå äâå
âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 3 â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îäíà
èç íèõ òðåáóåò íàëè÷èå öåëè "ñèãíóì", äðóãàÿ - íàëè÷èå öåëè "íîðìÈíòåãðàë"
(óïðîùåíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè).
∀abc(a|b/ac| = |b/c|sg(a))

∀acdn(¬(n− even) & n− íàòóðàëüíîå→ can/d|a|n = csg(a)/d)

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n âî âòîðîì ïðèåìå íåâûðîæäåííûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

15. Ñîêðàùåíèå íà ðàöèîíàëüíóþ ñòåïåíü ìîäóëÿ.
∀abcde(a− rational & ÷èñëèòåëü(a)− even→ cad/|c|be = |c|a−bd/e)

Óêàçàòåëü "äðîáü(ôèêñ(0 1)ôèêñ(0 2))" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ìåñòàìè ÷èñ-
ëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcmn(bam/c|a|n = bam−nsg(a)/c)
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Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé íå÷åòíîé êîíñòàíòíîé (âîç-
ìîæíî, âûðîæäàþùåéñÿ â åäèíèöó). Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå,
èìåþùèõ öåëü "ñâÿçêà", ò.å. ôàêòè÷åñêè - òîëüêî ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcdef (÷èñëèòåëü(a)− even & a− rational→ dcafa/e|cf |b = d|cf |a−b/e)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
16. Ìîäóëü ñòåïåíè.

∀ab(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) → |ab| = |a|b)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

17. ×åòíàÿ ñòåïåíü ìîäóëÿ.
∀ap(p− rational & ÷èñëèòåëü(p)− even→ |a|p = ap)

Àíòåöåäåíòû çäåñü è â ïðåäûäóùèõ ïðèåìàõ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(b = 2c & c− öåëîå→ |a|b = ab)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

18. Ìîäóëü ðàçíîñòè. Âûïîëíÿåòñÿ èçìåíåíèå çíàêîâ äëÿ ïåðåõîäà ê ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ìåíüøåìó âûðàæåíèþ:
∀abc(a = b− c → |c− b| = |a|)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ìåíÿåò çíàêè âñåõ ñëàãà-
åìûõ ìîäóëÿ, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå äîëæíî áûëî èìåòü çíàê "ìèíóñ".
Ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ çíàêîâ è ñòàíäàðòíîãî èõ ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóþùèì èñõîäíîé ðàçíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

19. Îòáðàñûâàíèå ìîäóëÿ â ïðîèçâåäåíèè ñóììû è ðàçíîñòè.
∀abc((a− |b|c)(a + |b|c) = (a− bc)(a + bc))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
20. Ñóììà äâóõ âûðàæåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî çíàêîì ïåðåä ìîäóëåì. Â òàêîé

ñóììå ìîäóëü ìîæíî îòáðîñèòü èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè:
∀abcft(t = f(−a|b|) → f(a|b|) + t + c = f(ab) + f(−ab) + c)

Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ6)" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ a|b| â ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé òî÷êå ñëàãàåìîãî,
èäåíòèôèöèðóåìîãî ñ f(a|b|). Êîýôôèöèåíò a ìîæåò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó.
Ïîñëå òîãî, êàê ñëàãàåìîå f(a|b|) èäåíòèôèöèðîâàíî, îíî äàåò øàáëîí äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ âûðàæåíèé âèäà f(X): âõîæäåíèå a|b| áóäåò çàìåíÿòüñÿ íà òåðì X.
Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", íàõîäèò ðåçóëüòàò t îá-
ðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèÿ f(−a|b|). Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ t âêëþ÷àþòñÿ â îñòàòî÷íûå ñëàãàåìûå ñóì-
ìû, ïîñëå ÷åãî èäåíòèôèöèðóåòñÿ îñòàòî÷íàÿ ÷àñòü ñóììû c. Ââåäåí ñðåäíèé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Äëÿ î÷åíü ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé ïðèåì áëîêè-
ðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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21. Ñîêðàùåíèå ñ çàíåñåíèåì ïîä çíàê ìîäóëÿ.
∀abcd(0 ≤ bc → b|ac|/cd = |ab|/d)

∀abc(0 ≤ bc → |ab/c| = b|a|/c)
∀abc(0 ≤ bc → bc|a/c| = |ab|)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

22. Ñòåïåíü ìîäóëÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & b−rational→ |ac1/b|b =
|cab|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

23. Ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
∀ap(p− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(p)− even) → |a(−1)p| = |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

24. Ñëîæåíèå äðîáåé ïîä ìîäóëåì.
∀abcp(0 < c → |ap + bp/c| = |p(ac + b)|/c)
Âûðàæåíèå p íåêîíñòàíòíîå. Ìîäóëü íå ðàñïîëîæåí ïîä êâàíòîðîì ëèáî îïè-
ñàòåëåì, ëèáî âíóòðè íåðàâåíñòâà. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, òî îíà
íå èìååò öåëè (ñâÿçêà . . .). Òàêèì îáðàçîì îòñåêàþòñÿ ñëó÷àè ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî ìîäóëÿ íóëþ.
∀a(|a| = 0 ↔ a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Ñâåðòêà êîíúþíêöèè äâóõ íåðàâåíñòâ â íåðàâåíñòâî ñ ìîäóëåì.
∀ab(a− b ≤ 0 & 0 ≤ a + b ↔ −b + |a| ≤ 0)

∀ab(a + b < 0 & 0 < a− b ↔ b + |a| < 0)

∀ab(0 < a + b & 0 < b− a ↔ −b + |a| < 0)

∀ab(a + b < 0 & a− b < 0 ↔ a + |b| < 0)

∀ab(a + b ≤ 0 & b− a ≤ 0 ↔ b + |a| ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a + b & 0 ≤ a− b ↔ −a + |b| ≤ 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ò.å. ïðèìåíÿþòñÿ ê äâóì íåðàâåíñòâàì,
âõîäÿùèì â îäíó êîíúþíêöèþ. Òåêóùàÿ çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü òèï "äîêà-
çàòü". Åñëè êîíúþíêöèÿ ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è, òî âûðàæåíèÿ a, b íå
äîëæíû ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3. Ñâåðòêà äèçúþíêöèè äâóõ íåðàâåíñòâ â íåðàâåíñòâî ñ ìîäóëåì.
∀ab(a + b < 0 ∨ 0 < a− b ↔ 0 < −b + |a|)
∀ab(a− b ≤ 0 ∨ 0 ≤ a + b ↔ 0 ≤ b + |a|)
∀ab(0 < a + b ∨ 0 < b− a ↔ 0 < b + |a|)
∀ab(0 ≤ a + b ∨ 0 ≤ a− b ↔ 0 ≤ a + |b|)
∀ab(a + b ≤ 0 ∨ b− a ≤ 0 ↔ 0 < −b + |a|)
∀ab(a + b < 0 ∨ a− b < 0 ↔ 0 < −a + |b|)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Åñëè ïðåîáðàçóåìàÿ äèçúþíêöèÿ ðàñ-
ïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ñâåðòêà äèçúþíêöèè äâóõ ðàâåíñòâ â ðàâåíñòâî ñ ìîäóëåì.
∀ab(a = b & 0 ≤ b ∨ b = −a & a ≤ 0 ↔ b = |a|)
∀ab(a− ÷èñëî→ a = b & 0 ≤ b ∨ a = −b & b ≤ 0 ↔ a = |b|)
∀ab((a = b ∨ a = −b) & 0 ≤ a ↔ a = |b|)
∀ab(a + b = 0 & 0 ≤ a ∨ b− a = 0 & b ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab(a + b = 0 & 0 ≤ a ∨ b− a = 0 & a ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab((a + b = 0 ∨ b− a = 0) & b ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab(a + b = 0 & b ≤ 0 ∨ b− a = 0 & a ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab(a + b = 0 & 0 ≤ a ∨ a− b = 0 & a ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab((a + b = 0 ∨ a− b = 0) & b ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

Åñëè äèçúþíêöèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî âûðàæåíèå ïîä ìî-
äóëåì íå èìååò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ax(x = a & 0 < a ∨ x = −a & a < 0 ↔ x = |a| & ¬(a = 0))

Äèçúþíêöèÿ âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ðàçâåðòêà íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì â äèçúþíêöèþ äâóõ íåðàâåíñòâ.
∀ab(0 < a + |b| ↔ 0 < a + b ∨ 0 < a− b)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â îáëàñòè äåéñòâèÿ îïèñàòåëÿ
"êëàññ", ñâÿçûâàþùåãî êàêèå-ëèáî ïàðàìåòðû âûðàæåíèÿ b. Äîïóñêàåòñÿ ñëó-
÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Íåðàâåíñòâî ñ ïðîèçâåäåíèåì âûðàæåíèÿ íà åãî ìîäóëü.
∀ab(0 ≤ ab|b| ↔ 0 ≤ ab)

∀ab(0 < ab|b| ↔ 0 < ab)

Óêàçàòåëü "äðîáü" ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ïðèåì ñ ïåðåñòàíîâêîé ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 907

7. Ðàâåíñòâî ìîäóëåé ñóìì, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì.
∀ab(|a− b| = |b− a|)
Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" ñîîáùàåò êîìïèëÿòîðó, ÷òî ïðèåì âûïîëíÿåò íå çà-
ìåíó |a− b| íà |b−a|, à çàìåíó ðàâåíñòâà |a− b| = |b−a| íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
Èäåíòèôèêàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå. Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ñëàãà-
åìîå −a ñóììû ïîä âòîðûì ìîäóëåì. Ýòî ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü b êàê
ñóììó îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëü "íîðìçíàêà(õ2 ìèíóñ ïëþñ)" îïðåäå-
ëÿåò èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèÿ −b â ñóììå ïîä ïåðâûì ìîäóëåì êàê ñóììó
ñëàãàåìûõ b ñ èçìåíåííûìè çíàêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ïîëîæèòåëüíîñòü ìîäóëÿ.
∀a(0 < |a| ↔ ¬(a = 0))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ äàæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåðàâåíñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ ñâîåìó ìîäóëþ.
∀a(a = |a| ↔ 0 ≤ a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(¬(b = 0) → ba− b|a| = 0 ↔ 0 ≤ a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "çàìåíàçíà-
êà(ìèíóñ õ2)" îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èäåíòèôèêàöèè ñ èçìåíåííûìè çíà-
êàìè ñëàãàåìûõ (òîãäà ìèíóñ îòíîñèòñÿ ê b). Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå åäè-
íè÷íîå çíà÷åíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû âûðàæåíèÿ è åãî ìîäóëÿ.
∀a(a + |a| = 0 ↔ a ≤ 0)

∀a(−a = |a| ↔ a ≤ 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀a(a = −|a| ↔ a ≤ 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
11. Íåïîëîæèòåëüíîñòü ìîäóëÿ.

∀a(|a| ≤ 0 ↔ a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
12. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ èç äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ.

∀abc(a = b|c| ∨ a = −b|c| ↔ a = bc ∨ a = −bc)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
13. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà âåëè÷èí èç ðàâåíñòâà èõ ìîäóëåé è íåîòðèöàòåëüíîñòè

ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ab(0 ≤ ab → |a| − |b| = 0 ↔ a− b = 0)

∀ab(ab ≤ 0 → |a| − |b| = 0 ↔ a + b = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââåäåí ñðàâíè-
òåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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14. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ â êîíñåêâåíòå êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè ïîä ìîäóëåì. Åñëè äàííàÿ ïåðåìåííàÿ - ñâÿçàííàÿ, òî êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèè,
äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé:
∀PQ(∀xy(x − ÷èñëî & P (x, y) → Q(x, y)) ↔ ∀xy(x − ÷èñëî & 0 ≤ x & P (x, y) →
Q(x, y)) & ∀xy(x− ÷èñëî & x < 0 P (x, y) → Q(x, y)))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â êîíñåêâåíòå âõîæäåíèÿ |x|, ãäå x ðàíåå èäåíòèôèöè-
ðîâàíî ïî àíòåöåäåíòó "x− ÷èñëî". Ïåðåìåííûå P, Q - ôóíêöèîíàëüíûå. Óêà-
çàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèöèðîâàòü y ñ ïðîèçâîëü-
íûì (â òîì ÷èñëå ïóñòûì) íàáîðîì ïåðåìåííûõ. Ïðåîáðàçóåìàÿ êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ äîëæíà íàõîäèòüñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
∀abcde(¬(a = 0) & 0 < bcde → ab/c = |a|d/e ↔ 0 < a & b/c = d/e)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå b, c, d, e
ìîãóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ åäèíèöåé. Ðåøàåìàÿ çàäà÷à äîëæíà èìåòü òèï
"èññëåäîâàòü" è öåëü "èçâåñòíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Ñîêðàùåíèå íà ìîäóëü.
∀abcd(¬(b = 0) → 0 ≤ a|b|+ |bc|d ↔ 0 ≤ a + |c|d)

Äîïóñêàþòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è ðàññìîòðåíèå ñòðîãîãî íåðà-
âåíñòâà. Ïåðåìåííûå a, c, d ìîãóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ åäèíèöåé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(ab2 = c|b| ↔ b = 0 ∨ a|b| = c)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå b ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, c - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

17. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ â óðàâíåíèè. Ïðèåì âûïîëíÿåò èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ â ðà-
âåíñòâå ñïåöèàëüíîãî âèäà, ÿâëÿþùåìñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî":
∀abcx(0 ≤ x & 0 ≤ a & 0 ≤ c & 0 ≤ c − a & b < 0 → |ax + b| = cx ↔ −ax − b =
cx & ax + b ≤ 0)

Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c - íå ñîäåðæàò. Àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðèåì ïîëåçåí â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà x èìååò íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû, ò.å. íå ïðîèñõîäèò íåìåä-
ëåííîãî îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å äëÿ ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ â ïîñûëêå.
∀ab(0 < b− a → |a| = b ↔ a + b = 0)

∀ab(0 < a + b & b− ÷èñëî→ |a| = b ↔ a = b)

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Èìååòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâíû 3 è 5.
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Óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ìîäóëÿ

∀a(0 ≤ |a|)
Ïðèåì çàìåíÿåò íåðàâåíñòâî íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè

1. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå.
∀ab(b− ÷èñëî→ b = |a| ↔ (a = b ∨ a = −b) & 0 ≤ b)

Ðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì äîïóñòèìûå íàäòåðìû
èìåþò îäèí èç çàãîëîâêîâ "è", "èëè", "íå". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, âûðàæåíèå b - íå ñîäåðæèò. Çàäà÷à íå èìååò öåëè (ñâÿçêà . . .). Òàê êàê
îáû÷íî óðàâíåíèÿ ñ ìîäóëåì ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçáîðà ñëó÷àåâ, ïðèåì îðè-
åíòèðîâàí ëèøü íà îñòàòî÷íûå ñëó÷àè, ãäå ðàçáîð ñëó÷àåâ áûë çàáëîêèðîâàí.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëåì.
∀ab(|a| < b ↔ a < b & − b < a)

∀ab(|a| ≤ b ↔ a ≤ b & − b ≤ a)

∀ab(b ≤ |a| ↔ a ≤ −b ∨ b ≤ a)

∀ab(b < |a| ↔ a < −b ∨ b < a)

Íåðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå; äîïóñêàþòñÿ òîëüêî íàä-
òåðìû ñ çàãîëîâêàìè "è", "èëè", "íå", "ñóùåñòâóåò". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå b - íå ñîäåðæèò. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ïðèåìàõ âûðàæåíèå
b íåíóëåâîå, â äâóõ ïåðâûõ - çàäà÷à èìååò öåëü "ïîëíûé" è íå èìååò öåëè "ïðè-
ìåð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ âòîðîãî ïðèåìà,
ñðñáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5 è îòíîñÿùàÿñÿ ê çàäà÷àì íà îïèñàíèå, èìåþùèì
öåëü "ïðèìåð" ëèáî íå èìåþùèì öåëè "ïîëíûé".
∀a(0 < |a| ↔ ¬(a = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Íåðàâåíñòâî íå
äîëæíî ðàñïîëàãàòüñÿ â óñëîâèè, âûäåëåííîì êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ".

3. Çàìåíà äèçúþíêöèè íåðàâåíñòâ ñ íåèçâåñòíûì âûðàæåíèåì íà íåðàâåíñòâî äëÿ
ìîäóëÿ.
∀ab(b < a ∨ b < −a ↔ b < |a|)
∀ab(b ≤ a ∨ b ≤ −a ↔ b ≤ |a|)
Äèçúþíêöèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Óêàçàòåëü "äèçúþíêòîïåðàíä" áëîêèðóåò
àíàëèç íåÿâíûõ âõîæäåíèé äèçúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1 (âòî-
ðîé ïðèåì ïðè íàëè÷èè öåëè "ïðèìåð" ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3).

4. Çàìåíà äâóõ íåðàâåíñòâ ñ íåèçâåñòíûì âûðàæåíèåì íà íåðàâåíñòâî äëÿ ìîäóëÿ.
∀ab(a < b & − a < b ↔ |a| < b)

∀ab(a ≤ b & − a ≤ b ↔ |a| ≤ b)

Íåðàâåíñòâà ñóòü óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ, âûðàæåíèå b - ñîäåðæèò. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1,3 è 5.
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5. Ñâåðòêà äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ â ðàâåíñòâî ìîäóëþ.
∀ax(x− ÷èñëî & 0 ≤ x → x = a ∨ x = −a ↔ x = |a|)
Äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèå a íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò. Óêàçàòåëü
"äèçúþíêòîïåðàíä" áëîêèðóåò ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ äèçúþíêöèè â íåÿâíûõ
ñëó÷àÿõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.

6. Óïðîùåíèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ âåëè÷èí ñ èñïîëüçîâàíèåì ëè-
íåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ.
∀abcdexy(¬(a = 0) & a|x|+ by = 0 → cx2 + dy2 = e ↔ (cb2 + da2)y2 = ea2)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåð-
âûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e - íå ñîäåðæàò. Óêàçàòåëü "ãðóïïèðîâêè(õ24
ôèêñ(2 1 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ÷ëåíà by ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ
ñëàãàåìûõ, äåëÿùèõñÿ íà ðàíåå èäåíòèôèöèðîâàííîå y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

7. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì.
∀abx(0 ≤ a & |x| = c & 0 ≤ c− a → |a + x| = b ↔ 0 ≤ b & x = −b− a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ íåâûðîæäåííûå ÷èñ-
ëîâûå àòîìû. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; íåâûðîæäåííûå ÷èñëî-
âûå àòîìû âûðàæåíèÿ x ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè ñ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè
âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé è
òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀abcd(0 ≤ a & |b| = d & c < 0 → ab = c ↔ ad = −c)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî". Âòîðîé àíòåöå-
äåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå b èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, âûðàæåíèå d - íå
èìååò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî ìîäóëÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùèé ïðèåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ:
∀a(a ≤ 0 ∨ 0 < a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìîäóëü(õ1))"
îïðåäåëÿåò åãî èíèöèàëèçàöèþ ïðè óñìîòðåíèè âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ |a|. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòî âõîæäåíèå - â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è ÷òî a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Ïðîâåðÿþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1. Òåêóùåå óñëîâèå íå èìååò áîëåå êîðîòêîãî íåèçâåñòíîãî ìîäóëÿ ëèáî ñèãíóìà.
2. Çàäà÷à íå èìååò ñâîèì óñëîâèåì äèçúþíêöèþ ñ íåèçâåñòíûìè.
3. Ëèáî òåêóùåå óñëîâèå - óðàâíåíèå, ëèáî çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé.
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4. Ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå ìîäóëÿ íå ðàñïîëîæåíî â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàí-
òîðîâ è îïèñàòåëåé ïî ïåðåìåííûì, âõîäÿùèì â ìîäóëü.

5. Çàäà÷à èìååò öåëü "ïîëíûé" è íå èìååò öåëè "ïðèìåð".
6. Ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå ìîäóëÿ íå ðàñïîëîæåíî â ñóììèðóåìîì èëè èíòå-

ãðèðóåìîì âûðàæåíèè.
7. Íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ íàéäåííîãî îòâåòà çàäà÷è.
8. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü çàäà÷è íå ìåíåå 4.
9. Îòñóòñòâóþò ñïåöèàëüíûå öåëè "ñâÿçêà . . ." (ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé) è "çàìåùåíèå".
Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(|a| = b → a = b ∨ a = −b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü
"èçâåñòíî". Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì a - ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûå
÷èñëîâîé àòîì, b - íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåí-
òàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí
àíàëîãè÷íûé ïðèåì, â êîòîðîì a - ïðîñòî âûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè, íå îáÿçàòåëüíî
÷èñëîâîé àòîì. Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì â çàäà÷àõ íà ïðåîáðà-
çîâàíèå

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå ∀a(a ≤ 0 ∨ 0 < a). Îí
èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìîäóëü(õ1))" èíèöèàëèçèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðè îáíàðóæåíèè âûðàæåíèÿ |a| â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

1. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò õîòÿ áû îäíî âõîæäåíèå ïàðàìåòðà a âíå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî âõîæäåíèÿ ìîäóëÿ.

2. Ìîäóëü íå ðàñïîëîæåí âíóòðè êâàíòîðà, îïèñàòåëÿ ëèáî ëîãàðèôìà.
3. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ñèìâîëà "ìî-

äóëü", òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì äàííîãî âûðàæåíèÿ.
4. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ÷ðåçìåðíî âåëèêî: åñëè îíî ñîäåðæèò òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ ëèáî ëîãàðèôì, òî äëèíà åãî íå áîëåå 100, èíà÷å - íå
áîëåå 150.

5. Çàäà÷à íå èìååò ñïåöèàëüíûõ öåëåé "êëàññ", "çíà÷åíèåèíòåãðàëà".
Âûâîäèìàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà - äëÿ çàäà÷ ñ öåëüþ "íîðìÈí-
òåãðàë", âûïîëíÿþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè ôîðìàëü-
íîì èíòåãðèðîâàíèè. Ìîäóëü äîëæåí ñîäåðæàòü ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ è ðàñ-
ïîëàãàòüñÿ ïîä ðàäèêàëîì. Ïðè ýòîì a äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò ïåðåìåííîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 5.
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Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó èçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà íåðàâåíñòâ. Òåîðåìà è èíèöèàëèçà-
öèÿ ïðèåìà - ïðåæíèå. Çàãîëîâîê - "âûâîäóñëîâèÿ". Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

1. Ìîäóëü íåêîíñòàíòíûé. Îí ðàñïîëîæåí â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå è íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.

2. Èìååò ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ íàéäåííîãî îòâåòà çàäà÷è.
3. Ëèáî çàäà÷à èìååò íåðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíûìè, ëèáî âñå åå óñëîâèÿ ñ íåèçâåñò-

íûìè èìåþò âèä "÷èñëî(x)".
4. Ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå ìîäóëÿ íå ðàñïîëîæåíî â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàí-

òîðîâ è îïèñàòåëåé ïî ïåðåìåííûì, âõîäÿùèì â ìîäóëü.
5. Òåêóùåå óñëîâèå çàäà÷è íå èìååò âõîæäåíèÿ áîëåå äëèííîãî ìîäóëÿ.
6. Çàäà÷à íå èìååò ñïåöèàëüíûõ öåëåé "ñâÿçêà . . .", "íîðìîáëàñòü", "ðåäóöèðîâà-

íèå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì ïðè ðåøåíèè äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîíàäîáèëèñü íåñêîëüêî äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðèåìîâ ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî çíàêó âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì - êàê ñîäåðæàùåãî,
òàê è íå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûõ.
∀abcd(a|b|+ c = d → 0 ≤ b ∨ b < 0)

Àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿç-
êà x1 . . . xn). Òàêàÿ öåëü ïåðå÷èñëÿåò âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn ðåøàåìûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Â óñëîâèè äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ, ñîäåðæà-
ùàÿ íåèçâåñòíûå. Êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèé c, d äîëæíî äåëèòüñÿ íà b ëèáî íà
ìîäóëü b. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü äèçúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ. Âûâîäèìàÿ äèçúþíê-
öèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåð-
âàÿ èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ" è òðåáóåò, ÷òîáû b ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûå -
îíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1. Âòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è òðåáóåò, ÷òîáû b íå
ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, íî ñîäåðæàëî âàðüèðóåìûå ïàðàìåòðû. Îíà ñðàáàòûâàåò íà
óðîâíå 3.
∀abcdexy((b|a|+ c)/d + e · dy(x)/dx = 0 → a = 0 ∨ 0 < a ∨ a < 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà . . .). Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ. Âû-
ðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, d - íå ñîäåðæàò. Êàæäîå ñëàãàåìîå
âûðàæåíèÿ c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå a ëèáî |a| íà èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò,
ïðè÷åì èìååòñÿ õîòû áû îäíî òàêîå ñëàãàåìîå ñ a. Çàäà÷à íå èìååò äèçúþíêòèâíîãî
óñëîâèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Âûâîä ñëåäñòâèé

1. Âûâîä ñëåäñòâèÿ èç ðàâåíñòâà ìîäóëåé.
∀abc(|a| = |b| & 0 < ac & bc < 0 → a = −b)

∀abc(|a| = |b| & 0 < ac & 0 < bc → a = b)

∀abc(|a| = |b| & ac < 0 & bc < 0 → a = b)

Âñå àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì óêàçàòåëü "ðàâíî(1)" ïîçâîëÿåò
èäåíòèôèöèðîâàòü ðàâåíñòâî ìîäóëåé èç äâóõ ðàâåíñòâ èõ òðåòüåìó âûðàæå-
íèþ. Ó ïåðâîãî ïðèåìà a - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â b, îñòàëüíûå äâà ïðèåìà
ïðèìåíÿþòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ìîäóëü ðàçíîñòè íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí èçâåñòåí.
∀abcdef (¬(a = 0) & |b− d| = e & ab + c = ad + f → |(f − c)/a| = e)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå. Âòî-
ðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ b, d ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå e - íå
ñîäåðæèò. Êðîìå òîãî, õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé c, f ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Âûâîä ñëåäñòâèé èç íåðàâåíñòâ äëÿ ìîäóëÿ.
∀ab(|a| < b → a < b)

∀ab(|a| < b → −a < b)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "äëÿëþáîãî".
Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè êâàíòîðíûõ óñëîâèé âíåøíåé çà-
äà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Äîïóñêàåòñÿ
ñëó÷àé íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ãðóïïèðîâêà ïîñûëîê, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîÿâëåíèþ ìîäóëÿ

∀ab((a + b = 0 ∨ a− b = 0) & b ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab((a + b = 0 ∨ b− a = 0) & b ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab((a = b ∨ a = −b) & 0 ≤ a ↔ a = |b|)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Îíè çàìåíÿþò äâå ïîñûëêè
çàäà÷è (äèçúþíêöèþ è íåðàâåíñòâî) íà ðàâåíñòâî ñ ìîäóëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ãðóïïèðîâêà óñëîâèé, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîÿâëåíèþ ìîäóëÿ

∀ab(a− b ≤ 0 & 0 ≤ a + b ↔ −b + |a| ≤ 0)

∀ab(a + b < 0 & 0 < a− b ↔ b + |a| < 0)

∀ab(a + b ≤ 0 & b− a ≤ 0 ↔ b + |a| ≤ 0)

∀ab(0 ≤ a + b & 0 ≤ a− b ↔ −a + |b| ≤ 0)

∀ab(a + b < 0 & a− b < 0 ↔ a + |b| < 0)

∀ab(0 < a + b & 0 < b− a ↔ −b + |a| < 0)
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê äâóì
íåðàâåíñòâàì â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Îáà
íåðàâåíñòâà íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ è íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Íåíóëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâ íå äîëæíà èìåòü âèäà m + nx, ãäå m, n - êîíñòàíòû, x
- ïåðåìåííàÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2, 4 è 6.
∀ab((a + b = 0 ∨ a− b = 0) & b ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab((a + b = 0 ∨ b− a = 0) & b ≤ 0 ↔ b + |a| = 0)

∀ab((a = b ∨ a = −b) & 0 ≤ a ↔ a = |b|)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê äâóì
óñëîâèÿì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå ïîä ìîäóëåì íå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0, 2 è 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììîäóëü"

Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå ïðèåìàì îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè âûðàæåíèé ñ ìîäóëåì, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì èõ íàçâàíèé:

1. Ìîäóëü íóëÿ.
2. Ìèíóñ ïîä ìîäóëåì.
3. Äâîéíîé ìîäóëü.
4. Óñòðàíåíèå ìîäóëÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñììåíüøåèëèðàâíî".
5. Âûíåñåíèå èç-ïîä ìîäóëÿ ìíîæèòåëåé ïðè îïðåäåëåíèè èõ çíàêà.
6. Âûíåñåíèå èç-ïîä ìîäóëÿ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè ïðè

îïðåäåëåíèè èõ çíàêà.
7. Ìîäóëü ñòåïåíè.
8. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.
| −∞| = ∞
∀A(|(−∞ ïðè A, èíà÷å ∞)| = ∞)

∀A(|(∞ ïðè A, èíà÷å −∞)| = ∞)

9. Óñëîâíîå âûðàæåíèå.
∀Ab(|(b ïðè A, èíà÷å − b)| = |b|)
∀Ab(|(−b ïðè A, èíà÷å b)| = |b|)

Íîðìàëèçàòîð ñòàíäàðòèçàöèè ìîäóëåé ñ íåèçâåñòíûìè "óðàâíìîäóëü"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, ïåðåäàþùèé äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè
ïðîöåäóðîé "íîðìóðàâí" âûðàæåíèå ïîä ìîäóëåì:
∀ab(b = a → |a| = |b|)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé b ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ a íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóðàâí". Çàìåíÿþùèé òåðì |b|
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîäóëü".
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10.16 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñèãíóì"

Âûðàæåíèå "ñèãíóì(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå sg(a),
ðàâíî -1 äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé a, íå îïðåäåëåíî â íóëå è ðàâíî 1 äëÿ ïîëî-
æèòåëüíûõ çíà÷åíèé a.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ñèãíóìà ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ çíàêà.
∀a(a ≤ 0 → sg(a) = −1)

∀a(0 ≤ a → sg(a) = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀a(sg(a) ≤ 0 → sg(a) = −1)

∀a(0 ≤ sg(a) → sg(a) = 1)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
2. Îòáðàñûâàíèå ìíîæèòåëÿ ñ èçâåñòíûì çíàêîì.
∀ab(b < 0 → sg(ab) = −sg(a))

∀ab(0 < b → sg(ab) = sg(a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Äðîáü ïîä ñèãíóìîì.
∀ab(sg(b/a) = sg(ab))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Ìèíóñ ïîä ñèãíóìîì.
∀a(sg(−a) = −sg(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Ñòåïåíü ïîä ñèãíóìîì.
∀ab(a−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(a)−even) → sg(ba) =
sg(b))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

6. Äâîéíîé ñèãíóì.
∀ac(sg(asg(c)) = sg(ac))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
7. Ïðîèçâåäåíèå ìîäóëÿ íà ñèãíóì.
∀an(|a|nsg(a) = an)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íå÷åòíîé íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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∀ab(|a/b|sg(ab) = a/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
8. Ñòåïåíü ñèãíóìà.
∀ab(a− rational & ÷èñëèòåëü(a)− even→ (sg(b))a = 1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(a−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(a)−even) → (sg(b))a =
sg(b))
∀abc(¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) & ÷èñëèòåëü(b)−even & b−rational & c−rational→
(sg(a))b+c = (sg(a))c)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

9. Äåëåíèå ñèãíóìà íà ìîäóëü.
∀abcd(dsg(ab)/c|a/b| = db/ac)

Óêàçàòåëü "äðîáü(ôèêñ(0 1)ôèêñ(0 2))" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(asg(b)/c|b| = a/bc)

Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.
∀abc(sg(a)|b/ac| = |b/c|/a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
10. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ñèãíóì ñ èñêëþ÷åíèåì ìîäóëÿ.

∀abc(a|b|+ csg(b) = (ab + c)sg(b))
Âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

11. Çàíåñåíèå ìèíóñà ïîä ñèãíóì.
∀abcd(−asg(b− c)/d = asg(c− b)/d)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
12. Ïðîèçâåäåíèå ñèãíóìîâ.

∀ab(sg(a)sg(b) = sg(ab))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
13. Ñèãíóì ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.

∀ac(sg(a sh c) = sg(ac))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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14. Ñèãíóì ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀a(sg(sin a) = (−1)[a/π])

∀a(sg(cos a) = (−1)[a/π+1/2])

Âî âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èñïîëüçóåìûõ íîðìàëèçàòî-
ðàìè ïðèåìîâ, äàííûå çàìåíû áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Çíàê îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
∀abcdefpq(de + bf = 0 & sg(ae− cf) = p → sg((ab + cd)q) = sg(q(be− df))p)

Ïðèåì ïðåîáðàçóåò ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Îí óñòàíàâëèâàåò ëèíåéíóþ çàâèñè-
ìîñòü ìåæäó íåêîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè b, d, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîòî-
ðûõ ðàñïîëîæåíà ïîä ñèãíóìîì. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿåò ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè çíàê p îïðåäåëèòåëÿ äâóõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé. Çàìåíÿþùèé òåðì ñîäåð-
æèò ïîä ñèãíóìîì íîâóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âûðàæåíèé b, d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïàðàìåòðû èñõîäíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ab+cd íå íàêðûâàëèñü ïàðàìåò-
ðàìè íèêàêîé èìåþùåéñÿ â ïîñûëêàõ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ b, d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

16. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ñèãíóìàìè ñóìì, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì.
∀abcd(asg(b− c) + dsg(c− b) = (a− d)sg(b− c))

Ñóììà íå ðàñïîëîæåíà ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ñâÿçûâàþùèì êàêèå-ëèáî ïå-
ðåìåííûå êîýôôèöèåíòîâ a, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ïåðåõîä ê ìîäóëþ.
∀a(asg(a) = |a|)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè êàæäîå âõîæäåíèå ñèãíóìà a â ïðåîáðàçóåìûé òåðì
ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ïðîèçâåäåíèÿ, ñîäåðæàùåãî òàêæå a. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 ≤ ab → bsg(a) = |b|)
∀ab(bc ≤ 0 → bsg(c) = −|b|)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðè ðåøåíèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(asg(b)/bc = a/|b|c)
Ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè
öåëè "äëèíà", îïðåäåëÿþùåé çàâåðøàþùåå ðåäàêòèðîâàíèå òåðìà ñ öåëüþ åãî
ñîêðàùåííîé ïåðåçàïèñè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Ìîäóëü ñèãíóìà.
∀a(¬(a = 0) → |sg(a)| = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
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19. Ñâåðòêà óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèãíóìà.
∀ab(¬(a = 0) & b− ÷èñëî→ (b ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − b) = bsg(a))

∀ab(¬(a = 0) & b− ÷èñëî→ (b ïðè 0 < a, èíà÷å − b) = bsg(a))

∀ab(¬(a = 0) & b− ÷èñëî→ (b ïðè a < 0, èíà÷å − b) = −bsg(a))

Âî âòîðîì ïðèåìå äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Äîëæåí îòñóòñòâîâàòü
êîììåíòàðèé (íîðìâàðèàíò A), ó êîòîðîãî A ñîäåðæèò ïðåîáðàçóåìîå óñëîâíîå
âûðàæåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

20. Ïðîèçâåäåíèå ñèãíóìà íà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè.
∀abcf (c = a− b & f(x) = −g(x) → sg(c)(f(max(a, b))+ g(min(a, b))) = f(a)− f(b))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ4 êîðåíü)âèä(õ4 ìàêñèìóì(õ1 õ2)))" îïðåäåëÿ-
åò èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèé a, b êàê îïåðàíäîâ íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà, âõî-
äÿùåãî â ïðåîáðàçóåìûé òåðì. Ïåðåìåííûå f, g - ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòå-
ëè "íîâàðãóìåíò(õ6 íàáîð(õ1 õ2)ôèêñ)", "íîâàðãóìåíò(õ7 íàáîð(õ1 õ2)ôèêñ)"
îáåñïå÷èâàþò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïåðåìåííûå âûðàæåíèé a, b âõîäÿò â f òîëü-
êî âíóòðè âûðàæåíèé max(a, b), à â g - òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé min(a, b).
Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Îíè
ïðîâåðÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî âûðàæåíèå c ïîä ñèãíóìîì ðàâíî ðàçíîñòè a, b
è ÷òî âûðàæåíèÿ f(x), g(x) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

21. Ïåðåíåñåíèå ñèãíóìà èç çíàìåíàòåëÿ â ÷èñëèòåëü.
∀abc(a/bsg(c) = asg(c)/b)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

22. Ïðîèçâåäåíèå ñèãíóìà íà ñóììó ñ ñèãíóìîì.
∀abc((a + bsg(c))sg(c) = asg(c) + b)

Âûðàæåíèå a íå äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóììó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

23. Ñîêðàùåíèå äðîáè ñ ñèãíóìàìè.
∀abcpq((asg(b) + c)p/(a + csg(b))q = psg(b)/q)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâåäåíèÿ ñ ñèãíóìîì.
∀ab(asg(b) = 0 ↔ a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Íåðàâåíñòâà ñ ñèãíóìîì.
∀a(0 < sg(a) + 1 ↔ 0 ≤ a)

∀a(0 < 1− sg(a) ↔ a ≤ 0)

∀a(sg(a) ≤ 1)

∀a(1 ≤ sg(a) ↔ 0 < a)



Ãëàâà 10. Ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎË�ÎÃå 919

∀a(0 < sg(a) ↔ 0 < a)

∀a(0 ≤ sg(a) ↔ 0 < a)

Âñå ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèåìàõ äîïóñ-
êàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0.

3. Èñêëþ÷åíèå ñèãíóìà èç äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ.

∀abcdx(x =
a + sg(b)c

d
∨ x =

a− sg(b)c
d

↔ x =
a + c

d
∨ x =

a− c

d
)

∀abcdx(x = −a + sg(b)c
d

∨ x =
sg(b)c− a

d
↔ x = −a + c

d
∨ x =

c− a

d
)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
4. Ðàâåíñòâî ñèãíóìà åäèíèöå ëèáî ìèíóñ åäèíèöå.
∀a(sg(a) = 1 ↔ 0 < a)

∀a(sg(a) = −1 ↔ a < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(1 + sg(a) = 0 ↔ a < 0)

∀b(−sg(b) = 1 ↔ b < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
5. Îòëè÷èå ñèãíóìà îò íóëÿ.
∀a(a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ¬(sg(a) = 0))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

Âûíåñåíèå ñèãíóìà èç-ïîä íå÷åòíûõ ôóíêöèé

∀abc(arctg(sg(a)b/c) = sg(a) arctg(b/c))

∀abc(arcsin(sg(a)b/c) = sg(a) arcsin(b/c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó ñèãíóìà ñ íåèçâåñòíûìè

∀a(a ≤ 0 ∨ 0 < a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ñèãíóì(õ1))"
îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà
îïèñàíèå âûðàæåíèÿ sg(a), ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

1. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü çàäà÷è íå ìåíåå 4.
2. Òåêóùåå óñëîâèå íå èìååò áîëåå äëèííîãî ìîäóëÿ ëèáî ñèãíóìà, ñîäåðæàùåãî

íåèçâåñòíûå.
3. Îòñóòñòâóåò äèçúþíêòèâíîå óñëîâèå çàäà÷è, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå.
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4. Ëèáî òåêóùåå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå, ëèáî çàäà÷à íå èìååò
óðàâíåíèé.

5. Çàäà÷à íå èìååò öåëè (ñâÿçêà . . .).
Âûâåäåííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðà-

áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå ñèãíóìà èç óðàâíåíèÿ

∀abcd(asg(c)/b = d & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) & sg(abd) = e → sg(c) = e)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõà íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå sg(abd) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 4. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò
e ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñèãíóì"

Íîðìàëèçàòîð ñîäåðæèò äâîéíèêè ñëåäóþùèõ ïðèåìîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè:
1. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ñèãíóìà ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ çíàêà.
2. Îòáðàñûâàíèå ìíîæèòåëÿ ñ èçâåñòíûì çíàêîì.
3. Äðîáü ïîä ñèãíóìîì.
4. Ìèíóñ ïîä ñèãíóìîì.
5. Ñòåïåíü ïîä ñèãíóìîì.
6. Äâîéíîé ñèãíóì.

10.17 Ïðèåìû ñèìâîëà "Ñèãíóì"

Êðîìå ñèãíóìà, íå îïðåäåëåííîãî â íóëå, ââåäåíà åùå îäíà àíàëîãè÷íàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ óæå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 â íåîòðè-
öàòåëüíûõ òî÷êàõ è 0 - â îòðèöàòåëüíûõ. Ýòà ôóíêöèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ "Ñèãíóì(a)",
ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì êàê Sg(a). Äëÿ "Ñèãíóì"à ñîçäàíû âñåãî
äâà ïðèåìà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:
∀a(a < 0 → Sg(a) = −1)

∀a(0 ≤ a → Sg(a) = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

Êðîìå òîãî, ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÑèãíóì", â êîòî-
ðîì ýòè äâà ïðèåìà ïðîäóáëèðîâàíû.
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10.18 Ïðèåìû ñèìâîëà "ëîãàðèôì"

Âûðàæåíèå "ëîãàðèôì(a b)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå loga b,
îáîçíà÷àåò ëîãàðèôì âåùåñòâåííîãî ÷èñëà b ïî ïîëîæèòåëüíîìó îòëè÷íîìó îò åäè-
íèöû îñíîâàíèþ a. Åñëè îñíîâàíèå ðàâíî ÷èñëó e, ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñî-
âûâàåò ëîãàðèôì â âèäå ln a. Ñïåöèàëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äåñÿòè÷íîãî ëîãàðèôìà
íå ïðåäóñìîòðåíî.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé ñ ëîãàðèôìàìè

1. Ëîãàðèôì åäèíèöû.
∀a(loga 1 = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. ×èñëî ïîä ëîãàðèôìîì ðàâíî îñíîâàíèþ ëîãàðèôìà.
∀a(loga a = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → logc(ab) = logc a + logc b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "çàìå-
íàâõîæäåíèé" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ çàìåíó âñåõ òàêèõ âõîæäåíèé â çà-
äà÷ó äàííîãî ëîãàðèôìà, êîíòåêñò êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå èñïîëüçîâàííûå ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè óòâåðæäåíèÿ. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè çàâåðøàþùåì
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà îïèñàíèå. Îí áëîêè-
ðóåòñÿ òàêæå ïðè ðàññìîòðåíèè óñëîâèÿ logc(ab) = d çàäà÷è íà îïèñàíèå, ãäå
ëåâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à ïðàâàÿ - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 1.
∀abc(a ≤ 0 & b ≤ 0 → logc(ab) = logc(−a) + logc(−b))

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, à
òàêæå â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïèñàíèå, åñëè c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à a, b - íå
ñîäåðæàò. Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Ëîãàðèôì äðîáè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → logc(a/b) = logc a− logc b)

∀abc(a ≤ 0 & b ≤ 0 → logc(a/b) = logc(−a)− logc(−b))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êàê è âûøå, çàìåíà
âûïîëíÿåòñÿ ñðàçó äëÿ âñåõ âõîæäåíèé ëîãàðèôìà â çàäà÷ó. Äîïîëíèòåëüíî
ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
(a) Íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.
(b) Ëèáî òåêóùèé òåðì çàäà÷è èìååò âõîæäåíèå äðóãîãî ëîãàðèôìà, íå ðàñïî-

ëîæåííîå âíóòðè ïðåîáðàçóåìîãî ëîãàðèôìà, íî äîñòèæèìîå èç íåãî ïóòåì
ïåðåõîäîâ ÷åðåç ñèìâîëû àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, ðàâåíñòâà è íåðàâåí-
ñòâà, ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ
åãî â ðÿä Òåéëîðà.
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(c) Åñëè ëîãàðèôì íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî äîëæíî íàéòèñü
âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé â òîò æå òåðì çàäà÷è, íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè
logc(a/b) ëèáî âíóòðè loga/b c.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(loga(b/c) = loga |b| − loga |c|)
∀abc(loga |b/c| = loga |b| − loga |c|)
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâà-
íèé:
(a) Ëîãàðèôì âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå ðåøàåìîé äëÿ

óïðîùåíèÿ ïðîèçâîäíîé, ëèáî â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ íå èìååò ìåñòà ýòàï çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà.

(b) Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, òî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.

(c) Òåêóùèé òåðì çàäà÷è èìååò âõîæäåíèå äðóãîãî ëîãàðèôìà logA B, íå ðàñ-
ïîëîæåííîå âíóòðè ïðåîáðàçóåìîãî âõîæäåíèÿ, ïðè÷åì âûðàæåíèå B èìå-
åò b ñâîèì îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì (äîïóñòèìû ïåðåõîäû ÷åðåç îïåðàöèè
"óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìèíóñ" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé).

Êðîìå òîãî, ïåðâûé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(0 < ab & ¬(a/b− 1 = 0) → loga/b(b/a) = −1)

∀cd(log|c/d| |d/c| = −1)

∀ab(log−b/a(−a/b) = −1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(loga(1/b) = − loga b)

Âûðàæåíèå b íå èìååò çàãîëîâêà "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcd(0 ≤ a & 0 ≤ bc → logd(ab/c) = logd a + logd(b/c))

∀abcd(0 ≤ a & 0 ≤ bc → logd(b/ac) = logd(b/c)− logd a)

Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì íåâûðîæäåííûì ñîìíîæèòåëåì,
îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå òîæå íåâûðîæäåííîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå èìååò ìåñòà ýòàï çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâà-
íèÿ îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Çàìåíà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñðàçó äëÿ âñåõ
âõîæäåíèé ëîãàðèôìà â çàäà÷ó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(ln((asg(b) + c)/b) = ln(a + csgb)− ln |b|)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè ôîð-
ìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Ëîãàðèôì ñòåïåíè.
∀abc(0 ≤ a → logb(a

c) = c logb a)

∀abc(a ≤ 0 & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ logc(a
b) = b logc(−a))
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∀abc(a ≤ 0 & c− rational & ¬(÷èñëèòåëü(c)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) →
logb(−ac) = c logb(−a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàìåíÿþòñÿ âñå âõî-
æäåíèÿ ëîãàðèôìà â çàäà÷ó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(loga(b

c) = c loga |b|)
Ëîãàðèôì ðàñïîëîæåí â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà îïèñàíèå,
ïðè÷åì íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå âûðàæåíèå b äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Ëèáî çàäà÷à èìååò öåëü
"ñâÿçêà . . .", ëèáî ëîãàðèôì ðàñïîëîæåí ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", ëèáî
ñóùåñòâóåò äðóãîå âõîæäåíèå ëîãàðèôìà logA B, íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè ïðå-
îáðàçóåìîãî âõîæäåíèÿ, è b ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì âûðàæåíèÿ B.
Çàìåíÿþòñÿ âñå âõîæäåíèÿ ëîãàðèôìà â çàäà÷ó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
∀abcd(loga(b

c/dc) = c loga |b/d|)
Ëîãàðèôì íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîä îïèñàòåëåì "îòîá-
ðàæåíèå". Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c - íåâûðîæäåííûé. ×òîáû èäåíòèôèöèðîâàòü
åãî êàê îáùèé ìíîæèòåëü ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ñîìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ, ââåäåíû óêàçàòåëè "îáùàÿñòåïåíü(îáùàÿñòåïåíü õ3 ñòåïåíü(õ2
õ3)ñòåïåíü(õ4 õ3))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.
∀ab(loga(a

b) = b)

∀bc(÷èñëèòåëü(c)− even & c− rational→ log|b|(b
c) = c)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.
∀abmnkp(pm− kn = 0 → loganbm(apbk) = p/n)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàáàòûâàåò ëåâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïðè èäåíòèôèêàöèè äî-
ïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Óñòðàíåíèå ëîãàðèôìà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
∀abcdefg(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b → ag+f(c loga b+d)/e = bfc/eag+fd/e)

Âûðàæåíèå f íå ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèÿ loga b. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå
åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ c, f , à òàêæå íóëåâîå çíà÷åíèå g. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcde(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b → ac+d loga b/e = bd/eac)

Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ d, e è íóëåâîå çíà÷åíèå c. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcde(0 < a & ¬(logb a = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → ac+d/e logb a = bd/eac)

Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ c, e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcde(0 < a & 0 < b & 1 < c → ad(loga b)c/e = bd(loga b)c−1/e)

Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûå äâà àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "ïðîãðàììà". Ëèáî ïðåîáðàçóåìàÿ ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ïðî-
èçâåäåíèÿ, èìåþùåãî òàêæå ñîìíîæèòåëü âèäà bA, ëèáî ðåäàêòèðóåòñÿ îòâåò
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çàäà÷è íà îïèñàíèå. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ d, e. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdefg(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 1 < b & loga b− c loga d− e = 0 → bf/g(c loga d+e) =
af/g)

Ïåðåìåííûå b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåí-
íàÿ e - ñ íåîòðèöàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Ëèáî e åñòü íîëü, ëèáî a -
êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïîñëåäíèé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ
c, g, e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd((b/a)c loga/b d = 1/dc)

∀abcde(0 < a & 0 < b & 0 < c & ¬(ab− 1 = 0) → ad logab c+ebd logab c+e = aebecd)

∀abcdef (¬(b− c = 0) → (b/c)e+a/f logd(c/b) = (b/c)e/da/f )

∀abcdef (¬(c− e = 0) → (e/c)f+a logc/e d/b = (e/c)f/da/b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcde(|a/b|c log|b/a| e/d = 1/ec/d)

∀a(exp ln a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
7. Ñòåïåííîå âûðàæåíèå â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà.
∀abc(0 < a & ¬(b = 0) & ¬(ab − 1 = 0) → logab c = loga c/b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "âûâîä(
íå(ðàâíî(ïëþñ(õ1 ìèíóñ(1))0))ýêâèâàëåíòíî(3))" äîáàâëÿåò â êîíòåêñò çàìåíû
óòâåðæäåíèå ¬(a − 1 = 0), íåîáõîäèìîå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè ïðè
ýòîì óòâåðæäåíèå ¬(ab−1 = 0) äàëåå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. íå íóæíî, òî
îíî óäàëÿåòñÿ. Ðåàëèçîâàíî ýòî òàê: ñíà÷àëà îïåðàòîð "ó÷åòâûâîäà" ðåãèñòðè-
ðóåò èíôîðìàöèþ î äîïîëíèòåëüíîì óòâåðæäåíèè â êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿ-
ïîñûëîê . . .), à çàòåì îïåðàòîð "çàìåíàâõîæäåíèÿ" èñïîëüçóåò ýòó èíôîðìàöèþ
äëÿ èçìåíåíèÿ êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & ¬(ab − 1 = 0) → logab c = log|a| c/b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ëîãàðèôì âõîäèò â
óñëîâèå çàäà÷è, ïðè÷åì ýòî óñëîâèå óæå ñîäåðæèò âûðàæåíèå |a|. Äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç. ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óòâåðæäåíèå ¬(|a|− 1 = 0). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀bde(¬(de − 1 = 0) & d < 0 & ÷èñëèòåëü(e) − even & e − rational → logde b =
log−d b/e)

Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ââîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ ¬(e = 0),¬(d + 1 = 0).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀bde(¬(de + 1 = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(e) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(e) − even) & d <
0 & e− rational→ log−de b = log−d b/e)

Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ââîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(d + 1 = 0). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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8. Ïåðåñòàíîâêà îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà è âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì.
∀ab(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → logb a = 1/ loga b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàìåíÿþòñÿ âñå âõî-
æäåíèÿ ëîãàðèôìà â çàäà÷ó. Äëÿ âûïîëíåíèÿ çàìåíû íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé:
(a) Íåâåðíî, ÷òî âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå b - íå ñî-

äåðæèò.
(b) Íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.
(c) Òåêóùèé òåðì çàäà÷è èìååò âõîæäåíèå ëîãàðèôìà ïî îñíîâàíèþ a.
(d) Âûðàæåíèå a íå èìååò çàãîëîâêîâ "äðîáü", "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü".
(e) Ëèáî âûðàæåíèå b èìååò îäèí èç çàãîëîâêîâ "äðîáü", "óìíîæåíèå", "ñòå-

ïåíü", ëèáî a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à b - ñîäåðæèò, ëèáî âûðàæåíèå a
ïðåäøåñòâóåò â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âûðàæåíèþ b.

Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ââîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(loga b = 0). Åñëè ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïðè÷åì òåêóùèé òåðì çàäà÷è èìååò âõîæäåíèå íåèç-
âåñòíîé, íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè loga b ëèáî logb a, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2, èíà÷å îí ðàâåí 1.

9. Ïðîèçâåäåíèå ëèáî äðîáü â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà.
∀abc(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → logb c = loga c/ loga b)

Ëîãàðèôì âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèå b èìååò çà-
ãîëîâîê "äðîáü" ëèáî "óìíîæåíèå". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ðàçðÿä(êîðåíü ëîãà-
ðèôì õ4)ðàâíî(õ1 ïåðâûéòåðì(õ4)))" èäåíòèôèöèðóåò a êàê îñíîâàíèå íåêîòî-
ðîãî äðóãîãî ëîãàðèôìà, âõîäÿùåãî â óñëîâèå çàäà÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå
èìååò çàãîëîâêà "äðîáü" ëèáî "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âíóòðè b
èìååòñÿ âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ a, äîñòèæèìîå ïåðåõîäàìè òîëüêî ÷åðåç îïåðà-
öèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü", à òàêæå ÷åðåç îñíîâà-
íèÿ ñòåïåíåé. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ââîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(loga b = 0).
Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 < a & ¬(1/a− 1 = 0) → log1/a b = − loga b)

Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ââîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(a− 1 = 0). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ äëÿ ëîãàðèôìîâ ìîäóëåé âûðàæåíèé, îòëè÷àþ-
ùèõñÿ çíàêîì.
∀abcde(c loge |a− b|+ d loge |b− a| = (c + d) loge |a− b|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ñîêðàùåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ ïðè ñëîæåíèè ëîãàðèôìà äðîáè è ëîãàðèôìà
ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íå óäàåòñÿ óñìîòðåòü
çíàêè ñîìíîæèòåëåé, ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ:
∀abcdef (0 < ab & 0 < acd → e logf (ab) + e logf (c/ad) = e logf (bc/d))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñóììà ëîãàðèôìîâ
ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ââîäèòñÿ óòâåð-
æäåíèå 0 < bcd. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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12. Ïåðåñòàíîâêà îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñ âûðàæåíèåì ïîä ëîãàðèôìîì - ïîêàçàòåëåì
ñòåïåíè.
∀abcd(0 < a & 0 < b & 0 < c & ¬(b− 1 = 0) → ad logb c = cd logb a)

Ñòåïåíü ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå c ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b, d - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcde(0 < b → acbd loge a = ac+d loge b)

Åñëè âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì b ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, à a, c - íå ñîäåðæàò, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀abcd(0 < a → ad logb c = cd logb a)

Ñòåïåíü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, óæå èìåþùåå âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ logb a. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì ââîäèò êîì-
ìåíòàðèé (ïåðåãðóïïèðîâêà logb a), ïðè÷åì ïåðåä âûïîëíåíèåì çàìåíû ïðîâå-
ðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ïåðåãðóïïèðîâêà logb c). Òàêèì îáðàçîì ïðåäîò-
âðàùàåòñÿ çàöèêëèâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdkmnpqr(0 < a & 0 < b & ¬(a − 1 = 0) & ¬(b − 1 = 0) & r − k = 1 →
pac+m(logb a)k/n/qbd+m(logb a)r/n = pac/qbd)

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïÿ-
òûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ k,m, n, p, q ìîãóò âû-
ðîæäàòüñÿ â åäèíèöó, âûðàæåíèÿ c, d - â íîëü. Äîïóñòèìà ïåðåñòàíîâêà ÷èñëè-
òåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdmnpqkr(¬(a− 1 = 0) & r + k = 1 → pac+m/n(logb a)k

/qbd+m(logb a)r/n = pac/qbd)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

13. Ïðîèçâåäåíèå ëîãàðèôìîâ, îñíîâàíèå ïåðâîãî èç êîòîðûõ ðàâíî âûðàæåíèþ
ïîä âòîðûì.
∀abc(loga b logb c = loga c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
14. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû ïîä ëîãàðèôìîì.

∀abcd(d = b + c & 0 < b + c → loga(b + c) = loga d)

Ëîãàðèôì ðàñïîëîæåí â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èëè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ñóììà ïîä ëîãàðèôìîì íå äîëæíà
èìåòü äðîáíûõ ñëàãàåìûõ (ñëîæåíèå äðîáåé ïîä ëîãàðèôìîì âûïîëíÿåòñÿ äðó-
ãèì ïðèåìîì). Â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà èññëåäîâàíèå ýòà ñóììà
äîëæíà ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îí ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû ïîä
ëîãàðèôìîì ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðå-
çóëüòàò d íå èìååò çàãîëîâêîâ "ïëþñ", "äðîáü". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×òîáû ïðîâåðêà ïðåäïðèíèìàëàñü äî ðàçëîæå-
íèÿ íà ìíîæèòåëè, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîïèÿ(ôèêñ(2 2))". Åñëè ëîãàðèôì
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íàõîäèòñÿ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 < d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
∀abcd(d = b + c & ¬(b + c = 0) → loga |b + c| = loga |d|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåáîâàíèÿ íà d îñëàáëåíû: îíî ëèøü íå äîëæ-
íî ïîëó÷àòüñÿ èç èñõîäíîé ñóììû ïåðåñòàíîâêàìè îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ
îïåðàöèé. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(d = 0).

15. Ñëîæåíèå äðîáåé ïîä ëîãàðèôìîì.
∀abcde(d = b/e + c & 0 < b/e + c → loga(b/e + c) = loga d)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, íî òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðîáíûõ ñëàãàå-
ìûõ îòñóòñòâóåò. Âûðàæåíèå d íå äîëæíî ïîëó÷àòüñÿ èç èñõîäíîé ñóììû ïå-
ðåñòàíîâêîé îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
âûâîäèòñÿ ïîñûëêà 0 < d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñóììû - îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà.
∀abcd(c = a + b & ¬(a + b− 1 = 0) & 0 < a + b → loga+b d = logc d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàáàòûâàåò
îñíîâàíèå ëîãàðèôìà íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðå-
çóëüòàò c èìååò îäèí èç çàãîëîâêîâ "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü", âîçìîæ-
íî, ñî çíàêîì "ìèíóñ". Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ
¬(c− 1 = 0), 0 < c

17. Ñîïðÿæåííûå âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì.
∀abcde(ce + ad = 0 & cd + abe = 1 → logc+a

√
b(d + e

√
b) = −1)

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e ñóòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

18. Ïåðåõîä ê íîâîìó îñíîâàíèþ äëÿ ëîãàðèôìîâ, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ.
Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ëîãàðèôìû
ïî íîâîìó îñíîâàíèþ óæå èìåëèñü â òåêóùåì òåðìå çàäà÷è:
∀abc(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → logb c = loga c/ loga b)

Ëîãàðèôì âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå è íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îáà âûðàæåíèÿ loga b,loga c óæå âñòðå÷àþòñÿ â ýòîì
óñëîâèè. Íå èìååò ìåñòà ýòàï çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Âûðàæå-
íèå a íå ñîâïàäàåò íè ñ b, íè ñ c. Â óñëîâèè îòñóòñòâóåò âûðàæåíèå logb a. Äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(loga b = 0). Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

19. Ïåðåíåñåíèå èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëü ïîä ëîãàðèôì. Ïðåîáðàçîâàíèå
èñïîëüçóåòñÿ, åñëè ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå óæå âñòðå÷àëîñü ïîä ëîãàðèôìîì:
∀abcde(d = a2b− c2 & ¬(d = 0) & 0 < a

√
b+ c → loge(a

√
b+ c) = loge(d/(a

√
b− c)))

Ëîãàðèôì âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå ïîä ëîãà-
ðèôìîì ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îí îáðàáàòûâàåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðîì "âè-
äóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò d íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé
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è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî óñëîâèå óæå ñîäåðæèò ëîãàðèôì, îäèí èç îïåðàíäîâ êîòîðîãî ðàâåí
a
√

b − c ëèáî c − a
√

b. ×òîáû èçáåæàòü îáðàòíîãî ïåðåõîäà, ïðîâåðÿåòñÿ òàê-
æå, ÷òî ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ çíàêà ó c ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò c. Äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå 0 < d(a

√
b− c). Óðîâåíü ñðàáàòû-

âàíèÿ ðàâåí 2.
20. Ñóììû ëîãàðèôìîâ ñ ìîäóëÿìè.

∀abc(a ln |b/c|+ a ln |c| = a ln |b|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(d ln(ab)− d ln(c|b|) = d ln |a/c|)
∀abcd(d ln |a|+ d ln |c + b/a| = d ln |ac + b|)
Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà . . .). Ïðè-
åìû îðèåíòèðîâàíû íà ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Óïðîùåíèå êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé ñ ëîãàðèôìàìè â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
∀abcdep(loga(dce) = p → ab/(logc d+e) = cb/p)

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñòåïåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàáàòûâàåò ëåâóþ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p
íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ëîãàðèôì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

22. Óïðîùåíèå êîíñòàíòíûõ äðîáåé ñ ëîãàðèôìàìè.
∀abcdpqr((a logb c + d)/(p logb q + r) = logqpbr(cabd))

Âûðàæåíèÿ a, p, d, r ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, íå ïðåâîñõîäÿùèå ïî ìîäó-
ëþ 4; âûðàæåíèÿ b, c, q - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.
∀abcd(d = a2 − b → p loga+

√
b c/q(loga+

√
b d− 1) = p loga−

√
b c/q)

Âûðàæåíèÿ a, b, d ñóòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

23. Ëîãàðèôìû êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé ñ ðàäèêàëàìè.
∀abcde(a

2 + b2c = d & 2ab = e → loga+b
√

c(d + e
√

c) = 2)

∀abcdmn(d = a2−b2c & md2−a2−b2c = 0 & nd2+2ab = 0 → loga+b
√

c(m+n
√

c) = −2)

Âñå ïåðåìåííûå èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

24. Ñëîæåíèå ëîãàðèôìîâ ñ ñîïðÿæåííûìè ðàäèêàëàìè.
∀abc(a logb(

√
c + 1− 1)− a logb(

√
c + 1 + 1) = 2a logb(

√
c + 1− 1)− a logb c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
25. Èñêëþ÷åíèå ëîãàðèôìà ñ ïîìîùüþ ãðóïïèðîâêè.

∀abc(a logbc b + a logbc c = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀abcde(¬(c(b− a)− 1 = 0) & ÷èñëèòåëü(e)− even & e− rational→ d logc(b−a)(c
e) +

d logc(b−a)((a− b)e) = de)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
26. Ñîêðàùåíèå ëîãàðèôìîâ ñ äðîáíûìè âçàèìíî îáðàòíûìè îñíîâàíèÿìè.

∀abcde(¬(c− e = 0) & ¬(d− 1 = 0) → a logc/e d/b loge/c d = −a/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî ëîãàðèôìà íóëþ.
∀ab(loga b = 0 ↔ b = 1)

Ðàâåíñòâî íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ðàâåíñòâî ëîãàðèôìîâ.
∀abc(loga b− loga c = 0 ↔ b− c = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
3. Ðàâåíñòâî ëîãàðèôìà åäèíèöå.
∀ax(loga x = 1 ↔ a = x)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé

1. Ïîòåíöèðîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
∀abcde(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b → c loga b + d = e ↔ bcad − ae = 0)

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âîçìîæíûå
óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâíû 1,2,3,5. Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå
äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ:
(a) Åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå îäíîé, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ íå

ðàâåí 2, èíà÷å - íå ðàâåí 3.
(b) Ëèáî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "ëîãàðèôì", áëîêèðóþùèé ïîòåíöèðîâà-

íèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ëèáî âûðàæåíèÿ a, c íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ, à êàæäîå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ d èìååò
âèä k logA B, ãäå k,A èçâåñòíû.

(c) Ëèáî òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 1 è âûðàæåíèå b ñîäåðæèò ñòåïåíü ñ íåèçâåñò-
íûì ïîêàçàòåëåì, ëèáî êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ d, ïåðåñåêàþùååñÿ ïî
ñâîèì íåèçâåñòíûì ñ loga b, èìååò âèä k loga t, ãäå k èçâåñòíî, ïðè÷åì åñëè
òåêóùèé óðîâåíü ðàâåí 1, òî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ íåñêîëüêè-
ìè íåèçâåñòíûìè, íå èìåþùàÿ äðóãèõ óðàâíåíèé ñ ïîäâûðàæåíèåì âèäà
logA b ëèáî bA.

(d) Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ ëîãàðèôìîâ.
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(e) Åñëè ðåøàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òî âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ è íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà.

(f) Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îòûñêàíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé, ïðè÷åì óñìàò-
ðèâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü ïîïûòêè ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ êîðíåé, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5, èíà-
÷å îí íå ðàâåí 5.

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "óäàëå-
íèåçàìå÷àíèÿ(êîììåíòàðèé(íîâûåíåèçâåñòíûå 2)òèï(îïèñàòü))" èñêëþ÷àåò êîì-
ìåíòàðèé (íîâûåíåèçâåñòíûå 2), èíèöèèðóÿ òåì ñàìûì ïîâòîðíóþ ïîïûòêó ïå-
ðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì.
∀abc(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b → loga b = c ↔ b = ac)

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, c - íå ñîäåðæàò.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "óäàëå-
íèåóñëîâèÿ(ìåíüøå(0 õ2))" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, áóäåò ëè ïîñëå âûïîë-
íåíèÿ çàìåíû èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. íåðàâåíñòâî 0 < b.
Åñëè íåò, òî îíî óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà óñëîâèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(0 < a & ¬(a − 1 = 0) & 0 < b → loga b = c ↔ ¬(c = 0) & a = b1/c ∨ c =
0 & b = 1)

Ðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â ïîñûëêó çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, ïðè÷åì íå ïîä îòðèöàíèåì. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
âûðàæåíèÿ b, c - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abc(0 < a & ¬(a− 1 = 0) → loga b = c ↔ b = ac)

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ - îòâåòà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, âûðàæåíèÿ a, c - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âûáîð îáùåãî îñíîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ëîãàðèôìîâ.
Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ íåèçâåñòíûìè ëîãàðèôìàìè âûïîëíÿ-
åòñÿ ïåðåõîä ê îáùåìó îñíîâàíèþ òàêèõ ëîãàðèôìîâ. Ýòî äåëàåòñÿ â äâà ýòàïà.
Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ íîâîå îñíîâàíèå ëîãàðèôìîâ c è ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé
(íîðìëîãàðèôì c) ê òåêóùåé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Çàòåì ñðàáàòûâàþò ïðèåìû,
èñïîëüçóþùèå ýòîò êîììåíòàðèé äëÿ ôàêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîãàðèô-
ìîâ.
Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðèåìîâ, âûáèðàþùèõ íîâîå îñíîâàíèå. Ýòèõ ïðèåìîâ
âñåãî äâà, è îáà èìåþò òåîðåìó ∀ab(êîíòåêñò loga b). Çàãîëîâêè ïðèåìîâ - "çàìå-
÷àíèå", òàê êàê äåéñòâèÿ èõ ñâîäÿòñÿ ê ñîçäàíèþ êîììåíòàðèÿ (íîðìëîãàðèôì
. . .). Äàííûé âèä òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî èíèöèàëèçàöèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ
óñìîòðåíèÿ âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ loga b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âõîæäåíèå ðàñ-
ïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå è ÷òî îòñóòñòâóåò ðàíåå ââåäåííûé
êîììåíòàðèé (íîðìëîãàðèôì . . .). Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
òðåáîâàíèé:
(a) Ëîãàðèôì ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
(b) Ëèáî òåêóùåå óñëîâèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì, ëèáî çàäà÷à âîîáùå

íå èìååò óðàâíåíèé.
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(c) Íåêîòîðîå óñëîâèå çàäà÷è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ëîãàðèôì ñ îñíîâàíèåì,
îòëè÷íûì îò a.

(d) Òåêóùåå âõîæäåíèå ëîãàðèôìà íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè äðóãîãî ëîãàðèô-
ìà.

(e) Òåêóùåå óñëîâèå íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Åñëè ýòè òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû, òî óêàçàòåëü "êîíòåêñò(îáîáùìíîæèòåëü(õ1
õ3))" äàëåå èäåíòèôèöèðóåò c ñ îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì âûðàæåíèÿ a - íåêî-
òîðûì ïîäâûðàæåíèåì, äîñòèæèìûì èç a ïðè ïåðåõîäàõ òîëüêî ÷åðåç îïåðàöèè
"ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü", à òàêæå ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé.
Äëÿ âûáîðà íàèáîëåå óäîáíîãî íîâîãî îñíîâàíèÿ c ïðîâåðÿåòñÿ åùå ðÿä òðåáî-
âàíèé:
(a) Âûðàæåíèå c íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëû "óìíîæåíèå", "äðîáü",

"ñòåïåíü".
(b) Óñìàòðèâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü âûðàæåíèÿ c.
(c) Îòñóòñòâóåò äðóãîé íåèçâåñòíûé ëîãàðèôì, âõîäÿùèé â óñëîâèÿ çàäà÷è, ó

êîòîðîãî íåêîòîðûé ñîìíîæèòåëü d îñíîâàíèÿ, ïîëîæèòåëüíûé è íå èìåþ-
ùèé ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëû "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü", îöåíè-
âàåòñÿ ïðîöåäóðîé "ôèëüòðîñíîâàíèÿ" êàê áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûé, ÷åì
c. Ýòà ïðîöåäóðà ðåàëèçîâàíà íà ÃÅÍÎËÎÃå â âèäå îïåðàòîðà ôèëüòðà.
Îíà ðåøàåò, ÷òî d ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì c, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëî-
âèé:
i. Óñìàòðèâàåòñÿ d 6= 1, íî íå óñìàòðèâàåòñÿ c 6= 1.
ii. Âûðàæåíèå d èçâåñòíî, à c - ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
iii. Âûðàæåíèå d êîíñòàíòíîå, à c - íåêîíñòàíòíîå.
iv. Äëèíà âûðàæåíèÿ d ìåíüøå äëèíû c, ïðè÷åì èç ïðî÷èõ ñîîáðàæåíèé

íå âûòåêàåò, ÷òî c ïðåäïî÷òèòåëüíåå d.
(d) Åñëè c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à b - íå ñîäåðæèò, òî â óñëîâèÿ çàäà÷è äîë-

æåí âõîäèòü íåèçâåñòíûé ëîãàðèôì logA B, ó êîòîðîãî âûðàæåíèå B îò-
ëè÷íî îò b. Ïðè íàðóøåíèè äàííîãî òðåáîâàíèÿ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ âòîðîé
ïðèåì âûáîðà îñíîâàíèÿ (ñì. íèæå).

Åñëè ýòè òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû, ïðèåì ââîäèò êîììåíòàðèé (íîðìëîãàðèôì
c). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Âòîðîé ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà îñòàòî÷íûé ñëó÷àé - ïîä âñåìè íåèçâåñòíûìè
ëîãàðèôìàìè íàõîäèòñÿ îäíî è òî æå ïîëîæèòåëüíîå èçâåñòíîå âûðàæåíèå b,
êîòîðîå è áåðåòñÿ â êà÷åñòâå íîâîãî îñíîâàíèÿ. Îáùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòåêñò
ñðàáàòûâàíèÿ òå æå, ÷òî è âûøå. Ïðèåì ââîäèò êîììåíòàðèé (íîðìëîãàðèôì
b). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Îáà ïðèåìà óìåíüøàþò äî 0 âåñà âñåõ óñëîâèé çàäà÷è, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå
ëîãàðèôìû. Ýòî ïîçâîëÿåò ñðàçó ñðàáîòàòü ïðèåìó, âûïîëíÿþùåìó ïåðåõîä ê
íîâîìó îñíîâàíèþ ýòèõ ëîãàðèôìîâ.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ëîãàðèôìîâ ê íîâîìó îñíîâàíèþ.
Åñëè óæå ñîçäàí êîììåíòàðèé (íîðìëîãàðèôì a), òî íåèçâåñòíûå ëîãàðèôìû
ïðåîáðàçóþòñÿ ê îñíîâàíèþ a:
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∀abc(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → logb c = loga c/ loga b)

Ëîãàðèôì ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî â
ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(êîììåíòàðèé(íîðìëîãàðèôì õ1))" èäåíòèôèöèðóåò íîâîå
îñíîâàíèå a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îòëè÷íî îò b è ÷òî ñóùåñòâóåò âõîæäåíèå
íåèçâåñòíîé â òåêóùåå óñëîâèå çàäà÷è, íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè âûðàæåíèÿ
logb c. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçóåìûé ëîãàðèôì íå ðàñïîëîæåí âíóòðè
äðóãîãî ëîãàðèôìà. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(loga b = 0). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ñðàâíåíèÿ íîâîãî îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìîâ ñ åäèíèöåé.
Âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàðàíòèðîâàíî, ÷òî íîâîå îñíîâàíèå ëîãàðèôìà îêàæåòñÿ
íå ðàâíûì åäèíèöå. Åñëè ýòî íå óñìàòðèâàåòñÿ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáîð
ñëó÷àåâ:
∀a(a = 1 ∨ ¬(a− 1 = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà( ëîãà-
ðèôì(õ2 õ3))" èíèöèèðóåò åãî ïðèìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè êàêîãî-ëèáî ëîãà-
ðèôìà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(êîììåíòàðèé( íîðì-
ëîãàðèôì õ1))" èäåíòèôèöèðóåò íîâîå îñíîâàíèå a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå ¬(a − 1 = 0) íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâîäèìàÿ
äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.

5. Âûÿâëåíèå ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ ëîãàðèôìà íåèçâåñòíîé äðîáè.
Åñëè ïîä ëîãàðèôìîì íàõîäèòñÿ äðîáíîå âûðàæåíèå, çíàêè ÷èñëèòåëÿ è çíà-
ìåíàòåëÿ êîòîðîãî óñòàíîâèòü íå óäàåòñÿ, òî îíî íå ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàçíîñòü
ëîãàðèôìîâ. Òîãäà ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå äðó-
ãèå ëîãàðèôìû òàê, ÷òîáû âîçíèêàëè ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ äàííîãî ëîãàðèôìà
äðîáè. Ýòî ïîäãîòàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì.
∀abcd(0 < a/b → logc(a

d/bd) = d logc(a/b))

∀abcde(0 < ab → e logc(a
d)− e logc(b

d) = ed logc(a/b))

Ëîãàðèôì âõîäèò â óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Õî-
òÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Çàäà÷à èìååò óðàâíåíèå,
ñîäåðæàùåå ëîãàðèôì äðîáè a/b ëèáî b/a. Âî âòîðîì ïðèåìå äîïóñêàþòñÿ âû-
ðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ d, e. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ëîãàðèôìîâ.
∀abcde(a ln b + c ln b + d = e ↔ (a + c) ln b + d = e)

Óðàâíåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé äëÿ íàõîæäåíèÿ
êîðíåé ïðîèçâîäíîé. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Êàæäîå âõîæäåíèå
íåèçâåñòíîé â âûðàæåíèÿ a, c, d äîñòèæèìî èç êîðíÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïåðåõî-
äàìè òîëüêî ÷åðåç îïåðàöèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü",
à òàêæå ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcde(a ln |b/c|+ d = −a ln(ec) + f ↔ a ln |be|+ d = f)
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Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà . . .).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Âûâîä ñëåäñòâèé.
∀abcde(a logb c + d = e → cabd = be)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Âûðàæåíèå d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà çàäà÷è ñ ïîä-
âûðàæåíèåì âèäà bp, ãäå p ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðà
èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ëîãàðèôì ñòåïåíü) ê òåêóùåé ïîñûëêå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Àêòèâèçàöèÿ ïîïûòêè ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì

Ïîïûòêà ïåðåéòè ê íîâûì íåèçâåñòíûì ïðåäïðèíèìàåòñÿ â íà÷àëå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé ëèáî íåðàâåíñòâ. Åñëè îíà áûëà íåóäà÷íà, òî â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé öåëåñî-
îáðàçíî âðåìÿ îò âðåìåíè ïðåäïðèíèìàòü åå ñíîâà. Ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ
êîììåíòàðèÿ (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .), áëîêèðóþùåãî ïîâòîðåíèå ïîïûòêè. Çàìåòèì,
÷òî ìíîãèå èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèåìîâ, ïðåîáðàçóþùèõ óðàâíåíèÿ ñ ëîãàðèôìà-
ìè, òàêîé êîììåíòàðèé óäàëÿëè. Ïðèâåäåì ïðèåì, êîòîðûé ñïåöèàëüíî ïðåäíàçíà-
÷åí äëÿ ýòîãî. Îí ñðàáàòûâàåò, åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ
çàêëþ÷åíû âíóòðè âõîæäåíèé îäíîãî è òîãî æå ëîãàðèôìà. Òåîðåìà ïðèåìà èìå-
åò âèä ∀ab(êîíòåêñò(loga b)). Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìå÷àíèå". Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ
ïðè óñìîòðåíèè âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîãî ëîãàðèôìà loga b â íåðàâåíñòâî, ÿâëÿþùåå-
ñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé è ÷òî
âñå âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ â òåêóùåå íåðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíû òîëüêî âíóòðè âõî-
æäåíèé âûðàæåíèÿ loga b. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ÷èñëî ïîñëåäíèõ âõîæäåíèé áî-
ëåå îäíîãî è ÷òî òåêóùåå âõîæäåíèå ëîãàðèôìà íàõîäèòñÿ â çíàìåíàòåëå íåêîòîðîé
äðîáè. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ëîãàðèôì íîâûåíåèç-
âåñòíûå loga b) ê òåêóùåé ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìëîãàðèôì"

Â íîðìàëèçàòîðå ñîáðàíû êîïèè ñëåäóþùèõ ïðèåìîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè:
1. Ëîãàðèôì åäèíèöû.
2. ×èñëî ïîä ëîãàðèôìîì ðàâíî îñíîâàíèþ ëîãàðèôìà.
3. Ñòåïåííîå âûðàæåíèå â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà.
4. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ.
5. Ëîãàðèôì äðîáè.
∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → logc(a/b) = logc a− logc b)

∀abc(a ≤ 0 & b ≤ 0 → logc(a/b) = logc(−a)− logc(−b))

∀ab(0 < a	& ¬(a/b− 1 = 0) → loga/b(b/a) = −1)

∀ab(loga(1/b) = − loga b)

6. Ëîãàðèôì ñòåïåíè.
∀abc(0 ≤ a → logb(a

c) = c loga b)
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7. Ëîãàðèôì ìîäóëÿ ñòåïåíè.
∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → logb(|ac|) = c logb |a|)

8. Äðîáü ñ ÷èñëèòåëåì åäèíèöà â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà.
∀ab(0 < a & ¬(1/a− 1 = 0) → log1/a b = − loga b)

9. Ïðèâåäåíèå âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðåîáðàçóåìîì òåðìå ëîãàðèôìîâ ê îñíî-
âàíèþ, óêàçàííîìó â êîììåíòàðèè (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .). Ýòîò êîììåíòàðèé
íîðìàëèçàòîðó íå ïåðåäàåòñÿ, à èçâëåêàåòñÿ èç òåêóùåé çàäà÷è.

10. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.
ln 0 = −∞
ln∞ = ∞
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óêàçàííûå âûðàæåíèÿ ìîãóò ïåðåäàâàòüñÿ íîðìàëèçàòîðó
ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èõ èñïîëüçîâàíèå, â ñòðîãî îãðàíè÷åííîì êîíòåêñòå,
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Íîðìàëèçàòîð ñòàíäàðòèçàöèè ëîãàðèôìîâ ñ íåèçâåñòíûìè "óðàâíëîãà-
ðèôì"

Ïðåæäå âñåãî, íîðìàëèçàòîð äóáëèðóåò ñëåäóþùèå ïðèåìû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè:
1. Ëîãàðèôì åäèíèöû.
2. ×èñëî ïîä ëîãàðèôìîì ðàâíî îñíîâàíèþ ëîãàðèôìà.
3. Ñòåïåííîå âûðàæåíèå â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà.
4. Äðîáü ñ ÷èñëèòåëåì åäèíèöà â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà.
5. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ (ñîìíîæèòåëè íåîòðèöàòåëüíû).
6. Ëîãàðèôì äðîáè (÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íåîòðèöàòåëüíû).
7. Ëîãàðèôì ñòåïåíè.
Êðîìå ýòîãî, äîáàâëåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Îáðàùåíèå ê ñòàíäàðòèçàöèè îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà.
∀abc(c = a & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) → loga b = logc b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íîðìóðàâí". Âûðàæåíèå a íåêîí-
ñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îá-
ðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "íîðìóðàâí". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c îòëè÷åí îò
a. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ 0 < c,¬(c − 1 = 0). Íîð-
ìàëèçàòîð ðåãèñòðèðóåò èõ â êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .), îòêóäà îíè
âïîñëåäñòâèè áóäóò ïåðåíåñåíû â òåêóùóþ çàäà÷ó.

2. Îáðàùåíèå ê ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì.
∀abc(c = b & 0 < b → loga b = loga c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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3. Ïåðåñòàíîâêà îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà è âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì.
∀ab(0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) → logb a = 1/ loga b)

Èñõîäíûé îáðàáàòûâàåìûé îïåðàòîðîì "íîðìóðàâí" òåðì óæå ñîäåðæèò âûðà-
æåíèå loga b, íî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ ëîãàðèôìîâ, îòëè÷íûõ îò loga b, logb a.
Âûðàæåíèå a íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëû "äðîáü", "óìíîæåíèå", "ñòå-
ïåíü". Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ëèáî âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, ëèáî âûðàæåíèå b èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ
"óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü", ëèáî âûðàæåíèå a ïðåäøåñòâóåò âûðàæå-
íèþ b â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå ¬(loga b = 0).

4. Ñëîæåíèå äðîáåé ïîä ëîãàðèôìîì.
∀abcde(d = b/c + e & 0 < b/e + c → loga(b/e + c) = loga d)

Îñíîâàíèå ëîãàðèôìà a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå ïîä ëîãàðèô-
ìîì - ñîäåðæèò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è
îáðàáàòûâàåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 < d.

5. Ïåðåíåñåíèå èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëü äëÿ âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì.
∀abcde(d = a2b− c2 & ¬(d = 0) & 0 < a

√
b + c → loge(a

√
b + c) = log( d/(a

√
b− c)))

Èñõîäíûé îáðàáàòûâàåìûé îïåðàòîðîì "íîðìóðàâí" òåðì èìååò ëîãàðèôì, ïîä
êîòîðûì íàõîäèòñÿ a

√
b− c èëè c−a

√
b, ëèáî îñíîâàíèå êîòîðîãî ðàâíî îäíîìó

èç ýòèõ âûðàæåíèé. Âûðàæåíèå a
√

b + c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàáàòûâàåò ïðàâóþ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ðåçóëüòàò d íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå −c (ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
ìèíóñ") ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ c. Âòîðîé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 < d(a

√
b− c).
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, óæå
âñòðå÷àëàñü â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïàêåòíûõ îïåðàòîðàõ "âèäóìíîæåíèå" è "ñòàíä-
ïëþñ". Çäåñü ìû ïðèâîäèì îñòàëüíûå ïðèåìû.

11.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñèíóñ"

Âûðàæåíèå "ñèíóñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå sin a, îáî-
çíà÷àåò ñèíóñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Çàìåòèì, ÷òî îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ sinm a,
cosm a è ò.ï. äëÿ ñòåïåíåé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì
íå ïîääåðæèâàþòñÿ. Âìåñòî ýòîãî ïðèìåíÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (sin a)m, (cos a)m, è ò.ä.
Ñïðàâî÷íèêè "òèï", "àðíîñòü", "îäç", "òèïäàííûõ" õàðàêòåðèçóþò ïðîñòåéøèå ñâîé-
ñòâà ñèìâîëà "ñèíóñ".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Ñèíóñ êîíñòàíòû.
(a) Ñèíóñ íóëÿ.

sin 0 = 0

(b) Ñèíóñ ïîëîâèíû ïè.
sin π/2 = 1

(c) Ñèíóñ îäíîé øåñòîé ïè.
sin π/6 = 1/2

(d) Ñèíóñ îäíîé ÷åòâåðòîé ïè.
sin π/4 = 1/

√
2

(e) Ñèíóñ îäíîé òðåòüåé ïè.
sin π/3 =

√
3/2

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèâåäåííûõ ïðèåìîâ ðàâåí 0.
(f) Ñèíóñ îäíîé ïÿòîé ïè.

sin π/5 =
√

10− 2
√

5/4

936
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Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíû" (ò.å.
ïðîèñõîäèò ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èç-
âåñòíî . . ."), òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, èíà÷å îí ðàâåí 6. Âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíîâðåìåííàÿ çàìåíà âñåõ âõîæäåíèé â çàäà÷ó äàííîãî ñèíóñà. Öåëü
"ýëåìñâåðòêà" çàäà÷è íà îïèñàíèå áëîêèðóåò ïðèåì.

(g) Ñèíóñ îäíîé äåñÿòîé ïè.
sin π/10 = (

√
5− 1)/4

(h) Ñèíóñ îäíîé âîñüìîé ïè.
sin π/8 =

√
2−

√
2/2

(i) Ñèíóñ îäíîé äâåíàäöàòîé ïè.
sin π/12 = (

√
3− 1)/2

√
2

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ - àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèíó-
ñà îäíîé ïÿòîé ïè. Êðîìå òîãî, ñîçäàíà êîïèÿ ïðèåìà äëÿ ñèíóñà îäíîé
äâåíàäöàòîé ïè, ïðèìåíÿåìàÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, åñëè ïðåîáðàçóåìûé òåðì ñîäåðæèò√3 è èìååò áîëüøóþ äëèíó. Ýòà
êîïèÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

(j) Ïðîèçâåäåíèå êîíñòàíòíûõ ñèíóñîâ.
sin 2π/9 sin π/18 = (

√
3− 2 sin 2π/9)/4

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"èçâåñòíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀a(sin(π/4 + a) cos(π/4 + a) = cos(2a)/2)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Ñèíóñ öåëîãî êðàòíîãî ïîëîâèíû ïè.
∀n(n− öåëîå→ sin(πn/2) = (0 ïðè n− even, èíà÷å (−1)(n−1)/2))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

3. Ìèíóñ ïîä ñèíóñîì.
∀a(sin(−a) = − sin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Àðãóìåíò äîìíîæåí íà ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
∀abn(n− öåëîå→ sin(a(−1)n/b) = (−1)n sin(a/b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïîä ñèíóñîì.
∀abc(c = a− b → sin(b− a) = − sin c)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàáàòûâàåò ïðàâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìïëþñ", "ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò c ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ b−a. Ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ, åñëè ñóììà ïîä ñèíóñîì èìååò ñëàãàåìîå âèäà kπ/n, ãäå k - öåëî÷èñ-
ëåííàÿ, à n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Îí òàêæå áëîêèðóåòñÿ ïðè çàâåðøàþùåì
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1. Ïî òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èñïîëüóçåìàÿ äëÿ
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çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Çäåñü òðåáó-
åòñÿ íàëè÷èå öåïî÷êè ïåðåõîäîâ îò ïðåîáðàçóåìîãî ñèíóñà ê âíåøíåìó ñèìâîëó
"ìèíóñ", èäóùåé òîëüêî ÷åðåç ñèìâîëû "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü"è ÷åðåç
îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(−a sin(b− c) = a sin(c− b))

Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ íå äëÿ òîæäå-
ñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à äëÿ çàìåíû ðàâåíñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Îí
ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé. Â ðåøà-
òåëå ïðèíÿòà ñòàíäàðòèçàöèÿ àðãóìåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ïóòåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ èõ ê âèäó ÿâíûõ ñóìì:
∀abcdefn(f = (a + b)nc/d + e → sin((a + b)nc/d + e) = sin f)

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåé 3, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Â åäèíèöó
ìîãóò òàêæå îáðàùàòüñÿ ïàðàìåòðû c, d, îäíàêî õîòÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ
n, c, d äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò åäèíèöû. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå íóëåâîå çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà e. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ïðåîá-
ðàçóåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ". Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, åñëè âûðàæåíèÿ
a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à c - ñîäåðæèò. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå â çàäà÷àõ
íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ó÷åòðåçóëüòàòà" (ò.å. ïðè çàâåðøàþùåì ðå-
äàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü (èçâåñòíî . . .)). Ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â çàäà÷å íà îïèñàíèå àêòèâèðóåòñÿ ïîâòîðíàÿ ïîïûòêà ïå-
ðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
∀abcde(b = cd + e & 0 < c → sin(a + bπ/d) = (−1)c sin(a + eπ/d))

Çäåñü è â ïîñëåäóþùèõ ïðèåìàõ êîýôôèöåíòû â äðîáè ñ π èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Ïðèåì äåëàåò êîýôôèöèåíò ïðè π ìåíüøèì åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀abcd(b = 2a− c & 0 ≤ b → sin(d + aπ/c) = cos(d + bπ/2c))

Ïðèåì äåëàåò êîýôôèöèåíò ïðè π ìåíüøèì îäíîé âòîðîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.
∀abcdefg(b = cd + e & f = c− e & g = d + 1 → sin(a− bπ/c) = (−1)g sin(a + fπ/c))

Ïðèåì ïåðåõîäèò îò îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà ïðè π ê ïîëîæèòåëüíîìó,
íå ïðåâîñõîäÿùåìó åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcde(c = 4e− b & 0 ≤ c & d = b− 2e → sin(a + eπ/b) = cos(−a + dπ/2b))

Ïðèåì äåëàåò êîýôôèöèåíò ïðè π íå ïðåâîñõîäÿùèì îäíîé ÷åòâåðòîé. Äëÿ êî-
ýôôèöèåíòà, ðàâíîãî îäíîé ÷åòâåðòîé, çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ëèáî a èìååò
çàãîëîâîê "ìèíóñ", ëèáî îáðàáîòàííûé íîðìàëèçàòîðîì òåðì −a ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò òåðìó a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûé âûøå ïðèåì èçìåíåíèÿ çíàêà ðàçíîñòè ïîä ñèíóñîì
áóäåò â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áëîêèðîâàòüñÿ, òàê êàê èìååòñÿ ñëàãàåìîå ñ
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ðàöèîíàëüíûì êðàòíûì π. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè π îñòàíåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì, è çàöèêëèâàíèå íå âîçíèêíåò.
∀an(n− öåëîå→ sin(a + nπ) = (−1)n sin a)

Çäåñü íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû n áûëî öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ñòàíäàðòèçàöèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñ ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâ äëÿ ñóì-
ìû êâàäðàòîâ ëèáî ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà. Ýòè ïðèåìû óæå
âñòðå÷àëèñü â íîðìàëèçàòîðå "âèäóìíîæåíèå", ãäå áûëè ïðèâåäåíû ïîÿñíåíèÿ
ê èõ òåîðåìàì.
∀abcdefghijxl(a − b = 2 & c − d = 2 & (0 < e & 0 < f & g = min(e, f) ∨ e <
0 & f < 0 & g = max(e, f)) & h = e − g & i = f − g → ej(cos x)c(sin x)b +
fj(cos x)d(sin x)a + l = hj(cos x)c(sin x)b + ij(cos x)d(sin x)a +
gj(cos x)d(sin x)b + l)

Ïåðåìåííûå a, b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïåðå-
ìåííûå e, f - ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå íóëåâûå
çíà÷åíèÿ b, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀xbcdefghij(f − e = 2 & (0 < c & d < 0 & g = min(c,−d) ∨ c < 0 & 0 <
d & g = max(c,−d)) & h = c − g & i = d + g → cb(cos x)e + db(cos x)f + j =
hb(cos x)e + ib(cos x)f + gb(sin x)2(cos x)e + j)

Ïåðåìåííàÿ e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, f - ñ íàòóðàëü-
íîé. Âûðàæåíèÿ c, d - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Äî-
ïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ b, c, d, e, f . Ëèáî h, i ðàâíû 0, ëèáî
òåêóùèé òåðì çàäà÷è äîëæåí ñîäåðæàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêþó îïåðàöèþ, îòëè÷-
íóþ îò cos a. Åñëè ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà âõîäèò â óðàâíåíèå ëèáî íåðàâåíñòâî ñ
íóëåâîé ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòüþ è ÿâëÿåòñÿ "îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì" ñâîåé
÷àñòè (ò.å. äîñòèæèìà èç åå êîðíÿ ïåðåõîäàìè òîëüêî ÷åðåç ñèìâîëû "ìèíóñ",
"óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíè), òî ïðèåì áëîêè-
ðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀xbcdefghij(d − c = 2 & (0 < e & f < 0 & g = min(e,−f) ∨ e < 0 & 0 <
f & g = max(e,−f)) & h = e − g & i = f + g → eb(cos x)c + fb(cos x)d + j =
hb(sin x)c + ib(sin x)d + gb(cos x)2(sin x)c + j)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀abcdef (b = c & d−c = 4 → a(sin e)d(cos e)c+a(sin e)b(cos e)d+f = a(sin e)c(cos e)c−
2a(sin e)c+2(cos e)c+2 + f)

Ïåðåìåííûå b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abx(a(cos x)2/b(sin x)2 − a/b(sin x)2 = −a/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
9. Âûðàæåíèå ÷àñòíîãî îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ è

êîòàíãåíñ.
∀abcd(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → a(sin b)c/d(cos b)c = a(tg b)c/d)

∀abcd(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → a(cos b)c/d(sin b)c = a(ctg b)c/d)
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Äðîáü ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàçëî-
æèòüíàìíîæèòåëè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdepq(p = min(b, c) → d(cos a)b(ctg a)q/(sina)ce = (ctg a)p+q(cos a)b−pd/(sin a)c−pe)

∀abcdepq(p = min(b, c) → d(sin a)b(tg a)q/(cosa)ce = (tg a)p+q(sin a)b−pd/(cos a)c−pe)

Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü".
Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Âûðàæåíèÿ
b, c, d, e, q ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀a(sin a/ cos a = tg a)

∀a(cos a/ sin a = ctg a)

Äðîáü ðàñïîëîæåíà âíóòðè àðêòàíãåíñà ëèáî àðêêîòàíãåíñà. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(sin a/ cos a = tg a)

Óêàçàòåëü "ýêèâàëåíòíî" îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíû äàííîãî ðàâåí-
ñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Ñóììà øåñòûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(b(sin a)6 + b(cos a)6 = b− 3b(sin a)2(cos a)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
11. Óñìîòðåíèå ñîêðàùåíèé ïðè ïåðåõîäå ê êîñèíóñó ëèáî ñèíóñó ïîëîâèííîãî àð-

ãóìåíòà.
∀abc(c = 2b → a cos c + 2a(sin b)2 = a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà â ñòàíäàðòíîì âèäå, îí îáðàáàòûâàåò
ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abpq(b− 2a = 0 & 0 ≤ b & 0 ≤ π − b → p sin a/q

√
1− cos b = p/q

√
2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, è äëÿ íèõ ââåäåíû ñèëüíûå îãðàíè÷è-
òåëè òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Ìîäóëü ïîä ñèíóñîì.
∀a(sin |a| = sin asga)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñò-
íî". Âûðàæåíèå a äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

13. Ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ôóíêöèè îò ñóììû ëèáî
ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ.
∀abc(c sin b cos a + c sin(a− b) = c sin a cos b)

∀abc(c sin(a− b)− sin a cos b = −c sin b cos a)

∀abc(b sin(a + c)− b sin c cos a = b sin a cos c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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14. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ïåðåõîäîì ê ñèíóñó äâîéíîãî óãëà.
∀apqn(p(sin a)n(cos a)n + q(sin(2a))n = (p + 2nq)(sin(2a))n/2n)

Êîýôôèöèåíòû p, q íå äîëæíû ñîäåðæàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äî-
ïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ p, q, n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

15. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèåìîâ,
èñïîëüçóåìûõ ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.
(a) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ ïóòåì âûðàæåíèÿ êâàäðàòà ñèíóñà ÷åðåç

êâàäðàò êîñèíóñà.
∀abcde(a(sin e)c/b(cos e)d = a(sin e)c−2/b(cos e)d − a(sin e)c−2/b(cos e)d−2)

Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîð-
ìÈíòåãðàë". Îíà ðàñïîëîæåíà òîëüêî âíóòðè íàäâûðàæåíèé ñ çàãîëîâ-
êàìè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé åäèíèöû. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(êîììåí-
òàðèé(íîðìÈíòåãðàë õ6))" èçâëåêàåò èç êîììåíòàðèåâ çàäà÷è ïåðåìåííóþ
èíòåãðèðîâàíèÿ õ6. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà âõîäèò â âûðàæåíèå e. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
∀abcdep(p = a(sin b)c/d + e → a(sin b)c/d + e = p)

Ñóììà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîð-
ìÈíòåãðàë". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàáà-
òûâàåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ", ñíàáæåí-
íûì êîììåíòàðèåì "âèäóìíîæåíèå". Òàêîé êîììåíòàðèé àêòèâèðóåò ïðè-
åìû ïåðåõîäà îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé ê ñóììàì. Äîïóñêà-
þòñÿ âûðîæäåííîå íóëåâîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé e è åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ
a, d. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äîëæíà âõîäèòü â b è íå âõîäèòü â d. Îíà
íå äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè âíóòðè òåðìîâ ñ
çàãîëîâêàìè "ëîãàðèôì", "àðêñèíóñ", "àðêêîñèíóñ", "àðêòàíãåíñ". Êàæ-
äàÿ ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðà-
öèÿ äîëæíà áûòü äîñòèæèìà èç êîðíÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïå-
ðåõîäàìè òîëüêî ÷åðåç ñèìâîëû "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü",
"ìîäóëü" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
∀abcde(p = a sin b sin c/d + e → a sin b sin c/d + e = p)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðèåì àêòèâèðóåòñÿ íå ñòåïåíüþ ñèíóñà, à
ïðîèçâåäåíèåì ñèíóñîâ.

(c) Ïðîèçâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðàçíîñòü ëèáî ñóììà àðãó-
ìåíòîâ êîòîðûõ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðèåìû ïîíè-
æàþò ñòåïåíü ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé, ðàñïîëîæåííûõ â çíàìåíàòåëå:
∀abcdefg(d/e(sin(c+a))f (sin(c+b))g = d cos(c+b)/e sin(a−b)(sin(c+a))f−1(sin(c+
b))g − d cos(c + a)/e sin(a− b)(sin(c + a))f (sin(c + b))g−1)
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∀abcdefg(d/e(sin(c+a))f (cos(c+b))g = d cos(c+a)/e cos(a−b)(sin(c+a))f (cos(c+
b))g−1 + d sin(c + b)/e cos(a− b)(sin(c + a))f−1(cos(c + b))g)

∀abcdefg(d/e(sin(a−c))f (cos(c+b))g = d cos(a−c)/e cos(a+b)(sin(a−c))f (cos(c+
b))g−1 − d sin(c + b)/e cos(a + b)(sin(a− c))f−1(cos(c + b))g)

∀abcdefg(d/e(sin(a−c))f (sin(c+b))g = d cos(a−c)/e sin(a+b)(sin(a−c))f (sin(c+
b))g−1 + d cos(c + b)/e sin(a + b)(sin(a− c))f−1(sin(c + b))g)

Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîð-
ìÈíòåãðàë". Äîïóñêàþòñÿ çàãîëîâêè "ïëþñ", "óìíîæåíèå", "ìèíóñ", "ìî-
äóëü" åå íàäòåðìîâ. Ïåðåìåííûå f, g èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè
êîíñòàíòàìè, êîòîðûå ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â åäèíèöó. Äîïóñêàþòñÿ òàêæå
âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ a, b è åäèíè÷íîå çíà÷åíèå e. Ïåðåìåííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèò â c è íå âõîäèò â a, b. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ ïðèåìîâ
ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå âûðàæåíèé a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïåðåõîä ê äâîéíîìó àðãóìåíòó. Ïðèåìû èñêëþ÷àþò âõîæäåíèÿ â ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ çàäàííîãî àðãóìåíòà, ïîëó÷àÿ â
ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè
ñ äâîéíûì àðãóìåíòîì.
∀abcd(a = 2b → d(sin c)a = d(1− cos(2c))b/2b)

∀abcd(a = 2b → d(cos c)a = d(1 + cos(2c))b/2b)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"íîðìÈíòåãðàë". Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèò â àðãóìåíò òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà",
ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòà êîíñòàíòà ÷åòíàÿ, è äåëèò åå íà 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åêèõ îïåðàöèé ñ
àðãóìåíòàìè, îòëè÷íûìè îò c è 2c. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî êàæäîå âõî-
æäåíèå â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè îò c
èìååò âèä (sin c)m, ëèáî âèä (cos c)m, ëèáî âèä k(sin c)n(cos c)n, ãäå k íå ñî-
äåðæèò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, m äåëèòñÿ íà 4, à n - ÷åòíîå. Ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ, åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èìååò åäèíñòâåííîå âõî-
æäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, ñîäåðæàùåé ïåðåìåííóþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, ïðè÷åì ýòî âõîæäåíèå äîñòèæèìî èç êîðíÿ ïåðåõîäàìè òîëüêî
÷åðåç "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïå-
íåé. Îäíîâðåìåííî çàìåíÿþòñÿ âñå âõîæäåíèÿ d(sin c)a â óñëîâèå çàäà÷è.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a(sin c)b(cos c)b = a(sin(2c))b/2b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ôèëüòðû ïðèåìîâ
îðèåíòèðîâàíû íà ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàöèé sin(2c), cos(2c)
â cos(4c).

(e) Óñòðàíåíèå äâîéíîãî àðãóìåíòà. Åñëè â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè óæå
èìååòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ îò àðãóìåíòà, ÷åòíûì êðàòíûì êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ òåêóùèé àðãóìåíò, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä îò ïîñëåäíåãî
ê ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó:
∀ab(a = b/2 → sin b = 2 sin a cos a)

Ñèíóñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîð-
ìÈíòåãðàë". Àðãóìåíò b ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Óñëîâèå
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çàäà÷è èìååò âõîæäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè îò àðãóìåíòà c, òà-
êîãî, ÷òî b/c ÷åòíî. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå áûëî ðàñ-
ïîëîæåíî âíóòðè äðîáè ëèáî ïðîèçâåäåíèÿ, õîòÿ áû äâà îïåðàíäà êîòîðûõ
ñîäåðæàëè ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð" è îáðàáàòûâàåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìäðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(f) Ïåðåõîä ê îäíîé òðåòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà. Ïðåîáðàçîâàíèå
âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ýòà òðåòü óæå âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è ïîä äðóãîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé.
∀ab(a = 3b → sin a = 3 sin b− 4(sin b3))

Ñèíóñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîð-
ìÈíòåãðàë". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(òðèãàðãóìåíò(êîðåíü õ2))" èäåíòèôè-
öèðóåò â óñëîâèè çàäà÷è íåêîòîðûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò b, ïî-
ñëå ÷åãî âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" àíòåöåäåíò ñðàâíèâàåò
a è 3b. Äëÿ îáðàáîòêè ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð
"ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå. Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ
íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ó÷åòðåçóëüòàòà". Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò
ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî". Íà-
ïîìíèì, ÷òî îáðàùåíèå ê ðåäàêòèðîâàíèþ ïðîèñõîäèò èç áëîêà àíàëèçà çàäà÷è
íà îïèñàíèå.
(a) Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ ñ îäíîé øåñòîé ïè.

∀a(sin(a + π/6) sin(π/6− a) = (2 cos(2a)− 1)/4)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó.

∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π/2− a →
√

1− sin a =
√

2 sin(π/4− a/2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcd(d− 4a = 0 → b sin d/c(sin a)2 = 4b cos(2a) ctg a/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(c) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ñèíóñàìè.

∀abc(a sin b + c sin b = (a + c) sin b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
17. Îäíà ñïåöèàëüíàÿ êîíñòàíòíàÿ ñóììà.

sin π/14 + cos π/7− sin 3π/14 = 1/2

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî íóëþ ñèíóñà ðàçíîñòè óãëîâ.
∀ab(0 < a & 0 ≤ π − a & 0 < b & 0 ≤ π − b → sin(a− b) = 0 ↔ a− b = 0)

∀ab(0 < a & 0 ≤ π − a & 0 < b & 0 ≤ π − b → sin(a/2− b/2) = 0 ↔ a− b = 0)
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Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ, åñëè â ïîñûëêàõ çàäà÷è èìååòñÿ
íåðàâåíñòâî ñ π, ïåðåñåêàþùååñÿ ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì ñ àðãóìåíòîì ñèíóñà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abABCDEF (a = ∠(ABC) & b = ∠(DEF ) → sin(a− b) = 0 ↔ a = b ∨ a = π & b =
0 ∨ a = 0 & b = π)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåé íåèçâåñòíûå ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Ðàâåíñòâî ñèíóñà åäèíèöå.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ 2π − a → sin a = 1 ↔ a = π/2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî a íå ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì îáîçíà÷åíèåì óãëà ∠(AAB). Òàêèå îáîçíà-
÷åíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ ñ îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê. Òîãäà
èç äðóãèõ ïîñûëîê äîëæíî óñìàòðèâàòüñÿ ïðîòèâîðå÷èå, è áëîêèðîâêà ïðèåìà
ïðåäîòâðàùàåò íåíóæíûå äåéñòâèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íåâîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀a(cos a = 0 → ¬(sin a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è çàìåíÿåò ðàâåíñòâî ñèíóñà íóëþ íà êîí-
ñòàíòó "ëîæü". Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

4. Èñêëþ÷åíèå ñèíóñà â ðàâåíñòâå íóëþ ñèíóñà óãëà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó 0 è ïè.
∀a(0 ≤ a & 0 < π − a → sin a = 0 ↔ a = 0)

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â î÷åíü ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèÿõ - ïðè îïðåäåëå-
íèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ãäå îí ïîçâîëèë óñêîðèòü îáðàáîòêó äàííûõ â
óñëîâèÿõ æåñòêîãî îãðàíè÷åíèÿ òðóäîåìêîñòè. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïðåîáðàçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ ñèíóñà â ðàâåíñòâî.
∀a(0 ≤ sin a− 1 ↔ sin a = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀a(1 ≤ sin a ↔ sin a = 1)

∀a(sin a ≤ −1 ↔ sin a = −1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ñèíóñà óãëà.
∀ab(0 ≤ π − a & 0 ≤ a & b < 0 → ¬(sin a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâíî". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàçðå-
øåíèÿ îòíîñèòåëüíî ÷èñëåííûõ íåèçâåñòíûõ ïîäìíîæåñòâ óðàâíåíèé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
b - íå ñîäåðæèò. Çàãîëîâêîì óñëîâèÿ äîëæíà ñëóæèòü äèçúþíêöèÿ, ò.å. ïðèåì
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ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñòðàíåíèÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Íåâîçìîæíîñòü ðàâåíñòâà ñèíóñà âûðàæåíèþ, ìîäóëü êîòîðîãî áîëüøå åäèíè-
öû.
∀abc(c ≤ |b| & 0 < c− 1 → ¬(sin a = b))

Ðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò è ÿâëÿåòñÿ íåêîíñòàíòíûì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Îí îïðåäåëÿåò êîíñòàíòíóþ íèæíþþ îöåíêó c
ìîäóëÿ b. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì
èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ò.å. çàìåíÿåò ðàâåíñòâî íà êîíñòàíòó "ëîæü".
Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ðàâåíñòâî ñèíóñà íóëþ.
∀mnk(n− öåëîå & ¬(k − 1 = 0) & m− öåëîå→ sin(nπk/m) = 0 ↔ n = 0)

Âûðàæåíèå k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåñÿòè÷íóþ êîíñòàíòó. Ïåðâûé è òðåòèé àí-
òåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïåðåõîä ê ñèíóñó äâîéíîãî àðãóìåíòà

∀abc(c(sin a)b(cos a)b = c(sin(2a))b/2b)

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âíå íåãî â óñëîâèè íå
âñòðå÷àþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû, öåëî÷èñëåííûì êðàòíûì êîòîðûì ÿâ-
ëÿåòñÿ a (â ÷àñòíîñòè, àðãóìåíòû, ðàâíûå a). Çàäà÷à íå èìååò öåëè "íîðìÈíòåãðàë".
Ïåðåìåííûå b, c ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íà
òîé æå òåîðåìå îñíîâàíû åùå äâà ïðèåìà, ïðèìåíÿåìûå â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îáà îíè òðåáóþò, ÷òîáû a íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ.
Ïåðâûé èç íèõ, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 0, ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïîñûëêà íå èìååò
âõîæäåíèé sin a, cos a âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Âòîðîé, ñðàáàòûâàþùèé
íà óðîâíå 1, ïðèìåíÿåòñÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.
∀a(0 ≤ sin a cos a ↔ 0 ≤ sin(2a))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü äðóãîå
óñëîâèå, ñîäåðæàùåå ïîäâûðàæåíèå √sin(2a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀a(

√
2
√

sin a
√

cos a =
√

sin(2a))

∀a(
√

2
√
− sin a

√
− cos a =

√
sin(2a))

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ýòà çàäà÷à äîëæíà èìåòü óñëî-
âèå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé îò àðãóìåíòà 2a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.
∀abxy(x = 2y → a sin y cos y + b sin x = (b + a/2) sin x)

Ïðåîáðàçîâàíèå - ðàçíîâèäíîñòü ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ïåðåõîä ê ñèíóñó ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà

∀abc(b = sin a/2 & c = cos a/2 → sin a = 2bc)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàáàòûâàþò ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ñèíóñ
ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè, â òî
âðåìÿ êàê ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà - ñîìíîæèòåëåì ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî îïåðàíäà äðîáè. Åñëè òåêóùèé òåðì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíûì (êðîìå
ñëó÷àÿ óïðîùåíèÿ îòâåòà çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî"), òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5, èíà÷å îí ðàâåí 3.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ñ êîýôôèöèåíòàìè ±
√

3,±1

∀ab(
√

3a cos b− a sin b = 2a cos(b + π/6))

∀ab(
√

3a cos b + a sin b = 2a cos(b− π/6))

∀ab(
√

3a sin b + a cos b = 2a sin(b + π/6))

∀ab(
√

3a sin b− a cos b = 2a sin(b− π/6))

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà ëèáî îòðè-
öàíèÿ ðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêó
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Êàæäîå âõîæäåíèå
íåèçâåñòíîé â òåêóùèé òåðì çàäà÷è ðàñïîëîæåíî âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé ñóììû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíóñ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

1. Ñèíóñ àðêñèíóñà.
∀a(sin arcsin a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Ñèíóñ àðêêîñèíóñà.
∀a(0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → sin arccos a =

√
1− a2)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 ≤ 1−a2. Åñëè âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå,
òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å îí ðàâåí 1. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîñûëêàì çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå. Åå
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ñèíóñ àðêòàíãåíñà.
∀a(sin arctg a = a/

√
a2 + 1)

∀a(sin arctg a = 0 ↔ a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Ñèíóñ ïîëîâèíû àðêêîñèíóñà.
∀a(0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → sin(arccos a/2) =

√
(1− a)/2)
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Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñîçäàíû äâå âåðñèè
ïðèåìà, â îäíîé èç êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå", à â äðóãîé - íå îáðàáàòûâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(sin(arccos a/2) =

√
(1− a)/2)

∀a(sin(arccos a/2 + π/4) = (
√

1− a +
√

1 + a)/2)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "èçâåñòíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ñèíóñ ïîëîâèíû àðêñèíóñà.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ 1− a → sin(arcsin a/2) =

√
(1−

√
1− a2)/2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(sin(arcsin a/2) =

√
(1−

√
1− a2)/2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a èìåëî âèä b/c

√
d äëÿ íåêîíñòàíòíîãî d. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ

ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 ≤ 1− a2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Ñèíóñ ïîëîâèíû àðêòàíãåíñà.
∀a(0 ≤ a → sin(arctg a/2) =

√
(
√

a2 + 1− 1)/2
√

a2 + 1)

Âûðàæåíèå íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 6.
7. Ñèíóñ îäíîé ÷åòâåðòîé àðêêîñèíóñà.
∀a(sin(arccos a/4) =

√
(1−

√
(1 + a)/2)/2)

∀a(sin(arccos a/4 + π/4) = (
√

1 +
√

(1 + a)/2 +
√

1−
√

(1 + a)/2)/2)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ñèíóñ óäâîåííîãî àðêêîñèíóñà.
∀a(sin(2 arccos a) = 2a

√
1− a2)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
9. Ñèíóñ óäâîåííîãî àðêñèíóñà.
∀a(sin(2 arcsin a) = 2a

√
1− a2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
10. Ñèíóñ óäâîåííîãî àðêòàíãåíñà.

∀a(sin(2 arctg a) = 2a/(1 + a2))

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
11. Ñèíóñ óòðîåííîãî àðêñèíóñà.

∀a(sin(3 arcsin a) = 3a− 4a3)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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12. Ñèíóñ óòðîåííîãî àðêêîñèíóñà.
∀a(0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → sin(3 arccos a) = (4a2 − 1)

√
1− a2)

Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 ≤ 1− a2. Åñëè âûðàæå-
íèå a êîíñòàíòíîå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å - ðàâåí 1.

13. Ñèíóñ ó÷åòâåðåííîãî àðêòàíãåíñà.
∀a(sin(4 arctg a) = 4a(1− a2)/(1 + a2)2)

Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

14. Ñèíóñ òðåõ âòîðûõ àðêêîñèíóñà.
∀a(sin(3 arccos a/2) = (1 + 2a)

√
(1− a)/2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíû" ëè-
áî "ó÷åòðåçóëüòàòà", ò.å. óïðîùàþùåé îòâåò çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

15. Ñèíóñ îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ ó÷àñòèåì îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè.
∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

Âûðàæåíèå a, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òèïîâ: k arcsin A,
k arccos A, k arctg A, (arcsin A)/2, (arccos A)/2, (arctg A)/2. Ñèíóñ âõîäèò â óñëî-
âèå çàäà÷è. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, òî îíà äîëæíà èìåòü öåëü "ó÷å-
òîòâåòà" (ò.å. âûïîëíÿòü ðåäàêòèðîâàíèå ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ).
Ëèáî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò íå áîëåå îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé,
ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíû", à ÷èñëî
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íå áîëåå 4. Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Åñëè òåêóùåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì, òî
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å - ðàâåí 3.
∀abc(c = ab +

√
1− b2

√
1− a2 → sin(arcsin a + arccos b) = c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíû".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèíóñà îò âûðàæå-
íèÿ, ñîäåðæàùåãî îáðàòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
∀ab(a = sin b → sin b = a)

Ñèíóñ âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî".
Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå, ïðè÷åì â íåì âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí èç ñèìâîëîâ
"àðêñèíóñ", "àðêêîñèíóñ", "àðêòàíãåíñ", "àðêêîòàíãåíñ". Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è óïðîùàåò ñèíóñ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò a óæå íå ñîäåðæèò óêàçàííûõ âûøå ñèì-
âîëîâ. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 0.

17. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó.
∀abc(b = sin a & c = cos a → sin(2a) = 2bc)
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Âûðàæåíèå âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Àðãóìåíò a èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ
îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íà íàòóðàëüíóþ êîíñòàíòó (âîçìîæíî,
ðàâíóþ åäèíèöå). Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è óïðî-
ùàþò ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçî-
âàíèå. Ðåçóëüòèðóþùèå âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ îáðàòíûõ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óðàâíåíèÿ

Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé ñïîñîá ðåøåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé - ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (ñì. îïèñàííûé âûøå
ïðèåì, îòíåñåííûé ê ñèìâîëó "óìíîæåíèå"). Äðóãèå ïðèåìû òàêîâû:

1. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå äëÿ ñèíóñà.
∀ab(sin a = b ↔ 0 ≤ b + 1 & 0 ≤ 1 − b & (∃n(n − öåëîå & a = arcsin b + 2πn) ∨
∃n(n− öåëîå & a = − arcsin b + π + 2πn)))

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëåé "èçâåñòíî
. . ." è "ñâÿçêà . . .". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå b - íå ñî-
äåðæèò. Îòñóòñòâóåò äðóãîå óðàâíåíèå âèäà sin A = 1, ó êîòîðîãî a - öåëîå êðàò-
íîå A. Êðîìå òîãî, äîëæåí áûòü ëîæíûì îïåðàòîð ôèëüòðà "ôèëüòðñåðèè(a)".
Ýòîò îïåðàòîð ðåàëèçîâàí íà ÃÅÍÎËÎÃå è ôîðìóëèðóåò óñëîâèÿ íåöåëåñîîá-
ðàçíîñòè ïåðåõîäà ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ ñåðèè êîðíåé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îí èñòèíåí, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ
òðåáîâàíèé:
(a) Óæå èìååòñÿ óñëîâèå çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïè-

ñàíèå äëÿ íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ, èìåþùåãî îáùóþ íåèçâåñòíóþ ñ a.
(b) Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ïàðàìåòð n, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ óñëîâèå çàäà÷è

"öåëîå(n)".
Ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ", óêàçûâà-
þùèì, ÷òî îíî òåïåðü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå çíà÷åíèé
íåèçâåñòíîé. Ôàêòè÷åñêè, åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, òàêîå îïèñàíèå ïîêà
íå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Îíî áóäåò ðàçðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ
äâóõ ñðåäñòâ: ñíà÷àëà - ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ ïðîñòûõ ïðèåìîâ, êîòîðûå ìî-
ãóò ñðàáàòûâàòü íåïîñðåäñòâåííî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, çàòåì - ïóòåì
ïåðåõîäà ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ó÷åòîòâåòà".
Ïîñëåäíèé ïðèåì áûë èçëîæåí âûøå, ïðè ðàññìîòðåíèè ðåàëèçîâàííûõ íåïî-
ñðåäñòâåííî íà ËÎÑå ïðèåìîâ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, ðåøàþùåãî óðàâíåíèå ñ ñèíóñîì, ðàâåí 2. Äëÿ
ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ñîçäàíû àëüòåðíàòèâíûå ïðèåìû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíå-
íèé, ïðèìåíÿåìûå íà óðîâíå 1:
∀a(sin a = 0 ↔ ∃n(n− öåëîå & a = πn))

∀a(sin a = 1 ↔ ∃n(n− öåëîå & a = π(4n + 1)/2))

∀a(sin a = −1 ↔ ∃n(n− öåëîå & a = π(4n− 1)/2))
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Ïðèåìû àíàëîãè÷íû îáùåìó ñëó÷àþ, íî â ïåðâîì è òðåòüåì èç íèõ îòáðîøåí
ôèëüòð ïðî äðóãîå óðàâíåíèå âèäà sin A = 1. Ïî ïåðâîé òåîðåìå ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6 áåç îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâà-
åìûõ îïåðàòîðîì "ôèëüòðñåðèè". Äëÿ ðàâåíñòâà ñèíóñà äðóãîìó ñèíóñó ëèáî
êîñèíóñó (íå èìåþùåìó íåèçâåñòíûõ) òîæå ñîçäàíû ñïåöèàëüíûå ïðèåìû:
∀ab(sin a = cos b ↔ ∃n(a = π/2−b+2πn & n−öåëîå) ∨ ∃n(a = π/2+b+2πn & n−
öåëîå))
∀ab(sin a = − cos b ↔ ∃n(a = −π/2− b + 2πn & n− öåëîå) ∨ ∃n(a = −π/2 + b +
2πn & n− öåëîå))
∀ab(sin a = sin b ↔ ∃n(a = b+2πn & n−öåëîå) ∨ ∃n(a = π−b+2πn & n−öåëîå))
∀ab(sin a = − sin b ↔ ∃n(a = −b + 2πn & n− öåëîå) ∨ ∃n(a = π + b + 2πn & n−
öåëîå))
Ôèëüòðû è óêàçàòåëè äëÿ ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ - òàêèå æå, êàê äëÿ ïðåäû-
äóùèõ. Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå áûëà ñîçäàíà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, èçâëå-
÷åííûõ èç ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî" (íàïðè-
ìåð, â ïëàíèìåòðèè), òî îíà èìååò öåëü "ñòàíäðàâíî". Â ýòîé ñèòóàöèè îáû÷íî
âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà èíòåðâàë èçìåíåíèÿ íåèçâåñòíîãî àðãóìåíòà ñèíóñà,
è âî èçáåæàíèå ðàññìîòðåíèÿ ñåðèé ðåøåíèé ñîçäàíû ïðèåìû, ïåðåõâàòûâàþ-
ùèå óðàâíåíèå ó îáùåãî ïðèåìà:
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − 2a → sin a = b ↔ 0 ≤ b + 1 & 0 ≤ 1− b & a = arcsin b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâ-
íî". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → sin a = b ↔ 0 ≤ b + 1 & 0 ≤ 1− b & (a = arcsin b ∨ a =
π − arcsin b))

∀ab(b < 0 & 0 ≤ a− π & 0 ≤ 2π − a → sin a = b ↔ 0 ≤ b + 1 & 0 ≤ 1− b & (a =
2π + arcsin b ∨ a = π − arcsin b))

∀a(0 < π + a & 0 < π − a → sin a = 0 ↔ a = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè îòñóòñòâóåò è óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íàêîíåö, íåïîñðåäñòâåííî â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", îáðàáàòûâàåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà ñè-
íóñà íóëþ:
∀a(0 ≤ a & 0 < π − a → sin a = 0 ↔ a = 0)

Äëÿ ïðîâåðêè àíòåöåäåíòîâ ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îäíîðîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
∀abcdefgh(f = d − a & ¬(f = 0) & g = b2 − 4(d − c)f & 0 ≤ g & h =

√
g →

a(sin e)2 + b sin e cos e + c(cos e)2 = d ↔ tg e = (b− h)/2f ∨ tg e = (b + h)/2f)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå e ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c, d - íå ñîäåðæàò. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1
1 3)õ3 0)", "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 1 1 1)õ1 0)" ðàçðåøàþò îáðàùàòüñÿ êîôôè-
öåíòàì a, c â íîëü. Îäíàêî, õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ äîëæåí áûòü
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îòëè÷åí îò íóëÿ (èíà÷å ïîëó÷àåì ïðîñòîå óðàâíåíèå, ðåøàåìîå äðóãèìè ïðè-
åìàìè). Ïåðâûé, òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ïðè âû÷èñëåíèè g èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê
"ñòàíäïëþñ", ïðè âû÷èñëåíèè h - âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
∀abcde(e =

√
a2 + b2 − c2 → a sin d + b cos d = c ↔ ¬(b + c = 0) & 0 ≤ a2 + b2 −

c2 & (tg(d/2) = (a+e)/(b+c) ∨ tg(d/2) = (a−e)/(b+c)) ∨ b+c = 0 & (cos(d/2) =
0 ∨ a tg(d/2) + b = 0))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c - íå ñî-
äåðæàò. Ïðàâàÿ ÷àñòü c íåíóëåâàÿ. Âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò öåëî÷èñëåííûõ
íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîäòåðìû çà-
ìåíÿþùåãî òåðìà îáðàáàòûâàþòñÿ ìíîæåñòâîì ðàçëè÷íûõ íîðìàëèçàòîðîâ, à
äðîáè äëÿ çíà÷åíèé òàíãåíñà - òàêæå âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà óïðîùå-
íèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(0 < d → a(sin c)d + b(cos c)d = 0 ↔ ¬(a = 0) & (tg c)d = −b/a ∨ a =
0 & b cos c = 0)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ñòàíäðàâ-
íî". Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, d - íå ñîäåðæàò. Ïî-
êàçàòåëü ñòåïåíè d íå ðàâåí 2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(a cos c + a

√
3 sin c = b ↔ 2a cos(c− π/3) = b)

∀abc(a cos c− a
√

3 sin c = b ↔ 2a cos(c + π/3) = b)

∀abc(a cos c− a sin c = b ↔ a
√

2 cos(c + π/4) = b)

∀abc(a sin c + a cos c = b ↔ a
√

2 sin(c + π/4) = b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Äëÿ
çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ñòàíäðàâíî" (ðåøåíèå óðàâíåíèé, èçâëåêà-
åìûõ, íàïðèìåð, èç ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷), ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà:
∀abcd(0 < d & ¬(a = 0) → a(sin c)d + b(cos c)d = 0 ↔ (tg c)d = −b/a)

∀abcd(0 < d & ¬(b = 0) → a(sin c)d + b(cos c)d = 0 ↔ (ctg c)d = −a/b)

Ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííîìó âûøå ïðèåìó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Îíè
òîæå ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

4. Ïåðåõîä ê ñèíóñó äâîéíîãî àðãóìåíòà, åñëè ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò ìíî-
æèòåëè - ñòåïåíè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdef (d = min(b, c) → f(sin a)b(cos a)c = e ↔ f(sin(2a))d(sin a)b−d(cos a)c−d =
2de)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ðàâåíñòâî ïëþñ-ìèíóñ åäèíèöå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.
∀abc(0 < b → (sin a)bc = −1 ↔ (sin a)b = 1 & c = −1 ∨ (sin a)b = −1 & c = 1)
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∀abc(0 < b → (cos a)bc = 1 ↔ (cos a)b = 1 & c = 1 ∨ (cos a)b = −1 & c = −1)

∀abc(0 < b → (sin a)bc = 1 ↔ (sin a)b = 1 & c = 1 ∨ (sin a)b = −1 & c = −1)

∀abc(0 < b → (cos a)bc = −1 ↔ (cos a)b = 1 & c = −1 ∨ (cos a)b = −1 & c = 1)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Êàæäûé ñîìíîæèòåëü âûðàæåíèÿ c ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ñèíóñà ëèáî êî-
ñèíóñà, èìåþùåé ïîëîæèòåëüíûé ïîêàçàòåëü. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ëåâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà íåêî-
òîðîãî àðãóìåíòà x íà ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ 3x - â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ
ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå óðàâíåíèå ê àðãóìåíòó 2x. Çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Óñìîòðåíèå ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê. Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ
ñòåïåíåé ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ñðàâíèâàåòñÿ ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ:
∀abcde(e− |a| − |c| = 0 → ab + cd = e ↔ ab = |a| & cd = |c|)
∀abcde(e + |a|+ |c| = 0 → ab + cd = e ↔ ab = −|a| & cd = −|c|)
∀abcdefg(g− |a| − |c| − |e| = 0 → ab + cd + ef = g ↔ ab = |a| & cd = |c| & ef = |e|)
Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Îíî ñîäåðæèò ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ b, d, f èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ñîìíîæèòåëåé, èìåþùèõ âèä ñòåïåíè ñè-
íóñà ëèáî êîñèíóñà ñ íåîòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì. Êîýôôèöèåíòû a, c, e íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðè íàëè÷èè öåëè "èçâåñòíî" ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé, âõîäÿùåé â àðãóìåíò òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè.
∀bc(∃e(e ∈ {0, . . . , 2c− 1} & ∃n(n− öåëîå & b = 2cn + e)))

Ïî ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà, îäèí èç êîòîðûõ èíèöèèðóåòñÿ óñìîòðå-
íèåì âõîæäåíèÿ â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå âûðàæåíèÿ sin(abπ/c+d), äðóãîé
- âûðàæåíèÿ cos(abπ/c+d). Çäåñü a - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà, c - íàòóðàëüíàÿ
êîíñòàíòà, b - íåèçâåñòíàÿ, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò óñëîâèå âèäà öåëîå(b). Ñëà-
ãàåìîå d ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â 0. Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ".
Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0)ôèêñ(0 2 1))" îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíèé êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðàçâåðòûâàåòñÿ â äèçúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ∃n(n−öåëîå & b = 2cn+e) ïî
âñåâîçìîæíûì c = 0, . . . , 2n−1. Ýòà äèçúþíêöèÿ è çàíîñèòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé,
ñîïðîâîæäàåìàÿ êîììåíòàðèÿìè "ðàçáîðñëó÷àåâ" è "ñåðèÿ". Åñëè óæå èìååòñÿ
óñëîâèå ñ çàãîëîâêîì "èëè" ëèáî ïðîèñõîäèò ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Ñðàáàòûâàíèå ïðîèñõîäèò íà óðîâíå 3. Åñëè çàäà÷à èìååò, êðî-
ìå b, òàêæå íåöåëî÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ è íå èìååò óñëîâèÿ ñ çàãîëîâêîì
"ñóùåñòâóåò", òî äîïîëíèòåëüíî ðàçðåøàåòñÿ ñðàáàòûâàíèå íà óðîâíå 1.

8. Ïåðåõîä ê äâîéíîìó àðãóìåíòó â óðàâíåíèè, îïðåäåëÿþùåì çíà÷åíèå êâàäðàòà
ñèíóñà.
∀ax((sin x)2 = a ↔ cos(2x) = 1− 2a)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò è îòëè÷íî îò 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
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9. Ðàâåíñòâî åäèíèöå ñóììû ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀amn(0 ≤ n− 2 & 0 ≤ m− 2 & (0 < n− 2 ∨ 0 < m− 2) → (sin x)n + (cos x)m =
1 ↔ (sin x)n = 1 ∨ (cos x)m = 1)

Óðàâíåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Äèçúþíêöèÿ óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(sin a = 0 ∨ cos a = 0 ∨ b ↔ sin(2a) = 0 ∨ b)

Äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Ïåðåìåííàÿ b ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ïóñòîé äèçúþíêöèåé
(ò.å. ñ êîíñòàíòîé "ëîæü"). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Îòáðàñûâàíèå â äèçúþíêöèè óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñèíóñà íóëþ, åñëè â íåé æå
èìååòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà íóëþ.
∀ab(sin a = 0 ∨ sin(2a) = 0 ∨ b ↔ sin(2a) = 0 ∨ b)

Äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ñóììû ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abc(a(sin c)2 cos c + a sin c(cos c)2 = b ↔ a(sin c + cos c)((sin c + cos c)2 − 1) = 2b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Óäàëåíèå êîììåíòàðèÿ (íîâûåíåèçâåñò-
íûå 0) èíèöèèðóåò ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ïîïûòêó ïåðåõîäà ê íîâîé íåèç-
âåñòíîé y = sin c + cos c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Íåñîâìåñòíîñòü óñëîâèé ðàâåíñòâà åäèíèöå ñèíóñà è ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåí-
òà.
∀a(sin a = 1 → ¬(sin(2a) = 1))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîé-
òåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

14. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èçâåñòíûõ ñèíóñà è êîñèíóñà â
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ê âèäó ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â
ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ñèíóñ ñ íåèçâåñòíûìè:
∀abcdx(d = ab + ac → sin x = ab + ac ↔ sin x = d)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò. Êàæäîå èç âûðà-
æåíèé b, c, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàáàòûâàåò ïðàâóþ ÷àñòü
íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò d , ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

15. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ABCDEPQabpqdhr(C = aq & D = bq & B = abp & ¬(p = 0) & 2A+Q−P +pa2−pb2 =

0 & d = q2 + 4pr & r = E + (p(a2 + b2) − Q − P )/2 & h =
√

d → A cos(2x) +
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B sin(2x) + C sin x + D cos x + P (sin x)2 + Q(cos x)2 = E ↔ (a sin x + b cos x =
(−q − h)/2p ∨ a sin x + b cos x = (−q + h)/2p) & 0 ≤ d)

∀ABCDEPQabpqdhr(C = aq & D = bq & B = abp & ¬(p = 0) & 4A + 2Q − 2P +
pa2 − pb2 = 0 & d = q2 + 2pr & r = E + (p(a2 + b2) − 2Q − 2P )/4 & h =√

d → A cos(2x) + B sin x cos x + C sin x + D cos x + P (sin x)2 + Q(cos x)2 = E ↔
(a sin x + b cos x = (−q − h)/p ∨ a sin x + b cos x = (−q + h)/p) & 0 ≤ d)

Àíòåöåäåíòû âûðàæàþò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå, ïî-
ñëå ïåðåõîäà ê àðãóìåíòó x, ïðåâðàùàåòñÿ â êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñèíóñà è êîñèíóñà, à òàêæå îïðåäåëÿþò êî-
ýôôèöåíòû óðàâíåíèÿ è åãî äèñêðèìèíàíò. Âñå îíè, êðîìå ÷åòâåðòîãî, âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, êîýôôèöèåíòû A, B, C,D,E, P,Q
- íå ñîäåðæàò. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò îáðàùåíèå â 0 êîýôôèöè-
åíòîâ A, P, Q. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò q êàê ïðîèçâåäåíèå
îáùèõ ìíîæèòåëåé C, D. Îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿþòñÿ a, b, è äàëåå òðåòèé àí-
òåöåäåíò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

16. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû ñèíóñà ñóììû.
∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

Ñèíóñ ñóììû âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ êàê íåâûðîæäåííàÿ ñóììà âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ. Âûðàæåíèå a
íåâûðîæäåíî. Â òåêóùåì óñëîâèè âñòðå÷àåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ñ
àðãóìåíòîì ±b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

17. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñîâ ëèáî ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñà è êîñè-
íóñà äëÿ ïåðåõîäà â óðàâíåíèè ê îáùåìó íåèçâåñòíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó
àðãóìåíòó.
∀abcd(c = cos(a− b) & d = cos(a + b) → sin a sin b = (c− d)/2)

∀abcd(c = sin(a− b) & d = sin(a + b) → sin a cos b = (c + d)/2)

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå
÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Îäíî èç âû-
ðàæåíèé c, d íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò. Ñóùåñòâóåò òàêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
àðãóìåíò e ýòèõ âûðàæåíèé, ÷òî âíå ïðåîáðàçóåìûõ ñèíóñà è êîñèíóñà íå âñòðå-
÷àþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû, îòëè÷íûå îò ±e. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

18. Óñòðàíåíèå äèçúþíêöèè ñ ñóììîé ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ax(sin x + cos x = a ∨ sin x + cos x = −a ↔ sin(2x) = a2 − 1)

Äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Ïåðåõîä ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî êîñèíóñà.
∀abcx(a(cos x)2 + b sin x = c ↔ −a(sin x)2 + b sin x = c− a)

∀abcx(a(sin x)2 + b cos x = c ↔ −a(cos x)2 + b cos x = c− a)



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 955

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Óêàçàòåëü "ãðóïïèðîâêà(õ2)" îïðåäåëÿ-
åò èäåíòèôèêàöèþ b ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ ñ sin x ëèáî (âî âòîðîì
ïðèåìå) ñ cos x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

20. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû ñèíóñà ðàçíîñòè äëÿ ïåðåõîäà ê îáùåìó íåèçâåñòíîìó
òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó àðãóìåíòó.
∀axy(x + y = a → sin x = sin a cos y − cos a sin y)

Âûðàæåíèå sin x âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå; àðãóìåíò x èìååò çàãîëî-
âîê "ïëþñ" è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(óñëîâèå(õ2)òðèãàð-
ãóìåíò(õ2 õ24))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ â óñëîâèÿõ çàäà÷è îòëè÷íîãî îò
x òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà y, òîæå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå. Äðóãèå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû ñ íåèçâåñòíûìè â òåêóùåì óñëîâèè îòñóòñòâó-
þò. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ðåçóëüòàò a íåèçâåñòíûõ íå
ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáûòûâàíèÿ ðàâåí 4.

21. Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà èç êîíòåêñòà.
∀abc(sin(a + π/4) = b → c sin a + c cos a =

√
2bc)

∀abc(cos(a + π/4) = b → c cos a− c sin a =
√

2bc)

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà ëèáî ðàçíîñòü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àí-
òåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå
b - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

22. Ïðèìåð íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ñèíóñà.
∀x(x = π/2 → ¬(sin x = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ñèíóñà íóëþ
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëü "ïîäáîðçíà÷åíèé(1)" îïðåäåëÿåò
ïîïûòêó çàìåíû âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å òåêóùåãî óñëîâèÿ íà àíòåöåäåíò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

23. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.
∀ab(a− ÷èñëî & ¬(b = 0) → ∃x(x− ÷èñëî & a = sin(bx)) ↔ −1 ≤ a & a ≤ 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåñóùå-
ñòâåííîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ïîäêâàíòîð-
íîãî óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è, ñîäåðæàùè-
ìè x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x íå âõîäèò â a, b. Ïðèåì çàìåíÿåò âñå ñîäåðæàùèå x
óñëîâèÿ íà êîíúþíêöèþ −1 ≤ a & a ≤ 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

24. Îòðèöàíèå ðàâåíñòâ ñ íåèçâåñòíûì ñèíóñîì.
(a) ßâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé.

∀abcde(e−öåëîå→ ¬(sin(aπ/b+ceπ/d) = 0) ↔ ∃f (f ∈ {0, . . . , d−1}& ¬(bd|ad+
bcf) & ∃n(n− öåëîå & e = dn + f)))

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ
e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèÿ a, b, d ñóòü íàòóðàëüíûå
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êîíñòàíòû, âûðàæåíèå c - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Îòñóòñòâóþò óñëîâèÿ
ñ çàãîëîâêîì "èëè". Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0 2)ôèêñ(0 2 2 1)ôèêñ(0 2 2 2))"
îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó çàìåíÿþùåãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíê-
öèþ óòâåðæäåíèé ∃n(n−öåëîå& e = dn+f), êîòîðàÿ áåðåòñÿ ïî âñåì çíà÷å-
íèÿì f ∈ {0, . . . , d−1}, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ ¬(bd|ad+bcf). Ýòà
äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ñåðèÿ" (ïîìå÷àåò ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå îïèñàíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé) è "ðàçáîðñëó÷àåâ" (ôîðñèðóåò
ðàçáîð ñëó÷àåâ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(c − öåëîå → ¬(sin(acπ/b) = 0) ↔ ∃d(d ∈ {0, . . . , b − 1} & ¬(d =
0) & ∃n(n− öåëîå & c = bn + d)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ñ íåèçâåñòíîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ c; âûðàæåíèÿ
a, b ñóòü íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû.

(b) Ãðóïïèðîâêà îòðèöàíèé ðàâåíñòâà íóëþ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀a(¬(sin a = 0) & ¬(cos a = 0) ↔ ¬(sin(2a) = 0))

Ãðóïïèðîâêà âûïîëíÿåòñÿ, ÷òîáû íà ýòàïå ïðîâåðêè îáðàáàòûâàòü íå äâà
óòâåðæäåíèÿ, à îäíî. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ãðóïïèðóåìûå óòâåðæäåíèÿ íå èñ-
ïîëüçîâàëèñü äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíà-
óñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)", ò.å. îáà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ ñóòü óñëîâèÿ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî
óñëîâèå, èìåþùåå âèä ðàâåíñòâà, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íåèç-
âåñòíûé ñèíóñ, êîñèíóñ ëèáî òàíãåíñ, à äðóãàÿ ÷àñòü èçâåñòíà. Íè îäíî èç
òàêèõ óðàâíåíèé íå èìååò îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé sin a ëèáî cos a. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ðàçãðóïïèðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñèíóñà äâîéíîãî óãëà. Ïðåîáðàçî-
âàíèå îáðàòíî ïðåäûäóùåìó, ò.å. òåîðåìà ïðèåìà òà æå ñàìàÿ, íî çàãîëîâîê
- "ïåðâûéòåðì". Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, íå èñïîëüçóåìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ñóùåñòâóåò óñëîâèå
âèäà sin a = b ëèáî cos a = b ñ èçâåñòíûì b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(d) Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé èç îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ñèíóñà íóëþ.
∀ab(cos(2a) = b → ¬(sin a = 0) ↔ ¬(1− b = 0))

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è íå èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå (ò.å.
ÿâëÿåòñÿ äðóãèì óñëîâèåì). Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæå-
íèå b - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íîãî óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñèíóñà íóëþ.
∀ab(b = 2a & ¬(sin b = 0) → ¬(sin a = 0))

∀ab(b = 4a & ¬(sin b = 0) → ¬(sin a = 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. Ïðèåì çàìåíÿåò åãî íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Âòîðîé àí-
òåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Äëÿ ñðàâíåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Òðå-
áóåòñÿ, ÷òîáû îòñóòñòâîâàëî óñëîâèå, âûðàæàþùåå îòëè÷èå îò íóëÿ ñèíóñà
a/2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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∀abc(b = 4a & sin b < c & c ≤ 0 → ¬(sin a = 0))

∀abc(b = 4a & c < sin b & 0 ≤ c → ¬(sin a = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, òðåòèé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(f) Ãðóïïèðîâêà îòðèöàíèé ðàâåíñòâ íóëþ ñèíóñîâ ñóììû è ðàçíîñòè.
∀a(¬(1− sin a = 0) & ¬(1 + sin a = 0) ↔ ¬(cos a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ãðóïïèðîâêà îòðèöàíèé ðàâåíñòâ íóëþ ñóììû è ðàçíîñòè ñèíóñà è êîñè-
íóñà.
∀ab(¬(cos a + sin a = 0) & ¬(b cos a− b sin a = 0) ↔ ¬(cos(2a) = 0))

Ìíîæèòåëü b ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû îõâàòèòü ñëó÷àé sin a − cos a = 0.
Ôàêòè÷åñêè, ââèäó ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîêðàùåíèÿ, ýòîò ìíîæèòåëü îáû÷-
íî áóäåò ðàâåí ±1. Êàê è âûøå, îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ ñóòü óñëîâèÿ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ôèëüòð "äåñ-
÷èñëî(õ2)" äîïóñêàåò èäåíòèôèêàöèþ b ëèøü ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè.
Óêàçàòåëü "çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ2)" ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü îäíîâðå-
ìåííîãî èçìåíåíèÿ çíàêà ó ÷ëåíîâ ðàçíîñòè ïóòåì îòíåñåíèÿ çíàêà "ìè-
íóñ" ê êîýôôèöèåíòó b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ó÷åò îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà, åñëè ñèíóñ äâîéíîãî
àðãóìåíòà ðàâåí íóëþ.
∀a(¬(sin a = 0) → sin(2a) = 0 ↔ cos a = 0)

∀a(¬(cos a = 0) → sin(2a) = 0 ↔ sin a = 0)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â
êîíòåêñòå (ò.å. ÿâëÿåòñÿ äðóãèì óñëîâèåì çàäà÷è). Óêàçàòåëü "óäàëåíè-
åóñëîâèÿ(íå(ðàâíî(ñèíóñ(õ1)0)))" (âî âòîðîì ïðèåìå - àíàëîãè÷íûé óêà-
çàòåëü äëÿ êîñèíóñà) îáåñïå÷èâàåò îòáðàñûâàíèå èäåíòèôèöèðîâàííîãî ñ
àíòåöåäåíòîì óñëîâèÿ, åñëè îíî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(i) Ðàçãðóïïèðîâêà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà åäèíèöå ðàçíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(b = a/2 → ¬(1− cos a + sin a = 0) ↔ ¬(sin b = 0) & ¬(sin(b + π/4) = 0))

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçó-
åìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðû-
âàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèé àðãóìåíò b. Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå óñëîâèÿ çàäà÷è, â êîòîðîå
âõîäèò ýòîò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå ñóùåñòâî-
âàíèå óðàâíåíèÿ, îäíà ÷àñòü êîòîðîãî åñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ
ñ íåèçâåñòíûìè, à äðóãàÿ ÷àñòü èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

25. Ðàññìîòðåíèå ñèíóñà îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ñ îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèìè ôóíêöèÿìè.
∀abcd(a = sin b & c = sin d & b + d = 0 → a + c = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ñëàãàåìîå b èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì îáðàò-
íóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ îò âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè. Íè îäíî èç
ñëàãàåìûõ ñóììû b + d íå èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì âûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíû-
ìè, íå ñîäåðæàùåå îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïåðâûé è âòîðîé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè óïðîùà-
þòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîð-
íûõ ïðèìåíåíèé ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "àðêòàíãåíñ". Ïðè ðåøåíèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀abc(a = sin b & b = c → a = sin c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðàâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íåíóëåâàÿ.
26. Ñèñòåìû óðàâíåíèé.

(a) Îïðåäåëåíèå ñèíóñîâ ëèáî êîñèíóñîâ ñóììû è ðàçíîñòè èç äâóõ óðàâíåíèé
äëÿ ïðîèçâåäåíèé ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.
∀abcd(sin a cos b = c & cos a sin b = d ↔ sin(a+ b) = c+ d & sin(a− b) = c− d)

∀abcd(sin a sin b = c & cos a cos b = d ↔ cos(a+ b) = d− c & cos(a− b) = c+d)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé.
Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, c, d - íå ñîäåðæàò. Óðîâíè ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

(b) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êâàäðàòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ïî ôîðìóëå ñóììû êâàäðàòîâ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdefghij(i = gd & h = ga & h sin j + b = c & i cos j + e = f → a2g2d2 −
a2(f − e)2 − d2(c− b)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû - óðàâ-
íåíèÿ, ðàñïîëîæåííûå â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ýòà çà-
äà÷à ìîæåò è íå èìåòü öåëè "èçâåñòíî", ò.å. ñîïðîâîæäàòü îáû÷íóþ çàäà÷ó
íà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò îáùèé ìíîæèòåëü g êî-
ýôôèöèåíòîâ h, i. Âûðàæåíèå j ñîäåðæèò òàêóþ íåèçâåñòíóþ, êîòîðàÿ íå
âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ h, i, b, e. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "èçâåñòíî", òî
âûðàæåíèÿ i, h, b, e, c, f äîëæíû ñîäåðæàòü ðîâíî îäèí íåèçâåñòíûé ÷èñëî-
âîé àòîì. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî âûâîäà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé
(íîðìñèíóñ . . .), ñîïðîâîæäàþùèé êàæäîå èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâà-
þùàÿ íà óðîâíå 12. Â íåé îòñóòñòâóåò îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèé i, h, b, e, c, f , íî çàòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòè âû-
ðàæåíèÿ íå èìåëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ íåèçâåñòíûìè.

(c) Çàìåíà äâóõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ýêâèâàëåíòíûå èì ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè äëÿ âûäåëåíèÿ ñèíóñîâ ëèáî êîñèíóñîâ îò ñóììû è ðàç-
íîñòè îäèíàêîâûõ íåèçâåñòíûõ âûðàæåíèé.
∀abcdefghijkpq(h = ag & i = dg & ¬(h = 0) & ¬(i = 0) & p = gad cos(j + k) +
ae− db− fa + dc & q = gad cos(j− k) + ae + db− fa− dc → h sin j sin k + b =
c & i cos j cos k + e = f ↔ p = 0 & q = 0)
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∀abcdefghijkpq(h = ag & i = dg & ¬(h = 0) & ¬(i = 0) & p = gad sin(k − j) +
ae− db− fa + dc & q = gad sin(j + k) + ae + db− fa− dc → h sin j cos k + b =
c & i cos j sin k + e = f ↔ p = 0 & q = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Óðàâíåíèÿ ñóòü
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íå ìåíåå äâóõ íåèçâåñòíûõ. Âûðà-
æåíèÿ j, k ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îïðåäåëÿþò îáùèé ìíîæèòåëü g êîýôôè-
öèåíòîâ h, i. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà òîæå âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò íåíóëåâûå ÷àñòè p, q íîâûõ óðàâíåíèé,
ïðåäïðèíèìàÿ ïîïûòêó ðàçëîæèòü èõ íà ìíîæèòåëè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
öåëåñîîáðàçíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîò æå îïåðàòîð ôèëüòðà
"ôèëüòðìíîæèòåëåé", êîòîðûé ðàíåå èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ îöåíêè öåëåñî-
îáðàçíîñòè ïåðåõîäà ê íîâîìó óðàâíåíèþ ïîñëå ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè ðàçíîñòè åãî ÷àñòåé (ñì. ïðèåìû ñèìâîëà "óìíîæåíèå"). Ïðè
ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ p, à âòîðîå - ñ q. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïåðåìíîæåíèå îäíîðîäíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ðàçäåëå-
íèÿ íåèçâåñòíûõ ïóåì ïåðåõîäà îò ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé ê ñóììå.
∀abcd(a + b = 0 & c + d = 0 → ac− bd = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óðàâ-
íåíèÿìè - ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîòîðîé
áîëüøå åäèíèöû. Ñëàãàåìîå a èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñà ëèáî êî-
ñèíóñà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà x + y íà èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò,
ñëàãàåìîå c - âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà òðèãîíîìåòðè÷åñêî-
ãî àðãóìåíòà x− y íà èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, íî íå èìåþò îáùåé íåèçâåñòíîé. Ëåâàÿ ÷àñòü âûâîäèìîãî
óðàâíåíèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ". Êîììåíòàðèé "âèäóìíîæåíèå", êîòîðûì ñíàáæàåòñÿ îáðàùåíèå ê
ýòîìó íîðìàëèçàòîðó, îáåñïå÷èâàåò ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèé òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé â ñóììû. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî âûâîäà èñ-
ïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (êîñåêàíñ . . .). Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 1.

(e) Âûâîä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè îò ñóììû èëè ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ.
∀abcdefghijk(h = ag & i = dg & h sin j sin k + b = c & i cos j cos k + e = f →
gad cos(j + k) + ae− db = fa− dc)

∀abcdefghijk(i = ck & j = fk & i sin a cos b + d = e & j cos a sin b + g = h →
kcf sin(a + b) + df + gc = ef + hc)

∀abcdefghijk(g = ai & h = di & g sin j sin k + b = c & h cos j cos k + e = f →
iad cos(j − k) + bd + ea = cd + fa)

∀abcdefghijk(h = ba & i = ea & h sin j cos k + c = d & i cos j sin k + f = g →
abe sin(j − k) + ce− fb = de− gb)

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãó-
ìåíòû, âûäåëåííûå â òåîðåìàõ ïðèåìîâ, ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé è
âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è èñïîëüçó-
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þòñÿ äëÿ âûäåëåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèÿõ. Ýòîò îáùèé ìíîæèòåëü ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â
åäèíèöó. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.

(f) Ïåðåíåñåíèå âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî
çíà÷åíèå ñèíóñà ñ íåèçâåñòíûìè. Ïðèåì èìååò òåîðåìó âèäà "çàìåùåíèåóñ-
ëîâèé(ðàâíî(ñèíóñ(a)b))". Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåùåíèåóñëîâèé". Óðàâ-
íåíèå sin a = b ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðåäñòàâëÿ-
þùåé ñîáîé áëîê àíàëèçà íåêîòîðîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z, íå
èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñî-
äåðæèò. Ëèáî a èìååò áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé, ëèáî çàäà÷à Z íå èìååò
óñëîâèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî íåèçâåñòíîé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé îïåðàöèè èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ è ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ a ïî ñâîèì
íåèçâåñòíûì. Óðàâíåíèå sin a = b ïåðåíîñèòñÿ â ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è Z,
à ðàññìîòðåíèå áëîêà àíàëèçà îáðûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

27. Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðà "òðèãíåèçâ". ×òîáû óìåíüøèòü ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåèçâåñòíûõ àðãóìåíòîâ â óðàâíåíèè, ñîçäàí íîðìà-
ëèçàòîð "òðèãíåèçâ". Ê íåìó îáðàùàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abc(c = (a = b) → (a = b) = c)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Óðàâíåíèå a = b ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà-
÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû x + a, x + b ëèáî
x+a,b−x, ãäå a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, x - ñîäåðæèò. Äîïóñêàþòñÿ äðóãèå
íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð" è ïðåîáðàçóåò óðàâíåíèå íîðìàëèçàòîðîì "òðèãíåèçâ". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c èìååò íå áîëåå îäíîãî íåèçâåñòíîãî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîãî àðãóìåíòà (áûòü ìîæåò, âõîäÿùåãî â óðàâíåíèå íåñêîëüêî ðàç). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Â íîðìàëèçàòîð "òðèãíåèçâ"âîøëè ñëåäóþùèå ïðèåìû:
(a) Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé â ñóììó.

∀abcd(c = cos(a− b) & d = cos(a + b) → sin a sin b = (c− d)/2)

∀abcd(c = sin(a− b) & d = sin(a + b) → sin a cos b = (c + d)/2)

∀abcd(c = cos(a− b) & d = cos(a + b) → cos a cos b = (c + d)/2)

Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ëèáî c, ëèáî d íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.

(b) Ïðåîáðàçîâàíèå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå.
∀abcde(d = cos((a + b)/2) & e = sin((a− b)/2) → c sin a− c sin b = 2cde)

∀abcde(d = cos((a− b)/2) & e = sin((a + b)/2) → c sin a + c sin b = 2cde)

∀abcde(d = cos((a + b)/2) & e = cos((a− b)/2) → c cos a + c cos b = 2cde)

∀abcde(d = sin((a + b)/2) & e = sin((a− b)/2) → c cos a− c cos b = −2cde)

Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îäíî èç âûðàæåíèé d, e íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò.

(c) Ïåðåõîä ê êîñèíóñó ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
∀ab(a− 2b = 0 → cos a = 2(cos b)2 − 1)
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(òðèãàðãóìåíò(õ2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ âòî-
ðîãî àðãóìåíòà b âíóòðè ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà. Îáà âûðàæåíèÿ a, b ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
ïðîâåðÿåò, ÷òî a ðàâíî 2b.

Íåðàâåíñòâà

1. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ ñèíóñîì.
∀ab(sin b ≤ a ↔ 0 ≤ a− 1 ∨ a− 1 ≤ 0 & 0 ≤ 1 + a & ∃n(n− öåëîå & 2πn− π −
arcsin a ≤ b & b ≤ 2πn + arcsin a))

∀ab(a ≤ sin b ↔ 1+a ≤ 0 ∨ 0 ≤ 1−a & 0 ≤ 1+a & ∃n(n−öåëîå & 2πn+arcsin a ≤
b & b ≤ 2πn + π − arcsin a))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Îòñóòñòâóåò äðóãîå íåðàâåíñòâî äëÿ sin b, èìå-
þùåå òî æå íàïðàâëåíèå (ñòðîãîå ëèáî íåñòðîãîå). Îáùåå ÷èñëî óñëîâèé -
íåðàâåíñòâ äëÿ sin b - íå ïðåâîñõîäèò 2. Îòñóòñòâóþò óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì ïðå-
îáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Êðîìå
ýòèõ îãðàíè÷åíèé, ïðîâåðÿåòñÿ ëîæíîñòü îïåðàòîðà ôèëüòðà "ôèëüòðïðîìå-
æóòêîâ". Ýòîò îïåðàòîð óñìàòðèâàåò íåöåëåñîîáðàçíîñòü ïåðåõîäà îò íåðàâåí-
ñòâà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà b ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ ñåðèè
ïðîìåæóòêîâ. Îí èñòèíåí ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
(a) Â óñëîâèÿõ çàäà÷è èìååòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, íå ðàçðåøåí-

íîå ÿâíî îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íåèçâåñòíîãî àðãó-
ìåíòà.

(b) Ñóùåñòâóåò óñëîâèå - ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ ñåðèè òî÷åê.
(c) Ñóùåñòâóåò óñëîâèå ñ çàãîëîâêîì "èëè".
Âûâîäèìîå ïðèåìîì ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñåðèè ïðîìåæóòêîâ ñîïðîâî-
æäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 6.
Åñëè íåèçâåñòíàÿ ïðîáåãàåò ïðîìåæóòîê [−π, π], èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
ñïåöèàëüíûõ ïðèåìà:
∀ab(0 ≤ π + b & 0 ≤ π − b → a ≤ sin b ↔ a + 1 < 0 ∨ 0 ≤ 1 + a & 0 ≤
1− a & (arcsin a ≤ b & b ≤ π − arcsin a ∨ b ≤ −π − arcsin a))

∀ab(0 ≤ π + b & 0 ≤ π − b → sin b ≤ a ↔ 0 < a − 1 ∨ 0 ≤ 1 + a & 0 ≤
1− a & (−π − arcsin a ≤ b & b ≤ arcsin a ∨ π − arcsin a ≤ b))

Êàê è âûøå, íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ôèëüòð "öåëü(
íåðàâåíñòâà)" ââåäåí ïîòîìó, ÷òî ïðèåìû ïîêà ïîíàäîáèëèñü ëèøü ïðè îïðå-
äåëåíèè îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû çàäà÷à íå èìåëà äðóãèõ
íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò b. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

2. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ ñèíóñîì.
∀ab(sin b < a ↔ 0 < a− 1 ∨ a− 1 ≤ 0 & 0 ≤ 1 + a & ∃n(n− öåëîå & 2πn− π −
arcsin a < b & b < 2πn + arcsin a))

∀ab(a < sin b ↔ 1+a < 0 ∨ 0 ≤ 1−a & 0 ≤ 1+a & ∃n(n−öåëîå & 2πn+arcsin a <
b & b < 2πn + π − arcsin a))
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Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
3. Ðåøåíèå äâóñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ ñ ñèíóñàìè.
∀abc(0 ≤ 1 − a & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1 − b & 0 ≤ 1 + b → a ≤ sin c & sin c ≤ b ↔
0 ≤ b − a & (∃n(n − öåëîå & 2πn + arcsin a ≤ c & c ≤ 2πn + arcsin b) ∨ ∃n(n −
öåëîå & 2πn− π − arcsin b ≤ c & c ≤ 2πn− π − arcsin a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îáà íåðàâåíñòâà ÿâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðà-
æåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Îòñóòñòâóþò äðóãèå íåðàâåíñòâà äëÿ sin c. Îïåðàòîð
ôèëüòðà "ôèëüòðïðîìåæóòêîâ" èìååò çíà÷åíèå "ëîæü". Âûâîäèìîå óòâåðæäå-
íèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 5.
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ââåäåí îòäåëüíûé ïðèåì, òåîðåìà êîòî-
ðîãî ïî÷òè òàêàÿ æå, êàê âûøå:
∀abc(0 ≤ 1 − a & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1 − b & 0 ≤ 1 + b → a ≤ sin c & sin c ≤ b ↔
0 < b − a & (∃n(n − öåëîå & 2πn + arcsin a ≤ c & c ≤ 2πn + arcsin b) ∨ ∃n(n −
öåëîå & 2πn− π − arcsin b ≤ c & c ≤ 2πn− π − arcsin a)))

Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà(. . .)" ðàçðåøàþò â êàæäîì èç ïðåîáðàçóåìûõ íåðà-
âåíñòâ âûáèðàòü âìåñòî çíàêà "ìåíüøåèëèðàâíî" çíàê "ìåíüøå". Ñîîòâåòñòâåí-
íî êîððåêòèðóþòñÿ çíàêè â çàìåíÿþùåì óòâåðæäåíèè. Ââåäåí ôèëüòð, òðåáó-
þùèé, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ áûëî ñòðîãèì. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ
çàìåíà íåðàâåíñòâà 0 ≤ b − a íà 0 < b − a. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
çàäà÷à íå èìåëà óñëîâèÿ âèäà ¬(sin c = d), òàê êàê òàêîå óñëîâèå áóäåò ïðåîá-
ðàçîâàíî ê âèäó äâóõ íåðàâåíñòâ.

4. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà â íåèçâåñòíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.
∀abc(a cos c− a sin c ≤ b ↔

√
2a cos(c + π/4) ≤ b)

∀abc(a sin c + a cos c ≤ b ↔
√

2a sin(c + π/4) ≤ b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûì äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Óêàçàòåëè "äðîáü" è "àëüòåðíàòèâà"
ðàçðåøàþò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è ïåðåõîä ê ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcp(0 < a & p−rational & ¬(÷èñëèòåëü(p)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(p)−even) →
0 ≤ a(sin c)p + b(cos c)p ↔ ∃n(n − öåëîå & 2πn + arctg(−(b/a)1/p) ≤ c & c ≤
2πn + π + arctg(−(b/a)1/p)))

∀abcp(0 < a & p−rational & ¬(÷èñëèòåëü(p)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(p)−even) →
a(sin c)p + b(cos c)p ≤ 0 ↔ ∃n(n− öåëîå & c ≤ 2πn + arctg(−(b/a)1/p) & 2πn + π +
arctg(−(b/a)1/p) ≤ c))

∀abcp(a < 0 & 0 ≤ b & p − rational & ÷èñëèòåëü(p) − even & 0 ≤ sin c & 0 ≤
cos c → 0 ≤ a(sin c)p + b(cos c)p ↔ ∃n(n − öåëîå & 2πn + arctg((−b/a)1/p) ≤
c & c ≤ 2πn + π + arctg((−b/a)1/p)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàþò ðàññìîòðå-
íèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè p - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå. Âûâî-
äèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâíû 1 è 2.
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5. Ñðàâíåíèå ñóììû ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà ñ åäèíèöåé.
∀abcd(0 < 2− a & 0 < 2− b & 0 ≤ sin d & 0 ≤ cos d → 1 < (sin d)a + (cos d)b ↔ 0 <
sin d & 0 < cos d)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íåðàâåíñòâî ðàñïî-
ëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà çíà÷åíèé ñèíóñà íà äâà ïîäïðîìåæóòêà äëÿ ó÷åòà îò-
ðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.
∀abcde(a+d/e < 0 & 0 < b+d/e & ¬(e = 0) → a ≤ sin c & sin c ≤ b & ¬(e sin c+d =
0) ↔ a ≤ sin c & sin c < −d/e ∨ −d/e < sin c & sin c ≤ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Íåðàâåíñòâà è îòðèöà-
íèå ðàâåíñòâà ñóòü óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé. Âûðà-
æåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, e, d - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíòû
ïðîâåðÿþò, ÷òî "çàïðåùåííàÿ" äëÿ ñèíóñà òî÷êà −d/e ïîïàäàåò íà èíòåðâàë
(a, b). Îíè îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå,
÷òî îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íå ñîäåðæàò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ
íåèçâåñòíûìè. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" îáåñïå÷èâàþò ïðèìåíåíèå ïðèåìà,
åñëè âìåñòî íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ áåðóòñÿ ñòðîãèå. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.

7. Ïðåîáðàçîâàíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûì ñèíóñîì â äèçúþíêöèþ
äâóõ íåðàâåíñòâ.
∀ax(¬(sin x = a) ↔ sin x < a ∨ a < sin x)

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðà-
âåíèé. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Çàäà÷à èìååò
íåðàâåíñòâî, îäíà ÷àñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à äðóãàÿ - ÿâëÿåò-
ñÿ ëèáî íåèçâåñòíîé, ëèáî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé ñ íåèçâåñòíûìè. Îò-
ñóòñòâóþò äèçúþíêòèâíûå óñëîâèÿ ñ íåèçâåñòíûìè. Ïðè îïðåäåëåíèè îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abx(¬(a = 0) → ¬(a sin x + b = 0) ↔ sin x < −b/a ∨ −b/a < sin x)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
8. Íåðàâåíñòâà ñ ïðîèçâåäåíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé îò ñóììû è ðàç-

íîñòè çàäàííûõ àðãóìåíòîâ.
∀ab(0 < sin(a + b) sin(a− b) ↔ cos(2a) < cos(2b))

∀ab(0 < sin(a + b) cos(a− b) ↔ sin(2a) < sin(2b))

∀ab(0 < cos(a + b) sin(a− b) ↔ sin(2b) < sin(2a))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé.
Îíî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, à äðóãîå - íå ñîäåðæèò. Óêàçàòåëè "äðîáü", "àëüòåðíàòèâà"
äîïóñêàþò ïåðåõîä ê íåñòðîãèì íåðàâåíñòâàì è ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåí-
ñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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9. Óñìîòðåíèå íåðàâåíñòâà, çàâèñÿùåãî îò ñóììû ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀afghxy((y− ÷èñëî & a ≤ f(y)) = g(y) → a ≤ f(sin h(x) + cos h(x)) ↔ g(sin h(x) +
cos h(x)))

∀afghxy((y− ÷èñëî & a < f(y)) = g(y) → a < f(sin h(x) + cos h(x)) ↔ g(sin h(x) +
cos h(x)))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé è
èìåþùåé åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ. Ëåâàÿ ÷àñòü a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíîé.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(íåèçâåñòíàÿ(õ23) ïîçèöèÿ(õ3 êîðåíü) âèä(õ3 ïëþñ(óìíî-
æåíèå(õ4 ñèíóñ(çíà÷åíèå(õ8 õ23)))óìíîæåíèå(õ4 êîñèíóñ(çíà÷åíèå(õ8 õ23)))õ5))
åäèíèöà(1 õ4)åäèíèöà(0 õ5) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ4))" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå â
ýòîì íåðàâåíñòâå ïîäâûðàæåíèÿ âèäà d sin h(x) + d cos h(x) + e. Çäåñü x - íåèç-
âåñòíàÿ, h(x) - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûì âûðàæåíèåì. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå íóëåâîå çíà÷åíèå äëÿ e è åäèíè÷-
íîå äëÿ d. Äàëåå óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò ïðî-
âåðêó ïðåäñòàâèìîñòè ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà â òàêîì âèäå, ÷òî ïåðåìåííàÿ x
âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè ïîäâûðàæåíèé sin h(x)+cos h(x). Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ
íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå", âûïîëíÿþùèé íåîáõîäèìûå äëÿ äàííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åíà èç èñõîäíîãî íåðàâåí-
ñòâà ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïîäâûðàæåíèÿ sin h(x) + cos h(x) íà íîâóþ ïåðåìåííóþ
y è äîáàâëåíèåì óñëîâèÿ "y − ÷èñëî". Ýòà ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
y ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå
ïîëó÷àåòñÿ îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé â ðåçóëüòàò âûðàæåíèÿ sin h(x) + cos h(x)
âìåñòî y. Åñëè g(y) ëèíåéíî ïî y, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
íåðàâåíñòâî ðåøàåòñÿ áîëåå ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèå öåëü "èçâåñòíî"

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ìíîãèå èç îáû÷íûõ
"àëãåáðàè÷åñêèõ" ïðèåìîâ áëîêèðóþòñÿ. Äîïóñêàþòñÿ ëèøü ñàìûå ïðîñòûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé è óòâåðæäåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñîçäàþòñÿ ñâîè
ïðèåìû. Òàêîå îãðàíè÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåáðàçîâàíèé îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè
âûïèñûâàíèè ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìûõ
îáúåêòîâ, çàðàíåå íåèçâåñòíî, ïîíàäîáÿòñÿ ëè âîîáùå ýòè ñîîòíîøåíèÿ. Ïåðå÷èñëèì
ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðàáîòû ñ ñèíóñàìè:

1. Ïåðåõîä ê ñèíóñó äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀ab(b = 2a → 2 sin a cos a = sin b)

Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì óñìàòðèâàåò òîæäåñòâåííóþ èñ-
òèííîñòü ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è çàìåíÿåò åãî íà êîí-
ñòàíòó "èñòèíà". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(sin a cos a = b → sin(2a) = 2b)
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Ïðåîáðàçóåìûé ñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è, àíòåöå-
äåíò ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå
ñîäåðæèò. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1,5 è 7.

2. Ïåðåõîä ê ñèíóñó ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
∀ab(a = b/2 → sin b = 2 sin a cos a)

Ñèíóñ âõîäèò â óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è. Âûðàæåíèå b ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
âû÷èñëÿåò ïîëîâèííûé óãîë a, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê
"ñòàíäïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî a ïîä ñèíó-
ñîì ëèáî êîñèíóñîì. Ëèáî òàêîâûì îêàçûâàåòñÿ òåêóùåå óðàâíåíèå, ëèáî îò-
ñóòñòâóåò óðàâíåíèå, èìåþùåå âõîæäåíèå sin b èëè cos b, îòëè÷íîå îò ïðåîáðàçó-
åìîãî âõîæäåíèÿ. Óêàçàòåëü "çàìåíàâõîæäåíèé" îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ
çàìåíó âñåõ âõîæäåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî ñèíóñà â ïîñûëêè çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Óñìîòðåíèå ëîæíîãî ðàâåíñòâà ñèíóñà íóëþ.
∀a(¬(sin a = 0) → ¬(sin a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è çàìåíÿþò ðàâåíñòâî sin a = 0 íà êîí-
ñòàíòó "ëîæü". Ýòî ðàâåíñòâî íå äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî ïîä îòðèöàíè-
åì. Òåêóùàÿ çàäà÷à - ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èññëåäîâàíèå è èìååò
öåëü "èçâåñòíî". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ñóììà åäèíèöû è îòíîøåíèÿ êâàäðàòîâ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀a(b(cos a)2/(sin a)2 + b = b/(sin a)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Äðîáü ñ ñóììàìè ñèíóñîâ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå.
∀abc((sin a + sin b)/(sin(c + a) + sin(c + b)) = sin(a + b)/(sin(c + a + b) + sin c))

Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò ñèìâîë "óãîë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
6. Âûðàæåíèå íåèçâåñòíîãî ñèíóñà ÷åðåç êîñèíóñ.
∀ab(cos a = b → sin a =

√
1− b2)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "óãîë" ëèáî
"óãîëìåæäó". Òàêèì îáðàçîì, îíî çàêëþ÷åíî îò 0 äî π. Âûðàæåíèå b íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëîâ "óãîë", "ðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Ïî ýòîé
æå òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 5. Îí èìååò óêà-
çàòåëü "òåêâõîæä(1)", îïðåäåëÿþùèé ïîïûòêó ñðàáàòûâàíèÿ ïðè óñìîòðåíèè
ïîñûëêè âèäà cos a = b. Çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå ñèíóñà èùåòñÿ â äðóãèõ ïîñûë-
êàõ. Êàê è âûøå, a èìååò çàãîëîâêîì "óãîë" ëèáî "óãîëìåæäó", b íå ñîäåðæèò
ñèìâîëîâ "óãîë", "ðàññòîÿíèå". Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû çàäà÷à èìåëà
êàêèå-ëèáî ïîíÿòèÿ èç ðàçäåëà "ôèçèêà".

7. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
∀abcdefpqm(a + b = de & (a + b)f = c & dp = q & m = cp− qef → m = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåí-
òå, êîòîðûé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Êàæäîå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå ñëàãàåìîå ñóììû a + b äîëæíî
èìåòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ ñ íåèçâåñòíûìè. Îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ äàííîé ñóììû äîëæíî áûòü íå ìåíåå 3.
Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì óðàâíåíèåì P , èìåþùèì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè. Âûðàæåíèÿ c, q äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò êîíñòàí-
òû 0. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå" äëÿ
ðàçëîæåíèÿ ñóììû a + b íà ìíîæèòåëè. Çàòåì íàõîäèòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü d
ðåçóëüòàòà ðàçëîæåíèÿ è ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ P . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàò ïîïûòêè ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè ñóììû a+b íå èìååò çàãîëîâêà "ïëþñ", èìååò áîëåå îäíîãî òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà, è êàæäûé òàêîé àðãóìåíò óæå âñòðå÷àåòñÿ â íåêîòî-
ðîì óðàâíåíèè çàäà÷è. Ëåâàÿ ÷àñòü m âûâîäèìîãî óðàâíåíèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
ñíà÷àëà íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ", à çàòåì - íîðìàëè-
çàòîðîì óñêîðåííîãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "ôàêòîðèçàöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

8. Ñèíóñ ïîëóñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâåí êîñèíóñó ïîëîâèíû òðåòüåãî óãëà.
∀abc(a + b + c− π = 0 → sin(a/2 + b/2) = cos(c/2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, èìåþùèõ öåëü "ó÷åòðåçóëüòàòà" (ò.å. ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî"). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Âûðàæåíèå ñèíóñà ÷åðåç èçâåñòíûé òàíãåíñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
∀abc(a− 2b = 0 & tg b = c → sin a = 2c/(1 + c2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Ñîêðàùåíèå íà ñèíóñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
∀abcde(d− 2b = 0 & a sin b = c → a sin d = e ↔ 2c cos b = e)

Ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ c, e - íå ñîäåðæàò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, ñðàâíèâàþùèé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû, âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Âûâîä ñëåäñòâèÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñèíóñà ñóììû.
∀abcde(a sin(b + c) + d = e → a sin b cos c + a sin c cos b + d = e)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Êàæäîå èç âûðàæåíèé sin b,
sin c, cos b, cos c óæå âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è. Àðãóìåíòû b, c ñîäåðæàò
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íåèçâåñòíûå. Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ (îòëè÷íûõ
îò ïåðåìåííûõ) ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Îòáðàñûâàíèå òîæäåñòâ. Ïîÿâëåíèå òîæäåñòâ ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé, íàïðè-
ìåð, â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Îáû÷íî îíè
èñêëþ÷àþòñÿ â ïðîöåññå îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïîñûëîê. Äëÿ óñêîðåííîãî èñ-
êëþ÷åíèÿ ìîæíî ñîçäàâàòü ñïåöèàëüíûå ïðèåìû. Ïðèìåðîì ñëóæèò ñëåäóþ-
ùèé ïðèåì:
∀ab(

√
2b sin(a + π/4) = b sin a + b cos a

Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îïðåäåëÿåò íå çàìåíó ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ïðà-
âóþ, à çàìåíó âñåãî ðàâåíñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

13. Ïîäñòàíîâêà èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ñèíóñà.
∀ABCa(sin(∠(ABC)) = a → sin(∠(ABC)) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Õîòÿ ïðèåì è äóáëèðóåò îáùåëî-
ãè÷åñêèé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ïîäñòàíîâêó çíà÷åíèé ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì èç
êîíòåêñòà, íî áûâàåò ïîëåçåí äëÿ êîìïåíñàöèè "ñëåïûõ ïÿòåí", âîçíèêàþùèõ
èç-çà íåñîâåðøåíñòâà ñèñòåìû ïåðåêëþ÷åíèÿ âíèìàíèÿ. Îáùåëîãè÷åñêèé ïðè-
åì èíèöèèðóåòñÿ ðàâåíñòâîì - àíòåöåäåíòîì, âî âðåìÿ ðàññìîòðåíèÿ êîòîðîãî
ïðåîáðàçóåìûé òåðì ìîã åùå îòñóòñòâîâàòü, à ê ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäíåãî
âåñ "ïðåîáðàçóþùåãî" ðàâåíñòâà îêàçûâàåòñÿ óæå áîëüøèì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ðàâåíñòâî íóëþ ðàçíîñòè ñèíóñîâ.
∀ab(sin a− sin b = 0 ↔ sin((a− b)/2) = 0 ∨ cos((a + b)/2) = 0)

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëîêé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò a ñîäåðæèò ÷èñëîâûå àòîìû, âñòðå÷àþùè-
åñÿ â óðàâíåíèÿõ ñ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè. Çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàá-
æàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

15. Ðàâåíñòâî ñèíóñà íóëþ.
∀ABCa(∠(ABC) = a → sin a = 0 ↔ a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(a + b = 0 → sin a = 0 ↔ sin b = 0)

Àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå
a èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ", à âûðàæåíèå b - íå èìååò òàêîãî çàãîëîâêà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Ïåðåõîä ê êîñèíóñó äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abx(a(sin x)2 = b cos(2x) ↔ (2b + a) cos(2x) = a)

Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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17. Óñìîòðåíèå ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèíóñîâ.
∀abcdpqmn(ap sin x/b = mq & ¬(q = 0) & ¬(m = 0) → cp sin y/d = nq ↔ adn sin x =
bcm sin y)

Ïðåîáðàçóåìîå óðàâíåíèå è ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèÿ x, y, à òàêæå
õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé p, q ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d,m, n
íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Âûðàæåíèå q íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñèíóñà íåèç-
âåñòíîãî àðãóìåíòà íà èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò. Ëèáî p ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
ëèáî q íå èìååò çàãîëîâêà "ñèíóñ", ëèáî x = y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

18. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óãëà, ñèíóñ êîòîðîãî èçâåñòåí.
∀ABCa(sin(∠(ABC)) = a ↔ ∠(ABC) = arcsin a ∨ ∠(ABC) = π − arcsin a)

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óãîë ∠(ABC) ìîæíî ñâÿçàòü ïî öå-
ïî÷êå óðàâíåíèé ñ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

19. Îïðåäåëåíèå ìåíüøåãî èç äâóõ ñìåæíûõ óãëîâ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòåí ñèíóñ.
∀ABCa(sin(∠(ABC)) = a → min(∠(ABC), π − ∠(ABC)) = arcsin a)

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ àíòåöåäåíòà, ïðè÷åì âûðàæåíèå a äîëæíî íå ñî-
äåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èùåòñÿ â äðóãèõ ïîñûëêàõ
çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

20. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ñèíóñîâ äâîéíîãî óãëà.
∀xy(sin x cos x = sin y cos y ↔ sin(x− y) = 0 ∨ cos(x + y) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñèíóñ"

Â íîðìàëèçàòîð âîøëè ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþùèå ïðèåìû îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè:

1. Ñèíóñ êîíñòàíòû: 0, pi/2, pi/6, π/4, π/3.
2. Ñèíóñ öåëîãî êðàòíîãî ïîëîâèíû ïè.
3. Ìèíóñ ïîä ñèíóñîì.
4. Àðãóìåíò äîìíîæåí íà ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
∀an(n− öåëîå→ sin((−1)na) = (−1)n sin a)

5. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.
6. Èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïîä ñèíóñîì.
7. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
8. Ñèíóñ àðêòàíãåíñà.
9. Ñèíóñ àðêêîñèíóñà.
10. Ñèíóñ àðêñèíóñà.



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 969

11. Ñèíóñ ïîëîâèíû àðêêîñèíóñà.
12. Ó÷åò îïåðàöèè "ìèíóãîë".

Âûðàæåíèå "ìèíóãîë(a)" èñïîëüçóåòñÿ â ïëàíèìåòðèè äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìåíü-
øåãî èç óãëîâ a, π − a.
∀ABC(sinìèíóãîë(∠(ABC)) = sin ∠(ABC))

∀ABCa(ìèíóãîë(∠(ABC)) = ìèíóãîë(a) → sin(∠(ABC)) = sin a)

Âî âòîðîì ïðèåìå àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

11.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "êîñèíóñ"

Âûðàæåíèå "êîñèíóñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå cos a,
îáîçíà÷àåò ñèíóñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ìíîãèå ïðèåìû ñèìâîëà "êîñèíóñ" àíàëî-
ãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "ñèíóñ". Èõ ìû áóäåì ïðèâîäèòü ïðàêòè÷åñêè áåç êîììåí-
òàðèåâ.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Êîñèíóñ êîíñòàíòû.
(a) cos 0 = 1

(b) cos π/2 = 0

(c) cos π/6 =
√

3/2

(d) cos π/4 = 1/
√

2

(e) cos π/3 = 1/2

Ïåðå÷èñëåííûå ïðèåìû èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.
(f) cos π/5 = (

√
5 + 1)/4

(g) cos π/10 = (
√

10 + 2
√

5)/4

(h) cos π/8 =
√

2 +
√

2/2

(i) cos π/12 = (1 +
√

3)/2
√

2

Åñëè ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óïðîùåíèè îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå, òî
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, èíà÷å îí ðàâåí 6.

2. Êîñèíóñ öåëîãî êðàòíîãî ïè.
∀n(n− öåëîå→ cos(πn) = (−1)n)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Êîñèíóñ öåëîãî êðàòíîãî ïîëîâèíû ïè.
∀n(n− öåëîå→ cos(πn/2) = ((−1)n/2 ïðè n− even, èíà÷å 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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4. Ìèíóñ ïîä êîñèíóñîì.
∀a(cos(−a) = cos a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Ìîäóëü ïîä êîñèíóñîì.
∀a(cos |a| = cos a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Àðãóìåíò äîìíîæåí íà ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
∀an(n− öåëîå→ cos((−1)na) = cos a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
7. Èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïîä êîñèíóñîì.
∀abc(a = b− c → cos(c− b) = cos a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, à òàêæå íîðìàëèçàòîðîì
"ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå", âûïîëíÿþùèì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïå-
ðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ c − b. Òðåáóåòñÿ òàêæå, ÷òîáû c − b íå èìå-
ëî ñëàãàåìîãî âèäà mπ/n ñ íàòóðàëüíûìè m, n. Ýòî òðåáîâàíèå ïðîäèêòîâàíî
ñòàíäàðòèçàöèåé ñîãëàñíî ôîðìàëàì ïðèâåäåíèÿ, â êîòîðûõ óñòðàíÿþòñÿ îò-
ðèöàòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå êðàòíûå π. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.
∀abcdefn(f = (a + b)nc/d + e → cos((a + b)nc/d + e) = cos f)

Àíàëîãè÷íî ïðèåìó äëÿ ñèíóñà.
9. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
∀abcde(b = cd + e & 0 < c → cos(a + bπ/d) = (−1)c cos(a + eπ/d))

Êîýôôèöèåíòû b, d - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "ïðîãðàììà". Ïðèåì äåëàåò êîýôôèöèåíò ïðè π ìåíüøèì åäèíèöû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcd(c = 2a− b & 0 ≤ c → cos(d + aπ/b) = − sin(d + cπ/2b))

Êîýôôèöèåíòû a, b - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Ïðèåì äåëàåò êîýôôèöèåíò ïðè
π ìåíüøèì îäíîé âòîðîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcdefg(a = bc + e & f = b− e & g = c + 1 → cos(d− aπ/b) = (−1)g cos(d + fπ/b))

Êîýôôèöåíòû a, b - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Ïðèåì ïåðåõîäèò îò îòðèöàòåëü-
íîãî êîýôôèöèåíòà ïðè π ê ïîëîæèòåëüíîìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcde(c = 4e− b & 0 ≤ c & d = b− 2e → cos(a + eπ/b) = sin(−a + dπ/2b))

Êîýôôèöèåíòû b, e - íàòóðàëüíûå. Ïðèåì äåëàåò êîýôôèöèåíò ïðè π íå ïðå-
âîñõîäÿùèì îäíîé ÷åòâåðòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀an(n− öåëîå→ cos(nπ + a) = (−1)n cos a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì (n ìîæåò áûòü íåêîí-
ñòàíòíûì). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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10. Ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó àðãóìåíòó.
∀abc(a

√
1 + cos b/sqrt2c = a| cos(b/2)|/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
11. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ êâàäðàòîì ñèíóñà.

∀ab(a− (sin b)2 = 0 → a + (cos b)2 = 1)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
12. Ñóììà ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ôóíêöèè îò ñóììû ëèáî

ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ.
∀abc(c sin a sin b + c cos(a + b) = c cos a cos b)

∀abc(c cos(a− b)− c sin a sin b = c cos a cos b)

∀abc(c cos(a− b)− c cos a cos b = c sin a sin b)

∀abc(c cos(a + b)− c cos a cos b = −c sin a sin b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
13. Ñîêðàùåíèå íà êîñèíóñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.

∀abcdefg(f = min(b, c) & ¬(1 + cos a = 0) → e(sin a)c/d(1 + cos a)b + g =
e(sin a)c−f (sin(a/2))f/d(1 + cos a)b−f (cos(a/2))f + g)

∀abcdefg(f = min(b, c) & ¬(sin a = 0) → d(1 + cos a)b/e(sin a)c + g = d(1 +
cos a)b−f (cos(a/2))f/e(sin a)c−f (sin(a/2))f + g)

Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè b, c - íà-
òóðàëüíûå êîíñòàíòû. Ëèáî b = c è óñëîâèå çàäà÷è íå èìååò äðóãèõ âõîæäåíèé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà a, ëèáî ñóùåñòâóåò âõîæäåíèå òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîãî àðãóìåíòà, ÷åòíûì êðàòíûì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ a. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ïåðâûé ïðèåì âûâîäèò äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèå
¬(cos(a/2) = 0), âòîðîé - àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñ ñèíóñîì. Ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Òàê êàê ïðèåìû ýòîãî ïîäðàç-
äåëà àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì ðàíåå ïðèåìàì äëÿ ñèíóñà, îãðàíè÷èâàåìñÿ
óêàçàíèåì èõ òåîðåì.
(a) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ ïóòåì âûðàæåíèÿ êâàäðàòà êîñèíóñà ÷åðåç

êâàäðàò ñèíóñà.
∀abcde(a(cos e)c/b(sin e)d = a(cos e)c−2/b(sin e)d − a(cos e)c−2/b(sin e)d−2)

(b) Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
∀abcdep(p = a(cos b)c/d + e → a(cos b)c/d + e = p)

∀abcdep(p = a cos b cos c/d + e → a cos b cos c/d + e = p)

(c) Ïðîèçâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðàçíîñòü ëèáî ñóììà àðãó-
ìåíòîâ êîòîðûõ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
∀abcdefg(d/e(cos(c+a))f (cos(c+b))g = d sin(c+a)/e sin(a−b)(cos(c+a))f (cos(c+
b))g−1 − d sin(c + b)/e sin(a− b)(cos(c + a))f−1(cos(c + b))g)



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 972

∀abcdefg(d/e(cos(a−c))f (cos(c+b))g = d sin(a−c)/e sin(a+b)(cos(a−c))f (cos(c+
b))g−1 + d sin(c + b)/e sin(a + b)(cos(a− c))f−1(cos(c + b))g)

(d) Óñòðàíåíèå äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀ab(a = b/2 → cos b = 2(cos a)2 − 1)

(e) Ïåðåõîä ê îäíîé òðåòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà.
∀ab(a = 3b → cos a = 4(cos b)3 − 3 cos b)

15. Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå.
(a) Ñëîæåíèå ñèíóñà è êîñèíóñà îäèíàêîâûõ àðãóìåíòîâ.

∀ab(a sin b + a cos b =
√

2a sin(b + π/4))

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"èçâåñòíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïåðåõîä ê òàíãåíñàì â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ äðîáÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà.
∀abcden(d(cos b)n/e(a cos b + c sin b) = d(cos b)n−1/e(a + c tg b))

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"ó÷åòðåçóëüòàòà". Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïåðåõîä ê êîòàíãåíñàì â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ äðîáÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà.
∀abcden(d(sin b)n/e(a sin b + c cos b) = d(sin b)n−1/e(a + c ctg b))

∀abcdef (d
√

(b(sin a)2 + c(cos a)2)f/e sin a = d
√

(b + c(ctg a)2)f/e)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.
(d) Ïðîèçâåäåíèå êîñèíóñîâ óãëîâ ñî ñëàãàåìûì îäíà øåñòàÿ ïè.

∀a(cos(a + π/6) cos(π/6− a) = (1 + 2 cos(2a))/4)

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"ó÷åòðåçóëüòàòà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ êîñèíóñàìè.
∀abc(a cos b + c cos b = (a + c) cos b)

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ó÷åò-
ðåçóëüàòà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî íóëþ êîñèíóñà óãëà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó 0 è π.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → cos a = 0 ↔ a = π/2)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîïûòêà ïðîâåð-
êè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ - äëÿ óñëîâèé çàäà÷ íà îïèñàíèå,
èìåþùèõ öåëü "íåðàâåíñòâà". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè îá-
ëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ êîñèíóñà â ðàâåíñòâî.
∀a(0 ≤ cos a− 1 ↔ cos a = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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3. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà êîñèíóñà âûðàæåíèþ, ìîäóëü êîòîðîãî áîëüøå åäèíèöû.
∀abc(c ≤ |b| & 0 < c− 1 → ¬(cos a = b))

Ðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, b - íå êîíñòàíòíîå è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Îí îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó "íèæíÿÿîöåí-
êà" è îïðåäåëÿåò êîíñòàíòíóþ íèæíþþ îöåíêó c ìîäóëÿ b. Âòîðîé àíòåöåäåíò,
îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óáåæäàåòñÿ, ÷òî ýòà îöåíêà áîëü-
øå åäèíèöû. Ââåäåí äîñòàòî÷íî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Êîñèíóñ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè

1. Êîñèíóñ àðêñèíóñà.
∀a(0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → cos arcsin a =

√
1− a2)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 ≤ 1−a2. Åñëè âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå,
òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å - ðàâåí 1. Åñëè ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç.
ìîæåò íàðóøàòüñÿ, èñïîëüçóþòñÿ äâà äðóãèõ ïðèåìà, ñîçäàííûå ïî îäíîé è òîé
æå òåîðåìå ∀a(cos arcsin a =

√
1− a2). Ïåðâûé èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà

ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíû" (ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà
âû÷èñëåíèå), âòîðîé - â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2 è 0.

2. Êîñèíóñ àðêêîñèíóñà.
∀a(cos arccos a = a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äàæå ê óòâåðæäåíèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì ñîïðîâîæäåíèå ïî
î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Êîñèíóñ àðêòàíãåíñà.
∀a(cos arctg a = 1/

√
a2 + 1)

Êàê è âûøå, ïðåîáðàçóþòñÿ äàæå óòâåðæäåíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Â çà-
äà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
0, èíà÷å - íà óðîâíå 1.

4. Êîñèíóñ ïîëîâèíû àðêêîñèíóñà.
∀a(0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → cos(arccos a/2) =

√
(1 + a)/2)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(cos(arccos a/2 + π/4) = (

√
1 + a−

√
1− a)/2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ó÷åòðåçóëüòà-
òà" ëèáî öåëü "èçâåñòíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Êîñèíóñ ïîëîâèíû àðêñèíóñà.
∀a(0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → cos(arcsin a/2) =

√
(1 +

√
1− a2)/2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 974

6. Êîñèíóñ ïîëîâèíû àðêòàíãåíñà.
∀a(cos(arctg a/2) =

√
(
√

1 + a2 + 1)/2
√

1 + a2)

Âûðàæåíèå íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
7. Êîñèíóñ îäíîé ÷åòâåðòîé àðêêîñèíóñà.
∀a(cos(arccos a/4) =

√
(1 +

√
(1 + a)/2)/2)

Âûðàæåíèå íàõîäèòñÿ â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èç-
âåñòíî". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀a(cos(π/4 + arccos a/4) = (

√
1 +

√
(1 + a)/2−

√
1−

√
(1 + a)/2)/2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
8. Êîñèíóñ òðåõ âòîðûõ àðêêîñèíóñà.
∀a(cos(3 arccos a/2) = (2a− 1)

√
(a + 1)/2)

Âûðàæåíèå íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
9. Êîñèíóñ óäâîåííîãî àðêñèíóñà.
∀a(cos(2 arcsin a) = 1− 2a2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
10. Êîñèíóñ óäâîåííîãî àðêêîñèíóñà.

∀a(cos(2 arccos a) = 2a2 − 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
11. Êîñèíóñ óäâîåííîãî àðêòàíãåíñà.

∀a(cos(2 arctg a) = (1− a2)/(1 + a2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
12. Êîñèíóñ òðîéíîãî àðêñèíóñà.

∀a(0 ≤ a + 1 & 0 ≤ 1− a → cos(3 arcsin a) = (1− 4a2)
√

1− a2)

Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå 0 ≤ 1− a2. Åñëè âûðàæå-
íèå a êîíñòàíòíîå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å îí ðàâåí 1.

13. Êîñèíóñ òðîéíîãî àðêêîñèíóñà.
∀a(cos(3 arccos a) = 4a3 − 3a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
14. Êîñèíóñ ó÷åòâåðåííîãî àðêòàíãåíñà.

∀a(cos(4 arctg a) = (a4 − 6a2 + 1)/(1 + a2)2)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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15. Êîñèíóñ îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè c ó÷àñòèåì îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè.
∀ab(cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèíóñà.
∀ab(cos(arccos a + b) = a cos b−

√
1− a2 sin b)

Âûðàæåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.

16. Îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîñèíóñà îò âûðà-
æåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
∀ab(a = cos b → cos b = a)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèíóñà.

Óðàâíåíèÿ

1. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå äëÿ êîñèíóñà.
∀ab(cos a = b ↔ 0 ≤ b + 1 & 0 ≤ 1 − b & (∃n(n − öåëîå & a = arccos b + 2πn) ∨
∃n(n− öåëîå & a = − arccos b + 2πn)))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.
∀a(cos a = 0 ↔ ∃n(n− öåëîå & a = π(2n + 1)/2))

∀a(cos a = 1 ↔ ∃n(n− öåëîå & a = 2πn))

∀ab(cos a = cos b ↔ ∃n(a = b+2πn & n−öåëîå) ∨ ∃n(a = −b+2πn & n−öåëîå))
∀ab(cos a = sin b ↔ ∃n(a = π/2−b+2πn & n−öåëîå) ∨ ∃n(a = b−π/2+2πn & n−
öåëîå))
∀ab(cos a = − sin b ↔ ∃n(a = π/2 + b + 2πn & n − öåëîå) ∨ ∃n(a = −b − π/2 +
2πn & n− öåëîå))
∀ab(cos a = − cos b ↔ ∃n(a = b+π+2πn & n−öåëîå) ∨ ∃n(a = −b+π+2πn & n−
öåëîå))
Óðàâíåíèå - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ïåð-
âûé ïðèåì ïðîäóáëèðîâàí: òà åãî âåðñèÿ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò îïåðàòîð ôèëüòðà
"ôèëüòðñåðèè", ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1, äðóãàÿ - íà óðîâíå 6.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → cos a = b ↔ 0 ≤ b + 1 & 0 ≤ 1− b & a = arccos b)

∀ab(0 ≤ a−π & 0 ≤ 2π−a → cos a = b ↔ 0 ≤ b+1 & 0 ≤ 1−b & a = 2π−arccos b)

Óðàâíåíèå - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâíî" ëèáî
"îáëàñòüãðàíèöû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(0 ≤ π+a & 0 ≤ π−a → cos a = b ↔ 0 ≤ b+1 & 0 ≤ 1−b & (a = arccos b ∨ a =
− arccos b))

Óðàâíåíèå - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâíî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Óìíîæåíèå íà ñèíóñ ïðîèçâåäåíèÿ êîñèíóñîâ êðàòíûõ àðãóìåíòîâ. Ýòîò õîðî-
øî èçâåñòíûé ïðèåì ïîçâîëÿåò óïðîùàòü óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè âèäà
cos a cos 2a cos 4a . . . ïóòåì äîìíîæåíèé îáåèõ ÷àñòåé íà sin a è ìíîãîêðàòíîãî
ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abcde(e = 2a → b cos a cos e + d = c ↔ b sin(4a) + 4d sin a = 4c sin a & ¬(sin a =
0) ∨ sin a = 0 & b cos a cos e + d = c)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, c - íå ñîäåðæèò. Ëèáî âûðàæåíèå d - âûðîæäåííîå, ðàâíîå íóëþ, ëèáî
îíî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñëàãàåìîãî, à c ðàâíî 0. Àíòåöåäåíò ñðàâíèâàåò
àðãóìåíòû a, e. Îí âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b äåëèòñÿ íà
cos 4a, íî íå äåëèòñÿ íà cos(a/2). Äîëæíî îòñóòñòâîâàòü äðóãîå óðàâíåíèå çà-
äà÷è, èìåþùåå îáùóþ íåèçâåñòíóþ ñ âûðàæåíèåì a. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èçâåñòíûõ ñèíóñà è êîñèíóñà â
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ê âèäó ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà.
∀abcdx(d = ab + ac → cos x = ab + ac ↔ cos x = d)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò. Êàæäîå èç âûðà-
æåíèé b, c èìååò âèä ± sin(. . .) ëèáî ± cos(. . .). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíî-
æåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d èìååò âèä ± sin(. . .) ëèáî ± cos(. . .). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû êîñèíóñà ñóììû äëÿ ïåðåõîäà ê óæå èìåþùåìóñÿ íåèç-
âåñòíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó àðãóìåíòó.
∀ab(cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b)

Êîñèíóñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ ñóììîé âñåõ ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûõ àðãóìåíòà. Ýòà ñóììà è
îñòàòî÷íàÿ ñóììà a íåâûðîæäåííûå. Óñëîâèå óæå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêþó îïåðàöèþ îò àðãóìåíòà b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

5. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî êîñèíóñà.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ ïî ïëàíèìåòðèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ,
ñâÿçûâàþùåãî ÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå.
∀abcdefg(a + b cos c = d & e + f cos c = g → (a− d)f = (e− g)b)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íè îäíî èç âûðàæåíèé a, b, d, e, f, g íå
èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå è íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "ðàññòîÿíèå", "óãîë". Â çàäà÷àõ ïî ôèçèêå
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

6. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû ïðîèçâåäåíèÿ êîñèíóñîâ äëÿ ïåðåõîäà â óðàâíåíèè ê îá-
ùåìó íåèçâåñòíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó àðãóìåíòó.
∀abcd(c = cos(a− b) & d = cos(a + b) → cos a cos b = (c + d)/2)
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Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àðãóìåíòû a, b ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå
÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Õîòÿ áû îäèí
èç ðåçóëüòàòîâ c, d íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Êàæäûé ðàñïîëîæåííûé â óðàâ-
íåíèè âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
àðãóìåíò ðàâåí, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, îäíîìó èç àðãóìåíòîâ c, d. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà íåèçâåñòíîãî âûðà-
æåíèÿ.
∀abcdeAP ((d(cos a)b + c = e) = P (cos a) & (P (y) & y − ÷èñëî & |y| ≤ 1) = A(y) →
d(cos a)b + c = e ↔ A(cos a))

∀abcdeAP ((d(sin a)b + c = e) = P (sin a) & (P (y) & y − ÷èñëî & |y| ≤ 1) = A(y) →
d(sin a)b + c = e ↔ A(sin a))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì åäèíñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ýòó íåèçâåñòíóþ. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé èç íèõ óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ïðåä-
ñòàâèòü óðàâíåíèå â òàêîì âèäå, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ çàêëþ÷åíû
òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ cos a. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ23
èçâëå÷åíèå)" óòî÷íÿåò, ÷òî ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå".
Âî âòîðîì àíòåöåäåíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò P (y) ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â òå-
êóùåì óðàâíåíèè âûðàæåíèÿ cos a íà íîâóþ íåèçâåñòíóþ y. Ñ ïîìîùüþ âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è îí ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y, äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàåòñÿ
óñëîâèå |y| ≤ 1. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç îòâåòà äàííîé çàäà÷è
ïîäñòàíîâêîé âìåñòî y âûðàæåíèÿ cos a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcxy(y − 2x = 0 → a cos x + b cos y = c ↔ a cos x + 2b(cos x)2 = b + c)

∀abcxy(y − 2x = 0 → a sin x + b cos y = c ↔ a sin x− 2b(sin x)2 = c− b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî àðãóìåíò y ðàâåí 2x, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî íîð-
ìàëèçàòîð "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ïîäáîð ïðèìåðà.
∀x(x = 0 → ¬(cos x = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí
çàìåùàåò îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.
∀a(a− ÷èñëî→ ∃x(x− ÷èñëî & a = cos x) ↔ −1 ≤ a & a ≤ 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò òîëüêî äâà
óñëîâèÿ ñ íåèçâåñòíîé x - "x − ÷èñëî" è "a = cos x", ïðè÷åì ýòà íåèçâåñòíàÿ -
íåñóùåñòâåííàÿ, òî âìåñòî äàííûõ óñëîâèé ïîìåùàåòñÿ óñëîâèå−1 ≤ a & a ≤ 1.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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10. Îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ ñ íåèçâåñòíûì êîñèíóñîì.
(a) ßâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé.

∀abcdef (bd = 2f & e−öåëîå→ ¬(cos(aπ/b+ ceπ/d) = 0) ↔ ∃g(g ∈ {0, . . . , d−
1} & ¬(2f |ad + cbg − f) & ∃n(n− öåëîå & e = dn + g)))

∀abcd(b = 2d & c − öåëîå → ¬(cos(acπ/b) = 0) ↔ ∃e(e ∈ {0, . . . , b −
1} & ¬(b|ae− d) & ∃n(n− öåëîå & c = bn + e)))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèíóñà.
(b) Ãðóïïèðîâêà îòðèöàíèé ðàâåíñòâà íóëþ êîñèíóñîâ ñóììû è ðàçíîñòè.

∀ab(¬(cos(a + b) = 0) & ¬(cos(a− b) = 0) ↔ ¬(cos(2a) + cos(2b) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îòðèöàíèÿ ñóòü óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(c) Ãðóïïèðîâêà îòðèöàíèé ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû è ðàçíîñòè êîñèíóñà è åäè-
íèöû.
∀a(¬(1− cos a = 0) & ¬(1 + cos a = 0) ↔ ¬(sin a = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(d) Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà êîñèíóñà íóëþ.

∀ab(a = 2b & ¬(sin a = 0) → ¬(cos b = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàâåíñòâî êîñèíóñà íóëþ âõîäèò â
óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(a = 2b & sin a < c & c ≤ 0 → ¬(cos b = 0))

∀abc(a = 2b & c < sin a & 0 ≤ c → ¬(cos b = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì.

11. Ïåðåõîä ê äâîéíîìó àðãóìåíòó â óðàâíåíèè, îïðåäåëÿþùåì çíà÷åíèå êâàäðàòà
êîñèíóñà.
∀ax((cos x)2 = a ↔ cos(2x) = 2a− 1)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò è îòëè÷íî îò êîíñòàíòû íîëü. Îòñóòñòâóåò
óñëîâèå çàäà÷è, èìåþùåå âèä 0 ≤ x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà ñóììû äëÿ ïåðåõîäà ê óðàâíåíèþ,
ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî - ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåèçâåñòíûõ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdx(a sin(b + x) + c = d ↔ a sin x cos b + a cos x sin b + c = d)

∀abcdx(a cos(b + x) + c = d ↔ a cos x cos b− a sin x sin b + c = d)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, d - íå ñîäåðæàò. Êàæäîå íåèçâåñòíîå ñëàãàåìîå âûðà-
æåíèÿ c èìååò âèä k sin(x+m) ëèáî k cos(x+m) ïðè íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ k,m.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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13. Äåêîìïîçèöèÿ óðàâíåíèÿ, âûïîëíèìîãî òîëüêî äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé
ñèíóñà èëè êîñèíóñà.
∀abcdxy(|a| < |b|& |a| < |c|&−d+asg(b)sg(c)+(|b|+|c|)sg(d) = 0 → a(sin x)n(sin y)m+
b(sin x)n + c(sin y)m = d ↔ (sin x)n = sg(b)sg(d) & (sin y)m = sg(c)sg(d))

∀abcdxy(|a| < |b|& |a| < |c|&−d+asg(b)sg(c)+(|b|+|c|)sg(d) = 0 → a(cos x)n(sin y)m+
b(cos x)n + c(sin y)m = d ↔ (cos x)n = sg(b)sg(d) & (sin y)m = sg(c)sg(d))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå a, b, c, d èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåííûå m, n - ñ íàòóðàëüíûìè
êîíñòàíòàìè. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòè-
âà" ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñëó÷àé, êîãäà y íàõîäèòñÿ ïîä êîñèíóñîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abn(n− rational & ÷èñëèòåëü(n)− even & b ≤ 0 & 0 ≤ a → a(cos x)n + b = a ↔
(cos x)2 = 1 & b = 0)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîí-
ñòàíòîé. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñëó÷àé ñè-
íóñà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû êîñèíóñà ðàçíîñòè äëÿ ïåðåõîäà ê îáùåìó íåèçâåñòíîìó
àðãóìåíòó.
∀axy(x + y = a → cos x = cos y cos a + sin y sin a)

Êîñèíóñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå è èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(óñëîâèå(õ2)òðèãàðãó-
ìåíò(õ2 õ24))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ â íåêîòîðîì óñëîâèè çàäà÷è òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà y, îòëè÷íîãî îò x. Îí äîëæåí ñîäåðæàòü íåèçâåñò-
íûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùåå óðàâíåíèå íå èìååò íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ àðãóìåíòîâ, îòëè÷íûõ îò x, y. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ". Ðå-
çóëüòàò a íå äîëæåí ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

15. Ïåðåíåñåíèå âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷å-
íèå íåèçâåñòíîãî êîñèíóñà. Åñëè ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà çàäà-
÷è íà îïèñàíèå ïîÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íåèçâåñòíîãî êîñèíóñà èçâåñòíîìó âûðà-
æåíèþ, òî äàííîå ðàâåíñòâî ïåðåíîñèòñÿ â çàäà÷ó íà îïèñàíèå è ðåàëèçóåòñÿ
âîçâðàùåíèå ê åå ðàññìîòðåíèþ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "çàìåùåíèåóñëî-
âèé(ðàâíî(êîñèíóñ(õ1)õ2))". Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåùåíèåóñëîâèé". Ïðèåì
èíèöèèðóåòñÿ èäåíòèôèêàöèåé ðàâåíñòâà cos a = b. Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü
ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Åñëè a ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåèç-
âåñòíóþ x, òî âíåøíÿÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå íå äîëæíà èìåòü óñëîâèÿ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, ñîäåðæàùåé x, èçâåñò-
íîìó âûðàæåíèþ. Óòâåðæäåíèå cos a = b ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê óñëîâèÿì âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "îáðûâçàäà÷è" îïðåäåëÿåò îáðûâ ñêàíèðîâà-
íèÿ òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è âîçâðàùåíèå ê ñêàíèðîâàíèþ âíåøíåé
çàäà÷è.
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Íåðàâåíñòâà

1. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ êîñèíóñîì.
∀ab(cos b ≤ a ↔ 0 ≤ a−1 ∨ a−1 ≤ 0 & 0 ≤ 1+a & ∃n(n−öåëîå & 2πn+arccos a ≤
b & b ≤ 2πn + 2π − arccos a))

∀ab(a ≤ cos b ↔ 1+a ≤ 0 ∨ 0 ≤ 1−a & 0 ≤ 1+a & ∃n(n−öåëîå & 2πn−arccos a ≤
b & b ≤ 2πn + arccos a))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñèíóñà. Èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð "ôèëüòðïðîìåæóò-
êîâ", óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 6.
∀ab(0 ≤ b & 0 ≤ π−b → cos b ≤ a ↔ 0 < a−1 ∨ 0 ≤ 1+a & 0 ≤ 1−a & arccos a ≤ b)

∀ab(0 ≤ b & 0 ≤ π−b → a ≤ cos b ↔ a+1 < 0 ∨ 0 ≤ 1+a & 0 ≤ 1−a & b ≤ arccos a)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûì äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ è íå èìååò óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, a - íå ñî-
äåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Åñëè çàäà÷à íå èìååò äðóãèõ óñëîâèé,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé íåðàâåíñòâà ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì àðãóìåíòîì b, òî
äîáàâëÿþòñÿ åùå äâà ïðèåìà, èìåþùèõ òîò æå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ:
∀ab(0 ≤ π + b & 0 ≤ π − b → a ≤ cos b ↔ a + 1 < 0 ∨ 0 ≤ 1 + a & 0 ≤
1− a & − arccos a ≤ b & b ≤ arccos a)

∀ab(0 ≤ π + b & 0 ≤ π − b → cos b ≤ a ↔ 0 < a − 1 ∨ 0 ≤ 1 + a & 0 ≤
1− a & (arccos a ≤ b ∨ b ≤ − arccos a))

2. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ êîñèíóñîì. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùå-
ìó:
∀ab(cos b < a ↔ 0 < a−1 ∨ a−1 ≤ 0 & 0 ≤ 1+a & ∃n(n−öåëîå & 2πn+arccos a <
b & b < 2πn + 2π − arccos a))

∀ab(a < cos b ↔ 1+a < 0 ∨ 0 ≤ 1−a & 0 ≤ 1+a & ∃n(n−öåëîå & 2πn−arccos a <
b & b < 2πn + arccos a))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 6.
∀ab(0 ≤ b & 0 ≤ π−b → cos b < a ↔ 0 < a−1 ∨ 0 ≤ 1+a & 0 ≤ 1−a & arccos a < b)

∀ab(0 ≤ b & 0 ≤ π−b → a < cos b ↔ a+1 < 0 ∨ 0 ≤ 1+a & 0 ≤ 1−a & b < arccos a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Ðåøåíèå äâóñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ ñ êîñèíóñîì.
∀abc(0 ≤ 1 − a & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1 − b & 0 ≤ 1 + b → a ≤ cos c & cos c ≤ b ↔
0 < b− a & (∃n(n− öåëîå & 2πn + arccos b ≤ c & c ≤ 2πn + arccos a) ∨ ∃n(n−
öåëîå & 2πn− arccos a ≤ c & c ≤ 2πn− arccos b)))

∀abc(0 ≤ 1 − a & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1 − b & 0 ≤ 1 + b → a ≤ cos c & cos c ≤ b ↔
0 ≤ b− a & (∃n(n− öåëîå & 2πn + arccos b ≤ c & c ≤ 2πn + arccos a) ∨ ∃n(n−
öåëîå & 2πn− arccos a ≤ c & c ≤ 2πn− arccos b)))

Ïðèåìû èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Íåðàâåíñòâà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé. Ïåð-
âûé ïðèåì ñíàáæåí óêàçàòåëÿìè "àëüòåðíàòèâà(. . .)", ðàçðåøàþùèìè âìåñòî
íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ðàññìàòðèâàòü ñòðîãèå. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ
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áû îäíî èç íåðàâåíñòâ áûëî ñòðîãèì. Âòîðîé ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà ñëó÷àé,
êîãäà îáà íåðàâåíñòâà íåñòðîãèå. Â îñòàëüíîì ïðèåìû àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ñè-
íóñà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 5.
∀abc(0 ≤ 1 − a & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1 − b & 0 ≤ 1 + b & 0 ≤ π + c & 0 ≤ π − c →
a ≤ cos c & cos c ≤ b ↔ 0 ≤ b − a & (arccos b ≤ c & c ≤ arccos a ∨ − arccos a ≤
c & c ≤ − arccos b))

Íåðàâåíñòâà ñóòü óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé. Îíè íå
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Îïåðàòîð "ôèëüòðïðîìåæóòêîâ" ëîæåí. Äðóãèå
íåðàâåíñòâà äëÿ cos c îòñóòñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïåðåõîä îò äâóñòîðîííåãî íåðàâåíñòâà äëÿ êîñèíóñà è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ê
äèçúþíêöèè äâóõ äâóñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ.
∀abcde(a+d/e < 0 & 0 < b+d/e & ¬(e = 0) → a ≤ cos c & cos c ≤ b & ¬(e cos c+d =
0) ↔ a ≤ cos c & cos c < −d/e ∨ −d/e < cos c & cos c ≤ b)

Íåðàâåíñòâà è îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ñóòü óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìå-
þùåé óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, d, e - íå
ñîäåðæàò. Çàäà÷à íå èìååò äðóãèõ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíûìè òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèìè àðãóìåíòàìè. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà(. . .)" ðàçðåøàþò ðàññìîòðåíèå
ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàç-
áîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ïðåîáðàçîâàíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûì êîñèíóñîì â äèçúþíêöèþ
äâóõ íåðàâåíñòâ.
∀ax(¬(cos x = a) ↔ cos x < a ∨ a < cos x)

Îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé. Âû-
ðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Çàäà÷à èìååò
íåðàâåíñòâî, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ ëèáî íåèçâåñòíàÿ, ëèáî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåèçâåñòíîãî àðãóìåíòà, à äðóãàÿ ÷àñòü èçâåñòíà.
Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abx(¬(a = 0) → ¬(a cos x + b = 0) ↔ cos x < −b/a ∨ −b/a < cos x)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
6. Íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîñèíóñîâ ðàçíîñòè è ñóììû.
∀ab(0 < cos(a + b) cos(a− b) ↔ 0 < cos(2a) + cos(2b))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé.
Îíî íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, äðóãîå - íå ñîäåðæèò. Óêàçàòåëè ïðèåìà ðàçðåøàþò ðàñ-
ñìàòðèâàòü íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî è ïåðåñòàâëÿòü ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ñ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íåèçâåñòíûõ ñè-
íóñà è êîñèíóñà.
∀abcpqr(¬(p = 0) → ∃x(x − ÷èñëî & a sin(px/q + r) + b cos(px/q + r) ≤ c) ↔ 0 ≤
c +

√
a2 + b2)



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 982

∀abcpqr(¬(p = 0) → ∃x(x − ÷èñëî & c ≤ a sin(px/q + r) + b cos(px/q + r)) ↔ c ≤√
a2 + b2)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèç-
âåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âñå ñîäåðæàùèå ýòó íåèçâåñòíóþ óñëîâèÿ
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîäêâàíòîðíûìè óòâåðæäåíèÿìè - íåðàâåíñòâîì è óêàçà-
òåëåì òèïà çíà÷åíèÿ "x − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x íå âõîäèò â a, b, c, p, q, r.
Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèå öåëü "èçâåñòíî"

1. Âûðàæåíèå íåèçâåñòíîãî êîñèíóñà ÷åðåç ñèíóñ.
∀abcxy(x = sin y → (a− b cos y)c(a + b cos y)c = (a2 − b2 + b2x2)c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
äðóãîé ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé äëÿ âíåøíåé çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèå y ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c - íå ñîäåðæàò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Öåëü ïðåîáðàçîâàíèÿ - ïåðåéòè ê âûðàæåíèþ,
ñîäåðæàùåìó òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû è èçáàâèòüñÿ îò íåèçâåñòíûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé.
∀abABC(0 ≤ a & 0 ≤ b → a(cos(∠(ABC)))2 + b = a ↔

√
a sin(∠(ABC)) =

√
b)

Ðàâåíñòâî âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "óãîë", "ðàññòîÿíèå", "ïëîùàäü".
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.

2. Îïðåäåëåíèå óãëà ïðè èçâåñòíîì êîñèíóñå.
∀bx(0 ≤ π − x & cos x = b → x = arccos b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå x ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå (íå îáÿçàòåëüíî ÷èñëåííûå, íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü ïå-
ðåìåííûå äëÿ òî÷åê ÷åðòåæà) è âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ ñ ÷èñëåííûìè íåèç-
âåñòíûìè âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ëèáî ýòî âûðàæåíèå èìååò çàãîëîâîê
"óãîë", ëèáî çàäà÷à èìååò ïîñûëêó âèäà x = ∠(ABC). Âûðàæåíèå b íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü ïîñûëêó âèäà px + q = r, ãäå âûðàæåíèÿ p, q, r
íå ñîäåðæàò îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Îïðåäåëåíèå óãëà ïðè èçâåñòíûõ ñèíóñå è êîñèíóñå.
∀abx(0 < x + π & 0 ≤ π − x & sin x = a & cos x = b → x = Sg(a) arccos b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå
x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è, ñîäåðæàùèõ íåèç-
âåñòíûå âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îíî íå èìååò çàãîëîâêà "óãîë", ïðè÷åì
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îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà x = ∠(ABC). Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Óñìîòðåíèå êîñèíóñà îäíîé âòîðîé ïè.
∀abc(a + b + c− π = 0 → cos(a/2 + b/2 + c/2) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå ïðåîá-
ðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óñëîâèé íà óãîë.
∀ab(cos a = b & π/2 < a & 0 ≤ π − a & 0 ≤ b → ëîæü)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ñóòü ïîñûëêè çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ýòà öåëü ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ðàçáîðå
ñëó÷àåâ è îçíà÷àåò, ÷òî ïîñûëêè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè. Òðåòèé è
÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(0 < a & 0 ≤ π − a → ¬(cos a = 1))

∀a(0 < a & 0 < π − 2a → ¬(cos a ≤ 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óòâåðæäåíèå (ðàâåíñòâî ëèáî íåðàâåí-
ñòâî) ñ êîñèíóñîì âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàí-
äðàâíî". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, èçâëåêàå-
ìûõ èç ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Òðåáóåòñÿ
òàêæå, ÷òîáû èìåë ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ íàéäåííîãî îòâåòà. Àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

6. Âûðàæåíèå êîñèíóñà ÷åðåç èçâåñòíûé òàíãåíñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
∀abc(a− 2b = 0 & tg b = c → cos a = (1− c2)/(1 + c2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ñðàâíèâàåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû a
è b, îí âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè äëÿ óñìîòðåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdxyz(a sin x/ cos y = c sin z → dc2(cos z)2 + da2(sin x)2/(cos y)2 = c2d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Âûâîä ñëåäñòâèÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû êîñèíóñà ñóììû.
∀abcde(a cos(b + c) + d = e → a cos b cos c− a sin c sin b + d = e)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ýòà ïîñûëêà íå èìååò ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ. Êàæäûé ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ, îêàçûâàþ-
ùèéñÿ ïîñëå îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè â âûðàæåíèÿõ sin b, sin c, cos b, cos c, âñòðå-
÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è. Âûðàæåíèÿ b, c ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 984

9. Ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó óãëó.
∀aABC(a = ∠(ABC) →

√
1− cos a =

√
2 sin(a/2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(a− 2b = 0 →

√
1− cos a =

√
2| sin b|)

∀ab(a− 2b = 0 →
√

1 + cos a =
√

2| cos b|)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â
ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Â ïåðâîì ñëó÷àå
ýòà ïîñûëêà èìååò òàêæå âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ sin b, âî âòîðîì ñëó÷àå - âûðà-
æåíèÿ cos b. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñðàâíèâàåò
óãëû a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè äëÿ ñóììû òðåõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà.
∀xyz(x + y + z = π → cos(x + y) = − cos z)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Êîñèíóñ âõîäèò â óðàâíåíèå - ïîñûëêó
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå z âñòðå÷àåòñÿ â òåêóùåì óðàâíåíèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Âûâîä ñëåäñòâèÿ î çíàêå êîñèíóñà ïðè êîíòðîëå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïîäñëó-
÷àÿ.
∀ab(cos b = a & 0 ≤ b & 0 < π/2− b → 0 < a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ïåðåìåííàÿ b ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèå a
íåêîíñòàíòíîå è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè êîñèíóñà.
∀abx(a cos x = b & 0 < a & 0 < b → 0 < cos x)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ýòà ïîñûëêà äîëæ-
íà ñîäåðæàòü ñèìâîë "äëèíà". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ïðèåì èñïîëüçó-
åòñÿ â çàäà÷àõ ïî ôèçèêå. Ïîòðåáíîñòü â íåì è ðÿäå àíàëîãè÷íûõ ïðèåìîâ âîç-
íèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé óòâåðæäåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
ëåãêî óñìîòðåòü çíàê ïàðàìåòðà, ìîãóò îêàçàòüñÿ óòðà÷åííûìè, è óñìîòðåíèå
ëó÷øå äåëàòü çàáëàãîâðåìåííî.

13. Îïðåäåëåíèå êîñèíóñà ñóììû ïî ñèíóñó è êîñèíóñó óãëà.
∀ABCabc(sin(∠(ABC)) = a & cos(∠(ABC)) = b → cos(∠(ABC) + c) = b cos c −
a sin c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Êîñèíóñ âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äðó-
ãèìè ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêîñèíóñ"

Â íîðìàëèçàòîðå ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû, êîïèðóþùèå ðàíåå ðàññìîòðåí-
íûå ïðèåìû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè:

1. Êîñèíóñ êîíñòàíòû: 0, π/2, π/6, π/4, π/3.
2. Êîñèíóñ öåëîãî êðàòíîãî ïè.
3. Êîñèíóñ öåëîãî êðàòíîãî ïîëîâèíû ïè.
4. Ìèíóñ ïîä êîñèíóñîì.
5. Ìîäóëü ïîä êîñèíóñîì.
6. Àðãóìåíò äîìíîæåí íà ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.
7. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.
8. Èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïîä êîñèíóñîì.
9. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
10. Êîñèíóñ àðêêîñèíóñà.
11. Êîñèíóñ àðêñèíóñà.
12. Êîñèíóñ àðêòàíãåíñà.
13. Êîñèíóñ ïîëîâèíû àðêêîñèíóñà.

11.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "òàíãåíñ"

Âûðàæåíèå "òàíãåíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå tg a, îáî-
çíà÷àåò òàíãåíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ñïðàâî÷íèêè "òèï", "àðíîñòü", "îäç", "òèï-
äàííûõ" õàðàêòåðèçóþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà "òàíãåíñ".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Òàíãåíñ êîíñòàíòû.
(a) Òàíãåíñ íóëÿ.

tg 0 = 0

(b) Òàíãåíñ îäíîé øåñòîé ïè.
tg(π/6) = 1/

√
3

(c) Òàíãåíñ îäíîé ÷åòâåðòîé ïè.
tg(π/4) = 1

(d) Òàíãåíñ îäíîé òðåòüåé ïè.
tg(π/3) =

√
3

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ ðàâåí 0.
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(e) Òàíãåíñ îäíîé âîñüìîé ïè.
tg(π/8) =

√
2− 1

Äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíû" (ò.å.
ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå), óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îí ðàâåí 6. Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíî", ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ.
∀ab(a cos(π/8)/b sin(π/8) = a/(

√
2− 1)b)

∀ab(a sin(π/8)/b cos(π/8) = (
√

2− 1)a/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(f) Òàíãåíñ îäíîé äâåíàäöàòîé ïè.

tg(π/12) = 2−
√

3

Àíàëîãè÷íî òàíãåíñó îäíîé âîñüìîé ïè.
2. Ìèíóñ ïîä òàíãåíñîì.
∀a(tg(−a) = − tg a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Òàíãåíñ öåëîãî êðàòíîãî ïè.
∀n(n− öåëîå→ tg(πn) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí óñêîðÿþùèé óêà-
çàòåëü "ëîãñèìâîë(ïè óìíîæåíèå)", îïðåäåëÿþùèé èäåíòèôèêàöèþ ñèìâîëà
"ïè" êàê íåïîñðåäñòâåííîãî îïåðàíäà ïðîèçâåäåíèÿ. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåí-
íîå åäèíè÷íîå çíà÷åíèå n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.
∀abcdefn(f = (a+b)nc/d+e & ¬(cos((a+b)nc/d+e) = 0) → tg((a+b)nc/d+e) = tg f)

Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ c, d, n, îäíàêî ëèáî c, ëèáî n
äîëæíî áûòü îòëè÷íî îò åäèíèöû. Äîïóñêàåòñÿ òàêæå íóëåâîå çíà÷åíèå e. Ïî-
êàçàòåëü ñòåïåíè n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, íå ïðåâîñõî-
äÿùåé 3. Åñëè âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå çàäà÷è, à a + b - íå ñîäåð-
æèò, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Äëÿ ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê èñïîëüçóåòñÿ îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòî-
ðó "ñòàíäïëþñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îí ïðîâåðÿåò óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ òàíãåíñà è ïåðåäàåò ññûëêè íà óòâåðæäåíèÿ
êîíòåêñòà çàäà÷è, èç êîòîðûõ ýòè óñëîâèÿ âûòåêàþò, íîâîìó ñîïðîâîæäàþùåìó
óòâåðæäåíèþ ¬(cos f = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ
ïåðåõîä ê ñóììå âûïîëíÿåòñÿ áåç ïðîâåðêè òîãî, ÷òî êîñèíóñ íå ðàâåí 0:
∀abcdn(n− öåëîå→ tg((an + b)πc/d) = tg(acπn/d + bπc/d))

Çäåñü n - ïåðåìåííàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñðàáàòûâàíèå íåò. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
∀abcde(e = bc + d & 0 < c → tg(a + πe/b) = tg(a + πd/b))
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Ïðèåì äåëàåò ïîëîæèòåëüíûé ðàöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíò ïðè π ìåíüøèì åäè-
íèöû. b, e - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcd(c = 2a− b & 0 ≤ c → tg(d + πa/b) = − ctg(d + πc/2b))

Êîýôôèöèåíò ïðè π äåëàåòñÿ ìåíüøèì îäíîé âòîðîé. a, b - íàòóðàëüíûå êîí-
ñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcdef (a = bc + e & f = b− e → tg(d− πa/b) = tg(d + πf/b))

Ïðèåì ïåðåõîäèò îò îòðèöàòåëüíî êîýôôèöèåíòà ïðè π ê ïîëîæèòåëüíîìó. a, b
- íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcde(c = 4e− b & 0 ≤ c & d = b− 2e → tg(a + πe/b) = ctg(−a + πd/2b))

Ïðèåì äåëàåò êîýôôèöèåíò ïðè π íå ïðåâîñõîäÿùèì îäíîé ÷åòâåðòîé. Äëÿ êî-
ýôôèöèåíòà, ðàâíîãî îäíîé ÷åòâåðòîé, çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ëèáî a èìååò
çàãîëîâîê "ìèíóñ", ëèáî îáðàáîòàííûé íîðìàëèçàòîðîì òåðì −a ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò òåðìó a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀an(n− öåëîå→ tg(a + πn) = tg a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

6. Ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñà íà êîñèíóñ.
∀abcdef (a = min(b, c) & d = b− a & e = c− a → (tg f)b(cos f)c =
(tg f)d(sin f)a(cos f)e)

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Äîïóñêà-
þòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(tg(a− b) cos(b− a) = sin(a− b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 ≤ cos b →

√
a tg b cos b =

√
a sin(2b)/2)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Äåëåíèå òàíãåíñà íà ñèíóñ.
∀abc(a tg b/c sin b = a/c cos b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
8. Ñóììà êâàäðàòà òàíãåíñà è åäèíèöû.
∀abc(a + a(tg b)2 + c = a/(cos b)2 + c)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
èññëåäîâàíèå. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ àíàëîãè÷íûé ïðèåì íîðìà-
ëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå äëÿ ñèíóñà è òàíãåíñà.
∀abcn(a(sin b)n/c(tg b)n = a(cos b)n/c)

Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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10. Ñîêðàùåíèå òàíãåíñîâ àðãóìåíòîâ, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì.
∀abcd(¬(tg(c− b) = 0) → a tg(b− c)/d tg(c− b) = −a/d)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

11. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Åäèíñòâåííûé ïðèåì ýòîãî ïîä-
ðàçäåëà ñâÿçàí ñ ïðîèçâåäåíèåì òàíãåíñîâ:
∀abc(tg(a + c) tg(b + c) = (tg(a + c)− tg(b + c))/ tg(a− b)− 1)

Ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ, èìåþùàÿ öåëü "íîðìÈíòåãðàë". Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ x âõîäèò
â âûðàæåíèå c è íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b. Äîïóñòèìûå çàãîëîâêè íàäâûðà-
æåíèé ïðåîáðàçóåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñóòü "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "ìî-
äóëü", "äðîáü". Ýòî ïðîèçâåäåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè äðîáè, çíàìåíàòåëü
êîòîðîé çàâèñèò îò x. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
¬(tg(a− b) = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå.
(a) Ñîêðàùåíèå äëÿ òàíãåíñà è ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.

∀abpq(p = 2q → a sin p/b tg q = 2a(cos q)2/b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñò-
íû". Àíòåöåäåíò ñðàâíèâàåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû è âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ñîêðàùåíèå íà òàíãåíñ ñ ïåðåõîäîì ê êîòàíãåíñó.
∀abcde(¬(sin b = 0) → a tg b/(c(d tg b + e)) = a/(c(d + e ctg b)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ó÷åòðå-
çóëüòàòà" ëèáî "èçâåñòíû". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ñóììà òàíãåíñîâ äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà.
∀ABCabc(∠(ABC) = b & ∠(ACB) = c & ∠(BAC) = a → tg a + tg b =
sin c/(cos a cos b))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñò-
íû". Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

13. Ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñ òàíãåíñîì íà êâàäðàò êîñèíóñà.
∀abx((cos x)2(a− a(tg x)2 + b tg x) = a cos(2x) + b sin(2x)/2)

Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå òàíãåíñà ñóììû

∀abcdef (¬(d − d tg a tg b = 0) & ¬(cos a = 0) & ¬(cos b = 0) → e(tg a + tg b)c/f(d −
d tg a tg b)c = e(tg(a + b))c/fdc)
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Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû
a, b íå èìåþò âõîæäåíèé â óñëîâèå, ðàñïîëîæåííûõ âíå äàííîé äðîáè. Äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(cos(a + b) = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3. Åñëè ïîä òàíãåíñàìè íàõîäÿòñÿ êîíñòàíòû, òî ïðèìåíÿåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ
ïðèåìà:
∀abcdefg(c− íàòóðàëüíîå & ¬(d = 0) & ¬(cos g = 0) & g = a + b → e(tg a + tg b)c/f(d−
d tg a tg b)c = e(tg g)c/fdc)

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûå òðè àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Äëÿ îñîáîãî ñëó÷àÿ îáðàùåíèÿ òàí-
ãåíñà â åäèíèöó ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà:
∀abcde(¬(b− b tg a = 0) & ¬(cos a = 0) → d(tg a+1)c/e(b− b tg a)c = d(tg(a+π/4))c/ebc)

∀abcde(¬(b − b ctg a = 0) & ¬(sin a = 0) → d(ctg a + 1)c/e(b − b ctg a)c = d(− tg(a +
π/4))c/ebc)

Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò a
íå èìååò âõîæäåíèé â óñëîâèå, ðàñïîëîæåííûõ âíå äàííîé äðîáè. Àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå ¬(cos(a + π/4) = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âûðàæåíèå òàíãåíñà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ

Îáû÷íî ïåðåõîä îò òàíãåíñà ê îòíîøåíèþ ñèíóñà è êîñèíóñà âûïîëíÿåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå" ëèáî ïðèâîäèìûì äàëåå ïðèåìîì ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâ-
íåíèé. Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå òðè ïðèåìà, îñíîâàííûå íà
ñëåäóþùåé òåîðåìå:

∀a(tg a = sin a/ cos a)

Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"óïðîñòèòü", åñëè ýòî óñëîâèå - êîíñòàíòíîå è èìååò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò,
îòëè÷íûé îò a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âòîðîé ïðèåì ñðàáàòûâàåò â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"íîðìÈíòåãðàë", ò.å. ïðè ïðåäâàðèòåëüíîì óïðîùåíèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ x âõîäèò â a. Òàíãåíñ íå äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ
âíóòðè âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì "ëîãàðèôì". Åñëè òàíãåíñ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì
ñîìíîæèòåëåì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ è ðàñïîëîæåí âíóòðè ñòåïåíè ñ äðîá-
íûì ïîêàçàòåëåì, òî äîëæåí íàéòèñü ñîäåðæàùèé x òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò,
ëèáî îòëè÷íûé îò a, ëèáî íå ðàñïîëîæåííûé ïîä òàíãåíñîì èëè êîòàíãåíñîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 4.

Íàêîíåö, òðåòèé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íåðà-
âåíñòâà. Óðîâåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ðàâåíñòâî òàíãåíñà íóëþ

∀a(tg a = 0 ↔ sin a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Òàíãåíñ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

1. Òàíãåíñ àðêñèíóñà.
∀a(0 < 1 + a & 0 < 1− a → tg arcsin a = a/

√
1− a2)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî 0 < 1−a2. Åñëè âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå,
òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å îí ðàâåí 1. Â ñëó÷àå ïîñûëêè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, à òàêæå â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíû", èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, ñ
îòáðîøåííûìè àíòåöåäåíòàìè:
∀a(tg arcsin a = a/

√
1− a2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 0.
2. Òàíãåíñ àðêêîñèíóñà.
∀a(¬(a = 0) & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → tg arccos a =

√
1− a2/a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ≤ 1 − a2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

3. Òàíãåíñ àðêòàíãåíñà.
∀a(tg arctg a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Òàíãåíñ ïîëîâèíû àðêñèíóñà.
∀a(¬(a = 0) & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → tg(arcsin a/2) = (1−

√
1− a2)/a)

Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ≤ 1 − a2. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Òàíãåíñ ïîëîâèíû àðêêîñèíóñà.
∀a(tg(arccos a/2) =

√
(1− a)/(1 + a))

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
6. Òàíãåíñ ïîëîâèíû àðêòàíãåíñà.
∀a(¬(a = 0) → tg(arctg a/2) = (

√
a2 + 1− 1)/a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
7. Òàíãåíñ óäâîåííîãî àðêñèíóñà.
∀a(¬(1− 2a2 = 0) & 0 ≤ 1−a & 0 ≤ 1+a → tg(2 arcsin a) = 2a

√
1− a2/(1− 2a2))

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíû", ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà ñ îòáðîøåííûìè àíòå-
öåäåíòàìè.

8. Òàíãåíñ óäâîåííîãî àðêêîñèíóñà.
∀a(¬(2a2−1 = 0) & 0 ≤ 1+a & 0 ≤ 1−a → tg(2 arccos a) = 2a

√
1− a2/(2a2−1))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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9. Òàíãåíñ óäâîåííîãî àðêòàíãåíñà.
∀a(¬(1− a2 = 0) → tg(2 arctg a) = 2a/(1− a2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
10. Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû òàíãåíñà ñóììû.

∀ab(¬(cos a = 0) & ¬(cos b = 0) & ¬(cos(a+ b) = 0) → tg(a+ b) = (tg a+tg b)/(1−
tg a tg b))

Òàíãåíñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî â óñëîâèå çàäà÷è íà
îïèñàíèå, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Õîòÿ áû îäíî
èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò îáðàòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(1−tg a tg b = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

11. Îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàíãåíñà îò âûðàæå-
íèÿ, ñîäåðæàùåãî îáðàòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
∀ab(a = tg b → tg b = a)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àÿì ñèíóñà è êîñèíóñà.

Óðàâíåíèÿ

1. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå äëÿ òàíãåíñà.
∀ab(tg a = b ↔ ∃n(n− öåëîå & a = arctg b + πn))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî".
Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Îïåðàòîð "ôèëüòðñåðèè"
ëîæåí. Åñëè èìååòñÿ óñëîâèå ¬(cos a = 0), êîòîðîå äàëåå íå íóæíî äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç., òî îíî îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − a & 0 ≤ b → tg a = b ↔ a = arctg b)

∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − a & b ≤ 0 → tg a = b ↔ a = π + arctg b)

∀ab(a ≤ 0 & 0 ≤ π + a & b ≤ 0 → tg a = b ↔ a = arctg b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâ-
íî" (ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèé, èçâëå÷åííûõ èç ïëàíèìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è). Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå b - íå ñîäåðæèò. Êàê
è âûøå, îòáðàñûâàåòñÿ íå èñïîëüçóåìîå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óñëîâèå
¬(cos a = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → tg a = b ↔ 0 ≤ b & a arctg b ∨ b < 0 & a = π + arctg b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Óñìîòðåíèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî òàíãåíñà.
∀abcde(a sin b + c cos b + d(sin b)2 cos b + e(cos b)3 = 0 ↔ ¬(cos b = 0) & a tg b + c +
(d(tg b)2 + e)/(1 + (tg b)2) = 0 ∨ cos b = 0 ∨ a = 0)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, c, d, e íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâ-
êà" ðàçðåøàþò îáðàùåíèå â 0 êîýôôèöèåíòîâ d, e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5.



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 992

∀abx(a sin x/b cos x = a tg x/b)

Ïðèåì âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííóþ çàìåíó, ïðèâîäÿùóþ ê óðàâíåíèþ ñ òàíãåí-
ñàìè. Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ëþáîå âõîæäåíèå åå â òåêóùåå óñëîâèå âíå äàííîé äðîáè
äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî íåïîñðåäñòâåííî ïîä òàíãåíñîì èëè êîòàíãåíñîì.
Òåêóùåå óñëîâèå íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò x íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
àðãóìåíòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïåðåõîä ê òàíãåíñó ïîëîâèííîãî óãëà.
Ïåðåõîä ê òàíãåíñó ïîëîâèííîãî óãëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì
óðîâíå - åñëè ïðî÷èå ñðåäñòâà íå ïîçâîëèëè ðåøèòü çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî óñìîòðåíèå îäíîâðåìåííî ñèíóñà è êîñèíóñà îáùåãî íåèçâåñòíîãî àðãóìåíòà,
ëèáî ëèøü îäíîé èç ýòèõ îïåðàöèé âìåñòå ñ óæå èìåþùèìñÿ òàíãåíñîì ïîëî-
âèííîãî àðãóìåíòà.
∀abcde(c = a & e = d/2 → a = b ↔ ¬(cos e = 0) & c = b ∨ cos e = 0 & a = b)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà, èíèöèèðóåìûå ïðè óñìîòðåíèè êîñèíóñà è
ñèíóñà ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèå a = b ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå.
a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïåðâî-
ãî ïðèåìà, òàê êàê âòîðîé ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî ïðîñòîé ïåðåñòàíîâêîé ñèìâîëîâ
"ñèíóñ" è "êîñèíóñ". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ7 õ1)âèä(õ7 êîñèíóñ(õ4)))"
îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå âíóòðè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âûðàæåíèÿ cos d. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî d ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè
"èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé èç íèõ îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ïîëîâèííûéó-
ãîë", êîòîðûé ñîáñòâåííî è âûïîëíÿåò ïåðåõîä ê ïîëîâèííîìó óãëó (ñì. íèæå).
Âòîðîé îïðåäåëÿåò ýòîò ïîëîâèííûé óãîë e. Óðàâíåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü ëè-
áî âûðàæåíèå sin d, ëèáî âûðàæåíèå tg e. Îíî íå ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
îïåðàöèé ñ íåèçâåñòíûìè, îòëè÷íûõ îò sin d, cos d, tg e, tg d. Åñëè òàêàÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íàõîäèòñÿ â îñíîâàíèè ñòåïåíè, òî ïîêàçàòåëåì ñòå-
ïåíè äîëæíà áûòü êîíñòàíòà 2 ëèáî 3. Ïðè ðàáîòå ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è
ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà "ïîëîâèííûéóãîë" íå îñòàåòñÿ âõîæäå-
íèé òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà d ïîä ñèíóñîì ëèáî êîñèíóñîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Íîðìàëèçàòîð "ïîëîâèííûéóãîë". Íîðìàëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. ïåðå-
÷èñëÿåìûå íèæå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê êîðíþ âûðàæåíèÿ, à íå
ê åãî ïîäâûðàæåíèÿì. Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó çàäàåòñÿ êîììåíòàðèé
(óãîë a), ãäå a - óãîë, îò êîòîðîãî íóæíî ïåðåéòè ê ïîëîâèííîìó óãëó.
(a) Âûðàæåíèå ñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ ïîëîâèííîãî óãëà.

∀a(sin a = 2 tg(a/2)/(1 + (tg(a/2))2))

Àðãóìåíò a áåðåòñÿ èç êîììåíòàðèÿ (óãîë a).
(b) Âûðàæåíèå êîñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ ïîëîâèííîãî óãëà.

∀a(cos a = (1− (tg(a/2))2)/(1 + (tg(a/2))2))

(c) Âûðàæåíèå òàíãåíñà ÷åðåç òàíãåíñ ïîëîâèííîãî óãëà.
∀ab(¬(cos a = 0) & b = a/2 → tg a = 2 tg b/(1− (tg b)2))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Àðãóìåíò a áåðåòñÿ èç êîììåíòà-
ðèÿ (óãîë a). Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(1 −
(tg b)2 = 0).

(d) Ñóììà âûðàæåíèé.
Äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî ñóììû ïðåäïðèíèìàåòñÿ íåçàâèñèìîå ðåêóðñèâ-
íîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ïîëîâèííûéóãîë":
∀abc(c = a → a + b = b + c)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ïîëîâèííûéóãîë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàò îòëè÷åí îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ.

(e) Âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "ìèíóñ".
∀ab(b = a → −a = −b)

Ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(f) Ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèé.

∀abc(c = a → ab = bc)

Ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.
(g) Äðîáíîå âûðàæåíèå. Ðåàëèçóþòñÿ ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ:

∀abc(c = a → a/b = c/b)

∀abc(¬(b = 0) & c = b → a/b = a/c)

Âî âòîðîì ïðèåìå ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(c = 0).

(h) Ñòåïåííîå âûðàæåíèå. Ðåàëèçóþòñÿ ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ:
∀abc(0 < a & c = b → ab = ac)

Âûðàæåíèå b íåêîíñòàíòíîå.
∀abc(b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & c = a → ab = cb)

(i) Ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûì çíàìåíàòåëåì. Äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî óïðî-
ùåíèÿ ââåäåí ïðèåì, ñêëàäûâàþùèé äðîáè ñ îäèíàêîâûì çíàìåíàòåëåì:
∀abcd((a + b)/c + d = a/c + b/c + d)

Íàïðàâëåíèå çàìåíû - ñïðàâà íàëåâî. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå íóëåâîå
d.

5. Çàìåíà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ òàíãåíñà íà îòðèöàíèå ðàâåíñòâà íóëþ ñè-
íóñà.
∀a(¬(cos a = 0) → ¬(tg a = 0) ↔ ¬(sin a = 0))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ äàæå ê óòâåðæäåíèÿì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Äåëåíèå ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ íà êîñèíóñ äëÿ ïåðåõîäà ê óðàâíåíèþ ñ òàíãåíñîì.
∀abc(a cos b + c sin b = 0 ↔ ¬(cos b = 0) & a + c tg b = 0 ∨ cos b = 0 & c = 0)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ íåèç-
âåñòíóþ. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèÿ a, c íå èìåþò òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà, îòëè÷íîãî îò 2b è b, ïðè÷åì âñå âõîæäåíèÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîãî àðãóìåíòà b â ýòè âûðàæåíèÿ íàõîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîä
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òàíãåíñîì. Óêàçàòåëè "ãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèé
a, c ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ, äåëÿùèõñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà cos b è
sin b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Âûðàæåíèå òàíãåíñà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀a(tg a = sin a/ cos a)

Òàíãåíñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñò-
íîé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü óðàâíåíèå çà-
äà÷è, ñîäåðæàùåå sin a ëèáî cos a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Òàíãåíñ ñóììû.
∀ab(¬(cos a = 0) & ¬(cos b = 0) & ¬(cos(a+ b) = 0) → tg(a+ b) = (tg a+tg b)/(1−
tg a tg b))

Òàíãåíñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñò-
íîé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå çàäà÷è, ñî-
äåðæàùåå tg a ëèáî ctg a. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
¬(1− tg a tg b = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.
∀a(∃x(x− ÷èñëî & a = tg x & ¬(cos x = 0)) ↔ a− ÷èñëî)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ñóùåñòâîâàíèå òàíãåíñà, ðàâíîãî a, ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ a− ÷èñëî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Íåðàâåíñòâà

1. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ òàíãåíñîì.
∀ab(¬(cos b = 0) → tg b ≤ a ↔ ∃n(n− öåëîå & πn− π/2 < b & b ≤ πn + arctg a))

∀ab(¬(cos b = 0) → a ≤ tg b ↔ ∃n(n− öåëîå & πn + arctg a ≤ b & b < πn + π/2))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûì äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Îïåðàòîð "ôèëüòðïðîìåæóòêîâ" ëîæåí. Ïðåîáðàçî-
âàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Åñëè èìååòñÿ óñëîâèå âèäà
¬(cos b = 0), íå èñïîëüçóåìîå äàëåå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., òî îíî óäàëÿ-
åòñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 6.

2. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ òàíãåíñîì.
∀ab(¬(cos b = 0) → tg b < a ↔ ∃n(n− öåëîå & πn− π/2 < b & b < πn + arctg a))

∀ab(¬(cos b = 0) → a < tg b ↔ ∃n(n− öåëîå & πn + arctg a < b & b < πn + π/2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
3. Ðåøåíèå äâóñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ ñ òàíãåíñàìè.
∀abc(¬(cos b = 0) → a ≤ tg b & tg b ≤ c ↔ ∃n(n− öåëîå & πn + arctg a ≤ b & b ≤
πn + arctg c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
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î.ä.ç. Çàäà÷à íå èìååò óðàâíåíèé. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæå-
íèÿ a, c - íå ñîäåðæàò. Îòñóòñòâóþò äðóãèå íåðàâåíñòâà ñ tg b â êà÷åñòâå îäíîé
èç ñâîèõ ÷àñòåé. Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âèäà ¬(tg b = d). Îïåðàòîð "ôèëüòðïðî-
ìåæóòêîâ" ëîæåí. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" ïîçâîëÿþò ó÷åñòü ñëó÷àè, êîãäà
îáà íåðàâåíñòâà èëè îäíî èç íèõ ñòðîãèå. Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, óäàëÿåòñÿ óñëî-
âèå ¬(cos b = 0). Íîâîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 5.

4. Ïåðåõîä ê òàíãåíñó ïîëîâèííîãî óãëà.
∀abcde(c = a & e = d/2 → a < b ↔ ¬(cos e = 0) & c < b ∨ cos e = 0 & a < b)

∀abcde(c = a & e = d/2 → a ≤ b ↔ ¬(cos e = 0) & c ≤ b ∨ cos e = 0 & a ≤ b)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ óðàâíåíèé. Äëÿ êàæäîé èç äâóõ òåîðåì ñîçäàíû ïî äâå
âåðñèè ïðèåìà. Îäíà âåðñèÿ èíèöèèðóåòñÿ óñìîòðåíèåì sin d, äðóãàÿ - óñìîòðå-
íèåì cos d. Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé, ïðèåìû èìåþò äâà óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ, 2
è 6. Óðîâåíü 2 ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè íåèçâåñòíàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñèíóñà è êîñèíóñà, âçÿòûõ ñ èçâåñòíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

5. Ïðåîáðàçîâàíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíûì òàíãåíñîì â äèçúþíêöèþ
äâóõ íåðàâåíñòâ.
∀ax(¬(tg x = a) ↔ tg x < a ∨ a < tg x)

Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâ-
íåíèé. Ñóùåñòâóåò íåðàâåíñòâî ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé îò íåèçâåñò-
íîé â îäíîé ÷àñòè è èçâåñòíûì âûðàæåíèåì â äðóãîé. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòà-
ðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ.
∀a(a− ÷èñëî→ ∃x(a < tg x & ¬(cos x = 0) & x− ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óêàçàòåëè "äðîáü", "àëüòåðíàòèâà" ðàçðå-
øàþò ïåðåñòàâëÿòü ÷àñòè íåðàâåíñòâà è ïåðåõîäèòü ê íåñòðîãîìó íåðàâåíñòâó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèå öåëü "èçâåñòíî"

1. Âûðàæåíèå òàíãåíñà ÷åðåç èçâåñòíûé òàíãåíñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
∀abc(a− 2b = 0 & tg b = c → tg a = 2c/(1− c2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìûé òàíãåíñ âõîäèò â ïîñûë-
êó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âòîðîé àíòåöåäåíò ÿâ-
ëÿåòñÿ äðóãîé ïîñûëêîé ýòîé çàäà÷è. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñðàâíèâàåò òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû a è b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñà è ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀ab(2a− b = 0 → sin b tg a = 1− cos b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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3. Ñîêðàùåíèå óðàâíåíèÿ ñ òàíãåíñîì.
∀abc(a sin c = b tg c ↔ a cos c = b)

Óðàâíåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ðàçóìååòñÿ, ïðèåì ìîã áû áûòü ïîëåçåí
â ëþáûõ çàäà÷àõ, îäíàêî îáû÷íî âíå çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè, è ðàññìàòðèâàåìàÿ
â ïðèåìå ñèòóàöèÿ òàì âîçíèêàòü íå áóäåò.

4. Óñìîòðåíèå çíà÷åíèÿ òàíãåíñà èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ñèíóñà
è êîñèíóñà.
∀abx(¬(a = 0) → a sin x = b cos x ↔ tg x = b/a)

Óðàâíåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ
ñèíóñîâ äâóõ óãëîâ è óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ èõ òàíãåíñîâ.
∀abcdxyAB(A = b2/a2 & B = d2/c2 & ¬(B−1 = 0) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a sin x =

b sin y → c tg x tg y = d ↔ cos(2y) = (
√

B(BA2 − 2AB + B + 4A)−A−B)/A(B−
1))

Óðàâíåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b, c, d - íå ñîäåðæàò.
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé çàäà÷è. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ê èõ ïðàâûì ÷àñòÿì
ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "âèäóìíîæåíèå". Ñëåäóþùèå òðè àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "òåêâõîæä(6)" îçíà÷àåò,
÷òî ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ óñìîòðåíèåì ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà, à ïðåîáðàçóåìîå
óðàâíåíèå çàòåì íàõîäèòñÿ â äðóãîé ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Îïðåäåëåíèå óãëà ïî åãî òàíãåíñó.
∀ax(0 ≤ π/2− x & 0 ≤ π/2 + x → tg x = a ↔ x = arctg a)

Óðàâíåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íî". Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Òàê êàê â
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû
óãëîâ, òî äàííûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ ïî ôèçèêå, ãäå îòðè-
öàòåëüíûå óãëû ïîÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ÷àùå (íàïðèìåð, îíè äîïóñòèìû ïðè
õàðàêòåðèçàöèè íàêëîííîé ïëîñêîñòè). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà â ãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷àõ ñîçäàíû äðóãèå ïðèåìû, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçäåëàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 2.

7. Ìîäóëü ïîä òàíãåíñîì.
∀a(tg |a| = tg a sg(a))

Òàíãåíñ âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùóþ öåëü "èçâåñòíî".
Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìòàíãåíñ"

Íîðìàëèçàòîð ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþùèå ðàññìîòðåííûå âûøå
ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:

1. Òàíãåíñ êîíñòàíòû: 0, π/6, π/4, π/3.
2. Ìèíóñ ïîä òàíãåíñîì.
3. Òàíãåíñ öåëîãî êðàòíîãî ïè.
4. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
5. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.
6. Òàíãåíñ àðêòàíãåíñà.
7. Âûðàæåíèå òàíãåíñà ÷åðåç äëèíû êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AC)⊥ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A, C) → tg(∠(BAC)) =
l(BC)/l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì, âòîðîé
- ïðîâåðî÷íûì. Âìåñòî óñëîâèÿ ¬(A = C) â ïðèåìå èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíûé òåðì "ðàçíûåòî÷êè(A, C)", çàãîëîâîê êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ çàãîëîâêîì
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà, óñìàòðèâàþùåãî ðàçëè÷èå äâóõ òî÷åê. Ýòî èçáàâëÿ-
åò êîìïèëÿòîð îò íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëÿòü òèïû ñðàâíèâàåìûõ îáúåêòîâ. Â
êîììåíòàðèè íîðìàëèçàòîðà äîëæåí âõîäèòü ñèìâîë "ãåîìåòðèÿ".

11.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "êîòàíãåíñ"

Âûðàæåíèå "êîòàíãåíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå ctg a,
îáîçíà÷àåò òàíãåíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ ñèìâîëà "êîòàí-
ãåíñ" àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "òàíãåíñ". Êàê è â ñëó÷àå ñèìâîëà "êîñèíóñ",
áóäåì â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòü ïðèåìû ïðàêòè÷åñêè áåç êîììåíòàðèåâ.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Êîòàíãåíñ êîíñòàíòû.
(a) ctg π/2 = 0

(b) ctg π/6 =
√

3

(c) ctg π/4 = 1

(d) ctg π/3 = 1/sqrt3

Ýòè ïðèåìû èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0
(e) ctg π/8 =

√
2 + 1

(f) ctg π/12 = 2 +
√

3

Åñëè ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óïðîùåíèè îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå, òî
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, èíà÷å îí ðàâåí 6.
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2. Ìèíóñ ïîä êîòàíãåíñîì.
∀a(ctg(−a) = − ctg a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.
∀abcdefn(f = (a + b)nc/d + e & ¬(sin((a + b)nc/d + e) = 0) → ctg((a + b)nc/d + e) =
ctg f)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òàíãåíñà.
4. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
∀abcde(e = bc + d & 0 < c → ctg(a + πe/b) = ctg(a + πd/b))

∀abcd(c = 2a− b & 0 ≤ c → ctg(d + πa/b) = − tg(d + πc/2b))

∀abcdef (a = bc + e & f = b− e → ctg(d− πa/b) = ctg(d + πf/b))

∀abcde(c = 4e− b & 0 ≤ c & d = b− 2e → ctg(a + πe/b) = tg(−a + πd/2b))

∀an(n− öåëîå→ ctg(a + πn) = ctg a)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òàíãåíñà.
∀a(ctg((a + π)/2) = − tg(a/2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Ïðîèçâåäåíèå êîòàíãåíñà íà ñèíóñ.
∀abcdef (d = min(b, c) & e = b− d & f = c− d → (ctg a)b(sin a)c =
(ctg a)e(cos a)d(sin a)f )

∀ab(0 ≤ sin b →
√

a ctg b sin b =
√

a sin(2b)/2)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òàíãåíñà.
∀abc(cos b− sin b ctg c = sin(c− b)/ sin c)

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèå
c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïðîèçâåäåíèå òàíãåíñà íà êîòàíãåíñ.
∀ab((tg a)b(ctg a)b = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(tg(a− b) ctg(b− a) = −1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀amnk(k = m− n & 0 < k → (tg a)m(ctg a)n = (tg a)k)

∀amnk(k = m− n & 0 < k → (ctg a)m(tg a)n = (ctg a)k)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀a(| ctg a| tg a = sg(tg a)

∀a(| tg a| ctg a = sg(tg a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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7. Ñóììà òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀ab(a tg b + a ctg b = 2a/ sin(2b))

Ñóììà âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Äåëåíèå íà êîòàíãåíñ.
∀bcdg(d/g(ctg c)b = d(tg c)b/g)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀abc(a/b ctg c = a tg c/b)

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûðàæå-
íèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è íå ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè ñ
íåèçâåñòíûìè, îòëè÷íîé îò ctg c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Ñèãíóì êîòàíãåíñà.
∀a(sg(ctg a) = sg(tg a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
10. Ïðîèçâåäåíèå êîòàíãåíñà íà ñèíóñ ÷åòûðåõêðàòíîãî óãëà.

∀a(ctg a sin(4a) = 4 cos(2a)(cos a)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
11. Ñóììà ñ êâàäðàòàìè êîòàíãåíñà è êîñèíóñà.

∀ab(a(cos b)2(ctg b)2 + a(cos b)2 = a(ctg b)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
12. Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå.

(a) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òàíãåíñà íà êîòàíãåíñ.
∀abc((a tg c + b) ctg c = a + b ctg c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ó÷åòðå-
çóëüòàòà" ëèáî "èçâåñòíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Êîòàíãåíñ ïîëîâèíû àðêñèíóñà.
∀a(¬(a = 0) → ctg(arcsin a/2) = a/(1−

√
1− a2))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñò-
íû". Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ 0 ≤ 1 − a2,
¬(1−

√
1− a2 = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Êîòàíãåíñ â çíàìåíàòåëå.
∀abcn(a/b(ctg c)n = a(tg c)n/b)

Äðîáü íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èç-
âåñòíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïåðåõîä ê êîòàíãåíñó îò ÷àñòíîãî êîñèíóñà è ñèíóñà.
∀abcd(a(cos b)d/c(sin b)d = a(ctg b)d/c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ó÷åòðå-
çóëüòàòà". Êîýôôèöèåíòû a, c íå ñîäåðæàò âûðàæåíèé sin b, cos b. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Âûðàæåíèå êîòàíãåíñà ÷åðåç òàíãåíñ

∀a(¬(sin a = 0) → ctg a = 1/ tg a)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûðàæåíèå tg a óæå èìåëîñü â óñëîâèè çàäà÷è.
Åñëè ïðåîáðàçóåìûé êîòàíãåíñ (áûòü ìîæåò, âîçâåäåííûé â ñòåïåíü) óìíîæàåòñÿ íà
ñòåïåíü òàíãåíñà, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å îí ðàâåí 5.

Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïèñàíèå, íå èñïîëüçóåìûõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óñëîâèå äîëæíî èìåòü âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ tg a, ïðè÷åì
ëèáî â ýòîì óñëîâèè îòñóòñòâóþò íåèçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îïåðàöèè, îòëè÷-
íûå îò tg a, ctg a, ëèáî ðàññìàòðèâàåìûé êîòàíãåíñ ðàñïîëîæåí â îñíîâàíèè ñòåïåíè,
èìåþùåé íåèçâåñòíûé ïîêàçàòåëü, è èìååòñÿ ñòåïåíü òàíãåíñà a ñ íåèçâåñòíûì ïî-
êàçàòåëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå êîòàíãåíñà ñóììû

Â ðàññìàòðèâàâøèõñÿ çàäà÷àõ ïîíàäîáèëñÿ ëèøü åäèíñòâåííûé ïðèåì òàêîãî òèïà:
∀abcde(¬(tg a+1 = 0) & ¬(cos a = 0) → d(b−b tg a)c/e(tg a+1)c = dbc(ctg(a+π/4))c/e)

Äðîáü ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âíå íåå íå äîëæíî áûòü
âõîæäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ àðãóìåíòîì a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Âûðàæåíèå êîòàíãåíñà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ

∀a(ctg a = cos a/ sin a)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ ê êîòàíãåíñó,
âõîäÿùåìó â êîíñòàíòíîå óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðî-
ñòèòü". Óñëîâèå äîëæíî èìåòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò, îòëè÷íûé îò a. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óïðîùåíèè ïîäûíòå-
ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äîëæíà âõîäèòü â a. Åñëè êîòàí-
ãåíñ ðàñïîëîæåí ïîä ëîãàðèôìîì, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå
ðàâåí 4.

Ðàâåíñòâî êîòàíãåíñà íóëþ

∀a(ctg a = 0 ↔ cos a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Êîòàíãåíñ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè

1. Êîòàíãåíñ àðêñèíóñà.
∀a(¬(a = 0) & 0 ≤ 1− a & 0 ≤ 1 + a → ctg arcsin a =

√
1− a2/a)

Åñëè âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å îí ðà-
âåí 1. Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäâûðàæåíèå ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
èëè íà èññëåäîâàíèå, ëèáî óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
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"èçâåñòíû", òî ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. íå òðåáóåòñÿ, è ïðîâåðêà àíòåöåäåíòîâ
îòáðàñûâàåòñÿ:
∀a(ctg arcsin a =

√
1− a2/a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 0.
2. Êîòàíãåíñ àðêêîñèíóñà.
∀a(0 < 1 + a & 0 < 1− a → ctg arccos a = a/

√
1− a2)

∀a(ctg arccos a = a/
√

1− a2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïåðâûé ïðèåì èìååò òîëüêî óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ 1.

3. Êîòàíãåíñ àðêòàíãåíñà.
∀a(¬(a = 0) → ctg arctg a = 1/a)

∀a(ctg arctg a = 1/a)

Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî èëè íà èññëåäî-
âàíèå, à òàêæå â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èçâåñòíû".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 0.

4. Êîòàíãåíñ ïîëîâèíû àðêñèíóñà.
∀a(¬(a = 0) & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → ctg(arcsin a/2) = a/(1−

√
1− a2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
5. Êîòàíãåíñ ïîëîâèíû àðêêîñèíóñà.
∀a(0 < 1− a & 0 ≤ 1 + a → ctg(arccos a/2) =

√
(1 + a)/(1− a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
6. Êîòàíãåíñ ïîëîâèíû àðêòàíãåíñà.
∀a(¬(a = 0) → ctg(arctg a/2) = a/(

√
a2 + 1− 1))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
7. Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû êîòàíãåíñà ñóììû.
∀ab(¬(cos b = 0) & ¬(cos a = 0) & ¬(sin(a + b) = 0) → ctg(a + b) = (1 −
tg a tg b)/(tg a + tg b))

Êîòàíãåíñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà îïèñàíèå, ïðè-
÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå - ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà. Ñëàãàåìîå b èìååò ñîìíî-
æèòåëåì ñâîåãî ÷èñëèòåëÿ îáðàòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óðàâíåíèÿ

1. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå äëÿ êîòàíãåíñà.
∀ab(ctg a = b ↔ ∃n(n− öåëîå & a = − arctg b + π/2 + πn))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Îïåðàòîð "ôèëüòðñåðèè" ëîæåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
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∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → ctg a = b ↔ a = π/2− arctg b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäðàâíî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Çàìåíà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ êîòàíãåíñà íà îòðèöàíèå ðàâåíñòâà íóëþ
êîñèíóñà.
∀a(¬(sin a = 0) → ¬(ctg a = 0) ↔ ¬(cos a = 0))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåîáðàçóåìûé òåðì çàäà÷è
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûðàæåíèå êîòàíãåíñà ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀a(ctg a = cos a/ sin a)

Êîòàíãåíñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé áîëåå îäíîé íåèçâåñò-
íîé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå
sin a ëèáî cos a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðàçíîñòü òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.
∀ab(¬(sin b = 0) & ¬(cos b = 0) → a tg b− a ctg b = −2a ctg(2b))

Ðàçíîñòü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íåðàâåíñòâà

1. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ êîòàíãåíñîì.
∀ab(¬(sin b = 0) → a ≤ ctg b ↔ ∃n(n− öåëîå & πn < b & b ≤ πn + arcctg a))

∀ab(¬(sin b = 0) → ctg b ≤ a ↔ ∃n(n− öåëîå & πn + arcctg a ≤ b & b < πn + π))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé óðàâíåíèé è
íå èìåþùåé öåëè "ñòàíäðàâíî". Ýòî óñëîâèå íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïî î.ä.ç. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Îïåðàòîð
"ôèëüòðïðîìåæóòêîâ" ëîæåí. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 6.

2. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñ êîòàíãåíñîì.
∀ab(¬(sin b = 0) → a < ctg b ↔ ∃n(n− öåëîå & πn < b & b < πn + arcctg a))

∀ab(¬(sin b = 0) → ctg b < a ↔ ∃n(n− öåëîå & πn + arcctg a < b & b < πn + π))

Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèå öåëü "èçâåñòíî"

1. Ñîêðàùåíèå íà êîñèíóñ.
∀abc(¬(cos a = 0) → b ctg a = c cos a ↔ b = c sin a)

Ðàâåíñòâî âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ êîòàíãåíñîì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdx(x = ctg p → a sin p/b + c cos p/d = 0 ↔ a/b + cx/d = 0)

∀abcdx(x = ctg p → a sin p/b = c cos p/d ↔ a/b = cx/d)
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Ðàâåíñòâî ñ ñèíóñîì è êîñèíóñîì âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé
çàäà÷è. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, p - ñîäåðæèò. Ïåðåìåí-
íàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì, âñå íåèçâåñòíûå êîòîðîãî ñóòü íåèç-
âåñòíûå âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îíî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåèçâåñòíóþ,
íî íå èìååò íåèçâåñòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêîòàíãåíñ"

1. Êîòàíãåíñ êîíñòàíòû: π/2, π/6, π/4, π/3.
2. Ìèíóñ ïîä êîòàíãåíñîì.
3. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
4. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.

11.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñåêàíñ"

Âûðàæåíèå "ñåêàíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå sec a, îáî-
çíà÷àåò ñåêàíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Îïåðàöèè "ñåêàíñ", "êîñåêàíñ" îáû÷íî ñðàçó
æå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîñèíóñ è ñèíóñ. Ïîýòîìó ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè îïåðà-
öèÿìè, êðàéíå ìàëî.

Ñåêàíñ êîíñòàíòû

1. sec 0 = 1

2. sec π/6 = 2/
√

3

3. sec π/4 =
√

2

4. sec π/3 = 2

Ïåðå÷èñëåííûå ïðèåìû èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

5. sec π/8 = 2/
√

2 +
√

2

6. sec π/12 = 2
√

2/(1 +
√

3)

Ïîñëåäíèå äâà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 6. Îíè ðàññ÷èòàíû íà òå èñêëþ-
÷èòåëüíûå ñèòóàöèè, êîãäà ñåêàíñ ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì íå âûðàæåí ÷åðåç
êîñèíóñ.

Ìèíóñ ïîä ñåêàíñîì

∀a(sec(−a) = sec a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 1004

Âûðàæåíèå ñåêàíñà ÷åðåç êîñèíóñ

∀a(sec a = 1/ cos a)

Ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå ñåêàíñà íå ðàñïîëîæåíî ïîä èíòåãðàëîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñåêàíñ"

1. Ñåêàíñ êîíñòàíòû: 0, π/6, π/4, π/3.
2. Ìèíóñ ïîä ñåêàíñîì.

11.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "êîñåêàíñ"

Âûðàæåíèå "êîñåêàíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå cosec a,
îáîçíà÷àåò êîñåêàíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a.

Êîñåêàíñ êîíñòàíòû

1. cosec π/2 = 1

2. cosec π/6 = 2

3. cosec π/4 =
√

2

4. cosec π/3 = 2/
√

3

Ïåðå÷èñëåííûå ïðèåìû èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

5. cosec π/8 = 2/
√

2−
√

2

6. cosec π/12 = 2
√

2/(
√

3− 1)

Ïîñëåäíèå äâà ïðèåìà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 6.

Ìèíóñ ïîä êîñåêàíñîì

∀a(cosec(−a) = − cosec a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âûðàæåíèå êîñåêàíñà ÷åðåç ñèíóñ

∀a(cosec a = 1/ sin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêîñåêàíñ"

1. Êîñåêàíñ êîíñòàíòû: π/2, π/6, π/4, π/3.
2. Ìèíóñ ïîä êîñåêàíñîì.
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11.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "àðêñèíóñ"

Âûðàæåíèå "àðêñèíóñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå arcsin a,
îáîçíà÷àåò àðêñèíóñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ñïðàâî÷íèêè "òèï", "àðíîñòü", "îäç",
"òèïäàííûõ" õàðàêòåðèçóþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà "àðêñèíóñ".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Àðêñèíóñ êîíñòàíòû.
(a) arcsin 0 = 0

(b) arcsin 1 = π/2

(c) arcsin 1/2 = π/6

(d) arcsin 1/
√

2 = π/4

(e) arcsin
√

3/2 = π/3

(f) arcsin(
√

5− 1)/4 = π/10

(g) arcsin(
√

5 + 1)/4 = 3π/10

(h) arcsin(
√

3− 1)/2
√

2) = π/12

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ ðàâåí 0.
2. Ìèíóñ ïîä àðêñèíóñîì.
∀a(arcsin(−a) = − arcsin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Àðêñèíóñ ñèíóñà.
∀a(0 ≤ 2a + π & 0 ≤ π − 2a → arcsin sin a = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.
∀ak(k = [(2a + π)/2π] → arcsin sin a = (−1)ka− π(−1)kk)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Àðêñèíóñ êîñèíóñà.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → arcsin cos a = π/2− a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

5. Àðêñèíóñ ìîäóëÿ.
∀a(arcsin |a| = | arcsin a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Çíàê àðêñèíóñà.
∀a(0 ≤ arcsin a ↔ 0 ≤ a)

∀a(arcsin a ≤ 0 ↔ a ≤ 0)

Äîïóñêàþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Óñìîòðåíèå ïðîñòåéøåãî íåðàâåíñòâà ñ àðêñèíóñîì.
∀abcd(0 ≤ 2a|d| − |b|π → 0 ≤ a + (b arcsin c)/d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b, d êîíñòàíòíûå. Äîïóñêà-
þòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ b, d. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Èñêëþ÷åíèå àðêñèíóñà â ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâàõ.
∀ab(0 ≤ π − 2a & 0 ≤ π + 2a → arcsin b < a ↔ b < sin a)

∀ab(0 ≤ π − 2a & 0 ≤ π + 2a → arcsin b ≤ a ↔ b ≤ sin a)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, b - íåêîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(arcsin a ≤ arcsin b ↔ a ≤ b)

Äîïóñêàåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(0 ≤ arcsin a− arcsin b ↔ b ≤ a

Äîïóñêàåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ðàâåíñòâî àðêñèíóñîâ.
∀ab(arcsin a = arcsin b ↔ a = b)

∀ab(arcsin a− arcsin b = 0 ↔ a− b = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 1, âòîðîãî - 0.
5. Ñóììà àðêñèíóñîâ ðàâíà ïè.
∀ab(arcsin a = π − arcsin b ↔ a = 1 & b = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàçíîñòü àðêñèíóñîâ

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ 1−a & 0 ≤ b & 0 ≤ 1− b → c arcsin a− c arcsin b = c arcsin(a
√

1− b2−
b
√

1− a2))

Ëèáî ðàçíîñòü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ðå-
äàêöèÿ", è òîãäà óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, ëèáî îíà âõîäèò â óðàâíåíèå, ÿâ-
ëÿþùååñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ðåäàêöèÿ", âûðàæåíèÿ a, b
êîíñòàíòíûå, à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå ïîä çà-
ìåíÿþùèì àðêñèíóñîì óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðà-
çîâàíèå.
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Ñóììà àðêñèíóñîâ

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ 1− a & 0 ≤ b & 0 ≤ 1− b → c arcsin a + c arcsin b =
c arccos(

√
1− a2

√
1− b2 − ab))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ñóììà àðêñèíóñà è àðêêîñèíóñà

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ 1−a & 0 ≤ b & 0 ≤ 1− b → c arcsin a+ c arccos b = c arccos(b
√

1− a2−
a
√

1− b2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀a(0 ≤ a + 1 & 0 ≤ 1− a → arcsin a + arccos a = π/2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàçíîñòü àðêñèíóñà è àðêêîñèíóñà

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ 1 − a & 0 ≤ b & 0 ≤ 1 − b → c arcsin a − c arccos b = c arcsin(ab −√
1− a2

√
1− b2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Óäâîåííûé àðêñèíóñ

∀a(0 ≤ a & 0 ≤ 1− a → 2 arcsin a = arccos(1− 2a2))

Ëèáî óäâîåííûé àðêñèíóñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, è òîãäà óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, ëèáî îí âõîäèò â óðàâíåíèå ñ äðóãèìè âõîæäåíèÿìè
îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå,
âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ðàññìàòðèâàåìîå ïðî-
èçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè. Åñëè âûðàæåíèå a
íåêîíñòàíòíîå, òî åãî ÷èñëèòåëü äîëæåí ñîäåðæàòü íåêîíñòàíòíûé ðàäèêàë.

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ñ àðêñèíóñîì

∀ab(arcsin a = b ↔ a = sin b & 0 ≤ π − 2b & 0 ≤ π + 2b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, b - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîñòåéøèå íåðàâåíñòâà ñ àðêñèíóñîì

∀ax(0 ≤ 1+x & 0 ≤ 1−x → arcsin x < a ↔ π/2 < a ∨ −π/2 < a & a ≤ π/2 & x < sin a)

∀ax(0 ≤ 1+x & 0 ≤ 1−x → a < arcsin x ↔ a < −π/2 ∨ −π/2 ≤ a & a < π/2 & sin a <
x)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Ðàçðåøàþòñÿ ñëó÷àè íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.
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Âûâîä ñëåäñòâèÿ èç óðàâíåíèÿ ñ àðêñèíóñîì

∀abc(arcsin a + b = c → a− sin(c− b) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Ïåðâîå èç íèõ èìååò
âõîæäåíèå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà. Âûðàæåíèå c íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìàðêñèíóñ"

1. Àðêñèíóñ êîíñòàíòû: 0, 1, 1/2, 1/
√

2,
√

3/2, (
√

5± 1)/4, (
√

3− 1)/2
√

2

2. Ìèíóñ ïîä àðêñèíóñîì.
3. Àðêñèíóñ ñèíóñà.

11.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "àðêêîñèíóñ"

Âûðàæåíèå "àðêêîñèíóñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå arccos a,
îáîçíà÷àåò àðêêîñèíóñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà àíàëîãè÷íû
ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Àðêêîñèíóñ êîíñòàíòû
(a) arccos 0 = π/2

(b) arccos 1 = 0

(c) arccos 1/2 = π/3, arccos 0.5 = π/3

(d) arccos 1/
√

2 = π/4

(e) arccos
√

3/2 = π/6

(f) arccos(
√

5− 1)/4 = 2π/5

(g) arccos(
√

5 + 1)/4 = π/5

(h) arccos
√

1 +
√

2/23/4 = π/8

(i) arccos(1 +
√

3)/2
√

2 = π/12

(j) arccos(
√

3− 1)/2
√

2 = 5π/12

(k) Ïîïûòêà óñòðàíåíèÿ äâîéíîãî ðàäèêàëà ïîä àðêêîñèíóñîì ïóòåì ïåðåõîäà
ê àðêñèíóñó.
∀abcde(e =

√
d2 − a− b

√
c → arccos

√
a + b

√
c/d = arcsin e/d)

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò
e íå èìååò äâîéíûõ ðàäèêàëîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) arccos( 4
√

5
√

1 +
√

5/2
√

2 = π/10



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 1009

2. Ìèíóñ ïîä àðêêîñèíóñîì.
∀a(arccos(−a) = π − arccos a)

Åñëè âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2, èíà÷å îí ðàâåí 0.

3. Àðêêîñèíóñ êîñèíóñà.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → arccos cos a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(b = [a/π] → arccos cos a = (−1)ba + 2π(−1)b[−b/2])

Àðêêîñèíóñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ðå-
äàêöèÿ". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

4. Àðêêîñèíóñ ñèíóñà.
∀a(0 ≤ π + 2a & 0 ≤ π − 2a → arccos sin a = π/2− a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → arccos sin a = |π/2− a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Âû÷èòàíèå àðêêîñèíóñà èç ïè.
∀abcd(π − arccos((a− b)c/d) = arccos((b− a)c/d))

Ðàçíîñòü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñò-
íû", ò.å. èìååò ìåñòî çàâåðøàþùåå ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëå-
íèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ïîëîâèíà àðêêîñèíóñà.
∀ab((arccos a + b)/2 = arccos(

√
(a + 1)/2) + b/2)

∀ab((− arccos a + b)/2 = − arccos(
√

(a + 1)/2) + b/2)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "èçâåñòíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Óñìîòðåíèå ïðîñòåéøåãî íåðàâåíñòâà ñ àðêêîñèíóñîì. Çäåñü ñîçäàíû äâà ïðè-
åìà, èìåþùèå çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ c → 0 ≤ a arccos b + c)

Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå, àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcd(0 ≤ a|d| − |b|π → 0 ≤ a + (b arccos c)/d)

Âûðàæåíèÿ a, b, d êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Ðàâåíñòâî àðêêîñèíóñà íóëþ.
∀a(arccos a = 0 ↔ a = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Ðàâåíñòâî àðêêîñèíóñîâ.
∀ab(arccos a = arccos b ↔ a = b)

∀ab(arccos a− arccos b = 0 ↔ a = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Ñóììà àðêêîñèíóñîâ ðàâíà 0.
∀ab(− arccos a = arccos b ↔ a = 1 & b = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Èñêëþ÷åíèå àðêêîñèíóñà â ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâàõ.
∀ab(0 < arccos a− arccos b ↔ a < b)

∀ab(0 ≤ arccos a− arccos b ↔ a ≤ b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 < a− π → arccos b < a)

∀ab(0 ≤ a− π → arccos b ≤ a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀a(π/2 < arccos a ↔ a < 0)

∀a(π/2 ≤ arccos a ↔ a ≤ 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 ≤ π − a & 0 ≤ a → arccos b ≤ a ↔ cos a ≤ b)

∀ab(0 ≤ π − a & 0 ≤ a → arccos b < a ↔ cos a < b)

Âûðàæåíèå b íåêîíñòàíòíîå, a - êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñóììà àðêêîñèíóñîâ

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ 1 − a & 0 ≤ c & 0 ≤ 1 − c → b arccos a + b arccos c = b arccos(ac −√
1− a2

√
1− c2))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àðêñèíóñîâ.

Ðàçíîñòü àðêêîñèíóñîâ

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ 1−a & 0 ≤ c & 0 ≤ 1−c → b arccos a− b arccos c = b arcsin(c
√

1− a2−
a
√

1− c2))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àðêñèíóñîâ.
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∀abcde(0 ≤ a & 0 ≤ 1 − a & 0 ≤ c & 0 ≤ 1 − c & d = b arccos a − b arccos c & e =
d− b arccos c → b arccos a− 2b arccos c = e)

Çäåñü ïðîèñõîäèò äâóêðàòíîå âû÷èòàíèå àðêêîñèíóñà. Âûðàæåíèÿ a, c êîíñòàíòíûå.
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèå
äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè óïðîùà-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðà-
æåíèÿ d, e íå èìåþò çàãîëîâêà "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ñ àðêêîñèíóñîì

∀ab(arccos a = b ↔ a = cos b & 0 ≤ b & 0 ≤ π − b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, b - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîñòåéøèå íåðàâåíñòâà ñ àðêêîñèíóñîì

∀ax(0 ≤ 1 + x & 0 ≤ 1− x → arccos x < a ↔ π < a ∨ 0 < a & 0 ≤ π & cos a < x)

∀ax(0 ≤ 1 + x & 0 ≤ 1− x → a < arccos x ↔ a < 0 ∨ 0 ≤ a & a < π & x < cos a)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, a íå ñîäåðæèò. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âûâîä ñëåäñòâèÿ èç óðàâíåíèÿ ñ àðêêîñèíóñîì

∀abc(arccos a + b = c → a− cos(c− b) = 0)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àðêñèíóñà.

Âûðàæåíèå àðêêîñèíóñà ÷åðåç àðêñèíóñ

∀a(0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1− a → arccos a = π/2− arcsin a)

Àðêêîñèíóñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, óæå èìåþùåå âõîæäåíèå âûðà-
æåíèÿ arcsin a. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìàðêêîñèíóñ"

1. Àðêêîñèíóñ êîíñòàíòû: 0, 1, 1/2, 1/√2,
√

3/2, (
√

5±1)/4, 4
√

5
√

1 +
√

5/2
√

2, (
√

3+
1)/2

√
2, (
√

2 + 1)/23/4.
2. Ìèíóñ ïîä àðêêîñèíóñîì.

11.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "àðêòàíãåíñ"

Âûðàæåíèå "àðêòàíãåíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå arctg a,
îáîçíà÷àåò àðêòàíãåíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ñïðàâî÷íèêè "òèï", "àðíîñòü", "îäç",
"òèïäàííûõ" õàðàêòåðèçóþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà "àðêòàíãåíñ".
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Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Àðêòàíãåíñ êîíñòàíòû.
(a) arctg 0 = 0

(b) arctg 1 = π/4

(c) arctg(1/
√

3) = π/6

(d) arctg(
√

3) = π/3

(e) arctg(2−
√

3) = π/12

(f) arctg(
√

2− 1) = π/8

(g) arctg(
√

3 + 2) = 5π/12

(h) arctg(
√

2 + 1) = 3π/8

(i) arctg(1−
√

2) = −π/8

(j) arctg(
√

3− 2) = −π/12

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0.
2. Ìèíóñ ïîä àðêòàíãåíñîì.
∀a(arctg(−a) = − arctg a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Àðêòàíãåíñ òàíãåíñà.
∀a(0 < π − 2a & 0 < 2a + π → arctg tg a = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñðàâíèòåëü-
íî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(arctg tg a = a− π[(2a + π)/2π])

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè
"íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ñî-
çäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïèñàíèå ïðè
íåèçâåñòíîì a. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀a(arctg tg a = a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Àðêòàíãåíñ êîòàíãåíñà.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → arctg ctg a = π/2− a)

∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − a → arctg(1/ tg a) = π/2− a)

Àíàëîãè÷íî ïåðâîì ïðèåìó äëÿ àðêòàíãåíñà òàíãåíñà, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀a(arctg ctg a = π/2− a− π[(π − a)/π])

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè
"íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



Ãëàâà 11. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 1013

5. Ìîäóëü ïîä àðêòàíãåíñîì.
∀abcd(arctg(|a|b)c/|a|d = arctg(ab)c/ad)

Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

6. Èçìåíåíèå çíàêà ðàçíîñòè ïîä àðêòàíãåíñîì.
∀abc(c = a− b → arctg(b− a) = − arctg c)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìïëþñ" è "ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå". Ðåçóëüòàò c
äîëæåí ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâîâàòü èñõîäíîé ðàçíîñòè b− a. Åñëè ïî-
ñëåäíÿÿ èìåëà ñëàãàåìîå âèäà mπ/n äëÿ íàòóðàëüíûõ m, n, òî ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ. Îí òàêæå áëîêèðóåòñÿ ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî àðêòàíãåíñîâ.
∀ab(arctg a = arctg b ↔ a = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Óñìîòðåíèå ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâ ñ àðêòàíãåíñîì. Ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû

èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì":
∀a(arctg a ≤ π/2)

∀a(−π/2 ≤ arctg a)

∀a(¬(0 < arctg a− π/2))

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 ≤ 2c− π|b| → 0 ≤ b arctg a + c)

∀abc(0 < 2c− π|b| → 0 < b arctg a + c)

Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Èñêëþ÷åíèå àðêòàíãåíñà â ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâàõ.
∀a(arctg a ≤ 0 ↔ a ≤ 0)

Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 ≤ arctg a− arctg b ↔ 0 ≤ a− b)

∀ab(0 ≤ arctg a + arctg b ↔ 0 ≤ a + b)

Äîïóñêàþòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è ïåðåõîä ê ñòðîãîìó íåðàâåí-
ñòâó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Óäâîåííûé àðêòàíãåíñ

∀abc(0 < a & b = 1− a2 & 0 < b → 2c arctg a = c arctg(2a/b))

Ëèáî ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîé îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
îïåðàöèè óðàâíåíèå - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå è óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, ëèáî ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðà-
çîâàíèå, à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à äîëæíà èìåòü öåëü
"ðåäàêöèÿ", ïðè÷åì ïðîèçâåäåíèå íå äîëæíî ÿâëÿòüñÿ îïåðàíäîì òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé îïåðàöèè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïåðâûé è
òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀abc(0 < a & b = 1− a2 & b < 0 → 2c arctg a = πc + c arctg(2a/b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ äëÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå è ïðåîá-
ðàçîâàíèå ðàâíû 3.

Ñóììà àðêòàíãåíñîâ

∀abcde(0 < a & 0 < b & c = 1−ab & 0 < c & d = a+b → e arctg a+e arctg b = e arctg(d/c))

∀abcde(0 < a & 0 < b & c = 1 − ab & c < 0 & d = a + b → e arctg a + e arctg b =
eπ + e arctg(d/c))

Ëèáî ñóììà âõîäèò â óðàâíåíèå - óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, b
êîíñòàíòíûå, à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, ëèáî îíà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå, à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè îòñóòñòâóåò öåëü "ðåäàêöèÿ",
òî îáà âûðàæåíèÿ a, b äîëæíû áûòü êîíñòàíòíûìè, à çàäà÷à äîëíà èìåòü òèï "ïðå-
îáðàçîâàòü". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀ab(0 < b → a arctg b + a arctg(1/b) = aπ/2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(bc− 1 = 0 & 0 < b → a arctg b + a arctg c = aπ/2)

Âûðàæåíèÿ b, c äîëæíû ñîäåðæàòü êâàäðàòíûå ðàäèêàëû (åäèíèöà ìîæåò âîçíèê-
íóòü ïðè ïåðåìíîæåíèè ñóììû è ðàçíîñòè äâóõ ðàäèêàëîâ). Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçíîñòü àðêòàíãåíñîâ

∀abcde(0 ≤ a & 0 ≤ b & c = 1 + ab & d = a− b → e arctg a− e arctg b = e arctg(d/c))

∀abcde(a ≤ 0 & b ≤ 0 & c = 1 + ab & d = a− b → e arctg a− e arctg b = e arctg(d/c))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñóììû.
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Ïåðåõîä ê àðêñèíóñó

∀a(0 < a → arctg a = arcsin(a/
√

1 + a2))

Àðêòàíãåíñ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíû"
(ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå). Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óñëîâèå
çàäà÷è äîëæíî ñîäåðæàòü àðêñèíóñ ëèáî àðêêîñèíóñ êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ñ àðêòàíãåíñîì

∀ab(arctg a = b ↔ a = tg b & ¬(cos b = 0) & 0 < π + 2b & 0 < π − 2b)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, b - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âûâîä ñëåäñòâèÿ èç óðàâíåíèÿ ñ àðêòàíãåíñîì

∀ab(¬(cos b = 0) & arctg a + b = 0 → a + tg b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Â ïåðâîå èç
íèõ âõîäèò òàíãåíñ ëèáî êîòàíãåíñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìàðêòàíãåíñ"

1. Àðêòàíãåíñ êîíñòàíòû: 0, 1, 1/
√

3,
√

3, 2±
√

3,
√

2± 1, 1−
√

2,
√

3− 2,±∞

2. Ìèíóñ ïîä àðêòàíãåíñîì.
3. Àðêòàíãåíñ òàíãåíñà.
4. Àðêòàíãåíñ êîòàíãåíñà.

11.10 Ïðèåì ñèìâîëà "àðêêîòàíãåíñ"

Âûðàæåíèå "àðêêîòàíãåíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå
arcctg a, îáîçíà÷àåò àðêêîòàíãåíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ðåøàòåëü ïðåîáðàçóåò àðê-
êîòàíãåíñû â àðêòàíãåíñû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðèåìà:
∀a(arcctg a = π/2− arctg a).
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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11.11 Ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ ïà-

ðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé, âîçíèêàþùèõ â îò-

âåòàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðà-

âåíñòâ

Ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ, âîçíèêàþùèå â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíå-
íèÿõ

1. Ñëîæåíèå äðîáíûõ âûðàæåíèé.
∀abcdepx(p = b/c+d → ∃n(x = a(b/c+d)/e & n−öåëîå) ↔ ∃n(x = ap/e & n−öåëîå))
Óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæå-
íèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äëÿ x íåèçâåñòíûõ íå
ñîäåðæèò. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ a, e. Óêàçàòåëü "ñî-
äåðæèòñÿ(õ14 õ2 õ4)" ðàçðåøàåò âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé n â b, d. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Íîðìèðîâêà íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ñåðèè êîðíåé.
∀abcdefgh(g = cf + d & b = f − d → ∃n(h = (fn − g)aπ/e & n − öåëîå) ↔ ∃n(h =
(fn + b)aπ/e & n− öåëîå))
Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå
a, e, f, g èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïðèåì ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò îòðèöàòåëüíîãî
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcdef (a ≤ b & b = ad + e → ∃n(f = (an + b)π/c & n − öåëîå) ↔ ∃n(f =
(an + e)π/c & n− öåëîå))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïîëîæèòåëüíîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñåðèè äåëà-
åòñÿ ìåíüøèì ïåðèîäà a.

3. Ïåðåõîä ê ïîëîæèòåëüíîìó ïåðèîäó ñåðèè.
∀abc(∃n(c = −anπ/b & n− öåëîå) ↔ ∃n(c = anπ/b & n− öåëîå))
Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå a, b
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.
∀abcd(∃n(c = −(an + b)π/d & n− öåëîå) ↔ ∃n(c = (an− b)π/d & n− öåëîå))
∀abcd(∃n(c = (−an + b)π/d & n− öåëîå) ↔ ∃n(c = (an + b)π/d & n− öåëîå))
Ïåðåìåííûå a, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåííàÿ
b - ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Ïåðåõîä îò ñåðèè èñêëþ÷àåìûõ òî÷åê ê ñåðèè ïðîìåæóòêîâ.
∀abcdex(0 < acd → ∀n(n−öåëîå→ ¬(x = (an+ b)c/d+e)) ↔ ∃n(n−öåëîå & (an+
b− a)c/d + e < x & x < (an + b)c/d + e))

∀abcdex(acd < 0 → ∀n(n−öåëîå→ ¬(x = (an+b)c/d+e)) ↔ ∃n(n−öåëîå & (−an+
b + a)c/d + e < x & x < (−an + b)c/d + e))
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Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íå èìå-
åò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèç-
âåñòíîé. Óñëîâèÿ çàäà÷è íå ñîäåðæàò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ íåèç-
âåñòíûìè. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ a, c, d è íóëåâûå
çíà÷åíèÿ b, e. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïåðåñå÷åíèå ñåðèè ñ êîíå÷íûì ïðîìåæóòêîì.
∀abcdefgh(a ≤ b & b ≤ c & d = [(πe−af)/πg] & h = [(cf −πe)/πg]+d+1 → ∃n(b =
π(gn + e)/f & n− öåëîå) ↔ ∃i(i ∈ {0, . . . , h− 1} & b = π(g(i− d) + e)/f))

Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ b
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííûå d, e, f, g, h - ñ äåñÿòè÷íûìè êîí-
ñòàíòàìè, ïåðåìåííûå a, c - ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè òåêóùåãî êîíòåêñòà, îíè îïðåäåëÿ-
þò êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ íåèçâåñòíîé b. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà"
ðàçðåøàþò ðàññìîòðåíèå êàê ñòðîãèõ, òàê è íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Òðåòèé è
÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Îíè âû÷èñ-
ëÿþò ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè öåëî÷èñëåííûå êîí-
ñòàíòû d, h. Óêàçàòåëü "èëè(. . .)" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó çàìåíÿþùåãî êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefgh(a ≤ b & b ≤ c & d = [(πe − af)/πg] & h = [(cf − πe)/πg] + d + 1 →
∃n(b = π(gn+ e)/f & n−öåëîå & p(n)) ↔ ∃i(i ∈ {0, . . . , h− 1} & b = π(g(i−d)+
e)/f & p(i)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî â îïèñàíèè ñåðèè ó÷àñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå p(n) íà âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð. Çäåñü p - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óñìîòðåíèå èçáûòî÷íîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà.
∀abcdenkx(n− öåëîå & b = ak → ∃m(x = e(am + bn + c)/d & m− öåëîå) ↔ ∃m(x =
e(am + c)/d & m− öåëîå))
Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííûå a, b - ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàí-
òàìè. Åñëè ïîñëå èäåíòèôèêàöèè b îñòàåòñÿ íåâûðîæäåííûé îñòàòîê ñîìíî-
æèòåëåé n, òî ïåðâûé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
óáåæäàåòñÿ, ÷òî ýòîò îñòàòîê öåëî÷èñëåííûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïðîâåðÿåò, ÷òî b äåëèòñÿ íà a. Â ýòîé ñèòóàöèè ÷ëåí
bn îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íûì è îòáðàñûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Óñìîòðåíèå ñåðèè îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé. Îáû÷íî êâàíòîðíûå
óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñåðèþ äîïóñòèìûõ ïðîìåæóòêîâ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé
ëèáî ñåðèþ îòáðàñûâàåìûõ òî÷åê, ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè è ñðàçó
ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Ýòîò êîììåíòàðèé íåîáõîäèì äëÿ îáðàùå-
íèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì, îáåñïå÷èâàþùèì äîâåäåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ
îïèñàíèé äî îêîí÷àòåëüíîãî âèäà. Åñëè àíàëîãè÷íûå êâàíòîðíûå óñëîâèÿ âîç-
íèêëè èç êàêèõ-ëèáî èíûõ èñòî÷íèêîâ, òî äëÿ íèõ êîììåíòàðèé "ñåðèÿ" ñîçäà-
åòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
∀fx(∀n(n− öåëîå→ ¬(x = f(n))) → ∅)
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∀fgx(∃n(n− öåëîå & f(n) < x & x < g(n)) → ∅)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Êâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, f(n)
è g(n) íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Ïåðåìåííûå f, g - ôóíêöèîíàëüíûå. Íå èìååò
ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ, âîçíèêàþùèå â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåí-
ñòâàõ

1. Èçìåíåíèå çíàêà öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà.
∀abcdefpqrs(ac < 0 & pr < 0 → ∃n(n − öåëîå & a(b + cn)/d ≤ e & e ≤ p(q +
rn)/s & f(n)) ↔ ∃n(n− öåëîå & a(b− cn)/d ≤ e & e ≤ p(q − rn)/s & f(−n)))

Åñëè ïåðèîäû äëÿ ÷èñëèòåëåé íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ïðîìåæóòêà îòðèöà-
òåëüíû, ÷òî óñìàòðèâàåòñÿ èç ðàçëè÷èÿ çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ a, c è p, r, òî
âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì ýòèõ ïåðèîäîâ ïóòåì èçìå-
íåíèÿ çíàêà ïàðàìåòðà n. Óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ, çàäàþùåå ñåðèþ ïðî-
ìåæóòêîâ, âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïîìå÷åííîå êîììåíòàðèåì "ñå-
ðèÿ". Ïåðåìåííàÿ e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà(. . .)"
ðàçðåøàþò ðàññìîòðåíèå äëÿ ãðàíèö ïðîìåæóòêîâ êàê ñòðîãèõ, òàê è íåñòðî-
ãèõ íåðàâåíñòâ. Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå
åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ a, c, d, p, r, s è íóëåâûå çíà÷åíèÿ b, q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

2. Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî, îïðåäåëÿþùåãî ïåðèîä ñåðèè ïðîìåæóòêîâ. Âûðàæåíèå
äëÿ ãðàíèöû ïðîìåæóòêà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ñóììû êîíñòàíòíîé è âàðüèðó-
åìîé ÷àñòåé:
∀abcdef (∃n(n− öåëîå & a(b + cn)/d ≤ e & f(n)) ↔ ∃n(n− öåëîå & ab/d + acn/d ≤
e & f(n)))

∀abcdef (∃n(n − öåëîå & e ≤ a(b + cn)/d & f(n)) ↔ ∃n(n − öåëîå & e ≤ ab/d +
acn/d & f(n)))

Óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûäåëåí-
íîå êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Ïåðåìåííàÿ e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, íå
âõîäÿùåé â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Ðàçðåøàåòñÿ ðàññìîòðåíèå
êàê íåñòðîãîãî, òàê è ñòðîãîãî íåðàâåíñòâ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ a, c, d, íî çàïðåùàåòñÿ îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå â åäèíèöó a è d.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îáðàùåíèå ê ïàêåòíîìó îïåðàòîðó "ïåðåñå÷åíèåñåðèé" äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ
ñåðèé ïðîìåæóòêîâ. Ïî ìåðå òîãî, êàê â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîÿâëÿ-
þòñÿ ðàçëè÷íûå ñåðèè äîïóñòèìûõ ïðîìåæóòêîâ äëÿ îäíîé è òîé æå íåèçâåñò-
íîé, ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñåðèé - çàìåíà íà îäíó íîâóþ ñåðèþ ëèáî
íà äèçúþíêöèþ íåñêîëüêèõ íîâûõ ñåðèé. Ôàêòè÷åñêè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿò-
ñÿ îïèñûâàåìûì íèæå íîðìàëèçàòîðîì "ïåðåñå÷åíèåñåðèé". Îáðàùåíèå ê íåìó
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀afgpq(a = (∃n(n − öåëîå & f(n) ≤ x & x ≤ g(n)) & ∃m(m − öåëîå & p(m) ≤
x & x ≤ q(m))) → ∃n(n−öåëîå & f(n) ≤ x & x ≤ g(n)) & ∃m(m−öåëîå & p(m) ≤
x & x ≤ q(m)) ↔ a)
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Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îáà óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ïåðâîå èç íèõ ïîìå÷åíî
êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âûðà-
æåíèÿ f(n), g(n), p(m), q(m) íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"ïåðåñå÷åíèåñåðèé" è "íîðìëîã". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷àþòñÿ
êîíúþíêöèè, èìåþùèå ñâîèì îïåðàíäîì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ïðîìåæóò-
êàõ äëÿ x ðàçðåøàþòñÿ êàê íåñòðîãèå, òàê è ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Çàìåíÿþùåå
óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

4. Íîðìàëèçàòîð "ïåðåñå÷åíèåñåðèé". Êîíúþíêöèÿ äâóõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñà-
íèé ñåðèé ïðîìåæóòêîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â îäíî ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ëèáî
â äèçúþíêöèþ íåñêîëüêèõ.
(a) Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñåðèé, èìåþùèõ îáùèé ïåðèîä.

∀abcdefghik(a = [(b−c)d/ke] & f = [(g−h)d/ke] → ∃m(m−öåëîå& emk/d+h <
i & i < emk/d + b) & ∃n(n − öåëîå & enk/d + c < i & i < enk/d + g) ↔
∃j(j ∈ {0, . . . , max(a + f, 0)} & ∃m(m − öåëîå & emk/d + h < i & emk/d +
(j − f)ek/d + c < i & i < emk/d + b & i < emk/d + (j − f)ek/d + g)))

Ïåðåìåííàÿ d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ e
- ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. Îáùèé ïåðèîä ñåðèé ïðîìåæóòêîâ ðàâåí ek/d,
ãäå k - íåêîòîðîå âûðàæåíèå (îáû÷íî - ÷èñëî π). Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíî-
æåíèå", ïðè÷åì ïîñëå óïðîùåíèÿ äîëæíû âîçíèêàòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàí-
òû a, f . Ïåðâàÿ èç íèõ óêàçûâàåò íàèáîëüøåå ÷èñëî ïåðèîäîâ, íà êîòîðûå
ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ñäâèíóòü âïðàâî âòîðîé ïðîìåæóòîê, ÷òîáû åãî ëåâûé
êîíåö íå îêàçàëñÿ ïðàâåå ïðàâîãî êîíöà ïåðâîãî ïðîìåæóòêà. Âòîðàÿ - íàè-
áîëüøåå ÷èñëî ïåðèîäîâ, íà êîòîðûå ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ñäâèíóòü âòîðîé
ïðîìåæóòîê âëåâî, ÷òîáû åãî ïðàâûé êîíåö íå îêàçàëñÿ ëåâåå ëåâîãî êîíöà
ïåðâîãî ïðîìåæóòêà. Î÷åâèäíî, â ýòèõ ïðåäåëàõ è ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
òå êðàòíûå ïåðèîäó âåëè÷èíû ñäâèãà âòîðîãî ïðîìåæóòêà, ïðè êîòîðûõ îí
ìîæåò ïåðåñå÷üñÿ ñ ïåðâûì. Â çàìåíÿþùåì òåðìå âåëè÷èíà ñäâèãà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì j, èçìåíÿþùèìñÿ îò 0 äîmax(a+f), 0. Ñàìà ýòà âåëè÷è-
íà ðàâíà (j−f)ek/d. Óêàçàòåëü "èëè(. . .)" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî j â äèçúþíêöèþ. ×ëåíàìè äèçúþíêöèè ñëóæàò ïàðàìåò-
ðè÷åñêèå îïèñàíèÿ äëÿ ñåðèé ïåðåñå÷åíèé ïåðâîãî ïðîìåæóòêà ñî ñäâèíó-
òûì âòîðûì ïðîìåæóòêîì. Ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ çäåñü ñîáðàíû
÷åòûðå íåðàâåíñòâà, ïðåîáðàçóåìûõ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîìåæóòêà"
(ñì. íèæå) â äâà íåðàâåíñòâà, ðàâåíñòâî ëèáî â êîíñòàíòó "ëîæü". Óêàçà-
òåëè "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàþò îáðàáîòêó ïðîìåæóòêîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè
êîìáèíàöèÿìè ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåí-
íûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ d, e, k è íóëåâûå çíà÷åíèÿ b, c, g, h.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðåîáðàçîâàíèå äâóõ ñåðèé ê îáùåìó ïåðèîäó.
∀abcdefijklmr(m = íîä(kh, ij) & me = ij & mf = hk → ∃n(hrn/i+a ≤ l & l ≤
hrn/i + b & n− öåëîå) & ∃p(jrp/k + cl ≤ l & l ≤ jrp/k + d & p− öåëîå) ↔
∃gq(g ∈ {0, . . . , e − 1} & q ∈ {0, . . . , f − 1} & (∃n(ehrn/i + hrg/i + a ≤
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l & l ≤ ehrn/i + hrg/i + b & n− öåëîå) & ∃p(jfrp/k + jrq/k + c ≤ l & l ≤
jfrp/k + jrq/k + d & p− öåëîå))))
Ïåðåìåííûå h, i, j, k èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ïå-
ðèîäû èñõîäíûõ ñåðèé ðàâíû hr/i, jr/k. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëÿìè "ïðîãðàììà". Îíè íàõîäÿò òàêèå íàòóðàëüíûå ìíîæèòåëè e, f , ÷òî
e - êðàòíûé ïåðâûé ïåðèîä ðàâåí f - êðàòíîìó âòîðîìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ëèáî e, ëèáî f îòëè÷íî îò 1. Çàìåíÿþùèé òåðì ïðåîáðàçóåò ñåðèè ê îáùåìó
ïåðèîäó fjr/k = ehr/i. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ g = 0, . . . , e − 1
âîçìîæíîãî ñäâèãà ïåðâîãî ïðîìåæóòêà âíóòðè íîâîãî ïåðèîäà è çíà÷å-
íèÿ q = 0, . . . , f − 1 ñäâèãà âíóòðè ýòîãî ïåðèîäà âòîðîãî ïðîìåæóòêà.
Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî g, q ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â äèçúþíêöèþ êîíúþíê-
öèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåðèé. Êàæäàÿ êîíúþíêöèÿ ðåêóðñèâíûì îáðàçîì
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ïåðåñå÷åíèåñåðèé". Â èñõîäíûõ ñåðèÿõ
ïðîìåæóòêîâ ðàçðåøàþòñÿ ëþáûå êîìáèíàöèè ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ h, i, j, k, r è íóëå-
âûå çíà÷åíèÿ a, b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîìåæóòêà". Îáðàáàòûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ íåðàâåíñòâ,
çàäàþùèõ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè äâóì ïåðåñåêàåìûì ïðîìåæóòêàì.
(a) Êîíúþíêöèÿ äâóõ îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ.

∀abc(0 < a− b → a ≤ c & b ≤ c ↔ a ≤ c)

∀abc(0 < a− b → c ≤ a & c ≤ b ↔ c ≤ b)

Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòè-
âà(. . .)" ðàçðåøàþò ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ñòðîãîãî îòáðàñûâàåìîãî íåðà-
âåíñòâà è ñòðîãîãî ñîõðàíÿåìîãî íåðàâåíñòâà. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(0 ≤ a− b → a ≤ c & b ≤ c ↔ a ≤ c)

∀abc(0 ≤ a− b → c ≤ a & c ≤ b ↔ c ≤ b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà(. . .)" ïîçâîëÿåò ðàñ-
ñìîòðèâàòü êàê äâóõ íåñòðîãèõ, òàê è äâóõ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(a ≤ b & a < b ↔ a < b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(b) Óñìîòðåíèå ïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ.

∀ab(¬(a ≤ b & b < a))

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ñòðîãèì. Êîíúþíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ ïðèå-
ìîì íà êîíñòàíòó "ëîæü".
∀abc(0 < b− c → ¬(b ≤ a & a ≤ c))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êàæäîå íåðàâåí-
ñòâî ïîä îòðèöàíèåì ìîæåò áûòü êàê íåñòðîãèì, òàê è ñòðîãèì. Âûðàæå-
íèå a äîëæíî áûòü íåêîíñòàíòíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí
1.

(c) Ïåðåñå÷åíèå ñâîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîé òî÷êå.
∀ab(a ≤ b & b ≤ a ↔ a = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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6. Ïåðåñå÷åíèå ñåðèè ïðîìåæóòêîâ ñ ïðîìåæóòêîì.
∀abcdefpqx(e ≤ x & x ≤ f & p = [(bd − be)/a] & q = [(bf − bc)/a] + p + 1 & 0 <
a & 0 < b → ∃n(n − öåëîå & an/b + c ≤ x & x ≤ an/b + d) ↔ ∃i(i ∈ {0, . . . , q −
1} & a(i− p)/b + c ≤ x & x ≤ a(i− p)/b + d))

Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ äðóãèìè óñëîâèÿìè çàäà÷è, îíè îïðåäåëÿþò êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê [e, f ]
èçìåíåíèÿ íåèçâåñòíîé. Òðåòèé è ÷åòâåðûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò íàèìåíüøåå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå −p
ïàðàìåòðà ñåðèè n, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî ïåðåñå÷åíèå, è ÷èñëî q ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðîìåæóòêîâ ñåðèè, ïåðåñåêàåìûõ ñ ïðîìåæóòêîì [e, f ]. Öåëûå ÷àñòè
îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàòû p, q ñóòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "èëè(. . .)" îïðåäåëÿ-
åò ðàçâåðòêó çàìåíÿþùåãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ. Óêàçàòåëè
"àëüòåðíàòèâà" îáåñïå÷èâàþò ðàññìîòðåíèå êàê íåñòðîãèõ, òàê è ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ a, b è íóëåâûå çíà÷åíèÿ
c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Îïðåäåëåíèå ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè
äëÿ ïåðåñåêàåìûõ ïðîìåæóòêîâ.
∀abcdeghijkmn(m−öåëîå & n−öåëîå & abm/c+d < i & i ≤ abm/c+e & abn/c+d ≤
i & i ≤ abn/c + h & j = [(h − d)c/ab] & k = [(e − g)c/ab] → ∃f (f ∈ {0, . . . , j +
k} & n = m− j + f))

∀abcdeghijkmn(m−öåëîå & n−öåëîå & abm/c+d ≤ i & i ≤ abm/c+e & abn/c+d ≤
i & i ≤ abn/c + h & j = [(h − d)c/ab] & k = [(e − g)c/ab] → ∃f (f ∈ {0, . . . , j +
k} & n = m− j + f))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî øåñòîé
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé ïåðåìåííóþ i
ñâîåé íåèçâåñòíîé. Ïåðåìåííûå a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîí-
ñòàíòàìè. Çàäà÷à èìååò öåëü (ñåðèÿ y1 . . . yk), ïðè÷åì m,n - ðàçëè÷íûå ïåðå-
ìåííûå ñïèñêà y1, . . . , yk. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåäàêòèðîâàíèå
ñïèñêà óòâåðæäåíèé íåêîòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïî ïåðåìåííûì
y1, . . . , yk. Ïåðèîäû ïåðåñåêàåìûõ ñåðèé ïðîìåæóòêîâ äëÿ i ñîâïàäàþò. Äîëæ-
íû îòñóòñòâîâàòü äèçúþíêòèâíûå óñëîâèÿ, à òàêæå ðàâåíñòâà äëÿ m,n. Ïåð-
âûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèå
äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò íàè-
ìåíüøåå ñìåùåíèå −j ïàðàìåòðà n ïî îòíîøåíèþ ê m, à òàêæå íàèáîëüøåå
ñìåùåíèå k. Âûâîäèìûé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â äèçúþíê-
öèþ ðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû n, m. Ýòà äèçúþíêöèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Äâà ïðèåìà ñîçäàíû èç-çà òî-
ãî, ÷òî â îäíîì ñëó÷àå òî÷êîé ïðèâÿçêè ñëóæèò âõîæäåíèå ñèìâîëà "ìåíüøå",
à â äðóãîì - ñèìâîëà "ìåíüøåèëèðàâíî". Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" îáåñïå÷è-
âàþò ïðîèçâîëüíûå êîìáèíàöèè íåñòðîãèõ è ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äëÿ îñòàëüíûõ
àíòåöåäåíòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïåðèîäîâ äâóõ ñåðèé ïðîìåæóòêîâ.
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∀abcdefghijpqrst(íîä(ah, bf) = r & ah = rs & bf = rt & apj/b + c < q & q ≤
apj/b + d & fgj/h + e ≤ q & q ≤ fgj/h + i → ∃kl(k ∈ {0, . . . , s − 1} & l ∈
{0, . . . , t− 1} & ∃mn(m− öåëîå & n− öåëîå & p = tm + l & g = sn + k)))

∀abcdefghijpqrst(íîä(ah, bf) = r & ah = rs & bf = rt & apj/b + c ≤ q & q ≤
apj/b + d & fgj/h + e ≤ q & q ≤ fgj/h + i → ∃kl(k ∈ {0, . . . , s − 1} & l ∈
{0, . . . , t− 1} & ∃mn(m− öåëîå & n− öåëîå & p = tm + l & g = sn + k)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé ïåðåìåííóþ q ñâîåé
íåèçâåñòíîé. Ïåðåìåííûå a, b, f, h èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàí-
òàìè. Çàäà÷à èìååò öåëü (ñåðèÿ . . .), â êîòîðîé óïîìèíàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïåðå-
ìåííûå p, g. Äîëæíû îòñóòñòâîâàòü äèçúþíêòèâíûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Çäåñü
âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû s, t, äîìíîæåíèå íà êîòîðûå èñõîäíûõ ïåðèîäîâ äàåò
èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå. Âûâîäèìûé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçâîðà÷è-
âàåòñÿ â äèçúþíêöèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé, âûðàæàþùèõ èñõîäíûå ïàðà-
ìåòðû p, g ÷åðåç íîâûå ïàðàìåòðû m, n. Â êàæäîì ïîäñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ äâå
ñåðèè ïðîìåæóòêîâ, èìåþùèå îäèíàêîâûé ïåðèîä. Äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäà-
åòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ñåðèÿ" è "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

9. Âûäåëåíèå â íåðàâåíñòâå äëÿ ñåðèè ïðîìåæóòêîâ ñëàãàåìîãî, çàäàþùåãî ïåðè-
îä ñåðèè.
∀abcdef ((ad + b)e/c + f = ade/c + be/c + f)

Ïðèåì ñòàíäàðòèçèðóåò íåðàâåíñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîäãîòîâèòü âîç-
ìîæíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ. Ñóììà ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîé èç ÷àñòåé íåðàâåíñòâà - óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îíà íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Äðóãîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà äîëæíà ÿâëÿòüñÿ íåèçâåñòíàÿ. Çàäà-
÷à èìååò öåëü (ñåðèÿ . . .). d - ïåðåìåííàÿ, óïîìèíàåìàÿ â ýòîé öåëè. Ïåðåìåííàÿ
a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ b - ñ öåëî÷èñëåííîé,
à ïåðåìåííàÿ c - ñ íàòóðàëüíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



Ãëàâà 12

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ

ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ ðàññìàòðèâàëèñü ðåäêî, è ïðèå-
ìîâ äëÿ íèõ ñîçäàíî íåìíîãî.

12.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "ãèïñèíóñ"

Âûðàæåíèå "ãèïñèíóñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå sh a,
îáîçíà÷àåò ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ñïðàâî÷íèêè "òèï", "àð-
íîñòü", "îäç", "òèïäàííûõ" õàðàêòåðèçóþò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà "ãèïñè-
íóñ".

1. sh 0 = 0

2. ∀a(sh a = 0 ↔ a = 0)

3. ∀a(sh(−a) = − sh a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 0.
4. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.
∀x(sh x = (exp x− exp(−x))/2)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷
íà îïèñàíèå. Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âàðüèðóåìûå ïàðà-
ìåòðû êîòîðûõ âõîäÿò â x, äîïóñêàåòñÿ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1. Íà óðîâíå 2
ïðèåì ñðàáàòûâàåò, åñëè x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè
óðàâíåíèé îáû÷íî ïðîèñõîäèò áûñòðîå èñêëþ÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñîâ.
Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Çäåñü òðåáó-
åòñÿ, ÷òîáû óñëîâèå óæå ñîäåðæàëî ýêñïîíåíòó ñ îñíîâàíèåì e è ïîêàçàòåëåì,
èìåþùèì îáùèé ïàðàìåòð ñ x. Íå äîëæåí èìåòü ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ
îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

5. Ïåðåõîä ê äâîéíîìó àðãóìåíòó.
∀abc(c(sh a)b(ch a)b = c(sh(2a))b/2b)

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ óïðîùå-
íèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñîçäàí äðóãîé ïðèåì (ñì. íèæå). Ïîýòîìó
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äàííûé ïðèåì ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ñóììà êâàäðàòà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà è åäèíèöû.
∀ab(a(sh b)2 + a = a(ch b)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
7. Çíàê ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.
∀b(b < 0 ↔ sh b < 0)

∀b(0 < b ↔ 0 < sh b)

Íàïðàâëåíèå çàìåíû - ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
8. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ê âèäó ñóììû.
∀abcdep(p = a(sh b)c/d + e → a(sh b)c/d + e = p)

∀abcdep(p = a sh b sh c/d + e → a sh b sh c/d + e = p)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äëÿ óïðîùå-
íèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèò â àðãó-
ìåíòû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñîâ è íå âñòðå÷àåòñÿ â çíàìåíàòåëå d.Îíà òàêæå
íå äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïîä ëîãàðèôìîì, àðê-
ñèíóñîì, àðêêîñèíóñîì è àðêòàíãåíñîì. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Êàæäîå âõîæäåíèå â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
ãèïåðáîëè÷åñêîé ôóíêöèè, àðãóìåíò êîòîðîé ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, äîëæíî áûòü "àëãåáðàè÷åñêèì" - íàäîïåðàöèÿìè ìîãóò áûòü òîëüêî
+,−,×, /, =, <,≤, ìîäóëè è ñòåïåíè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âõîæäåíèå äîëæíî
áûòü ðàñïîëîæåíî âíóòðè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ïåðåõîä ê äâîéíîìó àðãóìåíòó ïðè èíòåãðèðîâàíèè.
∀abc(c(sh a)b(ch a)b = c(sh(2a))b/2b)

∀abc(c| sh a|b(ch a)b = c| sh(2a)|b/2b)

Âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äëÿ óïðî-
ùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèò â a.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì âûðàæåíèè âñå âõîæäåíèÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî àðãóìåíòà a åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðåîáðàçóþòñÿ ê äâîéíîìó àðãóìåíòó.
Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ, îòëè÷íûõ îò a, 2a.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìãèïñèíóñ".
Â íîðìàëèçàòîðå äâà ïðèåìà - sh 0 = 0 è ∀a(sh(−a) = − sh a).

12.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "ãèïêîñèíóñ"

Âûðàæåíèå "ãèïêîñèíóñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå ch a,
îáîçíà÷àåò ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ïðèåìû ýòîãî ñèìâîëà
àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "ãèïñèíóñ".

1. ch 0 = 1
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2. ch(−a) = ch a

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.
∀x(ch x = (exp x + exp(−x))/2)

Äâà ïðèåìà, àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.
4. Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(a(ch b)2 − a(sh b)2 = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
5. Ñóììà êâàäðàòîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîñèíóñà è ñèíóñà.
∀ab(a(sh b)2 + a(ch b)2 = a ch(2b))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

6. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê äëÿ óìíîæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà íà êîñèíóñ.
∀abmnx((a(th x)m + b)(ch x)n = a(th x)m(ch x)n + b(ch x)n)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ðàçíîñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(b ch a− b sh a = b exp(−a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
8. Ñóììà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab(b ch a + b sh a = b exp a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
9. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ê âèäó ñóììû.
∀abcdep(p = a(ch b)c/d + e → a(ch b)c/d + e = p)

∀abcdep(p = a ch b ch c/d + e → a ch b ch c/d + e = p)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.
10. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìãèïêîñèíóñ". Â íîðìàëèçàòîðå äâà

ïðèåìà - ch 0 = 1 è ∀a(ch(−a) = ch a).

12.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "ãèïòàíãåíñ"

Âûðàæåíèå "ãèïòàíãåíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå th a,
îáîçíà÷àåò ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a.
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1. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.
∀a(th a = (exp(2a)− 1)/(exp(2a) + 1))

Ïî òåîðåìå ñîçäàíû òðè ïðèåìà. Ïåðâûé - äëÿ óñëîâèé çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå
- àíàëîãè÷åí ñëó÷àÿì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà. Âòîðîé - äëÿ óñëîâèé
çàäà÷ íà îïèñàíèå - ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2 ïðè íåèçâåñòíîì a. Íàêîíåö, òðå-
òèé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0 âíóòðè îïèñàòåëåé "êëàññ", ðàñïîëîæåííûõ
â ïîñûëêàõ.

2. Ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ òàíãåíñà è êîñèíóñà.
∀abcdef (a = min(b, c) & d = b−a & e = c−a → (th f)b(ch f)c = (th f)d(sh f)a(ch f)e)

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà íà ñóììó ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì òàíãåí-
ñîì.
∀abcn((a(th b)n + c)(ch b)n = a(sh b)n + c(ch b)n)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðî-
ñòèòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óñìîòðåíèå ýêñïîíåíòû.
∀ab((th b + 1)/(a− a th b) = exp(2b)/a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
5. Óñìîòðåíèå êâàäðàòà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà.
∀abcn(a(ch b− 1)n/c(ch b + 1)n = a(th(b/2))2/c)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðî-
ñòèòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Óñìîòðåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà äâîéíîãî àðãóìåíòà.
∀abnx(a(th x)n/b(1− (th x)2)n = a(sh(2x))n/b2n)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
7. Ðàçíîñòü êâàäðàòà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà è åäèíèöû.
∀ab(a− a(th b)2 = a/(ch b)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
8. Ëîãàðèôì ñóììû ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì òàíãåíñîì.
∀a(ln(th a + 1) = a− ln ch a)

∀a(ln(1− th a) = −a− ln ch a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(ln(a(th x)2 + b th x + a) = ln(a ch(2x) + b sh(2x)/2)− 2 ln ch x)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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9. Ðàâåíñòâî ðàçíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèõ òàíãåíñîâ íóëþ.
∀abc(¬(a = 0) → a th b− a th c = 0 ↔ b− c = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
10. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìãèïòàíãåíñ". Â íîðìàëèçàòîðå äâà

ïðèåìà - th 0 = 0 è ∀a(th(−a) = − th a).

12.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "ãèïêîòàíãåíñ"

Âûðàæåíèå "ãèïêîòàíãåíñ(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå
cth a, îáîçíà÷àåò ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a.

1. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.
∀a(¬(a = 0) → cth a = (exp(2a) + 1)/(exp(2a)− 1))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà, íî ñîçäàíû ëèøü 2 ïðèåìà -
äëÿ óñëîâèé çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå è îïèñàíèå.

2. Ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîòàíãåíñà è ñèíóñà.
∀abcdef (d = min(b, c) & e = b−d & f = c−d → (cth a)b(sh a)c = (cth a)e(ch a)d(sh a)f )

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ïåðåõîä îò ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó êîòàíãåíñó.
∀abc(a/b th c = a cth c/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Âûíåñåíèå ìèíóñà.
∀a(cth(−a) = − cth a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìãèïêîòàíãåíñ". Â íîðìàëèçàòîðå

âñåãî îäèí ïðèåì - ∀a(cth(−a) = − cth a).



Ãëàâà 13

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è

ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè

13.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "öåëîå"

Óòâåðæäåíèå "öåëîå(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå "a −
öåëîå", îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü öåëîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ñèìâîë õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðà-
âî÷íèêàìè "àðíîñòü", "ïðåäèêàòíûéñèìâîë", "ðîä", "ðîäîáúåêòà". Îí çàäàåò îäèí
èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ, ïðè÷åì íàäòèïàìè ÿâëÿþòñÿ òèïû "ðàöèîíàëüíîå",
"÷èñëî", "êîìïëåêñíîå".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè

1. Óñìîòðåíèå öåëîãî ÷èñëà. Ïðèåì ñ ïñåâäîòåîðåìîé "ðîäîáúåêòà(öåëîå)" è çàãî-
ëîâêîì "ðîäîáúåêòà" îáåñïå÷èâàåò çàìåíó íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà"
òåõ óòâåðæäåíèé "öåëîå(t)", ó êîòîðûõ çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ t ñëóæèò ñèì-
âîë îïåðàöèè ëèáî êîíñòàíòà, èìåþùèå, ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó "òèï", çàâåäîìî
öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïðèåì ñ òåîðåìîé
∀a(a − öåëîå → a − öåëîå) è çàãîëîâêîì "âòîðîéòåðì" îáåñïå÷èâàåò çàìåíó íà
ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà" òåõ óòâåðæäåíèé "öåëîå(a), ó êîòîðûõ öåëî-
÷èñëåííîñòü âûðàæåíèÿ a ðàñïîçíàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìöåëîå".
Åñëè óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è a - íåèçâåñò-
íàÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íàêîíåö,
ïðèåì ñ òåîðåìîé ∀a(a − íàòóðàëüíîå → a − öåëîå) çàìåíÿåò íà êîíñòàíòó
"èñòèíà" óòâåðæäåíèå "öåëîå(a)", åñëè â êîíòåêñòå ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå
"íàòóðàëüíîå(a)". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3.

2. Óñìîòðåíèå íåöåëîãî ÷èñëà.
∀a(¬(a− öåëîå) → ¬(a− öåëîå))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì "óñìíåöåëîå". Åñëè óòâåðæäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà
îïèñàíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å -
ðàâåí 2.
∀a(a− ÷èñëî & ¬(a = 0) & b− ÷èñëî→ ¬(ai + b− öåëîå))
Çäåñü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ - êîìïëåêñíîçíà÷íûå. Àíòåöåäåíòû
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îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäè-
íè÷íîå çíà÷åíèå a è íóëåâîå çíà÷åíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(¬(b− öåëîå) & a− öåëîå→ ¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - áåðåòñÿ â êîíòåêñòå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ìèíóñ.
∀n((−n)− öåëîå↔ n− öåëîå)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ìîäóëü.
∀a(a− öåëîå↔ |a| − öåëîå)
Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ñóììà.
∀mn(m− öåëîå→ (m + n)− öåëîå↔ n− öåëîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

6. Ïðîèçâåäåíèå.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ mn− öåëîå)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Äðîáü.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ (m/n)− öåëîå↔ n|m)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀mn(n− öåëîå→ (m/n)− öåëîå↔ n|m & m− öåëîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò
òèï "îïèñàòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Êðàòíîå ïè.
∀m(m− öåëîå→ πm− öåëîå↔ m = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

9. Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî ÷èñëèòåëÿ, êðàòíîãî çíàìåíàòåëþ.
∀abc(b− öåëîå→ (ab + c)/a− öåëîå↔ (c/a)− öåëîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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10. Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ.
∀abn(n− öåëîå→ an/b− öåëîå↔ n = 0 ∨ a/b− rational & ∃k(k − öåëîå & n =
k · çíàìåíàòåëü(a/b)))

Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîí-
òåêñòå. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ a, b, îäíàêî õîòÿ áû
îäíî èç íèõ äîëæíî áûòü îòëè÷íî îò 1. Åñëè b åñòü åäèíèöà, òî íå äîëæíà
óñìàòðèâàòüñÿ öåëî÷èñëåííîñòü âûðàæåíèÿ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Äðîáü ñ êîíñòàíòíûì ÷èñëèòåëåì, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè.
∀abcdfx(x → a\b & c = limx→a\bf(x) & (c = ∞ ∨ c = −∞) → d/f(x) − öåëîå ↔
d = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, îñòàëüíûå âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð": ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðåäåë"âû÷èñëÿåòñÿ ïðå-
äåë c, çàòåì îí ñðàâíèâàåòñÿ ñ ñèìâîëàìè áåñêîíå÷íîñòè. Ïåðåìåííàÿ f - ôóíê-
öèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Çàìåíà óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè íà óñëîâèå íàòóðàëüíîñòè.
∀n(n− öåëîå & 1 ≤ n ↔ n− íàòóðàëüíîå)
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ íå ðàñïîëîæåíà
ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íà ýòîé æå òåî-
ðåìå ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, èìåþùèé çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)".
Îí ïðåîáðàçóåò ïàðó óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀m(0 < m → m− öåëîå↔ m− íàòóðàëüíîå)
Óòâåðæäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, íàõîäÿùåéñÿ íà ýòàïå ðåäàê-
òèðîâàíèÿ îòâåòà. Îíî íå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
∀P (0 ≤ x− 1 → setxy(x− öåëîå & P (x, y)) ↔ setxy(x− íàòóðàëüíîå & P (x, y)))

Ïåðåìåííàÿ P - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà P (x, y). Ïåðåìåííàÿ y
âûäåëåíà óêàçàòåëåì "êîðòåæïåðåìåííûõ", ò.å. îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíóþ (âîç-
ìîæíî, ïóñòóþ) îñòàòî÷íóþ ÷àñòü êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ðàâåíñòâà öåëîãî è íåöåëîãî

∀ab(a− öåëîå & ¬(b− öåëîå) → ¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé ïîñûëêó ëèáî óñëîâèå âèäà "öåëîå(x)" èëè "íàòóðàëüíîå(x)", ãäå
x - ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷àþùàÿñÿ â a. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà

∃n(n− öåëîå)
¬(∀n(¬(n− öåëîå))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì"è ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 0.
∀an(∃x(x− öåëîå & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü
"ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè êàê êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé ¬(x = a(1)), . . . ,¬(x = a(n)). Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð" áëîêèðóåò
ïîïûòêè èäåíòèôèêàöèè âíåøíåãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åðåç îòðèöàíèå êâàí-
òîðà îáùíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abn(∃c(a = b + c & c− öåëîå) ↔ äðîáíàÿ÷àñòü(a) = äðîáíàÿ÷àñòü(b))
Äîëæåí èìåòüñÿ âíåøíèé êâàíòîð ëèáî îïèñàòåëü, ñâÿçûâàþùèé êàêóþ-ëèáî ïå-
ðåìåííóþ ïðåîáðàçóåìîãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Êàê è âûøå, ââåäåí óêàçàòåëü
"âíåøíèéêâàíòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Èñêëþ÷åíèå äèçúþíêöèè

∀mn(m− öåëîå→ ¬(n = m) & n− öåëîå ∨ n = m ↔ n− öåëîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

Óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ

Ïðè ðåøåíèè öåëî÷èñëåííûõ óðàâíåíèé ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî êîíå÷-
íîìó ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé. Íåêîòîðûå èç ïðèåìîâ, èíèöèè-
ðóþùèõ òàêîé ðàçáîð ñëó÷àåâ, óæå ðàññìàòðèâàëèñü âûøå (íàïðèìåð, ïðèåì ðàçáîðà
ñëó÷àåâ ïî ýëåìåíòàì öåëî÷èñëåííîãî îòðåçêà, çàäàííîãî äâóìÿ íåñòðîãèìè íåðà-
âåíñòâàìè). Êðîìå òîãî, ïðè íàëè÷èè åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ
áîëüøèíñòâî îáû÷íûõ "íåöåëî÷èñëåííûõ" ïðèåìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Íèæå ïðè-
âîäèì èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì ñïåöèàëüíûå ïðèåìû ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ óðàâ-
íåíèé.

1. Óñìîòðåíèå ïðîìåæóòêà çíà÷åíèé öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé èç íåîòðèöàòåëü-
íîñòè äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.
∀abcdex(d = (0 ≤ b2 − 4a(c− e)) & ax2 + bx + c = e → d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íå ìåíåå äâóõ íåèçâåñòíûõ. Êîýôôè-
öèåíòû a, b, c äîëæíû ñîäåðæàòü åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ y, ïðè÷åì çàäà÷à
äîëæíà èìåòü óñëîâèå "íàòóðàëüíîå(y)" ëèáî "öåëîå(y)". Âûðàæåíèå x äîëæíî
ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Âõîäÿùèé â íåãî äèñêðèìèíàíò îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàçëî-
æåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå", à âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü - íîðìàëèçàòîðîì
ðåøåíèÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ "óðàâíìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðå-
çóëüòàò d èìååò ñâîèìè êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè äâà íåðàâåíñòâà p ≤ y, y ≤ q.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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2. Ëèíåéíîå öåëî÷èñëåííîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.
∀abcpqxy(x − öåëîå & y − öåëîå & |a| ≤ |b| & b = ap + q → ax + by = c ↔ ∃z(x =
z − py & z − öåëîå & az + qy = c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò öåëî÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå, âûðàæå-
íèÿ a, b, c ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Çàïðåùàåòñÿ íàëè÷èå â x, y ñòåïåí-
íûõ ïîäâûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Ïîñëåäíèé èç íèõ âûïîëíÿåò äåëåíèå ñ îñòàòêîì b íà a. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y è ïàðàìåòðà z, àíàëîãè÷íîå èñõîä-
íîìó, íî ñ ìåíüøèì ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòîì ïðè y. Ïðåîáðàçîâàííîå óðàâ-
íåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Äëÿ äàëüíåéøåãî åãî ðåøåíèÿ
áóäåò ââîäèòüñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x, z. Ýòî
îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåõàíèçìàìè ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
îïèñàíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

3. Ñîêðàùåíèå îáåèõ ÷àñòåé öåëî÷èñëåííîãî óðàâíåíèÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü.
∀abcmnk(a + b = mn & c = mk & ¬(m = 0) → a + b = c ↔ n = k)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì öåëî÷èñëåííóþ
íåèçâåñòíóþ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì óñêîðåííîãî ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè "ôàêòîðèçàöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàéäåííûé îáùèé ìíîæèòåëü
îòëè÷åí îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdpqn(c − öåëîå & n − öåëîå & 0 ≤ n & b = pq & p|c & d = c/p & íîä(a, p) =
1 → apn = b + c ↔ apn−1 = q + d & 0 ≤ n− 1)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b ñóòü öåëî-
÷èñëåííûå êîíñòàíòû, p - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, n ñîäåðæèò öåëî÷èñëåííóþ
íåèçâåñòíóþ. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è óñëîâèå äåëèìîñòè îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà": íàõîäèòñÿ ÷àñòíîå q îò äåëåíèÿ b íà p è ïðîâåðÿåòñÿ
âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ÷èñåë a, p. Ïðåäïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà óïðîùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ëåâóþ ÷àñòü öåëî÷èñëåííîãî óðàâíåíèÿ, åñ-
ëè â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä:
∀abc(a = b → b = c ↔ a = c)

Óðàâíåíèå b = c ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì c - öåëî÷èñ-
ëåííàÿ êîíñòàíòà. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò öåëî÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ è èìååò
çàãîëîâîê "ïëþñ". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå", ðåçóëüòàò a èìååò,
ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ âîçìîæíîãî âíåøíåãî ìèíóñà, çàãîëîâîê "óìíîæåíèå" ëèáî
"ñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ïðèåì ïîäãîòàâëèâàåò âîçìîæíîñòü
ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî èäåíòèôèêàöèè ìíîæèòåëåé âûðàæåíèÿ a ñ äåëèòåëÿìè
÷èñëà c (ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò).
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5. Äåêîìïîçèöèÿ ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëî÷èñëåííûõ âûðàæåíèé êîí-
ñòàíòå.
∀nxy(x− öåëîå & y − öåëîå→ xy = n ↔ ∃pq(n = pq & x = p & y = q))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò öåëî÷èñëåííóþ
íåèçâåñòíóþ. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, n åñòü öåëî÷èñëåííàÿ êîí-
ñòàíòà. Óêàçàòåëü "èëè(. . .)" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó çàìåíÿþùåãî êâàíòîðà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ ïàð óðàâíåíèé äëÿ x, y, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷-
íûì ïðåäñòàâëåíèÿì n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé.
Ýòà äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". ×èñëî íàòó-
ðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü 15. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ ê âèäó ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ âû-
ðàæåíèé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòå.
∀abcde(a− öåëîå & b− öåëîå→ ab + ac + bd = e ↔ (a + d)(b + c) = e + cd)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ c, d, e ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdxy(x−öåëîå & y−öåëîå & ¬(a = 0) → axy+ bx+cy = d ↔ (ax+c)(ay+ b) =
ad + bc)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ
a, b, c, d ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Óñìîòðåíèå íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èç ñîîáðàæåíèé äåëèìîñòè.
∀abpqn(a− öåëîå & ¬(p|b) & b− öåëîå & n− öåëîå & 0 ≤ n & apn = b → n = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âûðàæåíèå p åñòü íàòóðàëüíàÿ êîí-
ñòàíòà. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå íåèçâåñòíîé èç ñîîáðàæåíèé ÷åòíîñòè-íå÷åòíîñòè.
∀abcxn(a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå & ¬(c− even) & b−
even & axn + b = c → ∃y(y − öåëîå & x = 2y + 1))

∀abcxn(a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå & ¬(a− even) & c−
even & b− even & axn + b = c → ∃y(y − öåëîå & x = 2y))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëî-
÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ, n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Âûâîäèìîå ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

9. Óñìîòðåíèå íåâûïîëíèìîãî ðàâåíñòâà öåëîãî ÷èñëà íåöåëîìó.
∀ab(a− öåëîå & ¬(b− öåëîå) → ¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðàâíåíèå a = b ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëî÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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10. Óñìîòðåíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëÿ öåëî÷èñëåííîé ñòåïåíè.
∀abcpn(¬(p|a) & b− öåëîå & c− öåëîå & n− öåëîå & apn + b = c → 0 ≤ n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Åãî ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì öåëî÷èñëåííóþ íåèç-
âåñòíóþ. Âûðàæåíèÿ a, p ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
n íåêîíñòàíòíûé. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Íåîòðèöàòåëüíîñòü n íå äîëæíà óñìàòðèâàòüñÿ èç êîíòåêñòà ñ
ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ñ öåëî÷èñëåííûì ïàðàìåòðîì.
∀abcdefg(f = a(b + c)d + e → a(b + c)d + e = g ↔ f = g)

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì öåëî÷èñëåííóþ
íåèçâåñòíóþ. Íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ", à çàòåì - íîðìàëèçàòîðîì ñóìì ñ íåèç-
âåñòíûìè "óðàâíïëþñ". Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, ìåíü-
øàÿ 6. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ a, d, îäíàêî õîòÿ áû
îäíî èç íèõ äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñëîâèÿ äåëèìîñòè.
∀xn(x− öåëîå→ x|n ↔ ∃mp(n = mp & x = m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óòâåðæäåíèå x|n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå
n åñòü öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Çàìåíÿþùèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçâîðà-
÷èâàåòñÿ â äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ x = m ïî âñåì öåëî÷èñëåííûì äåëèòåëÿì m
÷èñëà n. Êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü
29. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

13. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ÷åòíîñòè ëèáî íå÷åòíîñòè íåèçâåñòíîé.
∀abcn(a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå & x− öåëîå & ¬(a− even) & axn + b =
c → ∃k(k − öåëîå & x = 2k) ∨ ∃k(k − öåëîå & x = 2k + 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Åãî ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèç-
âåñòíîé, n - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Èç êîíòåêñòà ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
c ÷åòíîå, ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îíî íå÷åòíîå. Îäíàêî, íå óñìàòðèâàåòñÿ íè
÷åòíîñòü, íè íå÷åòíîñòü x. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòà-
ðèÿìè "ñåðèÿ" è "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

14. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî íåíóëåâîìó ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè.
∀abpmnq(a−öåëîå & b−öåëîå & q−öåëîå & m−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ m & 0 ≤
n & apm = bpn + q → n = 0 ∨ 0 ≤ n− 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì öåëî÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ.
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Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè n íåêîíñòàíòíûé, ïðè÷åì èç êîíòåêñòà íå î÷åâèäíà åãî íåîòðè-
öàòåëüíîñòü. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîð-
ñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè.
(a) Óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè ðàäèêàëà.

∀abcp(a − öåëîå & b − öåëîå & c − öåëîå & p − öåëîå & ¬(p = 0) & (a +

p
√

b)/c− öåëîå→ √
b− öåëîå)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Çàäà-
÷à èìååò öåëî÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå. Öåëî÷èñëåííîñòü ðàäèêàëà √b íå
äîëæíà óñìàòðèâàòüñÿ èç êîíòåêñòà ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(a− öåëîå & b− öåëîå & 0 < b &

√
a2 − b− öåëîå→ 2|a| − 1 ≤ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ab(

√
a
√

b− öåëîå↔ √
ab− öåëîå)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óòâåðæäåíèå î öåëî÷èñëåííîñòè
ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdex(a + b = c & c = 2d & e = d2 − ab & x − öåëîå → √

(x + a)(x + b) −
öåëîå↔ ∃mn(e = mn & x = (m + n)/2− d))

Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a, b ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Ïåðâûå
òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "èëè" îáåñïå÷èâàåò ðàç-
âåðòêó çàìåíÿþùåãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ . Êîëè÷åñòâî
íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà e íå äîëæíî ïðåâûøàòü 19. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcnp(a − öåëîå & p|b & p|c & ¬(p2|c) & n − öåëîå & 0 ≤ n &

√
abn + c −

öåëîå→ n = 0 ∨ n = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ b, c ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Àíòåöå-
äåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïðè
ýòîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùå-
ãî b è c, ÷òî åãî êâàäðàò íå äåëèò c. Êîìïèëÿòîð âîñïðèíèìàåò ôèëüòð
"ïðîñòîå(p)" êàê óêàçàíèå íà èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóðû, ïåðå÷èñëÿþùåé
ïðîñòûå äåëèòåëè p ÷èñëà b. Îñòàâøèåñÿ àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ ïðèìå-
÷àíèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(a−öåëîå & b−öåëîå & c−öåëîå & d = c−b2 & 0 < d &

√
a2 + 2ab + c−

öåëîå→ 2|a + b|+ 1 ≤ d)



Ãëàâà 13. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 1036

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè. Îñòàâøèåñÿ àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè ëîãàðèôìà.
∀mn(logm n− öåëîå↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Óòâåðæäåíèå î öåëî÷èñëåííîñòè ëîãàðèôìà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèå n ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå m - íå ñîäåð-
æèò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcmnkp(k−öåëîå & m−öåëîå & n−öåëîå & p−öåëîå & a−öåëîå & ¬(a =
0) & b−öåëîå & ¬(b = 0) & c−öåëîå & m logk n+p logk(a+ b

√
c)−öåëîå→√

c− öåëîå)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Öåëî-
÷èñëåííîñòü âûðàæåíèÿ √c íå äîëæíà óñìàòðèâàòüñÿ èç êîíòåêñòà ñ ïî-
ìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ñëîæåíèå ëèáî âû÷èòàíèå öåëî÷èñëåííûõ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè.
∀abcd((a + b)/c− öåëîå & (d− b)/c− öåëîå→ (a + d)/c− öåëîå)
∀abcd((a + b)/c− öåëîå & (b + d)/c− öåëîå→ (a− d)/c− öåëîå)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
âûðàæåíèÿ a, d - íå ñîäåðæàò. Öåëüþ âûâîäà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèå íåèç-
âåñòíûõ â ÷èñëèòåëå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(d) Óìíîæåíèå öåëî÷èñëåííûõ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè.
∀abcd(d = (a2 − b2)/c2 & (a− b)/c− öåëîå & (a + b)/c− öåëîå→ d− öåëîå)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðà-
ìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì ðàäèêàë
ñ íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(e) Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé.
∀nx(nx− öåëîå↔ ∃m(m− öåëîå & x = m/n))

Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåí-
íàÿ x åñòü íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèå n íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðåîáðàçî-
âàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà áóäåò ââåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ãäå m áóäåò èãðàòü ðîëü äî-
ïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀a(a− öåëîå↔ ∃n(n− öåëîå & a = n))

Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæå-
íèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, íî îòëè÷íî îò íåèçâåñòíîé. Ïðåîáðàçîâàííîå
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óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 9.

(f) Âûâîä íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ èç óñëîâèÿ öå-
ëî÷èñëåííîñòè.
∀ab(¬(a = 0) & a/b− öåëîå→ |b| ≤ |a|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå
ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Ïîëó÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñè âûðà-
æåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé.
∀abnxP ((a = n) = (x = b & P (n)) → a − öåëîå ↔ ∃n(n − öåëîå & x =
b & P (n)))

Óòâåðæäåíèå "a − öåëîå" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðà-
æåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ x, îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé è íå ñîäåðæèò
äðóãèõ íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêè ýòîé çàäà÷å ïå-
ðåäàåòñÿ óòâåðæäåíèå "n − öåëîå", ãäå n - íåêîòîðàÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ïåðåìåííàÿ P - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü åùå îäíîãî
óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

16. Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé.
∀an(b− ÷èñëî→ ∃x(x− öåëîå & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i))) & b < x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåñóùå-
ñòâåííîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Êâàíòîð îáùíîñòè âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "ðàçâåðòêà", ò.å. âñå ñîäåðæàùèå x óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè "x−öåëîå,¬(x = a(1)), . . . ,¬(x = a(n)), b < x".
Ïåðåìåííàÿ a - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Äîïóñêàþòñÿ íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî è èçìå-
íåíèå çíàêà íåðàâåíñòâà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âûðàæåíèÿ a(1), . . . , a(n), b íå
ñîäåðæàò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀a(a− ÷èñëî→ ∃x(x− ÷èñëî & ¬(ax− öåëîå)) ↔ ¬(a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀nA(n − öåëîå → ∃ij(i − öåëîå & j − öåëîå & 1 ≤ j − i & 1 ≤ i & j ≤ n & i ∈
A & j ∈ A) ↔ 2 ≤ card(A ∩ {1, . . . , n}))
∀nA(n − öåëîå → ∃ij(i − íàòóðàëüíîå & j − öåëîå & 1 ≤ j − i & j ≤ n & i ∈
A & j ∈ A) ↔ 2 ≤ card(A ∩ {1, . . . , n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííûå i, j ñóòü íåèçâåñòíûå çàäà÷è íà
îïèñàíèå, ïðè÷åì âñå ñîäåðæàùèå ýòè íåèçâåñòíûå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîäêâàíòîðíûìè óòâåðæäåíèÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀an(∃x(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i))) & x− öåëîå))
∀an(∃x(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i))) & x− íàòóðàëüíîå))
Êâàíòîð îáùíîñòè âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
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17. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ íåâûïîëíèìîñòè óðàâíåíèÿ ïî çàäàííîìó ïðîñòîìó ìî-
äóëþ.
∀kmnpqxy(x−öåëîå& y−öåëîå& p|n & ïðîñòîå(p) & ¬(∃i(i ∈ {0, . . . , p−1}& (mik−
q)(modp) = 0)) → ¬(mxk + ny = q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðàâíåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ x, y ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ
m, n, q ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, k - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, íå ïðåâîñõî-
äÿùàÿ 6. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ïðîãðàììà". Çäåñü ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå ïðîñòûå äåëèòåëè p ÷èñëà n, è äëÿ âñåõ i = 0, . . . , p − 1 âû÷èñëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ p âûðàæåíèÿ mik − q. Åñëè ïðè êàêîì-ëèáî p ýòè çíà÷å-
íèÿ îêàçûâàþòñÿ íåíóëåâûìè, äåëàåòñÿ âûâîä î íåðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

18. Íîðìàëèçàòîð ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ óðàâíåíèé "óðàâíöåëîå". Íîðìàëèçà-
òîð èñïîëüçóåòñÿ ðåäêî è èìååò âñåãî äâà ïðèåìà - äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
âèäà a + x = b è äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè:
∀abcpqxy(x − öåëîå & y − öåëîå & a ≤ b & b = ap + q → ax + by = c ↔ ∃z(x =
z − py & z − öåëîå & az + qy = c))

Óñìîòðåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íåèçâåñòíîé

∀fz(∃n(n− öåëîå & z = f(n)) → ∅)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ z - ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Âûðàæåíèå f(n)
íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæèò, ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå
óñëîâèå íå èìåëî êîììåíòàðèÿ "ñåðèÿ", òî îíî ñîïðîâîæäàåòñÿ äàííûì êîììåíòàðè-
åì, óêàçûâàþùèì, ÷òî óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå íåèç-
âåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëî÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå øàáëîíû îòâåòîâ:
1. "ÿâíîå(õ14 íàáîð(öåëîå(õ14)íå(÷åòíîå(õ14))ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 õ1))ïóñòîåñëî-

âî ïóñòîåñëîâî)". Âñå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ n óñëîâèÿ çàäà÷è ñîäåðæàòüñÿ
â ñïèñêå: öåëîå(n),¬(n− even), n ≤ a.

2. "ÿâíîå(õ14 íàáîð(öåëîå(õ14)÷åòíîå(õ14)ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 õ1)) ïóñòîåñëîâî
ïóñòîåñëîâî)". Âñå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ n óñëîâèÿ çàäà÷è ñîäåðæàòñÿ â
ñïèñêå: öåëîå(n), n− even, n ≤ a.

3. "ÿâíîå(õ14 íàáîð(öåëîå(õ14)ìåíüøåèëèðàâíî(õ1 õ14)ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 õ2))
íàáîð(íå(ðàâíî(õ14 õ1))âçàèìíîïðîñòû(õ14 õ3))ïóñòîåñëîâî)". Âñå ñîäåðæàùèå
íåèçâåñòíóþ n óñëîâèÿ çàäà÷è ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå: öåëîå(n), a ≤ n, n ≤ b, ê
êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ äîáàâëÿòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî óòâåðæäåíèé âèäà ¬(n =
m), âçàèìíîïðîñòû(m, n).
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Îïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà ëèáî ìèíèìóìà ïî ìíîæåñòâó öåëûõ òî÷åê: ëî-
êàëüíîå óñëîâèå

∀fmnpyzA(Max(f, {m, . . . , n}, y, z) & f = λx(p(x), A(x)) & ∀i(i ∈ {m, . . . , n} → A(i)) →
y ⊆ seti(i ∈ {m, . . . , n} & (i = m ∨ 0 ≤ p(i)−p(i−1)) & (i = n ∨ 0 ≤ p(i)−p(i+1))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå y ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ
m, n - íå ñîäåðæàò. Òàêèì îáðàçîì, ñòîèò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà y òî÷åê
öåëî÷èñëåííîãî îòðåçêà {m, . . . , n}, â êîòîðûõ ÿâíî çàäàííàÿ îïèñàòåëåì "îòîáðàæå-
íèå" ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå z. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé
öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f . Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè i èñêîìîãî ïîäìíîæåñòâà y äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà: çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ i±1 íå äîëæíû ïðåâîñõîäèòü f(i).
Óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ÿâíî ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èìååòñÿ äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà.

Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë

∀z(z − öåëîå) = Z

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìöåëîå"

Îïåðàòîð óñìàòðèâàåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "öåëîå(x)". Êðîìå ïðèåìà íåïîñðåä-
ñòâåííîãî èçâëå÷åíèÿ äàííîãî óòâåðæäåíèÿ èç ñïèñêà ïîñûëîê, îí èìååò ñëåäóþùèå
ïðèåìû:

1. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀n(n− öåëîå→ −n− öåëîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

2. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè âèäà "íàòóðàëüíîå(n)".
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ n− öåëîå)
∀n((−n)− íàòóðàëüíîå→ n− öåëîå)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå n íåêîíñòàíòíîå.

3. Ñóììà.
∀ab(a− öåëîå & b− öåëîå→ (a + b)− öåëîå)
Óêàçàòåëü "äèñòðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1))" îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ îáðà-
áîòêó âñåõ ñëàãàåìûõ ñóììû. Äëÿ îáðàáîòêè èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðà-
òîð.

4. Ïðîèçâåäåíèå.
∀ab(a− öåëîå & b− öåëîå→ ab− öåëîå)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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5. Ñòåïåíü.
∀ab(a− öåëîå & 0 ≤ a & b− öåëîå→ ba − öåëîå)
∀n(n− öåëîå→ (−1)n − öåëîå)
∀ab(a− íàòóðàëüíîå & b− öåëîå→ ba)

Àíòåöåäåíòû çäåñü è â ñëåäóþùèõ òðåõ ïðèåìàõ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè.

6. Ìîäóëü.
∀a(a− öåëîå→ |a| − öåëîå)

7. Ñèãíóì.
∀a(sga− öåëîå)

8. Ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
∀a(êîíå÷íîå(a) → carda− öåëîå)

9. Ïðèíàäëåæíîñòü êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë.
∀amn(a ∈ {n, . . . , m} → a− öåëîå)
∀amn(a ∈ {n, . . . , m}\b → a− öåëîå)
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
∀amnA(a ∈ A & A ⊆ {m, . . . , n} & m− öåëîå & n− öåëîå→ a− öåëîå)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

10. Öåëàÿ ÷àñòü.
∀a([a]− öåëîå)

11. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ íîä(m, n)− öåëîå)
Àíòåöåäåíòû çäåñü è â ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèåìàõ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè.

12. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ íîê(m, n)− öåëîå)

13. Äðîáü.
∀an(¬(a = 0) & a|n & n− öåëîå→ n/a− öåëîå)

14. Óñìîòðåíèå èç ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó ñïèñêó öåëûõ ÷èñåë.
∀an(n ∈ {; a} & {; a} ⊆ Z → n− öåëîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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15. Äëèíà íàáîðà.
∀a(l(a)− öåëîå)
∀n(n = l(a) → n− öåëîå)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

16. Óñìîòðåíèå èç ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.
∀mn(m = n → m− öåëîå)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì n - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàí-
òà.

17. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.
∀a(deg(a)− öåëîå)

18. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé ïîñûëêè.
∀afP (P (a) & ∀x(P (x) → f(x)− íàòóðàëüíîå) → f(a)− öåëîå)
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ P - ôóíêöè-
îíàëüíàÿ, f - îáû÷íàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî.

19. Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ïîñûëîê.
∀An(âåðòèêíóëè(A, n) → n− öåëîå)
Óòâåðæäåíèå "âåðòèêíóëè(A n)" èñïîëüçóåòñÿ â ïðèåìàõ, äèàãîíàëèçèðóþùèõ
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ìåòîäîì Ãàóññà. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà A èìååò íóëè
ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ â ñòîëáöàõ, íîìåðà êîòîðûõ ìåíüøå n.
∀amnA(A = Ìàòðèöà(a, m, n) → m− öåëîå)
∀amnA(A = Ìàòðèöà(a, m, n) → n− öåëîå)
Âûðàæåíèå "Ìàòðèöà(a m n)" îáîçíà÷àåò ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó, èìåþùóþ
m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, ïîðîæäåííóþ íàáîðîì a. Îíî èñïîëüçóåòñÿ â âû÷èñëè-
òåëüíûõ ïðèåìàõ ÃÅÍÎËÎÃà. Ñòðîêè ìàòðèöû ôîðìèðóþòñÿ êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíûå îòðåçêè íàáîðà a.
∀abcmn(Pmax(λi(a(i), i ∈ {m, . . . , n}), b, c) → b− öåëîå)
Óòâåðæäåíèå Pmax(f, b, c) îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f
ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå c íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ
a - ôóíêöèîíàëüíàÿ.
∀kmnp(m(mod) + p = 0 & n|(k − p) → (m + k)/n− öåëîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííûå k, p èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåííàÿ n - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

20. Öåëî÷èñëåííàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè.
∀fi(Val(f) ⊆ Z → f(i)− öåëîå)
Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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21. Ýëåìåíò íàáîðà öåëûõ ÷èñåë.
∀ani(i ∈ {1, . . . , n} & êîðòåæ(a, n,Z) → a(i)− öåëîå)
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âìåñòî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë âî âòîðîì àíòåöåäåíòå ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

22. Ïðîñòîå ÷èñëî.
∀n(ïðîñòîå(n) → n− öåëîå)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ.

23. ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü.
∀a(÷èñëèòåëü(a)− öåëîå)
∀a(çíàìåíàòåëü(a)− öåëîå)

24. Êîíå÷íàÿ ñóììà.
∀fP (f(i)− öåëîå→∑

i,P (i) f(i)− öåëîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ ïîñûëêà P (i). Ïåðåìåííûå f, P - ôóíêöèîíàëüíûå.

25. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû.
∀aA(ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A)− ÷èñëî→ ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A)− öåëîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ôàêòè÷åñêè ïðè ýòîì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà êîíå÷íûé.

26. Íàèìåíüøèé ýëåìåíò ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
∀P (inf(setx(P (x) & x− íàòóðàëüíîå))− öåëîå)
Ïåðåìåííàÿ P - ôóíêöèîíàëüíàÿ.

27. ×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè.
∀a(÷åòíîñòü(a)− öåëîå)

28. ×èñëî ïåðåìåííûõ ôóíêöèè.
∀f (÷èñëïåðåì(f)− öåëîå)

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåöåëîå"

Îïåðàòîð óñìàòðèâàåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "íå(öåëîå(n))".
1. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀n(¬(n− öåëîå) → ¬((−n)− öåëîå))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

2. Ñóììà äðîáåé ñ ÷åòíûì è íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.
∀ab(çíàìåíàòåëü(b)− even & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) → ¬((a + b)− öåëîå))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
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3. ×èñëîâàÿ äðîáü.
∀ab(a < b → ¬(a/b− öåëîå))
∀abcd(a = bc + d & ¬(d = 0) → ¬(a/b− öåëîå))
Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

4. Âñå ñëàãàåìûå ÷èñëèòåëÿ, êðîìå îäíîãî, à òàêæå çíàìåíàòåëü äåëÿòñÿ íà íåêî-
òîðîå ïðîñòîå ÷èñëî.
∀abcn(n− öåëîå & p|a & p|c & ¬(p|b) → ¬((an + b)/c− öåëîå))
Ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âòîðîé àíòåöåäåíò ïåðå÷èñëÿåò âñåâîçìîæíûå ïðî-
ñòûå äåëèòåëè p ÷èñëà a. Êîìïèëÿòîðó óêàçûâàåò íà ýòî ôèëüòð "ïðîñòîå(p)".
Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c äåëèòñÿ íà p, à b - íå äåëèòñÿ.

5. Äðîáü, ó êîòîðîé ìîäóëü çíàìåíàòåëÿ áîëüøå ìîäóëÿ ÷èñëèòåëÿ.
∀mn(a ≤ |n| − |m| & 0 < a → ¬(m/n− öåëîå))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "íèæíÿÿîöåíêà", âòîðîé -
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìöåëîå"

Íîðìàëèçàòîð ïðåäïðèíèìàåò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ óòâåðæäåíèé âèäà "a−öåëîå".
Îí ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþùèå ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû ñêàíè-
ðîâàíèÿ çàäà÷è:

1. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà â óñëîâèè öåëî÷èñëåííîñòè.
2. Îòáðàñûâàíèå çàâåäîìî öåëî÷èñëåííîãî ñëàãàåìîãî.
3. Óñìîòðåíèå öåëî÷èñëåííîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óñìöåëîå".
4. Öåëî÷èñëåííîñòü äðîáè ñ êîíñòàíòíûì ÷èñëèòåëåì, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó íóëþ ÷èñëèòåëÿ.

13.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "íàòóðàëüíîå"

Óòâåðæäåíèå "íàòóðàëüíîå(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå
"a − íàòóðàëüíîå", îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñèìâîë õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "ïðåäèêàòíûéñèìâîë", "ðîä", "ðîäîáúåêòà". Îí çàäàåò
îäèí èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ, ïðè÷åì íàäòèïàìè ÿâëÿþòñÿ òèïû "öåëîå", "ðà-
öèîíàëüíîå", "÷èñëî", "êîìïëåêñíîå".

Óñìîòðåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé "f(. . .) − íàòóðàëüíîå" ñ ïîìîùüþ ñïðà-
âî÷íèêà "òèï", îïðåäåëÿþùåãî íàòóðàëüíûé òèï çíà÷åíèé îïåðàöèè ëèáî êîíñòàíòû
f , ñëóæèò ïðèåì ñ çàãîëîâêîì "ðîäîáúåêòà" è òåîðåìîé "ðîäîáúåêòà(íàòóðàëüíîå)".
Óðîâåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

setz(z − íàòóðàëüíîå) = N

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Èñêëþ÷åíèå ìèíóñà.
∀n((−n)− íàòóðàëüíîå↔ n− öåëîå & n + 1 ≤ 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìîãî.
∀mn(m− öåëîå→ (m + n)− íàòóðàëüíîå↔ n− öåëîå & 0 ≤ m + n− 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
3. Èñêëþ÷åíèå äðîáè.
∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− íàòóðàëüíîå→ (m/n)− íàòóðàëüíîå↔ n|m)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

4. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà.
∃n(n− íàòóðàëüíîå)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀an(∃x(x− íàòóðàëüíîå & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Çàãîëîâîê òîò æå. Êâàíòîð îáùíîñòè âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâçåðòêà" è èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé ¬(x = a(1)), . . . ,¬(x = a(n)). Ïåðå-
ìåííàÿ a - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀mn(m − íàòóðàëüíîå & n − öåëîå → ∀i(i − íàòóðàëüíîå & i ≤ m → i < n) ↔
m < n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀n(¬(∀i(i− íàòóðàëüíîå→ i < n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀fAB(f(x)− íàòóðàëüíîå→ ∀xyz(f(x) = yz & y − íàòóðàëüíîå & z − öåëîå &
A(x, z) → B(x, z)) ↔ ∀xy(y|f(x) & y − íàòóðàëüíîå & A(x, y) → B(x, y)))

Ïðèåì óìåíüøàåò ÷èñëî ñâÿçûâàåìûõ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé ïåðåìåííûõ.
Ïåðåìåííûå f, A,B ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà A(x, z). Óêàçàòåëü
"êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèöèðîâàòü x ñî ñïèñêîì ïåðåìåí-
íûõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâ è îòðèöàíèé ðàâåíñòâ íóëþ äëÿ íàòóðàëü-
íîé ïåðåìåííîé. Âñå ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è
ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ïîñûëêè çàäà÷è.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ 0 ≤ n− 1)
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Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abn(0 ≤ a & 0 ≤ b & n− íàòóðàëüíîå→ 0 ≤ an + b)

∀abn(0 < a & 0 ≤ b & n− íàòóðàëüíîå→ ¬(an + b = 0))

∀abn(0 < a & 0 ≤ b & n− íàòóðàëüíîå→ 0 < an + b)

Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, ïåð-
âûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

6. Çàìåíà óñëîâèÿ íàòóðàëüíîñòè íà óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè â îïèñàòåëå "îòîá-
ðàæåíèå".
∀ab(λn(a(n), n− íàòóðàëüíîå & n ≤ b) = λn(a(n), n− öåëîå & 1 ≤ n & n ≤ b))

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïèñàòåëü ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì îäíîé
èç îäíîìåñòíûõ îïåðàöèé "ñóììàâñåõ", "îáúåäèíåíèåâñåõ", "ïåðåñå÷åíèåâñåõ",
"ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ïðèåì âûïîëíÿåò ñòàíäàðòèçàöèþ çàäàíèÿ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ, íà êîòîðóþ ðàññ÷èòàíû ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè. Ïå-
ðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀fP (λxy(f(x, y), x− íàòóðàëüíîå & P (x, y)) = λxy(f(x, y), x− öåëîå & 1 ≤ x &
P (x, y)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Äîïóñêàåòñÿ èäåí-
òèôèêàöèÿ y ñî ñïèñêîì ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîé (â òîì ÷èñëå íóëåâîé) äëè-
íû.

7. Ñäâèã íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.
∀A(∃n(n− íàòóðàëüíîå & ¬(n = 1) & A(n)) ↔ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & A(n + 1)))

Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
8. Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.
∀fA(A(n) → setx(∃n(n − íàòóðàëüíîå & A(n) & x = f(n))) = setx(∃n(n −
íàòóðàëüíîå & x = f(n))))

Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ñíàáæåííîé äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêîé "n −
íàòóðàëüíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀A(setx(x− íàòóðàëüíîå & 1 ≤ x & A(x)) = setx(x− íàòóðàëüíîå & A(x)))

Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óðàâíåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ

1. Óñìîòðåíèå ïðîìåæóòêà çíà÷åíèé íàòóðàëüíîé íåèçâåñòíîé.
∀abcdmn(n−íàòóðàëüíîå & 0 < a & d = [(c−m)/a] & m ≤ b & an+b = c → n ≤ d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ íåèçâåñòíîé ýòîé çàäà÷è. Âûðàæåíèÿ a, c ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàí-
òû. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×åòâåðòûé
àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò ñèíòåçàòîð "íèæíÿÿîöåíêà" äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíåé
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îöåíêè m âûðàæåíèÿ b. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", âû÷èñëÿåò öåëóþ ÷àñòü äðîáè, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìöåëà-
ÿ÷àñòü". Ðåçóëüòàò d ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëî÷èñëåííóþ êîíñòàíòó. Çàäà÷à íå
äîëæíà èìåòü óñëîâèÿ âèäà n ≤ k, ãäå k - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, íå ïðåâîñõî-
äÿùàÿ d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Ðàâåíñòâî åäèíèöå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëåé.
∀ab(a− íàòóðàëüíîå & b− íàòóðàëüíîå→ ab = 1 ↔ a = 1 & b = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàâåíñòâî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò óñëîâèå âèäà
"íàòóðàëüíîå(. . .)". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Çàìåíà óñëîâèÿ íàòóðàëüíîñòè íåèçâåñòíîãî öåëî÷èñëåííîãî âûðàæåíèÿ íà íåðà-
âåíñòâî.
∀n(n− öåëîå→ n− íàòóðàëüíîå↔ 0 ≤ n− 1)

Óòâåðæäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå n ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå è îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀n(n− íàòóðàëüíîå↔ n− öåëîå & 0 ≤ n− 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû n íå èìåëî âèäà
"çíà÷åíèå(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀n(n− öåëîå→ ¬(n− íàòóðàëüíîå) ↔ n ≤ 0)

Îòðèöàíèå òðåáîâàíèÿ íàòóðàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå,
ïðè÷åì èìååò ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ â êîíòåêñòå çàìåíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé. Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò
çàãîëîâîê "ñâÿçêà":
∀a(a−÷èñëî& 0 < a → ∃n(n−íàòóðàëüíîå& ¬(a1/n−íàòóðàëüíîå)) ↔ ¬(a = 1))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âñå
ñîäåðæàùèå åå óñëîâèÿ ñóòü: "n − íàòóðàëüíîå, ¬(a1/n − íàòóðàëüíîå)". Àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀kn(n − íàòóðàëüíîå & k − íàòóðàëüíîå → ∃m(m − íàòóðàëüíîå & 0 < n −
m & ¬(m = k)) ↔ 3 ≤ n ∨ n = 2 & ¬(k = 1))

Ïåðåìåííàÿm èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âñå
ñîäåðæàùèå åå óñëîâèÿ ñóòü: "m − íàòóðàëüíîå, 0 < n −m, ¬(m = k)". Àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀an(∃x(x− íàòóðàëüíîå & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âñå
ñîäåðæàùèå åå óñëîâèÿ ñóòü: "x − íàòóðàëüíîå,¬(x = a(1)), . . . ,¬(x = a(n))".
Ïåðåìåííàÿ a - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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5. Ïîäáîð ïðèìåðà.
∀a(a = 1 → a− íàòóðàëüíîå)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ a - ñ
íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Â äðóãèå óñëîâèÿ a íå âõîäèò. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé" - îí çàìåùàåò ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå ïðè ïîïûòêå
ïîäáîðà çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü "íîâûé" èíèöèèðóåò ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðè-
åìà ïðè êàæäîì âîçîáíîâëåíèè ñêàíèðîâàíèÿ "òåíåâîé" îáëàñòè çàäà÷è. Ýòî
íóæíî äëÿ êîíòðîëÿ ìîìåíòîâ èñêëþ÷åíèÿ âñåõ ïðî÷èõ óñëîâèé, ñîäåðæàùèõ
a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(0 < a & 0 ≤ b− 1 & a < b → ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ¬(a = bn)))

Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé - óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîä-
áîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçàòîðà "âåðõíÿÿîöåíêà" äëÿ óñìîòðåíèÿ êîíå÷íîãî ïðîìå-
æóòêà çíà÷åíèé íàòóðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè.
∀abcx(x− íàòóðàëüíîå & ax + b = 0 & − b/x ≤ c → a ≤ c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è.
Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò x. Ïåðâîå èç ýòèõ âûðàæåíèé ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îíî ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. Òðå-
òèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "âåðõíÿÿîöåíêà", îïðåäåëÿþùèì
âåðõíþþ îöåíêó c. Ïðåäâàðèòåëüíî äðîáü −b/x îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Óñìîòðåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
∀n(n − öåëîå & 0 < n → ∀k(k − íàòóðàëüíîå → ¬(n = 2k)) ↔ ∃m(m −
íàòóðàëüíîå & n = 2m + 1))

Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ n
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðè-
åì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó

1. Ïðîñòåéøàÿ ñõåìà èíäóêöèè ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó.
∀mg(m − íàòóðàëüíîå & g(m) & ∀n(n − íàòóðàëüíîå & g(n) & 0 ≤ n − m →
g(n + 1)) → ∀n(n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n−m → g(n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâåðòêà". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èäåíòèôèêàöèÿ êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè ∀n(n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n−m → g(n)) ïðîèñõîäèò îäíîâðå-
ìåííî â óñëîâèè è ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå g(n) èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è, à àíòåöåäåíòû "n−íàòóðàëüíîå, 0 ≤ n−m" -
ñ íåêîòîðûìè åå ïîñûëêàìè. Ïðè èäåíòèôèêàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ g - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 4)õ13 1)"ðàçðåøàåò
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îòñóòñòâîâàòü â ïîñûëêàõ óòâåðæäåíèþ 0 ≤ n−m, è òîãäà m áåðåòñÿ ðàâíûì 1.
Â ëþáîì ñëó÷àåm äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íàòóðàëüíóþ êîíñòàíòó. Î÷åâèä-
íî, ÷òî äëÿ ïðèâÿçêè ïðèåìà îñòàåòñÿ ëèøü ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "íàòóðàëüíîå",
êîòîðûé è âûáèðàåòñÿ êîìïèëÿòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, èíèöèàëèçàöèÿ ïîïûò-
êè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîèñõîäèò ïðè óñìîòðåíèè ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçå-
òåëüñòâî, èìåþùåé âèä "m−íàòóðàëüíîå". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû (ñîîòâåòñòâåííî, áàçèñ
èíäóêöèè è øàã èíäóêöèè) âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ñëåäñòâèå". Îíè îáðàáàòûâà-
þòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå øà-
ãà èíäóêöèè ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ ñïåöèàëüíûå ïðèåìû, ñâÿçûâàþùèå òåêóùåå
óòâåðæäåíèå g(n + 1) ñ èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì g(n). Äëÿ èõ ïîäêëþ÷å-
íèÿ ñëóæèò êîììåíòàðèé (öåëîå n) ê èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñîçäàâàå-
ìûé óêàçàòåëåì "êîììåíòàðèé(ôèêñ(3 4)öåëîå ïåðåìåííàÿ(õ14))". Êðîìå òîãî,
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å øàãà èíäóêöèè ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íàòóðàëüíîå
n), áëîêèðóþùèé ïîâòîðíóþ ïîïûòêó èíäóêöèè ïî n. Áëîêèðîâêà ïîâòîðíîé
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â òåêóùåé çàäà÷å âûïîëíÿåòñÿ êîììåíòàðèåì (íà-
òóðàëüíîå äîêàçàòü n). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

2. Èíäóêöèÿ ïî äëèíå íàáîðà. Åñëè íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð õàðàêòåðèçóåò íåêî-
òîðûé íå÷èñëîâîé îáúåêò, òî ïðèõîäèòüñÿ ñîçäàâàòü ïðèåìû äîêàçàòåëüñòâà ïî
èíäóêöèè, â êîòîðûõ âàðüèðóþòñÿ êàê ïàðàìåòð, òàê è ñàì îáúåêò. Ïðîñòåéøèé
ïðèìåð - äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî äëèíå íàáîðà:
∀mPQ(m − íàòóðàëüíîå & ∀f (f − ôóíêöèÿ & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → P (f(i))) →
Q(f, m)) & ∀fn(n−íàòóðàëüíîå & f −ôóíêöèÿ & 0 ≤ n−m & ∀i(i ∈ {1, . . . , n+
1} → P (f(i))) & Q(f, n) → Q(f, n + 1)) → ∀fn(n− íàòóðàëüíîå & f −ôóíêöèÿ
& 0 ≤ n−m & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → P (f(i))) → Q(f, n)))

Êàê è âûøå, çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñâåðòêà". Óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì Q(f, n), íåêîòîðûå èç åå ïîñûëîê - ñ óòâåð-
æäåíèÿìè "n − íàòóðàëüíîå, f − ôóíêöèÿ, 0 ≤ n − m, ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
P (f(i)))". Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ f îáû÷íàÿ. Óêàçà-
òåëü "êîíñåêâåíò(ôèêñ(0 7 5))" îáåñïå÷èâàåò ñêëåéêó âñåõ èìåþùèõñÿ â ïî-
ñûëêàõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé âèäà ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → A(i)) â îäíó îáùóþ
èìïëèêàöèþ, èäåíòèôèöèðóåìóþ ñ ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → P (f(i))). Êîíñåêâåíò
P (f(i)) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ A(i). Óêàçàòåëü
"íîâàðãóìåíò(õ40 õ6 ôèêñ)" ïðîâåðÿåò, ÷òî âíóòðè ýòîé êîíúþíêöèè ïåðåìåí-
íàÿ f âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â âèäå f(i). Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 6)õ13 1)"
äîïóñêàåò ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ïîñûëêè 0 ≤ n −m, è òîãäà m èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ 1. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé è
òðåòèé (áàçèñ è øàã èíäóêöèè) - îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè
íà äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóþòñÿ òå æå êîììåíòàðèè (íàòóðàëüíîå n), (öåëîå
n), ÷òî è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Èíäóêöèÿ ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà. Èíîãäà íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð õàðàêòåðè-
çóåò ñðàçó íåñêîëüêî îáúåêòîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷å, è òîãäà ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ïî èíäóêöèè íåîáõîäèìî âàðüèðîâàòü âñå ýòè îáúåêòû. ×òîáû íàéòè
èõ ñïèñîê, ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "èíäóêòïàðàì" (ñì. íèæå). Åìó ïåðåäàåòñÿ
òåðì "èíäóêòïàðàì({x})", ãäå x - ïåðâîíà÷àëüíî óñìîòðåííûé îáúåêò ñ íàòó-
ðàëüíûì ïàðàìåòðîì n. Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò åãî â òåðì "èíäóêòïàðàì(
{x, y, . . .}, äîáàâëÿÿ ïðî÷èå âàðüèðóåìûå îáúåêòû y, . . . ,. Ïðèåì äîêàòåëüñòâà
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èíäóêöèåé ïî ìîùíîñòè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èëëþñòðèðóåò ñõåìó äåéñòâèé â
òàêèõ ñëó÷àÿõ:
∀m(èíäóêòïàðàì{A} = èíäóêòïàðàì{A; C} & m − íàòóðàëüíîå & ∀Anx(A −
set & cardA = m & P (A, x) → Q(A, m, x)) & ∀nBy(n − íàòóðàëüíîå & 0 ≤
n−m & ∀Ax(A− set & cardA = n & P (A, x) → Q(A, n, x)) & B− set & P (B, y) &
cardB = n + 1 → Q(B, n + 1, y)) → ∀Anx(A − set & n − íàòóðàëüíîå & 0 ≤
n−m & cardA = n & P (A, x) → Q(A, n, x)))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ñâåðòêà". Óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì Q(A, n, x), íåêîòîðûå èç ïîñûëîê - ñ óòâåðæäåíèÿìè
"A − set, n − íàòóðàëüíîå, 0 ≤ n − m, cardA = n, P (A, x)". Ôàêòè÷åñêè ñíà-
÷àëà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïåðâûå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ. Çàòåì îáðàáàòûâàåòñÿ
ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïîïîëíÿåò
èñõîäíûé îäíîýëåìåíòíûé ñïèñîê âàðüèðóåìûõ îáúåêòîâ {A} íåêîòîðûì ñïèñ-
êîì îáúåêòîâ C. Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàòåëåì "êîíòåêñò(ðàâíî( íàáîðïå-
ðåìåííûõ(õ23)ïàðàìåòðû(õ28)))", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñïèñîê x âñåõ ïàðàìåòðîâ
òåðìîâ ñïèñêà C. Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò èäåíòèôèêàöèÿ óòâåðæäåíèÿ P (A, x)
êàê êîíúþíêöèè âñåõ îñòàâøèõñÿ ïîñûëîê çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ñîäåð-
æàùèõ õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ ñïèñêà A, x. Â îñòàëüíîì ïðèåì àíàëîãè÷åí
äâóì ïðåäûäóùèì. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, òðåòèé è ÷åòâåðòûé (áàçà è øàã èíäóêöèè) - îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíûìè çàäà÷àìè íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Íîðìàëèçàòîð "èíäóêòïàðàì".
Ïîêà â íîðìàëèçàòîð âõîäèò âñåãî òðè ïðèåìà. Âñå îíè ñâÿçàíû ñ äîáàâëåíè-
åì ê ñïèñêó âàðüèðóåìûõ îáúåêòîâ ôóíêöèè, èìåþùåé âàðüèðóåìóþ îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ.
∀ABCf (Îòîáðàæåíèå(f, A,C) → èíäóêòïàðàì{A; B} ↔ èíäóêòïàðàì{A, f, ; B})
Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà "Îòîáðàæåíèå(f, A,C)", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ A âõîäèò â
ñïèñîê îáúåêòîâ, çàâèñÿùèõ îò âàðüèðóåìîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïî èíäóêöèè
ïàðàìåòðà, òî â ýòîò æå ñïèñîê âêëþ÷àåòñÿ è ïåðåìåííàÿ f . Ñëåäóþùèå äâà
ïðèåìà èìåþò àíàëîãè÷íûé õàðàêòåð. Èõ àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ.
∀ABf (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A → èíäóêòïàðàì{A; B} ↔ èíäóêòïàðàì{A, f ;
B})
∀ABf (ïåðåñòàíîâêà(f, A) → èíäóêòïàðàì{A; B} ↔ èíäóêòïàðàì{A, f ; B})

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íàòóðàëüíóþ íåèçâåñòíóþ

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå øàáëîíû îòâåòîâ:
"ÿâíîå(õ14 íàáîð(íàòóðàëüíîå(õ14))íàáîð(íå(ðàâíî(õ14 õ1)))ïóñòîåñëîâî)". Ñîäåð-
æàùèå íåèçâåñòíóþ n óñëîâèÿ ñóòü "íàòóðàëüíîå(n)", à òàêæå íåêîòîðîå (âîçìîæíî,
ïóñòîå) ìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé âèäà ¬(n = a), ãäå a íå ñîäåðæèò n.
"ÿâíîå(õ14 íàáîð(íàòóðàëüíîå(õ14)ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 õ2))íàáîð(íå(ðàâíî(õ14 õ1)
))ïóñòîåñëîâî)". Çàäà÷à èìååò óñëîâèÿ "íàòóðàëüíîå(n)", "n ≤ a" è ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî óñëîâèé âèäà ¬(n = b).
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Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì

Âî âñåõ ïðèåìàõ ýòîãî ðàçäåëà èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð", áëîêèðó-
þùèé ïîïûòêè èäåíòèôèöèðîâàòü êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ñ ïåðåõîäîì ê îòðèöà-
íèþ â êâàíòîðå ñóùåñòâîâàíèÿ.

1. Óñìîòðåíèå øàãà èíäóêöèè.
∀f (f(1) → ∀n(n − íàòóðàëüíîå & f(n) → f(n + 1)) ↔ ∀n(n − íàòóðàëüíîå →
f(n)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåì óñìàòðèâàåò êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ,
èäåíòèôèöèðóåìóþ êàê øàã äîêàçàòåëüñòâà ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèÿ f(n).
Àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðåä-
ïðèíèìàåò ïîïûòêó óñòàíîâèòü áàçèñ èíäóêöèè. Çàòåì êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî f(n) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Êîíòðàïîçèöèÿ ñ ïåðåõîäîì ê êîíå÷íîìó îòðåçêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
∀Pn(n − íàòóðàëüíîå → ∀k(P (k) & k − íàòóðàëüíîå → ¬(k ≤ n)) ↔ ∀k(k ∈
{1, . . . , n} → ¬(P (k))))

Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óòâåðæäåíèå P (k) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíú-
þíêöèåé âñåõ àíòåöåäåíòîâ çàìåíÿåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, îòëè÷íûõ îò
àíòåöåäåíòà "k − íàòóðàëüíîå". Àíòåöåäåíò òåîðåìû ïðèåìà îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñìîòðåíèå ëîæíîãî êîíñåêâåíòà.
∀aP (¬(a − íàòóðàëüíîå) → ∀n(n − íàòóðàëüíîå & P (n) → n = a) ↔ ∀n(n −
íàòóðàëüíîå→ ¬(P (n))))

Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò òåîðåìû ïðèåìà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Îòáðàñûâàíèå íåñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà, çàïðåùàþùåãî ðàññìîòðåíèå åäè-
íè÷íîãî çíà÷åíèÿ.
∀A(A(1) → ∀n(n − íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n − 2 → A(n)) ↔ ∀n(n − íàòóðàëüíîå →
A(n)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Â êà-
÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêè åé ïðèäàåòñÿ ïðåîáðàçóåìàÿ êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñòðàíåíèå ñäâèãà íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà.
∀A(A(1) → ∀m(m− íàòóðàëüíîå→ A(m + 1)) ↔ ∀m(m− íàòóðàëüíîå→ A(m)))

Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ26 õ13 ôèêñ)" ïðîâåðÿåò, ÷òî êîíñåêâåíò ïðåîáðàçó-
åìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ m òîëüêî â âèäå "m + 1".
Àíòåöåäåíò òåîðåìû ïðèåìà ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò âåðåí, åñëè âìåñòî
m + 1 ïîäñòàèòü åäèíèöó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà
äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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Ðåøåíèå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

1. Óñìîòðåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè.
∀afk(k − öåëîå → ∀n(n − íàòóðàëüíîå & k ≤ n → f(n) = af(n − 1)) ↔ ∀n(n −
íàòóðàëüíîå & k − 1 ≤ n → f(n) = f(k − 1)an−k+1))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

2. Ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåò-
ðàìè.
∀fghk(k − öåëîå → ∀n(n − íàòóðàëüíîå & k ≤ n → f(n) = g(n)f(n − 1) +

h(n)) ↔ ∀n(n − íàòóðàëüíîå & k − 1 ≤ n → f(n) =
∑n

i=k

(
h(i)

∏n
j=i+1 g(j)

)
+∏n

j=k g(j)f(k − 1)))

∀fghkm(k − öåëîå & m − öåëîå → ∀n(n ∈ {k, . . . , m} → f(n) = (g(n)f(n − 1) +
h(n))/p(n)) ↔ ∀n(n ∈ {k − 1, . . . ,m} → f(n) =∑n

i=k((h(i)/p(i))
∏n

j=i+1 g(j)/p(j)) +
∏n

j=k(g(j)/p(j))f(k − 1)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êîýôôèöèåíòû h(n),
g(n) íå äîëæíû èìåòü âõîæäåíèÿ ñèìâîëà "îïðåäåëèòåëü". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðåêóððåíòíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, äàþùåå ëèíåéíîå ðåøå-
íèå.
∀akmp(k − öåëîå & m = a(k − 1)− a(k − 2) & p = a(k − 2)− (k − 2)m → ∀n(n−
íàòóðàëüíîå & k ≤ n → a(n) = 2a(n−1)−a(n−2)) ↔ ∀n(n−íàòóðàëüíîå & k−
2 ≤ n → a(n) = p + mn))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðà-
âûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

4. Îáùèé ñëó÷àé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Ïðèåì ðåàëèçóåò ñòàíäàðòíóþ ñõåìó äåéñòâèé: ñòðîèòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, íàõîäèòñÿ ðàçëîæåíèå åãî íà ìíîæèòåëè, çàòåì ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîãî ñèíòåçàòîðà "Áàçèñðåøåíèé" (ñì. íèæå) ïî íàéäåííûì ìíî-
æèòåëÿì îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà ðåøå-
íèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, è íàêîíåö âûïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ îáùåãî
ðåøåíèÿ.
∀adkmpry¬(a(m + 1) = 0) & p =

∑m+1
j=1 (a(j)nj−1) & Áàçèñðåøåíèé(p, d) & d =

{; r} & l(r) = k → ∀n

(
n− öåëîå & s ≤ n →

∑m+1
j=1 (a(j)y(n + j − 1)) = 0

)
↔

∃c(∀n

(
n− öåëîå & s ≤ n → y(n) =

∑k
i=1(c(i)r(i))

)
& ∀i(i ∈ {1, . . . , k} → c(i)−

÷èñëî))
Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ðåêóððåíòíóþ çàâèñèìîñòü, ÿâëÿåò-
ñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ ýòîé çàäà÷è, m
- íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
êîíå÷íîé ñóììû∑m+1

j=1 (a(j)y(n+ j−1)) ñ îáû÷íîé ñóììîé. Ïðè ýòîì óêàçàòåëü
"ïîäòåðì(ôèêñ(0 1 6 1 1 3 2 2))" óòî÷íÿåò, ÷òî âûðàæåíèÿ n+j−1 ñðàâíèâàþòñÿ
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ñ òåðìàìè, íåçàâèñèìî ïîñòðîåííûìè ïî èçâåñòíûì íà ìîìåíò èäåíòèôèêàöèè
n, j. Ýòè òåðìû îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ". ×òîáû çàáëàãî-
âðåìåííî èäåíòèôèöèðîâàòü m, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ5
òåêâõîæä)âèä(õ5 çíà÷åíèå(õ24 ïëþñ(õ14 õ13))))". Òàêèì îáðàçîì, äî èäåíòè-
ôèêàöèè ñóììû â íåé áóäåò óñìàòðèâàòüñÿ ïîäâûðàæåíèå y(n + m) äëÿ "ìàê-
ñèìàëüíîãî" m. Ââåäåí òàêæå óêàçàòåëü "êîýôô(õ1)", îïðåäåëÿþùèé èäåíòè-
ôèêàöèþ a ñ íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ ïðè y(n), . . . , y(n + m). Åñëè â ñóììå
îòñóòñòâîâàë ÷ëåí ñ y(n + i), òî a(i) áóäåò ïîëàãàòüñÿ ðàâíûì íóëþ. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàåò îòëè÷èå
êîýôôèöèåíòà ïðè y(n + m) îò íóëÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñòðîèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Êîíå÷íàÿ ñóì-
ìà â ïðàâîé åãî ÷àñòè âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", ò.å. âûïèñûâàåòñÿ
êàê îáû÷íàÿ ñóììà. Ìíîãî÷ëåí îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "âèäÓìíî-
æåíèå", "íîðìâåùåñòâ", "Êîðíè". Ïåðâûé èç íèõ íàõîäèò ðàçëîæåíèå ìíîãî-
÷ëåíà íà êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè, âòîðîé - óñòðàíÿåò êîìïëåêñíîçíà÷íûå îïå-
ðàöèè íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, çàìåíÿÿ èõ íà âåùåñòâåííîçíà÷íûå àíàëî-
ãè, òðåòèé - ïðåîáðàçóåò ðàçëîæåíèå ê òàêîìó âèäó, ÷òîáû ïåðåìåíàÿ n èìåëà â
êàæäîì ìíîæèòåëå êîýôôèöèåíò åäèíèöà. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè îòáðàñûâàþòñÿ. Ïîäðîáíåå äàííûå íîðìàëèçàòîðû áóäóò ðàññìîò-
ðåíû â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì êîìïëåêñíûì ÷èñëàì. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "Áàçèñðåøåíèé", îïèñûâàåìûì íèæå. ×åòâåðòûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí èäåíòèôèöèðóåò ðåçóëüòàò d
ðàáîòû ñèíòåçàòîðà êàê êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ïåðå÷èñëÿåìîå íàáîðîì r. Ïÿòûé
àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" - îí íàõîäèò äëèíó k
íàáîðà r ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìäëèíàíàáîðà". Ïåðåä ïîñòðîåíèåì
ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ñîçäàåòñÿ íàáîð c íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà k. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "ïåðåìåí-
íûå(õ3 õ11)". Êîíå÷íàÿ ñóììà äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ðåøåíèé è
êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ∀i(i ∈ {1, . . . , k} → c(i)−÷èñëî) âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ðàçâåðòêà". Îíè âûïèñûâàþòñÿ êàê îáû÷íàÿ ñóììà è êîíúþíêöèÿ óòâåðæäå-
íèé "c(i)− ÷èñëî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ñîçäàí
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåêóððåíòíîñòè âèäà
∀n

(
n− íàòóðàëüíîå & s ≤ n →

∑m+1
j=1 (a(j)y(n + j − 1)) = 0

)
5. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè ïðè ïîìîùè ñèíòåçàòîðà "ëèí÷àñòíðåø". Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñò-
íîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåçàòîð "ëèí÷àñòíðåø" (ñì. íèæå), â îñòàëüíîì
ïðèåì àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:
∀adkmpruvy¬(a(m + 1) = 0) & p =

∑m+1
j=1 (a(j)nj−1) & Áàçèñðåøåíèé(p, d) & d =

{; r} & l(r) = k & ëèí÷àñòíðåø(a, n, u(n), v) → ∀n(n − íàòóðàëüíîå & s ≤ n →∑m+1
j=1 (a(j)y(n + j − 1)) = u(n)) ↔ ∃c(∀n(n − íàòóðàëüíîå & s ≤ n → y(n) =

v +
∑k

i=1(c(i)r(i))) & ∀i(i ∈ {1, . . . , k} → c(i)− ÷èñëî))
Åñëè u(n) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íóëåì, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ãðóïïèðîâêà íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ â îäíîé ÷àñòè.
∀fg(∀n(n− íàòóðàëüíîå→ f(n) = g(n)) ↔ ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ f(n)− g(n) =
0))
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Ãðóïïèðîâêà ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîãëè ñðàáîòàòü îïèñàííûå âû-
øå ïðèåìû, ó êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áûëà íóëåâàÿ. Êâàíòîðàÿ èì-
ïëèêàöèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ f(n), g(n) îáà ñî-
äåðæàò êàê íåèçâåñòíóþ, òàê è ïàðàìåòð n. Íè îäíî èç íèõ íå èìååò âèäà x(n),
ãäå x - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðåìåííûå f, g - ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

7. Ðåøåíèå ðåêóððåíòíîñòè â ïîñûëêàõ.
∀amyF ((∀n(n − íàòóðàëüíîå → F (y, n)) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(y, R) & ∀i(i ∈
{1, . . . ,m} → y(i) = a(i)) & y − ôóíêöèÿ) = B(y) → ∀n(n − íàòóðàëüíîå →
F (y, n)) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(y, R) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → y(i) = a(i)) & y −
ôóíêöèÿ↔ B(y))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Óòâåðæäåíèÿ "ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü(y, R)", "∀n(n − íàòóðàëüíîå → F (y, n))", "∀i(i ∈ {1, . . . ,m} →
y(i) = a(i))", "y − ôóíêöèÿ" áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ. Îíè îáðàçóþò ðåêóððåíò-
íîå çàäàíèå îáîçíà÷åííîé ïåðåìåííîé y ôóíêöèè. Ïåðåìåííûå a, F - ôóíê-
öèîíàëüíûå. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → y(i) = a(i)) âûäå-
ëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", ò.å. èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé ïîñûëîê âèäà
y(i) = a(i). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ y. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ îïèñàííûé âûøå àïïà-
ðàò ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, è ðåçóëüòàò B(y) çàìåùàåò èñõîäíóþ
ãðóïïó ïîñûëîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Ñèíòåçàòîð "Áàçèñðåøåíèé". Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó èìååò âèä "Áàçèñðåøå-
íèé(a, b)". Çäåñü a - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ðàçëîæåííûé íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè ïåðåìåííîé â êàæäîì ìíîæèòåëå ðà-
âåí 1. Â êà÷åñòâå b âûäàåòñÿ òåðì äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âûðàæåíèé, îïðå-
äåëÿþùèõ áàçèñíûå ðåøåíèÿ. ×òîáû îïðåäåëèòü ïåðåìåííóþ x, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí a, ïðè îáðàùåíèè îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ
êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Ñèíòåçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
(a) Êîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü.

∀a(Áàçèñðåøåíèé(a, ∅))
Âûðàæåíèå a - êîíñòàíòíîå.

(b) Ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî êîðíÿ.
∀abcnx(a−÷èñëî & Áàçèñðåøåíèé(b, c) → Áàçèñðåøåíèé((x+a)nb, sety(∃i(i ∈
{0, . . . , n− 1} & y = xi(−a)x)) ∪ c))

Ñîçäàíû äâà ïðèåìà, îäèí äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äðóãîé
- äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîãî (åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíû îêàçàëèñü âåùåñòâåííûìè). Òåîðåìû ýòèõ ïðèåìîâ ïðîðèñîâûâàþò-
ñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì îäèíàêîâî, íî â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
ñèìâîë "Óìíîæåíèå", à âî âòîðîì - "óìíîæåíèå". Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n -
íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó äëÿ
îáðàáîòêè îñòàòêà ïðîèçâåäåíèÿ. Óêàçàòåëü "èëè" îïðåäåëÿåò ðàçâåðò-
êó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ y = (−a)x, . . . , y =



Ãëàâà 13. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 1054

xn−1(−a)x. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêëàññ" äàëåå ïðåîáðàçóåò ïîëó÷åííîå âû-
ðàæåíèå sety(y = (−a)x ∨ . . . ∨ y = xn−1(−a)x) â êîíå÷íûé ïåðå÷åíü
{(−a)x, . . . , xn−1(−a)x}.

(c) Ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî êîðíÿ.
∀abcdnqx(a−÷èñëî & b−÷èñëî & Áàçèñðåøåíèé(c, d) & q =

√
a2 + b2 & ¬(q =

0) → Áàçèñðåøåíèé((x + a + bi)nc, sety(∃k(k ∈ {0, . . . , n− 1} & y = xkqx cos(
x arccos(a/q)))) ∪ d))

∀abcdnqx(a−÷èñëî & b−÷èñëî & Áàçèñðåøåíèé(c, d) & q =
√

a2 + b2 & ¬(q =
0) → Áàçèñðåøåíèé((x + a− bi)nc, sety(∃k(k ∈ {0, . . . , n− 1} & y = xkqx sin(
x arccos(a/q)))) ∪ d))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âåùåñòâåííîãî êîðíÿ.
(d) Óñëîâíîå âûðàæåíèå.

∀abcdP (Áàçèñðåøåíèé(a, c) & Áàçèñðåøåíèé(b, d) → Áàçèñðåøåíèé((a ïðè P,
èíà÷å b), (c ïðè P, èíà÷å d)))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ.
9. Ñèíòåçàòîð "Ëèí÷àñòíðåø". Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó èìååò âèä "ëèí÷àñòí-

ðåø(a, x, b, c)". Çäåñü a - òåðì, îïðåäåëÿþùèé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ðåêóððåíò-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ, x - ïåðåìåííàÿ äëÿ íîìåðà ýëåìåíòà îïðåäåëÿåìîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, b - íåíóëåâàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â êà÷å-
ñòâå c âûäàåòñÿ êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå.
(a) Íåçàâèñèìîå ðàññìîòðåíèå ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè ðåêóððåíòíîãî ñîîò-

íîøåíèÿ.
∀abcdex(ëèí÷àñòíðåø(a, x, b, d) & ëèí÷àñòíðåø(a, x, c, e) → ëèí÷àñòíðåø(a,
x, b + c, d + e))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó.
(b) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀acdefmnpqx(m = l(a) & f =
∑m+1

j=1 (a(j)xj−1) & f = (x − 1)pe & (∀i(i ∈
{1, . . . , n + 1} → q(i)− ÷èñëî) &

∑m+1
j=1 (a(j)

∑n
i=0(q(i + 1)(x + j − 1)i+p)) =

cxn) = ∀i(i ∈ {1, . . . , n + 1} → q(i) = d(i)) → ëèí÷àñòíðåø(a, x, cxn,
∑n

i=0(
d(i + 1)xi+p)))

Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(0 3 2)õ14 )" ðàçðåøàåò ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè
n îáðàùàòüñÿ â 0. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïåðâûé, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìäëèíàíàáîðà", îïðåäåëÿåò äëèíó
m íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ a. Âòîðîé ñòðîèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî-
÷ëåí, ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ åãî íà âåùåñòâåííûå ìíîæè-
òåëè è îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "Êîðíè", ÷òîáû ñäåëàòü âñå êîýô-
ôèöèåíòû ïðè x â ëèíåéíûõ ìíîæèòåëÿõ ðàâíûìè 1. Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëÿåò â íàéäåííîì ïðîèçâåäåíèè f ìíîæèòåëü âèäà (x − 1)p, ïðè÷åì
óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà(ôèêñ(3 2 1)õ15 0)" ðàçðåøàåò íóëåâîé ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè p. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ðåøàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ q(i) ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî, ñîãëàñíî óêà-
çàòåëþ "ïåðåìåííûå(õ16 ïëþñ(õ14 1))", ââîäèòñÿ íàáîð íîâûõ ïåðåìåííûõ
q(1), . . . , q(n+1). Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçîâàíèå êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè è êîíå÷íûõ ñóìì ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé â



Ãëàâà 13. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 1055

êîíúþíêöèþ è îáû÷íûå ñóììû. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ çàäà-
÷à íà îïèñàíèå ñ íåèçâåñòíûìè q(1), . . . , q(n+1), èìåþùàÿ äîïîëíèòåëüíóþ
öåëü (íåçàâèñèò x), çàïðåùàþùóþ ïåðåìåííîé x âõîäèòü â îòâåò.

(c) Ýêñïîíåíòà.
∀acdefmnpqx(m = l(a) & f =

∑m+1
j=1 (a(j)xj−1) & f = (x − k)pe & (∀i(i ∈

{1, . . . , n+1} → q(i)−÷èñëî) &
∑m+1

j=1 (a(j)
∑n

i=0(q(i+1)(x+j−1)i+pkx+j−1)) =
cxnkx) = ∀i(i ∈ {1, . . . , n+1} → q(i) = d(i)) & r = cxn → ëèí÷àñòíðåø(a, x,
rkx,

∑n
i=0(d(i + 1)xi+pkx)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äîáàâëÿåòñÿ ïÿòûé àíòåöåäåíò, êîòîðûé òî-
æå âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî ìíîæèòåëü r
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå íå ñîäåðæàùåãî x âûðàæåíèÿ c íà íåêî-
òîðóþ (âîçìîæíî, íóëåâóþ) ñòåïåíü x.

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óñëîâèÿ
"íàòóðàëüíîå(n)"

Óòâåðæäåíèå "íàòóðàëüíîå(a)" ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñ-
òèíà" ëèáî "ëîæü" ñëåäóþùèìè äâóìÿ ïðèåìàìè, èìåþùèìè çàãîëîâîê "âòîðîé-
òåðì":
∀a(a− íàòóðàëüíîå→ a− íàòóðàëüíîå)
∀a(¬(a− íàòóðàëüíîå) → ¬(a− íàòóðàëüíîå))
Àíòåöåäåíòû ïðèåìîâ îáðàáàòûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè
"óñìíàòóðàëüíîå" è "óñìíåíàòóðàëüíîå"(ñì. íèæå). Ïåðâûé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñ-
ëè óòâåðæäåíèå "íàòóðàëüíîå(a)" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì a
- íåèçâåñòíàÿ, äëÿ êîòîðîé â óñëîâèÿõ íåò ðàâåíñòâà, âûðàæàþùåãî åå ÷åðåç äðóãèå
íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "íîâûé" îòìåíÿåò áëîêèðîâêó ïîâòîðíîé ïîïûòêè ïðèìåíå-
íèÿ ïðèåìà ïðè âîçâðàùåíèè óòâåðæäåíèÿ â çîíó âíèìàíèÿ. Ïåðâûé ïðèåì ñðàáà-
òûâàåò íà óðîâíå 2, äëÿ âòîðîãî ýòîò óðîâåíü â ñëó÷àå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå
ïîâûøàåòñÿ äî 4.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíàòóðàëüíîå"

Êðîìå ïðèåìà, óñìàòðèâàþùåãî íàëè÷èå â ïîñûëêàõ îïåðàòîðà ïðîâåðÿåìîãî óòâåð-
æäåíèÿ "íàòóðàëüíîå(a)", ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñóììà.
∀ab(a− íàòóðàëüíîå & b− íàòóðàëüíîå→ (a + b)− íàòóðàëüíîå)
Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó. Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1))" îïðåäåëÿåò êîìïèëÿöèþ ïðèåìà ñ îáðàáîòêîé ñóì-
ìû ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ ïóòåì íåçàâèñèìîãî îáðàùåíèÿ ê óñìîòðå-
íèþ íàòóðàëüíîñòè êàæäîãî èç íèõ.
∀abn(n = a + b & a− öåëîå & 0 ≤ a & b− íàòóðàëüíîå→ n− íàòóðàëüíîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè.
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2. Ïðîèçâåäåíèå.
∀ab(a− íàòóðàëüíîå & b− íàòóðàëüíîå→ ab− íàòóðàëüíîå)
Êàê è â ñëó÷àå ñóììû, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "äèñòðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1))".

3. Ñòåïåíü.
∀ab(a− íàòóðàëüíîå & b− öåëîå & 0 ≤ b → ab − íàòóðàëüíîå)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

4. Öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå íóëÿ. Ïðåäøåñòâóþùèå ïðèåìû èìåëè óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà óæå ðàâåí 2:
∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n− 1 → n− íàòóðàëüíîå)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

5. Ôàêòîðèàë.
∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n → n!− íàòóðàëüíîå)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïðèíàäëåæíîñòü êîíå÷íîìó îòðåçêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
∀mnk(k ∈ {m, . . . , n} & m− íàòóðàëüíîå→ k − íàòóðàëüíîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
∀ai(i− íàòóðàëüíîå & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a,N) → a(i)− íàòóðàëüíîå)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

8. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â ïîñûëêàõ.
∀afP (P (a) & ∀x(P (x) → f(x)− íàòóðàëüíîå) → f(a)− íàòóðàëüíîå)
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ïðîñòîå ÷èñëî.
∀n(ïðîñòîå(n) → n− íàòóðàëüíîå)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ.
∀fi(Val(f) ⊆ N → f(i)− íàòóðàëüíîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f - îáû÷-
íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ìîùíîñòü íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
∀A(cardA = n & ¬(A = ∅) & n− ÷èñëî→ n− íàòóðàëüíîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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12. Êîíå÷íûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû.
∀Aaf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A)−
÷èñëî→ ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A)− íàòóðàëüíîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ýëåìåíò íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
∀ain(êîðòåæ(a, n,N) & i ∈ {1, . . . , n} → a(i)− íàòóðàëüíîå)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåíàòóðàëüíîå"

Êðîìå ïðèåìà íåïîñðåäñòâåííîãî èçâëå÷åíèÿ ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ "¬(íàòó-
ðàëüíîå(a))"èç ïîñûëîê, îïåðàòîð èìååò âñåãî òðè ïðèåìà:

1. Íåöåëîå ÷èñëî.
∀n(¬(n− öåëîå) → ¬(n− íàòóðàëüíîå))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìíåöåëîå".

2. Íåðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
∀a(¬(a− rational) → ¬(a− íàòóðàëüíîå))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìíåðàöèîíàëüíîå".

3. Íåïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
∀n(n ≤ 0 → ¬(n− íàòóðàëüíîå))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

13.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "ðàöèîíàëüíîå"

Óòâåðæäåíèå "ðàöèîíàëüíîå(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âè-
äå "a − rational", îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ñèìâîë "ðàöèîíàëüíîå"
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "ïðåäèêàòíûéñèìâîë", "ðîä", "ðîäîáú-
åêòà". Îí çàäàåò îäèí èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ, ïðè÷åì íàäòèïàìè ÿâëÿþòñÿ
òèïû "÷èñëî", "êîìïëåêñíîå".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀a((−a)− rational↔ a− rational)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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2. Îòáðàñûâàíèå ðàöèîíàëüíîãî ñëàãàåìîãî.
∀ab(a− rational→ (a + b)− rational↔ b− rational)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Äðîáíîå âûðàæåíèå.
∀pq(q − rational & ¬(q = 0) → (p/q)− rational↔ p− rational)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.
∀a((1/a)− rational↔ a− rational)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Îòáðàñûâàíèå ðàöèîíàëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ.
∀ab(a− rational & ¬(a = 0) → (ab)− rational↔ b− rational)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀ab(b = a → a− rational↔ b− rational)
Âûðàæåíèå a èìååò ñîìíîæèòåëü âèäà (A+B)n, ãäå n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà,
ðàâíàÿ 1, 2 ëèáî 3. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåðàöèî-
íàëüíîãî ÷èñëà íà ðàöèîíàëüíîå.
∀abc(a = bc & ¬(c− rational) → a− rational↔ b = 0)

Âûðàæåíèå a äîëæíî èìåòü çàãîëîâîê "ïëþñ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå". Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ2 ëåãêîâèäåòü(ðàöèîíàëüíîå(õ2)))" îï-
ðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé b êàê ïðîèçâåäåíèå âñåõ ñîìíîæèòåëåé
ðåçóëüòàòà ðàçëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ î÷åâèäíà ðàöèîíàëüíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå íå ðàâíî 1. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà "ïè".
¬(π − rational)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà

∃a(a− rational)
∀a(∃x(x− rational & ¬(x = a) & ÷èñëèòåëü(x)− even))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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∀x(∃pq(x = pq & p−rational & q−rational & ÷èñëèòåëü(p)−even & ¬(çíàìåíàòåëü(q)−
even)) ↔ x− rational & ÷èñëèòåëü(x)− even)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀an(∃x(x− rational & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðíîé èìïëè-
êàöèè ñ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé ¬(x = a(1)), . . . ,¬(x = a(n)). Ïåðåìåííàÿ a -
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abP (a(y) − rational & b(y) − rational & ¬(a(y) = 0) → ∃xy(x − rational & a(y)x =
b(y) & P (x, y)) ↔ ∃y(P (b(y)/a(y), y)))

Ïåðåìåííûå a, b, P ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïðè êàæäîì îáðàùåíèè äîáàâëÿåòñÿ ïîñûëêà P (x, y). Óêàçàòåëü "êîð-
òåæïåðåìåííûõ(õ24)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ y ñ íàáîðîì ïåðåìåííûõ, èìåþùèì
ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ24 ïóñòîåñëîâî))" ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòîò
íàáîð íåïóñò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ðàöèîíàëüíîãî çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé, îòëè÷íîãî îò çàäàííûõ
÷èñåë

∀an(∃x(x− rational & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

∀abn(b− ÷èñëî→ ∃x(x− rational & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i))) & b < x))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Êâàíòîð îáùíîñòè âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàç-
âåðòêà". Óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî âñåìè
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x. Âî
âòîðîì ïðèåìå äîïóñêàþòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà è ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

setz(z − rational) = Q

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé ðàöèîíàëüíóþ íåèçâåñòíóþ

Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé øàáëîí îòâåòà:
"ÿâíîå(õ14 íàáîð(ðàöèîíàëüíîå(õ14))íàáîð(íå(ðàâíî(õ14 õ1)))ïóñòîåñëîâî)".

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óñëîâèÿ "ðàöèîíàëüíîå(p)"

Óòâåðæäåíèå "ðàöèîíàëüíîå(a)" ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñ-
òèíà" ëèáî "ëîæü" ñëåäóþùèìè äâóìÿ ïðèåìàìè, èìåþùèìè çàãîëîâîê "âòîðîé-
òåðì":
∀a(a− ðàöèîíàëüíîå→ a− ðàöèîíàëüíîå)
∀a(¬(a− ðàöèîíàëüíîå) → ¬(a− ðàöèîíàëüíîå))
Àíòåöåäåíòû ïðèåìîâ îáðàáàòûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè
"óñìðàöèîíàëüíîå" è "óñìíåðàöèîíàëüíîå"(ñì. íèæå). Ïðèåìû ñðàáàòûâàþò òîëüêî
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â óñëîâèÿõ çàäà÷. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 2. Äëÿ ñîäåðæàùå-
ãî íåèçâåñòíûå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âòîðîãî ïðèåìà
ïîâûøàåòñÿ äî 4.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìðàöèîíàëüíîå"

1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ n− rational)
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûðàæåíèå n íåêîíñòàíòíîå.

2. Öåëîå ÷èñëî.
∀n(n− öåëîå→ n− rational)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀a(a− rational→ (−a)− rational)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëî-
êèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè.

4. Ñóììà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
∀ab(a− rational & b− rational→ (a + b)− rational)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "äèñòðè-
áðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1))" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó âñåõ ñëàãàåìûõ.

5. Ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
∀ab(a− rational & b− rational→ ab− rational)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Äðîáü ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì.
∀ab(¬(b = 0) & a− rational & b− rational→ (a/b)− rational)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

7. Öåëî÷èñëåííàÿ ñòåïåíü ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.
∀an(n− öåëîå & a− rational→ an − rational)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé ïîñûëêè.
∀axP (x ∈ a & a ⊆ sety(y − rational & P (y)) → x− rational)
Ïåðåìåííàÿ P - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ.

9. Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
∀a(a ∈ Q → a− rational)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåðàöèîíàëüíîå"

1. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀a(¬(a− rational) → ¬((−a)− rational))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

2. Îòáðàñûâàíèå ðàöèîíàëüíîãî ñëàãàåìîãî.
∀ab(b− rational & ¬(a− rational) → ¬((a + b)− rational))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

3. Îòáðàñûâàíèå íåíóëåâîãî ðàöèîíàëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ.
∀ab(¬(a = 0) & a− rational & ¬(b− rational) → ¬(ab− rational))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

13.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷èñëèòåëü"

Âûðàæåíèå "÷èñëèòåëü(a)" îáîçíà÷àåò ÷èñëèòåëü íåñîêðàòèìîé äðîáè, ïðåäñòàâëÿ-
þùåé ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a. ×èñëèòåëü áåðåòñÿ ñî çíàêîì ÷èñëà a. Ôîðìóëüíûé
ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå â òîì æå ñàìîì âèäå "÷èñëèòåëü(a)". Ñèì-
âîë "÷èñëèòåëü" õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "òèï", "òèïäàííûõ".

Èçìåíåíèå çíàêà

∀a(a− rational→ ÷èñëèòåëü(−a) = −÷èñëèòåëü(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îáðàòíàÿ äðîáü

∀a(0 < a → ÷èñëèòåëü(1/a) = çíàìåíàòåëü(a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ

∀abx(a · ÷èñëèòåëü(x) = b · çíàìåíàòåëü(x) ↔ ax = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì÷èñëèòåëü"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå ïðèåì, íàõîäÿùèé ÷èñëèòåëè äåñÿ-
òè÷íûõ äðîáåé. Êðîìå òîãî, ïðîäóáëèðîâàíû ïðèåìû äëÿ èçìåíåíèÿ çíàêà è îáðàò-
íîé äðîáè. Äîáàâëåí ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé ÷èñëèòåëü öåëîãî ÷èñëà: ∀a(a− öåëîå→
÷èñëèòåëü(a) = a)
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13.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "çíàìåíàòåëü"

Âûðàæåíèå "çíàìåíàòåëü(a)" îáîçíà÷àåò çíàìåíàòåëü íåñîêðàòèìîé äðîáè, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a. Çíàìåíàòåëü âñåãäà áåðåòñÿ ñî çíàêîì "ïëþñ".
Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå â òîì æå ñàìîì âèäå "çíàìåíà-
òåëü(a)". Ñèìâîë "çíàìåíàòåëü" õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "òèï",
"òèïäàííûõ".

Çíàìåíàòåëü öåëîãî ÷èñëà

∀n(n− öåëîå→ çíàìåíàòåëü(n) = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 0.

Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà

∀a(çíàìåíàòåëü(−a) = çíàìåíàòåëü(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îáðàòíàÿ äðîáü

∀a(0 < a → çíàìåíàòåëü(1/a) = ÷èñëèòåëü(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìçíàìåíàòåëü"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå ïðèåì, íàõîäÿùèé çíàìåíàòåëè äåñÿ-
òè÷íûõ äðîáåé. Êðîìå òîãî, ïðîäóáëèðîâàíû ïðèåìû äëÿ çíàìåíàòåëÿ öåëîãî ÷èñëà,
èçìåíåíèÿ çíàêà è îáðàòíîé äðîáè.

13.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "äåëèò"

Óòâåðæäåíèå "äåëèò(a b)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå "a|b,
îçíà÷àåò, ÷òî a, b ñóòü öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì a äåëèò b. Ñèìâîë "äåëèò" õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "ïðåäèêàòíûéñèìâîë", "îäç", "òèïäàííûõ", "òðàí-
çèòèâíî".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìîãî, äåëÿùåãîñÿ íà ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå.
∀abc(a|b → a|(b + c) ↔ a|c)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀mn(n|m ↔ n|(−m))

∀mn(m|n ↔ (−m)|n)
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Çàìåíû âûïîëíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
3. Ó÷åò âçàèìíîé ïðîñòîòû.
∀mnk(âçàèìíîïðîñòû(m, n) → n|(mk) ↔ n|k)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

4. Ñîêðàùåíèå íà îáùèé öåëî÷èñëåííûé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü.
∀mnk(m− öåëîå & n− öåëîå & k − öåëîå & ¬(k = 0) → (mk)|(nk) ↔ m|n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ îáðà-
ùåíèå m, n â åäèíèöó, íî k íå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

5. Äåëèìîñòü íà 2 ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë, ðàçíîñòü êîòîðûõ íå÷åòíà.
∀mnkp(¬(m− even) & ¬((n− k)− even) & m− öåëîå & n− öåëîå & k − öåëîå→
(2m)|(knp) ↔ m|(knp))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
âûðàæåíèÿ k, n èìåëè âèä x + a, x + b, ãäå a, b - êîíñòàíòû (âîçìîæíî, íóëå-
âûå); x - íåêîíñòàíòíîå. Ìíîæèòåëè m, p ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Äåëèìîñòü ìîäóëÿ öåëîãî ÷èñëà.
∀mn(m||n| ↔ m|n)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
7. Ñâåðòêà äâóõ óñëîâèé äåëèìîñòè â îäíî.
∀mnk(m|k & n|k ↔ íîê(m,n)|k)

Ïåðåìåííûå m, k èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀mnk(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|k & n|k ↔ íîê(m, n)|k)

Àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â êîíòåêñòå. Ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ çàêëþ÷åíà âíóò-
ðè îïèñàòåëÿ, èìåþùåãî ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

8. Äåëèòåëè åäèíèöû.
∀m(m− íàòóðàëüíîå→ m|1 ↔ m = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀mn((m + 1) − íàòóðàëüíîå & n − öåëîå → ∀x(x ∈ {0, . . . ,m} → n|x) ↔ m =
0 ∨ |n| = 1)

∀mn((m + 1) − íàòóðàëüíîå & n − öåëîå → ∀x(x − öåëîå & 0 ≤ x & x ≤ m →
n|x) ↔ m = 0 ∨ |n| = 1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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9. Äåëèìîñòü êîíå÷íîé ñóììû.
Óòâåðæäåíèå î äåëèìîñòè êîíå÷íîé ñóììû íà íàòóðàëüíóþ êîíñòàíòó m çà-
ìåíÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì î äåëèìîñòè íà m ñóììû ïðîèçâåäåíèé âñåâîçìîæíûõ
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m íà ÷èñëà ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ äàííûé âû÷åò:
∀Amt(m|

∑
i,A(i) t(i) ↔ m|

∑m−1
j=1 (jcard(seti(A(i) & t(i)(mod m) = j))))

Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Îíî ðàñïîëîæåíî âíóòðè
âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(. . .)". Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé
êîíñòàíòîé. Ïåðåìåííûå t, A - ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà i ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Äåëèìîñòü íà äðîáü
∀mn(m|n → (n/m)|n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå äëÿ ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòû.
∀mnk(k = m → n|m ↔ n|k)

Óòâåðæäåíèå î äåëèìîñòè âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðà-
æåíèå m - êîíñòàíòíîå, íî íå ÿâëÿåòñÿ äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëè "óïðîñòèòü" è "÷èñëî".
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
6.

Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå äåëèìîñòè

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
1. Äåëèìîñòü íóëÿ.
∀n(n− öåëîå→ n|0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ýòè æå çàìå÷àíèÿ îòíîñÿòñÿ ê òðåì ñëåäóþùèì ïðèåìàì.

2. Äåëèìîñòü íà åäèíèöó.
∀n(n− öåëîå→ 1|n)

3. Äåëèìîñòü öåëîãî ÷èñëà íà ñåáÿ.
∀n(n− öåëîå→ n|n)

4. Äåëèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ íà ñîìíîæèòåëü.
∀mn(n− öåëîå→ m|mn)

5. Äåëèìîñòü öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò.
∀abc(ab = c → a|c)
Ïåðåìåííûå a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå äåëåíèÿ
öåëûõ ÷èñåë. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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6. Äåëèìîñòü ÷åòíîãî ÷èñëà íà 2.
∀a(a− even→ 2|a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà

∀km(k − öåëîå & m− öåëîå→ m|k ↔ ∃n(k = mn & n− öåëîå))
Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Åñëè êâàíòîð âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ëèáî k
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ëèáî èìååòñÿ öåëü "ó÷åòîòâåòà", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, ÷òî-
áû íå ðàçðóøèòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñåðèè ðåøåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n ↔ ∃k(n + km = 0 & k − öåëîå))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀m(m− íàòóðàëüíîå→ ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ m|n) ↔ m = 1)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀mnk(n − íàòóðàëüíîå & m − öåëîå & k − öåëîå → ∃x(n|mx + k & x − öåëîå) ↔
íîä(m,n)|k)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀fgA(f(y) − íàòóðàëüíîå → ∀xy(x − íàòóðàëüíîå & ¬(x = 1) & x|f(y) & A(y) → x =
g(y)) ↔ ∀y(A(y) → ïðîñòîå(f(y)) & g(y) = f(y)))

Ïåðåìåííûå f, g, A ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà A(y). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

∀km(m|k ↔ ∃n(n− öåëîå & k = mn))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïàðàìåòðèçàöèÿ". Óòâåðæäåíèå î äåëèìîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" ëèáî öåëü "ïàðàìåòðèçàöèÿ" (ïî-
ñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îòâåò äîëæåí èìåòü âèä ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ).
Ïåðåìåííàÿ k - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â m. Ïðèåì ñîçäàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çà-
äà÷ó, ïîëó÷àåìóþ ðàññìàòðèâàåìîé çàìåíîé óñëîâèÿ. Åñëè åå óäàåòñÿ ðåøèòü, òî
âûäàåòñÿ îòâåò, èíà÷å - ïðîäîëæàåòñÿ ñêàíèðîâàíèå òåêóùåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀mk(m− öåëîå & k − öåëîå→ m|k ↔ ∃n(n− öåëîå & k = mn))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû k áûëî íåèçâåñòíîé, à òðåáóåòñÿ
ëèøü, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀km(k − öåëîå→ m|k ↔ ∃n(n− öåëîå & k = mn))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå âõîäèò â óñëî-
âèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ k - íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèå m - íàòóðàëüíàÿ
êîíñòàíòà. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè

∀mnkpq(m = k → mpq|n ↔ kpq|n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå m ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó. Àí-
òåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "âè-
äóìíîæåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ ýòîé ñóììû íà ìíîæèòåëè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàò k åñòü ïðîèçâåäåíèå ëèáî ñòåïåíü (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀mnkpq(m = k → n|mpq ↔ n|kpq)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ïîäáîð ïðèìåðà

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå & 0 < n−m & 0 < m → ¬(n|m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò òåîðåìû ïðèåìà èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Íå äîëæíî óñìàòðè-
âàòüñÿ, ÷òî m íåïîëîæèòåëüíî ëèáî ÷òî n íå ïðåâîñõîäèò m. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îíè çàìåùàþò ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå âî âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Åñëè åå óäàåòñÿ ðåøèòü, òî âûäàåòñÿ îòâåò, èíà÷å -
ïðîäîëæàåòñÿ ñêàíèðîâàíèå òåêóùåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀mnkx(n− öåëîå & k − öåëîå & m = nk & x = n → x|m)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå Z, èìåþùåé öåëü "äëÿëþáîãî". Òà-
êàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò èç íåêîòîðîé äðóãîé çàäà÷è íà îïèñàíèå Z ′, èìåþùåé óñëîâèåì
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ K: àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè K ïåðåäàþòñÿ â ïîñûëêè çà-
äà÷è Z, êîíñåêâåíò - çàìåùàåò êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, ïðè÷åì ââîäèòñÿ öåëü (íåçà-
âèñèò . . .), áëîêèðóþùàÿ çàâèñèìîñòü îòâåòà îò ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèåìå òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óñëîâèåì
ëèáî ñ ïîñûëêîé çàäà÷è, ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå n, âûáèðàåìîå â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ x, íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ öåëè (íåçàâèñèò . . .). ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêà-
çàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé", çàìåùàåò óñëîâèå äåëèìîñòè âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âû÷åòà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî

∀pmx(p|m → ∃i(i ∈ {0, . . . , p− 1} & ∃y(x = py + i & y − öåëîå)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(äåëèò(óìíîæåíèå(õ13
õ3)õ4))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà



Ãëàâà 13. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 1067

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ âèäà mc|d, ãäå m - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Óêàçà-
òåëü "êîíòåêñò(âõîäèò(õ23 õ4))" èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ x êàê íåêîòîðóþ ïå-
ðåìåííóþ âûðàæåíèÿ d. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âûáèðà-
åò ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà m. Óêàçàòåëü "èëè(ôèêñ(0)ôèêñ(0 2 1))" îïðåäåëÿåò
ðàçâåðòêó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ∃y(x = py & y −
öåëîå), . . . ,∃y(x = py+p−1 & y−öåëîå). Ýòà äèçúþíêöèÿ çàíîñèòñÿ â ïîñûëêè çàäà-
÷è è ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
6.

Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè öåëî÷èñëåííîãî ðàâåíñòâà èç ñîîáðàæåíèé äåëèìî-
ñòè

∀abcdp(p|a & ¬(p|(d− c)) & b− öåëîå & c− öåëîå & d− öåëîå→ ¬(ab + c = d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàâåíñòâî ab + c = d âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Çàäà÷à äîëæíà èìåòü òàêæå óñëîâèå âèäà "öåëîå(x)" ëèáî "íàòóðàëü-
íîå(x)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â òåêóùåå óñëîâèå. Ýòî òðåáîâàíèå ââåäåíî
äëÿ óñêîðåíèÿ, ÷òîáû ñðàçó îòñåêàòü íåöåëî÷èñëåííûå çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ a èäåí-
òèôèöèðîâàíà ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Îí ïåðå÷èñëÿåò ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà a. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdpq(p = |a| & q = d− c & ¬(p|q) & b− öåëîå→ ¬(ab + c = d))

Ðàâåíñòâî âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðå-
ìåííûå a, d, e èäåíòèôèöèðîâàíû ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, b - ñ ïåðåìåííîé.
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïîñëåäíèé - èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ äåëèìîñòè, ñîäåðæàùåãîñÿ â ïîñûëêàõ

∀mn(m|n ↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Óòâåðæäåíèå î äåëèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è, íå èìåþùåé òèïà "ïðåîáðà-
çîâàòü". Åñëè çàäà÷à èìååò òèï "îïèñàòü", òî ó íåå íå äîëæíî áûòü öåëè "ïðÿìîé-
îòâåò". Òàêèì îáðàçîì, áóäåò ðàçáëîêèðîâàíî ïîñëåäóþùåå èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Íàèáîëüøèé èç äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ðàâåí ýòîìó ÷èñëó

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ íàèáîëüøèé(n, setm(m− íàòóðàëüíîå & m|n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", îäíàêî óêàçàòåëü "îäíîçíà÷íî" ñîâåðøåííî
ìåíÿåò ñòàíäàðòíîå åãî ïîâåäåíèå. Âìåñòî çàìåíû óòâåðæäåíèÿ "íàèáîëüøèé(. . .)"
íà êîíñòàíòó "èñòèíà", ðåàëèçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ çàìåíà ïî ìîäèôèöèðîâàííîé â
ïðîöåññå êîìïèëÿöèè òåîðåìå:
∀nx(n− íàòóðàëüíîå→ (íàèáîëüøèé(x, setm(m− íàòóðàëüíîå & m|n)) ↔ x = n))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 2.
∀n(n− öåëîå & ¬(n = 0) → íàèáîëüøèé(|n|, setm(m− íàòóðàëüíîå & m|n)))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óêàçàòåëü "îäíîçíà÷íî" ìîäèôèöèðóåò òåîðåìó ïðèåìà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀nx(n−öåëîå& ¬(n = 0) → (íàèáîëüøèé(x, setm(m−íàòóðàëüíîå& m|n)) ↔ x = |n|))

Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåñóùåñòâåííûìè íåèçâåñòíû-
ìè çàäà÷è, ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ - ñî âñåìè óñëîâèÿìè, èìåþùèìè âõîæäåíèÿ
ýòèõ íåèçâåñòíûõ.
∀k(k − öåëîå→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & n|k))

Âìåñòî "n−íàòóðàëüíîå" ïîä êâàíòîðîì ìîæåò íàõîäèòüñÿ "n−öåëîå". Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀k(k − ÷èñëî→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & ¬(n|k)) ↔ ¬(k = 0))

∀k(k − íàòóðàëüíîå→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & ¬(k|n)) ↔ ¬(k = 1))

∀k(k − öåëîå→ ∃n(n− öåëîå & ¬(n = 0) & n|k))

∀mnk(m−öåëîå& k−öåëîå& n−öåëîå& çàèìíîïðîñòû(m, n) → ∃x(x−öåëîå& n|(mx+
k)))

∀kn(k−öåëîå & n−íàòóðàëüíîå→ ∃m(m−öåëîå & 0 ≤ m & m ≤ n− 1 & n|(m+ k)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀mnp(n − íàòóðàëüíîå & m − öåëîå & p − öåëîå → ∃k(k − öåëîå & n|(km + p)) ↔
íîä(m, n)|p)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀knP (k−öåëîå & n−öåëîå & P (k) → ∃x(x−öåëîå & k ≤ x & x ≤ n & P (x)) ↔ k ≤ n)

Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè, èñòèííîñòü òðåòüåãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ ñ äåëèìîñòüþ

∀mnx(m − íàòóðàëüíîå & n − íàòóðàëüíîå → (x − íàòóðàëüíîå & m|(nx) ↔ ∃k(k −
íàòóðàëüíîå & x = (mk)/íîä(m, n))))

∀mnx(m−íàòóðàëüíîå & n−íàòóðàëüíîå→ (x−öåëîå & m|(nx) ↔ ∃k(k−íàòóðàëüíîå
& x = (mk)/íîä(m, n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Óòâåðæäåíèÿ "x− íàòóðàëü-
íîå" è "m|(nx)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ m, n - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðè-
åì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Îòáðàñûâàíèå ïåðâîé òî÷êè öåëî÷èñëåííîãî ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ íåèç-
âåñòíîé èç ñîîáðàæåíèé äåëèìîñòè

∀mnkpx(m − öåëîå & x − öåëîå & ¬(p|(nx + k)) & n − öåëîå & k − öåëîå & p −
öåëîå & p|(mn + k) → m ≤ x ↔ m + 1 ≤ x)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ, m - âûðàæåíèå áåç íåèç-
âåñòíûõ. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè
óñëîâèÿìè çàäà÷è, ïðî÷èå àíòåöåäåíòû - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óòâåðæäåíèé î äåëèìîñòè ñ ïîìî-
ùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ

∀ab(a|b → a|b)

∀ab(¬(a|b) → ¬(a|b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "íîâûé" îïðåäåëÿåò ïîâòîðíûå
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè ïåðåâîäå òåêóùåãî òåðìà çàäà÷è â çîíó âíèìàíèÿ.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëü-
çóåòñÿ îïåðàòîð "óñìäåëèò", âî âòîðîì - îïåðàòîð "óñìíåäåëèò". Ïðèåìû ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ ïðèâîäÿòñÿ íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìäåëèò"

1. Äåëèìîñòü íóëÿ.
∀n(n− öåëîå→ n|0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
2. Äåëèìîñòü ÷èñëà íà 1.
∀a(a− öåëîå→ 1|a)

3. Äåëèìîñòü ÷èñëà íà ñåáÿ.
∀a(a− öåëîå→ a|a)

4. Óñìîòðåíèå äåëèìîñòè öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò.
∀abc(ab = c → a|c)
Ïåðåìåííûå a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

5. Óñìîòðåíèå äåëèìîñòè öåëî÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà.
∀abcd(b = ad → a|bc)
Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".



Ãëàâà 13. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 1070

6. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀ab(a|b → a| − b)

∀an(a|n → (−a)|n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè.

7. Äåëèìîñòü ñîìíîæèòåëÿ.
∀abc(a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå & a|b → a|(bc))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðåäøåñòâóþùèå
ïðèåìû èìåëè óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà
ðàâåí 2.

8. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.
∀ab(íîä(a, b)|b)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Òðàíçèòèâíîñòü äåëèìîñòè.
∀mnk(m|n & n|k → m|k)

Ñîçäàíû äâà ïðèåìà: îäèí èç àíòåöåäåíòîâ áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, à äðóãîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.

10. Äåëèìîñòü íà 2 ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë, èìåþùèõ íå÷åòíóþ ñóììó.
∀abnm(m− öåëîå & n− öåëîå & (a + b)(mod 2) = 1 → 2|m(a + n)(b + n))

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Äåëèìîñòü íà 2 ÷åòíîãî ÷èñëà.
∀m(m− even→ 2|m)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñì÷åòíîå". ×òîáû íå
ïðîèçîøëî âñòðå÷íîå îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñìäåëèò", ââåäåí áëîêèðóþùèé
êîììåíòàðèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Äåëèìîñòü ñòåïåíåé, èìåþùèõ ðàâíûå îñíîâàíèÿ.
∀mnk(m− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n− k → mk|mn)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

13. Äåëèìîñòü ñóììû.
∀mnk(m|n & m|k → m|(n + k))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "äèñòðè-
áðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó âñåõ ñëàãàåìûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåäåëèò"

1. Óñìîòðåíèå íåäåëèìîñòè äëÿ öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò.
∀abcd(c = ab + d → ¬(a|c))
Ïåðåìåííûå a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ íàòóðàëüíîé è öåëî÷èñ-
ëåííîé êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí âûïîë-
íÿåò äåëåíèå ñ îñòàòêîì. Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ4 0))" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó
òîãî, ÷òî îñòàòîê íåíóëåâîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìûõ âòîðîãî âûðàæåíèÿ, äåëÿùèõñÿ íà ïåðâîå.
∀abc(a|b & ¬(a|c) → ¬(a|(b + c)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1)"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîñëå òîãî, êàê îáðàáîòàí ïåðâûé àíòåöå-
äåíò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Íåäåëèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî.
∀mnk(ïðîñòîå(k) & m − öåëîå & n − öåëîå & k − öåëîå & ¬(k|m) & ¬(k|n) →
¬(k|(mn)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Íåäåëèìîñòü ñòåïåíè íà ïðîñòîå ÷èñëî.
∀mnk(ïðîñòîå(m) & n− öåëîå & k − öåëîå & 0 ≤ k & ¬(m|n) → ¬(m|nk))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

13.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷åòíîå"

Óòâåðæäåíèå "÷åòíîå(a)", ïðîðèñîâûâàåìîå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå "a −
even", îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ÷åòíîå öåëîå ÷èñëî. Ñèìâîë "÷åòíîå" õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "ïðåäèêàòíûéñèìâîë". Â îòëè÷èå îò ñèìâîëîâ "öåëîå"
è "íàòóðàëüíîå", îí íå çàäàåò îñíîâíîãî òèïà îáúåêòîâ. Íàèáîëåå ÷àñòî ñèìâîë
"÷åòíîå" èñïîëüçóåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ òåîðåì ïðèåìîâ, óòî÷íÿþùèõ ÷åòíîñòü ëè-
áî íå÷åòíîñòü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Îáû÷íî òàêèå
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè "óñì÷åòíîå", "óñìíå÷åò-
íîå". Íåêîòîðûå èç ïðèâîäèìûõ äàëåå ïðèåìîâ áûëè ââåäåíû íå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
èç çàäà÷íèêîâ ïî ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå, à äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ àâòîìàòè÷åñêè ñîçäà-
âàåìûõ ôèëüòðîâ ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà, ñâÿçàííûõ ñ ÷åòíîñòüþ-íå÷åòíîñòüþ çíàìå-
íàòåëåé è ÷èñëèòåëåé ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Óñëîâèå ÷åòíîñòè çíàìåíàòåëÿ ñóììû äðîáåé, îäíà èç êîòîðûõ èìååò íå÷åòíûé
çíàìåíàòåëü.
∀ab(a − rational & b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) → çíàìåíàòåëü(a +
b)− even↔ çíàìåíàòåëü(b)− even)
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Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñëîâèå ÷åòíîñòè ÷èñëèòåëÿ ñóììû äâóõ äðîáåé, îäíà èç êîòîðûõ èìååò íå÷åò-
íûå çíàìåíàòåëü è ÷èñëèòåëü, à äðóãàÿ - íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü.
∀ab(a− rational & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−
even) & ¬(÷èñëèòåëü(a)− even) → ÷èñëèòåëü(a + b)− even↔ ¬(÷èñëèòåëü(b)−
even))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Îòáðàñûâàíèå íå÷åòíîãî ìíîæèòåëÿ.
∀ab(a− öåëîå & ¬(a− even) & b− öåëîå→ (ab)− even↔ b− even)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 1 è 5.

4. Îòáðàñûâàíèå ÷åòíîãî ñëàãàåìîãî.
∀ab(a− even→ (a + b)− even↔ b− even)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

5. Îòáðàñûâàíèå íå÷åòíîãî ñëàãàåìîãî.
∀ab(a− öåëîå & ¬(a− even) → (a + b)− even↔ ¬(b− even))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀a((−a)− even↔ a− even)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà.
∀a(¬(∀n(n− even & n− öåëîå→ a = n)))

∀a(¬(∀n(¬(n− even) & n− öåëîå→ a = n)))

¬(∀n(n− öåëîå→ ¬(n− even))
¬(∀n(n− öåëîå→ n− even)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Óñìîòðåíèå íå÷åòíîãî ÷èñëà èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
∀n(∃m(n = 2m + 1 & m− öåëîå) → ¬(n− even))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Óñëîâíîå âûðàæåíèå.
∀abP (a− even→ ¬((a ïðè P, èíà÷å b)− even) ↔ ¬P & ¬(b− even))
∀abP (b− even→ ¬((a ïðè P, èíà÷å b)− even) ↔ P & ¬(a− even))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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×åòíîñòü ÷èñëèòåëÿ öåëîãî ÷åòíîãî ÷èñëà

∀a(a− öåëîå & a− even→ ÷èñëèòåëü(a)− even)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Èñïîëüçîâàíèå íå÷åòíîñòè çíàìåíàòåëÿ ïðè ÷åòíîì ÷èñëèòåëå

∀aP (¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) & P (a) ∨ ÷èñëèòåëü(a)− even↔ ¬(çíàìåíàòåëü(a)−
even) & (P (a) ∨ ÷èñëèòåëü(a)− even))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïîçâîëÿåò âûíåñòè èç äèçúþíêöèè íàðóæó
óñëîâèå íå÷åòíîñòè çíàìåíàòåëÿ. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèé ÷åòíîñòè-íå÷åòíîñòè äëÿ óñìîòðåíèÿ îòëè÷èÿ îò
çàäàííîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòû

∀a(a− öåëîå & ¬(a− even) → ¬(a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, óäîñòîâåðÿþùèéñÿ â íàëè÷èè ïîñûëêè
ñ çàãîëîâêîì "öåëîå" ëèáî "íàòóðàëüíîå". Ðàññìàòðèâàåìîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà
äîëæíî ÿâëÿåòüñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 4.
∀ab(a− even→ ¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåò-
ñÿ óñëîâèåì ëèáî ïîñûëêîé çàäà÷è. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Ïåðåìåííàÿ b
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íå÷åòíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ab(¬(a− even) → ¬(a = b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé êîíñòàíòîé.

Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ òðåáîâàíèå
÷åòíîñòè

∀pq(p = q → p− even↔ q − even)
Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå "p− even" âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðà-
æåíèå p ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ q îòëè÷åí îò p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ÷åòíîñòè ëèáî íå÷åòíîñòè íåèçâåñòíîé

∀abcn(a−öåëîå & b−öåëîå & c−öåëîå & x−öåëîå & ¬(a−even) & (axn+b)c/d−even→
∃k(k − öåëîå & x = 2k) ∨ ∃k(k − öåëîå & x = 2k + 1))

∀abcn(a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå & x− öåëîå & ¬(a− even) & ¬((axn + b)c/d−
even) → ∃k(k − öåëîå & x = 2k) ∨ ∃k(k − öåëîå & x = 2k + 1))
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèç-
âåñòíîé, n - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èç êîíòåêñòà íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ÷åòíîñòü, íè íå÷åò-
íîñòü x. Âûâîäèìîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ðàçáîðñëó÷àåâ", "ñåðèÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé

∀an(∃x(x− even & x− íàòóðàëüíîå & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(x = a(i)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óòâåðæäåíèÿ "x − even, x − íàòóðàëüíîå, ¬(x =
a(1)), . . . ,¬(x = a(n))" ñóòü âñå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíóþ
x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ

∀n(n− öåëîå→ ¬(n− even) ↔ ∃m(m− öåëîå & n = 2m + 1))

∀n(n− even↔ ∃m(m− öåëîå & n = 2m))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ó÷åòîòâåòà". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååò
ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöè-
ðîâàíà ñ íåèçâåñòíîé. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñå-
ðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíû âåðñèè äàííûõ ïðèåìîâ, ó êîòîðûõ n
ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì âûðàæåíèåì, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå.
Èõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀n(n− even↔ ∃m(m− öåëîå & n = 2m))

Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è, íå èìåþùåé òèïà "ïðåîáðà-
çîâàòü". Â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå äîëæíà îòñóòñòâîâàòü öåëü "ïðÿìîéîòâåò".
Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Äëÿ áëîêèðîâêè îáðàòíîé çàìå-
íû ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà". Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Îíà âûïîëíÿåò óêàçàííóþ çàìåíó âíóòðè âûðàæåíèÿ âèäà
"ìîùíîñòü(êëàññ(. . .))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè óòâåðæäåíèé î ÷åòíîñòè ñ ïîìî-
ùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ

∀a(a− even→ a− even)
∀a(¬(a− even) → ¬(a− even))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "íîâûé" îïðåäåëÿåò ïîâòîðíûå
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè ïåðåâîäå òåêóùåãî òåðìà çàäà÷è â çîíó âíèìàíèÿ.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëü-
çóåòñÿ îïåðàòîð "óñì÷åòíîå", âî âòîðîì - îïåðàòîð "óñìíå÷åòíîå". Ïðèåìû ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ ïðèâîäÿòñÿ íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñì÷åòíîå"

×åòíîñòü ëèáî íå÷åòíîñòü äåñÿòè÷íûõ êîíñòàíò ïðîâåðÿåòñÿ îïåðàòîðîì ËÎÑà "ñòàíä-
ñëåäñòâèå", èñïîëüçóåìûì ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè â èõ ïðèåìàõ íåïîñðåäñòâåí-
íîãî óñìîòðåíèÿ. Íà ÃÅÍÎËÎÃå ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. ×åòíîñòü çíàìåíàòåëÿ ñóììû äðîáåé, îäíà èç êîòîðûõ èìååò ÷åòíûé, à äðóãàÿ
- íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü.
∀ab(¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) & çíàìåíàòåëü(b) − even → çíàìåíàòåëü(a + b) −
even)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1)"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ïåðâîãî àí-
òåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. ×åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ öåëîãî ÷èñëà íà ÷åòíîå.
∀mn(m− even & n− öåëîå→ (mn)− even)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

3. ×åòíîñòü ÷èñëèòåëÿ ñóììû äâóõ äðîáåé, èìåþùèõ íå÷åòíûå ÷èñëèòåëè è çíà-
ìåíàòåëè.
∀ab(¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(a) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b) −
even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) → ÷èñëèòåëü(a + b)− even)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1
2)" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ïåðâûõ
äâóõ àíòåöåäåíòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀a(a− even→ (−a)− even)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Àëüòåðíàòèâíûå ïîïûò-
êè áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ñóììà ÷åòíûõ ñëàãàåìûõ.
∀ab(a− even & b− even→ (a + b)− even)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ñóììà íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ.
∀ab(¬(a− even) & ¬(b− even) → (a + b)− even)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

7. ×åòíîñòü ÷èñëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì
íà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.
∀ab(a−rational & b−rational & ÷èñëèòåëü(a)−even & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) →
÷èñëèòåëü(ab)− even)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
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8. ×åòíîñòü ÷èñëèòåëÿ ñóììû äâóõ äðîáåé, èìåþùèõ ÷åòíûå ÷èñëèòåëè.
∀ab(a − rational & b − rational & ÷èñëèòåëü(a) − even & ÷èñëèòåëü(b) − even →
÷èñëèòåëü(a + b)− even)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

9. ×åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë, èìåþùèõ íå÷åòíóþ ñóììó.
∀abmn(m− öåëîå & n− öåëîå & (a + b)(mod2) = 1 → m(n + a)(n + b)− even)
Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. ×åòíîñòü ÷èñëèòåëÿ äåëèìîãî, åñëè çíàìåíàòåëü äåëèòåëÿ íå÷åòíûé, à ðåçóëü-
òàò äåëåíèÿ èìååò ÷åòíûé ÷èñëèòåëü.
∀ab(a − rational & b − rational & ÷èñëèòåëü(a/b) − even & ¬(çíàìåíàòåëü(b) −
even) → ÷èñëèòåëü(a)− even)
Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ñóììà ÷èñëà è åãî âû÷åòà ïî ìîäóëþ 2.
∀n(n− öåëîå→ (n + n(mod2))− even)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíå÷åòíîå"

1. Íå÷åòíûé ÷èñëèòåëü äðîáè ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.
∀a(çíàìåíàòåëü(a)− even→ ¬(÷èñëèòåëü(a)− even))
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü äðîáè ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì.
∀a(÷èñëèòåëü(a)− even→ ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even))
∀a(∃n(÷èñëèòåëü(a) = 2n & n− öåëîå) → ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀a(¬(a− even) → ¬((−a)− even))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëî-
êèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü ñóììû äðîáåé ñ íå÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè.
∀ab(¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) → ¬(çíàìåíàòåëü(a +
b)− even))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1)"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîûïòêè ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ïåðâîãî àí-
òåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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5. Íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äðîáåé ñ íå÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè.
∀ab(a− rational & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−
even) → ¬(çíàìåíàòåëü(ab)− even))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

6. Íå÷åòíûé ÷èñëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äðîáåé ñ íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëÿìè.
∀ab(a−rational& b−rational& ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(a)−even) →
¬(÷èñëèòåëü(ab)− even))
Ýòîò è äâà ñëåäóþùèõ ïðèåìà àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó.

7. Íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äðîáè ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì íà äðîáü ñ
íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.
∀ab(b−rational & ÷èñëèòåëü(b)−even & a−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) →
¬(çíàìåíàòåëü(ab)− even))

8. Íå÷åòíûé ÷èñëèòåëü ñóììû äðîáåé ñ ÷åòíûì è íå÷åòíûì çíàìåíàòåëÿìè.
∀ab(çíàìåíàòåëü(b) − even & (a + b) − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) →
¬(÷èñëèòåëü(a + b)− even))

9. Íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü ñóììû äðîáåé ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì è íå÷òíûì çíàìå-
íàòåëåì.
∀ab(÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) → ¬(çíàìå-
íàòåëü(a + b)− even))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1)"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ïåðâîãî àí-
òåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü ÷àñòíîãî äðîáåé ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì è íå÷åòíûì
÷èñëèòåëåì.
∀ab(¬(b = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & a−rational& b−
rational→ ¬(çíàìåíàòåëü(a/b)− even))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

11. Íå÷åòíûé ÷èñëèòåëü ÷àñòíîãî äðîáåé ñ íå÷åòíûì ÷èñëèòåëåì è íå÷åòíûì çíà-
ìåíàòåëåì.
∀ab(¬(b = 0) & ¬(÷èñëèòåëü(a)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & a−rational& b−
rational→ ¬(÷èñëèòåëü(a/b)− even))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

12. Ñóììà ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ñëàãàåìûõ.
∀ab(a− even & ¬(b− even) → ¬((a + b)− even))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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13. Ñòåïåíü íå÷åòíîãî ÷èñëà.
∀mn(¬(m− even) & n− öåëîå & m− öåëîå→ ¬(mn − öåëîå))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ïðîèçâåäåíèå íå÷åòíûõ ÷èñåë.
∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå & ¬(m− even) & ¬(n− even) → ¬(mn− even))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Íîðìàëèçàòîð "íîðì÷åòíîå"

Íîðìàëèçàòîð âûïîëíÿåò ïðîñòåéøóþ ñòàíäàðòèçàöèþ óòâåðæäåíèÿ î ÷åòíîñòè. Îí
ñîäåðæèò ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèåìû îòáðàñûâàíèÿ íå÷åòíîãî ìíîæèòåëÿ ëèáî
÷åòíîãî ñëàãàåìîãî, à òàêæå ïðèåìû óñìîòðåíèÿ ÷åòíîñòè ëèáî íå÷åòíîñòè êîíñòàíò-
íûõ âûðàæåíèé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ "óñì÷åòíîå", "óñìíå÷åòíîå".

13.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "âû÷åò"

Âûðàæåíèå "âû÷åò(a b)" îáîçíà÷àåò âû÷åò öåëîãî ÷èñëà a ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ
b (áåðåòñÿ îò 0 äî b−1). Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå â âèäå
a(modb). Ñèìâîë "âû÷åò" õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "òèï", "îäç",
"òèïäàííûõ". Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ íàòóðàëüíûé âû÷åò, ïðèíèìàþùèé çíà-
÷åíèÿ îò 1 äî b. Îí îáîçíà÷àåòñÿ "Âû÷åò(a b)" è ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðå-
äàêòîðîì êàê a(Modb).

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Âû÷åò íóëÿ.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ 0(modn) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

2. Âû÷åò åäèíèöû.
∀n(n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n− 2 → 1(modn) = 1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

3. Íàõîæäåíèå âû÷åòà äëÿ ÷èñëîâûõ êîíñòàíò.
∀kmnp(m = kn + p → m(modn) = p)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåëî÷èñëåííîé è íàòó-
ðàëüíîé äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà" è âûïîëíÿåò äåëåíèå ñ îñòàòêîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Âû÷åò íå÷åòíîãî ÷èñëà ïî ìîäóëþ 2.
∀n(n− öåëîå & ¬(n− even) → n(mod2) = 1)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - áåðåòñÿ
â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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5. Óñìîòðåíèå íóëåâîãî âû÷åòà.
∀ab(b|a → a(modb) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

6. Ïðèâåäåíèå îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.
∀abcnp(p = a(mod n) & n−íàòóðàëüíîå& b−öåëîå& c−öåëîå& m−íàòóðàëüíîå→
(amb + c)(mod n) = (pmb + c)(mod n))

Ïåðåìåííûå a, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåëî÷èñëåííîé è íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâû÷åò". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p îòëè÷åí îò a. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïåðåõîä îò íåêîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ ïî íåêîíñòàíòíîìó ìîäóëþ ê êîíñòàíò-
íîìó.
∀abmnkp(a − öåëîå & b − öåëîå & n − öåëîå → (a(n + k)m + b)(mod n + p) =
(a(k − p)m + b)(mod n + p))

Ïåðåìåííûå k, p èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåí-
íàÿ m - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ n - ñ íåêîíñòàíòíûì âûðàæå-
íèåì. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ïåðåõîä îò íàòóðàëüíîãî âû÷åòà ê îáû÷íîìó.
∀ab(a(Mod b)− 1 = (a− 1)(modb))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Óñìîòðåíèå ÷åòíîñòè ëèáî íå÷åòíîñòè.
∀a(a(mod2) = 0 ↔ a− even)
∀a(a(mod2) = 1 ↔ ¬(a− even))
∀a(a(mod2)− 1 = 0 ↔ ¬(a− even))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ðàâåíñòâî âû÷åòà äðîáè íóëþ.
∀abc(b− öåëîå→ (a/b)(mod c) = 0 ↔ a(mod bc) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

3. Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâà ñ âû÷åòîì ê îòðèöàíèþ ðàâåíñòâà.
∀n(n−íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n−2 & i ∈ {1, . . . , n} → i−(i(mod n)) < 2 ↔ ¬(i = n))

∀n(n− íàòóðàëüíîå & i ∈ {1, . . . , n} → 0 ≤ i(mod n))− i ↔ ¬(i = n))

∀n(n− íàòóðàëüíîå & i ∈ {1, . . . , n} → 0 ≤ i(mod n))− 1 ↔ ¬(i = n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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4. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà âû÷åòà åäèíñòâåííîìó îñòàâøåìóñÿ íåèñêëþ÷åííûì çíà-
÷åíèþ.
∀abcn(l(b) = n−1 & {0, . . . , n−1}\{; b} = {c} → ¬(a(mod n) ∈ {; b}) ↔ a(mod n) =
c)

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì âèäà "íàáîð(. . .)", ïåðåìåííàÿ
n - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ñîêðàùåíèå îáùåãî öåëî÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.
∀abn(¬(n = 0) & a − öåëîå & b − öåëîå & n − öåëîå → (an)(mod bn) = 0 ↔
a(mod b) = 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

6. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà â ðàâåíñòâå âû÷åòà íóëþ.
∀ab((−a)(mod b) = 0 ↔ a(mod b) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
7. Óñìîòðåíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà âû÷åòà çàäàííîé êîíñòàíòå.
∀abcdn(d = íîä(b, n) & ¬(d|a) → ¬(a = (bx)(mod n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, n - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ñîêðàùåíèå ðàâåíñòâà ñ âû÷åòîì.
∀abcnx(íîä(b, n) = 1 & 0 ≤ a & a < n & a = (bc)(mod n) → a = (bx)(mod n) ↔
x(mod n) = c)

∀abcdnx(d = íîä(b, n) & 1 < d & 0 ≤ a & a < n & a = (bc)(mod n) → a =
(bx)(mod n) ↔ ∃i(i ∈ {0, . . . , d− 1} & x(mod n) = c + (ni)/d))

Â îáîèõ ïðèåìàõ ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîí-
ñòàíòàìè, n - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Âî âòîðîì ïðèåìå óêàçàòåëü "èëè(. . .)" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìîâ ðàâåí 1.

Îáúåäèíåíèå äâóõ óñëîâèé ðàâåíñòâà âû÷åòà íóëþ

∀apqr(a− öåëîå & r = íîê(p, q) → a(mod p) = 0 & a(mod q) = 0 ↔ a(mod r) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòó-
ðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óêàçàòåëü "äèçúþíêòîïåðàíä" áëî-
êèðóåò ïîïûòêè èäåíòèôèêàöèè êîíúþíêöèè êàê ïàðû àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðíîé èì-
ïëèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Îáúåäèíåíèå äâóõ îòðèöàíèé ðàâåíñòâà âû÷åòà äàííîìó çíà÷åíèþ

∀abckmn(m = −a & n = −c & m ∈ {0, . . . , k−1} & n ∈ {0, . . . , k−1} → ¬(a+b(mod k) =
0) & ¬(c + b(mod k) = 0) ↔ ¬(b(mod k) ∈ {m, n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ ðàñïîëîæåíà âíóò-
ðè îïèñàòåëÿ "êëàññ", ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êîòîðîãî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè
âûðàæåíèÿ b. Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåí-
íûå a, c - ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "ïðîãðàììà", ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Óðàâíåíèÿ ñ âû÷åòàìè

∀abcx(¬(a = 0) → (ax + b)(mod c) = 0 ↔ ∃n(n− öåëîå & x = (−b + cn)/a))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèÿ a, b íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âèäà
x ∈ {. . .}. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàìåíÿþùåå óòâåð-
æäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀mnx(x(mod n) = m ↔ ∃i(i− öåëîå & x = m(mod n) + ni))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííûå m,n - ñ öåëî÷èñëåííîé è íàòóðàëüíîé êîíñòàíòàìè. Çàìå-
íÿþùåå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

Ïåðåõîä ê âû÷åòàì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðà

∀abn(a−öåëîå& n−íàòóðàëüíîå→ ∃m(m−öåëîå& b = mn+a) ↔ b−öåëîå& b(mod n) =
a(mod n))

Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïîëîæåíî ïîä äðóãèì êâàíòîðîì ëè-
áî îïèñàòåëåì, ñâÿçûâàþùèìè íåêîòîðóþ åãî ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ. Àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïåðåõîä îò öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà ê ïàðàìåòðó, ïðîáåãàþùåìó çíà÷å-
íèÿ âû÷åòà ïî äàííîìó ìîäóëþ

∀Pn(n−íàòóðàëüíîå→ ∃k(k−öåëîå & P (k(mod n))) ↔ ∃k(k ∈ {0, . . . , n−1} & P (k)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(õ2 òåêâõîæä)âèä(õ2 âû÷åò(õ11 õ14)))" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "k(mod n)". Ïåðåìåííàÿ P
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè âûðàæåíèÿ P (k(mod n)) èñïîëüçóåòñÿ óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ11 ôèêñ)". Îí îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ k äîëæíà âñòðå÷àòü-
ñÿ â èäåíòèôèöèðóþùåì âûðàæåíèè òîëüêî â âèäå k(mod n). Âõîæäåíèÿ äàííîãî
ïîäâûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò øàáëîí äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåðìà P (k). Àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìâû÷åò"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþùèå ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèå-
ìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è: âû÷åò íóëÿ, âû÷åò åäèíèöû, íàõîæäåíèå âû÷åòà äëÿ ÷èñ-
ëîâûõ êîíñòàíò; óñòðàíåíèå ñëàãàåìûõ, êðàòíûõ ìîäóëþ.
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13.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "öåëàÿ÷àñòü"

Âûðàæåíèå "öåëàÿ÷àñòü(a)" îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a. Ôîð-
ìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå â âèäå [a]. Ñèìâîë "öåëàÿ÷àñòü"
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü", "òèï", "îäç", "òèïäàííûõ".

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "íîðìöåëàÿ÷àñòü".
∀ab(b = [a] → [a] = b)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì-
öåëàÿ÷àñòü". Ïîñëåäíèé èñïîëüçóåò ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå ïðèåì äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "÷èñëî-
öåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Öåëàÿ ÷àñòü öåëîãî ÷èñëà.
∀a(a− öåëîå→ [a] = a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

3. Óïðîùåíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñ öåëîé ÷àñòüþ ïîëîâèíû.
∀n(n− öåëîå→ (n/2 ïðè n− even, èíà÷å [n/2]) = [n/2])

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

4. Âûíåñåíèå öåëî÷èñëåííîãî ñëàãàåìîãî èç-ïîä öåëîé ÷àñòè.
∀an(n− öåëîå→ [a + n] = n + [a])

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

5. Óñòðàíåíèå öåëîé ÷àñòè ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè âû÷åòà.
∀knp(n(mod k) + p = 0 → [n/k] = (n + p)/k)

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, p - ñ öåëî÷èñëåí-
íîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå
íóëåâîå çíà÷åíèå p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Öåëàÿ ÷àñòü äðîáíîãî âûðàæåíèÿ.
∀mn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & m|n → [(n− 1)/m] = n/m− 1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 ≤ a & 0 < b & 0 < b− a → [a/b] = 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
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7. Îïðåäåëåíèå öåëîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ "âåðõíÿÿîöåíêà" è "íèæíÿ-
ÿîöåíêà".
∀abcd(b ≤ a & a ≤ c & d = [b] & 0 < d− c + 1 → [a] = d)

Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Îíè îïðåäå-
ëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè b, c âûðàæåíèÿ a. Òðåòèé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìöåëàÿ÷àñòü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò d -
öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Íàêîíåö, ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(b ≤ a & c = [b] & 0 < c + 1− a → [a] = c)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî âåðõíåé îöåíêè âûðàæåíèÿ a áå-
ðåòñÿ îíî ñàìî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcd(b ≤ a & a ≤ c & d = [b] & c = d + 1 → [a] = (c ïðè a = c, èíà÷å d))

Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îïðåäåëÿþò íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè
b, c, òðåòèé - âû÷èñëÿåò öåëóþ ÷àñòü d íèæíåé îöåíêè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" - îí óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåí-
êà c ðîâíî íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcd(b ≤ a & a ≤ c & d = [b] & d− c + 1 = 0 & 0 < c− a → [a] = d)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íåò îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé íà îïèñà-
íèå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå öåëîãî ÷èñëà

∀n(n− [n] = 0 ↔ n− öåëîå)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàâåíñòâî íóëþ öåëîé ÷àñòè ïîëîâèíû íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ [n/2] = 0 ↔ n = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ öåëîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ ïðè íàõîæäåíèè íèæíåé è
âåðõíåé åãî îöåíîê

∀abcdep(b ≤ a & a ≤ c & d = [b] & e = [c] & p = e − d & 0 < p → ∃i(i ∈
{0, . . . , p} & (b ïðè i = 0, èíà÷å d + i) ≤ a & (a ≤ c ïðè i = p , èíà÷å a <
d + i− 1) & [a] = d + i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(öåëàÿ÷àñòü(
õ1))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïîïûòêè åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðà-
æåíèÿ [a] â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå
è ÷òî âíóòðè a îòñóòñòâóþò ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå öåëûå ÷àñòè. Ïåðâûé è âòî-
ðîé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëÿìè "çíà÷åíèÿ", íàõîäÿò íèæíþþ è âåðõíþþ
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îöåíêè b, c âûðàæåíèÿ a. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëÿ-
ìè "èäåíòèôèêàòîð", óïðîùàþò öåëûå ÷àñòè ýòèõ îöåíîê ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòî-
ðà "íîðìöåëàÿ÷àñòü". Ðåçóëüòàòû d, e äîëæíû áûòü öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.
Ïÿòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü p äàí-
íûõ êîíñòàíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî p ìåíüøå 15. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "èëè(. . .)" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó çàìåíÿþùåãî
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ óòâåðæäåíèé âèäà A ≤ a & a ≤ B & [a] = C,
ãäå A, B, C - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ öåëîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ ïðè íàõîæäåíèè íèæíåé ëèáî
âåðõíåé åãî îöåíêè

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ".
∀abc(a ≤ b & c = [b] → c ≤ a & a ≤ b ∨ a < c)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(öåëàÿ÷àñòü(õ1))" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðè-
åìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ [a] â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è ÷òî íå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü íèæíþþ îöåíêó äëÿ a. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ", îïðåäåëÿåò âåðõíþþ îöåíêó b.
Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ñ ïîìî-
ùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìöåëàÿ÷àñòü" ÷èñëåííîå çíà÷åíèå c öåëîé ÷àñòè âåðõíåé
îöåíêè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå ðàâíî b (èíà÷å - ñì. ñëåäóþùèé ïðèåì). Âûâîäèìàÿ
äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.
∀ab(a ≤ b → b− 1 ≤ a & a < b ∨ a = b ∨ a < b− 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàéäåííàÿ îöåíêà b - öåëî÷èñëåííàÿ
êîíñòàíòà.
∀abc(b ≤ a & c = [b] → b ≤ a & a < c + 1 ∨ c + 1 ≤ a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âåðõíþþ îöåíêó íàéòè íå óäàåòñÿ, íî çàòî íàõîäèòñÿ íèæ-
íÿÿ îöåíêà b. Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ öåëîé ÷àñòè ýòîé îöåíêè - öåëî÷èñëåííàÿ êîí-
ñòàíòà c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ öåëîé ÷àñòüþ

∀ab([a] = b ↔ b− öåëîå & b ≤ a & a < b + 1)

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab([

√
a] = b ↔ b− öåëîå & 0 ≤ b & b2 ≤ a & a < b2 + 2b + 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íåðàâåíñòâà ñ öåëîé ÷àñòüþ

1. Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà, ñîäåðæàùåãî íåðàâåíñòâà ñ èçâåñòíûìè öåëûìè ÷àñòÿ-
ìè.
∀ab(a− b + 1 ≤ 0 → ¬(0 ≤ a− [b]))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà-
÷è íà îïèñàíèå è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Èìååò ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ
îòâåòà. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(0 < 1− a + b → 0 ≤ −1 + [a]− [b] ↔ b < [a])

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
2. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ íåðàâåíñòâ.
∀ax(a− öåëîå→ a ≤ [x] ↔ a ≤ x)

∀ax(a− öåëîå→ [x] ≤ a ↔ x < a + 1)

Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ëèáî âûðàæåíèå x ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå, ëèáî âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò íåèçâåñòíîé, ëèáî èìååò ìåñòî
ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Äëÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñîçäàíû àíàëîãè÷íûå ïðèåìû:
∀an(n− öåëîå→ n < [a] ↔ n + 1 ≤ a)

∀an(n− öåëîå→ [a] < n ↔ a < n)

3. Âûâîä îñëàáëåííîãî íåðàâåíñòâà áåç öåëîé ÷àñòè èç ðåøàåìîãî íåðàâåíñòâà.
∀abc(a ≤ b & c = (a ≤ b) → c)

∀abc(a < b & c = (a < b) → c)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì öåëóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ ñ
íåèçâåñòíûìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "èñêëöåëàÿ÷àñòü". Åñëè ïðè îá-
ðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó íå ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "äîêàçàòü", òî íîðìàëèçà-
òîð âûäàåò îñëàáëåííóþ âåðñèþ íåðàâåíñòâà (ÿâëÿþùóþñÿ ñëåäñòâèåì èñõîä-
íîãî íåðàâåíñòâà), â êîòîðîé öåëûå ÷àñòè, ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, èñêëþ÷åíû.
Åñëè æå ïðè îáðàùåíèè ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "äîêàçàòü", òî íîðìàëèçàòîð
âûäàåò óñèëåííóþ âåðñèþ íåðàâåíñòâà (èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ åå ñëåä-
ñòâèåì). Â äàííûõ ïðèåìàõ êîììåíòàðèé "äîêàçàòü" ïðè îáðàùåíèè íå ââî-
äèòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ c íå ñîäåðæèò öåëûõ ÷àñòåé. Äëÿ
áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ïîïûòîê èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "èñêëöåëàÿ÷àñòü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Ïîïûòêà äîêàçàòü óñèëåííîå íåðàâåíñòâî áåç öåëîé ÷àñòè.
∀ab(a ≤ b → a ≤ b)

∀ab(a < b → a < b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî è ñîäåðæèò öåëóþ ÷àñòü íåêîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ. Èñòèí-
íîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëü-
ñòâî, ïðè÷åì ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "èñêëöåëàÿ÷àñòü" ñ
êîììåíòàðèåì "äîêàçàòü", ïðåîáðàçóþùèé íåðàâåíñòâî â åãî óñèëåííóþ âåð-
ñèþ. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.
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5. Ñêëåéêà íåðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà ñ ïðèìåíåíèåì öåëîé ÷àñòè.
∀afx(f(−a) → x = −a & a − öåëîå ∨ −a < x & x − öåëîå & f(x) ↔ −[a] ≤
x & x− öåëîå & f(x))

∀afx(f(a) → x = a & a − öåëîå ∨ a < x & x − öåëîå & f(x) ↔ −[−a] ≤
x & x− öåëîå & f(x))

Äèçúþíêöèÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåé â a. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èñ-
òèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "a−öåëîå". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìöåëàÿ÷àñòü"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Âû÷èñëåíèå öåëîé ÷àñòè öåëîãî ÷èñëà.
2. Âûíåñåíèå öåëî÷èñëåííîãî ñëàãàåìîãî èç-ïîä öåëîé ÷àñòè.
3. Öåëàÿ ÷àñòü äðîáè, â êîòîðîé âûäåëÿåòñÿ ñëàãàåìîå ÷èñëèòåëÿ, êðàòíîå çíàìå-

íàòåëþ.
∀abn(n− öåëîå→ [(an + b)/a] = n + [b/a])

∀abn(n− öåëîå→ [−(an + b)/a] = −n + [−b/a])

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
4. Öåëàÿ ÷àñòü äðîáåé ñïåöèàëüíîãî âèäà.
∀n(n− öåëîå→ [(2n + 1)/4] = [n/2])

∀mn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & m|n → [(n− 1)/m] = n/m− 1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
5. Ñèìâîëû áåñêîíå÷íîñòè.

[∞] = ∞
[−∞] = −∞

Íîðìàëèçàòîð "èñêëöåëàÿ÷àñòü"

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íîðìàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñèëåíèÿ ëèáî îñëàáëåíèÿ
íåðàâåíñòâà ñ öåëûìè ÷àñòÿìè ïóòåì îòáðàñûâàíèè ýòèõ öåëûõ ÷àñòåé. Åñëè çàäàí
êîììåíòàðèé "äîêàçàòü", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ óñèëåíèå íåðàâåíñòâà. Ðåçóëüòàòîì áó-
äåò ñëóæèòü íåðàâåíñòâî, ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîå íåðàâåíñòâî. Ïðè
îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "äîêàçàòü" ïðîèñõîäèò îñëàáëåíèå íåðàâåíñòâà. Ðåçóëüòà-
òîì ñëóæèò íåðàâåíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì èñõîäíîãî.

1. Îòáðàñûâàíèå öåëîé ÷àñòè â ñëàãàåìîì ïðè îñëàáëåíèè íåðàâåíñòâà.
∀abcd(0 ≤ a → a[b] + c ≤ d ↔ ab− a + c ≤ d)

∀abcd(0 ≤ a → a[b] + c < d ↔ ab− a + c < d)
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∀abcd(a ≤ 0 → a[b] + c ≤ d ↔ ab + c ≤ d)

∀abcd(a ≤ 0 → a[b] + c < d ↔ ab + c < d)

∀abcd(0 ≤ a → d ≤ a[b] + c ↔ d ≤ ab + c)

∀abcd(0 ≤ a → d < a[b] + c ↔ d < ab + c)

∀abcd(a ≤ 0 → d ≤ a[b] + c ↔ d ≤ ab− a + c)

∀abcd(a ≤ 0 → d < a[b] + c ↔ d < ab− a + c)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êîììåíòàðèé "äîêàçàòü"
îòñóòñòâóåò.

2. Îòáðàñûâàíèå öåëîé ÷àñòè â ñëàãàåìîì ÷èñëèòåëÿ ïðè îñëàáëåíèè íåðàâåíñòâà.
∀abcdef (0 ≤ be → f < a + (b[c] + d)/e ↔ f < a + (bc + d)/e)

∀abcdef (0 ≤ be → f ≤ a + (b[c] + d)/e ↔ f ≤ a + (bc + d)/e)

∀abcdef (be ≤ 0 → f < a + (b[c] + d)/e ↔ f < a + (bc− b + d)/e)

∀abcdef (be ≤ 0 → f ≤ a + (b[c] + d)/e ↔ f ≤ a + (bc− b + d)/e)

∀abcdef (0 ≤ ad → (a[b] + c)/d + e < f ↔ (ab− a + c)/d + e < f)

∀abcdef (0 ≤ ad → (a[b] + c)/d + e ≤ f ↔ (ab− a + c)/d + e ≤ f)

∀abcdef (ad ≤ 0 → (a[b] + c)/d + e < f ↔ (ab + c)/d + e < f)

∀abcdef (ad ≤ 0 → (a[b] + c)/d + e ≤ f ↔ (ab + c)/d + e ≤ f)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
3. Îòáðàñûâàíèå öåëîé ÷àñòè â ñëàãàåìîì ïðè óñèëåíèè íåðàâåíñòâà.
∀abcd(0 ≤ a → a[b] + c ≤ d ↔ ab + c ≤ d)

∀abcd(0 ≤ a → a[b] + c < d ↔ ab + c < d)

∀abcd(a ≤ 0 → a[b] + c ≤ d ↔ ab− a + c ≤ d)

∀abcd(a ≤ 0 → a[b] + c < d ↔ ab− a + c < d)

∀abcd(0 ≤ a → d ≤ a[b] + c ↔ d ≤ ab− a + c)

∀abcd(0 ≤ a → d < a[b] + c ↔ d < ab− a + c)

∀abcd(a ≤ 0 → d ≤ a[b] + c ↔ d ≤ ab + c)

∀abcd(a ≤ 0 → d < a[b] + c ↔ d < ab + c)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé
"äîêàçàòü".

4. Îòáðàñûâàíèå öåëîé ÷àñòè â ñëàãàåìîì ÷èñëèòåëÿ ïðè óñèëåíèè íåðàâåíñòâà.
∀abcdef (0 ≤ ad → f < (a[b] + c)/d + e ↔ f < (ab− a + c)/d + e)

∀abcdef (0 ≤ ad → f ≤ (a[b] + c)/d + e ↔ f ≤ (ab− a + c)/d + e)

∀abcdef (ad ≤ 0 → f < (a[b] + c)/d + e ↔ f < (ab + c)/d + e)

∀abcdef (ad ≤ 0 → f ≤ (a[b] + c)/d + e ↔ f ≤ (ab + c)/d + e)

∀abcdef (0 ≤ ad → (a[b] + c)/d + e < f ↔ (ab + c)/d + e < f)

∀abcdef (0 ≤ ad → (a[b] + c)/d + e ≤ f ↔ (ab + c)/d + e ≤ f)
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∀abcdef (ad ≤ 0 → (a[b] + c)/d + e < f ↔ (ab− a + c)/d + e < f)

∀abcdef (ad ≤ 0 → (a[b] + c)/d + e ≤ f ↔ (ab− a + c)/d + e ≤ f)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

13.10 Ïðèåìû ñèìâîëîâ "íîä", "íîäâñåõ"

Âûðàæåíèå "íîä(a1 . . . an)" îáîçíà÷àåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë
a1, . . . , an. Îíî ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê òåêñòîâûì.
Ñïðàâî÷íèêè "àññîöèàòèâíî", "êîììóòàòèâíî", "òèï" óêàçûâàþò, ÷òî îïåðàöèÿ "íîä"
àññîöèàòèâíà, êîììóòàòèâíà è ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. ×òîáû ìîæíî áû-
ëî ðàññìàòðèâàòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
öåëûõ ÷èñåë a, ââåäåíà îïåðàöèÿ "íîäâñåõ(a)". Åå ïðîðèñîâêà ôîðìóëüíûì ðåäàêòî-
ðîì, êàê è äëÿ îïåðàöèè "íîä", íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðîðèñîâêè òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Íà ËÎÑå ðåàëèçîâàí ïðèåì, âû÷èñëÿþùèé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñ-
ëîâûõ êîíñòàíò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ðàâíûõ ÷èñåë.
∀n(n− öåëîå & ¬(n = 0) → íîä(n, n) = |n|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åäèíèöû è öåëîãî ÷èñëà.
∀n(n− öåëîå→ íîä(1, n) = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

4. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íóëÿ è íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà.
∀n(n− öåëîå & ¬(n = 0) → íîä(0, n) = |n|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Âûíåñåíèå íàðóæó îáùåãî öåëî÷èñëåííîãî ñîìíîæèòåëÿ.
∀mnk(m − öåëîå & n − öåëîå & k − öåëîå & ¬(m = 0) → íîä(mn, mk) =
|m|íîä(n, k))

Âûðàæåíèå m îòëè÷íî îò åäèíèöû. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Âûíåñåíèå íàðóæó îáùåãî çíàìåíàòåëÿ.
∀mnk(k|m & k|n & ¬(k = 0) → íîä(m/k, n/k) = íîä(m, n)/k)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
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7. Îäíî èç ÷èñåë äåëèòñÿ íà äðóãîå.
∀mn(m|n & ¬(m = 0) → íîä(m, n) = |m|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

8. Âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
∀mn(âçàèìíîïðîñòû(m, n) → íîä(m, n) = 1)

∀mnk(âçàèìíîïðîñòû(m, n) & k − öåëîå→ íîä(mk, n) = íîä(k, n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 2, âòîðîãî - 3.

9. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì öåëî÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ.
∀abcdmn(a − öåëîå & b − öåëîå & c − öåëîå & d = b − kc & m = kn + p & |n| ≤
|m| → íîä(ma + b, na + c) = íîä(pa + d, na + c))

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, âûðàæå-
íèå a íåêîíñòàíòíîå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Îíè ïðîâåðÿþò, ÷òî ìîäóëü n íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ m è âûïîëíÿþò äåëåíèå
ñ îñòàòêîì m íà n. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", îïðåäåëÿåò îñòàòî÷íûå ñëàãàåìûå d, âîçíèêàþùèå ïðè âû÷èòàíèè èç
ïåðâîãî îïåðàíäà ðåçóëüòàòà óìíîæåíèÿ âòîðîãî îïåðàíäà íà íåïîëíîå ÷àñòíîå
k. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèáî b, c îáà áûëè êîíñòàíòíûìè, ëèáî d èìåëî ìåíüøå
ñëàãàåìûõ, ÷åì b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ îäíîìó èç ÷èñåë.
∀mn(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå→ íîä(m,n) = n ↔ n|m)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïåðåõîä ê íîâûì ïàðàìåòðàì â êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.
∀PQf (∀ms(m−öåëîå & Q(m, s) → P (íîä(m, f(s)))) ↔ ∀kpqs(k−íàòóðàëüíîå & p−
öåëîå & q − öåëîå & âçàèìíîïðîñòû & Q(kp, s) & f(s) = kq → P (k)))

Çàìåíà ïàðàìåòðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûðàæåíèÿ m, f(s), äëÿ êîòîðûõ â
êîíñåêâåíòå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèé ýòîãî äåëèòåëÿ k íà âçàèìíî ïðîñòûå
÷èñëà p, q. Ïåðåìåííûå f, P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ40)"
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà P (. . .) ïî êàêîìó-ëèáî âõîæäåíèþ â êîí-
ñåêâåíò âûðàæåíèÿ íîä(m, f(s)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ

∀mnpx(ïðîñòîå(p) & m−íàòóðàëüíîå & n−öåëîå & 0 ≤ n & x−öåëîå→ íîä(x, pm) =
pn ↔ ∃k(k − öåëîå & ¬(p|k) & x = pnk) & n ≤ m)
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Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, âûðàæåíèÿ m, n, p - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀knx(x − öåëîå → íîä(x, n) = k ↔ k − íàòóðàëüíîå & k|n & ∃m(m − öåëîå & âçàèì-
íîïðîñòû(m,n) & x = mk))

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, âûðàæåíèÿ k, n - íå ñîäåðæàò. Ïðè ýòîì x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïóòåì ãðóïïè-
ðîâêè âñåõ ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ íîä(. . .). Àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïîäáîð ïðèìåðà

∀xyA(x = 1 & x− íàòóðàëüíîå & A(1, 1) → A(x, íîä(x, y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óòâåðæäåíèå A(x, íîä(x, y)) èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ A -
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ26)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëî-
íà A(x, . . .) ïóòåì âûäåëåíèÿ â òåêóùåì óñëîâèè êàêîãî-ëèáî âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ
"íîä(x, y)". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Ïåðâûé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îíè çàìåùàþò ðàññìàòðèâà-
åìîå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "íîâûé" àêòèâèðóåò ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà
ïðè êàæäîì âîçâðàùåíèè ðàññìàòðèâàåìîãî óñëîâèÿ â çîíó âíèìàíèÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∀abc(a− öåëîå & b− íàòóðàëüíîå→ ∃c(c− íàòóðàëüíîå & b = íîä(a, c)) ↔ b|a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b. Àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.

Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ

∀mn(m−öåëîå& n−öåëîå→ 1 < íîä(m, n) ↔ ∃k(k−íàòóðàëüíîå& 1 < k & k|m & k|n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîæäåñòâà

∀abc(a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå→ a− (íîä(b, c)) = 0 ↔ 0 ≤ a & a|b & a|c &
∀x(x|b & x|c → x ≤ a))

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàçíîñòü äâóõ íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé, òî ïðåîáðàçóåòñÿ òîò èç íèõ, êîòîðûé
çàäàåòñÿ áîëåå äëèííûì âûðàæåíèåì. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíîä"

Êðîìå ðåàëèçîâàííîãî íà ËÎÑå ïðèåìà, âû÷èñëÿþùåãî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
äâóõ öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò, íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþ-
ùèå ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:

1. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ðàâíûõ ÷èñåë.
2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åäèíèöû è öåëîãî ÷èñëà.
3. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íóëÿ è íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà.
4. Âûíåñåíèå íàðóæó öåëî÷èñëåííîãî ñîìíîæèòåëÿ.
5. Âûíåñåíèå íàðóæó îáùåãî çíàìåíàòåëÿ.
6. Îäíî èç ÷èñåë äåëèòñÿ íà äðóãîå.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíîäâñåõ"

Íîðìàëèçàòîð èìååò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ äëÿ ðàáîòû ñ íàèáîëüøèìè îáùèìè
äåëèòåëÿìè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ öåëûõ ÷èñåë.

1. Îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
∀a(a− öåëîå→ íîäâñåõ{a} = a)

2. Îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.
∀amn(íîäâñåõ{m, n; a} = íîäâñåõ{íîä(m,n); a})
Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Âûðàæå-
íèå íîä(m, n) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì-
íîä".
∀amn(k − íàòóðàëüíîå→ íîäâñåõ{mk, nk; a} = íîäâñåõ{kíîä(m, n); a})
Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.

3. Óñìîòðåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.
∀a(íîäâñåõ{1; a} = 1)

13.11 Ïðèåìû ñèìâîëîâ "íîê", "íîêâñåõ"

Âûðàæåíèå "íîê(a1 . . . an)" îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷èñåë a1,
. . . , an. Îíî ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê òåêñòîâûì. Ñïðà-
âî÷íèêè "àññîöèàòèâíî", "êîììóòàòèâíî", "òèï" óêàçûâàþò, ÷òî îïåðàöèÿ "íîê" àñ-
ñîöèàòèâíà, êîììóòàòèâíà è ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. ×òîáû ìîæíî áûëî
ðàññìàòðèâàòü íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà öå-
ëûõ ÷èñåë a, ââåäåíà îïåðàöèÿ "íîêâñåõ(a)". Åå ïðîðèñîâêà ôîðìóëüíûì ðåäàêòî-
ðîì, êàê è äëÿ îïåðàöèè "íîê", íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðîðèñîâêè òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì.



Ãëàâà 13. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 1092

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Íà ËÎÑå ðåàëèçîâàí ïðèåì, âû÷èñëÿþùèé íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äâóõ
÷èñëîâûõ êîíñòàíò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äâóõ ðàâíûõ ÷èñåë.
∀n(n− öåëîå & ¬(n = 0) → íîê(n, n) = |n|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå åäèíèöû è öåëîãî ÷èñëà.
∀m(m− öåëîå & ¬(m = 0) → íîê(1, m) = |m|)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

4. Âûíåñåíèå îáùåãî öåëî÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.
∀mnk(m − öåëîå & n − öåëîå & k − öåëîå & ¬(m = 0) → íîê(mn, mk) =
|m|íîê(n, k))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïðîèçâåäåíèå íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî è íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.
∀mn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå→ íîä(m, n)íîê(m,n) = mn)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

6. Âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
∀mn(âçàèìíîïðîñòû(m, n) → íîê(m, n) = |mn|)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

7. Èñïîëüçîâàíèå âûäåëåíèÿ ñòåïåíè ïðîñòîãî äåëèòåëÿ.
∀abmnp(a − öåëîå & b − öåëîå & ïðîñòîå(p) & m − öåëîå & n − öåëîå & 0 ≤
m & 0 ≤ n & âçàèìíîïðîñòû(p, a) & âçàèìíîïðîñòû(p, b) → íîê(pna, pmb) =
pmax(m,n)íîê(a, b))

Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðà "íîðìíîêâñåõ".
∀ab(íîêâñåõ(a) = b → íîêâñåõ(a) = b)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíîêâñåõ". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò b íå èìååò çàãîëîâîê "íîêâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
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Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Ðàâåíñòâî íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî îäíîìó èç ÷èñåë.
∀mn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå→ íîê(m, n) = n ↔ m|n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.
∀ab(b = íîêâñåõ(a) ↔ íîêâñåõ(a) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "íîêâñåõ". Ïðèåì ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà" ê ðàññìàòðèâàåìîé
ïîñûëêå, ïðè÷åì ýòîò êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà âû-
ðàæåíèÿ "íîêâñåõ(a)" áóäóò çàìåíÿòüñÿ â çàäà÷å íà b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Âûâîä ñëåäñòâèé

1. Ðàâåíñòâî íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî äâóõ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ÷èñëîâîé
êîíñòàíòå.
∀abcknpxy(c =

∏n
i=1(p(i))k(i) & íîê(a, b) = c → a =

∏n
i=1(p(i))x(i) & b =

∏n
i=1(p(i))y(i)

& ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → k(i) = max(x(i), y(i))) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i) −
öåëîå & y(i)− öåëîå & 0 ≤ x(i) & 0 ≤ y(i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò íîê(a, b) = c èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ïåðåìåííàÿ c
ïðè ýòîì èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûå. Õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé îáëàäàåò ñîìíîæèòåëåì, íå
èìåþùèì âèäà ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå", ñíàáæåííûì êîììåíòàðèåì "íàòóðàëüíîå". Ýòî äàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå c â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðàâàÿ
÷àñòü âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", ò.å. p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì
ýòèõ ÷èñåë, à k - ñ íàáîðîì èõ ñòåïåíåé. Ïðè ýòîì n èäåíòèôèðóåòñÿ ñ äëè-
íîé äàííûõ íàáîðîâ. Óêàçàòåëè "ïåðåìåííûå(õ23 õ14)", "ïåðåìåííûå(õ24 õ14)"
îïðåäåëÿþò âûáîð íîâûõ ïåðåìåííûõ x(1), . . . , x(n) è y(1), . . . , y(n), à óêàçàòåëü
"íîâûåíåèçâåñòíûå(õ23 õ24)" - ïðèñîåäèíåíèå èõ ê ñïèñêó íåèçâåñòíûõ çàäà-
÷è. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íûõ ïðîèçâåäå-
íèé âûâîäèìîãî óòâåðæäåíèÿ â îáû÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ, à êâàíòîðíûõ èìïëè-
êàöèé - â êîíúþíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ
a = p(1)x(1) . . . p(n)x(n), b = p(1)y(1) . . . p(n)y(n), k(1) = max(x(1), y(1)), . . . , k(n) =
max(x(n), y(n)), x(1) − öåëîå, y(1) − öåëîå, . . . , x(n) − öåëîå, y(n) − öåëîå, 0 ≤
x(1), 0 ≤ y(1), . . . , 0 ≤ x(n), 0 ≤ y(n). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî ïðîèçâåäåíèþ ñòåïå-
íåé ïðîñòûõ ÷èñåë.
∀akmnpqA(íîêâñåõ(A) =

∏n
i=1(p(i))q(i) & ïðîñòîå(p(i)) & ðàçëè÷íû(p) & q(i) −

íàòóðàëüíîå & k ∈ {1, . . . , n} → a ∈ A & m− íàòóðàëüíîå & a = (p(k))q(k)m)



Ãëàâà 13. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 1094

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Åãî òåîðåìà âûðàæàåò òîò î÷åâèäíûé ôàêò,
÷òî íàèáîëüøàÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî äåëèòåëÿ íàèìåíüøåãî îáùåãî
êðàòíîãî íåñêîëüêèõ ÷èñåë äîëæíà äåëèòü õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë. Óêàçà-
òåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ñòåïåíü(çíà÷åíèå(õ15 õ11)çíà÷åíèå(õ16 õ11)))" îïðåäå-
ëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å íà
îïèñàíèå âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ p(k)q(k). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå íåèçâåñòíûå çà-
äà÷è ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå p, q - îáû÷íûå. Èñòèííîñòü
âòîðîãî, ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n}". Ïðè ïîñòðîåíèè âûâîäèìîãî óòâåðæäåíèÿ
âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå a, m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∀abc(a− íàòóðàëüíîå & b− íàòóðàëüíîå→ ∃c(c− íàòóðàëüíîå & b = íîê(a, c)) ↔ a|b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîæäåñòâà

∀abc(a−öåëîå & b−öåëîå & c−öåëîå→ a−íîê(b, c) = 0 ↔ 0 < a & b|a & c|a & ∀n(b|n
& c|n & 0 ≤ n → a ≤ n))

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îíî èìååò âèä ðàçíîñòè
äâóõ íàèìåíüøèõ îáùèõ êðàòíûõ, òî áåðåòñÿ òî, êîòîðîå çàäàåòñÿ áîëåå äëèííûì
âûðàæåíèåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀aA(a− íàòóðàëüíîå→ a− íîêâñåõ(A) = 0 ↔ ∀x(x ∈ A → x|a) & ∀b(b− íàòóðàëüíîå
& ∀x(x ∈ A → x|b) → a ≤ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíîê"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþùèå îäíîèìåííûå ïðèåìû ñêàíè-
ðîâàíèÿ çàäà÷è:

1. Âû÷èñëåíèå íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî äâóõ ÷èñëîâûõ êîíñòàíò (ðåàëèçî-
âàí íà ËÎÑå).

2. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äâóõ ðàâíûõ ÷èñåë.
3. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå åäèíèöû è öåëîãî ÷èñëà.
4. Âûíåñåíèå îáùåãî öåëî÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.
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Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíîêâñåõ"

1. Îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
∀a(a− öåëîå→ íîêâñåõ{a} = a)

2. Îïðåäåëåíèå íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî ïàðû ÷èñëîâûõ êîíñòàíò.
∀amn(íîêâñåõ{m, n; a} = íîêâñåõ{íîê(m, n); a})
Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Âûðàæå-
íèå íîê(m, n) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìíîê".

13.12 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðîñòîå"

Óòâåðæäåíèå "ïðîñòîå(a)"îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. Îíî ïðîðèñîâûâàåòñÿ
ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê òåêñòîâûì. Ñèìâîë õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷-
íèêàìè "àðíîñòü", "ïðåäèêàòíûéñèìâîë", "îäç".

Íåöåëîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

∀n(¬(n− öåëîå) → ¬(ïðîñòîå(n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óòâåðæäåíèå "ïðîñòîå(n)" âõîäèò â óñëîâèå
çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì n íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äåëèòåëü ïðîñòîãî ÷èñëà, îòëè÷íûé îò åäèíèöû

∀mn(ïðîñòîå(n) & m|n & ¬(m− 1 = 0) → m = n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ çà-
äà÷è, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

×èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå åäèíèöû, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

∀n(0 ≤ 1− n → ¬(ïðîñòîå(n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óòâåðæäåíèå "ïðîñòîå(n)" âõîäèò â óñëîâèå
çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì n íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà, áîëüøåãî äâóõ, êàê íå÷åò-
íîãî

∀n(ïðîñòîå(n) & 0 ≤ n− 3 → ∃m(m− íàòóðàëüíîå & n = 2m + 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî, n - ïåðåìåííàÿ. Óñëîâèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñîäåðæèò ïîäóòâåð-
æäåíèå âèäà "2k|m", ïðè÷åì n âõîäèò â m. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè

∀mn(m = n → ïðîñòîå(m) ↔ ïðîñòîå(n))

Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ñóììó, çíà÷åíèåì êîòîðîé
äîëæíî ñëóæèòü ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè ýòè ìíîæèòåëè îêàæóòñÿ öåëî÷èñëåííûìè,
òî âîçíèêíåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íîâûå óðàâíåíèÿ, ïðèðàâíÿâ âñå ñîìíîæèòåëè,
êðîìå îäíîãî, ïëþñ-ìèíóñ åäèíèöå. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå
m ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî n
èìååò çàãîëîâîê "óìíîæåíèå" ëèáî "ñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå íåïðîñòîòû ÷èñëà, èìåþùåãî íåâûðîæäåííîå ðàçëîæåíèå íà
ìíîæèòåëè

∀mn(n − íàòóðàëüíîå & m − íàòóðàëüíîå & ¬(n − 1 = 0) & ¬(m − 1 = 0) →
¬(ïðîñòîå(mn)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñëîâèÿ ïðîñòîòû ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë

∀mn(m − öåëîå & n − öåëîå → ïðîñòîå(mn) ↔ |m| = 1 & ïðîñòîå(|n|) ∨ |n| =
1 & ïðîñòîå(|m|))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âû÷åòà öåëî÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé ïðè íàëè÷èè óñëî-
âèÿ "ïðîñòîå(a)"

∀m(m − öåëîå → ∃n(n − öåëîå & m = 3n) ∨ ∃n(n − öåëîå & m = 3n + 1) ∨ ∃n(n −
öåëîå & m = 3n + 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ïðîñòîå(õ1))"
èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ, åñëè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå óñìàòðèâà-
åòñÿ ïîäóòâåðæäåíèå "ïðîñòîå(a)", ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ m. Àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòà-
ðèÿìè "ðàçáîðñëó÷àåâ" è "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äåëèòåëåé ÷èñëà, ðàçëîæåííîãî íà ïðîñòûå ñî-
ìíîæèòåëè

∀pknP (ïðîñòîå(i) & k(i)−íàòóðàëüíîå→ (m−íàòóðàëüíîå & m|
∏n

i=1(p(i))k(i) & P (m))
↔ ∃a(êîðòåæ(a, n,Z) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → 0 ≤ a(i) & a(i) ≤ k(i)) & m =

∏n
i=1(p(i))a(i)

& P (m)))

∀pknP (ïðîñòîå(i) & k(i)−íàòóðàëüíîå→ (m−öåëîå& 1 ≤ m & m|
∏n

i=1(p(i))k(i) & P (m))
↔ ∃a(êîðòåæ(a, n,Z) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → 0 ≤ a(i) & a(i) ≤ k(i)) & m =

∏n
i=1(p(i))a(i)

& P (m)))
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ ðàñïîëîæåíà
íåïîñðåäñòâåííî ïîä îïèñàòåëåì ëèáî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííûå
p, k, P ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà i ∈ {1, . . . , n}. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

Óñëîâèå íåäåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë íà çàäàííóþ
ñòåïåíü öåëîãî ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò åäèíèöû

∀apr(ïðîñòîå(p(i)) & a(i)−öåëîå & 0 ≤ a(i) & k−íàòóðàëüíîå→ ∀n(n−íàòóðàëüíîå
& nk|

∏r
i=1(p(i))a(i) → n− 1 = 0) ↔ ∀i(i ∈ {1, . . . , r} → a(i) ≤ k − 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, p ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
ïîñûëêà i ∈ {1, . . . , r}. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîñòûå ÷èñëà â öåëî÷èñëåííûõ óðàâíåíèÿõ

1. Ðàâåíñòâî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà ïðîèçâåäåíèþ öåëî÷èñëåííûõ âûðàæåíèé.
∀abcdenp(ïðîñòîå(p) & n− öåëîå & 0 ≤ n & c− b = de & d− öåëîå & e− öåëîå→
apn + b = c ↔ ∃km(a = km & ∃q(q − öåëîå & kpq = d & mpn−q = e & 0 ≤ q & 0 ≤
n− q)))

Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå
a, p èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåëî÷èñëåííîé è íàòóðàëüíîé êîí-
ñòàíòàìè. Âûðàæåíèå n íåêîíñòàíòíîå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå" è çàòåì èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñîäåðæàùèõ
íåèçâåñòíûå âûðàæåíèé d, e. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âíåøíèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåì óòâåð-
æäåíèè âûäåëåí óêàçàòåëåì "èëè(ôèêñ(0 2)ôèêñ(0 2 3 1))". Îí ðàçâîðà÷èâàåòñÿ
â äèçúþíêöèþ âíóòðåííèõ êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïðåä-
ñòàâëåíèÿì öåëîãî ÷èñëà a â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë k,m. Ýòà
äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ñåðèÿ", "ôèëüòðñåðèè", "ðàç-
áîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Óñëîâèå ïðîñòîòû ñóììû äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀mnp(0 < p− 1 & m− öåëîå & n− öåëîå & ïðîñòîå(pm + pn) → m ≤ 0 ∨ n ≤ 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðè ýòîì p - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé m, n ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, è íè äëÿ îäíîãî èç íèõ
íå óñìàòðèâàåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîñòü. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà", âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Óñìîòðåíèå äåëèìîñòè íà 3 èç ïðîñòîòû äâóõ ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ íà 2.
∀mn(m− n = 2 & ïðîñòîå(m) & ïðîñòîå(n) → n = 3 ∨ 3|(n + 1))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå n ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî n+1 äåëèòñÿ íà 3. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðà-
ìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ∃m(ïðîñòîå(m) & m|n) ↔ ¬(n = 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïðîñòîå"

Îïåðàòîð, êðîìå îáùåãî ó âñåõ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå
"ñòàíäñëåäñòâèå", èìååò âñåãî äâà ïðèåìà. Ïåðâûé ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå è óñìàòðè-
âàåò ïðîñòîòó íàòóðàëüíîé êîíñòàíòû. Âòîðîé èñïîëüçóåò êâàíòîðíóþ ïîñûëêó:
∀anA(A(n) & ∀i(A(i)− ïðîñòîå(a(i))) → ïðîñòîå(a(n)))

Çäåñü ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ, a - îáû÷íàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â
ïîñûëêàõ. Èñòèííîñòü ïåðâîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "î÷åâèäíî",
èñïîëüçóþùåé ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåïðîñòîå"

Çäåñü ïðîâåðêà íåïðîñòîòû äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòû ðåàëèçóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðî-
öåäóðîé "ñòàíäñëåäñòâèå". Êðîìå ýòîãî, èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñìàòðèâàþ-
ùèé íåïðîñòîòó ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî åäèíèöû:
∀n(0 ≤ 1− n → ¬(ïðîñòîå(n)))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

13.13 Ïðèåìû ñèìâîëà "âçàèìíîïðîñòû"

Óòâåðæäåíèå "âçàèìíîïðîñòû(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a, b ñóòü âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå
÷èñëà. Ïðîðèñîâêà ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì ñîâïàäàåò ñ ïðîðèñîâêîé òåêñòîâûì
ðåäàêòîðîì. Ñèìâîë "âçàèìíîïðîñòû" õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "àðíîñòü",
"êîììóòàòèâíî", "ïðåäèêàòíûéñèìâîë", "îäç", "òèïäàííûõ".

Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ åäè-
íèöå

∀mn(íîä(m,n) = 1 ↔ âçàèìíîïðîñòû(m, n))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàâåíñòâî ñòåïåíåé ïðîñòîãî ÷èñëà, äîìíîæåííûõ íà âçàèìíî ïðîñòûå ñ
íèì ÷èñëà

∀abmnp(a−öåëîå& b−öåëîå& ïðîñòîå(p) & âçàèìíîïðîñòû(p, a) & âçàèìíîïðîñòû(p, b)
& m− öåëîå & n− öåëîå & 0 ≤ m & 0 ≤ n → pna = pmb ↔ m = n & a = b)
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Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñëîâèå äåëèìîñòè âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë

∀mn(âçàèìíîïðîñòû(m, n) → m|n ↔ m = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îòáðàñûâàíèå íåñóùåñòâåííûõ óñëîâèé íà âçàèìíóþ ïðîñòîòó â ïîñûëêàõ
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè

∀fAB(∀kn(k − öåëîå & âçàèìíîïðîñòû(k, f(n)) & A(n) → B(n)) ↔ ∀n(A(n) → B(n)))

Ïåðåìåííûå f, A,B ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå âçàèìíîé ïðîñòîòû ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óñìâçàèìíîïðî-
ñòû"

∀ab(âçàèìíîïðîñòû(a, b) → âçàèìíîïðîñòû(a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì "óñìâçàèìíîïðîñòû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâçàèìíîïðîñòû"

Îïåðàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Âçàèìíàÿ ïðîñòîòà äâóõ öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò óñìàòðèâàåòñÿ ïðèåìîì, ðå-

àëèçîâàííûì íà ËÎÑå.
2. Èñêëþ÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ.
∀mnk(m− öåëîå & n− öåëîå & âçàèìíîïðîñòû(m, k) & âçàèìíîïðîñòû(n, k) →
âçàèìíîïðîñòû(mn, k))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê"
áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè.

3. Èñêëþ÷åíèå ñòåïåíè.
∀mnk(k − öåëîå & 0 ≤ k & âçàèìíîïðîñòû(m,n) → âçàèìíîïðîñòû(mk, n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê(1
2)" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ïåðâûõ
äâóõ àíòåöåäåíòîâ.

4. Èñêëþ÷åíèå ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî äðóãîìó ÷èñëó.
∀mnk(m − öåëîå & n − öåëîå & k − öåëîå & âçàèìíîïðîñòû(m, k) → âçàèìíî-
ïðîñòû(m, mn + k))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
5. Âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ñ åäèíèöåé.
∀m(m− öåëîå→ âçàèìíîïðîñòû(m, 1))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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13.14 Ïðèåìû ñèìâîëà "äðîáíàÿ÷àñòü"

Âûðàæåíèå "äðîáíàÿ÷àñòü(a)" îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a (íå
ìåíüøå íóëÿ è ìåíüøå åäèíèöû). Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæå-
íèå òàê æå, êàê òåêñòîâûé. Ñèìâîë "äðîáíàÿ÷àñòü" õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè
"àðíîñòü", "òèï".

Óñòðàíåíèå äðîáíîé ÷àñòè âíóòðè äðóãîé äðîáíîé ÷àñòè

∀abn(n− öåëîå→ äðîáíàÿ÷àñòü(a + näðîáíàÿ÷àñòü(b)) = äðîáíàÿ÷àñòü(a + bn))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

Äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùåãî [0, 1)

∀a(0 ≤ a & 0 < 1− a → äðîáíàÿ÷àñòü(a) = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè a - ñóììà, òî ïî-
ïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óðàâíåíèå ñ äðîáíîé ÷àñòüþ

∀abx(äðîáíàÿ÷àñòü(a+x) = b ↔ äðîáíàÿ÷àñòü(x) = äðîáíàÿ÷àñòü(b−a) & 0 ≤ b & 0 <
1− b)

Ðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåïóñòîé ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå. Ïðè ýòîì îñòàòî÷íàÿ
ñóììà a òîæå íåïóñòàÿ. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåõîä îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà ê ïàðàìåòðó, ïðîáåãàþùåìó åäèíè÷-
íûé ïîëóèíòåðâàë

∀P (∃xy(P (äðîáíàÿ÷àñòü(x)) & x− ÷èñëî) ↔ ∃xy(x ∈ [0, 1) & P (x)))

Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïîñëå òîãî, êàê óñìîòðåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ èíèöèèðîâàëî ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(õ2
òåêâõîæä)âèä(õ2 äðîáíàÿ÷àñòü))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîä ýòèì êâàíòîðîì
âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ "äðîáíàÿ÷àñòü(x)". Äàëåå óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ23
ôèêñ)" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïîä êâàíòîðîì è âíå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà
"x−÷èñëî" ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèÿ "äðîáíàÿ÷àñòü(x)".
Òàêèì îáðàçîì íàõîäèòñÿ øàáëîí P (. . .). Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îñòàò-
êîì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, êîòîðûé ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Óêàçàòåëü
"îáîáùïîäñò(ôèêñ(0 1))" îòìåíÿåò ïðîâåðêó íåâõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ y â P (. . .).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ

êîìáèíàòîðíûìè ôóíêöèÿìè

14.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñóììàâñåõ"

Âûðàæåíèå "ñóììàâñåõ(a)" îáîçíà÷àåò ñóììó âñåõ çíà÷åíèé âåùåñòâåííîçíà÷íîé
ôóíêöèè a íà åå êîíå÷íîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ðàññ÷èòàí
ëèøü íà òå ñëó÷àè, êîãäà ôóíêöèÿ a çàäàíà ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Åñëè
âûðàæåíèå èìååò âèä "ñóììàâñåõ(îòîáðàæåíèå(i (i−öåëîå & m ≤ i & i ≤ n) A(i)))",
òî îíî ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå:

n∑
i=m

A(i).

Â îáùåì ñëó÷àå âûðàæåíèå "ñóììàâñåõ(îòîáðàæåíèå(i P (i) A(i)))" ïðîðèñîâûâàåòñÿ
òàê: ∑

i,P (i)

A(i).

Ñèìâîë "ñóììàâñåõ" õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "òèï" è "ðàçâåðòêà" (ïîñëåä-
íèé èñïîëüçóåòñÿ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà ïðè íàëè÷èè óêàçàòåëÿ "ðàçâåðòêà",
îïðåäåëÿþùåãî èäåíòèôèêàöèþ ëèáî âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé).

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

1. Ñóììèðîâàíèå êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ.

∀f (
∑

x,f(x)

0 = 0)

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x ìîæåò èìåòü ïðî-
èçâîëüíóþ äëèíó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀af (
∑

x,f(x)

a = acard(setx(f(x))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî a äîëæíî áûòü îòëè÷íî îò 0.
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2. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä ñóììû.

∀afgh(
∑

x,f(x)

ag(x)

h(x)
= a

∑
x,f(x)

g(x)

h(x)
)

∀afgh(
∑

x,f(x)

g(x)

ah(x)
=

1

a

∑
x,f(x)

g(x)

h(x)
)

Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abfghp(a− öåëîå & ¬(b = 0) →
∑

x,h(x)

g(x)bf(x)+a

p(x)
= ba

∑
x,h(x)

g(x)bf(x)

p(x)
)

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäîâ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
öåëè (ðÿäòåéëîðà . . .), à â ñëó÷àå, êîãäà b èäåíòèôèöèðîâàíî ñ ïåðåìåííîé, ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñóììèðîâàíèå íå ïðîèñõîäèò ïî âñåì öåëûì çíà÷åíèÿì x íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî x0. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abfghp(0 < b →
∑

x,h(x)

p(x)

g(x)bf(x)+a
=

∑
x,h(x)

p(x)

g(x)bf(x)

ba
)

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå öåëè (ðÿäòåéëîðà . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
3. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ñóììû.

∀fg(
∑

x,f(x)

−g(x) = −
∑

x,f(x)

g(x))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ñóììà íå ðàñïîëîæåíà
âíóòðè óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ðÿäà - òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ ñóììà îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñóììàâñåõ". Âòîðàÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè
ñóììà ðàñïîëëîæåíà âíóòðè óêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ, è òîãäà íîðìàëèçàòîðû
íå èñïîëüçóþòñÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Çàìåòèì, ÷òî
â ôîðìàëüíîé çàïèñè óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ðÿäà (ïîäðîáíåå ñì. ðàçäåëû,
ñâÿçàííûå ñ ïðèåìàìè ðåøàòåëÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó) èñïîëüçóåòñÿ
ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ (êîíå÷íûõ) ñóìì,
à íå îáû÷íàÿ çàïèñü ñ áåñêîíå÷íîé ñóììîé.

∀mnk(
n∑

i=m

1

k − i
= −

k∑
i=m

1

i− k
)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Çàãîëîâîê "ïëþñ" âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé.

∀fgmn(
n∑

i=m

(f(i) + g(i)) =
n∑

i=m

f(i) +
n∑

i=m

g(i))
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Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, âû÷èñëåíèè ñóì-
ìû ðÿäà, à òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïðîãðàììèðîâàíèå. Ïîñëåäíèå ôîð-
ìàëèçóþòñÿ êàê çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå öåëü "âû÷èñëåíèå". Ïîäðîáíåå
î òàêèõ çàäà÷àõ áóäåò ãîâîðèòüñÿ â ðàçäåëàõ, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèÿìè íà
ÃÅÍÎËÎÃå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âûíåñåíèå ñëàãàåìîãî.
∀aPt(

∑
x,x=a ∨ P (x)

t(x) = t(a) +
∑

x,P (x)

t(x))

Ïåðåìåííûå P, t ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
6. Âûðîæäåííîå ñóììèðîâàíèå è ïåðåõîä ê îáû÷íîé ñóììå.

∀fx(
x∑

n=x

f(n) = f(x))

∀fx(
∑

y,y=x

f(y) = f(x))

∀f (
∑

x,ëîæü

f(x) = 0)

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀afmn(n−öåëîå & m−öåëîå & a = m−n & 0 < a →
m∑

k=n

f(k) = f(n)+
m∑

k=n+1

f(k))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäå-
ëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü a ìåæäó âåðõíèì
è íèæíèì ïðåäåëàìè ñóììèðîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ðàçíîñòü çàäàåòñÿ
äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. Åñëè ñóììà èìååò ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, òî ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî a ìåíüøå 4, èíà÷å - ÷òî îíî ìåíüøå 30. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèÿ ñîçäàí
àíàëîãè÷íûé ïðèåì ñ óðîâíåì ñðàáàòûâàíèÿ 1. Â íåì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû f(k)
ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûå.

∀fmn(0 < m− n →
n∑

i=m

f(i) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì èìååò óñêîðÿþ-
ùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî ëèáî âåðõíèé ïðåäåë êîíñòàíòíûé, ëèáî íèæ-
íèé íåêîíñòàíòíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ââåäåíà åùå îäíà âåðñèÿ
ýòîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8 è íå èìåþùàÿ óñêîðÿþùåãî ôèëüòðà.
Äëÿ íåå ïðåäóñìîòðåí äîñòàòî÷íî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

∀Pn(
∑

s,Ðàçáèåíèå(n,s)

P (s) =
∑

t,Ðàçáèåíèå(n,t)

P (t))

Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â ñóììó íåñ-
êîëüêèõ óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåâîçðàñòàíèþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïåðåìåííàÿ n
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èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 6. Óêàçàòåëü "ðàçâåðò-
êà(ôèêñ(0 2))" îáåñïå÷èâàåò ðàçâåðòêó çàìåíÿþùåé êîíå÷íîé ñóììû â îáû÷-
íóþ. Ïåðå÷èñëåíèå ðàçáèåíèé âûïîëíÿåòñÿ ðåàëèçîâàííîé íà ËÎÑå ïðîöåäó-
ðîé "Ðàçáèåíèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀fPx(
∑

y,y=x,P

f(y) = (f(x) ïðè P, èíà÷å 0))

∀fPx(
∑

y,y=x,P (y)

f(y) = (f(x) ïðè P (x), èíà÷å 0))

Â ïåðâîì ïðèåìå óñëîâèå P íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ y, âî âòî-
ðîì - çàâèñèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé.

∀fg(
∑

x,f(x)

g(x) =
∑

y,f(y)

g(y))

Ïðèåì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èäåíòè÷íûå êîíå÷íûå ñóììû, êîòîðûå âíà÷àëå îò-
ëè÷àëèñü ñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ1 êîðåíü)
âèä(õ1 ñóììàâñåõ(îòîáðàæåíèå(õ24 çíà÷åíèå(õ2 õ24)çíà÷åíèå(õ7 õ24)))))" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé y ïóòåì óñìîòðåíèÿ â òåêóùåì òåðìå çàäà-
÷è ïîäâûðàæåíèÿ∑y,b(y) g(y). Ïåðåìåííûå f, g, b ôóíêöèîíàëüíûå. Âî èçáåæà-
íèå çàöèêëèâàíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåð ïåðåìåííîé y ìåíüøå, ÷åì ïåðåìåí-
íîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ñóììèðîâàíèå ïî êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë.
∑

i,i∈{m,...,n}

a(i) =
n∑

i=m

a(i)

Îò îïèñàíèÿ îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ "íîìåðà(. . .)", îïðå-
äåëÿþùåãî îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë, ïðèåì ïåðåõîäèò ê îïèñàíèþ ýòîé îáëàñòè ñ
ïîìîùüþ äâóõ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ êîíå÷íûìè ñóììàìè.

∀abfP (a
∑
i,P (i)

f(i) + b
∑
i,P (i)

f(i) = (a + b)
∑
i,P (i)

f(i))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü".
Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ.

∀fhP (
∑

x,∃y(x=f(y) & P (y))

h(x) =
∑

y,P (y)

h(f(y)))

Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé
äëèíû. Ïåðåìåííûå f, h, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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11. Ñäâèã îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ.

∀abfm(m− öåëîå→
b∑

n=a

f(n) =
b+m∑

n=a+m

f(n−m))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòû
m ïðè óñìîòðåíèè âíóòðè âûðàæåíèÿ f(n) ñóììû n + m. Ïðè ýòîì ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé n â f(n) ðàñïîëîæåíî â ñóììå âèäà
n + k + A, ãäå k - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, íå ìåíüøàÿ m. Ïåðåìåííàÿ f ôóíê-
öèîíàëüíàÿ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íà òîé æå òåîðåìå îñíîâàí åùå îäèí
ïðèåì, ó êîòîðîãî m èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê âûðàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî âèäà.
Çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðîâíî îäíî âõîæäåíèå n â f(n), íå ðàñ-
ïîëîæåííîå â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè âèäà (−1)n+k, ïðè÷åì ýòî âõîæäåíèå äîëæíî
áûòü ñëàãàåìûì ñóììû n + m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 2.

∀abcdefg((b < 0 ∨ 0 < b− a) & b = ag + c →
e∑

n=d

f(an + b) =

e+g∑
n=d+g

f(an + c))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîä ñóììîé âûðàæåíèÿ âèäà
an + b, ãäå a - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, b - öåëî÷èñëåííàÿ. Óêàçàòåëü "íîâàð-
ãóìåíò(õ6 õ14 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà f(. . .) ïóòåì
òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ n âñòðå÷à-
ëàñü òîëüêî âíóòðè ïîäâûðàæåíèé an+ b. Ïðåîáðàçîâàíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "èçâëå÷åíèå", êîòîðîìó âõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ ÷åðåç
êîììåíòàðèé (íîâàðãóìåíò an + b n). Íîðìàëèçàòîð èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè
ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè è áóäåò îïèñàí â ðàçäåëàõ, ïîñâÿùåííûõ ïðèå-
ìàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà". Ïåðâûé èç íèõ óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî b ëèáî îòðèöàòåëüíî, ëèáî áîëüøå
a. Âòîðîé âûïîëíÿåò äåëåíèå ñ îñòàòêîì, òàê ÷òî íîâûé ñâîáîäíûé ÷ëåí c îêà-
çûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì è ìåíüøèì a. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â âûðàæåíèè ïîä ñóììîé.
∀afgx(a = f(x) →

∑
x,g(x)

f(x) =
∑

x,g(x)

a)

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöè-
îíàëüíûå. Âûðàæåíèå ïîä ñóììîé èìååò âèä ëèáî íåâûðîæäåííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ, ñîìíîæèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñóììà, ëèáî ïðîèçâåäåíèÿ (âîçìîæ-
íî, âûðîæäåííîãî), ñîìíîæèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü ñóììû ñ íàòó-
ðàëüíûì ïîêàçàòåëåì îò 2 äî 5. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", äëÿ ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê îí èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð "ñòàíäïëþñ". Ïðè
ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Åñëè g(x) èìååò âèä
"n− öåëîå & k ≤ n", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5, èíà÷å îí ðàâåí 2.

13. Ðàçáèåíèå íà äâå ïîäñóììû äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

∀abcdefg(0 < d− f → a
d∑

n=c

g(n) + b

f∑
n=e

g(n) = a

f∑
n=c

g(n) + a
d∑

n=f+1

g(n) + b

f∑
n=e

g(n))
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∀abcdefg(0 < e− c → a
d∑

n=c

g(n) + b

f∑
n=e

g(n) = a
d∑

n=c

g(n) + a
e−1∑
n=c

g(n) + b

f∑
n=e

g(n))

Ïåðâûé ïðèåì âûðàâíèâàåò âåðõíèå ïðåäåëû ñóìì, âòîðîé - íèæíèå. Ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðàÿ (íåèçìåíÿåìàÿ) ñóììà èìååò îáùèå ÷ëåíû ñ
ïåðâîé. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ïðåîáðàçîâàíèå îòíîøåíèÿ ñòåïåíåé ïîä ñóììîé ê âèäó ñòåïåíè äðîáè.

∀abcdefgh(

g∑
n=e

f(n)an+d

h(n)bn+c
=

ad

bc

g∑
n=e

f(n)(a/b)n

h(n)
)

Ñóììà ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì íå âíóòðè
óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè. Ïåðåìåííûå f, h ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀bcfgh(

g∑
n=e

f(n)

h(n)bn+c
=

1

bc

g∑
n=e

f(n)(1/b)n

h(n)
)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
15. Âûíåñåíèå âû÷åòà íàðóæó.

∀fpk((
∑

x,f(x)

p(x)modk) modk = (
∑

x,f(x)

p(x))modk)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
16. Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ñóììèðîâàíèÿ.

∀fn(
n∑

i=0

f(n− i) =
n∑

i=0

f(i))

Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ6 õ9 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàá-
ëîíà f(. . .) ïóòåì ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé ê
òàêîìó âèäó, ãäå ïåðåìåííàÿ i âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ïîäâûðàæåíèÿõ n− i. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

∀abfn(
n−b∑
i=a

f(n− i) =
n−a∑
i=b

f(i))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀pqnA(

q∑
i=p

A(i) =

n−p∑
i=n−q

A(n− i))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ Ck
n−i. Ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî îòñóòñòâóþò ïîäâûðàæåíèÿ âèäà Cs
m+i è ÷òî â ñóììå íå âñòðå÷àåò-

ñÿ ñèìâîë "ìîùíîñòü". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀pnt(
n∑

i=p

t(i) =

n−p∑
i=0

t(n− i))
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Êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé i â âûðàæåíèå ïîä ñóììîé ðàñïîëîæåíî âíóòðè
íåêîòîðîãî "÷èñëà ñî÷åòàíèé", ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîäâûðàæåíèå n−i. Íèæíèé
ïðåäåë p íå ðàâåí 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ïðîñòåéøèå ñëó÷àè ïåðåõîäà îò äâîéíîé ñóììû ê îäíîêðàòíîé.

∀ak(k−íàòóðàëüíîå→
k∑

i=1

(a(i)
∑

j,j∈{1,...,k},|i−j|≤1

a(j)) =
k∑

i=1

(a(i))2+2
k−1∑
i=1

a(i)a(i+1))

Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀amnP (0 ≤ j →
∑

i,j,i+j≤m,n≤i,P (j),i−öåëîå,j−öåëîå

a(i, j) =
m∑

k=n

∑
l,l≤m−k,P (l),l−öåëîå

a(k, l))

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåí-
íûå a, P ôóíêöèîíàëüíûå. Âíåøíÿÿ êîíå÷íàÿ ñóììà çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷íóþ ñóììó. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "j−öåëîå, P (j)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ftP (
∑

i,j,i=f(j),P (j)

t(i, j) =
∑

j,P (j)

t(f(j), j))

Óêàçàòåëè "ýëåìåíò(õ9)", "ýëåìåíò(õ10)" ïîçâîëÿþò èäåíòèôèöèðîâàòü i, j áåç
ó÷åòà èõ ïîðÿäêà â ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå. Ïåðåìåííûå f, t, P ôóíêöèîíàëü-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Èñêëþ÷åíèå óñëîâèÿ íå÷åòíîñòè ïàðàìåòðà ñóììèðîâàíèÿ.
∀aP (

∑
i,i−öåëîå,¬(i−even),P (i)

a(i) =
∑

i,i−öåëîå & P (2i+1)

a(2i + 1))

Ïåðåìåííûå a, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
19. ßâíîå ðàçðåøåíèå óñëîâèé íà ïàðàìåòð ñóììèðîâàíèÿ.

∀APmn(P (i) = (i ∈ {n, . . . , m}) →
∑
i,P (i)

A(i) =
m∑

i=n

A(i))

Ñóììà ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå A, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Óñëîâèå P (i) íà îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ íå èìååò ñòàíäàðò-
íîãî âèäà, ò.å. îäíîãî èç ñëåäóþùèõ: "i − öåëîå & a ≤ i & i ≤ b", "i −
íàòóðàëüíîå & a ≤ i & i ≤ b", "i − öåëîå & a ≤ i". Ýòî óñëîâèå ñîäåðæèò
ñèìâîë "öåëîå" ëèáî "íàòóðàëüíîå". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñà-
íèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàí åùå îäèí
ïðèåì àíàëîãè÷íîãî òèïà, ãäå ïîñëå ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé i
âîçíèêàåò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ íåêîòîðîìó êîíå÷-
íîìó ñïèñêó:

∀APmn(P (i) = (i ∈ {; a}) →
∑
i,P (i)

A(i) =
∑

i,i∈{;a}

A(i))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 6.
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20. Ïåðåõîä îò ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû ê óñëîâíîìó âûðàæåíèþ.
∀k(k − öåëîå→ (−1)k = (1 ïðè k − even, èíà÷å − 1))

Ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå âíóò-
ðè îáùåãî ÷ëåíà êîíå÷íîé ñóììû. Âûðàæåíèå k ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñóììè-
ðîâàíèÿ. Îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ êîíå÷íàÿ. Îáùèé ÷ëåí íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ
"ïðîèçâåäåíèåâñåõ", "ñóììàâñåõ". Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

21. Ðàñøèðåíèå îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ.

∀amn(b = a(n + 1) → b +
n∑

i=m

a(i) =
n+1∑
i=m

a(i))

∀amn(b = a(m− 1) → b +
n∑

i=m

a(i) =
n∑

i=m−1

a(i))

Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ñêâîçíûì îáðàçîì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñóììà ñòåïåíåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

1. Ñóììèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë.
∀mn(n− öåëîå & m− öåëîå & 0 ≤ m− n →

∑m
k=n k = (m− n + 1)(m + n)/2)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀mn(n− öåëîå & m− öåëîå→∑m

k=n k = ((m− n + 1)(m + n)/2 ïðè 0 ≤ m− n +
1, èíà÷å 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
2. Ñóììèðîâàíèå êâàäðàòîâ.
∀mn(n− öåëîå & m− öåëîå & 0 ≤ m− n →

∑m
k=n k2 = (m(m + 1)(2m + 1)− (n−

1)n(2n− 1))/6)

∀mn(n − öåëîå & m − öåëîå → ∑m
k=n k2 = (m(m + 1)(2m + 1) − (n − 1)n(2n −

1))/6 ïðè 0 ≤ m− n, èíà÷å 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 äëÿ ïåðâîãî
ïðèåìà è 3 äëÿ âòîðîãî.

3. Ñóììèðîâàíèå êóáîâ.
∀mn(n−öåëîå & m−öåëîå & 0 ≤ m−n →

∑m
k=n k3 = m2(m+1)2/4−n−1)2n2/4)

∀mn(n − öåëîå & m − öåëîå →∑m
k=n k3 = m2(m + 1)2/4 − (n − 1)2n2/4 ïðè 0 ≤

m− n, èíà÷å 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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4. Ñóììèðîâàíèå ñòåïåíåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëåå âûñîêèõ,
÷åì òðåòüÿ ñòåïåíü.
∀mnp(0 ≤ p− 4 & m− öåëîå & n− öåëîå & 0 ≤ m− n →

∑m
k=n kp =

∑p+1
k=1(p!÷èñ-

ëîáåðíóëëè(p + 1− k)(m + 1)k/(k!(p + 1− k)!))−
∑p+1

k=1(p!÷èñëîáåðíóëëè(p + 1−
k)nk/(k!(p + 1− k)!)))

Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëè "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå êîíå÷íûõ ñóìì çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ â
âèäå îáû÷íûõ ñóìì. Íîðìàëèçàòîð "íîðì÷èñëîáåðíóëëè", îïèñûâàåìûé â ïî-
ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, âû÷èñëÿåò íåîáõîäèìûå ÷èñëà Áåðíóëëè. Àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ
çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè íå óñìàòðè-
âàåòñÿ, ÷òî âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ íå ìåíüøå íèæíåãî, èñïîëüçóåòñÿ
óñëîâíîå çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå:
∀mnp(0 ≤ p−4 & m−öåëîå & n−öåëîå→∑m

k=n kp = (
∑p+1

k=1(p!÷èñëîáåðíóëëè(p+
1− k)(m + 1)k/(k!(p + 1− k)!))−

∑p+1
k=1(p!÷èñëîáåðíóëëè(p + 1− k)nk/(k!(p + 1−

k)!)) ïðè 0 ≤ m− n, èíà÷å 0)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü òîæå ðàâåí 3. ×òîáû ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàëàñü
ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïåðâûé ïðèåì, îí êîìïèëèðóåòñÿ äî âòîðîãî. Òîãäà êîìïè-
ëÿòîð "óëîæèò" ïðîãðàììû ïðèåìîâ òàê, ÷òî îòâåòâëåíèå êî âòîðîìó ïðîèçîé-
äåò èç öåïî÷êè îïåðàòîðîâ ïåðâîãî.

5. Ñóììèðîâàíèå çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ñòåïåíåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, áîëåå âûñîêèõ, ÷åì ïåðâàÿ ñòåïåíü.
∀lmnp(0 ≤ p − 2 & l − öåëîå & n − öåëîå & m − öåëîå & 0 ≤ n − m →∑n

k=m((−1)k+lkp) = (−1)l+n
∑p+1

i=1 ((p!(1 − 2i)÷èñëîáåðíóëëè(i)/(i!(p + 1 − i)!)) ·
((n + 1)p+1−i + (−1)m+nmp+1−i)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.
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Ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ñóììà, èçâëåêàåìàÿ èç íåå ïî÷ëåí-
íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì

∀abckn(¬(a−1 = 0) & k−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ n−k+1 & ¬(b = 0) →
∑n

m=k abm/c =
(ab(n+1)/c − abk/c)/(ab/c − 1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè ñóììà ðàñïîëîæå-
íà ïîä êâàíòîðîì îáùíîñòè, ñâÿçûâàþùåãî êàêèå-ëèáî åå ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abkn(n−öåëîå & k−öåëîå & 0 ≤ k−n →

∑k
m=n abm = (k−n+1 ïðè( b = 0 ∨ a−1 =

0), èíà÷å (ab(k+1) − abn)/(ab − 1)))

Ñóììà ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå
è ðàñïîëîæåíà â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀aklmn(¬(a−1 = 0) & n−öåëîå & l−öåëîå & m−öåëîå & k−öåëîå & 0 ≤ k−m+1 & 0 ≤
l+m →

∑k
p=m((p+n)ap+l) = (al(ak+1(n+k)−(n+m)am)/(a−1)−al+1(ak−am)/(a−1)2))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè ñóììà ðàñïîëîæåíà
ïîä êâàíòîðîì îáùíîñòè, ñâÿçûâàþùåãî êàêèå-ëèáî åå ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, ëèáî
âíóòðè óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ïîä ñóììîé ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé

∀fghp(p(x) =
g(x)

h(x)
→
∑

x,f(x)

g(x)

h(x)
=
∑

x,f(x)

p(x))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. ×ècëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ñòàíîâÿòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò x. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ïðî-
ñòåéøèåäðîáè" (ñì. ïðèåìû ñèìâîëà "äðîáü"), ïðè÷åì â êà÷åñòâå âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé áåðåòñÿ x. Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "÷èñëî(x)",
"f(x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p(x) èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀fghpq(
g(i)

h(i)
= q(i) →

∑
i,p(i)

f(i)g(i)

h(i)
=
∑
i,p(i)

f(i)q(i))

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(õ7 êîíòåêñò(âèäìíîãî÷ëåíà(õ7 õ9 õ1)))" îïðåäåëÿåò ãðóïïèðîâ-
êó â ïðîèçâåäåíèå g(i) âñåõ ñîìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ, êîòîðûå ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê îêàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò i. Çíàìåíàòåëü òîæå äîëæåí ïîñëå ðàñêðûâà-
íèÿ ñêîáîê ñòàíîâèòüñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò i. Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ëèáî â
ðÿä Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ. Â îñòàëüíîì ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùå-
ìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû

1. Ñóììèðîâàíèå ñèíóñîâ ëèáî êîñèíóñîâ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
∀abckn(k−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ n−k+1 & ¬(sin(a/2b) = 0) →

∑n
i=k sin(ia/b+

c) = (cos((2k − 1)a/2b + c)− cos((2n + 1)a/2b + c))/2 sin(a/2b))

∀abckn(k−öåëîå & n−öåëîå & 0 ≤ n−k+1 & ¬(sin(a/2b) = 0) →
∑n

i=k cos(ia/b+
c) = (sin((2n + 1)a/2b + c)− sin((2k − 1)a/2b + c))/2 sin(a/2b))

Âûðàæåíèÿ a, b, c, k, n íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû ê âèäó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîæè-
òåëÿ.

∀abkn(
n∑

i=k

((−1)i sin(ai/b)) =
n∑

i=k

(cos(πi) sin(ai/b)))

∀abkn(
n∑

i=k

((−1)i cos(ai/b)) =
n∑

i=k

(cos(πi) cos(ai/b)))

Âûðàæåíèå â çàìåíÿþùåé ñóììå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ",
ñíàáæåííûì êîììåíòàðèåì "âèäóìíîæåíèå". Ýòî îáåñïå÷èâàåò ïðåîáðàçîâàíèå
ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììó.

∀fpkmn(g(i)(cos f(i))k = p(i) →
n∑

i=m

(g(i)(cos f(i))k) =
n∑

i=m

p(i))

∀fpkmn(g(i)(sin f(i))k = p(i) →
n∑

i=m

(g(i)(sin f(i))k) =
n∑

i=m

p(i))

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé îò 1 äî 5. Åñëè
ýòà êîíñòàíòà ðàâíà 1, òî g(i) äîëæíî èìåòü ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñèíóñ ëèáî
êîñèíóñ, çàâèñÿùèé îò i. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ", ñíàáæåííûì
êîììåíòàðèåì "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå ôðàãìåíòà çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà

∀amnpq(0 ≤ n−m & q = n−p → 2a
∑n

i=m 1/(2i+1)−a
∑p

i=m 1/i = 2a
∑2n+1

i=2m(−1)i+1/i+
(a
∑n

i=p+1 1/i ïðè 0 < q, èíà÷å− a
∑p

i=n+1 1/i))

Ðàçíîñòü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèå q äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé öåëî÷èñëåííóþ êîíñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ñóììû ñ ÷èñëàìè ñî÷åòàíèé

1. Óñìîòðåíèå áèíîìèàëüíîé ñóììû.
∀ablmn(0 ≤ n & m ≤ 0 & n − öåëîå & m − öåëîå & l − íàòóðàëüíîå & 0 ≤
l− n + m →

∑l+m
k=n(akbl−kCk

l ) = (a + b)l −
∑n−1

k=0(a
kbl−kCk

l )−
∑l

k=l+m+1(a
kbl−kCk

l ))

Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïðè ýòîì
n < 4,−4 < m. Ìíîæèòåëè ak, bl−k ìîãóò îòñóòñòâîâàòü, è òîãäà a, b èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ åäèíèöåé. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ablmn(0 ≤ n & m ≤ 0 & n − öåëîå & m − öåëîå & l − öåëîå & 0 ≤ l −
n + m →

∑l+m
k=n(akbl−kCk

l ) = (1 ïðè l = 0, èíà÷å (a + b)l −
∑n−1

k=0(a
kbl−kCk

l ) −∑l
k=l+m+1(a

kbl−kCk
l )))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abm(0 ≤ b & a ≤ 0 & m − öåëîå & k −m = a →

∑k
n=b Cn

m = (2m −
∑b−1

n=0 Cn
m −∑m

n=m+a+1 Cn
m ïðè 0 ≤ m + a− b, èíà÷å 0))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåä-
íèé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b ñóòü äåñÿòè÷íûå
êîíñòàíòû, ïðè÷åì −4 < a, b < 4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀mnpqk(n−m = k & 0 ≤ k →

∑m
i=0(p

iqn−iCi
n) = (p + q)n −

∑n
j=m+1(p

jqn−jCj
n))

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", òàê ÷òî k - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî k < 4. Êîíå÷íàÿ ñóììà â çàìåíÿþùåì òåðìå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ
â îáû÷íóþ ñóììó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀afgmpqP (g(j) + f(j) = m →

∑
i,j,i+f(j)≤m,0≤i,P (j)((a(j))ip(j)/i!(g(j) − i)!q(j)) =∑

j,P (j),f(j)≤m(p(j)(a(j) + 1)m−f(j)/q(j)(m− f(j))!))

Ïåðåìåííûå a, f, g, p, q, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ j èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
îñòàòêîì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, èìåþùèì ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀klmnp(

∑m
k=n(ak+pbl−k+qf(k)Ck

l ) = apbq
∑m

k=n(akbl−kf(k)Ck
l ))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèÿ p, q îäíîâðåìåííî íå ðàâíû 0. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ.
∀mnk(m− öåëîå & n− öåëîå & k − öåëîå→∑k

i=0(C
i
nC

k−i
m ) = Ck

m+n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀mnk(m− öåëîå & n− öåëîå & k− öåëîå & p = m− k →

∑p
i=0(C

i
nC

i+k
m ) = Cp

m+n)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåä-
íèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îòáðàñûâàíèå èç îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ çíà÷åíèé, ãäå ÷èñëî ñî÷åòàíèé ðàâíî
íóëþ.
∀mnkA(0 ≤ k − n →

∑k
i=0(A(i)Cn−i

m ) =
∑n

i=0(A(i)Cn−i
m ))
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Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, ïðè÷åì ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Âûðàæåíèÿ k, n
íå äîëæíû ñîâïàäàòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀mnkA(0 ≤ m− n →

∑m
i=k(A(i)Ci

n) =
∑n

i=k(A(i)Ci
n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë ñî÷åòàíèé íà íàòóðàëüíûå ñòåïåíè ÷èñåë, ïî êîòî-

ðûì áåðóòñÿ ñî÷åòàíèÿ.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→∑n

i=0(i
2Ci

n) = n(n + 1)2n−2)

∀n(n− íàòóðàëüíîå→∑n
i=0(i

3Ci
n) = n2(n + 3)2n−3)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀pqn(n− íàòóðàëüíîå→∑n

i=0(ip
iqn−iCi

n) = pn(p + q)n−1)

∀pqn(n− íàòóðàëüíîå→∑n
i=0(i

2piqn−iCi
n) = np(pn + q)(p + q)n−2)

Óêàçàòåëü "ïîñòàíîâêà(. . .)" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé q ñ åäèíè-
öåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abn(a ≤ 0 & 0 ≤ b & n − íàòóðàëüíîå & k − n = a →

∑k
i=b(iC

i
n) = (n2n−1 −∑b−1

i=0(iC
i
n)−

∑−a−1
i=0 ((n− i)Ci

n) ïðè 0 ≤ n + a− b, èíà÷å 0))

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè, ïðè÷åì âû-
ïîëíåíû íåðàâåíñòâà −4 < a, b < 4. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "ïðîãðàììà", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïî-
ñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

5. Ñóììèðîâàíèå ÷èñåë ñî÷åòàíèé ñ ôèêñèðîâàííûì âåðõíèì èíäåêñîì.
∀mnpq(

∑q
i=p Cm

n+i = Cm+1
n+q+1 − (Cm+1

n+p ïðè 0 ≤ n + p−m− 1, èíà÷å 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀mnpq(

∑q
i=p(iC

n
m+i) = (n + 1)

∑q
i=p Cn+1

m+i+1 − (m + 1)
∑q

i=p Cn
m+i)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀amnkpq(a(i) =

∏k
j=1(m+ i+ j)− ik →

∑q
i=p(i

kCn
m+i) =

∏k
j=1(n+ j)

∑q
i=p Cn+k

m+k+i−∑q
i=p(a(i)Cn

m+i))

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå èç åãî ïðàâîé ÷àñòè
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå, ïîñëå ÷åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöè-
îíàëüíàÿ. Êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå èç çàìåíÿþùåãî òåðìà òîæå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ
â îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå. Êîíå÷íûå ñóììû èç çàìåíÿþùåãî òåðìà îáðàáàòûâà-
þòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà óïðîùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 3.

6. Ñóììà ÷àñòíûõ îò äåëåíèÿ ÷èñåë ñî÷åòàíèé íà ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà.
∀abn(0 ≤ a & b ≤ 0 →

∑n+b
i=a (Ci

n/(i+1)) = (2n+1− 1)/(n+1)−
∑a−1

i=0 (Ci
n/(i+1))−∑n

i=n+b+1(C
i
n/(i + 1)))



Ãëàâà 14. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìáèíàòîðíûìè ôóíêöèÿìè 1114

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.
∀n(
∑n

i=0(C
i
n(−1)i/(i + 1)) = 1/(n + 1))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀mn(

∑n
i=0 Ci

n/(i + m) =
∫ 1

0
tm−1(1 + t)ndt)

Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Èíòåãðàë âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abmn(0 ≤ a & b ≤ 0 →

∑n+b
i=a (−1)iCi

n/(i+m) =
∫ 1

0
tm−1(1−t)ndt−

∑a−1
i=0 (−1)iCi

n/(i+
m)−

∑n
i=n+b+1(−1)iCi

n/(i + m))

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè,m - ñ íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abn(b ≤ 0 →

∑n+b
i=a (−1)iCi

n/i = −
∑n

i=1 1/i−
∑a−1

i=1 (−1)iCi
n/i−

∑n
i=n+b+1(−1)iCi

n/i)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, b - ñ öåëî÷èñëåííîé
êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

7. Ñóììà ÷àñòíûõ îò äåëåíèÿ äâóõ ÷èñåë ñî÷åòàíèé.
∀mn(0 < m− n →

∑n
i=0 Ci

n/C
i
m = (m + 1)/(m− n + 1))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

8. Ñóììà êâàäðàòîâ ÷èñåë ñî÷åòàíèé.
∀n(n− öåëîå→∑n

i=0(C
i
n)2 = Cn

2n)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
9. Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ñóììèðîâàíèÿ.
∀mnpf (p = m− n →

∑m
k=n(Cm−k

p f(k)) =
∑m−n

i=0 (Ci
pf(m− i)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ñóììèðîâàíèå ïî ÷åòíûì ëèáî íå÷åòíûì çíà÷åíèÿì.
∀mn(m− [n/2] = 0 →

∑m
i=0 C2i

n = 2n−1)

∀mn(m− [(n− 1)/2] = 0 →
∑m

i=0 C2i+1
n = 2n−1)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
∀mn(m− [n/2] = 0 →

∑m
i=k C2i

n = 2n−1 −
∑k−1

j=0 C2j
n )

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Êîíå÷íàÿ ñóììà
â çàìåíÿþùåì òåðìå âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íàÿ ñóììà. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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11. Ñóììèðîâàíèå ïî çíà÷åíèÿì, êðàòíûì çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
∀mnpr(0 ≤ r & 0 < m− r & p− [(n− r)/m] = 0 →

∑p
i=0 Cmi+r

n =
1/m

∑m−1
j=0 (cos(π((j ïðè 0 ≤ m−2j, èíà÷å j−m)n−2rj)/m)(2+2 cos(2πj/m)n/2)))

Ïåðåìåííàÿ r èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ m -
ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà", ïîñëåäíèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíå÷íàÿ ñóììà â çàìåíÿ-
þùå òåðìå âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íàÿ ñóììà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

12. Çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà ñî÷åòàíèé.
∀kn(0 < n− k →

∑k
i=0((−1)n−iCi

n) = Ck
n−1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

Ñóììèðîâàíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ

∀fgmnk(0 ≤ n− k →
∑n

i=m(f(i) ïðè i ≤ k, èíà÷å g(i)) =
∑k

i=m f(i) +
∑n

i=k+1 g(i))

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcfgmnp(a−öåëîå & b−öåëîå & c−öåëîå & ¬(a = 0) & p = (c−b)/a & 0 ≤ p−m & 0 ≤
n− p →

∑n
i=m(f(i) ïðè ai + b = c, èíà÷å g(i)) = f(p) +

∑p−1
i=m g(i) +

∑n
i=p+1 g(i))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëü-
íûå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcfgmn(¬(a = 0) & 0 < a(c − b − an) →

∑n
i=m(f(i) ïðè ai + b = c, èíà÷å g(i)) =∑n

i=m g(i))

∀abcfgmn(¬(a = 0) & 0 < a(am + b − c) →
∑n

i=m(f(i) ïðè ai + b = c, èíà÷å g(i)) =∑n
i=m g(i))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå f, g ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀fgkmn(0 ≤ k −m & k − öåëîå & a =

∑k−1
i=m g(i) & b =

∑n
i=k+1 g(i) & c =

∑n
i=m g(i) →∑n

i=m(f(i) ïðè i = k, èíà÷å g(i)) = (f(k) + a + b ïðè k ≤ n, èíà÷å c))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëü-
íûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà óïðîùåíèå, ïðè÷åì ðåçóëüòèðóþùèå âûðàæåíèÿ a, b, c
íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀aPQ(

∑
i,P (i)(0 ïðè Q(i), èíà÷å a(i)) =

∑
i,P (i),¬(Q(i)) a(i))

∀aPQ(
∑

i,P (i)(a(i) ïðè Q(i), èíà÷å 0) =
∑

i,P (i),Q(i) a(i))

Ïåðåìåííûå a, P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþ-
ùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdP (¬(a = 0) →

∑
i,P (i),i−öåëîå(d(i) ïðè ai+b = c, èíà÷å 0) = (d((c−b)/a) ïðè P ((c−

b)/a), èíà÷å 0))
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå d, P ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefghmnP (¬(a = 0) & ¬(d = 0) & g = (c − b)/a & h = (f − e)/d & ¬(g − h =
0) →

∑
i,P (i),i−öåëîå(m(i) ïðè ai + b = c, èíà÷å (n(i) ïðè di + e = f, èíà÷å 0)) =

(m(g) ïðè P (g), èíà÷å 0) + (n(h) ïðè P (h), èíà÷å 0))

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëü-
íûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå m,n, P ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀PQR(

∑
i,P (i),Q R(i) = (

∑
i,P (i) R(i) ïðè Q, èíà÷å 0))

Ïåðåìåííûå P, R ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abfmnp(n−íàòóðàëüíîå & p = −[−m/2] & k = −[−(m+1)/2] →

∑n
i=m f(i, (a(i) ïðè i−

even, èíà÷å b(i))) =
∑[n/2]

i=p f(2i, a(2i)) +
∑n−[n/2]

i=k f(2i− 1, b(2i− 1)))

Ïåðåìåííûå a, b, f ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(f)" îçíà÷àåò, ÷òî èäåí-
òèôèêàöèÿ øàáëîíà f(i, . . .) ïðîèñõîäèò ïóòåì âûäåëåíèÿ âíóòðè âûðàæåíèÿ ïîä
ñóììîé íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ (a(i) ïðè i − even, èíà÷å b(i)).
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfmpqAPQ(A(m) & p =

∑
i,A(i),¬(i=m) f(i, (a(i) ïðè Q(i), èíà÷å b(i))) & q =

∑
i,A(i) f(i,

(a(i) ïðè Q(i), èíà÷å b(i))) →
∑

i,A(i) f(i, (a(i) ïðè i = m & P (i) ∨ Q(i), èíà÷å b(i))) =

(f(m, a(m)) + p ïðè P (m), èíà÷å q))

Êîíå÷íàÿ ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå a, b, A, P,Q,
f ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ6)" îçíà÷àåò, ÷òî èäåíòèôèêàöèÿ øàá-
ëîíà f(i, . . .) ïðîèñõîäèò ïðè óñìîòðåíèè âíóòðè îáùåãî ÷ëåíà ñóììû âõîæäåíèÿ
óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ (a(i) ïðè i = m & P (i) ∨ Q(i), èíà÷å b(i)). Ïðè ôîðìèðîâà-
íèè òåðìà f(X,Y ) ýòî âõîæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà òåðì Y , à âñå ðàñïîëîæåííûå âíå
íåãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé i çàìåíÿþòñÿ íà X. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî ñî ñëàáûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêî-
ñòè, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè
îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàòû p, q íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abfmnAB(m =

∑
i,A(i),B(i) f(i, a(i)) & n =

∑
i,A(i),¬B(i) f(i, b(i)) →

∑
i,A(i) f(i, (a(i) ïðè

B(i), èíà÷å b(i))) = m + n)

Ïåðåìåííàÿ i äîëæíà âõîäèòü â óñëîâèå B(i). Ïåðåìåííûå a, b, A,B, f ôóíêöèîíàëü-
íûå. Ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿäû Òåéëîðà è Ôóðüå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óêàçàòåëü "âõî-
æäåíèå(õ6)" èñïîëüçóåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀abmnP (0 ≤ n−m →

∑n
i=m P (i, (a(i) ïðè i = m, èíà÷å b(i))) = P (m, a(m)) +∑n

i=m+1 P (i, b(i)))

∀abmnP (0 ≤ n−m →
∑n

i=m P (i, (a(i) ïðè i = n, èíà÷å b(i))) = P (n, a(n)) +∑n−1
i=m P (i, b(i)))

Êîíå÷íàÿ ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå a, b, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Ïðè èäåíòèôèêàöèè øàáëîíà P (i, . . .) èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "âõî-
æäåíèå(õ40)". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà ïåðâîé òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â
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óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "âû÷èñëåíèå". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçóþò-
ñÿ ïðè àâòîìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè: îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé, ïðåîáðàçóåìûé êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà â ËÎÑ-ïðîãðàììó. Ïîäðîáíåå
ýòè çàäà÷è áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçäåëàõ, ñâÿçàííûõ ñ "îáû÷íûìè" âû÷èñëåíèÿìè
íà ÃÅÍÎËÎÃå.

Ñóììèðîâàíèå ïî îáúåäèíåíèþ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

∀afAB(
∑

x,x∈A f(x) = a & íåïåðåñåê(A, B) →
∑

x,x∈A∪B f(x) = a +
∑

x,x∈B f(x))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñóììàâñåõ", ïðè÷åì
ðåçóëüòàò a íå äîëæåí ñîäåðæàòü ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀PQR(¬Q →

∑
i,P ∨ Q,S(i) R(i) =

∑
i,P,S(i) R(i) +

∑
i,Q,S(i) R(i))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò íåñîâìåñòíîñòü óñëîâèé P è Q. Îí îáðàáàòûâàåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
ïîñûëêà P . Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óêàçàòåëü "ñîäåðæèòñÿ(õ9
õ40 õ41)" ðàçðåøàåò ïåðåìåííîé i âõîäèòü â P, Q. Ïåðåìåííûå R,S ôóíêöèîíàëüíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñóììû ñ ìîùíîñòÿìè ìíîæåñòâ

∀APQ(êîíå÷íîå(A) →
∑

i,P (i) Q(card(A \ i)) =
∑cardA

j=0 (Q(cardA− j)card(seti(P (i)

& card(A ∩ i) = j))))

Ïðèåì ïåðåõîäèò ê ñóììèðîâàíèþ ïî ìîùíîñòÿì ïåðåñå÷åíèé ñ ìíîæåñòâîì A ìíî-
æåñòâ i, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ P (i). Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Óêà-
çàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ1 ôèêñ(0 1 1 3))âèä(õ1 ìîùíîñòü(ðàçíîñòü(õ26 õ9))))"
îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîä ñóììîé âûðàæåíèÿ card(A \ i). Çàòåì óêàçàòåëü "íîâàð-
ãóìåíò(õ41 õ9 ôèêñ)" ïðîâåðÿåò, ÷òî âíóòðè âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé ïåðåìåííàÿ i
âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â âèäå card(A \ i), è òàêèì îáðàçîì èäåíòèôèöèðóåò øàáëîí
Q(. . .). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
∀Afn(n = cardA →

∑
b,b⊆A f(card b) =

∑n
i=0(C

i
nf(i)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ6 õ2 ôèêñ)" ïðîâåðÿåò,
÷òî â âûðàæåíèè ïîä ñóììîé ïåðåìåííàÿ b âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â âèäå card b. Ýòî
ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü øàáëîí f(. . .). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñóììèðîâàíèå ïî êðàòíûì çíà÷åíèÿì

∀abkf (a−íàòóðàëüíîå& b−íàòóðàëüíîå→∑
m,k|m,a≤m,m≤b f(m) =

∑[
i=−[−a/k] b/k]f(ki))

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöè-
îíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 14. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìáèíàòîðíûìè ôóíêöèÿìè 1118

Ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî êîðòåæàì ê ñóììèðîâàíèþ ïî ðàçáèåíèÿì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

∀nP (
∑

f,êîðòåæ(f,n,{1,...,n}) P (êîìïëåêò(f)) =∑
s,Ðàçáèåíèå(n,s)(P (s)n!C

l(s)
n l(s)!)/(

∏l(s)
i=1 s(i)!

∏
i,i∈Val(s) card(ñëîé(s, i))!))

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì f äëèíû n, ñîñòàâëåííûì èç (âîç-
ìîæíî, ïîâòîðÿþùèõñÿ) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Âûðàæåíèå "êîìïëåêò(f)"
îáîçíà÷àåò íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåâîçðàñòàíèþ êðàòíîñòåé ýëåìåíòîâ íàáîðà f .
Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "íîâàðóãìåíò(õ40 õ6 ôèêñ)" îáåñïå÷è-
âàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî f âñòðå÷àåòñÿ ïîä ñóììîé òîëüêî â âèäå "êîìïëåêò(f)".
Çàìåíÿþùàÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì s óïîðÿäî÷åííûõ ïî íåâîçðàñòàíèþ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äâîéíîå ñóììèðîâàíèå

∀an(
∑

i,j,i<j,i∈{1,...,n},j∈{1,...,n} a(i, j) =
∑n

k=1

∑k−1
l=1 a(l, k))

Ïðèåì ðàçâîðà÷èâàåò êîíå÷íóþ ñóììó ñ äâóìÿ âàðüèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè â îáû÷-
íóþ ñóììó. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé
4. Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(0 2)ôèêñ(0 2 1 3))"
îáåñïå÷èâàåò óêàçàííóþ ðàçâåðòêó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀mtPQ(m(j) =

∑
i,P (i,j) t(i, j) →

∑
i,j,P (i,j),Q(j) t(i, j) =

∑
j,Q(j) m(j))

Ïðèåì âûïîëíÿåò ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî äâóì ïàðàìåòðàì ê ñóììèðîâàíèþ
ïî îäíîìó ïàðàìåòðó. Ïåðåìåííûå m, t, P,Q ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì Q(j) èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé âñåõ óñëîâèé íà îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ, íå ñîäåðæàùèõ
i. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâà-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé, âûïîëíÿþùåé ñóììèðîâàíèå ïî i. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàòm(j) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óêàçàòåëü "ýëåìåíò(õ9)" ðàçðåøà-
åò áðàòü â êà÷åñòâå i êàê ïåðâóþ, òàê è âòîðóþ ïåðåìåííóþ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïîïûòêà âû÷èñëåíèÿ ñóììû â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå

∀afmn(
∑n

i=m f(i) = a →
∑n

i=m f(i) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Êîíå÷íàÿ ñóììà âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, ïðè÷åì
îáùèé ÷ëåí ñóììû íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
óïðîùåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíîé ïîñûëêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà

∀abcf (0 ≤
∑c

n=1 f(n) + a & 0 ≤ f(c + 1) + b− a → 0 ≤
∑c+1

n=1 f(n) + b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòàðèé
âèäà (íàòóðàëüíîå m). Òàêèå êîììåíòàðèè ââîäÿòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷àõ íà
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äîêàçàòåëüñòâî øàãà èíäóêöèè ïî ïàðàìåòðó m. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è, èñòèííîñòü âòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò îáðàáîòêó
ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âûäåëåíèå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóê-
öèè

∀afx(0 < x− a →
∑x

n=a f(n) = f(x) +
∑x−1

n=a f(n))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòàðèé (íàòó-
ðàëüíîå m), ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ m âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè x. Âûðàæåíèÿ f(x) è∑x−1

n=a f(n) äî ïðåîáðàçîâàíèÿ óæå èìåþòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ f ôóíê-
öèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èñïîëüçîâàíèå íåîïðåäåëåííûõ ñóìì

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà è ñâÿçàííûé ñ íèìè íîðìàëèçàòîð "íîðìíåîïðñóììà" ðåàëè-
çîâàíû Ï.À.Ïàíòåëååâûì. Çäåñü äëÿ ñóììèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, àíàëîãè÷-
íûé âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ïðè ïîìîùè íåîïðåäåëåííûõ. Íàõîäèòñÿ
"äèñêðåòíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ", è èç çíà÷åíèÿ åå â óâåëè÷åííîì íà åäèíèöó âåðõíåì
ïðåäåëå ñóììèðîâàíèÿ âû÷èòàåòñÿ çíà÷åíèå â íèæíåì ïðåäåëå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñ-
êðåòíîé ïåðâîîáðàçíîé ñëóæèò îïèñûâàåìûé â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ íîðìàëèçàòîð
"íîðìíåîïðñóììà".

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìíåîïðñóììà".
∀fgmn(íåîïðñóììà(λx(f(x), x− öåëîå)) = λy(g(y), y − öåëîå) & m− öåëîå & n−
öåëîå & h(y) = g(y) & 0 ≤ n−m →

∑n
i=m f(i) = h(n + 1)− h(m))

Âûðàæåíèå "íåîïðñóììà(λx(f(x), x − öåëîå))" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì íåêîòî-
ðóþ "äèñêðåòíóþ ïåðâîîáðàçíóþ" ôóíêöèè f . Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèî-
íàëüíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìíåîïðñóììà", âû÷èñëÿþùèì
äèñêðåòíóþ ïåðâîîáðàçíóþ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð"; îí âûïîëíÿåò äîïîëíèòåëüíîå óïðîùåíèå íàéäåííîé ïåðâî-
îáðàçíîé ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàìåíÿþùèé òåðì
óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

2. Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèé ýêñïîíåíòû íà ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ. Â ýòîì ñëó÷àå
äèñêðåòíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ âûïèñûâàåòñÿ ñðàçó:
∀abcdmn(¬(a/(πb)−öåëîå) & m−öåëîå & n−öåëîå & f(k) = ck(c sin(a(1−k)/b−
d)+sin(ak/b+d))/(2c cos(a/b)−c2−1) →

∑n
k=m(ck sin(ak/b+d)) = f(n+1)−f(m))

∀abcdmn(¬(a/(πb)−öåëîå) & m−öåëîå & n−öåëîå & f(k) = ck(c cos(a(1−k)/b−
d)−cos(ak/b+d))/(c2+1−2c cos(a/b)) →

∑n
k=m(ck cos(ak/b+d)) = f(n+1)−f(m))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
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Êîíå÷íàÿ ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ.
∀amnP (¬(a − 1 = 0) & m − öåëîå & n − öåëîå & 0 ≤ n −m →

∑n
k=m(P (k)ak) =

an+1/(a− 1)P (n + 1)− am(a− 1)P (m)− a/(a− 1)
∑n

k=m((P (k + 1)− P (k))ak))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Ôèëüòð "êîíòåêñò(âèäìíîãî÷ëåíà(çíà÷åíèå(õ40 õ11)õ11 õ2))" îáåñïå-
÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî âûðàæåíèå P (k) ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ïðåîá-
ðàçóåòñÿ ê ìíîãî÷ëåíó îò ïåðåìåííîé k. Åñëè a åñòü ìèíóñ åäèíèöà, ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñóììàâñåõ"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû, áîëüøàÿ ÷àñòü êîòîðûõ àíàëîãè÷íà îäíî-
èìåííûì ïðèåìàì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:

1. Ñóììèðîâàíèå êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ.
2. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä ñóììû.
3. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ñóììû.
4. Çàãîëîâîê "ïëþñ" âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé.
5. Ñóììèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
6. Ñóììèðîâàíèå êâàäðàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
7. Ñóììèðîâàíèå êóáîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
8. Ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
9. Ïåðåõîä ê îáû÷íîé ñóììå.
10. Íîðìàëèçàöèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ.

∀abcdef (
∑

i,f(i) cos(ai/b + ci/d + e(i)) =
∑

i,f(i) cos((a/b + c/d)i + e(i)))

Ïåðåìåííûå e, f ôóíêöèîíàëüíûå.
11. Ñóììèðîâàíèå õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà ýêçåìïëÿðîâ íåêîòîðîãî îáúåêòà.

∀abcdef (ýêçåìïëÿðû(a, b) & c ⊆ a & f(b) = d →
∑

x,x∈c f(x) = cardc · d)

Ïðèåì áûë ââåäåí ïðè ðàññìîòðåíèè òåêñòîâûõ çàäà÷. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áå-
ðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Îí îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìíîæåñòâî ýêçåìïëÿðîâ àáñòðàêòíîãî
îáúåêòà b. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò òîæå áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííàÿ f âû-
äåëåíà óêàçàòåëåì "ñèìâîë", ò.å. èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì ëîãè÷åñêèì
ñèìâîëîì, îáîçíà÷àþùèì õàðàêòåðèñòèêó îáúåêòà b. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

12. Ñóììèðîâàíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ.
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13. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà.
∀abmP (b ⊆ a & ∀i(i ∈ a → P (i) = m) →

∑
j,j∈b P (j) = mcardb)

Êâàíòîðíîå òîæäåñòâî áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ ñóìì "íîðìíåîïðñóììà"

1. Êîíñòàíòà.
∀a(íåîïðñóììà(λx(a, x− öåëîå)) = λx(ax, x− öåëîå))

2. Ñóììà ôóíêöèé.
∀fgpq(λx(p(x), x−öåëîå) = íåîïðñóììà(λx(f(x), x−öåëîå)) & λx(q(x), x−öåëîå) =
íåîïðñóììà(λx(g(x), x − öåëîå)) → íåîïðñóììà(λx(f(x) + g(x), x − öåëîå)) =
λx(p(x) + q(x), x− öåëîå))
Ïåðåìåííûå f, g, p ôóíêöèîíàëüíûå. Îáà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îíè ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó
äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ ñóìì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî f(x) è îñòàòî÷íîé
ñóììû g(x).

3. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ.
∀abfg(λx(g(x), x− öåëîå) = íåîïðñóììà(λx(f(x), x− öåëîå)) →
íåîïðñóììà(λx(af(x)/b, x− öåëîå)) = λx(ag(x)/b, x− öåëîå))
Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ëèáî a, ëèáî b îòëè÷íî îò åäèíèöû. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå
ê íîðìàëèçàòîðó.

4. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
∀apqr(íåîïðñóììà(λx(a

(px/q)+r, x− öåëîå)) = λx((a
rx ïðè a = 1 ∨ p = 0,

èíà÷å a(px/q)+r/(ap/q − 1)), x− öåëîå))
5. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

íåîïðñóììà(λx(x, x− öåëîå)) = λx(x(x− 1)/2, x− öåëîå)
íåîïðñóììà(λx(x

2, x− öåëîå)) = λx(x(2x− 1)(x− 1)/6, x− öåëîå)
íåîïðñóììà(λx(x

3, x− öåëîå)) = λx((x(x− 1))2/4, x− öåëîå)
∀p(0 ≤ p− 4 → íåîïðñóììà(λx(x

p, x− öåëîå)) =
λx(1/(p + 1)

∑p+1
i=0 ((p + 1)!÷èñëîáåðíóëëè(i)xp+1−i)/(i!(p + 1− i)!), x− öåëîå))

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîí-
ñòàíòîé, ïðè÷åì êîíå÷íàÿ ñóììà ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷íóþ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 2, â òî âðåìÿ êàê óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðî÷èõ
îïèñàííûõ âûøå ïðèåìîâ äàííîãî íîðìàëèçàòîðà ðàâåí 1.

6. Çíàêîïåðåìåííàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀pl(l − öåëîå→ íåîïðñóììà(λx((−1)x+lxp, x− öåëîå)) =
λx((−1)x+l−1

∑p+1
i=1 (p!(1− 2i)÷èñëîáåðíóëëè(i)xp+1−i)/(i!(p + 1− i)!), x− öåëîå))

Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Êîíå÷íàÿ ñóììà
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷íóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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7. Ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀abh(íåîïðñóììà(λx(sin(ax/b + h), x− öåëîå)) = λx((x sin h ïðè (a/2πb− öåëîå),
èíà÷å − cos(ax/b + h− a/(2b))/2 sin(a/(2b))), x− öåëîå))
∀abh(íåîïðñóììà(λx(cos(ax/b+h), x− öåëîå)) = λx((x cos h ïðè (a/2πb− öåëîå),
èíà÷å sin(ax/b + h− a/(2b))/2 sin(a/(2b))), x− öåëîå))

8. Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà íà ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ.
∀abch(íåîïðñóììà(λx(c

x sin(ax/b + h), x− öåëîå)) =
λx((x sin h ïðè(c = 1 & (a/(πb)− even ∨ c = −1 & ¬(a/(πb)− even))),
èíà÷å cx(c sin(a(1− x)/b− h) + sin(ax/b + h))/(2c cos(a/b)− c2 − 1)), x− öåëîå))
∀abch(íåîïðñóììà(λx(c

x cos(ax/b + h), x− öåëîå)) =
lambdax((x cos h ïðè(c = 1 & (a/(πb)− even ∨ c = −1 & ¬(a/(πb)− even))),
èíà÷å cx(c cos(a(1− x)/b− h)− cos(ax/b + h))/(c2 + 1− 2c cos(a/b))), x− öåëîå))

9. Ñóììèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.
∀fgpu(λx(g(x), x− öåëîå) = íåîïðñóììà(λx(f(x), x− öåëîå)) &
λx(u(x), x − öåëîå) = íåîïðñóììà(λx(g(x + 1)(p(x + 1) − p(x)), x − öåëîå)) →
íåîïðñóììà(λx(p(x)f(x), x− öåëîå)) = λx(p(x)g(x)− u(x), x− öåëîå))
Ïåðåìåííûå f, g, p, u ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèå p(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íåêîòîðûì ñîìíîæèòåëåì ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê
íîðìàëèçàòîðó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî p(x) ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê ïðåâðàùàåò-
ñÿ â ìíîãî÷ëåí îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

14.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðîèçâåäåíèåâñåõ"

Âûðàæåíèå "ïðîèçâåäåíèåâñåõ(a)" îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå âñåõ çíà÷åíèé âåùåñòâåí-
íîçíà÷íîé ôóíêöèè a íà åå êîíå÷íîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ðàññ÷èòàí ëèøü íà òå ñëó÷àè, êîãäà ôóíêöèÿ a çàäàíà ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Åñëè âûðàæåíèå èìååò âèä "ïðîèçâåäåíèåâñåõ(îòîáðàæåíèå(i (i−öåëîå & m ≤
i & i ≤ n) A(i)))", òî îíî ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå:

n∏
i=m

A(i).

Â îáùåì ñëó÷àå âûðàæåíèå "ïðîèçâåäåíèåâñåõ(îòîáðàæåíèå(i P (i) A(i)))" ïðîðèñî-
âûâàåòñÿ òàê: ∏

i,P (i)

A(i).

Ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ" õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "òèï" è "ðàçâåðòêà"
(ïîñëåäíèé èñïîëüçóåòñÿ êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà ïðè íàëè÷èè óêàçàòåëÿ "ðàç-
âåðòêà", îïðåäåëÿþùåãî èäåíòèôèêàöèþ ëèáî âûïèñûâàíèå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
êàê îáû÷íîãî).
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Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ

1. Ïåðåìíîæåíèå êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ.

∀af (
∏

x,f(x)

a = acard(setx(f(x))))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x ìîæåò áûòü ëþáîé
äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîä ïðîèçâåäåíèåì.

∀afg(
∏

x,f(x)

ag(x) = a
∑

x,f(x) g(x))

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g
ôóíêöèîíàëüíûå. Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìååò ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Äðîáü ïîä ïðîèçâåäåíèåì.

∀fgh(
∏

x,h(x)

f(x)

g(x)
=
∏

x,h(x)

f(x)/
∏

x,h(x)

g(x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
4. Ïåðåìíîæåíèå ïðîèçâåäåíèé.

∀fgmn(
n∏

i=m

(f(i)g(i)) =
n∏

i=m

f(i)
n∏

i=m

g(i))

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g, h
ôóíêöèîíàëüíûå. Ïðåîáðàçîâàíèå áëîêèðóåòñÿ, åñëè ïðîèçâåäåíèå ðàñïîëîæå-
íî âíóòðè óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âûíåñåíèå ìèíóñà.

∀amn(
n∏

i=m

(−a(i)) = (−1)n−m+1

n∏
i=m

a(i))

Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Ñîêðàùåíèå êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé.

∀abcdefg(0 < b− c → (e(
b∏

n=a

f(n))d)/(g(
c∏

n=a

f(n))d) = e(
b∏

n=c+1

f(n))d/g)

Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Äîïóñêàåòñÿ
ïåðåñòàíîâêà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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7. Ðàçáèåíèå íà äâà ïîäïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñîêðàùåíèÿ äðîáè.

∀abcdefg(0 < e− c → (a
d∏

n=c

g(n))/(b

f∏
n=e

g(n)) = (a
d∏

n=e

g(n)
e−1∏
n=c

g(n))/(b

f∏
n=e

g(n)))

∀abcdefg(0 < d− f → (a
d∏

n=c

g(n))/(b

f∏
n=e

g(n)) = (a

f∏
n=c

g(n)
d∏

n=f+1

g(n))/(b

f∏
n=e

g(n)))

Äðîáü âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå î÷åâèäíî d < e, âî âòîðîì - ÷òî íå î÷åâèäíî f < c.
Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

8. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä ïðîèçâåäåíèÿ.
∀afg(

∏
x,f(x)

(ag(x)) = acard(setx(f(x)))
∏

x,f(x)

g(x))

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìååò ïðîèçâîëü-
íóþ äëèíó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ïåðåìíîæåíèå ïî êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë.

∀amn(
∏

i,i∈{m,...,n}

a(i) =
n∏

i=m

a(i))

Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
10. Ðàñøèðåíèå îáëàñòè ïåðåìíîæåíèÿ.

∀amn(b = a(n + 1) → b
n∏

i=m

a(i) =
n+1∏
i=m

a(i))

∀amn(b = a(m− 1) → b
n∏

i=m

a(i) =
n∏

i=m−1

a(i))

Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ñêâîçíûì îáðàçîì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ïåðåõîä ê îáû÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ.
∀fx(

∏
y,y=x

f(y) = f(x))

∀fx(
x∏

n=x

f(n) = f(x))
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∀f (
∏

x,ëîæü

f(x) = 1)

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀afmk(k− öåëîå & m− öåëîå & a = m− k & 0 < a →
m∏

n=k

f(n) = f(k)
m∏

n=k+1

f(n))

Ïðèåì ðåàëèçîâàí â äâóõ âåðñèÿõ: îäíà ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, äðóãàÿ - â ïîñûëêàõ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü a âåðõíåãî è
íèæíåãî ïðåäåëîâ ïåðåìíîæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a åñòü äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàí-
òà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå íå ïðåâîñõîäèò 4, à â ñëó÷àå çàäà÷
íà èññëåäîâàíèå - íå ïðåâîñõîäèò 3. Ïðî÷èå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Â ñëó÷àå çàäà÷ íà
èññëåäîâàíèå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå ïîä ïðîèçâåäåíèåì ñîäåðæàëî íåèç-
âåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 1.

∀abcf (0 < b− c →
a+c∏

i=a+b

f(i) = 1)

Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abf (¬(a ∈ {; f}) →
∏

i,i∈{a;b}

f(i) = f(a)
∏

i,i∈{;b}

f(i))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Ñäâèã îáëàñòè ïåðåìíîæåíèÿ.

∀abfm(m− öåëîå→
b∏

n=a

f(n) =
b+m∏

n=a+m

f(n−m))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îäíà ñðàáàòûâàåò, åñëè âíóòðè f(n) óñìàòðèâà-
åòñÿ âûðàæåíèå m + n, ó êîòîðîãî m- äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, ïðè÷åì êàæäîå
âõîæäåíèå n âíóòðè f(n) ðàñïîëîæåíî â ñóììå, èìåþùåé ñâîèì ñëàãàåìûì äå-
ñÿòè÷íóþ êîíñòàíòó, íå ìåíüøóþ m. Äðóãàÿ âåðñèÿ ñðàáàòûâàåò, åñëè âíóòðè
f(n) óñìàòðèâàåòñÿ ñóììà m+n, ïðè÷åì êàæäîå âõîæäåíèå n âíóòðè f(n) ðàñ-
ïîëîæåíî â ñóììå, èìåþùåé ñâîèì ñëàãàåìûì âûðàæåíèå m. Ïåðåìåííàÿ f
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Âûíåñåíèå ìíîæèòåëÿ äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, çàäàííîãî îòäåëüíûì ðàâåí-
ñòâîì.

∀afgh(h(a) →
∏

x,x=a ∨ f(x),h(x)

g(x) = g(a)
∏

x,f(x),h(x),¬(x=a)

g(x))

∀afgh(¬h(a) →
∏

x,x=a ∨ f(x),h(x)

g(x) =
∏

x,f(x),h(x)

g(x))
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Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

14. Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ïåðåìíîæåíèÿ.

∀fkmnP (
n∏

j=m

P (f(k − j)) =
k−m∏

j=k−n

P (f(j)))

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ f îáû÷-
íàÿ, P - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èíäåêñ j âñòðå÷àåòñÿ â îáùåì ÷ëåíå òîëüêî â ïîä-
òåðìàõ f(k − j). Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ íåêîòîðîãî òàêîãî
ïîäòåðìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

15. Óñìîòðåíèå íóëåâîãî ñîìíîæèòåëÿ.
∀fmxtPQ((f(x, i) = 0 & P (x, i)) = (i = m & ¬(x = t)) →

∏
i,P (x,i) f(x, i) =

(0 ïðè ¬(x = t), èíà÷å ∏i,P (t,i) f(t, i)))

Ïåðåìåííûå P, f ôóíêöèîíàëüíûå. Îáùèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ íå ñîäåðæèò êî-
íå÷íîé ñóììû. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì óòâåð-
æäåíèÿ P (x, i) ëèáî âûðàæåíèÿ f(x, i). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî i ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â ðåçóëüòàòå äîëæíî îêàçàòüñÿ, ÷òî íóëåâîå çíà-
÷åíèå îáùåãî ÷ëåíà ïðîèçâåäåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå m, ïðè÷åì
òîëüêî ïðè x, íå ðàâíîì íåêîòîðîìó çíà÷åíþ t. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀fmP ((f(i) = 0 & P (i)) = (i = m) →

∏
i,P (i) f(i) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
16. Ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèé, âûðàçèìûõ ÷åðåç äâîéíûå ôàêòîðèàëû.

∀n(0 ≤ n →
n∏

i=0

(−i +
1

2
) =

(−1)n
∏n−1

i=0 (i + 1
2
)

2
)

∀n(0 ≤ n →
n∏

i=0

(i +
1

2
) =

∏n
i=0(2i + 1)

2n+1
)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Ïåðåìíîæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

∀mnp((m+p)−íàòóðàëüíîå& (n+p)−öåëîå& 0 ≤ n−m+1 →
n∏

k=m

(k+p) =
(n + p)!

(m + p− 1)!
)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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Ïåðåìíîæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

∀akln(l − öåëîå & k − öåëîå & n− öåëîå & (n + 1)− even & 0 ≤ n + 2l − 1
& a = (n + 1)/2 & 0 ≤ k + a− 1 →

∏k
m=l(2m + n) = ((n + 2k)!(l + a− 1)!)/

(2k−l(n + 2l − 1)!(k + a− 1)!))

Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå ïîä ïðîèçâåäåíèåì

∀fgh(g(x) = f(x) →
∏

x,h(x)

f(x) =
∏

x,h(x)

g(x))

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíê-
öèîíàëüíûå. Îáùèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò èìååò (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) çàãîëîâîê
"óìíîæåíèå" ëèáî "ñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïåðåìíîæåíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ

∀abmnP (
∏n

i=m P (i, (a(i) ïðè i = m, èíà÷å b(i))) = P (m, a(m))
∏n

i=m+1 P (i, b(i)))

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå a, b, P ôóíê-
öèîíàëüíûå. Øàáëîí P (i, . . .) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî êàêîìó-ëèáî âõîæäåíèþ óñëîâ-
íîãî ïîäâûðàæåíèÿ (a(i) ïðè i = m, èíà÷å b(i)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abmnpP (0 ≤ p−m & 0 ≤ n− p →

∏n
i=m P (i, (a(i) ïðè i ≤ p, èíà÷å b(i))) =∏p

i=m P (i, a(i))
∏n

i=p+1 P (i, b(i)))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âûíåñåíèÿ ìíîæèòåëÿ

∀ah(h(a) ∨ ¬(h(a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ
ïîäâûðàæåíèÿ ∏x,(x=a ∨ f(x)) & h(x) g(x) â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå
f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì h(a) ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé, ðàâíûõ äàííîìó
çíà÷åíèþ

∀akPQR(∀j(P (j) → card(seti(f(i) = j & R(i))) = k(j)) & ∀i(R(i) → P (f(i))) →∏
i,R(i) Q(f(i)) =

∏
j,P (j)(Q(j))k(j))

∀fmnkPQ(∀j(P (j) → card(seti(f(i) = j & i ∈ {m, . . . , n})) = k(j)) & ∀i(i ∈ {m, . . . , n} →
P (f(i))) →

∏n
i=m Q(f(i)) =

∏
j,P (j)(Q(j)k(j)))

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êâàíòîð-
íûìè èìïëèêàöèÿìè èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííàÿ f îáû÷íàÿ, ïåðåìåííûå k, P,Q, R
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ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ41 õ9 ôèêñ)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ øàáëîíà Q(. . .) ïî âñåì âõîæäåíèÿì ïîäâûðàæåíèÿ f(i). Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî i âõîäèò â îáùèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ òîëüêî â âèäå f(i). Ïåðåìåííàÿ f íå äîëæíà
âõîäèòü â k(i), P (j). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïåðåìíîæåíèå ïî îáëàñòè çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ

∀fmnP (Îòîáðàæåíèå(f, {m, . . . , n}, {k, . . . , s}) →
n∏

i=m

P (f(i)) =
s∏

i=k

(P (i))card(ñëîé(f,i)))

Ïåðåìåííàÿ f îáû÷íàÿ, P - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ9 ôèêñ)"
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà P (. . .) ïóòåì âûäåëåíèÿ âñåõ âõîæäåíèé ïîä-
âûðàæåíèÿ f(i). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèé

∀np(n− íàòóðàëüíîå→
n∑

i=1

(p(i)
i−1∏
j=1

(1− p(j))) = 1−
n∏

i=1

(1− p(i)))

Ïåðåìåííàÿ p ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀fmr(
∑

a,a∈
∏r

i=1 m(i)

r∏
i=1

f(a(i)) =
r∏

i=1

∑
j,j∈m(i)

f(j))

Ïåðåìåííàÿ a îáû÷íàÿ, ïåðåìåííûå f, m ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"íîâàðãóìåíò(õ6 õ1 ôèêñ)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ëîãàðèôìèðîâàíèå

∀afP (0 < f(i) → loga(
∏

i,P (i)

f(i)) =
∑
i,P (i)

loga f(i))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ ïîñûëêà P (i). Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè i ïðîèçâîëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñëîâèå ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ

∀aP (
∏

i,P (i)

a(i) = 0 ↔ ∃i(P (i) & a(i) = 0))

Ïåðåìåííûå a, P ôóíêöèîíàëüíûå. Äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè i ïðîèçâîëüíàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀aP (¬(
∏

i,P (i)

a(i) = 0) ↔ ∀i(P (i) → ¬(a(i) = 0)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Óðàâíåíèå ñ êîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì â ëåâîé ÷àñòè è íóëåì â ïðàâîé

∀abf (
b∏

i=a

f(i) = 0 ↔ ∃j(a ≤ j & j ≤ b & j − öåëîå & f(j) = 0))

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíîñòè êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∀fg(∀x(g(x) → 0 < f(x)) → 0 <
∏

x,g(x)

f(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ê íåñòðîãèì íåðàâåíñòâàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

Ñðàâíåíèå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñî ñòåïåíüþ

∀abcdf (b−a+1−d = 0 & ∀n(n ∈ {a, . . . , b} → 0 ≤ f(n)− c) & 0 ≤ c → 0 ≤
b∏

n=a

f(n)− cd)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ".
Èñòèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíîé ïîñûëêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà

∀abcde(0 ≤ e
∏c

n=1 f(n) + a & ¬(e = 0) & 0 ≤ edf(c + 1) & 0 ≤ b − adf(c + 1)/e → 0 ≤
d
∏c+1

n=1 f(n) + b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòàðèé
(íàòóðàëüíîå m), ò.å. ïðèìåíÿåìîé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ øàãà èíäóêöèè ïî íåêîòîðî-
ìó ïàðàìåòðó m. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïî-
ñûëêàõ. Âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñòèííîñòü òðåòüåãî àí-
òåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
ðåøàåìîé äî óðîâíÿ 4, èñòèííîñòü ÷åòâåðòîãî - ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ òåêóùåé çàäà÷è. Óêàçàòåëü
"àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò îáðàáîòêó ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïðîèçâåäåíèåâñåõ"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû, äóáëèðóþùèå îäíîèìåííûå ïðèåìû ñêàíè-
ðîâàíèÿ çàäà÷è:
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1. Ïåðåìíîæåíèå êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ.
2. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä ïðîèçâåäåíèÿ.
3. Ïåðåìíîæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
4. Ïåðåõîä ê îáû÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ.
5. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîä ïðîèçâåäåíèåì.

14.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷èñëîñî÷åòàíèé"

Âûðàæåíèå "÷èñëîñî÷åòàíèé(m n)" îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî
n. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî â âèäå Cn

m. Ñèìâîë "÷èñëîñî÷åòàíèé"
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "òèï", "îäç", "òèïäàííûõ".

Âû÷èñëåíèå ÷èñëà ñî÷åòàíèé

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå & 0 ≤ n & 0 ≤ m− n → Cn
m =

m!

n!(m− n)!
)

Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè, ïðè÷åì m äîëæíî
áûòü ìåíüøå 60, à n - íå ìåíüøå 5. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ
n ìåíüøèõ 5 èìååòñÿ äðóãîé ïðèåì, âûðàæàþùèé ÷èñëî ñî÷åòàíèé ÷åðåç êîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå è ôàêòîðèàë. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàöèÿ âòîðîãî îïåðàíäà

∀knp(C
n+k
n+p = Cp−k

n+p)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå n íåêîí-
ñòàíòíîå, à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïåðâûé ïðèåì ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå
p − k ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îêàçûâàåòñÿ áîëåå
êîðîòêèì, ÷åì n + k. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ÷èñëî ñî÷åòàíèé íå áûëî ðàñïîëî-
æåíî ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ïî ïåðåìåííûì, âõîäÿùèì â p è íå âõîäÿùèì â
n. Âòîðîé ïðèåì, íàîáîðîò, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ÷èñëî ñî÷åòàíèé ðàñïîëîæåíî ïîä îïè-
ñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Çäåñü k, p èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ñóììàìè âñåõ ñëàãàåìûõ,
íå çàâèñÿùèõ îò ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ.

Íóëåâîé âòîðîé îïåðàíä

∀a(C
0
a = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Åäèíè÷íûé âòîðîé îïåðàíä

∀n(0 ≤ n & n− öåëîå→ C1
n = n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.



Ãëàâà 14. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìáèíàòîðíûìè ôóíêöèÿìè 1131

Ðàâíûå îïåðàíäû

∀n(n− öåëîå→ Cn
n = 1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 0.

Âûðàæåíèå ÷åðåç ôàêòîðèàëû è êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

∀mn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå→ Cm
n =

∏m−1
k=0 (n− k)

m!
)

Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 5. Åñëè ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "÷èñëîñî÷åòàíèé", òî åå óñëîâèå íå
äîëæíî ñîäåðæàòü ÷èñåë ñî÷åòàíèé ñ íåêîíñòàíòíûì âòîðûì îïåðàíäîì. Àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå & 0 ≤ m & 0 ≤ n−m → Cm
n =

n!

m!(n−m)!
)

×èñëî ñî÷åòàíèé âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà îïèñàíèå. Ýòî
óñëîâèå äîëæíî ñîäåðæàòü åùå êàêîå-ëèáî âõîæäåíèå ôàêòîðèàëà èëè ÷èñëà ñî÷å-
òàíèé, òàêîå, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç äàííûõ äâóõ âõîæäåíèé ðàñïîëîæåíî ïîä
êîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì ëèáî êîíå÷íîé ñóììîé, òî è äðóãîå ðàñïîëîæåíî òàì æå.
Â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðàçóåìûé òåðì
ñîäåðæàë íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà,
ñðñáàòûâàþùàÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "àñèìïòîöåíêà".
Çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ÷èñëî ñî÷åòàíèé ðàñïîëàãàëîñü òîëüêî ïîä ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûìè îïåðàöèÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀mn(n−öåëîå& m−öåëîå& 0 ≤ m & 0 ≤ n → Cm
n = (0 ïðè n < m, èíà÷å n!

m!(n−m)!
))

×èñëî ñî÷åòàíèé âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. m
åñòü êîíñòàíòà 2 ëèáî 3. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ñóììà äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ñî÷åòàíèé

∀mnkpq(n−k = 1 & (0 < p & 0 < q & r = min(p, q) ∨ p < 0 & q < 0 & r = max(p, q)) →
pCn

m + qCk
m = rCn

m+1 + (p− r)Cn
m + (q − r)Ck

m)

Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ÷èñåë ñî÷åòàíèé, ïàðàìåòðû êîòîðûõ îòëè÷à-
þòñÿ íà åäèíèöó

∀abmnkp(n− k = 1 & m− p = 1 → aCm
n + bCp

k =
(an + bm)Cm

n

n
)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîýôôèöèåíòû a, b íå äîëæ-
íû ñîäåðæàòü ñèìâîë "÷èñëîñî÷åòàíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ñîêðàùåíèå äëÿ ÷èñåë ñî÷åòàíèé

∀abmnkp(n− k = 1 & m− p = 1 → aCm
n

bCp
k

=
an

bm
)

Óêàçàòåëü "äðîáü(. . .)" ðàçðåøàåò ïåðåñòàâëÿòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcdemnkp(
aCn+k

m+p

e
+ b = dCn

m →
f · (aCn+k

m+p

e
+ b)

cCn
m

=
fd

c
)

Ïåðåìåííûå k, p èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè, ïåðåìåííûå m, n
- ñ íåêîíñòàíòíûìè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óìíîæ÷èñëîñî÷åòàíèé", ñíàáæàåìûì êîì-
ìåíòàðèåì (ñîìíîæèòåëü Cn

m). Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ïðåîá-
ðàçîâàòü âûðàæåíèå ê âèäó ïðîèçâåäåíèÿ ñ ìíîæèòåëåì Cn

m. Ïðèåìû åãî áóäóò ïðè-
âåäåíû íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë ñî÷åòàíèé

∀mnk(C
m
n Cn

p = Cm
p Cp−n

p−m)

Ïðîèçâåäåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà êîòîðîãî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè âûðàæåíèÿ n è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïàðàìåò-
ðàìè âûðàæåíèé m, p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð "óìíîæ÷èñëîñî÷åòàíèé"

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèåìå ñîêðàùåíèÿ. Îí âûíîñèò
"çà ñêîáêó" çàäàííîå ÷èñëî ñî÷åòàíèé è èìååò âñåãî òðè ïðèåìà:

1. Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî, èìåþùåãî ñâîèì ìíîæèòåëåì çàäàííîå ÷èñëî ñî÷åòà-
íèé.

∀abcmn(b = cCn
m → aCn

m

d
+ b = (

a

d
+ c)Cn

m)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ñîìíîæèòåëü Cn
m). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-

òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðåêóðñèâíûì îáðàçîì îáðàáàòûâàåòñÿ òåì æå ñà-
ìûì íîðìàëèçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî, èìåþùåãî ñâîèì ìíîæèòåëåì ÷èñëî ñî÷åòàíèé, ïàðà-
ìåòðû êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ îò çàäàííûõ íà êîíñòàíòû.
∀abcdmnpqr(b = cCn

m & r = ((m+p)!/m!) · (n!/(n+q)!) · ((m−n)!/(m−n+p−q)!) →
(aCn+q

m+p/d) + b = (ar/d + c)Cn
m)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ òåì æå ñàìûì íîðìàëèçàòîðîì, ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðî-
ãî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcdmnpqr(r =
(m + p)!

m!
· n!

(n + q)!
· (m− n)!

(m− n + p− q)!
→

aCn+q
m+p

d
=

ar

d
Cn

m)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî áåç ðåêóðñèâíîãî îáðàùåíèÿ.



Ãëàâà 14. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìáèíàòîðíûìè ôóíêöèÿìè 1133

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì÷èñëîñî÷åòàíèé"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû,äóáëèðóþùèå ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà-
÷è:

1. Âû÷èñëåíèå ÷èñëà ñî÷åòàíèé
2. Íîðìàëèçàöèÿ âòîðîãî îïåðàíäà
3. Íóëåâîé âòîðîé îïåðàíä
4. Âûðàæåíèå ÷åðåç êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå è ôàêòîðèàë.

14.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "ôàêòîðèàë"

Âûðàæåíèå "ôàêòîðèàë(n)" îáîçíà÷àåò ôàêòîðèàë öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà
n. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî â âèäå n!. Ñèìâîë "ôàêòîðèàë" õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè "òèï", "àðíîñòü", "îäç", "òèïäàííûõ".

Çíà÷åíèå â íóëå

0! = 1

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

∀mn(m = n! → n! = m)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìôàêòîðèàë", êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è âû÷èñëÿåò íóæíîå çíà÷åíèå. Âî èçáåæà-
íèå ïîÿâëåíèÿ íåîïðàâäàííî áîëüøèõ äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû n íå
ïðåâîñõîäèëî 9. Åñëè ôàêòîðèàë âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþ-
øåé öåëü "÷èñëî", òî îãðàíè÷åíèå îñëàáëÿåòñÿ: n äîëæíî íå ïðåâîñõîäèòü 200. Ïðè
íåîáõîäèìîñòè îãðàíè÷åíèå ìîæíî åùå áîëåå îñëàáèòü. Ïðèåì èìååò äâà óðîâíÿ ñðà-
áàòûâàíèÿ - 1 è 4, ïðè÷åì íà óðîâíå 1 îí ñðàáàòûâàåò òîëüêî ïðè n ìåíüøåì 20.

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ôàêòîðèàëàìè

∀abcde(c− d = e & 0 < e → ac! + bd! = (a
e∏

n=1

(d + n) + b)d!)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü
âûðàæåíèé ïîä ôàêòîðèàëàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ðàçíîñòü e - äåñÿòè÷íàÿ êîí-
ñòàíòà, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ 4 è ÷òî âûðàæåíèÿ c, d íå ÿâëÿþòñÿ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàí-
òàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äîïîëíèòåëüíî
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a, b íå ñîäåðæàëè ñèìâîëà "÷èñëîñî÷åòàíèé". Êîýôôèöèåíò ïðè
d! â çàìåíÿþùåì âûðàæåíèè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê
"ñòàíäïëþñ", ïðî÷èå ïîäâûðàæåíèÿ - íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Âûðàâíèâàíèå âûðàæåíèé ïîä ôàêòîðèàëàìè â îáùåé ñóììå

∀abcdefg(c− d = g & 0 < g → a(d!)f + b(c!)e = a(d!)f + b(d!)e(

g∏
n=1

(d + n))e)

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàç-
íîñòü g ïðåäñòàâëåíà äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 5. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò
ñèìâîëà "÷èñëîñî÷åòàíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcd(0 < c− d → ac! + bd! = d!(b + a
c−d∏
n=1

(d + n)))

Ñóììà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàçëîæèòüíà-
ìíîæèòåëè". Äðóãèå ñëàãàåìûå îòñóòñòâóþò. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñîêðàùåíèå ôàêòîðèàëîâ

∀abcdefghpqr(g = f + p & h = f + q & r = min(p, q) & 0 < b − c → (d · ((a + b)!)g)/(e ·
((a + c)!)h) = (d · ((a + b)!)p−r(

∏b
n=c+1(a + n))f+r)/(e · ((a + c)!)q−r))

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûå äâà àí-
òåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò îáùóþ ÷àñòü
f ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè g, h. Îñòàòî÷íûå ñëàãàåìûå p, q äîëæíû áûòü öåëî÷èñëåí-
íûìè êîíñòàíòàìè. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ (èìåþùàÿ ñìûñë èç-
çà îãðàíè÷åíèÿ 0 < b − c). Êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïðîèçâåäåíèåâñåõ", è ïðè ìàëîì ÷èñëå ñîìíîæèòåëåé ïðåîáðàçóåòñÿ â îáû÷íîå
ïðîèçâåäåíèå. Åñëè |b− c| < 20, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å îí ðàâåí 5.

Âûðàâíèâàíèå âûðàæåíèé ïîä ôàêòîðèàëàìè â çíàìåíàòåëÿõ ñóììèðóå-
ìûõ äðîáåé

∀abcdmnk(n − öåëîå & 0 < k − m → a/(b · (n + k)!) + c/(d · (n + m)!) = a/(b · (n +
m)!(

∏k
i=m+1(n + i))) + c/(d · (n + m)!))

Ñóììà âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå m, k èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïîä ôàêòîðèàëîì

∀abcd(d = a(b + c) → (a(b + c))! = d!)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Çàíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä ôàêòîðèàë

∀mnk(m− n = 1 → n!mk = (n + 1)!k)

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Áëîêèðóåòñÿ ñëó÷àé, êî-
ãäà îíî ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì îäíîé èç íåñêîëüêèõ ñóììèðóåìûõ äðîáåé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë íà èõ ôàêòîðèàëû

∀mkpq(p−öåëîå& q−öåëîå& m−öåëîå& 0 ≤ p+m & 0 ≤ q−p →
∑q

i=p((i+k)·(i+m)!) =
(q + m + 1)!− (p + m)! + (k −m)

∑q
i=p(i + m)!)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ïåðåõîä ê ÷èñëó ñî÷åòàíèé îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôàêòîðèàëîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ

∀abmnpq(

q∑
k=p

a(k)

b(k)(k!)m((n− k)!)m
=

q∑
k=p

a(k)(Ck
n)m

b(k)(n!)m
)

Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a(k), b(k) íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ôàê-
òîðèàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå ÷èñëà ñî÷åòàíèé

∀abmn(n− íàòóðàëüíîå & m− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n−m → an!

bm!(n−m)!
=

aCm
n

b
)

Òåêóùèé òåðì çàäà÷è íå äîëæåí ñîäåðæàòü ôàêòîðèàëîâ âíå ðàññìàòðèâàåìîé äðî-
áè. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

∀abn(n− íàòóðàëüíîå→ a(2n)!

b(n!)2
=

aCn
2n

b
)

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ôàêòîðèàë". Ïðè íàõîæäåíèè àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ îöåíîê ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abmnrPQ(r =
b∑

i=a

P (i)Cn−i
m−i

Q(i)
→

b∑
i=a

P (i)(m− i)!

Q(i)(n− i)!
= (m− n)!r)

Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò r íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíîé ïîñûëêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ

∀abcdefg(g = e−f & 0 < g & 0 < ac & 0 < cf !+d & 0 ≤ b−ad
∏g

n=1(f + n)

c
→ 0 < ae!+b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óñìàòðèâàåìîå íåðàâåíñòâî âõîäèò â óñëî-
âèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
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èìåþùåé êîììåíòàðèé (öåëîå m). Òàêîé êîììåíòàðèé îçíà÷àåò, ÷òî ïîñûëêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíäóêöèåé ïî ïàðà-
ìåòðó m. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî m âõîäèò â f . Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îí óïðîùàåò ðàçíîñòü âûðàæåíèé ïîäôàêòîðèàëàìè. Ðåçóëüòàò g
äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äåñÿòè÷íóþ êîíñòàíòó, ìåíüøóþ 5. Âòîðîé è òðåòèé àí-
òåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî àí-
òåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìôàêòîðèàë"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Çíà÷åíèå ôàêòîðèàëà â 0.
2. Çíà÷åíèå ôàêòîðèàëà â 1.
3. Âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà.
∀n(n! = n · (n− 1)!)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò 1 è
ìåíüøåé 100. Ïîäâûðàæåíèå (n − 1)! îáðàáàòûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ñ
ïîìîùüþ òîãî æå ñàìîãî íîðìàëèçàòîðà.

14.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷èñëîáåðíóëëè"

Âûðàæåíèå "÷èñëîáåðíóëëè(n)" îáîçíà÷àåò ÷èñëî Áåðíóëëè ñ èíäåêñîì n. Ôîðìóëü-
íûì ðåäàêòîðîì îíî ïðîðèñîâûâàåòñÿ òàê æå, êàê òåêñòîâûì.

Çíà÷åíèÿ ÷èñåë Áåðíóëëè ñ ìàëûìè íîìåðàìè

1. ÷èñëîáåðíóëëè(0)=1
2. ÷èñëîáåðíóëëè(1)=−1/2

3. ÷èñëîáåðíóëëè(2)=1/6

4. ÷èñëîáåðíóëëè(3)=0
5. ÷èñëîáåðíóëëè(4)=−1/30

6. ÷èñëîáåðíóëëè(6)=1/42

7. ÷èñëîáåðíóëëè(8)=−1/30

8. ÷èñëîáåðíóëëè(10)=5/66

9. ÷èñëîáåðíóëëè(12)=−691/2730

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 0.
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×èñëî Áåðíóëëè ñ íå÷åòíûì íîìåðîì

∀n(0 ≤ n− 2 & ¬(n− even) → ÷èñëîáåðíóëëè(n) = 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè

∀k(0 ≤ k − 10 → ÷èñëîáåðíóëëè(k) = −
∑k−1

p=0(÷èñëîáåðíóëëè(p)Cp
k+1)

k + 1
)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Êîíå÷íàÿ ñóììà ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷íóþ, ïðè-
÷åì ÷èñëà Áåðíóëëè ïîä íåé çàáëàãîâðåìåííî âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
÷èñëîáåðíóëëè", à ÷èñëà ñî÷åòàíèé - íîðìàëèçàòîðîì "íîðì÷èñëîñî÷åòàíèé". Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì÷èñëîáåðíóëëè"

Íîðìàëèçàòîð èìååò äóáëèêàòû ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèåìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ îïðå-
äåëåíèå ÷èñåë Áåðíóëëè ñ çàäàííûìè íîìåðàìè. Èñïîëüçîâàíèå áóôåðà ïðåäîòâðà-
ùàåò ïîâòîðíîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ íåçàäîëãî äî ýòîãî.

14.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷èñëîáåëëà"

Âûðàæåíèå "÷èñëîáåëëà(n)" îáîçíà÷àåò ÷èñëî Áåëëà ñ èíäåêñîì n (ðàâíî ÷èñëó ðàç-
áèåíèé n-ýëåìåíòíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà). Ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì îíî ïðîðèñî-
âûâàåòñÿ òàê æå, êàê òåêñòîâûì. Åäèíñòâåííûé ïðèåì äëÿ ÷èñåë Áåëëà - îáðàùåíèå
ê íîðìàëèçàòîðó "íîðì÷èñëîáåëëà", âû÷èñëÿþùåìó ýòî ÷èñëî: ∀mn(÷èñëîáåëëà(n) =
m → ÷èñëîáåëëà(n) = m). Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëûì ÷èñëîì, àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íîð-
ìàëèçàòîð "íîðì÷èñëîáåëëà" èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Çíà÷åíèå â íóëå. ÷èñëîáåëëà(0) = 1.
2. Çíà÷åíèå â åäèíèöå. ÷èñëîáåëëà(1) = 1. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ïðåäû-

äóùåãî ïðèåìîâ ðàâíû 1.
3. Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå.
∀n(÷èñëîáåëëà(n) =

∑n−1
i=0 (Ci

n−1÷èñëîáåëëà(i)))
Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Êîíå÷íàÿ ñóììà
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷íóþ. ×èñëà ñî÷åòàíèé è ÷èñëà Áåëëà â çàìåíÿþùåì
òåðìå ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ "íîðì÷èñëî-
ñî÷åòàíèé" è "íîðì÷èñëîáåëëà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ íàä êîëüöîì K, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ
ôóíêöèåé F , îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé
ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷àåòñÿ âûðàæåíèåì "ìíîãî÷ëåí(n K F )". Ôàêòè÷åñêè, âìåñòî F
çäåñü óêàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå åå îãðàíè÷åíèå íà êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, âíå êî-
òîðîãî ôóíêöèÿ ðàâíà 0. Ìíîãî÷ëåíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå
îáúåêòû, íå îòîæäåñòâëÿåìûå ñ ôîðìóëàìè "ìíîãî÷ëåííîãî òèïà". Äâà ìíîãî÷ëå-
íà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ðàâíû èõ êîëüöà K, ÷èñëà ïåðåìåííûõ n è ôóíêöèè
F . Òàêèì îáðàçîì, K, n è F ïî ìíîãî÷ëåíó âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ôîð-
ìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò âûðàæåíèå "ìíîãî÷ëåí(n âåùåñòâïîëå F )" â âèäå
µxy...(A(x, y, . . .)), ãäå ñïèñîê ïåðåìåííûõ âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû x è èìååò ðîâíî
n ýëåìåíòîâ. A(x, y, . . .) - ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà îäíî÷ëåíîâ. Äëÿ êîëüöà âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ k èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü µxy...(A(x, y, . . .),mod(k)). Óêàçàííûå ñïîñîáû ïðî-
ðèñîâêè ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì äîïóñòèìû ëèøü ïðè çàäàíèè ôóíêöèè F â âèäå
"òàáëèöà({(i1, . . . , in) → k1, . . . , (j1, . . . , jn) → km})", ò.å. ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ïåðå-
÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñðåäñòâîì a → b ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ïðîðèñîâûâàåò ôóíêöèþ "Ñì(a,b)", îïðåäåëåííóþ â åäèíñòâåííîé òî÷êå a è ïðèíè-
ìàþùóþ çíà÷åíèå b. Åñëè F çàäàíà êàêèì-ëèáî äðóãèì ñïîñîáîì, òî ôîðìóëüíûé
ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ìíîãî÷ëåí òàê æå, êàê òåêñòîâûé.

Ïåðå÷èñëèì ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìíîãî÷ëåíàì. Çà èñêëþ÷åíè-
åì îñîáûõ ñëó÷àåû, îíè ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê
òåêñòîâûì. Óòâåðæäåíèå "Ìíîãî÷ëåí(P )" îçíà÷àåò, ÷òî P åñòü ìíîãî÷ëåí. Ñèì-
âîë "Ìíîãî÷ëåí" ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèåì îäíîãî èç áàçèñíûõ òèïîâ îáúåêòîâ. Óòâåð-
æäåíèå "âåùåñòâìíîãî÷ëåí(P )" îçíà÷àåò, ÷òî P åñòü ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Âûðàæåíèå "êîýôôèöèåíòû(P )" îáîçíà÷àåò íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà P îò îäíîé ïåðåìåííîé, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé. Â
ñëó÷àå íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ïîñëåäíèé ýëåìåíò ýòîãî íàáîðà - íåíóëåâîé. Âû-
ðàæåíèå "êîýôô(A b)" îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå â òî÷êå b ìíîãî÷ëåíà, êîýôôèöèåí-
òû êîòîðîãî îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííûé ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé íàáîð A. Âûðà-
æåíèå "ñòìíîãî÷ëåíà(P )" îáîçíà÷àåò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P . Ôîðìóëüíûé ðåäàê-
òîð ïðîðèñîâûâàåò åãî â âèäå deg P . Âûðàæåíèå "×èñëïåðåì(P )" îáîçíà÷àåò ÷èñëî
ïåðåìåííûõ ìíîãî÷ëåíà. Âûðàæåíèÿ "ìëàäøèå÷ëåíû(P )", "ñòàðøèé÷ëåí(P )" îáî-
çíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷åííûå èç P îòáðàñûâàíèåì ñòàðøåãî
÷ëåíà ëèáî ñîõðàíåíèåì òîëüêî ñòàðøåãî ÷ëåíà. Âûðàæåíèå "êîýôôèöèåíòìí(P
(i1, . . . , in))" îáîçíà÷àåò êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà P ïðè ÷ëåíå, íàáîð ïîêàçàòåëåé
ñòåïåíåé êîòîðîãî ðàâåí (i1, . . . , in). Ïðè n = 1 çäåñü âìåñòî îäíîýëåìåíòíîãî íà-
áîðà (i1) áåðåòñÿ ñàìî ÷èñëî i1. Âûðàæåíèå "ñòàðøêîýôô(P )" îáîçíà÷àåò ñòàðøèé
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êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà P . Âûðàæåíèå "çíà÷åíèåìí(P (a1, . . . , an))" îáîçíà÷àåò
çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà P íà íàáîðå (a1, . . . , an) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëüíûé
ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî òàê æå, êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè: P (a1, . . . , an). Âûðà-
æåíèå "êîëüöîìí(P )" îáîçíà÷àåò êîëüöî, íàä êîòîðûì ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí
P . Çàìåòèì, ÷òî åñëè òîò æå ñàìûé ìíîãî÷ëåí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàä ïîäêîëü-
öîì äàííîãî êîëüöà, òî ôîðìàëüíî ýòî áóäóò ðàçëè÷íûå ìíîãî÷ëåíû. Âûðàæåíèå
"òèïìí(P Q)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P íàä íåêîòîðûì êîëü-
öîì K ê âèäó ìíîãî÷ëåíà íàä êîëüöîì Q, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ïðè-
íàäëåæàò íîñèòåëþ êîëüöà Q (à òàêæå â íåêîòîðûõ äðóãèõ åñòåñòâåííûõ ñëó÷àÿõ).
Âûðàæåíèÿ "íîëüìí", "åäèíèöàìí" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, íóëåâîé è åäèíè÷-
íûé ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âûðàæåíèÿ
"íîëüÌí", "åäèíèöàÌí" îáîçíà÷àþò íóëåâîé è åäèíè÷íûé ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé
ïåðåìåííîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Âûðàæåíèå "Íîëüìí(n K)" îáîçíà÷à-
åò íóëåâîé ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ íàä êîëüöîì K. Âûðàæåíèå "ìèíóñìí(P )"
îáîçíà÷àåò ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç P èçìåíåíèåì çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ. Âûðà-
æåíèÿ "ïëþñìí(P1 . . . Pn)", "óìíîæåíèåìí(P1, . . . , Pn)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî,
ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ P1, . . . , Pn. Âûðàæåíèå "äîìíîæìí(a P )" îáî-
çíà÷àåò ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ìíîãî÷ëåíà P íàä íåêîòîðûì êîëüöîì óìíî-
æåíèåì íà ýëåìåíò a ýòîãî êîëüöà. Âûðàæåíèå "ñòåïåíüìí(P m)" îáîçíà÷àåò ðå-
çóëüòàò âîçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü m. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ïðîðèñîâûâàåò îïåðàöèè íàä ìíîãî÷ëåíàìè "ìèíóñìí", "ïëþñìí", "óìíîæåíèåìí",
"äîæìíîæìí", "ñòåïåíüìí" òàê æå, êàê àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè. Óòâåð-
æäåíèå "÷àñòíîåìí(P1 P2 Q1 Q2)" îçíà÷àåò, ÷òî Q1, Q2 ñóòü íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòà-
òîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P1 íà ìíîãî÷ëåí P2. Âûðàæåíèå "âû÷åòìí(P1 P2)" îáî-
çíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P1 íà ìíîãî÷ëåí P2. Âûðàæåíèå "ÍÎÄ(P1

P2)" îáîçíà÷àåò ìíîãî÷ëåí, ÿâëÿþùèéñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëå-
íîâ P1, P2 è èìåþùèé åäèíè÷íûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò. Âûðàæåíèå "îñòàòêèìí(P1

P2 R)" îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âçÿòûõ ñî çíàêîì ìèíóñ îñòàòêîâ, ïîëó÷àå-
ìûõ ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P1, P2 ïî àëãîðèò-
ìó Åâêëèäà. Âûðàæåíèå "ïðîèçâîäíàÿìí(P )" îáîçíà÷àåò ôîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ
ìíîãî÷ëåíà P . Óòâåðæäåíèå "÷àñòíîåðåøìí(f g h x y)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû
f, g, h, x, y óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ fx + gy = h. Âûðàæåíèÿ "ñóììàâñåõìí(S)",
"ïðîèçâåäåíèåâñåõìí(S)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, êîíå÷íóþ ñóììó è êîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñåìåéñòâà S. Îíè ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàê-
òîðîì òàê æå, êàê îáû÷íûå êîíå÷íàÿ ñóììà è êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå. Âûðàæåíèå
"êîðíèìí(P )" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîðíåé âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà P îò îäíîé
ïåðåìåííîé. Àíàëîãè÷íî, âûðàæåíèå "Êîðíèìí(P )" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîðíåé
êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ìíîãî÷ëåíà P îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Íåñìîòðÿ íà îáèëèå ïîíÿòèé, êîëè÷åñòâî ââåäåííûõ äëÿ ðàáîòû ñ ìíîãî÷ëåíàìè
ïðèåìîâ ïîêà ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî, òàê êàê äåéñòâèÿ çäåñü õîðîøî àëãîðèòìè-
çèðîâàíû. Îïèñàííûé âûøå ñïîñîá ÿâíîãî çàäàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç òåðì âèäà
"òàáëèöà(. . .)", õîòÿ è îïðàâäàííûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè, ñ
âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îêàçàëñÿ êðàéíå íåóäîáíûì. Ïðåîáðàçîâàíèÿ çäåñü
îêàçûâàþòñÿ ÷ðåçìåðíî òðóäîåìêèìè, õîòÿ â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ðåøàòåëü è ñïðàâëÿ-
åòñÿ ñ íèìè îòíîñèòåëüíî áûñòðî. Âìåñòå ñ òåì, ñîçäàííûå íà òîì æå ÃÅÍÎËÎÃå
è èìåþùèå àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ïðèåìîâ âû÷èñëèòåëüíûå "íåëîãè÷åñêèå" ïàêåòû
óñêîðÿþò äåéñòâèÿ ñ ìíîãî÷ëåíàìè íà äâà ïîðÿäêà è ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íåïëîõîå
áûñòðîäåéñòâèå. Â ýòèõ ïàêåòàõ ìíîãî÷ëåíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè ìàññèâàìè,
äëÿ áûñòðîé ðàáîòû ñ êîòîðûìè ñëóæàò ñïåöèàëüíûå íåïîñðåäñòâåííî ðåàëèçóåìûå
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÷åðåç èíòåðïðåòàòîð ËÎÑà ïðîöåäóðû. Ïðîãðàììèðîâàíèþ íà ÃÅÍÎËÎÃå òðàäèöè-
îííûõ "íåëîãè÷åñêèõ" âû÷èñëåíèé áóäåò ïîñâåùåí ðàçäåë â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ
êíèã âòîðîãî òîìà.

15.1 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìíîãî÷ëåí"

1. Îòáðàñûâàíèå íóëåâûõ ÷ëåíîâ.
∀abcd(ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{c → 0; d}) = ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{; d}))
Óêàçàòåëü "ñïèñîê(ôèêñ(0 1 3 1 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæå-
íèÿ c → 0 áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ ñïèñêà. Ôèëüòð "íå(çàãîëîâîê(õ4 ïó-
ñòîåñëîâî))" îòáðàñûâàåò ñëó÷àé, êîãäà ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé, ò.å. ìíîãî÷ëåí
òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ââîä îäíîýëåìåíòíîé òàáëèöû.
∀abcd(ìíîãî÷ëåí(a, b, c → d) = ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{c → d}))
Ïðèåì ïðåîáðàçóåò "îäíî÷ëåííûé" ìíîãî÷ëåí ê ñòàíäàðòíîìó çàäàíèþ ÷åðåç
ñèìâîë "òàáëèöà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñòðàíåíèå îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ìíîãî÷ëåíàõ íàä êîëüöîì âû÷å-
òîâ.
∀abcdk(ìíîãî÷ëåí(a,mod(k), òàáëèöà{b → −c; d}) = ìíîãî÷ëåí(a,mod(k),
òàáëèöà{b → −c(mod k); d}))
Çäåñü ïîñðåäñòâîì mod(k) ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò îáîçíà÷åíèå
"âû÷åòû(k)" êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k. Óêàçàòåëü "ñïèñîê(. . .)" ðàçðåøàåò
âûäåëåíèå ýëåìåíòà ñïèñêà ÷ëåíîâ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Íîðìàëèçàòîð "íîðìâû-
÷åò" âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå −c(mod k). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñîçäàí òàêæå íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììíîãî÷ëåí". Êðîìå ïðèå-
ìîâ "îòáðàñûâàíèå íóëåâûõ ÷ëåíîâ" è "ââîä îäíîýëåìåíòíîé òàáëèöû", ðàññìîòðåí-
íûõ âûøå, îí èìååò åùå îäèí ïðèåì:
∀abc(ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{c → 0}) = ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{0 → 0}))

15.2 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñòìíîãî÷ëåíà"

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀fn(deg(f) = n → deg(f) = n)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
ðåàëèçîâàííûì íà ËÎÑå íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñòìíîãî÷ëåíà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàò n - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

15.3 Ïðèåìû ñèìâîëà "ìèíóñìí"

1. Èçìåíåíèå çíàêà ìíîãî÷ëåíà.
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∀abnx(−ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) =
ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(a(i) → −b(i), i ∈ {1, . . . , n})}))
Ìèíóñ â çàìåíÿåìîì òåðìå îáîçíà÷àåò ñèìâîë "ìèíóñìí", â çàìåíÿþùåì -
îáû÷íûé ìèíóñ äëÿ ÷èñåë. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà(. . .)" ðàçðåøàåò ïðèìå-
íåíèå ïðèåìà òàêæå ê ìíîãî÷ëåíàì íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë. Óêàçàòåëü "ðàç-
âåðòêà(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òàáëèö äëÿ ÷ëåíîâ
ìíîãî÷ëåíà ïðèìåíèòåëüíî ê êîíå÷íûì ïåðå÷íÿì. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì âû÷å-
òîâ ââåäåíà ñëåäóþùàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abknx(−ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) =
ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; λi(a(i) → −b(i)(mod k), i ∈ {1, . . . , n})}))

2. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììèíóñìí". Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà
äóáëèðóþò ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.

15.4 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïëþñìí"

∀abcd(ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{; c}) + ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{; d}) = ìíîãî÷ëåí(a,
b, ñóììà(c; d, b)))

Âûðàæåíèå "ñóììà(A,K)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, ïîëó÷åííóþ ñëîæåíèåì ôóíêöèé
êîíå÷íîãî íàáîðà A, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â êîëüöå K. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íîâîé
ôóíêöèè ðàâíà îáúåäèíåíèþ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ, à çíà÷åíèå â òî÷êå
ðàâíî ñóììå çíà÷åíèé îïðåäåëåííûõ â ýòîé òî÷êå ýëåìåíòîâ íàáîðà A. Ñèìâîë "ñóì-
ìà" ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ, ïîñâÿùåííîì ïðîñòåéøèì
ñâîéñòâàì ôóíêöèé. Òàì ââåäåí íîðìàëèçàòîð "íîðìñóììà", êîòîðûé ôàêòè÷åñêè è
âûïîëíÿåò âñþ ðàáîòó ïî ñëîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ. Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñëîæåíèå çíà÷åíèé â òî÷êå.
∀abcd(ñóììà(a → b, a → c; d, âåùåñòâïîëå) = ñóììà(ïðåôèêñ(a → b + c, d),
âåùåñòâïîëå))
Óêàçàòåëü "ñïèñîê(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàèöþ ýëåìåíòîâ íàáîðà áåç ó÷å-
òà ïîðÿäêà. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà(. . .)" ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà òàê-
æå äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë. Â ñëó÷àå êîëüöà âû÷åòîâ ïðèìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷-
íûé ïðèåì:
∀abcde(ñóììà(a → b, a → c; d,mod(e)) = ñóììà(ïðåôèêñ(a → (b + c)(mod e),
d),mod(e)))

2. Ïåðåõîä ê òàáëèöå.
∀abn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ∀j(j ∈ {i + 1, . . . , n} → ¬(a(i) − a(j) = 0))) → ñóì-
ìà(λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n}), c) = òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})})
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Îí óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî
òî÷êè a(i) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôè-
êàöèþ è âûïèñûâàíèå îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå" â âèäå êîíå÷íûõ íàáîðîâ.

Ñîçäàí òàêæå íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëþñìí". Îí èìååò ïðè-
åì, äóáëèðóþùèé óêàçàííûé âûøå ïðèåì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, à òàêæå ïðèåì äëÿ
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ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ, çàäàííîìó íå äåñÿòè÷íîé
êîíñòàíòîé, à íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ òàêîé êîíñòàíòû. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì,
÷òî ïåðåä ñëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ êîíñòàíòà ÿâíî âû÷èñëÿåòñÿ. Ïðèåì èñïîëüçîâàë-
ñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè ïî ìåòîäó Áåðëåêýìïà-Ãåíçåëÿ.

15.5 Ïðèåìû ñèìâîëà "óìíîæåíèåìí"

1. Óïîðÿäî÷åíèå ñîìíîæèòåëåé. Ïðèåì îñíîâàí íà òåîðåìå "êîììóòàòèâíî(óìíî-
æåíèåìí)" è óïîðÿäî÷èâàåò ìíîãî÷ëåíû â ïðîèçâåäåíèè ëåêñèêîãðàôè÷åñêè.

2. Óìíîæåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.
∀abcdmnx(ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) ·
ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λj(c(j) → d(j), j ∈ {1, . . . ,m})}) =
ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, ñóììà(λij(a(i) + c(j) → b(i)d(j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈
{1, . . . ,m}), âåùåñòâïîëå)))
Ïåðåìåííûå a, b, c, dôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåí-
òèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" â âèäå êîíå÷íûõ íàáî-
ðîâ. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" ðàñïðîñòðàíÿþò ïðèåì íà ñëó÷àé êîëüöà öåëûõ
÷èñåë. Çàïèñü a(i) + c(j) èçîáðàæàåò òåðì "ïëþñôóíê(a(i), c(j))" è îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñôóíê", âû÷èñëÿþùèì ïîðàçðÿäíóþ ñóììó
ýëåìåíòîâ íàáîðîâ a(i), c(j). Ñèìâîë "ïëþñôóíê" äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñóììû äâóõ
âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ìàòåìà-
òè÷åñêîìó àíàëèçó. Íîðìàëèçàòîð "íîðìñóììà"âûïîëíÿåò ïðèâåäåíèå ïîäîá-
íûõ ÷ëåíîâ è ïåðåõîä ê ôîðìàòó "òàáëèöà(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1. Â ñëó÷àå êîëüöà âû÷åòîâ ââåäåí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abcdmnx(ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) ·
ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; λj(c(j) → d(j), j ∈ {1, . . . ,m})}) =
ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), ñóììà(λij(a(i) + c(j) → (b(i)d(j))(mod k), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . ,m}),mod(k))))

3. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóìíîæåíèåìí". Êðîìå êîïèé ïðè-
âåäåííûõ âûøå ïðèåìîâ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, íîðìàëèçàòîð òàêæå èìååò
ïðèåì äëÿ óìíîæåíèÿ íà åäèíè÷íûé ìíîãî÷ëåí (ñèìâîë "åäèíèöàìí") è ïðèåì
äëÿ óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì âû÷åòîâ, ìîäóëü êîòîðîãî çàäàí â
âèäå íàòóðàëüíîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

4. Íîðìàëèçàòîð óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ óìíîæåíèé "ñòàíäóìíîæìí". Íîðìàëè-
çàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé îòáðàñûâàíèå "âíóòðåííèõ
ñêîáîê" â ïðîèçâåäåíèè ìíîãî÷ëåíîâ.

15.6 Ïðèåìû ñèìâîëà "äîìíîæìí"

1. Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò.
∀abdnx(dìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) =
ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(a(i) → db(i), i ∈ {1, . . . , n})}))
Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòè-
ôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" â âèäå êîíå÷íûõ íàáîðîâ.
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Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàñïðîñòðàíÿåò ïðèåì íà ñëó÷àé êîëüöà öåëûõ ÷è-
ñåë. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ êîëüöà âû÷åòîâ ââåäåí àíàëîãè÷íûé
ïðèåì:
∀abdnx(dìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) =
ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; λi(a(i) → (db(i))(mod k), i ∈ {1, . . . , n})}))

2. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäîìíîæìí". Êðîìå êîïèé ïðèâå-
äåííûõ âûøå ïðèåìîâ äîìíîæåíèÿ íà ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, íîðìàëèçàòîð
èìååò òàæå ïðèåì äîìíîæåíèÿ íà åäèíèöó è ïðèåì äîìíîæåíèÿ äëÿ êîëüöà âû-
÷åòîâ, ìîäóëü êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí â âèäå íàòóðàëüíîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî
÷èñëà.

15.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñòåïåíüìí"

Â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ ïîêà ïîíàäîáèëèñü ëèøü ïðîñòåéøèå ïðèåìû - äëÿ âîçâå-
äåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â íóëåâóþ è ïåðâóþ ñòåïåíè, ïðè÷åì îáà ïðèåìà áûëè ñîçäàíû
â íîðìàëèçàòîðå îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñòåïåíüìí". Ïðèåì äëÿ âîçâåäåíèÿ â
íóëåâóþ ñòåïåíü èìååò ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
∀abcd(f = ìíîãî÷ëåí(b, c, d) → f 0 = ìíîãî÷ëåí(b, c, òàáëèöà{0 → 1}))

Çäåñü â êà÷åñòâå c äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "âåùåñòâïîëå" ëèáî "êîìïëåêñíïîëå". Ïðè
âîçâåäåíèè â ïåðâóþ ñòåïåíü òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀a(a

1 = a).

15.8 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷àñòíîåìí"

Äëÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñîçäàí ñèíòåçàòîð "÷àñò-
íîåìí". Îáðàùåíèå ê íåìó âûïîëíÿåò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcd(÷àñòíîåìí(a, b, c, d) → ÷àñòíîåìí(a, b, x, y) ↔ x = c & y = d)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Âûðàæåíèÿ a, b èìåþò çàãîëîâêè "ìíî-
ãî÷ëåí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ïðèåìû ñèíòåçàòîðà "÷àñòíîåìí" òàêîâû:

1. Äåëåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 0.
∀abcd(¬(d = 0) → ÷àñòíîåìí(ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{0 → c}),ìíîãî÷ëåí(a, b,
òàáëèöà{0 → d}),ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{0 → c/d}),ìíîãî÷ëåí{a, b,
òàáëèöà{0 → 0})))
Â êà÷åñòâå b äîïóñòèìû ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû "âåùåñòâïîëå", "Öåëûå". Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ êîëüöà âû÷åòîâ èìååòñÿ
àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀acdef (¬(d = 0) & c = (df)(mod e) → ÷àñòíîåìí(ìíîãî÷ëåí(a,mod(e),
òàáëèöà{0 → c}),ìíîãî÷ëåí(a,mod(e), òàáëèöà{0 → d}),ìíîãî÷ëåí(a,mod(e),
òàáëèöà{0 → f}),ìíîãî÷ëåí{a,mod(e), òàáëèöà{0 → 0})))
Ïåðåìåííûå c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåí-
íàÿ e - ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà".
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2. Ñòåïåíü äåëèìîãî ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ.
∀fgmnxPQR(f = ìíîãî÷ëåí(x, R, P ) & g = ìíîãî÷ëåí(x, R,Q) & m = deg(f) & n =
deg(g) & m < n → ÷àñòíîåìí(f, g,ìíîãî÷ëåí(x, R, òàáëèöà{0 → 0}), f))

Â êà÷åñòâå R äîïóñêàþòñÿ ñèìâîëû "âåùåñòâïîëå", "Öåëîå" ëèáî âûðàæåíèå
"âû÷åòû(. . .)". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", ïðîâåðÿþò, ÷òî f, g çàäàíû òåðìàìè "ìíîãî÷ëåí(. . .)". Ñëåäóþùèå äâà
àíòåöåäåíòà, òîæå âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿþò ñ ïî-
ìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìñòìíîãî÷ëåíà" ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ f, g. Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

3. Ñòåïåíü äåëèìîãî íå ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ.
∀abfghmnpqrsPQ(f = ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, P ) & g = ìíîãî÷ëåí(x,
âåùåñòâïîëå, Q) & m = deg(f) & n = deg(g) & n ≤ m & P = òàáëèöà{m →
a; r} & Q = òàáëèöà{n → b; s} & ¬(b = 0) & ÷àñòíîåìí(f − g · ìíîãî÷ëåí(x,
âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{m− n → a/b}), g, p, q) & p = ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå,
òàáëèöà{; h}) → ÷àñòíîåìí(f, g,ìíîãî÷ëåí(x, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{m − n →
a/b; h}), q))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿ-
þò ïîäòåðìû P, Q. Ñëåäóþùèå äâà àíòåöåäåíòà, òîæå âûäåëåííûå óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿþò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ m, n. Ïÿòûé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïðîâåðÿåò, ÷òî ñòåïåíü äåëèòåëÿ íå ïðå-
âîñõîäèò ñòåïåíè äåëèìîãî. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëÿþò â òåð-
ìàõ P, Q ñòàðøèå ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíîâ è èäåíòèôèöèðóþò èõ êîýôôèöèåíòû
a, b. Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äåâÿòûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ" - îí îñóùåñòâëÿåò ðåêóðñèâíîå îá-
ðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "÷àñòíîåìí" ïîñëå øàãà äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ "ñòîëáè-
êîì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îïðå-
äåëÿåò ñïèñîê h ÷ëåíîâ íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ïîñëåäóþùèõ øàãîâ äåëåíèÿ äëÿ
ïðèñîåäèíåíèÿ ê íåìó ÷ëåíà, âîçíèêøåãî íà òåêóùåì øàãå äåëåíèÿ. Óêàçàòåëü
"àëüòåðíàòèâà" ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ïðèåì òàêæå â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ
ñëó÷àÿ êîëüöà âû÷åòîâ ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abcfghkmnpqrsPQ(f = ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), P ) & g = ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), Q) & m =
deg(f) & n = deg(g) & n ≤ m & P = òàáëèöà{m → a; r} & Q = òàáëèöà{n →
b; s} & ¬(b = 0) & ÷àñòíîåìí(f − g · ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{m − n →
c}), g, p, q) & p = ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; h}) & a = (bc)(mod k) →
÷àñòíîåìí(f, g,ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{m− n → a/b; h}), q))

15.9 Ïðèåìû ñèìâîëà "âû÷åòìí"

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñîçäàí ñèí-
òåçàòîð "âû÷åòìí". Îáðàùåíèå ê íåìó âûïîëíÿåò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abc(c = a(mod b) → a(mod b) = c)

Çäåñü "âû÷åòìí" ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê "âû÷åò".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c íå èìååò çàãîëîâêà "âû÷åòìí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà "íîðìâû÷åòìí" òàêîâû:
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1. Îáà ìíîãî÷ëåíà èìåþò ñòåïåíü íîëü.
∀abcd(¬(d = 0) → ìíîãî÷ëåí(a, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{0 → c})(mod ìíîãî÷ëåí(a,
âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{0 → d})) = ìíîãî÷ëåí{a, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{0 → 0}))
Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ïðèìåíÿòü ïðèåì òàêæå íàä êîëüöîì öå-
ëûõ ÷èñåë. Äëÿ êîëüöà âû÷åòîâ èìååòñÿ àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abcd(¬(d = 0) → ìíîãî÷ëåí(a,mod(e), òàáëèöà{0 → c})(mod ìíîãî÷ëåí(a,
mod(e), òàáëèöà{0 → d})) = ìíîãî÷ëåí{a,mod(e), òàáëèöà{0 → 0}))

2. Ñòåïåíü ïåðâîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíüøå ñòåïåíè âòîðîãî.
∀fgmn(m = deg(f) & n = deg(g) & m < n → f(mod g) = f)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåäíèé -
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

3. Ñòåïåíü ïåðâîãî ìíîãî÷ëåíà íå ìåíüøå ñòåïåíè âòîðîãî.
∀fgPpqr(f = ìíîãî÷ëåí(x,Öåëûå, P ) & m = deg(f) & n = deg(g) & n ≤ m &
a = êîýôôèöèåíòìí(f, m) & b = êîýôôèöèåíòìí(g, n) & g = ìíîãî÷ëåí(x,
Öåëûå, òàáëèöà{; λi(p(i) → q(i), i ∈ {1, . . . , r})}) & ¬(b = 0) → f(mod g) =
(f + ìíîãî÷ëåí(x,Öåëûå, òàáëèöà{; λi(p(i) + m− n → −q(i)/b, i ∈ {1, . . . , r})}
))(mod g))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ïîä-
òåðì P . Ñëåäóþùèå äâà àíòåöåäåíòà, òîæå âûäåëåííûå ýòèì óêàçàòåëåì, âû-
÷èñëÿþò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", íàõîäÿò êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ÷ëåíàõ. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåò ïîêàçàòåëè ñòåïåíè p(i) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîýôôèöèåíòû q(i)
äëÿ âòîðîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Çàìåíÿþùèé òåðì ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó øàãó ïîíèæåíèÿ ñòåïå-
íè ïðè âû÷èñëåíèè îñòàòêà. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå
ïðèåìà òàêæå íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äëÿ êîëüöà âû÷åòîâ ñîçäàí àíà-
ëîãè÷íûé ïðèåì:
∀fgkPpqr(f = ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), P ) & m = deg(f) & n = deg(g) & n ≤ m &
a = êîýôôèöèåíòìí(f, m) & b = êîýôôèöèåíòìí(g, n) & g = ìíîãî÷ëåí(x,
mod(k), òàáëèöà{; λi(p(i) → q(i), i ∈ {1, . . . , r})}) & ¬(b = 0) &
a = (bc)(mod k) → f(mod g) = (f +ìíîãî÷ëåí(x,mod(k), òàáëèöà{; λi(p(i)+m−
n → −q(i)c(mod k), i ∈ {1, . . . , r})}))(mod g))

15.10 Ïðèåìû ñèìâîëà "ÍÎÄ"

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîçäàí íîðìàëèçà-
òîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÍÎÄ". Îáðàùåíèå ê íåìó âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
ïðèåìîì:
∀fgh(h = ÍÎÄ(f, g) → ÍÎÄ(f, g) = h)

Íîðìàëèçàòîð "íîðìÍÎÄ" èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Óñòðàíåíèå äðîáíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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∀abcdfghmn(f = ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{c → m/n; d}) & ¬(n = 0) & g = nf →
ÍÎÄ(f, h) = ÍÎÄ(g, h))

Â êà÷åñòâå b áåðåòñÿ îäèí èç ñèìâîëîâ "âåùåñòâïîëå", "Öåëûå". Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âûáèðàåò â ìíîãî÷ëåíå f
÷ëåí ñòåïåíè c, èìåþùèé äðîáíûé êîýôôèöèåíò m/n ñ íàèáîëüøèì çíàìåíà-
òåëåì n - äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", îáåñïå÷èâàåò äîìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà n ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà
"íîðìäîìíîæìí".

2. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.
∀abcdefgmnq(m = deg(f) & n = deg(g) & n ≤ m & q = f(mod g) & q = ìíîãî÷ëåí(a,
b, òàáëèöà{c → d; e}) & ¬(d = 0) → ÍÎÄ(f, g) = ÍÎÄ(g, q))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäå-
ëÿþò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îïðåäåëÿåò îñòàòîê q îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íà g. Ïÿòûé àíòåöåäåíò, òîæå
âûäåëåííûé ýòèì óêàçàòåëåì, à òàêæå ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, óñòàíàâëèâàþò
íàëè÷èå â q ÷ëåíà ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
b èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "âåùåñòâïîëå", "Öåëûå", "âû÷åòû".

3. Ìíîãî÷ëåíû äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà.
∀abcdefgmnq(m = deg(f) & n = deg(g) & n ≤ m & q = f(mod g) & q = ìíîãî÷ëåí(a,
b, òàáëèöà{c → 0}) & g = ìíîãî÷ëåí(a, b, òàáëèöà{n → r; s}) → ÍÎÄ(f, g) =
1/r · g)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, íî â êà÷åñòâå b äîïóñêàåòñÿ òîëüêî îäèí
èç ñèìâîëîâ "âåùåñòâïîëå", "Öåëûå". Äëÿ êîëüöà âû÷åòîâ ñîçäàí îòäåëüíûé
ïðèåì:
∀abcdefgmnq(m = deg(f) & n = deg(g) & n ≤ m & q = f(mod g) & q = ìíîãî÷ëåí(a,
mod(b), òàáëèöà{c → 0}) & g = ìíîãî÷ëåí(a,mod(b), òàáëèöà{n → r; s}) & 1 =
(rl)(mod b) → ÍÎÄ(f, g) = l · g)

4. Äåëåíèå öåëî÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íà îáùèé äåëèòåëü.
∀abfgnx(f = ìíîãî÷ëåí(x,Öåëûå, òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) & m =
íîäâñåõ{; λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n})} & 1 < m → ÍÎÄ(f, g) = ÍÎÄ(ìíîãî÷ëåí(x,
Öåëûå, òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i)/m, i ∈ {1, . . . , n})}), g))

Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå âûðàæå-
íèé "îòîáðàæåíèå" â âèäå êîíå÷íûõ íàáîðîâ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îïðåäåëÿåò íàáîðû a, b ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè è
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f . Âòîðîé àíòåöåäåíò, òàêæå âû-
äåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿåò ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà
"íîðìíîäâñåõ" íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîýôôèöèåíòîâ b(i). Òðåòèé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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15.11 Ïðèåìû ñèìâîëà "÷àñòíîåðåøìí"

Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãî÷ëåííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ fx + gy = h ñ èçâåñòíûìè f, g, h
è íåèçâåñòíûìè x, y ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê ñèíòåçàòîðó "÷àñò-
íîåðåøìí":
∀abdfghpqrxy(÷àñòíîåðåøìí(f, g, h, a, b) & ÍÎÄ(f, g) = p & ÷àñòíîåìí(f, p, q,m) &
÷àñòíîåìí(g, p, r, n) → fx + gy = h ↔ ∃t(x = a + tr & y = b− tq))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ f, g, h íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ, ïåðåìåííûå x, y ñóòü íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ", íàõîäèò ÷àñòíîå ðåøåíèå a, b. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåí-
íûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû÷èñëÿåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî-
÷ëåíîâ f, g. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû, âûäåëåíííûå óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ",
âû÷èñëÿþò ÷àñòíûå q, r îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f, g íà èõ íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñèíòåçàòîð "÷àñòíîåðåøìí" èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ.
∀fghpqrs(deg(f) ≤ deg(g) & ÷àñòíîåìí(g, f, p, q) & ¬(ñòàðøêîýôô(q) = 0) &
÷àñòíîåðåøìí(f, q, h, r, s) → ÷àñòíîåðåøìí(f, g, h, r − ps, s))

∀fghpqrs(deg(f) < deg(g) & ÷àñòíîåìí(g, f, p, q) & ¬(ñòàðøêîýôô(q) = 0) &
÷àñòíîåðåøìí(q, f, h, s, r) → ÷àñòíîåðåøìí(g, f, h, s, r − ps))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ", âûïîëíÿåò äåëåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, òîæå âûäåëåííûé ýòèì óêà-
çàòåëåì, âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó.

2. Îäèí ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà äðóãîé.
∀bfghpqrsx(deg(f) ≤ deg(g) & ÷àñòíîåìí(g, f, p, q) & ñòàðøêîýôô(q) = 0 &
÷àñòíîåìí(h, f, r, s) & ñòàðøêîýôô(s) = 0 & f = ìíîãî÷ëåí(x, b, c) →
÷àñòíîåðåøìí(f, g, h, r,ìíîãî÷ëåí(x, b, òàáëèöà{0 → 0})))
∀bfghpqrsx(deg(f) < deg(g) & ÷àñòíîåìí(g, f, p, q) & ñòàðøêîýôô(q) = 0 &
÷àñòíîåìí(h, f, r, s) & ñòàðøêîýôô(s) = 0 & f = ìíîãî÷ëåí(x, b, c) →
÷àñòíîåðåøìí(g, f, h,ìíîãî÷ëåí(x, b, òàáëèöà{0 → 0}), r))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé è ÷åò-
âåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ", îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð".

15.12 Ïðèåìû ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿìí"

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà ñîçäàíû ñëåäóþùèå
ïðèåìû:
∀abcdn(ïðîèçâîäíàÿìí(ìíîãî÷ëåí(a, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(c(i) → d(i), i ∈ {1, . . . ,
n})})) = ìíîãî÷ëåí(a, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(c(i)− 1 → c(i)d(i), i ∈ {1, . . . , n})}))
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∀abcdn(ïðîèçâîäíàÿìí(ìíîãî÷ëåí(a,mod(m), òàáëèöà{; λi(c(i) → d(i), i ∈ {1, . . . , n})}
)) = ìíîãî÷ëåí(a,mod(m), òàáëèöà{; λi(c(i)−1 → (c(i)d(i))(mod m), i ∈ {1, . . . , n})}))
Â ïåðâîì ïðèåìå óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò òàêæå ðàññìîòðåíèå êîëüöà
öåëûõ ÷èñåë. Â îáîèõ ïðèåìàõ óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ è
âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" â âèäå êîíå÷íûõ íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Ýòè ïðèåìû ïðîäóáëèðîâàíû â íîðìàëèçàòîðå îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïðî-
èçâîäíàÿìí".

15.13 Ïðèåìû ñèìâîëà "çíà÷åíèåìí"

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä êîëüöîì âû÷åòîâ,
çàäàííîãî ïåðå÷èñëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ, ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcn(ìíîãî÷ëåí(1,mod(m), òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})})(c) =∑n

i=1(b(i)c
a(i))(mod m))

Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå; m, n - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Óêàçàòåëü "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå" â âèäå êîíå÷íîãî íàáîðà
è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ
ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ââåäåí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abcmnp(ìíîãî÷ëåí(p,mod(m), òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})})(c) =∑n

i=1(b(i)
∏p

j=1(c(j))
(a(i))(j))(mod m))

Çäåñü äîáàâëÿåòñÿ êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå òàêæå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷-
íîå. Îñîáî îãîâàðèâàåòñÿ, ÷òî p îòëè÷íî îò åäèíèöû.
Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìçíà÷åíèåìí" èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì,
îáåñïå÷èâàþùèé âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííîãî
ïåðå÷èñëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ:
∀abcn(ìíîãî÷ëåí(1, âåùåñòâïîëå, òàáëèöà{; λi(a(i) → b(i), i ∈ {1, . . . , n})})(c) =∑n

i=1(b(i)c
a(i)))

Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé êîëüöà öåëûõ ÷èñåë.

15.14 Ïðèåìû ñèìâîëà "ñòàðøêîýôô"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñòàðøêîýôô", èìåþùèé åäèí-
ñòâåííûé ïðèåì:
∀fn(n = deg(f) → ñòàðøêîýôô(f) = êîýôôèöèåíòìí(f, n))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñòìíîãî÷ëåíà". Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìêîýôôèöèåíòìí".

15.15 Ïðèåìû ñèìâîëà "×èñëïåðåì"

Èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì:
∀abc(×èñëïåðåì(ìíîãî÷ëåí(a, b, c)) = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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15.16 Ïðèåìû ñèìâîëà "êîýôôèöèåíòìí"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêîýôôèöèåíòìí", èñïîëüçóåìûé
äëÿ ðàáîòû ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííûìè ñòàíäàðòíûì (÷åðåç
òåðì âèäà "òàáëèöà") ïåðå÷èñëåíèåì ñâîèõ ÷ëåíîâ. Îí èìååò ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:

1. Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà ïðè ÷ëåíå çàäàííîé ñòåïåíè.
∀abfnpx(f = ìíîãî÷ëåí(x, p, òàáëèöà{n → a; b}) → êîýôôèöèåíòìí(f, n) = a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ñïèñîê" îïðåäå-
ëÿåò âûáîð íóæíîãî ÷ëåíà áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ ñïèñêà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îñòàòî÷íîå îïðåäåëåíèå íóëåâîãî êîýôôèöèåíòà.
∀pfn(êîýôôèöèåíòìí(ìíîãî÷ëåí(1, p, f), n) = 0)

Çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ p ñëóæèò îäèí èç ñèìâîëîâ "âåùåñòâïîëå", "Öåëûå",
"âû÷åòû". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. Âûðà-
æåíèå f èìååò çàãîëîâîê "òàáëèöà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

15.17 Ïðèåìû ñèìâîëà "îñòàòêèìí"

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âçÿòûõ ñî çíàêîì ìèíóñ îñòàòêîâ, ïîëó÷àåìûõ
ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ïî àëãîðèòìó Åâ-
êëèäà, ñîçäàí ñèíòåçàòîð "îñòàòêèìí". Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñòåïåíü îñòàòêà äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ áîëüøå íóëÿ.
∀fghp(f(mod g) = h & ¬(ñòàðøêîýôô(h) = 0) & îñòàòêèìí(g,−h, p) →
îñòàòêèìí(f, g, ïðåôèêñ(f, p)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâû÷åòìí". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"çíà÷åíèÿ", ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

2. Ìíîãî÷ëåíû äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà.
∀fgh(f(mod g) = h & ñòàðøêîýôô(h) = 0 → îñòàòêèìí(f, g, (f, g)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ñèíòåçàòîð "îñòàòêèìí" ìîã áû áûòü èñïîëüçîâàí ïðè âû÷èñëåíèè ñèñòåìûØòóð-

ìà. Îäíàêî, ôàêòè÷åñêè â ðåøàòåëå èñïîëüçóåòñÿ åãî äâîéíèê, îðèåíòèðîâàííûé íà
ðàáîòó ñ "íåëîãè÷åñêèì" ôîðìàòîì çàäàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòîò äâîéíèê ðåàëèçî-
âàí íà ÃÅÍÎËÎÃå è èìååò òå æå ñàìûå òåîðåìû ïðèåìîâ. Ïîäðîáíåå î íåì áóäåò
íàïèñàíî â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ êíèã âòîðîãî òîìà.
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15.18 Ïðèåìû ñèìâîëà "êîëüöîìí"

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíà ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abc(êîëüöîìí(ìíîãî÷ëåí(a, b, c)) = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Åñëè ìíîãî÷ëåí çàäàí ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé íàä äðó-
ãèìè ìíîãî÷ëåíàìè, òî â ñëó÷àå êîëåö âû÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåçàòîð "óñììî-
äóëüìí", îïðåäåëÿþùèé ìîäóëü êîëüöà. Îáðàùåíèå ê íåìó ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì
ïðèåìîì:
∀ab(êîëüöîìí(a) = mod(b) → êîëüöîìí(a) = mod(b))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ïðèåìû
ñèíòåçàòîðà "óñììîäóëüìí" òàêîâû:

1. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.
∀ab(êîëüöîìí(a) = mod(b) → êîëüöîìí(a) = mod(b))
Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ.

2. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ.
∀abcde(÷àñòíîåìí(a, b, c, d) & êîëüöîìí(a) = mod(e) → êîëüöîìí(c) = mod(e))
∀abcde(÷àñòíîåìí(a, b, c, d) & êîëüöîìí(a) = mod(e) → êîëüöîìí(d) = mod(e))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷å-
íèÿ" è âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "óñììîäóëüìí".

3. Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ.
∀abc(êîëüöîìí(a) = mod(b) → êîëüöîìí(ac) = mod(b))
Çàïèñü ac îáîçíà÷àåò çäåñü âûðàæåíèå "óìíîæåíèåìí(a c)". Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ" è âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

15.19 Ïðèåìû ñèìâîëà "òèïìí"

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíà íàä îäíèì êîëüöîì ê âèäó ìíîãî÷ëåíà íàä äðóãèì
êîëüöîì (â îñìûñëåííûõ ñèòóàöèÿõ) ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
"íîðìòèïìí". Ïîêà îí èìååò âñåãî ÷åòûðå ïðèåìà, êîòîðûå ïîíàäîáèëèñü äëÿ ðåà-
ëèçàöèè àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè ïî ìåòîäó Áåðëåêýìïà-
Ãåíçåëÿ:

1. Ïåðåõîä îò ìíîãî÷ëåíà íàä êîëüöîì âû÷åòîâ ê ìíîãî÷ëåíó íàä öåëûìè ÷èñëà-
ìè.
∀abp(òèïìí(ìíîãî÷ëåí(a,mod(p), b),Öåëûå) = ìíîãî÷ëåí(a,Öåëûå, b))

2. Ïåðåõîä îò ìíîãî÷ëåíà íàä öåëûìè ÷èñëàìè ê ìíîãî÷ëåíó íàä êîëüöîì âû÷å-
òîâ.
∀abcp(òèïìí(ìíîãî÷ëåí(a, f, òàáëèöà{; λi(b(i) → c(i), i ∈ {1, . . . , n})}),mod(p)) =
ìíîãî÷ëåí(a,mod(p), òàáëèöà{; λi(b(i) → c(i)(mod p), i ∈ {1, . . . , n})}))
∀abcpq(q = pm → òèïìí(ìíîãî÷ëåí(a, f, òàáëèöà{; λi(b(i) → c(i), i ∈ {1, . . . , n})}),
mod(pm)) = ìíîãî÷ëåí(a,mod(pm), òàáëèöà{; λi(b(i) → c(i)(mod q), i ∈ {1, . . . ,
n})}))
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Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîäóëü êîëüöà âû÷åòîâ çàäàåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì, âî âòîðîì -
â âèäå ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ.

3. Ïåðåõîä îò ìíîãî÷ëåíà íàä öåëûìè ÷èñëàìè ê ìíîãî÷ëåíó íàä âåùåñòâåííûìè
÷èñëàìè.
∀abp(òèïìí(ìíîãî÷ëåí(a,Öåëûå, b), âåùåñòâïîëå) = ìíîãî÷ëåí(a, âåùåñòâïîëå, b))

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ
êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ, à òàêæå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
íà ìíîæèòåëè íà ÃÅÍÎËÎÃå ðåàëèçîâàíû ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþùèå òðàäèöèîííûå
"íåëîãè÷åñêèå" ñòðóêòóðû äàííûõ. Îíè áóäóò ðàññìîòðåíû â òðåòüåé êíèãå âòîðîãî
òîìà.
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