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Ââåäåíèå

Ëåãåíäà î ñàìîîáó÷àþùåìñÿ, ñàìîðàçâèâàþùåìñÿ èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå çà-
ðîäèëàñü â íåäðàõ íàó÷íîé ôàíòàñòèêè î÷åíü äàâíî, è ñ òåõ ïîð ñòàëà â ïðîèçâåäå-
íèÿõ ýòîãî æàíðà ÷åì-òî ñîâñåì îáûäåííûì. Ìû ðåäêî çàäóìûâàåìñÿ î òîì, ÷òî ïî
îòíîøåíèþ äàæå ê åñòåñòâåííîìó èíòåëëåêòó ïîíÿòèÿ "ñàìîîáó÷åíèå" è "ñàìîðàçâè-
òèå" ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ. ×åëîâåê îáó÷àåòñÿ, âïèòûâàÿ â
ñåáÿ çíàíèÿ è óìåíèÿ, íàêîïëåííûå ÷åëîâå÷åñòâîì íà ïðîòÿæåíèè ìíîãîâåêîâîãî ðàç-
âèòèÿ. Ýòîò èñêóññòâåííî ñîçäàííûé ìèð çíàíèé è ÿâëÿåòñÿ ïîäëèííûì èñòî÷íèêîì
÷åëîâå÷åñêîãî èíòåëëåêòà. Íåéðîñèñòåìà ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà ñòàíîâèòñÿ åñòåñòâåí-
íûì èíòåëëåêòîì, ëèøü àäàïòèðóÿñü ê äàííîìó èñêóññòâåííîìó ìèðó. Ôàêòè÷åñêè,
ìû èìååì åäèíñòâåííóþ èíòåëëåêòóàëüíóþ ñèñòåìó, ïîäëèííî ñàìîðàçâèâàþùóþñÿ
è ñàìîîáó÷àþùóþñÿ - ýòî èíòåëëåêò âñåé ÷åëîâå÷åñêîé öèâèëèçàöèè. Ïîýòîìó, ãîâî-
ðÿ î "ñàìîîáó÷àþùåìñÿ èñêóññòâåííîì èíòåëëåêòå", ïîíà÷àëó ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ
óñòàíîâêîé íà ñîçäàíèå êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû, ñïîñîáíîé, êàê è ÷åëîâåê, "ñàìîîáó-
÷àòüñÿ" ïî êíèãàì è äðóãèì íîñèòåëÿì çíàíèé.

Åñëè æå îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ñîçäàíèå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ñàìîðàçâèâà-
þùåãîñÿ â àáñîëþòíîì ñìûñëå, òî ñëåäóåò ÿñíî îòäàâàòü ñåáå îò÷åò, ÷òî îúåêòîì
èçó÷åíèÿ çäåñü ÿâëÿåòñÿ íå àðõèòåêòóðà íåéðîñèñòåìû - åñòåñòâåííîé ëèáî èñêóñ-
ñòâåííîé, à ëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, îáåñïå÷èâàþùèå ðàçâèòèå óïîìÿíóòîãî âûøå "ìè-
ðà çíàíèé". Äàæå ñîçäàíèå èäåàëüíîé èñêóññòâåííîé íåéðîñèñòåìû íå îòìåíèò íåîá-
õîäèìîñòè ðàçâèòèÿ íàóêè î ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, êàê íå îòìåíèëà ïîòðåáíîñòè â
ðàçâèòèè òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñïîñîáíîñòü åñòåñòâåííûõ íåéðîñèñòåì óïðàâëÿòü
äèíàìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Ê ñîæàëåíèþ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàóêè î ëîãè÷å-
ñêèõ ïðîöåññàõ ìû íå èìååì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, ïðåäïðèíèìàÿ ïîïûòêè íàéòè
êàêèå-òî ýôôåêòèâíûå îáùèå ïðèíöèïû àâòîìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷, ñòîëêíó-
ëàñü ñ ïðîáëåìîé ýêñïîíåíöèàëüíîé òðóäîåìêîñòè ïåðåáîðà, è âûíóæäåíà áûëà îò-
ñòóïèòü. Â ýòîé ñèòóàöèè åäèíñòâåííûì ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
îêàçûâàåòñÿ êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ðàññóæäåíèé. Êîì-
ïüþòåð ñòàíîâèòñÿ ñâîåãî ðîäà ìèêðîñêîïîì, ïîçâîëÿþùèì íàðèñîâàòü äåòàëüíóþ
êàðòèíó ìèðà ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âî âñåì åå ðàçíîîáðàçèè. Óæå ïåðâûå ïîïûòêè
òàêîãî ðîäà ÿñíî ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî âåëèêî äàííîå ðàçíîîáðàçèå. Îíî âûãëÿäèò
íå ìåíüøèì, ÷åì ðàçíîîáðàçèå ôèçè÷åñêèõ èëè õèìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, è ðàçâèòèå íà-
óêè î ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, à âìåñòå ñ íåé è ñîçäàíèå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà,
çàòÿíåòñÿ íà âåñüìà äëèòåëüíûé ïåðèîä.

Íàñòîÿùàÿ ìîíîãðàôèÿ "Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ"ïî-
ñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðåäïðèíÿòîìó ñ ïîìîùüþ êîìïüþ-
òåðíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû "Èñêðà". ×òîáû ïðîìîäåëèðîâàòü â ñèñòåìå ðåøåíèå
çàäà÷è ÷åëîâåêîì, îíî ðàçáèâàëîñü íà àòîìàðíûå øàãè, è äëÿ êàæäîãî øàãà ñîçäà-
âàëàñü íåñëîæíàÿ ïðîãðàììà, ñïîñîáíàÿ âûïîëíÿòü åãî â àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ.
Òàêèå ïðîãðàììû ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïðèåìîâ. Áûëè ïðîðàáîòàíû ìíîãèå ïðåäìåò-
íûå îáëàñòè, â ïåðâóþ î÷åðåäü ìàòåìàòè÷åñêèå, è íàêîïëåíà áàçà ïðèåìîâ, èìåþùàÿ
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áîëåå 40000 ýëåìåíòîâ. Ôàêòè÷åñêè, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðîìíóþ êîëëåêöèþ
"ôîòîñíèìêîâ" ñ òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêîâ. Â ðÿäå îáëàñòåé
áàçà ïðèåìîâ îêàçàëàñü ñïîñîáíîé ôóíêöèîíèðîâàòü êàê àâòîìàòè÷åñêèé ðåøàòåëü
çàäà÷, íåïëîõî èìèòèðóþùèé äåéñòâèÿ ÷åëîâåêà. Íî, ÷òî ãîðàçäî áîëåå âàæíî, îíà
ñòàëà èñõîäíûì ñûðüåì äëÿ àíàëèçà òîãî, êàê áàçèñíûå òåîðåìû ïðåäìåòíîé îáëàñòè
ïðåîáðàçóþòñÿ â ïðèåìû, èíûìè ñëîâàìè, äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà ñàìîîáó÷åíèÿ "ïî
êíèãàì". Áûëè ïðåäïðèíÿòû ñòàíäàðòèçàöèÿ è îïòèìèçàöèÿ ïðèåìîâ, ñîçäàíà èõ
êëàññèôèêàöèÿ. Ïî÷òè äëÿ êàæäîãî ïðèåìà óêàçàí èñòî÷íèê - íåêîòîðàÿ áàçèñíàÿ
òåîðåìà ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Èçó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè ïåðåõîäå îò
òåîðåìû ê ïðèåìó, è ïðåäëîæåíû ïðåäâàðèòåëüíûå âåðñèè àëãîðèòìîâ, âîñïðîèç-
âîäÿùèõ òàêèå äåéñòâèÿ. Ñðåäè äàííûõ àëãîðèòìîâ èìåþòñÿ ïðîöåäóðû àäàïòàöèè
ïðèåìîâ ê îáó÷àþùèì çàäà÷àì. Ðåçóëüòàòîì ÿâèëñÿ íåêîòîðûé ïðîòîòèï "ãåíåðàòî-
ðà ïðèåìîâ", ïîçâîëÿþùèé â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ñðàçó ïîëó÷àòü âïîëíå îñìûñëåííûå
ïðèåìû, â áîëåå ñëîæíûõ - ïðèõîäèòü ê íèì ïîñëå àâòîìàòè÷åñêîé äîâîäêè ïî çàäà÷-
íèêó. Cîâñåì ñëîæíûå ñëó÷àè äàþò õîðîøèé ìàòåðèàë äëÿ ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâà-
íèé. Äàííûé ãåíåðàòîð ïðèåìîâ ìîæíî óïîäîáèòü ïèðàìèäå, â îñíîâàíèè êîòîðîé
ëåæèò áàçà ïðèåìîâ, âåðøèíîé ñëóæèò ìíîæåñòâî áàçèñíûõ òåîðåì, à ïðîìåæóòî÷-
íûå ñëîè ñîîòâåòñòâóþò ýòàïàì ñèíòåçà ïðèåìà.

Â öåëîì, ïðîäåëàííàÿ ðàáîòà ïîäòâåðäèëà ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîì-
ïüþòåðíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû êàê "ìèêðîñêîïà" äëÿ èçó÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ è íàìåòèëà ïóòè ñîçäàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìû, ñïîñîáíîé áûñòðî îáó-
÷àòüñÿ ïî òðàäèöèîííûì èñòî÷íèêàì íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

Îáó÷åíèå ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû "Èñêðà" áûëî ïðåäïðèíÿòî äëÿ òàêèõ ïðåäìåòíûõ
îáëàñòåé, êàê àëãåáðà ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêà, ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà, ýëåìåí-
òàðíàÿ ãåîìåòðèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïðîðàáîòàíû ìíîãèå
ðàçäåëû ëèíåéíîé àëãåáðû, îáùåé àëãåáðû, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, ýëåìåíòàðíûõ ôèçèêè è õèìèè. Ðàññìàòðèâàëèñü íåìàòåìàòè÷åñêèå îá-
ëàñòè: øàõìàòû, ïîíèìàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, àíàëèç ðèñóíêîâ. Ñðàçó çàìåòèì,
÷òî ãëàâíûì îáðàçîì èçó÷àëèñü ñòàíäàðòíûå çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà,
õîòÿ è äëÿ ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ òîæå ñîçäàâàëèñü ïðèåìû, îáåñïå÷èâàþùèå
èõ ðåøåíèå. Â íåêîòîðûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ (íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíûå àëãåáðà è
ãåîìåòðèÿ) óäàëîñü äîáèòüñÿ äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíîãî ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷, â
äðóãèõ - ëèøü ïðåäëîæåíû îáúÿñíåíèÿ îòäåëüíûõ òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ.

Ïðè ñðàâíåíèè ñ îáû÷íûìè ñèñòåìàìè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè ñòàíîâÿòñÿ î÷å-
âèäíû ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ëîãèêà íà÷èíàåò
èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Ïî ñóùåñòâó, ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó "Èñêðà" ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ñèñòåìó êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè íîâîãî òèïà,
äîïóñêàþùóþ ïîñòåïåííîå ïåðåðàñòàíèå â èíòåëëåêòóàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó.

Îáùåå ÷èñëî ïðèåìîâ ñåé÷àñ ïðåâûøàåò 42000, ÷èñëî ïðîðàáîòàííûõ çàäà÷ - ñâû-
øå 10000. Ïðè ýòîì, äàæå áåç àðõèâàöèè, ñèñòåìà çàíèìåò âñåãî îêîëî 120 Ìá. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñòàíäàðòíûå ðàçìåðû âíåøíåãî òâåðäîãî äèñêà â 1Òá ïîçâîëÿþò óâå-
ëè÷èòü îáúåì ðåøàòåëÿ â 8000 ðàç, áåç ñóùåñòâåííîãî çàìåäëåíèÿ åãî â òåõ îáëàñòÿõ,
ãäå îáó÷åíèå óæå çàâåðøåíî.

Ïðåäëàãàìàÿ êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåòèé òîì ìîíîãðàôèè "Êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ". Â ïåðâîì òîìå ìîíîãðàôèè [1] îïèñûâàþò-
ñÿ àðõèòåêòóðà ñèñòåìû, à òàêæå ÿçûêè ËÎÑ è ÃÅÍÎËÎÃ. Âî âòîðîì òîìå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, à òàêæå ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëåäóþùèì
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ðàçäåëàì: àëãåáðà ìíîæåñòâ, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ôóíêöèé, ìîùíîñòè ìíîæåñòâ è
êîìáèíàòîðèêà, ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà, êîìáèíàòîðíûå ôóíê-
öèè, ìíîãî÷ëåíû. Â äàííîì, òðåòüåì òîìå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèåìû ðåøåíèÿ çàäà÷
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ýëåìåíòàðíîé ãåî-
ìåòðèè. Îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòåëþ ñòðîèòü ýñêèçû ÷åðòåæåé
â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

×åòâåðòûé òîì ìîíîãðàôèè áóäåò ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ëèíåéíîé àëãåáðå, êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå, ýëåìåíòàðíîé õèìèè, ïðèåìàì ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ "îáû÷íûõ" âû÷èñëåíèé, à òàêæå ïðèåìàì, âîçíèêøèì â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê
ïîíèìàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, øàõìàòû è àíàëèç ðèñóíêîâ. Íàêîíåö, â ïÿòîì òîìå
ìîíîãðàôèè ïðåäïîëàãàåòñÿ îïèñàòü àðõèòåêòóðó ãåíåðàòîðà ïðèåìîâ è åãî îñíîâíûå
áëîêè.

Ïàðàëëåëüíî ñ íàïèñàíèåì ìîíîãðàôèè ïðîäîëæàåòñÿ ðàçâèòèå ñèñòåìû. Ïîýòî-
ìó êàæäàÿ êíèãà áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñâîåé âåðñèåé ïðîãðàììû. Âñå ýòè âåð-
ñèè, ðàñïîëîæåííûå â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî àäðåñó
� www.intsys.msu.ru/invest/solver/logsyst.zip�. Ñáîðíèêè çàäà÷, èñïîëüçîâàííûå ïðè
îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ, ïðèâîäÿòñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü Â.Á.Êóäðÿâöåâó, ïîääåðæêà êîòîðîãî
ñäåëàëà âîçìîæíûì ïðîâåäåíèå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí òàêæå Ï.À.
Ïàíòåëååâó, îêàçàâøåìó ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè.
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Ãëàâà 1

Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó

Ïðîäîëæàåì îïèñàíèå ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ, íà÷àòîå âî âòîðîì òîìå. Ïîñëå ýëåìåí-
òàðíîé àëãåáðû åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ïðèåìîâ, ñîçäàííûõ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî îáó÷àþùåãî ìà-
òåðèàëà çäåñü âûñòóïàë èçâåñòíûé ñáîðíèê çàäà÷ Á.Ï.Äåìèäîâè÷à. Âïðî÷åì, "ïðè
ïåðâîì ÷òåíèè" îòáèðàëèñü, â îñíîâíîì, âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è, êîòîðûå èçðåä-
êà äîïîëíÿëèñü íåñëîæíûìè òåîðåòè÷åñêèìè. Ìàòåðèàë îêàçàëñÿ â çíà÷èòåëüíîé
áîëüøåé ñòåïåíè "àëãîðèòìèçèðóåìûì", ÷åì â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Êàê ðåçóëü-
òàò, áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ ñãðóïïèðîâàëèñü âíóòðè ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ, è ëèøü
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøàÿ èõ ÷àñòü ðåàëèçóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðè ñêàíèðîâàíèè
çàäà÷è. Íàïîìíèì, ÷òî öåëüþ îáó÷åíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿëñÿ ïåðâè÷íûé àíàëèç ìåõà-
íèçìîâ óïðàâëåíèÿ ëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, à íå ñîçäàíèå ñêîëü-íèáóäü ðàçâèòîé
ïðîãðàììû äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Ïîýòîìó äàííûé ðåøàòåëü ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíà-
ëèçó, õîòÿ è ñïîñîáåí ðåøàòü ìíîæåñòâî ðàçíîîáðàçíûõ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷, íèêîèì
îáðàçîì íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó. Äàëüíåéøåå åãî îáó÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õî-
ðîøåå óïðàæíåíèå ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ íà ÃÅÍÎË�ÎÃå.

1.1 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f îäíîé âå-
ùåñòâåííîé ïåðåìåííîé â òî÷êå a îáîçíà÷àåòñÿ "ïðîèçâîäíàÿ(f a)". Åñëè ïðîèçâîä-
íàÿ íå îïðåäåëåíà, òî çíà÷åíèåì äàííîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò ñèìâîë "íåîïðåä". Òà-
êèì îáðàçîì, âûðàæåíèå "ïðîèçâîäíàÿ(f a)" èìååò ÷èñëåííîå çíà÷åíèå â òåõ è òîëüêî
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Ïðîðèñîâ-
êà ïðîèçâîäíîé ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì çàâèñèò îò òîãî, êàê çàäàíà ôóíêöèÿ f .
Îáû÷íî îíà çàäàåòñÿ ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå", ò.å. â âèäå "îòîáðàæåíèå(y y-
÷èñëî F (y))". Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè a - ïåðåìåííàÿ, ïðîèçâîäíàÿ ïðîðèñîâûâàåòñÿ â
âèäå äðîáè:

dF (a)

da
.

Åñëè âûðàæåíèå a íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé âàðèàíò ïðîðèñîâ-
êè:

dF (y)

d(y = a)
.

Çàìåòèì, ÷òî íàáîð ïðîèçâîäíîé ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì ïðîèñõîäèò òàê, êàê åñëè
áû íàáèðàëàñü îáû÷íàÿ äðîáü, ò.å. ïîñëå d íàæèìàåòñÿ êëàâèøà äëÿ óìíîæåíèÿ
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("çâåçäî÷êà"). Ñêîáêà ñ ðàâåíñòâîì y = a òîæå íàáèðàåòñÿ êàê ñîìíîæèòåëü. Åñëè
a - ïåðåìåííàÿ, òî âíóòðåííÿÿ ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ y ïðè íàáîðå íå óêàçûâàåòñÿ,
è ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð âûáèðàåò åå ñàìîñòîÿòåëüíî. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäàíèå f
íå èìååò óêàçàííîãî âèäà (â òîì ÷èñëå, åñëè âìåñòî "y-÷èñëî" èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé
îãðàíè÷èòåëü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè), ïðîðèñîâêà ïðîèçâîäíîé âûïîëíÿåòñÿ
òàê æå, êàê òåêñòîâûì ðåäàêòîðîì: "ïðîèçâîäíàÿ(f, a)".

Îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè, êàê ïðàâèëî, áó-
äåò çàäàâàòü èõ ôîðìàëüíî îïðåäåëåííûìè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Â òåõ òî÷êàõ,
ãäå âûðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ íå îïðåäåëåííûì, îíî áóäåò
èìåòü êàêîå-òî çíà÷åíèå, î êîòîðîì, âïðî÷åì, íè÷åãî íå áóäåò èçâåñòíî. Ýòî - âñåãî
ëèøü òåõíè÷åñêèé òðþê, óïðîùàþùèé ïðîãðàììèðîâàíèå ïðèåìîâ. Òàêèå ôîðìàëü-
íî äîîïðåäåëåííûå ôóíêöèè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â çàäà÷àõ ïðèìåíèòåëüíî òîëüêî
ê òåì ïîäìíîæåñòâàì ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ãäå îíè îïðåäåëåíû â òðàäèöèîííîì ñìûñëå.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f îäíîé ëèáî íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðå-
ìåííûõ â òî÷êå a ëèáî â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà a âûðàæàåòñÿ óòâåðæäåíèåì
"äèôôåðåíöèðóåìà(f a)". Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòî-
ðîì òàê æå, êàê òåêñòîâûì. Àíàëîãè÷íî, óòâåðæäåíèå "íåïðäèôô(f a)" îáîçíà÷àåò
íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå a ëèáî â îêðåñòíîñòè
òî÷êè a.

Êðàòíûå è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x1 . . . xn), n ≥ 1, îáîçíà÷àþòñÿ âû-
ðàæåíèåì "÷àñòíïðîèçâ(f (k1 . . . kn) (a1 . . . an))". Çäåñü (a1 . . . an) - òî÷êà, â êîòîðîé
áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ, (k1 . . . kn) - íàáîð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ êðàòíîñòåé ïðîèç-
âîäíûõ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì. Åñëè n = 1, òî âìåñòî îäíîýëåìåíòíûõ
íàáîðîâ (a1), (k1) áåðóòñÿ ñàìè ÷èñëà a1, k1. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ìîæåò ïðîðè-
ñîâàòü ÷àñòíóþ ëèáî êðàòíóþ ïðîèçâîäíóþ òîëüêî äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ îïèñà-
òåëåì "îòîáðàæåíèå". Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé, êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ xi

îãðàíè÷èâàåòñÿ â ýòîì îïèñàòåëå åäèíñòâåííûì óòâåðæäåíèåì "xi- ÷èñëî". Åñëè âñå
a1, . . . , an ñóòü ïåðåìåííûå, òî ïðîðèñîâêà èìååò âèä:

dk1+...+knf(x1, . . . , xn)

dxk1
1 . . . dxkn

n

.

Èíà÷å îíà èìååò âèä:
dk1+...+knf(x1, . . . , xn)

d(x1 = a1)k1 . . . d(xn = an)kn
.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåííûå ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ki ïðîïóñêàþòñÿ. Åñëè êðàòíîñòè
çàäàíû öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, òî âìåñòî ñóììû k1 + . . . kn ïðîðèñîâûâàåòñÿ
åå çíà÷åíèå, èíà÷å - áåðåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî âî âíóòðåííåì
ïðåäñòàâëåíèè ýòà ñóììà îòñóòñòâóåò è ïðîðèñîâêà åå èìååò ÷èñòî "êîñìåòè÷åñêèé"
õàðàêòåð.

Óòâåðæäåíèå "êðàòíäèôôåðåíöèðóåìà(f k a)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿ-
åòñÿ k-êðàòíî äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Óòâåðæäåíèå
"Íåïðäèôô(f k M)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâå M ÿâëÿåòñÿ k-êðàòíî
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé. Óòâåðæäåíèå "ãàðìîíè÷åñêàÿ(f M)" îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèÿ f äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé íà ìíîæåñòâå
M . Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê
òåêñòîâûì.
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Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðîèçâîäíàÿ"

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé âûïîëíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ", êîòî-
ðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Ýòîò íîðìàëèçàòîð èçìåíÿåò òåðì "ïðîèçâîäíàÿ(. . .)" íà
ôîðìàëüíî âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå t òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèáî óñòàíîâëåíà äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè, ëèáî òàêîâàÿ áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè äîáàâëåíèè ê ïî-
ñûëêàì óñëîâèé íà î.ä.ç. âûðàæåíèÿ t, ðåãèñòðèðóåìûõ â êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿ-
ïîñûëîê . . .).

×òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ, âñòðå÷àþùóþñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå ëèáî îïèñàíèå, ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abc(c = ïðîèçâîäíàÿ(a, b) → ïðîèçâîäíàÿ(a, b) = c)

Åñëè ðåøàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è âûðàæåíèå "ïðîèçâîäíàÿ(. . .)" ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ".
Óêàçàòåëü "íîðìçàäà÷à" îáåñïå÷èâàåò ïåðåäà÷ó óñëîâèé íà î.ä.ç. íàéäåííîé ïðîèç-
âîäíîé èç êîììåíòàðèÿ (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .) â êîíòåêñò çàìåíû. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèåì ìîæåò ñóæàòü ïåðâîíà÷àëüíûé ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò, äîïîëíÿÿ åãî óñëîâèÿìè
íà î.ä.ç. äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîèçâîäíîé.

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ âîçíèêëà â ïåðâîíà÷àëüíîì óñëîâèè çàäà÷è, êîòîðóþ íóæíî
áûëî ðåøàòü â î.ä.ç., òî äàííûé ïîäõîä îçíà÷àåò, ÷òî âûïèñûâàíèå îãðàíè÷åíèé íà
î.ä.ç. â íà÷àëå ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì è ïðîäîëæàåòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äî ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå òîëüêî î.ä.ç. ïðî-
èçâîäíîé, íî è î.ä.ç. âûðàæåíèÿ ïîä ïðîèçâîäíîé ÿâíî âûïèñûâàòüñÿ íå áóäåò. Åñëè
æå çàäà÷à ñòàâèëàñü äëÿ ïîñûëîê, ãàðàíòèðóþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé, òî
äåéñòâèòåëüíî ìîæåò ïðîèçîéòè îòáðàñûâàíèå íåêîòîðûõ îñîáûõ òî÷åê, ãäå ïðîèç-
âîäíàÿ ñóùåñòâóåò, íî ìåòîäû ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ
íåäîñòàòî÷íû. Ýòî òðåáóåò îïðåäåëåííîé îñòîðîæíîñòè â ïðèåìàõ, îáðàùàþùèõñÿ
ê âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíîé. Íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèè îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ åå ïðîèçâîäíîé áåðåòñÿ ïî î.ä.ç. íàéäåííîãî âûðàæåíèÿ, à âñå îñòàëüíîå
îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè "îñîáûõ òî÷åê", êîòîðûå è àíàëèçèðóþòñÿ îòäåëüíî. Çàìå-
òèì, ÷òî íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ" èìååò òîëüêî ïðèåìû äëÿ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé, òàê ÷òî î.ä.ç. ïðîèçâîäíîé ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò î.ä.ç. èñõîäíîé ôóíêöèè
ëèøü ìíîæåñòâîì èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïîïîëíåíèå êîíòåêñòà
çàìåíû óñëîâèÿìè íà î.ä.ç. äëÿ âû÷èñëåííîé ïðîèçâîäíîé, ïðèâîäèò ýòî ê ñóæåíèþ
êîíòåêñòà ëèáî íåò, ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêèì øàãîì, íåîáõîäèìûì äëÿ ïîñëåäóþùåé
ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ñ äàííîé ïðîèçâîäíîé.

Ïðè ôîðìàëüíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè íèêàêèõ ïðîìåæóòî÷íûõ óïðîùåíèé íå
ïðåäïðèíèìàåòñÿ: îêàçàëîñü, ÷òî îíè ëèøü çàìåäëÿþò ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà. Óïðî-
ùåíèå ïðîèñõîäèò ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è óæå ïîñëå òîãî, êàê ðàññìàòðèâàåìûé
ïðèåì áûë ïðèìåíåí. Åñëè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ ÷ðåçìåðíî ãðîìîçä-
êîå âûðàæåíèå, òî èñïîëüçóåòñÿ îãðàíè÷åííûé íàáîð ñðåäñòâ óïðîùåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "ñîêðàùåíèå", áëîêèðóþùèé ÷àñòü òðóäîåìêèõ ïðèåìîâ è àê-
òèâèðóþùèé íåêîòîðûå ñðàâíèòåëüíî äåøåâûå êîìïåíñèðóþùèå ïðèåìû. Óêàçàòåëü
"êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè( íîðìïðîèçâîäíàÿ)"ðàñ÷èùàåò áóôåð ïðîìåæóòî÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ äèôôåðíöèðîâàíèÿ, êàê òîëüêî ïðîèçâîäíàÿ îêàçàëàñü âû÷èñëåíà. Èíîãäà
ýòî ïðèâîäèò ê íåáîëüøîìó óñêîðåíèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.
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Ïåðåõîä îò ñèìâîëà "÷àñòíïðîèçâ" ê ñèìâîëó "ïðîèçâîäíàÿ" â ñëó÷àå åäè-
íè÷íîé êðàòíîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∀fx(÷àñòíïðîèçâ(λa(f(a), a− ÷èñëî) 1 x) = ïðîèçâîäíàÿ(λa(f(a), a− ÷èñëî) x))
Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âû÷èñëåíèå êðàòíûõ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Äàííûé ïðèåì ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå. Îí ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ "÷àñòíïðîèçâ(f k a)", ãäå f - ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ
ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", k - íàáîð êðàòíîñòåé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî
ïåðåìåííûì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè äàííîãî îïèñàòåëÿ, a - òî÷êà, â êîòîðîé áå-
ðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ýòà òî÷êà äîëæíà áûòü çàäà-
íà êàê íàáîð. Òðåáóåòñÿ òàêæå, ÷òîáû âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè, íå ñîäåðæàëî ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïðèåì âûïîëíÿåò ïîñëåäîâàòåëüíûå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ íàáîðîì êðàòíîñòåé. Íà
ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êå,
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîòîðîé ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå. Ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû
óïðîùàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Íà ïîñëåäíåì øàãå ïîäñòàâëÿåòñÿ
çíà÷åíèå a, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ íà î.ä.ç. ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ïîñûëîê çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä çíàêà ïðîèçâîäíîé

Èíîãäà ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðîèçâîäíûõ, íå âû÷èñëÿ-
åìûõ íåïîñðåäñòâåííî (íàïðèìåð, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè). Ïîêà áûëè
âîñòðåáîâàíû ëèøü ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà òàêîé ñòàíäàðòèçàöèè:

∀fn

(
dn(−f(x))

dxn
= −(

dnf(x)

dxn
)

)

∀f

(
d(−f(x))

dx
= −(

df(x)

dx
)

)
Îíè ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïîä ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäàíèåì ôóíêöèè f îáû÷íî ïîíèìàþò îïðåäåëåíèå åå ÷å-
ðåç äâå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè g, h, çàäàííûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå A:
f(x) = y;x = g(t), y = h(t), t ∈ A. Ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì òðåáóþò, ÷òîáû èç ñîâïàäå-
íèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè g ñëåäîâàëî ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè h. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ëîãè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ìîæíî áûëî áû ââåñòè
íåêóþ äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ, âûðàæàþùóþ ôóíêöèþ f ÷åðåç ôóíêöèè g, h. Îäíà-
êî, âîçìîæåí è äðóãîé âàðèàíò - îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ f ïóòåì óêàçàíèÿ åå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ (ðàâíîé ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè g) è èñïîëüçîâàíèÿ êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè ∀t(t ∈ A→ f(g(t)) = h(t)) ãäå âìåñòî g(t), h(t) ïîäñòàâëåíû ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé g, h. Ýòîò âàðèàíò íåñêîëüêî áîëåå ýêîíîìåí, òàê êàê íå
òðåáóåò îáÿçàòåëüíîãî ââîäà â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé g, h - ðàáîòà
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ïðîèñõîäèò ñ åäèíñòâåííîé ôóíêöèåé f . Îí è ðåàëèçîâàí â ðåøàòåëå. Äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè, ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀abefght

(
df(t)

dt
= a &

dg(t)

dt
= b & ∀v(h(v) → y(f(v)) = g(v)) & e = f(t) → dy(e)

de
=
b

a

)
Ïðîèçâîäíàÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè "îòîáðàæåíèå(x x-÷èñëî y(x))", âçÿòóþ â òî÷êå e. Òðåòèé àí-
òåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå çàìåíû - îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïðå-
äåëåíèå ôóíêöèè y. Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå, ò.å. âûðàæåíèÿ h(v), f(v),
g(v) ìîãóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè òåðìàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí óñìàòðèâàåò ïðåäñòàâèìîñòü òåðìà e â
âèäå f(t), äëÿ ïîõîäÿùåãî âûðàæåíèÿ t. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà òîæå âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îáðàùàþòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì íà ïðå-
îáðàçîâàíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé f, g â òî÷êå t. Çàìåòèì, ÷òî ñàìè
ýòè ôóíêöèè çàäàþòñÿ çäåñü âûðàæåíèÿìè "îòîáðàæåíèå(c c-÷èñëî f(c))", "îòîáðà-
æåíèå(c c-÷èñëî g(c))", ãäå c - âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Çàäà÷àì ïåðåäàåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "t−÷èñëî". Ôèëüòðû "íå(âõîäèò(ïðîèçâîäíàÿ õ1))", "íå(âõî-
äèò(ïðîèçâîäíàÿ õ2))" ïðîâåðÿþò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëåíà, ò.å. ãàðàíòèðóþò äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé f, g â òî÷êå t. Óêàçàòåëü "ïîñûëêà(è(íå(ðàâíî(õ1 0)) îäç(
õ1) îäç(õ2)))" îáåñïå÷èâàåò ðåãèñòðàöèþ â êîíòåêñòå çàìåíû âñåõ óòâåðæäåíèé, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ î.ä.ç. äëÿ a, b, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ "¬(a = 0)". Ýòîò øàã àíàëîãè÷åí
ðàññìîòðåííîìó âûøå ñóæåíèþ êîíòåêñòà ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé,
çàäàííûõ ÿâíî: ïðîèñõîäèò äîîïðåäåëåíèå î.ä.ç. ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è, èíîãäà
òðåáóþùåå ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ "îñîáûõ" òî÷åê, îòñå÷åííûõ äàííûì äîîïðå-
äåëåíèåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé ôóíêöèè

Íåÿâíîå çàäàíèå ôóíêöèè y, îáû÷íî îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì âèäà F (y(x), x) = 0,
ïðè ñîçäàíèè ïðèåìà òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ íåñãðóïïèðîâàííûõ ÷ëåíîâ, ò.å.
óðàâíåíèÿ âèäà f(y(x), x) = g(y(x), x). Áîëåå òî÷íî, íåÿâíîå çàäàíèå ïðîèñõîäèò
ïîñðåäñòâîì êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà âèäà ∀x(P (x) → f(y(x), x) = g(y(x), x)). Ñ ó÷å-
òîì äàííîãî çàìå÷àíèÿ, èìååì ñëåäóþùèé ïðèåì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî:
∀abcdfgP (df(z, x)/dx = a(x, z) & df(z, x)/dz = b(x, z) & dg(z, x)/dx = c(x, z) &
dg(z, x)/dz = d(x, z) & ∀u(P (u) → f(y(u), u) = g(y(u), u)) → dy(x)/dx =
(a(x, y(x))− c(x, y(x)))/(d(x, y(x))− b(x, y(x))))

Âû÷èñëÿåìàÿ ïðîèçâîäíàÿ âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îíà áåðåòñÿ
îò ôóíêöèè "îòîáðàæåíèå(t t-÷èñëî y(t))" â òî÷êå x. Ïåðåìåííûå a, b, c, d, f, g, P -
ôóíêöèîíàëüíûå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò íàõîäèòñÿ â êîíòåêñòå çàìåíû. Óêàçàòåëè
"íîâàðãóìåíò(õ6 õ20 ôèêñ)", "íîâàðãóìåíò(õ7 õ20 ôèêñ)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêà-
öèþ äâóìåñòíûõ "øàáëîíîâ" f(. . . , . . .), g(. . . , . . .) ïóòåì âûäåëåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà âñåõ âõîæäåíèé òåðìà y(u), äàþùèõ ïåðâûé îïåðàíä øàáëî-
íà, è âñåõ ïðî÷èõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé u, äàþùèõ âòîðîé îïåðàíä øàáëîíà. Ïåð-
âûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â íèõ èñïîëüçóåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ z, ââîäèìàÿ óêàçàòåëåì "íîâàÿïåðåìåííàÿ(õ25)". Çàìå-
òèì, ÷òî ôóíêöèè ïîä ïðîèçâîäíûìè òîæå çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëåé "îòîá-
ðàæåíèå", èñïîëüçóþùèõ âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ t. Ëåâûå ÷àñòè àíòåöåäåí-
òîâ îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, ñíàáæåííûìè
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äîïîëíèòåëüíûìè ïîñûëêàìè "x-÷èñëî", "z-÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå
óäàëîñü âû÷èñëèòü: â ïðàâûõ ÷àñòÿõ äîëæåí îòñóòñòâîâàòü ñèìâîë "ïðîèçâîäíàÿ".
Òàê êàê íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ" ñîäåðæèò ëèøü ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê
ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì, òî â î.ä.ç. íàéäåííûõ ôîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ íåïðå-
ðûâíîñòü ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè è ñïåöèàëüíî ïðîâåðÿòü åå íå îáÿçàòåëüíî. Ïðè
ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà, êàê è â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ, êîíòåêñò çàìåíû ïî-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿìè îòëè÷èÿ çíàìåíàòåëÿ äðîáè îò íóëÿ è âñåìè óñëîâèÿìè íà î.ä.ç.
âû÷èñëåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ðàçáîðîì ñëó÷àåâ

Îãðàíè÷èìñÿ óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè, ïîäðàçáèâàþùèìè ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà äâà
ëó÷à:
∀abcd(c(x) = da(x)/dx & d(x) = db(x)/dx → d(a(x) ïðè x ≤ p, èíà÷å b(x))/dx =
(c(x) ïðè x ≤ p, èíà÷å d(x)))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðî-
èçâîäíûå". Ýòà öåëü äîïóñêàåò ïðîèçâîëüíîå ïåðåîïðåäåëåíèå èñêîìîé ïðîèçâîäíîé
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Î÷åâèäíî, áåç òàêîé îãîâîðêè ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ áûë áû
íåêîððåêòíûì äëÿ òî÷êè p. Ôàêòè÷åñêè ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ðåøàòåëåì òîëüêî ïðè
îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïåðåìåííûå
a, b, c, d ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ
ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, òàêæå
èìåþùèìè öåëü "ïðîèçâîäíûå". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ" â
òåðìàõ c(x), d(x). Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà", "äðîáü" ðàçðåøàþò ïåðåñòàíîâêó ÷à-
ñòåé íåðàâåíñòâà è ïåðåõîä ê ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìäèôôåðåíöèðóåìà"

Îáû÷íî ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé êàêàÿ-ëèáî îñîáàÿ ïðîâåðêà äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ, òàê êàê íåÿâíî ñîäåðæèòñÿ â ñàìîì ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ.
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíà íóæíà, èñïîëüçóåòñÿ îïèñûâàåìûé â êîíöå ðàçäåëà ïðîâå-
ðî÷íûé îïåðàòîð "óñìäèôôåðåíöèðóåìà". Ïîêà îí ñîäåðæèò ëèøü ïðîñòåéøèå ïðè-
åìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀af (äèôôåðåíöèðóåìà(f, a) → äèôôåðåíöèðóåìà(f, a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "îáëãàðìîíè÷íîñòè"

Ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ êîìïëåêñíîìó àíàëèçó âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëÿòü
îáëàñòü, â êîòîðîé çàäàííàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêîé. Äëÿ ýòîãî áûë ñîçäàí îïèñûâàåìûé â êîíåö ðàçäåëà ñèíòåçàòîð "îáë-
ãàðìîíè÷íîñòè". Îáðàùåíèå ê íåìó âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀fxA(ãàðìîíè÷åñêàÿ(f, A) & x = A→ ãàðìîíè÷åñêàÿ(f, x))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïîëíûé". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ñèíòåçàòîðîì "îáëãàðìîíè÷íîñòè", îïðåäåëÿþùèì îáëàñòü A. Â êàæäîé òî÷êå
ýòîé îáëàñòè ôóíêöèÿ f áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé, íî òî÷êè ãàðìîíè÷íîñòè, òðåáóùèå
îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ, â íåå íå ïîïàäóò. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"ïîäáîðçíà÷åíèé", çàìåíÿåò ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ"

Íîðìàëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì - ïðåîáðàçóþòñÿ òîëüêî êîðíåâûå âõîæäåíèÿ. Îí
èñïîëüçóåò áóôåð, ñîõðàíÿþùèé 50 ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ. Óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå
ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âî âíåøíåé çàäà÷å, íàêàïëèâàþòñÿ
â åãî êîììåíòàðèè (êîððåêöèÿïîñûëîê . . .). Ïðè îïèñàíèè ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà
èñïîëüçóåì ôîðìóëüíóþ ïðîðèñîâêó ïðîèçâîäíîé. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ôàêòè÷åñêè
çàïèñü df(x)/dx îçíà÷àåò "ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(y y − ÷èñëî f(y))x)".

1. Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû.
∀ab(da/db = 0)

2. Ïðîèçâîäíàÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè.
∀a(da/da = 1)

3. Ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè.
∀abc(d(ac+ b)/dc = a)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ ðàâíû 1.
4. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ïðîèçâîäíîé.
∀af (d(−f(a))/da = −(df(a)/da)

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåì âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå: ïðî-
èçâîäíàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñàìà îáðàáàòûâàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûì íîðìàëèçàòî-
ðîì, à âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü - íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììèíóñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Âûíåñåíèå êîýôôèöèåíòà èç-ïîä ïðîèçâîäíîé.
∀abf (d(af(b))/db = a · df(b)/db)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
6. Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû.
∀abcfg(a = df(c)/dc & b = dg(c)/dc & a−÷èñëî & b−÷èñëî→ d(f(c)+ g(c))/dc =
a+ b)

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïðîèçâîäíàÿ". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Îíè âûïîëíÿþò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò
- ëèáî ïðè âû÷èñëåíèè óäàëîñü èçáàâèòüñÿ îò çàãîëîâêà "ïðîèçâîäíàÿ", ëèáî
ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ÿâíî óêàçàíî â ñïèñêå ïîñûëîê. Ðåçóëüòàò îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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7. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abfgy(a = df(y)/dy & b = dg(y)/dy & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ d(f(y)g(y))/dy =
f(y)b+ g(y)a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
8. Ïðîèçâîäíàÿ äðîáè.
∀abfgx(a = df(x)/dx & b = dg(x)/dx & a−÷èñëî & b−÷èñëî→ d(f(x)/g(x))/dx =
(ag(x)− bf(x))/g(x)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîáàâëÿåòñÿ óêàçàòåëü "âûâîä(óñëîâèå(êîììåíò(
íîðìïðåäåë))íå(ðàâíî(çíà÷åíèå(õ7 õ23)0)))". Îí îáåñïå÷èâàåò ðåãèñòðàöèþ â
êîììåíòàðèè "êîððåêöèÿïîñûëîê" óñëîâèÿ "¬(g(x) = 0" íà î.ä.ç. ïðîèçâîä-
íîé. Åñëè îáðàùåíèå ê âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíîé ñîïðîâîæäàëîñü êîììåíòàðè-
åì "íîðìïðåäåë", òî óêàçàííîå äåéñòâèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýòî æå ïî óìîë÷àíèþ
îòíîñèòñÿ ê ïîñëåäóþùèì ïðèåìàì. Êîììåíòàðèé "íîðìïðåäåë" èñïîëüçóåòñÿ,
åñëè ïåðåäà÷à óñëîâèé íà î.ä.ç. ïîñðåäñòâîì êîììåíòàðèÿ "êîððåêöèÿïîñûëîê"
îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íîé - íàïðèìåð, â íåêîòîðûõ ïðèåìàõ íîðìàëèçàòîðà âû-
÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ "íîðìïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ïðîèçâîäíàÿ ñèíóñà.
∀afy(a = df(y)/dy & a− ÷èñëî→ d sin f(y)/dy = a cos f(y))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîä-
íàÿ". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Ïðîèçâîäíàÿ êîñèíóñà.
∀afy(a = df(y)/dy & a− ÷èñëî→ d cos f(y)/dy = −a sin f(y))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
11. Ïðîèçâîäíàÿ òàíãåíñà.

∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d tg f(x)/dx = a/(cos f(x))2)

Â êîììåíòàðèè "êîððåêöèÿïîñûëîê" ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(cos f(x) =
0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Ïðîèçâîäíàÿ êîòàíãåíñà.
∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d ctg f(x)/dx = −a/(sin f(x))2)

Ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(sin f(x) = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
13. Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåíè.

∀abfxy(a = df(y)/dy & a− ÷èñëî & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) &
çíàìåíàòåëü(b) ≤ ÷èñëèòåëü(b) → d(f(y)b)/dy = ab(f(y))b−1)

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé äèô-
ôåðíöèðóåìîé ôóíêöèè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀abfxy(a = df(y)/dy & a− ÷èñëî & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) &
÷èñëèòåëü(b) < çíàìåíàòåëü(b) → d(f(y)b)/dy = ab(f(y))b−1)

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò
ðåãèñòðàöèÿ óòâåðæäåíèÿ ¬(f(y) = 0).
∀abfy(b = df(y)/dy & b− ÷èñëî & 0 < a→ d(af(y))/dy = ln abaf(y))

Çàìåòèì, ÷òî â ëîãè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà íåò
ñïåöèàëüíîé îïåðàöèè - îí çàïèñûâàåòñÿ ïðîñòî êàê ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ
"e". Ïðîèñõîäèò ðåãèñòðàöèÿ óòâåðæäåíèÿ ¬(a−1 = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abfy(b = df(y)/dy & b− ÷èñëî→ d(f(y)a)/dy = ba(f(y))a−1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, ò.å. ðàíåå ïðèâåäåííûå ïðèåìû îêàçàëèñü íåïðè-
ìåíèìû. Òîãäà íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå 0 < f(y).
∀abfgx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî & b = dg(x)/dx & b− ÷èñëî→ d(f(x)g(x))/dx =
(f(x))g(x)(b ln f(x) + ag(x)/f(x)))

Ýòî - îáùèé ñëó÷àé. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4. Ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå 0 < f(x).

14. Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìà.
∀abfx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî & ¬(b− 1 = 0) → d logb f(x)/dx = a/(ln bf(x)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, ïðè÷åì âûðàæåíèå f(y) íå èìååò çàãîëîâêà
"òàíãåíñ". Äëÿ òàíãåíñà ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì, â êîòîðîì çàìåíÿþùåå âû-
ðàæåíèå íåñêîëüêî óïðîùåíî. Ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå 0 < f(x). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfx(a = df(x)/dx & a − ÷èñëî & 0 < b & ¬(b − 1 = 0) → d logb tg f(x)/dx =
2a/(ln b sin(2f(x))))

Ðåãèñòðèðóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 0 < tg f(x),¬(sin(2f(x)) = 0). Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfgy(a = df(y)/dy & a−÷èñëî & b = dg(y)/dy & b−÷èñëî→ d logf(y) g(y)/dy =
(bf(y) ln f(y)− ag(y) ln g(y))/(f(y)g(y)(ln f(y))2))

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ðåãèñòðèðóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 0 < f(y), 0 <
g(y),¬(f(y)− 1 = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Ïðîèçâîäíàÿ àðêñèíóñà.
∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d arcsin f(x)/dx = a/

√
1− f(x)2)

Ðåãèñòðèðóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 0 < 1−f(x)2, 0 < 1+f(x), 0 < 1−f(x). Õîòÿ ïåð-
âîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ ïîñëåäíèõ, åãî íàëè÷èå óïðîùàåò ïîñëåäóþùèé
êîíòðîëü î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Ïðîèçâîäíàÿ àðêêîñèíóñà.
∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d arccos f(x)/dx = −a/

√
1− f(x)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
17. Ïðîèçâîäíàÿ àðêòàíãåíñà.

∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d arctg f(x)/dx = a/(1 + f(x)2))

Íèêàêèå óòâåðæäåíèÿ íå ðåãèñòðèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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18. Ïðîèçâîäíàÿ àðêêîòàíãåíñà.
∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d arcctg f(x)/dx = −a/(1 + f(x)2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
19. Ïðîèçâîäíàÿ ìîäóëÿ.

∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d|f(x)|/dx = asgf(x))

Íàïîìíèì, ÷òî sg ñ÷èòàåòñÿ â íóëå íå îïðåäåëåííûì. Ïîýòîìó ðåãèñòðèðóåòñÿ
óòâåðæäåíèå ¬(f(x) = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

20. Ïðîèçâîäíàÿ ñèãíóìà.
∀fy(dsgf(y)/dy = 0)

Ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(f(y) = 0), óòî÷íÿþùåå î.ä.ç. èñõîäíîãî âûðà-
æåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Ïðîèçâîäíûå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé.
∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d sh f(x)/dx = a ch f(x))

∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d ch f(x)/dx = a sh f(x))

∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d th f(x)/dx = a/(ch f(x))2)

∀afx(a = df(x)/dx & a− ÷èñëî→ d cth f(x)/dx = −a/(sh f(x))2

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå ¬(f(x) = 0). Óðîâíè ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâíû 2.

Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðîèçâîäíàÿ", äîáàâëåííûå äëÿ êîìïëåêñ-
íûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé

Â íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ", èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàííûé íà äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îêàçàëîñü öåëåñîîáðàçíûì äîáàâèòü ãðóïïó
ïðèåìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ äèôôåðåíöèðîâàíèå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé âåùå-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ýòî óïðîùàåò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ îïåðàöèÿ èìååò âåùåñòâåííûé îïåðàíä. Çäåñü ñîçäàíû ñëåäóþ-
ùèå ïðèåìû:

1. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ïðîèçâîäíîé.
Ïðèåì àíàëîãè÷åí óêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íî îïåðàöèÿ "Ìèíóñ" -
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ.

2. Âûíåñåíèå êîýôôèöèåíòà èç-ïîä ïðîèçâîäíîé.
Òîæå àíàëîãè÷íî ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Âìåñòî âåùåñòâåííîçíà÷íîé
îïåðàöèè "óìíîæåíèå" áåðåòñÿ åå êîìïëåêñíîçíà÷íûé àíàëîã "Óìíîæåíèå".

3. Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû.
∀abcfg(a = df(c)/dc & b = dg(c)/dc & a − êîìïëåêñíîå & b − êîìïëåêñíîå →
d(f(c) + g(c))/dc = a+ b)

Èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷àíàÿ îïåðàöèÿ "Ïëþñ". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìêîìïëåêñíîå". Êàê è ðà-
íåå, îíè îáåñïå÷èâàþò ïðîâåðêó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëàãàåìûõ.
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4. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abfgy(a = df(y)/dy & b = dg(y)/dy & a − êîìïëåêñíîå & b − êîìïëåêñíîå →
d(f(y)g(y))/dy = f(y)b+ g(y)a)

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå - êîìïëåêñíîçíà÷íûå.
5. Ïðîèçâîäíàÿ äðîáè.
∀abfgx(a = df(x)/dx & b = dg(x)/dx & a − êîìïëåêñíîå & b − êîìïëåêñíîå →
d(f(x)/g(x))/dx = (ag(x)− bf(x))/g(x)2)

Èñïîëüçóþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå îïåðàöèè "Ìèíóñ", "Ïëþñ", "Óìíîæåíèå",
"Äðîáü", "Ñòåïåíü". Ðåãèñòðàöèÿ ñîïðîâîæäàþùåãî óòâåðæäåíèÿ - àíàëîãè÷íî
âåùåñòâåííîçíà÷íîìó ñëó÷àþ.

6. Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåíè.
∀abfy(b = df(y)/dy & b− êîìïëåêñíîå & ¬(a = 0) → d(af(y))/dy = ln abaf(y))

Èñïîëüçóþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå îïåðàöèè "Óìíîæåíèå", "Ñòåïåíü", "Ëîãà-
ðèôì". Â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ â âèäó ãëàâíûå çíà÷åíèÿ. Ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ óòâåðæäåíèå "¬(a− 1 = 0)"; ñóììà - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ.
∀abfy(b = df(y)/dy & b−êîìïëåêñíîå& 0 ≤ Re(a)−1 → d(f(y)a)/dy = ab(f(y)a−1))

7. Ïðîèçâîäíàÿ ñèíóñà.
∀afy(a = df(y)/dy & a− êîìïëåêñíîå→ d sin f(y)/dy = a cos f(y))

Èñïîëüçóþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå îïåðàöèè "Óìíîæåíèå", "Ñèíóñ", "Êîñèíóñ".
8. Ïðîèçâîäíàÿ êîñèíóñà.
∀afy(a = df(y)/dy & a− êîìïëåêñíîå→ d cos f(y)/dy = −a sin f(y))

9. Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìà.
∀abf (¬(f(a) = 0) & b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå→ d ln f(a)/da = b/f(a))

Ðåãèñòðèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå "¬(a− 1 = 0)".

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìäèôôåðåíöèðóåìà"

Åñëè çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå âû÷èñëÿòü íå íóæíî, à äîñòàòî÷íî ëèøü óñìîò-
ðåòü åå ñóùåñòâîâàíèå, ïðèìåíÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìäèôôåðåíöèðóåìà".
Êàê è îïåðàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ", îí îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü òåìè ñëó÷àÿìè, êîãäà
âñå ïðîìåæóòî÷íûå îïåðàöèè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå äèôôåðåíöèðóåìû.

1. Êîíñòàíòà.
∀abf (b− ÷èñëî→ äèôôåðåíöèðóåìà(λx(a, f(x)), b))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abfn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → b(i)− ÷èñëî) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(a, f(x)), λi(b(i),
i ∈ {1, . . . , n})))
Ïåðåìåííûå b, f ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ" îïðåäåëÿ-
åò èäåíòèôèêàöèþ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óêàçàòåëü
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"êîíòåêñò(ðàâíî(õ14 äëèíàíàáîðà(õ23)))" èäåíòèôèöèðóåò n êàê ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòè-
ôèêàöèþ òåðìà λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}) ñ âûðàæåíèåì âèäà "íàáîð(. . .)", ïðè÷åì
ðàçðÿäû b(i) èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ òåðìàìè - îïåðàíäàìè ýòîãî íàáîðà. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Îí óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî âñå
b(i) ñóòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀af (a− ÷èñëî→ äèôôåðåíöèðóåìà(λx(x, f(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1. Äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñîçäàíà
äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀bfmn(m = n+1 & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → b(i)−÷èñëî) → äèôôåðåíöèðóåìà(λxy(x,
f(x, y)), λi(b(i), i ∈ {1, . . . ,m})))
Ïåðåìåííûå b, f ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ24)" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé y ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêè. Ïðè ýòîì x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ åäèíñòâåííîé òàêîé ïå-
ðåìåííîé. Óêàçàòåëü "ýëåìåíò(õ23)" óòî÷íÿåò, ÷òî x ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ â
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå íà ëþáîì ìåñòå. Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííîé n, ðàâíîé
äëèíå ñïèñêà ïåðåìåííûõ y, è íàáîðà b îñóùåñòâëÿþòñÿ òàê æå, êàê â ïðèåìå
äëÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà èç ïîñûëîê, ÿâíî îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ.
∀afg(f = g & äèôôåðåíöèðóåìà(g, a) → äèôôåðåíöèðóåìà(f, a))
Ôóíêöèÿ f îáîçíà÷åíà ïåðåìåííîé. Â ïîñûëêàõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ýòîé ïå-
ðåìåííîé âûðàæåíèþ g, èìåþùåìó çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Âòîðîé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò
àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ìèíóñ.
∀afg(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), g(x)), a) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(−f(x), g(x)),
a))

Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x äîïóñêàåòñÿ ëþáîé äëèíû. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöè-
îíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïëþñ.
∀afgh(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), h(x)), a) & äèôôåðåíöèðóåìà(λx(g(x), h(x)),
a) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x) + g(x), h(x)), a))

Äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ïðîèçâîëüíàÿ. Ïåðåìåííûå f, g, hôóíêöèîíàëü-
íûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Óìíîæåíèå.
∀afgh(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), h(x)), a) & äèôôåðåíöèðóåìà(λx(g(x), h(x)),
a) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x)g(x), h(x)), a))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
7. Äðîáü.
∀afgh(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), h(x)), a) & äèôôåðåíöèðóåìà(λx(g(x), h(x)),
a) & ¬(g(a) = 0) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x)/g(x), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè÷åì ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò òîæå îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

8. Ñòåïåíü.
∀afgp(p−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(p)−even) & 0 ≤ p−1 & äèôôåðåíöèðóåìà(λx(
f(x), g(x)), a) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx((f(x))p, g(x)), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀fgh(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), h(x)), a) & äèôôåðåíöèðóåìà(λx(g(x), h(x)), a)
& 0 < f(a) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
9. Ëîãàðèôì.
∀fgh(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), h(x)), a) & äèôôåðåíöèðóåìà(λx(g(x), h(x)), a)
& 0 < f(a) & ¬(f(a)− 1 = 0) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(logf(x) g(x), h(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
10. Ñèíóñ.

∀afg(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), g(x)), a) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(sin f(x), g(x)),
a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ïîñëåäóþùèõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
11. Êîñèíóñ.

∀afg(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), g(x)), a) → äèôôåðåíöèðóåìà(λx(cos f(x), g(x)),
a))

12. Òàíãåíñ.
∀afg(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), g(x)), a) & ¬(cos f(a) = 0) → äèôôåðåíöèðóåìà(
λx(tg f(x), g(x)), a))

13. Êîòàíãåíñ.
∀afg(äèôôåðåíöèðóåìà(λx(f(x), g(x)), a) & ¬(sin f(a) = 0) → äèôôåðåíöèðóåìà(
λx(ctg f(x), g(x)), a))

Ñèíòåçàòîð "îáëíåïðäèôô" îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè íåïðåðûâíîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè âåùåñòâåííîé ôóíêöèè

Ñèíòåçàòîð îáðàáàòûâàåò óòâåðæäåíèÿ âèäà "íåïðäèôô(f x)", îïðåäåëÿÿ äëÿ çàäàí-
íîé îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ôóíêöèè f íåêîòîðîå ìíîæåñòâî x, â êàæäîé òî÷êå
êîòîðîãî f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Êàê è ïðåäûäóùèå ïàêåòû, îí ïðåäïðè-
íèìàåò ðåêóðñèâíóþ "ðàçáîðêó" âõîäíîãî âûðàæåíèÿ, òàê ÷òî ðåçóëüòàò èìååò äî-
ñòàòî÷íî åñòåñòâåííûé âèä, íå âêëþ÷àÿ â ñåáÿ ëèøü òî÷êè, òðåáóùèå ñïåöèàëüíûõ
ðàññìîòðåíèé.
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1. Êîíñòàíòà.
∀a(íåïðäèôô(λx(a,∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i)− ÷èñëî)),∏n

i=1 R))

Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Óêà-
çàòåëü "êîíòåêñò(ðàâíî(õ14 äëèíàíàáîðà(õ23)))" èäåíòèôèöèðóåò n ñ äëèíîé
ýòîé ïðèñòàâêè. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà
îáùíîñòè ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ñ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé "x(i)−
÷èñëî". Â âèäå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîðèñîâûâàåòñÿ âûðàæåíèå "Ïðÿ-
ìîåïðîèçâåäåíèå(A)", ðàâíîå ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ çàäàííîãî êîíå÷íîãî íà-
áîðà ìíîæåñòâ A. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâó-
þùåãî òåðìà "ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå(A1, . . . , Am)" äëÿ ÿâíî ïåðå÷èñëÿåìûõ ýëå-
ìåíòîâ íàáîðà (â äàííîì ïðèìåðå ðàâíûõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R). Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀a(m = n + 1 → íåïðäèôô(λxy(x, x − ÷èñëî & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i) −
÷èñëî)),∏m

i=1 R))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â êà÷åñòâå x áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêè. Ýòî îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì "ýëåìåíò(õ23)". Ïåðåìåííàÿ
y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îñòàòêîì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, èìåþùèì ïðîèçâîëü-
íóþ äëèíó (â òîì ÷èñëå íóëåâóþ), n - ñ äëèíîé îñòàòêà. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ìèíóñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) → íåïðäèôô(λx(−f(x), g(x)), a))

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ".
Îí ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêè-
ðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè.

4. Ïëþñ.
∀abfgh(íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), b) →
íåïðäèôô(λx(f(x) + g(x), h(x)), a ∩ b))
Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "ïåðâûéòåðì(ôèêñ(0 1 3 1))"
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f(x) ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì. Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò
ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûò-
êè. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 1.

5. Óìíîæåíèå.
∀abfgh(íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), b) →
íåïðäèôô(λx(f(x)g(x), h(x)), a ∩ b))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Äðîáü.
∀abfgh(íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), b) &
c = setx(h(x) & g(x) = 0) → íåïðäèôô(λx(f(x)/g(x), h(x)), (a ∩ b) \ c))
Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå.
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7. Ñòåïåíü.
∀afgp(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & p−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(p)−even) & 0 ≤
p− 1 → íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, îñòàëüíûå îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abfgp(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & p−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(p)−even) & p−
1 < 0 & b = setx(g(x) & ¬(f(x) = 0)) → íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), a ∩ b))
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abfgp(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & p− rational & çíàìåíàòåëü(p)− even & 0 ≤
p− 1 & b = setx(g(x) & 0 ≤ f(x)) → íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), a ∩ b))
∀abfgp(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & p− rational & çíàìåíàòåëü(p)− even & p−
1 < 0 & b = setx(g(x) & 0 < f(x)) → íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), a ∩ b))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀abfg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & 0 < b→ íåïðäèôô(λx(b

f(x), g(x)), a))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abfgh(íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), b) &
c = setx(h(x) & 0 < f(x)) → íåïðäèôô(λx((f(x))g(x), h(x)), a ∩ b))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ëîãàðèôì.
∀abcfg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & 0 < b & ¬(b− 1 = 0) & c = setx(g(x) & 0 <
f(x)) → íåïðäèôô(λx(logb f(x), g(x)), a ∩ c))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé è òðåòèé - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ñèíóñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) → íåïðäèôô(λx(sin f(x), g(x)), a))

Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

10. Êîñèíóñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) → íåïðäèôô(λx(cos f(x), g(x)), a))

11. Òàíãåíñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & c = setx(g(x) & ¬(cos f(x) = 0)) →
íåïðäèôô(λx(tg f(x), g(x)), a ∩ c))
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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12. Êîòàíãåíñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & c = setx(g(x) & ¬(sin f(x) = 0)) →
íåïðäèôô(λx(ctg f(x), g(x)), a ∩ c))

13. Àðêñèíóñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & c = setx(g(x) & 0 < f(x)+1 & 0 < 1−f(x)) →
íåïðäèôô(λx(arcsin f(x), g(x)), a ∩ c))

14. Àðêêîñèíóñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) & c = setx(g(x) & 0 < f(x)+1 & 0 < 1−f(x)) →
íåïðäèôô(λx(arccos f(x), g(x)), a ∩ c))

15. Àðêòàíãåíñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) → íåïðäèôô(λx(arctg f(x), g(x)), a))

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïðèåìàõ àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè áëîêèðóþòñÿ óêàçàòå-
ëåì "ñïóñê".

16. Àðêêîòàíãåíñ.
∀afg(íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), a) → íåïðäèôô(λx(arcctg f(x), g(x)), a))

Ñèíòåçàòîð "îáëêðàòíäèôô" îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè k-êðàòíî íåïðåðûâíîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåùåñòâåííîé ôóíêöèè

Ñèíòåçàòîð àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, ïîýòîìó ïðèåìû ïåðå÷èñëÿåì áåç ïîÿñíåíèé.
1. Êîíñòàíòà
∀ak(Íåïðäèôô(λx(a,∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i)− ÷èñëî)), k,∏n

i=1 R))

2. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
∀ak(m = n + 1 → Íåïðäèôô(λxy(x, x − ÷èñëî & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i) −
÷èñëî)), k,∏m

i=1 R))

3. Ìèíóñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) → Íåïðäèôô(λx(−f(x), g(x)), k, a))

4. Ïëþñ
∀abfghk(Íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), k, a) & Íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), k, b) →
Íåïðäèôô(λx(f(x) + g(x), h(x)), k, a ∩ b))

5. Óìíîæåíèå
∀abfghk(Íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), k, a) & Íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), k, b) →
Íåïðäèôô(λx(f(x)g(x), h(x)), k, a ∩ b))

6. Äðîáü
∀abcfghk(Íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), k, a) & Íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), k, b) &
c = setx(h(x) & g(x) = 0) → Íåïðäèôô(λx(f(x)/g(x), h(x)), k, (a ∩ b) \ c))
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7. Ñòåïåíü
∀afgkp(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & p−íàòóðàëüíîå→ Íåïðäèôô(λx(f(x)p,
g(x)), k, a))

∀abfgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & 0 < b→ Íåïðäèôô(λx(b
f(x), g(x)), k, a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
∀afgpk(Íåïðäèôô(λx(f(x), k, g(x)), a) & p−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(p)−even) &
0 ≤ p− k → Íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), k, a))

∀abfgpk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & p− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(p)− even)
& p− k < 0 & b = setx(g(x) & ¬(f(x) = 0)) → Íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), k, a∩
b))

∀abfgpk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & p− rational & çíàìåíàòåëü(p)− even &
0 ≤ p− k & b = setx(g(x) & 0 ≤ f(x)) → Íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), k, a ∩ b))
∀abfgpk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & p− rational & çíàìåíàòåëü(p)− even &
p− k < 0 & b = setx(g(x) & 0 < f(x)) → Íåïðäèôô(λx((f(x))p, g(x)), k, a ∩ b))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.
∀abcfghk(Íåïðäèôô(λx(f(x), h(x)), k, a) & Íåïðäèôô(λx(g(x), h(x)), k, b) &
c = setx(h(x) & 0 < f(x)) → Íåïðäèôô(λx((f(x))g(x), h(x)), k, a ∩ b))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ëîãàðèôì
∀abcfgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & 0 < b& ¬(b−1 = 0) & c = setx(g(x) & 0 <
f(x)) → Íåïðäèôô(λx(logb f(x), g(x)), k, a ∩ c))

9. Ñèíóñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) → Íåïðäèôô(λx(sin f(x), g(x)), k, a))

10. Êîñèíóñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) → Íåïðäèôô(λx(cos f(x), g(x)), k, a))

11. Òàíãåíñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & c = setx(g(x) & ¬(cos f(x) = 0)) →
Íåïðäèôô(λx(tg f(x), g(x)), k, a ∩ c))

12. Êîòàíãåíñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & c = setx(g(x) & ¬(sin f(x) = 0)) →
Íåïðäèôô(λx(ctg f(x), g(x)), k, a ∩ c))

13. Àðêñèíóñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & c = setx(g(x) & 0 < f(x) + 1 &
0 < 1− f(x)) → Íåïðäèôô(λx(arcsin f(x), g(x)), k, a ∩ c))

14. Àðêêîñèíóñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) & c = setx(g(x) & 0 < f(x) + 1 &
0 < 1− f(x)) → Íåïðäèôô(λx(arccos f(x), g(x)), k, a ∩ c))
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15. Àðêòàíãåíñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) → Íåïðäèôô(λx(arctg f(x), g(x)), k, a))

16. Àðêêîòàíãåíñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) → Íåïðäèôô(λx(arcctg f(x), g(x)), k, a))

17. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) → Íåïðäèôô(λx(sh f(x), g(x)), k, a))

18. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ
∀afgk(Íåïðäèôô(λx(f(x), g(x)), k, a) → Íåïðäèôô(λx(ch f(x), g(x)), k, a))

Ñèíòåçàòîð "îáëãàðìîíè÷íîñòè" îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ãàðìîíè÷íîñòè ÷èñ-
ëîâîé ôóíêöèè äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

Ñèíòåçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:
∀ABf (Íåïðäèôô(λxy(f(x, y), x− ÷èñëî & y − ÷èñëî), 2, A) & B = setxy((x, y) ∈ A &
d2f(x, y)/dx2 + d2f(x, y)/dy2 = 0) → ãàðìîíè÷åñêàÿ(λxy(f(x, y), x − ÷èñëî & y −
÷èñëî), B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Îí îïðåäåëÿåò îáëàñòü A, â êî-
òîðîé ôóíêöèÿ f äâóêðàòíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Âòîðîé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óñëîâèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â åãî ïðàâîé
÷àñòè ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî x, y ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Ïðåäâàðèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå óïðîùàåòñÿ ñóììà
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

1.2 Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ

Ïðåäåë âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f â òî÷êå a îáîçíà÷àåòñÿ âûðàæåíèåì "ïðåäåë(f s a)",
ãäå s - óêàçàòåëü òèïà ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè: s = 0 - äâóñòîðîííÿÿ îêðåñò-
íîñòü, s = 1 - îäíîñòîðîííÿÿ ïðàâàÿ, s = 2 - îäíîñòîðîííÿÿ ëåâàÿ. Ôîðìóëüíûì
ðåäàêòîðîì ïðåäåë ïðîðèñîâûâàåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà îïèñàòåëåì "îòîáðà-
æåíèå". Èìåííî, âûðàæåíèå "ïðåäåë(îòîáðàæåíèå(x x− ÷èñëî f(x))s a)" èçîáðàæà-
åòñÿ êàê limx→a\s f(x)). Ïðè ýòîì äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé s = 0, 1, 2 áåðóòñÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðîðèñîâêè limx→a f(x)), limx→a+0 f(x)), limx→a−0 f(x)). Êàê è â ñëó÷àå
ïðîèçâîäíîé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûðàæåíèå "ïðåäåë(. . .)" èìååò ÷èñëåííîå çíà÷åíèå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî çíà-
÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ îäèí èç íå÷èñëîâûõ ñèìâîëîâ "ïëþñáåñê", "ìèíóñáåñê", "íåîïðåä".
Ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäåë ðàâåí ∞, −∞ ëèáî íå ñóùåñòâóåò.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a îáîçíà÷àåòñÿ "ïðåäåëïîñëåä(a)". Ôîðìóëüíûé ðå-
äàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî êàê lim(a). Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ôóíêöèè f â òî÷êå
a îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿìè "âåðõíèéïðåäåë(f s a)", "íèæíèéïðå-
äåë(f s a)". Êàê è âûøå, s - óêàçàòåëü òèïà îêðåñòíîñòè. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ïðîðèñîâûâàåò èõ îáû÷íûì îáðàçîì: - limx→a\sf(x), limx→a\sf(x). Åñëè íóæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü âåðõíèé ëèáî íèæíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî îíà çàäàåòñÿ ÷å-
ðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" êàê ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà. Óòâåðæäåíèå
"÷àñòè÷íïðåäåë(a u)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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u. Óòâåðæäåíèå "ñõîäèòñÿ(u)" îçíà÷àåò, ÷òî u åñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
èìåþùàÿ ñâîèì ïðåäåëîì âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Îáà óòâåðæäåíèÿ ïðîðèñîâûâàþòñÿ
ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê òåêñòîâûì.

Óòâåðæäåíèå "îáîëüøîå(f g a s)" îçíà÷àåò, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "î áîëüøîå" îò ôóíêöèè g; s - óêàçàòåëü òèïà
îêðåñòíîñòè. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòî óòâåðæäåíèå òàê æå, êàê
òåêñòîâûé. Íà ïðàêòèêå íåóäîáíî êàæäûé ðàç ÿâíî çàäàâàòü êîíòåêñò "ñòðåìëå-
íèÿ" àðãóìåíòà ê òî÷êå a â óêàçàííîì ÷åòåðåõìåñòíîì îòíîøåíèè, è îíî ïî÷òè íè-
ãäå íå ïðèìåíÿåòñÿ. Âìåñòî ýòî èñïîëüçóåòñÿ òðàäèöèîííàÿ çàïèñü f(x) = O(g(x)),
ïðåäïîëàãàþùàÿ íàëè÷èå â êîíòåêñòå âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ "ñòðåìèòñÿ(x a
s)". Äàííîå ñîãëàøåíèå îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè "êîíòåêñòíîé ñåìàíòèêè", êîãäà ñìûñë
óòâåðæäåíèé ëèáî âûðàæåíèé íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â îòðûâå îò òåõíè÷åñêèõ
ïîìåòîê êîíòåêñòà. Çäåñü íåò êàêîãî-ëèáî îòñòóïëåíèÿ îò ëîãè÷åñêîé êîððåêòíîñòè
- ïðîñòî äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ââîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü, êîòîðàÿ íà êàæ-
äîì ýòàïå ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â áîëåå ãðîìîçäêóþ ëîãè÷åñêè
áåçóïðå÷íóþ çàïèñü. Â íàøåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î "âûíåñåíèè çà ñêîáêè" óêàçàíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè, ðåàëèçîâàííîì ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ôèêòèâ-
íîé ïîñûëêè "ñòðåìèòñÿ(. . .)". Ïðîðèñîâûâàåòñÿ îíà â âèäå x → a\s ëèáî x → a,
x→ a+0, x→ a− 0. Âûðàæåíèå O(g(x)) èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Çäåñü "Î"
- âñïîìîãàòåëüíûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî òàê
æå, êàê òåêñòîâûé.

Óòâåðæäåíèå "ìàëàÿâåëè÷èíà(f g a s)" îçíà÷àåò, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
f â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "î ìàëîå" îò ôóíêöèè g; s - óêàçà-
òåëü òèïà îêðåñòíîñòè. Ñîêðàùåííûì ýêâèâàëåíòîì ñëóæèò ôèêòèâíîå óòâåðæäå-
íèå "o(f(x)g(x)), èñïîëüçóåìîå â êîíòåêñòå ïîñûëêè "ñòðåìèòñÿ(. . .)". Óòâåðæäåíèå
"àñèìïòðàâíî(f g a s)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë îòíîøåíèÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé f, g
â òî÷êå a ñóùåñòâóåò è ðàâåí 1. Óòâåðæäåíèå "ëîêïðèáëèæ(f g h a s)" îçíà÷àåò, ÷òî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè a âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà êàê ñóììà ôóíêöèè g
è íåêîòîðîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé "î áîëüøîå" îò ôóíêöèè h. Ïðè ýòîì
h â äàííîé îêðåñòíîñòè åñòü "î ìàëîå" îò g.

Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðàì âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ñëóæàò íîðìàëèçàòîðû "íîðìïðåäåë", "íîðìâåðõïðåäåë",
"íîðìíèæïðåäåë". Îáðàùåíèÿ ê íèì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë".
∀abcf (a = limx→b\c f(x) → limx→b\c f(x) = a)

∀abcf (a = limx→b\c{f(x)} → limx→b\c{f(x)} = a)

Â ïåðâîì ïðèåìå ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå(x x−÷èñëî f(x))",
âî âòîðîì - îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå(x x − íàòóðàëüíîå f(x))". Ïðîðèñîâêà
ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì ôèãóðíûõ ñêîáîê óêàçûâàåò íà ïðåäåë ïî íàòóðàëü-
íîìó àðãóìåíòó. Â ýòîì ñëó÷àå b = ∞. Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå. Ýòî ïîäâûðàæåíèå íå
äîëæíî ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, ò.å. âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà
áóäåò ïðåäøåñòâîâàòü ðàçáîð ñëó÷àåâ. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà
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¬(x − b = 0). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäåë óäàëîñü âû÷èñëèòü, ò.å. çàãîëîâîê âû-
ðàæåíèÿ a îòëè÷åí îò ñèìâîëà "ïðåäåë". Óêàçàòåëü "íîðìçàäà÷à" îïðåäåëÿåò
ïåðåíåñåíèå â êîíòåêñò çàìåíû èç êîììåíòàðèÿ íîðìàëèçàòîðà (êîððåêöèÿïî-
ñûëîê . . .) óñëîâèé íà ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà, íàéäåííûõ ïðè åãî âû÷èñëåíèè.
Ñèòóàöèÿ çäåñü àíàëîãè÷íà ïðîèçâîäíûì. Åñëè âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì ñî-
äåðæèò êîíå÷íûå ñóììû ëèáî ïðîèçâåäåíèÿ, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3, èíà÷å îí ðàâåí 1.

2. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìâåðõïðåäåë".
∀abcf (a = limx→b\cf(x) → limx→b\cf(x) = a)

∀abcf (a = limx→b\c{f(x)} → limx→b\c{f(x)} = a)

Àíàëîãè÷íî îáðàùåíèÿì ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë". Åñëè ôóíêöèÿ çà-
äàíà ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" îòäåëüíûì ðàâåíñòâîì, òî èñïîëüçóåòñÿ
ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcfuv(f = λy(u(y), v(y)) & a = limx→b\cu(x) → limx→b\cf(x) = a)

Çäåñü ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ, ïåðåìåííûå u, v - ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìâåðõ-
ïðåäåë". Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî îáðàùåíèþ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë".

3. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìíèæïðåäåë".
∀abcf (a = limx→b\cf(x) → limx→b\cf(x) = a)

∀abcf (a = limx→b\c{f(x)} → limx→b\c{f(x)} = a)

∀abcfuv(f = λy(u(y), v(y)) & a = limx→b\cu(x) → limx→b\cf(x) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåäåë"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íåìíîãèõ î÷åíü áîëü-
øèõ íîðìàëèçàòîðîâ ðåøàòåëÿ è âûïîëíÿåò ïðàêòè÷åñêè âñþ ðàáîòó ïî âû÷èñëåíèþ
ïðåäåëîâ. Îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê êîðíåâîìó
âõîæäåíèþ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Ýëåìåíò "ðàçáîðñëó÷àåâ" â îïèñàíèè ôîð-
ìàòà íîðìàëèçàòîðà îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿò
îòêàò ê èñõîäíîé òî÷êå, ãäå èíèöèèðóåòñÿ çàäàííûé âûçâàâøèì îòêàò ïðèåìîì ðàç-
áîð ñëó÷àåâ. Ïî îêîí÷àíèè îáðàáîòêè âñåõ ñëó÷àåâ è ïîäñëó÷àåâ îíè îáúåäèíÿþòñÿ â
óñëîâíîì âûðàæåíèè, óïðîùàåìîì ïðè ïîìîùè íîðìàëèçàòîðà "íîðìâàðèàíò". Ñõå-
ìà ðàçáîðà ñëó÷àåâ ñ îòêàòàìè íåîáõîäèìà èç-çà òîãî, ÷òî îáû÷íî íàáîð àëüòåðíà-
òèâíûõ óñëîâèé íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âîçíèêàåò ëèøü â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ïðå-
äåëà. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå èç àëüòåðíàòèâ ìîãóò ïîòðåáîâàòü öåïî÷êè âû÷èñëåíèé,
îòëè÷àþùåéñÿ îò òîé, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê òî÷êå ðàññìîòðåíèÿ ñïèñêà àëüòåðíàòèâ.
Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ïðåäåë êîíñòàíòû.
∀abc(limx→c\a b = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ñëåäóþùåãî ïðèåìîâ ðàâåí 1.
2. Ïðåäåë òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè.
∀ab(limx→b\a x = b)
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3. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ïðåäåëà.
∀abcf (c = limx→b\a f(x) & c− ÷èñëî→ limx→b\a(−f(x)) = −c)
Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", îí ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðå-
äåë". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åãî èñòèí-
íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí ÷èñëó c. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ñîçäàíû
ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abf (limx→a\b f(x) = ∞→ limx→a\b(−f(x)) = −∞)

∀abf (limx→a\b f(x) = −∞→ limx→a\b(−f(x)) = ∞)

Åñëè íîðìàëèçàòîð óñìîòðèò, ÷òî ïðåäåë çàâåäîìî íå ñóùåñòâóåò, òî áóäåò âû-
äàí ñèìâîë "íåîïðåä". Äëÿ ó÷åòà ýòîé âîçìîæíîñòè ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì:
∀abf (limx→a\b f(x) = íåîïðåä→ limx→a\b(−f(x)) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïðåäåë ñóììû.
(a) Êîíå÷íûå ïðåäåëû ñëàãàåìûõ.

∀abcdfg(c = limx→b\a f(x) & c − ÷èñëî & d = limx→b\a g(x) & d − ÷èñëî →
limx→b\a(f(x) + g(x)) = c+ d)

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
âòîðîé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë îäíîãî ñëàãàåìîãî è ðàâíûé åìó ëèáî êîíå÷íûé ïðå-
äåë ñóììû îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ.
∀abcdfg(a = limx→d\b & (a = ∞ ∨ a = −∞) & c = limx→d\b f(x) & (c −
÷èñëî ∨ a = c) → limx→d\b(g(x) + f(x)) = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(c) Îòñóòñòâèå ïðåäåëà, åñëè íåò ïðåäåëà îäíîãî èç ñëàãàåìûõ è åñòü êîíå÷-

íûé ïðåäåë ñóììû îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ.
∀abcfg(limx→b\a f(x) = íåîïðåä& c = limx→b\a g(x) & c−÷èñëî→ limx→b\a(f(x)+
g(x)) = íåîïðåä)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåä-
íèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(d) Êîíå÷íûé ïðåäåë îäíîãî èç ñëàãàåìûõ è áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ñóììû îñòàëü-
íûõ ñëàãàåìûõ.
∀abcdfg(c = limx→b\a f(x) & c − ÷èñëî & d = limx→b\a g(x) & (d = ∞ ∨ d =
−∞) → limx→b\a(f(x) + g(x)) = d)

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Õîòÿ ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíò è âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", íî ïðè åãî îáðàáîòêå íåò
íàäîáíîñòè ïðèìåíÿòü êàêèå-ëèáî ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû - äîñòàòî÷íî
ñðàâíèòü ïðåäåë d ñ ñèìâîëàìè áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó êîìïèëÿòîð ïðå-
îáðàçóåò åãî â äèçúþíêöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðàâíåíèé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.
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(e) Âûäåëåíèå ãëàâíîãî ÷ëåíà ñóììû.
Åñëè ñóììà ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ ëèáî
çíàìåíàòåëÿ äðîáè ïîä ïðåäåëîì, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè èìååò êî-
íå÷íûé ïðåäåë, òî ìîæíî îòáðàñûâàòü ñëàãàåìûå, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
"î ìàëîå" îò îñòàòî÷íîé ñóììû:
∀abcpfguv(g(x) = o(f(x)) & p = limx→a\b c(x) & p− ÷èñëî→ limx→a\b((f(x) +
g(x))c(x)u(x))/v(x) = limx→a\b(f(x)c(x)u(x))/v(x))

Ïåðåìåííûå c, f, g, u, v ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "îïåðàíä(õ7 ôèêñ(0 1
1 3 1 1 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ g(x) ñ íåêîòîðûì ñëàãàåìûì ñóì-
ìû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîðèñîâêó ôîðìóëüíûì ðå-
äàêòîðîì âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ "î(g(x), f(x))". Îí îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "î", ïðèåìû êîòîðîãî áóäóò ïðèâåäåíû íè-
æå. Óêàçàòåëü "çàíåñåíèåïîñûëêè(1 ñòðåìèòñÿ(õ23 õ1 õ2))" îïðåäåëÿåò ïå-
ðåäà÷ó ýòîìó îïåðàòîðó äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêè "ñòðåìèòñÿ(x a b)". ×òî-
áû îòáðîñèòü ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíîâ, äëÿ êîòîðîãî ñîçäàíû äðóãèå ïðèåìû,
ââåäåí ôèëüòð, òðåáóþùèé íàëè÷èå â îñíîâàíèè ñòåïåíè îïåðàöèè, îòëè÷-
íîé îò ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, èçìåíåíèÿ çíàêà è âîçâåäåíèÿ â êîíñòàíòíóþ
ñòåïåíü. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò
ïåðåñòàíîâêó ìåñòàìè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåí-
íûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ c, u, v. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñóììû ïîä ïðåäåëîì, åñëè áîëåå, ÷åì îäíî ñëà-
ãàåìîå íå èìååò ïðåäåëà.
∀abfg(f = λx(g(x), x− ÷èñëî) → limx→a\b g(x) = limx→a\b f(x))

Âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, èìåþùóþ áîëåå îä-
íîãî ñëàãàåìîãî, äëÿ êîòîðîãî îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë"
äàåò ðåçóëüòàò "íåîïðåä". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Âûðàæåíèå g(x) â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Íåêîòîðîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî è íå èìååò ïðåäåëà, à ñóììà îñòàëüíûõ
ñëàãàåìûõ èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
∀abcfg(limx→a\b f(x) = c & (c = ∞ ∨ c = −∞) & îãðàíè÷åíî(g(x)) →
limx→a\b(f(x) + g(x)) = c)

Óêàçàòåëü "îïåðàíä(õ7 ôèêñ(0 1 1 3 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ g(x)
ñ íåêîòîðûì ñëàãàåìûì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íî-
ãî îïåðàòîðà óñòàíàâëèâàåò îãðàíè÷åííîñòü äàííîãî ñëàãàåìîãî. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà c
îñòàòî÷íîé ñóììû. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "áëîêïðî-
âåðîê", ñðàâíèâàåò ýòîò ïðåäåë ñ ñèìâîëàìè áåñêîíå÷íîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ïðåäåë ñëàãàåìîãî g(x) äî ýòîãî íàéòè íå óäàëîñü, òàê
êàê èíà÷å óæå áûë áû âû÷èñëåí ïðåäåë âñåé ñóììû.

(h) Ñëîæåíèå äðîáåé, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòÿì ðàçíûõ çíàêîâ.
∀abfghuvw(limx→a\b f(x) = ∞ & limx→a\b g(x) = ∞ & h = λx(f(x) + g(x), x−
÷èñëî) → limx→a\b(v(x)(f(x)+g(x))v(x))/w(x) = limx→a\b(v(x)(h(x))

u(x)/w(x)))

Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé f(x), g(x) èìååò çàãîëîâîê "äðîáü". Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿþò ïðåäåëû ýòèõ âûðàæåíèé. Òðåòèé àíòåöåäåíò
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âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñóììà â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå", âûïîëíÿþùèì ñëîæåíèå äðî-
áåé. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ
âíåøíåé äðîáè, ðàñïîëîæåííîé ïîä ïðåäåëîì, à óêàçàòåëü "åäèíèöà" ðàç-
ðåøàåò âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ u(x), v(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

(i) Ðàçíîñòü ëîãàðèôìîâ.
∀afg(limx→b\c ln(f(x)/g(x)) = a→ limx→b\c(ln f(x)− ln g(x)) = a)

Àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëèòü ïðåäåë ëîãàðèôìà ÷àñòíî-
ãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ.
(a) Êîíå÷íûå ïðåäåëû ñîìíîæèòåëåé.

∀abcdfg(c = limx→b\a f(x) & c − ÷èñëî & d = limx→b\a g(x) & d − ÷èñëî →
limx→b\a(f(x)g(x)) = cd)

Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, ïðåäîòâðàùàþùèé ÷ðåçìåðíî
äëèòåëüíîå ïðèìåíåíèå ïðèåìà. Ýòî ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ, åñëè äîëæíû
ïðèìåíÿòüñÿ ñîâñåì äðóãèå ñðåäñòâà, íàïðèìåð, ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Äëÿ
óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé îòñåêàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà c îêàçàëîñü ðàâíî 0, à
ñîìíîæèòåëü f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â ïðîèçâåäåíèè. Òàêèå ñëó÷àè ó÷è-
òûâàþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà d ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ïåðâîãî ñîìíî-
æèòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé è êîíå÷íûé íåíóëåâîé ëèáî
áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé.
∀abcdfg(a = limx→d\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & c = limx→d\b g(x) & (a =
∞ & (c = −∞ ∨ c < 0) ∨ a = −∞ & (c = ∞ ∨ 0 < c)) →
limx→d\b(f(x)g(x)) = −∞)

∀abcdfg(a = limx→d\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & c = limx→d\b g(x) & (a =
∞ & (c = ∞ ∨ 0 < c) ∨ a = −∞ & (c = −∞ ∨ c < 0)) →
limx→d\b(f(x)g(x)) = ∞)

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
âòîðîé è ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå
ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ a, c, íå èìåþùèå çàãîëîâ-
êà "ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.
∀abcdefg(e = limx→c\d f(x) & b = limx→c\d g(x) & (e = 0 & (b = ∞∨ b = −∞) ∨
b = 0 & (e = ∞ ∨ e = −∞)) & a = limx→c\d((df(x)/dx(g(x))2)/dg(x)/dx) →
limx→c\d(f(x)g(x)) = −a)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿþò ïðåäåëû b, e ñîìíîæèòåëÿ f(x) è îñòà-
òî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ g(x). Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"áëîêïðîâåðîê", óñòàíàâëèâàåò, ÷òî îäèí èç ïðåäåëîâ íóëåâîé, à äðóãîé
- áåñêîíå÷íûé. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Îí ïðèìåíÿåò ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëÿÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèé f(x) è 1/g(x). Ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìïðåäåë", à ïåðåä ýòèì äðîáü ïîä ïðåäåëîì óïðîùàåòñÿ â
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î.ä.ç. âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðå-
äåë âû÷èñëèòü óäàëîñü - ò.å. ÷òî çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ a îòëè÷åí îò ñèì-
âîëà "ïðåäåë". Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ïðîèçâîäíûå âû÷èñëèòü óäàëîñü -
èíà÷å ñèìâîë "ïðîèçâîäíàÿ", êàê, íå èìåþùèé àïðèîðè ñâîèì çíà÷åíè-
åì ÷èñëî, çàáëîêèðóåò ðàáîòó íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðåäåë". Ïðè ñîçäàíèè
íîðìàëèçàòîðà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îí áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ê ïðåäåëàì, ïîä
êîòîðûìè ðàñïîëîæåíû òîëüêî ñèìâîëû àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ýòî ïîçâîëèëî ñýêîíîìèòü íà ìíîãèõ äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðîâåðêàõ êîððåêòíîñòè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ äàííîãî ïðèåìà. Íåòðóäíî
ñîçäàòü âåðñèþ íîðìàëèçàòîðà, ñâîáîäíóþ îò äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ, õîòÿ
îíà è áóäåò â "îáû÷íûõ" ñëó÷àÿõ ðàáîòàòü íåñêîëüêî ìåäëåííåå. Ìîæíî
ïîðåêîìåíäîâàòü ýòî â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ.
Ââåäåí ôèëüòð, îáåñïå÷èâàþùèé âûáîð â êà÷åñòâå f(x) ëîãàðèôìà, åñëè
ïðîèçâåäåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí ëîãàðèôì. Òîãäà, ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèç-
âîäíîé, äàííûé ëîãàðèôì áóäåò èñêëþ÷åí. Åñëè ïðîèçâåäåíèå íå èìååò ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ ñîìíîæèòåëåé, òî â êà÷åñòâå f(x) âûáèðàåòñÿ ñàìûé äëèí-
íûé ñîìíîæèòåëü. ×òîáû çàáëîêèðîâàòü çàöèêëèâàíèå ïðè ìíîãîêðàòíîì
ïðèìåíåíèè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "÷àñòíïðîèçâ".
Îí ïåðåäàåòñÿ íîðìàëèçàòîðó ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè, è äàííûé ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ÷èñëî òàêèõ êîììåíòàðèåâ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå äâóõ.
Êðîìå òîãî, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò ôàêòîðèàë
âàðüèðóåìîãî âûðàæåíèÿ, ëèáî åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ïðîèçâîäíàÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(d) Âûðàæåíèå èìåþùåãî áåñêîíå÷íûé ïðåäåë òàíãåíñà ëèáî êîòàíãåíñà ÷åðåç
ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀abcfghx(0 < b & limx→c\a cosh(x) = 0 → limx→c\a(g(x)(tg h(x))

b/f(x)) =
limx→c\a(g(x)(sinh(x))

b/(f(x)(cosh(x))b)))

∀abcfghx(0 < b & limx→c\a sinh(x) = 0 → limx→c\a(g(x)(ctg h(x))
b/f(x)) =

limx→c\a(g(x)(cosh(x))b/(f(x)(sinh(x))b)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé ðåà-
ëèçóåò îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë". Åñëè f(x) ðàâíî åäèíè-
öå è èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ïðîèçâîäíàÿ", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Îòñóòñòâèå ïðåäåëà, åñëè ïðåäåë îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé íå ñóùåñòâóåò,
à ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è
îòëè÷åí îò 0.
∀abcfg(limx→b\a f(x) = íåîïðåä & c = limx→b\a g(x) & c−÷èñëî & ¬(c = 0) →
limx→b\a(f(x)g(x)) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà äëÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà,
àðãóìåíò êîòîðîãî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.
∀abcfghu(limx→b\c f(x) = 1 & a = limx→b\c u(x) & a− ÷èñëî→
limx→b\c(((ln f(x))u(x)g(x))/h(x)) = limx→b\c(((f(x)− 1)u(x)g(x))/h(x)))

∀abcfghu(limx→b\c f(x) = 1 & a = limx→b\c u(x) & a− ÷èñëî→
limx→b\c(h(x)/((ln f(x))u(x)g(x))) = limx→b\c(h(x)/((f(x)− 1)u(x)g(x)))))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.
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(g) Âûðàæåíèå ÷åðåç íàòóðàëüíûå ëîãàðèôìû ëîãàðèôìà, îñíîâàíèå êîòîðî-
ãî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ëèáî ê áåñêîíå÷íîñòè.
∀abcfghu(b = limx→c\a u(x) & (b = 1 ∨ b = ∞) → limx→c\a(h(x)(logu(x) f(x))g(x)) =

limx→c\a((h(x)(ln f(x))g(x))/(lnu(x))g(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(h) Íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà, åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïåðèîäè÷åñêèé è

ìåíÿåò çíàê, à ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ èìååò ïðåäåë, îòëè÷íûé îò íóëÿ.
Ïîêà ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû:
∀bcdefg(e = lima→d\c b(a) & (e−÷èñëî & ¬(e = 0) ∨ e = ∞ ∨ e = −∞) & g =
lima→d\c f(a) & (g = ∞ ∨ g = −∞) → lima→d\c((−1)f(a)b(a)) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Íóëåâîé ïðåäåë îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé ïðè îãðàíè÷åííîì ñíèçó è ñâåðõó
ïðîèçâåäåíèè îñòàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé.
∀abfgx(limx→b\a f(x) = 0 & îãðàíè÷åíî(g(x)) → limx→b\a(f(x)g(x)) = 0)

Óòâåðæäåíèå "îãðàíè÷åíî(A)" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíóþ çàïèñü òîãî
ôàêòà, ÷òî ïðè âàðüèðîâàíèè ïåðåìåííûõ ÷èñëåííîãî âûðàæåíèÿ A â îá-
ëàñòè èñòèííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ñïèñêà ïîñûëîê ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ýòîãî âûðàæåíèÿ îãðàíè÷åíî. Â îòëè÷èå îò óòâåðæäåíèÿ "îãðàíè÷åíà(f
M)" îá îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëîâîé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå M , îíî èìååò
ëèøü êîíòåêñòíóþ ñåìàíòèêó è èñïîëüçóåòñÿ â òåîðåìàõ ïðèåìîâ. Äëÿ
åãî ïðîâåðêè îòíîñèòåëüíî òåêóùåãî ñïèñêà ïîñûëîê ñîçäàí ïðîâåðî÷-
íûé îïåðàòîð "îãðàíè÷åíî". Ïðè íàëè÷èè â ñïèñêå ïîñûëîê óòâåðæäå-
íèÿ "ñòðåìèòñÿ(. . .)" áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ îãðàíè÷åííîñòü â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé îêðåñòíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 6.

(j) Ïîïûòêà ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè ïðåäåë îäíîãî èç ìíîæè-
òåëåé ðàâåí íóëþ, à ïðåäåë îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé áåñêîíå÷åí.
∀abcdfg(limx→c\a f(x) = 0 & limx→c\a g(x) = ∞ & 0 < f(x) &
b = limx→c\a(ln f(x) + ln g(x)) → limx→c\a(f(x)g(x)) = exp b)

Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó
ñîîáùàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "x → c\a". Îñòàëüíûå àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ðåàëèçóþò îáðàùåíèÿ ê îïå-
ðàòîðó "íîðìïðåäåë". Ïðîèçâåäåíèå äîëæíî èìåòü ñâîèì ñîìíîæèòåëåì
ñòåïåíü, ïîêàçàòåëü êîòîðîé ñîäåðæèò x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå b
íå èìååò çàãîëîâêà "ïðåäåë" è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îòêàç". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó ïðåäåëà îñòàòî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè âûáðàí-
íûé ìíîæèòåëü èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
∀abcdfgx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & d = limx→c\b g(x) & d −
÷èñëî→ limx→c\b(f(x)g(x)) = ðàçáîðñëó÷àåâ(d = 0 ∨ 0 < d ∨ d < 0))

Êîíñåêâåíò òåîðåìû èìååò âèä ðàâåíñòâà ïðåäåëà òåõíè÷åñêîìó òåðìó
"ðàçáîðñëó÷àåâ(. . .)". Êîìïèëÿòîð îáðàáàòûâàåò ýòó çàïèñü òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ïðîèçîøåë îòêàò ê ïîâòîðíîìó âû÷èñëåíèþ èñõîäíîãî ïðåäåëà,
ò.å. ïåðâîãî ïðåäåëà â öåïî÷êå ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé îïåðàòîðà "íîðì-
ïðåäåë" ê ñàìîìó ñåáå. Ïðè ýòîì óêàçàíèå íà çàäàííûé ðàçáîð ñëó÷àåâ
áóäåò âñòðîåíî â ñòàðóþ ñõåìó ðàçáîðà ñëó÷àåâ, ñâÿçàííóþ ñ âû÷èñëåíè-
åì èñõîäíîãî ïðåäåëà, òàê ÷òî åå òåêóùèé ïîäñëó÷àé îêàæåòñÿ ïîäðàçáèò
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íà çàäàííûå íîâûå ïîäñëó÷àè. Ðàçóìååòñÿ, ñàìà öåïî÷êà îáðàùåíèé, êîòî-
ðàÿ ïðèâåëà ê ñðàáàòûâàíèþ çàäàííîãî ïðèåìà, áóäåò îòáðîøåíà. Îäíàêî,
áîëüøèíñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèé ê ïàêåòíûì îïåðà-
òîðàì áóäåò ñîõðàíåíî â èõ áóôåðàõ, è ïðè ïîâòîðíûõ âû÷èñëåíèÿõ îíè
áóäóò ñðàçó æå îòòóäà èçâëåêàòüñÿ.
×òîáû ðàñïîçíàâàòü íà÷àëî öåïî÷êè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé, èñïîëüçó-
åòñÿ êîììåíòàðèé "ïîä÷èíåíî". Åãî íàëè÷èå óêàçûâàåò íà ïðîìåæóòî÷-
íóþ òî÷êó öåïî÷êè. Çäåñü íîðìàëèçàòîð âûäàåò â êà÷åñòâå îòâåòà òåðì
"ðàçáîðñëó÷àåâ(. . .)". Ïðè îòñóòñòâèè äàííîãî êîììåíòàðèÿ ïðîèñõîäèò
îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "ïîäñëó÷àè", ðåàëèçóþùåìó êîððåêöèþ ñõåìû ðàç-
áîðà ñëó÷àåâ. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ îòêàò ê íà÷àëüíîé òî÷êå öèêëà ñêàíè-
ðîâàíèÿ íîðìàëèçàòîðà, ãäå áóäåò èíèöèèðîâàíî âû÷èñëåíèå ïðåäåëà â
ïåðâîì èç íîâûõ ïîäñëó÷àåâ òåêóùåãî "ñòàðîãî" ïîäñëó÷àÿ. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè îïåðàòîð "íîðìïðåäåë" ïðîâåðÿåò, íå
ïîëó÷åí ëè òåðì "ðàçáîðñëó÷àåâ", ÷òîáû ñðàçó æå îòðåàãèðîâàòü íà íåãî
îäíèì èç óêàçàííûõ âûøå äâóõ ñïîñîáîâ.
Ïðèåì ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå d íåêîíñòàíòíîå. Êîììåíòàðèè "àñèìï-
òîöåíêà" è "ïîäñëó÷àè" áëîêèðóþò åãî ïðèìåíåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

(l) Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé è ñòåïåííîé ôóíêöèé ïðè ñòðåì-
ëåíèè àðãóìåíòà ê íóëþ.
∀abcdfg(limx→a\b f(x) = 0 & 0 < d & e = limx→a\b g(x) & e − ÷èñëî →
limx→a\b((ln f(x))c(f(x))dg(x)) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(m) Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé ïðè ñòðåìëåíèè

àðãóìåíòà ê áåñêîíå÷íîñòè.
∀bcdefgh(limx→e\h f(x) = ∞ & b = limx→e\h g(x) & b− ÷èñëî & 0 < b & d(b−
1) < 0 → limx→e\h((f(x))c(g(x))df(x)) = 0)

∀bcdefgh(limx→e\h f(x) = ∞ & b = limx→e\h g(x) & b − ÷èñëî & 0 < c & 0 <
b & 0 ≤ d(b− 1) → limx→e\h((f(x))c(g(x))df(x)) = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(n) Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ñ äðîáíûì ñîìíîæèòåëåì ê âèäó äðîáè.

∀abfgh(limx→b\a((f(x)/g(x))h(x)) = limx→b\a(f(x)h(x)/g(x)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â çíàìåíàòåëü g(x). Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(o) Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê.
∀abcfghu(u = λx((f(x) + g(x))h(x), x− ÷èñëî) & limx→b\c u(x) = a→
limx→b\c((f(x) + g(x))h(x)) = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîèçâåäåíèå
(f(x) + g(x))h(x) â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë", ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðå-
çóëüòàò a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ, åñëè f(x), h(x) èìåþò ñâîèìè îáîáùåííûìè ñîìíîæèòåëÿìè
ñòåïåíè, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò x, à ïîêàçàòåëè ëèíåéíû îòíî-
ñèòåëüíî x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
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(p) Íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïðîèçâåäåíèÿ ñ ñèãíóìîì.
∀abcfg(limx→a\b f(x) = c& (c = ∞∨ c = −∞) & limx→a\b sgg(x) = íåîïðåä→
limx→a\b(f(x)sgg(x)) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Ïðåäåë ñòåïåíè.
(a) Êîíå÷íûå ïðåäåëû ïîêàçàòåëÿ è îñíîâàíèÿ ñòåïåíè

∀abcdfg(b = limx→d\a f(x) & b− ÷èñëî & c = limx→d\a g(x) & c− ÷èñëî & (0 <
b ∨ (0 ≤ b & 0 < c)) → limx→d\a((f(x))g(x)) = bc)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.

∀abcf (a < 0 & limx→c\b f(x) = ∞→ limx→c\b((f(x))a) = 0)

∀abcf (0 < a & limx→c\b f(x) = ∞→ limx→c\b((f(x))a) = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 2, âòîðîãî - 3. Â ñëó÷àå îò-
ðèöàòåëüíîé áåñêîíå÷íîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ïîêà-
çàòåëè ñòåïåíè ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì:
∀abcf (a − rational & ÷èñëèòåëü(a)− even & limx→c\b f(x) = −∞ & 0 < a →
limx→c\b((f(x))a) = ∞)

∀abcf (a− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) & limx→c\b f(x) = −∞ & a <
0 → limx→c\b((f(x))a) = 0)

∀abcf (a− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(a)− even)
& limx→c\b f(x) = −∞ & 0 < a→ limx→c\b((f(x))a) = −∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(c) Êîíñòàíòíûé ðàöèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.

∀abcdfx(a = limx→c\b f(x) & a − ÷èñëî & d − rational & çíàìåíàòåëü(d) −
even & 0 < ÷èñëèòåëü(d) & 0 ≤ a→ limx→c\b((f(x))d) = ad)

∀abcdfx(a = limx→c\b f(x) & a − ÷èñëî & d − rational & çíàìåíàòåëü(d) −
even & ÷èñëèòåëü(d) < 0 & 0 ≤ a & neg(a = 0) → limx→c\b((f(x))d) = ad)

∀abcdfx(a = limx→c\b f(x) & a − ÷èñëî & d − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d) −
even) & ÷èñëèòåëü(d) < 0 & neg(a = 0) → limx→c\b((f(x))d) = ad)

∀abcdfx(a = limx→c\b f(x) & a − ÷èñëî & d − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d) −
even) & 0 < d→ limx→c\b((f(x))d) = ad)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2. Äëÿ íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ñîçäàí
îòäåëüíûé ïðèåì:
∀abcf (c = limx→a\b f(x) & (c = ∞ ∨ (c− ÷èñëî & ¬(c = 0))) →
limx→a\b((f(x))0) = 1)

Íåíóëåâîé ïðåäåë îñíîâàíèÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a óñëîâèå íà î.ä.ç. äëÿ ñòåïåíè ñ íóëåâûì ïîêàçàòåëåì áóäåò âûïîë-
íåíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.
∀abcdfg(d = limx→a\c f(x) & d − ÷èñëî & b = limx→a\c g(x) & b = ∞ & 0 <
1− d & 0 < d+ 1 → limx→a\c((f(x))g(x)) = 0)

∀abcdfg(d = limx→a\c f(x) & d− ÷èñëî & b = limx→a\c g(x) & (b = −∞ & 0 <
1− d ∨ b = ∞ & 1− d < 0) & 0 ≤ d→ limx→a\c((f(x))g(x)) = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(e) Íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì îñíîâàíèåì, åñëè ïî-
êàçàòåëü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Çäåñü âàæíî, ÷òîáû ïîêàçàòåëü ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ÷åòíî-
ñòè. Äëÿ êîíòðîëÿ ýòîãî ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåí-
íàÿ ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè çàäàí-
íîé òî÷êè, ëèáî îíà ïðèíèìàåò òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå íà äîïóñòèìûé âèä ïîêàçàòåëÿ, ÷òîáû îí èç
ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè ïðèíèìàë ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âñå öåëî÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ, âî âòîðîì - èñïîëüçóåòñÿ íå÷åòíîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè
âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé. Ïåðâûé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîãî îòñóòñòâè-
åì êîììåíòàðèÿ "öåëîå". Äëÿ íåãî èìååòñÿ äâà ïðèåìà:
∀abcdfgh(a+1 ≤ 0 & limx→c\b f(x) = ∞ & limx→c\b(g(x)/h(x)) = d & (d = ∞ ∨
d = −∞ ∨ (d− ÷èñëî & ¬(d = 0))) → limx→c\b(g(x)a

f(x)/h(x)) = íåîïðåä)
∀abcdfg( = limx→a\b((f(x))g(x)) & (c − ÷èñëî & ¬(c = 0) ∨ c = ∞ ∨ c =
−∞) & d = limx→a\b g(x) & (d = ∞ ∨ d = −∞) → limx→a\b((−f(x))g(x)) =
íåîïðåä)
Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3, âòîðîé - íà óðîâíå 1. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñîäåðæèò òîëüêî îïåðàöèè "ïëþñ", "óìíîæåíèå",
"äðîáü", "ñòåïåíü", "ìèíóñ", âîçìîæíî, çàêëþ÷åííûå ïîä êîðíåâîé öåëîé
÷àñòüþ. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "öåëîå" ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðè-
åìû:
∀adghmnp(a+ 1 ≤ 0 & limx→∞(g(x)/h(x)) = d & (d = ∞ ∨ d = −∞ ∨ (d−
÷èñëî & ¬(d = 0))) → limx→∞(g(x)a(mx/n)+p/h(x)) = íåîïðåä)
∀cfmnp(c = limx→∞((f(x))(mx/n)+p) & ((c−÷èñëî & ¬(c = 0)) ∨ c = ∞ ∨ c =
−∞) → limx→∞((−f(x))(mx/n)+p) = íåîïðåä)
Ïåðåìåííûåm,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, ïðè-
÷åì m - ñ íå÷åòíîé êîíñòàíòîé. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ, êàê è âûøå, ðàâíû
3 è 1.

(f) Îñíîâàíèå ñòåïåíè èìååò íóëåâîé ïðåäåë, à êîíñòàíòíûé ïîêàçàòåëü îòðè-
öàòåëåí.
∀abcdfx(limx→b\a f(x) = 0 & c < 0 & 0 ≤ f(x) → limx→b\a((f(x))c) = ∞)

∀abcdfx(limx→b\a f(x) = 0 & c < 0 & f(x) ≤ 0 → limx→b\a((f(x))c) = −∞)

Èñòèííîñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ïðîâåðÿåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîñûë-
êàìè "x− ÷èñëî, x→ b\a". Òàê êàê èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðà-
æåíèå ïîä ïðåäåëîì îïðåäåëåíî â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè b, ïðîâåðêà
ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íåîáÿçàòåëüíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè íóëåâîì ïðåäåëå îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.
∀abcfx(limx→b\a f(x) = 0 → limx→b\a((f(x))c) = ðàçáîðñëó÷àåâ(0 < c ∨ c <
0 ∨ c = 0))

Âûðàæåíèå c íåêîíñòàíòíîå. Êîììåíòàðèé "àñèìïòîöåíêà" áëîêèðóåò ïðè-
ìåíåíèå ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà ýòîì óðîâíå óæå ñòà-
íîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî çíàê c íåèçâåñòåí, òàê ÷òî îñòàåòñÿ ëèøü ïðèáåãíóòü ê
ðàçáîðó ñëó÷àåâ.

(h) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè áåñêîíå÷íîì ïðåäåëå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.
∀abcdfgx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & d = limx→c\b g(x) & d −
÷èñëî & 0 ≤ d → limx→c\b((g(x))

f(x)) = ðàçáîðñëó÷àåâ(d = 1 ∨ 0 < d −
1 & d− 1 < 0))
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Âûðàæåíèå d íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdfx(limx→c\b f(x) = ∞→ limx→c\b(d

f(x)) = ðàçáîðñëó÷àåâ(d+1 < 0 ∨ d =
−1 ∨ 0 < d+ 1 & d− 1 < 0 ∨ d = 1 ∨ 0 < d− 1))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
(i) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè áåñêîíå÷îì ïðåäåëå îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.

∀abcfx(limx→b\a f(x) = ∞→ limx→b\a((f(x))c) = ðàçáîðñëó÷àåâ(0 < c ∨ c <
0 ∨ c = 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
(j) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè íóëåâîì ïðåäåëå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.

∀abcfx(0 ≤ c & limx→b\a f(x) = 0 → limx→b\a(c
f(x)) = ðàçáîðñëó÷àåâ(c =

0 ∨ ¬(c = 0)))

Ïðîâåðÿåòñÿ íåî÷åâèäíîñòü òîãî, ÷òî c ïîëîæèòåëüíî. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Ïåðåõîä ê ýêñïîíåíòå.
∀abcdj(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & ¬(c = 0) & ¬(d = 0) → limn→∞\j((1 +
a/(bn))cn/d) = exp(ac/bd))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcfgx(0 < f(x) & c = limx→b\a(ln f(x) · g(x)) → limx→b\a((f(x))g(x)) = exp c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè ïîñûëêàìè "x − ÷èñëî, x → b\a". Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñîäåð-
æèò ïåðåìåííóþ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿå c íå ñîäåðæèò ñèìâî-
ëà "ïðåäåë", ò.å. ÷òî ïðåäåë óäàëîñü âû÷èñëèòü. Íîðìàëèçàòîð "íîðìñòå-
ïåíü" îáåñïå÷èâàåò îáðàáîòêó ñèìâîëîâ áåñêîíå÷íîñòè ïîä ýêñïîíåíòîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdfghuvw(limx→a\b f(x) = c & limx→a\b g(x) = d & h = λx(w(x)(ln f(x) −
ln g(x)), x− ÷èñëî) & (c = 0 & d = 0 ∨ c = ∞ & d = ∞) →
limx→a\b(((u(x)f(x))/(v(x)g(x)))w(x)) = limx→a\b((u(x)/v(x))

w(x) exp(h(x))))

Âûðàæåíèÿ f(x), g(x) èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ ñîìíîæè-
òåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè â îñíîâàíèè ñòåïåíè, äëÿ êîòîðûõ
óñìàòðèâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå
çíà÷åíèÿ f, g, u, v, îäíàêî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé f(x), g(x) äîëæíî
îòëè÷àòüñÿ îò åäèíèöû. Ïðè óñìîòðåíèè èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ïîñûëêè "x − ÷èñëî, x → a\b". Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè w(x) ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííóþ x. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿþò ïðåäåëû, îáðàùàÿñü ê íîð-
ìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"áëîêïðîâåðîê", ïðîâåðÿåò, ÷òî ëèáî îáà íàéäåííûõ ïðåäåëà íóëåâûå, ëèáî
îáà áåñêîíå÷íûå. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà". Ýòîò íîðìàëèçàòîð
áóäåò îïèñàí âïîñëåäñòâèè. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê èñïîëü-
çóþòñÿ "x−÷èñëî, x→ a\b". Ðåçóëüòàòîì ñëóæèò àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà
h, ò.å. íåêîòîðîå âûðàæåíèå ñòàíäàðòíîãî äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ òèïà, àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàâíîå èñõîäíîìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"îòêàç", ò.å. ÷òî îöåíêà äåéñòâèòåëüíî áûëà íàéäåíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

(l) Ïåðåõîä ê ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ.
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∀abcdfghuv(limx→d\a(((g(x))
f(x)+b(h(x))f(x)+cu(x))/v(x)) =

limx→d\a(((g(x)h(x))
f(x)(g(x))b(h(x))cu(x))/v(x)))

Âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ ñëàãàå-
ìûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè, ñîäåðæàùèõ x. Ëèáî b, c - êîíñòàíòû, ëèáî x íå
âõîäèò â g(x), h(x). Óêàçàòåëü "äðîáü" äîïóñêàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ.Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(m) Ïðåîáðàçîâàíèå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ ê âèäó ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé.
Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè íå çàâèñèò îò âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé, òî ïðèìå-
íÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ðàññìîòðåííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå:
∀abcfghuv(0 ≤ f(x) & 0 ≤ g(x) → limx→a\b(((f(x)g(x))hu(x))/v(x)) =
limx→a\b(((f(x))h(g(x))hu(x))/v(x)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè-
÷åì èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x−÷èñëî, x→ a\b". Äîïóñòè-
ìà ïåðåñòàíîâêà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.

(n) Ðàçäåëüíîå ðàññìîòðåíèå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïðè íàëè÷èè ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû.
∀af (a = limx→∞ f(2x) & a = limx→∞ f(2x+ 1) → limx→∞ f(x) = a)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé "öåëîå", ñâèäåòåëüñòâóþùèé, ÷òî ïðåäåë áåðåòñÿ ïî
öåëî÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì. Âûðàæåíèå f(x) ñîäåðæèò ñòåïåíü ìèíóñ åäè-
íèöû, ïîêàçàòåëü êîòîðîé ëèíååí îòíîñèòåëüíî x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Äëÿ óñìîòðåíèÿ íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ñîçäàíû ñëåäóþùèå
äâà ïðèåìà:
∀f (limx→∞ f(2x) = íåîïðåä→ limx→∞ f(x) = íåîïðåä)
∀abf (a = limx→∞ f(2x) & b = limx→∞ f(2x+1) & (a−÷èñëî ∨ a = ∞ ∨ a =
−∞) & (b− ÷èñëî ∨ b = ∞ ∨ b = −∞) & ¬(a− b = 0) → limx→∞ f(x) =
íåîïðåä)

(o) Íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñòåïåíè ñ êîíñòàíòíûì íåíóëåâûì ïîêàçàòåëåì,
åñëè íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë ìîäóëÿ îñíîâàíèÿ.
∀abfn(limx→a\b |f(x)| = íåîïðåä & ¬(n = 0) → limx→a\b((f(x))n) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(p) Ïðåäåë ñòåïåíè ñ öåëî÷èñëåííûì ïîêàçàòåëåì.
∀abcdfg(g(x)−öåëîå& limx→a\b f(x) = c& ¬(c = 0) & c−÷èñëî& limx→a\b g(x) =
d & d− ÷èñëî→ limx→a\b((f(x))g(x)) = cd)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
(q) Ìîäóëü ïîä ðàäèêàëîì.

∀abcfg(0 < g(x) & c = limx→a\b(
√
|f(x)/(g(x))2|) → limx→a\b(

√
|f(x)|/g(x)) =

c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàéäåííîå ïðè îáðàáîòêå âòîðîãî àíòåöåäåíòà âûðàæå-
íèå c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïðåäåë äðîáè.
(a) Êîíå÷íûå ïðåäåëû ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, ñ íåíóëåâûì ïðåäåëîì çíà-

ìåíàòåëÿ.
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∀abcdfg(a = limx→c\d f(x) & a−÷èñëî & b = limx→c\d g(x) & b−÷èñëî & ¬(b =
0) → limx→c\d(f(x)/g(x)) = a/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(b) Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

∀abcdefghui(d = limy→a\b f(y) & e = limy→a\b g(y) & (d = 0 & e = 0 ∨ (d =
∞ ∨ d = −∞) & (e = ∞ ∨ e = −∞)) & h = λy(df(y)/dy, y− ÷èñëî) & u =
λy(dg(y)/dy, y−÷èñëî) & c = limy→a\b(h(y)/u(y)) & (c−÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c =
−∞) & i = c→ limy→a\b(f(y)/g(y)) = i)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû-
÷èñëÿþò ïðåäåëû d, e ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäå-
ëåííûé óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê", óáåæäàåòñÿ, ÷òî ýòè ïðåäåëû ëèáî îáà
íóëåâûå, ëèáî îáà áåñêîíå÷íûå. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ê ïðîèçâîäíûì â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðèìå-
íÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ", êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå ïîñûëêè y − ÷èñëî, y → a\b. Øåñòîé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìïðåäåë", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "÷àñòíïðîèçâ".
Ýòîò êîììåíòàðèé èãðàåò ðîëü ñ÷åò÷èêà âíåøíèõ îáðàùåíèé ê ïðàâèëó
Ëîïèòàëÿ. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê",
ïðîâåðÿåò, ÷òî êîíå÷íûé ëèáî áåñêîíå÷íûé ïðåäåë c óäàëîñü íàéòè. Íà-
êîíåö, ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ óïðîùåíèÿ
ïðåäåëà c. Åñëè âûðàæåíèå c êîíñòàíòíîå, òî óïðîùåíèå îòìåíÿåòñÿ, è
ðåçóëüòàò i îêàçûâàåòñÿ ðàâåí c.
Åñëè ÷èñëî N êîììåíòàðèåâ "÷àñòíïðîèçâ" áîëåå îäíîãî, òî äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
i. ×èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü äðîáè èìååò ñëàãàåìîå, ëèíåéíîå ïî y.
Ýòî ãàðàíòèðóåò çàíóëåíèå ñëàãàåìîãî ïðè äâóêðàòíîì ïîñëåäóþùåì
äèôôåðåíöèðîâàíèè.

ii. N = 2, ïðè÷åì äëèíû ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ìåíåå 40.
Êðîìå òîãî, åñëè â äðîáè âñòðå÷àåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, çàâè-
ñÿùàÿ îò y è ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ, òî ïðè N < 2
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè êîíñòàíòíûé, à ïðè N ≥ 2 - ÷òî ýòîò
ïîêàçàòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëî÷èñëåííóþ êîíñòàíòó.
Äàëåå, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
i. ×èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü ðàññìàòðèâàåìîé äðîáè èìååò äëèíó áî-
ëåå 80.

ii. ×èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü äðîáè èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòå-
ïåííîå âûðàæåíèå ñ íåêîíñòàíòíûì ïîêàçàòåëåì, ïðåäåë îñíîâàíèÿ
êîòîðîãî - íóëåâîé ëèáî áåñêîíå÷íûé.

iii. Äðîáü ñîäåðæèò ôàêòîðèàë, çàâèñÿùèé îò y.
iv. Îáå ïðîèçâîäíûå u(y), h(y) èìåþò äëèíó áîëåå 70.
v. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé "öåëîå", ïðè÷åì y âñòðå÷àåòñÿ â ïîêàçàòåëå ñòå-

ïåííîãî âûðàæåíèÿ, ðàñïîëîæåííîãî âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé äðîáè.
Èìååòñÿ íå î÷åíü ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, îñëàáëÿåìûé, åñëè
÷èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü äðîáè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòåïåíü ïåðåìåííîé
y ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì.
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
(c) Ãðóïïèðîâêà ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ â âèäå ñòåïåíè äðîáè.

∀abcdfg(a = limx→d\b(f(x)/g(x)) & a− ÷èñëî & 0 < c→
limx→d\b((f(x))c/(g(x))c) = ac)

Óêàçàòåëü "îáùàÿñòåïåíü(îáùàÿñòåïåíü õ3 ñòåïåíü(çíà÷åíèå(õ6 õ23)õ3)
ñòåïåíü(çíà÷åíèå(õ7 õ23)õ3))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé c
êàê íå çàâèñÿùåãî îò x íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè
ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ ïðîöåäóðà "îáùàÿñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïðè ãðóï-
ïèðîâêå ÷àñòè ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé
ïðèåì:
∀abcdfghuv(limx→d\a(((g(x))

f(x)+bu(x))/((h(x))f(x)+cv(x))) =
limx→d\a(((g(x)/h(x))

f(x)(g(x))bu(x))/((h(x))cv(x))))

Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ u(x), v(x), b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Íàêîíåö, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáùèé äåëèòåëü ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ çàâèñèò îò x è èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë, ñîçäàí
åùå îäèí ïðèåì:
∀abcdfghp(limx→a\b h(x) = p & (p = ∞ ∨ p = −∞) →
limx→a\b((f(x))ch(x)/(g(x))dh(x)) = limx→a\b(((f(x))c)/((g(x))d))h(x))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(d) Äðîáü ñ êîíñòàíòíûì çíàìåíàòåëåì, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë ÷èñëèòå-

ëÿ.
∀abcdf (c = limx→d\a f(x) & c− ÷èñëî & ¬(b = 0) → limx→d\a(f(x)/b) = c/b)

Ïðèåì ñîçäàí äëÿ óñêîðåííîé îáðàáîòêè ïðîñòûõ ñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Íóëåâîé ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ è íåíóëåâîé - ÷èñëèòåëÿ.
∀abcfg(limx→a\b g(x) = 0 & c = limx→a\b f(x) & (c − ÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c =
−∞) & 0 < cg(x) → limx→a\b(f(x)/g(x)) = ∞)

∀abcfg(limx→a\b g(x) = 0 & c = limx→a\b f(x) & (c − ÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c =
−∞) & cg(x) < 0 → limx→a\b(f(x)/g(x)) = −∞)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðî-
ìó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x− ÷èñëî", "x→ a\b". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, ïðè óñìîòðåíèè
òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà) íåò íåîáõîäèìîñòè äåëàòü ðàçëè÷èå ìåæäó
íåñóùåñòâîâàíèåì ïðåäåëà è áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì. Òîãäà îáðàùåíèå ê
íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë" ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "íåïðåðûâ-
íî". Åñëè òàêîé êîììåíòàðèé åñòü, òî â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèåìàõ îòïà-
äàåò íåîáõîäèìîñòü àíàëèçèðîâàòü çíàê ïðîèçâåäåíèÿ cg(x):
∀abcfg(limx→a\b g(x) = 0 & c = limx→a\b f(x) & (c − ÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c =
−∞) → limx→a\b(f(x)/g(x)) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà òîæå ðàâåí 3. Åñëè ÿâíî óñìàòðèâà-
åòñÿ, ÷òî çíàìåíàòåëü èìååò íóëåâîé ïðåäåë è ìåíÿåò çíàê, à ÷èñëèòåëü
èìååò íåíóëåâîé ïðåäåë, òî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò "íåîïðåä":
∀acdfgx(c− ÷èñëî & limx→c f(x) = 0 & a = limx→c g(x) & (a− ÷èñëî & ¬(a =
0) ∨ a = ∞ ∨ a = −∞) & ïåðåìåíàçíàêà(λx(f(x), x − ÷èñëî), c) →
limx→c(g(x)/f(x)) = íåîïðåä)



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 42

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ïåðåìåíàçíàêà", óñìàòðèâàþùèé ïåðåìåíó çíàêà
ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå, áóäåò îïèñàí íèæå â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì
èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.
Íàêîíåö, èìååòñÿ ïðèåì, êîòîðûé âìåñòî çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ cg(x) àíàëè-
çèðóåò çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè g â òî÷êå a íà íåíóëåâîé
ïðåäåë c:
∀abcfg(df(a)/da = b & ¬(b = 0) & limx→a−0 g(x) = 0 & c = limx→a−0 f(x) &
(c − ÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c = −∞) & ¬(c = 0) → limx→a−0(f(x)/g(x)) =
(−∞ ïðè 0 < bc, èíà÷å ∞))

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò çäåñü áóäåò ïîëó÷åí òîëüêî ïðè óñëîâèè,
÷òî ïðîèçâîäíóþ óäàëîñü âû÷èñëèòü, ò.å. ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ g â
òî÷êå a äèôôåðåíöèðóåìà. Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîâåðîê ñðàçó ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèÿ b, c îòëè÷íû îò êîíñòàíòû 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 5.

(f) Íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà, åñëè îäèí èç ïðåäåëîâ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìå-
íàòåëÿ íå ñóùåñòâóåò, à äðóãîé - ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ.
∀abcfg(limx→b\c f(x) = íåîïðåä & a = limx→b\c g(x) & a−÷èñëî & ¬(a = 0) →
limx→b\c(f(x)/g(x)) = íåîïðåä)
Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþùåé íóëåâîé ïðåäåë ðàçíîñòè â ÷èñëèòåëå
ëèáî çíàìåíàòåëå. Òàêàÿ ïîïûòêà ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàò-
íûõ êîðíåé, à òàêæå ðàçíîñòè òàíãåíñîâ:
∀abcdefghuv(limx→c\a v(x) = 0 & limx→c\a(

√
f(x)−

√
g(x)) = 0 & d =

limx→c\a(
√
f(x) +

√
g(x)) & d− ÷èñëî & ¬(d = 0) & b = limx→c\a u(x) & b−

÷èñëî & e = limx→c\a((f(x)− g(x))u(x)h(x)/v(x)) & e− ÷èñëî→
limx→c\a((

√
f(x)−

√
g(x))u(x)h(x)/v(x)) = (1/d)be)

∀abcfghuv(b = limx→c\a v(x) & b− ÷èñëî & limx→c\a f(x) = limx→c\a g(x) &
limx→c\a u(x) = 0 → limx→c\a((tg f(x)− tg g(x))v(x)h(x)/u(x)) =
limx→c\a(((sin(f(x)− g(x)))v(x)h(x))/((cos f(x) cos g(x))v(x)u(x))))

Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì ñîäåðæèò ñèíóñ
ëèáî êîñèíóñ. Óêàçàòåëü "äðîáü" â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Ïðåäåë îòíîøåíèÿ ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ëèáî ñòåïåííîé è ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ôóíêöèé.
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îòíîøåíèÿ ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé ñîçäàíà
ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ïðèåìîâ:
∀abcdefghi(limx→e\h f(x) = ∞ & i = limx→e\h g(x) & i− ÷èñëî & 0 < i &
0 < d(i− 1) → limx→e\h(a(f(x))c/(b(g(x))df(x))) = 0)

∀abcdefghi(limx→e\h f(x) = ∞ & i = limx→e\h g(x) & i− ÷èñëî & 0 < i &
d(i− 1) < 0 & 0 < ab→ limx→e\h(a(f(x))c/(b(g(x))df(x))) = ∞)

∀abcdefghi(limx→e\h f(x) = ∞ & i = limx→e\h g(x) & i− ÷èñëî & 0 < i &
0 < d(i− 1) & 0 < ab→ limx→e\h((b(g(x))

df(x))/(a(f(x))c)) = ∞)
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∀abcdefgh(limx→e\h f(x) = ∞ & limx→e\h g(x) = ∞ & 0 < d→
limx→e\h(a(f(x))c/(b(g(x))df(x))) = 0)

∀abcdefghi(limx→e\h f(x) = ∞ & i = limx→e\h g(x) & i− ÷èñëî & 0 < i &
d(i− 1) ≤ 0 → limx→e\h((b(g(x))

df(x))/(a(f(x))c)) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1. Íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà îòíîøå-
íèÿ ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé óñìàòðèâàåòñÿ äëÿ îòðèöàòåëü-
íîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè, ïî ìîäóëþ áîëüøåãî åäèíèöû:
∀abcfgpqr(limx→a\b f(x) = c & c − ÷èñëî & c + 1 < 0 & limx→a\b g(x) =
∞ & ¬(p = 0) → limx→a\b((p(f(x))g(x))/(q(g(x))r)) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ îòíîøåíèÿ ñòåïåííîé è ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ôóíêöèé ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcdefgh(0 < e & limx→h\a g(x) = ∞ & c = limx→h\a f(x) & (c = ∞ ∨ c =
−∞ ∨ c− ÷èñëî & ¬(c = 0)) → limx→h\a((b(ln g(x))

d)/(f(x)(g(x))e)) = 0)

∀abcdefgh(0 < e & limx→h\a g(x) = ∞ & c = limx→h\a f(x) & (c = ∞ ∨ c =
−∞ ∨ c− ÷èñëî & ¬(c = 0)) → limx→h\a((b(ln ln g(x))d)/(f(x)(g(x))e)) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(i) Îòáðàñûâàíèå ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà.

∀abcdefghuvw(e = limx→c\d u(x) & (e = ∞ ∨ e = −∞) & v = λx(ax
b +w(x), x−

÷èñëî) & ¬(a = 0) → limx→c\d(((v(u(x)))
hf(x))/g(x)) =

limx→c\d(((a(u(x))
b)hf(x))/g(x)))

Óêàçàòåëü "ñììíîãî÷ëåí(õ21 õ23)"îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ v(u(x)), ïó-
òåì óñìîòðåíèÿ â àíàëèçèðóåìîé ñóììå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà v
îò âûðàæåíèÿ u(x), ãðóïïèðóåìîãî èç âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ x ìíî-
æèòåëåé ñëàãàåìûõ. Êîýôôèöèåíòàìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ êàêèå-
òî, âîçìîæíî, íåêîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò x. Òðåòèé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âûäåëÿåò ñòàðøèé ÷ëåí
axb ìíîãî÷ëåíà v(x) è íàõîäèò ñóììó w(x) åãî ìëàäøèõ ÷ëåíîâ. Óêàçà-
òåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ðàâåíñòâó íóëþ ïðåäåëà çíàìåíàòåëÿ.
∀abcdfx(a = limx→c\b f(x) & a − ÷èñëî & d = limx→c\b g(x) & d − ÷èñëî →
limx→c\b(f(x)/g(x)) = ðàçáîðñëó÷àåâ(d = 0 ∨ ¬(d = 0)))

Ïðåäåë d çíàìåíàòåëÿ äîëæåí áûòü íåêîíñòàíòíûì, ïðè÷åì ïðîâåðî÷íûé
îïåðàòîð íå äîëæåí óñìàòðèâàòü, ÷òî d èìååò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ðàâåíñòâó íóëþ ëèáî çíàêó ïðåäåëà ÷èñëèòåëÿ, åñëè
ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ ðàâåí íóëþ.
∀abcdfx(limx→c\b g(x) = 0 & a = limx→c\b f(x) & a−÷èñëî→ limx→c\b(f(x)/g(x)) =
ðàçáîðñëó÷àåâ(a = 0 ∨ ¬(a = 0)))

Ïðåäåë a ÷èñëèòåëÿ äîëæåí áûòü íåêîíñòàíòíûì, ïðè÷åì ïðîâåðî÷íûé
îïåðàòîð íå äîëæåí óñìàòðèâàòü, ÷òî a èìååò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdfx(limx→c\b g(x) = 0 & a = limx→c\b f(x) & ¬(a = 0) & 0 < g(x) →
limx→c\b(f(x)/g(x)) = ðàçáîðñëó÷àåâ(0 < a ∨ a < 0))

Ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ a íåêîíñòàíòíûé, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ íè åãî ïî-
ëîæèòåëüíîñòü, íè îòðèöàòåëüíîñòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(l) Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ è êîíå÷íûé íåíóëåâîé - çíàìåíàòåëÿ.
∀abcdfg(a = limx→b\d f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & c = limx→b\d g(x) & c −
÷èñëî & (a = ∞ & 0 < c ∨ a = −∞ & c < 0) → limx→b\d(f(x)/g(x)) = ∞)

∀abcdfg(a = limx→b\d f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & c = limx→b\d g(x) & c −
÷èñëî & (a = −∞ & 0 < c ∨ a = ∞ & c < 0) → limx→b\d(f(x)/g(x)) = −∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(m) Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ.

∀abcdfgx(b = limx→d\a g(x) & (b = ∞ ∨ b = −∞) & c = limx→d\a f(x) &
c− ÷èñëî→ limx→d\a(f(x)/g(x)) = 0)

∀abcfg(a = limx→b\c f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & îãðàíè÷åíî(g(x)) →
limx→b\c(g(x)/f(x)) = 0)

Âî âòîðîì ïðèåìå òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, ïðè÷åì èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x− ÷èñëî", "x→
b\c". Õîòÿ èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü,
ïåðâûé ïðèåì íå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì, òàê êàê ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð
"îãðàíè÷åíî" íå ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêè âû÷èñëèòü ïðåäåë. Óðîâåíü ñð-
ñáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.
∀bcfg(limx→b\c |f(x)| = ∞ & îãðàíè÷åíî(g(x)) → limx→b\c(g(x)/f(x)) = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè f(x) ñîäåðæèò ñòåïåííîå âûðàæåíèå âèäà (−A)B.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(n) Âûíåñåíèå ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ, èìåþùèõ êîíå÷íûé
íåíóëåâîé ïðåäåë.
∀abcdfghx(c = limx→a\b g(x) & c−÷èñëî& ¬(c = 0) & d = limx→a\b(f(x)/h(x)) &
d− ÷èñëî→ limx→a\b(f(x)/(g(x)h(x))) = d/c)

∀abcdfghx(c = limx→a\b g(x) & c− ÷èñëî & c < 0 & d = limx→a\b(f(x)/h(x)) &
(d = ∞ ∨ d = −∞) → limx→a\b(f(x)/(g(x)h(x))) = −d)
∀abcdfghx(c = limx→a\b g(x) & c− ÷èñëî & 0 < c & d = limx→a\b(f(x)/h(x)) &
(d = ∞ ∨ d = −∞) → limx→a\b(f(x)/(g(x)h(x))) = d)

∀abcdfghx(c = limx→a\b g(x) & c−÷èñëî& ¬(c = 0) & d = limx→a\b(f(x)/h(x)) &
d− ÷èñëî→ limx→a\b(g(x)f(x)/h(x)) = cd)

∀abcdfghx(c = limx→a\b g(x) & c− ÷èñëî & 0 < c & d = limx→a\b(f(x)/h(x)) &
(d = ∞ ∨ d = −∞) → limx→a\b(g(x)f(x)/h(x)) = d)

∀abcdfghx(c = limx→a\b g(x) & c− ÷èñëî & c < 0 & d = limx→a\b(f(x)/h(x)) &
(d = ∞ ∨ d = −∞) → limx→a\b(g(x)f(x)/h(x)) = −d)
∀abcdfghx(c = limx→a\b g(x) & c − ÷èñëî & ¬(c = 0) & limx→a\b(f(x)/h(x)) =
íåîïðåä→ limx→a\b(g(x)f(x)/h(x)) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 4. Â ñëó÷àå êîíñòàíòíûõ ìíîæèòå-
ëåé ïðèìåíÿþòñÿ äðóãèå ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 1:
∀abcdfg(d = limx→a\b(f(x)/g(x)) & d− ÷èñëî→ limx→a\b(f(x)/cg(x)) = d/c)

∀abcdfg(d = limx→a\b(f(x)/g(x)) & d = íåîïðåä → limx→a\b(f(x)/cg(x)) =
íåîïðåä)
∀abcdfg(d = limx→a\b(f(x)/g(x)) & d− ÷èñëî→ limx→a\b(cf(x)/g(x)) = cd)

(o) Ïîïûòêà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ëîãàðèôìà äðîáè, åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìå-
íàòåëü èìåþò îäíîâðåìåííî íóëåâîé ëèáî áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
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∀abcfgpq(limx→c\a f(x) = p & limx→c\a g(x) = q & b = limx→c\a(ln f(x) −
ln g(x)) & (p = 0 & q = 0 ∨ p = ∞ & q = ∞) & 0 < f(x) & 0 < g(x) →
limx→c\a(f(x)/g(x)) = exp b)

×èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü äðîáè èìååò ñâîèì îáîáùåííûì ñîìíîæèòå-
ëåì ñòåïåíü ñ ïîêàçàòåëåì, çàâèñÿùèì îò x, ëèáî ôàêòîðèàë âûðàæåíèÿ,
çàâèñÿùåãî îò x. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿþò ïðåäåëû ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ, ÷åòâåðòûé - óáåæäàåòñÿ. ÷òî îíè îáà íóëåâûå ëèáî áåñ-
êîíå÷íûå, òðåòèé - ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëèòü ïðåäåë ëîãàðèô-
ìà äðîáè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ðåçóëüòàòà b îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"ïðåäåë" è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îòêàç", ò.å. ÷òî ïðåäåë íàéòè óäàëîñü.
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îáå ñíàáæåíû ñðåäíèì îãðàíè÷èòåëåì òðó-
äîåìêîñòè. Ïåðâàÿ âåðñèÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4, âòîðàÿ - íà óðîâíå 6 è
èìååò îñëàáëåííûé îãðàíè÷èòåëü. Äîïîëíèòåëüíî ñîçäàí ïðèåì, êîòîðûé
âìåñòî ïðåäåëà ëîãàðèôìà äðîáè íàõîäèò åãî àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó:
∀abcdfghuv(limx→a\b f(x) = c & limx→a\b g(x) = d & h = λx(ln f(x)−ln g(x), x−
÷èñëî) & (c = 0 & d = 0 ∨ c = ∞& d = ∞) → limx→a\b((u(x)f(x))/(v(x)g(x)))
= limx→a\b((u(x) exp(h(x)))/v(x)))

Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ f(x), g(x) ñ ïðîèçâå-
äåíèÿìè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Êàê
è âûøå, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ñðåäè îáîáùåííûõ ìíîæèòåëåé f(x), g(x)
ñòåïåíè ñ ïîêàçàòåëåì, çàâèñÿùèì îò x, ëèáî ôàêòîðèàëà âûðàæåíèÿ, ñî-
äåðæàùåãî x. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ðàçíîñòü ëîãàðèôìîâ â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"àñèìïòîöåíêà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò h(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"îòêàç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(p) Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî ÷èñëèòåëÿ, êðàòíîãî çíàìåíàòåëþ.
∀abcdefg(e = limx→c\d(g(x)/f(x)) & (e − ÷èñëî ∨ e = ∞ ∨ e = −∞) →
limx→c\d((af(x) + g(x))/(bf(x))) = a/b+ e)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëèòü ïðåäåë îñòàòî÷íîé
äðîáè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(q) Îòáðàñûâàíèå îãðàíè÷åííûõ ñëàãàåìûõ ÷èñëèòåëÿ ïðè íåîãðàíè÷åííîì
çíàìåíàòåëå.
∀abcfg(îãðàíè÷åíî(f(x)) & limx→a\b |h(x)| = ∞→ limx→a\b((f(x) + g(x))/
h(x)) = limx→a\b(g(x)/h(x)))

Âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì ñëàãàåìûì. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëèáî ýòî ñëàãàåìîå íå ñîäåðæèò x, ëèáî â íåì èìååòñÿ çàâèñÿùàÿ îò x
ñòåïåíü âèäà (−A)B, ëèáî â íåì èìååòñÿ ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ âûðàæåíèÿ,
çàâèñÿùåãî îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(r) Ïðåäñòàâëåíèå ìîäóëÿ äðîáè â âèäå äðîáè.
∀abfgu(limx→a\b((|f(x)/g(x)|h(x))/u(x)) = limx→a\b((|f(x)|h(x))/(|g(x)|u(x))))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(s) Ëîãàðèôì ôàêòîðèàëà â ÷èñëèòåëå ëèáî çíàìåíàòåëå äðîáè.
∀abcfg(limx→a\b f(x) = ∞→ limx→a\b((ln(f(x)!)g(x))/h(x)) =
limx→a\b((f(x) ln(f(x))g(x))/h(x)))

Åñëè âûðàæåíèå g(x) íå ñîäåðæèò x, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñìàòðèâàåò-
ñÿ åãî îòëè÷èå îò íóëÿ. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ óñêîðåííîãî ïåðåõîäà ê ðàçáîðó
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ñëó÷àåâ ïî çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàâ-
ëÿòü ìåñòàìè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(t) Ïîãëîùåíèå ñëàãàåìîãî ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ îñòàëüíûìè ñëàãàå-
ìûìè.
∀abcfghp(îãðàíè÷åíî(g(x)) & limx→a\b |f(x)| = ∞→
limx→a\b(((f(x) + g(x))ch(x))/p(x)) = limx→a\b(((f(x))ch(x))/p(x)))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
(u) Ñîêðàùåíèå íà ñòåïåíü âûðàæåíèÿ, èìåþùåãî áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.

∀abcdefghmn(limx→c\d f(x) = e & (e = ∞ ∨ e = −∞) & 0 ≤ m − n & 0 <
n→ limx→c\d((a(f(x))m + g(x))/(b(f(x))n + h(x))) = limx→c\d((a(f(x))m−n +
g(x)(f(x))−n)/(b+ h(x)(f(x))−n)))

Âûäåëåííûå ñëàãàåìûå ñîäåðæàò íàèáîëüøèå ñòåïåíè âûðàæåíèÿ f(x).
Õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a, b íåêîíñòàíòíûé - äëÿ îòáðàñûâàíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî îòäåëüíî ñëó÷àÿ ÷àñòíîãî ìíîãî÷ëåíîâ. Ê ïðîèçâåäåíè-
ÿì ñ (f(x))−n â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ðåçóëüòàòà ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëè-
çàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(v) Âûäåëåíèå êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî.
∀abfgpq(¬(b = 0) & p = limn→∞((qf(n)+ g(n))/bn) → limn→∞((q(an+ f(n))+
g(n))/bn) = (aq/b+ p ïðè p− ÷èñëî, èíà÷å p))
Ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî p - ÷èñëî, ëèáî p - ñèìâîë ïëþñ-ìèíóñ áåñêîíå÷-
íîñòè, ëèáî p - ñèìâîë "íåîïðåä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abfpqr(¬(b = 0) & r = limn→∞(f(n)/bn) → limn→∞((a[pn/q] + f(n))/bn) =
(ap/bq + r ïðè r − ÷èñëî, èíà÷å r))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Ïðåäåë ìîäóëÿ.
∀abcf (a = limx→b\c f(x) & a− ÷èñëî→ limx→b\c |f(x)| = |a|)
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & (b = −∞ ∨ b = ∞) → limx→c\a |f(x)| = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè ïîä ìîäóëåì íàõîäèòñÿ ñóììà, ïðè÷åì
ïðåäåë ìîäóëÿ îäíîãî ñëàãàåìîãî áåñêîíå÷åí, à ïðåäåë îñòàòî÷íîé ñóììû - êî-
íå÷åí, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcfg(limx→a\b |f(x)| = ∞ & limx→a\b g(x) = c & c − ÷èñëî → limx→a\b |f(x) +
g(x)| = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
9. Ïðåäåë ëîãàðèôìà.
∀abcdfg(a = limx→c\d f(x) & a − ÷èñëî & b = limx→c\d g(x) & b − ÷èñëî & 0 <
a & ¬(1− a = 0) & 0 < b→ limx→c\d logf(x) g(x) = loga b)

∀abcfg(a = limx→b\c f(x) & a − ÷èñëî & limx→b\c g(x) = ∞ & 0 < a & ¬(1 − a =
0) → limx→b\c logf(x) g(x) = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcfg(limx→c\a g(x) = 0 & b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî & 0 < b− 1
→ limx→c\a logf(x) g(x) = −∞)
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∀abcfg(limx→c\a g(x) = 0 & b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî & b− 1 < 0
→ limx→c\a logf(x) g(x) = ∞)

∀abcfg(limx→c\a g(x) = íåîïðåä & b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî & 0 < b &
¬(b− 1 = 0) → limx→c\a logf(x) g(x) = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè èç êîíòåêñòà íå óäàåòñÿ óñìîòðåòü óñëîâèÿ
íà î.ä.ç. (ïîëîæèòåëüíîñòü è îòëè÷èå îò åäèíèöû) äëÿ êîíñòàíòíîãî îñíîâàíèÿ
ëîãàðèôìà, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdg(b = limx→c\d g(x) & b− ÷èñëî & 0 < b→ limx→c\d loga g(x) = loga b)

Â î.ä.ç. ëîãàðèôìà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êîððåêòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

10. Ïðåäåë ôàêòîðèàëà.
∀abf (limx→a\b f(x) = ∞→ limx→a\b(f(x)!) = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
11. Ïðåäåë ñèãíóìà.

(a) Íåíóëåâîé ïðåäåë âûðàæåíèÿ ïîä ñèãíóìîì.
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & (b = ∞ ∨ 0 < b) → limx→c\a sgf(x) = 1)

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & (b = −∞ ∨ b < 0) → limx→c\a sgf(x) = −1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(b) Íóëåâîé ïðåäåë âûðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî çíàê.

∀acf (limx→c\a f(x) = 0 & f(x) < 0 → limx→c\a sgf(x) = −1)

∀acf (limx→c\a f(x) = 0 & 0 < f(x) → limx→c\a sgf(x) = 1)

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì èñ-
ïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x−÷èñëî", "x toc\a", "¬(x−c = 0)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîä ñèãíóìîì.
∀abf (limx→a\b f(x) = −∞& íåïðåðûâíî(λx(f(x), x−÷èñëî), setx(x−÷èñëî& (x→
a\b))) → limx→a\b sg sin f(x) = íåîïðåä)
∀abf (limx→a\b f(x) = ∞& íåïðåðûâíî(λx(f(x), x−÷èñëî), setx(x−÷èñëî& (x→
a\b))) → limx→a\b sg sin f(x) = íåîïðåä)
Âìåñòî ñèíóñà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êîñèíóñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(d) Íóëåâîé îäíîñòîðîííèé ïðåäåë âûðàæåíèÿ ïîä ñèãíóìîì è èçâåñòíûé çíàê
ïðîèçâîäíîé.
∀abcf (limx→a+0 f(x) = 0 & c = df(a)/da & c− ÷èñëî & ¬(c = 0) →
limx→a+0 sgf(x) = sgc)
∀abcf (limx→a−0 f(x) = 0 & c = df(a)/da & c− ÷èñëî & ¬(c = 0) →
limx→a−0 sgf(x) = −sgc)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàâíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî îòëè÷èþ îò íóëÿ ïðåäåëà âûðàæåíèÿ ïîä ñèãíóìîì.
∀abcf (limx→a\b f(x) = c → limx→a\b sgf(x) = ðàçáîðñëó÷àåâ(c = 0 ∨ ¬(c =
0)))



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 48

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäåë c óäàëîñü âû÷èñëèòü è ÷òî îí íåêîíñòàíòíûé.
Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ íåî÷åâèäíîñòü îòëè÷èÿ åãî îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê äëÿ çàâåðøàþùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
Ïîñëå òîãî, êàê íîðìàëèçàòîð âû÷èñëèë ïðåäåë a, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ïî-
ñûëêàõ ðàâåíñòâà a = b, ó êîòîðîãî a íàõîäèòñÿ â ëåâîé ÷àñòè, è âûïîëíÿåòñÿ
çàìåíà ðåçóëüòàòà a íà b:
∀ab(a = b→ a = b).
Â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàåìûå ïðèåìîì ðàâåíñòâà âîçíèêàþò â ïîñûëêàõ ïðè
ðàçáîðå ñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ïðåäåëû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
(a) Ñèíóñ.

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî→ limx→c\a sin f(x) = sin b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ óñìîòðåíèÿ íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà
ñèíóñà ñëóæàò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcfnx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & ¬(n = 0) →
limx→c\b((sin f(x))n) = íåîïðåä)
∀abcfx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) →
limx→c\b | sin f(x)| = íåîïðåä)
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîëæåí îòñóòñòâîâàòü êîììåíòàðèé "öåëîå", à f(x) - ïî-
ñòðîåíî òîëüêî ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ò.å. àðãóìåíò x ïðè
ñòðåìëåíèè ê c íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà áóäåò ïðèíèìàòü âñå ïðî-
ìåæóòî÷íûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4. Åñëè
èìååòñÿ êîììåíòàðèé "öåëîå", òî àðãóìåíò x ïðè ñòðåìëåíèè ê áåñêîíå÷-
íîñòè ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Çäåñü èñïîëüçó-
þòñÿ äðóãèå äâà ïðèåìà:
∀amn(limx→∞ sin(mπx/n+ a) = íåîïðåä)
∀amn(limx→∞ | sin(mπx/n+ a)| = íåîïðåä)
Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåëî÷èñëåííîé è
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè âçàèìíî ïðîñòûå - èíà-
÷å ðàíåå ñðàáîòàëè áû ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå ñîêðàùåíèå. Â ïåðâîì ïðè-
åìå ëèáî n îòëè÷íî îò åäèíèöû, ëèáî m íå÷åòíîå è óñìàòðèâàåòñÿ îòëè÷èå
ñèíóñà a îò íóëÿ. Âî âòîðîì ïðèåìå n îòëè÷íî îò åäèíèöû. Óðîâíè ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâíû 4.

(b) Êîñèíóñ. Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî→ limx→c\a cos f(x) = cos b)

∀abcfnx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & ¬(n = 0) →
limx→c\b((cos f(x))n) = íåîïðåä)
∀abcfx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) →
limx→c\b | cos f(x)| = íåîïðåä)
∀amn(limx→∞ cos(mπx/n+ a) = íåîïðåä)
∀amn(limx→∞ | cos(mπx/n+ a)| = íåîïðåä)
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(c) Òàíãåíñ.
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî & ¬(cos b = 0) → limx→c\a tg f(x) = tg b)

∀abcdef (c = limx→a\d f(x) & c − ÷èñëî & cos c = 0 & 0 < f(x) − c →
limx→a\d tg f(x) = −∞)

∀abcdef (c = limx→a\d f(x) & c − ÷èñëî & cos c = 0 & f(x) − c < 0 →
limx→a\d tg f(x) = ∞)

Âî âòîðîì è òðåòüåì ïðèåìàõ ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x−
÷èñëî", "x→ a\d". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcfx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) → limx→c\b tg f(x) = íåîïðåä)
Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "öåëîå" è f(x) ïîñòðîåíî òîëüêî èç ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Êîòàíãåíñ. Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b−÷èñëî & ¬(sin b = 0) → limx→c\a ctg f(x) = ctg b)

∀abcdef (c = limx→a\d f(x) & c − ÷èñëî & sin c = 0 & f(x) − c < 0 →
limx→a\d ctg f(x) = −∞)

∀abcdef (c = limx→a\d f(x) & c − ÷èñëî & sin c = 0 & 0 < f(x) − c →
limx→a\d ctg f(x) = ∞)

∀abcfx(a = limx→c\b f(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) → limx→c\b ctg f(x) =
íåîïðåä)

(e) Àðêòàíãåíñ.
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî→ limx→c\a arctg f(x) = arctg b)

∀abf (limx→a\b f(x) = ∞→ limx→a\b arctg f(x) = π/2)

∀abf (limx→a\b f(x) = −∞→ limx→a\b arctg f(x) = −π/2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(f) Àðêñèíóñ.

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b−÷èñëî& 0 ≤ 1−b& 0 ≤ 1+b→ limx→c\a arcsin f(x) =
arcsin b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(g) Àðêêîñèíóñ.

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b−÷èñëî& 0 ≤ 1−b& 0 ≤ 1+b→ limx→c\a arccos f(x) =
arccos b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(h) Ñåêàíñ.

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b−÷èñëî & ¬(cos b = 0) → limx→c\a sec f(x) = sec b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(i) Êîñåêàíñ.

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b − ÷èñëî & ¬(sin b = 0) → limx→c\a cosec f(x) =
cosec b)

(j) Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîæè-
òåëÿ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê íóëþ.
∀abfghpu(limx→a\b g(x) = 0 & limx→a\b h(x) = p & p− ÷èñëî→
limx→a\b((f(x)(sin g(x))h(x))/u(x)) = limx→a\b((f(x)(g(x))h(x))/u(x)))
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∀abfghpu(limx→a\b g(x) = 0 & limx→a\b h(x) = p & p− ÷èñëî→
limx→a\b((f(x)(tg g(x))h(x))/u(x)) = limx→a\b((f(x)(g(x))h(x))/u(x)))

Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ïðåäåëû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé.
(a) Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ.

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî→ limx→c\a sh f(x) = sh b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀acf (limx→c\a f(x) = ∞→ limx→c\a sh f(x) = ∞)

∀acf (limx→c\a f(x) = −∞→ limx→c\a sh f(x) = −∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ. Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíê-

òà:
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî→ limx→c\a ch f(x) = ch b)

∀acf (limx→c\a f(x) = ∞→ limx→c\a ch f(x) = ∞)

∀acf (limx→c\a f(x) = −∞→ limx→c\a ch f(x) = ∞)

(c) Ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.
∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî→ limx→c\a th f(x) = th b)

∀acf (limx→c\a f(x) = ∞→ limx→c\a th f(x) = 1)

∀acf (limx→c\a f(x) = −∞→ limx→c\a th f(x) = −1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(d) Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ.

∀abcf (b = limx→c\a f(x) & b− ÷èñëî→ limx→c\a cth f(x) = cth b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
15. Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ ïîä ïðåäåëîì.

Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîñòèòü âûðàæåíèå ïîä ïðåäå-
ëîì ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è:
∀abfg(f = λx(g(x), x− ÷èñëî) → limx→a\b g(x) = limx→a\b f(x))

Äîëæíî áûòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
(a) Âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì ñîäåðæèò êàêîé-ëèáî èç ñèìâîëîâ "ñåêàíñ", "êî-

ñåêàíñ", "ñóììàâñåõ".
(b) Âûðàæåíèå ñîäåðæèò ñóììó ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì.
(c) Âûðàæåíèå ñîäåðæèò ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ, äðîáè ëèáî ñòåïåíè.
(d) Âûðàæåíèå ñîäåðæèò ñóììó, íåêîòîðîå ñëàãàåìîå êîòîðîé èìååò ñâîèì

ñîìíîæèòåëåì ñóììó, ëèáî êâàäðàò ñóììû, ëèáî êóá ñóììû.
(e) Âûðàæåíèå ñîäåðæèò çàâèñÿùóþ îò x ñòåïåíü, ïîêàçàòåëü êîòîðîé íà÷è-

íàåòñÿ ñ ñèìâîëà "ìèíóñ".
(f) Âûðàæåíèå ñîäåðæèò äðîáíîå âûðàæåíèå, êòîðîå ìîæíî ñîêðàòèòü.
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Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé "÷àñòíïðîèçâ" (ñ÷åò÷èê ÷èñëà âíåøíèõ ïðèìåíåíèé
ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ), òî îí äîëæåí áûòü åäèíñòâåííûì, âûðàæåíèå ïîä ïðåäå-
ëîì íå äîëæíî èìåòü çàãîëîâêà "äðîáü", à äëèíà åãî íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü
40.
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå g(x) â åãî ïðà-
âîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëè "óïðîñòèòü", "îäç", "ñëîæèòüäðîáè". Åé ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ïîñûëêè "x− ÷èñëî", "x→ a\b". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

16. Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "àñèìï-
òîöåíêà", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò èñõîä-
íîå âûðàæåíèå â åãî àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíóþ âõîä-
íóþ èíôîðìàöèþ, çàäàâàåìóþ â êîììåíòàðèÿõ îáðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, êîì-
ìåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x) îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé áåðåòñÿ àñèìïòî-
òèêà. Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ëîêàëüíûõ ôîðìóëàõ Òåéëîðà, èñïîëüçóåìûõ íîð-
ìàëèçàòîðîì (íå ñ÷èòàÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà), ðåãóëèðóåòñÿ êîììåíòàðèåì (óðî-
âåíü n). Îáû÷íî ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî n+ 1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ïîñûëêè
"x→ a\b".
(a) Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñóììû, íåïîñðåäñòâåííî ðàñïîëîæåííîé ïîä çíà-

êîì ïðåäåëà.
∀abfg(f = λx(g(x), x− ÷èñëî) → limx→a\b g(x) = limx→a\b f(x))

∀abfg(f = λx(g(x), x− ÷èñëî) → limx→a\b |g(x)| = limx→a\b |f(x)|)
Âûðàæåíèå g(x) èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ" è íå ñîäåðæèò óñëîâíûõ ïîäâûðà-
æåíèé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîäâûðàæåíèå
g(x) â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà",
êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè (ïåðåìåííàÿ x), (óðîâåíü 1) è ïîñûë-
êè "x − ÷èñëî", "x → a\b". Ðåçóëüòàò f(x) íå äîëæåí ñîäåðæàòü ñèìâîëà
"îòêàç" è ëèáî íå èìååò çàãîëîâêà "ïëþñ", ëèáî íå çàâèñèò îò x.
Ïåðåä ïîïûòêîé íàéòè àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
êîììåíòàðèÿ "÷àñòíïðîèçâ", óêàçûâàþùåãî íà âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ïðè
ïðèìåíåíèè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ áëîêèðîâêè îáðàùåíèé ê
íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà" èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "àñèìïòîöåí-
êà". Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ïðåäåë êàêîãî-ëèáî ñëàãàåìîãî íå
îïðåäåëåí, òî ñóùåñòâóåò ñëàãàåìîå ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì ìîäóëÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñóììû - ñîìíîæèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ, íåïîñðåä-
ñòâåííî ðàñïîëîæåííîãî ïîä çíàêîì ïðåäåëà.
∀abcdfghu(b = limx→d\a u(x) & b− ÷èñëî & c = limx→d\a h(x) & (c = ∞ ∨ c =
−∞) & f = λx(h(x), x− ÷èñëî) → limx→d\a(g(x)(h(x))

u(x)) =
limx→d\a(g(x)(f(x))u(x)))

Âûðàæåíèå h(x) èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå g(x),
u(x) â åäèíè÷íûå êîíñòàíòû çàïðåùàåòñÿ, òàê êàê ýòîò ñëó÷àé îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðåäûäóùèì ïðèåìîì. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ïðîâåðÿþò, ÷òî
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - ÷òî h(x)
èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò àñèìïòîòè-
÷åñêóþ îöåíêó. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 3.
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(c) Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñóììû - ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíà-
òåëÿ äðîáè, íåïîñðåäñòâåííî ðàñïîëîæåííîé ïîä çíàêîì ïðåäåëà.
∀abcdefghuv(b = limx→d\a u(x) & b− ÷èñëî & c = limx→d\a g(x) & e =
limx→d\a h(x) & (c = ∞ ∨ c = −∞ ∨ c = 0 & (e = ∞ ∨ e =
−∞) & 0 < b) & f = λx(g(x), x−÷èñëî) → limx→d\a((h(x)(g(x))

u(x))/v(x)) =
limx→d\a((h(x)(f(x))u(x))/v(x)))

∀abcdefghuv(b = limx→d\a u(x) & b− ÷èñëî & c = limx→d\a |g(x)| &
e = limx→d\a h(x) & (c = ∞ ∨ c = 0 & (e = ∞ ∨ e = −∞) & 0 < b) &
f = λx(g(x), x− ÷èñëî) → limx→d\a((h(x)|g(x)|u(x))/v(x)) =
limx→d\a((h(x)|f(x)|u(x))/v(x)))

Âûðàæåíèå g(x) èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Äðîáü íåâûðîæäåííàÿ. Ïåðâûé
è âòîðîé àíòåöåäåíòû ïðîâåðÿþò, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè èìååò êîíå÷íûé
ïðåäåë. Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé óñòàíàâëèâàþò, ÷òî ëèáî ïðåäåë âû-
ðàæåíèÿ g(x) áåñêîíå÷íûé, ëèáî îí ðàâåí íóëþ, ïðåäåë îñòàòî÷íîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íûé, à ïðåäåë ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïîëîæèòåëüíûé. Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ïðîèçâåäåíèÿ, íåïîñðåäñòâåííî ðàñïîëîæåííîãî
ïîä çíàêîì ïðåäåëà.
∀abcfghx(b = limx→c\a f(x) & (b = ∞ ∨ b = −∞) & h = λx(f(x)g(x), x −
÷èñëî) → limx→c\a(f(x)g(x)) = limx→c\a h(x))

Ñîìíîæèòåëü f(x) è îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå g(x) ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ
x. Ïðîèçâåäåíèå íå èìååò óñëîâíûõ ïîäâûðàæåíèé. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà óáåæäàþòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäåë f(x) áåñêîíå÷íûé. Åñëè èìååòñÿ êîì-
ìåíòàðèé "÷àñòíïðîèçâ", óêàçûâàþùèé, ÷òî ïðåäåë âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïðè-
ìåíåíèè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ, ïðè÷åì c îòëè÷íî îò íóëÿ è ñèìâîëîâ áåñ-
êîíå÷íîñòè, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ïðîèçâåäåíèè f(x)g(x) äðîáè ñ
çàâèñÿùèì îò x çíàìåíàòåëåì ëèáî ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì
è ñîäåðæàùèì x îñíîâàíèåì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìà-
ëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà". Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ, ãäå îáðà-
ùåíèå ñîïðîâîæäàëîñü êîììåíòàðèåì (óðîâåíü 1), çäåñü áåðåòñÿ êîììåí-
òàðèé (óðîâåíü 2). Ðåçóëüòàò h(x) íå äîëæåí ñîäåðæàòü ñèìâîëà "îòêàç".
Åñëè îí íåêîíñòàíòíûé, òî íå äîëæåí èìåòü âèä ñóììû. Äëÿ áëîêèðîâêè
ïîâòîðíîé ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè,
èìåþùåãî íóëåâîé ïðåäåë.
∀abcdfghuv(b = limx→d\a u(x) & b−÷èñëî& limx→d\a g(x) = 0 & f = λx(g(x), x−
÷èñëî) → limx→d\a((h(x)(g(x))

u(x))/v(x)) = limx→d\a((h(x)(f(x))u(x))/v(x)))

Çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ g(x) ñëóæèò îäèí èç ñèìâîëîâ "ïëþñ", "ñèíóñ",
"êîñèíóñ", "òàíãåíñ", "êîòàíãåíñ", "ëîãàðèôì". Ýòî âûðàæåíèå íå ñîäåð-
æèò óñëîâíûõ ïîäâûðàæåíèé. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè u(x) èìååò âèä äðîáè.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ïðîâåðÿþò, ÷òî ïðåäåë ýòîãî ïîêàçàòåëÿ êîíå÷åí,
òðåòèé - ïðîâåðÿåò, ÷òî ïðåäåë âûðàæåíèÿ g(x) ðàâåí 0. Ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà" äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîé îöåíêè f(x). Êàê è âûøå, çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (óðî-
âåíü 2), óêàçûâàþùèé íà óâåëè÷åííîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ëîêàëüíîé ôîðìóëû
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Òåéëîðà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå f(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îòêàç".
Åñëè îíî íåêîíñòàíòíîå, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí
îò ñèìâîëîâ "ïëþñ", "ñèíóñ", "êîñèíóñ", "òàíãåíñ", "êîòàíãåíñ", "ëîãà-
ðèôì", ëèáî îíî íå ñîäåðæèò ñèìâîëà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàãîëîâêîì èñõîäíî-
ãî âûðàæåíèÿ g(x). Ïåðåä ïîïûòêîé íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî êîììåíòàðèåâ "÷àñòíïðîèçâ" (ãëóáèíà âëî-
æåííûõ îáðàùåíèé ê ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ) íå ïðåâîñõîäèò 2, à ïðè íàëè÷èè
õîòÿ áû îäíîãî òàêîãî êîììåíòàðèÿ - ÷òî âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì íå ñî-
äåðæèò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, çàâèñÿùèõ îò x. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, â êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ,
÷òîáû ïîêàçàòåëü ñòåïåíè u(x) èìåë âèä äðîáè. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6. Íàêîíåö, íà óðîâíå 7 ñðàáàòûâàåò åùå îäíà âåðñèÿ, ó êîòîðîé îá-
ðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà" ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
(óðîâåíü 3).

(f) Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ëîãàðèôìà ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì - ñîìíîæè-
òåëÿ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ äðîáè, íåïîñðåäñòâåííî ðàñïîëîæåííîé
ïîä çíàêîì ïðåäåëà.
∀abcdfghuvw(b = limx→d\a u(x) & b−÷èñëî & c = limx→d\a g(x) & (c = ∞ ∨ c =
0) & f = λx(g(x), x − ÷èñëî) → limx→d\a((h(x)(logw(x) g(x))

u(x))/v(x)) =

limx→d\a((h(x)(logw(x) f(x))u(x))/v(x)))

Âûðàæåíèå ïîä ëîãàðèôìîì èìååò âèä ñóììû è íå ñîäåðæèò óñëîâíûõ
ïîäâûðàæåíèé. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ïðîâåðÿþò, ÷òî ïðåäåë ïîêàçàòå-
ëÿ ñòåïåíè êîíå÷åí, ñëåäóþùèå äâà - ÷òî ïðåäåë âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèô-
ìîì ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè ëèáî íóëþ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ
ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà" ñ êîììåíòàðèåì (óðîâåíü 1). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

17. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî çàïèñè ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå è ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü òåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå îáëàñòü èçìåíå-
íèÿ àðãóìåíòà x îãðàíè÷èâàåòñÿ óñëîâèåì "x− ÷èñëî", à âî âòîðîì - óñëîâèåì
"x−íàòóðàëüíîå". Ðàçóìååòñÿ, âî âòîðîì ñëó÷àå ñàìà "òî÷êà" çàäàåòñÿ ñèìâî-
ëîì ∞, à òèï åå îêðåñòíîñòè ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü ëåâîñòîðîííèì ëèáî äâó-
ñòîðîííèì. Â ñëó÷àå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð áåðåò
âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì â ôèãóðíûå ñêîáêè.
(a) Ïîïûòêà âû÷èñëèòü ïðåäåë ïî ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

∀abcf (a = limn→c\b f(n) → limn→c\b{f(n)} = a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a
íå èìååò çàãîëîâêà "ïðåäåë", ò.å. ÷òî ïðåäåë âû÷èñëèòü óäàëîñü è îí ñóùå-
ñòâóåò. Åñëè â f(n) èìååòñÿ ïîäâûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(A t)", ïðè÷åì
ïåðåìåííàÿ n âõîäèò â t, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(b) Ïðåäåë ñóììû.
∀abfg(a = limn→∞{f(n)} & b = limn→∞{g(n)} → limn→∞{f(n)+g(n)} = a+b)

Âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(A t)",
ïðè÷åì n âõîäèò â t. Àíòåöåäåíòû âû÷èñëÿþò ïðåäåëû ñëàãàåìîãî f(n) è
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îñòàòî÷íîé ñóììû g(n). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïðåäåëû íàéäåíû è ÷òî îíè
íå îáðàçóþò ïàðó −∞,∞. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óñìîòðåíèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ñ ïîìîùüþ íèæíåé îöåíêè, èìåþùåéñÿ
â ïîñûëêàõ.
∀Afp(∀x(A(x) → p(x) ≤ f(x)) & A(t) & limn→∞{p(t)} = ∞→
limn→∞{f(t)} = ∞)

Êàê è âûøå, âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå âèäà "çíà-
÷åíèå(A t), ãäå n âõîäèò â t. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Èñ-
òèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûë-
êà "n-íàòóðàëüíîå". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ïðåäåë äðîáè.
∀abfg(a = limn→∞{f(n)} & b = limn→∞{g(n)} & ¬(b = 0) →
limn→∞{f(n)/g(n)} = a/b)

Äðîáü èìååò ïîäâûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(A t)", ãäå t ñîäåðæèò n. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäåëû a, b óäàëîñü âû÷èñëèòü è ÷òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ
íå áåñêîíå÷íûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé çíà÷åíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè.
∀af (lim(f) = a→ limn→∞{f(n)} = a)

Çàïèñü lim(f) îáîçíà÷àåò âûðàæåíèå "ïðåäåëïîñëåä(f)". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ïðåäåë ëîãàðèôìà.
∀abf (limn→∞{f(n)} = b & 0 ≤ b→ limn→∞{loga f(n)} = loga b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
18. Óñòðàíåíèå óêàçàòåëÿ îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà äëÿ ñèìâîëîâ áåñêîíå÷íîñòè.

∀f (limx→∞−0 f(x) = limx→∞ f(x))

∀f (limx→−∞+0 f(x) = limx→−∞ f(x))

19. Óñìîòðåíèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâ èç ïîñûëîê.
∀abfg(0 < f(x) + g(x) & limx→a\b g(x) = −∞→ limx→a\b f(x) = ∞)

∀abfg(f(x) + g(x) < 0 & limx→a\b g(x) = ∞→ limx→a\b f(x) = −∞)

Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
20. Ïðîòèâîðå÷èâûé ñïèñîê ïîñûëîê.

Åñëè ñïèñîê ïîñûëîê ïðîòèâîðå÷èâ, òî âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì ïðè óïðîùå-
íèè ìîãëî áûòü çàìåíåíî íà ñèìâîë "ïðîòèâîðå÷èå". Òîãäà ïðåäåë ïîëàãàåì
íåîïðåäåëåííûì:
∀ab(limx→a\b ïðîòèâîðå÷èå = íåîïðåä)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Óñëîâíîå âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì.
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(a) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä ïðåäåëîì.
∀abcf (limx→b\a f(x) = ðàçáîðñëó÷àåâ(c ∨ ¬(c)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ8 ôèêñ(0 1 1 3))âèä(õ8 âàðèàíò(õ3 õ4 õ5)))"
èäåíòèôèöèðóåò óñëîâíîå âûðàæåíèå "(d ïðè c, èíà÷å e)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî x íå âõîäèò â c, íî âõîäèò â d ëèáî â e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

(b) Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä ïðåäåëîì.
∀abcfg(limx→a\b(f(x) ïðè x = c, èíà÷å g(x)) = limx→a\b g(x))

Íàïîìíèì, ÷òî â îòñóòñòâèè ñïåöèàëüíûõ óêàçàòåëåé îáû÷íàÿ ïåðåìåííàÿ
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì, íå ñîäåðæàùèì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ
âíåøíåãî êâàíòîðà ëèáî îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ñëó÷àå âûðàæåíèå c íå áóäåò
çàâèñåòü îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀afgpq(q(a) − p(a) = 0 & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(q(x) − p(x), x − ÷èñëî), a) →
limx→a−0(f(x) ïðè p(x) ≤ q(x), èíà÷å g(x)) = limx→a−0 f(x))

∀afgpq(q(a) − p(a) = 0 & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(q(x) − p(x), x − ÷èñëî), a) →
limx→a+0(f(x) ïðè p(x) ≤ q(x), èíà÷å g(x)) = limx→a+0 g(x))

∀afgpq(q(a) − p(a) = 0 & óáûâàåòâòî÷êå(λx(q(x) − p(x), x − ÷èñëî), a) →
limx→a−0(f(x) ïðè p(x) ≤ q(x), èíà÷å g(x)) = limx→a−0 g(x))

∀afgpq(q(a) − p(a) = 0 & óáûâàåòâòî÷êå(λx(q(x) − p(x), x − ÷èñëî), a) →
limx→a+0(f(x) ïðè p(x) ≤ q(x), èíà÷å g(x)) = limx→a+0 f(x))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, à òàêæå íîðìà-
ëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè óñìîòðåíèÿ âîçðàñòàíèÿ ëèáî óáûâà-
íèÿ â òî÷êå. Îíè áóäóò îïèñàíû ïîçäíåå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 2.
∀afgpq(0 < limx→a\b(q(x)−p(x)) → limx→a\b(f(x) ïðè p(x) ≤ q(x), èíà÷åg(x)) =
limx→a\b f(x))

Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà â óñëîâíîì âûðàæåíèè. Ââåäåí
ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà.
∀abcd(a < b→ (c ïðè a < b, èíà÷å d) = c)

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ; îáû÷íî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîë-
íèòåëüíóþ ïîñûëêó, âûäåëÿþùóþ ðàññìàòðèâàåìûé ïîäñëó÷àé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ðàçäåëüíî äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ íî-
ìåðîâ.
∀afg(limn→∞{f(2n)} = a & limn→∞{g(2n+1)} = a→ limn→∞{(f(n) ïðè n−
even, èíà÷å g(n))} = a)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Åñëè ïðåäåëû ïî ÷åòíûì è íå÷åòíûì íîìåðàì ðàç-
ëè÷íû, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abfg(limn→∞{f(2n)} = a & limn→∞{g(2n + 1)} = b & ¬(a − b = 0) →
limn→∞{(f(n) ïðè n− even, èíà÷å g(n))} = íåîïðåä)
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ïðåäåëà óäàëîñü âû÷èñëèòü. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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22. Ïðåäåë êîíå÷íîé ñóììû.
(a) Íåïîñðåäñòâåííîå ñóììèðîâàíèå ðÿäà.

∀abfg(limn→∞ g(n) = ∞ &
∑∞

i=a f(i) = b→ limn→∞
∑g(n)

i=a f(i) = b)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Áåñêîíå÷íàÿ ñóì-
ìà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñóììàðÿäà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ", ò.å. ÷òî
ñóììó óäàëîñü âû÷èñëèòü.

(b) Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè.
∀fgpm(g = λx(f(x), x− ÷èñëî) & 0 < m− p & 0 < m→
limn→∞{

∑n
k=1 f(kp/nm)} = limn→∞{

∑n
k=1 g(k

p/nm)})
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ â âûðàæåíèè ïîä
ñóììîé äðîáè âèäà (ckp)/(dnm). Äàëüíåéøàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ôóíêöèî-
íàëüíîé ïåðåìåííîé f âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "íîâàðãóìåíò",
ïîñëå îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé íîðìàëèçàòîðîì "èçâëå÷åíèå",
âûäåëÿþùèì "â ÷èñòîì âèäå" âõîæäåíèÿ äðîáè kp/nm. Ýòîò íîðìàëèçàòîð
áóäåò îïèñàí â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Ïåðåìåííûå k, n íå äîëæíû âõî-
äèòü â âûðàæåíèÿ m, p. Ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "èçâëå÷åíèå"
îíè äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ ïîä ñóììîé òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé äàííîé
äðîáè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðà-
æåíèå f(x) â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòî-
öåíêà", ñîïðîâîæäàåìûì êîììåíòàðèåì (óðîâåíü 1) è äîïîëíèòåëüíûìè
ïîñûëêàìè "x − ÷èñëî, x → 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò g(x) íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà "îòêàç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
∀af (

∫ 1

0
f(x)dx = a & a− ÷èñëî→ limn→∞{

∑n+k
i=m f(i/n)/n} = a)

Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f(. . .) ïóòåì òàêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé, ÷òîáû ïåðåìåííûå i, n âõîäèëè
òîëüêî â âèäå äðîáè i/n. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
åòñÿ íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà óïðîùåíèå, îáåñïå÷èâàþùåé âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðîâåðÿåò, ÷òî èíòåãðàë
óäàëîñü âû÷èñëèòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afg(nf(i, n) = g(i/n) &

∫ 1

0
g(x)dx = a & a− ÷èñëî→

limn→∞{
∑n+k

i=m f(i, n)} = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ïðîèçâå-
äåíèå ñóììèðóåìîãî âûðàæåíèÿ íà n. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò" îïðåäåëÿ-
åò èäåíòèôèêàöèþ ðåçóëüòàòà ñ âûðàæåíèåì g(. . .), ñîäåðæàùèì ïåðåìåí-
íûå i, n òîëüêî â âèäå äðîáè i/n. Âòîðîé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò èíòåãðàë ñ
ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ
ðàâåí 2.

23. Ïðåäåë öåëîé ÷àñòè.
(a) Êîíå÷íûé ïðåäåë öåëîé ÷àñòè.
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∀af (f(a)− öåëîå & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), x− ÷èñëî), a) →
limx→a−0[f(x)] = f(a)− 1)

∀af (f(a)− öåëîå & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), x− ÷èñëî), a) →
limx→a+0[f(x)] = f(a))

∀af (f(a)− öåëîå & óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), x− ÷èñëî), a) →
limx→a−0[f(x)] = f(a))

∀af (f(a)− öåëîå & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), x− ÷èñëî), a) →
limx→a+0[f(x)] = f(a)− 1)

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â çàâèñìî-
ñòè îò òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè ëåâàÿ ëèáî ïðàâàÿ îêðåñòíîñòü, åìó ïå-
ðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "ìåíüøå" ëèáî "áîëüøå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abf (limx→a−0 f(x) = b & b−÷èñëî & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), x−÷èñëî),
a) → limx→a−0[f(x)] = −[−b]− 1)

∀abf (limx→a+0 f(x) = b & b−÷èñëî & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), x−÷èñëî),
a) → limx→a+0[f(x)] = [b])

∀abf (limx→a−0 f(x) = b& b−÷èñëî& óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), x−÷èñëî), a) →
limx→a−0[f(x)] = [b])

∀abf (limx→a+0 f(x) = b& b−÷èñëî& óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), x−÷èñëî), a) →
limx→a+0[f(x)] = −[−b]− 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
(b) Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë öåëîé ÷àñòè.

∀abf (limx→a\b f(x) = −∞→ limx→a\b[f(x)] = −∞)

∀abf (limx→a\b f(x) = ∞→ limx→a\b[f(x)] = ∞)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(c) Îòáðàñûâàíèå öåëîé ÷àñòè äëÿ âûðàæåíèÿ, ñòðåìÿùåãîñÿ ê áåñêîíå÷íî-

ñòè.
∀abcdfghk(limx→a\b f(x) = c & (c = ∞ ∨ c = −∞) & d = limx→a\b((f(x)kg(x))/
h(x)) → limx→a\b(([f(x)]kg(x))/h(x)) = d)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò
ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(d) Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî îòëè÷èþ ïðîèçâîäíîé îò íóëÿ.
∀abcf (df(a)/da = c→ limx→a\b[f(x)] = ðàçáîðñëó÷àåâ(c = 0 ∨ ¬(c = 0)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âû-
ðàæåíèå c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî
ýòî âûðàæåíèå íå åñòü íîëü è ÷òî íå î÷åâèäíî îòëè÷èå åãî îò íóëÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìâåðõïðåäåë"

Íîðìàëèçàòîð "íîðìâåðõïðåäåë", âû÷èñëÿþùèé âåðõíèé ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå,
èìååò ïîêà ëèøü íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ðàññ÷èòàííûõ íà ïðîñòåéøèå ñëó÷àè:

1. Âû÷èñëåíèå âåðõíåãî ïðåäåëà, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë.
∀abcf (c = limx→a\b f(x) & (c− ÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c = −∞) → limx→a\b{f(x)} = c)
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∀abcf (c = limx→a\b f(x) & (c− ÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c = −∞) → limx→a\bf(x) = c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.
2. Ðàññìîòðåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà êîòîðûõ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñ îòðè-

öàòåëüíûì îñíîâàíèåì èìååò ïîñòîÿííóþ ÷åòíîñòü.
∀fpq(p = limx→∞{f(2x)} & q = limx→∞{f(2x+ 1)} → limx→∞{f(x)} = max(p, q))

Âûðàæåíèå f(x) äîëæíî èìåòü ïîäâûðàæåíèå âèäà (−A)Bx+C . Àíòåöåäåíòû
ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó. Ïðåäâàðèòåëüíî âûðà-
æåíèÿ f(2x),f(2x + 1) îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà óïðî-
ùåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû p, q íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "âåðõíèéïðåäåë".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀cf (limn→∞{f(n)} = sup(setm(∃k(k ∈ {0, . . . , c− 1} & m = limn→∞{f(cn+ k)}))))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò âíóòðè âûðàæåíèÿ f(n) ïîäâûðà-
æåíèå (−A)a+bn/c, ãäå a, b - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû, c - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàí-
òà, ìåíüøàÿ 5. Óêàçàòåëü "èëè(. . .)" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ â äèçúþíêöèþ. Âåðõíèé ïðåäåë â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðâåðõïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàññìîòðåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà êîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïîäâû-
ðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â êîíñòàíòó.
∀fp(limn→∞{f(n)} = sup(setm(∃k(k ∈ {0, . . . , 2p − 1} & m = limn→∞{f(2pn +
k)}))))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè âûðàæåíèÿ f(n)
ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà îò qnπ/p, ãäå p, q - íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû. Êâàíòîð ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â äèçúþíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀fp(limn→∞{f(n)} = sup(setm(∃k(k ∈ {0, . . . , p−1} & m = limn→∞{f(pn+k)}))))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èäåíòèôèöèðóåòñÿ òàíãåíñ ëèáî êîòàíãåíñ îò
qnπ/p.

4. Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ïî ÷åòíîñòè íîìåðà.
∀abfpq(p = limx→∞{f(2x, a(2x))} & q = limx→∞{f(2x+ 1, a(2x+ 1))} →
limx→∞{f(x, (a(x) ïðè x− even, èíà÷å b(x)))} = max(p, q))

Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ6)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïðîèçâîëüíîãî âõîæäå-
íèÿ óñëîâíîãî ïîäâûðàæåíèÿ "(a(x) ïðè x − even, èíà÷å b(x))" âíóòðè âûðà-
æåíèÿ f(. . .). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû p, q îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðó íå
ñîäåðæàò ñèìâîëà "âåðõíèéïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìíèæïðåäåë"

Íîðìàëèçàòîð ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó âûøå.

Íàõîæäåíèå ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðè-
åìû ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:
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1. Èñêëþ÷åíèå ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî ÷åòíûì è íå÷åòíûì ýëåìåíòàì.
∀abfx(÷àñòè÷íïðåäåë(x, λn(f(n, (a(n) ïðè n−even, èíà÷å b(n))), n−íàòóðàëüíîå))
↔ ÷àñòè÷íïðåäåë(x, λn(f(2n, a(2n)), n− íàòóðàëüíîå)) ∨ ÷àñòè÷íïðåäåë(x,
λn(f(2n+ 1, b(2n+ 1)), n− íàòóðàëüíîå)))
Óòâåðæäåíèå "÷àñòè÷íïðåäåë(. . .)" âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðà-
æåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ6)" îïðåäåëÿåò èäåíòè-
ôèêàöèþ ïðîèçâîëüíîãî âõîæäåíèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ "(a(n) ïðè n− even,
èíà÷å b(n))"âíóòðè òåðìà f(. . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïîïûòêà íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà.
∀abx(b = limn→∞{a(n)} & b − ÷èñëî → ÷àñòè÷íïðåäåë(x, λn(a(n), n − íàòóðàëü-
íîå)) ↔ x = b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ äëÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", òî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðèåì:
∀ax(÷àñòè÷íïðåäåë(x, λn(a(n), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ ∀en(0 < e & e− ÷èñëî & n−
íàòóðàëüíîå→ ∃m(n < m & m− íàòóðàëüíîå & |x− a(m)| < e)))

Óòâåðæäåíèå "÷àñòè÷íïðåäåë(. . .)" çäåñü ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Èíîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A áûâàåò óäîáíî îïðåäåëèòü ñîñòàâëåííîé èç âû-
ïèñûâàåìûõ ïîäðÿä êîíå÷íûõ íàáîðîâ, îáðàçóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B. Â
ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü A = êîðòåæè(B). Äëÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé óêàçàííûì îáðàçîì, ñîçäàí ñëåäóþùèé âàðèàíò
ïðèåìà ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ:
∀apx(÷àñòè÷íïðåäåë(x, êîðòåæè(λn(λm(a(m,n),m ∈ {1, . . . , p(n)}), n−íàòóðàëü-
íîå))) ↔ ∀en(0 < e & e − ÷èñëî & n − íàòóðàëüíîå → ∃km(n < m & m −
íàòóðàëüíîå & k ∈ {1, . . . , p(m)} & |x− a(k,m)| < e)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü òîæå ðàâåí 4. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèåì, ïðè-
ìåíÿåìûé, åñëè íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
∀fx(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) → ÷àñòè÷íïðåäåë(x, f) ↔ ∀en(0 < e & e− ÷èñëî
& n− íàòóðàëüíîå→ ∃m(n < m & m− íàòóðàëüíîå & |x− f(m)| < e)))

Êàê è âûøå, óòâåðæäåíèå "÷àñòè÷íïðåäåë(x, f)" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà
îïèñàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå f ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

4. Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî, èìåþùåãî ïðåäåë.
∀abckx(c = limn→∞{b(n)} → ÷àñòè÷íïðåäåë(x, êîðòåæè(λn(λm(a(m,n)+b(n),m ∈
{1, . . . , k(n)}), n − íàòóðàëüíîå))) ↔ ÷àñòè÷íïðåäåë(x − c, λn(λm(a(m,n),m ∈
{1, . . . , k(n)}), n− íàòóðàëüíîå)))
Óòâåðæäåíèå "÷àñòè÷íïðåäåë(. . .)" âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âû-
ðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀afg(a = limn→∞{f(n)} & a − ÷èñëî → ÷àñòè÷íïðåäåë(x, λn(f(n) + g(n), n −
íàòóðàëüíîå)) ↔ ∃y(÷àñòè÷íïðåäåë(y, λn(g(n), n− íàòóðàëüíîå)) & x = a+ y))

Ïðè îòáîðå ñëàãàåìîãî f(x) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîáû â íåãî íå âõîäèë ñèìâîë "çíà-
÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. ×àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàçîâàííîé âëîæåííûìè ïî âêëþ÷å-
íèþ ðàñòóùèìè ôðàãìåíòàìè.
∀akx(limn→∞{k(n)} = ∞→ ÷àñòè÷íïðåäåë(x, λn(λm(a(m),m ∈ {1, . . . , k(n)}), n−
íàòóðàëüíîå)) ↔ ÷àñòè÷íïðåäåë(x, λm(a(m),m − íàòóðàëüíîå)) ∨ ∃m(m −
íàòóðàëüíîå & x = a(m)))

Óòâåðæäåíèå "÷àñòè÷íïðåäåë(. . .)" âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âû-
ðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Âûäåëåíèå ñîìíîæèòåëÿ, èìåþùåãî ïðåäåë.
∀afg(a = limn→∞{f(n)} & a − ÷èñëî → ÷àñòè÷íïðåäåë(x, λn(f(n)g(n), n − íàòó-
ðàëüíîå)) ↔ ∃y(÷àñòè÷íïðåäåë(y, λn(g(n), n− íàòóðàëüíîå)) & x = ay))

Ïðè îòáîðå ñîìíîæèòåëÿ f(x) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîáû â íåãî íå âõîäèë ñèìâîë
"çíà÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðåäåëû è ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

1. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.
∀ab(a = lim(b) ↔ lim(b) = a)

Ïðèåì îðèåíòèðóåò ðàâåíñòâî òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå "ïðåäåëïîñëåä(. . .)" îêà-
çàëîñü ñëåâà. Ðàâåíñòâî äîëæíî ÿâëÿòüñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

2. Óñìîòðåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ðàâåíñòâà äëÿ åå ïðåäåëà.
Ïî îïðåäåëåíèþ, ñ÷èòàåì, ÷òî âûðàæåíèå "ïðåäåëïîñëåä(f)" èìååò ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ñõîäèòñÿ. Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
∀ab(lim(a) = b & b− ÷èñëî→ ñõîäèòñÿ(a))
∀ab(a = lim(b) → ñõîäèòñÿ(b) ↔ a− ÷èñëî)
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, óòâåðæäåíèå "b− ÷èñëî" îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðâûé ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0,
âòîðîé - íà óðîâíå 1.

3. Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çà-
äàííîìó ÷èñëó.
∀ab(a − ÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(b,R) → a = lim(b) ↔ ∀e(e − ÷èñëî & 0 <
e→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & ∀m(m− íàòóðàëüíîå & n ≤ m→ |b(m)− a| < e))))

Ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðìè. Óòâåðæäåíèå "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f A)"
îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà.
Ïåðâàÿ ïðåîáðàçóåò ïîñûëêó çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà îïèñàíèå. Åñëè
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èìååò ìåñòî çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ öåëüþ (íåçàâèñèò . . .), òî óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5, èíà÷å îí ðàâåí 6. Âòîðàÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå b äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Ðàñøèôðîâêà ðàâåíñòâà ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.
∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) → lim(f) = ∞↔ ∀a(a− ÷èñëî→ ∃n(n− íàòóðàëü-
íîå & ∀m(m− íàòóðàëüíîå & n < m→ a < f(m)))))

Ñîçäàíû òðè âåðñèè ïðèåìà, àíàëîãè÷íûå âåðñèÿì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.
5. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) → ñõîäèòñÿ(f) ↔ ∃a(a− ÷èñëî & a = lim(f)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) → ñõîäèòñÿ(f) ↔ ∃a(a−÷èñëî & ∀e(e−÷èñëî & 0 <
e→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & n ≤ m→ |f(m)− a| < e))))

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû òðè ïðèåìà. Ïåðâûé ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" ëèáî íå èìåþùåé öåëè
"ïîëíûé". Âûðàæåíèå f äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Âòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ
ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåìó âèä "íå(ñõîäèòñÿ(. . .))". Òðå-
òèé ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå "íå(ñõîäèòñÿ(. . .))" çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5, â ïîñëåäíåì - ðàâåí 2.

6. Îãðàíè÷åííîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & ñõîäèòñÿ(f) → îãðñâåðõó(Val(f)))

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & ñõîäèòñÿ(f) → îãðíèçó(Val(f)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ò.å. çàìåíÿþò óòâåðæäåíèÿ îá îãðàíè-
÷åííîñòè íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, ïåð-
âûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

7. Ïîäáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì äëÿ ðåàëèçàöèè êâàíòîð-
íîãî íåðàâåíñòâà.
∀abcf (a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & ¬(c = 0) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) &
lim(f) = ∞ → ∃m(m − íàòóðàëüíîå & ∀n(n − íàòóðàëüíîå & m < n → b ≤
|cf(n) + a|)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò", ò.å. èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîïûòêè ïîäáî-
ðà çíà÷åíèÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé. Óòâåðæäåíèÿ "m − íàòóðàëüíîå",
"∀n(n − íàòóðàëüíîå & m < n → b ≤ |cf(n) + a|)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëî-
âèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ m. Äðóãèõ
óñëîâèé ñ m çàäà÷à íå èìååò. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïÿòûé - áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
çàìåùàåò âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå óñëîâèÿ ñ ïåðåìåííîém. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Èìååòñÿ åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
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∀abcf (a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & ¬(c = 0) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) &
lim(f) = ∞ & m− ÷èñëî→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & m < n & 0 ≤ b+ |cf(n) + a|))
Çäåñü èñêëþ÷àåòñÿ íåñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå
ðàâåí 3.

8. Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì.
∀f (f = λn(n, n− íàòóðàëüíîå→ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & lim(f) = ∞)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óòâåðæäåíèÿ "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(
f,R)", "lim(f) = ∞)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìå-
þùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé ýòîé çàäà÷è. Àíòå-
öåäåíò çàìåùàåò óêàçàííûå óñëîâèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ïîäáîð êîíñòàíòíîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & ∃a(a − ÷èñëî & f = λn(a, n − íàòóðàëüíîå)) →
ñõîäèòñÿ(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Âûðàæåíèå f ëèáî ÿâëÿåòñÿ
íåèçâåñòíîé, ëèáî ñîäåðæèò áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - çàìåùàåò âî âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷å óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ïîäáîð íåîãðàíè÷åííîé ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀af (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & lim(f) = ∞→ ¬(ñõîäèòñÿ(f)))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Âûðàæåíèå f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñò-
íîé. Òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå óñëîâèÿ çàäà÷è, ñîäåðæàùåãî îäíîâðåìåííî ïåðå-
ìåííóþ f è ñèìâîë "÷àñòè÷íïðåäåë". Êðîìå òîãî, íå äîëæíî áûòü óñëîâèÿ ñ
ðàâåíñòâîì, èìåþùèì ïîäâûðàæåíèå f(A), íå ñîäåðæàùåãî âûðàæåíèÿ âèäà
g(B), ãäå g - íåèçâåñòíàÿ, îòëè÷íàÿ îò f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ïîäáîð îãðàíè÷åííîé ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & ∃ab(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & ¬(a = b) & f =
λn((a ïðè n− even, èíà÷å b), n− íàòóðàëüíîå)) → ¬(ñõîäèòñÿ(f)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
12. Óñìîòðåíèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ êâàíòîðíîãî ðàâåíñòâà,

ïîçâîëÿþùåãî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà îïðåäåëÿòü îáùèé ÷ëåí.
∀afgAB(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & (A(x) & x− ÷èñëî) = (x = g(n)) &
limn→∞{g(n)} = a& a−÷èñëî& ∀n(n−íàòóðàëüíîå&B(n) → A(f(n))) &B(n) →
ñõîäèòñÿ(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè âõîäèò â
óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé.
Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû ñóòü íåêîòîðûå äðóãèå óñëîâèÿ çàäà÷è. Óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(õ26 õ6 ôèêñ)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî êîíñåêâåíò
êâàíòîðíîé èìïëèàöèè, èäåíòèôèöèðîâàííîé ñ ïÿòûì àíòåöåäåíòîì, ñîäåðæèò
ïåðåìåííóþ f òîëüêî â âèäå f(n). Ïîñëå ýòîãî A(x) ñòðîèòñÿ êàê ðåçóëüòàò çà-
ìåíû âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà f(n) â êîíñåêâåíò íà ïåðåìåííóþ x. Âòîðîé
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àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ðàçðåøàåò A(x) îòíîñè-
òåëüíî x, îáðàùàÿñü ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Ýòîé çàäà÷å ñîîá-
ùàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "n−íàòóðàëüíîå", "n→∞". Ðåçóëüòàò g(n),
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íîìåðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
B, äîëæåí, ñîãëàñíî ïÿòîìó àíòåöåäåíòó, ðàâíÿòüñÿ f(n). Òðåòèé àíòåöåäåíò
òîæå âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó
"íîðìïðåäåë" äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g(n). ×åòâåðòûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì - ïîäòâåðæäàåòñÿ ôàêò
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g(n). Íàêîíåö, ïîñëåäíèé, øåñòîé àíòåöåäåíò
îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîâåðêè òîãî,
÷òî óñëîâèå B(n) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n. Çàäà÷å ïå-
ðåäàþòñÿ òå æå ñîäåðæàùèå n äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè, ÷òî è âûøå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Ïîäáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå èìåþùåé çàäàííîãî ïðåäåëà.
∀af (∃b(b−÷èñëî& ¬(b = a) & ∀n(n−íàòóðàëüíîå→ f(n) = b)) → ¬(lim(λn(f(n), n−
íàòóðàëüíîå)) = a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Âûðàæåíèå f(n) ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíò çàìåùàåò ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

14. Ïîäáîð êîíñòàíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé çàäàííûé ïðåäåë.
∀af (∀n(n− íàòóðàëüíîå→ f(n) = a) → lim(λn(f(n), n− íàòóðàëüíîå)) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
15. Ðàâåíñòâî íóëþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðîáåé, ó êîòîðûõ ÷èñëèòåëè èìå-

þò êîíå÷íûé íåíóëåâîé ëèáî áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
∀afg(a = lim(λn(f(n), n − íàòóðàëüíîå)) & ¬(a = 0) → lim(λn(f(n)/g(n), n −
íàòóðàëüíîå)) = 0 ↔ lim(λn(g(n), n− íàòóðàëüíîå)) = ∞)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàùàÿñü ê
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

16. Ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïóòåì óñìîòðåíèÿ åå îñëàáëåííîé ìîíîòîííîñòè.
∀af (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f,R) & a ≤ f(n) & ∀en(n−íàòóðàëüíîå& e−÷èñëî& 0 <
e→ ∃m(m−íàòóðàëüíîå & ∀p(p−íàòóðàëüíîå & m ≤ p→ f(p) ≤ f(n)+ e))) →
ñõîäèòñÿ(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâè-
åì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âòîðîé àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò ñèíòåçàòîð "íèæíÿÿîöåíêà" äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè a îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñòèííîñòü òðå-
òüåãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Ïîä îñëàáëåííîé ìîíîòîííîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ
ëþáûõ íàòóðàëüíîãî n è âåùåñòâåííîãî ε > 0 òàêîãî íîìåðà m, ÷òî íà÷èíàÿ
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ñ íåãî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ïðåâîñõîäÿò f(n) + ε. Ââåäåí ñëàáûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

17. Ïîïûòêà ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
∀af (0 < f(n) & lim(λn(ln f(n), n−íàòóðàëüíîå)) = a & (a−÷èñëî ∨ a = ∞ ∨ a =
−∞) → lim(λn(f(n), n− íàòóðàëüíîå)) = exp a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè f(n) èìååò ñâîèì îáîáùåííûì ñîìíîæèòåëåì êîíå÷-
íîå ïðîèçâåäåíèå. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ çíà÷åíèé.
∀afkmp(lim(λn(f(n), n−íàòóðàëüíîå)) = a & (a−÷èñëî ∨ a = ∞ ∨ a = −∞) →
lim(λn(

∑n+k
i=m f(i)/(n+ p), n− íàòóðàëüíîå)) = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
19. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë".

∀af (a = limn→∞{f(n)} → lim(λn(f(n), n− íàòóðàëüíîå)) = a)

Åñëè f(n) ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ñóììó, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀af (a = limn→∞{f(n)} & a− ÷èñëî→ ñõîäèòñÿ(λn(f(n), n− íàòóðàëüíîå)))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ââåäåí ñðàâ-
íèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

20. Ïåðåõîä ê îáîçíà÷åíèþ "ïðåäåëïîñëåä".
∀a(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a,R) → ïðåäåë(a, 0,∞) = lim(a))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
21. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, îïðåäåëÿþùåé îáùåé ÷ëåí ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè.
∀bpA(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(p,R) & ∀n(n− íàòóðàëüíîå→ p(n) = A(n)) &
limn→∞{A(n)} = b→ lim(p) = b)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â êîíòåêñòå, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïðåäåëà çàäàííîìó âû-
ðàæåíèþ

∀abf (limx→a f(x) = b ↔ ∀c(c − ÷èñëî & 0 < c → ∃d(0 < d & d − ÷èñëî & ∀x(x −
÷èñëî & |x− a| < d & ¬(x = a) → |f(x)− b| < c))))

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 4. Âòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå
çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 6.
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Ó÷åò ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ïàðàìåòðà â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùèõ öåëü "èçâåñòíî"

Â çàäà÷àõ ïî ôèçèêå èíîãäà äåëàåòñÿ äîïóùåíèå î òîì, ÷òî çàäàííûå ïàðàìåòðû
(íàïðèìåð, ìàññà) "ñêîëü óãîäíî âåëèêè". Ýòî ôîðìàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì âñïîìî-
ãàòåëüíûõ ïîñûëîê âèäà "A→∞". Ïðè ðåøåíèè ñíà÷àëà ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ p, îáîçíà÷àþùàÿ òàêîé ÷èñëåííûé ïàðàìåòð. Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñòàòó-
ñîì "èçâåñòíîé" âåëè÷èíû. Ïîñëå òîãî, êàê íàõîäèòñÿ ñîäåðæàùåå p âûðàæåíèå äëÿ
íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû, â íåì âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïî p. Ââîä ïàðàìåòðà p ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀ab((a→∞) → b = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðåìåííàÿ b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íîâûé èçâåñòíûé ïàðàìåòð. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ââîäà ïàðàìåòðà èñïîëü-
çóåòñÿ êîììåíòàðèé (ñòðåìèòñÿ âñïîìïàðàìåòð b). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðà èç îòâåòà ðåàëèçóåòñÿ âòîðûì ïðèåìîì:
∀afxy((y →∞) & limy→∞ f(y) = a→ x = f(y) ↔ x = a)

Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"èçâåñòíî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé ýòîé çàäà÷è.
Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèå f(y) íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ è ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ y. Îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ïîñûëêè âèäà "ñòðåìèòñÿ(. . .)".
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ïðåäåë, èñ-
ïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåäåë" è óïðîùàÿ ðåçóëüòàò âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå ñîäåðæèò y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "î"

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "î" ("î ìàëîå") ñëóæèò äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè êîíòåêñò-
íî çàâèñèìîãî óòâåðæäåíèÿ "î(A B)". Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî â
ïðèâû÷íîì âèäå "A = o(B)". Äàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë îòíîøåíèÿ
A/B â òîïîëîãèè, çàäàííîé òåðìîì "ñòðåìèòñÿ(. . .)" èç ðàññìàòðèâàåìîãî êîíòåê-
ñòà, ðàâåí 0. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ðîâíî îäèí
òàêîé òåðì. Áåñêîíòåêñòíûé àíàëîã - "ìàëàÿâåëè÷èíà(f g a b)" - ââèäó ãðîìîçäêî-
ñòè ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ. Äëÿ îïåðàòîðà "î" ñîçäàíû ïîêà ëèøü íåñêîëüêî
ïðîñòåéøèõ ïðèåìîâ:

1. Îòáðàñûâàíèå ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà.
∀abc(a = o(b) → ac = o(b))

∀abc(¬(c = 0) & a = o(b) → a = o(bc))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. Ìíîæèòåëü c èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå âñåõ "ôèêñè-
ðîâàííûõ" â êîíòåêñòå ñîìíîæèòåëåé.

2. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀ab(a = o(b) → −a = o(b))

∀ab(a = o(b) → a = o(−b))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Óñìîòðåíèå òîãî, ÷òî ñóììà åñòü "î ìàëîå".
∀abc(a = o(c) & b = o(c) → a+ b = o(c))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

4. Ñðàâíåíèå ñòåïåííûõ ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè.
∀abcdef ((x→ d\e) & limx→d\e a = f & (f = ∞∨ f = −∞) & 0 < c−b→ ab = o(ac))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð" è èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåäåë", ïîñëåäíèå äâà - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîé ñòåïåíè ñîçäàí
îòäåëüíûé ïðèåì:
∀abcdef ((x→ d\e) & limx→d\e a = f & (f = ∞ ∨ f = −∞) & 0 < c→ b = o(ac))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ x äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ ïîñûëêà
âèäà "x→ p\q".

1.3 Îáùèå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ôóíêöèé

1.3.1 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ïðåäóñìîòðåíû äâà ñðåäñòâà - íîðìàëèçàòîð
"àñèìïòîöåíêà" è çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèå öåëü "àñèìïòîöåíêà". Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïîñûëêè ñîäåðæàò óòâåðæäåíèÿ âèäà x → a\b, óêàçûâàþùèå âàðüèðóåìûå
ïàðàìåòðû è îêðåñòíîñòè èõ ðàññìîòðåíèÿ.

Íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà"

Íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà" óæå óïîìèíàëñÿ â ïðèåìàõ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ.
Îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ â
ïðåäïîëîæåíèè î ñòðåìëåíèè íåêîòîðîãî åãî ïàðàìåòðà x, îïðåäåëÿåìîì ïîñûëêîé
"x → a\b". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñûëêà òàêîãî âèäà åäèíñòâåííàÿ. Êðîìå òîãî,
ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), âûäåëÿþ-
ùèé äàííûé ïàðàìåòð. Â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íîå îáîçíà÷å-
íèå "O(. . .)" äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ïî îêîí÷àíèè ïðåîáðàçîâàíèé îñòàòî÷íûé ÷ëåí,
åñëè îí ÿâëÿåòñÿ "î ìàëûì" îò îñíîâíîé ÷àñòè, îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðè îáðàùåíèè ê
íîðìàëèçàòîðó ìîãóò ââîäèòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè, îñëàáëÿþùèå ëèáî
óñèëèâàþùèå òðåáîâàíèÿ ê äîïóñòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê
ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò. Íîðìàëèçàòîð íåêîðíåâîé, ò.å. îïèñûâàåìûå
íèæå ïðèåìû, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ê ïðîèçâîëüíî-
ìó ïîäòåðìó ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà.

1. Àðèôìåòèêà âûðàæåíèé ñ "Î".
(a) Ñóììà äâóõ "Î".

∀x(O(x) +O(x) = O(x))

Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdegx(0 ≤ e− d & a = limx→c\b g(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) & (x→ c\b) →
O(g(x)e) +O(g(x)d) = O(g(x)e))
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Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â d, e. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïðåäåë", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "àñèìïòîöåíêà", áëîêè-
ðóþùèé âñòðå÷íîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà". Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀bcdegx((x → c\b) & 0 ≤ d − e & limx→c\b g(x) = 0 → O(g(x)d) + O(g(x)e) =
O(g(x)e))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀abcgx((x → c\a) & b = limx→c\a g(x) & (b = ∞ ∨ b = −∞) → O(g(x)) +
O(1) = O(g(x)))

∀abch((x→ c\a) & limx→c\a h(x) = 0 → O(h(x)) +O(1) = O(1))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
∀abuvx((x→ b\a) & limx→b\a(u(x)/v(x)) = 0 → O(u(x))+O(v(x)) = O(v(x)))

Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî u(x), v(x) íå ñîäåð-
æàò ñèìâîëà "Î". Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Èñêëþ÷åíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ ëèáî ìèíóñà èç-ïîä "Î".
∀abcdfx((x→ a\b) → O(cf(x)/d) = O(f(x)))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â d, à c èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ íå ñîäåðæàùèõ x ñîìíîæèòåëåé. Óêàçàòåëü
"çàìåíàçíàêà" îòíîñèò ìèíóñ ïåðåä äðîáüþ, åñëè îí åñòü, ê êîýôôèöèåíòó
c. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé c, d îòëè÷íî îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ñóììà "Î" è âûðàæåíèÿ, èìåþùåãî ïîðÿäîê ðîñòà, íå áîëüøèé, ÷åì ýòî
"Î".
∀abcghx((x→ c\a) & b = limx→c\a(g(x)/h(x)) & b−÷èñëî→ g(x)+O(h(x)) =
O(h(x)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð" è îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë", òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(d) Óìíîæåíèå ëèáî äåëåíèå "Î", ëèáî ìèíóñ ïåðåä "Î".
∀abfgx((x→ a\b) → f(x)O(g(x)) = O(f(x)g(x)))

Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â âûðàæåíèå f(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀bcdehx((x→ d\e) → bO(h(x))/c = O(h(x)))

∀abcfx((x→ a\b) → cO(f(x)) = O(f(x)))

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â b, c. Â ïåðâîì ïðèåìå äðîáü íåâûðîæäåííàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abfx((x→ b\a) → −O(f(x)) = O(f(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(e) Ìíîæèòåëü "Î" âûðàæåíèÿ ïîä "Î".

∀abfgx((x→ a\b) → O(f(x)O(g(x))) = O(f(x)g(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(f) Ìîäóëü ïîä "Î".
∀abdfgx((x→ a\b) & d−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(d)−even) → O(|f(x)|dg(x)) =
O((f(x))dg(x)))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü "Î".
∀abfnx((x→ a\b) → (O(f(x)))n = O((f(x))n))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ïîãëîùåíèå ñëàãàåìûõ â ñóììå ïîä "Î".
∀abcfgh(c = limx→a\b(f(x)/g(x)) & c− ÷èñëî & (x→ a\b) → O(f(x) + g(x) +
h(x)) = O(O(g(x)) + h(x)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Âû-
ðàæåíèÿ f(x), g(x) èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî ñëàãàåìûìè, íå ñîäåðæàùèìè
ñèìâîëà "Î". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcfgh(c = limx→a\b(f(x)/g(x)) & c − ÷èñëî & (x → a\b) → O(f(x) +
O(g(x)) + h(x)) = O(O(g(x)) + h(x)))

∀abcfgh(c = limx→a\b(f(x)/g(x)) & c − ÷èñëî & (x → a\b) → O(O(f(x)) +
g(x) + h(x)) = O(O(g(x)) + h(x)))

∀abcfgh(c = limx→a\b(f(x)/g(x)) & c − ÷èñëî & (x → a\b) → O(O(f(x)) +
O(g(x)) + h(x)) = O(O(g(x)) + h(x)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(i) Îòáðàñûâàíèå ñîìíîæèòåëÿ - ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû ïîä "Î".

∀ab(O((−1)ab) = O(b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
2. Ïîãëîùåíèå îãðàíè÷åííîãî ñëàãàåìîãî ñëàãàåìûì ñ áåñêîíå÷íûì ïðåäåëîì.
∀cdfgx((x → c\d) & limx→c\d |g(x)| = ∞ & îãðàíè÷åíî(f(x)) → g(x) + f(x) =
g(x) +O(1))

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà êîðíåâàÿ. Âûðàæåíèÿ f(x),g(x) èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî
ñëàãàåìûìè, íå èìåþùèìè çàãîëîâêà "Î", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ x äîëæíà âõî-
äèòü â g(x). Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â ïåð-
âîé, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 5, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëà íåêîðíåâàÿ
ñóììà, ñîäåðæàùàÿ x. Âî âòîðîé, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 7, ýòî òðåáîâàíèå
îòáðàñûâàåòñÿ.
∀bcdfgx((x → c\d) & limx→c\d |g(x)| = ∞ & b = limx→c\d f(x) & b − ÷èñëî →
g(x) + f(x) = g(x) +O(1))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà ñ òåì æå ðàçëè÷èåì.
Ïåðâàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4 è èìååò ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè, âòîðàÿ - ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 7.
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3. Ïîãëîùåíèå îäíîãî ñëàãàåìîãî äðóãèì, åñëè èõ ïðåäåëû îäíîâðåìåííî ðàâíû
íóëþ ëèáî îäíîâðåìåííî áåñêîíå÷íû.
∀abcdfhx(b = limx→c\a |f(x)| & d = limx→c\a |h(x)| & (b = 0 ∨ d = ∞) &
limx→c\a(|f(x)|/|h(x)|) = 0 & (x→ c\a) → f(x) + h(x) = h(x) +O(f(x)))

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà êîðíåâàÿ, ïðè÷åì ñëàãàåìûå f(x),h(x) íå ñîäåðæàò ñèì-
âîëà "Î". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð" è îáðàùàþòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë". Òðåòèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðó-
äîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Âûäåëåíèå åäèíñòâåííîãî ñëàãàåìîãî, èìåþùåãî áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
∀abcdfgx(d = limx→a\b f(x) & (d = ∞ ∨ d = −∞) & c = limx→a\b g(x) & c −
÷èñëî & (x→ a\b) → f(x) + g(x) = f(x))

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà êîðíåâàÿ è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Î". Âûðàæåíèå f(x)
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì ñëàãàåìûì, g(x) åñòü ñóììà îñòàëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïîãëîùåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî ñòåïåííûì.
∀abfmnpqrsx((x → a\b) & limx→a\b f(x) = ∞ & 0 < m & 0 < n → p(ln f(x))m/q +
r(f(x))n/s = r(f(x))n/s+O((ln f(x))m))

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ p, q, r, s,m, n. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

6. Ïîãëîùåíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñëàãàåìûõ.
∀abcdmnx((x → ∞) & 0 < b − a & 0 < a & ¬(d = 0) → cxnax + dxmbx = dxmbx +
O(xnax))

Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ m,n. Ïå-
ðåìåííàÿ x íå âõîäèò â a, b, c, d. Àíòåöåäåíòû, êðîìå ïåðâîãî, îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

7. Ñóììà äâóõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè.
∀abcdeghijux((x → e\h) & 0 < d − c & b = limx→e\h u(x) & (b = ∞ ∨ b = −∞) →
i(u(x))d/a+ j(u(x))c/g = i(u(x))d/a+O((u(x))c))

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, c, d, g, i, j. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀acdeghijux((x→ e\h) & 0 < c−d & limx→e\h u(x) = 0 → i(u(x))d/a+ j(u(x))c/g =
i(u(x))d/a+O((u(x))c))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
8. Çàìåíà ïðåäïîëîæèòåëüíî ìàëîãî ñëàãàåìîãî íà "Î".
∀abcdeghix((x → d\e) & h = limx→d\e g(x) & (h = ∞ ∨ h = −∞) & a < 0 →
b+ c(g(x))a/i = b+O((g(x))a))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b èìååò ñëàãàåìîå, íå ñîäåðæàùåå x. Åñëè îíî íåíóëåâîå, òî
÷ëåí c(g(x))a/i, ñòðåìÿùèéñÿ ê íóëþ, áóäåò ìàëûì, è åãî ìîæíî çàíåñòè ïîä
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"Î". Ïðåæäåâðåìåííîå ïðèìåíåíèå ïðèåìà ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêàçó - åñëè óêà-
çàííîå ñëàãàåìîå èìååò íóëåâîå çíà÷åíèå, òî ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèé ñîõðà-
íèò ñèìâîë "Î". Ïîýòîìó óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âûáðàí äîñòàòî÷íî áîëüøèì
- ðàâíûì 6.
∀abcdeghx((x→ d\e) & limx→d\e g(x) = 0 & 0 < a→ b+c(g(x))a/h = b+O((g(x))a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
9. Ñòåïåíü ñóììû.

Ïåðåõîäèì ê ñåðèè ïðèåìîâ, èñïîëüçóþùèõ ëîêàëüíóþ ôîðìóëó Òåéëîðà. Íà÷-
íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò ïîäâûðàæåíèå âèäà Ab,
ãäå b - êîíñòàíòà, A - ñóììà. Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü A
â âèäå ñóììû "ãëàâíîé ÷àñòè" B è îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà C, ïîñëå ÷åãî ïîäâûðà-
æåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó Bb · (1 +C/B)b è ïðèìåíÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà
Òåéëîðà äëÿ (1+x)b â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè èñïîëü-
çóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà". Ïîñëåäóþùèå
ïðèåìû áóäóò èñïîëüçîâàòü ïîõîæóþ ñõåìó äåéñòâèé.
∀abcfghux((x→ a\c) & u = λx(f(x), x− ÷èñëî) & g = λx(f(x)− u(x), x− ÷èñëî) &
h = λx((g(x))

2(u(x))b−2, x−÷èñëî) → (f(x))b = (u(x))b+bg(x)(u(x))b−1+O(h(x)))

Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x, çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ f(x) ñëóæèò
ñèìâîë "ïëþñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî
ïîäâûðàæåíèå f(x) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà". Ðåçóëü-
òàò u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìóþ ãëàâíóþ ÷àñòü îñíîâàíèÿ ñòåïåíè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò çàãîëîâêà "ïëþñ". Òðå-
òèé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò îñòàòî÷íûé ÷ëåí g îñíîâàíèÿ ñòåïåíè. Óêàçàòåëü
"êîïèÿ(. . .)" óòî÷íÿåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî àíòåöåäåíòà âûðàæåíèå f(x)
áåðåòñÿ â èñõîäíîì âèäå, áåç îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà".
Íàêîíåö, ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîð-
ìóëû Òåéëîðà. Ïîäâûðàæåíèå g(x) åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "àñèìïòîöåíêà". Ýòî æå ïîäâûðàæåíèå â çàìåíÿþùåì òåðìå áåðåòñÿ
áåç îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî h íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Î".
Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (óðî-
âåíüN) ñN > 1, óêàçûâàþùåãî íà íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü áîëüøåå ÷èñëî
÷ëåíîâ ôîðìóëû Òåéëîðà. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âõîæäåíèå ïðåîáðàçóåìîãî
ïîäâûðàæåíèÿ äîñòèæèìî èç êîðíÿ âñåãî âûðàæåíèÿ òîëüêî ÷åðåç àðèôìåòè-
÷åñêèå îïåðàöèè è îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû
åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèÿì,
íå äîñòèæèìûì èç êîðíÿ óêàçàííûì îáðàçîì. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5. Âòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèÿì, ñîäåðæàùèì ñèìâîë "Î" è ðàñ-
ïîëîæåííûì âíóòðè äðóãîãî "Î". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 2. Ïðè
íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ (óðîâåíü 2) ÷èñëî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ:
∀abcfghux((x→ a\c) & u = λx(f(x), x−÷èñëî) & g = λx(f(x)−u(x), x−÷èñëî) & h =
λx((g(x))

3(u(x))b−3, x− ÷èñëî) → (f(x))b = (u(x))b + bg(x)(u(x))b−1 +
b(b− 1)(g(x))2(u(x))b−2/2 +O(h(x)))

Â îñòàëüíîì ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, âïëîòü äî óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ,
îäíàêî èìååòñÿ ëèøü ïåðâàÿ èç óêàçàííûõ âûøå àëüòåðíàòèâíûõ âåðñèé. Â
ñëó÷àå êîììåíòàðèÿ (óðîâåíü 3) äîáàâëÿþòñÿ ñðàçó äâà íîâûõ ÷ëåíà:



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 71

∀abcfghux((x→ a\c) & u = λx(f(x), x−÷èñëî) & g = λx(f(x)−u(x), x−÷èñëî) & h =
λx((g(x))

5(u(x))b−5, x− ÷èñëî) → (f(x))b = (u(x))b + bg(x)(u(x))b−1 +
b(b− 1)(g(x))2(u(x))b−2/2 + b(b− 1)(b− 2)(g(x))3(u(x))b−3/6 + b(b− 1)(b− 2)(b−
3)(g(x))4(u(x))b−4/24 +O(h(x)))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî èìååòñÿ ëèøü îäíà åãî âåðñèÿ, ñðàáàòûâà-
þùàÿ íà óðîâíå 2.

10. Ñèíóñ.
∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → sin g(x) =
g(x) +O(h(x)3))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë", òðåòèé - îïðå-
äåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêþó îöåíêó h âûðàæåíèÿ g(x). Äîëæåí îòñóòñòâîâàòü êîì-
ìåíòàðèé (óðîâåíü N) ïðè N > 1, âûðàæåíèå h íå äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîëà
"îòêàç". Âõîæäåíèÿ g(x) âíå òðåòüåãî àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "êî-
ïèÿ", ò.å. áåðóòñÿ áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → sin g(x) =
g(x)− g(x)3/6 +O(h(x)5))

∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → sin g(x) =
g(x)− g(x)3/6 + g(x)5/120 +O(h(x)7))

Â ïåðâîì ñëó÷àå äîëæåí èìåòüñÿ êîììåíòàðèé (óðîâåíü 2), âî âòîðîì - êîì-
ìåíòàðèé (óðîâåíü 3). Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

11. Êîñèíóñ.
∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → cos g(x) =
1− (g(x))2/2 +O(h(x)4))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèíóñà. Äîëæåí îòñóòñòâîâàòü êîììåíòàðèé (óðîâåíü N)
ïðè N > 1. Åñëè òàêîé êîììåíòàðèé åñòü, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → cos g(x) =
1− (g(x))2/2 + (g(x))4/24 +O(h(x)6))

Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âûðàæåíèå ïîä êîñèíóñîì èìååò
çàãîëîâîê "Î":
∀abf ((x→ a\b) & limx→a\b f(x) = 0 → cosO(f(x)) = 1 +O((f(x))2))

Çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñèìâîë "Î" íå âõîäèë â âûðàæåíèå f(x). Óðîâíð ñðà-
áàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ ðàâíû 2.

12. Òàíãåíñ.
∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → tg g(x) =
g(x) +O(h(x)3))

∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → tg g(x) =
g(x) + (g(x))3/3 +O(h(x)5))

∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → tg g(x) =
g(x) + (g(x))3/3 + 2(g(x))5/15 +O(h(x)7))
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Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (óðîâåíü N) ïðè
N > 1, âòîðîé è òðåòèé - åñëè èìåþòñÿ êîììåíòàðèè (óðîâåíü 2) è (óðîâåíü 3)
ñîîòâåòñòâåííî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Êîòàíãåíñ.
∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → ctg g(x) =
(g(x))− 1− g(x)/3 +O(h(x)3))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
14. Àðêòàíãåíñ.

∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → arctg g(x) =
g(x) +O(h(x)3))

∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → arctg g(x) =
g(x)− (g(x))3/3 +O(h(x)5))

∀abghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → arctg g(x) =
g(x)− (g(x))3/3 + (g(x))5/5 +O(h(x)7))

Â ïåðâîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (óðîâåíü N) ïðè N > 1, âî âòîðîì
- èìååòñÿ êîììåíòàðèé (óðîâåíü 2), â ïîñëåäíåì - (óðîâåíü 3). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè âûðàæåíèå ïîä àðêòàíãåíñîì íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀abcfghux(u = limx→c\a f(x) & u − ÷èñëî & g = λx(f(x) − u, x − ÷èñëî) & h =
λx((g(x))

2, x−÷èñëî) & (x→ c\a) → arctg f(x) = arctg u+g(x)/(1+u2)+O(h(x)))

∀abcfghux(u = limx→c\a f(x) & u − ÷èñëî & g = λx(f(x) − u, x − ÷èñëî) & h =
λx((g(x))

3, x − ÷èñëî) & (x → c\a) → arctg f(x) = arctg u + g(x)/(1 + u2) −
2u(g(x))2/(1 + u2)2 +O(h(x)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå ïîä àðêòàíãåíñîì çàâèñèò îò x. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âû÷èñëÿåò ïðåäåë u âûðàæåíèÿ ïîä àðêòàíãåíñîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò
îïðåäåëÿåò ïðèðàùåíèå g. ×åòâåðòûé âû÷èñëÿåò àñèìïòîòèêó h îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà, ïðèìåíÿÿ íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà" ê g(x). Â çàìåíÿþùåì òåðìå
âûðàæåíèå g(x) áåðåòñÿ áåç îáðàáîòêè ýòèì íîðìàëèçàòîðîì. Ïåðâûé ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ (óðîâåíü N), ãäå N > 1, âòîðîé -
ïðè íàëè÷èè òàêîãî êîììåíòàðèÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.

15. Àðêñèíóñ.
∀abfghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x− ÷èñëî) → arcsin g(x) =
g(x) +O((h(x))3))

∀abfghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x− ÷èñëî) → arcsin g(x) =
g(x)− (g(x))3/6 +O((h(x))5))

Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ (óðîâåíü N), ãäå N >
1, âòîðîé - ïðè íàëè÷èè òàêîãî êîììåíòàðèÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.

16. Ïåðåõîä ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì îïåðàöèÿì, àðãóìåíò êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ.
∀bcfgx(g = limx→b\c f(x) & g − ÷èñëî & ¬(g = 0) & (x → b\c) → sin f(x) =
sin g cos(f(x)− g) + cos g sin(f(x)− g))
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∀bcfgx(g = limx→b\c f(x) & g − ÷èñëî & ¬(g = 0) & (x → b\c) → cos f(x) =
cos g cos(f(x)− g)− sin g sin(f(x)− g))

Âûðàæåíèå f(x) äîëæíî çàâèñåòü îò x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò ïðåäåë
g ýòîãî âûðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåíóëåâîé. Âûðàæåíèÿ g è f(x) − g
ïðîùàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3. Äëÿ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà ñîçäàíû íåñêîëüêî áîëåå
ñëîæíûå ïðèåìû:
∀abcfgx(a = limx→c\b f(x) & a−÷èñëî & ¬(a = 0) & ¬(cos a = 0) & g = λx((f(x)−
a)2, x− ÷èñëî) & (x→ c\b) → tg f(x) = tg a+ (1 + (tg a)2)(f(x)− a) +O(g(x)))

∀abcfgx(a = limx→c\b f(x) & a− ÷èñëî & ¬(a = 0) & ¬(sin a = 0) & g = λx((f(x)−
a)2, x−÷èñëî) & (x→ c\b) → ctg f(x) = ctg a− (1+(ctg a)2)(f(x)−a)+O(g(x)))

Çäåñü ïÿòûé àíòåöåäåíò ñíà÷àëà óïðîùàåò ðàçíîñòü f(x)− a ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, à çàòåì îáðàáàòûâàåò åå êâàäðàò íîð-
ìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà". Óðîâåü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

17. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ.
∀abfghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → sh g(x) =
g(x) + (g(x))3/6 +O(h(x)5))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
18. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

∀abfghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → ch g(x) =
1 + (g(x))2/2 +O(h(x)4))

∀abfghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → ch g(x) =
1 + (g(x))2/2 + (g(x))4/24 +O(h(x)6))

Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ (óðîâåíü 3), âòîðîé -
ïðè åãî íàëè÷èè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.

19. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.
∀abfghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → th g(x) =
g(x)− (g(x))3/6 +O(h(x)5))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
20. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ.

∀abfghx((x → b\a) & limx→b\a g(x) = 0 & h = λx(g(x), x − ÷èñëî) → cth g(x) =
(g(x))−1 + g(x)/3− (g(x))3/45 +O(h(x)5))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
21. Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì.

∀abcfghux((x→ a\c) & u = λx(f(x), x−÷èñëî) & g = λx(f(x)−u(x), x−÷èñëî) & h =
λx((g(x))

2(u(x))−2, x− ÷èñëî) → ln f(x) = lnu(x) + g(x)(u(x))−1 +O(h(x)))

Âûðàæåíèå ïîä ëîãàðèôìîì èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Êàê è â ñëó÷àå ïðèåìà
äëÿ ñòåïåíè ñóììû, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ â âèäå
ñóììû ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî u (îïðåäåëÿåìîãî âòîðûì àíòåöåäåíòîì ñ ïî-
ìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "àñèìïòîöåíêà") è ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ ñëàãàåìîãî g.
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Äîëæåí îòñóòñòâîâàòü êîììåíòàðèé (óðîâåíü N) äëÿ N > 1. Ïðè íàëè÷èè êîì-
ìåíòàðèåâ (óðîâåíü 2) è (óðîâåíü 3) ïðèìåíÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèå
ïðèåìû:
∀abcfghux((x→ a\c) & u = λx(f(x), x−÷èñëî) & g = λx(f(x)−u(x), x−÷èñëî) & h =
λx((g(x))

3(u(x))−3, x− ÷èñëî) → ln f(x) = lnu(x) + g(x)(u(x))−1 −
(g(x))2(u(x))−2/2 +O(h(x)))

∀abcfghux((x→ a\c) & u = λx(f(x), x−÷èñëî) & g = λx(f(x)−u(x), x−÷èñëî) & h =
λx((g(x))

4(u(x))−4, x− ÷èñëî) → ln f(x) = lnu(x) + g(x)(u(x))−1 −
(g(x))2(u(x))−2/2 + (g(x))3(u(x))−3/3 +O(h(x)))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ òðåõ ïðèåìîâ ðàâíû 2. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñèìâîëà
"Î" èç-ïîä ëîãàðèôìà ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀adfghx((x→ a\b) & limx→a\b f(x) = ∞ & h = λx(g(x)/f(x), x− ÷èñëî) &
limx→a\b h(x) = 0 → ln(f(x) +O(g(x))) = ln f(x) +O(h(x)))

×àñòíîå g(x)/h(x) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

22. Ñòåïåííîå âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì.
Ïðåæäå âñåãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðåäåë ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåïåí-
íîãî âûðàæåíèÿ ðàâåí 1:
∀abfhuvx(limx→a\b(u(x))

v(x) = 1 & f = λx(v(x) ln u(x), x− ÷èñëî) & h =
λx((lnu(x))

2v(x)2, x− ÷èñëî) & (x→ a\b) → (u(x))v(x) = 1 + f(x) +O(h(x)))

Çäåñü v(x) äîëæíî ñîäåðæàòü x. Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (óðîâåíü N) ïðè
N > 1. Âûðàæåíèå v(x) â òðåòüåì àíòåöåäåíòå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "àñèìïòîöåíêà", â ïðî÷èõ àíòåöåäåíòàõ - áåðåòñÿ â èñõîäíîì âèäå. Ââåäåí
ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïðè íà-
ëè÷èè êîììåíòàðèåâ (óðîâåíü 2), (óðîâåíü 3) èñïîëüçóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀abfhuvx(limx→a\b(u(x))

v(x) = 1 & f = λx(v(x) ln u(x), x− ÷èñëî) & h =
λx((lnu(x))

3v(x)3, x − ÷èñëî) & (x → a\b) → (u(x))v(x) = 1 + f(x) + (f(x))2/2 +
O(h(x)))

∀abfhuvx(limx→a\b(u(x))
v(x) = 1 & f = λx(v(x) ln u(x), x− ÷èñëî) & h =

λx((lnu(x))
4v(x)4, x − ÷èñëî) & (x → a\b) → (u(x))v(x) = 1 + f(x) + (f(x))2/2 +

(f(x))3/6 +O(h(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè ïðåäåë ñòåïåíè íå ðàâåí 1, âûïîëíÿåòñÿ
ïåðåõîä ê ýêñïîíåíòå:
∀abfuvx(limx→a\b(u(x))

v(x) = f & (x→ a\b) → (u(x))v(x) = exp(v(x)) lnu(x))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäåë f , âû÷èñëåííûé ïåðâûì àíòåöåäåíòîì, îòëè÷åí îò
êîíñòàíòû 1, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ x âõîäèò êàê â ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, òàê è â åå
îñíîâàíèå (ïðè êîíñòàíòíîì îñíîâàíèè, îòëè÷íîì îò e, ïðèìåíÿåòñÿ îòäåëüíûé
ïðèåì, ïðèâåäåííûé íèæå â ïóíêòå "ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ"). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ýêñïîíåíòû îò ñóììû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðè-
åì:
∀abcfghux(u = limx→c\a f(x) & u − ÷èñëî & g = λx(f(x) − u, x − ÷èñëî) & h =
λx((g(x))

2, x− ÷èñëî) & (x→ c\a) → exp(f(x)) = expu+ expu · g(x) +O(h(x)))
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Âûðàæåíèå g(x) â òðåòüåì àíòåöåäåíòå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìï-
òîöåíêà", â çàìåíÿþùåì òåðåìå - áåðåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ,
åñëè îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (óðîâåíü 3). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äî-
ïîëíèòåëüíî ñîçäàí ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 5 áåçîòíîñèòåëüíî ê êîì-
ìåíòàðèþ (óðîâåíü . . .):
∀abcfghux(u = λx(f(x), x− ÷èñëî) & g = λx(f(x)− u, x− ÷èñëî) & h =
λx((g(x))

3 expu(x), x − ÷èñëî) & limx→c\a g(x) = 0 & (x → c\a) → exp(f(x)) =
exp(u(x)) + exp(u(x)) · g(x) + exp(u(x))(g(x))2/2 +O(h(x)))

Çäåñü ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå f(x) íîðìàëèçàòîðîì "àñèìï-
òîöåíêà". Ýòèì æå íîðìàëèçàòîðîì îáðàáàòûâàåòñÿ âûðàæåíèå g(x) â òðåòüåì
àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì, ïðèìå-
íÿåìûé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç-ïîä ýêñïîíåíòû ñèìâîëà "Î":
∀abcfg(limx→a\b f(x) = c & (c = ∞ ∨ c = −∞) & limx→a\b g(x) = 0 & (x→ a\b) →
exp(f(x) +O(g(x))) = exp(f(x)) +O(exp(f(x))g(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
23. Ëîãàðèôì ôàêòîðèàëà.

∀abfg(limx→a\b f(x) = ∞ & h = λx(f(x), x − ÷èñëî) & (x → a\b) → ln(f(x)!) =
f(x) ln(f(x))− f(x) + ln(f(x))/2 + ln 2/2 + lnπ/2 +O(h(x)−1))

Ïîäâûðàæåíèå f(x) âî âòîðîì àíòåöåäåíòå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"àñèìïòîöåíêà", â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ èñõîäíàÿ âåðñèÿ ýòîãî ïîä-
âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

24. Êîíå÷íàÿ ñóììà.
∀abcfghpq(limj→d\e g(j) = ∞ & 0 ≤ h(j)−g(j) & íåâîçðàñòàåò(λi(f(i), i−÷èñëî),N)
& p = λj((h(j)−g(j))f(g(j)), j−÷èñëî) & q = λj(p(j)−(f(g(j))+f(h(j)))(h(j)−
g(j))/2, j− ÷èñëî) & limj→d\e(f(h(j))/f(g(j))) = 1 & (j → d\e) →

∑h(j)
i=g(j) f(i) =

p(j) +O(q(j)))

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ñóììèðóþòñÿ ìîíîòîííî íåâîçðàñ-
òàþùèå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì íà ïðîìåæóòêå ñóììèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ â íà÷àëå è
êîíöå ïðîìåæóòêà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû, à íèæíÿÿ ãðàíèöà ïðîìåæóòêà ñóì-
ìèðîâàíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè p ñóììèðóåìàÿ
âåëè÷èíà çàìåíÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â íà÷àëå ïðîìåæóòêà (íàèáîëüøèì), à
îñòàòî÷íûé ÷ëåí q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîâèíó ðåçóëüòàòà çàìåíû ñóììèðóå-
ìîé âåëè÷èíû íà ðàçíîñòü åå çíà÷åíèé â íà÷àëå è êîíöå ïðîìåæóòêà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

25. Öåëàÿ ÷àñòü.
∀abf ((x→ a\b) & limx→a\b f(x) = ∞→ [f(x)] = f(x) +O(1))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
26. Ïåðåõîä ê âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

×òîáû àêòèâèðîâàòü ïðèåìû, ïðèìåíÿþùèå ëîêàëüíóþ ôîðìóëó Òåéëîðà â
îêðåñòíîñòè íóëÿ, ñîçäàí (â äîïîëíåíèå ê óæå ïðèâîäèâøèìñÿ âûøå ÷àñòíûì
ïðèåìàì òàêîãî òèïà) ñëåäóþùèé îáùèé ïðèåì, ïåðåâîäÿùèé ðàññìîòðåíèÿ â
ýòó îêðåñòíîñòü:
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∀abfgx(g = λy(f(a+ y), y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & (x→ a\c) → f(x) = g(x− a))

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî âñåì ïðåîáðàçóåìûì
òåðìîì. Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò êîíñòàíòû 0. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå f(a + y) â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà" ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëêàõ
"y − ÷èñëî, y → 0\c" è óäàëåííûõ ñòàðûõ ïîñûëêàõ "ñòðåìèòñÿ(. . .)". Ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè â ïðåîáðàçóåìîì òåðìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ëèáî ëîãàðèôìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò g èìååò òîëüêî "ìóëüòèïëè-
êàòèâíûå"âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y (ò.å. äîñòèæèìûå èç êîðíÿ ÷åðåç îïåðàöèè
"óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìèíóñ", "ñòåïåíü"). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

27. Èíèöèàëèçàöèÿ âíåøíåãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî ðåçóëüòàòó ïðåîáðàçîâàíèé.
Åñëè â èòîãå ïðåîáðàçîâàíèé íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà" ïîëó÷àåò ñóììó
íåñêîëüêèõ âàðüèðóåìûõ ñëàãàåìûõ, ïðè÷åì ïðè îäíèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè îêàçûâàþòñÿ îäíè ñëàãàåìûå, à ïðè äðóãèõ - äðóãèå, òî
âíåøíåé çàäà÷å ìîæåò áûòü ïåðåäàíà èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêîé èìåííî ðàçáîð
ñëó÷àåâ äëÿ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèì. Äàëåå íîðìàëèçàòîð ïðîäîëæèò ðàáîòàòü
âïëîòü äî âûäà÷è îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà, è åñëè òàêîâîé íå ïîçâîëèò ñðàáî-
òàòü ïðèåìó, îáðàòèâøåìóñÿ ê ïîëó÷åíèþ àñèìïòîòèêè, òî ïðè âîçîáíîâëåíèè
ñêàíèðîâàíèÿ âíåøíåé çàäà÷è èíèöèèðóåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ. Îïèñàííûé ìåõà-
íèçì áóäåò âêëþ÷åí, åñëè ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà" åìó
áóäåò ïåðåäàí êîììåíòàðèé "Ñëó÷àé".
∀abdefgh(¬(a = 0) & 0 ≤ b & 0 ≤ h & ¬(e = 0) & limc→g\f d(c) = ∞ & (c →
g\f) → êîíòåêñò(abd(c) + ehd(c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíà(çàìå÷àíèå àñèìïòîöåíêà)". Ýòî çíà÷èò, ÷òî îí
íèêàê íå ïðåîáðàçóåò òåêóùåå âûðàæåíèå, à îãðàíè÷èâàåòñÿ ââîäîì êîììåíòà-
ðèåâ. Êîíñåêâåíò "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
èäåíòèôèêàöèè òåêóùåãî òåðìà ñ âûðàæåíèåì abd(c) + ehd(c). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò â a, b, e, h, íî âõîäèò â d(c) è ÷òî íå î÷åâèäíî íè îäíî
èç íåðàâåíñòâ 0 ≤ b− h, b− h ≤ 0. Ïðèåì ââîäèò íîâûé êîììåíòàðèé (Ñëó÷àé
b = h ∨ 0 < b−h ∨ b−h < 0) ê ïîñûëêàì òåêóùåé çàäà÷è. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à íå èìååò êîììåíòàðèÿ (Ñëó÷àé . . .) ê ñâîèì ïîñûëêàì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀abdefg(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & 0 ≤ b & limc→g\f d(c) = ∞ & (c → g\f) →
êîíòåêñò(abd(c) + e))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñëó÷àé b = 1 ∨ 0 <
b− 1 ∨ b− 1 < 0).
∀abdefgh(¬(a = 0) & 0 ≤ b & 0 < h & ¬(e = 0) & limc→g\f d(c) = ∞ & (c→ g\f) →
êîíòåêñò(abd(c) + e(d(c))h))

Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñëó÷àé 0 < b− 1 ∨ b− 1 ≤ 0).
∀abdefghp(¬(a = 0) & 0 ≤ b & 0 ≤ h & ¬(e = 0) & limc→g\f d(c) = ∞ & 0 <
p & (c→ g\f) → êîíòåêñò(a(d(c))p · bd(c) + ehd(c)))

Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñëó÷àé 0 ≤ b− h ∨ b− h < 0).
28. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äîïîëíåíèå ê îñíîâíûì ïðèå-

ìàì.
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(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.
∀abcd(c = a+ (b+ d) → a+ (b+ d) = c)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî
è ñëåäóþùèõ äâóõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

(b) Ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abfghx((x→ a\b) & 0 < f(x) & 0 < g(x) → (f(x)g(x))h(x) =
(f(x))h(x)(g(x))h(x))

(c) Ñòåïåíü ñòåïåíè.
∀abfghx((x→ a\b) & 0 < f(x) → ((f(x))g(x))h(x) = (f(x))g(x)h(x))

(d) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abcdefgx((x→ a\f) → e+ b(c+ d)/g = e+ b(c+ d)/g)

Çàìåíÿåìûé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäïëþñ", "íîðì-
ïëþñ". Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â ñóììó c + d. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå
(íî íå îäíîâðåìåííî) åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ b, g. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðè-
åìà. Ïåðâàÿ ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 1, ïðè÷åì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:
i. Âûðàæåíèÿ b, c+ d íå èìåþò ñëàãàåìûõ âèäà A(B + C).
ii. Ëèáî ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ "àëãåáðàè÷åñêèì" (ò.å. äî-

ñòèæèìûì èç êîðíÿ òîëüêî ÷åðåç àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è îñíîâà-
íèÿ ñòåïåíåé), ëèáî êàæäîå ðàñïîëîæåííîå â íåì íå ïîä çíàêîì "Î"
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

Âòîðàÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ íà óðîâíå 3. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðàçóåìîå
âõîæäåíèå áûëî àëãåáðàè÷åñêèì.

(e) Óñòðàíåíèå ìèíóñà ïåðåä ñóììîé.
∀abc(a = −(b+ c) → −(b+ c) = a)

Âûðàæåíèå −(b + c) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììèíóñ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Óñòðàíåíèå ìîäóëÿ.
∀abfx((x→ a\b) & 0 ≤ f(x) → |f(x)| = f(x))

∀abfx((x→ a\b) & f(x) ≤ 0 → |f(x)| = −f(x))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ñëîæåíèå ïîäîáíûõ äðîáåé.
∀abcdefgx((x→ g\e) → d+ af(x) + bf(x)/c = d+ (ac+ b)f(x)/c)

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b, c, íî âõîäèò â f(x). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdefghx((x→ h\g) → e+ af(x)/d+ bf(x)/c = e+ (ac+ bd)f(x)/(cd))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(h) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

∀abcfx((x→ d\e) → c+ af(x) + bf(x) = c+ (a+ b)f(x))

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b. Ïîäîáíûå ñëàãàåìûå íå ñîäåð-
æàò ñèìâîëà "Î". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(i) Ïåðåõîä îò äðîáè ñ íåêîíñòàíòíûì çíàìåíàòåëåì ê ïðîèçâåäåíèþ.
∀abcdx((x→ c\d) → a/b = ab−1)

Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â çíàìåíàòåëü b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(j) Ïåðåõîä ê íàòóðàëüíûì ëîãàðèôìàì.

∀abcdx((x→ c\d) → loga b = ln b(ln a)−1)

Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â ðàññìàòðèâàåìûé ëîãàðèôì. Îñíîâàíèå ëîãàðèôìà
íå ðàâíî ÷èñëó e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(k) Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ.
∀ak(k − öåëîå→ cos(πk + a) = (−1)k cos a)

∀ak(k − öåëîå→ sin(πk + a) = (−1)k sin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
29. Çàâåðøàþùåå èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà "Î".

Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ïðèåìàõ ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà èìååò êîðíå-
âîå âõîæäåíèå, ïðè÷åì âñå åå ñëàãàåìûå äîëæíû áûòü èäåíòèôèöèðîâàíû ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì òåîðåìû.
∀abcdeghpx((x → e\h) & 0 < d − c & a = limx→e\h g(x) & (a = ∞ ∨ a = −∞) →
b(g(x))d/p+O((g(x))c) = b(g(x))d/p)

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ b, c, d, p. Ëèáî ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî
îïåðàòîðà óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî b íå ðàâíî 0, ëèáî ïðè îáðàùåíèè ê íîð-
ìàëèçàòîðó áûë ââåäåí êîììåíòàðèé "0", ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî c < 0.
Êîììåíòàðèé "0" èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåçóëüòàò äîëæåí áûòü ëè-
áî àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí èñõîäíîìó âûðàæåíèþ, ëèáî îáà îíè äîëæíû èìåòü
ñâîèì ïðåäåëîì 0. Íàïðèìåð, ýòîãî äîñòàòî÷íî, åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà
íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ îíî çàìåíÿåòñÿ íà ñâîþ àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó.
Îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà", ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì ñõîäèìî-
ñòè ðÿäîâ, ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ êîììåíòàðèÿìè "ñõîäèòñÿ", "ñóììàâñåõ"ëèáî
"ñõîäèòñÿ", "ñòåïåíü". Â ýòèõ ñëó÷àÿõ íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå òðåáî-
âàíèÿ íà îñòàòî÷íûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè. Ïåðâàÿ ïàðà êîììåíòàðèåâ èñïîëü-
çóåòñÿ ïðèåìîì, íàõîäÿùèì àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà äëÿ
àíàëèçà åãî ñõîäèìîñòè. Òàê êàê ðÿä íå îáÿçàòåëüíî çíàêîïîñòîÿííûé, ýòîò
ïðèåì äîïîëíèòåëüíî òðåáóåò îò íîðìàëèçàòîðà "àñèìïòîöåíêà", ÷òîáû ñõî-
äèëñÿ ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç çíà÷åíèé îòáðàñûâàåìîãî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà íà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Âòîðàÿ ïàðà êîììåíòàðèåâ âîçíèêàåò
â ïðèåìå, ðåàëèçóþùåì ïðèçíàê Ãàóññà ñõîäèìîñòè çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ îãðàíè÷åíèå íà îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà
ïåðâîíà÷àëüíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà", êîòîðûé, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîæåò ïðåäïðèíèìàòü ïîïûòêè ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê
ðàçëè÷íûõ âñïîìîãàòåëüíûõ âûðàæåíèé. ×òîáû îòáðàñûâàòü "Î" ïðè íàëè÷èè
êîììåíòàðèÿ "ñõîäèòñÿ", ñîçäàíû íåñêîëüêî îòäåëüíûõ ïðèåìîâ. Îñòàëüíûå
ïðèåìû (â òîì ÷èñëå ðàññìàòðèâàåìûé) â ýòîé ñèòóàöèè áëîêèðóþòñÿ ôèëü-
òðîì "èëè(êîììåíò(ñõîäèòñÿ) êîììåíò(ãëóá 1))". Çàìåòèì, ÷òî êîììåíòàðèè
(ãëóá N) ñîçäàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè, èìåþùèìè â ñâîåì îïèñàíèè ôîðìàòà
ñèìâîë "ãëóá", àâòîìàòè÷åñêè. Îíè óêàçûâàþò ãëóáèíó ðåêóðñèè N . Ïåðâîíà-
÷àëüíî N ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1, à ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè îíî óâåëè÷èâà-
åòñÿ íà 1. Ôàêòè÷åñêè êîììåíòàðèé êîïèðóåòñÿ, òàê ÷òî âî âíåøíåì ïðîöåññå
çíà÷åíèå N íå èçìåíÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 7.
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∀abcdeghix((x → e\h) & ¬(b = 0) & 0 < c − d & limx→e\h g(x) = 0 → b(g(x))d/i +
O((g(x))c) = b(g(x))d/i)

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ b, c, d, i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcdfgx(limx→d\a |g(x)| = ∞ & b = limx→d\a f(x) & b − ÷èñëî & (x → d\a) →
g(x) +O(f(x)) = g(x))

Ñëàãàåìîå, íå èìåþùåå çàãîëîâêà "Î" è ñîäåðæàùåå x, äîëæíî áûòü åäèíñòâåí-
íûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcdfx((x→ b\c) & a < 0 & limx→b\c f(x) = ∞→ d+O((f(x))a) = d)

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â d. Ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî d íå ðàâíî 0, ëèáî èìååòñÿ
êîììåíòàðèé "0". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abfx((x→ a\b) & limx→a\b f(x) = 0 → O(f(x)) = 0)

Äîëæåí ïðèñóòñòâîâàòü êîììåíòàðèé "0". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcdfgx((x→ b\c) & 0 < a & limx→b\c f(x) = 0 → d+O((f(x))a) = d)

Ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî d îòëè÷íî îò 0, ëèáî èìååòñÿ êîììåíòàðèé "0". Ëè-
áî x íå âõîäèò â d, ëèáî èìåþòñÿ êîììåíòàðèè "0", "ñõîäèòñÿ", "ñòåïåíü". Â
îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ, äàííûé ïðèåì óæå äîïóñêàåò íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ
"ñõîäèòñÿ", íî òîëüêî â ñî÷åòàíèè ñ êîììåíòàðèåì "ñòåïåíü". Ýòà ïàðà êîì-
ìåíòàðèåâ âîçíèêàåò â ïðèåìå, ðåàëèçóþùåì ïðèçíàê Ãàóññà ñõîäèìîñòè çíà-
êîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ. Îíà îáåñïå÷èâàåò òàì íåîáõîäèìîå îãðàíè÷åíèå íà ðîñò
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.
∀abfgx(limx→b\a(g(x)/|f(x)|) = 0 & (x→ b\a) → f(x) +O(g(x)) = f(x))

Âûðàæåíèÿ f(x), g(x) íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "Î". Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò âî âòîðîå
èç ýòèõ âûðàæåíèé, ïåðâîå - èìååò íå áîëåå îäíîãî ñîäåðæàùåãî x ñëàãàåìî-
ãî. Îòáðàñûâàþòñÿ ñëó÷àè ñòåïåííûõ f(x), g(x), ó÷òåííûå â îïèñàííûõ âûøå
ïðèåìàõ. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.
∀abfghx(limx→b\a(g(x)/|f(x)|) = 0 & limx→b\a(h(x)/|f(x)|) = 0 & (x → b\a) →
f(x) +O(g(x)) +O(h(x)) = f(x))

Âûðàæåíèÿ f(x), g(x), h(x) íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "Î". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.
∀abfghx((x→∞) & ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
x=1 |g(x)|, n−íàòóðàëüíîå)) → f(x)+O(g(x)) =

f(x))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèåâ "ñõîäèòñÿ", (ãëóá 1), "ñóììà-
âñåõ". Âûðàæåíèå f(x) íå äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîë "çíà÷åíèå". Âòîðîé àí-
òåöåäåíò âûðàæàåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì - èìåííî
â òàêîì âèäå ðåøàòåëü çàïèñûâàåò óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ýòîò àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 8. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèåâ "ñõîäèòñÿ", "ñòåïåíü", (ãëóá 1)
ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcfgx(c = limx→b\a(ln g(x)/ lnx) & c − ÷èñëî & c < 0 & (x → b\a) → f(x) +
O(g(x)) = f(x))

∀abfg((x → b\a) & limx→b\a f(x) = −∞ & limx→b\a(g(x)/f(x)) = 0 → f(x) +
O(g(x)) = f(x))
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé
ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "0":
∀abfgx((x→ a\b) & limx→a\b f(x) = 0 → g(x) +O(f(x)) = g(x))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
30. Âûäà÷à îòêàçà.

Îòêàç âûäàåòñÿ, åñëè íà óðîâíå 9 îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåìûé òåðì
ñîäåðæèò ñèìâîë "Î". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀a(a = îòêàç)

31. Íîðìàëèçàòîð "íîðìÎ". Äëÿ áûñòðîãî óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé âèäà "Î(. . .)",
ñîçäàâàåìûõ ïðèåìàìè íîðìàëèçàòîðà "àñèìïòîöåíêà", ñîçäàí íîðìàëèçàòîð
"íîðìÎ". Îí èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:
∀abcdfx((x→ a\b) → O(cf(x)/d) = O(f(x)))

Âûðàæåíèÿ c, d íå äîëæíû ñîäåðæàòü ïåðåìåííîé x.

Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

∀n((n→∞) & m(n)− öåëîå & limn→∞{m(n)} = ∞→ m(n)! =
√

2πm(n)(m(n))m(n) ·
exp(−m(n)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê îáîáùåííîìó ìíîæèòåëþ (ïîäâûðàæåíèþ, äîñòèæèìîìó èç
êîðíÿ âûðàæåíèÿ òîëüêî ÷åðåç óìíîæåíèÿ, äðîáè, ìèíóñû è îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé)
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "àñèìïòîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íàõîæäåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè, ÿâëÿþùåéñÿ îáîá-
ùåííûì ìíîæèòåëåì óñëîâèÿ

∀abcfgh((x → a\b) & h = λx(f(x), x − ÷èñëî) & limx→a\b(g(x) ln(f(x)/h(x))) = c & c −
÷èñëî→ (f(x))g(x) = exp c(h(x)g(x)))

Ñòåïåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííûé ìíîæèòåëü óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "àñèìïòîöåíêà". Âûðàæåíèå f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó.
Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàáàòûâàåò ýòî âû-
ðàæåíèå íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòîöåíêà". Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòåïåíü íå äîëæíà ÿâ-
ëÿåòüñÿ ïîäâûðàæåíèåì äðóãîé ñòåïåíè, ïîêàçàòåëü êîòîðîé çàâèñèò îò x. Ââåäåí
ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè íàõîæäåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âûðàæåíèÿ, ñî-
äåðæàùåãî öåëóþ ÷àñòü äðîáè

Åñëè öåëàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì îáîáùåííîãî ìíîæèòåëÿ ïðåîáðàçóåìîãî âû-
ðàæåíèÿ, òî îíà ïðîñòî îòáðàñûâàåòñÿ. Åñëè æå ýòî íå òàê, òî äëÿ åå óñòðàíåíèÿ
èíîãäà ïðèõîäèòñÿ àêêóðàòíî ðàññìàòðèâàòü ñåðèþ ñëó÷àåâ. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëå-
äóþùèé ïðèåì:
∀kn((n→∞) → ∃i(i ∈ {0, . . . , k − 1} & n(mod k)− i = 0))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(öåëàÿ÷àñòü(äðîáü(õ14 õ11)))" îïðåäåëÿåò ïîïûòêó ïðè-
ìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
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"àñèìïòîöåíêà", ïîäâûðàæåíèÿ "[n/k]", ãäå k - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðèåì âû-
âîäèò íîâóþ ïîñûëêó - äèçúþíêöèþ, â êîòîðóþ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçâîðà÷è-
âàåòñÿ ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "èëè(. . .)". Ýòà ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàç-
áîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëà äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ñóììû

∀abcdfP ((x→ a\b) &
∫ d(x)

c(x)
f(x, i)di & limx→a\b(f(x, c(x))/P (x)) = 0 &

limx→a\b(f(x, d(x))/P (x)) = 0 & íåâîçðàñòàåò(λi(f(x, i), i − ÷èñëî),Z ∩ [c(x), d(x)]) →∑d(x)
i=c(x) f(x, i) = P (x))

∀abcdfP ((x→ a\b) &
∫ d(x)

c(x)
f(x, i)di & limx→a\b(f(x, c(x))/P (x)) = 0 &

limx→a\b(f(x, d(x))/P (x)) = 0 & íåóáûâàåò(λi(f(x, i), i − ÷èñëî),Z ∩ [c(x), d(x)]) →∑d(x)
i=c(x) f(x, i) = P (x))

Êîíå÷íàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííûé ìíîæèòåëü óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "àñèìïòîöåíêà". Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíà íå áûëà ðàñïî-
ëîæåíà âíóòðè ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ, ïîêàçàòåëü êîòîðîãî çàâèñèò îò x. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Ðåçóëüòàò P (x) íå äîëæåí ñîäåðæàòü ñèìâîë "èíòåãðàë". Åñëè âûðàæåíèå ïîä
ñóììîé ñîäåðæèò ñèìâîëû "÷èñëîñî÷åòàíèé", "ôàêòîðèàë", òî ïîïûòêà ïðèìåíå-
íèÿ ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Ïî êàæäîé èç
ïðèâåäåííûõ äâóõ òåîðåì ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îäíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
4, äðóãàÿ - íà óðîâíå 5. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðàì "óñìíåâîçðàñòàåò", "óñìíåóáûâàåò" ñîïðîâîæäàåòñÿ óñèëèâàþùèì êîììåíòàðè-
åì "ïðîèçâîäíàÿ".

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñóììû ïðîèçâåäåíèé áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ íà çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè

∀abcdfghprn((n→∞) & g ≤ f(k)/q(k) & f(k)/q(k) ≤ h & p(c) = limn→∞(h/g) &
limc→0+0 p(c) = 1 & f(k)/q(k) ≤ r & limn→∞(r/(f(n/2)dn)) = 0 & 0 < f(k) & 0 <
q(k) →

∑n+b
k=a(f(k)Ck

n/q(k)) = f(n/2)2n/q(n/2))

Êîíå÷íàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "àñèìïòîöåíêà". Êàê è âûøå, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíà íå ðàñïî-
ëàãàëàñü â ñòåïåííîì âûðàæåíèè ñ ïîêàçàòåëåì, çàâèñÿùèì îò x. Âòîðîé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè íèæíþþ è âåðõíþþ
îöåíêè g, h îòíîøåíèÿ f(k)/g(k). Ïðè îáðàùåíèè ê ñèíòåçàòîðàì ââîäÿòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå ïîñûëêè "k−÷èñëî","k ∈ {[(1−2c)n/2], . . . , [(1+2c)n/2]}","c−÷èñëî","0 < c",
"c → 0 + 0". Çäåñü c - âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ìîæåò âîéòè â âûðà-
æåíèÿ g, h. Êðîìå òîãî, îáðàùåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì (íåçàâèñèò k),
îáåñïå÷èâàþùèì íåçàâèñèìîñòü ýòèõ âûðàæåíèé îò k. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ïðåäåë p(c) îòíîøåíèÿ îöåíîê ñ
ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðåäåë". Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïÿòûé àíòåöåäåíò
óáåæäàåòñÿ, ÷òî p(c) ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè ñòðåìëåíèè c ê íóëþ. Øåñòîé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, îïðåäåëÿþùèì âåðõíþþ îöåíêó r âûðàæåíèÿ
f(k)/g(k) íà âñåì ïðîìåæóòêå îò a äî n+ b. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò óáåæäàåòñÿ, ÷òî r
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ f(n/2)dn, ãäå d - ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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1.3.2 Ïåðåìåíà çíàêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

Óòâåðæäåíèå "ïåðåìåíàçíàêà(f a)" îçíà÷àåò, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f îäíîé
ïåðåìåííîé îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå a, ïðè÷åì â ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè îíà íå ðàâíà íóëþ è èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè ñëåâà è ñïðàâà îò
a. Ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì ñèìâîë "ïåðåìåíàçíàêà" ïðîðèñîâûâàåòñÿ òàê æå, êàê
òåêñòîâûì.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ïåðåìåíàçíàêà"

Äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ "ïåðåìåíàçíàêà(f a)" ñîçäàí ïðîâåðî÷íûé
îïåðàòîð "ïåðåìåíàçíàêà". Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ïðîñòåéøèå íå÷åòíûå ôóíêöèè.
ïåðåìåíàçíàêà(λx(x, x− ÷èñëî), 0)

ïåðåìåíàçíàêà(λx(sinx, x− ÷èñëî), 0)

ïåðåìåíàçíàêà(λx(tg x, x− ÷èñëî), 0)

ïåðåìåíàçíàêà(λx(arctg x, x− ÷èñëî), 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
2. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀abfx(ïåðåìåíàçíàêà(λx(f(x), x−÷èñëî)a) → ïåðåìåíàçíàêà(λx(−f(x), x−÷èñëî),
a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì, èìåþùèì íå÷åòíûå ÷èñëèòåëü è çíàìå-
íàòåëü.
∀abcfx(a−rational & ¬(÷èñëèòåëü(a)−even) & ïåðåìåíàçíàêà(λx(f(x), x−÷èñëî),
b) → ïåðåìåíàçíàêà(λx((f(x))a, x− ÷èñëî), b))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

4. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcde(¬(a = 0) & ad+ e = 0 → ïåðåìåíàçíàêà(λx(ax+ e, x− ÷èñëî), d))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðà-
ìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ñèíóñ.
∀ab(¬(a = 0) & sin(ab) = 0 → ïåðåìåíàçíàêà(λx(sin(ax), x− ÷èñëî), b))
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèõ íà óðîâíå 1. Ïåðâàÿ ïðèìåíÿåòñÿ
â îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "çíàìåíàòåëü", âòîðàÿ - ïðè åãî íàëè÷èè. Ó âòîðîé
âåðñèè îòñóòñòâóåò ïåðâûé àíòåöåäåíò. Çàìåòèì, ÷òî êîììåíòàðèé "çíàìåíà-
òåëü" ó äàííîãî ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà îçíà÷àåò çàìåíó òðåáîâàíèÿ ïåðåìåíû
â òî÷êå "ñòðîãîãî" çíàêà íà òðåáîâàíèå ïåðåìåíû "íåñòðîãîãî" çíàêà.
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6. Îòáðàñûâàíèå íåíóëåâîãî ñîìíîæèòåëÿ.
∀abcfgy(¬(f(y) = 0) & ïåðåìåíàçíàêà(λx(g(x), x− ÷èñëî), y) →
ïåðåìåíàçíàêà(λx(f(x)g(x), x− ÷èñëî), y))
Àíåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

7. Îòáðàñûâàíèå íåíóëåâîãî çíàìåíàòåëÿ.
∀abcfgy(¬(f(y) = 0) & ïåðåìåíàçíàêà(λx(g(x), x− ÷èñëî), y) →
ïåðåìåíàçíàêà(λx(g(x)/f(x), x− ÷èñëî), y))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Îïðåäåëåíèå ïåðåìåíû çíàêà ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.
∀abfx(a = df(b)/db & ¬(a = 0) & f(b) = 0 → ïåðåìåíàçíàêà(λx(f(x), x −
÷èñëî), b))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ", à çàòåì - âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëè "óïðîñòèòü", "ñëîæèòü-
äðîáè". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð "óïðîùçíàê"

Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ïðîìåæóòêîâ ñîõðàíåíèÿ ôóíêöèåé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåí-
íîãî ñâîåãî çíàêà ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "óïðîùçíàê". Îí ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó
ïåðåéòè ê áîëåå ïðîñòîìó âûðàæåíèþ ñ ñîõðàíåíèåì çíàêà èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ.
Íîðìàëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî êî âñåìó âûðà-
æåíèþ â öåëîì.

1. Óñòðàíåíèå ñîìíîæèòåëåé ñ èçâåñòíûì çíàêîì.
∀ab(0 < a→ ab = b)

∀ab(a < 0 → ab = −b)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Îáðàùåíèå ê îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ, çàêëþ÷åííîãî ïîä çíàêîì "ìèíóñ".
∀ab(a = b→ −b = −a)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óïðîùçíàê". Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðììèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óñòðàíåíèå ñîìíîæèòåëÿ çíàìåíàòåëÿ ñ èçâåñòíûì çíàêîì.
∀abc(0 < a→ b/ac = b/c)

∀abc(a < 0 → b/ac = −b/c)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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4. Óñòðàíåíèå ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ ñ èçâåñòíûì çíàêîì.
∀abc(0 < a→ ab/c = b/c)

∀abc(a < 0 → ab/c = −b/c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

1.3.3 Îãðàíè÷åííîñòü

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâå A îãðàíè÷åíà, ñëó-
æèò óòâåðæäåíèå "îãðàíè÷åíà(f A)". Òàê êàê óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé
îáû÷íî âîçíèêàëè â âèäå ïîäëåæàùèõ ïðîâåðêå àíòåöåäåíòîâ òåîðåì ïðèåìîâ, íà
ïðàêòèêå îêàçàëîñü óäîáíûì ïîëüçîâàòüñÿ íå ýòèì óòâåðæäåíèåì, à êîíòåêñòíî-
îïðåäåëåííîé åãî âåðñèåé "îãðàíè÷åíî(F )". Îíà îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ â òåêóùåì êîíòåêñòå ÷èñëåííûì âûðàæåíèåì F . Ïðè
íàëè÷èè ïîñûëêè x→ a\b âûðàæåíèå äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a, ïðè ýòîì ïðî÷èå ïåðåìåííûå ïðåäïîëàãàþòñÿ çàôèêñèðîâàííûìè.
Èìååòñÿ áåñêîíòåêñòíàÿ âåðñèÿ "îãðâòî÷êå(f a)", îçíà÷àþùàÿ, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíê-
öèÿ f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Íàêîíåö, ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
"íåîãðàíè÷åíî(f)", îçíà÷àþùåå, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè
ïëþñ-áåñêîíå÷íîñòè è ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê ïëþñ-áåñêîíå÷íîñòè èìååò ïðåäåë
ïëþñ-áåñêîíå÷íîñòü.

Ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ çàòðàãèâàëîñü ëèøü
êîñâåííûì îáðàçîì, è âñå ñâÿçàííûå ñ íèì ïðèåìû îòíîñÿòñÿ ê òðåì íåñëîæíûì
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "îãðàíè÷åíî"

Îïåðàòîð îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó óñëîâèÿ "îãðàíè÷åíî(F )". Îí èìååò ñëåäóþùèå
ïðèåìû:

1. Îãðàíè÷åííîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀a(îãðàíè÷åíî(sin a))
∀a(îãðàíè÷åíî(cos a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Îãðàíè÷åííîñòü ñóììû.
∀ab(îãðàíè÷åíî(a) & îãðàíè÷åíî(b) → îãðàíè÷åíî(a+ b))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀ab(îãðàíè÷åíî(a) & îãðàíè÷åíî(b) → îãðàíè÷åíî(ab))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Îãðàíè÷åííîñòü êîíñòàíòû.
∀a(îãðàíè÷åíî(a)).
Ëèáî âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, ëèáî èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ïîñûëêà âèäà "x→
b\c", ïðè÷åì íè îäíà èç òàêèõ ïåðåìåííûõ x íå âõîäèò â a. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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5. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà è ìîäóëÿ.
∀a(îãðàíè÷åíî(a) → îãðàíè÷åíî(−a))
∀a(îãðàíè÷åíî(a) → îãðàíè÷åíî(|a|))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Îãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíè.
∀a(îãðàíè÷åíî((−1)a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(îãðàíè÷åíî(a) & 0 < b & îãðàíè÷åíî(b) → îãðàíè÷åíî(ab))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 < b & (a→∞) → îãðàíè÷åíî(a−b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé áåðåòñÿ
â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ 1− a & 0 ≤ b→ îãðàíè÷åíî(ab))

Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
7. Îãðàíè÷åííîñòü äðîáè.
∀abc(îãðàíè÷åíî(a) & c ≤ |b| & 0 < c→ îãðàíè÷åíî(a/b))
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì. Îí íàõîäèò êîíñòàíòíóþ íèæ-
íþþ îöåíêó c ìîäóëÿ çíàìåíàòåëÿ. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(îãðàíè÷åíî(a) & ¬(b = 0) → îãðàíè÷åíî(a/b))
Ëèáî âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå, ëèáî èìåþòñÿ ïîñûëêè âèäà "x → c\d", è íè
îäíà èç ïåðåìåííûõ x íå âõîäèò â b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Îãðàíè÷åííîñòü îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
∀a(îãðàíè÷åíî(arcsin a))
∀a(îãðàíè÷åíî(arccos a))

∀a(îãðàíè÷åíî(arctg a))
∀a(îãðàíè÷åíî(arcctg a))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ íåîãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè â òî÷êå
"óñìíåîãðâòî÷êå"

1. Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
∀abfg(limx→a f(x) = b & (b = ∞ ∨ b = −∞) → ¬(îãðâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 86

2. Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, èìåþùåé áåñêîíå÷-
íûé ïðåäåë, íà ôóíêöèþ, èìåþùóþ áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
∀afgh(limx→a f(x) = b & (b = ∞ ∨ b = −∞) & limx→a g(x) = c & (c =
∞ ∨ c = −∞) & íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), set(x − ÷èñëî & (x → a))) →
¬(îãðâòî÷êå(λx(f(x) sin g(x), h(x)), a)))

Âìåñòî ñèíóñà ïðè èäåíòèôèêàöèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êîñèíóñ. Ïåðâûå
÷åòûðå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèèôêàòîð", ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀fg(¬(îãðâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a)) → ¬(îãðâòî÷êå(λx(−f(x), g(x)), a)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Îòáðàñûâàíèå îãðàíè÷åííîãî ñëàãàåìîãî.
∀fgh(îãðàíè÷åíî(f(x)) & ¬(îãðâòî÷êå(λx(g(x), h(x)), a)) → ¬(îãðâòî÷êå(λx(f(x)+
g(x), h(x)), a)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà ôóíêöèè ïðè
íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå àðãóìåíòà "óñìíåîãðàíè÷åíî"

1. Íåîãðàíè÷åííîñòü ïåðåìåííîé.
∀x(íåîãðàíè÷åíî(λx(x, x− ÷èñëî)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íåîãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀fg(íåîãðàíè÷åíî(λx(f(x), x − ÷èñëî)) & íåîãðàíè÷åíî(λx(g(x), x − ÷èñëî)) →
íåîãðàíè÷åíî(λx(f(x)g(x), x− ÷èñëî)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Íåîãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíè.
∀fn(0 < n & íåîãðàíè÷åíî(λx(f(x), x− ÷èñëî)) → íåîãðàíè÷åíî(λx((f(x))n, x−
÷èñëî)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Íåîãðàíè÷åííîñòü äðîáè.
∀af (0 < a & íåîãðàíè÷åíî(λx(f(x), x − ÷èñëî)) → íåîãðàíè÷åíî(λx(f(x)/a, x −
÷èñëî)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Íåîãðàíè÷åííîñòü ñóììû.
∀af (íåîãðàíè÷åíî(λx(f(x), x−÷èñëî)) → íåîãðàíè÷åíî(λx(a+ f(x), x−÷èñëî)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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1.3.4 Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé

Âûáîð ïåðåìåííîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷å

Ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü
íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå, êîãäà ýëåìåíòàðíûå ñðåäñòâà îêàçàëèñü íåäîñòàòî÷-
íûìè. Íà÷èíàåòñÿ îíà ñ òîãî, ÷òî âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî, êîììåíòàðèé
(íèæíÿÿãðàíü x) êîòîðîé îïðåäåëÿåò âûáðàííóþ ïåðåìåííóþ x. Ýòè äåéñòâèÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
∀ab(a < b→ a < b)

∀ab(a ≤ b→ a ≤ b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàññìàòðèâàåìîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âõîäèò(ïåðåìåííàÿ(õ23)êîðåíü)
ïåðåìåííàÿ(õ23))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ x ñ ïðîèçâîëüíîé ïåðåìåííîé äàííîãî
íåðàâåíñòâà. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ïîñûëêè "x− ÷èñëî" è îòñóòñòâèå ïîñûëîê
"x−öåëîå","x−íàòóðàëüíîå". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé ñ òåì æå ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, ÷òî è òåêóùàÿ çà-
äà÷à. Ýòà çàäà÷à ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì (íèæíÿÿãðàíü x). Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à
óæå èìåëà êîììåíòàðèé òàêîãî âèäà, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Åñëè òåêóùàÿ çàäà-
÷à èìåëà ïîñûëêè ñ çàãîëîâêàìè "öåëîå", "íàòóðàëüíîå", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 7, èíà÷å îí ðàâåí 6.

Ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ íèæíåé ãðàíè âñïîìîãàòåëüíîé ÷èñëîâîé ôóíê-
öèè

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî çàäàííîé ïåðåìåííîé
x ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàþòñÿ íåñëîæíûå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáëåã÷àþ-
ùèå ïîñëåäóþùèå âûêëàäêè, à çàòåì ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå f äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé
ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò x. Äàëåå âíîâü âñå ñâîäèòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà äî-
êàçàòåëüñòâî, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ óæå íå íåðàâåíñòâî, à óòâåðæäåíèå âèäà "íèæ-
íÿÿãðàíü(0 îáðàç(f A))" ëèáî "Íèæíÿÿãðàíü(0 îáðàç(f A))". Çäåñü "íèæíÿÿãðàíü(a
B)" îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãîé íèæíåé ãðàíüþ ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà
B, à "Íèæíÿÿãðàíü(a B)" ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñòðîãîé íèæíåé ãðàíè. Âûáîð íîâîé
ïåðåìåííîé f äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èññëåäóåìîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò âûâîäèòü êîìïàêò-
íî çàïèñûâàåìûå ñëåäñòâèÿ î ñâîéñòâàõ ýòîé ôóíêöèè (êîðíè ïðîèçâîäíîé, îñîáûå
òî÷êè è ò.ï.).
∀abcf (Íèæíÿÿãðàíü(0, îáðàç(f, setx(c))) → a < b)

∀abcf (íèæíÿÿãðàíü(0, îáðàç(f, setx(c))) → a ≤ b)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(êîì-
ìåíòàðèé(íèæíÿÿãðàíü õ23)ðàâíî(õ3 óíèñáîðêà(è âûïèñêà(ïîñûëêà(õ4)âõîäèò(õ23
õ4)òåðì(õ4)))))" èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ x èç êîììåíòàðèÿ (íèæíÿÿãðàíü x).
Çäåñü æå îïðåäåëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå c - êîíúþíêöèÿ âñåõ ñîäåðæàùèõ x ïîñûëîê
çàäà÷è. Ýòà êîíúþíêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ðàç-
ðåøàþùåé åå îòíîñèòåëüíî x ÿâíûì îáðàçîì. Âûðàæåíèå setx(c) îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Â êà÷åñòâå f âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü
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êîòîðîé ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó óðîâíþ òåêóùåé çàäà÷è. Ýòîé çàäà÷å ïåðåäàåòñÿ ïî-
ñûëêà - îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f : "λx(b − a, x − ÷èñëî) = f". Îäíîâðåìåííî ó íåå
îòáðàñûâàþòñÿ âñå ñòàðûå ïîñûëêè, ñîäåðæàùèå x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ïðè ðåøåíèè ââåäåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ è çàíåñòè â ïîñûëêè ðàâåíñòâî, åå îïðå-
äåëÿþùåå:
∀afgh(f = λx(g(x), x− ÷èñëî) & a = dg(x)/dx→ λx(a, x− ÷èñëî & îäç(a)) = h & Ïðî-
èçâîäíàÿ(f, h))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä "íèæ-
íÿÿãðàíü(0 îáðàç(f A))" ëèáî "Íèæíÿÿãðàíü(0 îáðàç(f A))". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå
îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(f . . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷àëà íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïðîèçâîäíàÿ", à çàòåì - âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óòâåð-
æäåíèå "x− ÷èñëî & îäç(a)" îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå
äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âû÷èñëåíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé

Äëÿ ïðîèçâîäíîé g, íàéäåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàé-
òè êîðíè íà òîì ìíîæåñòâå b, ãäå íóæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî. Ïîñëå ýòîãî ââîäèòñÿ
ïîñûëêà âèäà "roots(g, b) = . . .":
∀abfguv(g = λx(u(x), v(x)) & Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & a = setx(u(x) = 0 & x ∈ b) →
roots(g, b) = a)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ñ óñëîâèåì ýòîé çàäà÷è èäåíòèôèöèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå "íèæíÿÿãðàíü(0 îáðàç(f
b))" ëèáî "Íèæíÿÿãðàíü(0 îáðàç(f b))". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå óæå ââåäåííûõ ðà-
íåå ïîñûëîê âèäà "roots(g, b) = . . .". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â åãî ïðàâîé ÷àñòè ðàçðåøàþò-
ñÿ ÿâíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ öåëü "êîðíè". Ýòà öåëü áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ
ïðè èíèöèàëèçàöèè ïîïûòîê óñìîòðåíèÿ îòñóòñòâèÿ êîðíåé ñ ïîìîùüþ äàëüíåéøåãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îðèåíòàöèÿ íîâîãî ðàâåíñòâà çàêðåïëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà ëèáî íå
íàéäåíà

∀bfguv(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & g = λx(u(x), v(x)) → b \Dom(g) = setx(x ∈ b & ¬(v(x))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ñ óñëîâèåì ýòîé çàäà÷è èäåíòèôèöèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå "íèæíÿÿãðàíü(0 îáðàç(f
b))" ëèáî "Íèæíÿÿãðàíü(0 îáðàç(f b))". Óòâåðæäåíèå "x ∈ b & ¬(v(x))" îáðàáàòû-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå äëÿ ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî
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ïåðåìåííîé x. Âíåøíåå âûðàæåíèå setx(. . .) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
êëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðàíåå ââåäåííûõ ïîñûëîê âèäà "b \ Dom(g) = . . .".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðàì "íîðìíèæíÿÿãðàíü", "íîðìÍèæíÿÿãðàíü"

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû ìíîæåñòâî êîðíåé ïðîèçâîäíîé è ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê,
íîðìàëèçàòîðû "íîðìíèæíÿÿãðàíü", "íîðìÍèæíÿÿãðàíü" ïðåîáðàçóþò óñëîâèå çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî â îäíî èëè íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ, ëèáî â êâàíòîðíóþ ñåðèþ
íåðàâåíñòâ. Äàëüíåéøåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ îáû÷íûìè ñðåá-
ñòâàìè. Íîðìàëèçàòîðû áûëè ïîäðîáíî îïèñàíû â ïðåäûäóùåé êíèãå - â ðàçäåëå,
ïîñâÿùåííîì ÷èñëîâûì ìíîæåñòâàì. Äëÿ îáðàùåíèÿ ê íèì ñëóæàò ñëåäóþùèå ïðè-
åìû:
∀abcf (a = Íèæíÿÿãðàíü(b, îáðàç(f, c)) → Íèæíÿÿãðàíü(b, îáðàç(f, c)) = a)

∀abcf (a = íèæíÿÿãðàíü(b, îáðàç(f, c)) → íèæíÿÿãðàíü(b, îáðàç(f, c)) = a)

Çàìåíÿåìûé òåðì èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé
ïîñûëêè "Ïðîèçâîäíàÿ(f g)", "ðàâíî(êîðíè(g c). . .)", "ðàâíî(ðàçíîñòü(c îáëàñòü(g))
. . .)". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàëèçàòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå îáðàáîòêè çàãîëî-
âîê ïðàâîé ÷àñòè (ò.å. "Íèæíÿÿãðàíü" ëèáî "íèæíÿÿãðàíü") èñêëþ÷àåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå íåöåëåñîîáðàçíîñòè ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà ýëå-
ìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè - îïåðàòîð "ôèëüòðíåðàâåíñòâà"

×òîáû íå òðàòèòü âðåìÿ íà ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ñðåäñòâ äîêàçàòåëüñòâà íåðà-
âåíñòâ â ïîäîçðèòåëüíî íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèÿõ, ñîçäàí îïåðàòîð ôèëüòðà "ôèëüòð-
íåðàâåíñòâà". Îí óïîìèíàëñÿ â ïðèåìàõ ïðåäûäóùåé êíèãè, ñâÿçàííûõ ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì íåðàâåíñòâ. Îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì (ò.å. áëîêèðóþùèì ýëåìåíòàðíûå
ñðåäñòâà) â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. Ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ â äîêàçûâàåìîì íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå
àëãåáðàè÷åñêîå âõîæäåíèå (ò.å. äîñòèæèìîå èç êîðíÿ òîëüêî ÷åðåç àðèôìåòè-
÷åñêèå îïåðàöèè, ìîäóëè, ðàâåíñòâà, íåðàâåíñòâà è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé).
Ïðè ýòîì íåêîòîðîå äðóãîå âõîæäåíèå äàííîé ïåðåìåííîé íå ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèì.

2. Ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ â íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïîä
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé (ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ, êîòàíãåíñ, ñåêàíñ, êî-
ñåêàíñ) è ïðè ýòîì èìåþùàÿ òàêæå âõîæäåíèå íå ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè.

3. Ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ â íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïîä
îäíîé èç îïåðàöèé "ëîãàðèôì", "àðêñèíóñ", "àðêòàíãåíñ", "àðêêîñèíóñ", è èìå-
þùàÿ òàêæå âõîæäåíèå íå ïîä ýòîé æå îïåðàöèåé.

4. Ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ â íåðàâåíñòâå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â ïî-
êàçàòåëå ñòåïåíè è èìåþùàÿ ïðè ýòîì âõîæäåíèå íå â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
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Ïðåîáðàçîâàíèå íåðàâåíñòâà ïåðåä äèôôåðåíöèðîâàíèåì

Ïîñëå òîãî, êàê âûáðàíà ïåðåìåííàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íî äî ïåðåõîäà ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ íèæíåé ãðàíè, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ íåðàâåíñòâà,
óïðîùàþùèå äåéñòâèÿ ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

1. Äåëåíèå íà àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ìíîæèòåëåì ïðè òðàíñöåí-
äåíòíîì âûðàæåíèè.
∀abc(0 < a→ 0 < ab+ c↔ 0 < b+ c/a)

∀abc(a < 0 → 0 < ab+ c↔ b+ c/a < 0)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòà-
ðèé (íèæíÿÿãðàíü x). Çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ b ñëóæèò îäèí èç ñèìâîëîâ "ëî-
ãàðèôì", "àðêòàíãåíñ", "àðêñèíóñ", "àðêêîñèíóñ". Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â ýòî
âûðàæåíèå, ïðè÷åì ëþáîå åå âõîæäåíèå â âûðàæåíèÿ a, c ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèì. Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà", "äðîáü" ðàçðåøàþò ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ
íåðàâåíñòâ è ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíàêó àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ ïðè òðàíñöåíäåíòíîì âû-
ðàæåíèè.
∀b(0 < b ∨ b < 0 ∨ b = 0)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ1 õ2)õ3))" èíèöèèðóåò ïðèìå-
íåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ âèäà "ab+c" â óñëîâèè çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî, îáëàäàþùåé êîììåíòàðèåì (íèæíÿÿãðàíü x). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà. Âûðà-
æåíèå a èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "ëîãàðèôì", "àðêòàíãåíñ",
"àðêñèíóñ", "àðêêîñèíóñ". Îíî ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ b, c
íå èìåþò íåàëãåáðàè÷åñêèõ âõîæäåíèé äàííîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ãðóïïèðîâêà òðàíñöåíäåíòíûõ âûðàæåíèé.
∀abcde(a ln b+ c ln b+ d < e↔ (a+ c) ln b+ d < e)

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòà-
ðèé (íèæíÿÿãðàíü x). Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â b è íå èìååò íåàëãåáðàè÷åñêèõ
âõîæäåíèé â âûðàæåíèÿõ a, c, d. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Äåëåíèå íà ýêñïîíåíòó.
∀abc(0 < exp(a)b+ c↔ 0 < b+ c/ exp(a))

Íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé êîììåíòà-
ðèé (íèæíÿÿãðàíü x). Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â a è íå âõîäèò â b. Âûðàæåíèå c
íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé. Äîïóñêàåòñÿ ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ è ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîïûòêè óãàäàòü ÷àñòü êîðíåé ïðîèçâîäíîé è ïîäðàçáèòü ïðîìåæóòîê èõ
ïîèñêà

Äàííûé ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà î÷åíü ÷àñòíûé ñëó÷àé - êîãäà íîëü îêàçûâàåòñÿ
êîðíåì ïðîèçâîäíîé. Åñëè ýòî òàê, òî äàëåå ðåàëèçóåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ òî÷êè
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íîëü è äâóõ ïîëóïðÿìûõ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ýòèõ ïîëóïðÿìûõ óäàñòñÿ äîêà-
çàòü îòñóòñòâèå êîðíåé, èñïîëüçóÿ äàëüíåéøåå äèôôåðåíöèðîâàíèå). Êîíå÷íî, ýòîò
ñëó÷àé âðÿä ëè ñòîèëî áû îñîáî âûäåëÿòü, íî â èñêóññòâåííî ïîäîáðàííûõ çàäà÷àõ
íóëåâîå çíà÷åíèå êîðíÿ âñòðå÷àåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ÷àñòî. Êðîìå òîãî, ïðèåì ìîæíî
îáîáùèòü, èñïîëüçóÿ êàêèå-òî áîëåå ðàçâèòûå ñðåäñòâà óãàäûâàíèÿ êîðíÿ.
∀fgx(f(0)− g(0) = 0 & f(x) = g(x) → x = 0 ∨ 0 < x ∨ x < 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "êîðíè". Äîëæíî îòñóòñòâîâàòü óñëî-
âèå, èìåþùèå âèä îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà x íóëþ ëèáî âèä íåðàâåíñòâà äëÿ x, ïîç-
âîëÿþùåãî îïðåäåëèòü åãî íåñòðîãèé çíàê. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðåäïðèíèìàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå èñòèí-
íîñòè îïåðàòîðà ôèëüòðà "äèôôèëüòð". Ýòîò îïåðàòîð ââåäåí äëÿ óñìîòðåíèÿ öå-
ëåñîîáðàçíîñòè ïîïûòêè äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ êîðíåé ïðîèçâîäíîé ïóòåì ïî-
âòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îí èñòèíåí â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. Íåèçâåñòíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò êàê ñëàãàåìûå ñ íåàëãåáðàè÷åñêèì âõîæäå-
íèåì íåèçâåñòíîé, òàê è íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå áåç òàêèõ âõîæäåíèé, ïðè÷åì
êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ îäíîãî èç ýòèõ òèïîâ ðàâíî 1. Ëèáî ñóùåñòâóåò ñëàãàåìîå
íåèçâåñòíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé
îäíî÷ëåí ñòåïåíè îò 1 äî 5, ëèáî ñóùåñòâóåò ñëàãàåìîå íåèçâåñòíîé ÷àñòè, èìå-
þùåå âèä ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíîãî ñîìíîæèòåëÿ ñ çàãîëîâêîì "ëîãàðèôì",
"àðêñèíóñ", "àðêòàíãåíñ" ëèáî "àðêêîñèíóñ", íà ìíîãî÷ëåíû îò íåèçâåñòíîé
ñòåïåíè íå âûøå 5.

2. Íåèçâåñòíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíîãî ñîìíîæè-
òåëÿ ñ çàãîëîâêîì "ëîãàðèôì", "àðêñèíóñ", "àðêòàíãåíñ" ëèáî "àðêêîñèíóñ",
íà âûðàæåíèå, íå èìåþùåå íåàëãåáðàè÷åñêèõ âõîæäåíèé íåèçâåñòíîé.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

Ïîïûòêè äîêàçàòü îòñóòñòâèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé ïóòåì ïîâòîðíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ

1. Èñïîëüçîâàíèå êîíöîâ ïðîìåæóòêà äëÿ óãàäûâàíèÿ çíàêà íåðàâåíñòâà.
∀afgx(x < a & 0 < limx→a−0(g(x)− f(x)) & f(x) < g(x) → ¬(f(x) = g(x)))

∀afgx(a < x & 0 < limx→a+0(g(x)− f(x)) & f(x) < g(x) → ¬(f(x) = g(x)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàâåíñòâî f(x) = g(x) èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "êîðíè". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãîå óñëîâèå ýòîé çàäà÷è, ïðè÷åì âìåñòî ñòðîãîãî íåðà-
âåíñòâà äîïóñêàåòñÿ íåñòðîãîå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé.
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðåäâàðèòåëüíî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåäåë". Òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèé (íèæíÿÿãðàíü x). Ýòî îáåñïå÷èâàåò íåìåäëåííóþ ïîïûòêó äîêàçà-
òåëüñòâà ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ, åñëè èñòèíåí óêàçàííûé âûøå îïåðàòîð ôèëüòðà "äèôôèëüòð".
Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå äðóãîãî íåðàâåíñòâà, îãðàíè÷èâàþùåãî x ñ
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òîé æå ñòîðîíû, ÷òî è ïåðâûé àíòåöåäåíò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïðè
îòñóòñòâèè ÿâíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ x ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ðàçíîñòè ÷à-
ñòåé óðàâíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà:
∀afgx(0 < limx→−∞(g(x)− f(x)) & f(x) < g(x) → ¬(f(x) = g(x)))

∀afgx(0 < limx→∞(g(x)− f(x)) & f(x) < g(x) → ¬(f(x) = g(x)))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì.
2. Èñïîëüçîâàíèå îñîáûõ âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ óãàäûâàíèÿ çíàêà íåðàâåíñòâà.
∀fgx(0 < g(0)− f(0) & f(x) < g(x) → ¬(f(x) = g(x)))

Â êà÷åñòâå îñîáîé âíóòðåííåé òî÷êè áåðåòñÿ íîëü. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿ-
åòñÿ îòñóòñòâèå íåðàâåíñòâà ëèáî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà äëÿ x, äåëàþùåãî íîëü
çàâåäîìî íåäîïóñòèìûì. Â îñòàëüíîì ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà.

1.3.5 Îáùåå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïðåäåëîâ è

ïðîèçâîäíûõ

Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå

Â ýòîì ïîäðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ ïðèåìû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïðå-
îáðàçîâàíèå ñ óñëîâèÿìè âèäà "sup(îáðàç(f, a))", "inf(îáðàç(f, a))", ãäå ôóíêöèÿ f
ÿâíî îïðåäåëåíà ïðè ïîìîùè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".

1. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. Ïðåæäå âñåãî, ôóíêöèÿ îáî-
çíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé íîâîé ïåðåìåííîé f , à ê ïîñûëêàì çàäà÷è
ïðèñîåäèíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå ýòó ïåðåìåííóþ:
∀afuv(inf(îáðàç(λx(u(x), v(x)), a)) = inf(îáðàç(f, a)))
∀afuv(sup(îáðàç(λx(u(x), v(x)), a)) = sup(îáðàç(f, a)))
Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â êà-
÷åñòâå f âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ; ê ïîñûëêàì ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "λx(u(x), v(x)) = f". Çàìåòèì, ÷òî èìåþùèåñÿ ïðèåìû îðèåíòàöèè ðàâåí-
ñòâà ôèêñèðóþò äàííûé ïîðÿäîê åãî ÷àñòåé, ïðåïÿòñòâóþùèé ïîñëåäóþùåìó
èñêëþ÷åíèþ f . Ïðè íàëè÷èè â óñëîâèè çàäà÷è ñèìâîëà "öåëàÿ÷àñòü" ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé.
∀afgh(f = λx(g(x), x − ÷èñëî) & a = dg(x)/dx → λx(a, x − ÷èñëî & îäç(a)) =
h & Ïðîèçâîäíàÿ(f, h))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ òî-
ãî, ÷òî ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîñûëêîé çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä "sup(îáðàç(f,M))"
ëèáî "inf(îáðàç(f,M))" è ÷òî îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(f . . .)".
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ" è âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óòâåðæäåíèå "x − ÷èñëî & îäç(a)" ÿâíî ðàçðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî x ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Âû÷èñëåíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé.
∀abcdfguv(g = λx(u(x), v(x)) & Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & a = setx(u(x) = 0 & x ∈ b) →
roots(g, b) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûë-
êàõ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé óñëîâèå âèäà "sup(îáðàç(f, b))" ëèáî
"inf(îáðàç(f, b))". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "roots(g, b) = . . .". Òðå-
òèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óòâåðæäåíèå "u(x) =
0 & x ∈ b" â åãî ïðàâîé ÷àñòè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà îïèñàíèå, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ òàêæå öåëü "êîðíè". ×òîáû çàáëîêè-
ðîâàòü íåíóæíûå äåéñòâèÿ, ó ýòîé çàäà÷è îòáðàñûâàþòñÿ ïîñûëêè, ñîäåðæàùèå
ñèìâîëû "Ïðîèçâîäíàÿ", "îòîáðàæåíèå", "îáëàñòü". Âûðàæåíèå "set(. . .)" îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïîñëå ýòîãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

4. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà ëèáî íå íàéäåíà.
∀bfguv(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & g = λx(u(x), v(x)) → b\Dom(g) = setx(x ∈ b& ¬v(x)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûë-
êàõ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé óñëîâèå âèäà "sup(îáðàç(f, b))" ëèáî
"inf(îáðàç(f, b))". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "b \ Dom(g) = . . .".
Óòâåðæäåíèå "x ∈ b & ¬v(x)" ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Ê âíåøíåìó îïèñàòåëþ ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðì-
êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "íîðìèíô", "íîðìñóï". Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû
êîðíè è îñîáûå òî÷êè ïðîèâçîäíîé, ïðèìåíÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðû "íîðìèíô",
"íîðìñóï", îïèñàííûå â ðàçäåëå "÷èñëîâûå ìíîæåñòâà" ïðåäûäóùåé êíèãè:
∀abf (a = inf(îáðàç(f, b)) → inf(îáðàç(f, b)) = a)

∀abf (a = sup(îáðàç(f, b)) → sup(îáðàç(f, b)) = a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé ïîñûëêè "Ïðî-
èçâîäíàÿ(f, g)", "êîðíè(g, b) = . . .", à òàêæå ïîñûëêó "b \ Dom(g) = . . ." ëèáî
"b ⊆ Dom(g)". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàëèçàòîðîì âû÷èñëåíèÿ òî÷íîé
ãðàíè - âåðõíåé ëèáî íèæíåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

6. Îòáðàñûâàíèå êîðíåâîé îäíîìåñòíîé îïåðàöèè.
Âûêëàäêè èíîãäà óäàåòñÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Òîãäà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷íóþ ãðàíü äëÿ âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî îòáðàñûâàíèåì
ýòîé îïåðàöèè. Äëÿ óñìîòðåíèÿ äàííîé âîçìîæíîñòè ñîçäàíà ñåðèÿ ïðèåìîâ,
ñðàáàòûâàþùèõ íà ìàëûõ óðîâíÿõ, ñ îïåðåæåíèåì ïðèåìà ÷åòâåðòîãî óðîâíÿ,
èíèöèèðóþùåãî öåïî÷êó âûêëàäîê ñ ïðîèçâîäíîé:
(a) Ñòåïåíü.

∀abf (0 < a− 1 → sup(îáðàç(λx(a
f(x), x− ÷èñëî), b)) =

asup(îáðàç(λx(f(x),x−÷èñëî),b)))
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∀abf (0 < a & 0 ≤ f(x) → sup(îáðàç(λx((f(x))a, x− ÷èñëî), b)) =
(sup(îáðàç(λx(f(x), x− ÷èñëî), b)))a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â ïîñëåäíåì
ïðèåìå îáðàáîòêà âòîðîãî àíòåöåäåíòà ïðîèñõîäèò ïðè äîïîëíèòåëüíîé
ïîñûëêå x ∈ b. Âìåñòî ñèìâîëà sup äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë inf. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ìîäóëü.
∀af (sup(îáðàç(λx(|f(x)|, x−÷èñëî), a)) = max(| sup(îáðàç(λx(f(x), x−÷èñëî),
a))|, | inf(îáðàç(λx(f(x), x− ÷èñëî), a))|))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcf (b = inf(îáðàç(λx(f(x), x−÷èñëî), a)) & 0 ≤ b→ inf(îáðàç(λx(|f(x)|, x−
÷èñëî), a)) = b)

∀abcf (b = sup(îáðàç(λx(f(x), x−÷èñëî), a)) & b ≤ 0 → inf(îáðàç(λx(|f(x)|, x−
÷èñëî), a)) = −b)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðàÿ èìååò äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïîëíîãî ïåðå÷íÿ îïèñûâàå-
ìûõ ñðåäñòâ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ ãðàíåé. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀af (∃x(x ∈ a & f(x) = 0) → inf(îáðàç(λx(|f(x)|, x− ÷èñëî), a)) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïëþñ.
∀abf (sup(îáðàç(λx(f(x)+a, x−÷èñëî), b)) = sup(îáðàç(λx(f(x), x−÷èñëî), b))+
a)

Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" îáîáùàåò ïðèåì òàêæå íà ñëó÷àé ñèìâîëà "èíô".
Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(d) Àðêòàíãåíñ.
∀af (sup(îáðàç(λx(arctg f(x), x − ÷èñëî), a)) = arctg sup(îáðàç(λx(f(x), x −
÷èñëî), a)))
Ýòîò è ÷åòûðå ñëåäóþùèõ ïðèåìà àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó.

(e) Àðêêîòàíãåíñ.
∀af (sup(îáðàç(λx(arcctg f(x), x − ÷èñëî), a)) = arcctg inf(îáðàç(λx(f(x), x −
÷èñëî), a)))

(f) Àðêñèíóñ.
∀af (sup(îáðàç(λx(arcsin f(x), x− ÷èñëî), a)) = arcsin sup(îáðàç(λx(f(x), x−
÷èñëî), a)))

(g) Àðêêîñèíóñ.
∀af (sup(îáðàç(λx(arccos f(x), x − ÷èñëî), a)) = arccos inf(îáðàç(λx(f(x), x −
÷èñëî), a)))

(h) Ìèíóñ.
∀af (sup(îáðàç(λx(−f(x), x−÷èñëî), a)) = − inf(îáðàç(λx(f(x), x−÷èñëî), a)))

(i) Óìíîæåíèå.
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∀abf (a ≤ 0 → sup(îáðàç(λx(af(x), x − ÷èñëî), b)) = a inf(îáðàç(λx(f(x), x −
÷èñëî), b)))
∀abf (0 ≤ a→ sup(îáðàç(λx(af(x), x− ÷èñëî), b)) = a sup(îáðàç(λx(f(x), x−
÷èñëî), b)))
Óêàçàòåëè "àëüòåðíàòèâà" îáîáùàþò ïðèåìû íà ñëó÷àé òî÷íîé íèæíåé
ãðàíè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(j) Äðîáü
∀abf (a < 0 → sup(îáðàç(λx(f(x)/a, x − ÷èñëî), b)) = inf(îáðàç(λx(f(x), x −
÷èñëî), b))/a)
∀abf (0 < a → sup(îáðàç(λx(f(x)/a, x − ÷èñëî), b)) = sup(îáðàç(λx(f(x), x −
÷èñëî), b))/a)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.
∀abf (0 ≤ a & 0 < f(x) → sup(îáðàç(λx(a/f(x), x−÷èñëî), b)) = a/ inf(îáðàç(
λx(f(x), x− ÷èñëî), b)))
∀abf (0 ≤ a & f(x) < 0 → sup(îáðàç(λx(a/f(x), x−÷èñëî), b)) = a/ inf(îáðàç(
λx(f(x), x− ÷èñëî), b)))
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "x ∈ b". Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó.

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå

Â ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ óñëîâèå âè-
äà "Max(λx(u(x), v(x)), a, b, c)" ëèáî "Min(λx(u(x), v(x)), a, b, c)". Çäåñü λx(u(x), v(x))
- èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îäíîìåñòíàÿ ëèáî ìíîãîìåñòíàÿ. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé
a, b, c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íàïîìíèì, ÷òî b - ïîäìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà
a, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò, ñîîòâåòñòâåííî, íàèáîëüøåå ëèáî
íàèìåíüøåå ñâîå çíà÷åíèå c íà a.

1. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.
∀abcuvf (Max(λx(u(x), v(x)), a, b, c) ↔ Max(f, a, b, c))
∀abcuvf (Min(λx(u(x), v(x)), a, b, c) ↔ Min(f, a, b, c))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëåâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ çàäà÷è. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ(õ23)" ðàçðåøàåò
ðàññìîòðåíèå ìíîãîìåñòíûõ ôóíêöèé. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ f , è ïîìè-
ìî ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ââîäèòñÿ íîâàÿ ïîñûëêà λx(u(x), v(x)) = f .
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Äàëåå ñëó÷àè îäíîìåñòíûõ è ìíîãîìåñòíûõ ôóíêöèé áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
ðàçäåëüíî (çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ). Íà÷íåì ñ îäíîìåñò-
íûõ ôóíêöèé.

2. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé.
∀afgh(f = λx(g(x), x − ÷èñëî) & a = dg(x)/dx → λx(a, x − ÷èñëî & îäç(a)) =
h & Ïðîèçâîäíàÿ(f, h))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "Max(f, . . .)" ëèáî "Min(f, . . .)".
Äîëæíà îòñóòñòâîâàòü ïîñûëêà âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(f . . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ" è âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Óòâåðæäåíèå "x− ÷èñëî & îäç(a)" ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âû÷èñëåíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé.
∀abcdfguv(g = λx(u(x), v(x)) & Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & a = setx(u(x) = 0 & x ∈ b) →
roots(g, b) = a)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé óñëîâèå "Max(f, b, . . .)" ëèáî "Min(f, b, . . .)". Äîëæíà îòñóòñòâîâàòü
ïîñûëêà âèäà "roots(g, b) = . . .". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, êîòîðîé ïðèäàåòñÿ òàêæå
öåëü "êîðíè". Ñàì îïèñàòåëü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà ëèáî íå íàéäåíà.
∀bfguv(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & g = λx(u(x), v(x)) → b \Dom(g) = setx(x ∈ b &
¬(v(x))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî îòñóòñòâîâàòü äîëæíà ïîñûëêà âèäà "b\Dom(g) =
. . .".

5. Îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "íîðìÌàêñèìóì" è "íîðìÌèíèìóì".
Îïðåäåëåíèå òî÷åê ìàêñèìóìà ëèáî ìèíèìóìà ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ïðî-
èçâîäíîé âûïîëíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìÌàêñèìóì" è "íîðìÌèíèìóì",
êîòîðûå áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Îáðàùåíèå ê ýòèì íîðìàëèçàòîðàì âûïîëíÿ-
þò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcde(e = Max(a, b, c, d) → Max(a, b, c, d) = e)

∀abcde(e = Min(a, b, c, d) → Min(a, b, c, d) = e)

Îíè èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ, à âûðàæåíèÿ c, d - ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàëèçàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Íîðìàëèçàòîð "íîðìÌàêñèìóì".
(a) Ïåðåõîä îò ïðîìåæóòêà ê åãî îñîáûì òî÷êàì.

∀abcfgxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → Max(f, [a, b]∪c, x, y) ↔ Max(f, ([a, b]\Dom(g))∪
roots(g, [a, b]) ∪ {a, b} ∪ c, x, y))
ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ êîðíåé è îñîáûõ òî÷åê ïðîèçâîäíîé áó-
äóò ïîäñòàâëÿòüñÿ ïîñëåäóþùèìè ïðèåìàìè íîðìàëèçàòîðà. Äëÿ ïîëóèí-
òåðâàëîâ è èíòåðâàëà ñîçäàíû àíàëîãè÷íûå ïðèåìû, â êîòîðûõ ââîäÿò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà âåðõíèå ïðåäåëû äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè îòáðàñûâàåìîãî êîíöà:



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 97

∀abcfgxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → Max(f, (a, b]∪c, x, y) ↔ Max(f, ((a, b]\Dom(g))
∪ roots(g, (a, b]) ∪ {b} ∪ c, x, y) & limz→a+0f(z) ≤ y)

∀abcfgxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → Max(f, [a, b)∪c, x, y) ↔ Max(f, ([a, b)\Dom(g))
∪ roots(g, [a, b)) ∪ {a} ∪ c, x, y) & limz→b−0f(z) ≤ y)

∀abcfgxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) → Max(f, (a, b)∪c, x, y) ↔ Max(f, ((a, b)\Dom(g))
∪ roots(g, (a, b)) ∪ c, x, y) & limz→a+0f(z) ≤ y & limz→b−0f(z) ≤ y)

Â ïîñëåäíèõ ïðèåìàõ ïîäâûðàæåíèå "Max(. . .)" çàìåíÿþùåãî òåðìà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÌàêñèìóì". Íåðàâåíñòâà äëÿ âåðõ-
íèõ ïðåäåëîâ òîëüêî âûïèñûâàþòñÿ, íî íå àíàëèçèðóþòñÿ. Îíè áóäóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà. Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ïåðâûõ òðåõ ïðèåìîâ ðàâíû 1, ïîñëåäíåãî - 2. Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷å-
ñêîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðèìåíÿåòñÿ îñî-
áûé ïðèåì:
∀abcdfgxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & ïåðèîäè÷íà(f, d) → Max(f,R, x, y) ↔ Max(f,
R \Dom(g) ∪ roots(g,R), x, y))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïåðèîä". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ãðóïïèðîâêè äëÿ ìíîæåñòâ êîðíåé ïðîèçâîäíîé è åå îñîáûõ òî÷åê.
∀abcfgxy(Ïðîèçîäíàÿ(f, g) → Max(f, roots(g, a)∪roots(g, b)∪c, x, y) ↔ Max(f,
roots(g, a ∪ b) ∪ c, x, y))
∀abcfgxy(Ïðîèçîäíàÿ(f, g) → Max(f, a \ Dom(g) ∪ b \ Dom(g) ∪ c, x, y) ↔
Max(f, (a ∪ b) \Dom(g) ∪ c, x, y))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè, ÿâíî çàäàþùåé ôðàãìåíò îáëàñòè.
Ïðèåì èñïîëüçóåò çàáëàãîâðåìåííî âûâåäåííûå ðàâåíñòâà äëÿ ìíîæåñòâà
êîðíåé è ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ïðîèçâîäíîé:
∀abcfxy(b = c→ Max(f, a ∪ b, x, y) = Max(f, a ∪ c, x, y))
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå c èìåëî ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâî-
ëîâ "ïóñòî", "ïåðå÷åíü", "êëàññ", à b íå èìåëî òàêîãî çàãîëîâêà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïîñòðîåíèå òàáëèöû çíà÷åíèé.
∀afgxy(g = ñóæåíèå(f, a) → Max(f, a, x, y) ↔ Max(g, a, x, y))
Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ïåðåéòè îò èñõîäíîé ôóíêöèè f ê ôóíêöèè
g, çàäàííîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ "òàáëèöà(. . .)".
Òàêàÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêàåò, êàê òîëüêî ìíîæåñòâî a îêàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íûì. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìñóæåíèå", êîòîðûé è íàõîäèò ÿâíîå
âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè - ëèáî â âèäå âûðàæåíèÿ "òàáëèöà(. . .)", ëèáî â
âèäå âûðàæåíèÿ "êîíñò(. . .)". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f íå èìå-
ëî òàêîãî âèäà, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò èìååò òàêîé âèä. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé.
∀abcdexy(0 < b− d→ Max(òàáëèöà{êîíñò(a, b), êîíñò(c, d); e}, p, x, y) ↔ Max(
òàáëèöà{êîíñò(a, b); e}, p \ c, x, y))
∀abcdexy(b− d < 0 → Max(òàáëèöà{êîíñò(a, b), êîíñò(c, d); e}, p, x, y) ↔ Max(
òàáëèöà{êîíñò(c, d); e}, p \ a, x, y))
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. Åñëè âûðàæåíèÿ b, d íåêîíñòàíòíûå, òî ïðîâåðêà íåðàâåíñòâ
ìîæåò ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé, ñ âîçìîæíûì îòñóòñòâèåì ÿâ-
íîãî ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., è äëÿ íåå ñîçäàíû äóáëèðóþùèå ïðèåìû,
ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 4:
∀abcdexy((0 < b−d) = èñòèíà→ Max(òàáëèöà{êîíñò(a, b), êîíñò(c, d); e}, p, x,
y) ↔ Max(òàáëèöà{êîíñò(a, b); e}, p \ c, x, y))
∀abcdexy((b−d < 0) = èñòèíà→ Max(òàáëèöà{êîíñò(a, b), êîíñò(c, d); e}, p, x,
y) ↔ Max(òàáëèöà{êîíñò(c, d); e}, p \ a, x, y))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäìåíüøå".

(f) Êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcxy(Max(êîíñò(a, b), c, x, y) ↔ x = c & y = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(g) Ìàêñèìóì íà ìíîæåñòâå, çàäàííîì ïàðàìåòðè÷åñêè.

Â ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì èùåòñÿ ìàêñè-
ìóì, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåõîä ê íîâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé
ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè, âûðàæàþùåé çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ÷åðåç ïàðàìåòð:
∀afghuv(a = λx(f(x), x − ÷èñëî) → Max(a, sety(∃z(y = g(z) & h(z))), u, v) ↔
∃w(Max(λz(f(g(z)), z − ÷èñëî), setz(h(z)), w, v) & u = setx(∃z(z ∈ w & x =
g(z)))))

Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûðàæåíèå "f(g(z))" â çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
ïîñëå ÷åãî âûðàæåíèå "λz(f(g(z)) îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òàáëèöà". Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå
"Max(. . .)" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÌàêñèìóì". Âûðàæå-
íèå äëÿ u îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Íîðìàëèçàòîð "íîðìÌèíèìóì". Ýòîò íîðìàëèçàòîð àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.
8. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óñëîâíîìó âûðàæåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó ìíîæåñòâî êîðíåé

ïðîèçâîäíîé.
∀abcdfg(roots(f, a) = (b ïðè c, èíà÷å d) & Ïðîèçâîäíàÿ(g, f) → c ∨ ¬c)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îáà àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå âèäà "Ìàêñèìóì(g, . . .)" ëèáî "Ìèíèìóì(g, . . .)"
ëèáî "ýêñòðåìóì(g, . . .)". Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Ìàêñèìóì ñóììû ôóíêöèé îò ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè.
∀abcdefgpqi(e = Max(λx(f(x), x−÷èñëî), a,m, n) & i = Max(λy(g(y), y−÷èñëî), b, r,
s) → Max(λxy(f(x)+g(y), p(x) & q(y)), a×b, c, d) ↔ ∃mnrs(e & i & c = m×r & d =
n+ s))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà
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îïèñàíèå äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ m,n, r, s, â êà÷åñòâå êîòî-
ðûõ âûñòóïàþò íîâûå ïåðåìåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû e, i íå èìåþò
çàãîëîâêà "Ìàêñèìóì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Ìàêñèìóì ëèáî ìèíèìóì êîíñòàíòû.
∀abcdfm(m = setx(x ∈ b & f(x)) → Max(λx(a, f(x)), b, c, d) ↔ c = m & d = a)

∀abcdfm(m = setx(x ∈ b & f(x)) → Min(λx(a, f(x)), b, c, d) ↔ c = m & d = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
11. Îïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà äðîáè ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðîâ "âåðõíÿÿîöåíêà",

"íèæíÿÿîöåíêà".
∀abcdfgmpq(f(x) ≤ b & c ≤ g(x) & 0 < b & 0 < c & r = setx(f(x) = b & g(x) =
c & c ∈ m) & ¬(r = ∅) & a = λx(f(x)/g(x), x − ÷èñëî) → Max(a,m, p, q) ↔ q =
b/c & p = r)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò êàê â f(x),
òàê è â g(x). Äîëæíà îòñóòñòâîâàòü ïîñûëêà "Ïðîèçâîäíàÿ(a . . .)". Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè. Îíè íàõîäÿò âåðõíþþ îöåíêó ÷èñ-
ëèòåëÿ è íèæíþþ îöåíêó çíàìåíàòåëÿ. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû, îáðà-
áàòûâàåìûå ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, óñòàíàâëèâàþò, ÷òî íàéäåííûå îöåí-
êè ïîëîæèòåëüíû. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îí îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî r òî÷åê âíóòðè m, íà êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ îäíîâðåìåííî ðàâíû îöåíêàì b, c. Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì
"êëàññ" ÿâíî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå, à ñàì îïèñàòåëü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Øåñòîé
àíòåöåäåíò, ïðîâåðÿþùèé íåïóñòîòó ìíîæåñòâà r, îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
∀abcd(Max(a, {b}, c, d) ↔ c = {b} & d = a(b))

∀abcd(Min(a, {b}, c, d) ↔ c = {b} & d = a(b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
13. Ïåðåõîä ê êîíå÷íîìó ñïèñêó.

Åñëè â êîíòåêñòå èìååò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî èñêîìûå òî÷êè ìàêñèìó-
ìà ëèáî ìèíèìóìà çàêëþ÷åíû â çàäàííîì êîíå÷íîì ñïèñêå, òî ìíîæåñòâî, ïî
êîòîðîìó áåðåòñÿ ýòîò ìàêñèìóì (ìèíèìóì), çàìåíÿåòñÿ íà ñâîå ïåðåñå÷åíèå ñ
äàííûì ñïèñêîì:
∀abcde(c ⊆ {; e} & p = b ∩ {; e} → Max(a, b, c, d) ↔ Max(a, p, c, d))
∀abcde(c ⊆ {; e} & p = b ∩ {; e} → Min(a, b, c, d) ↔ Min(a, p, c, d))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðè ýòîì èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ
ñ óñìîòðåíèÿ â çàäà÷å ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Çàòåì èùåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿå-
ìîãî óòâåðæäåíèÿ, â êîíòåêñòå êîòîðîãî äîëæíî îêàçàòüñÿ óñìîòðåííîå âêëþ-
÷åíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ
÷àñòü óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèå b
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íå äîëæíî èìåòü çàãîëîâêà "ïåðå÷åíü", à âûðàæåíèå p èìååò ýòîò çàãîëîâîê.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óñëîâíîìó âûðàæåíèþ, ðàñïîëîæåííîìó ïîä ìàêñèìóìîì
ëèáî ìèíèìóìîì.
∀abcfgmnpqAMNPQR(Max(λx(R(f(x)), B(x)), setx(A(x) & x ∈ a),m, n) = (m = M
& n = N) & Max(λx(R(g(x)), B(x)), setx(¬A(x) & x ∈ a), p, q) = (p = P &
q = Q) → Max(λx(R((f(x) ïðèA(x), èíà÷å g(x))), B(x)), a, b, c) ↔ Max(òàáëèöà{
êîíñò(M,N), êîíñò(P,Q)},M ∪ P, b, c))
∀abcfgmnpqAMNPQR(Min(λx(R(f(x)), B(x)), setx(A(x) & x ∈ a),m, n) = (m = M
& n = N) & Min(λx(R(g(x)), B(x)), setx(¬A(x) & x ∈ a), p, q) = (p = P &
q = Q) → Min(λx(R((f(x) ïðè A(x), èíà÷å g(x))), B(x)), a, b, c) ↔ Min(òàáëèöà{
êîíñò(M,N), êîíñò(P,Q)},M ∪ P, b, c))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ42)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ "(f(x) ïðè A(x), èíà÷å g(x))" êàê ïðîèçâîëüíîãî ïîäòåðìà
âûðàæåíèÿ, çàäàþùåãî çíà÷åíèå ôóíêöèè. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåèçâåñòíûõ m,n, p, q (ðîëü êîòîðûõ èãðàþò íîâûå ïåðåìåí-
íûå) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
èìååò âèä êîíúþíêöèè ðàâåíñòâ, çàäàþùèõ çíà÷åíèÿ ýòèõ íåèçâåñòíûõ (ñîîò-
âåòñòâåííî, M,N,P,Q). Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ñâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó ê
ðàññìîòðåíèþ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ M , P , íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ N,Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

15. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé äëÿ äëèíû ÷èñëîâîãî ïðîìåæóòêà.
∀abcfyzAT (T = [a, b] & Min(λx(f(x), x− ÷èñëî), [0, b− a], u, t) = A(u, t) → Min(λx(
f(äëèíà([a, x])), x − ÷èñëî), T, y, z) ↔ ∃ut(A(u, t) & z = t & y = setv(∃w(w ∈
u & v = a+ w))))

∀abcfyzAT (T = [a, b] & Max(λx(f(x), x−÷èñëî), [0, b−a], u, t) = A(u, t) → Max(λx(
f(äëèíà([a, x])), x − ÷èñëî), T, y, z) ↔ ∃ut(A(u, t) & z = t & y = setv(∃w(w ∈
u & v = a+ w))))

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ ñ âðåìåííûìè ïðîìåæóòêàìè T = [a, b]. Óêà-
çàòåëü "íîâàðãóìåíò" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíê-
öèÿ ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x òîëüêî â âèäå âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî äëè-
íó ïîäïðîìåæóòêà [a, x]. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåò ôóíêöèþ, ïîëó÷åííóþ èç èñõîäíîé ïîäñòà-
íîâêîé âìåñòî äëèíû ïîäïðîìåæóòêà íîâîé ïåðåìåííîé, ïðîáåãàþùåé îòðåçîê
[0, b − a]. Ýòà ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ
u, t ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îáåñïå÷èâàåò ïå-
ðåõîä ê èñõîäíûì íåèçâåñòíûì y, z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ìíîãîìåñòíûì ôóíêöèÿì.

16. Àíàëèç îáëàñòè, íà êîòîðîé èùåòñÿ ìàêñèìóì ëèáî ìèíèìóì.
Íàõîäèòñÿ êîíúþíêöèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îáëàñòè ïîèñêà ìàêñè-
ìóìà - ìèíèìóìà è óñëîâèé åå ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
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Ðåçóëüòàò óïðîùàåòñÿ, ïðè÷åì ðåçóëüòèðóþùàÿ îáëàñòü ïîèñêà âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç îïèñàòåëü "êëàññ", áåç ïîïûòîê èñêëþ÷åíèÿ åãî äàæå â âûðîæäåííûõ ñëó-
÷àÿõ:
∀abcdf (setx(g(x) & x ∈ a) = d & f = λx(h(x), g(x)) → Max(f, a, b, c) ↔ Max(f, d, b,
c))

∀abcdf (setx(g(x) & x ∈ a) = d & f = λx(h(x), g(x)) → Min(f, a, b, c) ↔ Min(f, d, b,
c))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ x ñî ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Ïðè ýòîì îòñåêàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
îíà èìååò äëèíó 1. Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â åãî ëå-
âîé ÷àñòè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñëóæèò êîììåíòà-
ðèé "(êðèòè÷åñêèåòî÷êè îáëàñòü)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Åñëè âìå-
ñòî îáëàñòè ïîèñêà ìàêñèìóìà-ìèíèìóìà óêàçàí ñèìâîë "îäç", òî ïðèìåíÿþòñÿ
àíàëîãè÷íûå ïðèåìû, ðàñøèôðîâûâàþùèå ýòîò ñèìâîë:
∀abcdf (d = setx(g(x) & îäç(h(x))) & f = λx(h(x), g(x)) → Max(f, îäç, b, c) ↔
Max(f, d, b, c))
∀abcdf (d = setx(g(x) & îäç(h(x))) & f = λx(h(x), g(x)) → Min(f, îäç, b, c) ↔
Min(f, d, b, c))

17. Îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â ñëó-
÷àå ìíîãîìåñòíîé ôóíêöèè.
∀abcdf (êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(h(x), p(x))) = d & f = λx(h(x), g(x)) → Max(f,
setz(p(z)), b, c) ↔ Max(f, d, b, c))
∀abcdf (êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(h(x), p(x))) = d & f = λx(h(x), g(x)) → Min(f,
setz(p(z)), b, c) ↔ Min(f, d, b, c))
Ïðèåìû ïðåäïðèíèìàþò ïîïûòêó îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè íà
îáëàñòè ïîèñêà ìàêñèìóìà - ìèíèìóìà, ïîñëå ÷åãî çàìåíÿþò îáëàñòü íà ìíîæå-
ñòâî ýòèõ òî÷åê. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå (ïðè-
åìû îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ òàêèõ çàäà÷ ñì. â ñëåäóþùåì ïóíêòå).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò d íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êðèòè÷åñêèåòî÷êè". Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
x (à òåì ñàìûì è z) èìåëà áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîð-
íîé ïîïûòêè ñëóæèò êîììåíòàðèé "êðèòè÷åñêèåòî÷êè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

18. Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìíîãîìåñòíûõ ôóíêöèé.
(a) Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.

∀afuv(êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(u(x), v(x))) = êðèòè÷åñêèåòî÷êè(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëü "ïîñûëêà(. . .)"
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îáåñïå÷èâàåò ââîä íîâîé ïîñûëêè "λx(u(x), v(x)) = f , ãäå f - íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ. Ýòà ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "óïðîñòèòü" è "îïðå-
äåëåíèåïàðàìåòðà", áëîêèðóþùèìè ïîïûòêè åå èçìåíåíèÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Îïðåäåëåíèå âíóòðåííîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
∀fuv(f = λx(u(x), v(x)) → âíóòðåííîñòü(Dom(f)) = âíóòðåííîñòü(setx(v(x)
)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "êðèòè÷åñêèåòî÷êè(f)".
Îïèñàòåëü "êëàññ" â ïðàâîé ÷àñòè âûâîäèìîãî ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ", à ñàìà ïðàâàÿ ÷àñòü - íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìâíóòðåííîñòü", êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è íàõîäèò âíóòðåííîñòü îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïî-
ñûëêè âèäà "ðàâíî(âíóòðåííîñòü(îáëàñòü(f)). . .)". Êðîìå òîãî, óòâåðæäå-
íèå v(x) íå äîëæíî èìåòü ñâîèì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì ðàâåíñòâî. Îðè-
åíòàöèÿ âûâåäåííîãî ðàâåíñòâà ôèêñèðóåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿ-
ðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé.
∀afghmiux(f = λx(g(x), u(x)) &m = l(x) & i ∈ {1, . . . ,m}& a = dg(x)/dx(i) →
λx(a, u(x) & îäç(a)) = h & ×àñòíïðîèçâ(f, i, h))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí âû÷èñëÿåò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè f ïî âñåì åå àðãóìåíòàì (ïðè êàæäîì ñðàáàòûâàíèè - ïî i-ìó àðãó-
ìåíòó äëÿ i ∈ {1, . . . , n}), ââîäèò äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ h è ñâÿçûâàåò èõ
ñ ôóíêöèåé f ïîñðåäñòâîì ïîñûëîê "×àñòíïðîèçâ(. . .)". Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé
óñëîâèå "êðèòè÷åñêèåòî÷êè(f)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", îí âû÷èñëÿåò äëèíó m ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Òðå-
òèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", îí ïåðå÷èñëÿåò íàòó-
ðàëüíûå çíà÷åíèÿ i èç {1, . . . ,m}. Îòáèðàåòñÿ òî çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî
îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "×àñòíïðîèçâ(f i h)". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ, à çàòåì - óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, óòâåðæäåíèå u(x) íå äîëæíî
èìåòü ðàâåíñòâî ñâîèì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ (òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò
âîçíèêíóòü ïðè ïîèñêå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ãðàíèöå îáëàñòè, ñì. íèæå),
òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀afghp(f = λx(g(x), p(x)) & a = dg(x)/dx→ λx(a, p(x) & îäç(a)) = h &
Ïðîèçâîäíàÿ(f, h))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.
∀afghmux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ×àñòíïðîèçâ(
f, i, h(i))) & a = setx(∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → h(i)(x) = 0 & x ∈ Dom(h(i)) & x ∈
b)) & âíóòðåííîñòü(Dom(f)) = b→ ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "êðèòè÷åñêèåòî÷êè(f)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = . . .". Óêà-
çàòåëü "ðàçâåðòêà(ôèêñ(3))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òðåòüåãî àíòåöå-
äåíòà ñ ãðóïïîé ïîñûëîê "×àñòíïðîèçâ(f 1 h(1))", . . ., "×àñòíïðîèçâ(f m
h(m))". Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ h èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïðè ýòîì ñ íàáî-
ðîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ. Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, îïðåäåëÿþùåé âíóòðåííîñòü b îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
f . Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäå-
ëÿåò äëèíó ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè m. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò òîæå âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êâàíòîð îáùíîñòè â åãî ïðàâîé ÷àñòè
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", ò.å. îïðåäåëÿåò êîíúþíêöèþ óòâåðæäå-
íèé "h(i)(x) = 0 & x ∈ Dom(h(i)) & x ∈ b" ïî âñåì i = 1, . . . ,m. Ýòà
êîíúþíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîðíåé ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, ðåøàåìóþ â ïåðåñå÷åíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
ñ âíóòðåííîñòüþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f . Îíà ðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå; âíåøíèé îïè-
ñàòåëü "êëàññ" îáðàáàòûâàåòñÿ ïîñëå ýòîãî îïèñàòåëåì "íîðìêëàññ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abfguv(g = λx(u(x), v(x)) & Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & a = setx(u(x) = 0 & x ∈
b) & âíóòðåííîñòü(Dom(f)) = b→ ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = a)

(e) Îïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê.
∀cfghmux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ×àñòíïðîèçâ(
f, i, h(i))) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) → îñîáûåòî÷êè(f) = setx(x ∈
c & ∃i(i ∈ {1, . . . ,m} & ¬(x ∈ Dom(h(i))))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå,
êàê ñîîòâåòñòâóþùèå àíòåöåäåíòû ïåðâîãî ïðèåìà ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.
Äîëæíà îòñóòñòâîâàòü ïîñûëêà âèäà "îñîáûåòî÷êè(f) = . . .". Êðîìå òîãî,
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ õîòÿ áû îäíîé èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äîëæíà îòëè-
÷àòüñÿ îò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f . Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì
"êëàññ" â âûâîäèìîì ðàâåíñòâå îïèñûâàåò òî÷êè èç âíóòðåííîñòè îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ f , íå ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ õîòÿ áû îäíîé
èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòà êîíúþíêöèÿ ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, è äàëåå âíåøíèé îïèñàòåëü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀bfguv(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & g = λx(u(x), v(x)) & b = âíóòðåííîñòü(Dom(f)
) → îñîáûåòî÷êè(f) = setx(x ∈ b & ¬v(x))).
Íàêîíåö, åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èìåþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , òî äåëàåòñÿ âûâîä îá îò-
ñóòñòâèè îñîáûõ òî÷åê:
∀fghmux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ×àñòíïðîèçâ(
f, i, h(i))) → îñîáûåòî÷êè(f) = ∅)

(f) Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè è îáúåäèíåíèå íàé-
äåííûõ òî÷åê.
∀abcdfgh(f = λx(g(x), h(x)) & ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = a& îñîáûåòî÷êè(f) =
b & ãðàíèöà(setx(h(x))) = c & êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(g(x), x ∈ c)) = d →
êðèòè÷åñêèåòî÷êè(f) = a ∪ b ∪ d)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ÷åòâåð-
òûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åò-
âåðòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìãðàíèöà". Ëå-
âàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Ýòî ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íàõîæäåíèþ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê, íî óæå ëèøü íà ãðàíèöå îáëàñòè. Óñëîâèå x ∈ c ïðåäâàðèòåëüíî
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå, ðåçóëüòàòîì ÷åãî
ñëóæèò ïîÿâëåíèå â óñëîâèÿõ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ "ãðàíè÷íîé" ôóíê-
öèè ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùåãî êîîðäèíàòû òî÷åê ãðàíèöû. Ïðèâîäèìûé
äàëåå ïðèåì èñïîëüçóåò äàííîå ðàâåíñòâî äëÿ ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çà-
äà÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"êðèòè÷åñêèåòî÷êè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Óñòðàíåíèå ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè â îïðåäåëåíèè îáëàñòè ïóòåì ÿâíîãî
ðàçðåøåíèÿ åå îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ.
∀afghpqrs(h = λxy(f(x, y), p(x, y) = q(x, y) & g(x, y)) & (p(x, y) = q(x, y)) =
(x = r(y) & s(y)) & êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λy(f(r(y), y), g(r(y), y) & s(y))) =
a→ êðèòè÷åñêèåòî÷êè(h) = setxy(y ∈ a & x = r(y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííàÿ
x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, y
- ñ íàáîðîì îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ýòîé ïðèñòàâêè. Âòîðîé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ðàçðåøàåò ðàâåíñòâî p(x, y) =
q(x, y) îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàïäà÷è íà îïèñàíèå.
Òðåòèé àíòåöåäåíò, òàêæå âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âû-
ïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ îòûñêà-
íèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè ñ óìåíüøåííûì íà åäèíèöó ÷èñëîì ïå-
ðåìåííûõ. Â çàìåíÿþùåì âûðàæåíèè âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê èñõîäíîìó
ñïèñêó ïåðåìåííûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Êðèòè÷åñêèå òî÷êè äëÿ îäíîýëåìåíòíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
∀af (êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(f(x), x = a)) = {a})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïî-
ñëå ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ãðàíèöà îêàçûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(i) Óñòðàíåíèå äèçúþíêöèè â óñëîâèÿõ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.
∀abfgh(êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(f(x), g(x))) = a & êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(f(x),
h(x))) = b→ êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λx(f(x), g(x) ∨ h(x))) = a ∪ b)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abfghp(êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λxy(f(x, y), x = g(y) & p(y))) = a & êðèòè÷åñ-
êèåòî÷êè(λxy(f(x, y), x = h(y) & p(y))) = b→ êðèòè÷åñêèåòî÷êè(λxy(f(x,
y), x ∈ {g(y), h(y)} & p(y))) = a ∪ b)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, ïåðåìåííàÿ y - ñ íàáîðîì îñòàëüíûõ
ïåðåìåííûõ ýòîé ïðèñòàâêè.
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19. Íàõîæäåíèå ìàêñèìóìà ëèáî ìèíèìóìà íà îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ.
∀apqrsuvPQR(Max(a, setx(P (x) & R(x)), u, v) = (u = p & v = q) & Max(a, setx(Q(x)
& R(x)), u, v) = (u = r & v = s) → Max(a, setx((P (x) ∨ Q(x)) & R(x)), u, v) ↔
v = max(q, s) & u = (p ïðè 0 ≤ q − s, èíà÷å ∅) ∪ (∅ ïðè 0 < q − s, èíà÷å r))
∀apqrsuvPQR(Min(a, setx(P (x) & R(x)), u, v) = (u = p & v = q) & Min(a, setx(Q(x)
& R(x)), u, v) = (u = r & v = s) → Min(a, setx((P (x) ∨ Q(x)) & R(x)), u, v) ↔
v = min(q, s) & u = (p ïðè 0 ≤ q − s, èíà÷å ∅) ∪ (∅ ïðè 0 < q − s, èíà÷å r))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå. a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, îáîçíà÷àþùåé ôóíêöèþ; u, v
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî u, v âñïîìîãàòåëüíûìè
çàäà÷àìè íà îïèñàíèå. Â ðåçóëüòàòå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ p, q ýòèõ íåèçâåñòíûõ
äëÿ ïåðâîãî ïîäñëó÷àÿ è çíà÷åíèÿ r, s äëÿ âòîðîãî. Â çàìåíÿþùåì óòâåðæäåíèè
ïðîèñõîäèò ñêëåéêà ïîäñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

20. Ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè îáëàñòè.
∀afghpqrsA(a = λxy(f(x, y), g(x, y)) & Max(λy(f(h(y), y), g(h(y), y)), setv(A(v)), p, q)
= (p = r & q = s) → Max(a, setzv(z = h(v) & A(v)), p, q) ↔ q = s & p = setzv(z =
h(v) & v ∈ r))
∀afghpqrsA(a = λxy(f(x, y), g(x, y)) & Max(λy(f(y, h(y)), g(y, h(y))), setz(A(z)), p, q)
= (p = r & q = s) → Max(a, setzv(v = h(z) & A(z)), p, q) ↔ q = s & p = setzv(v =
h(z) & z ∈ r))
∀afghpqrsA(a = λxy(f(x, y), g(x, y)) & Min(λy(f(h(y), y), g(h(y), y)), setv(A(v)), p, q)
= (p = r & q = s) → Min(a, setzv(z = h(v) & A(v)), p, q) ↔ q = s & p = setzv(z =
h(v) & v ∈ r))
∀afghpqrsA(a = λxy(f(x, y), g(x, y)) & Min(λy(f(y, h(y)), g(y, h(y))), setz(A(z)), p, q)
= (p = r & q = s) → Min(a, setzv(v = h(z) & A(z)), p, q) ↔ q = s & p = setzv(v =
h(z) & z ∈ r))
Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ, åñëè îäíà èç êîîðäèíàò äâóìåðíîé îáëàñòè, ïî êîòîðîé
áåðåòñÿ ìàêñèìóì ëèáî ìèíèìóì, ÿâíî âûðàæåíà ÷åðåç äðóãóþ êîîðäèíàòó.
Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì
p, q - íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ðåçóëüòàò ñâåäåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê åäèíñòâåííîé êîîðäèíàòå. Îíà
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî p, q ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Â çàìåíÿþùåì óòâåðæäåíèè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåõîä ê èñõîäíîé ïàðå
êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

21. Ó÷åò ìîíîòîííîñòè ñòåïåíè.
∀abfguA(a = λx((f(x))p, g(x)) & p−rational & ¬(÷èñëèòåëü(p)−even) & Max(λx(f(
x), g(x)), b, z, u) = A(z, u) & 0 < p→ Max(a, b, z, v) ↔ ∃u(A(z, u) & v = up))

Åñëè èùåòñÿ ìàêñèìóì ñòåïåíè ñ êîíñòàíòíûì ïîëîæèòåëüíûì ðàöèîíàëüíûì
ïîêàçàòåëåì, èìåþùèì íå÷åòíûé çíàìåíàòåëü, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ìàêñèìóìà îñíîâàíèÿ ñòåïåíè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ÷åòâåð-
òûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðî÷èå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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22. Âûõîä èç áëîêà àíàëèçà.
Åñëè â ïðîöåññå ðàññìîòðåíèÿ áëîêà àíàëèçà íåêîòîðîé çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé óñëîâèå "Max(. . .)" ëèáî "Min(. . .)", âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå î ïðèíàä-
ëåæíîñòè èñêîìîé òî÷êè ìàêñèìóìà ëèáî ìèíèìóìà èçâåñòíîìó êîíå÷íîìó
ñïèñêó, òî îíî ïåðåäàåòñÿ äàííîé çàäà÷å â êà÷åñòâå óñëîâèÿ, à ðàáîòà ñ åå áëîêîì
àíàëèçà îáðûâàåòñÿ. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "çàìåùåíèåóñëîâèé(ñîäåðæèò-
ñÿ(a ïåðå÷åíü(b)))", çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåùåíèåóñëîâèé". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. Ïðèåì ñòîèò íåñêîëüêî â ñòîðîíå îò èçëîæåííîé âûøå òåõíèêè
îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé, îäíàêî â îñî-
áûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì.

Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå

Ïîäðàçäåë àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî òî÷åê ìàêñèìóìà ëèáî ìèíèìóìà
èùóòñÿ òî÷êè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå èìååò çäåñü âèä
"Extr(λx(u(x), v(x)), a, b, c), ãäå λx(u(x), v(x)) - èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îäíîìåñòíàÿ ëèáî
ìíîãîìåñòíàÿ, a - íåèçâåñòíàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà, b - çíà÷åíèå ôóíêöèè f â ýòîé
òî÷êå, c - òèï ýêñòðåìóìà (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "ìàêñèìóì" ëèáî "ìèíèìóì"). Âî
âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè çàãîëîâêîì äàííîãî óñëîâèÿ ñëóæèò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
"ýêñòðåìóì".

1. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.
∀abcfuv(Extr(λx(u(x), v(x)), a, b, c) ↔ Extr(f, a, b, c))
Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âû-
ðàæåíèå, çàäàþùåå ôóíêöèþ, íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ x èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ f , è ââîäèòñÿ ïîñûëêà "λx(u(x), v(x)) = f". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îïðåäåëåíèå âíóòðåííîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
∀fuv(f = λx(u(x), v(x)) → âíóòðåííîñòü(Dom(f)) = âíóòðåííîñòü(setx(v(x)
& îäç(u(x)))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå âèäà "ýêñòðåìóì(f . . .)". Êîíúþíêöèÿ â
ïðàâîé ÷àñòè âûâîäèìîãî ðàâåíñòâà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëå ýòîãî åå íàäâûðàæåíèÿ îáðàáàòû-
âàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìêëàññ" è "íîðìâíóòðåííîñòü". Ïåðåä ïðèìåíå-
íèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ v(x)
íåò ðàâåíñòâà è ÷òî îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "âíóòðåííîñòü(îáëàñòü(f)) =
. . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé.
∀afgh(f = λx(g(x), u(x)) & a = dg(x)/dx → λx(a, u(x) & îäç(a)) = h & Ïðîèç-
âîäíàÿ(f, h))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëî-
âèå "ýêñòðåìóì(f . . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ" è
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óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â êà÷åñòâå h áåðåòñÿ
êàêàÿ-òî íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà îòñóò-
ñòâîâàëà ïîñûëêà âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(f . . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïðèåì:
∀afghimux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & i ∈ {1, . . . ,m} & a = dg(x)/dx(i) →
λx(a, u(x) & îäç(a)) = h & ×àñòíïðîèçâ(f, i, h))
Çäåñü ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è âû÷èñëÿåò äëèíó m ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ñ ïî-
ìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìäëèíàíàáîðà", òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà" è âûáèðàåò òàêîé íîìåð i îò 1 äî m, ÷òî äëÿ íåãî îòñóòñòâóåò ïîñûë-
êà âèäà "×àñòíïðîèçâ(f i . . .)". Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå u(x) íå èìååò ñâîèì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì ðàâåíñòâî. Îñòàëü-
íîå - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

4. Âû÷èñëåíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé.
Êàê è âûøå, íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ îäíîìåñòíîé ôóíêöèè:
∀afguv(g = λx(u(x), v(x)) & Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & a = setx(u(x) = 0 & v(x)) →
roots(g,Dom(g)) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "ýêñòðåìóì(f . . .)". òðå-
òèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíúþíêöèÿ ïîä îïè-
ñàòåëåì "êëàññ" â åãî ïðàâîé ÷àñòè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ñàì îïèñàòåëü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "roots(g, . . .) = . . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðèåì îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ
òî÷åê ôóíêöèè f :
∀afghmux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ×àñòíïðîèçâ(f, i,
h(i))) & a = setx(∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → h(i)(x) = 0 & xDom(h(i)))) → ñòàöèîíàð-
íûåòî÷êè(f) = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäå-
ëåííûé óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", èäåíòèôèöðóåòñÿ ñ ãðóïïîé ïîñûëîê "×àñòí-
ïðîèçâ(f, 1, h(1))", . . ., "×àñòíïðîèçâ(f,m, h(m))". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êâàíòîð îáùíîñòè â åãî ïðàâîé ÷àñòè ðàçâî-
ðà÷èâàåòñÿ â êîíúþíêöèþ óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ðàçðåøàåìûõ
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x â ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îäíîé ïåðåìåííîé.

5. Îòûñêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà ëèáî íå íàéäåíà.
∀bcfguv(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & g = λx(u(x), v(x)) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) →
c \Dom(g) = setx(x ∈ c & ¬(v(x))))

Ïðèåì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Âñå àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì â ïðàâîé ÷àñòè âû-
âîäèìîãî ðàâåíñòâà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1. Äëÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ñîçäàí äðóãîé ïðèåì:



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 108

∀cfghmux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ×àñòíïðîèçâ(f, i,
h(i))) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) → îñîáûåòî÷êè(f) = setx(x ∈ c & ∃i(i ∈
{1, . . . ,m} & ¬(x ∈ Dom(h(i))))))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåí-
íûé óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé ïîñûëîê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì i. Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè âû-
âîäèìîãî ðàâåíñòâà âûäåëåí óêàçàòåëåì "èëè(. . .)" è âûïèñûâàåòñÿ â âèäå äèçú-
þíêöèè. Ïîñëå ýòîãî êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Âûäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà.
Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è îñîáûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âî
âíóòðåííîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñóæåíèå îáëà-
ñòè ïîèñêà ýêñòðåìóìà íà ýòè òî÷êè. Äëÿ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé ýòî ïðîèñõîäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀abcfgxyz(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & âíóòðåííîñòü(Dom(f)) = a & a \Dom(g) = b &
roots(g,Dom(g)) = c & Extr(f, x, y, z) → x ∈ b ∪ c)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðà-
æåíèå f íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò ñóùåñòâåííóþ íåèç-
âåñòíóþ. Âûâîäèìîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ðàçáîðñëó÷àåâ",
"ñåðèÿ", êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ, åñëè îíî áóäåò ïðåîáðàçîâàíî â äèçúþíêöèþ
ëèáî â ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ìíîãî-
ìåñòíûõ ôóíêöèé âåðñèÿ òàêîâà:
∀abfxyz(ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = a & îñîáûåòî÷êè(f) = b & Extr(f, x, y, z) →
x ∈ a ∪ b)
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííûõ ïðèåìîâ óñëîâèå çàäà÷è îáû÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó äèçúþíêöèè óñëîâèé âèäà Extr(f, p, . . .) äëÿ èçâåñòíûõ òî÷åê p. ×òîáû
àíàëèçèðîâàòü òàêèå óñëîâèÿ - îïðåäåëÿòü òèï ýêñòðåìóìà ëèáî óñìàòðèâàòü
åãî îòñóòñòâèå, ñîçäàí ðÿä ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ.

7. Óñìîòðåíèå ýêñòðåìóìà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ "óñìâîçðàñòàåòâòî÷êå", "óñìó-
áûâàåòâòî÷êå".
Ïðèåìû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Åñëè àíàëèçèðóåìàÿ
íà ýêñòðåìóì òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâà êîðíåé ïðîèçâîäíîé
ñ âíóòðåííîñòüþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, òî âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì, óñìàòðèâàþùèì óáûâàíèå ëèáî âîçðàñòàíèå ïðîèç-
âîäíîé â äàííîé òî÷êå. Ïðè óñïåõå äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ýêñòðå-
ìóìîì ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà:
∀abcfgxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & roots(g,Dom(g)) = b & a ∈ b & âíóòðåííîñòü(Dom(
f)) = c & a ∈ c & óáûâàåòâòî÷êå(g, a) → Extr(f, a, x, y) ↔ x = f(a) & y = max)
∀abcfgxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & roots(g,Dom(g)) = b & a ∈ b & âíóòðåííîñòü(Dom(
f)) = c & a ∈ c & âîçðàñòàåòâòî÷êå(g, a) → Extr(f, a, x, y) ↔ x = f(a) & y =
min)
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Óòâåðæäåíèå "ýêñòðåìóì(. . .)" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì
âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöå-
äåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Óñìîòðåíèå ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñòàíîâèòü, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñè-
ìóìîì ëèáî ìèíèìóìîì, ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà:
∀afuvP (P (a) & 0 < f(x) − f(a) & g = λx(f(x), P (x)) → Extr(g, a, u, v) ↔ u =
f(a) & v = min)
∀afuvP (P (a) & f(x) − f(a) < 0 & g = λx(f(x), P (x)) → Extr(g, a, u, v) ↔ u =
f(a) & v = max)
Óòâåðæäåíèå "ýêñòðåìóì(. . .)" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûðàæå-
íèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåð-
âûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà äîêàçàòåëüñòâî. Âòî-
ðîé èç ýòèõ çàäà÷ ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè P (x),¬(x = a), x → a.
Êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå x ìîæåò áûòü ëþáûì. Ââå-
äåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4 (ò.å.
îáû÷íî ýòè ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü).

9. Óñìîòðåíèå òî÷êè ïåðåãèáà.
∀abcfguvxyz(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & roots(g,Dom(g)) = b & a ∈ b & âíóòðåííîñòü(
Dom(f)) = c & a ∈ c & g = λz(u(z), v(z)) & u(z) < 0 → ¬(Extr(f, a, x, y)))
∀abcfguvxyz(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & roots(g,Dom(g)) = b & a ∈ b & âíóòðåííîñòü(
Dom(f)) = c & a ∈ c & g = λz(u(z), v(z)) & 0 < u(z) → ¬(Extr(f, a, x, y)))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê îäíîìåñòíûì
ôóíêöèÿì. Îíè çàìåíÿþò óñëîâèå "ýêñòðåìóì(. . .)" çàäà÷è íà îïèñàíèå íà êîí-
ñòàíòó "ëîæü". Âûðàæåíèå a íå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàåò, ÷òî â
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè êîðíÿ ïðîèçâîäíîé a ýòà ïðîèçâîäíàÿ ñòðîãî îòðèöà-
òåëüíà ëèáî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ïðè îáðàùåíèè ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó ïå-
ðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "v(z), z → a,¬(z − a = 0)". Ââåäåí ñðåäíèé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Óñìîòðåíèå ýêñòðåìóìà â òî÷êàõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò ëèáî íå íàé-
äåíà.
Åñëè òî÷êà a ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , íî
ïðîèçâîäíàÿ g â íåé íå îïðåäåëåíà, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç çíàêîâ ïðîèç-
âîäíîé ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè:
∀abcfguvxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) & c\Dom(g) = b & a ∈
b & g = λz(u(z), v(z)) & 0 < u(z) & u(z) < 0 → Extr(f, a, x, y) ↔ x = f(a) & y =
max)
∀abcfguvxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) & c\Dom(g) = b & a ∈
b & g = λz(u(z), v(z)) & u(z) < 0 & 0 < u(z) → Extr(f, a, x, y) ↔ x = f(a) & y =
min)
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Çíàê ïðîèçâîäíîé ñëåâà îò òî÷êè a óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèì àíòåöåäåí-
òîì: åìó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "v(z), z → a, z − a < 0". Ïî-
ñëåäíåìó àíòåöåäåíòó, óñòàíàâëèâàþùåìó çíàê ïðîèçâîäíîé ñïðàâà îò òî÷êè,
ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "v(z), z → a, 0 < z−a". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. ×òîáû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñìîòðåòü òî÷êó ïåðåãèáà, ââåäåíû
åùå äâà ïðèåìà:
∀abcfguvxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) & c\Dom(g) = b & a ∈
b & g = λz(u(z), v(z)) & u(z) < 0 & u(z) < 0 → ¬(Extr(f, a, x, y)))
∀abcfguvxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) & c\Dom(g) = b & a ∈
b & g = λz(u(z), v(z)) & 0 < u(z) & 0 < u(z) → ¬(Extr(f, a, x, y)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü òîæå ðàâåí 1. Âñå ÷åòûðå ïðèåìà ïðèìåíÿþòñÿ
òîëüêî ê îäíîìåñòíûì ôóíêöèÿì.

11. Èñïîëüçîâàíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé.
Äëÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò òðåõ ïåðåìåííûõ, ñîçäàíû ïðèåìû
óñìîòðåíèÿ ýêñòðåìóìà ñ ïîìîùüþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ îä-
íîìåñòíûõ ôóíêöèé:
∀abdfguvxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & roots(g,Dom(g)) = b & a ∈ b & g = λz(u(z), v(z))
& d = du(a)/da & d − ÷èñëî & ¬(d = 0) → Extr(f, a, x, y) ↔ 0 < d & x =
f(a) & y = min ∨ d < 0 & x = f(a) & y = max)
Óòâåðæäåíèå "ýêñòðåìóì(. . .)" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì
âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöå-
äåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò ïðîèçâîäíóþ d â òî÷êå a îò ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d åñòü êîíñòàíòà. Òðåòèé, øåñòîé è ñåäüìîé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàìåíÿþùàÿ äèçú-
þíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ðàçáîðñëó÷àåâ" è "ñåðèÿ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ d çàâèñèò îò êàêèõ-ëèáî ïà-
ðàìåòðîâ, èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïðèåì:
∀abdfguvxy(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & roots(g,Dom(g)) = b & a ∈ b & g = λz(u(z), v(z))
& d = du(a)/da & d − ÷èñëî → Extr(f, a, x, y) ↔ 0 < d & x = f(a) & y =
min ∨ d < 0 & x = f(a) & y = max ∨ d = 0 & Extr(f, a, x, y))
Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óêàçàòåëü "êîíòåêñò(
âõîäèò(õ9 ïàðàìåòðû(õ4)))" ñðàçó æå âûáèðàåò íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ9, âõî-
äÿùóþ â âûðàæåíèå d. Ïðè ôîðìèðîâàíèè çàìåíÿþùåé äèçúþíêöèè ðàâåíñòâî
d = 0 ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåìåííîé. Ïåðåõîäèì ê ôóíêöèÿì, çà-
âèñÿùèì îò äâóõ ïåðåìåííûõ:
∀abcfghuvpq(f = λxy(g(x, y), h(x, y)) & d2g(p, q)/dp2 = a & d2g(p, q)/dpdq = b &
d2g(p, q)/dq2 = c & d = ac − b2 & ¬(d = 0) → Extr(f, (p, q), u, v) ↔ u =
g(p, q) & 0 < d & (a < 0 & v = max ∨ 0 < a & v = min))
Êàê è âûøå, óòâåðæäåíèå "ýêñòðåìóì(. . .)" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, ïðè÷åì ëèáî âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò ìå-
ñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Äîëæåí èìåòüñÿ êîììåí-
òàðèé "ñòàöèîíàðíûåòî÷êè", ñâèäåòåëüñòâóþùèé, ÷òî óæå ñðàáàòûâàë ïðèåì,
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ñâîäÿùèé çàäà÷ó ê àíàëèçó ýêñòðåìóìà â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Â îñòàëüíîì ïðè-
åì àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ îäíîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî òîò æå.
Íàêîíåö, äëÿ òðåõ ïåðåìåííûõ ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdefghpqrsuvAB(f = λxyz(g(x, y, z), h(x, y, z)) & d2g(p, q, r)/dp2 = a & d2g(p, q, r)/
dq2 = b & d2g(p, q, r)/dr2 = c & d2g(p, q, r)/dpdq = d & d2g(p, q, r)/dpdr =
e & d2g(p, q, r)/dqdr = s & A = ab−d2 & ¬(A = 0) & B = abc+2dse− be2−as2−
cd2 & ¬(B = 0) → Extr(f, (p, q, r), u, v) ↔ u = g(p, q, r) & 0 < A & (0 < a & 0 <
B & v = min ∨ a < 0 & B < 0 & v = max))
Ýòîò ïðèåì, õîòÿ è íåñêîëüêî ãðîìîçäîê, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.
Ñîçäàíèå íà ÃÅÍÎËÎÃå îáùåãî ïðèåìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ,
áîëüøåãî åäèíèöû, îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíå-
íèÿ.

12. Âûâîä íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, åñëè âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê îäíîìåñòíûì ôóíêöèÿì. Åñëè óäàåòñÿ âû÷èñëèòü ïðîèç-
âîäíóþ â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå, òî ê óñëîâèÿì çàäà÷è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî ýòîé ïðîèçâîäíîé íóëþ:
∀abfgxy(Extr(λz(f(z), g(z)), a, x, y) & b = df(a)/da & b− ÷èñëî→ b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âûðàæåíèå "λz(f(z), g(z))" ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åãî èñòèííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíóþ óäàëîñü
âû÷èñëèòü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îíà ñóùåñòâóåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèÿ "x→ a" â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
∀abnx((λi(x(i), i ∈ {1, . . . , n}) → λj(a(j), j ∈ {1, . . . , n})\b) ↔ ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
(x(i) → a(i)\b)))
Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ çàìåíÿåìîãî òåðìà ñ óòâåð-
æäåíèåì âèäà "((x1, . . . , xn) → (a1, . . . , an)\b)", îçíà÷àþùèì, ÷òî âåêòîðíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ (x1, . . . , xn) ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå (a1, . . . , an), ïðè÷åì b - óêàçàòåëü òè-
ïà ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Çà íåèìåíèåì äðóãèõ îïðåäåëåííûõ âûøå
âîçìîæíîñòåé, ýòîò óêàçàòåëü ðàâåí 0 ("ïîëíàÿ" îêðåñòíîñòü). Êâàíòîð îáù-
íîñòè çàìåíÿþùåãî òåðìà ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé âèäà
"xi → ai\b". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû óñìîòðåíèÿ îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà.
(a) Îòñóòñòâèå ýêñòðåìóìà äëÿ êîíñòàíòû.

∀abcd(¬(Extr(λx(a, x− ÷èñëî), b, c, d)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

(b) Óñìîòðåíèå îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäàííîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ àíàëèçà
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì â ýòîé òî÷êå.
∀abcdefghpqruv(f = λxy(g(x, y), h(x, y)) & g(p + x, q + ax) = b(a)xn/c(a) +
d(a)xm/e(a)+r(x) & ∃ij(b(i) = 0 & i−÷èñëî & j−÷èñëî & b(j)c(j)d(i)e(i) <
0) → ¬(Extr(f, (p, q), u, v)))



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 112

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå
àíàëèçèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (1, a),
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (p, q). Ýòà ÷àñòü ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ
ïî ôîðìóëå Òåéëîðà (ñòåïåíè âûøå øåñòîé îòáðàñûâàþòñÿ). Ïðàâàÿ ÷àñòü
àíòåöåäåíòà âûäåëÿåò â äàííîì ðàçëîæåíèè äâà ñòàðøèõ ÷ëåíà, ïðè÷åì
n < m è îáå ñòåïåíè m,n îêàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
âûðàæàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ â (p, q) ñåäëîâîé òî÷êè, ôîðìóëè-
ðóåìîå â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè óêàçàííûõ äâóõ ñòàðøèõ ÷ëåíàõ.
Â íåì ôèãóðèðóþò äâà ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé: a = i è a = j.
Èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà n ÷åòíîå, à m íå÷åòíîå, ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abcdefghpqruv(f = λxy(g(x, y), h(x, y)) & g(p + x, q + ax) = b(a)xn/c(a) +
d(a)xm/e(a) + r(x) & ∃i(b(i) = 0 & ¬(d(i) = 0)) → ¬(Extr(f, (p, q), u, v)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî òîæå ðàâåí 4.

(c) Îòñóòñòâèå ýêñòðåìóìà íà ëèíèè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.
Åñëè ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ èìååò íåïðåðûâíóþ ëèíèþ, ñîñòîÿùóþ èç
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, òî äåëàåòñÿ âûâîä î íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ýêñòðå-
ìóìà ýòîé ëèíèè:
∀abcfguvz(Extr(f, u, z, v) & ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = c∪setxy(x ∈ {; g(y)}& y−
÷èñëî& a ≤ y & y ≤ b) & 0 < b−a& íåïðåðûâíî(λy(g(y), y−÷èñëî), [a, b]) →
¬(u ∈ setxy(x ∈ {; g(y)} & y − ÷èñëî & a ≤ y & y ≤ b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïåðâûé - ñ óñëîâèåì ýòîé çàäà÷è.
Óòâåðæäåíèå x ∈ {; g(y)} ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ"îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñðàçó íåñêîëüêî ëèíèé ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ çàâè-
ñèìîñòÿìè x îò y, ïðè÷åì g(y) åñòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âûðàæåíèé äëÿ
òàêèõ çàâèñèìîñòåé. Âñå îíè îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [a, b]. Òðåòèé è
÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îíè
óáåæäàþòñÿ â íåâûðîæäåííîñòè ïðîìåæóòêà è â íåïðåðûâíîñòè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ çàâèñèìîñòåé (ò.å. â íåïðåðûâíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè g(y)). Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ñëó÷àÿ åäèíñòâåííîé ëèíèè ñîçäàí àíà-
ëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abcfguvz(Extr(f, u, z, v) & ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = c ∪ setxy(x = g(y) & y −
÷èñëî& a ≤ y & y ≤ b) & 0 < b−a& íåïðåðûâíî(λy(g(y), y−÷èñëî), [a, b]) →
¬(u ∈ setxy(x = g(y) & y − ÷èñëî & a ≤ y & y ≤ b)))

(d) Óñìîòðåíèå îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îáðàùà-
þùåéñÿ â êîíñòàíòó ïðè ïîäñòàíîâêå ÷àñòè èõ çíà÷åíèé.
∀abcfgpuv(p = λxy(f(x, y), g(x, y)) & f(x, b) = c→ ¬(Extr(p, (a, b), u, v)))
∀abcfgpuv(p = λxy(f(x, y), g(x, y)) & f(a, y) = c→ ¬(Extr(p, (a, b), u, v)))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå, ïðè÷åì ðåçóëüòàò c íå çàâèñèò îò
ïåðåìåííîé x â ïåðâîì ñëó÷àå è îò y âî âòîðîì. Ïîäñòàâëÿåìîå âûðàæåíèå
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(b ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, a) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óòâåðæäåíèå g(x, y)
íå äîëæíî èìåòü ñâîèì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì ðàâåíñòâî (îòáðàñûâàþòñÿ
ñëó÷àè ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ
ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ ñîçäàíû àíàëîãè÷íûå ïðèåìû:
∀abcdfgpuv(p = λxyz(f(x, y, z), g(x, y, z)) & f(a, y, c) = d→ ¬(Extr(p, (a, b, c), u,
v)))

∀abcdfgpuv(p = λxyz(f(x, y, z), g(x, y, z)) & f(a, b, z) = d→ ¬(Extr(p, (a, b, c), u,
v)))

∀abcdfgpuv(p = λxyz(f(x, y, z), g(x, y, z)) & f(x, b, c) = d→ ¬(Extr(p, (a, b, c), u,
v)))

15. Îòáðàñûâàíèå âíåøíèõ îäíîìåñòíûõ ìîíîòîííûõ îïåðàöèé.
Èíîãäà îòûñêàíèå ýêñòðåìóìà ñóùåñòâåííî óñêîðÿåòñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ âíåø-
íåé ìîíîòîííîé îïåðàöèè:
(a) Ñóììà.

∀abfguvw(Extr(λx(f(x), g(x)), u, c, w) = b→ Extr(λx(f(x) + a, g(x)), u, v, w) ↔
∃c(b & v = c+ a))

Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå "ýêñòðåìóì(. . .)" ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x ïðîèçâîëüíàÿ. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ u, c, w ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ñòåïåíü.
∀afguvw(0 < a& Extr(λx(f(x), g(x) & 0 ≤ f(x)), u, c, w) = b→ Extr(λx(f(x)a,
g(x)), u, v, w) ↔ ∃c(b & v = ca))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòîé
äðîáüþ ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
∀afguvw(0 < a & Extr(λx(f(x), g(x)), u, c, w) = b→ Extr(λx((f(x))a, g(x)), u,
v, w) ↔ ∃c(b & v = ca))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé íå÷åòíûå
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü.
∀afguvw(0 < a& Extr(λx(f(x), g(x)), u, c, w) = b& 0 ≤ f(x) → Extr(λx(f(x)a,
g(x)), u, v, w) ↔ ∃c(b & v = ca))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðî-
ñòóþ äðîáü ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì ëèáî âîîáùå íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòîé äðî-
áüþ. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîáàâëÿåòñÿ ïîñûëêà "g(x)". Âî âñåõ òðåõ ïðè-
åìàõ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0. Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì óñìîòðåíèÿ îòñóòñòâèÿ
ýêñòðåìóìà ïðè íàëè÷èè íåïðåðûâíîé ëèíèè êîðíåé ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ:
∀afguvw(0 < a & (f(x, y) = 0 & y − ÷èñëî) = (y = h(x)) & Extr(λxy(f(x, y),
g(x, y)), u, c, w) = ëîæü & íåïðåðûâíî(λx(h(x), x− ÷èñëî),R) →
Extr(λxy(f(x, y)a, g(x, y)), u, v, w) ↔ ëîæü)
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Çäåñü ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé ÷åò-
íûé ÷èñëèòåëü. Òàê êàê ëèíèÿ êîðíåé íåïðåðûâíà, ýêñòðåìóìû íà íåé
îòñóòñòâóþò. Òðåòèé àíòåöåäåíò ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå ýêñòðåìóìîâ â îá-
ëàñòÿõ îòðèöàòåëüíûõ ëèáî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

(c) Ìèíóñ.
∀bfguvw(Extr(λx(f(x), g(x)), u, c, d) = b → Extr(λx(−f(x), g(x)), u, v, w) ↔
∃cd(b & v = −c & w = (max ïðè d = min, èíà÷å min)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

16. Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïóòåì ÿâíîãî âûðàæåíèÿ ïåðåìåííûõ èç
óñëîâèé ñâÿçè.
Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ, åñëè óðàâíåíèå ñâÿçè ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé:
∀fghpqrs(h = λxy(f(x, y), p(x, y) = q(x, y) & g(x, y)) & (p(x, y) = q(x, y)) = (x =
r(y) & s(y)) → Extr(h, u, v, w) ↔ ∃z(Extr(λy(f(r(y), y), g(r(y), y) & s(y)), z, v, w) &
u = (r(z), z)))

∀fghpqrs(h = λyx(f(x, y), p(x, y) = q(x, y) & g(x, y)) & (p(x, y) = q(x, y)) = (x =
r(y) & s(y)) → Extr(h, u, v, w) ↔ ∃z(Extr(λy(f(r(y), y), g(r(y), y) & s(y)), z, v, w) &
u = (z, r(z))))

Ïðèåìû îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ïåðåìåííûõ: âî âòîðîì ñëó÷àå ïîðÿäîê
x, y â ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå èçìåíåí íà îáðàòíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæå-
íèÿ p(x, y), q(x, y) ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî x. Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî x âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Óòâåðæäåíèå "ýêñòðåìóì(. . .)"
â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z, v, w ñ ïî-
ìîùüþ äðóãîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì áóäåò ïðèìåíåí ëèøü
â òîì ñëó÷àå, åñëè îáå çàäà÷è îêàæóòñÿ óñïåøíî ðåøåíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ôóíêöèé òðåõ è ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ ñîçäàíû àíàëîãè÷íûå
ïðèåìû:
∀fghpqrs(h = λxyz(f(x, y, z), p(x, y, z) = q(x, y, z) & g(x, y, z)) & (p(x, y, z) = q(x, y,
z)) = (x = r(y, z) & s(y, z)) → Extr(h, u, v, w) ↔ ∃d(Extr(λyz(f(r(y, z), y, z), g(r(y,
z), y, z) & s(y, z)), d, v, w) & u = ïðåôèêñ(r(d(1), d(2)), d)))
∀fghpqrs(h = λyxz(f(x, y, z), p(x, y, z) = q(x, y, z) & g(x, y, z)) & (p(x, y, z) = q(x, y,
z)) = (x = r(y, z) & s(y, z)) → Extr(h, u, v, w) ↔ ∃d(Extr(λyz(f(r(y, z), y, z), g(r(y,
z), y, z) & s(y, z)), d, v, w) & u = (d(1), r(d(1), d(2)), d(2))))

∀fghpqrs(h = λxyzv(f(x, y, z, v), p(x, y, z, v) = q(x, y, z, v) & g(x, y, z, v)) & (p(x, y, z,
v) = q(x, y, z, v)) = (x = r(y, z, v) & s(y, z, v)) → Extr(h, u, t, w) ↔
∃d(Extr(λyzv(f(r(y, z, v), y, z, v), g(r(y, z, v), y, z, v) & s(y, z, v)), d, t, w) & u = ïðå-
ôèêñ(r(d(1), d(2), d(3)), d)))

17. Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ïî ìåòîäó Ëàãðàíæà.
Ñ÷èòàåì, ÷òî â çàäà÷å íà ïîèñê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ñâÿçè ìåæäó
àðãóìåíòàìè ðàçìåùàþòñÿ ñðåäè óòâåðæäåíèé, çàäàþùèõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ýòîé ôóíêöèè. Ïðåäâàðèòåëüíî îíè äîëæíû áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó ðàâåíñòâ
ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
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(a) Ââîä ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
∀fpqrn(f = λx(p, ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → q(i) = 0) & r) → g = λxy(p+∑n

i=1(y(i)q(i)), r & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i)−÷èñëî)) &ôóíêöèÿëàãðàíæà(f,
g))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, óñëîâèå êîòîðîé èìååò âèä "ýêñòðåìóì(f . . .)".
Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà îáùíî-
ñòè âíóòðè ýòîãî àíòåöåäåíòà ñ êîíúþíêöèåé ðàâåíñòâ q(1) = 0, . . . , q(n) =
0. Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå(õ24 õ14)" îïðåäåëÿåò âûáîð â êà÷åñòâå y(1), . . . ,
y(n) íåêîòîðûõ íîâûõ ïåðåìåííûõ (õ14 îïðåäåëÿåò ÷èñëî ýòèõ ïåðåìåí-
íûõ). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ
g. Êîíå÷íàÿ ñóììà è êâàíòîð îáùíîñòè â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ðàçâåðòêà", ò.å. âûïèñûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, êàê îáû÷íàÿ ñóììà è êîíúþíêöèÿ. Ïîñûëêà "ôóíêöèÿëàãðàíæà(f g)"
ñâÿçûâàåò íîâóþ ôóíêöèþ ñ èñõîäíîé, îíà èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäóþùèìè
ïðèåìàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Íàõîæäåíèå âíóòðåííîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
∀fguv(ôóíêöèÿëàãðàíæà(g, f) & f = λx(u(x), v(x)) → âíóòðåííîñòü(Dom(f)
) = âíóòðåííîñòü(setx(v(x) & îäç(u(x)))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "ýêñòðåìóì(g . . .)". Äîëæ-
íà îòñóòñòâîâàòü ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(âíóòðåííîñòü(îáëàñòü(f)). . .)". Êîíú-
þíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Åå íàäâûðàæåíèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìêëàññ" è "íîðìâíóòðåííîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Îïðåäåëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
∀afghimpux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & i ∈ {1, . . . ,m} & a = dg(x)/dx(i)
& ôóíêöèÿëàãðàíæà(p, f) → λx(a, u(x) & îäç(a)) = h & ×àñòíïðîèçâ(f, i,
h))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "ýêñòðå-
ìóì(p . . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà", â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ÷èñëî ïåðåìåííûõ m. Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà ïåðåìåííûõ i.
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "×àñòíïðîèçâ(f i . . .)". ×åòâåð-
òûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ", à çàòåì óïðîùàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Êîíúþíêöèÿ
u(x) & îäç(a) â âûâîäèìîì óòâåðæäåíèè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ
ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(d) Îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
∀afghmpux(f = λx(g(x), u(x)) &m = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ×àñòíïðîèçâ(
f, i, h(i))) & a = setx(∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → h(i)(x) = 0 & x ∈ Dom(h(i)))) &
ôóíêöèÿëàãðàíæà(p, f) → ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f) = a)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Åãî ïåðâûé, òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå
"ýêñòðåìóì(p . . .)". Ïðè ýòîì óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôè-
êàöèþ òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ñ ãðóïïîé ïîñûëîê "×àñòíïðîèçâ(f, 1, h(1))",
. . ., "×àñòíïðîèçâ(f,m, h(m))". Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êâàíòîð îáùíîñòè â ÷åòâåðòîì àí-
òåöåäåíòå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â êîíúþíêöèþ - ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîð-
íåé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïî-
ìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà
ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè "ðàâíî(ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(f). . .)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Îòûñêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå îïðå-
äåëåíà ëèáî íå íàéäåíà.
∀cfghmpux(f = λx(g(x), u(x)) & m = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ×àñòíïðî-
èçâ(f, i, h(i))) & c = âíóòðåííîñòü(Dom(f)) & ôóíêöèÿëàãðàíæà(p, f) →
îñîáûåòî÷êè(f) = setx(x ∈ c & ∃i(i ∈ {1, . . . ,m} & ¬(x ∈ Dom(h(i))))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå âòîðîãî, èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "ýêñòðå-
ìóì(p . . .)". Óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â ïðàâîé ÷àñòè âûâî-
äèìîãî ðàâåíñòâà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ñàì îïèñàòåëü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìêëàññ". Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíèòü ïðèåì ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
ïîñûëêè âèäà "ðàâíî(îñîáûåòî÷êè(f). . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(f) Ïåðåõîä ê ïðîâåðêå ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà, â êîòîðóþ ïîä-
ñòàâëåíû èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
∀afgmnxyz(ôóíêöèÿëàãðàíæà(f, g) & ÷èñëïåðåì(f) = n & ÷èñëïåðåì(g) =
m & ñòàöèîíàðíûåòî÷êè(g) = a & îñîáûåòî÷êè(g) = ∅ → Extr(f, x, y, z) ↔
∃v(v ∈ a & x = ïîäíàáîð(v, 1, n) & Extr(ñóæåíèå(ïîäôóíêöèÿ(g, íàáîðíî-
ìåðîâ(n+ 1,m), ïîäíàáîð(v, n+ 1,m)),Dom(f)), ïîäíàáîð(v, 1, n), y, z)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà
îïèñàíèå, ïðè÷åì ýòà çàäà÷à íå èìååò äðóãîãî óñëîâèÿ ñ çàãîëîâêîì "ýêñ-
òðåìóì". Âûðàæåíèå x äîëæíî ñîäåðæàòü ñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ. Ïåð-
âûé è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà îïèñàíèå, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îíè îïðåäåëÿþò ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôóíêöèé f, g ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçà-
òîðà "íîðì÷èñëïåðåì". Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî íàëè÷èå
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f â òî÷êå x ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêîé ñòà-
öèîíàðíîé òî÷êè v ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íàáîðà
v íà ïåðâûå n ðàçðÿäîâ (ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûì ïåðåìåííûì ôóíêöèè
f), à ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåìûõ íàáîðîì
v çíà÷åíèé ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (ò.å. ôóíêöèÿ îò ïåðâûõ n ïåðåìåííûõ)
èìååò â äàííîé òî÷êå x ýêñòðåìóì ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà îñòàåòñÿ ëèøü âûïîëíèòü àíàëèç
íà ýêñòðåìóì â âûäåëåííûõ òî÷êàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà Ëàãðàíæà â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå.
∀afnpqr(f = λx(p, ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → q(i) = 0) & r(x)) &m = ÷èñëïåðåì(f) →
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äèôôëàãðàíæà(f, a, λy(äèôôåðåíöèàë(f, 2, a, y),∀i(i ∈ {1, . . . , n} → äèô-
ôåðåíöèàë(λx(q(i), r(x)), 1, a, y) = 0) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → y(i)− ÷èñëî))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "ýêñòðåìóì(f , a . . .)",
ãäå âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäå-
ëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà îáùíîñòè â ýòîì àíòåöåäåíòå ñ êîíúþíê-
öèåé ðàâåíñòâ q(1) = 0, . . . , q(n) = 0, çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ èùåòñÿ ýêñòðåìóì. Êâàíòîðû îáùíîñòè â âûâîäèìîì óòâåðæäåíèè
òîæå âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è âûïèñûâàþòñÿ â âèäå êîíúþíê-
öèé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îïðåäå-
ëÿåò ÷èñëî m ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðì-
÷èñëïåðåì". Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå(õ24 õ13)" îïðåäåëÿåò âûáîð â êà÷å-
ñòâå y íàáîðà íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùåãî äëèíó m. Çíà÷åíèåì ôóíêöèè
λy(äèôôåðåíöèàë(f, 2, a, y),∀i(i ∈ {1, . . . , n} → äèôôåðåíöèàë(λx(q(i),
r(x)), 1, a, y) = 0) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → y(i) − ÷èñëî)) ñëóæèò çíà÷åíèå
ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå a äëÿ íà-
áîðà y çíà÷åíèé ïðèðàùåíèé ïåðåìåííûõ. Ýòî çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïó-
òåì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé óñëîâèå
"äèôôåðåíöèàë(f, 2, a, y)". Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óêàçàííîé ôóíêöèè îãðà-
íè÷èâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, îáðàùàþùèõ â 0 çíà÷åíèÿ ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé ñâÿçè λx(q(i), r(x)) , i ∈ {1, . . . , n}.
Ýòè äèôôåðåíöèàëû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî
ôàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ëèáî âòîðîãî
ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ íåñëîæíûìè ïðèåìàìè, ðåàëèçîâàííûìè íà ËÎÑå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Íîðìàëèçàöèÿ äèôôåðåíöèàëà Ëàãðàíæà.
Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëå Ëàãðàíæà èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcfgh(¬(b = 0) → äèôôëàãðàíæà(f, a, λxy(g(x), bx + c = 0 & h(x))) →
äèôôëàãðàíæà(f, a, λy(g(−c/b), h(−c/b))))
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Çäåñü x - îò-
äåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèÿ b, c; y - ñïèñîê ïðî÷èõ ïå-
ðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ äèôôåðåíöèàëà ñîçäàíû åùå äâà ïðèå-
ìà:
∀abcdefg(äèôôëàãðàíæà(f, a, λxyz(bxy/c + dxy/e + h(z), g(z))) ↔ äèôôëà-
ãðàíæà(f, a, λxyz((b/c+ d/e)xy + h(z), g(z))))

∀abcdefg(äèôôëàãðàíæà(f, a, λxy(bx
2/c+dx2/e+g(y), h(y))) ↔ äèôôëàãðàí-

æà(f, a, λxy((b/c+ d/e)x2 + g(y), h(y))))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ èõ òîæå ðàâåí 0.
(i) Èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëà Ëàãðàíæà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà.

Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà äèôôåðåíöèàë çàâèñèò îò îäíîé ëèáî äâóõ
ïåðåìåííûõ:
∀afpqxy(äèôôëàãðàíæà(f, a, λz(pz

2/q, z − ÷èñëî)) & ¬(p = 0) & ¬(q = 0) →
Extr(f, a, x, y) ↔ x = f(a) & (0 < pq & y = min ∨ pq < 0 & y = max))
∀afpqrxy(äèôôëàãðàíæà(f, a, λzv(pz

2+qv2+rzv, z−÷èñëî & v−÷èñëî)) & 0 <
4pq − r2 → Extr(f, a, x, y) ↔ x = f(a) & (0 < p & y = min ∨ p < 0 & y =
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max))
∀afpqrxy(äèôôëàãðàíæà(f, a, λzv(pz

2+qv2+rzv, z−÷èñëî& v−÷èñëî)) & 4pq−
r2 < 0 → ¬(Extr(f, a, x, y)))
Ýòè ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè âìåñòî îäíîé
ñòàöèîíàðíîé òî÷êè èìååì öåëîå ñåìåéñòâî òàêèõ òî÷åê, îòëè÷àþùèõ-
ñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè Ëàãðàíæà,
òî äëÿ óñìîòðåíèÿ îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé
ïðèåì:
∀afpqrxyA(äèôôëàãðàíæà(f, a, λzv(pz

2+qv2+rzv, z−÷èñëî& v−÷èñëî)) &A =
4pq − r2 & ∃u(A < 0 & B) → ¬(Extr(f, a, x, y)))
Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à èìååò öåëü (ñåðèÿ u), ò.å. u - íàáîð ïà-
ðàìåòðîâ ðåäàêòèðóåìîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ýòè ïàðàìåòðû íå
âõîäÿò â a, íî âñòðå÷àþòñÿ â âûðàæåíèè A. ×åðåç B îáîçíà÷åíà êîíúþíê-
öèÿ âñåõ óñëîâèé çàäà÷è, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû u. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ãðàôèêà ôóíêöèè

Ïîä êà÷åñòâåííûì îïèñàíèåì ãðàôèêà îäíîìåñòíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè, êàê è
îáû÷íî, ïîíèìàåòñÿ ïåðå÷èñëåíèå îáùèõ ñâîéñòâ ýòîé ôóíêöèè: îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ, ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè, ýêñòðåìóìû, ÷èñëî êîðíåé íà ïðîìåæóòêàõ ìîíî-
òîííîñòè è ò.ï. Çàäà÷à íà êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ãðàôèêà ôóíêöèè λx(f(x), x−÷èñëî)
ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ óñëîâèå "x = λx(f(x), x− ÷èñëî)"
è öåëè "èññëåäîâàòü", "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ôóíêöèÿ", "íåèçâåñòíûå
x". Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî èíèöèèðóåòñÿ ðàññìîòðåíèå åå áëîêà
àíàëèçà. Ýòî äåëàåòñÿ íà óðîâíå 1. Áëîêó àíàëèçà ïåðåäàþòñÿ óêàçàííîå óñëîâèå
è öåëè "èññëåäîâàòü", "íåèçâåñòíûå x". Äàëåå ðàáîòàþò ïðèåìû âûâîäà ñëåäñòâèé,
õàðàêòåðèçóþùèõ ôóíêöèþ x. Íàèáîëåå èíòåðåñíûå ôàêòû, ïî ìåðå èõ ïîÿâëåíèÿ,
ïåðåäàþòñÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå. Ïî èñ÷åðïàíèè ñðåäñòâ âûâîä ñëåä-
ñòâèé îáðûâàåòñÿ, è äàëåå, ïî èñ÷åðïàíèè ñðåäñòâ ñêàíèðîâàíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå, â êà÷åñòâå îòâåòà âûäàåòñÿ ïîëíûé ñïèñîê åå óñëîâèé. Îí ñîñòîèò èç
èñõîäíîãî óñëîâèÿ, ê êîòîðîìó ïðèñîåäèíåíû îòîáðàííûå ôàêòû. Âûâîä è îòáîð
ñëåäñòâèé óïðàâëÿþòñÿ öåëåâîé óñòàíîâêîé èñõîäíîé çàäà÷è. Îíà ìîæåò íåñêîëüêî
âàðüèðîâàòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óêàçàííîé âûøå, è òîãäà àêöåíò èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ
ôóíêöèè èçìåíèòñÿ (íàïðèìåð, áóäåò èçó÷àòüñÿ âûïóêëîñòü-âîãíóòîñòü, íåïðåðûâ-
íîñòü, è ò.ï.).

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðèåìîâ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûõ äëÿ âûâîäà
ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà:

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
∀afg(a = λx(g(x), f(x)) → Dom(a) = setx(f(x) & îäç(g(x))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Ïðè ýòîì a - ïåðåìåí-
íàÿ. Óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïî-
ìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ñðà-
áàòûâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (îïðåäåëåíî a). Ïðè àíàëèçå ôóíêöèè
a ìîãóò âîçíèêíóòü êàêèå-òî âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå òîæå áóäóò
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îïðåäåëÿòüñÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è. Íàïðèìåð, ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ôóíêöèè b, ïî
çíà÷åíèþ êîòîðûõ çíà÷åíèå a îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, è ïðèòîì ìîíîòîííûì
îáðàçîì. Îíè ñâÿçûâàþòñÿ ñ ôóíêöèåé a óòâåðæäåíèÿìè "âîçðàñòàíèå(a b)",
"óáûâàíèå(a b)". Íàëè÷èå òàêèõ ïîñûëîê áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ïðèåìà ê ôóíêöèè b, òàê êàê åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íàõîäèòñÿ îäíèì èç
ñëåäóþùèõ ïðèåìîâ:
∀afg(âîçðàñòàíèå(f, g) & Dom(f) = a→ Dom(g) = a)

∀afg(óáûâàíèå(f, g) & Dom(f) = a→ Dom(g) = a)

Çäåñü îáà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûâîäèìûå ðàâåíñòâà
âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà",
áëîêèðóþùèì ïåðåñòàíîâêó îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé.
∀fghu(f = λx(g(x), u(x)) → λx(dg(x)/dx, u(x)) = h & Ïðîèçâîäíàÿ(f, h))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Ëèáî f ÿâëÿåòñÿ íåèç-
âåñòíîé, ëèáî ñóùåñòâóåò ïîñûëêà "âîçðàñòàíèå(. . . f)" èëè "óáûâàíèå(. . . f)".
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(f . . .)". Êðîìå òîãî, äîëæíû îòñóò-
ñòâîâàòü ïîñûëêè âèäà "âîçðàñòàíèå(f . . .)", "óáûâàíèå(f . . .)". Ïîñëåäíåå òðå-
áîâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè àíàëèç èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f
ñâåäåí ê àíàëèçó èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè íåêîòîðîé äðóãîé ôóíêöèè, òî âû-
÷èñëÿòü íóæíî ëèøü ïðîèçâîäíóþ ïîñëåäíåé. Íàëè÷èå íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-
íûõ öåëåé (íàïðèìåð, óêàçàíèÿ íà èññëåäîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ëèáî àíàëèç
òî÷åê ðàçðûâà) áëîêèðóåò äàííûé ïðèåì. Ê ïðîèçâîäíîé dg(x)/dx ïðèìåíÿåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ", è ðåçóëüòàò óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà ëèáî íå
âû÷èñëåíà.
∀abcd(Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & Dom(a) = c & Dom(b) = d → Dom(a)\Dom(b) =
setx(x ∈ c & ¬(x ∈ d)))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé áóäåò
çàáëàãîâðåìåííî íàéäåíà òåì æå ïðèåìîì, êîòîðûé îïðåäåëÿë îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ èññëåäóåìîé ôóíêöèè. Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðåøà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Îïðåäåëåíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé.
∀abfg(a = λx(g(x), f(x)) → roots(a,Dom(a)) = setx(f(x) & g(x) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü
ïîñûëêà âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(. . . a)". Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàç-
ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîøüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ââå-
äåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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5. Îïðåäåëåíèå îáëàñòè ðîñòà ôóíêöèè.
Ïîä îáëàñòüþ ðîñòà ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ãäå ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëåíà
è íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.
∀abcde(Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & Dom(b) = c & roots(b,Dom(b)) = d & Dom(a) = e →
îáëàñòüðîñòà(a, setx(x ∈ c & x ∈ e & ¬(x ∈ d))))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "èññëåäîâàòü". Âûðàæåíèÿ c, d íå äîëæíû ñîäåðæàòü ñèìâîëà "âàðèàíò",
ïðè÷åì d íå èìååò çàãîëîâêà "êëàññ". Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ"
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè âûðàæåíèå äëÿ îáëàñòè ðîñòà èìååò âèä
îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, òî óòâåðæäåíèå "îáëàñòüðîñòà(. . .)" ðàçáèâàåòñÿ íà ïî-
äóòâåðæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ìíîæåñòâàì:
∀abc(îáëàñòüðîñòà(a, b ∪ c) ↔ îáëàñòüðîñòà(a, b) & îáëàñòüðîñòà(a, c))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Îïðåäåëåíèå ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè.
∀abcdefghijk(Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & roots(b,Dom(b)) = c & îáëàñòüðîñòà(a, [d, j]) &
îáëàñòüðîñòà(a, [j, g]) & j ∈ c& óáûâàåòâòî÷êå(b, j) → âîçðàñòàåò(a, [d, j]) & óáû-
âàåò(a, [j, g]))
∀abcdefghijk(Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & roots(b,Dom(b)) = c & îáëàñòüðîñòà(a, [d, j]) &
îáëàñòüðîñòà(a, [j, g]) & j ∈ c& âîçðàñòàåòâòî÷êå(b, j) → óáûâàåò(a, [d, j]) & âîç-
ðàñòàåò(a, [j, g]))
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî íà
ïðîìåæóòêàõ [d, j], [j, g] (ïðèíàäëåæíîñòü êîíöîâ ýòèì ïðîìåæóòêàì ðåãóëè-
ðóåòñÿ ïàðàìåòðàìè e, f, h, i) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè a îïðåäåëåíà è îòëè÷íà îò
íóëÿ, à â òî÷êå j îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîñëå ýòîãî óñìîòðåíèå òîãî, ÷òî j åñòü
òî÷êà ñòðîãîãî ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ëèáî âîçðàñòàíèÿ ïðîèçâîäíîé, ïîçâîëÿ-
åò óñòàíîâèòü ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ëèáî óáûâàíèå ôóíêöèè a íà ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïðîìåæóòêàõ. Åñëè óæå èìåëèñü ïîñûëêè, êîíñòàòèðóþùèå òàêóþ
ìîíîòîííîñòü, òî ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdfgx(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & îáëàñòüðîñòà(f, [a, b]) & g = λx(u(x), v(x)) & 0 <
u(x) → âîçðàñòàåò(f, [a, b]))
∀abcdfgx(Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & îáëàñòüðîñòà(f, [a, b]) & g = λx(u(x), v(x)) & u(x) <
0 → óáûâàåò(f, [a, b]))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïî êàæäîé òåîðåìå ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â îäíîé èç íèõ
ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó ïðèäàåòñÿ ïîñûëêà î ñòðåìëåíèè x ê òî÷êå b ñëåâà,
â äðóãîì - ïîñûëêà î ñòðåìëåíèè x ê òî÷êå a ñïðàâà. Ïðåäâàðèòåëüíî âû-
ðàæåíèå u(x) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óïðîùçíàê", êîòîðûé ìîæåò
ïðåîáðàçîâàòü åãî â áîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå, èìåþùåå òîò æå çíàê, íî íå
îáÿçàòåëüíî ðàâíîå èñõîäíîìó. Ïðèåìû èìåþò ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåì-
êîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Âñå ÷åòûðå ïðèåìà ïðîäóáëèðîâàíû, è ñ
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áîëåå ñëàáûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè ñðàáàòûâàþò òàêæå íà óðîâíå 3. Åñ-
ëè îáëàñòü ðîñòà èññëåäóåìîé ôóíêöèè íàéòè íå óäàëîñü, ëèáî äëÿ êàêîãî-òî åå
îòðåçêà íå óäàëîñü óñìîòðåòü ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè íà íåì, òî ïðèìåíÿþòñÿ
ïðèåìû, ðåøàþùèå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíîé:
∀abcfg(Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & b = λx(g(x), f(x)) & c = setx(x−÷èñëî & g(x) < 0) →
óáûâàåò(a, c))
∀abcfg(Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & b = λx(g(x), f(x)) & c = setx(x−÷èñëî & 0 < g(x)) →
âîçðàñòàåò(a, c))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü", ïðè÷åì a - íåèçâåñòíàÿ ýòîé çàäà÷è. Òðåòèé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíúþíêöèÿ ïîä åãî îïèñà-
òåëåì "êëàññ" ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé ñðàâíèòåëüíî áîëüøîé ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü. Ïðèåì
èìååò ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Îïðåäåëåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà.
∀abcdghiluvx(óáûâàåò(a, [x, b]) & âîçðàñòàåò(a, [g, x]) & Dom(a) = l & x ∈ l & a =
λy(v(y), u(y)) → Extr(a, x, v(x),max))
∀abcdghiluvx(âîçðàñòàåò(a, [x, b]) & óáûâàåò(a, [g, x]) & Dom(a) = l & x ∈ l & a =
λy(v(y), u(y)) → Extr(a, x, v(x),min))
Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ÷åòâåðòîãî, èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Ïåðåìåííàÿ a ÿâëÿåòñÿ íåèç-
âåñòíîé ýòîé çàäà÷è. Ïðèíàäëåæíîñòü êîíöîâ ïðîìåæóòêàì ðåãóëèðóåòñÿ ïà-
ðàìåòðàìè c, d, h, i. Èñòèííîñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè
ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Äîëæíà îòñóòñòâîâàòü ïî-
ñûëêà âèäà "ýêñòðåìóì(a x . . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Åñëè ôóíêöèÿ
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷åðåäóþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ,
òî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcdefghnuv(óáûâàåò(f,⋃n,g(n)(a(n), b(n))) & âîçðàñòàåò(f,⋃m,h(m)(c(m), d(m))) &

∃q(h(q) & b(n) = c(q)) & Dom(f) = e & b(n) ∈ e & f = λx(u(x), v(x)) →
∀n(g(n) → Extr(f, b(n), u(b(n)),min)))
∀abcdefghnuv(âîçðàñòàåò(f,⋃n,g(n)(a(n), b(n))) & óáûâàåò(f,⋃m,h(m)(c(m), d(m))) &

∃q(h(q) & b(n) = c(q)) & Dom(f) = e & b(n) ∈ e & f = λx(u(x), v(x)) →
∀n(g(n) → Extr(f, b(n), u(b(n)),max)))
Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå òðåòüåãî è ïÿòîãî, èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü", ïðè÷åì f - íåèçâåñòíàÿ.
Èñòèííîñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà
g(n). Ýòîò àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî êîíåö êàæäîãî ïðîìåæóòêà óáûâàíèÿ (âî
âòîðîì ïðèåìå - âîçðàñòàíèÿ) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êàêîãî-òî ïðîìåæóòêà âîçðàñ-
òàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, óáûâàíèÿ). Èñòèííîñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà òîæå óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîðíåé íà èíòåðâàëàõ ìîíîòîííîñòè.
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∀abcdefghijkx(a = λx(g(x), f(x)) & óáûâàåò(a, [b, c]) & h = limx→b+0g(x) & i =
limx→c−0g(x) → card(roots(a, (b, c))) = (1 ïðè hi < 0, èíà÷å 0))

∀abcdefghijkx(a = λx(g(x), f(x)) & âîçðàñòàåò(a, [b, c]) & h = limx→b+0g(x) & i =
limx→c−0g(x) → card(roots(a, (b, c))) = (1 ïðè hi < 0, èíà÷å 0))

Ïðèåìû îñíîâàíû íà ñðàâíåíèè çíàêîâ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ çíà÷åíèé èñ-
ñëåäóåìîé ôóíêöèè â êîíöàõ ïðîìåæóòêà ìîíîòîííîñòè. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"èññëåäîâàòü", ïðè÷åì a - íåèçâåñòíàÿ. òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Äëÿ êàæäîé òåîðåìû ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà.
Îäíà ñðàáàòûâàåò, åñëè âûðàæåíèÿ h, i êîíñòàíòíûå, äðóãàÿ - åñëè õîòÿ áû îä-
íî èç íèõ íåêîíñòàíòíîå. Âî âòîðîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ïàðàìåòð
óêàçàííûõ âûðàæåíèé, è íåðàâåíñòâî hi < 0 ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî
ïàðàìåòðà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ.
Åñëè ìíîæåñòâî êîðíåé ïðîèçâîäíîé çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâíîãî âûðàæå-
íèÿ, òî ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ðàçáîð ñëó÷àåâ:
∀abcde(roots(a, b) = (d ïðè , èíà÷å e) → c ∨ ¬c)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "èññëåäîâàòü". Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ". Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(f a)", ãäå
f - íåèçâåñòíàÿ. Åñëè èìååòñÿ êàêàÿ-ëèáî äèçúþíêòèâíàÿ ïîñûëêà, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ, ÷òîáû ñíà÷àëà ïðåäîñòàâèòü âîçìîæíîñòü ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî ýòîé
ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Êðîìå äàííîãî ïðèåìà, èìåþòñÿ òàêæå äâà ïðèåìà, óñìàòðèâàþùèå â ïîñûëêå
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü", óñëîâíîå ïîäâûðàæåíèå
"âàðèàíò(a b c)", è âûâîäÿùèõ äèçúþíêöèþ "a ∨ ¬a" äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Â
ïåðâîì ñëó÷àå óñëîâíîå ïîäâûðàæåíèå âõîäèò â ðàâåíñòâî äëÿ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè, âî âòîðîì - â óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "îáëàñòüðîñòà".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

10. Âûäåëåíèå ïîäôóíêöèè, îò êîòîðîé èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò ìîíîòîííî.
Èíîãäà óäàåòñÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ ïðè çàìåíå èññëåäóåìîé
ôóíêöèè íà äðóãóþ, áîëåå "ïðîñòóþ" ôóíêöèþ, îò êîòîðîé èñõîäíàÿ çàâèñèò
ìîíîòîííî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêèõ "óïðîùåííûõ" ôóíêöèé ñëóæàò ïàêåòíûå
ñèíòåçàòîðû "âîçðàñòàíèå" è "óáûâàíèå", êîòîðûå áóäóò îïèñàíû íèæå. Ïîêà
ïåðå÷èñëèì ïðèåìû, îáðàùàþùèåñÿ ê äàííûì ñèíòåçàòîðàì:
∀abdfg(a = λx(g(x), f(x)) & âîçðàñòàíèå(λx(g(x), f(x)), b) → b = d & âîçðàñòà-
íèå(a, d))
∀abdfg(a = λx(g(x), f(x)) & e,óáûâàíèå(λx(g(x), f(x)), b) → b = d & óáûâà-
íèå(a, d))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Ïåðåìåííàÿ a ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ" è ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó,
íàõîäÿùåìó "óïðîùåííóþ" âåðñèþ b èñõîäíîé ôóíêöèè, òàêóþ, ÷òî çíà÷åíèå
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âòîðîé ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (äëÿ âòîðîãî ïðèåìà - óáûâàåò) ïðè âîçðàñòàíèè
çíà÷åíèÿ ïåðâîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò èñõîäíîé.
Äëÿ ôóíêöèè b âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ d, è ïðèåì
âûâîäèò ðàâåíñòâî b = d, ñîïðîâîæäàÿ åãî ñâÿçûâàþùåé äâå ôóíêöèè ïîñûë-
êîé - "âîçðàñòàíèå(a, d)" ëèáî "óáûâàíèå(a, d)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.
Ââåäåííûå óïðîùåííûå ôóíêöèè èññëåäóþòñÿ íà ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè,
êàê ýòî áûëî îïèñàíî âûøå, è ïðè ïîëó÷åíèè äëÿ íèõ ðåçóëüòàòîâ ýòè ðåçóëü-
òàòû ïåðåàäðåñóþòñÿ èñõîäíîé ôóíêöèè:
∀abc(âîçðàñòàåò(a, b) & óáûâàíèå(c, a) → óáûâàåò(c, b))
∀abc(âîçðàñòàåò(a, b) & âîçðàñòàíèå(c, a) → âîçðàñòàåò(c, b))
∀abc(óáûâàåò(a, b) & óáûâàíèå(c, a) → âîçðàñòàåò(c, b))
∀abc(óáûâàåò(a, b) & âîçðàñòàíèå(c, a) → óáûâàåò(c, b))
Â ýòèõ ïðèåìàõ àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Ïåðåìåííàÿ c - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Ðàçáèåíèå íàéäåííîé îáëàñòè ìîíîòîííîñòè íà ïðîìåæóòêè.
Åñëè âûðàæåíèå äëÿ îáëàñòè ìîíîòîííîñòè èìååò âèä îáúåäèíåíèÿ, òî ïîñûëêà
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå:
∀abcde(âîçðàñòàåò(a, b ∪ c) ↔ âîçðàñòàåò(a, b) & âîçðàñòàåò(a, c))
∀abcde(óáûâàåò(a, b ∪ c) ↔ óáûâàåò(a, b) & óáûâàåò(a, c))
Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå ôóíêöèè, åñëè íåêîòîðûé ïà-
ðàìåòð ÿâíî âûðàæåí ÷åðåç äðóãèå ïàðàìåòðû.
Â ðåçóëüòàòå ðàçáîðà ñëó÷àåâ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èñ-
ñëåäîâàòü", ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå îäèí èç èçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ çàäà÷è ÷åðåç äðóãèå èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Åñëè ýòîò ïàðàìåòð âõîäèò â
òåðì, çàäàþùèé èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ, òî ïåðåä âûäà÷åé îòâåòà çàäà÷è ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîñòèòü ïîñëåäíèé:
∀fgh(f(x) = g(x) → λx(g(x), h(x)) = λx(f(x), h(x)))

Çàìåíÿåìûé îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" íàõîäèòñÿ â îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà -
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Â äðóãîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà ðàñïîëîæåíà íåèçâåñòíàÿ, îáîçíà÷àþùàÿ èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ. Ñó-
ùåñòâóåò óñëîâèå çàäà÷è, èìåþùåå âèä "a = t", ãäå a - èçâåñòíûé ïàðàìåòð, íå
âõîäÿùèé â t è âõîäÿùèé â g(x). Àíòöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå,
êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "h(x)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

13. Ðåãèñòðàöèÿ â ñïèñêå óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ èññëå-
äîâàíèÿ.
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Ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ â áëîêå àíàëèçà óòâåðæäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äëÿ
îáùåé õàðàêòåðèçàöèè ôóíêöèè, ýòè óòâåðæäåíèÿ ïåðåäàþòñÿ âî âíåøíþþ çà-
äà÷ó íà îïèñàíèå. Ïðèåìû, êîòîðûå âûïîëíÿþò äàííóþ ðàáîòó, èìåþò òåîðåìû
âèäà "çàìåùåíèåóñëîâèé(A)", ãäå A - âèä îòáèðàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. Çàãîëîâîê
ïðèåìà - ñèìâîë "çàìåùåíèåóñëîâèé". Ôèëüòðû óòî÷íÿþò âèä óòâåðæäåíèÿ A
è îáùèå ñâîéñòâà êîíòåêñòà.
"çàìåùåíèåóñëîâèé(Dom(a) = b)"
"çàìåùåíèåóñëîâèé(óáûâàåò(a b))"
"çàìåùåíèåóñëîâèé(âîçðàñòàåò(a b))"
"çàìåùåíèåóñëîâèé(ýêñòðåìóì(a b c d))"
"çàìåùåíèåóñëîâèé(roots(ab) = c)"
"çàìåùåíèåóñëîâèé(card(roots(ab)) = c)"
Âî âñåõ ñëóàÿõ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Ïåðâûå ÷åòûðå ïðè-
åìà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 7, ïîñëåäíèå äâà - óðîâåíü 8. Åñëè çàäà÷à
èìåëà äîïîëíèòåëüíóþ öåëü "âûïóêëàââåðõ", óêàçûâàþùóþ, ÷òî â äîïîëíåíèå
ê ïðîìåæóòêàì ìîíîòîííîñòè, êîðíÿì è ýêñòðåìóìàì, ñëåäóåò èññëåäîâàòü òàê-
æå ïðîìåæóòêè âûïóêëîñòè, òî äëÿ îòáîðà ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþòñÿ åùå äâà
ïðèåìà:
"çàìåùåíèåóñëîâèé(âûïóêëàââåðõ(a b))"
"çàìåùåíèåóñëîâèé(âûïóêëàâíèç(a b))"
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 8. Ñîáñòâåííî àíàëèç âûïóêëîñòè ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïðèåìàìè, îïèñûâàåìûìè â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

14. Îïðåäåëåíèå ïðîìåæóòêîâ âûïóêëîñòè
(a) Âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

∀abfg(a = λx(g(x), f(x)) → λx(dg(x)/dx, x−÷èñëî) = b & Ïðîèçâîäíàÿ(a, b))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëè "èññëåäîâàòü", "âûïóêëàââåðõ". Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà
âèäà "Ïðîèçâîäíàÿ(c a)", ãäå c - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è. Ïîâòîðíîå ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ êîììåíòàðèåì "ïðîèçâîäíàÿ" ê ïîñûëêå, èäåíòè-
ôèöèðîâàííîé ñ àíòåöåäåíòîì. Äëÿ âû÷èñëåííîé ïðîèçâîäíîé âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ b. Ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ è óïðîùàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé.
∀abcdfg(Ïðîèçâîäíàÿ(d, a) & Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & b = λx(g(x), f(x)) & c =
setx(g(x) < 0) → âûïóêëàââåðõ(d, c))
∀abcdfg(Ïðîèçâîäíàÿ(d, a) & Ïðîèçâîäíàÿ(a, b) & b = λx(g(x), f(x)) & c =
setx(0 < g(x)) → âûïóêëàâíèç(d, c))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëè "èññëåäîâàòü", "âûïóêëàââåðõ". Ïåðåìåííàÿ d
- íåèçâåñòíàÿ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Íåðàâåíñòâî â åãî ïðàâîé ÷àñòè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïî-
ìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, è äàëåå ê îïèñàòåëþ "êëàññ"
ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìêëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(c) Ðàçáèåíèå îáëàñòè âûïóêëîñòè íà ïðîìåæóòêè.
∀abc(âûïóêëàââåðõ(a, b ∪ c) ↔ âûïóêëàââåðõ(a, b) ∪ âûïóêëàââåðõ(a, c))
∀abc(âûïóêëàâíèç(a, b ∪ c) ↔ âûïóêëàâíèç(a, b) ∪ âûïóêëàâíèç(a, c))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

15. Ñèíòåçàòîð "âîçðàñòàíèå".
Îïèøåì ïðèåìû èñïîëüçîâàííîãî âûøå ñèíòåçàòîðà "âîçðàñòàíèå". Óòâåðæäå-
íèå "âîçðàñòàíèå(f g)" áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî çíà÷åíèå ÷èñëîâîé ôóíêöèè f îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèþ ÷èñëîâîé ôóíêöèè g, ïðè÷åì ïðè âîçðàñ-
òàíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g çíà÷åíèå ôóíêöèè f òîæå âîçðàñòàåò. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "óáûâàíèå(f g)". Âõîäíîé ïåðåìåííîé ñèí-
òåçàòîðà ÿâëÿåòñÿ f , âûõîäíîé ïåðåìåííîé - g.
(a) Ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.

∀abcdefg(c− rational & çíàìåíàòåëü(c)− even & âîçðàñòàíèå(λx(g(x), f(x)),
e) → âîçðàñòàíèå(λx((g(x))

c, f(x)), e))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðå-
òèé - ñèíòåçàòîðîì.

(b) Ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü ñ ïîëîæèòåëüíûì íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì.
∀abcdfg(c−rational & ¬(÷èñëèòåëü(c)−even) & 0 < c & âîçðàñòàíèå(λx(g(x),
f(x)), d) → âîçðàñòàíèå(λx((g(x))

c, f(x)), d))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïî-
ñëåäíèé - ñèíòåçàòîðîì.

(c) Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcdfg(0 < c & âîçðàñòàíèå(λx(g(x),
f(x)), d) → âîçðàñòàíèå(λx(b+ cg(x), f(x)), d))

∀abcdfg(c < 0 & óáûâàíèå(λx(g(x), f(x)), d) → âîçðàñòàíèå(λx(b+cg(x), f(x)),
d))

Èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé b = 0, c = 1. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì
ïóíêòàì.

(d) Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
∀abfg(0 < b−1 & âîçðàñòàíèå(λx(g(x), f(x)), a) → âîçðàñòàíèå(λx(b

g(x), f(x)),
a))

(e) Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcfg(0 < b−1 & âîçðàñòàíèå(λx(g(x), f(x)), a) → âîçðàñòàíèå(λx(logb g(x),
f(x)), a))

(f) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà ïî èñ÷åðïàíèè âîçìîæíîñòåé.
∀a(âîçðàñòàíèå(a, a))
Âñå ïðåäøåñòâóþùèå ïðèåìû ñðàáàòûâàëè íà óðîâíå 1. Äàííûé ïðèåì ñðà-
áàòûâàåò ïî ïðåâûøåíèè ýòîãî óðîâíÿ. Îí âûäàåò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
ñâîå âõîäíîå äàííîå.

16. Ñèíòåçàòîð "óáûâàíèå".
Ñèíòåçàòîð èìååò ïðèåìû "ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì",
"ðàöèîíàëüíàÿ ñòåïåíü ñ ïîëîæèòåëüíûì íå÷åòíûì ÷èñëèòåëåì", "ëèíåéíàÿ
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ôóíêöèÿ", "ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ" - êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Êðîìå òî-
ãî, äîáàâëåí ïðèåì äëÿ äðîáíîé çàâèñèìîñòè ñ êîíñòàíòíûì ïîëîæèòåëüíûì
÷èñëèòåëåì:
∀abfg(0 < a & âîçðàñòàíèå(λx(g(x), f(x)), b) → óáûâàíèå(λx(a/g(x), f(x)), b))

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîðíåé

Çàäà÷à íà íàõîæäåíèå ÷èñëà êîðíåé çàäàííîé ôóíêöèè f íà çàäàííîì ìíîæåñòâå
a ñòàâèòñÿ êàê çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ óñëîâèå card(roots(f, a)). Äëÿ
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Îáðàùåíèå ê çàäà÷å íà êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ãðàôèêà ôóíêöèè.
∀afgh(card(roots(λx(f(x), g(x)), a)) = card(roots(h, a)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëü "ïîñûëêà(ðàâíî(îòîáðàæåíèå(õ23 è(çíà÷åíèå(õ7 õ23)
ïðèíàäëåæèò(õ23 õ1))çíà÷åíèå(õ6 õ23))õ8) ïðèìå÷àíèå(îïðåäåëåíèåïàðàìåòðà)
ïðèìå÷àíèå(ðàçáîðñëó÷àåâ))" çàíîñèò â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè íîðìàëèçàòîðîì óòâåðæäåíèÿ λx(f(x), g(x) & x ∈ a) = h. Çäåñü h - íîâàÿ
ïåðåìåííàÿ. Â êà÷åñòâå íîðìàëèçàòîðà âûñòóïàåò çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþ-
øàÿ öåëè "èññëåäîâàòü", "÷èñëîêîðíåé" è íåèçâåñòíóþ h. Èçëîæåííàÿ âûøå
òåõíèêà êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ïðåîáðàçóåò èñõîäíîå óñëî-
âèå â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà ôóíêöèè h. Íàëè÷èå
öåëè "÷èñëîêîðíåé" ïðèâîäèò ê îòáðàñûâàíèþ óòâåðæäåíèé "óáûâàåò(. . .)",
"âîçðàñòàåò(. . .)". Óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîðíÿìè èññëåäóåìîé ôóíêöèè,
ñîõðàíÿþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ñðñáàòûâàíèÿ ïðèåìà ýòè óòâåðæäåíèÿ ïîïàäàþò â
ñïèñîê ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîâòîðíàÿ ïîïûòêà ïðè-
ìåíåíèÿ ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ êîììåíòàðèåì "èññëåäîâàòü". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îòáðàñûâàíèå ïîäìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ÷èñëî êîðíåé íàéäåíî.
Ïðèåì èñïîëüçóåò ïîñûëêó, óêàçûâàþùóþ ÷èñëî êîðíåé íà íåêîòîðîì ïîäìíî-
æåñòâå ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà. Ýòî ïîäìíîæåñòâî âû÷èòàåòñÿ.
∀abcfp(c = a \ b & card(roots(f, b)) = p→ card(roots(f, a)) = p+ card(roots(f, c)))
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàçíîñòü". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñ-
ïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå âûðàæå-
íèé a, c. Áëîêèðîâêà ïîâòîðà îáåñïå÷èâàåòñÿ êîììåíòàðèåì "÷èñëîêîðíåé" ê
èñïîëüçîâàííîé ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îòáðàñûâàíèå ïîäìíîæåñòâà, íà êîòîðîì êîðíè íàéäåíû.
∀abcfp(c = a \ b & roots(f, b) = p→ card(roots(f, a)) = cardp+ card(roots(f, c)))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äîáàâëÿåòñÿ ëèøü îáðàáîòêà íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
ìîùíîñòü" âûðàæåíèÿ cardp.

4. Ðàññìîòðåíèå ýëåìåíòîâ ïåðå÷íÿ.
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Ïðåäûäóùèå ïðèåìû îáåñïå÷èâàëè ó÷åò ÷èñëà êîðíåé íà èíòåðâàëàõ ìîíîòîí-
íîñòè. Çà âû÷åòîì ýòèõ èíòåðâàëîâ, îñòàþòñÿ èõ ãðàíè÷íûå òî÷êè. Îíè ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ; åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè â òåêóùåé òî÷êå ðàâíî
íóëþ, òî ïðèáàâëÿåòñÿ åäèíèöà, èíà÷å - íîëü:
∀abcfgh(¬(a ∈ {; b}) & Dom(f) = c & a ∈ c & f = λx(g(x), h(x)) → card(roots(f,
{a; b})) = card(roots(f, {; b})) + (1 ïðè g(a), èíà÷å 0))

Âòîðîé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû áåðóòñÿ â ïîñûëêàõ, ïåðâûé è òðåòèé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå g(a) óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, óñëîâíîå âûðàæåíèå îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâàðèàíò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ðàâåíñòâó ýëåìåíòîâ ïåðå÷íÿ.
Åñëè â îñòàâøåìñÿ äâóõýëåìåíòíîì ñïèñêå íå óäàåòñÿ óñìîòðåòü ðàçëè÷èå åãî
ýëåìåíòîâ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ:
∀ab(a− b = 0 ∨ ¬(a− b = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ìîùíîñòü(êîðíè
(õ3 ïåðå÷åíü(íàáîð(õ1 õ2)))))" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
âûðàæåíèÿ "card(roots(a, b))". Ôèëüòð "íå(ëåãêîâèäåòü(íå(ðàâíî(ïëþñ(õ1 ìè-
íóñ(õ2))0))))" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî îòëè÷èå îò íóëÿ ðàçíîñòè a− b
íåî÷åâèäíî. Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó-
÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

1.3.6 Ìîíîòîííîñòü

Íàïîìíèì ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, ñâÿçàííûå ñ ìîíîòîííîñòüþ ôóíêöèé îäíîãî âåùå-
ñòâåííîãî ïåðåìåííîãî. Óòâåðæäåíèÿ "óáûâàåò(f a)", "âîçðàñòàåò(f a)" îçíà÷àþò,
÷òî ôóíêöèÿ f , ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãî óáûâàåò ëèáî ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ìíîæå-
ñòâå a. Óòâåðæäåíèÿ "íåóáûâàåò(f a)", "íåâîçðàñòàåò(f a)" îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèÿ
f ìîíîòîííî íåóáûâàåò ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, ìîíîòîííî íåâîçðàñòàåò íà ìíîæå-
ñòâå a. Óòâåðæäåíèÿ "óáûâàåòâòî÷êå(f a)", "âîçðàñòàåòâòî÷êå(f a)" îçíà÷àþò, ÷òî
ôóíêöèÿ f , ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãî óáûâàåò ëèáî âîçðàñòàåò â òî÷êå a (ñðàâíèâàþòñÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â a è â òî÷êå èç ìàëîé äâóñòîðîííåé îêðåñòíîñòè). Âûðàæåíèÿ
"óïîðÿäóáûâ(a f)", "óïîðÿäâîçð(a f)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàò ïåðå-
óïîðÿäî÷åíèÿ ýëåìåíòîâ íàáîðà a (íå îáÿçàòåëüíî ÷èñëîâîãî) ïî óáûâàíèþ ëèáî,
ñîîòâåòñòâåííî, âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé îäíîìåñòíîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f (÷èñ-
ëåííîé õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòà íàáîðà).

Ïðèåìû ñèìâîëà "óáûâàåò"

1. Äîêàçàòåëüñòâî óáûâàíèÿ ôóíêöèè ïóòåì ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ.
∀afg(óáûâàåò(λx(f(x), g(x)), a) ↔ ∀xy(x ∈ a & y ∈ a & 0 < y − x → 0 < f(x) −
f(y)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 7.

2. Óñìîòðåíèå óáûâàíèÿ èç îòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ìîìåíò èñïîëüçîâàíèÿ ïðèåìà ïðîèçâîäíàÿ óæå âû-
÷èñëåíà è óêàçàíà â ïîñûëêàõ. Ïðèåì, êîòîðûé âûïîëíÿåò òàêóþ ïîäãîòîâè-
òåëüíóþ ðàáîòó, îáùèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âñåõ òèïîâ ìîíîòîííîñòè. Îí áóäåò
ïðèâåäåí â ñàìîì êîíöå ðàçäåëà "ìîíîòîííîñòü".
∀abcdfgFG(F (y) < 0 &Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & g = λy(F (y), G(y)) → óáûâàåò(f, [a, b]))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "y ∈ [a, b]".
Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì äîïóñêàåò ëþáûå âàðèàíòû äëÿ êîíöîâ ïðîìåæóòêà; ðîëü
èíäèêàòîðîâ âêëþ÷åíèÿ èõ â ïðîìåæóòîê èãðàþò ïåðåìåííûå c, d. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Óñìîòðåíèå óáûâàíèÿ èç íåïîëîæèòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé è êîíå÷íîñòè ÷èñëà
åå êîðíåé.
∀abcdfgpqFG(∀y(y ∈ a→ F (y) ≤ 0) & Ïðîèçâîäíàÿ(f, g) & g = λy(F (y), G(y)) & b =
sety(y ∈ a & F (y) = 0) & êîíå÷íîå(b) & a = [p, q] → óáûâàåò(f, a))
Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó: ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäóòâåðæäåíèå óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî; âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè. Èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà (íåîòðèöàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíîé)
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. ×åò-
âåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îïðåäåëÿåò ìíî-
æåñòâî b êîðíåé ïðîèçâîäíîé. Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì ðàçðåøàåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî y ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêëàññ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", óáåæäàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî åñòü ïðîìåæóòîê. Íàêî-
íåö, ïðåäïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, óñòàíàâëèâàþùèé êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà êîð-
íåé, îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

4. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñìóáûâàåò".
Â ïðîèçâîëüíîì êîíòåêñòå óñëîâèÿ çàäà÷è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü
èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "óáûâàåò(. . .)" ïðè ïîìîùè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà:
∀af (óáûâàåò(f, a) → óáûâàåò(f, a))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "óñìóáûâàåò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìóáûâàåò".
Îïåðàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
(a) Ïëþñ.

∀abfg(óáûâàåò(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåò(λx(b+ f(x), g(x)), a))

Ê âûðàæåíèþ b îòíîñÿòñÿ âñå ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå x. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afgh(óáûâàåò(λx(f(x), h(x)), a) & íåâîçðàñòàåò(λx(g(x), h(x)), a) → óáûâà-
åò(λx(f(x) + g(x), h(x)), a))
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Âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì ñëàãàåìûì. Îáà àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

(b) Óìíîæåíèå.
∀abfg(0 < b & óáûâàåò(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåò(λx(bf(x), g(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afgh(0 ≤ f(x) & 0 ≤ g(x) & óáûâàåò(λx(f(x), h(x)), a) & óáûâàåò(λx(g(x),
h(x)), a) → óáûâàåò(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðâûì äâóì
èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "h(x), x ∈ a".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ìèíóñ.
∀afg(âîçðàñòàåò(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåò(λx(−f(x), g(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(d) Äðîáü.

∀afgh(0 ≤ f(x) & 0 < g(x) & óáûâàåò(λx(f(x), h(x)), a) & íåóáûâàåò(λx(g(x),
h(x)), a) → óáûâàåò(λx(f(x)/g(x), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ óìíîæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(e) Ñòåïåíü.

∀abfg(0 < b & 0 ≤ f(x) & óáûâàåò(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåò(λx((f(x))b,
g(x)), a))

∀abfg(0 < b & b−rational & ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & óáûâàåò(λx(f(x), g(x)),
a) → óáûâàåò(λx((f(x))b, g(x)), a))

∀afgh(0 < f(x)−1 & íåâîçðàñòàåò(λx(f(x), h(x)), a) & óáûâàåò(λx(g(x), h(x)),
a) → óáûâàåò(λx((f(x))g(x), h(x)), a))

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x âõîäèò â ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.

(f) Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì.
∀afg(óáûâàåò(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåò(λx(ln f(x), g(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû ñèìâîëà "âîçðàñòàåò"

Àíàëîãè÷íî ñèìâîëó "óáûâàåò", ñîçäàíû ïðèåìû "Äîêàçàòåëüñòâî âîçðàñòàíèÿ ôóíê-
öèè ïóòåì ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ", "Óñìîòðåíèå âîçðàñòàíèÿ èç ïîëîæèòåëü-
íîñòè ïðîèçâîäíîé", "Óñìîòðåíèå âîçðàñòàíèÿ èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé è
êîíå÷íîñòè ÷èñëà åå êîðíåé". Êðîìå òîãî, ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà, îáåñïå-
÷èâàþùèå óñòðàíåíèå êâàíòîðà ïðè íàëè÷èè ïîñûëêè "âîçðàñòàåò(. . .)":

∀afmAB(∀x(A(x) → x ∈ B) & âîçðàñòàåò(f,B) & A(m) → ∀x(A(x) & m ≤ x→ a ≤
f(x)) ↔ a ≤ f(m))

∀abc(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(c,N) & âîçðàñòàåò(c,N) → ∃n(n − íàòóðàëüíîå & a ≤
n & 0 ≤ b+ c(n)))

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû ïåðâîãî ïðèåìà îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íûìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âî âòîðîì ïðèåìå äîïóñêàþòñÿ çíàêè ñòðîãèõ íåðà-
âåíñòâ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
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Ñîçäàíû ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâîçðàñòàåò" è ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê íåìó.
Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì óáûâàíèÿ, äîáàâèëèñü äâà íîâûõ ïðèåìà:

∀fgA(âîçðàñòàåò(g, A) & âîçðàñòàåò(f,Val(g)) → âîçðàñòàåò(ïðîèçâåäåíèå(f, g), A))
∀fAB(âîçðàñòàåò(f, A) & B ⊆ îáðàç(f, A) → âîçðàñòàåò(îáðôóíêöèÿ(f), B))
Çäåñü ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé, êàê îáû÷íî, îçíà÷àåò èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìå-

íåíèå.

Ïðèåìû ñèìâîëà "íåóáûâàåò"

Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Äîêàçàòåëüñòâî íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè ïóòåì ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ. Àíà-

ëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèìâîëà "óáûâàåò".
2. Óñìîòðåíèå íåóáûâàíèÿ èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé. Àíàëîãè÷íî ñëó-

÷àþ ñèìâîëà "óáûâàåò".
3. Îïðåäåëåíèå òî÷íîé íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé çíà÷åíèé íà ïðîìåæóòêå ìîíî-

òîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèè.
∀abcdfg(íåóáûâàåò(λx(f(x), g(x)), [a, b]) → inf(îáðàç(λx(f(x), g(x)), [a, b])) =
limx→a+0f(x))

∀abcdfg(íåóáûâàåò(λx(f(x), g(x)), [a, b]) → sup(îáðàç(λx(f(x), g(x)), [a, b])) =
limx→b−0f(x))

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ íåóáûâàíèÿ â ïîñûëêàõ.
∀af (íåóáûâàåò(f, a) ↔ ∀ij(i ∈ a & j ∈ a & 0 ≤ i− j → 0 ≤ f(i)− f(j)))

Óòâåðæäåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåêîòîðîå óñëîâèå
ýòîé çàäà÷è ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå âèäà f(. . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
6.

5. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñìíåóáûâàåò". Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèìâîëà "óáûâà-
åò".

6. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåóáûâàåò". Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèìâîëà "óáûâà-
åò", íî äîáàâëåí ïðèåì, íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿþùèé ïðîèçâîäíóþ:
∀bcfgpqA(0 ≤ df(x)/dx→ íåóáûâàåò(λx(f(x), g(x)), [p, q] ∩ A))

×òîáû áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïðèìåíèòü äàííûé ïðèåì, ïðè îáðàùåíèè
ê îïåðàòîðó íåîáõîäèìî ââåñòè êîììåíòàðèé "ïðîèçâîäíàÿ". Èñòèííîñòü àí-
òåöåäåíòà ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ è óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèåìû ñèìâîëà "íåâîçðàñòàåò"

Ïðèåìû ýòîãî ñèìâîëà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ñèìâîëà.
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Ïðèåìû ñèìâîëà "óáûâàåòâòî÷êå"

Ñèìâîë "óáûâàåòâòî÷êå" îáû÷íî âîçíèêàåò â òåîðåìàõ ïðèåìîâ, ïðè÷åì îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìóáûâàåòâòî÷êå". Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ýòîãî îïå-
ðàòîðà:

1. Ïëþñ.
∀abfg(óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x) + b, g(x)), a))

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ, íå
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé x. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afgh(óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), h(x)), a) & óáûâàåòâòî÷êå(λx(g(x), h(x)), a) →
óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x) + g(x), h(x)), a))

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì ñëàãàåìûì,
g(x) - ñ îñòàòî÷íîé ñóììîé. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ìèíóñ.
∀afg(âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(−f(x), g(x)), a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3. Óìíîæåíèå.
∀abfg(b < 0 & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(bf(x),
g(x)), a))

∀abfg(0 < b & óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(bf(x),
g(x)), a))

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííûì ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîìíî-
æèòåëåé, íå ñîäåðæàùèõ x. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afgh(0 < f(a) & 0 < g(a) & óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), h(x)), a) & óáûâàåòâòî÷-
êå(λx(g(x), h(x)), a) & a− ÷èñëî→ óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀afgh(0 < limx→af(x) & óáûâàåòâòî÷êå(λx(g(x), h(x)), a) →
óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

∀afgh(limx→af(x) < 0 & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(g(x), h(x)), a) →
óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "êîðíè" (òàêîé êîì-
ìåíòàðèé ââîäèòñÿ ïðèåìàìè, îïðåäåëÿþùèìè ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ïðè
êà÷åñòâåííîì îïèñàíèè ãðàôèêà ôóíêöèè). Ïðåäåëû âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "íîðìïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ñòåïåíü.
∀abfg(0 < b& b−rational& ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)),
a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x))b, g(x)), a))
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∀abfg(b < 0 & b− rational & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x),
g(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x))b, g(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abfg(0 < b & 0 < f(a) & óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) & a − ÷èñëî →
óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x))b, g(x)), a))

∀abfg(b < 0 & 0 < f(a) & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) & a − ÷èñëî →
óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x))b, g(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀bfg(0 < b & 0 ≤ f(x) & óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)),∞) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(
(f(x))b, g(x)),∞))

∀bfg(b < 0 & 0 < f(x) & âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)),∞) → óáûâàåòâòî÷êå(
λx((f(x))b, g(x)),∞))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì â ñëó÷àå
âòîðîãî àíòåöåäåíòà èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x − ÷èñëî, x →
∞". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ag(âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(g(x), x−÷èñëî),∞) & a−÷èñëî & 0 < a & a−1 < 0 →
óáûâàåòâòî÷êå(λx(a

g(x), x− ÷èñëî),∞))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðè íà-
ëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ìåíüøåèëèðàâíî", óêàçûâàþùåãî íà ïðîâåðêó íåñòðîãîãî
óáûâàíèÿ â òî÷êå, èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò äàí-
íîé òåì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â àíòåöåäåíòàõ - íåñòðîãîå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfg(0 < b& b−rational& ÷èñëèòåëü(b)−even& âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)),
a) & f(a) < 0 → óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x))b, g(x)), a))

Äëÿ ñëó÷àåâ îäíîñòîðîííåé îêðåñòíîñòè ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïîñëåäíåãî
ïðèåìà:
∀abfg(0 < b& b−rational& ÷èñëèòåëü(b)−even& âîçðàñòàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)),
a) & f(a) ≤ 0 → óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x))b, g(x)), a))

∀abfg(0 < b& b−rational& ÷èñëèòåëü(b)−even& óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a)
& 0 ≤ f(a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x))b, g(x)), a))

Â ïåðâîì ñëó÷àå äîëæåí èìåòüñÿ êîììåíòàðèé "ìåíüøå", óêàçûâàþùèé, ÷òî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåâàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè, âî âòîðîì - êîììåíòàðèé "áîëüøå",
óêàçûâàþùèé íà ïðàâóþ îêðåñòíîñòü. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ òðåõ ïîñëåä-
íèõ ïðèåìîâ ðàâíû 3.

5. Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì.
∀afg(óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(ln f(x), g(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäíîé.
∀abfg(b = df(a)/da & b− ÷èñëî & b < 0 & a− ÷èñëî→ óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x),
g(x)), a))
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Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå f(x) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí èç ñèìâîëîâ
"ôàêòîðèàë", "ïðîèçâåäåíèåâñåõ", "ñóììàâñåõ". Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀afg(df(x)/dx < 0 → óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)),∞))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðè ïðîâåðêå àíòåöåäåíòà ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå ïîñûëêè "x− ÷èñëî, x→∞". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Ôàêòîðèàë.
Õîòÿ ýòî ÿâíî è íå óêàçàíî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íî-
óäàëåííàÿ òî÷êà:
∀afg(óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x)!, g(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
8. Èñïîëüçîâàíèå çàäàíèÿ ôóíêöèè ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
∀afuv(f = λx(u(x), v(x)) & óáûâàåòâòî÷êå(λx(u(x), v(x)), a) → óáûâàåòâòî÷êå(f,
a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå öåëî÷èñ-
ëåííîãî àðãóìåíòà.
∀fg(0 < f(x) & f(x+ 1)/f(x)− 1 < 0 → óáûâàåòâòî÷êå(λx(f(x), g(x)),∞))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé "íàòóðàëüíîå", óêàçûâàþùèé,
÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà. Òàêèå îáðàùå-
íèÿ ê îïåðàòîðó èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäîâ. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èì ïðèäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûë-
êè "x− íàòóðàëüíîå, x→∞". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê.
∀fgh(óáûâàåòâòî÷êå(λx((f(x) + g(x))h(x), x− ÷èñëî),∞) → óáûâàåòâòî÷êå(λx(
(f(x) + g(x))h(x), x− ÷èñëî),∞))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî f(x), h(x) èìåþò ñâîèìè îáîáùåí-
íûìè ìíîæèòåëÿìè äâà ýêñïîíåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿ, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ íå
çàâèñÿò îò x, à ïîêàçàòåëè ñòåïåíè - ëèíåéíû ïî x. Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì âûðàæåíèå (f(x)+g(x))h(x)
ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ" è âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x− ÷èñëî, x→∞". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû ñèìâîëà "âîçðàñòàåòâòî÷êå"

Àíàëîãè÷íî ñèìâîëó "óáûâàåòâòî÷êå", çäåñü ñîçäàí ëèøü ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð
"óñìâîçðàñòàåòâòî÷êå". Ïðèåìû åãî àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ïðè
ýòîì íå áûëè ñîçäàíû (íå âîñòðåáîâàíû ðàññìîòðåííûìè ïðèìåðàìè) ïðèåìû äëÿ
ôàêòîðèàëà, äëÿ îòíîøåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé è äëÿ ïîïûòêè ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê.
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Ïðèåìû ñèìâîëà "óïîðÿäâîçð"

1. Ïóñòîé íàáîð.
∀f (óïîðÿäâîçð(ïóñòîåñëîâî, f) = ïóñòîåñëîâî)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Îäíîýëåìåíòíûé íàáîð.
∀af (óïîðÿäâîçð((a), f) = (a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Øàã ðåêóðñèè.
∀abcfinP (óïîðÿäâîçð(b, λx(f(x), P (x))) = c & l(c) = n & i ∈ {1, . . . , n} & 0 ≤
f(c(i))− f(a) → óïîðÿäâîçð(ïðåôèêñ(a, b), λx(f(x), P (x))) = Âñòàâêà(c, i, a))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò ñ ïî-
ìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ðåçóëüòàò c ïåðåóïîðÿäî-
÷èâàíèÿ íàáîðà b. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû òîæå âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ñ èõ ïîìîùüþ îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà n íàáîðà c è ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïåðå÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ i îò 1 äî n. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Êàê òîëüêî îí îêàçûâàåòñÿ
èñòèííûì, ò.å. çíà÷åíèå f(a) ñòàíîâèòñÿ íå ïðåâîñõîäÿùèì çíà÷åíèÿ f íà i-ì
ýëåìåíòå íàáîðà c, òàê ñðàçó æå îïðåäåëÿåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì - ðåçóëüòàò
âñòàâêè ýëåìåíòà a íà i-þ ïîçèöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Çàìåòèì,
÷òî âîçìîæåí îñîáûé ñëó÷àé - êîãäà a íóæíî çàíåñòè â êîíåö íàáîðà c. Äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀abcfnP (óïîðÿäâîçð(b, λx(f(x), P (x))) = c & l(c) = n & 0 ≤ f(a) − f(c(n)) →
óïîðÿäâîçð(ïðåôèêñ(a, b), λx(f(x), P (x))) = ñóôôèêñ(c, a))
Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû ñèìâîëà "óïîðÿäóáûâ"

Ïðèåìû ýòîãî ñèìâîëà àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "óïîðÿäâîçð".

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìîíîòîííîñòè ëþáîãî òèïà ("âîçðàñòàåò", "óáûâàåò", "íåâîçðàñ-
òàåò", "íåóáûâàåò") èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì, âû÷èñëÿþùèé ïðîèçâîäíóþ è ðåãèñòðèðó-
þùèé åå â ïîñûëêàõ çàäà÷è:
∀afgh(a = dg(x)/dx→ λx(a, x−÷èñëî & îäç(a)) = f & Ïðîèçâîäíàÿ(λx(g(x), h(x)), f))

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "λx(g(x), h(x))" â êà÷åñòâå îïåðàí-
äà óòâåðæäåíèÿ ñ çàãîëîâêîì "âîçðàñòàåò" ëèáî "óáûâàåò" ëèáî "íåâîçðàñòàåò" ëèáî
"íåóáûâàåò". Ýòî óòâåðæäåíèå äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðîèçâîäíàÿ" è âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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1.3.7 Ïðèåìû ñèìâîëà "êîðíè"

Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, âûðàæåíèå "êîðíè(f a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà a, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ïðîðèñîâûâàåò ýòî âûðàæåíèå â âèäå "roots(f, a)". ×àñòè÷íî ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ
îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà êîðíåé, áûëè îïèñàíû âûøå. Ïðåæäå âñåãî, äîáàâèì ê íèì
ïðèåì, ñâÿçàííûé ñî âûðîæäåííûì ñëó÷àåì ïóñòîãî ìíîæåñòâà:
∀f (roots(f, ∅) = ∅)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0. Äàëåå, ââåäåì ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå îïðå-
äåëÿòü ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íà îòðåçêå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Øòóðìà:
∀abfgnpr(f = òèïìí(p, âåùåñòâïîëå) & g = ïðîèçâîäíàÿìí(f) & îñòàòêèìí(f, g, r) & n =
l(r) & ¬(f(a) = 0) & ¬(f(b) = 0) & 0 < b−a→ card(roots(λx(p(x), x−÷èñëî), [a, b])) =
ïåðåìåíûçíàêà(λi(r(i)(a), i ∈ {1, . . . , n}))− ïåðåìåíûçíàêà(λi(r(i)(b), i ∈ {1, . . . , n})))
∀fgnpr(f = òèïìí(p, âåùåñòâïîëå) & g = ïðîèçâîäíàÿìí(f) & îñòàòêèìí(f, g, r) & n =
l(r) → card(roots(λx(p(x), x− ÷èñëî),R)) = ïåðåìåíûçíàêà(λi(ñòàðøêîýôô(r(i))×
(−1)deg(r(i)), i ∈ {1, . . . , n}))− ïåðåìåíûçíàêà(λi(ñòàðøêîýôô(r(i)), i ∈ {1, . . . , n})))
Ïåðâûé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ êîíå÷íîãî îòðåçêà, âòîðîé - ê ñëó÷àþ âñåé âå-
ùåñòâåííîé ïðÿìîé. Â ýòèõ ïðèåìàõ âûðàæåíèå p(x) â ñêîáî÷íîé çàïèñè èìååò âèä
"çíà÷åíèåìí(p x)", ò.å. "çíà÷åíèå ôîðìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà p â òî÷êå x". Äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ïî âûðàæåíèþ äëÿ åãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàòåëü "çíà÷åíèåìí(õ15)". Òàê êàê ïðè èäåíòèôèêàöèè âîçìîæíî îòíåñåíèå ìíîãî-
÷ëåíà ê êîëüöó öåëûõ ÷èñåë, ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå p â ìíîãî÷ëåí f íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìòèïìí". Âòîðîé àíòåöåäåíò âû÷èñ-
ëÿåò ïðîèçâîäíóþ g ìíîãî÷ëåíà f , èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿìí".
Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ", îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó
"îñòàòêèìí" äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r âçÿòûõ ñî çíàêîì ìèíóñ îñòàò-
êîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f, g
ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Øòóðìà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâ ïåðåìåí çíàêà, âñòðå÷àþùèõñÿ â
çàìåíÿþùåì òåðìå, èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ïåðåìåíûçíàêà". Ïåðå÷èñëèì ïðè-
åìû ïîñëåäíåãî íîðìàëèçàòîðà:

1. Îäíîýëåìåíòíûé íàáîð.
∀a(ïåðåìåíûçíàêà((a)) = 0)

2. Îòáðàñûâàíèå ïåðâîãî íóëÿ.
∀a(ïåðåìåíûçíàêà(ïðåôèêñ(0, a)) = ïåðåìåíûçíàêà(a))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ïðèåìîâ ðàâåí 1.

3. Îòáðàñûâàíèå âòîðîãî íóëÿ.
∀abc(b = 0 → ïåðåìåíûçíàêà(a, b; c) = ïåðåìåíûçíàêà(ïðåôèêñ(a, c)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Îäèíàêîâûå çíàêè äâóõ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà.
∀abc(0 < ab→ ïåðåìåíûçíàêà(a, b; c) = ïåðåìåíûçíàêà(ïðåôèêñ(b, c)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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5. Ðàçíûå çíàêè ó äâóõ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà.
∀abc(ab < 0 → ïåðåìåíûçíàêà(a, b; c) = ïåðåìåíûçíàêà(ïðåôèêñ(b, c)) + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

1.3.8 ×åòíîñòü è íå÷åòíîñòü

Óòâåðæäåíèÿ "÷åòíàÿôóíêöèÿ(f)", "íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(f)" îçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ÷òî f åñòü ÷åòíàÿ ëèáî íå÷åòíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà ÷åòíîñòü è ïåðèîäè÷íîñòü ââîäèòñÿ çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå, èìåþùàÿ öåëè "èññëåäîâàòü", "÷åòíàÿôóíêöèÿ", "ôóíêöèÿ". Åå åäèíñòâåííîé
íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ f , îáîçíà÷àþùàÿ èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ. Óñëîâèåì
çàäà÷è ñëóæèò ðàâåíñòâî f = λx(. . .), îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ. Â ïðîöåññå ðåøå-
íèÿ äàííîé çàäà÷è ôîðìèðóåòñÿ åå áëîê àíàëèçà, êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ öåëè "èññëå-
äîâàòü", "÷åòíàÿôóíêöèÿ". Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû, óñìîòðåíèÿ ÷åòíîñòè-íå÷åòíîñòè,
èñïîëüçóåìûå ïðè ðàññìîòðåíèè áëîêà àíàëèçà:

1. Óñìîòðåíèå ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé ïóòåì îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðàì.
∀fgy(y = λx(f(x), g(x)) & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → ÷åòíàÿôóíêöèÿ(y))
∀fgy(y = λx(f(x), g(x)) & íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → íå÷åòíàÿôóíê-
öèÿ(y))
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "÷åòíàÿôóíêöèÿ", ïðè÷åì y - íåèçâåñòíàÿ çàäà-
÷è. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóþò-
ñÿ îïåðàòîðû "óñì÷åòíàÿôóíêöèÿ", "óñìíå÷åòíàÿôóíêöèÿ", ïðèåìû êîòîðûõ
áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé ïóòåì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.
∀fgy(f(−x)− f(x) = 0 & y = λx(f(x), g(x)) → ÷åòíàÿôóíêöèÿ(y))
∀fgy(f(−x) + f(x) = 0 & y = λx(f(x), g(x)) → íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(y))
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "÷åòíàÿôóíêöèÿ", y - íåèçâåñòíàÿ. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà "÷åò-
íàÿôóíêöèÿ(y)", "íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(y)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà g(x).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ðåãèñòðàöèÿ â ñïèñêå óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ èññëå-
äîâàíèÿ íà ÷åòíîñòü.
Ïîñûëêè "÷åòíàÿôóíêöèÿ(f)", "íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(f)", âîçíèêàþùèå â áëîêå
àíàëèçà, ïåðåäàþòñÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå. Òåîðåìû ïðèåìîâ ìåþò
âèä "çàìåùåíèåóñëîâèé(÷åòíàÿôóíêöèÿ(f))", "çàìåùåíèåóñëîâèé(íå÷åòíàÿôóí-
êöèÿ(f))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

4. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñì÷åòíàÿôóíêöèÿ".
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(a) Êîíñòàíòà.
∀af (÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(a, f(x))))

(b) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀pf (p− rational & ÷èñëèòåëü(p)− even→ ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(x

p, f(x))))

(c) Ñóììà.
∀fgh(÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) →
÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x) + g(x), h(x))))

Óêàçàòåëü "ïåðâûéòåðì(ôèêñ(0 1 3 1))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f(x)
ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì.

(d) Óìíîæåíèå.
∀fgh(÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) →
÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)g(x), h(x))))

∀fgh(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x)))
→ ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)g(x), h(x))))

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, â êà÷åñòâå f(x) áåðåòñÿ ïåðâûé ñîìíîæèòåëü.
(e) Êîñèíóñ.

∀f (íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(cos f(x), g(x))))

(f) Îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ îò ÷åòíîé ôóíêöèè.
∀fgh(÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) → ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(g(x)), h(x))))

Óêàçàòåëü "ñèìâîë(õ6)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f ñ ïðîèçâîëüíûì ëî-
ãè÷åñêèì ñèìâîëîì, îáîçíà÷àþùèì îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ.

(g) Äðîáü.
∀fgh(÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) →
÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)/g(x), h(x))))

∀fgh(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x)))
→ ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)/g(x), h(x))))

(h) Ìîäóëü.
∀f (íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(|f(x)|, g(x))))

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíå÷åòíàÿôóíêöèÿ".
(a) Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀f (íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(x, f(x))))

(b) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀fp(p − rational & ¬(÷èñëèòåëü(p) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(p) − even) →
íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(x

p, f(x))))

(c) Ñóììà.
∀fgh(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) →

íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x) + g(x), h(x))))

(d) Óìíîæåíèå.
∀fgh(÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) →

íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)g(x), h(x))))
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∀fgh(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x)))
→ ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)g(x), h(x))))

Â êà÷åñòâå f(x) áåðåòñÿ ïåðâûé ñîìíîæèòåëü.
(e) Ìèíóñ.

∀fg(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(−f(x),
g(x))))

(f) Ñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ.
∀fg(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(ctg f(x),
g(x))))

∀fg(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(tg f(x),
g(x))))

∀fg(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(sin f(x),
g(x))))

(g) Äðîáü.
∀fgh(÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) →
íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)/g(x), h(x))))

∀fgh(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), h(x))) & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(g(x), h(x))) →
íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x)/g(x), h(x))))

(h) Ñèãíóì.
∀fg(íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), g(x))) → íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(sgf(x),
g(x))))

1.3.9 Ïåðèîäè÷íîñòü

Óòâåðæäåíèå "ïåðèîäè÷íà(f t)" îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f ïåðèîäè÷íà è
èìååò ñâîèì ïåðèîäîì (íå îáÿçàòåëüíî íàèìåíüøèì) ÷èñëî t. Â ñëó÷àå êîíñòàíòíîé
ôóíêöèè äîïóñêàåòñÿ ëþáîå âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå t. Êàê óæå ãîâîðèëîñü âû-
øå, èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ÷åòíîñòü è ïåðèîäè÷íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì öå-
ëè "÷åòíàÿôóíêöèÿ". Ïðè ýòîì óñìîòðåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé îáåñïå÷èâàåòñÿ
ñèíòåçàòîðîì "ïåðèîä". Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀afgy(ïåðèîäè÷íà(λx(f(x), g(x)), a) & y = λx(f(x), g(x)) → ïåðèîäè÷íà(y, a))
Âòîðîé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "÷åò-
íàÿôóíêöèÿ", ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1. Äëÿ ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå íàéäåííûõ
óòâåðæäåíèé î ïåðèîäè÷íîñòè ñëóæèò äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì ñ òåîðåìîé "çàìå-
ùåíèåóñëîâèé(ïåðèîäè÷íà(f t))". Çäåñü f - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 8.
Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ñèíòåçàòîðà "ïåðèîä":

1. Ïåðåõîä ê ÿâíîìó çàäàíèþ ôóíêöèè ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀abfg(a = λx(f(x), g(x)) & ïåðèîäè÷íà(λx(f(x), g(x)), b) → ïåðèîäè÷íà(a, b))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðà-
ùåíèå ê ñèíòåçàòîðó.
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2. Ñóììà, ïðîèçâåäåíèå, äðîáü, ñòåïåíü.
∀abcdfgmn(ïåðèîäè÷íà(λx(f(x), x−÷èñëî), a) & ïåðèîäè÷íà(λx(g(x), x−÷èñëî), b) &
a = nc/pd & b = mc/qd & n − öåëîå & m − öåëîå & p − öåëîå & q − öåëîå →
ïåðèîäè÷íà(λx(f(x) + g(x), x− ÷èñëî), íîê(mp, nq)c/pqd))
Óêàçàòåëü "âàðèàíò(ôèêñ(0 1 3)óìíîæåíèå äðîáü ñòåïåíü)" ðàçðåøàåò ïðèìå-
íÿòü ïðèåì, åñëè âìåñòî ñóììû èìååòñÿ îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ îïåðàöèé. Ïåð-
âûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó. Òðåòèé
è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè âûäå-
ëÿþò â íàéäåííûõ ïåðèîäàõ îáùèå ìíîæèòåëè c, d ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ è
èäåíòèôèöèðóþò äðîáíûå êîýôôèöèåíòû n/p,m/q. Îñòàâøèåñÿ àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè - îíè óñòàíàâëèâàþò, ÷òî ïàðà-
ìåòðû n, p,m, q öåëî÷èñëåííûå. Âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûì îïåðàíäîì, ñîäåðæàùèì x. Ïðè ýòîì g(x) òàêæå äîëæíî ñîäåðæàòü
x. Äëÿ ñëó÷àÿ êîíñòàíòíîãî îïåðàíäà äîáàâëåí ñïåöèàëüíûé ïðèåì:
∀abf (ïåðèîäè÷íà(λx(f(x), x−÷èñëî), a) → ïåðèîäè÷íà(λx(f(x)+b, x−÷èñëî), a))
Âìåñòî ñóììû çäåñü ðàçðåøàþòñÿ óìíîæåíèå, äðîáü è ñòåïåíü. ×òîáû ó÷åñòü
íåñèììåòðè÷íîñòü äâóõ ïîñëåäíèõ îïåðàöèé, ââåäåí åùå îäèí ïðèåì:
∀abf (ïåðèîäè÷íà(λx(f(x), x− ÷èñëî), a) → ïåðèîäè÷íà(λx(b/f(x), x− ÷èñëî), a))
Çäåñü âìåñòî äðîáè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñòåïåíü.

3. Îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ - îáùèé ñëó÷àé.
∀afg(ïåðèîäè÷íà(λx(f(x), x−÷èñëî), a) → ïåðèîäè÷íà(λx(g(f(x)), x−÷èñëî), a))
Óêàçàòåëü "ñèìâîë(õ7)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ g ñ ñèìâîëîì îäíîìåñòíîé
îïåðàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2 (ïðî÷èå ïðèåìû ñèíòåçàòîðà èìåþò
óðîâåíü 1). Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îòáðàñûâàíèÿ âíåøíåé îäíîìåñòíîé îïå-
ðàöèè, ïðèìåíåííîé ê íåâûðîæäåííîìó òåðìó. Äëÿ àòîìàðíûõ îäíîìåñòíûõ
îïåðàöèé èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ïðèåìû.

4. Ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀abc(ïåðèîäè÷íà(λx(sin(ax/b+ c), x− ÷èñëî), 2πb/|a|))
∀abc(ïåðèîäè÷íà(λx(cos(ax/b+ c), x− ÷èñëî), 2πb/|a|))

5. Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ.
∀abc(ïåðèîäè÷íà(λx(tg(ax/b+ c), x− ÷èñëî), πb/|a|))
∀abc(ïåðèîäè÷íà(λx(ctg(ax/b+ c), x− ÷èñëî), πb/|a|))

1.3.10 Íåïðåðûâíîñòü

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé íà íåïðåðûâíîñòü èñ-
ïîëüçóþòñÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå öåëè "èññëåäîâàòü", "ôóíêöèÿ", "íåïðå-
ðûâíî". Ïðè ýòîì óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä y = λx(. . .), ãäå y - íåèçâåñòíàÿ. Êàê è
âûøå, òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûâîäà ñëåäñòâèé â ñâîåì áëîêå àíàëèçà.
Ïîñëåäíåìó ïåðåäàþòñÿ öåëè "èññëåäîâàòü", "íåïðåðûâíî", (íåèçâåñòíàÿ y).
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Îïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê, êîòîðûå áóäóò àíàëèçèðîâàòüñÿ, èñïîëü-
çóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀fgmy(y = λx(f(x), g(x)) & m = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))) → Îñîáûåòî÷êè(y) = m)

Ýòîò ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"íåïðåðûâíî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìÎñîáûåòî÷êè", êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è íàõîäèò ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê.
Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è.
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "Îñîáûåòî÷êè(y) = . . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è îñîáûå òî÷êè, äåëàåòñÿ
âûâîä î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà èõ ðàçíîñòè:
∀abx(a = Dom(x) & b = Îñîáûåòî÷êè(x) → íåïðåðûâíî(x, a \ b))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå óñòðàíèìîãî ðàçðûâà ëèáî íåïðåðûâíîñòè

∀abcdefgyA(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = A∪ {a; b} & c = limx→a−0 f(x) & c−
÷èñëî & c = limx→a+0 f(x) & e = Dom(y) & a ∈ e → ¬(c − f(a) = 0) & óñòðàíè-
ìûéðàçðûâ(y, a) ∨ c− f(a) = 0 & íåïðåðûâíî(y, {a}))
Ïåðâûé, âòîðîé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íåïðåðûâíî" è íå èìåþùåé öåëè "ðàâíîìåðíîíåïðå-
ðûâíî". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè
âû÷èñëÿþò ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðåäåë" è
óáåæäàþòñÿ â èõ ñîâïàäåíèè. ×åòâåðòûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×òîáû çàáëîêèðîâàòü ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà
â ñëó÷àÿõ, êîãäà òèï îñîáîé òî÷êè a óæå óñòàíîâëåí, â äàííîì è äðóãèõ ïðèåìàõ
èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ðàçðûââòîðîãîðîäà y a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdefgyA(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = A∪ {a; b} & c = limx→a−0 f(x) & c−
÷èñëî & c = limx→a+0 f(x) & e = Dom(y) & ¬(a ∈ e) → óñòðàíèìûéðàçðûâ(y, a))
Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ óñìîòðåíèÿ ñåðèè óñòðàíèìûõ
ðàçðûâîâ ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀cdfgpqyAB(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z = p(v) & q(v)))∪B & A =
q(v) & c = limx→p(v)−0f(x) & c − ÷èñëî & d = limx→p(v)+0 f(x) & d − ÷èñëî & c − d =
0 & e = Dom(y) & ¬(p(v) ∈ e) → ∀v(q(v) → óñòðàíèìûéðàçðûâ(y, p(v))))
Ïåðâûé, âòîðîé è ïðåäïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íåïðåðûâíî". Â âûðàæåíèè äëÿ ìíîæåñòâà
îñîáûõ òî÷åê óñìàòðèâàåòñÿ ôðàãìåíò "setz(∃v(z = p(v) & q(v)))", ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñåðèè. Òðåòèé àíòåöåäåíò óïðîùàåò óñëîâèå íà ïà-
ðàìåòðû q(v) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. ×åòâåðòûé è
øåñòîé àíòåöåäåíòû íàõîäÿò ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû c, d â "îáùåé" òî÷êå ñåðèè
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p(v). Íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë" ïåðåäàþòñÿ ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè
g(x), A. Âîñüìîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò ðàâåíñòâî íóëþ ðàçíîñòè c−d, îáðàáàòûâàÿ åå
íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Âñå ýòè àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îáúåäèíåíèå îáëàñòåé íåïðåðûâíîñòè

∀abc(íåïðåðûâíî(a, b) & íåïðåðûâíî(a, c) ↔ íåïðåðûâíî(a, b ∪ c))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì ïîñûëêàì çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íåïðå-
ðûâíî". Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå íåïðåðûâíîñòè íà ïîäìíîæåñòâå

∀abc(íåïðåðûâíî(a, b) & c ⊆ b→ íåïðåðûâíî(a, c))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, âòî-
ðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà îáùíîñòè â çàäàíèè îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè

∀Pf (∀x(P (x) → íåïðåðûâíî(f, {x})) ↔ íåïðåðûâíî(f, setx(P (x))))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà

∀abcdfgyA(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = A ∪ {a; b} & c = limx→a−0 f(x) & c−
÷èñëî & d = limx→a+0 f(x) & d− ÷èñëî & ¬(c− d = 0) → ðàçðûâïåðâîãîðîäà(y, a))
Ïðèåì àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ óñìîòðåíèÿ óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, íî ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè-
÷èå ïðåäåëîâ ñëåâà è ñïðàâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Åñëè íåêîòîðûé ôðàãìåíò ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì, íå
èìåþùèì çàãîëîâêà "ïåðå÷åíü" ëèáî "êëàññ", òî îí îáðàáàòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðè-
åìîì:
∀abcdfgyAB(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = b ∪ B & A = (a − ÷èñëî & a ∈
b) & c = limx→a−0 f(x) & c− ÷èñëî & d = limx→a+0 f(x) & d− ÷èñëî & ¬(c− d = 0) →
∀z(z ∈ b→ ðàçðûâïåðâîãîðîäà(y, z)))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "íåïðåðûâíî". Âûðàæåíèå b èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê îïåðàíä îáúåäè-
íåíèÿ, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ïåðå÷åíü", "êëàññ". Òðåòèé àíòåöå-
äåíò óïðîùàåò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó b. Çäåñü a - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ.
×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âû÷èñëÿþò ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû. Íîðìàëèçà-
òîðó "íîðìïðåäåë" ïåðåäàþòñÿ ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè g(x), A. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ áëîêèðîâêè ïî-
âòîðíûõ ïîïûòîê ðàññìîòðåíèÿ ôðàãìåíòà b èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ðàçðûââ-
òîðîãîðîäà y b). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè ôðàãìåíò ìíîæåñòâà îñîáûõ
òî÷åê çàäàí ïðè ïîìîùè îïèñàòåëÿ êëàññ, òî èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
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∀cdfgpqyAB(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z = p(v) & q(v)))∪B & A =
q(v) & c = limx→p(v)−0 f(x) & c−÷èñëî & d = limx→p(v)+0 f(x) & d−÷èñëî & ¬(c− d =
0) → ∀v(q(v) → ðàçðûâïåðâîãîðîäà(y, p(v))))
Åñëè ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà íàéäåíû, íî â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ñåðèè ìîãóò êàê ñîâ-
ïàäàòü, òàê è ðàçëè÷àòüñÿ, òî ïðèìåíÿþòñÿ ïðèåìû, â êîòîðûõ ñåðèÿ îñîáûõ òî÷åê
ïîäðàçáèâàåòñÿ ëèáî îãðàíè÷èâàåòñÿ:
∀abcdfgyAB(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = b∪B & A = (a−÷èñëî & a ∈ b) & c =
limx→a−0 f(x) & c−÷èñëî & d = limx→a+0 f(x) & d−÷èñëî→ ∀a(a ∈ b & ¬(c−d = 0) →
ðàçðûâïåðâîãîðîäà(y, a)) & ∀a(a ∈ b & c− d = 0 & a ∈ Dom(y) → íåïðåðûâíî(y, a)))
∀cdfgpqyAB(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z = p(v) & q(v)))∪B & A =
q(v) & c = limx→p(v)−0 f(x) & c − ÷èñëî & d = limx→p(v)+0 f(x) & d − ÷èñëî →
∀v(q(v) & ¬(c− d = 0) → ðàçðûâïåðâîãîðîäà(y, p(v))))
Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ b îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ïåðå-
÷åíü", "êëàññ". Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè
âû÷èñëåííûå ïðåäåëû íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "âàðèàíò". Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñåðèÿ
îñîáûõ òî÷åê áóäåò ïîäðàçáèâàòüñÿ ïðèåìîì, îïèñûâàåìûì íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ âòîðîãî ïðèåìà ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà

Â ñëó÷àå îòäåëüíîé òî÷êè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âû÷èñëèòü ëåâûé ëèáî ïðàâûé
ïðåäåë è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îí áåñêîíå÷íûé èëè íå ñóùåñòâóåò:
∀abcdfgyA(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = A∪ {a; b} & c = limx→a−0 f(x) & (c =
∞ ∨ c = −∞ ∨ c = íåîïðåä) → ðàçðûââòîðîãîðîäà(y, a))
∀abcdfgyA(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = A∪ {a; b} & c = limx→a+0 f(x) & (c =
∞ ∨ c = −∞ ∨ c = íåîïðåä) → ðàçðûââòîðîãîðîäà(y, a))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþüòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "íåïðåðûâíî". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé èç íèõ âû÷èñëÿåò ïðåäåë ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòî-
ðà "íîðìïðåäåë", âòîðîé - ñðàâíèâàåò åãî ñ ñèìâîëàìè "ïëþñáåñê", "ìèíóñáåñê",
"íåîïðåä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ àíàëèçà ñåðèè òî÷åê ââåäåí ñëåäóþ-
ùèé ïðèåì:
∀cdefgpqyABC(y = λx(f(x), g(x)) & Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z = p(v) & q(v))) ∪
B & A = q(v) & limx→p(v)−0 f(x) = e & (e = íåîïðåä ∨ |e| = ∞) → ∀v(q(v) →
ðàçðûââòîðîãîðîäà(y, p(v))))

Ïîäðàçáèåíèå ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê

Åñëè îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî ëåâûé èëè ïðàâûé ïðåäåë â òî÷êå, îòíîñÿùåéñÿ ê íåêîòî-
ðîé ñåðèè îñîáûõ òî÷åê, çàäàåòñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì, òî ñåðèÿ ïîäðàçáèâàåòñÿ
íà äâå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñåðèè. Ýòî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àíàëèçà ïîä-
ñåðèé ïðèâåäåííûìè âûøå ïðèåìàìè.
∀cdfghpqyAB(y = λx(f(x), g(x)) & A = q(v) & limx→p(v)−0 f(x) = (c ïðè h(v), èíà÷å d) →
Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z = p(v) & q(v))) ∪ B ↔ Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z =
p(v) & q(v) & h(v))) ∪ setz(∃v(z = p(v) & q(v) & ¬h(v))) ∪B)
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∀cdfghpqyAB(y = λx(f(x), g(x)) & A = q(v) & limx→p(v)+0 f(x) = (c ïðè h(v), èíà÷å d) →
Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z = p(v) & q(v))) ∪ B ↔ Îñîáûåòî÷êè(y) = setz(∃v(z =
p(v) & q(v) & h(v))) ∪ setz(∃v(z = p(v) & q(v) & ¬h(v))) ∪B)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íåïðåðûâíî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ,
âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Ðåãèñòðàöèÿ â ñïèñêå óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ
èññëåäîâàíèÿ íà íåïðåðûâíîñòü

Äëÿ îòáîðà è ïåðåäà÷è âî âíåøíþþ çàäà÷ó ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ íà íåïðåðûâ-
íîñòü èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû, îñíîâàííûå íà ïåðå÷èñëÿåìûõ íèæå òåîðåìàõ. Âî âñåõ
ñëó÷àÿõ òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå èìååò öåëü "íåïðåðûâíî", ïðèåì f - åå
íåèçâåñòíàÿ.

1. "çàìåùåíèåóñëîâèé(íåïðåðûâíî(f a))". Ëèáî çàäà÷à íå èìååò öåëè "ðàâíîìåð-
íîíåïðåðûâíî", ëèáî îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(f a)".

2. "çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàçðûâïåðâîãîðîäà(f a))".
3. "çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàçðûââòîðîãîðîäà(f a))".
4. "çàìåùåíèåóñëîâèé(óñòðàíèìûéðàçðûâ(f a))".
5. "çàìåùåíèåóñëîâèé(äëÿëþáîãî(x åñëè P (x) òî ðàçðûâïåðâîãîðîäà(f x))".
6. "çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(f a))".
7. "çàìåùåíèåóñëîâèé(íå(ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(f a)))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 8.

Ó÷åò ãðàíè÷íûõ òî÷åê

Åñëè â ñïèñîê îñîáûõ òî÷åê ïîïàäàåò ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì îïðå-
äåëåíà ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ, òî åå íóæíî îòáðîñèòü èç äàííîãî ñïèñêà, òàê êàê
ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû àíàëèçà îñîáûõ òî÷åê ïðåäïîëàãàëè âû÷èñëåíèå ëåâîãî è
ïðàâîãî ïðåäåëîâ, ò.å. îïðåäåëåííîñòü ôóíêöèè â äâóñòîðîííåé îêðåñòíîñòè. Àíàëèç
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â êîíöàõ ïðîìåæóòêîâ îïðåäåëåííîñòè äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè. Äëÿ óêàçàííîãî îòáðàñûâàíèÿ ïîêà ñîçäàí ñëåäóþùèé
ïðèåì:
∀abcdey(d = c\{a} & Dom(y) = [a, b] & a−÷èñëî→ Îñîáûåòî÷êè(y) = c↔ Îñîáûåòî÷-
êè(y) = d)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 144

Îòáðàñûâàíèå èçîëèðîâàííûõ òî÷åê

Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ïîìèìî ïðîìåæóòêîâ, âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå
ñåðèè èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òî ýòè òî÷êè íå âîéäóò â îïðåäåëÿåìûé íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìÎñîáûåòî÷êè" ñïèñîê îñîáûõ òî÷åê (òàì ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå
òî÷êè ïðîìåæóòêîâ îïðåäåëåííîñòè). Ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ïîÿâèòñÿ óòâåðæäåíèå "íåïðåðûâíî(f a)", ãäå
ìíîæåñòâî a ñîõðàíèò èçîëèðîâàííûå òî÷êè. Äëÿ îòáðàñûâàíèÿ èõ ââåäåí ñëåäóþ-
ùèé ïðèåì:
∀abcf (íåïðåðûâíî(f, (àðèôìïðîãðåññèÿ(a, b) ∪ c) \ d) ↔ íåïðåðûâíî(f, c \ d))
Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå ïóñòûå c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äëÿ îñëàáëåíèÿ àíòåöåäåíòîâ

Ñëåäóþùèé ïðèåì èñïîëüçóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå äëÿ îòáðàñûâàíèÿ
àíòåöåäåíòà, èñêëþ÷àþùåãî ðàññìîòðåíèå äàííîé òî÷êè:
∀afyA(íåïðåðûâíî(λx(f(x), x − ÷èñëî),−a) & A(y) → ∀x(¬(x + a = 0) & A(x) & x −
÷èñëî→ f(x) = 0) ↔ ∀x(A(x) & x− ÷èñëî→ f(x) = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìíåïðåðûâíî" (ñì.
íèæå). Èñòèííîñòü âòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x − ÷èñëî", "0 <
y + a+ e", "0 < −y − a+ e", "0 < e", "e→ 0 + 0". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñìíåïðåðûâíî"

∀af (íåïðåðûâíî(f, a) → íåïðåðûâíî(f, a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

Îáðàç îòðåçêà ïðè ìîíîòîííîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè

∀abfC(Îòîáðàæåíèå(f, [a, b], C) & íåïðåðûâíî(f, [a, b]) & âîçðàñòàåò(f, [a, b]) →
Val(f) = [f(a), f(b)])

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âñå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå íåïðåðûâíîñòè ñóïåðïîçèöèè

∀fgA(íåïðåðûâíî(g, A) & íåïðåðûâíî(f, îáðàç(g, A)) → íåïðåðûâíî(ïðîèçâåäåíèå(f,
g), A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü

Ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèè íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ê öåëÿì "èññëåäîâàòü",
"íåïðåðûâíî" èñõîäíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå äîáàâëÿåòñÿ öåëü "ðàâíîìåðíîíåïðåðûâ-
íî". Â îñòàëüíîì äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû, îäíàêî ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì îñî-
áûõ òî÷åê, áëîêèðóþòñÿ. Âìåñòî ýòîãî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå.
∀abf (Dom(f) = [a, b] & íåïðåðûâíî(f, [a, b]) → ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(f, [a, b]))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïðåäåë â êîíöåâîé òî÷êå ïðîìåæóòêà íåïðåðûâíîñòè íå ñóùåñòâóåò ëèáî áåñ-
êîíå÷åí.
∀abcdfgy(a− ÷èñëî & íåïðåðûâíî(y, (a, b]) & y = λx(f(x), g(x)) & limx→a+0 f(x) =
c & (c = ∞ ∨ c = −∞ ∨ c = íåîïðåä) → ¬(ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(y, (a, b])))
∀abcdfgy(b− ÷èñëî & íåïðåðûâíî(y, (a, b]) & y = λx(f(x), g(x)) & limx→b−0 f(x) =
c & (c = ∞ ∨ c = −∞ ∨ c = íåîïðåä) → ¬(ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(y, [a, b))))
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî". Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñò-
íàÿ çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà
ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè âû÷èñëÿþò îäíîñòî-
ðîííèé ïðåäåë ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðåäåë" è óáåæäàþòñÿ, ÷òî îí
íå ñóùåñòâóåò ëèáî áåñêîíå÷åí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ïðåäåëû â êîíöåâûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóþò è êîíå÷-
íû.
∀abcdfgpqy(íåïðåðûâíî(y, [a, b]) & y = λx(f(x), g(x)) & c = limx→a+0 & c−÷èñëî &
d = limx→b−0 f(x) & d− ÷èñëî→ ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(y, [a, b]))
Çàìåòèì, ÷òî çäåñü îáîçíà÷åíèå [a, b] èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â
îáîáùåííîì ñìûñëå: âî âíóòðåííåì ñêîáî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè äàííîãî âûðàæå-
íèÿ ââåäåíû ïåðåìåííûå - èíäèêàòîðû ïðèíàäëåæíîñòè êîíöîâ ïðîìåæóòêó,
òàê ÷òî äîïóñêàþòñÿ ïðîìåæóòêè ëþáîãî òèïà. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", ÷åòâåðòûé è øåñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê: ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðîèçâîäíîé.
∀abcdfgh(h(x) = df(x)/dx & limx→∞ h(x) = c & c−÷èñëî & limx→a+0 f(x) = d & d−
÷èñëî& íåïðåðûâíî(y, [a,∞)) & y = λx(f(x), g(x)) → ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(y,
[a,∞)))

∀abcdfgh(h(x) = df(x)/dx & limx→−∞ h(x) = c & c − ÷èñëî & limx→a−0 f(x) =
d & d − ÷èñëî & íåïðåðûâíî(y, (−∞, a]) & y = λx(f(x), g(x)) → ðàâíîìåð-
íîíåïðåðûâíî(y, (−∞, a]))

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ èíäèêàòîð ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè a ïðîìåæóò-
êó, ò.å. îíà ìîæåò êàê îòíîñèòüñÿ ê íåìó, òàê è íå îòíîñèòüñÿ. Äâà ïîñëåäíèõ
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àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé è ïÿòûé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 3. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîìåæóòîê ñîâïàäàåò ñî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
ââåäåí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀cdfgh(h(x) = df(x)/dx & limx→−∞ h(x) = c & c−÷èñëî & limx→∞ h(x) = d & d−
÷èñëî & íåïðåðûâíî(y,R) & y = λx(f(x), g(x)) → ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(y,R))

5. Áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê: ïðîèçâîäíàÿ íå îãðàíè÷åíà.
∀abfgh(h(x) = df(x)/dx & ¬(îãðâòî÷êå(λx(h(x), x− ÷èñëî),∞)) & y = λx(f(x),
g(x)) & íåïðåðûâíî(y, [a,∞)) → ¬(ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî(y, [a,∞))))

Äâà ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò
ïðîèçâîäíóþ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, âòîðîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìíåîãðâòî÷êå". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåïðåðûâíî"

1. Êîíñòàíòà.
∀abf (íåïðåðûâíî(λx(a, f(x)), b))

Çäåñü è â îñòàëüíûõ ïðèåìàõ ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcf (íåïðåðûâíî(λxy(ax+ b, f(x, y)), c))

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå b â íîëü, a - â ±1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Ñóììà.
∀afgh(íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) → íåïðåðûâ-
íî(λx(f(x) + g(x), h(x)), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðîèçâåäåíèå.
∀afgh(íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) → íåïðåðûâ-
íî(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
5. Ìèíóñ.
∀afh(íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) → íåïðåðûâíî(λx(−f(x), h(x)), a))

6. Äðîáü.
∀afgh(¬(g(x) = 0) & íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)),
a) → íåïðåðûâíî(λx(f(x)/g(x), h(x)), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðâîìó èç íèõ ïå-
ðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà x ∈ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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7. Ñòåïåíü.
∀afhp(p− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(p)− even) & 0 < p & íåïðåðûâíî(λx(f(x),
h(x)), a) → íåïðåðûâíî(λx((f(x))p, h(x)), a))

∀afhp(0 < p& 0 ≤ f(x) & íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) → íåïðåðûâíî(λx((f(x))p,
h(x)), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âî âòîðîì ïðèåìå
âòîðîìó àíòåöåäåíòó ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà x ∈ a. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afgh(0 < f(x) & íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
íåïðåðûâíî(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Ïðè îáðàáîòêå ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì ïåðâîãî àíòåöåäåíòà èñïîëüçóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà x ∈ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ñèíóñ, êîñèíóñ, ìîäóëü, àðêòàíãåíñ, àðêêîòàíãåíñ, àðêñèíóñ è àðêêîñèíóñ.
∀afh(íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) → íåïðåðûâíî(λx(sin f(x), h(x)), a))

Óêàçàòåëü "âàðèàíò(. . .)" äîïóñêàåò çàìåíó ñèìâîëà "ñèíóñ" íà ëþáîé èç ñèì-
âîëîâ "êîñèíóñ", "ìîäóëü", "àðêòàíãåíñ", "àðêêîòàíãåíñ", "àðêñèíóñ" è "àðê-
êîñèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ.
∀afh(¬(cos f(x) = 0) & íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) → íåïðåðûâíî(λx(tg f(x),
h(x)), a))

∀afh(¬(sin f(x) = 0) & íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) → íåïðåðûâíî(λx(ctg f(x),
h(x)), a))

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé ïîñûë-
êîé "x ∈ a". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ëîãàðèôì.
∀abfh(¬(b− 1 = 0) & 0 < b & íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) →
íåïðåðûâíî(λx(logb f(x), h(x)), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
11. Íåïðåðûâíîñòü âåêòîð-ôóíêöèè.

∀afgh(íåïðåðûâíî(λx(g(x), f(x)), a) & íåïðåðûâíî(λx(h(x), f(x)), a) → íåïðåðûâ-
íî(λx(ïðåôèêñ(g(x), h(x)), f(x)), a))

Âûðàæåíèå "ïðåôèêñ(g(x), h(x))" èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ òåðìîì "íàáîð(. . .)", ïðè-
÷åì ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ g(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì
äàííîãî íàáîðà, à h(x) - ñ åãî îñòàòêîì. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàìåòèì, ÷òî îäíîýëåìåíòíûé íàáîð òîæå àíàëèçèðóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ äàííîãî ïðèåìà. Â ýòîì ñëó÷àå h(x) îêàæåòñÿ ïóñòûì íàáîðîì è,
ñîãëàñíî ïðèåìó äëÿ êîíñòàíòû, áóäåò îöåíåíî êàê "íåïðåðûâíîå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè.
∀afAB(a ∈ B & íåïðåðûâíî(f,B) → íåïðåðûâíî(λx(f(x), A(x)), a))
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Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îïåðàöèè íàä ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè - "ìèíóñôóíê" è
"ïëþñôóíê". Îíè ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå îáû÷íûõ
ìèíóñà è ñóììû:
∀af (íåïðåðûâíî(f, a) → íåïðåðûâíî(−f, a))
∀afg(íåïðåðûâíî(f, a) & íåïðåðûâíî(g, a) → íåïðåðûâíî(f + g, a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âî âòîðîì ïðèåìå óêà-
çàòåëü "äèñòðèáðàçâåðòêà(ôèêñ(0 1))" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó
âñåõ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcdfp(íåïðåðûâíî(f, [a, b]) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & p = îáðàç(f, [a, b]) →
íåïðåðûâíî(îáðôóíêöèÿ(f), p))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîáðàç". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê "íîðìÎñîáûåòî÷êè"

Âûðàæåíèå "Îñîáûåòî÷êè(f)" îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè f , ïîïîëíåííîé òî÷êàìè, ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðûõ
âêëþ÷àåòñÿ â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Ýòî ïîäìíîæåñòâî äîëæíî âêëþ÷àòü â ñåáÿ âñå
òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ, íî íå îáÿçàòåëüíî òîëüêî èõ. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè ðàññìîòðåíèè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé òî æå ñàìîå âûðàæåíèå áóäåò îáî-
çíà÷àòü ìíîæåñòâî, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ âñå òî÷êè, ãäå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå àíàëèòè÷-
íîñòè. Íîðìàëèçàòîð "íîðìÎñîáûåòî÷êè" îòíîñèòñÿ òîëüêî ê âåùåñòâåííîçíà÷íûì
ôóíêöèÿì. Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀f (Îñîáûåòî÷êè(λx(x, f(x))) = ∅)

2. Êîíñòàíòà.
∀af (Îñîáûåòî÷êè(λx(a, f(x))) = ∅)

3. Ìîäóëü.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(|f(x)|, g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

4. Ïëþñ.
∀fgh(Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x) + g(x), h(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), h(x))) ∪ Îñî-
áûåòî÷êè(λx(g(x), h(x))))

Ïîäâûðàæåíèÿ "Îñîáûåòî÷êè(. . .)" â ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìÎñîáûåòî÷êè", ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìîáú-
åäèíåíèå".
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5. Óìíîæåíèå.
∀fgh(Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x)g(x), h(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), h(x))) ∪ Îñîáûå-
òî÷êè(λx(g(x), h(x))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
6. Äðîáü.
∀fgh(Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x)/g(x), h(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), h(x)))∪Îñîáûå-
òî÷êè(λx(g(x), h(x))) ∪ setx(g(x) = 0 & h(x)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîáàâëÿåòñÿ ÷ëåí ñ îïèñàòåëåì "êëàññ", îáðàáà-
òûâàåìûé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå.

7. Ñòåïåíü.
∀fgp(p− rational & 0 < p→ Îñîáûåòî÷êè(λx((f(x))p, g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(
f(x), g(x))))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1 (êàê è ó ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ).
∀fgh(0 < f(x) → Îñîáûåòî÷êè(λx((f(x))g(x), h(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), h(x)
)) ∪Îñîáûåòî÷êè(λx(g(x), h(x))))

∀fgh(g(x)− öåëîå→ Îñîáûåòî÷êè(λx((f(x))g(x), h(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x),
h(x))) ∪Îñîáûåòî÷êè(λx(g(x), h(x))))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà h(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Âàðèàíò.
∀fghpq(Îñîáûåòî÷êè(λx((f(x) ïðè p(x) = q(x), èíà÷å g(x)), h(x))) = Îñîáûåòî÷-
êè(λx(g(x), h(x))) ∪ setx(p(x) = q(x)))

∀fghpq(Îñîáûåòî÷êè(λx((f(x) ïðè p(x) ≤ q(x), èíà÷å g(x)), h(x))) = Îñîáûåòî÷-
êè(λx(g(x), h(x)) ∪Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), h(x))) ∪ setx(p(x) = q(x)))

Îïèñàòåëü "êëàññ" îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è âñåõ íèæåñëåäóþùèõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

9. Ñèíóñ.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(sin f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

10. Êîñèíóñ.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(cos f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

11. Òàíãåíñ.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(tg f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x)))∪setx(g(x) & cos f(x) =
0))

12. Êîòàíãåíñ.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(ctg f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x)))∪setx(g(x) & sin f(x) =
0))
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13. Ñåêàíñ.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(sec f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))) ∪ setx(g(x)
& cos f(x) = 0))

14. Êîñåêàíñ.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(cosec f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x)))∪ setx(g(x)
& sin f(x) = 0))

15. Ëîãàðèôì.
∀fgh(Îñîáûåòî÷êè(λx(logf(x) g(x), h(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), h(x)))∪Îñîáûå-
òî÷êè(λx(g(x), h(x))) ∪ setx(f(x) = 1 & h(x)))

16. Ìèíóñ.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(−f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

17. Ñèãíóì.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(sgf(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))) ∪ setx(f(x) =
0 & g(x)))

18. Öåëàÿ÷àñòü.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx([f(x)], g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))) ∪ setx(f(x) −
öåëîå & g(x)))

19. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(arctg f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(arcctg f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(arcsin f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(arccos f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

20. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.
∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(ch f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(sh f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

∀fg(Îñîáûåòî÷êè(λx(th f(x), g(x))) = Îñîáûåòî÷êè(λx(f(x), g(x))))

1.3.11 Îïåðàöèè íàä ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñïðîñòðàíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà ÷èñëîâûå ôóíêöèè òðåáóåò ââîäà íî-
âûõ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, òàê êàê "ñòàðûå" ñóììà, óìíîæåíèå, èçìåíåíèå çíàêà
ïðèìåíÿëèñü òîëüêî ê ÷èñëàì. Äëÿ ýòîé öåëè ââåäåíû ñèìâîëû "ïëþñôóíê", "ìèíó-
ñôóíê", "óìíîæôóíê", "óìíîæêîíñò". Áîëåå ïîäðîáíî, åñëè f1, . . . , fn ñóòü ÷èñëîâóþ
(âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íûå) ôóíêöèè, èìåþùèå îáùóþ îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ, òî "ïëþñôóíê(f1 . . . fn)" îáîçíà÷àåò ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ ñ òîé æå îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèé f1, . . . , fn.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ "óìíîæôóíê(f1 . . . fn)" è "ìèíóñôóíê(f1)". Íàêîíåö, ïî-
ñðåäñòâîì "óìíîæêîíñò(a f)" îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ äîìíîæåíèåì ÷èñ-
ëîâîé ôóíêöèè f íà ÷èñëåííóþ êîíñòàíòó a. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò
ýòè îïåðàöèè òàê æå, êàê èõ ÷èñëîâûå àíàëîãè.
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Äàííûå îïåðàöèè ïîêà ïî÷òè íå ðàññìàòðèâàëèñü, è ïðèåìîâ äëÿ íèõ ñîçäàíî
ìàëî. Ïåðå÷èñëèì ñíà÷àëà ïðèåìû ñèìâîëà "ïëþñôóíê".

1. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé.
∀abx(a+ x = b↔ x = b− a)

Çäåñü ïîñðåäñòâîì "+" îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ "ïëþñôóíê", ïîñðåäñòâîì "−" -
"ìèíóñôóíê". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x
- íåâûðîæäåííàÿ ñóììà âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè. Âûðàæåíèå
a íåíóëåâîå, ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Äëèíà ñóììû äâóõ íàáîðîâ.
∀ab(a− ñëîâî & b− ñëîâî & l(a) = l(b) → l(a+ b) = l(a))

Êàê è âûøå, èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "ïëþñôóíê". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè (íàïîìíèì, ÷òî ïîä ñëîâîì ïîíèìàåòñÿ
ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð), ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëè-
íàíàáîðà".

3. Çíà÷åíèå â òî÷êå.
∀fgx((f + g)(x) = f(x) + g(x))

Ëåâûé çíàê "+" îáîçíà÷àåò "ïëþñôóíê", ïðàâûé - "Ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

4. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.
∀fgA(Dom(f) = A & Dom(g) = A→ Dom(f + g) = A)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

5. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëþñôóíê".
(a) Íóëåâîå ñëàãàåìîå

∀af (λx(0, f(x)) + a = a)

(b) Ñëîæåíèå ìàòðèö
∀abmn(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m}& j ∈ {1, . . . , n})+λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . ,m}& j ∈
{1, . . . , n}) = λij(a(i, j) + b(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}))
Óêàçàòåëü "ìàòðèöà(ôèêñ(0 1 1)ôèêñ(0 1 2)ôèêñ(0 2))" îïðåäåëÿåò èäåíòè-
ôèêàöèþ ñëàãàåìûõ ñ ìàòðèöàìè, çàäàííûìè âûðàæåíèÿìè âèäà "ñòðîêè(. . .)".
Â òàêîì æå âèäå ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà -
îäíà âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ, äðóãàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ. Ïðèçíàêîì âûáîðà
âåðñèè ñëóæèò íàëè÷èå â ìàòðèöàõ âûðàæåíèÿ ñ ìíèìîé åäèíèöåé. Ëåâàÿ
ñóììà - "ïëþñôóíê", ïðàâàÿ - "ïëþñ" ëèáî "Ïëþñ".

Äëÿ ñèìâîëà "óìíîæêîíñò" ñîçäàíû âñåãî äâà ïðèåìà:
1. Äëèíà íàáîðà, ïîëó÷åííîãî óìíîæåíèåì äðóãîãî íàáîðà íà ÷èñëî.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ñëîâî→ l(ab) = l(b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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2. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå.
∀afx((af)(x) = af(x))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ìíîãî÷ëåíàìè

Äëÿ óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî îäíîìåñòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü çà-
äàíà ìíîãî÷ëåíîì ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå
"ôóíêìíîãî÷ëåí(f)". ×òîáû îïðåäåëÿòü íåèçâåñòíóþ òàêóþ ôóíêöèþ ïî èçâåñòíûì
âåðõíåé îöåíêå m ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà è çíà÷åíèÿì â m+1 òî÷êå, ñëóæèò ñëåäóþùèé
ïðèåì, îñíîâàííûé íà èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå Ëàãðàíæà:
∀abfmnxA(n− 1 = m & card{; a} = n & A =∑n

i=1((b(i)
∏

j,j∈{1,...,n},¬(j=i)(x− a(j)))/(
∏

j,j∈{1,...,n},¬(j=i)(a(i)− a(j)))) →
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → f(a(i)) = b(i)) & deg(f) ≤ m & ôóíêìíîãî÷ëåí(f) ↔
f = λx(A, x− ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäå-
ëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñ ãðóïïîé óñëîâèé f(a(1)) = b(1), . . . ,
f(a(n)) = b(n) çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ f ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé
çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðîëü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè
ïîïàðíûõ ðàçëè÷èé òî÷åê a(i), äëÿ êîòîðûõ çàäàíû çíà÷åíèÿ b(i) ôóíêöèè f . Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü". Óêàçàòåëü "ðàçâåðò-
êà" îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé â ôîðìóëå Ëàãðàíæà
â îáû÷íûå ñóììó è ïðîèçâåäåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå"

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè, ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â ðÿäå äðóãèõ çàäà÷
ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü çàìåíó ïåðåìåííûõ. Îíà îáû÷íî èíèöèèðóåòñÿ óñìîòðåíè-
åì âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü íåêîòîðîå âûðàæåíèå A â âèäå f(B(x1, . . . , xn)), ãäå
B(x1, . . . , xn)- çàäàííîå, îáîçíà÷àåìîå íîâîé ïåðåìåííîé y ïîäâûðàæåíèå, à f(y) -
òåðì, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Âûðàæåíèÿ A, èçíà÷àëüíî íå èìåþùèå
óêàçàííîãî âèäà, èíîãäà óäàåòñÿ ïðèâåñòè ê íåìó ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ íîðìàëè-
çàòîðîâ. Ìû ðàññìîòðèì çäåñü íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé äëÿ òàêîé öåëè íîðìà-
ëèçàòîð - "èçâëå÷åíèå". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê âûðàæåíèþ A, ïðè÷åì ïðè îáðàùåíèè åìó
ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íîâàðãóìåíò T X), ãäå T - âûðàæåíèå B(x1 . . . xn), X - ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Íîðìàëèçàòîð ïûòàåòñÿ òàê ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå A,
÷òîáû âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn îêàçàëèñü çàêëþ÷åíû âíóòðè âõîæäåíèé
âûðàæåíèÿ B(. . .).

Åñëè â èäåíòèôèöèðóåìîé ÷àñòè òåîðåìû ïðèåìà âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå f(B(x))
è ââåäåí óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(f x èçâëå÷åíèå)", òî êîìïèëÿòîð àâòîìàòè÷åñêè
îðãàíèçóåò îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "èçâëå÷åíèå" ïðè ïîïûòêå èäåíòèôèêàöèè
ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé f(. . .). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå B(x) äî ýòîãî
óæå áûëî èäåíòèôèöèðîâàíî.

Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà. Íèæå ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ B(x), x äëÿ
ýëåìåíòîâ "âõîäíîãî" êîììåíòàðèÿ (íîâàðãóìåíò B(x) (x)).

1. Âûäåëåíèå ñòåïåíè.
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∀abcdn(n = a/b & n− öåëîå→ ca+d = cd(cb)n)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò B(x) ñ âûðàæåíèåì cb. Óêàçàòåëü
"ïåðå÷åíü(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò a ñ íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ ïî-
êàçàòåëÿ ñòåïåíè, çàâèñÿùèõ îò x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", îáðàáàòûâàåò îòíîøåíèå a ê b íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäðîáü".
Èñòèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ëè-
áî d îòëè÷íî îò íóëÿ, ëèáî n îòëè÷íî îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 1.
∀abcden(n = d/e & n− öåëîå→ b/(cad) = b(a−e)n/c)

B(x) èìååò âèä a−e. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(c = a+ b→ a = (

√
c)2 − b)

B(x) èìååò âèä √c. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî òåêóùåå ïîäâûðàæåíèå a ÿâëÿåòñÿ ïîäñóììîé âûðàæåíèÿ c,
ïðè ýòîì èäåíòèôèöèðóåòñÿ îñòàòî÷íàÿ ñóììà b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x âõîäèò â
a è íå âõîäèò â b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcn(n = a/b & n− öåëîå→ ca = (cb)n)

B(x) èìååò âèä cb. Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â c. Âûðàæåíèå n, îïðåäåëÿåìîå ïåð-
âûì àíòåöåäåíòîì, îòëè÷íî îò åäèíèöû. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå åäèíè÷íîå
çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè a, íî òîãäà b äîëæíî èìåòü âèä 1/d. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(

√
a+ bc

√
a− bc =

√
a2 − b2c2)

∀abc(
√
|a+ bc|

√
|bc− a| =

√
|a2 − b2c2|)

∀abc((a+ bc)(a− bc) = a2 − b2c2)

B(x) èìååò âèä c2. Äîïóñêàþòñÿ òîëüêî òàêèå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x â âû-
ðàæåíèÿ a, b, êîòîðûå ðàçìåùåíû âíóòðè ïîäòåðìîâ "çíà÷åíèå(. . .)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdnp(n = a/b & n− öåëîå→ cp(a+d) = cpd(cb)pn)

B(x) èìååò âèä cb. Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé,
a - ñ ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcn(n = a/b & n− öåëîå→ ca = (cb)n)

Ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ñòåïåíü. B(x) èìååò âèä cb. Ïåðå-
ìåííàÿ x âõîäèò â c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûäåëåíèå ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀ab((sin a)

2b = (1− (cos a)2)b)

∀ab((cos a)
2b = (1− (sin a)2)b)

B(x) èìååò â ïåðâîì ñëó÷àå âèä cos a,à âî âòîðîì - sin a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ab(a = b/2 → cos b = 2(cos a)2 − 1)

∀ab(a = b/2 → cos b = 1− 2(sin a)2)
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Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìäðîáü" è "ñòàíäïëþñ". Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷-
íî äâóì ïðåäûäóùèì ïðèåìàì.
∀abpq(a = b/2 → p cos b+ q = 2p(cos a)2 − p+ q)

∀abpq(a = b/2 → p cos b+ q = p+ q − 2p(sin a)2)

B(x) íå èìååò âõîæäåíèé âûðàæåíèé sin b, cos b, îäíàêî èìååò âõîæäåíèå âûðà-
æåíèÿ (cos a)2 (äëÿ ïåðâîãî ïðèåìà) ëèáî (sin a)2 (äëÿ âòîðîãî ïðèåìà). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab(a = b/3 → cos b = 4(cos a)3 − 3 cos a)

∀ab(a = b/3 → sin b = 3 sin a− 4(sin a)3)

Â ïåðâîì ñëó÷àå B(x) èìååò âèä cos a, âî âòîðîì - sin a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç òàíãåíñ.
∀a(ctg a = 1/ tg a)

∀ab((sin a)
2b = (tg a)2b/((tg a)2 + 1)b)

∀ab((cos a)2b = 1/((tg a)2 + 1)b)

∀ab((sin a)
b(cos a)b = (tg a)b/(1 + (tg a)2)b)

∀a(sin a/ cos a = tg a)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ B(x) èìååò âèä tg a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ab((cos a)

b = ((1− (tg(a/2))2)/(1 + (tg(a/2))2))b)

∀ab((sin a)
b = (2 tg(a/2)/(1 + (tg(a/2))2))b)

B(x) èìååò âèä tg(a/2). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abpqx(pq = 2n→ (a(sinx)p + b(cosx)p)q = (a(tg x)p + b)q/(1 + (tg x)2)n)

B(x) èìååò âèä tg x. Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîí-
ñòàíòàìè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïðè÷åì n - òîæå íà-
òóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(b− 2a = 0 → cos b = 2/(1 + (tg a)2)− 1)

B(x) èìååò âèä tg a. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì
åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ëîãàðèôì ìîäóëÿ.
∀a(ln a = ln |a|)
B(x) èìååò âèä ln |a|. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âûäåëåíèå ïîäïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc(c = a→ ab = cb)

B(x) èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé a. Ïðåîáðàçó-
åìîå ïðîèçâåäåíèå íå ñîâïàäàåò ñ a è íå èìååò ñîìíîæèòåëÿ, ðàâíîãî a. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí íå èñïîëüçóåò êàêèõ-ëèáî
íîðìàëèçàòîðîâ è èãðàåò ÷èñòî òåõíè÷åñêóþ ðîëü - áëîêèðóåò èñïîëüçîâàíèå
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èñõîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êà÷åñòâå çàìåíÿþùåãî òåðìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

6. Âûäåëåíèå ñóììû.
∀abc(c = a→ a+ b = c+ b)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(ac+ bc = c(a+ b))

∀abc(−ac− bc = −c(a+ b))

B(x) èìååò âèä a+ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
7. Âûäåëåíèå ðàçíîñòè.
∀abc(b− a+ c = c− (a− b))

B(x) èìååò âèä a− b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
8. Âûäåëåíèå ñóììû ëèáî ðàçíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀an((sin a)n(cos a)n = (((sin a+ cos a)2 − 1)/2)n)

∀an((sin a)n(cos a)n = ((1− (sin a− cos a)2)/2)n)

Â ïåðâîì ñëó÷àå B(x) èìååò âèä sin a+ cos a, âî âòîðîì - sin a− cos a.
∀a(sin(2a) = (sin a+ cos a)2 − 1)

B(x) èìååò âèä sin a+ cos a. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.
9. Âûäåëåíèå äðîáè.

(a) Îáùèé ñëó÷àé.
∀abpqrs((ap+ bq)/(ar + bs) = (p+ q(b/a))/(r + s(b/a)))

B(x) èìååò âèä b/a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdepqr(r = min(p, q) → cdp/eaq = cdp−r/eaq−r · (d/a)r)

B(x) èìååò âèä d/a. Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíû-
ìè êîíñòàíòàìè (âîçìîæíî, ðàâíûìè åäèíèöå). Îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå
â åäèíèöó âñåõ ïåðåìåííûõ c, e, p, q áëîêèðóåòñÿ. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàç-
ðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ (òîãäà çàìåíÿþùèé òåðì
ïðèîáðåòàåò âèä "1/ . . ."). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc((a+ b)/c = a/c+ b/c)

B(x) èìååò âèä d/e. Ñëàãàåìîå a äåëèòñÿ íà d ëèáî íà e. Óêàçàòåëü "äðîáü"
ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀abcd(ba/cd = b/(c(d/a)))

B(x) èìååò âèä d/a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdepq(q(b+ cdp)/ape = qb/ape+ cq(d/a)p/e)

B(x) èìååò âèä d/a. Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîí-
ñòàíòîé. Ââåäåí óêàçàòåëü "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdpqk(pd

k/(q(ab+ cd)k) = (p(d/a)k)/(q(b+ c(d/a))k))

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Â îñòàëüíîì
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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∀abnpqrs((pa
n + qbn)r/s = (p+ q(b/a)n)r/(s/an))

B(x) èìååò âèä b/a. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîí-
ñòàíòîé. Ââåäåí óêàçàòåëü "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd((ab+ c)/ad = b/d+ c/ad)

Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåç ó÷åòà âèäà B(x). Ïåðåìåííûå b, d èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè òåðìàìè. Òåêóùàÿ çàäà÷à äîëæíà èìåòü öåëü
(ñâÿçêà . . .), ò.å. ðåøàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdn(abn/cdn = a(b/d)n/c)

B(x) èìååò âèä b/d. Ââåäåí óêàçàòåëü "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.
∀abc(a/bc = a/b · 1/c)
Ýòîò ïðèåì ðàññ÷èòàí íà êîìïëåêñíîçíà÷íûå îïåðàöèè. B(x) èìååò âèä
1/c. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû b íå èìåëî ñîìíîæèòåëÿ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abcdmnpqr(p((ca

n + dbn)r)m/q = pamn((c+ d(b/a)n)r)m/q)

B(x) èìååò âèä b/a. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååòü öåëü (ñâÿçêà . . .). Ââåäåí óêà-
çàòåëü "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Âûðàæåíèÿ ñ ðàäèêàëàìè.
∀abcd(a

√
b/c
√
d = a

√
b/d/c)

B(x) èìååò âèä äðîáè, ïðè÷åì êàê b, òàê è d ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèå,
ðàâíîå ÷èñëèòåëþ ëèáî çíàìåíàòåëþ ýòîé äðîáè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀abcd(c

√
ab/ad = c

√
b/a/d

B(x) èìååò âèä b/a. Â ýòîì è äâóõ ñëåäóþùèõ ïðèåìàõ òåêóùàÿ çàäà÷à
äîëæíà èìåòü öåëü (ñâÿçêà . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdmn(m− 2n = 0 → d

√
amb/can = d

√
b/c)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". B(x) èìååò âèä äðîáè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(

√
abc = ab/2

√
c)

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. B(x)
èìååò âèä äðîáè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Âûðàæåíèÿ ñ ìîäóëåì
∀abcd(b

√
|a|/c

√
|d| = b

√
|a/d|/c)

B(x) èìååò âèä a/d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a

√
|b|/bc = a/

√
|b|c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê âèäó B(x), ïðè÷åì òåêóùàÿ çàäà÷à
äîëæíà èìåòü öåëü âèäà (ñâÿçêà . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Âûäåëåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.
∀abcdxy(¬(a = 0) & ad− bc = 0 → cx+ dy = c/a · (ax+ by))

B(x) èìååò âèä ax+ by, ïðè÷åì a, b - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ. Òåêóùàÿ çàäà÷à
äîëæíà èìåòü öåëü (ñâÿçêà . . .). Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ
a, c äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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11. Âûäåëåíèå ìîäóëÿ.
∀an(an = |a|n)

B(x) èìååò âèä |a|. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ëèáî ñ
ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé ÷åòíûé ÷èñëèòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(a = 0 ↔ |a| = 0)

B(x) èìååò âèä |a|, îäíàêî áåðåòñÿ ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Âûäåëåíèå ïðîèçâîäíîé.
∀fmn(0 < n−m→ dnf(x)/dxn = dn−m(dmf(x)/dxm)/dxn−m)

B(x) èìååò âèä dmf(x)/dxm, ïðè÷åì äàæå ïðè m = 1 èñïîëüçóåòñÿ ñèìâî "÷àñò-
íïðîèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀fx(df(x)/dx = df(x)/dx)

Ïðèåì ïðåîáðàçóåò îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé â îáîçíà÷åíèå äëÿ êðàòíîé
ïðîèçâîäíîé 1-ãî ïîðÿäêà. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè â ñêîáî÷íîé çàïèñè èìåþò
âèä "ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(õ1 ÷èñëî(õ1)çíà÷åíèå(õ6 õ1))õ23)" è "÷àñòí-
ïðîèçâ(îòîáðàæåíèå(õ7 ÷èñëî(õ7)çíà÷åíèå(õ6 õ7))1 õ23)". Ïðèåì ýòîìB(x) ðàâ-
íî âòîðîìó òåðìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀bfx(d

bf(x)/dxb = dbf(x)/dxb)

Ïðèåì âûïîëíÿåò ïåðåîáîçíà÷åíèå ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ó ïðîèçâîäíîé. Ëå-
âàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä "÷àñòíïðîèçâ(îòîáðàæåíèå(õ1
÷èñëî(õ1)çíà÷åíèå(õ6 õ1))õ2 õ23)" è "÷àñòíïðîèçâ(îòîáðàæåíèå(õ7 ÷èñëî(õ7)
çíà÷åíèå(õ6 õ7))õ2 õ23)". Ïðè ýòîì B(x) ðàâíî âòîðîìó òåðìó. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀fmn(0 < n− 1 → dnf(x)/dxn = dn−1(df(x)/dx)/dxn−1)

Ïðèåì âûäåëÿåò "îáû÷íóþ" ïðîèçâîäíóþ èç êðàòíîé. B(x) èìååò âèä df(x)/dx,
ïðè÷åì çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íå ñèìâîë "÷àñòíïðîèçâ", à ñèìâîë "ïðîèçâîäíàÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Âûäåëåíèå ñèãíóìà.
∀ab(a

2 = (a · sgb)2)

B(x) èìååò âèä a · sgb. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
14. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëÿåìûõ äàëåå ïðèåìîâ ðàâíû 1.
(a) Âûðàæåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîòàíãåíñà ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.

∀a(cth a = 1/ th a)

B(x) èìååò âèä th a.
(b) Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû äâîéíîãî àðãóìåíòà.

∀ab(a = b/2 → ch b = 1 + 2(sh a)2)

∀ab(a = b/2 → ch b = 2(ch a)2 − 1)

Â ïåðâîì ñëó÷àå B(x) èìååò âèä sh a, âî âòîðîì - ch a. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 158

(c) Ïîëîâèííûé àðãóìåíò.
∀ab(a = b/2 → (ch a)2 = (ch b+ 1)/2)

B(x) èìååò âèä ch b.
(d) Ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ è êîñèíóñ.

∀ab((ch a)
2b = (1 + (sh a)2)b)

∀ab((sh a)
2b = ((ch a)2 − 1)b)

B(x) èìååò âèä, ñîîòâåòñòâåííî, sh a è ch a.
(e) Âûðàæåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèé

òàíãåíñ.
∀ab((sh a)

2b = (th a)2b/(1− (th a)2)b)

∀ab((ch a)
2b = 1/(1− (th a)2)b)

∀ab((sh a)
b(ch a)b = (th a)b/(1− (th a)2)b)

B(x) èìååò âèä th a.
∀ab((ch a)

b = ((1 + (th(a/2))2)/(1− (th(a/2))2))b)

∀ab((sh a)
b = (2 th(a/2)/(1− (th(a/2))2))b)

B(x) èìååò âèä th(a/2).

1.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Íàïîìíèì ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå â ñâÿçè ñ èíòåãðèðîâàíèåì. Óòâåð-
æäåíèå "ïåðâîîáðàçíàÿ(g f)" îçíà÷àåò, ÷òî g åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f , ò.å. g
äèôôåðåíöèðóåìà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè åå
ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà f . Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f , âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü øèðå îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ g. Ôàêòè÷åñêè â îáó÷àþùåì ìàòåðèàëå ðåøàòåëÿ çàäà÷è ñ ñèìâîëîì
"ïåðâîîáðàçíàÿ" ïîêà íå ðàññìàòðèâàëèñü.

Ïðè âû÷èñëåíèè íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå "Èíòåã-
ðàë(f)", îáîçíà÷àþùåå êàêóþ-òî îäíó èç ìíîæåñòâà ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f . Ôîð-
ìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî â âèäå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Äëÿ íåîïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà êàê ìíîæåñòâà âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ íèêàêîãî îáîçíà÷åíèÿ ââåäå-
íî íå áûëî, ïîñêîëüêó â çàäà÷àõ ýòîò îáúåêò íå âñòðå÷àëñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè
îáîçíà÷åíèå "Èíòåãðàë(. . .)" èñïîëüçóåòñÿ ëèøü âíóòðè íîðìàëèçàòîðà "íîðìÈíòå-
ãðàë", êîòîðûé ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçóåò åãî âïëîòü äî îêîí÷àíèÿ ôîðìàëüíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó êîëëèçèè òèï ðàâåíñòâà äâóõ îòëè÷àþùèõñÿ íà êîíñòàíòó
ïåðâîîáðàçíûõ íå âîçíèêàþò.

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f , âçÿòûé ïî âñåé îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ,
îáîçíà÷àåòñÿ "èíòåãðàë(f)". Åñëè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñëóæèò ïðîìåæóòîê, òî
ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò èíòåãðàë â îáû÷íîì âèäå, ñ óêàçàíèåì íèæíå-
ãî è âåðõíåãî ïðåäåëîâ. Óòâåðæäåíèå "èíòåãðèðóåìà(f)" îçíà÷àåò, ÷òî âåùåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Âûðàæåíèÿ "äâîéíîéèíòåãðàë(f)", "òðîéíîéèíòåãðàë(f)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, äâîéíîé èíòåãðàë è òðîéíîé èíòåãðàëû îò ôóíêöèè f ïî åå îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò èõ â îáû÷íîì âèäå, ïðè÷åì îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçìåùàåòñÿ ñíèçó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Âî èçáåæàíèå ãðîìîçä-
êèõ ôîðìóë, îáû÷íî ýòà îáëàñòü îáîçíà÷àåòñÿ ïåðåìåííîé, ÿâíî çàäàâàåìîé ðàâåí-
ñòâîì èç êîíòåêñòà. Ñïðàâà îò çíàêà èíòåãðàëà çàïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè f , êîòîðîå "óìíîæàåòñÿ" íà ñòàíäàðòíóþ çàïèñü dxdy ëèáî dxdydz.
Çäåñü ìåæäó âñåìè áóêâàìè ñòàâèòñÿ çíàê óìíîæåíèÿ.
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Âûðàæåíèå "êðèâèíòåãðàë(f a)" îáîçíà÷àåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà,
âû÷èñëÿåìûé äëÿ ôóíêöèè f âäîëü êðèâîé a. Âûðàæåíèå "Êðèâèíòåãðàë(f a)" îáî-
çíà÷àåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà, âû÷èñëÿåìûé äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè f
âäîëü îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a. Êàê è â ñëó÷àå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ôîðìóëüíûé
ðåäàêòîð ðàçìåùàåò îáîçíà÷åíèå êðèâîé ñíèçó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïðè÷åì îáû÷-
íî çäåñü ñòîèò ïåðåìåííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ â êîíòåêñòå. Äëÿ èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà
ñïðàâà îò çíàêà èíòåãðàëà ðàçìåùàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, "äîìíî-
æåííîå" íà ñòàíäàðòíóþ çàïèñü ds. Çäåñü äîïóñêàåòñÿ òîëüêî áóêâà s. Â ñëó÷àå èí-
òåãðàëà âòîðîãî ðîäà èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íàÿ çàïèñü Adx+Bdy ëèáî Adx+Bdy+Cdz.
Äëÿ îáîèõ òèïîâ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ôóíêöèÿ äîëæíà âûðàæàòüñÿ òîëüêî
÷åðåç ïåðåìåííûå (áóêâû) x, y, z, ïðè÷åì â êîíòåêñòå äîëæíà áûòü îäíîçíà÷íî óêà-
çàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

1.4.1 Íîðìàëèçàòîð íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé "íîðìÈíòå-

ãðàë"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð âûïîëíÿåò ïðàêòè÷åñêè âñþ ðàáîòó ïî ôîðìàëüíîìó èíòåãðèðî-
âàíèþ. Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê âûðàæåíèþ "Èíòåãðàë(îòîáðàæåíèå(x x − ÷èñëî f(x)))",
ïðîðèñîâûâàåìîìó ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â âèäå ∫

f(x)dx. Çàìåòèì, ÷òî âõîäíàÿ
ôóíêöèÿ è ïðîìåæóòî÷íûå ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ,
ôîðìàëüíî èìåþò ñâîåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ. Ýòî âñåãî
ëèøü òåõíè÷åñêîå ñîãëàøåíèå, òàê êàê äàííàÿ èíôîðìàöèÿ íèãäå íå èñïîëüçóåòñÿ.
Ïðè íåîáõîäèìîñòè î.ä.ç. âûðàæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàæäûé ðàç çàíîâî. Íîðìàëèçà-
òîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Èíòåãðàë ñóììû.
∀fghux(

∫
f(x)dx = λx(h(x), x − ÷èñëî) &

∫
g(x)dx = λx(u(x), x − ÷èñëî) →∫

(f(x) + g(x))dx = λx(h(x) + u(x), x− ÷èñëî))
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáà-
òûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñóììà h(x)+u(x)
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäèíòåãðàë", â êîòîðîì ñîáðàíî ìíîæå-
ñòâî ïðèåìîâ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé, ÷àñòî âîçíèêàþùèõ ïðè èíòåãðèðîâàíèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abfghu(

∫
(xb/g(x))dx = λx(h(x), x − ÷èñëî) &

∫
(f(x)/g(x))dx = λx(u(x), x −

÷èñëî) → ∫
((axb + f(x))/g(x))dx = λx(ah(x) + u(x), u− ÷èñëî))

Çäåñü ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî,
ðàâíîé åäèíèöå. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â g(x) ÿâ-
ëÿëîñü îñíîâàíèåì ñòåïåíè, ïîêàçàòåëü êîòîðîé äåëèòñÿ íà íåêîòîðóþ íàòó-
ðàëüíóþ êîíñòàíòó m. Ïðè ýòîì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñëà b + 1 è
âñåõ òàêèõ êîíñòàíò m äîëæåí áûòü áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ïðèåì ïðîäóáëèðîâàí íà óðîâíå 7, ïðè÷åì ïåðå÷èñëåííûå âûøå îãðà-
íè÷åíèÿ ñíÿòû; íóæíî ëèøü, ÷òîáû b áûëî íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé.
∀afgpquv(a = ((df(x)/dx)p(x))/u(x) & a = ((dg(x)/dx)q(x))/v(x) →∫

((ln(f(x))u(x))/(g(x)p(x)) + (ln(g(x))v(x))/(f(x)q(x)))dx =
λx((ln(f(x)) ln(g(x)))/a, x− ÷èñëî))
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè óïðî-
ùàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ,
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÷òî ðåçóëüòàòû óïðîùåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

2. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ çà çíàê èíòåãðàëà.
∀afgh(

∫
(f(x)/h(x))dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) → ∫

(af(x)/h(x))dx = λx(ag(x), x −
÷èñëî))
∀afgh(

∫
(f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫

(f(x)/ag(x))dx = λx(h(x)/a, x−
÷èñëî))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Ðåçóëüòèðóþùèé òåðì ïîä îïèñàòå-
ëåì "îòîáðàæåíèå" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäèíòåãðàë". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä èíòåãðàëà.
∀fg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) → ∫

(−f(x))dx = λx(−g(x), x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Èíòåãðàë êîíñòàíòû.
∀a(

∫
adx = λx(ax, x− ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
5. Èíòåãðàë ñòåïåííîé ôóíêöèè.
∀abc(¬(c+ 1 = 0) →

∫
((ax+ b)c)dx = λx((ax+ b)c+1/(a(c+ 1)), x− ÷èñëî))

∀ab(¬(a = 0) →
∫

(1/(ax+ b))dx = λx(ln |ax+ b|/a, x− ÷èñëî))
∀abc(¬(c− 1 = 0) →

∫
(1/(ax+ b)c)dx = λx(1/(a(1− c)(ax+ b)c−1), x− ÷èñëî))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abc(¬(a = 0) →

∫
(1/((ax+ b)c))dx = λx((ln |ax+ b|/a) ïðè c = 1, èíà÷å 1/(a(1−

c)(ax+ b)c−1), x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ.
(a) Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â çíàìåíàòåëå è åäèíèöà â ÷èñëèòåëå.

∀abcd(d = 4ac − b2 & d ≤ 0 →
∫

(1/(ax2 + bx + c))dx = λx((ln |(2ax + b −√
−d)/(2ax+ b+

√
−d)|/

√
−d ïðè¬(d = 0), èíà÷å−2/(2ax+ b)), x−÷èñëî))

∀abcd(d = 4ac − b2 & 0 ≤ d →
∫

(1/(ax2 + bx + c))dx = λx((2 arctg((2ax +

b)/
√
d)/

√
d ïðè¬(d = 0), èíà÷å− 2/(2ax+ b)), x− ÷èñëî))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò d íå äîëæåí
áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà(. . .)" äîïóñêàåò îáðàùåíèå b
â 0. Êàê è îáû÷íî, ïðè îáðàáîòêå çàìåíÿþùåãî òåðìà èñïîëüçóåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîð "ñòàíäèíòåãðàë". Êðîìå òîãî, äëÿ èñêëþ÷åíèÿ óñëîâíûõ âûðàæå-
íèé ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìâàðèàíò". Ïðåäàðèòåëüíî íîðìàëè-
çàòîð "íîðìóñì" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó çàìåíèòü óñëîâèå íà ëîãè÷åñêóþ
êîíñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀abcd(d = 4ac− b2 →
∫

(1/(ax2 + bx+ c))dx = λx((2 arctg((2ax+ b)/
√
d)/

√
d

ïðè 0 < d, èíà÷å (−2/(2ax+ b) ïðè d = 0, èíà÷å ln |(2ax+ b−
√
−d)/(2ax+

b+
√
−d)|/

√
−d)), x− ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(b) Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â çíàìåíàòåëå è ïåðåìåííàÿ â ÷èñëèòåëå.

∀abcf (
∫

(1/(ax2 + bx+ c))dx = λx(f(x), x− ÷èñëî) → ∫
(x/(ax2 + bx+ c))dx =

λx((ln |ax2 + bx+ c| − bf(x))/(2a), x− ÷èñëî))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Åñëè a, b, c - äåñÿòè÷íûå êîí-
ñòàíòû, ïðè÷åì äèñêðèìèíàíò ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òî ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ôîðìóëà ïîíèæåíèÿ äëÿ ñòåïåíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ðàñïîëîæåííîé
â çíàìåíàòåëå, ïðè åäèíè÷íîì ÷èñëèòåëå.
∀abcdef (d = 4ac − b2 &

∫
(1/(ax2 + bx + c)e−1)dx = λx(f(x), x − ÷èñëî) →∫

(1/(ax2 + bx+ c)e)dx = λx((2ax+ b)/(d(e− 1)(ax2 + bx+ c)e−1) + (2a(2e−
3)f(x))/(e− 1)d, x− ÷èñëî))
Ïåðåìåííàÿ e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé åäè-
íèöû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü
ïåðâîãî èç íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå", ëåâàÿ
÷àñòü âòîðîãî - íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(d) Ôîðìóëà ïîíèæåíèÿ äëÿ ñòåïåíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ðàñïîëîæåííîé
â çíàìåíàòåëå, åñëè â ÷èñëèòåëå íàõîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ.
∀abcdf (¬(4ac − b2 = 0) &

∫
(1/(ax2 + bx + c)d−1)dx = λx(f(x), x − ÷èñëî) →∫

(x/(ax2 + bx+ c)d)dx = λx(−(bx+ 2c)/((d− 1)(4ac− b2)(ax2 + bx+ c)d−1)−
b(2d− 3)f(x)/((d− 1)(4ac− b2)), x− ÷èñëî))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Êâàäðàò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà â çíàìåíàòåëå è êâàäðàò ïåðåìåííîé â
÷èñëèòåëå.
∀abcdf (d = 4ac−b2 &

∫
(1/(ax2+bx+c))dx = λx(f(x), x−÷èñëî) → ∫

(x2/(ax2+
bx+ c)2)dx = λx(((b

2− 2ac)x+ bc)/(ad(ax2 + bx+ c)) + 2cf(x)/d, x− ÷èñëî))
Îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ òàêàÿ æå, êàê è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(f) Ñóììà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû â çíàìåíàòåëå.
∀ab(0 < a& 0 < b→

∫
(1/(ax4+b))dx = λx((ln((

√
ax2+

√
2 4
√
abx+

√
b)/(

√
ax2−√

2 4
√
abx+

√
b))+2 arctg((

√
2 4
√
abx)/(

√
b−

√
ax2)))/(4

√
2 4
√
ab3/4), x−÷èñëî))

∀ab(0 < a & 0 < b →
∫

(x2/(ax4 + b))dx = λx((− ln((
√
ax2 +

√
2 4
√
abx +√

b)/(
√
ax2−

√
2 4
√
abx+

√
b))+2 arctg((

√
2 4
√
abx)/(

√
b−
√
ax2)))/(4

√
2 4
√
ab3/4),

x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Èððàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ.
(a) Òàáëè÷íûå èíòåãðàëû äëÿ åäèíèöû, äåëåííîé íà êâàäðàòíûé êîðåíü èç

êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà.
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∀abcd(a < 0 & d = b2 − 4ac →
∫

(1/
√
ax2 + bx+ c)dx = λx(− arcsin((2ax +

b)/
√
d)/

√
−a, x− ÷èñëî))

∀abcd(0 < a →
∫

(1/
√
ax2 + bx+ c)dx = λx(ln |2

√
a
√
ax2 + bx+ c + 2ax +

b|/
√
a, x− ÷èñëî))

∀abcd(0 < ab→
∫

(1/
√

(ax+ c)(bx+ d))dx = λx((ln |ax+c|sg(ax+c)/
√
ab ïðè

ad−bc = 0, èíà÷å (2 ln |b
√

(ax+ c)(bx+ d)+
√
ab(bx+d)|−ln |bx+d|)/

√
ab), x−

÷èñëî))
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
∀abc(

∫
(1/

√
ax2 + bx+ c)dx = λx((ln |2

√
a
√
ax2 + bx+ c+2ax+b|/

√
a ïðè 0 <

a, èíà÷å ((x/
√
c ïðè b = 0, èíà÷å 2

√
bx+ c/b) ïðè a = 0, èíà÷å

− arcsin((2ax+ b)/
√
b2 − 4ac)/

√
−a)), x− ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(b) Ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà îò äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå è èððàöèîíàëü-

íîñòüþ â çíàìåíàòåëå â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ.
∀abcdf (

∫
(x/

√
dx2 + c)dx = λx(f(x), x−÷èñëî) &

∫
(1/

√
dx2 + c)dx = λx(g(x),

x− ÷èñëî) → ∫
((ax+ b)/

√
dx2 + c)dx = λx(af(x) + bg(x), x− ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcfghuv(

∫
(g(x)/(f(x)(bx2 + c)a/2))dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) &∫

(h(x)/(f(x)(bx2 + c)a/2))dx = λx(v(x), x− ÷èñëî) →∫
((g(x) + h(x))/(f(x)(bx2 + c)a/2))dx = λx(u(x) + v(x), x− ÷èñëî))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëèòåëü g(x) + h(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí îò
x è ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â f(x) - îñíîâàíèå ñòåïåíè ñ ÷åò-
íûì ïîêàçàòåëåì. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæèòåëÿ çíàìåíàòåëÿ, èìåþùåãî âèä ñòåïåíè ëèíåéíî-
ãî äâó÷ëåíà, â ñòåïåíü ïåðåìåííîé.
∀abcdefg(

∫
(xg−1/

√
c(1− bx)2 + ea(1− bx)x+ da2x2)dx = λx(f(x), x−÷èñëî) →∫

(1/((ax + b)g
√
cx2 + ex+ d))dx = λx(−sg(a)sg(ax + b)f(1/(ax + b)), x −

÷èñëî))
Ïåðåìåííàÿ g èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò
ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìÈíòåãðàë". Ïðåä-
âàðèòåëüíî âûðàæåíèå ïîä ðàäèêàëîì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefgh(

∫
(f((x − b)/a)/(xh

√
c(x− b)2 + d(x− b)a+ ea2))dx = λx(g(x), x −

÷èñëî) → ∫
(f(x)/((ax+b)h

√
cx2 + dx+ e))dx = λx(sg(a)g(ax+b), x−÷èñëî))

Ïåðåìåííàÿ h èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, f(x) - ñ ìíî-
ãî÷ëåíîì îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ïåðåíåñåíèå èððàöèîíàëüíîñòè èç ÷èñëèòåëÿ â çíàìåíàòåëü.
∀abcf (

∫
f(x)

√
ax2 + bx+ cdx =

∫
(f(x)(ax2 + bx+ c)/

√
ax2 + bx+ c)dx)

Âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ìíîãî÷ëåíîì îò x. Ê ÷èñëèòåëþ â
çàìåíÿþùåì èíòåãðàëå ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefg(

∫
(f(x)

√
ax2 + bx+ e/(cx + g)d)dx =

∫
(f(x)(ax2 + bx + e)/((cx +

g)d
√
ax2 + bx+ e))dx)
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Ïåðåìåííàÿ d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, âûðàæåíèå
f(x) - ñ ìíîãî÷ëåíîì îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ìíîãî÷ëåí â ÷èñëèòåëå è ñòåïåíü ïåðåìåííîé, óìíîæåííàÿ íà ðàäèêàë, -
â çíàìåíàòåëå.
∀abcdfg(

∫
(f(1/x)xd−1/

√
a+ cx+ bx2)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(x)/(xd
√
ax2 + cx+ b))dx = λx(−sg(x)g(1/x), x− ÷èñëî))

Ïåðåìåííàÿ d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, f(x) - ñ ìíî-
ãî÷ëåíîì îò x, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
∀abcdfghuv(÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(f(x), x− ÷èñëî), λx(x

d, x− ÷èñëî), g, h) &∫
(g(x)/

√
ax2 + bx+ c)dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) &∫

(h(x)/(xd
√
ax2 + bx+ c))dx = λx(v(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(x)/(xd
√
ax2 + bx+ c))dx = λx(u(x) + v(x), x− ÷èñëî))

Ïåðåìåííàÿ d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, f(x) - ñ ìíî-
ãî÷ëåíîì îò x, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ìåíüøå d. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, äâà ñëåäóþùèõ - âûïîëíÿþò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ìíîãî÷ëåí â ÷èñëèòåëå è ðàäèêàë - â çíàìåíàòåëå.
∀abcdefghij(d = êîýôôèöèåíòû(f) & èíòåãðìíîãî÷ëåí(îêîí÷àíèå(d), 1, a, b,
c, g) & e = d(1) − g(2)c − g(1)b/2 &

∫
(1/

√
ax2 + bx+ c)dx = λx(h(x), x −

÷èñëî) → ∫
(f(x)/

√
ax2 + bx+ c)dx = λx(êîýôô(g, x)

√
ax2 + bx+ c+eh(x),

x− ÷èñëî))
Âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ìíîãî÷ëåíîì îò x. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
èíòåãðàëîâ òàêîãî âèäà îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå g(x)√ax2 + bx+ c+
eh(x), ãäå g(x) - íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, h(x) - ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ âû-
ðàæåíèÿ 1/

√
ax2 + bx+ c. Ïðîöåäóðà, âû÷èñëÿþùàÿ êîýôôèöèåíòû ìíî-

ãî÷ëåíà g(x), èìååò ðåêóðñèâíûé õàðàêòåð è ðåàëèçóåòñÿ ñèíòåçàòîðîì
"èíòåãðìíîãî÷ëåí", ïðèâîäèìûì íèæå. Â íàøåì ïðèåìå ïåðâûé àíòåöå-
äåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðèñâàèâàåò d òåðì "íà-
áîð(. . .)", ïåðå÷èñëÿþùèé óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé êîýô-
ôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð íåîäíîýëåìåíòíûé.
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì è îïðåäåëÿåò íàáîð êî-
ýôôèöèåíòîâ g óêàçàííîãî âûøå ìíîãî÷ëåíà g(x). Ïîñëåäíèå äâà àíòåöå-
äåíòà òîæå âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé èç íèõ âû-
÷èñëÿåò êîýôôèöèåíò e, âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìÈí-
òåãðàë" äëÿ îïðåäåëåíèÿ h(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ñèíòåçàòîð "èíòåãðìíîãî÷ëåí". Ýòîò ñèíòåçàòîð èìååò ïÿòü âõîäíûõ ïà-
ðàìåòðîâ. Ïåðâûé - íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f(x) ñ îòáðîøåííûì
ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, âòîðîé - óêàçàòåëü ãëóáèíû ðåêóðñèè, èçíà÷àëüíî ðàâ-
íûé 1, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû - êîýôôèöèåíòû êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïîä
ðàäèêàëîì. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ (ïîñëåäíÿÿ â îáðàùåíèè ê ñèíòåçàòîðó)
èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà g(x). Îïóñêàÿ
íåñëîæíûå âûêëàäêè, ïðèâîäÿùèå ê ïðèåìàì ñèíòåçàòîðà, óêàæåì ëèøü
ýòè ïðèåìû:
i. Íàáîð äëèíû 1.
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∀abcdefg(èíòåãðìíîãî÷ëåí((f), b, c, d, e, (f/bc)))
Çäåñü êðóãëûå ñêîáêè óêàçûâàþò íà òåðìû âèäà "íàáîð(. . .)". Íàïðè-
ìåð, (f) åñòü "íàáîð(f)".

ii. Íàáîð äëèíû 2.
∀abcdefhi(èíòåãðìíîãî÷ëåí((i), b+1, c, d, e, f) → èíòåãðìíîãî÷ëåí((h, i), b,
c, d, e, ïðåôèêñ(h/bc− (2b+ 1)df(1)/(2bc), f)))
Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

iii. Îáùèé ñëó÷àé.
∀abcdefj(3 ≤ l(a) & èíòåãðìíîãî÷ëåí(îêîí÷àíèå(a), b+ 1, c, d, e, f) & j =
a(1)/(bc)−(2b+1)df(1)/(2bc)−(b+1)ef(2)/(bc) → èíòåãðìíîãî÷ëåí(a, b,
c, d, e, ïðåôèêñ(j, f)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé
- ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âè-
äóìíîæåíèå".

(h) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïîä ðàäèêàëîì.
∀abcdefghi(f = (dx + c)(ex + g) →

∫
(h(x)/((ax + b)i

√
(dx+ c)(ex+ g)))dx =∫

(h(x)/((ax+ b)i
√
f))dx)

Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, h(x) - ñ ìíîãî-
÷ëåíîì îò x. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Ïðåîáðàçîâàíèå ê ñóììå ïðîñòåéøèõ äðîáåé îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ïî-
ëó÷àþùåãîñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ðàäèêàëà â çíàìåíàòåëå.
∀abcdfg(d = g(x)/f(x) →

∫
(g(x)/(f(x)

√
ax2 + bx+ c))dx =∫

(d/
√
ax2 + bx+ c)dx)

Ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå f(x), g(x) èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ìíîãî÷ëåíà-
ìè îò x, ïðè÷åì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) áîëüøå åäèíèöû. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "ïðîñòåéøèåäðîáè". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò d ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó. Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â çàìåíÿþùåì òåðìå
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäïëþñ" è "óïðîùèíòåãðàë". Ïåð-
âûé èç íèõ ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå ê âèäó ñóììû, âòîðîé - âûïîëíÿåò ïðî-
ñòåéøèå ñòàíäàðòèçèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëå-
íîâ, ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè è ò.ï.). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(j) Âûíåñåíèå ìíîæèòåëÿ èç-ïîä ðàäèêàëà.
∀abmnk(n < m & m− n = 2k →

∫ √
axm + bxndx =

∫
|xk|

√
axm−n + bdx)

Ïåðåìåííûåm,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
∀ab(0 < a & ¬(a− 1 = 0) →

∫
abxdx = λx(a

bx/(b ln a), x− ÷èñëî))
∀ab(0 < a & ¬(a− 1 = 0) →

∫
(1/abx)dx = λx(−1/(b ln aabx), x− ÷èñëî))

∀ab(
∫
exp(ax/c) sin(bx/d)dx = λx(cd exp(ax/c)(ad sin(bx/d)− bc cos(bx/d))/(a2d2 +

b2c2), x− ÷èñëî))
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∀ab(
∫
exp(ax/c) cos(bx/d)dx = λx(cd exp(ax/c)(ad cos(bx/d)+bc sin(bx/d))/(a2d2+

b2c2), x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcfg(

∫
exp(ax) sin(bx)dx = λx(f(x), x−÷èñëî) &

∫
exp(ax) cos(bx)dx = λx(g(x), x−

÷èñëî) → ∫
exp(ax) sin(bx+ c)dx = λx(cos c · f(x) + sin c · g(x), x− ÷èñëî))

∀abcfg(
∫

exp(ax) sin(bx)dx = λx(f(x), x−÷èñëî) &
∫

exp(ax) cos(bx)dx = λx(g(x), x−
÷èñëî) → ∫

exp(ax) cos(bx+ c)dx = λx(cos c · g(x)− sin c · f(x), x− ÷èñëî))
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀fghx(h(x)− (dg(x)/dx) · ln f(x)− (g(x)df(x)/dx)/f(x) = 0 →

∫
(f(x)g(x))h(x)dx =

λx(f(x)g(x), x− ÷èñëî))
Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â êàæäîå èç âûðàæåíèé f(x), g(x), h(x). Àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì.
∀a(¬(a = 0) →

∫
(1/ ln(ax))dx = λx(li(ax)/a, x− ÷èñëî))

∀abcd(¬(a = 0) & ¬(c = 0) →
∫

(exp(cx+ d)/(ax+ b))dx = λx(exp(d− bc/a)li(cx+
bc/a)/a, x− ÷èñëî))
∀a(¬(a = 0) →

∫
(1/(x exp(ax)))dx = λx(li(exp(−ax)), x− ÷èñëî))

×òîáû ïðèåìû íå ïðèìåíÿëèñü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè
li(x) íåæåëàòåëüíî (íàïðèìåð, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàçëîæåíèå â ðÿä), èñïîëü-
çóåòñÿ áëîêèðóþùèé êîììåíòàðèé "èíòåãðëîãàðèôì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

10. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
(a) Ïðîñòåéøèå èíòåãðàëû.

∀abc(¬(a = 0) →
∫

sin(ax/c+ b)dx = λx(−c cos(ax/c+ b)/a, x− ÷èñëî))
∀abc(¬(a = 0) →

∫
cos(ax/c+ b)dx = λx(c sin(ax/c+ b)/a, x− ÷èñëî))

∀abc(
∫

(1/(sin(ax/c+ b))2)dx = λx(−c ctg(ax/c+ b)/a), x− ÷èñëî)
∀abc(

∫
(1/(cos(ax/c+ b))2)dx = λx(c tg(ax/c+ b)/a), x− ÷èñëî)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(

∫
sin(ax/c+ b)dx = λx((sin bx ïðè a = 0, èíà÷å− c cos(ax/c+ b)/a), x−

÷èñëî))
∀abc(

∫
cos(ax/c + b)dx = λx((cos bx ïðè a = 0, èíà÷å c sin(ax/c + b)/a), x −

÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Äðîáè ñ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdefghi(e = c2+d2 &

∫
(1/(c sin x+d cosx+g))dx = λx(h(x), x−÷èñëî) & i =

ac + bd →
∫

((a sin x + b cosx + f)/(c sin x + d cosx + g))dx = λx((ix + (bc −
ad) ln |c sin x+ d cosx+ g|+ (fe− gi)h(x))/e, x− ÷èñëî))
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Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò îáðàùåíèå êîýôôèöèåíòîâ a, b â íîëü,
íî íå îäíîâðåìåííî. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefg(f = c2 + e2 &

∫
(1/(e sin x + c cosx)d−1)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) →∫

((a sin x+ b cosx)/((e sin x+ c cosx)d))dx =
λx((bc+ ae)g(x)/f − (be− ac)/(f(d− 1)(e sin x+ c cosx)d−1), x− ÷èñëî))
Ïåðåìåííàÿ d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé åäè-
íèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcde(e = c2 + d2 →

∫
((a sin x + b cosx)/(c sin x + d cosx))dx = λx(((bd +

ac)x+ (bc− ad) ln |c sin x+ d cosx|)/e, x− ÷èñëî))
∀abc(c =

√
a2 + b2 →

∫
(1/(a sin x+b cosx))dx = λx(ln |(−c−b tg(x/2)+a)/(c−

b tg(x/2) + a)|/c, x− ÷èñëî))
∀abcd(

∫
((a+ b tg x)/(c+ d tg x))dx =

∫
((a cosx+ b sin x)/(c cosx+ d sinx))dx)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(c) Äðîáè ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îòíîñèòåëüíî ñèíóñà è êîñèíóñà.

∀abcdefgh(g = a − c & h = e2 + d2 &
∫

(1/(e sin x + d cosx))dx = λx(f(x), x −
÷èñëî) → ∫

((a(sinx)2+b sin x cosx+c(cosx)2)/(e sin x+d cosx))dx = λx(((be−
dg) sinx− (bd+ eg) cos x+ (bde− ce2 − ad2)f(x))/h, x− ÷èñëî))
∀abcdefghijuv(e = (f−d)2 +c2 & g = (f+d+

√
e)/2 & h = (f+d−

√
e)/2 & i =

f − g & j = f − h &
∫

(1/(x2 + gi))dx = λx(u(x), x − ÷èñëî) &
∫

(1/(x2 +
hj))dx = λx(v(x), x−÷èñëî) → ∫

((a sin x+ b cosx)/(f(sinx)2 + c sin x cosx+
d(cosx)2))dx = λx(((bc + 2ai)jv(j sin x + (c cosx)/2) − (bc + 2aj)iu(i sinx +
(c cosx)/2))/(c

√
e), x− ÷èñëî))

∀abcd(
∫

((a sin x+b cosx)/(c+d sin x cosx))dx =
∫

((a sin x+b cosx)/(c(sinx)2+
c(cosx)2 + d sin x cosx))dx)

Òðåòèé ïðèåì ïîäãîòàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ âòîðîãî, ïðè-
÷åì âî âòîðîì ïðèåìå e íå äîëæíî áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

(d) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ äðîáåé.
∀abcdf (d = (c − 1)(a2 + b2) &

∫
(1/(a sin x + b cosx)c−2)dx = λx(f(x), x −

÷èñëî) → ∫
(1/(a sin x+b cosx)c)dx = λx((b sin x−a cosx)/d(a sin x+b cosx)c−1

+ (c− 2)f(x)/d, x− ÷èñëî))
∀abcdfg(d = (c− 1)(a2− b2) &

∫
(1/(a+ b cosx)c−1)dx = λx(f(x), x− ÷èñëî) &∫

(1/(a + b cosx)c−2)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) →
∫

(1/(a + b cosx)c)dx =
λx(−b sin x/(d(a+ b cosx)c−1) + (2c− 3)af(x)/d− (c− 2)g(x)/d, x− ÷èñëî))
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàí-
òîé, áîëüøåé åäèíèöû. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d íå òîæäå-
ñòâåííî íóëåâîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ñîìíîæèòåëåì çíàìåíàòåëÿ ñëóæèò êâàäðàòíûé êîðåíü èç êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû îòíîñèòåëüíî ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdefg(

∫
((a sin x+f cosx)/(g(tg x)

√
b+ c sin x cosx+ d(sinx)2 + e(cosx)2))·

dx =
∫

(sg(cosx)(a tg x+ f)/g(tg x)
√
b+ e+ c tg x+ (b+ d)(tg x)2)dx)

Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
g(tg x) ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóþùåãî âûðàæåíèÿ ê òàêîìó
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âèäó, ãäå âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè tg x. Ïðè
ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îïèñàííûé âûøå íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóììû ëèáî ðàçíîñòè ñèíóñà è êî-
ñèíóñà.
Èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî âûäåëèòü â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ñóììó
ñèíóñà è êîñèíóñà, ÷òîáû óñìîòðåòü âîçìîæíîñòü ïîëåçíîé çàìåíû ïåðå-
ìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñëóæàò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀af (a =

∫
(sinx+ cosx)bdx→

∫
(b sin x+ b cosx)dx = a)

∀af (a =
∫

(sinx− cosx)bdx→
∫

(b sin x− b cosx)dx = a)

Óêàçàòåëü "ñîäåðæèòñÿ(õ23 õ2)" è ôèëüòð "âõîäèò(õ23 õ2)" îïðåäåëÿþò
èäåíòèôèêàöèþ b ñ âûðàæåíèåì, ñîäåðæàùèì ïåðåìåííóþ x. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùå-
íèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìÈíòåãðàë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "Èíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ãèïåðáîëè÷åñêå ôóíêöèè.
(a) Ïðîñòåéøèå èíòåãðàëû.

∀abc(¬(a = 0) →
∫

sh(ax/c+ b)dx = λx(c ch(ax/c+ b)/a, x− ÷èñëî))
∀abc(¬(a = 0) →

∫
ch(ax/c+ b)dx = λx(c sh(ax/c+ b)/a, x− ÷èñëî))

∀abc(
∫

(1/(sh(ax/c+ b))2)dx = λx(c cth(ax/c+ b)/a), x− ÷èñëî)
∀abc(

∫
(1/(ch(ax/c+ b))2)dx = λx(c th(ax/c+ b)/a), x− ÷èñëî)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(

∫
sh(ax/c + b)dx = λx((sh bx ïðè a = 0, èíà÷å c ch(ax/c + b)/a), x −

÷èñëî))
∀abc(

∫
ch(ax/c + b)dx = λx((ch bx ïðè a = 0, èíà÷å c sh(ax/c + b)/a), x −

÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà â çíàìåíàòåëå.
∀abc(c = b2 − a2 →

∫
(1/(a sh x+ b chx))dx =

(λx(2 arctg((b th(x/2) + a)/
√
c)/
√
c, x− ÷èñëî) ïðè 0 < c, èíà÷å

(λx(−2/(a+ th(x/2)), x− ÷èñëî) ïðè c = 0, èíà÷å
λx(ln |(b th(x/2) + a−

√
−c)/(b th(x/2) + a+

√
−c)|/

√
−c, x− ÷èñëî))))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(c) Ïðîèçâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ôóíêöèè íà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ.

∀abcd(
∫

sh(ax/b) sin(cx/d)dx =
λx(bd(ad ch(ax/b) sin(cx/d)− bc sh(ax/b) cos(cx/d))/(a2d2 + b2c2), x− ÷èñëî))
∀abcd(

∫
sh(ax/b) cos(cx/d)dx =

λx(bd(ad ch(ax/b) cos(cx/d) + bc sh(ax/b) sin(cx/d))/(a2d2 + b2c2), x− ÷èñëî))
∀abcd(

∫
ch(ax/b) sin(cx/d)dx =

λx(bd(ad sh(ax/b) sin(cx/d)− bc ch(ax/b) cos(cx/d))/(a2d2 + b2c2), x− ÷èñëî))
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∀abcd(
∫

ch(ax/b) cos(cx/d)dx =
λx(bd(ad sh(ax/b) cos(cx/d) + bc ch(ax/b) sin(cx/d))/(a2d2 + b2c2), x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è.
Ïîñëå ïåðâûõ ïîïûòîê ïðîèíòåãðèðîâàòü âûðàæåíèå "â ëîá" ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà îáðàòèòüñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, îðèåíòèðî-
âàííîé íà ïîëó÷åíèå âèäà, "óäîáíîãî äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ". Ýòà çàäà÷à èìååò
ñâîèì óñëîâèåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå è öåëè "óïðîñòèòü", "íîðìÈí-
òåãðàë", "îäç". Åé ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íîðìÈíòåãðàë x), âûäåëÿþùèé
ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ x. Çàìåòèì, ÷òî â êîììåíòàðèè ïåðåìåííàÿ ïðåä-
ñòàâëåíà íå êàê ñèìâîë, à êàê îäíîáóêâåííûé òåðì. Äëÿ çàäà÷ ñ öåëüþ "íîð-
ìÈíòåãðàë" ïðåäóñìîòðåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ, ðàññðå-
äîòî÷åííûõ ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ðåøàòåëÿ. Â ÷àñòíîñòè, èìååòñÿ ïðèåì äëÿ
ïåðåõîäà ê ñóììå ïðîñòåéøèõ äðîáåé.
Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:
∀af (a = f(x) →

∫
f(x)dx =

∫
adx)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå ñî ñðàâíèòåëüíî áîëüøèì
ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì, à òàêæå íîðìàëèçàòîðîì "óïðîùèíòåãðàë". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a îòëè÷åí îò f(x) è ÷òî f(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà "èíòåãðàë". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîé ïîïûòêè ñëóæèò
êîììåíòàðèé "íîðìÈíòåãðàë". Åñëè âûðàæåíèå f(x) èìååò ñòåïåíü ñ äðîáíûì
ïîêàçàòåëåì, îñíîâàíèå êîòîðîé ñîäåðæèò x, òî ââîäèòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, ÷åì îáû÷íî. Íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòîò îãðàíè-
÷èòåëü ñëàáûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

13. Âûíåñåíèå ìîäóëÿ èç-ïîä èíòåãðàëà.
∀fghpu(p− rational & ¬(÷èñëèòåëü(p)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(p)− even) &∫

(g(x)(h(x))p/f(x))dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) → ∫
(g(x)|h(x)|p/f(x))dx =

λx(sg(h(x))u(x), x− ÷èñëî))
∀fghpu(p− rational & ¬(÷èñëèòåëü(p)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(p)− even) &∫

(g(x)/(f(x)(h(x))p))dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) → ∫
(g(x)/(f(x)|h(x)|p))dx =

λx(sg(h(x))u(x), x− ÷èñëî))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåä-
íèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Âûíåñåíèå ñèãíóìà èç-ïîä èíòåãðàëà.
∀fghu(

∫
(g(x)/h(x))dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) → ∫

(sg(f(x))g(x)/h(x))dx =
λx(sg(f(x))u(x)))

∀fghu(
∫

(g(x)/h(x))dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) → ∫
(g(x)/(sg(f(x))h(x)))dx =

λx(sg(f(x))u(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
15. Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
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(a) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
i. Ïðîñòåéøàÿ ñòåïåííàÿ çàìåíà.
∀abcdfgh(b = ac + d & d − c + 1 = 0 &

∫
(xaf(x)/g(x))dx = λx(h(x), x −

÷èñëî) → ∫
(xbf(xc)/g(xc))dx = λx(h(x

c)/c, x− ÷èñëî))
Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëü
"êîíòåêñò(ðàâíî(õ11 íîä(èëè(ðàçðÿä(ôèêñ(0 1 1 3 1 2)õ23 õ5)ðàçðÿä(
ôèêñ(0 1 1 3 2)õ23 õ5)ïîäòåðì(ñòåïåíü(òåêâõîæä(õ5)óìíîæåíèå(õ9
õ10 )))äåñ÷èñëî(õ9)íàòóðàëüíîå(õ9)åäèíèöà(1 õ10)÷èñëçíà÷åíèå(õ9))))
äåñ÷èñëî(õ2)ðàâíî(õ3 íîä(õ11 ïëþñ(÷èñëçíà÷åíèå(õ2)1))))" îïðåäåëÿ-
åò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü õ11 âñåõ ÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ïðè âõîæäåíèÿõ x â âûðàæåíèÿ çàäà÷è A,B,
ñ êîòîðûìè èäåíòèôèöèðóþòñÿ f(xc), g(xc). Çàòåì c âû÷èñëÿåòñÿ êàê
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü õ11 è b+1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îòëè÷íî
îò 0 è 1.
Äàëåå èäåíòèôèöèðóþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå f, g. Óêàçàòå-
ëè "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)", "íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷å-
íèå)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ f(xc), g(xc) ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îïè-
ñàííîãî âûøå íîðìàëèçàòîðà "èçâëå÷åíèå". Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðå-
îáðàçóåò èäåíòèôèöèðóþùèå âûðàæåíèÿ A,B òàê, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ
x âñòðå÷àëàñü òîëüêî â âèäå xc. Â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ øàáëîíû äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ âûðàæåíèé âèäà f(t), g(t): âñå âõîæäåíèÿ xc çàìåíÿþòñÿ íà t.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà": ñíà÷àëà
b äåëèòñÿ íà c ñ îñòàòêîì, çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàòîê íà åäèíèöó
ìåíüøå, ÷åì c. Êàê è îáû÷íî, âûðàæåíèå ïîä ðåçóëüòèðóþùèì îïè-
ñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäèíòå-
ãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdfgh(b = ac + d & d = 1 &

∫
(f(x)/(xa+1g(x)))dx = λx(h(x), x −

÷èñëî) → ∫
(xc/(xbg(xc)))dx = λx(h(x

c)/c, x− ÷èñëî))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü ÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ïðè x â èäåí-
òèôèöèðóþùèõ âûðàæåíèÿõ äëÿ f(xc), g(xc). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îò-
ëè÷íî îò 0 è 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdfgh(b = ac+d& d = 1 &

∫
(xa−1f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x−÷èñëî) →∫

(x−c/(xbg(x−c)))dx = λx(−h(x−c)/c, x− ÷èñëî))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå" ïûòàåòñÿ
âûäåëèòü íå xc, à x−c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfgh(

∫
(xa−1f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) & ¬(b = 0) →∫

(xab−1f(xb)/g(xb))dx = λx(h(x
b)/b, x− ÷èñëî))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíûì ìíîæèòåëåì, b - ñ
îñòàòî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì, êîòîðîå íå îáÿçàíî áûòü ÷èñëåííîé êîí-
ñòàíòîé, íî îò x íå çàâèñèò. Êàê è âûøå, äëÿ èäåíòèôèêàöèè f(xb), g(xb)
èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.
∀afgh(

∫
(xa−2f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x−÷èñëî) →

∫
(f(x−1)/(xag(x−1)))dx

= λx(−h(x−1), x− ÷èñëî))
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Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé
åäèíèöû. Êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â âûðàæåíèÿ, èäåíòèôèöè-
ðóåìûå ñ f(x−1), g(x−1), ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì çíàìåíàòåëÿ äðîáè. Â
îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèåìàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

ii. Çàìåíû ñ ðàäèêàëàìè - ïðîñòåéøèé ñëó÷àé.
∀fghnuv(n−öåëîå& λy(g(y)/(h(y)df(y)/dy), y−÷èñëî) = λy(u(

√
f(y)), y−

÷èñëî) &
∫

(u(y)/yn−1)dy = λy(v(y), y − ÷èñëî) →∫
(g(y)/(h(y)f(y)n/2))dy = λy(2v(

√
f(y)), y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííàÿ y äîëæíà âõîäèòü â âûðàæåíèå g(y), ïðè÷åì ýòî âûðà-
æåíèå íå äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñè-
òåëüíî y (òàêîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ â äðóãèõ ïðèåìàõ). Äàëåå,
ïåðåìåííàÿ y äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ ëèáî â g(y), ëèáî â h(y). Òðåáóåòñÿ,
÷òîáû g(y) íå èìåëî ñâîèì ñîìíîæèòåëåì òàêóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü
ñóììû, ïîêàçàòåëü êîòîðîé ìåíüøå 4 (èíà÷å â ÷èñëèòåëå áóäóò ðàñ-
êðûâàòüñÿ ñêîáêè). Íàêîíåö, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû h(y) íå èìåëî ñâîèì
ñîìíîæèòåëåì äðîáíóþ ñòåïåíü ñóììû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Óêàçàòåëü "íî-
âàðãóìåíò(õ20 õ24 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ íîð-
ìàëèçàòîðà "èçâëå÷åíèå" äëÿ óñìîòðåíèÿ âûðàæåíèÿ âèäà u(√f(y)).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abfgh(

∫
(f(
√
x2 − a)/(g(

√
x2 − a)xb−1

√
x2 − a))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî)

→
∫

(f(x)/(g(x)(x2 + a)b/2))dx = λx(h(sg(x)
√
x2 + a), x− ÷èñëî))

Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé îñíîâàíèå ñòåïåíè, èìåþùåé ñâîèì ïî-
êàçàòåëåì ÷åòíóþ êîíñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iii. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîä ðàäèêàëîì.
Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïîäñëó÷àÿ, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
çàâèñèò îò êâàäðàòà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ:
∀abfg(

∫
(
√
a/(1− bx2)f(ax2/(1− bx2))/(1− bx2))dx = λx(g(x), x−÷èñëî)

→
∫
f(x2)dx = λx(g(x/

√
a+ bx2), x− ÷èñëî))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(îáîáùìíîæèòåëü(ôèêñ(0 1 1 3)õ3)âèä(õ3 ñòåïåíü
(ïëþñ (õ1 óìíîæåíèå(õ2 ñòåïåíü(õ23 2)))äðîáü(õ4 2)))åäèíèöà(1 õ2) çà-
ìåíàçíàêà (ìèíóñ õ2)äåñ÷èñëî(õ4)íàòóðàëüíîå(õ4))" îïðåäåëÿåò óñìîò-
ðåíèå îáîáùåííîãî ìíîæèòåëÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, èìåþ-
ùåãî âèä (a + bx2)d/2, ãäå d - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîä îáîáùåí-
íûì ìíîæèòåëåì ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäâûðàæåíèå, äîñòèæè-
ìîå èç çàãîëîâêà âûðàæåíèÿ òîëüêî ÷åðåç îïåðàöèè "ìèíóñ", "óìíî-
æåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäâûðàæåíèé a + bx2. Äàëåå f(x2) èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)".
×òîáû èñêëþ÷èòü ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ ïðè óïðîùåíèè ïîäûíòå-
ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ àíòåöåäåíòà, ââîäèòñÿ óêàçàòåëü "ìóëüòèçàìå-
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íà(ôèêñ(1 1 1 3 1 2)ïëþñ(õ1 óìíîæåíèå(õ2 õ23))äðîáü(õ1 ïëþñ(1 ìè-
íóñ(óìíîæåíèå(õ2 ñòåïåíü(õ23 2))))))". Îí ñâÿçàí ñ ôîðìèðîâàíèåì
ïîäâûðàæåíèÿ f(ax2/(1−bx2)): ïðåæäå âñåãî, â øàáëîíå äëÿ f(y) ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ çàìåíà ïîäâûðàæåíèé a+by íà a/(1−bx2), è ëèøü îñòàâ-
øèåñÿ âõîæäåíèÿ y çàìåíÿþòñÿ íà ax2/(1−bx2). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
Äëÿ ïåðâîé ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà ââåäåí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcfg(0 < a&

∫
((
√
ax2+bx+

√
ac)f((x2−c)/(b+2

√
ax))/(b+2

√
ax)2)dx =

λx(g(x), x − ÷èñëî) →
∫
f(x)dx = λx(2g(

√
ax2 + bx+ c +

√
ax), x −

÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä
èíòåãðàëîì òåðìà (ax2 + bx+ c)m/2, ãäå m - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå äîñòèæèìî îò çàãîëîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ òîëüêî ÷åðåç
îïåðàöèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è îñíî-
âàíèÿ ñòåïåíåé. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ñòåïåíü ïîä
èíòåãðàëîì, îñíîâàíèå êîòîðîé ñîäåðæèò x, ëèáî èìååò ïîêàçàòåëåì
öåëî÷èñëåííóþ êîíñòàíòó, ëèáî èìååò ñâîèì îñíîâàíèåì êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí ax2 + bx+ c. Óêàçàòåëü "ìóëüòèçàìåíà(. . .)" îïðåäåëÿåò ôîð-
ìèðîâàíèå òåðìà f((x2 − c)/(b + 2

√
ax)) â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà â øàá-

ëîíå f(y) ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà âñåõ ïîäâûðàæåíèé √
ay2 + by + c

íà (
√
ax2+bx+

√
ac)/(2

√
ax+b), à çàòåì - çàìåíà îñòàâøèõñÿ âõîæäåíèé

y íà (x2− c)/(b+ 2
√
ax). Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò

âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà b îáðàùàåòñÿ â 0, ñîçäàíà îòäåëüíàÿ
âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abfg(0 < a &

∫
((x2+b)g((x2−b)/(2

√
ax))/x2)dx = λx(g(x), x−÷èñëî) →∫

f(x)dx = λx(g(
√
ax2 + b+

√
ax)/(2

√
a), x− ÷èñëî))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâíû 6.
Ïåðåõîäèì êî âòîðîé ïîäñòàíîâêå Ýéëåðà:
∀abcfg(0 < c &

∫
((
√
cx2 + bx+a

√
c)f((b+2

√
cx)/(x2−a))/(x2−a)2)dx =

λx(g(x), x− ÷èñëî) → ∫
f(x)dx = λx(−2g((

√
ax2 + bx+ c +

√
c)/x), x−

÷èñëî))
Ïðèåì îðãàíèçîâàí ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïåðâîé ïîäñòàíîâ-
êè: èäåíòèôèêàöèÿ, íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä èíòåãðàëîì âõîæäå-
íèÿ òåðìà (ax2 +bx+c)m/2, è ò.ä. Óêàçàòåëü "ìóëüòèçàìåíà(. . .)" îïðå-
äåëÿåò ïðèîðèòåòíóþ çàìåíó ïîäòåðìîâ √

ay2 + by + c íà (
√
cx2 + bx+

a
√
c)/(x2 − a). Äëÿ íóëåâîãî b ââåäåíà îòäåëüíàÿ âåðñèÿ:

∀abfg(0 < b &
∫

((x2 + a)f(2
√
bx/(x2 − a))/(x2 − a)2)dx = λx(g(x), x −

÷èñëî) → ∫
f(x)dx = λx(−2

√
bg((

√
ax2 + b+

√
b)/x), x− ÷èñëî))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 6.
Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì äëÿ òðåòüåé ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà:
∀abcdfg(

∫
(xf((cx2 − b)/(a− dx2))/(a− dx2)2)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) →∫

f(x)dx = λx(2(ac− bd)g(sg(dx+ c)
√

(ax+ b)/(dx+ c)), x− ÷èñëî))
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä
èíòåãðàëîì âûðàæåíèÿ âèäà √

(ax+ b)(dx+ c). Êàê è âûøå, ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå äîñòèæèìî îò çàãîëîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ òîëüêî ÷åðåç îïåðàöèè
"ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è îñíîâàíèÿ ñòå-
ïåíåé. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ñòåïåíü ïîä èíòåãðàëîì,
îñíîâàíèå êîòîðîé ñîäåðæèò x, ëèáî èìååò ïîêàçàòåëåì öåëî÷èñëåí-
íóþ êîíñòàíòó, ëèáî èìååò âèä ((ax + b)(dx + c))n/2. Íàêîíåö, ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî a íå ñîâïàäàåò ñ d, ëèáî −c íå ñîâïàäàåò ñ b. Óêà-
çàòåëü "ìóëüòèçàìåíà" îïðåäåëÿåò ïðèîðèòåòíóþ çàìåíó ïîäòåðìîâ√

(ay + b)(dy + c) íà x(ac− bd)/(a− dx2). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.

iv. Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïîä ðàäèêàëîì.
∀abcdefg(

∫
(xe−1f((cxe−b)/(a−dxe))/(a−dxe)2)dx = λx(g(x), x−÷èñëî) &

¬(d = 0) →
∫
f(x)dx = λx(e(ac− bd)g(((ax+ b)/(dx+ c))1/e), x−÷èñëî))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä
èíòåãðàëîì âûðàæåíèÿ ((ax + b)/(dx + c))m/e, ãäå m - öåëî÷èñëåííàÿ
êîíñòàíòà, e - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, áîëüøàÿ åäèíèöû. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå äîñòèæèìî îò çàãîëîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ òîëüêî ÷åðåç îïåðà-
öèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è îñíîâàíèÿ
ñòåïåíåé. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå ñòåïåííîå ïîäâûðà-
æåíèå, â êîòîðîå âõîäèò x, èìååò ñâîèì ïîêàçàòåëåì ëèáî öåëî÷èñ-
ëåííóþ êîíñòàíòó, ëèáî ïðîñòóþ äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì e. Óêàçàòåëü
"ìóëüòèçàìåíà(. . .)" îïðåäåëÿåò ïðèîðèòåòíóþ çàìåíó ïîäâûðàæåíèé
((ay + b)/(dy + c))1/e íà x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

v. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïîä ðàäèêàëîì.
∀abcfg(¬(a = 0) &

∫
xc−1f((xc−b)/a)dx = λx(g(x), x−÷èñëî) →

∫
f(x)dx =

λx(cg((ax+ b)1/c)/a, x− ÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä
èíòåãðàëîì âûðàæåíèÿ (ax + b)e/h, ãäå e - öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàí-
òà, h - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, áîëüøàÿ åäèíèöû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòî âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïåðàöèé "àðêñèíóñ", "àðêòàí-
ãåíñ", "ëîãàðèôì", "àðêêîñèíóñ". Äðóãîé óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)"
îïðåäåëÿåò c êàê íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå íàòóðàëüíûõ çíàìåíàòå-
ëåé äðîáíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ïðè ëèíåéíûõ äâó÷ëåíàõ px+q, ðàñ-
ïîëîæåííûõ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ðàñïîëîæå-
íî â îñíîâàíèÿõ òîëüêî òàêèõ ñòåïåíåé, êîòîðûå ëèáî èìåþò ñâîèì
îñíîâàíèåì ax+ b, ëèáî èìåþò ñâîèì ïîêàçàòåëåì öåëî÷èñëåííóþ èëè
äðîáíóþ êîíñòàíòó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâà-
þùèå íà óðîâíå 8. Îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíè, îñíîâàíèå êîòîðûõ ñîäåð-
æèò x, â ýòèõ ïðèåìàõ îòñóòñòâóåò. Îäíà âåðñèÿ ñîîòâåòñòâóåò ÷åòíîìó
c. Â íåé âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ êî âòîðîìó àíòåöåäåí-
òó, èìåþò äîïîëíèòåëüíóþ ïîñûëêó î íåîòðèöàòåëüíîñòè x (ôàêòè-
÷åñêè, ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ x âî âòîðîì àíòåöåäåíòà - ýòî èñõîäíîå
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ax+ b). Äðóãàÿ âåðñèÿ ñîîòâåòñòâóåò íå÷åòíîìó c, è ó íåå òàêèõ ïîñû-
ëîê íåò.
Íàêîíåö, ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà äëÿ ðàäèêàëîâ âòîðîé ñòåïåíè, ó êî-
òîðîé îòìåíåíî îãðàíè÷åíèå íà âíåøíèå îïåðàöèè:
∀abfg(¬(a = 0) &

∫
xf((x2−b)/a)dx = λx(g(x), x−÷èñëî) → ∫

f(x)dx =
λx(2g(

√
ax+ b)/a, x− ÷èñëî))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ âû-
ðàæåíèÿ √ax+ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â
ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ðàñïîëîæåíî â îñíîâàíèÿõ òîëüêî òàêèõ
ñòåïåíåé, êîòîðûå ëèáî èìåþò öåëî÷èñëåííûé ïîêàçàòåëü, ëèáî èìåþò
ñâîèì îñíîâàíèåì êàêîé-ëèáî ëèíåéíûé äâó÷ëåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 8.

vi. Äèôôåðåíöèàëüíûé áèíîì.
Íà÷íåì ñ ïðèåìîâ, ïðèâîäÿùèõ äèôôåðåíöèàëüíûé áèíîì ê ñòàíäàðò-
íîé ôîðìå, íà êîòîðóþ ðàññ÷èòàíû ïðèåìû çàìåíû ïåðåìåííîé:
∀abcde(

∫
(xc/(a+ bxd)e)dx =

∫
(xc(a+ bxd)−e)dx)

∀abcde(
∫

((a+ bxd)e/xc)dx =
∫

(x−c(a+ bxd)e)dx)

∀abcde(
∫

(1/((a+ bxd)exc))dx =
∫

(x−c(a+ bxd)−e)dx)

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ õîòÿ áû îäíà èç ïåðåìåííûõ c, d, e èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì, íå ÿâëÿþùèìñÿ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ ââåäåí åùå
îäèí ñòàíäàðòèçèðóþùèé ïðèåì:
∀abcd(int(1/(a+ bxc)d)dx =

∫
(a+ bxc)−ddx)

Çäåñü d íå äîëæíî ÿâëÿòüñÿ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ - òàêîé æå, êàê âûøå. Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî áèíîìà ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdefghijn(i = c/e & j = d/f & n− öåëîå & ef = gíîä(e, f) &∫
xgc/e+g−1(a + bxgd/f )ndx = λx(h(x), x − ÷èñëî) → ∫

xi(a + bxj)ndx =
λx(gh(x

1/g), x− ÷èñëî))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çíà-
ìåíàòåëè e, f èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, ïðè-
÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò åäèíèöû. Òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" è èäåíòèôèöèðóåò êîíñòàíòó g. Íàêîíåö,
ïÿòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âûïîë-
íÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Ïðèåì äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà âûãëÿäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
∀abcdefghn(n = (h + 1)/g & n − öåëîå & c = d/e & ¬(b = 0) &

∫
((xe −

a)/b)n−1xd+e−1dx = λx(f(x), x−÷èñëî) & ¬(g = 0) →
∫
xh(a+bxg)cdx =

λx((e/bg)f((a+ bxg)1/e), x− ÷èñëî))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì èäåíòèôèêàòîð.
Ïðè ýòîì çíàìåíàòåëü e äîëæåí èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé
êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Íàêîíåö, ïåðåõîäèì ê ïðèåìàì äëÿ òðåòüåãî ñëó÷àÿ:
∀abcdefghn(n = (f + 1)/g + c & n − öåëîå & c = d/e &

∫
(xd+e−1/(xe −

b)n+1)dx = λx(h(x), x − ÷èñëî) & ¬(g = 0) →
∫
xf (a + bxg)cdx =

λx(−eanh((a+ bxg)1/e/xg/e)/g, x− ÷èñëî))
∀abcdefgn(n = 1/f + c & n−öåëîå & c = d/e &

∫
(xd+e−1/(xe− b)n+1)dx =

λx(g(x), x−÷èñëî) →
∫

(a+bxf )cdx = λx(−eang((a+bxf )1/e/xf/e)/f, x−
÷èñëî))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Ïðè ýòîì e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, îò-
ëè÷íîé îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Â çàêëþ÷åíèå äîáàâèì ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé ðàçáèðàòü ñëó÷àè ïî ðà-
âåíñòâó íóëþ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïðè x:
∀abcfg(êîíòåêñò(

∫
xf (a+ bxg)cdx))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíà(çàìå÷àíèå íîðìÈíòåãðàë)". Åãî äåé-
ñòâèå çàêëþ÷àåòñÿ â äîáàâëåíèè ïàðû (íîðìèëè g = 0 ∨ ¬(g = 0))
ê ñïèñêó êîììåíòàðèåâ íîðìàëèçàòîðà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ
íåî÷åâèäíîñòü îòëè÷èÿ g îò íóëÿ è îòñóòñòâèå óæå ââåäåííîãî òàêî-
ãî êîììåíòàðèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ïîçäíåå, íà óðîâíå
7, åñëè ðåçóëüòàò íå óäàñòñÿ íàéòè äðóãèìè ñðåäñòâàìè, áóäåò ïðèìå-
íåí ïðèåì, âû÷èñëÿþùèé èíòåãðàë îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî ïîäñëó÷àÿ
è îáúåäèíÿþùèé ðåçóëüòàòû â óñëîâíîå âûðàæåíèå. Ýòîò ïðèåì îïè-
ñûâàåòñÿ íèæå.

vii. Îäèí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé äðîáíî-ëèíåéíîé çàìåíû.
∀abcdefghijklmu(g = bc − ae & ¬(g = 0) & f = 2(al − cd)/g & h = (de −
bl)/g & m = f 2− 4h & i =

√
m & j = (f − i)/2 & k = (f + i)/2 &

∫
(|x+

1|/(((ak2 +bk+d)x2 +aj2 +bj+d)
√

(ck2 + ek + l)x2 + cj2 + ej + l))dx =

λx(u(x), x− ÷èñëî) & 0 ≤ m→
∫

(1/((ax2 + bx+ d)
√
cx2 + ex+ l))dx =

λx(iu((x− j)/(k − x)), x− ÷èñëî))
Âòîðîé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì
óñòðàíÿåò â êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíàõ ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî x ÷ëåíû,
ïîñëå ÷åãî ïðåäïðèíèìàåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó
"íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
i. Ïðîñòåéøèå çàìåíû.
∀afgh(

∫
((1− x2)(a−1)/2f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

((sinx)af(cosx)/g(cosx))dx = λx(−h(cosx), x− ÷èñëî))
∀afgh(

∫
((1− x2)(a−1)/2f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

((cos x)af(sinx)/g(sinx))dx = λx(h(sinx), x− ÷èñëî))
∀afgh(

∫
(f(x)/((1− x2)(a+1)/2g(x)))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(cosx)/((sinx)ag(cosx)))dx = λx(−h(cosx), x− ÷èñëî))
∀afgh(

∫
(f(x)/((1− x2)(a+1)/2g(x)))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(sinx)/((cos x)ag(sinx)))dx = λx(h(sinx), x− ÷èñëî))
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Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íå÷åòíîé êîíñòàíòîé. Äëÿ èäåíòè-
ôèêàöèè f(cosx), g(cosx), . . . èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò(õ6
õ23 èçâëå÷åíèå)", "íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)". Ïåðâûå äâà ïðè-
åìà áëîêèðóþòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå f(. . .) ôèãóðèðóåò ñòåïåíü ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü êî-
òîðîé ìåíüøå a. Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäíèå äâà ïðèåìà áëîêèðóþòñÿ, åñëè
f(. . .) - ñòåïåíü ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì, íå
ïðåâîñõîäÿùèì a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2. Äëÿ òàí-
ãåíñà äîáàâëåí åùå îäèí ïðèåì:
∀fghp(g(x)/(cosx)2 = h(tg x) &

∫
(f(x)/h(x))dx = λx(p(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(tg x)/g(x))dx = λx(p(tg x), x− ÷èñëî))
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåä ïîïûò-
êîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå âõîäèò ñèìâîë "òàíãåíñ". Äàëåå ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàðãó-
ìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)" èäåíòèôèöèðóåòñÿ f(tg x). Ïîñëå îáðàáîòêè
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäðîáü" ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà, óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)" ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü
h(tg x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Çàìåíû ñ òàíãåíñîì.
∀fgh(λx(f(x), x−÷èñëî) = λx(g(tg x), x−÷èñëî) &

∫
(g(x)/(x2 +1))dx =

λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫
f(x)dx = λx(h(tg x), x− ÷èñëî))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äëÿ èäåíòèôè-
êàöèè g(tg x), ïðîèñõîäÿùåé â ïåðâîì àíòåöåäåíòå, ñëóæèò óêàçàòåëü
"íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)". Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé: (à) âñå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû â ïîäûíòåãðàëü-
íîì âûðàæåíèè, îòëè÷íûå îò x, ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè êðàòíûìè x; (á)
ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè òîëüêî â âè-
äå tg x, ëèáî ctg x, ëèáî cos(2x), ëèáî â âèäå ÷åòíîé ñòåïåíè ñèíóñà
ëèáî êîñèíóñà îò x; (â) ëèáî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå åñòü äðîáü,
ìíîæèòåëåì çíàìåíàòåëÿ êîòîðîé ñëóæèò íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü ñèíó-
ñà ëèáî êîcèíóñà x, ëèáî êàæäàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ â f(x)
åñòü òàíãåíñ x è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî âõîæäåíèå íå÷åòíîé ñòåïå-
íè äàííîãî òàíãåíñà; (ã) ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò òàí-
ãåíñ ëèáî êîòàíãåíñ x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äàííûé ïðèåì
ïðîäóáëèðîâàí, è íà óðîâíå 5 ñðàáàòûâàåò ïðè íåñêîëüêî èçìåíåííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ. Êðîìå ïóíêòà (à), òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ëèáî áûëî àðãóìåíòîì
òàíãåíñà èëè êîòàíãåíñà, ëèáî àðãóìåíòîì ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà, ïðè-
÷åì ïîñëåäíèé èëè ÿâëÿëñÿ îñíîâàíèåì ÷åòíîé ñòåïåíè, èëè âõîäèë â
ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé ñèíóñà è êîñèíóñà.
Äëÿ çàìåíû ñ òàíãåíñîì ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà ñîçäàí ñëåäóþùèé
ïðèåì:
∀fgh(λx(f(x), x − ÷èñëî) = λx(g(tg(x/2)), x − ÷èñëî) &

∫
(g(x)/(x2 +

1))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫
f(x)dx = λx(2h(tg(x/2)), x− ÷èñëî))

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àðãóìåíò â ïîäûíòå-
ãðàëüíîì âûðàæåíèè áûë êðàòåí x, ïðè÷åì ñóùåñòâîâàëî õîòÿ áû îäíî
âõîæäåíèå sin x ëèáî cosx. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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iii. Ðàçäåëüíàÿ çàìåíà äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà â ñëó÷àå äðîáè ñ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ñóììîé â ÷èñëèòåëå.
∀abfghpuvw(λx(h(x), x − ÷èñëî) = λx(u(sinx), x − ÷èñëî) & λx(h(x), x −
÷èñëî) = λx(v(cosx), x− ÷èñëî) &

∫
((1− x2)(a−1)/2f(x)/v(x))dx =

λx(w(x), x−÷èñëî) &
∫

((1−x2)(b−1)/2g(x)/u(x))dx = λx(p(x), x−÷èñëî)
→

∫
(((sinx)af(cosx)+(cos x)bg(sinx))/h(x))dx = λx(p(sinx)−w(cosx),

x− ÷èñëî))
Ïîêàçàòåëè ñòåïåíè a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íå÷åòíûìè íàòóðàëüíû-
ìè êîíñòàíòàìè. Óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)", "íî-
âàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ f(cosx),
g(sinx). Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëÿìè "èäåí-
òèôèêàòîð", ïðåäñòàâëÿþò çíàìåíàòåëü h(x) êàê u(sinx) è îäíîâðå-
ìåííî êàê v(cosx). Çäåñü òîæå èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò".
Íàêîíåö, äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûïîëíÿþò ðàçäåëüíûå ðåêóð-
ñèâíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìÈíòåãðàë" äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iv. Çàìåíà äëÿ ñóììû ëèáî ðàçíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀afgh(

∫
(f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x−÷èñëî) →

∫
((a cosx−a sin x)f(sinx+

cosx)/g(sinx+ cosx))dx = λx(ah(sinx+ cosx), x− ÷èñëî))
∀fgh(

∫
(f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x − ÷èñëî) → ∫

((cos x + sinx)f(sinx −
cosx)/g(sinx− cosx))dx = λx(h(sinx− cosx), x− ÷èñëî))
Â ïåðâîì ïðèåìå êîýôôèöèåíò a ââåäåí òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíî-
âðåìåííî îõâàòèòü ñëó÷àè cosx− sin x è sin x− cosx; îáû÷íî îí áóäåò
ðàâåí ±1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀fghmn(n+ 1 = 2m &

∫
(f(x)/(g(x)(2− x2)m(1 + x2)n))dx = λx(h(x), x−

÷èñëî) → ∫
(f(sinx − cosx)/(g(sinx − cosx)((sinx)3 + (cos x)3)n))dx =

λx(2h(sinx− cosx), x− ÷èñëî))
Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íå÷åòíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàí-
òîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé -
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
∀afghu(0 < a & λx(g(x)/((dh(x)/dx)a

h(x)), x−÷èñëî) = λx(f(ah(x)), x−÷èñëî)
&

∫
f(x)dx = λx(u(x), x−÷èñëî) → ∫

g(x)dx = λx(u(a
h(x))/ ln a, x−÷èñëî))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ðàçðÿä(ôèêñ(0 1 1 3)ñòåïåíü õ10)âèä(õ10 ñòåïåíü(õ1
ïëþñ(çíà÷åíèå(õ8 õ23)õ11)))åäèíèöà(0 õ11))" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ
óñìîòðåíèÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïîäòåðìà ah(x)+k, ãäå h(x) -
íåâûðîæäåííàÿ ñóììà âñåõ ñëàãàåìûõ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ x, k - îñòàòî÷íàÿ ñóììà. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ëèáî ñîìíîæèòåëåì ñâîåãî ÷èñëèòåëÿ íàòó-
ðàëüíóþ ñòåïåíü ñóììû, ïîêàçàòåëü êîòîðîé íå áîëüøå 3, òî ïðèåì áëîêè-
ðóåòñÿ (ñíà÷àëà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàñêðûâàíèå ñêîáîê). Âòîðîé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ â
åãî ëåâîé ÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùàÿ öåëü "íîðìÈíòåãðàë". Èäåíòèôèêàöèÿ f(ah(x)) â ïðàâîé ÷àñòè
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àíòåöåäåíòà ïðîèñõîäèò ïðè ó÷àñòèè óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èç-
âëå÷åíèå)". Äàëåå òðåòèé àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê
îïåðàòîðó "íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ çàìåí.
i. Ïðîñòåéøèå çàìåíû.
∀afgh(

∫
((x2 − 1)(a−1)/2f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

((shx)af(chx)/g(chx))dx = λx(h(chx), x− ÷èñëî))
∀afgh(

∫
((x2 + 1)(a−1)/2f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

((chx)af(shx)/g(shx))dx = λx(h(shx), x− ÷èñëî))
∀afgh(

∫
(f(x)/((x2 − 1)(a+1)/2g(x)))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(chx)/((shx)ag(chx)))dx = λx(h(chx), x− ÷èñëî))
∀afgh(

∫
(f(x)/((x2 + 1)(a+1)/2g(x)))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(shx)/((chx)ag(shx)))dx = λx(h(shx), x− ÷èñëî))
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íå÷åòíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàí-
òîé. Åñëè â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ f(. . .) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàòóðàëü-
íóþ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðáîëè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîêàçàòåëü
êîòîðîé ìåíüøå a, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Àíàëîãè÷íî, åñëè â ïîñëåä-
íèõ äâóõ ñëó÷àÿõ f(. . .) åñòü íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåé
ãèïåðáîëè÷åñêîé ôóíêöèè è ïîêàçàòåëü åå íå áîëüøå a, òî ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.
∀fghp(g(x)/(chx)

2 = h(thx) &
∫

(f(x)/h(x))dx = λx(p(x), x − ÷èñëî) →∫
(f(thx)/g(x))dx = λx(p(thx), x− ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀afh(

∫
(f(x)/

√
x2 − 1)dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫

f(chx)dx =
λx(h(chx), x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

ii. Çàìåíû ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì òàíãåíñîì.
∀fgh(λx(f(x), x−÷èñëî) = λx(g(thx), x−÷èñëî) &

∫
(g(x)/(1−x2))dx =

λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫
f(x)dx = λx(h(thx), x− ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀fgh(λx(f(x), x − ÷èñëî) = λx(g(th(x/2)), x − ÷èñëî) &

∫
(g(x)/(1 −

x2))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫
f(x)dx = λx(2h(th(x/2)), x− ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
(e) Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

i. Ïðîñòåéøàÿ çàìåíà.
∀fghuv(λx(g(x)/(h(x)(df(x)/dx)), x−÷èñëî) = λx(u(ln f(x)), x−÷èñëî) &∫
u(x)dx = λx(v(x), x−÷èñëî) → ∫

(g(x)/(f(x)h(x)))dx = λx(v(ln f(x)),
x− ÷èñëî))
Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ íåêîòîðûì ñîìíîæèòåëåì çíàìåíàòåëÿ, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ íà-
ëè÷èå â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ëîãàðèôìà, âíóòðè êîòîðîãî
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ðàñïîëîæåíî f(x). Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" â åãî ëåâîé ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Èäåíòè-
ôèêàöèÿ u(ln f(x)) ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ20
õ23 èçâëå÷åíèå)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abfg(

∫
expxf((expx − b)/a)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) & ¬(a = 0) →∫

f(x)dx = λx(g(ln(ax+ b))/a, x− ÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(õ3 ôèêñ(0 1 1 3))âèä(õ3 ëîãàðèôì(å
ïëþñ(óìíîæåíèå(õ1 õ23)õ2)))íå(àëãåáðâõîæäåíèå(ôèêñ(0 1 1 3))åäè-
íèöà(1 õ1)åäèíèöà(0 õ2)çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ1)))" îïðåäåëÿåò íà÷àëî
èäåíòèôèêàöèè ñ óñìîòðåíèÿ âíóòðè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
òåðìà ln(ax+b), âõîæäåíèå êîòîðîãî íå äîñòèæèìî èç êîðíÿ ïåðåõîäà-
ìè ÷åðåç îïåðàöèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü"è
÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀afgh(

∫
(f(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) →∫

(f(ln(ax))/(xg(ln(ax))))dx = λx(h(ln(ax)), x− ÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîä÷èíåíî(õ4 ôèêñ(0 1 1 3))âèä(õ4 óìíîæåíèå(õ1
õ23)))" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ a ïóòåì óñìîòðåíèÿ â ïîäûíòå-
ãðàëüíîì âûðàæåíèè òåðìà ax. Äàëåå óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23
èçâëå÷åíèå)", "íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿþò èäåíòè-
ôèêàöèþ f(ln(ax)), g(ln(ax)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

ii. Çàìåíà ÷åðåç äëèííûé ëîãàðèôì.
∀afghu(λx(f(x)/g(x), x− ÷èñëî) = λx(h(ln(x+

√
x2 + a)), x− ÷èñëî) &∫

h(x)dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) → ∫
(f(x)/(g(x)

√
x2 + a))dx =

λx(u(ln(x+
√
x2 + a)), x− ÷èñëî))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîä èíòåãðàëîì âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ëîãàðèôì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iii. Çàìåíà ÷åðåç âûñîêèé ëîãàðèôì.
∀afghu(0 < a& λx(f(x)/g(x), x−÷èñëî) = λx(h(ln |(

√
a+x)/(

√
a−x)|), x−

÷èñëî) &
∫
h(x)dx = λx(u(x), x− ÷èñëî) → ∫

(f(x)/(g(x)(a− x2)))dx =
λx(u(ln |(

√
a+ x)/(

√
a− x)|)/(2

√
a), x− ÷èñëî))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(f) Çàìåíà äëÿ ñóììû ôóíêöèé.

∀fghuvw(du(y)/dy − f(y) = 0 & λy(g(y)/h(y), y − ÷èñëî) = λy(v(u(y)), y −
÷èñëî) &

∫
v(y)dy = λy(w(y), y − ÷èñëî) → ∫

((f(y)g(y))/h(y))dy =
λy(w(u(y)), y − ÷èñëî))
Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Ïðè ýòîì f(y) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ñîäåðæàùèì y ìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ, èìåþùèì âèä ñóììû. Óêàçàòåëü
"êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè ïîäûíòåãðàëüíîãî âû-
ðàæåíèÿ òàêæå ñóììû u(y), îòëè÷íîé îò f(y). Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âû-
äåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðîâåðÿåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ u(y)
ðàâíà f(y). Âòîðîé àíòåöåäåíò, èñïîëüçóÿ óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ21 õ24
èçâëå÷åíèå)", èäåíòèôèöèðóåò v(u(y)). Â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðî-
âåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (a) íåâåðíî, ÷òî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
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ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíîâ îò y, (á)
u(y) íå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíà îò y (â) âûðàæåíèå u(y) íå ñî-
äåðæèò ñòåïåíè ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì, îñíîâàíèå êîòîðîé çàâèñèò îò y,
(ã) íå ìåíåå äâóõ ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ u(y) ñîäåðæàò y, (ä) åñëè â u(y)
âñòðå÷àåòñÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü ñîäåðæàùåãî y âûðàæåíèÿ, ïðè÷åì ïîêà-
çàòåëüm åå íå ìåíåå 3, òî â f(y) äîëæíà íàéòèñü íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü òîãî
æå âûðàæåíèÿ, ïîêàçàòåëü êîòîðîé íå ìåíåå m − 1. Ïîñëåäíÿÿ ïðîâåðêà
óñêîðÿåò îòñå÷åíèå è ïðèìåíÿåòñÿ äî ñðàâíèòåëüíî òðóäîåìêîé îáðàáîòêè
ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Àðêòàíãåíñ.
∀fghu(λx(f(x)/g(x), x − ÷èñëî) = λx(h(arctg x), x − ÷èñëî) &

∫
h(x)dx =

λx(u(x), x− ÷èñëî) → ∫
(f(x)/(g(x)(1 + x2)))dx = λx(u(arctg x), x− ÷èñëî))

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîë "àðêòàíãåíñ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfg(¬(a = 0) &

∫
(f((tg x − b)/a)/(cosx)2)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) →∫

f(x)dx = λx(g(arctg(ax+ b))/a, x− ÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä èí-
òåãðàëîì âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ arctg(ax + b), íå äîñòèæèìîãî èç êîðíÿ
ïåðåõîäàìè ÷åðåç îïåðàöèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìî-
äóëü"è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âî âòîðîì
àíòåöåäåíòå óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Àðêñèíóñ.
∀fghu(λx(f(x)/g(x), x − ÷èñëî) = λx(h(arcsinx), x − ÷èñëî) &

∫
h(x)dx =

λx(u(x), x−÷èñëî) →
∫

(f(x)/(g(x)
√

1− x2))dx = λx(u(arcsinx), x−÷èñëî))
Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîë "àðêñèíóñ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Ëèíåéíàÿ çàìåíà.
∀abcfgh(¬(a = 0) &

∫
((x − b)cf((x − b)/a)/g((x − b)/a))dx = λx(h(x), x −

÷èñëî) → ∫
(xcf(x)/g(x))dx = λx(h(ax+ b)/ac+1, x− ÷èñëî))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò íà÷àëî ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèå-
ìà ñ óñìîòðåíèÿ ïîä èíòåãðàëîì âõîæäåíèÿ v âûðàæåíèÿ ax+ b, ãäå x íå
âñòðå÷àåòñÿ â a, b è b íå åñòü 0. Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 6. Ëèáî âõîæäåíèå v íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì (äîñòèæèìûì èç êîðíÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïåðåõîäàìè
÷åðåç îïåðàöèè "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü"è ÷åðåç
îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé), ëèáî êàæäîå âõîæäåíèå x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì. Êðîìå òîãî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç
äâóõ óñëîâèé: (a) âõîæäåíèå v íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, è êàæäîå íå
àëãåáðàè÷åñêîå âõîæäåíèå x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå - òîëüêî âíóò-
ðè äâó÷ëåíîâ, ðàâíûõ ax+b; (á) âõîæäåíèå v ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè,
íå èìåþùåé ñâîèì ïîêàçàòåëåì íàòóðàëüíóþ êîíñòàíòó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ
c, ïðè÷åì ýòî âõîæäåíèå íå ðàçìåùåíî âíóòðè ëîãàðèôìà ëèáî îáðàòíîé
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òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âòîðîãî àíòå-
öåäåíòà óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abfg(¬(a = 0) &

∫
g(x − b/(2a))dx = λx(f(x), x − ÷èñëî) → ∫

g(x)dx =
λx(f(x+ b/(2a)), x− ÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" óñìàòðèâàåò, ÷òî g(x) èìååò âèä äðîáè, ÷èñëè-
òåëü êîòîðîé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ìíîãî÷ëåíó îò x, à çíàìåíàòåëåì
ñëóæèò âûðàæåíèå âèäà (ax2 + bx + c)n/2, áûòü ìîæåò, äîìíîæåííîå íà
êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí px2 +qx+r, ãäå (a, b) ïðîïîðöèîíàëüíî (p, q). Öåëüþ
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèå ëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ â óêàçàí-
íûõ òðåõ÷ëåíàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀afg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x−÷èñëî) & ¬(a = 0) →

∫
f(ax)dx = λx(g(ax)/a, x−

÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ax. Çäåñü a - íåêîòîðîå âûðàæåíèå,
íå ñîäåðæàùåå x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ïðîèçâåäåíèÿ, äåëÿ-
ùåãîñÿ íà a. Çàìåíà ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå, îòáðîñèâ ìíîæèòåëü a ïðè x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀afg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) →

∫
f(ax)dx = λx((f(0)x ïðè a =

0, èíà÷å g(ax)/a), x− ÷èñëî))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåî÷åâèäíî óñëîâèå ¬(a =
0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.
∀afg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x−÷èñëî) →

∫
f(a+x)dx = λx(g(a+x), x−÷èñëî))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè ñóììû x + a, ãäå a íå ñîäåðæèò x. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàñ-
ïîëîæåíî âíóòðè òàêîé ñóììû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀afg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x−÷èñëî) → ∫

f(x/a)dx = λx(ag(x/a), x−÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè äðîáè x/a, ãäå a íå ñîäåðæèò x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå - ÷èñëè-
òåëü äðîáè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé äåëèòñÿ íà a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
∀afg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) → ∫

f(−x)dx = λx(−g(−x), x− ÷èñëî))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîä èí-
òåãðàëîì òåðìà −x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåä êàæäûì âõîæäåíèåì ïåðåìåí-
íîé x â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåí ìèíóñ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀afg(h(x) = f(ax) &

∫
h(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) → ∫

f(x)dx =
λx(ag(x/a), x− ÷èñëî))
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè äðîáè px/ac, ãäå a - ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò x.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé a â ðåçóëüòàò h(x) ëèáî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-
íûì ñîìíîæèòåëåì ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ (ò.å. äîñòèæèìî èç êîðíÿ ÷åðåç
îïåðàöèè "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòå-
ïåíåé), ëèáî ðàñïîëîæåíî òîëüêî ïîä îïåðàöèÿìè "ïëþñ", "óìíîæåíèå",
"äðîáü", "ìèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Ìîäóëü.
∀fg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) → ∫

f(|x|)dx = λx(sgxg(|x|), x− ÷èñëî))
Âûðàæåíèå f(|x|) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óêàçàòåëåì "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èç-
âëå÷åíèå)". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ïîä èíòåãðàëîì ìîäóëÿ
ñîäåðæàùåãî x âûðàæåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
∀fghn(n− rational & ¬(÷èñëèòåëü(n)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(n)− even) &∫

(f(x)/(xng(x)))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫
(f(|x|)/(xng(|x|)))dx =

λx(h(|x|), x− ÷èñëî))
∀fghn(n− rational & ¬(÷èñëèòåëü(n)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(n)− even) &∫

(xnf(x)/g(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫
(xnf(|x|)/g(|x|))dx =

λx(h(|x|), x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.
∀fghuv(

∫
(g(x)/u(x))dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) &

∫
(df(x)/dx)h(x)dx = λx(v(x), x−

÷èñëî) → ∫
(f(x)g(x)/u(x))dx = λx(f(x)h(x)− v(x), x− ÷èñëî))

Â êà÷åñòâå f(x) áåðåòñÿ ñîìíîæèòåëü ÷èñëèòåëÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ. Çíàìåíàòåëü è îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå ÷èñëèòåëÿ ìîãóò âûðîæäàòüñÿ
â åäèíèöó. Îñíîâàíèåì ñòåïåíè âûðàæåíèÿ f(x) (ïîêàçàòåëü åå äîëæåí áûòü
íàòóðàëüíûì è ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â åäèíèöó) äîëæåí ñëóæèòü ëîãàðèôì,
àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ, àðêòàíãåíñ, àðêêîòàíãåíñ ëèáî x. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
g(x) íå äîëæíî èìåòü ñâîèì ñîìíîæèòåëåì íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ëîãàðèôìà,
àðêñèíóñà, àðêêîñèíóñà, àðêòàíãåíñà ëèáî àðêêîòàíãåíñà. Ïåðå÷èñëåííûå îïå-
ðàöèè âûäåëåíû çäåñü èç-çà òîãî, ÷òî èõ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ïåðåé-
òè ê "÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì" îïåðàöèÿì. Åñëè f(x) èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì
îäíó èç óêàçàííûõ îïåðàöèé, ïðè÷åì ëèáî â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå
âõîäèò ëîãàðèôì, ëèáî â f(x) íå âõîäèò ñèìâîë îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè, òî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî h(x) íå ñîäåðæèò ëîãàðèôìà è
àðêòàíãåíñà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ñîçäà-
íà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Çäåñü ïåðå÷èñëåííûå
âûøå îãðàíè÷åíèÿ íà âûðàæåíèå f(x) îòáðàñûâàþòñÿ, îäíàêî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ñóùåòñâîâàëî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â f(x), ðàñïîëîæåííîå âíóòðè ëîãàðèôìà,
îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè ëèáî â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ îòñóòñòâèå â f(x) ñèìâîëà "èíòåãðàë".
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17. Óñëîâíîå âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì.
∀abcfgpq(

∫
(b(x)f(x)/c(x))dx = λx(p(x), x− ÷èñëî) &

∫
(b(x)g(x)/c(x))dx =

λx(q(x), x− ÷èñëî) → ∫
((f(x)ïðè a, èíà÷å g(x))b(x)/c(x))dx = λx((p(x) ïðè a,

èíà÷å q(x)), x− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî êîììåíòàðèþ "íîðìèëè".
Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì çàìåíå ïåðåìåííîé ïðè èíòåãðèðîâàíèè
äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà, èìåëñÿ ïðèåì, ââîäÿùèé êîììåíòàðèé (íîðìèëè
èëè(A B)) äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî âûïîëíåíèþ óñëîâèé A è B. Íà äîñòàòî÷íî
âûñîêîì óðîâíå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ó÷èòûâàþùèé íàëè÷èå ýòîãî êîììåíòàðèÿ
è ðåàëèçóþùèé îïðåäåëÿåìûé èì ðàçáîð ñëó÷àåâ:
∀afghi(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) & i = λx(f(x), x − ÷èñëî) &

∫
i(x)dx =

λx(h(x), x− ÷èñëî) → ∫
f(x)dx = λx((g(x) ïðè a, mbox h(x)), x− ÷èñëî))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(êîììåíòàðèé(íîðìèëè õ3)âèä(õ3 èëè(õ1 õ2)))" îïðåäåëÿ-
åò íà÷àëî ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè êîììåíòàðèÿ (íîðìèëè
èëè(a b)). Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ïåðâîãî èíòåãðàëà íîðìàëèçàòîðó "íîðìÈíòåãðàë" ïåðåäàåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ ïîñûëêà a, ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî - ïîñûëêà b. Âñïîìîãàòåëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ i, äóáëèðóþùàÿ ïåðåìåííóþ f , ââåäåíà èç ÷èñòî òåõíè÷åñêèõ ñî-
îáðàæåíèé: íóæíî áûëî êàê-òî àäðåñîâàòü îäíè íîðìàëèçàòîðû ïåðâîìó èíòå-
ãðàëó, à äðóãèå - âòîðîìó. Äëÿ èäåíòè÷íûõ èíòåãðàëîâ ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

19. Èíòåãðèðîâàíèå ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä. Äëÿ ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ñëóæèò
íîðìàëèçàòîð "èíòåãðÿä", êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ äàëåå. Îáðàùåíèå ê íåìó îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀fg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) → ∫

f(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", è åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "èíòåãðÿä". Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé äàííûé ïðèåì ïîêà áëîêèðóåòñÿ. Áëîêèðóåòñÿ îí òàêæå íà íåêîòîðûõ
ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ èíòåãðèðîâàíèÿ, âûïîëíÿåìûõ îïèñàííûìè âûøå ïðè-
åìàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

1.4.2 Âñïîìîãàòåëüíûå íîðìàëèçàòîðû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ôîð-

ìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè

Íîðìàëèçàòîð óïðîùåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé "ñòàíäèíòåãðàë"

Â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ âîçíèêàåò ìíîæåñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòî-
ðûå íóæíî ñâîåâðåìåííî óïðîùàòü, èíà÷å ïîÿâëÿþòñÿ ÷ðåçìåðíî ãðîìîçäêèå çàïèñè.
Îáû÷íî ýòè ðåçóëüòàòû ðàñïîëîæåíû â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà äëÿ âû÷èñëÿåìîãî
èíòåãðàëà, ãäå îáúåäèíÿþòñÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðàëîâ ëèáî
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ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäñòàíîâêà â òàêîå çíà÷åíèå. Ïðîìåæóòî÷íûå óïðîùåíèÿ ïðèõî-
äèòñÿ äåëàòü äîñòàòî÷íî ÷àñòî, è ïðèìåíåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðà-
çîâàíèå ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó âìåñòî íèõ
èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé íîðìàëèçàòîð "ñòàíäèíòåãðàë". Â íåãî âîøëè êàê äóáëè-
êàòû íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ïðèåìîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, òàê è ïðèåìû, îðèåí-
òèðîâàííûå íà ñïåöèôè÷åñêèå ïîäâûðàæåíèÿ, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè.
Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), óêàçûâà-
þùèé ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà, ïðèâîäÿ â
î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ ëèøü íàçâàíèå ïðèåìà:

1. Ñòàíäàðòèçàöèÿ ñóìì.
(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.
(b) Ñëîæåíèå ñ íóëåì.
(c) Ñëîæåíèå äåñÿòè÷íûõ êîíñòàíò.
(d) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

∀abc(ab+ ac = (b+ c)a)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû òðè âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
2 è ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè a íå êîíñòàíòà, à b, c - êîíñòàíòû. Âòîðàÿ âåðñèÿ
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3 è ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ
âõîäèò â a è íå âõîäèò â b, c. Íàêîíåö, òðåòüÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè a
èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì, àðêòàíãåíñ ëèáî
ëîãàðèôì, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, à b, c íå èìåþò òàêèõ
ìíîæèòåëåé. Îíà òîæå ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3.

(e) Îòáðàñûâàíèå êîíñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ êîðíåâîé ñóììû.
∀ab(a+ b = a)

Çäåñü b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ, íå
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà äîëæíà
ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî ïîä îïåðàöèÿìè "ïëþñ", "ìèíóñ". Ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ êîììåíòàðèåì "âñïîìïðåîáðàçîâàíèå", îçíà÷àþùèì, ÷òî äàííîå îá-
ðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäèíòåãðàë" - ðåêóðñèâíîå è èìåëî ìåñòî
èç íåãî ñàìîãî äëÿ óïðîùåíèÿ íåêîòîðîãî ïîäòåðìà.
∀abc((a+ b)/c = a/c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íå âõîäèò â c. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

2. Ñòàíäàðòèçàöèÿ ñòåïåíåé.
(a) Ïîâòîðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

∀abc((a
b)c = abc)

Åñëè b - äðîáü ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì, à c - äðîáü ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì,
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
∀abc(b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & c − rational & çíàìåíàòåëü(c) −
even→ |a|bc)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
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(b) Ìèíóñ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.
∀ab(a

−b = 1/ab)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(c) Óïðîùåíèå ñóììû äðîáåé ïîä ðàäèêàëîì ïðè ïîìîùè ðåêóðñèâíîãî îáðà-

ùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäèíòåãðàë".
∀abcde(c = e(a/b)2 + d→

√
e(a/b)2 + d =

√
c)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäèíòåãðàë", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèé "âñïîìïðåîáðàçîâàíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ñëîæåíèå äðîáåé ïîä ðàäèêàëîì.
∀abcd(

√
a/d2 + b/d+ c =

√
cd2 + bd+ a/|d|)

Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ñòåïåíü äðîáè.
∀ab((a/

√
b)2 = a2/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(a− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) → (b/c)a = ba/ca)

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b→ (a/b)c = ac/bc)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.
(f) Ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ.

∀abc(a− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) → (bc)a = baca)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
3. Ñòàíäàðòèçàöèÿ ëîãàðèôìîâ.

(a) Ðàçíîñòü ëèáî ñóììà ëîãàðèôìîâ.
∀abcdef (f ln |a/b+ c| − f ln |e/b+ d| = f ln |(a+ bc)/(e+ db)|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(a ln |b| − a ln |c| = a ln |b/c|)
∀abc(a ln |b| − a ln c = a ln |b/c|)
∀abc(a ln b− a ln |c| = a ln |b/c|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcmn(m ln |a/bn/m + c|+ n ln |b| = m ln |a+ cbn/m|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Ôàêòîðèçàöèÿ ñóììû ïîä ëîãàðèôìîì.
∀ab(b = a→ a = b)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè ëîãà-
ðèôìà. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàùàåòñÿ ê
íîðìàëèçàòîðó "ôàêòîðèçàöèÿ", ñíàáæåííîìó êîììåíòàðèåì "ñòàíäèíòå-
ãðàë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b, ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðàñûâàíèÿ ìèíóñà,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåì-
êîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(c) Êîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü ïîä ëîãàðèôìîì.
∀abc(ln |ab/c| = ln |b/c|)
∀abc(ln |b/ac| = ln |b/c|)
∀abc(ln(ab/c) = ln |b/c|)
∀abc(ln(b/ac) = ln |b/c|)
∀abc(0 < a→ ln(ab/c) = ln(b/c))

Ïðèåìû ñîâìåùàþò âûíåñåíèå èç-ïîä ëîãàðèôìà êîíñòàíòíîãî ìíîæèòå-
ëÿ è îòáðàñûâàíèå êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî ïåðâîîáðàçíîé. Ïåðåìåííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ íå âõîäèò â a. Âíåøíèå îïåðàöèè, ïîä êîòîðûìè ìîæåò
ðàçìåùàòüñÿ òåêóùåå âõîæäåíèå ëîãàðèôìà, - òîëüêî "ïëþñ", "ìèíóñ",
"óìíîæåíèå", "äðîáü". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëîãàðèôì äîëæåí íàõîäèòüñÿ
â ÷èñëèòåëå äðîáè. Â ñëó÷àå îïåðàöèé "óìíîæåíèå", "äðîáü" îñòàëüíûå
îïåðàíäû íå äîëæíû ñîäåðæàòü ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "âñïîìïðåîáðàçîâàíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

(d) Ëîãàðèôì ÷àñòíîãî.
ln(1/a) = − ln a

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(ln |(c

√
a2 + b+ ca)/(c

√
a2 + b− ca)| = 2 ln |

√
a2 + b+ a|)

∀abc(ln |(c
√
a2 + b− ca)/(c

√
a2 + b+ ca)| = 2 ln |

√
a2 + b− a|)

Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Â îñòàëüíîì îãðà-
íè÷åíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ïóíêòó. Âíåøíèå îïåðàöèè, ïîä êîòî-
ðûìè ìîæåò ðàçìåùàòüñÿ òåêóùåå âõîæäåíèå ëîãàðèôìà, - òîëüêî "ïëþñ",
"ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëîãàðèôì äîëæåí
íàõîäèòüñÿ â ÷èñëèòåëå äðîáè. Â ñëó÷àå îïåðàöèé "óìíîæåíèå", "äðîáü"
îñòàëüíûå îïåðàíäû íå äîëæíû ñîäåðæàòü ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "âñïîìïðåîáðàçîâàíèå". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ëîãàðèôì ñòåïåíè.
∀ab(ln(ab) = b ln |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Ïåðåõîä ê ðàçíîñòè ëèáî ñóììå êóáîâ ïîä ëîãàðèôìîì.
∀ab(ln(a2 + ab+ b2) = ln |a3 − b3| − ln |a− b|)
∀ab(ln(a2 − ab+ b2) = ln |a3 + b3| − ln |a+ b|)
Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå óæå ñîäåðæèò: â ïåðâîì ñëó÷àå - ln |a − b|, à
âî âòîðîì - ln |a + b|. Ïðè ýòîì ëèáî a, ëèáî b èìååò ñâîèì îáîáùåííûì
ìíîæèòåëåì ñòåïåíü, ïîêàçàòåëü êîòîðîé åñòü äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì 3.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Äëÿ ñëó÷àÿ äðîáíîãî a ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà:
∀abc(ln(a2/b2 − ac/b+ c2) = ln |a3/b3 + c3| − ln |a/b+ c|)
∀abc(ln(a2/b2 + ac/b+ c2) = ln |a3/b3 − c3| − ln |a/b− c|)
Çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ñîäåðæàëî, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ln |a/b+ c|, ln |a/b− c|. Îñòàëüíîå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Ñòàíäàðòèçàöèÿ äðîáåé.
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(a) Äåëåíèå äðîáè.
∀abc((a/b)/c = a/(bc))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(b) Ñëîæåíèå äðîáåé.

∀abcdefgh(g = bf + de & h = df → ab/(cd) + ae/(cf) = ag/(ch))

Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ b, d, e, f è âõîäèò â
a ëèáî â c. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòôèêàòîð". Ïåðâûé
èç íèõ ïûòàåòñÿ ðàçëîæèòü g íà ìíîæèòåëè ïðè ïîìîùè íîðìàëèçàòîðà
"âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(ab+ bc/d = (ad+ c)b/d)

Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íå âõîäèò â a, c, d íî âõîäèò â b. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefgh((ab/c+ d)/e+ (bf + h)/g = ab/(ce) + d/e+ bf/g + h/g)

Âûðàæåíèÿ a, c, e, f, g êîíñòàíòíûå, âûðàæåíèå b íå êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(a/c+ b/c = (a+ b)/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdef (a/(d(b+ c)f ) + e/(d(b− c)f ) = (a(b− c)f + e(b+ c)f )/(d(b2 − c2)f ))

Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 4.
Â ÷èñëèòåëå ðåçóëüòèðóþùåé äðîáè ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcde(e = a/b+ c/(bd) → a/b+ c/(bd) = e)

Âûðàæåíèå b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, íåêîòîðûé ñîìíîæèòåëü ñëàãà-
åìîãî êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé êîðåíü èç ñóììû. Àíòå-
öåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàùàåòñÿ ê íîðìà-
ëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò e îêàçàëñÿ êîðî÷å
èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ñîêðàùåíèå äðîáåé.
∀abcde(ab

d/(ebc) = abd−c/e)

∀abc(ab/(ac) = b/c)

∀abcdef (e(a− b)c/(f(b− a)d) = e(a− b)c−d(−1)d/f)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1. Íàïîìíèì, ÷òî âî âòîðîì ïðèåìå
êîìïèëÿòîð èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíóþ ïðîöåäóðó "àëãåáðïåðåñå÷åíèå" äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ a, êîòîðûé ìîæåò îêàçàòüñÿ è íåÿâíûì.

(d) Ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.
∀abcde(e = a+ b→ (a+ b)d/c = de/c)

Ïðè èäåíòèôèêàöèè äîïóñêàåòñÿ ïåðåâîðà÷èâàíèå äðîáè. Àíòåöåäåíò îá-
ðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ôàêòîðèçàöèÿ". Ðåçóëüòàò e ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîèçâåäåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ñëîæåíèå äðîáåé â çíàìåíàòåëå ëèáî ÷èñëèòåëå.
∀abcdef (e/(c(a/b+ d)f ) = ebf/(c(a+ bd)f ))

∀abcde((a/b+ d)e/c = ae/bc+ de/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(f) Ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ â äðîáÿõ.
∀abcdefg(a(bg + d)/c+ eg/f = g(abf + ce)/cf + ad/c)

Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íå âõîäèò â c, f . Âûðàæåíèå g èìååò ñîäåð-
æàùèé ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ñîìíîæèòåëü, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì, ëèáî àðêòàíãåíñ, ëèáî ëîãàðèôì. Ïðè
ýòîì âûðàæåíèå a íå äîëæíî èìåòü òàêîãî ñîìíîæèòåëÿ. Âûðàæåíèå d íå
ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ g. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ èç ìíîæèòåëÿ çíàìåíàòåëÿ ïó-
òåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî ìíîæèòåëÿ ê âèäó ðàçíîñòè êóáîâ.
∀abcde(e = a3 − b3 → c/(d(a2 + b(a+ b))) = c(a− b)/(de))

Âûðàæåíèÿ a, b ñóòü êóáè÷åñêèå ðàäèêàëû, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, è ðå-
çóëüòàò e íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

5. Ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèé.
(a) Âëîæåííûå óìíîæåíèÿ.
(b) Óìíîæåíèå íà åäèíèöó.
(c) Óìíîæåíèå íà äðîáü.

∀abc(a(b/c) = (ab)/c)

(d) Ïåðåìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îáùèì îñíîâàíèåì.
∀abc(a

bac = ab+c)

Áëîêèðóåòñÿ óìíîæåíèå íàòóðàëüíîé êîíñòàíòû íà åå æå äðîáíóþ ñòå-
ïåíü.

(e) Âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà èç ñîìíîæèòåëåé.
(f) Ïðîèçâåäåíèå ñóììû íà ðàçíîñòü.

∀abc((a− b)c(a+ b)c = (a2 − b2)c)

Â îñíîâàíèè ðåçóëüòèðóþùåé ñòåïåíè âûïîëíÿåòñÿ ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abcd(a(b+ c/(ad)) = ab+ c/d)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdef (f = a(b+ c)e + d→ a(b+ c)e + d = f)

Âûðàæåíèå d íå òîæäåñòâåííûé íóëü. Ëèáî a, ëèáî e îòëè÷íî îò åäèíè-
öû. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè e - 1,2 ëèáî 3. Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ âõîäèò â b + c. Âûðàæåíèå a íå èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì äðîáíóþ
ñòåïåíü, àðêòàíãåíñ ëèáî ëîãàðèôì, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàùàåòñÿ ê
íîðìàëèçàòîðó ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(h) Âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä êîðåíü.
∀abc(a

c
√
b/a = ac−1

√
ab · sg(a))

Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé.
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6. Ñèãíóì.
∀ab(sg(a

√
b) = sg(a))

∀ab(sg(a/b) = sg(ab))
∀abcd(sg(a)((bsg(a))/d+ c) = b/d+ csg(a))
∀a((sg(a))2 = 1)

∀ab(a− rational & ÷èñëèòåëü(a)− even→ (sg(b))a = 1)

∀ab(a− rational & ÷èñëèòåëü(a)− even→ sg(ba) = 1)

∀a(0 ≤ a→ sg(a) = 1)

∀a(a ≤ 0 → sg(a) = −1)

∀a(asg(a) = |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
Ñëåäóþùèé ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ñëîæèòü äðîáè â âûðàæåíèè ïîä
ñèãíóìîì:
∀ab(b = a→ sg(a) = sg(b))
Âíòóðè a äîëæíà íàõîäèòüñÿ ñóììà ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì, ïðè÷åì ýòà ñóììà
äîëæíû áûòü äîñòèæèìà èç êîðíÿ a ïåðåõîäàìè òîëüêî ÷åðåç îïåðàöèè "ïëþñ",
"ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Àíòå-
öåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

7. Ìîäóëü.
∀a(| − a| = |a|)
∀a(|a|sg(a) = a)

∀abc(ba
d/(c|a|) = bad−1sg(a)/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(ln |a| = ln a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå óæå ñîäåðæèò ln a ëèáî ðà-
äèêàë ÷åòíîé ñòåïåíè îò a. Ïî óìîë÷àíèþ, ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå óñëîâíûõ
âûðàæåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcde(((bc)

2 − ad2)/(b2) = e→ ln |
√
ad/|b|+ c|sg(b) = ln |(d

√
a+ bc)/b|)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå e íå ñî-
äåðæèò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìåíÿåìîå è çàìåíÿþùåå âûðàæåíèÿ ïðè
b < 0 ðàçëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó ln |e|, à ïðè 0 < b ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,
ïðèåì ìîæåò ñìåñòèòü ðåçóëüòàò íà êîíñòàíòó. ×òîáû ýòî ïðèâåëî ê èçìåíåíèþ
íà êîíñòàíòó âñåé ïåðâîîáðàçíîé, îãðàíè÷èâàþòñÿ íàäîïåðàöèè: äîïóñêàþòñÿ
òîëüêî "ïëþñ", "ìèíóñ", "äðîáü", "óìíîæåíèå", ïðè÷åì â ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ
äîïîëíèòåëüíûå îïåðàíäû íå äîëæíû ñîäåðæàòü ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcde(((bc)

2 − ad2)/(b2) = e→ ln(
√
ad/|b|+ c)sg(b) = ln |(d

√
a+ bc)/b|)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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∀a(0 ≤ a→ |a| = a)

∀abc(|(b− a)/c| = |(a− b)/c|)
Ïîñëåäíèé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âñå ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ b èìåþò çíàê
"ìèíóñ". Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò ïðîñòî îòáðàñûâàíèå âñåõ ìèíóñîâ ïå-
ðåä ñëàãàåìûìè ÷èñëèòåëÿ. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà
ê çíàìåíàòåëþ âìåñòî ÷èñëèòåëÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ ïðèå-
ìîâ ðàâíû 3.

8. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
(a) Àðêòàíãåíñ.

∀a(arctg tg a = a)

Òàê êàê ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ñìåùåí íà êîíñòàíòó, äîáàâëÿþòñÿ ñòàí-
äàðòíûå ôèëüòðû, îáåñïå÷èâàþùèå ñìåùåíèå íà êîíñòàíòó âñåé ïåðâîîá-
ðàçíîé.
∀abc(arctg(a/(|b|c)) = sg(b) arctg(a/(bc)))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ïðèåìîâ ðàâíû 1.
∀ab(arctg(a

√
b) = −sg(arcsin((1− a2b)/(1 + a2b))/2))

Âûðàæåíèå b íåêîíñòàíòíîå. Òàê êàê ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ñìåùåí íà
êîíñòàíòó, äîáàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôèëüòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïåðåõîä ê ëîãàðèôìó ìîäóëÿ òàíãåíñà.
∀a(ln((1− cos a)/(1 + cos a)) = 2 ln | tg(a/2)|)
∀a(ln((1 + cos a)/(1− cos a)) = −2 ln | tg(a/2)|)
∀a(ln((1 + sin a)/(1− sin a)) = 2 ln | tg(a/2 + π/4)|)
∀a(ln((1− sin a)/(1 + sin a)) = −2 ln | tg(a/2 + π/4)|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ñèíóñ àðêòàíãåíñà.
∀a(sin arctg a = a/

√
a2 + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ñëåäóþùåãî ïðèåìîâ ðàâåí 1.
(d) Êîñèíóñ àðêòàíãåíñà.

∀a(cos arctg a = 1/
√
a2 + 1)

(e) Òàíãåíñ.
∀abcd(c/((tg a)

bd) = c(ctg a)b/d)

∀abc((a tg b− a)/(c tg b+ c) = a tg(b− π/4)/c)

∀abc((a tg b+ a)/(c tg b− c) = a tg(b+ π/4)/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
∀ab(a+ a(tg b)2 = a/(cos b)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(f) Ðàçíîñòü òàíãåíñà è êîòàíãåíñà.

∀abc(a tg b− a ctg b = −2a ctg(2b))

(g) Ñóììà ëîãàðèôìîâ êîñèíóñà è òàíãåíñà.
∀ab(2a ln | cos b|+ a ln tg b = a ln(sin(2b)/2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 190

9. Ìèíóñ.
∀a(−− a = a)

∀ab((−a)/b = −(a/b))

∀ab(−a− b = −(a+ b))

Ïîñëåäíèé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ñóììå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ó êî-
òîðîé êàæäîå ñëàãàåìîå èìååò çíàê "ìèíóñ". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

10. Óñëîâíûå âûðàæåíèÿ.
∀abcdP (a(b ïðè P, èíà÷å c)+d(e ïðè P, èíà÷å f) = (ab+de ïðè P, èíà÷å ac+df))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð "óïðîùèíòåãðàë"

Â òî âðåìÿ êàê ïðåäûäóùèé íîðìàëèçàòîð îáðàáàòûâàë ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâà-
íèÿ, äàííûé íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé ïðîñòåéøåé îáðàáîò-
êè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îáû÷íî îí ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ñâåäåíèè îäíîãî èí-
òåãðàëà ê äðóãîìó. Íîðìàëèçàòîð íåâåëèê, è â îïèñàíèÿõ ïðåäøåñòâóþùèõ ïðèåìîâ
îáðàùåíèÿ ê íåìó äàæå íå áûëè óïîìÿíóòû. Ïðèåìû åãî, â îñíîâíîì, ñâÿçàíû ñ
ðàçëè÷íûìè ðåäêî âñòðå÷àþùèìèñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè.

1. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Ïîä êîýôôèöèåíòàìè çäåñü ïîíèìàþòñÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ âñåõ ñîìíîæèòåëåé, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Ïåðåõîä ê ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ïîä ðàäèêàëîì.
∀ab(

√
(a− b)(a+ b) =

√
a2 − b2)

Ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âõîäèò â îäíî èç âûðàæåíèé a, b è íå âõîäèò â
äðóãîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè.
∀abcd(bd/(

√
a2 − b2c)− ad/(

√
a2 − b2c) = d(b− a)/(

√
(a− b)(a+ b)c))

∀abcd(ad/(
√
a2 − b2c)− bd/(

√
a2 − b2c) = d(a− b)/(

√
(a− b)(a+ b)c))

∀abcd(ad/(
√
a2 − b2c) + bd/(

√
a2 − b2c) = d(a− b)/(

√
(a+ b)(a+ b)c))

∀abcdep(p = c+
√

(a+ b)d→ ae/p+ be/p = (a+ b)e/p)

Â ïîñëåäíåì ïðèåìå àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïðèåìîâ ðàâíû 2.

4. Ïåðåìíîæåíèå ðàäèêàëîâ ñ âûíåñåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà.
∀abc(c

√
a/c

√
b/c = sg(c)√ab)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Íîðìàëèçàòîð "èíòåãðÿä" âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ïóòåì ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ

Íîðìàëèçàòîð ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ âûðàæåíèå ∫
f(x)dx è ïðåäïðè-

íèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä èëè õîòÿ
áû ðàçëîæèòü â ðÿä ÷àñòü åãî ñëàãàåìûõ. Çàòåì ïðîèñõîäèò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-
íèå ðÿäà è èíòåãðèðîâàíèå îñòàòî÷íîãî âûðàæåíèÿ.

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ðÿäòåéëîðà".
∀abfghkmn(f(x) = g(x) +

∑∞
i=n(a(i)xki+m/b(i)) &

∫
g(x)dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) &

¬(∃i(i − öåëîå & n ≤ i & ki + m = −1)) & îäç(f(x)) →
∫
f(x)dx = λx(h(x) +∑∞

i=n(a(i)xki+m+1/(b(i)(ki+m+ 1))), x− ÷èñëî))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàùàåòñÿ ê
íîðìàëèçàòîðó "ðÿäòåéëîðà", ïåðåäàâàÿ åìó êîììåíòàðèé "èíòåãðÿä". Äàí-
íûé êîììåíòàðèé ðàçðåøàåò âûäà÷ó ðåçóëüòàòà, åñëè ðàçëîæèòü â ðÿä óäàëîñü
ëèøü ÷àñòü ñëàãàåìûõ. Òàêèì îáðàçîì ïîÿâëÿåòñÿ "îñòàòî÷íîå" âûðàæåíèå
g(x). Âòîðîé àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî îñòàòî÷íîãî âûðà-
æåíèÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Îí óáåæäàåòñÿ â îòñóòñòâèè ÷ëåíîâ ðÿäà, ó êîòîðûõ ñòåïåíü ïðè x
ðàâíà ìèíóñ åäèíèöå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò òîæå îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà
äîêàçàòåëüñòâî. Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî â ìàëîé ïîëîæèòåëüíîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà. Ñîáñòâåííî, ñ ïðîâåðêè ýòîãî àíòåöåäåíòà (ââåäåí
ëèìèò åå òðóäîåìêîñòè) è íà÷èíàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðÿä èìååò ìèíóñ ïåðâóþ ñòåïåíü ïåðåìåííîé,
ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀abfghkmn(f(x) = g(x) +

∑∞
i=n(a(i)xki+m/b(i)) &

∫
g(x)dx = λx(h(x), x− ÷èñëî) &

(ki+m = −1 & i−öåëîå & n ≤ i) = (i = p) & îäç(f(x)) →
∫
f(x)dx = λx(h(x)+

a(p) ln |x|/b(p)+
∑p−1

i=n(a(i)xki+m+1/(b(i)(ki+m+1)))+
∑∞

i=p+1(a(i)x
ki+m+1/(b(i)(ki+

m+ 1))), x− ÷èñëî))
Çäåñü òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì ëåâàÿ
åãî ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî i ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Îñòàëüíûå äåéñòâèÿ - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

2. Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ íà îáðàòíóþ.
∀fg(îäç(f(x)) &

∫
(f(1/y)/y2)dy = λy(g(y), y−÷èñëî) →

∫
f(x)dx = λx(−g(1/x), x−

÷èñëî))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè
ïëþñ-áåñêîíå÷íîñòè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "èíòå-
ãðÿä" ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îáðàáîòêà ñóììû.
∀afgpq(

∫
(f(x)/h(x))dx = λx(p(x), x − ÷èñëî) &

∫
(g(x)/h(x))dx = λx(q(x), x −

÷èñëî) → ∫
((f(x) + g(x))/h(x))dx = λx(p(x) + q(x), x− ÷èñëî))

Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âûäåëèòü ñëàãàåìîå f(x), äëÿ êîòîðîãî ïåð-
âûé àíòåöåäåíò ñóìååò âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà
"íîðìÈíòåãðàë". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "èíòåãðÿä".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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1.4.3 Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ èí-

òåãðàëîâ

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "íîðìÈíòåãðàë" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñëóæèò ñëå-
äóþùèé ïðèåì:
∀ab(a =

∫
b→

∫
b = a)

Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òåðì b äîëæåí
èìåòü çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a îòëè÷åí îò b. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

1.4.4 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "çíà÷åíèåèíòåãðàëà"

Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïî åãî ïåðâîîáðàçíîé ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ: èç íåå óäàëÿþòñÿ îñîáûå òî÷-
êè ïåðâîîáðàçíîé, è äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðîìåæóòêîâ
(áûòü ìîæåò, ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâíûõ âûðàæåíèé) ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çà-
äà÷à íà îïèñàíèå. Çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåçàòîð "çíà÷åíèåèíòåãðàëà", îáðàáàòû-
âàþùèé êàæäûé ïðîìåæóòîê ïî îòäåëüíîñòè è âûïîëíÿþùèé íåîáõîäèìûé ðàçáîð
ñëó÷àåâ. Íàõîæäåíèå ïåðâîîáðàçíîé, îáðàáîòêà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è îáðàùå-
íèå ê ñèíòåçàòîðó âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:

∀abcfgp(p = setx(x ∈ [a, b] & îäç(g(x))) &
∫
f(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) &

çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(g(x), x− ÷èñëî), p, c) → ∫ b

a
f(x)dx = c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà îïè-
ñàíèå. Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîëà "èíòåãðàë", ò.å.
ñíà÷àëà áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè íåãî.
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Ïåðâûé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â åãî ïðàâîé ÷àñòè
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ðàçðåøàþùåé åå îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíîé x. Çàòåì ñàì îïèñàòåëü "êëàññ" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìêëàññ", "íîðìâàðèàíò". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê ñèíòå-
çàòîðó "çíà÷åíèåèíòåãðàëà".

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ â ðÿäå îñîáûõ ñëó÷àåâ: ïðè ïîïûòêàõ áûñòðîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷, ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè âû÷èñëåíèé, è ò.ï. Çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ ñëó÷àåâ,
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî a ≤ b. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîä
èíòåãðàëîì êîìïëåêñíîçíà÷íûõ îïåðàöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð "çíà÷åíèåèíòåãðàëà"

1. Èíòåãðàë íà ïðîìåæóòêå.
Äëÿ çàìêíóòîãî ïðîìåæóòêà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äàåò ñëåäóþùèé ïðè-
åì:
∀abfyz(a = f(y) & b = f(z) → çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(f(x), x−÷èñëî), [y, z], b−a))
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáà-
òûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðàçíîñòü b− a òîæå
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îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâíè îáðàùå-
íèÿ ê ïåðâûì äâóì çàäà÷àì ðàâíû 6, ê ïîñëåäíåé - 9. Åñëè ïðè îáðàáîòêå àí-
òåöåäåíòîâ óñìàòðèâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïîñûëîê, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè êîíöû ïðîìåæóòêà (îáà ëèáî îäèí) îò-
áðîøåíû, òî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ îäíîñòîðîííèå
ïðåäåëû:
∀abcdefgx(c = limx→a+0 f(x) & d = limx→b−0 f(x) & (c − ÷èñëî ∨ c = ∞ ∨ c =
−∞) & (d − ÷èñëî ∨ d = ∞ ∨ d = −∞) → çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(f(x), x −
÷èñëî), [a, b], (0 ïðè b− a = 0, èíà÷å d− c)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî c, d íå îêàçàëèñü áåñêîíå÷íîñòÿìè îäíîãî çíàêà. Ðåçóëüòèðóþùåå óñëîâíîå
âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

2. Âûäåëåíèå ïðîìåæóòêà èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
∀abcdefgh(íåïåðåñåê((a, b), e) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(f, [a, b], g) & çíà÷åíèåèíòåãðà-
ëà(f, e, h) → çíà÷åíèåèíòåãðàëà(f, [a, b] ∪ e, g + h))

Ïðîìåæóòîê [a, b] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè äîïóùåíèÿìè î ïðèíàä-
ëåæíîñòè êîíöîâ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò íåïåðåñå÷åíèå åãî èíòåðâàëà
ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè îáúåäèíåíèÿ. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê
ñèíòåçàòîðó "çíà÷åíèåèíòåãðàëà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû g, h íå ÿâëÿ-
þòñÿ áåñêîíå÷íîñòÿìè ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2. Åñëè ðåçóëüòàòû ñóòü áåñêîíå÷íîñòè ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ, òî ðåçóëüòàò
ñ÷èòàåòñÿ íå îïðåäåëåííûì:
∀abcdefgh(íåïåðåñåê((a, b), e) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(f, [a, b], g) & çíà÷åíèåèíòåãðà-
ëà(f, e, h) → çíà÷åíèåèíòåãðàëà(f, [a, b] ∪ e, íåîïðåä))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
∀abcdef (çíà÷åíèåèíòåãðàëà(a, b, c) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(a, d, e) → çíà÷åíèåèíòå-
ãðàëà(a, (b ïðè f, èíà÷å d), (c ïðè f, èíà÷å e)))
Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó, ïðè÷åì â ïåð-
âîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà f , à âî âòîðîì - ¬(f).
Åñëè f èìååò âèä ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå íåêîòîðîé ïåðåìåííîé x,
òî ïðè íåóäà÷íîé ïîïûòêå ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà áóäåò ïðåäïðèíÿòà
ïîïûòêà ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íûé ïðèåì, ãäå a â ïåðâîì àíòåöåäåíòå ïðåäâàðè-
òåëüíî óïðîùàåòñÿ ñ ó÷åòîì óêàçàííîãî ðàâåíñòâà (ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäñòà-
íîâêà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x):
∀abcdefg(g = a & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(g, b, c) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(a, d, e) → çíà-
÷åíèåèíòåãðàëà(a, (b ïðè f, èíà÷å d), (c ïðè f, èíà÷å e)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ a ê âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà f .
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 1.
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4. Ïóñòàÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.
∀a(çíà÷åíèåèíòåãðàëà(a, ∅, 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
5. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ â ïåðâîîáðàçíîé.
∀abcdef (çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(b(x), x−÷èñëî), a, c) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(d(x),
x−÷èñëî), a, e) → çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx((b(x) ïðè f, èíà÷å d(x)), x−÷èñëî), a,
(c ïðè f, èíà÷å e)))
Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó, ïðè÷åì â ïåð-
âîì ñëó÷àå áåðåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà f , âî âòîðîì ñëó÷àå - ¬(f). Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óñëîâíîìó âûðàæåíèþ, îïðåäåëÿþùåìó ïðåäåë ïåðâîîáðàç-
íîé â êîíöå ïðîìåæóòêà.
Åñëè ïîïûòêà âû÷èñëèòü èíòåãðàë íà ïðîìåæóòêå íå óâåí÷àëàñü óñïåõîì, ïðè-
÷åì îäíîñòîðîííèé ïðåäåë ïåðâîîáðàçíîé â êîíöå ïðîìåæóòêà îïðåäåëÿëñÿ
óñëîâíûì âûðàæåíèåì, òî ýòî óñëîâíîå âûðàæåíèå èíèöèèðóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ:
∀abcdefghijkl(limx→a+0 f(x) = (i ïðè h, èíà÷å j) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(f(x), x−
÷èñëî), [a, b], k) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(f(x), x−÷èñëî), [a, b], l) → çíà÷åíèåèí-
òåãðàëà(λx(f(x), x− ÷èñëî), [a, b], (k ïðè h, èíà÷å l)))
∀abcdefghijkl(limx→b−0 f(x) = (i ïðè h, èíà÷å j) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(f(x), x−
÷èñëî), [a, b], k) & çíà÷åíèåèíòåãðàëà(λx(f(x), x−÷èñëî), [a, b], l) → çíà÷åíèåèí-
òåãðàëà(λx(f(x), x− ÷èñëî), [a, b], (k ïðè h, èíà÷å l)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí âû÷èñëÿåò çíà-
÷åíèå îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà è èäåíòèôèöèðóåò ðåçóëüòàò ñ óñëîâíûì âûðà-
æåíèåì. Ôàêòè÷åñêè ýòîò ïðåäåë òîëüêî ÷òî âû÷èñëÿëñÿ äðóãèì ïðèåìîì (ñì.
"èíòåãðàë íà ïðîìåæóòêå"), è ïðîèñõîäèò èçâëå÷åíèå åãî èç áóôåðà. Âòîðîé
è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûïîëíÿþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Èñ-
ïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè h,¬(h). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå ïóñòîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

∀abf (0 < a− b→
∫ b

a
f(x)dx = 0)

Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ íåî÷åâèäíîñòü îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà. Ââåäåí ñðàâíè-
òåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

∀abcf (c =
∫ b

a
f(x)dx→

∫ b

a
f(x)dx = (c ïðè 0 ≤ b− a, èíà÷å 0))

Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b íåêîíñòàíòíîå è
÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ íè îäíî èç íåðàâåíñòâ 0 ≤ b − a, b − a ≤ 0. Àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðàùàåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
ïîñûëêà 0 ≤ b − a. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàêñèìàëüíûé
óðîâåíü òåêóùåé çàäà÷è áîëüøå 4. Â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü (ñâÿçêà
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. . .), ò.å. ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îí áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñîâïàäåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

∀af (
∫ a

a
f(x)dx = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Íîëü ïîä èíòåãðàëîì

∀ab(
∫ b

a
0 dx = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

∀abf (
∫ b

a
−f(x)dx = −

∫ b

a
f(x)dx)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âûíåñåíèå ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ çà çíàê èíòåãðàëà

∀abcfg(
∫ b

a
cf(x)/g(x)dx = c

∫ b

a
f(x)/g(x)dx)

∀abcfg(
∫ b

a
f(x)/(cg(x))dx = (1/c)

∫ b

a
f(x)/g(x)dx)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñîãëàñíî óñëîâíîìó âûðàæåíèþ ïîä
èíòåãðàëîì

∀abcdefghjklrsP (setx(x − ÷èñëî & a < x & x < b & g(x)) = [c, d] & setx(x − ÷èñëî & a <

x & x < b & ¬(g(x))) = [r, s] →
∫ b

a
P ((f(x) ïðè g(x), èíà÷å h(x)))dx =

∫ d

c
P (f(x))dx+∫ s

r
P (h(x))dx)

Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ40)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïðîèçâîëüíîãî âõîæäåíèÿ
óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíúþíêöèè ïîä îïèñàòåëÿìè ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî
x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüûõ çàäà÷ íà îïèñàíèå, è äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð
"íîðìêëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îòáðàñûâàíèå óñëîâèÿ ïîä ñèìâîëîì "âàðèàíò", íàðóøàþùåãîñÿ ëèáî âû-
ïîëíÿþùåãîñÿ ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê

Ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ïîäñëó÷àé - óêàçàííîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ
ëèáî íàðóøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå:
∀abcdfgP (¬(c = 0) →

∫ b

a
(f(x) ïðè ¬(cx+ d = 0) & P (x), èíà÷å g(x))dx =∫ b

a
(f(x) ïðè P (x), èíà÷å g(x))dx)

∀abcdfgP (¬(c = 0) →
∫ b

a
(f(x) ïðè cx+ d = 0 & P (x), èíà÷å g(x))dx =

∫ b

a
g(x)dx)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä èíòåãðàëîì

∀abcfg(
∫ b

a
P ((f(x) ïðè 0 < c− x, èíà÷å g(x)))dx = (

∫ b

a
P (f(x))dx ïðè 0 ≤ c− b, èíà÷å

(
∫ c

a
P (f(x))dx+

∫ b

c
P (g(x))dx ïðè 0 ≤ c− a, èíà÷å ∫ b

a
P (g(x))dx)))

∀abcfg(
∫ b

a
P ((f(x) ïðè x < c, èíà÷å g(x)))dx = (

∫ b

a
P (f(x))dx ïðè 0 ≤ c− b, èíà÷å

(
∫ c

a
P (f(x))dx+

∫ b

c
P (g(x))dx ïðè 0 ≤ c− a, èíà÷å ∫ b

a
P (g(x))dx)))

∀abcfg(
∫ b

a
P ((f(x) ïðè c < x, èíà÷å g(x)))dx = (

∫ b

a
P (g(x))dx ïðè 0 ≤ c− b, èíà÷å

(
∫ c

a
P (g(x))dx+

∫ b

c
P (f(x))dx ïðè 0 ≤ c− a, èíà÷å ∫ b

a
P (f(x))dx)))

Óêàçàòåëü "âõîæäåíèå(õ40)" îïðåäåëÿåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîä
èíòåãðàëîì íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ. Óêàçàòåëü "âàðèàíò(. . .)"
ðàçðåøàåò íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà äëÿ c, x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcdfgP (

∫ b

a
P ((f(x) ïðè c < x & x ≤ d, èíà÷å g(x)))dx = (

∫ c

a
P (g(x))dx ïðè a <

c, èíà÷å 0) + (
∫ min(b,d)

max(a,c)
P (f(x))dx ïðè max(a, c) ≤ min(b, d), èíà÷å 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè

∀abfg(g(x) = f(x) & p =
∫ b

a
g(x)dx→

∫ b

a
f(x)dx = p)

Ïðèåì ïîëåçåí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ íå óäàåòñÿ, îäíàêî
ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè âîçíèêàåò ñóììà îïðå-
äåëåííûõ èíòåãðàëîâ "ñòàíäàðòíîãî" âèäà, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ ôîðìóëû íåïî-
ñðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ èõ çíà÷åíèÿ. Óñëîâèåì èíèöèàëèçàöèè ïðèåìà ÿâëÿåòñÿ
íàëè÷èå â ÷èñëèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñîìíîæèòåëÿ, èìåþùåãî âèä íà-
òóðàëüíîé ñòåïåíè ñóììû. Ïîêàçàòåëåì ýòîé ñòåïåíè ìîæåò áûòü êîíñòàíòà îò 1 äî
4. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê, âòîðîé -
âû÷èñëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïåðåõîä ê ñóììå èíòåãðàëîâ

Ýòîò ïðèåì äîïîëíÿåò ïðåäûäóùèé:
∀abcdfg(

∫ b

a
f(x)dx = c &

∫ b

a
g(x)dx = d→

∫ b

a
(f(x) + g(x))dx = c+ d)

Èíòåãðàëû â àíòåöåäåíòàõ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Còàíäàðòèçàöèÿ íåðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâà-
íèÿ

∀ax(0 ≤ a− x↔ x ≤ a)

∀ax(0 ≤ a+ x↔ −a ≤ x)

Ïðåîáðàçóåìîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòñÿ ê óñëîâèÿì îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", ðàñ-
ïîëîæåííîãî ïîä ñèìâîëîì "èíòåãðàë", ò.å. ê óñëîâèÿì, çàäàþùèì îáëàñòü èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. x - ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè÷åì a íå ñîäåðæèò x. Óêàçàòåëü
"àëüòåðíàòèâà(. . .)" äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
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Ñòàíäàðòèçàöèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä èíòåãðàëîì

∀abcx((a(x) ïðè c ≤ |x|, èíà÷å b(x)) = (b(x) ïðè − c < x & x < c, èíà÷å a(x)))
Óñëîâíîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì, ïðè÷åì x - ïåðå-
ìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ

∀fg(
∫ π

0
(xf(sinx)/g(sinx))dx = π

∫ π

0
(f(sinx)/g(sinx))dx/2)

Èäåíòèôèêàöèÿ f, g îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëÿìè "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)",
"íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀an(0 < a & 0 < n+ 1 →

∫∞
0
xn/ exp(ax2)dx = Γ((n+ 1)/2)/(2a(n+1)/2))

∀an(0 < a & 0 < n+ 1 →
∫∞

0
xn exp(−ax2)dx = Γ((n+ 1)/2)/(2a(n+1)/2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

1.4.5 Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ äëèíû êðèâîé

Êðèâàÿ, çàäàííàÿ ÿâíûì óðàâíåíèåì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∀abfABKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & ((y, x) ∈ A) = (y = f(x) & B(x)) &

B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x− ÷èñëî) → äëèíà(P ) =
∫ b

a

√
1 + (df(x)/dx)2dx)

∀abfABKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & ((x, y) ∈ A) = (y = f(x) & B(x)) &

B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x− ÷èñëî) → äëèíà(P ) =
∫ b

a

√
1 + (df(x)/dx)2dx)

Êðèâàÿ P ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ â ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò K ìíîæåñòâîì A ñâîèõ êîîðäèíàò. Âûðàæåíèå "äëèíà(P )" âñòðå-
÷àåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò, ÷òî P çàäàíà
âûðàæåíèåì âèäà "òî÷êè(A K)". Òàêèì îáðàçîì èäåíòèôèöèðóåòñÿ A. Ëåâàÿ ÷àñòü
òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëè "íîâàÿïåðåìåííàÿ" óòî÷íÿþò, ÷òî x, y - âñïîìîãàòåëüíûå
íîâûå ïåðåìåííûå. Ïåðâûé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè A óæå ÿâíî ðàçðåøåíî îòíîñè-
òåëüíî âòîðîé êîîðäèíàòû, à âòîðîé - åñëè îíî ÿâíî ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïåðâîé
êîîðäèíàòû. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî óñëîâèå íà âàðüèðóåìóþ êîîðäè-
íàòó ñâîäèòñÿ ê ïðèíàäëåæíîñòè åãî ïðîìåæóòêó. Óêàçàòåëè "âàðèàíò" ðàçðåøàþò
ñëó÷àè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äëÿ x. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íûìè çàäà÷àìè íà óïðîùåíèå, òàê ÷òî îáû÷íî ïðèåì íàõîäèò äëèíó êðèâîé ñðàçó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abfgABKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & ((x, y, z) ∈ A) = (y = f(x) & z =
g(x) & B(x)) & B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x− ÷èñëî) →
äëèíà(P ) =

∫ b

a

√
1 + (df(t)/dt)2 + (dg(t)/dt)2dx)

Åñëè A óæå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî âòîðîé ëèáî òðåòüåé êîîðäèíàòû, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò çàäà÷ó íà îïèñàíèå ñ íåèçâåñòíûìè y, z.
Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ.
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Êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî êðèâûõ

∀abfABKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & setxy((x, y) ∈ A) =
⋃n

i=1B(i) &
êîíå÷íïåðåñ÷åíèÿ(B) → äëèíà(P ) =

∑n
i=1 äëèíà(òî÷êè(B(i), K)))

∀abfABKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & setxyz((x, y, z) ∈ A) =
⋃n

i=1B(i) &
êîíå÷íïåðåñ÷åíèÿ(B) → äëèíà(P ) =

∑n
i=1 äëèíà(òî÷êè(B(i), K)))

Ìíîæåñòâî êîîðäèíàò A çàäàåòñÿ îïèñàòåëåì "êëàññ", ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå äëè-
íà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ðàâíà 2, à âî âòîðîì ñëó÷àå - 3. Ïðåîáðàçóåìîå âûðà-
æåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòîðîé è
òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â òðåòüåì àíòåöåäåíòå
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y (âî âòîðîì ïðèåìå - îòíîñèòåëüíî y, z) ñ ïîìîùüþ òà-
êîé æå çàäà÷è íà îïèñàíèå, êàê â ïðèåìàõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ñíà÷àëà åå ðåøàþò
ïðèåìû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, òàê êàê èõ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ìåíüøå. Çäåñü æå
ãîòîâûé ðåçóëüòàò èçâëåêàåòñÿ èç áóôåðà. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåí-
òèôèêàöèþ êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ êàê îáû÷íîãî îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ è
ôîðìèðîâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. ×èñëî n äîëæíî áûòü áîëüøå åäèíè-
öû. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "êîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ" óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáûå äâà
ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà B ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó òî÷åê. Ñëàãàåìûå â
çàìåíÿþùåé ñóììå îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå,
òàê ÷òî îáû÷íî äëèíû ôðàãìåíòîâ êðèâîé îïðåäåëÿþòñÿ ïðèåìàìè ñðàçó. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4.

Êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè

∀abfgAPK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxy(∃t(x = f(t) & y = g(t) &A(t))), K) &A(t) =

(a ≤ t & t ≤ b & t− ÷èñëî) → äëèíà(P ) =
∫ b

a

√
(df(t)/dt)2 + (dg(t)/dt)2dt)

∀abfgAPK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(∃t(x = f(t) & y = g(t) & z = h(t) &A(t))),
K) & A(t) = (a ≤ t & t ≤ b & t− ÷èñëî) → äëèíà(P ) =∫ b

a

√
(df(t)/dt)2 + (dg(t)/dt)2 + (dh(t)/dt)2dt)

∀abfgAPK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(∃t(x = f(t) & y = g(t) & z = h(t) &A(t))),
K) & A(t) = (a ≤ t & t− ÷èñëî) → äëèíà(P ) =∫∞

a

√
(df(t)/dt)2 + (dg(t)/dt)2 + (dh(t)/dt)2dt)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, äâà ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå êîîðäè-
íàòû òî÷êè êðèâîé, à òàêæå óñëîâèå íà ïàðàìåòð A(t). Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðàç-
ðåøàåò ýòî óñëîâèå îòíîñèòåëüíî t ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, òàê ÷òî îáû÷íî ïðèåì ñðàçó âûäàåò èñêîìóþ äëèíó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

∀abfABKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = ïîëÿðíòî÷êè(A,K) & ((y, x) ∈ A) = (y = f(x) &B(x))
& B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x − ÷èñëî) & êîíå÷íîå(setxk(f(x) = f(x + 2kπ) & x −
÷èñëî &-�íàòóðàëüíîå & a ≤ x & x ≤ b & a ≤ x+ 2kπ & x+ 2kπ ≤ b)) → äëèíà(P ) =∫ b

a

√
f(x)2 + (df(x)/dx)2dx)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò, ÷òî êðèâàÿ P çàäàíà âûðàæåíèåì "ïîëÿðíòî÷êè(. . .)".
Òðåòèé àíòåöåäåíò, èñïîëüçóÿ çàäà÷ó íà îïèñàíèå, ðàçðåøàåò óñëîâèå ïðèíàäëåæ-
íîñòè ïàðû (y, x) ìíîæåñòâó A ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò òî÷åê êðèâîé îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé y (ò.å. îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà). ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò óñëî-
âèå B(x) íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ óãëà è óñìàòðèâàåò ïðîìåæóòîê åãî èçìåíåíèÿ
[a, b]. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûðàæàåò óñëîâèå êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà(. . .)" ðàçðåøàþò îòñóòñòâèå ëþáîãî èç
íåðàâåíñòâ a ≤ x, x ≤ b, ïðè÷åì òîãäà a, b äîîïðåäåëÿþòñÿ ñèìâîëàìè áåñêîíå÷íî-
ñòè. Óêàçàòåëè "âàðèàíò" ðàçðåøàþò ñòðîãèå çíàêè â äàííûõ íåðàâåíñòâàõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

1.4.6 Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãàììà-ôóíêöèåé

1. Âû÷èòàíèå åäèíèöû èç àðãóìåíòà.
∀n(0 < n− 1 → Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íàòóðàëüíûé àðãóìåíò.
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ Γ(n) = (n− 1)!)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

3. Àðãóìåíò îäíà âòîðàÿ.
Γ(1/2) =

√
π

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

1.4.7 Êðàòíûå èíòåãðàëû

Â îñíîâíîì, ñîçäàâàëèñü ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ äâîéíûìè èíòåãðàëàìè. Äëÿ òðîéíîãî
èíòåãðàëà ïîêà ñîçäàí ëèøü ïðîñòåéøèé ïðèåì, ñâîäÿùèé åãî ê ïîâòîðíûì èíòåãðà-
ëàì. Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèÿ "äâîéíîéèíòåãðàë(f)", "òðîéíîéèíòåãðàë(f)" îáî-
çíà÷àþò äâîéíîé è òðîéíîé èíòåãðàëû ôóíêöèè f , âçÿòûå ïî îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ.
Åñëè ôóíêöèÿ f çàäàåòñÿ îïèñàòåëåì λxy(F (x, y), P (x, y)), òî ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ïðîðèñîâûâàåò äâîéíîé èíòåãðàë â âèäå ∫∫

P (x,y)
F (x, y)dxdy. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

P (x, y) èìååò âèä (x, y) ∈ Q, èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ∫∫
Q
F (x, y)dxdy. Çàìåòèì, ÷òî

ñèìâîë äâîéíîãî èíòåãðàëà ââîäèòñÿ íàæàòèåì êëàâèøè "Ctr-2", à ñèìâîë òðîéíîãî
- íàæàòèåì êëàâèøè "Ctr-3".

Ïðè îïèñàíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñðàâíèòåëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âûðà-
æåíèå "îáëàñòüãðàíèöû(A)", îïðåäåëÿþùåå åå ÷åðåç ìíîæåñòâî A ãðàíè÷íûõ òî÷åê.
Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òàêèìè âûðàæåíèÿìè, áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùåé êíè-
ãå ìîíîãðàôèè - â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ÷èñëîâûì ìíîæåñòâàì. Â ÷àñòíîñòè, òàì
áûë îïèñàí ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ïåðåõîäà ê
ÿâíîìó çàäàíèþ îáëàñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 2.
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Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïðîèçâåäåíèþ îäíîêðàòíûõ

∀abcdfgP (P = [a, b]× [c, d] →
∫∫

P
f(x)g(y)dxdy =

∫ b

a
f(x)dx

∫ d

c
g(y)dy)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó

∀abfgh(P (x, y) = (a ≤ u & u ≤ b & u − ÷èñëî & g(u) ≤ v & v ≤ h(u) & v −
÷èñëî) & {u, v} = {x, y} →

∫∫
P (x,y)

f(x, y)dxdy =
∫ b

a
(
∫ h(u)

g(u)
f(x, y)dv)du)

×òîáû îáúåäèíèòü â îäíîì ïðèåìå ðàññìîòðåíèå äâóõ âîçìîæíûõ ïîðÿäêîâ ïîâòîð-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ: ñíà÷àëà ïî x ëèáî ñíà÷àëà ïî y, ââåäåí âòîðîé àíòåöåäåíò. Îí
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ïåðåìåííûå
u, v ëèáî ñ x, y, ëèáî ñ y, x. Èíòåãðèðîâàíèå áóäåò ñíà÷àëà âûïîëíÿòüñÿ ïî ïåðåìåííîé
v, çàòåì - ïî u. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, òîæå âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó èäåíòèôèöèðîâàòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñ êðèâîëèíåé-
íîé òðàïåöèåé, îãðàíè÷åííîé ñëåâà è ñïðàâà ïðÿìûìè u = a, u = b, à ñíèçó è ñâåðõó
- êðèâûìè g(u), h(u). Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì íå ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòîê ÿâíî ðàçðå-
øèòü P (x, y) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x, y, à áåðåò åãî òàêèì, êàêîå îíî âñòðå÷àåòñÿ
â çàäà÷å. Óêàçàòåëè "âàðèàíò" ðàçðåøàþò èñïîëüçîâàíèå â óñëîâèè P (x, y) ëþáûõ
ñî÷åòàíèé ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Îáà îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëà â çàìåíÿþ-
ùåì òåðìå îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ò.å. îáû÷íî
ïðèåì ñðàçó íàõîäèò çíà÷åíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Åñëè âíóòðåííåå èíòåãðèðîâàíèå
íå áûëî âûïîëíåíî, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðèåìà ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà åãî âåðñèÿ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ êîòîðîé ðàâåí
4. Çäåñü óæå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ P (x, y) îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ x, y. Êàêàÿ èìåííî èç ýòèõ ïåðåìåííûõ îêàæåòñÿ ïåðâè÷íîé, à êàêàÿ -
âòîðè÷íîé, îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ.
Íàêîíåö, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óñëîâèå íà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò âèä (x, y) ∈ P ,
ñîçäàí äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì:
∀abfgh(P = setuv(a ≤ u & u ≤ b & u − ÷èñëî & g(u) ≤ v & v ≤ h(u) & v −
÷èñëî) & {u, v} = {x, y} →

∫∫
P (x,y)

f(x, y)dxdy =
∫ b

a
(
∫ h(u)

g(u)
f(x, y)dv)du)

Îïèñàòåëü, îïðåäåëÿþùèé îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, áåðåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç çà-
äà÷è è íå ïðåîáðàçóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîäîáëàñòåé

∀fnPQ(P =
⋃n

i=1Q(i) & ðàçäåëåíû(Q) →
∫∫

P
f(x, y)dxdy =

∑n
i=1

∫∫
Q(i)

f(x, y)dxdy)

∀fnPQ(P (x, y) = ((x, y) ∈
⋃n

i=1Q(i)) & ðàçäåëåíû(Q) →
∫∫

P
f(x, y)dxdy =∑n

i=1

∫∫
Q(i)

f(x, y)dxdy)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â ïåðâîì
ïðèåìå ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ïîñûëêàõ, âî âòîðîì - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè ýòîì åãî ëåâàÿ ÷àñòü íîðìàëèçàòîðàìè íå
îáðàáàòûâàåòñÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòü èäåíòèôèöèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ óñëîâèåì íà
îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñå-
ìåéñòâà Q ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó ìåðû íîëü. Äëÿ åãî îáðàáîòêè èñïîëüçóåòñÿ
ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìðàçäåëåíû". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòè-
ôèêàöèþ êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ñ îáû÷íûì îáúåäèíåíèåì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 201

ñóììû â çàìåíÿþùåì òåðìå êàê îáû÷íîé ñóììû. Ïåðåìåííàÿ n ïðè ýòîì îêàçûâàåò-
ñÿ èäåíòèôèöèðîâàíà ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò åäèíèöû. Èíòåãðàëû â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
∀fnPQ(setxy(P (x, y)) =

⋃n
i=1Q(i) & ðàçäåëåíû(Q) →

∫∫
P (x,y)

f(x, y)dxdy =∑n
i=1

∫∫
Q(i)

f(x, y)dxdy)

Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ P (x, y) îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ x, y. Ïîñëå ýòîãî ê ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ïðèìåíÿåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîð "íîðìêëàññ". Â îñòàëüíîì ïðèåì àíàëîãè÷åí äâóì ïðåäûäóùèì. Åãî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ P (x, y)
è íîðìàëèçàöèè êëàññà îñòàþòñÿ â áóôåðàõ. Ïîýòîìó îïèñàííûé ðàíåå ïðèåì ñâåäå-
íèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 4 è îáðàùàþùèéñÿ
ê òåì æå âñïîìîãàòåëüíûì âû÷èñëåíèÿì, áåðåò ýòè ðåçóëüòàòû ïðÿìî èç áóôåðà.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

∀fABCP (P (x, y) = ((x, y) ∈ (A ïðè C, èíà÷å B)) →
∫∫

P (x,y)
f(x, y)dxdy =

(
∫∫

A
f(x, y)dxdy ïðè C, èíà÷å ∫∫

B
f(x, y)dxdy))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü íå ïðåîáðàçóåòñÿ, ïðè-
÷åì èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì. Èíòåãðàëû â çàìåíÿþùåì òåðìå
îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, ò.å. îáû÷íî âû÷èñ-
ëÿþòñÿ âíóòðè äàííîãî ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñëåäóþùèé ïðèåì
óñìàòðèâàåò óñëîâíîå âûðàæåíèå ïîñëå ïîïûòêè ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ P (x, y):
∀fABCP (setxy(P (x, y)) = (A ïðè C, èíà÷å B) →

∫∫
P (x,y)

f(x, y)dxdy =

(
∫∫

A
f(x, y)dxdy ïðè C, èíà÷å ∫∫

B
f(x, y)dxdy))

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðè îáðàáîòêå ëåâîé ÷àñòè àíòåöåäåíòà èñïîëüçóþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷à íà îïèñàíèå è íîðìàëèçàòîð "íîðìêëàññ". Åñëè îáðàùåíèÿ ê
íèì óæå ïðåäïðèíèìàëèñü, òî ðåçóëüòàòû áåðóòñÿ èç áóôåðà, èíà÷å - ðåãèñòðèðóþòñÿ
â áóôåðå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ

1. Ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.
∀abcdfPQI(0 < abcd & Q(r, p) = (P (

√
|b/a|r cos p,

√
|d/c|r sin p) & r − ÷èñëî & p−

÷èñëî & 0 ≤ r & − π ≤ p & p ≤ π) & I =
∫∫

Q(r,p)
f(

√
|b/a|r cos p,

√
|d/c|r sin p) ·

rdrdp→
∫∫

P (x,y)
f(x, y)dxdy =

√
bd/acI)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè ïîä èíòåãðàëîì âûðàæåíèÿ âèäà ax2/b + cy2/d, ãäå a, b, c, d íå ñîäåð-
æàò ïåðåìåííûõ x, y. Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â óñëîâèè, îïðåäåëÿþùåì îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, âñòðå÷àåòñÿ ïîäâûðàæåíèå âèäà Axm/B + Cym/D, ãäå
A,B,C,D,m íå çàâèñÿò îò x, y (ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â
åäèíèöó). Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí îïðåäåëÿåò óñëîâèå Q(r, p) íà
îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íîâûõ (ïðè a = b, c = d - ïîëÿðíûõ) êî-
îðäèíàò r, p. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
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çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíî óñëîâèå P (x, y), îáû÷íî
èìåþùåå âèä ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû (x, y) êëàññó, îáîçíà÷åííîìó âñïîìîãàòåëü-
íîé ïåðåìåííîé P , îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðèíàäëåæèò". Ýòîò
íîðìàëèçàòîð èçâëåêàåò èç êîíòåêñòà ÿâíîå îïèñàíèå êëàññà è ïîäñòàâëÿåò åãî
âìåñòî ïåðåìåííîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â íîâûõ ïåðåìåííûõ îí îáðàùàåòñÿ ê âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò I íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "èíòå-
ãðàë", "äâîéíîéèíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ïîäñêàçêà íà ââîä ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ðàçìåùåíà íå â ïîäûíòåãðàëüíîì âû-
ðàæåíèè, à â îïèñàíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì:
∀abcdfPQI(0 < abcd & Q(r, p) = (P (

√
|b/a|r cos p,

√
|d/c|r sin p) & r − ÷èñëî & p−

÷èñëî & 0 ≤ r & 0 ≤ p & p ≤ 2π) & I =
∫∫

Q(r,p)
f(

√
|b/a|r cos p,

√
|d/c|r sin p) ·

rdrdp→
∫∫

P (x,y)
f(x, y)dxdy =

√
bd/acI)

Çäåñü óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îáåñïå÷èâàåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ax2/b+
cy2/d â îïèñàíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ïåðâîìó
ïðèåìó.

2. Ïåðåõîä ê îáîáùåííûì ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíè ïðè ñèíóñå è êîñèíóñå ðàâíû
äâóì:
∀abcdfPQI(Q(r, p) = (P (br(cos p)2/a, dr(sin p)2/c) & r − ÷èñëî & p − ÷èñëî & 0 ≤
r & 0 ≤ p& p ≤ π/2) & I =

∫∫
Q(r,p)

f(br(cos p)2/a, dr(sin p)2/c)r sin p cos pdrdp& 0 ≤
x & 0 ≤ y & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) →

∫∫
P (x,y)

f(x, y)dxdy = 2bdI/(ac))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â îïèñàíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ ax/b+cy/d, ðàñïîëî-
æåííîãî âíóòðè îñíîâàíèÿ ñòåïåíè, íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü êîòîðîé áîëüøå
äâóõ. Êîýôôèöèåíòû a, b, c, d íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ x, y. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Èñòèííîñòü òðåòüåãî
è ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëü-
ñòâî, ïÿòîãî è øåñòîãî - ïðè ïîìîùè ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì, äëÿ êîòîðûõ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
ïðÿìîóãîëüíèê.
∀abcdfgmnpqrABDPQ(P (x, y) = (af ≤ g & g ≤ bf & cp ≤ q & q ≤ dp & A(x, y)) &
(g/f = u & q/p = v & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) =
(x = m(u, v) & y = n(u, v) & B(u, v)) & D = |dm(u, v)/du · dn(u, v)/dv −
dm(u, v)/dv · dn(u, v)/du| & Q(u, v) = (a ≤ u & u ≤ b & c ≤ v & v ≤ d &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & r =

∫∫
Q(u,v)

h(m(u, v), n(u, v))Ddudv →∫∫
P (x,y)

h(x, y)dxdy = r)

Âñå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
óñìàòðèâàåò, ÷òî óñëîâèå íà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íåðà-
âåíñòâ af ≤ g, g ≤ bf, cp ≤ q, q ≤ dp è êîíúþíêöèè A(x, y) óòâåðæäåíèé, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ èìååò âèä "÷èñëî(. . .)" ëèáî ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ðàâåíñòâà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â óêàçàííûõ íåðàâåíñòâàõ êîýôôèöèåíòû a, b, c, d íå çàâèñÿò
îò x, y, à â êàæäîé ïàðå (f, g), (p, q) âñòðå÷àþòñÿ îáå ýòè ïåðåìåííûå. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ òàêæå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé f, g, p, q íå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî
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x, y. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ u, v ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå èç îñòàòî÷íîé êîíúþíêöèè B(u, v), èìå-
åò âèä "÷èñëî(. . .)" ëèáî ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ðàâåíñòâà. Ïðàâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî
àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. ×åòâåð-
òûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò óñëîâèå Q(u, v) íà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â íîâûõ
ïåðåìåííûõ. Íàêîíåö, ïÿòûé àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà â ýòèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò r íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "äâîéíîéèíòåãðàë".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdfgijklmnpqrABCDEF (¬(b = 0) & ¬(d = 0) & ¬(B = 0) & ¬(D = 0) & (ad−bc)bd <
0 & (AD−BC)BD < 0 & P (x, y) = ((x, y) ∈ îáëàñòüãðàíèöû(setuv(af = bg & i)∪
setuv(cf = dg & j)∪setuv(Ap = Bq & k)∪setuv(Cp = Dq & l)) & E(x, y)) & (g/f =
z & q/p = w & E(u, v) & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) =
(u = m(z, w) & v = n(z, w) & F (z, w)) & G = |dm(z, w)/dz · dn(z, w)/dw −
dm(z, w)/dw · dn(z, w)/dz| & Q(z, w) = (a/b ≤ z & z ≤ c/d & A/B ≤ w & w ≤
C/D & F (z, w) & E(m(z, w), n(z, w)) & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & r =∫∫

Q(z,w)
h(m(z, w), n(z, w))Gdzdw →

∫∫
P (x,y

h(x, y)dxdy = r)

Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàíà ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ "îáëàñòü-
ãðàíèöû(X)", îïðåäåëÿþùåãî åå ÷åðåç ìíîæåñòâî X ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Ïðè
ýòîì ãðàíèöà ðñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå êðèâûå, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè af =
bg, cf = dg,Ap = Bq,Cp = Dq. Çäåñü a, b, c, d, A,B,C,D - êîýôôèöèåíòû,
ñîñòàâëåííûå èç âñåõ íå çàâèñÿùèõ îò u, v ìíîæèòåëåé. Ïåðâûå äâå êðèâûå
õàðàêòåðèçóþòñÿ êîíñòàíòíûì îòíîøåíèåì g/f , âòîðûå - êîíñòàíòíûì îòíî-
øåíèåì q/p. Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü îòíîøåíèÿ g/f, q/p â êà÷åñòâå íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ z, w. Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì îíè îáåñïå÷èâàþò íåïóñòîòó ïðîìåæóòêîâ
[a/b, c/d], [A/B,C/D] èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ z, w. Îñòàòî÷íûå óñëîâèÿ i, j, k, l,
êðîìå óòâåðæäåíèé âèäà "÷èñëî(. . .)", ìîãóò ñîäåðæàòü ëèøü ñëåäñòâèÿ óòâåð-
æäåíèÿ E(x, y). Âîñüìîé àíòåöåäåíò, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà
îïèñàíèå, íàõîäèò âûðàæåíèÿ ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç íîâûå. Ïðàâàÿ ÷àñòü
äåâÿòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå.
Äåñÿòûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò íîâóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, îäèííàäöàòûé
- âû÷èñëÿåò èíòåãðàë. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Äàííûé ïðèåì äîïîëíÿ-
åòñÿ ïðèåìîì, áëîêèðóþùèì ïîïûòêè ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãðàíèöû óêàçàí-
íîé âûøå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ u, v. Çàãîëîâîê
âñïîìîãàòåëüíîãî ïðèåìà - "çàìå÷àíèå". Áëîêèðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè êîììåíòàðèÿ "ïîäñòçàìåíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà òîæå
ðàâåí 0. Äëÿ äîïîëíèòåëüíîé îáðàáîòêè óñëîâèé íà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
íîâûì ïàðàìåòðàì ñîçäàí íåáîëüøîé íîðìàëèçàòîð "íîðìïàðàì". Îí óñòðàíÿ-
åò îäíîìåðíûå ïîäîáëàñòè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ ôèêñèðî-
âàíî, à òàêæå îòáðàñûâàåò äóáëèðóþùèå óñëîâèÿ.

Ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ìîäóëÿ

∀fgP (
∫∫

P (x,y)
f(x, y)dxdy =

∫∫
P (x,y) & 0≤g(x,y)

f(x, y)dxdy +
∫∫

P (x,y) & g(x,y)≤0
f(x, y)dxdy)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ1 ôèêñ(0 1 1 4))âèä(õ1 ìîäóëü(çíà÷åíèå(õ7 íàáîð(õ23
õ24)))))" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â ïîäûíòåãðàëü-
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íîì âûðàæåíèè ïîäòåðìà |g(x, y)|. Åñëè ïîä ìîäóëåì âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ïëþñ", òî
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å îí ðàâåí 5.

Ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñèãíóìà

∀fgP (
∫∫

P (x,y)
f(x, y)dxdy =

∫∫
P (x,y) & 0<g(x,y)

f(x, y)dxdy +
∫∫

P (x,y) & g(x,y)<0
f(x, y)dxdy)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè òåðìà sg(g(x, y)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ öåëîé ÷àñòè

∀fgmnpqPM(M = seta(∃xy(P (x, y) & g(x, y) = a & a − ÷èñëî)) & m = infM & n =
supM & p = [m] & q = [n] →

∫∫
P (x,y)

f(x, y)dxdy =∑q−p
i=0

∫∫
P (x,y) & p+i≤g(x,y) & g(x,y)≤p+i+1

f(x, y)dxdy)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè òåðìà [g(x, y)]. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî
àíòåöåäåíòà ÿâíî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x, y ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Ïîñëå ýòîãî âíåøíèé îïèñàòåëü "êëàññ" îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Òàêèì îáðàçîì íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî M çíà÷åíèé,
êîòîðûå âûðàæåíèå g(x, y) ìîæåò ïðèíèìàòü â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Âòîðîé è
òðåòèé àíòåöåäåíòû íàõîäÿò òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèM , èñïîëüçóÿ íîðìà-
ëèçàòîðû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ãðàíåé. Íàêîíåö, äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿþò
öåëûå ÷àñòè äàííûõ ãðàíåé, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìöåëàÿ÷àñòü". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû p, q ñóòü öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû. Èíòåãðàëû ïîä ñóììîé â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïóñòàÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

∀fP (P (x, y) = ëîæü→ ∫∫
P (x,y)

f(x, y)dxdy = 0)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî x, y âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ðàçðåøå-
íèå èñïîëüçóåòñÿ ðÿäîì äðóãèõ ïðèåìîâ, à ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ â áóôåðå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà

∀APK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) → S(P ) =
∫∫

A
dxdy)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "ñìòî÷êè", êîòîðûé çàìåíÿåò ìíîæåñòâî P íà åãî ÿâíîå âûðàæåíèå,
îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì èç êîíòåêñòà, åñëè òàêîå ðàâåíñòâî ñóùåñòâóåò. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âíóòðè âûðàæåíèÿ A âñòðå÷àåòñÿ îïèñàòåëü "êëàññ" ïî äâóì âàðüèðóåìûì
ïåðåìåííûì. Äâîéíîé èíòåãðàë â çàìåíÿùåé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Âû÷èñëåíèå îáúåìà ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà

∀fgAPK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & ((x, y, z) ∈ A) = (f(x, y) ≤ z & z ≤
g(x, y) & z − ÷èñëî & Q(x, y)) & 0 ≤ g(x, y)− f(x, y) → îáúåì(P ) =

∫∫
Q(x,y)

(g(x, y)−
f(x, y))dxdy)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Óñëî-
âèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè (x, y, z) ìíîæåñòâó A ðàçðåøàåòñÿ òðåòüèì àíòåöåäåíòîì
îòíîñèòåëüíî z ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. ×åâåðòûé àíòåöå-
äåíò, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî, óáåæäàåòñÿ, ÷òî ïðîìå-
æóòîê çíà÷åíèé z íà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íåïóñò. Èíòåãðàë â çàìåíÿþùåé ÷àñòè
ïðèåìîì íå ïðåîáðàçóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè ïîïûòêà äîêàçàòü
÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò îêàçàëàñü áåçðåçóëüòàòíîé, òî íà óðîâíå 4 ñðàáàòûâàåò äðóãîé
ïðèåì, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó àíòåöåäåíòó:
∀fgAPK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & ((x, y, z) ∈ A) = (f(x, y) ≤ z & z ≤
g(x, y) & z − ÷èñëî & Q(x, y)) →
îáúåì(P ) =

∫∫
Q(x,y) & 0≤g(x,y)−f(x,y)

(g(x, y)− f(x, y))dxdy)

Ïðè ÿâíîì ðàçðåøåíèè óñëîâèÿ (x, y, z) ∈ A ìîæåò âîçíèêíóòü îáúåäèíåíèå íåñêîëü-
êèõ îáëàñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ìíîæåñòâó ìåðû íîëü. Òîãäà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäó-
þùèé ïðèåì:
∀AKPQ(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & setxyz((x, y, z) ∈ A) =

⋃n
i=1Q(i) &

ðàçäåëåíû(Q) → îáúåì(P ) =
∑n

i=1 îáúåì(òî÷êè(Q(i), K)))

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ñ
îáû÷íûì îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà-
êîíåö, èíîãäà áûâàåò ïîëåçåí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀fgABCDEKQ(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A,K) & ((x, y, z) ∈ A & z − ÷èñëî) =
((x, y, z) ∈ îáëàñòüãðàíèöû(setuvw(w = f(u, v) &B(u, v))∪setuvw(w = g(u, v) & C(u, v))
∪

⋃n
i=1 setuvw(w−÷èñëî & D(i))) & z−÷èñëî & E(x, y)) & Q(x, y) = (E(x, y) & B(x, y)

& C(x, y) & (x, y) ∈ îáëàñòüãðàíèöû(
⋃n

i=1 setuv(D(i)))) → îáúåì(P ) =
∫∫

Q(x,y)
|f(x, y)−

g(x, y)|dxdy)
Çäåñü óñëîâèå "(x, y, z) ∈ A & z − ÷èñëî" íå ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z, à ëèøü
óïðîùàåòñÿ âïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîñëå ýòîãî èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ îïèñàíèå ãðàíèöû: ïîâåðõíîñòè z = f(x, y), z = g(x, y) è êîíå÷íîå ÷èñëî âåðòè-
êàëüíûõ öèëèíäðîâ, çàäàâàåìûõ óñëîâèÿìè D(i) íà ïåðåìåííûå x, y. Ýòî îïèñàíèå,
âîçìîæíî, äîïîëíÿåòñÿ îáùèì îãðàíè÷åíèåì E(x, y) íà ïàðàìåòðû x, y. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò îáëàñòü äâóìåðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ïåðåñåêàÿ îáëàñòü, çà-
äàííóþ ãðàíèöàìè D(i), ñ îáëàñòÿìè çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé f(x, y), g(x, y) è ñ îáëà-
ñòüþ, â êîòîðîé âûïîëíåíî E(x, y). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà ñîîòíîøåíèåì âèäà z = f(x, y), òî èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòåéøàÿ
ôîðìóëà:
∀fKPQ(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(z = f(x, y) & Q(x, y)), K) → S(P ) =∫∫

Q(x,y)

√
1 + (df(x, y)/dx)2 + (df(x, y)/dy)2dxdy)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Çàäàþùåå ìíîæåñòâî êîîðäèíàò òî÷åê ïîâåðõíîñòè óñëîâèå, çàêëþ÷åííîå ïîä îïèñà-
òåëåì "êëàññ", îáû÷íî ðàçðåøàåòñÿ ÿâíî îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ îáùèìè
ïðèåìàìè ýòîãî îïèñàòåëÿ. Äàëåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ìîãóò ïî-
íàäîáèòüñÿ ñëåäóþùèå íåñëîæíûå äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû:

1. Ïëîùàäü îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé.
∀ABPK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(A ∪ B,K) → S(P ) = S(òî÷êè(A,K)) +
S(òî÷êè(B,K))− S(òî÷êè(A ∩B,K)))

Ñëàãàåìûå îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñìîòðåíèå íóëåâîé ïëîùàäè.
∀KP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(∅, K) → S(P ) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀aKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè({; a}, K) → S(P ) = 0)

∀abKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(b ∩ {; a}, K) → S(P ) = 0)

Çäåñü ìíîæåñòâî êîîðäèíàò òî÷åê ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ êîíå÷íûì ñïèñêîì a
,áûòü ìîæåò, ïåðåñå÷åííûì ñ íåêîòîðûì äðóãèì ìíîæåñòâîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀fgAKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(z = f(x) & y = g(x) & A(x)), K) →
S(P ) = 0)

Ïîâåðõíîñòü âûðîäèëàñü â ôðàãìåíò êðèâîé. Óêàçàòåëü "ýëåìåíò(õ23)" ðàçðå-
øàåò èäåíòèôèöèðîâàòü x ñ ïðîèçâîëüíûì, íå îáÿçàòåëüíî ïåðâûì, ýëåìåíòîì
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óñëîâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê.
∀ABCKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè((A ïðè B, èíà÷å C), K) → S(P ) =
(S(òî÷êè(A,K)) ïðè B, èíà÷å S(òî÷êè(C,K))))

Êàæäîå èç âûðàæåíèé S(òî÷êè(A,K)), S(òî÷êè(C,K)) îáðàáàòûâàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, à âíåøíåå óñëîâíîå âûðàæåíèå - íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìâàðèàíò".

4. Ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðà.
Åñëè ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðòèêàëüíûé öèëèíäð, òî ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà y- è z- êîîðäèíàò, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü óðàâíå-
íèå ïîâåðõíîñòè, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî òðåòüåé êîîðäèíàòû (êàê â ïåðâîì
ïðèåìå äàííîãî ðàçäåëà):
∀afgAKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(f(x, y) = g(x, y) & A(x, y, z)), K) &
a = S(òî÷êè(setxzy(f(x, y) = g(x, y) & A(x, y, z)), K)) → S(P ) = a)

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè
ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ
"ïëîùàäü", "äâîéíîéèíòåãðàë", ò.å. ÷òî ïëîùàäü óäàëîñü âû÷èñëèòü. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Åñëè ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðèçîâàíà, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïðèìåíÿåòñÿ ñëå-
äóþùèé ïðèåì:
∀fghAEFGKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(∃uv(x = f(u, v) & y = g(u, v) & z =
h(u, v) & A(u, v))), K) & E = (df(u, v)/du)2 + (dg(u, v)/du)2 + (dh(u, v)/du)2 & G =
(df(u, v)/dv)2+(dg(u, v)/dv)2+(dh(u, v)/dv)2 & F = df(u, v)/du·df(u, v)/dv+dg(u, v)/du·
dg(u, v)/dv + dh(u, v)/du · dh(u, v)/dv → S(P ) =

∫∫
A(u,v)

√
EG− F 2dudv)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè â êà÷åñòâå âòîðîãî ïàðàìåòðà èñïîëüçóåòñÿ z-
êîîðäèíàòà, òî âìåñòî òðåõ ðàâåíñòâ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ áóäóò íàõîäèòüñÿ
ëèøü äâà, è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íóæåí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀fgABEFGKP (ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(∃u(x = f(u, z) & y = g(u, z) & A(u, z))
&B(z)), K) & E = (df(u, z)/du)2+(dg(u, z)/du)2 &G = (df(u, z)/dv)2+(dg(u, z)/dv)2 &
F = df(u, z)/du · df(u, z)/dz + dg(u, z)/du · dg(u, z)/dz →
S(P ) =

∫∫
A(u,z) & B(z)

√
EG− F 2dudz)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà òîæå ðàâåí 3.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèåì, ïðåîáðàçóþùèé îïèñàíèå ïîâåðõíîñòè îò ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàò ê öèëèíäðè÷åñêèì, åñëè â ïåðâîì îïèñàíèè âûäåëÿåòñÿ ñóììà
êâàäðàòîâ äâóõ êîîðäèíàò, äîìíîæåííûõ íà îäèíàêîâûé êîýôôèöèåíò:
∀afghpAPK(ïðÿìêîîðä(K) & P = òî÷êè(setxyz(f(x, y, z) = g(x, y, z) & A(x, y, z)), K) &
(f(v cosw, v sinw, z) = g(v cosw, v sinw, z) & v−÷èñëî& 0 ≤ v) = (v = h(z, w) & p(z, w))
& S(òî÷êè(setxyz(∃w(x = h(z, w) cosw & y = h(z, w) sinw &A(h(z, w) cosw, h(z, w) sinw)
& w − ÷èñëî & − π ≤ w & w ≤ π & p(z, w))), K)) = a→ S(P ) = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò îïðåäåëÿþùåå ïîâåðõíîñòü óðàâíå-
íèå f(x, y, z) = g(x, y, z). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè âñòðå÷àåòñÿ ïîäâûðà-
æåíèå âèäà kx2 +ky2, ïðè÷åì k è ïðî÷èå ñëàãàåìûå ñóììû íå çàâèñÿò îò x, y. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî â êàæäîé ñóììå, èìåþùåé ñëàãàåìûå mx2 +mz2 ëèáî my2 +mz2,
âûäåëÿåòñÿ òàêæå ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå êâàäðàòó îñòàâøåéñÿ êîîðäèíàòû.
Òðåòèé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, ïåðåâåäåííîå â öèëèíäðè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû v, w, z, îòíîñèòåëüíî v. Íàêîíåö, ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ
ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè,
çàäàííîé â èñõîäíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäíàòàõ ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì îò-
íîñèòåëüíî z, w. Óêàçàòåëü "ýëåìåíò(õ25)" îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü âûáîðà ïðè
èäåíòèôèêàöèè ëþáîé èç òðåõ êîîðäèíàò â êà÷åñòâå z-êîîðäèíàòû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

Òðîéíîé èíòåãðàë

Äëÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ ïîêà ââåäåí ëèøü ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ñâåäåíèå èõ ê ïî-
âòîðíûì:
∀abfghpq(P (x, y, z) = (a ≤ u & u ≤ b & u − ÷èñëî & g(u) ≤ v & v ≤ h(u) & v −
÷èñëî & p(u, v) ≤ w & w ≤ q(u, v) & w − ÷èñëî) & {u, v, w} = {x, y, z} →∫∫∫

P (x,y,z)
f(x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

(∫ h(u)

g(u)

(∫ q(u,v)

p(u,v)
f(x, y, z)dw

)
dv

)
du)

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèåìó äëÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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1.4.8 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

Íàïîìíèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà îò ôóíêöèè f âäîëü êðèâîé
C îáîçíà÷àåòñÿ "êðèâèíòåãðàë(f C)". Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî â
âèäå ∫

C
fds. Îäíàêî, ïðè ââîäå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü íå êëàâèøó "Ctr-i"ëèáî "Ctr-j", à ïîñëåäîâàòåëüíî íàæèìàòü
äâå êëàâèøè "ê", "è" (êèð.). Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê èíòåãðàëàì ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî
ðîäà.

1. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà âäîëü êðèâîé, çàäàííîé
ÿâíûì ñîîòíîøåíèåì.
∀abfABCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = òî÷êè(A,K) & ((x, y) ∈ A) = (y = f(x) & B(x))
& B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x− ÷èñëî) → ∫

C
g(x, y)ds =∫ b

a
g(x, f(x))

√
(df(x)/dx)2 + 1dx)

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû (x, y) ìíîæåñòâó êîîðäèíàò òî÷åê êðèâîé ðàç-
ðåøàåòñÿ â òðåòüåì àíòåöåäåíòå îòíîñèòåëüíî y âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
îïèñàíèå. Ïîñëå ýòîãî ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò ÿâíî ðàçðåøàåò óñëîâèå íà îá-
ëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x è èäåíòèôèöèðóåò ýòó îáëàñòü ñ ïðîìåæóòêîì.
Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Óêàçàòåëè "âàðèàíò" è "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò ïðîèçâîëüíûå ñî÷åòàíèÿ
ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, à òàêæå áåñêîíå÷íûå êîíöû ïðîìåæóòêà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ òðåõìåðíîé êðèâîé ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà
ïðèåìà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âûáðàòü â êà÷åñòâå ïàðà-
ìåòðà êðèâîé ïåðåìåííóþ x, à âòîðîé - ïåðåìåííóþ z:
∀abfgABCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = òî÷êè(A,K) & ((x, y, z) ∈ A) = (y = f(x) & z =
g(x) & B(x)) & B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x − ÷èñëî) → ∫

C
h(x, y, z)ds =∫ b

a
h(t, f(t), g(t))

√
1 + (df(t)/dt)2 + (dg(t)/dt)2dt)

∀abfgABCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = òî÷êè(A,K) & ((x, y, z) ∈ A) = (x = f(z) & y =
g(z) & B(z)) & B(z) = (a ≤ z & z ≤ b & z − ÷èñëî) →

∫
C
h(x, y, z)ds =∫ b

a
h(f(t), g(t), t)

√
1 + (df(t)/dt)2 + (dg(t)/dt)2dt)

Åñëè óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó A óæå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðà y ëèáî z, òî ïåðâûé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Àíàëîãè÷íî, âòîðîé ïðèåì áëîêè-
ðóåòñÿ, åñëè óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó A óæå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî
x ëèáî y. Ïðè ýòîì âî âòîðîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèáî x,
ëèáî y óæå áûëî ÿâíî âûðàæåíî ÷åðåç z. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.

2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî âäîëü êðèâîé, çàäàííîé â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.
∀abfgABKP (ïðÿìêîîðä(K) & C = ïîëÿðíòî÷êè(A,K) & ((y, x) ∈ A) = (y =
g(x) & B(x)) & setx(B(x)) =

⋃n
i=1[a(i), b(i)] & êîíå÷íîå(setxk(g(x) = g(x +

2kπ) & íàòóðàëüíîå & B(x) & B(x+ 2kπ))) →
∫

C
f(x, y)ds =∑n

i=1

(∫ b(i)

a(i)
f(g(x) cos x, g(x) sinx)

√
(dg(x)/dx)2 + g(x)2dx

)
)

Òðåòèé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò ïîëÿðíûé ðàäèóñ îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíîãî óãëà.
×åòâåðòûé - ðàçðåøàåò óñëîâèå íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ óãëà è èäåíòèôèöèðó-
åò ðåçóëüòàò ñ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîìåæóòêîâ. Ïÿòûé àíòåöåäåíò
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óáåæäàåòñÿ â êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì
çàäàíèè êðèâîé. Íåîðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ C ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü êàê ìíî-
æåñòâî òî÷åê, è äàííàÿ ïðîâåðêà ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ñëó÷àè êðàòíîãî ïðîõî-
æäåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ó÷àñòêà. Óñëîâèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â ýòîì àíòå-
öåäåíòå ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x, k ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Èíòåãðàëû â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óãîë
íå ÿâëÿåòñÿ óæå ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abfgABPK(ïðÿìêîîðä(K) & C = ïîëÿðíòî÷êè(A,K) & ((x, y) ∈ A) = (y =
g(x) & B(x)) & B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x − ÷èñëî) →

∫
C
f(x, y)ds =∫ b

a
f(x cos g(x), x sin g(x))

√
(dg(x)/dx)2 + 1dx)

Çäåñü òðåòèé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò ïîëÿðíûé óãîë îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíîãî ðà-
äèóñà, ïðè÷åì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [a, b] óãîë íàõîäèòñÿ ïî ðàäèóñó
îäíîçíà÷íî. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ íå ÿâëÿåòñÿ
ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî óãëà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âäîëü êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷å-
ñêè.
∀abfghK(ïðÿìêîîðä(K) & C = òî÷êè(setxy(∃t(x = g(t) & y = h(t) & t−÷èñëî& a ≤
t & t ≤ b)), K) →

∫
C
f(x, y)ds =

∫ b

a
f(g(t), h(t))

√
(dg(t)/dt)2 + (dh(t)/dt)2dt)

∀abfghpK(ïðÿìêîîðä(K) & C = òî÷êè(setxyz(∃t(x = g(t) & y = h(t) & z =
p(t) & t− ÷èñëî & a ≤ t & t ≤ b)), K) →

∫
C
f(x, y, z)ds =∫ b

a
f(g(t), h(t))

√
(dg(t)/dt)2 + (dh(t)/dt)2 + (dp(t)/dt)2dt)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.
4. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà âäîëü îòðåçêà.
∀abcdfCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = îòðåçîê(AB) & êîîðä(A,K) = (a, b) & êîîðä(B,
K) = (c, d) →

∫
C
f(x, y)ds =

√
((c− a)2 + (d− b)2)

∫ 1

0
f(a+t(c−a), b+t(d−b))dt)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
5. Êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé.
∀fnCD(C =

⋃n
i=1D(i) & êîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ(D) →

∫
C
f(x, y)ds =∑n

i=1

(∫
D(i)

f(x, y)ds
)
)

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà êðèâàÿ èçíà÷àëüíî çàäàíà â âèäå îáúåäèíå-
íèÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìêîíå÷-
íïåðåñå÷åíèÿ", óñòàíàâëèâàþùèì, ÷òî ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ñåìåé-
ñòâà D ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó òî÷åê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2. Åñëè ðàñïàäåíèå êðèâîé íà ôðàãìåíòû óñìàòðèâàåòñÿ ïîñëå
ðàçðåøåíèÿ åå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàò, òî èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abfABKP (ïðÿìêîîðä(K) & C = òî÷êè(A,K) & setxy((x, y) ∈ A) =

⋃n
i=1D(i) &

êîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ(D) →
∫

C
f(x, y)ds =

∑n
i=1

(∫
òî÷êè(D(i),K)

f(x, y)ds
)
)

∀abfABKP (ïðÿìêîîðä(K) & C = òî÷êè(A,K) & setxyz((x, y, z) ∈ A) =
⋃n

i=1D(i) &

êîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ(D) →
∫

C
f(x, y)ds =

∑n
i=1

(∫
òî÷êè(D(i),K)

f(x, y)ds
)
)
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Â ïåðâîì ñëó÷àå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íàáîðà ìíîæåñòâó êîîðäèíàò òî÷åê
êðèâîé ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñè-
òåëüíî y, âî âòîðîì ñëó÷àå - îòíîñèòåëüíî y, z. Èíòåãðàëû ïîä ñóììîé â çàìåíÿ-
þùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 4.

6. Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ êðèâîé ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.
∀PKC(ïðÿìêîîðä(K) → C = òî÷êè(setxy(P (x, y)), K) ↔
C = ïîëÿðíòî÷êè(setxy(P (x cos y, x sin y) & 0 < x & − π < y & y ≤ π & x −
÷èñëî & y − ÷èñëî), K))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåëÿþùåé êî-
îðäèíàòû òî÷åê êðèâîé C. Â óñëîâèè ýòîé çàäà÷è äîëæåí âñòðå÷àòüñÿ êðè-
âîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà âäîëü C. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíå-
íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â óðàâíåíèè êðèâîé ïîäâûðàæåíèÿ âèäà
ax2/b+cy2/d, ãäå a, b, c, d íå ñîäåðæàò íè x, íè y. Óñëîâèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ"
â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà áåðåòñÿ âäîëü îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé, ïî-
ýòîìó íà÷íåì ñ ïåðå÷èñëåíèÿ ñðåäñòâ çàäàíèÿ òàêèõ êðèâûõ, èñïîëüçóåìûõ â ðå-
øàòåëå. Âûðàæåíèå "îðêðèâàÿ(f K)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, îïðåäå-
ëÿåìóþ ÷èñëîâîé âåêòîð-ôóíêöèåé f îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî (ïàðàìåò-
ðà êðèâîé)â ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Íàïðàâëåíèå ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò
âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà, ïðè÷åì ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ñîâïàäàåò ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f . Îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáû÷-
íîé êðèâîé q, çàäàâ óêàçàòåëü îðèåíòàöèè a. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå
"îðèåíòêðèâîé(q a)". Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû óêàçàòåëåé îðèåíòàöèè:

1. "óáûâàåò(K i)" - â ñèñòåìå êîîðäèíàò K ïîëîæåíèå òî÷êè êðèâîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åå i-é êîîðäèíàòîé, è êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ
çíà÷åíèÿ ýòîé êîîðäèíàòû.

2. "âîçðàñòàåò(K i)" - â ñèñòåìå êîîðäèíàòK ïîëîæåíèå òî÷êè êðèâîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åå i-é êîîðäèíàòîé, è êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñ-
òàíèÿ çíà÷åíèÿ ýòîé êîîðäèíàòû.

3. "óáûâàåò(K 0)" - â ñèñòåìå êîîðäèíàòK êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
4. "âîçðàñòàåò(K 0)" - â ñèñòåìå êîîðäèíàò K êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè.
Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîõîæäåíèþ îòðåçêà AB îò òî÷êè

A ê òî÷êå B, îáîçíà÷àåòñÿ "Îòðåçîê(A,B)". Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ñîáîé îòðåçîê íåîðèåíòèðîâàííîé êðèâîé q ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â
òî÷êå B, îáîçíà÷àåòñÿ "îòðåçîêëèíèè(q,A,B)". Íàêîíåö, ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî ïðîõîæäåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ íàáîðà a (î÷åðåäíàÿ êðèâàÿ íà÷èíàåòñÿ
òàì, ãäå çàêàí÷èâàåòñÿ ïðåäûäóùàÿ) îáîçíà÷àåòñÿ "ïóòü(a)".

Íàïîìíèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà äëÿ âåêòîð - ôóíêöèè F ,
âû÷èñëÿåìûé âäîëü îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé , îáîçíà÷àåòñÿ "Êðèâèíòåãðàë(F C)".
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Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åãî â äâóìåðíîì ñëó÷àå êàê ∫
C
f(x, y)dx +

g(x, y)dy, à â òðåõìåðíîì - êàê ∫
C
f(x, y, z)dx + g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dx. Ïåðåìåí-

íûå x, y, z íå äîïóñêàþò êàêèõ-ëèáî ïåðåîáîçíà÷åíèé. Ïðè ïåðåõîäå ê âíóòðåííåìó
ëîãè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îíè òåðÿþòñÿ è ñëóæàò ëèøü äëÿ óñëîâíîé íóìåðàöèè
êîìïîíåíò f, g, h èíòåãðèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè.

1. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà âäîëü êðèâîé, çàäàííîé
ÿâíûì ñîîòíîøåíèåì.
∀abfghABCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = îðèåíòêðèâîé(òî÷êè(A,K), âîçðàñòàåò(K, 1))
& ((x, y) ∈ A) = (y = h(x) & B(x)) & B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x − ÷èñëî) →∫

C
f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫ b

a
(f(x, h(x)) + g(x, h(x))dh(x)/dx)dx)

∀abfghABCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = îðèåíòêðèâîé(òî÷êè(A,K), óáûâàåò(K, 1))
& ((x, y) ∈ A) = (y = h(x) & B(x)) & B(x) = (a ≤ x & x ≤ b & x − ÷èñëî) →∫

C
f(x, y)dx+ g(x, y)dy = −

∫ b

a
(f(x, h(x)) + g(x, h(x))dh(x)/dx)dx)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ èç êîíòåêñòà, âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåò ìíîæåñòâî
A êîîðäèíàò òî÷åê êðèâîé è íàïðàâëåíèå åå îáõîäà, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçðàñ-
òàíèþ ëèáî óáûâàíèþ àáñöèññû. Òðåòèé àíòåöåäåíò ÿâíî ðàçðåøàåò îðäèíàòó
òî÷êè êðèâîé îòíîñèòåëüíî àáñöèññû, ÷åòâåðòûé - îïðåäåëÿåò ïðîìåæóòîê èç-
ìåíåíèÿ àáñöèññû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåøàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Åñëè àáñöèññà êðèâîé èçíà÷àëüíî ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî îðäèíàòû,
òî ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè ïîñëå ðàçðåøå-
íèÿ îðäèíàòû îòíîñèòåëüíî àáñöèññû êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì
çàäàíî íàïðàâëåíèå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîì-
áèíàöèÿ äâóõ ïåðâûõ ïðèåìîâ:
∀abfgpqABCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = îðèåíòêðèâîé(òî÷êè(A,K), âîçðàñòàåò(K, 0))
& ((x, y) ∈ A) = ((y = p(x) ∨ y = q(x)) & B(x)) & B(x) = (a ≤ x & x ≤
b & x − ÷èñëî) & 0 ≤ q(x) − p(x) →

∫
C
f(x, y)dx + g(x, y)dy =

∫ b

a
(f(x, p(x)) +

g(x, p(x))dp(x)/dx)dx−
∫ b

a
(f(x, q(x)) + g(x, q(x))dq(x)/dx)dx)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü òîæå ðàâåí 3. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ çàìåíÿþùèé òåðì
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ãäå è ïðîèñõîäèò
ôàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà.

2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âäîëü êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷å-
ñêè.
∀abfgpqACK(ïðÿìêîîðä(K) & C = îðêðèâàÿ(λt((p(t), q(t)), A(t)), K) & A(t) =

(a ≤ t & t ≤ b & t− ÷èñëî) → ∫
C
f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫ b

a
(f(p(t), q(t))dp(t)/dt+

g(p(t), q(t))dq(t)/dt)dt)

∀abfghpqrACK(ïðÿìêîîðä(K) & C = îðêðèâàÿ(λt((p(t), q(t), r(t)), A(t)), K) &A(t) =
(a ≤ t & t ≤ b & t − ÷èñëî) → ∫

C
f(x, y, z)dx + g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz =∫ b

a
(f(p(t), q(t), r(t))dp(t)/dt+g(p(t), q(t), r(t))dq(t)/dt+h(p(t), q(t), r(t))dr(t)/dt)dt)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé, òðå-
òèé - íàõîäèò ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âäîëü êðèâîé, ñîñòàâëåííîé èç ôðàãìåíòîâ.
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∀afgnA(A = ïóòü(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})) →
∫

A
f(x, y)dx+ g(x, y)dy =∑n

i=1

(∫
a(i)

f(x, y)dx+ g(x, y)dy
)
)

Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)"
ñ êîíå÷íûì íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû â âèäå îáû÷íîé. Ñóììè-
ðóåìûå èíòåãðàëû ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âäîëü îòðåçêà.
∀abcdfgABK(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A,K) = (a, b) & êîîðä(B,K) = (c, d) →∫
Îòðåçîê(A,B)

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =
∫ 1

0
(f(a+ (c− a)t, b+ (d− b)t)(c− a) + g(a+

(c− a)t, b+ (d− b)t)(d− b))dt)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
5. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âäîëü îòðåçêà êðèâîé.
∀abfghABCK(ïðÿìêîîðä(K) & C = îòðåçîêëèíèè(òî÷êè(A,K),M,N) & êîîðä(M,
K) = (a, b) & êîîðä(N,K) = (c, d) & ((x, y) ∈ A) = (y = h(x) & B(x)) & p =
min(a, c) & q = max(a, c) & ¬(q−p = 0) & ∀x(x−÷èñëî & 0 ≤ x−p & 0 ≤ q−x→
B(x)) →

∫
C
f(x, y)dx+g(x, y)dy = sg(c−a) ∫ q

p
(f(x, h(x))+g(x, h(x))dh(x)/dx)dx)

Âòîðîé àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò çàäàíèå êðèâîé â âèäå îòðåçêà ëèíèè è èäåí-
òèôèöèðóåò ìíîæåñòâî A êîîðäèíàò òî÷åê ëèíèè, à òàêæå íà÷àëüíóþ è êî-
íå÷íûå òî÷êè M,N . Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòû
òî÷åê M,N , èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä". Ïÿòûé àíòåöåäåíò ðàçðå-
øàåò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû (x, y) ìíîæåñòâó êîîðäèíàò òî÷åê êðèâîé
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé y. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû íàõîäÿò íà÷àëî
p è êîíåö q ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà x ìåæäó òî÷êàìè M,N . Îíè
èñïîëüçóþò íîðìàëèçàòîðû "íîðììèíèìóì", "íîðììàêñèìóì". Âîñüìîé àíòå-
öåäåíò ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà óáåæäàåòñÿ â ðàçëè÷èè òî÷åê p, q,
à äåâÿòûé - ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåò,
÷òî âñå òî÷êè ïðîìåæóòêà îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè âàðüèðîâàíèÿ àáñöèññû x ïðè
ïðîõîæäåíèè êðèâîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Ñëó÷àé ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà.
∀abcdfgpqrsABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & df(x, y)/dy − dg(x, y)/dx = 0 & êîîðä(íà÷à-
ëîïóòè(C), K) = (a, b) & êîîðä(êîíåöïóòè(C), K) = (c, d) & íåïðäèôô(λxy(f(x,
y), x−÷èñëî& y−÷èñëî), A) & íåïðäèôô(λxy(g(x, y), x−÷èñëî& y−÷èñëî), B) &
òî÷êèïóòè(C) ⊆ òî÷êè(D,K) & D ⊆ A & D ⊆ B & ∀y(y − ÷èñëî & r ≤
y & y ≤ s → (a, y) ∈ D) & ∀x(x − ÷èñëî & p ≤ x & x ≤ q → (x, d) ∈
D) & îäíîñâÿçíî(D) & p = min(a, c) & q = max(a, c) & r = min(b, d) & s =
max(b, d) →

∫
C
f(x, y)dx+g(x, y)dy = sg(d−b) ∫ s

r
g(a, y)dy+sg(c−a) ∫ q

p
f(x, d)dx)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîä èíòåãðàëîì ðàñïîëîæåí ïîëíûé äèôôåðåí-
öèàë. Òîãäà (ïðè âûïîëíåíèè ñîïðîâîæäàþùèõ óñëîâèé) êðèâóþ C ìîæíî íå
óòî÷íÿòü, à ëèøü óêàçûâàòü åå êîíöû. Ïîýòîìó âìåñòî ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé
êðèâóþ, ïðèåì èùåò â êîíòåêñòå ïîñûëêó âèäà "òî÷êèïóòè(C) ⊆ òî÷êè(D,K)".
Îíà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñåäüìûì àíòåöåäåíòîì è ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íåêî-
òîðóþ îáëàñòü D, âíóòðè êîòîðîé ëåæèò êðèâàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò,
÷òî èíòåãðèðóåòñÿ ïîëíûé äèôôåðåíöèàë. Åãî ëåâàÿ ÷åñòü óïðîùàåòñÿ â î.ä.ç.
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âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåí-
òû, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðêîîðä", îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòû (a, b), (c, d)
íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê êðèâîé. Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû, èñïîëüçóÿ
ñèíòåçàòîð "îáëíåïðäèôô", îïðåäåëÿþò íåêîòîðûå ìíîæåñòâà A,B, â êîòîðûõ
ôóíêöèè f, g íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû. Âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåí-
òû, îáðàáàòûâàåìûå ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, óáåæäàþòñÿ â òîì, ÷òî ýòè
ìíîæåñòâà ñîäåðæàò îáëàñòü D. Äåñÿòûé è îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíòû, îá-
ðàáàòûâàåìûå âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà äîêàçàòåëüñòâî, óñòàíàâëèâàþò,
÷òî ëåâàÿ è âåðõíÿÿ ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, îïðåäåëÿåìîãî êîíöàìè êðèâîé
C, âêëþ÷àþòñÿ â îáëàñòü D. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ëîìàíîé, âäîëü
êîòîðîé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ôàêòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå. Äâåíàäöàòûé àíòå-
öåäåíò, èñïîëüçóÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîäíîñâÿçíî", óáåæäàåòñÿ â òîì,
÷òî D åñòü îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Äëÿ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ âäîëü äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ñîçäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì.
Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ñâÿçûâàþùàÿ îá-
ëàñòü D ñ êðèâîé C:
∀abcdfgpqrsABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & df(x, y)/dy − dg(x, y)/dx = 0 & êîîðä(íà÷à-
ëîïóòè(C), K) = (a, b) & êîîðä(êîíåöïóòè(C), K) = (c, d) & íåïðäèôô(λxy(f(x,
y), x−÷èñëî& y−÷èñëî), A) & íåïðäèôô(λxy(g(x, y), x−÷èñëî& y−÷èñëî), B) &
êîìïñâÿçíîñòè(A ∩ B,D) & îäíîñâÿçíî(D) &∀y(y − ÷èñëî & r ≤ y & y ≤ s →
(a, y) ∈ D) & ∀x(x − ÷èñëî & p ≤ x & x ≤ q → (x, d) ∈ D) & òî÷êèïóòè(C) ⊆
òî÷êè(D,K) & p = min(a, c) & q = max(a, c) & r = min(b, d) & s = max(b, d) →∫

C
f(x, y)dx+ g(x, y)dy = sg(d− b)

∫ s

r
g(a, y)dy + sg(c− a)

∫ q

p
f(x, d)dx)

ÎáëàñòüD çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ
A,B, è ëèøü çàòåì ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êðèâàÿ âõîäèò â ýòó îáëàñòü. Äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåçàòîð "êîìïñâÿçíîñòè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5. Ñîçäàíà òàêæå åãî âåðñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðèðîâàíèþ âäîëü
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà.

1.5 Ðÿäû

Ðÿä ∑∞
i=k a(i) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà ÿçûêå ðåøàòåëÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîèõ ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åå â âèäå λn(
∑n

i=k a(i), n−íàòó-ðàëüíîå), à â ñêîáî÷íîé çàïèñè îíà èìååò âèä:
"îòîáðàæåíèå(n íàòóðàëüíîå(n) ñóììàâñåõ(îòîáðàæåíèå(i è(öåëîå(i) ìåíüøåèëèðàâ-
íî(k i))a(i))))".

Ñóììà ðÿäà ïðè ýòîì ïðîðèñîâûâàåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, à â ñêîáî÷íîé çàïèñè
èìååò âèä "ñóììàâñåõ(îòîáðàæåíèå(i è(öåëîå(i)ìåíüøåèëèðàâíî(k i)) a(i)))".

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì äîëæíà áûëà áû íà÷èíàòüñÿ
ñ a(k), íî òîãäà ïðèøëîñü áû ââîäèòü ñäâèã íóìåðàöèè. Òàê êàê âñå ðàâíî ïåðâûå
÷ëåíû íå âëèÿþò íà ñõîäèìîñòü, òî âûáðàí òåõíè÷åñêè áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò - ðîëü
íîìåðà èãðàåò âåðõíèé èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðûé âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû.
Ïðè ýòîì ñóììà îò k äî n ïðè n < k ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ðàçóìååòñÿ, âûðàæåíèå
a(i) â òàêèõ òî÷êàõ ìîæåò îêàçàòüñÿ íå îïðåäåëåííûì. Îäíàêî, â ðåøàòåëå â òàêèõ
ñëó÷àÿõ ïîâñþäó äåëàåòñÿ äîïóùåíèå (îáû÷íîå äëÿ ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé), ÷òî
ëþáîå ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîå âûðàæåíèå äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ñâîèõ ïåðå-
ìåííûõ èìååò êàêîå-òî çíà÷åíèå. Ïðîñòî âíå îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îïåðàöèé
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ìû íè÷åãî íå çíàåì ïðî ýòî çíà÷åíèå è íèêàê íå ìîæåì èì "âîñïîëüçîâàòüñÿ".

1.5.1 Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ñóììû ðÿäà

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ ñòàíäàðòèçàöèè áåñêîíå÷íûõ
ñóìì, ïðèìåíÿåìûõ â ñðàâíèòåëüíî ðåäêî âñòðå÷àþùèõñÿ ñèòóàöèÿõ.

1. Óñòðàíåíèå ñåðèè íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.
∀dfg(

∑∞
i=d(1− (−1)i)f(i)/g(i) = 2

∑∞
i=[d/2] f(2i+ 1)/g(2i+ 1))

∀dfg(
∑∞

i=d((−1)i − 1)f(i)/g(i) = −2
∑∞

i=[d/2] f(2i+ 1)/g(2i+ 1))

∀defg(e = −[−d/2] →
∑∞

i=d(1 + (−1)i)f(i)/g(i) = 2
∑∞

i=[d/2] f(2i)/g(2i))

Ïåðåìåííàÿ d èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Öåëàÿ ÷àñòü âû-
÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìöåëàÿ÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ñäâèã îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ.
∀abf (

∑∞
i=a f(i+ b) =

∑∞
i=a+b f(i))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ3 çíà÷åíèå(õ6 ïëþñ(õ9 õ2))) âèä(õ3 ïëþñ(õ9 õ2
)))" èäåíòèôèöèðóåò â ñóììèðóåìîì âûðàæåíèè A âõîæäåíèå ïîäâûðàæåíèÿ
i + b. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ6 õ9 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
øàáëîíà f(. . .) ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ A ê âèäó, ó êîòîðîãî âñå âõîæäåíèÿ èí-
äåêñà ñóììèðîâàíèÿ ðàñïîëîæåíû òîëüêî âíóòðè ñóìì i+ b. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

3. Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé.
∀afgn(

∑∞
i=n((a ïðè i = n, èíà÷åf(i))g(i)) = ag(n) +

∑∞
i=n+1(f(i)g(i)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afg(

∑∞
i=a((f(i) ïðè i− even, èíà÷å 0)g(i)) =

∑∞
i=−[−a/2](f(2i)g(2i)))

∀afg(
∑∞

i=a((0 ïðè i− even, èíà÷å f(i))g(i)) =
∑∞

i=[a/2](f(2i+ 1)g(2i+ 1)))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âëîæåííûå óñëîâíûå âûðàæåíèÿ: âûíåñåíèå íàðóæó ïîäñëó÷àÿ äëÿ êîíêðåò-
íîãî ÷ëåíà ðÿäà.
∀abcinp(((a ïðè i = n, èíà÷å b) ïðè p, èíà÷å c) = (a ïðè i = n, èíà÷å (b ïðè p, èíà-
÷å c)))
∀abcinp((−(a ïðè i = n, èíà÷å b) ïðè p, èíà÷å c) = (−a ïðè i = n, èíà÷å (−b ïðè p,
èíà÷å c)))
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâíîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îïåðàöèåé "ñóììàâñåõ",
ïðè÷åì i - îäèí èç èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

1.5.2 Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

Ïðåäñòàâëåíèå ðÿäà â âèäå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ïðåäèêàòîì "ñõîäèòñÿ(x)", îçíà÷àþùåì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x. Ñîîò-
âåòñòâåííî ñ ýòèì, ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà
íå â òðàäèöèîííîì âèäå "ñõîäèòñÿ(∑∞

i=k a(i))", à â âèäå "ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=k a(i), n −íàòóðàëüíîå))".
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Ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîçðàíÿþùèå ñõîäèìîñòü

Îïèñàíèå ñðåäñòâ, èñïîëüçóåìûõ ðåøàòåëåì ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, íà÷íåì
ñ ñåðèè ïðåîáðàçîâàíèé, óïðîùàþùèõ óñëîâèå ñõîäèìîñòè.

1. Óñòðàíåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ â çíàìåíàòåëå.
∀afg(¬(a = 0) → ñõîäèòñÿ(λn(f(n)/ag(n), n−íàòóðàëüíîå)) ↔ ñõîäèòñÿ(λn(f(n)/
g(n), n− íàòóðàëüíîå)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Óñòðàíåíèå âíåøíåãî ìèíóñà.
∀f (ñõîäèòñÿ(λn(−f(n), n−íàòóðàëüíîå)) ↔ ñõîäèòñÿ(λn(f(n), n−íàòóðàëüíîå)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñòðàíåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëå.
∀afg(¬(a = 0) → ñõîäèòñÿ(λn(af(n)/g(n), n − íàòóðàëüíîå)) ↔ a = 0 ∨ ¬(a =
0) & ñõîäèòñÿ(λn(f(n)/g(n), n− íàòóðàëüíîå)))
Åñëè çàäà÷à èìååò òèï "îïèñàòü", òî âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ", óñêîðÿþùèì ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ ïîäñëó÷àåâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Óñòðàíåíèå êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî.
∀af (ñõîäèòñÿ(λn(f(n) + a, n− íàòóðàëüíîå)) ↔ ñõîäèòñÿ(λn(f(n), n− íàòóðàëü-
íîå)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñòàíîâëåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì îáðàùåíèÿ ê íîðìà-
ëèçàòîðó "íîðìïðåäåë"

∀af (a = limn→∞ f(n) & (a − ÷èñëî ∨ a = ∞ ∨ a = −∞ ∨ a = íåîïðåä) →
ñõîäèòñÿ(λn(f(n), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ a− ÷èñëî)
Â îòëè÷èå îò ïðèåìà, ïðèâåäåííîãî â ðàçäåëå "ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè", äàííûé
ïðèåì íå äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü, à çàìåíÿåò óñëîâèå ñõîäèìîñòè íà ýêâèâàëåíòíîå
óñëîâèå "a − ÷èñëî". Ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè ðÿäà ýòî ìîæåò ïîçâîëèòü ïîëó÷èòü
îòâåò "ëîæü". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îáðà-
ùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåäåë". Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì f(n) ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êàê ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"áëîêïðîâåðîê". Ïåðâûé åãî äèçþíêòèâíûé ÷ëåí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì "óñì÷èñëî", îñòàëüíûå - ñðàâíèâàþò ðåçóëüòàò a ñ ëîãè÷åñêèìè ñèìâîëàìè
"ïëþñáåñê", "ìèíóñáåñê", "íåîïðåä". Åñëè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ ñóìì ëèáî ïðîèçâåäåíèé, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.
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Äîêàçàòåëüñòâî ðàñõîäèìîñòè ðÿäà, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî íå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ

∀abf (limn→∞{f(n)} = a & ¬(a = 0) → ¬(ñõîäèòñÿ(λk(
∑k

m=b f(m), k − íàòóðàëüíîå))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ "ñõîäèò-
ñÿ(. . .)" óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìà-
ëèçàòîðó "íîðìïðåäåë", ðàññìàòðèâàÿ f(n) êàê ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "áëîêïðîâåðîê". Åãî óñïåøíàÿ îáðàáîòêà
âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåë a ôàêòè÷åñêè âû÷èñëåí. Ïðèåì áëîêèðóåò-
ñÿ, åñëè ìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ âûðàæåíèÿ f(m) ñëóæèò ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû,
òàê êàê äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäóñìîòðåí îñîáûé ïðèåì, ïðèâîäèìûé íèæå. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 5.
∀abfgh(¬(limi→∞ f(i)/g(i) = 0) → ¬(ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=n(−1)h(i)f(i)/g(i), n − íàòóðàëü-

íîå))))
Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî îòáðàñûâàíèå ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû íåìíîãî
óñèëèâàåò åãî, òàê êàê ðàñøèðÿåò êëàññ ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ìîæíî âû÷èñëèòü ïðå-
äåë. Ïðè îáðàáîòêå àíòåöåäåíòà ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåäåë",
ïðè÷åì îòíîøåíèå f(i)/g(i) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà.
Çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíå0". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2
è 5, ïðè÷åì íà óðîâíå 2 ââåäåí ñðåäíåé ñòåïåíè îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, îñëàá-
ëåííûé íà óðîâíå 5.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè

Åñëè óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ðÿäà, òî ê
óñëîâèÿì ýòîé çàäà÷è ïðèñîåäèíÿåòñÿ òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ ïðåäåëà îáùåãî
÷ëåíà ðÿäà.
∀abf (ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a f(i), n− íàòóðàëüíîå)) & b = limi→∞ f(i) → b = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäåë âû÷èñëèòü óäàëîñü (âûðàæåíèå b íå äîëæíî
ñîäåðæàòü ñèìâîëà "ïðåäåë") è ÷òî îí íå òîæäåñòâåííî íóëåâîé. Çàäà÷à íå äîëæíà
èìåòü ñâîèìè óñëîâèÿìè óðàâíåíèÿ. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ, åñëè ìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ âûðàæåíèÿ f(i) ñëóæèò ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû -
òîãäà ïðåäóñìîòðåí äðóãîé ïðèåì. Åñëè îáùèé ÷ëåí ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ñóììó ëèáî
êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, èíà÷å îí ðàâåí 2. Ñîçäà-
íû äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà: îäíà ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ðÿä íå ñîäåðèò íåèçâåñòíûõ,
äðóãàÿ - åñëè îí ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âûâîäèìîå ðàâåíñòâî
b = 0 ïðåäâàðèòåëüíî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ.
∀abfgh(ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a(−1)h(i)f(i)/g(i), n− íàòóðàëüíîå)) &

b = limi→∞ f(i)/g(i) → b = 0)

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Êàê è âûøå, ñîçäàíû äâå åãî âåðñèè - äëÿ íàëè÷èÿ
è îòñóòñòâèÿ íåèçâåñòíûõ â óñëîâèè ñõîäèìîñòè.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ

1. Ïðèçíàê Êîøè.
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∀abf (0 ≤ f(n) & limn→∞(f(n)1/n) = a & 0 < 1− a→ ñõîäèòñÿ(λm(
∑m

n=b f(n),
m− íàòóðàëüíîå)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è. Â ñëó-
÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå ýòî óñëîâèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Îáùèé
÷ëåí ðÿäà äîëæåí èìåòü ñâîèì îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì ñòåïåííîå âûðàæåíèå,
ó êîòîðîãî êàæäîå ñëàãàåìîå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èìååò ñîìíîæèòåëü âèäà nk

(äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé k = 1). Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà èìååò ñâîèì îáîáùåííûì ñî-
ìíîæèòåëåì êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, ôàêòîðèàë ëèáî ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû,
ïîêàçàòåëü êîòîðîé çàâèñèò îò n, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ
ïîñûëîê ïåðåäàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "n− ÷èñëî, n− öåëîå, n→∞". Ëåâàÿ ÷àñòü
âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïðåäâà-
ðèòåëüíî âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå èìååò çàãîëîâêà
"ïðåäåë". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââå-
äåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ïðèçíàê Ãàóññà.
Äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ýòîò ïðèçíàê ïðåäñòàâëåí â íåñêîëüêî ìîäè-
ôèöèðîâàííîì âèäå:
∀abfghi(0 ≤ f(i+1)/f(i) & a = λi(i ln(f(i+1)/f(i)), i−÷èñëî) & b = limi→∞ a(i) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=g f(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ b+ 1 < 0)

Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò, èñïîëüçóÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð, óñòàíàâëèâàåò çíàêîïîñòîÿíñòâî ðÿäà.
Ïðåäâàðèòåëüíî îòíîøåíèå f(i + 1)/f(i) îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè
"èäåíòèôèêàòîð". Íà÷íåì ñî âòîðîãî àíòåöåäåíòà. Âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì
"îòîáðàæåíèå" â åãî ïðàâîé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "àñèìïòî-
öåíêà", ñíàáæåííûì êîììåíòàðèÿìè "ñõîäèòñÿ", "ñòåïåíü". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè áóäóò îòáðàñûâàòüñÿ òîëüêî òàêèå ÷ëå-
íû, êîòîðûå ñóòü O(1/iε), ãäå ε > 0. Åñëè îáîçíà÷èòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
íîðìàëèçàòîðà ÷åðåç A, òî áóäåì èìåòü i ln(f(i + 1)/f(i)) = A + O(1/iε), ò.å.
ln(f(i+1)/f(i)) = A/i+O(1/i1+ε), è ïðè îãðàíè÷åííîì A ïîëó÷èì f(i+1)/f(i) =
1 + A/i + O(1/i1+ε), â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íûì âèäîì ïðèçíàêà Ãàóññà. Îäíà-
êî, âîîáùå ãîâîðÿ, A ìîæåò ñîäåðæàòü i è íå áûòü îãðàíè÷åííûì. Áîëåå òîãî,
ïðè íàëè÷èè â âûðàæåíèè äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ îãðàíè÷åííîñòü ëèáî íåîãðàíè÷åííîñòü A ìîæåò çàâèñåòü îò òàêèõ ïàðà-
ìåòðîâ. Èç-çà ýòèõ ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà A ìîæåò îêàçàòüñÿ íå
äîâåäåííîé äî îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà: ïðè îäíèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îä-
íè ÷ëåíû áóäóò äàâàòü ãëàâíóþ ÷àñòü, à ïðè äðóãèõ - äðóãèå. Ïîýòîìó ââåäåí
òðåòèé àíòåöåäåíò, âû÷èñëÿþùèé ïðåäåë b âûðàæåíèÿ A ïðè i → ∞. Ïðè íà-
ëè÷èè ïàðàìåòðîâ äàííûé ïðåäåë ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì.
Åñëè b 6= −1, òî çàâåäîìî ñõîäèìîñòü ðÿäà ýêâèâàëåíòíà íåðàâåíñòâó b+ 1 < 0.
Åñëè b = −1, òî A îãðàíè÷åíî, è äëÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèçíàêà Ãàóññà äîñòà-
òî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò A ê b íå áûëè îòáðîøåíû ÷ëåíû, íå
ÿâëÿþùèåñÿ O(1/i1+ε). Äëÿ ýòîãî ââåäåí ñïåöèàëüíûé ôèëüòð, êîíòðîëèðóþ-
ùèé âèä âûðàæåíèÿ A. Åñëè b åñòü 0 ëèáî ±∞, ëèáî åñëè i íå âõîäèò â A, òî
íèêàêèå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íå íóæíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì
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ñèòóàöèþ, êîãäà íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ íå ïîçâîëèëî äîâåñòè äî
êîíöà àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó. Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî A
èìååò âèä ñóììû, ó êîòîðîé åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò i, ïðè÷åì ïðè
îòáðàñûâàíèè êîýôôèöèåíòà äàííîãî ñëàãàåìîãî îñòàåòñÿ âûðàæåíèå, ñòðåìÿ-
ùååñÿ ê ∞. Òîãäà ïðè îäíèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b îêàæåòñÿ áåñêîíå÷íûì,
ïðè äðóãèõ - ñîâïàäàþùèì ñ A, è òàêèì îáðàçîì íèêàêèå ÷ëåíû â ñëó÷àå b = −1
íå îòáðàñûâàþòñÿ. Êëàññ äîïóñòèûìõ âûðàæåíèé A ïî ìåðå íàäîáíîñòè ìîæíî
ðàñøèðÿòü, îäíàêî äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ îí áûë äîñòàòî÷íûì.
Ïðèåì èìååò òàêæå ðÿä äðóãèõ ôèëüòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ öåëîñîîáðàçíîñòüþ ïî-
ïûòêè åãî ïðèìåíåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïðè íàëè÷èè â îáùåì ÷ëåíå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé îïåðàöèè îò àðãóìåíòà B, ñîäåðæàùåãî i, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
âû÷èñëèòü ïðåäåë B ïðè i→∞. Åñëè îíà îêàçûâàåòñÿ íåóäà÷íîé, ëèáî ïðåäåë
çàäàåòñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì èëè áåñêîíå÷åí, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, äàëåå, ÷òî ïîïûòêà ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó A íå ïðèâåëà ê
îòêàçó è ÷òî ïðåäåë b óäàëîñü âû÷èñëèòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå
ñîäåðæèò êîíå÷íîé ñóììû, çàâèñÿùåé îò i. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è
íà îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 5 è 7. Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà èìååò ñâîèì îáîá-
ùåííûì ìíîæèòåëåì ëîãàðèôì, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ ñîäåðæàùàÿ i
ñóììà, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, èíà÷å îí ðàâåí 5.

3. Ëîãàðèôìè÷åñêèé ïðèçíàê.
∀acdf (0 ≤ f(i) & a = −(limi→∞ ln f(i)/ ln i) & (a − ÷èñëî & ¬(a − 1 = 0) ∨ a =
∞ ∨ a = −∞) → ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=c f(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ 1 < a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà äîëæåí èìåòü ñâî-
èì îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì ëîãàðèôì, çàâèñÿùèé îò i. Ïåðâûé àíòåöåäåíò,
îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî ÷ëåíû ðÿ-
äà íåîòðèöàòåëüíû. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïðåäåë â åãî ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë", ïðè-
÷åì îòíîøåíèå ëîãàðèôìîâ ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå èìååò çàâèñÿùèõ îò i îáîáùåííûõ ìíîæè-
òåëåé, çàãîëîâêè êîòîðûõ îòëè÷íû îò ñèìâîëîâ "äðîáü", "ñòåïåíü", "ìèíóñ",
"ëîãàðèôì", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, èíà÷å îí ðàâåí 4.

4. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê.
∀abf (0 ≤ f(x) & íåâîçðàñòàåò(λx(f(x), x − ÷èñëî), (b,∞)) &

∫∞
b
f(x)dx = a →

ñõîäèòñÿ(λx(
∑x

i=b f(i), x− íàòóðàëüíîå)) ↔ a− ÷èñëî)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îíè óñòà-
íàâëèâàþò, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà íåîòðèöàòåëåí è ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííî
íåâîçðàñòàåò íà ëó÷å (b,∞). Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë óäàëîñü âû÷èñëèòü - âûðàæåíèå a íå
äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîëà "èíòåãðàë". Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñîäåðæèò çà-
âèñÿùèå îò i êîíå÷íóþ ñóììó, êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, ôàêòîðèàë ëèáî ÷èñëî
ñî÷åòàíèé, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå, åñëè îáùèé ÷ëåí ñî-
äåðæèò ñòåïåííîå âûðàæåíèå, ïîêàçàòåëü êîòîðîãî èìååò âõîæäåíèå i, íå äî-
ñòèæèìîå èç êîðíÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ïåðåõîäàìè ÷åðåç àðèôìåòè÷åñêèå îïåðà-
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öèè, ìîäóëè è îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî ÷ëåíà.
(a) Àñèìïòîòèêà ñóììû.

∀abfghpuv(limi→∞ f(i)/g(i) = 0 & limi→∞(h(i) ln(1 + f(i)/g(i))) = b & b −
÷èñëî & p(i) = g(i)h(i)u(i)/v(i) & 0 ≤ p(i) → ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a(f(i) +

g(i))h(i)u(i)/v(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=a p(i), n− íàòóðàëü-
íîå)))
Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ f(i) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì ñëàãàå-
ìûì ðàññìàòðèâàåìîé ñóììû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòî ñëà-
ãàåìîå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàòêîì ñóììû, âòîðîé - ÷òî ëîãàðèôì îò-
íîøåíèÿ îáùèõ ÷ëåíîâ èñõîäíîãî è ðåçóëüòèðóþùåãî ðÿäîâ èìååò êîíå÷-
íûé ïðåäåë b. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò îáùèé ÷ëåí p(i) ðåçóëüòè-
ðóþùåãî ðÿäà, åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè. Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà ñîäåðæèò òðèãîíîìåòðè-
÷åñêóþ îïåðàöèþ, çàâèñÿùóþ îò i, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí áëîêèðóåòñÿ
òàêæå, åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ êàêîå-ëèáî óðàâíåíèå.
Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïðèìåíÿòü ïðèåì ê ñóììàì, ðàñïîëîæåííûì
íå òîëüêî â ÷èñëèòåëå, íî è â çíàìåíàòåëå. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Àñèìïòîòèêà ëîãàðèôìà ôàêòîðèàëà.
∀dfgh(0 ≤ ln(f(i)!)g(i)/h(i) & limi→∞ f(i) = ∞→
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 ln(f(i)!)g(i)/h(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔

ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 f(i) ln(f(i))g(i)/h(i), n− íàòóðàëüíîå)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, êîòîðîìó
ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "n− íàòóðàëüíîå, n→∞". Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Îáùèé ÷ëåí ðåçóëüòèðóþùåãî
ðÿäà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Èñïîëü-
çóåòñÿ óêàçàòåëü "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Àñèìïòîòèêà ôàêòîðèàëà.
∀fghk(0 ≤ (f(i)!)kg(i)/h(i) & limi→∞ f(i) = ∞→
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1(f(i)!)kg(i)/h(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔

ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1(f(i))kf(i) exp(−kf(i))(f(i))k/2g(i)/h(i), n−íàòóðàëüíîå)))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "àñèìïòîöåíêà".
Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ïåðåõîäà ê àñèìïòîòè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíîìó îáùåìó ÷ëåíó ðÿäà, äëÿ òàêîãî ïåðåõîäà ïðèìåíÿåòñÿ
òàêæå íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà". Çäåñü ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀adfghpqrstuvwz(w = λn(

∑n
i=d v(i), n− íàòóðàëüíîå) & v(i) =

(f(i))a(i)g(i)/h(i) & u = λi(f(i), i − ÷èñëî) & u(i) = qr(i)/m(i) & p(i) =
(r(i))a(i)g(i)/((s(i))a(i)h(i)) & 0 ≤ p(i) & m(i) = ts(i) & z = limi→∞ a(i) &
z − ÷èñëî→ ñõîäèòñÿ(w) ↔ q = 0 & ñõîäèòñÿ(w) ∨
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=d p(i), n− íàòóðàëüíîå)))
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∀adfghpqrstuvwz(w = λn(
∑n

i=d v(i), n− íàòóðàëüíîå) & v(i) =
(f(i))a(i)g(i)/h(i) & u = λi(f(i), i − ÷èñëî) & u(i) = qr(i)/m(i) & p(i) =
(r(i))a(i)g(i)/((s(i))a(i)h(i)) & p(i) ≤ 0 & m(i) = ts(i) & z = limi→∞ a(i) &
z − ÷èñëî→ ñõîäèòñÿ(w) ↔ q = 0 & ñõîäèòñÿ(w) ∨
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=d p(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò íàõîäèò îáùèé ÷ëåí ðÿäà è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èíäåêñà
ñóììèðîâàíèÿ. Âòîðîé - âûáèðàåò çàâèñÿùåå îò i îòëè÷íîå îò ïåðåìåí-
íîé îñíîâàíèå ñòåïåíè f(i) íåêîòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ. Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà" äëÿ íàõîæäåíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè u(i) âûðàæåíèÿ f(i). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îò-
ëè÷íà îò f(i). ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò ÷èñëèòåëü qr(i) è çíàìå-
íàòåëü m(i) ïîëó÷åííîé îöåíêè, ïðè÷åì q èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâå-
äåíèåì âñåõ ñîìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ, íå çàâèñÿùèõ îò i. Ïÿòûé àíòåöå-
äåíò óïðîùàåò ðåçóëüòàò çàìåíû ïîäâûðàæåíèÿ f(i) îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà
íà åãî àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó, â êîòîðîé îòáðîøåíû ìíîæèòåëü q è íå
çàâèñÿùèå îò i ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëÿ. Øåñòîé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâà-
åìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàåò çíàêîïîñòîÿíñòâî ïîëó÷åí-
íîãî ðÿäà. Íàêîíåö, âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû óñòàíàâëèâàþò ñó-
ùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè a(i), ïîä êîòîðûì çà-
êëþ÷àåòñÿ ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå f(i). Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè îáùèé
÷ëåí ðÿäà ñîäåðæèò óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, ôàêòîðèàëû, êîíå÷íûå ñóììû
ëèáî êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå, åñëè â îáùåì ÷ëåíå
èñõîäíîãî ðÿäà èìååòñÿ çàâèñÿùàÿ îò i òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, äëÿ
êîòîðîé íå óñìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè i → ∞.
Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò âûäåëåíèå f(i) íå â ÷èñëèòåëå, à â çíàìåíà-
òåëå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdfghmpqrstuvw(w = λn(

∑n
i=d v(i), n− íàòóðàëüíîå) & v(i) =

(f(i))a(i)g(i)/h(i) & b = limi→∞(f(i))a(i) & (b = 0 ∨ b = ∞ ∨ b = −∞) & u =
λi((f(i))a(i), i− ÷èñëî) & u(i) = qr(i)/m(i) & p(i) =
r(i)g(i)/(s(i)h(i)) & 0 ≤ p(i) & m(i) = ts(i) → ñõîäèòñÿ(w) ↔ q = 0 & ñõî-
äèòñÿ(w) ∨ ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=d p(i), n− íàòóðàëüíîå)))

∀abdfghmpqrstuvw(w = λn(
∑n

i=d v(i), n− íàòóðàëüíîå) & v(i) =
(f(i))a(i)g(i)/h(i) & b = limi→∞(f(i))a(i) & (b = 0 ∨ b = ∞ ∨ b = −∞) & u =
λi((f(i))a(i), i− ÷èñëî) & u(i) = qr(i)/m(i) & p(i) =
r(i)g(i)/(s(i)h(i)) & p(i) ≤ 0 & m(i) = ts(i) → ñõîäèòñÿ(w) ↔ q = 0 & ñõî-
äèòñÿ(w) ∨ ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=d p(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì, íî íîðìàëèçàòîð "àñèìïòîöåíêà" îáðà-
áàòûâàåò íå îñíîâàíèå ñòåïåíè f(i)a(i), à âñþ ñòåïåíü öåëèêîì. Ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàê îñíîâàíèå, òàê è ïîêàçàòåëü çàâèñÿò îò i è ÷òî
îñíîâàíèå îòëè÷íî îò i. Òðåòèé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò ïðåäåë b äàííîé ñòå-
ïåíè, ÷åòâåðòûé - óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî íàéäåííûé ïðåäåë íóëåâîé ëèáî
áåñêîíå÷íûé. Ëèøü ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó
"àñèìïòîöåíêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 6.

6. Äåëåíèå ñòåïåííîé ôóíêöèè íà ïîêàçàòåëüíóþ.
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∀abcd(0 < b→ ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=d i
a/bci, n−íàòóðàëüíîå)) ↔ 0 < bc− 1 ∨ bc− 1 =

0 & a+ 1 < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
7. Ðàñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.
∀abc(¬(b = 0) → ¬(ñõîäèòñÿ(λm(

∑m
n=a 1/(nb+ c),m− íàòóðàëüíîå))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

1. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà.
∀abcfg(0 ≤ f(i)/g(i) & óáûâàåòâòî÷êå(λi(f(i)/g(i), i− ÷èñëî),∞) &
limi→∞ f(i)/g(i) = 0 → ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a(−1)i+bf(i)/g(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàåò,
÷òî ðÿä çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ: ìíîæèòåëè ïðè ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû íåîòðè-
öàòåëüíû. Âòîðîé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñ-
ìóáûâàåòâòî÷êå", ïðîâåðÿåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà i àáñîëþòíûå
âåëè÷èíû ÷ëåíîâ ðÿäà ìîíîòîííî óáûâàþò. Òðåòèé àíòåöåäåíò ñ ïîìîùüþ íîð-
ìàëèçàòîðà "íîðìïðåäåë" óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Åñëè îáùèé ÷ëåí ñîäåðæèò êîíå÷íóþ ñóììó èëè êîíå÷íîå ïðîèçâåäå-
íèå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå, åñëè f(i) ëèáî g(i) ñîäåðæèò
ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû, ïîêàçàòåëü êîòîðîé çàâèñèò îò i. Ââåäåí ñðåäíèé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà.
∀abdf (limn→∞ |f(n + 1)/f(n)| = a & a − 1 < 0 → ñõîäèòñÿ(λm(

∑m
n=b f(n),m −

íàòóðàëüíîå)))
Ýòà âåðñèÿ ïðèåìà ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå èìååò ïàðàìåòðîâ
ëèáî òèï çàäà÷è îòëè÷åí îò "îïèñàòü". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
êîíå÷íûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé, çàâèñÿùèõ îò n, à òàêæå çàâèñÿùèõ îò n òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé, àðãóìåíò êîòîðûõ íå èìååò êîíå÷íîãî ïðåäåëà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ, ïðè-
÷åì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, òî ïðèìåíÿåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abf (limn→∞ |f(n+1)/f(n)| = a→ ñõîäèòñÿ(λm(

∑m
n=b f(n),m−íàòóðàëüíîå)) ↔

a− 1 < 0 ∨ a− 1 = 0 & ñõîäèòñÿ(λm(
∑m

n=b f(n),m− íàòóðàëüíîå)))
Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà èìååò ñâîèì îáîáùåííûì
ìíîæèòåëåì ëèáî ñòåïåíü, ïîêàçàòåëü êîòîðîé çàâèñèò îò n, ëèáî êîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå èëè ôàêòîðèàë, çàâèñÿùèå îò n. Åñëè îáùèé ÷ëåí èìååò òðèãî-
íîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ, çàâèñÿùóþ îò n ëèáî ðàñïîëîæåííóþ ïîä îïèñàòå-
ëåì "îòîáðàæåíèå" è çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííîé åãî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè,
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Åñëè îáùèé ÷ëåí èìååò ñâîèì îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì
ñòåïåíü, ïîêàçàòåëü êîòîðîé çàâèñèò îò n, íî íå èìååò îáîáùåííûì ìíîæèòå-
ëåì íè ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì îñíîâàíèåì è çàâèñÿùèì îò n ïîêàçàòåëåì,
íè êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íè ôàêòîðèàëà, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
Èíà÷å îí ðàâåí 5.
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3. Ïðèçíàê Äèðèõëå.
∀adfghp(h = λi(f(i), i− íàòóðàëüíîå) & îãðàíè÷åíî(∑n

i=a h(i)) &
limi→∞ g(i)/p(i) = 0 & óáûâàåòâòî÷êå(λi(g(i)/p(i), i− ÷èñëî),∞) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a f(i)g(i)/p(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Âûðàæåíèå f(i) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîìíîæèòåëåé, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ëèáî ñòåïåíè ñèíóñîâ èëè êîñèíóñîâ çàâèñÿùèõ îò i âûðà-
æåíèé, ëèáî ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû ñ çàâèñÿùèìè îò i ïîêàçàòåëÿìè. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåííîå. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âíóòðè
g(i), p(i) íå âñòðå÷àþòñÿ ñòåïåíè, îñíîâàíèå êîòîðûõ èìååò çàãîëîâîê "ìèíóñ".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò f(i) íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ", îáåñïå÷è-
âàÿ òàêèì îáðàçîì ïåðåõîä îò ñòåïåíåé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ôóíê-
öèÿì êðàòíûõ àðãóìåíòîâ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì "îãðàíè÷åíî". Êîíå÷íàÿ ñóììà âûðàæåíèé h(i) ïðåäâàðèòåëüíî
óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
óñìàòðèâàåò ìîíîòîííîå óáûâàíèå âûðàæåíèÿ g(i)/p(i) íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ñóììèðîâàíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿòà
ïîïûòêà ïîëó÷èòü çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä, ñëîæèâ äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíà:
∀abfgp(p = limi→∞ f(2i) & g = λi(f(2i) + f(2i + 1), i − öåëîå) & 0 ≤ g(i) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a f(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ p = 0 & ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 g(i), n−íàòóðàëüíîå)))

∀abfgp(p = limi→∞ f(2i) & g = λi(f(2i) + f(2i + 1), i − öåëîå) & g(i) ≤ 0 →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a f(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ p = 0 & ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 g(i), n−íàòóðàëüíîå)))

Îáùèé ÷ëåí ðÿäà äîëæåí ñîäåðæàòü âûðàæåíèå âèäà (−A)i+B. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò âû÷èñëÿåò ïðåäåë p îáùåãî ÷ëåíà äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé èíäåêñà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âû÷èñëåíèå îêàçàëîñü óñïåøíûì. Âòîðîé àíòåöåäåíò íàõîäèò
àñèìïòîòè÷åñêþó îöåíêó ñóììû äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò g(i) íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì "ïëþñ", íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"îòêàç" è íå ñîäåðæèò ñòåïåíè, îñíîâàíèå êîòîðîé èìååò çàãîëîâîê "ìèíóñ".
Íåîòðèöàòåëüíîñòü ëèáî íåïîëîæèòåëüíîñòü g(i) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñîäåðæèò ôàêòîðèàë ëèáî êîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå, çàâèñÿùèå îò i, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, èíà÷å îí ðà-
âåí 4.

5. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà.
∀afg(g = λi(f(i), i− ÷èñëî) → ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a f(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔

ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=a g(i), n− íàòóðàëüíîå)))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà èìååò ñâîèì îáîáùåííûì ìíîæèòå-
ëåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îïåðàöèþ, ëîãàðèôì ëèáî êîíå÷íóþ ñóììó, çàâèñÿ-
ùèå îò i. Àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "àñèìïòîöåíêà". Ýòî îá-
ðàùåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "ñõîäèòñÿ", "ñóììàâñåõ", îçíà÷àþ-
ùèìè, ÷òî ïðè îòáðàñûâàíèè ÷ëåíîâ "O(A(i))" íîðìàëèçàòîð áóäåò ïðîâåðÿòü
ñõîäèìîñòü ðÿäà ∑∞

i=1 |A(i)|. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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6. Ñòåïåííîé ðÿä.
∀abfgr(r = limi→∞{(|g(i)|/|f(i)|)1/i} & (r − ÷èñëî ∨ r = ∞) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a f(i)bi/g(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ |b| < r ∨ |b| = r &

ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=a f(i)bi/g(i), n− íàòóðàëüíîå)))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò
ïåðåìåííóþ i, íî ÿâëÿåòñÿ íåêîíñòàíòíûì. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû âûðàæåíèÿ b
íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïàðàìåòðàìè âûðàæåíèé f(i), g(i). Çàäà÷à íå äîëæíà
èìåòü óðàâíåíèé, ïåðåìåííûå êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè âûðàæå-
íèÿ b. Îíà òàêæå íå äîëæíà èìåòü äèçúþíêòèâíûõ óñëîâèé. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âû÷èñëÿåò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìíèæ-
ïðåäåë". Ïðåäâàðèòåëüíî âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷åé. Çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó-
÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ñïåöèàëüíàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ.
∀abcdfghjrs(íåóáûâàåò(λi(f(i), i − ÷èñëî),N) & seti(i − öåëîå & b ≤ i & [f(i)] =
j) = {r(j), . . . , s(j)} & 0 ≤ g(i)/h(i) → ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=b(−1)a[f(i)]g(i)/h(i), n −

íàòóðàëüíîå)) ↔ ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

j=[f(b)]((−1)aj
∑s(j)

i=r(j) g(i)/h(i)), n − íàòóðàëü-
íîå)))
Ãðóïïèðóþòñÿ êîíå÷íûå ôðàãìåíòû èäóùèõ ïîäðÿä ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ îäèí
è òîò æå çíàê. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
óñìàòðèâàåò, ÷òî âûðàæåíèÿ f(i) îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñïîëüçóÿ âñïîìî-
ãàòåëüíóþ çàäà÷ó, îí óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èíäåêñà ñóììè-
ðîâàíèÿ, äàþùèõ îäíî è òî æå çíà÷åíèå âåëè÷èíû [f(i)], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê r(j), . . . , s(j). Íà íåì çíàê ÷ëåíîâ ðÿäà ñîõðàíÿåòñÿ.
Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ â
êàæäîì òàêîì îòðåçêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñõîäèìîñòü ïðè ñóììèðîâàíèè ñòåïåííîé ôóíêöèè

∀ab(ñõîäèòñÿ(λm(
∑m

n=a 1/nb,m− íàòóðàëüíîå)) ↔ 0 < b− 1)

∀ab(ñõîäèòñÿ(λm(
∑m

n=a n
b,m− íàòóðàëüíîå)) ↔ b+ 1 < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abg(b = limx→∞ g(x) & (b = ∞ ∨ b = −∞ ∨ b − ÷èñëî & ¬(b = 0)) & 0 < a − 1 →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=c 1/(iag(i)), n− íàòóðàëüíîå)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀af (limi→∞ f(i) = ∞ & ∀b(b− ÷èñëî & 0 < b→ limi→∞ f(i)/ib = 0) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1(i

af(i)), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ a < −1)

∀af (limi→∞ f(i) = ∞ & ∀b(b− ÷èñëî & 0 < b→ limi→∞ f(i)/ib = 0) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i)/ia, n− íàòóðàëüíîå)) ↔ 1 < a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, îáðàáàòûâàåò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì èíèöèè-
ðóåòñÿ, åñëè f(i) ñîäåðæèò ñèìâîë ëîãàðèôìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ñõîäèìîñòü ïðè ñóììèðîâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè

∀abc(ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=c a
bi, n− íàòóðàëüíîå)) ↔ |ab| < 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abfg(p− 1 < 0 & 0 < p+1 & limi→∞ f(i) = ∞ & limi→∞ g(i) = b & (b−÷èñëî & ¬(b =
0) ∨ b = ∞ ∨ b = −∞) → ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=a p

f(i)/g(i), n− íàòóðàëüíîå)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óïðîùåíèå îáùåãî ÷ëåíà

∀fg(g = λi(f(i), i− öåëîå) → ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 f(i), n− íàòóðàëüíîå)) ↔
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 g(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå f(i) â åãî ëåâîé ÷àñòè
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðàÿ êðîìå îáû÷-
íûõ öåëåé "óïðîñòèòü", "îäç" èìååò òàêæå öåëü (ñóììàðÿäà i), êîððåêòèðóþùóþ
óïðîùåíèå îáùåãî ÷ëåíà ñ ó÷åòîì ïîòðåáíîñòåé àíàëèçà ñõîäèìîñòè. Ââåäåí ñëàáûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïîïûòêà îöåíêè êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îáùåì ÷ëåíå ðÿäà

∀abcfgh(|h(j)| ≤ c & ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 |f(i)cb(i)−a(i)+1/g(i)|, n− íàòóðàëüíîå)) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i)

∏b(i)
j=a(i) h(j)/g(i), n− íàòóðàëüíîå)))

∀abcfgh(c ≤ |h(j)| & ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 |f(i)/(g(i)cb(i)−a(i)+1)|, n− íàòóðàëüíîå)) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i)/(g(i)

∏b(i)
j=a(i) h(j)), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì: â ïåðâîì ïðèåìå íàõîäèòñÿ âåðõ-
íÿÿ îöåíêà c, âî âòîðîì - íèæíÿÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïîïûòêà âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìîì ïðåäïðèíèìàåòñÿ,
åñëè h(j) ñîäåðæèò çàâèñÿùèå îò j ñèíóñ, êîñèíóñ ëèáî ñòåïåííîå âûðàæåíèå, çàãî-
ëîâêîì îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ñëóæèò ñèìâîë "ìèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 4.

Âåðõíÿÿ îöåíêà îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé

∀fghp(f(i) = g(i)h(i)/p(i) & ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 |g(i)/p(i)|, n− íàòóðàëüíîå)) →
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò h(i) êàê íåâûðîæäåííîå
ïðîèçâåäåíèå âñåõ çàâèñÿùèõ îò i ìíîæèòåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé íåîòðèöà-
òåëüíóþ ñòåïåíü ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà, èëè ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåí
ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afghm(|g(i)| ≤ a & ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 |f(i)am(i)/h(i)|, n − íàòóðàëüíîå))0 ≤ m(i) →

ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 f(i)g(i)m(i)/h(i), n− íàòóðàëüíîå)))
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé ñîìíîæèòåëü g(i)m(i), ó êîòîðîãî âíóòðè g(i) âñòðå-
÷àåòñÿ çàâèñÿùèé îò i ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ, ëèáî ñòåïåííîå âûðàæåíèå ñ ìèíóñîì â
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îñíîâàíèè. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m(i) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, íàõîäÿùèì âåðõíþþ îöåíêó a. Åìó ïåðåäàþò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè, óêàçûâàþùèå, ÷òî i ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, òðåòèé
- ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óñëîâíîìó âûðàæåíèþ, âûðàæàþùåìó ïðåäåë îáùåãî
÷ëåíà ðÿäà

∀abcd(d+ (b ïðè a, èíà÷å c) = 0 ↔ a & d+ b = 0 ∨ ¬a & d+ c = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàíåå âûâåäåííîìó óðàâíåíèþ, âûðàæàþùåìó ðàâåíñòâî ïðå-
äåëà îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà íóëþ. Çàäà÷à íà îïèñàíèå äîëæíà èìåòü òàêæå óñëîâèå ñ
ñèìâîëîì "ñõîäèòñÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

1.5.3 Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü
(ðÿäòåéëîðà x A). Çäåñü x - ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå, A -
âûðàæåíèå, çàäàþùåå òî÷êó ðàçëîæåíèÿ. Âûðàæåíèå t, êîòîðîå íóæíî ðàçëîæèòü
â ðÿä, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è. Ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàçëîæåíèè, ñîáðàíû
â íîðìàëèçàòîðå "ðÿäòåéëîðà". Îáðàùåíèå ê ýòîìó íîðìàëèçàòîðó ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ ïðèåìîì, ðåàëèçîâàííîì íà ËÎÑå. Ýòîò ïðèåì âêëþ÷åí â ïðîãðàììó ñèìâîëà
"ïðåîáðàçîâàòü", òàê êàê íèêàêèõ ñïåöèôè÷åñêèõ ñèìâîëîâ â ïðåîáðàçóåìîì âûðà-
æåíèè çäåñü âûäåëèòü íåëüçÿ. Ïðèåì óñìàòðèâàåò óêàçàííóþ âûøå öåëü è ñðàçó
æå îáðàùàåòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó. Åñëè ðåçóëüòàò ñîäåðæèò ñèìâîë "ñóììàâñåõ", âû-
ïîëíÿåòñÿ çàìåíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Çàìåòèì, ÷òî öåëü (ðÿäòåéëîðà x
A) èñïîëüçóåòñÿ êàê â âåùåñòâåííîçíà÷íîì, òàê è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àÿõ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, âìåñòî íîðìàëèçàòîðà "ðÿäòåéëîðà" âî âòîðîì ñëó÷àå áåðåòñÿ íîðìàëèçà-
òîð "ðÿäÒåéëîðà". Ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó âàðèàíòàìè îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì "óñì÷èñëî", àíàëèçèðóþùèì âûðàæåíèå t.

Íîðìàëèçàòîð "ðÿäòåéëîðà"

Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ðÿäòåéëîðà x b), çà-
äàþùèé ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ x è òî÷êó ðàçëîæåíèÿ b. Ýòîò êîììåíòàðèé èçâëå-
êàåòñÿ óêàçàòåëåì ïðèåìà "âõîä(ðÿäòåéëîðà x b)". Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé, ò.å. âñå
ïðèâîäèìûå äàëåå ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê êîðíåâîìó âõîæäåíèþ.

1. Ìèíóñ ïåðåä âûðàæåíèåì.
∀dfghklpq(f(x) =

∑∞
i=d g(i)(x + p)ik+l/h(i) & p = −q → −f(x) =

∑∞
i=d(−g(i)(x +

p)ik+l/h(i)))

Óêàçàòåëü "âõîä(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ x è òî÷êó q. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", óïðîùàåò âûðàæåíèå −q.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó äëÿ
ðàçëîæåíèÿ f(x). Êîììåíòàðèè ïðè îáðàùåíèè ïåðåäàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Êîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü.
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Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìó èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:
∀abdfghklpqr(f(x)/r(x) =

∑∞
i=d g(i)(x + p)ik+l/h(i) & p = −q → af(x)/(br(x)) =∑∞

i=d ag(i)(x+ p)ik+l/(bh(i)))

∀adfghklpq(f(x) =
∑∞

i=d g(i)(x + p)ik+l/h(i) & p = −q → af(x) =
∑∞

i=d ag(i)(x +
p)ik+l/h(i))

Ìíîæèòåëè a, b íå ñîäåðæàò x. Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê äðîáíûì âûðà-
æåíèÿì, âòîðîé - ê ïðîèçâåäåíèÿì. Ñïåöèàëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ìíî-
æèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ñèãíóì:
∀adfghklpqr(f(x)/r(x) =

∑∞
i=d g(i)(x + p)ik+l/h(i) & p = −q → sga(x)f(x)/r(x) =∑∞

i=d sga(x)g(i)(x+ p)ik+l/h(i))

∀adfghklpq(f(x) =
∑∞

i=d g(i)(x+ p)ik+l/h(i) & p = −q → sga(x)f(x) =∑∞
i=d sga(x)g(i)(x+ p)ik+l/h(i))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Ñòåïåííîé ìíîæèòåëü.

Ñòåïåííîé ìíîæèòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå ðàçëîæåíèÿ, ñíà÷àëà îòáðàñû-
âàåòñÿ, à ïîñëå ðàçëîæåíèÿ çàíîñèòñÿ ïîä ñóììó:
∀abcfghklmp(c = −b & f(x)/g(x) =

∑∞
i=a h(i)(x+ c)ik+l/p(i) → (x+ c)mf(x)/g(x) =∑∞

i=a h(i)(x+ c)ik+l+m/p(i))

∀abcfhklmp(c = −b& f(x) =
∑∞

i=a h(i)(x+c)
ik+l/p(i) → (x+c)mf(x) =

∑∞
i=a h(i)(x+

c)ik+l+m/p(i))

∀abcdfghklmp(c = −b & f(x)/g(x) =
∑∞

i=a h(i)(x + c)ik+l/p(i) + d → f(x)/((x +
c)mg(x)) =

∑∞
i=a h(i)(x+ c)ik+l−m/p(i) + d/(x+ c)m)

Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

4. Ñóììà.
(a) Ðàçëîæåíèå â ðÿä êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ.

∀abcd(a = b & c = d→ a+ c = b+ d)

Óêàçàòåëü "âõîä(. . .)" îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ x è òî÷êó ðàçëîæåíèÿ e. Ïå-
ðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñîäåðæàùèì x è íå èìåþùèì çàãîëîâêà
"ñóììàâñåõ" ñëàãàåìûì ïðåîáðàçóåìîé ñóììû, ïåðåìåííàÿ b - ñ ñóììîé
îñòàëüíûõ ñëñãàåìûõ. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêà-
òîð", èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäòåéëîðà". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ðåçóëüòàò b èìååò çàãîëîâîê "ñóììàâñåõ", ëèáî îí íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x, ëèáî ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó áûë ââå-
äåí êîììåíòàðèé "èíòåãðÿä". Ýòîò êîììåíòàðèé îçíà÷àåò, ÷òî îáðàùåíèå
ê íîðìàëèçàòîðó áûëî ïðåäïðèíÿòî ïðè ôîðìàëüíîì èíòåãðèðîâàíèè, è
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ðàçëîæåíèå äàæå ÷àñòè ñëàãàåìûõ. Àíàëîãè÷-
íàÿ ïðîâåðêà ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ ðåçóëüòàòà d, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå
ðàçðåøàþòñÿ òàêæå âûðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñóììó íåñêîëüêèõ
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÷ëåíîâ âèäà p(x − e)n ëèáî p/(q(x − e)n). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1. Ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ êîòîðûõ ðàâåí 2,
âûïîëíÿþò ñòàíäàðòèçàöèþ ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà - ïðè-
âîäÿò åãî ê âèäó îäíîé áåñêîíå÷íîé ñóììû.

(b) Çàíåñåíèå îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî ïîä çíàê ñóììèðîâàíèÿ.
∀abcfgp(c = −b →

∑∞
i=0 f(i)(x + c)pi/g(i) + a =

∑∞
i=0((f(0)/g(0) + a ïðè i =

0, èíà÷å f(i)/g(i))(x+ c)pi))

Êîììåíòàðèé "âõîä(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ x è òî÷êó ðàçëîæå-
íèÿ b. Âûðàæåíèå a íå çàâèñèò îò x, p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé
êîíñòàíòîé. Ïîäâûðàæåíèå f(0)/g(0) + a óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé.
∀bcfgkmnp(c = −b→

∑∞
i=0 f(i)(x+c)pi−k/g(i)+m/(n(x+c)k) =

∑∞
i=0((f(0)/g(0)+

m/n ïðè i = 0, èíà÷å f(i)/g(i))(x+ c)pi−k))

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â m,n; ïåðåìåííûå p, k èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íà-
òóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè.

(c) Ñëîæåíèå äâóõ ðÿäîâ.
∀abcfghklp(c = −b →

∑∞
i=a f(i)(x + c)ki+l/g(i) +

∑∞
i=a p(i)(x + c)ki+l/h(i) =∑∞

i=a((f(i)/g(i) + p(i)/h(i))(x+ c)ki+l))

Ïîäâûðàæåíèå f(i)/g(i) + p(i)/h(i) ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "âèäóìíîæåíèå", à çàòåì óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå.

5. Óìíîæåíèå ðÿäîâ è âîçâåäåíèå ðÿäà â êâàäðàò.
∀abcdefghkl(f(x) =

∑∞
i=k a(i)x

i/b(i) & g(x)/h(x) =
∑∞

i=l c(i)x
i/d(i) & e(i) =∑i

j=0 a(j + k)c(i+ l− j)/(b(j + k)d(i+ l− j)) → f(x)g(x)/h(x) =
∑∞

i=0 e(i)x
i+k+l)

∀abcdefghkl(f(x) =
∑∞

i=k a(i)x
i/b(i) & g(x) =

∑∞
i=l c(i)x

i/d(i) & e(i) =
∑i

j=0 a(j +

k)c(i+ l − j)/(b(j + k)d(i+ l − j)) → f(x)g(x) =
∑∞

i=0 e(i)x
i+k+l)

Òî÷êîé ðàçëîæåíèÿ ñëóæèò íîëü. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóð-
ñèâíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ðÿäòåéëîðà". Òðåòèé - óïðîùàåò êîýô-
ôèöèåíò e(i) îáùåãî ÷ëåíà ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå k, l èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Äëÿ âîçâåäåíèÿ
ðÿäà â êâàäðàò ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcfkn(f(x) =

∑∞
i=k

∑∞
i=k a(i)x

ni+m/b(i) & c = λi(
∑i

j=0 a(j + k)a(i+ k− j)/(b(j +

k)b(i+ k − j)), i− öåëîå) → (f(x))2 =
∑∞

i=0(c(i)x
ni+2kn+2m))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü òîæå ðàâåí 5.
6. Ýêñïîíåíòà.
∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b→ exp(a(x+ c)k/d) =

∑∞
i=0 a

i(x+ c)ki/(di · i!))

Òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b. Âûðàæåíèÿ a, c, d, k íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé ðàçëîæåíèÿ
x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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7. Ëîãàðèôì.
∀abcdk(k − íàòóðàëüíîå & b = −c & ¬(a = 0) → ln(1 + a(x+ b)k/d) =∑∞

i=1(−1)i−1ai(x+ b)ki/(dii))

Òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - c. Âûðàæåíèÿ a, b, d, k íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x. Óêàçàòå-
ëè "âûâîä(. . .)" îáåñïå÷èâàþò âûâîä ñîïðîâîæäàþùèõ ïîñûëîê −|d/a|1/k − b <
x, x < |d/a|1/k − b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàí ðÿä ïðèåìîâ, ïîäãî-
òàâëèâàþùèõ ïðèìåíåíèå äàííîãî ïðèåìà:
∀abfg(0 < f(x) → ln((f(x))g(x)) = g(x) ln f(x))

∀abfg(0 < f(x) & 0 < g(x) → ln(f(x)/g(x)) = ln g(x)− ln f(x))

∀abfg(0 < f(x) & 0 < g(x) → ln(f(x)g(x)) = ln g(x) + ln f(x))

Ïðè îáðàáîòêå àíòåöåäåíòîâ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè èñïîëüçóþòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå ïîñûëêè "x → a", ãäå a - òî÷êà ðàçëîæåíèÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1.

8. Ñèíóñ.
∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b → sin(a(x + c)k/d) =

∑∞
i=1(−1)i−1a2i−1(x +

c)(2i−1)k/((2i− 1)!d2i−1))

Òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b. Âûðàæåíèÿ a, c, d, k íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñëåäóþùèå òðè ïðèåìà àíàëîãè÷íû äàííîìó.

9. Êîñèíóñ.
∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b→ cos(a(x+ c)k/d) =∑∞

i=0(−1)ia2i(x+ c)2ik/((2i)!d2i))

10. Òàíãåíñ.
∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b→ tg(a(x+ c)k/d) =∑∞

i=1 a
2i−122i(22i − 1)÷èñëîáåðíóëëè(i)(x+ c)(2i−1)k/((2i)!d2i−1))

11. Êîòàíãåíñ.
∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b→ ctg(a(x+ c)k/d) =∑∞

i=0 a
2i−122i(1 ïðè i = 0, èíà÷å − (÷èñëîáåðíóëëè(i)))(x+ c)(2i−1)k/((2i)!d2i−1))

12. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcdkmx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b & ¬(a = 0) → (1 + a(x+ c)k/d)m =∑∞

i=0 a
i
∏i−1

j=0(m− j)(x+ c)ki/(dii!))

∀abcdekmx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b & ¬(d = 0) & ¬(a = 0) →
1/(d+ a(x+ c)k/e)m = 1/dm

∑∞
i=0(−a)i

∏i−1
j=0(m+ j)(x+ c)ki/(dieii!))

Òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b. Âûðàæåíèÿ a, c, d, e, k,m íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé ðàçëî-
æåíèÿ x. Óêàçàòåëè "âûâîä" îáåñïå÷èâàþò çàíåñåíèå â ñïèñîê ïîñûëîê íåðà-
âåíñòâ, îãðàíè÷èâàþùèõ èíòåðâàë ñõîäèìîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 1.

13. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê âèäó ñóììû.
Ñëåäóþùèå ïðèåìû ïîäãîòàâëèâàþò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ ðàçëî-
æåíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà, ïðåîáðàçóÿ ñòåïåíè è ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé â ñóììû:
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∀abk((sin a)
k = b→ (sin a)k = b)

∀abk((cos a)k = b→ (cos a)k = b)

∀abk((cos d)
m(sin a)k = b→ (cos d)m(sin a)k = b)

Ïåðåìåííûå k,m èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðåìåí-
íàÿ ðàçëîæåíèÿ íå âõîäèò â a, d. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "âèäóìíîæåíèå".

14. ßâíîå óêàçàíèå ñåðèé íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ
×òîáû ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðÿäà ïî ïîñëåäîâàòåëüíûì íà-
òóðàëüíûì ïîêàçàòåëÿì ñòåïåíè, ââîäÿòñÿ óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, ôîðìàëüíî
óñòðàíÿþùèå íóëåâûå "ïðîáåëû":
∀abcdfgkmnp(m = kp+n& d = −c→ b+

∑∞
i=a f(i)(x+d)ki+m/g(i) = b+

∑∞
i=ka+m(f((i−

m)/k)/g((i−m)/k) ïðè i(mod k) = n, èíà÷å 0)(x+ d)i)

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, m - ñ öåëî÷èñëåí-
íîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", äåëèò m íà k ñ
îñòàòêîì. Äðîáíîå âûðàæåíèå â çàìåíÿþùåé ÷àñòè óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Åñëè ðàçëîæåíèå â ðÿä ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ
ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, òî äàííûé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Äîáàâëåíèå òîæäåñòâåííî íóëåâûõ ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ "âûðàâíèâàíèÿ" äèàïàçîíîâ ñóììèðîâà-
íèÿ íåñêîëüêèõ ðÿäîâ â îáùåé ñóììå.
∀abcf (c = −b → a +

∑∞
i=1((f(i) ïðè i(mod 2) = 1, èíà÷å 0)(x + c)i) = a +∑∞

i=0((f(i) ïðè i(mod 2) = 1, èíà÷å 0)(x+ c)i))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdefg(b − öåëîå & 0 ≤ b & c = −d → e +

∑∞
i=b f(i)(x + c)i+a/g(i) = e +∑∞

i=0((0 ïðè i < a+ b, èíà÷å f(i− a)/g(i− a))(x+ c)i))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, b ìîæåò ðàâíÿòüñÿ
íóëþ. Äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî a ïðåäóñìîòðåí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀bcdefg(b−öåëîå& 0 ≤ b& c = −d→ e+

∑∞
i=b f(i)(x+c)i/g(i) = e+

∑∞
i=0((0 ïðè i <

b, èíà÷å f(i)/g(i))(x+ c)i))

Çäåñü âûðàæåíèå b îòëè÷íî îò íóëÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ
ïðèåìîâ ðàâíû 5.

16. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå ïåðåä ðàçëîæåíèåì.
(a) Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè.

∀abc(a = b/c→ b/c = a)

Ðàçëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ â íóëå. Âûðàæåíèÿ b, c ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê
ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ðàçëîæåíèÿ x,
ïðè÷åì ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ áîëüøå åäèíèöû. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ïðîñòåéøèåäðîáè", ñíáæåííûì êîììåí-
òàðèåì (ïåðåìåííàÿ x). Ðåçóëüòàò a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.
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(b) Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.
∀abc((a+ b)/c = a/c+ b/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(c) Ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ñóììû.

∀ab(sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b)

∀ab(cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b)

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ x âõîäèò â a è íå âõîäèò â b. Ðàçëîæåíèå âûïîë-
íÿåòñÿ â íóëå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abcd(a = (b+ c)d→ (b+ c)d = a)

Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ".
Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç âûðàæåíèé b, c.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Ïðåîáðàçîâàíèå ýêñïîíåíòû ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.
∀abfx(0 < a→ af(x)+b = ab exp(ln(a)f(x)))

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ ïîêàçàòåëÿ, íå
çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé ðàçëîæåíèÿ x. Îñíîâàíèå ñòåïåíè a íå çàâèñèò îò
x. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ëèáî b îòëè÷íî îò íóëÿ, ëèáî a îòëè÷íî
îò ÷èñëà e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ïåðåõîä ê òàíãåíñó.
∀abc(a sin c/b cos c = a tg c/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ñëåäóþùåãî ïðèåìîâ ðàâåí 2.
(g) Ïåðåõîä ê êîòàíãåíñó.

∀abc(a cos c/b sin c = a ctg c/b)

(h) Óñòðàíåíèå èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå.
∀abcdp(b

2c− d2 = p→ a/(b
√
c+ d) = ab

√
c/p− ad/p)

Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p íå ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

17. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà äëÿ ïðîèçâîäíîé.
∀abcfgkmpq(g = λx(df(x)/dx, x − ÷èñëî) & g(x) =

∑∞
i=a p(i)(x + c)ik+m/q(i) & c =

−b & 0 ≤ ak +m→ f(x) = f(b) +
∑∞

i=a p(i)(x+ c)ik+m+1/(q(i)(ik +m+ 1)))

Óêàçàòåëü "êîðåíü" íåîáõîäèì äëÿ èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåí-
íîé f(x) ñ ïðåîáðàçóåìûì òåðìîì. Óêàçàòåëü "âõîä(. . .)" îïðåäåëÿåò ïåðåìåí-
íóþ ðàçëîæåíèÿ x è òî÷êó ðàçëîæåíèÿ b. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîèçâîäíàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî èç íèõ îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ê ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî
àíòåöåäåíòà ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ðÿäòåéëîðà".
Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, m - ñ öåëî÷èñëåí-
íîé. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîïûòêà
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðåäïðèíèìàåòñÿ, åñëè ïðåîáðàçóåìûé òåðì ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé àðêòàíãåíñ, àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ ëèáî ëîãàðèôì, áûòü ìîæåò, äîìíî-
æåííûé íà x. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äèôôåðåíöèðîâàíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû-
ðàæåíèå. Åñëè ïðåîáðàçóåìûé òåðì ñîäåðæèò ñèìâîë "ñóììàâñåõ", òî ïðèåì
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áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Â ðàññìîòðåííîì ïðèåìå ðàçëîæå-
íèå â ðÿä ïðîèçâîäíîé íà÷èíàëîñü ñ íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè. Åñëè ýòà ñòåïåíü
îòðèöàòåëüíàÿ, òî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcfgkmpqr(g = λx(df(x)/dx, x− ÷èñëî) & g(x) =

∑∞
i=a p(i)(x+ c)ik+m/q(i) & ak+

m < 0 & r = −[(m + 1)/k] & ¬(∃i(i − öåëîå & a ≤ i & ki +m = −1)) & h(x) =∑r−1
i=a p(i)(x + c)ik+m+1/(q(i)(ik + m + 1)) & limx→b+0(f(x) − h(x)) = s & s −

÷èñëî & c = −b→ f(x) = s+
∑∞

i=a p(i)(x+ c)ik+m+1/(q(i)(ik +m+ 1)))

∀abcfgkmpqr(g = λx(df(x)/dx, x− ÷èñëî) & g(x) =
∑∞

i=a p(i)(x+ c)ik+m/q(i) & ak+
m < 0 & (ki + m = −1 & i − öåëîå & a ≤ i) = (i = r) & h(x) =

∑r−1
i=a p(i)(x +

c)ik+m+1/(q(i)(ik+m+1))+p(r) ln(x+ c)/q(r) & limx→b+0(f(x)−h(x)) = s & s−
÷èñëî & c = −b→ f(x) = s+ h(x) +

∑∞
i=r+1 p(i)(x+ c)ik+m+1/(q(i)(ik +m+ 1)))

Ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ïðèåìó äàííîãî ïóíêòà. Îòäåëüíî ðàññìîòðå-
íû ñëó÷àè, êîãäà ñðåäè îòðèöàòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè íåò ìèíóñ åäèíèöû
è êîãäà îíà åñòü. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4.

18. Ïåðåõîä ê ðàçëîæåíèþ â íóëå.
∀abfpq(f(y + b) =

∑∞
i=a p(i)y

ki+m/q(i) → f(x) =
∑∞

i=a p(i)(x− b)ki+m/q(i))

Òî÷êà ðàçëîæåíèÿ b îòëè÷íà îò íóëÿ. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà ñíà÷àëà óïðî-
ùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, à çàòåì îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäòåéëîðà", ïðè÷åì ïðè îáðàùåíèè êîììåíòàðèé (ðÿäòåé-
ëîðà x b) çàìåíÿåòñÿ íà êîììåíòàðèé (ðÿäòåéëîðà y 0). Åñëè ïðåîáðàçóåìûé
òåðì ñîäåðæèò ñèìâîë "ñóììàâñåõ", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. Ïðè ýòîì ïðîãðàììà äàííîãî ïðèåìà ðàçìåùåíà êîìïèëÿòîðîì
ïîñëå ïðîãðàìì ðàíåå ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ óðîâíÿ 1, òàê ÷òî ïîïûòêà ïðè-
ìåíèòü åãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü ïðè íåóäà÷íîé ïîïûòêå íåïîñðåäñòâåííîãî
ðàçëîæåíèÿ.

19. Óñìîòðåíèå çàâèñèìîñòè îò íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé.
∀afgkmnpq(g(x

k) = f(x) & g(x) =
∑∞

i=a p(i)x
mi+n/q(i) → f(x) =∑∞

i=a p(i)x
kmi+kn/q(i))

Ïðåæäå âñåãî, èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ x è òî÷êà ðàçëîæå-
íèÿ c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c = 0 è ÷òî ïðåîáðàçóåìûé òåðì èìååò íå ìåíåå äâóõ
âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ k êàê íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ íàòóðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîêàçà-
òåëåé ñòåïåíè ïðè x, èìåþùèõñÿ â ïðåîáðàçóåìîì òåðìå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî k
íå ðàâíî åäèíèöå. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(g x èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé g ïóòåì òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f(x),
÷òîáû ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àëàñü òîëüêî â âèäå xk. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäòåéëîðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

20. Ïðîèçâåäåíèå ýêñïîíåíòû íà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
∀abcx(c =

√
a2 + b2 & ¬(c = 0) → exp(ax) cos(bx) =∑∞

i=0 c
i cos(i arccos(a/c))xi/i!)

∀abcx(c =
√
a2 + b2 & ¬(c = 0) → exp(ax) sin(bx) =∑∞

i=0 c
iSg(b) sin(i arccos(a/c))xi/i!)
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Íàïîìèíàåì, ÷òî Sg(b) ðàâíî 1 ïðè b ≥ 0, à èíà÷å ðàâíî -1. Òî÷êîé ðàçëîæåíèÿ
ñëóæèò 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.

21. Îòáðàñûâàíèå íóëåâîãî ìëàäøåãî ÷ëåíà.
∀afx(

∑∞
i=a((0 ïðè i = a, èíà÷å p(i))f(i)) =

∑∞
i=a+1 p(i)f(i))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

1.5.4 Ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîé ôîðìóëû Òåéëîðà

×òîáû ðàçëîæèòü çàäàííîå âûðàæåíèå f(x) ïî ëîêàëüíîé ôîðìóëå Òåéëîðà îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííîé x â òî÷êå A, îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå n, èñïîëü-
çóåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ óñëîâèåì f(x) è öåëüþ (ôîðìóëàòåéëîðà x A n).
Ñîáñòâåííî ðàçëîæåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà", ïðèåìû
êîòîðîãî ïåðå÷èñëÿþòñÿ íèæå. Äëÿ îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó ñëóæèò ñëåäóþùèé
ïðèåì:
∀afgx(g(x) = f(x+ a) & x− ÷èñëî→ f(x) = g(x− a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(öåëü(ôîðìóëàòåéëîðà
òåðì(õ23) òåðì(õ1) òåðì(õ14)))" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé ðàçëîæå-
íèÿ x, òî÷êè ðàçëîæåíèÿ a è ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ n. Óêàçàòåëü "êîðåíü" íåîáõîäèì
äëÿ èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé f(x) ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôî-
ìóëàòåéëîðà", êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè "(ïåðåìåííàÿ x)" è "(ñòåïåíü n)".
Íîðìàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ â íóëå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàò g(x) èìååò âèä ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2. Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåò ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Åñëè
åãî âîçìîæíîñòåé îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî, òî íà óðîâíå 5 ïðåäïðèíèàåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî áîëåå òðóäîåìêàÿ ïîïûòêà ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîãî
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ:
∀afn(a ∈ setx(îäç(f(x))) & x− ÷èñëî→ f(x) = f(a) +

∑n
i=1(d

if(a)/dai · (x− a)i)/i!)

Èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Êðàòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçî-
âàíèå. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ êàæäàÿ èõ íèõ âû÷èñëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, íî áóôåð
îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðîèçâîäíàÿ" ñîõðàíÿåò ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, è ñêîëü-íèáóäü ñóùåñòâåííîãî äóáëèðîâàíèÿ íå ïðîèñõîäèò.
Íàêîíåö, óïîìÿíåì åùå îäèí ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ôîðìóëàòåé-
ëîðà". Îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåãî âèä
f(x) = O((x + a)n). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êîíòåêñòå äàííîãî óñëîâèÿ ðàñïîëîæåí
òåðì "x → c", ãäå c = −a. Ïðèåì íàõîäèò ðàçëîæåíèå f(x) â òî÷êå −a äî ñòåïåíè
n− 1 è ïðèðàâíèâàåò âñå åãî ÷ëåíû íóëþ:
∀abcfnpx((x→ c) & f(x− a) =

∑p
i=1(b(i)x

i−1) & c = −a→ f(x) = O((x+ a)n) ↔ ∀i(i ∈
{1, . . . , p} → b(i) = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà". Óêàçàòåëü "âèäìíîãî÷ëåíà(ôèêñ(2 2))"
îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ ñòåïåíè p è íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ b(1), . . . , b(p) ðå-
çóëüòàòà ðàçëîæåíèÿ. Êâàíòîð îáùíîñòè â çàìåíÿþùåé ÷àñòè âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ðàçâåðòêà", ò.å. âûïèñûâàåòñÿ â âèäå êîíúþíêöèè ðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
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Íîðìàëèçàòîð "ôîðìóëàòåéëîðà"

Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé - âñå ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê êîð-
íåâîìó âõîæäåíèþ. Ðàçëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ â íóëå. Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðèåìàõ
çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "Íîðììíîãî÷ëåí", ðàñêðû-
âàþùèì ñêîáêè è ïðèâîäÿùèì ïîäîáíûå ÷ëåíû. Ïðè ýòîì îòáðàñûâàþòñÿ ñòåïåíè
âûøå n - é, ãäå n áåðåòñÿ èç êîììåíòàðèÿ (ñòåïåíü n).

1. Ïëþñ. Êàæäîå ñëàãàåìîå ñóììû îáðàáàòûâàåòñÿ íåçàâèñèìî, è ðåçóëüòàòû ñêëà-
äûâàþòñÿ:
∀abcd(a = c & b = d→ a+ b = c+ d)

Ëåâàÿ ÷àñòè àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëî-
ðà". Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì
ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ x, íî íå èìåþùèì âèäà îäíî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî x.

2. Ìèíóñ.
∀ab(a = b→ −a = −b)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå ÿâëÿåòñÿ îäíî÷ëåíîì îòíîñè-
òåëüíî x.

3. Óìíîæåíèå.
∀abcd(a = c & b = d→ ab = cd)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñîìíîæèòåëåì, çàâèñÿùèì îò x. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå òîæå çàâèñèò îò x. Îáà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ëèøü îäèí ñîìíî-
æèòåëü çàâèñèò îò x, ïðåäóñìîòðåí îòäåëüíûé ïðèåì:
∀abc(a = b→ ac = bc)

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò c ñ íåâûðîæäåííûì ïðîèçâåäåíèåì
âñåõ ñîìíîæèòåëåé, íå ñîäåðæàùèõ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäå-
íèå a çàâèñèò îò x, íî íå èìååò âèäà xn.

4. Ñòåïåíü.
∀abn(a = b→ an = bn)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 5. Âû-
ðàæåíèå a ñîäåðæèò x, íî íå ðàâíî x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî è âñåõ
ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà ðàâåí 1. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîêà-
çàòåëü ñòåïåíè íå çàâèñèò îò x, íî íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ñîçäàí
ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcdn(a = c+ d & ¬(c = 0) → ab = cb +

∑n
i=1 c

b−i
∏i−1

j=0(b− j)di/i!)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò ïî âõîäíûì êîììåíòàðèÿì íîðìà-
ëèçàòîðà ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ x è ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ n. Îñíîâàíèå ñòåïåíè
ñîäåðæèò x. Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ôîðìóëàòåéëîðà". Ðåçóëüòàò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé c + d, ãäå c ñîñòàâ-
ëåíî èç âñåõ ñëàãàåìûõ, íå ñîäåðæàùèõ x, d - îñòàòî÷íàÿ ñóììà (âîçìîæíî,
íóëåâàÿ). Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè êàê îáû÷íîé ñóììû. Íîðìàëèçàòîðû ïðåîáðàçóþò ýòó ÷àñòü
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ê âèäó ìíîãî÷ëåíà îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Åñëè íå óäàåòñÿ óñìîò-
ðåòü, ÷òî c íåíóëåâîå, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïðèìåíèòü äðóãîé ïðèåì:
∀abchpqkm(m = kq & a = (bxm/h) + c & ¬(b = 0) → ap/q = xkp(b/h+ cx−m)p/q)

Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ëåâàÿ ÷àñòü
âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà". Ïî
ïðàâîé ÷àñòè èäåíòèôèöèðóþòñÿ b, h,m, c. ×ëåí bxm/h âûáèðàåòñÿ íàèìåíü-
øåé âîçìîæíîé ñòåïåíè m, ò.å. c ëèáî ðàâíî 0, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè áîëüøåé m. Ïåðâûé àíòåöåäåíò óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî m
äåëèòñÿ íà q, è íàõîäèò ÷àñòíîå k. Âòîðîé ñîìíîæèòåëü çàìåíÿþùåãî òåðìà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà", è äàëåå âñå ïðîèçâåäåíèå
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íàêîíåö,
ïðèâåäåì ïðèåìû, ñîçäàííûå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè çàâèñèò îò
ïåðåìåííîé x:
∀abc(a = b+ c→ exp a = exp(b) +

∑n
i=1 exp(b)ci/i!)

∀fg(0 < f(x) → (f(x))g(x) = exp(g(x) ln f(x)))

Â ïåðâîì èç ýòèõ ïðèåìîâ ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà", ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé
âñåõ íå ñîäåðæàùèõ x ñëàãàåìûõ. Íîðìàëèçàòîðû ïðåîáðàçóþò çàìåíÿþùèé
òåðì ê âèäó ìíîãî÷ëåíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Âòîðîé ïðèåì ïðè-
ìåíÿåòñÿ, åñëè îñíîâàíèå è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè çàâèñÿò îò x. Îí îáðàùàåòñÿ ê
íîðìàëèçàòîðó "ôîðìóëàòåéëîðà" äëÿ îáðàáîòêè ïîäâûðàæåíèé g(x), ln f(x).
Çàòåì âûðàæåíèå ïîä ýêñïîíåíòîé â çàìåíÿþùåì òåðìå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
ìíîãî÷ëåíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Äðîáü.
∀abcde(a = c & b = d+ e & ¬(d = 0) → a/b = cb−1)

Çíàìåíàòåëü ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ. Ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ àí-
òåöåäåíòîâ è ïîäâûðàæåíèå b−1 çàìåíÿþùåãî òåðìà îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà". Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ðàçáèâàåòñÿ â
íåâûðîæäåííóþ ñóììó d+ e, ãäå d ñîñòàâëåíî èç âñåõ ñëàãàåìûõ, íå çàâèñÿùèõ
îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Åñëè ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ íå èìååò
óêàçàííîãî âèäà, òî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïðèåì:
∀abcdefkmx(a = cxm + d & b = exk + f & 0 ≤ m − k & ¬(e = 0) → a/b =
(cxm−k + dx−k)/(e+ fx−k))

Ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ àíòåöåäåíòîâ è âåñü çàìåíÿþùèé òåðì öåëèêîì îá-
ðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà". Ñòåïåíè m, k áåðóòñÿ íàè-
ìåíüøèìè ñðåäè ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

6. Ñèíóñ.
∀abn(a = b→ sin a =

∑−[−n/2]
i=1 (−1)i−1b2i−1/(2i− 1)!)

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ x. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ñëàãà-
åìûå ðåçóëüòàòà çàâèñÿò îò x. Åñëè ýòî íå âûïîëíåíî, ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé
ïðèåì:
∀abc(a = b+ c→ sin a = sin b cos c+ cos b sin c)
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Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà".
Ñ ó÷åòîì ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëü-
òàò ðàçëîæåíèÿ ïðîñòî áåðåòñÿ èç áóôåðà. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ, íå ñîäåðæàùèõ x, ïåðåìåííàÿ c - ñ
íåâûðîæäåííîé îñòàòî÷íîé ñóììîé. Âûðàæåíèÿ sin c, cos c â çàìåíÿþùåì òåð-
ìå îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëàòåéëîðà", ïîñëå ÷åãî âåñü ýòîò
òåðì ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

7. Êîñèíóñ.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèíóñà, ñîçäàíû ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀abn(a = b→ cos a =

∑[n/2]
i=1 (−1)ib2i/(2i)!)

∀abc(a = b+ c→ cos a = cos b cos c− sin b sin c)

8. Ëîãàðèôì.
∀abcn(a = b+ c & ¬(b = 0) → ln a = ln b+

∑n
i=1(−1)i−1ci/(ibi))

Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìóëà-
òåéëîðà". Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ íå
ñîäåðæàùèõ x ñëàãàåìûõ, ïåðåìåííàÿ c - ñ íåâûðîæäåííîé îñòàòî÷íîé ñóììîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Òàíãåíñ.
∀a(tg a = sin a/ cos a)

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò x. ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ,
à òàêæå âñå ýòî âûðàæåíèå öåëèêîì îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôîðìó-
ëàòåéëîðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Êîòàíãåíñ.
∀a(ctg a = cos a/ sin a)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òàíãåíñà.

1.5.5 Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü
(ðÿäôóðüå x a b). Çäåñü x - ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå, [a, b] -
ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå. Ðÿä Ôóðüå âûïèñûâàåòñÿ
ôîðìàëüíî, áåç àíàëèçà óñëîâèé ñõîäèìîñòè. Äëÿ ÷åòíûõ ëèáî íå÷åòíûõ ôóíêöèé
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abfpql(l = q − p & 0 < l & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), x− ÷èñëî)) &
a = λi(2/l

∫ q

p
f(x) cos(2πix/l)dx, i− öåëîå) & b =

∫ q

p
f(x)dx→

f(x) = b/l +
∑∞

i=1(a(i) cos(2πix/l)))

∀abfpql(l = q − p & 0 < l & íå÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), x− ÷èñëî)) &
a = λi(2/l

∫ q

p
f(x) sin(2πix/l)dx, i− öåëîå) & b =

∫ q

p
f(x)dx→

f(x) = b/l +
∑∞

i=1(a(i) sin(2πix/l)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(öåëü(ðÿäôóðüå x p q))" èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííóþ ðàçëîæå-
íèÿ x è ïðîìåæóòîê ðàçëîæåíèÿ [p, q]. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî p = −q. Òðåòèé àíòåöåäåíò
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îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïð÷èåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî
èíòåãðèðîâàíèå óäàëîñü âûïîëíèòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcfpql(l = q − p & 0 < l & a = λi(2/l

∫ q

p
f(x) cos(2πix/l)dx, i− öåëîå) &

b = λi(2/l
∫ q

p
f(x) sin(2πix/l)dx, i− öåëîå) & c =

∫ q

p
f(x)dx→

f(x) = c/l +
∑∞

i=1(a(i) cos(2πix/l)) +
∑∞

i=1(b(i) sin(2πix/l)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 2.

1.5.6 Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ

Íîðìàëèçàòîð "ñóììàðÿäà"

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ ïðèìåíÿåòñÿ ïàêåòíûé íîðìàëèçàòîð "ñóì-
ìàðÿäà", îñíîâàííûé íà íåñêîëüêèõ ñòàíäàðòíûõ ñóììàõ è ïðèâîäÿùèõ ê íèì íåñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

1. Óñìîòðåíèå ñòàíäàðòíûõ ðàçëîæåíèé â ðÿä Òåéëîðà.
(a) Ýêñïîíåíòà.

∀abpqx(0 ≤ a+ q →
∑∞

i=a x
bi+p/(i+ q)! = xp−bq exp(xb)−

∑a+q−1
i=0 xbi+p−bq/i!)

Ïåðåìåííûå a, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.
∀a(a− öåëîå & 0 ≤ a→

∑∞
i=a 1/i! = e−

∑a−1
i=0 1/i!)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
(b) Ñèíóñ.

∀abcx(a−öåëîå & 0 ≤ a−1 →
∑∞

i=a(−1)i+bx2i+c/(2i−1)! = (−1)b+1xc+1 sin x−∑a−1
i=1 (−1)i+bx2i+c/(2i− 1)!)

∀ab(a − öåëîå & 0 ≤ a − 1 →
∑∞

i=a(−1)i+b/(2i − 1)! = (−1)b+1 sin 1 −∑
i = 1a−1(−1)i+b/(2i− 1)!)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ ïîäãîòîâêè âîçìîæíîñòè ñðàáàòûâà-
íèÿ ýòèõ ïðèåìîâ ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 2:
∀abcfg(b − öåëîå & c = (a + 1)/2 →

∑∞
i=b f(i)/((2i + a)!g(i)) =

∑∞
i=b+c f(i −

c)/((2i− 1)!g(i− c)))

Çäåñü ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé íå÷åòíîé êîíñòàí-
òîé, îòëè÷íîé îò −1. Âûðàæåíèÿ f(i − c), g(i − c) â çàìåíÿþùåì òåðìå
óïðîùàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Êîñèíóñ.
Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå ðÿäà äëÿ êîñèíóñà âûïîëíÿþò ñëåäóþùèå
ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 1:
∀abcx(c− öåëîå & 0 ≤ c→

∑∞
i=c(−1)i+ax2i+b/(2i)! = (−1)axb cosx−∑c−1

i=0(−1)i+ax2i+b/(2i)!)

∀ab(c−öåëîå & 0 ≤ c→
∑∞

i=c(−1)i+a/(2i)! = (−1)a cos 1−
∑c−1

i=0(−1)i+a/(2i)!)

Äëÿ ïîäãîòîâêè ñðàáàòûâàíèÿ ýòèõ ïðèåìîâ ñëóæèò ñëåäóþùåå ïðåîáðà-
çîâàíèå, âûïîëíÿåìîå íà óðîâíå 2:
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∀abcfg(b− öåëîå & c = a/2 →
∑∞

i=b f(i)/((2i+ a)!g(i)) =∑∞
i=b+c f(i− c)/((2i)!g(i− c)))

Çäåñü ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åòíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàí-
òîé.

(d) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀abcx(c− öåëîå & 0 ≤ c→

∑∞
i=c

∏i−1
j=0(a− j)xi+b/i! = xb(1 + x)a −∑c−1

i=0

∏i−1
j=0(a− j)xi+b/i!)

∀abc(0 ≤ c→
∑∞

i=c a
bi+d = ad/(1− ab)−

∑c−1
i=0 a

bi+d)

Â ïåðâîì ñëó÷àå âûâîäÿòñÿ ñîïðîâîæäàþùèå ïîñûëêè 0 < x+1, 0 < 1−x,
âî âòîðîì - ïîñûëêà |ab| < 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ëîãàðèôì.
∀abc(c − öåëîå & 0 ≤ c − 1 →

∑∞
i=c(−1)i+axi+b/i = (−1)a+1xb ln(x + 1) −∑c−1

i=1(−1)i+axi+b/i)

Âûâîäÿòñÿ ñîïðîâîæäàþùèå ïîñûëêè 0 < x+ 1, 0 ≤ 1− x. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñóììû íåêîòîðûõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèâîäèìûõ â ýòîì ðàçäåëå ïðèåìîâ ðàâíû 1:
(a) Ñóììà ÷èñåë, îáðàòíûõ êâàäðàòàì.

∀m(
∑∞

i=m 1/i2 = π2/6−
∑m−1

i=1 1/i2)

Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé.
(b) Ñóììà çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.

∀am(
∑∞

i=m(−1)i+a/i = (−1)a+1 ln 2−
∑m−1

i=1 (−1)i+a/i)

(c) Ñóììà çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ÷èñåë, îáðàòíûõ êâàäðàòàì.
∀am(

∑∞
i=m(−1)i+a/i2 = (−1)a+1π2/12−

∑m−1
i=1 (−1)i+a/i2)

3. Îáîáùåííîå ñîêðàùåíèå äëÿ ôàêòîðèàëîâ.
∀abcdfgnpqrst(¬(c = 0) & p = bc − ad & r =

∑∞
i=q+1 f(i)(ai + b)n−1/((ci + d −

1)!g(i)) & s =
∑∞

i=q f(i)(ai + b)n−1/((ci + d)!g(i)) & t = af(q)(cq + d)(aq +

b)n−1/((cq + d)!g(q)) →
∑∞

i=q f(i)(ai+ b)n/((ci+ d)!g(i)) = (ar + at+ ps)/c)

Ïðåîáðàçîâàíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ìíîæèòåëü ai+b ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóì-
ìà êîíñòàíòû è êðàòíîãî ïîñëåäíåãî ìíîæèòåëÿ ôàêòîðèàëà ci+d. Ïåðåìåííûå
a, c, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïåðåìåííûå b, d - ñ öå-
ëî÷èñëåííûìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíòû âûïîëíÿþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó "ñóììàðÿäà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû r, s íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ñäâèã îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ.
Äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé ìîæåò áûòü ïðåäïðèíÿòà çàìåíà ïåðå-
ìåííîé ñóììèðîâàíèÿ:
∀abfm(m− öåëîå→ ∑∞

n=a f(n) =
∑∞

n=a+m f(n−m))



Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó 238

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ âèäà n+
m, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ïðè ìèíóñ åäèíèöå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî n
íå èìååò äðóãèõ âõîæäåíèé â ñóììèðóåìîå âûðàæåíèå, îòëè÷íûõ îò âõîæäåíèé
âèäà (−1)n+A. Îáùèé ÷ëåí íîâîãî ðÿäà óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ñóììèðóåìîì âûðàæåíèè.
∀fghpqrs(r =

∑∞
i=a f(i)g(i)/p(i) & s =

∑∞
i=a f(i)h(i)/p(i) →∑∞

i=a f(i)(g(i) + h(i))/p(i) = r + s)

Ïðàâûå ÷àñòè îáîèõ àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñóììàðÿ-
äà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ.
∀abcfgs(s =

∑∞
i=c f(i)/g(i) →

∑∞
i=c af(i)/(bg(i)) = as/b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
7. Âûíåñåíèå ìèíóñ åäèíèöû èç îñíîâàíèÿ ñòåïåíè.
∀afghp(

∑∞
i=a(−p(i))f(i)g(i)/h(i) =

∑∞
i=a(−1)f(i)(p(i))f(i)g(i)/h(i))

Âûðàæåíèå p(i) îòëè÷íî îò −1, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè f(i) çàâèñèò îò i.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.
∀abcdefghmp(p =

∑∞
i=m(abde)ig(i)/h(i) →

∑∞
i=m a

bi+cdei+fg(i)/h(i) = acdfp)

Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñóììàðÿäà", êîòî-
ðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "íîðììèíóñ", áëîêèðóþùèé ïðåäûäóùèé ïðèåì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñóììàðÿäà"

Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñóììàðÿäà" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì ïðèåìîì:
∀abf (b =

∑∞
i=a f(i) →

∑∞
i=a f(i) = b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùåé
öåëåé (ðÿäòåéëîðà . . .), (ðÿäôóðüå . . .). Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "ñóììàðÿäà". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ðåçóëüòàòå b áåñêîíå÷íûõ
ñóìì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ çàäàíèÿ îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ

∀a(
∑

i,i−íàòóðàëüíîå a(i) =
∑∞

i=1 a(i))

Çäåñü óñëîâèå "íàòóðàëüíîå(i)" çàìåíÿåòñÿ íà "è(öåëîå(i) ìåíüøåèëèðàâíî(1 i))",
òàê êàê ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðèåìàõ, ñâÿçàííûõ ñ
ðÿäàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ïîïûòêà ñóììèðîâàíèÿ ïóòåì ïåðåõîäà ê êîíå÷íûì ñóììàì

∀abf (b = limn→∞
∑n

i=a f(i) →
∑∞

i=a f(i) = b)

Ïðåîáðàçóåìûé ðÿä âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùåé öåëåé
(ðÿäòåéëîðà . . .), (ðÿäôóðüå . . .). Îáùèé ÷ëåí ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, ïðè-
÷åì ïàðàìåòð i íå âñòðå÷àåòñÿ â ïîêàçàòåëÿõ ñòåïåíè. Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðåäïðè-
íèìàåò ïîïûòêó óïðîñòèòü êîíå÷íóþ ñóììó ∑n

i=a f(i) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå è íàéòè åå ïðåäåë, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåäåë".
Ïðîâåðÿåòñÿ. ÷òî ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

Ïîïûòêà ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

∀abcdefghpqs(p = ad/c & 0 < c & 0 < ce+ d & h(x) =
∑∞

i=e f(i)xai+p−1/((ci+ d)q−1g(i)) &∫
h(y)dy = λy(s(y), y − ÷èñëî) → ∑∞

i=e f(i)xai+b/((ci+ d)qg(i)) = xb−pa(s(x)− s(0))/c)

Ïðåîáðàçóåìûé ðÿä âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùåé öå-
ëåé (ðÿäòåéëîðà . . .), (ðÿäôóðüå . . .). Îí íå äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ ïîä îïèñàòåëåì
"îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, èìåþùåé åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â îáùèé ÷ëåí ðÿäà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò óïðîùàåò âûðàæåíèå ad/c ñ
ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî p - öå-
ëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà
ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà, ïîëó÷åííîãî èç èñõîäíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà
ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò h(x) íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëà "ñóììàâñåõ". Ëåâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïîïûòêà ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

∀abcdefghpq(b = ad/c− 1 &
∑∞

i=e(ci+ d)p−1f(i)xai+b+1/g(i) = h(x) & s = dh(x)/dx &
0 ≤ ae+ b & 0 < a→

∑∞
i=e(ci+ d)pf(i)xai+q/g(i) = csxq−b/a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó. Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé
êîíñòàíòîé, b - ñ öåëî÷èñëåííîé. Ïðèåì îáîáùåí íà ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî ïåðåìåííîé
x áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå t:
∀abcdefghpq(b = ad/c− 1 &

∑∞
i=e(ci+ d)p−1f(i)xai+b+1/g(i) = h(x) & s =

dh(x)/d(x = t) & 0 ≤ ae+ b & 0 < a & n = limi→∞{((ci+ d)pf(i)/g(i))1/i} &
|nta| < 1 →

∑∞
i=e(ci+ d)pf(i)tai+q/g(i) = stq−b)

Ïðàâàÿ ÷àñòü øåñòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâåðõïðå-
äåë". Èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà, îçíà÷àþùåãî, ÷òî t ïîïàäàåò â îáëàñòü
ñõîäèìîñòè, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
×òîáû íå äóáëèðîâàòü ïåðâûé ïðèåì, äàííàÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ âûðà-
æåíèé t, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åå òîæå ðàâåí 4.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ñóììèðóåìîì âûðàæåíèè

∀fghprs(r =
∑∞

i=a f(i)g(i)/p(i) & s =
∑∞

i=a f(i)h(i)/p(i) →
∑∞

i=a f(i)(g(i) + h(i))/p(i) =
r + s)
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Ïðåîáðàçóåìûé ðÿä âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùåé öåëåé
"ðÿäòåéëîðà", "ðÿäôóðüå". Ïðàâûå ÷àñòè àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíûìè çàäà÷àìè íà óïðîùåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû r, s íå ñîäåðæàò
ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ìåòîä Àáåëÿ

∀abfmx(ñõîäèòñÿ(λn(
∑∞

i=a f(i), n− íàòóðàëüíîå)) &
∑∞

i=a(f(i)xmi) = g(x) &
limx→1−0 g(x) = b→

∑∞
i=a f(i) = b)

Êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà - òîò æå, ÷òî è âûøå. Èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöå-
äåíòà ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)"
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ m ñ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì âñåâîçìîæíûõ íà-
òóðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ k â ñîìíîæèòåëÿõ (ki + p)q çíàìåíàòåëÿ îáùåãî ÷ëåíà
f(i). Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ x, è ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ýòîé çàäà÷å ïåðåäàþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x − ÷èñëî, x → 1 − 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò g(x)
íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäåë óäàëîñü âû÷èñëèòü.
Åñëè ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ f(i) èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü âèäà yp, ãäå y -
ïåðåìåííàÿ, à p ñîäåðæèò i, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.



Ãëàâà 2

Ïðèåìû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì

Â îáû÷íîé ïðàêòèêå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé y(x) çà-
ïèñûâàåòñÿ êàê ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî âèäà A(x, y(x), . . .) = B(x, y(x), . . .), ñâÿçûâàþùåå
çíà÷åíèå âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè y è åå ïðîèçâîäíûõ. Îä-
íàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè òàêàÿ çàïèñü íåóäîâëåòâîðèòåëüíà
- ïîäëèííîå óñëîâèå íà íåèçâåñòíóþ y ñêëàäûâàåòñÿ èç óòâåðæäåíèé î òîì, ÷òî åå
çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íåïóñòîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ A, íà
êîòîðîé îíà íóæíîå ÷èñëî ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, è êâàíòîðíîé èìïëè-
êàöèè ∀x(x ∈ A → A(x, y(x), . . .) = B(x, y(x), . . .)). Âìåñòå ñ òåì, ïîëíàÿ çàïèñü
ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêà, è ïðèìåíåíèå åå çàòîðìîçèëî áû âûêëàäêè ðå-
øàòåëÿ áåç êàêîé-ëèáî ïðàêòè÷åñêîé âûãîäû. Ïîýòîìó â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ ñíîâà ïðèõîäèòñÿ âñïîìíèòü î ïðèíöèïå "êîíòåêñòíîé ñåìàíòèêè", ïîçâî-
ëÿþùåì ðàáîòàòü ëèøü ñ ôðàãìåíòàìè òî÷íîãî ëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, âûíîñÿ "çà
ñêîáêè" âñå ñîïðîâîæäàþùèå ýëåìåíòû. Â äàííîì ñëó÷àå çà ñêîáêè âûíîñÿòñÿ àí-
òåöåäåíò x ∈ A êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè è îáùèå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ y. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, çàäà÷à íà ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îôîðìëÿåòñÿ êàê çàäà÷à
íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ óñëîâèå A(x, y(x), . . .) = B(x, y(x), . . .), ê êîòîðîìó àâòîìàòè-
÷åñêè äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "y − ôóíêöèÿ". Ê ïîñûëêàì, òîæå àâòîìàòè÷åñêè,
äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "x − ÷èñëî". Ñïèñîê öåëåé çàäà÷è - ïî÷òè òîò æå, ÷òî è
â îáû÷íûõ óðàâíåíèÿõ, ò.å. "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå y". Ê íåìó äîáàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé íîâûé ýëåìåíò - "ñâÿçêà x".
Ýòîò ýëåìåíò óêàçûâàåò íà óïîìÿíóòóþ âûøå "êîíòåêñòíóþ ñåìàíòèêó", âûäåëÿÿ
ïåðåìåííóþ x êàê âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îòâåòîì
óðàâíåíèÿ ñëóæèò ãðóïïà óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ÿâíî ëèáî íåÿâíî çíà÷åíèå
y(x) è îãðàíè÷èâàþùèõ äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ x. Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ ñëîæíûå
äèçúþíêòèâíî-êîíúþíêòèâíûå êîíñòðóêöèè è ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ. Íàïðè-
ìåð, â êà÷åñòâå îòâåòà íà çàäà÷ó ñ óñëîâèåì dy(x)/dx ∗ x2 = x3 + 2 âûäàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ ¬(x = 0),∃b(y(x) = x2/2− 2/x+ b & b− ÷èñëî).

Äëÿ ââîäà íîâîé çàäà÷è íà ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò âû-
áèðàòü ïóíêò ìåíþ öåëåâûõ óñòàíîâîê çàäà÷ "Íàéòè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ - Ðåøèòü
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ". Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ íàäïèñü "Íàéòè", ïîä êîòîðîé ïå-
ðå÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå íåèçâåñòíûå y(x), z(x), . . .. Ïîñëå íàæàòèÿ Enter ââîä
öåëåâîé óñòàíîâêè çàäà÷è çàâåðøàåòñÿ, è äàëåå çàïèñûâàþòñÿ ñàìè óðàâíåíèÿ.
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2.1 Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

2.1.1 Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèåìû âûïîëíÿþò íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ:
∀abcehvxy(

∫
b(z)/e(z)dz = λz(h(z), z − ÷èñëî) &

∫
c(x)/a(x)dx = λx(v(x), x − ÷èñëî) →

a(x)b(y(x))dy(x)/dx+ c(x)e(y(x)) = 0 ↔ ∃p(p− ÷èñëî & h(y(x)) = −v(x) + p) &
¬(e(y(x)) = 0) ∨ e(y(x)) = 0 & a(x)b(y(x))dy(x)/dx = 0 & dy(x)/dx− ÷èñëî)
Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåí-
íûå a, b, c, e ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a(x), c(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Äëÿ
èäåíòèôèêàöèè øàáëîíîâ b(. . .), e(. . .) èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò(õ2 õ23
ôèêñ)", "íîâàðãóìåíò(õ5 õ23 ôèêñ)". Îíè ãàðàíòèðóþò, ÷òî â èäåíòèôèöèðóþùèå
âûðàæåíèÿ ïåðåìåííàÿ x áóäåò âõîäèòü òîëüêî â âèäå y(x). Ïðåäâàðèòåëüíî óêàçà-
òåëè "ïåðå÷åíü(õ2 íå(èçâåñòíî(õ2)))", "ïåðå÷åíü(õ5 íå(èçâåñòíî(õ5)))" îïðåäåëÿþò
ýòè èäåíòèôèöèðóþùèå âûðàæåíèÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ íåèçâåñòíûõ ñîìíîæèòå-
ëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ (çà èñêëþ÷åíèåì ÿâíî âûäåëåííîé â òåîðåìå ïðîèç-
âîäíîé dy(x)/dx). Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû âû÷èñëÿþò íåîïðåäåëåííûå èíòå-
ãðàëû, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìÈíòåãðàë". Ïðåäâàðèòåëüíî ïîäûíòåãðàëüíûå
âûðàæåíèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óïðîùèíòåãðàë". Êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíäèôô", èìåþ-
ùèì íåñêîëüêî íåñëîæíûõ ïðèåìîâ äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Óñëîâèå e(y(x)) = 0 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðì÷èñëî", çàìåíÿþùèì åãî â î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ íà êîíñòàíòó "ëîæü".
Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ", óêàçûâàþùèì íà
ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàöèé âèäà óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùåãî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ñîçäàíû
òàêæå ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abchvxy(

∫
b(z)dz = λz(h(z), z − ÷èñëî) &

∫
c(x)/a(x)dx = λx(v(x), x− ÷èñëî) →

a(x)b(y(x))dy(x)/dx = c(x) ↔ ∃p(p− ÷èñëî & h(y(x)) = v(x) + p))

∀abcehpvxy(
∫
b(z)/(e(z)−p)dz = λz(h(z), z−÷èñëî) &

∫
c(x)/a(x) = λx(v(x), x−÷èñëî) →

a(x)b(y(x))dy(x)/dx + c(x)e(y(x)) = pc(x) ↔ ∃q(q − ÷èñëî & h(y(x)) = −v(x) +
q) & ¬(e(y(x))−p = 0) ∨ e(y(x))−p = 0 & a(x)b(y(x))dy(x)/dx = 0 & dy(x)/dx−÷èñëî)
∀abcehvxy(

∫
b(z)/(e(z)−c)dz = λz(h(z), z−÷èñëî) &

∫
1/a(x)dx = λx(v(x), x−÷èñëî) →

a(x)b(y(x))dy(x)/dx+e(y(x)) = c↔ ∃p(p−÷èñëî & h(y(x)) = −v(x)+p) & ¬(e(y(x))−
c = 0) ∨ e(y(x))− c = 0 & a(x)b(y(x))dy(x)/dx = 0 & dy(x)/dx− ÷èñëî)
∀abcehqrsvxy(

∫
b(z)/(e(z)qs(z))dz = λz(h(z), z−÷èñëî) &

∫
c(x)qr(x)/a(x)dx = λx(v(x), x−

÷èñëî) & 0 < q → a(x)b(y(x))dy(x)/dx+ c(x)e(y(x))qr(x)+s(y(x)) = 0 ↔ ∃p(p− ÷èñëî &
h(y(x)) = −v(x) + p) & ¬(e(y(x)) = 0) ∨ e(y(x)) = 0 & a(x)b(y(x))dy(x)/dx =
0 & dy(x)/dx− ÷èñëî)
Âñå ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ïðèåìó. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ èõ ðàâíû 2.
Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå îáÿçàòåëüíî ïîëó÷àòü ÿâíîå âûðàæå-
íèå äëÿ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ - äîïóñòèìî èíòåãðèðîâàíèå "â êâàäðàòóðàõ",
ò.å. ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé âèäà ∫ x

a
f(z)dz. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå âûøå ïðè-

åìû ïðîäóáëèðîâàíû äëÿ âàðèàíòà ñ êâàäðàòóðàìè. Â ýòèõ ïðèåìàõ ïðè âû÷èñëå-
íèè èíòåãðàëîâ ïîñëå íîðìàëèçàòîðà "íîðìÈíòåãðàë" ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð
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"êâàäðàòóðà", îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåõîä ê îïðåäåëåííûì èíòåãðàëàì ñ ïåðåìåííûì
âåðõíèì ïðåäåëîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ äàííûõ âåðñèé ïðèåìîâ ðàâíû 4.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì âåðñèþ ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííóþ íà ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé,
êîãäà â ëåâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, à â ïðàâîé - èç-
âåñòíîå âûðàæåíèå:
∀fg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) → dy(x)/dx = f(x) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & y(x) =

g(x) + c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 1.

Çàìåíà äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè àðãóìåíòà è íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, ïðè-
âîäÿùàÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

∀abfgxyzABCP (Ady(x)/dx + B − C = f(ax + by(x))dy(x)/dx + g(ax + by(x)) & ¬(b =
0) & (f(z, x)dz(x)/dx−af(z(x))+bg(z(x)) = 0 & z(x)−÷èñëî) = P (z(x)) → Ady(x)/dx+
B = C ↔ P (ax+ by(x)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íàõîäèò ðåçóëüòàò R ïåðåíåñåíèÿ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ
óðàâíåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü è óñìàòðèâàåò â ýòîì ðåçóëüòàòå ñóììó ax + by(x), ãäå
a, b íå çàâèñÿò îò x, à êàæäîå èç îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì
ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x. Äàëåå îáðàáàòûâàåòñÿ ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí óñìàòðèâàåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü R âûðàçèìà ÷åðåç ïðî-
èçâîäíóþ è íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ f(. . .), g(. . .), ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ x òîëüêî
âíóòðè ïîäâûðàæåíèé ax + by(x). Äëÿ òàêîé èäåíòèôèêàöèè èñïîëüçóþòñÿ óêàçà-
òåëè "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 èçâëå÷åíèå)", "íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 èçâëå÷åíèå)". Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöå-
äåíòà ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ïåðåõîäîì ê íîâîé íåèçâåñòíîé
z(x) = ax + by(x). Îíà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è íà îïèñàíèå. Î÷åâèäíî, çäåñü èìååò ìåñòî ñëó÷àé ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ.
Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ25 ôèêñ)"îïðåäåëÿåò ïî îòâåòó çàäà÷è øàáëîí P (. . .).
Çàìåíÿþùèé òåðì íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ýòîò øàáëîí âûðàæåíèÿ ax + by(x).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð "óðàâíäèôô"

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ ïðîñòåéøåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïè-
ñàíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé, ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "óðàâí-
äèôô". Íîðìàëèçàòîð íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. ïðèåìû åãî ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ê
ïðîèçâîëüíûì ïîäòåðìàì ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà.

1. Ïåðåõîä ê ëîãàðèôìó ïðîèçâåäåíèÿ ëèáî ÷àñòíîãî.
∀abde(∃c(c− ÷èñëî & − ln a = − ln b+ c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ln a = ln b+ c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abde(∃c(c−÷èñëî & ln |a|+d = ln |b|+c+e) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ln |a/b|+d = c+e))

∀abde(∃c(c−÷èñëî & ln |a|+d = − ln |b|+c+e) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ln |ab|+d = c+e))

∀abde(∃c(c−÷èñëî & − ln |a|+d = ln |b|+c+e) ↔ ∃c(c−÷èñëî & d = ln |ab|+c+e))
∀ab(ln |a|+ ln |b| = ln |ab|)
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∀ab(ln |a| − ln |b| = ln |a/b|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(ln |a| − ln b = ln |a/b|)
∀abde(∃c(c−÷èñëî & ln a+d = ln |b|+c+e) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ln |a/b|+d = c+e))

∀abde(∃c(c−÷èñëî & ln a+d = − ln |b|+c+e) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ln |ab|+d = c+e))

∀abde(∃c(c−÷èñëî & − ln a+d = ln b+ c+e) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ln |ab|+d = c+e))

Âî âòîðîì è òðåòüåì ïðèåìàõ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåî÷åâèäíà íåîòðèöàòåëüíîñòü
b, â ÷åòâåðòîì - ÷òî ëèáî íåî÷åâèäíà íåîòðèöàòåëüíîñòü a, ëèáî íåî÷åâèäíà
íåîòðèöàòåëüíîñòü b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(∃c(c− ÷èñëî & ln a = − ln b+ c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & ab = c))

∀ab(∃c(c− ÷èñëî & − ln a = ln b+ c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & ab = c))

Ïðîâåðÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
2. Èñêëþ÷åíèå ëîãàðèôìà.
∀a(∃c(c− ÷èñëî & ln |a| = c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = c))

∀a(∃c(c− ÷èñëî & ln |a|+ c = 0) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Ïåðåõîä ê ëîãàðèôìó ñòåïåíè.
∀an(n ln |a| = ln |an|)
Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀an(n ln a = ln |an|)
∀amn(m ln a/n = ln(am/n))

Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïåðåõîä îò ëîãàðèôìà ñòåïåíè ìîäóëÿ ê ëîãàðèôìó ìîäóëÿ ñòåïåíè.
∀abe(ln(e|a|b) = ln |eab|)
Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé íå÷åòíûé çíàìå-
íàòåëü, ëèáî ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcp(∃d(d− ÷èñëî & p ln(|a|b) = −p ln |c|+ d) ↔ ∃d(d− ÷èñëî & ln |c2a2b| = d))

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé ÷åòíûé çíàìå-
íàòåëü. Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ±1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.
∀ab(ln(|a|b) = ln ||a|b|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Äîìíîæåíèå íà îáùèé çíàìåíàòåëü.
∀adp(¬(p = 0) → ∃c(c− ÷èñëî & a/p = d/p+ c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = d+ c))

Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Íîðìàëèçàòîð "êâàäðàòóðà"

Íîðìàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïåðåõîäà îò íåïðîèíòåãðèðîâàííîãî âûðàæåíèÿ
"Èíòåãðàë(. . .)" ê îïèñàòåëþ "îòîáðàæåíèå(. . .)", çàäàþùåìó ïåðâîîáðàçíóþ ÷åðåç
îïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûðàçèòü ïîñëåäíèé ÷åðåç îïðå-
äåëåííûå èíòåãðàëû áîëåå ïðîñòîãî âèäà. Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà ïðèìåíÿþòñÿ òîëü-
êî ê êîðíåâîìó âõîæäåíèþ.

1. Ââîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
∀af (îäç(f(x)) = (x = a) →

∫
f(x)dx = λx(

∫ x

a
f(y)dy, x− ÷èñëî))

Àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò î.ä.ç. ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ f(x), ïîñëå ÷åãî
ðåøàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå, îïðåäåëÿþùóþ ïðèìåð a âõîäÿ-
ùåãî â î.ä.ç. çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè f(x) íå èìååò
çàãîëîâêà "ïëþñ" è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "èíòåãðàë" îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Èíòåãðèðîâàíèå ñóììû.
∀fgpq(

∫
f(x)dx = λx(p(x), x−÷èñëî) &

∫
g(x)dx = λx(q(x), x−÷èñëî) →

∫
(f(x)+

g(x))dx = λx(p(x) + q(x), x− ÷èñëî))
Ëåâûå ÷àñòè àíòåöåäåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìÈíòåãðàë" è "êâàäðàòóðà". Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûå ñëàãàåìûå, âîç-
ìîæíî, óäàñòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü â ÿâíîì âèäå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

3. Âûíåñåíèå ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä èíòåãðàëà.
∀abfg(

∫
f(x)dx = λx(g(x), x− ÷èñëî) → ∫

af(x)/bdx = λx(ag(x)/b, x− ÷èñëî))
Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìÈíòåãðàë",
"êâàäðàòóðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå.
∀afghv(

∫
h(x)dx = λx(v(x), x − ÷èñëî) &

∫
f(x)v(x)dx = λx(g(x), x − ÷èñëî) →∫

h(x)
∫ x

a
f(y)dydx = λx(v(x)

∫ x

a
f(y)dy − g(x), x− ÷èñëî))

Ëåâûå ÷àñòè àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìÈíòåãðàë",
"êâàäðàòóðà". Âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" â çàìåíÿþùåì òåð-
ìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäèíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

2.1.2 Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Çàìåíà ïåðåìåííîé, ñâîäÿùàÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

∀abcxyzPQ((c− b(y(x)))/a(y(x)) = P (y(x)/x) & (a(z(x)x)(dz(x)/dx + z(x)) + b(z(x)x) =
c & z(x)− ÷èñëî) = Q(z(x)) → a(y(x))dy(x)/dx+ b(y(x)) = c↔ Q(y(x)/x))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííàÿ x - ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé. Âûðàæåíèå c íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò(õ1 õ24 ôèêñ)", "íîâàðãóìåíò(õ2 õ24
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ôèêñ)" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíîâ a(. . .), b(. . .), âûäåëÿÿ âíóòðè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôðàãìåíòîâ óðàâíåíèÿ âñå âõîæäåíèÿ y(x). Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äðóãèõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé y â ýòè ôðàãìåíòû íå èìååòñÿ. Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâî-
ãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, è äàëåå óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(õ40 õ23 èçâëå÷åíèå)"ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó òàê ïðåîáðàçîâàòü
ðåçóëüòàò, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü â âèäå P (y(x)/x). Ýòî îáåñïå÷èâàåò
îäíîðîäíîñòü óðàâíåíèÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåøàåò óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå èç èñ-
õîäíîãî çàìåíîé y(x) = z(x)x, ãäå z - âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Êàê èçâåñòíî èç
òåîðèè, òàêîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñîçäàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ íåèçâåñòíóþ z è âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð x. Óêàçàòåëü
"íîâàðãóìåíò(õ41 õ25 ôèêñ)" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà Q(. . .), è äàëåå
ôîðìèðóåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì Q(y(x)/x). Ïðåäïðèíèìàåòñÿ óäàëåíèå íåíóæíîãî
ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà óñëîâèÿ "dy(x)/dx− ÷èñëî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5.

Èçìåíåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò äëÿ ñâåäåíèÿ ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèÿ, ñî-
äåðæàùåãî äðîáíî-ëèíåéíîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè è åå àðãóìåíòà

∀abcdefuvxyABCDEFPQR((c− b)/a = f((Ax+By(x) +C)/(Dx+Ey(x) +F )) & Q = AE −
BD & ¬(Q = 0) & d = (CD − AF )/Q & e = (BF − CE)/Q & (dv(u)/du = f((Au +
Bv(u))/(Du+Ev(u))) & v(u)−÷èñëî & u−÷èñëî) = P (v(u)) & R(u) = P (y(x)−d) →
ady(x)/dx+ b = c↔ R(x− e) ∨ a = 0 & b = c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé, x - ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ïðåîáðàçóåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè, ïîñëå ÷åãî ê íåé ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "äðîáëèíèçâëå÷". Ýòîò íîð-
ìàëèçàòîð, îïèñûâàåìûé íèæå, ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ÿâíîãî âûäåëåíèÿ äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïîäâûðàæåíèé îòíîñèòåëüíî òåðìîâ x, y(x), çàäàííûõ âî âõîäíîì êîì-
ìåíòàðèè (äðîáëèíèçâëå÷ x y(x)). Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå
âíóòðè ðåçóëüòèðóþùåãî âûðàæåíèÿ äðîáè (Ax+By(x)+C)/(Dx+Ey(x)+F ). Çàòåì
óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 ôèêñ)" ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå âõîæäåíèé x â äàííîå
âûðàæåíèå, íå ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè âõîæäåíèé ýòîé äðîáè. Òàêèì îáðàçîì èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ øàáëîí f(. . .). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ A,B,C,D,E, F íå ñîäåðæàò
ïåðåìåííîé x. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ïÿòûé âû÷èñëÿþò íà÷àëî êîîðäèíàò e, d,
ê êîòîðîìó áóäåò ïðåîáðàçîâàíî óðàâíåíèå. Çäåñü ïðèìåíÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå çà-
äà÷è íà óïðîùåíèå. Øåñòîé àíòåöåäåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðåøèòü óðàâíåíèå,
ïîëó÷åííîå èç èñõîäíîãî çàìåíàìè x = u+ e, y(x) = v(u) + d. Òàêîå óðàâíåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîðîäíûì; äëÿ åãî ðåøåíèÿ ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå.
Èç îòâåòà R(v(u)) ïóòåì ïåðåõîäà ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì ñòðîèòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ, êî-
ãäà íåêîòîðûå èç êîýôôèöèåíòîâ A,B,D,E îáðàùàþòñÿ â íîëü, ñîçäàíû îòäåëüíûå
ïðèåìû:
∀abcdefuvxyABCEFPQR((c− b)/a = f((Ax+By(x) +C)/(Ey(x) +F )) & Q = AE & ¬(Q =
0) & d = (−AF )/Q& e = (BF−CE)/Q& (dv(u)/du = f((Au+Bv(u))/(Ev(u))) & v(u)−
÷èñëî & u − ÷èñëî) = P (v(u)) & R(u) = P (y(x) − d) → ady(x)/dx + b = c ↔
R(x− e) ∨ a = 0 & b = c)

∀abcdefuvxyBCDEFPQR((c−b)/a = f((By(x)+C)/(Dx+Ey(x)+F )) & Q = −BD & ¬(Q =
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0) & d = CD/Q & e = (BF −CE)/Q & (dv(u)/du = f(Bv(u)/(Du+Ev(u))) & v(u)−
÷èñëî & u − ÷èñëî) = P (v(u)) & R(u) = P (y(x) − d) → ady(x)/dx + b = c ↔ R(x −
e) ∨ a = 0 & b = c)

∀abcdefuvxyABCDFPQR((c− b)/a = f((Ax+By(x) +C)/(Dx+ F )) & Q = −BD & ¬(Q =
0) & d = (CD − AF )/Q & e = BF/Q & (dv(u)/du = f((Au+Bv(u))/(Du))) & v(u)−
÷èñëî & u − ÷èñëî) = P (v(u)) & R(u) = P (y(x) − d) → ady(x)/dx + b = c ↔ R(x −
e) ∨ a = 0 & b = c)

∀abcdefuvxyACDEFPQR((c − b)/a = f((Ax + C)/(Dx + Ey(x) + F )) & Q = AE & ¬(Q =
0) & d = (CD−AF )/Q & e = (−CE)/Q & (dv(u)/du = f(Au/(Du+Ev(u))) & v(u)−
÷èñëî & u − ÷èñëî) = P (v(u)) & R(u) = P (y(x) − d) → ady(x)/dx + b = c ↔ R(x −
e) ∨ a = 0 & b = c)

Ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû îïèñàííîìó âûøå.

Ïðèìåíåíèå ñòåïåííîé çàìåíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∀abcmnxyzQ((c− b((z(x))m))/(m · a((z(x))m)(z(x))m−1) = (m = n) &
(n·a((z(x))n)(z(x))n−1dz(x)/dx+b((z(x))n) = c & 0 ≤ z(x) & z(x)−÷èñëî) = Q(z(x)) →
a(y(x))dy(x)/dx+ b(y(x)) = c↔ Q((y(x))1/n)) ∨ n < 0 & y(x) = 0 & b(0) = c

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óñìàòðèâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü âûðàæå-
íèÿ y(x). Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ñòåïåííîé çàìåíû òðåáóåòñÿ íàéòè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
m. Îí äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû óðàâíåíèå ñòàëî îäíîðîäíûì, ò.å. ÷òîáû ïðàâóþ
÷àñòü ((c− b((z(x))m))/(m · a((z(x))m)(z(x))m−1)) ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîäíîé ðåçóëüòàòà çàìåíû ìîæíî áûëî âûðàçèòü ÷åðåç z(x)/x.

Äëÿ ïîäáîðà òàêîãî çíà÷åíèÿ m ñîçäàí ñïåöèàëüíûé íîðìàëèçàòîð "îäíîðïà-
ðàìåòð". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà, ïîëó÷àÿ â êà÷åñòâå
äîïîëíèòåëüíîãî âõîäíîãî äàííîãî êîììåíòàðèé (îäíîðïàðàìåòð m x z(x) x). Çäåñü
ýëåìåíò x âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû: ñíà÷àëà - êàê óêàçàòåëü íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåí-
íóþ, à çàòåì - êàê çíàìåíàòåëü òîãî âûðàæåíèÿ, ÷åðåç êîòîðîå äîëæåí áûòü âûðàæåí
ïðåîáðàçóåìûé íîðìàëèçàòîðîì òåðì. Íîðìàëèçàòîð, îïèñûâàåìûé íèæå, ïûòàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàòü ýòîò òåðì òàê, ÷òîáû â íåì âîçíèêëè îòíîøåíèÿ ñòåïåíåé z(x) è x,
ïîäñêàçûâàþùèå ïîäáîð çíà÷åíèÿ m. Íàéäåííîå çíà÷åíèå n ïåðåìåííîé m ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ â ïðåîáðàçóåìûé òåðì, è ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò" ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò âûðàçèì ÷åðåç z(x)/x. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ èñêóññòâåííûé òðþê: öåïî÷-
êà òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðûâàåòñÿ, à âìåñòî ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ
ïîìåùàåòñÿ ðàâåíñòâî m = n, êîòîðîå è âûäàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì.

Ïîñëå òîãî, êàê ïåðâûé àíòåöåäåíò îïðåäåëèë çíà÷åíèå n ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè,
âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ ðàçðåøå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî z ðåçóëüòàòà ñòåïåííîé çàìåíû. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì Q((y(x))1/n). Îñîáî ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîòåðè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðè
îòðèöàòåëüíîì n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Åñëè íåîòðèöàòåëüíîñòü y(x) íå
óñìàòðèâàåòñÿ, òî ïðèìåíÿåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ ïðèåìà:
∀abcmnxyzQ((c− b((z(x))m))/(m · a((z(x))m)(z(x))m−1) = (m = n) &
(n · a((z(x))n)(z(x))n−1dz(x)/dx+ b((z(x))n) = c & z(x)− ÷èñëî) = Q(z(x)) →
a(y(x))dy(x)/dx+ b(y(x)) = c↔ Q((y(x))1/n) ∨ n < 0 & y(x) = 0 & b(0) = c)
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Íîðìàëèçàòîð "äðîáëèíèçâëå÷"

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, íîðìàëèçàòîð "äðîáëèíèçâëå÷" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó
ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ ê âèäó, ñîäåðæàùåìó äðîáíî-ëèíåéíóþ çàâè-
ñèìîñòü îòíîñèòåëüíî äâóõ çàäàííûõ òåðìîâ a, b. Ýòè òåðìû óêàçûâàþòñÿ ïðè îá-
ðàùåíèè â êîììåíòàðèè (äðîáëèíèçâëå÷ a b). Íîðìàëèçàòîð íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì,
ò.å. åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ïîäòåðìàì ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà.

1. Âûäåëåíèå äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè èç ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ
äðîáíîãî âûðàæåíèÿ.
∀abcdefghpqk(p(ac+ bd+ e)k/(q(af + bg + h)k) = p((ac+ bd+ e)/(af + bg + h))k/q)

Âûðàæåíèÿ a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ êîììåíòàðèåì (äðîáëèíèçâëå÷ a b). Äîïóñ-
êàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ c, d, f, g, p, q, k è íóëåâûå
çíà÷åíèÿ e, h. Íè îäíî èç âûðàæåíèé c, d, e, f, g, h íå èìååò îáùåé ñâîáîäíîé
ïåðåìåííîé ñ âûðàæåíèÿìè a, b. Äîïóñêàåòñÿ îòñóòñòâèå ÷ëåíà ac, è òîãäà c
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íóëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî è ñëåäóþùåãî ïðèå-
ìîâ ðàâåí 1.

2. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè.
∀abc(a/b+ c/b = (a+ c)/b)

Êîììåíòàðèé (äðîáëèíèçâëå÷ d e) îïðåäåëÿåò âõîäíûå òåðìû d, e. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëèáî îäèí èç ýòèõ òåðìîâ âõîäèò â çíàìåíàòåëü b, ëèáî îáà îíè âõîäÿò â
êàæäîå èç âûðàæåíèé a, c.

3. Âûäåëåíèå êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíûõ äðîáåé.
Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò îòíîñèòåëüíî âõîäíûõ òåðìîâ äâà ðàç-
ëè÷íûõ äðîáíî-ëèíåéíûõ âûðàæåíèÿ ñ ðàâíûìè çíàìåíàòåëÿìè, òî ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà îòîæäåñòâèòü èõ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê ÷èñëèòåëþ íåêîòîðîãî
êðàòíîãî çíàìåíàòåëÿ:
∀abcdefmnpqxyABC(p = Ax+By+C & q = Ae−Bd & ¬(q = 0) & bAf+aeC+Bdc−
Aec− aBf − bdC = 0 & m = (bA− aB)/q & n = (ae− bd)/q → (ax+ by + c)/p =
n+m · (dx+ ey + f)/p)

Êîììåíòàðèé (äðîáëèíèçâëå÷ x y) îïðåäåëÿåò âõîäíûå òåðìû x, y. Óêàçàòåëü
"êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò âõîæäåíèå â ïðåîáðàçóåìûé òåðì âòîðîé äðî-
áè - (dx + ey + f)/p. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè îòëè÷åí îò ax +
by + c. Ïåðâûé àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò ïðåäñòàâëåíèå çíàìåíàòåëÿ p â âèäå
Ax + By + C. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", óáåæäàåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü ÷èñëèòåëü ax+ by+ c ïåðâîé äðî-
áè êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ çíàìåíàòåëÿ è ÷èñëèòåëÿ âòîðîé äðîáè. Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäíî
èç âûðàæåíèé A,B,C, a, b, c, d, e, f íå èìååò îáùèõ ïàðàìåòðîâ ñ òåðìàìè x, y.
Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò îáðàùåíèå â íîëü A è B, íî íå îáîèõ ñðà-
çó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ a = 0 ñîçäàí
äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì:
∀bcdefmnpqxyABC(p = Ax+By+C & q = Ae−Bd & ¬(q = 0) & bAf +Bdc−Aec−
bdC = 0 & m = bA/q & n = −bd/q → (by + c)/p = n+m · (dx+ ey + f)/p)
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Íîðìàëèçàòîð "îäíîðïàðàìåòð"

Íîðìàëèçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî òåðìà t äëÿ óñìîò-
ðåíèÿ çíà÷åíèÿ a âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðîì ýòîò òåðì ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå f(A(x)/B(x)) äëÿ çàäàííûõ âûðàæåíèé A(x), B(x) è ïåðåìåííîé x.
Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íå áóäåò èìåòü äðóãèõ âõîæäåíèé, êðîìå âõîæäå-
íèé åå â äðîáè A(x)/B(x). Ïîñëå òîãî, êàê çíà÷åíèå a ïîäîáðàòü óäàëîñü, â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèé âûäàåòñÿ ðàâåíñòâî p = a. Âõîäíûå äàííûå ïåðåäàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðó ÷åðåç êîììåíòàðèé (îäíîðïàðàìåòð p x A B), ãäå A = A(x), B = B(x).
Äàííûé íîðìàëèçàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷òî ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó íîðìàëèçà-
òîðîì è ñèíòåçàòîðîì: êàê ñèíòåçàòîð, îí äîëæåí îïðåäåëèòü çíà÷åíèå íåêîòîðîãî
ïàðàìåòðà, à êàê íîðìàëèçàòîð, îí äëÿ ýòîãî äîëæåí ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàòü èñõîä-
íûé òåðì. Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ïîäòåðìàì ïðåîá-
ðàçóåìîãî òåðìà.

1. Âûäåëåíèå ÷àñòíîãî ñòåïåíåé ðàññìàòðèâàåìûõ âûðàæåíèé.
∀abcdmnAB(d(aAn + bBm)/c = d(a+ b · (Bm/An))/(c/An))

Óêàçàòåëü "âõîä(îäíîðïàðàìåòð p x B A)" èäåíòèôèöèðóåò äîïîëíèòåëüíûå
âõîäíûå äàííûå. Ïîäáèðàåìûé ïàðàìåòð p äîëæåí âõîäèòü õîòÿ áû â îäíî èç
âûðàæåíèé m,n. Çíàìåíàòåëü c íåâûðîæäåííûé; ïåðåìåííûå a, b, d,m, n ìîãóò
ïðèíèìàòü âûðîæäåííîå åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ìå-
íÿòü ìåñòàìè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ
ñóìì, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñîìíîæèòåëÿìè ÷èñëèòåëåé ëèáî çíàìåíàòåëåé äðîáåé,
ïðåäóñìîòðåí äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì:
∀abmnAB(aAn + bBm = (a+ b · (Bm/An))An)

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 2.
2. Ïîïûòêà ïîäáîðà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðè ðàññìîòðåíèè ÷àñòíîãî ñòåïåíåé.
∀afgmnpAB((m− n = 0) = (p = a) & f(a) = g(A/B) → Am/Bn = (p = a))

Çàìåíÿåìûé òåðì Am/Bn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ïîäòåðì ïðåîáðàçóå-
ìîãî òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäáèðàåìûé ïàðàìåòð p âñòðå÷àåòñÿ â m ëèáî â
n è ÷òî m,n ðàçëè÷íû. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç íèõ ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî p ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âèä(êîðåíü f(p)))" îïðåäå-
ëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé f(p) ñî âñåì ïðåîáðàçóåìûì
òåðìîì. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ýòîò òåðì
ïîäîáðàííîãî ïåðâûì àíòåöåäåíòîì çíà÷åíèÿ a ïàðàìåòðà p è îáðàáîòêîé ðå-
çóëüòàòà íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ7
õ23 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå äàííîé ëåâîé ÷àñòè ê âèäó, â êîòî-
ðîì âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x ðàñïîëîæåíû òîëüêî âíóòðè äðîáåé A/B. Óêà-
çàòåëü "íîðìâûâîä" äàëåå îïðåäåëÿåò çàìåíó íà ðàâåíñòâî "p = a" íå ôðàãìåí-
òà ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà, èäåíòèôèöèðîâàííîãî ñ Am/Bn, à âñåãî ýòîãî òåðìà.
Íàêîíåö, óêàçàòåëü "âûõîä" îáåñïå÷èâàåò íåìåäëåííîå ïðåêðàùåíèé äåéñòâèé
íîðìàëèçàòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

3. Ïîïûòêà ïîäáîðà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïå-
íåé.
∀abfgmnpAB((m+ n = 0) = (p = a) & f(a) = g(A/B) → bAmBn = (p = a))
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Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

2.1.3 Ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Èíòåãðèðîâàíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

∀fghvwxy(
∫
g(x)/f(x)dx = λx(v(x), x− ÷èñëî) &

∫
h(x) exp(v(x))/f(x)dx =

λx(w(x), x− ÷èñëî) → f(x)dy(x)/dx+ y(x)g(x) = h(x) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & y(x) =
(w(x) + c)/ exp(v(x))))

Óðàâíåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèÿ f(x), g(x), h(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ëåâûå ÷à-
ñòè àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Ïîäâûðàæåíèå
exp(v(x)) âî âòîðîì àíòåöåäåíòå ïðåäâàðèòåëüíî óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òàêîìó æå óïðîùåíèþ ïîäâåðãàþòñÿ âûðàæåíèå
w(x) è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â çàìåíÿþùåì óòâåðæäåíèè. Ñàìî çàìåíÿþùåå óòâåð-
æäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "óðàâíäèôô", "íîðìñóùåñòâóåò". Çàìå-
òèì, ÷òî ëîãè÷åñêèå íîðìàëèçàòîðû "íîðìñóùåñòâóåò", "íîðìèëè" èìåþò áîëüøèå
ïîäðàçäåëû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñòàíäàðòèçàöèè è óïðîùåíèþ îòâåòîâ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Íèæå ìû ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ýòèõ ïîäðàçäåëîâ. Âîçâðàùàÿñü ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Èìå-
åòñÿ òàêæå äðóãàÿ âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, êîòîðàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè äîïîëíÿåò
íîðìàëèçàòîð "íîðìÈíòåãðàë" íîðìàëèçàòîðîì "êâàäðàòóðà". Óðîâåíü åå ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6, ïðè÷åì öåëè "íîðìäèôôïàðàì", "âàðèàíò" áëîêèðóþò ïðèìåíåíèå
äàííîé âåðñèè.

Ïðèåì, ïîëó÷àþùèé ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïðè ïåðåñòàíîâêå èñêîìîé ôóíêöèè è
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ðåàëèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀bfghpqrvwxy(

∫
q(z)f(z)/(h(z)−p)dz = λz(v(z), z−÷èñëî) &

∫
q(z)g(z) exp(v(z))/(h(z)−

p)dz = λz(w(z), z − ÷èñëî) & b = f(y(x)) & r = q(y(x)) → (xb + g(y(x)))rdy(x)/dx +
h(y(x)) = p↔ ∃c(c− ÷èñëî & x = (c− w(y(x)))/ exp(v(y(x)))) ∨ h(y(x)) = p)

Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò x. Óêàçàòåëü "ãðóïïèðîâêà(õ2)" èäåíòèôèöèðóåò âû-
ðàæåíèå b ãðóïïèðîâêîé âñåõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ìíîæèòåëü x. Äëÿ èäåíòèôè-
êàöèè øàáëîíîâ f(y(x)), g(y(x)), h(y(x)), q(y(x)) èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "íîâàðãó-
ìåíò". Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè ïîäâûðà-
æåíèé y(x). Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
òðåáóþòñÿ òîëüêî äëÿ ïåðåõîäà îò b, r ê ñîîòâåòñòâóþùèì øàáëîíàì f(. . .), q(. . .).
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûïîëíÿþò èíòåãðèðîâàíèå, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî íîðìàëè-
çàòîð "íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

∀fghnvwxy(
∫
g(x)/f(x)dx = λx(v(x), x − ÷èñëî) &

∫
h(x) exp((1 − n)v(x))/f(x)dx =

λx(w(x), x− ÷èñëî) → f(x)dy(x)/dx+ y(x)g(x) + (y(x))nh(x) = 0 ↔
∃c(c− ÷èñëî & (y(x))1−n = exp((n− 1)v(x))(c+ (n− 1)w(x))) ∨ y(x) = 0)

Óðàâíåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèÿ f(x), g(x), h(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå n îò-
ëè÷íî îò åäèíèöû, íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x. Ëåâûå ÷à-
ñòè àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìÈíòåãðàë". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ïðè îòðèöàòåëüíîì ïîêàçàòåëå ñòåïåíè èñïîëüçóåìàÿ ðåøàòåëåì
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îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðåîáðàçóåò óðàâíåíèå Áåðíóëëè ê âèäó f(x)(y(x))ndy(x)/dx+
(y(x))n+1g(x) = h(x). Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀fghmnvwxy(

∫
g(x)/f(x)dx = λx(v(x), x − ÷èñëî) &

∫
h(x) exp((n + 1)v(x))/f(x)dx =

λx(w(x), x − ÷èñëî) & m − n = 1 → f(x)(y(x))ndy(x)/dx + (y(x))mg(x) = h(x) ↔
∃c(c− ÷èñëî & (y(x))n+1 = exp(−(n+ 1)v(x))(c+ (n+ 1)w(x))))

Ïðèåì èìååò äâà óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ - 4 è 7. Â ïåðâîì ñëó÷àå ââåäåí ñèëüíûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, âî âòîðîì - ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü. Íàêîíåö, ïðèâåäåì
ïðèåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ, ïðåîáðàçóåìîãî ê âèäó óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè ïðè
ïåðåñòàíîâêå x è y:
∀fghnpqrsuvwxy(

∫
u(z)g(z)/(f(z)− p)dz = λz(v(z), z − ÷èñëî) &∫

u(z)h(z) exp((1− n)v(z))/(f(z)− p)dz = λz(w(z), z − ÷èñëî) &
q = g(y(x)) & r = h(y(x)) & s = u(y(x)) → (xq + xnr)sdy(x)/dx + f(y(x)) = p ↔
∃c(c− ÷èñëî & x1−n = exp((n− 1)v(y(x)))(c+ (n− 1)w(y(x)))) ∨ f(y(x)) = p)

Çäåñü n, p èçâåñòíû è íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè ïóòåì ïîäáîðà ÷àñò-
íîãî ðåøåíèÿ

∀fghpqxyzP (÷àñòíîåðåøåíèå(f(x)dy(x)/dx+ gy(x) + h(x)(y(x))2 = p(x), q) &
(f(x)dz(x)/dx+ (g + 2h(x)q)z(x) + h(x)(z(x))2 = 0) = P (z(x)) →
f(x)dy(x)/dx+ gy(x) + h(x)(y(x))2 = p(x) ↔ P (y(x)− q))

Óðàâíåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé; âûðàæåíèÿ f(x), g, h(x), p(x) íåèçâåñòíûõ íå ñîäåðæàò. Âûðàæåíèå
p(x) íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó "÷àñò-
íîåðåøåíèå", ïîäáèðàþùåìó ÷àñòíîå ðåøåíèå q ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò
ñèíòåçàòîð áóäåò îïèñàí íèæå. Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåøàåò óðàâíåíèå Áåðíóëëè, ïî-
ëó÷àþùååñÿ èç óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè çàìåíîé y(x) = q + z(x). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå. Çàìåíÿþùèé òåðì ïîëó÷àåòñÿ èç îòâåòà P (z(x))
îáðàòíîé çàìåíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ñèíòåçàòîð "÷àñòíîåðåøåíèå"

Ñèíòåçàòîð ïîäáèðàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå çàäàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Øàáëîí îáðàùåíèÿ ê íåìó èìååò âèä "÷àñòíîåðåøåíèå(a b)", ãäå a - äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå, b - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, îïðå-
äåëÿþùåå çíà÷åíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå x. Çäåñü x - âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ïîïûòêà ïîäáîðà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.
∀abcdfgnxyAB((A − ÷èñëî & B − ÷èñëî & f(A,Ax + b, x) + a(Ax + B)n = bxn +
g(x)) = (A = c & B = d) → ÷àñòíîåðåøåíèå(f(dy(x)/dx, y(x), x) + a(y(x))n =
bxn + g(x), cx+ d))

Èäåíòèôèêàöèþ íà÷èíàåò óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ8 ôèêñ(0 1))âèä(õ8
ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(õ5 ÷èñëî(õ5) çíà÷åíèå(õ24 õ5))õ23)))". Îí óñìàòðè-
âàåò â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ïîäâûðàæåíèå dy(x)/dx è òàêèì îáðàçîì
èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííûå x, y. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåð-
æàò x. Äàëåå óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 ôèêñ)" îïðåäåëÿåò øàáëîí f(. . .).
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Ê ïåðâîìó àðãóìåíòó ýòîãî øàáëîíà îòíîñÿòñÿ âñå âõîæäåíèÿ â äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå âûðàæåíèé dy(x)/dx, êî âòîðîìó - âñå âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ
y(x), ê òðåòüåìó - âñå îñòàëüíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
ðàññìàòðèâàåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàâèñè-
ìîñòè y(x) = Ax+B. Ýòîò ðåçóëüòàò ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî A,B. Çàäà÷à èìååò öåëü (íåçàâèñèò x), áëî-
êèðóþùóþ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â îòâåò. Â íåé òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèìåð
çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Â äàííîì ïðèåìå êîñ-
âåííûì óêàçàòåëåì íà öåëåñîîáðàçíîñòü ïîïûòêè ÿâëÿëîñü íàëè÷èå â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ ñëàãàåìûõ ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè y(x) è x. Åñëè
òàêîãî óêàçàòåëÿ íåò, òî íà óðîâíå 4 ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ïîïûòêà:
∀cdfgnxyAB((A − ÷èñëî & B − ÷èñëî & f(A,Ax + B, x) = g(x)) = (A = c & B =
d) → ÷àñòíîåðåøåíèå(f(dy(x)/dx, y(x), x) = g(x), cx+ d))

2. Ïîïûòêà ïîäáîðà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè.
∀abcfgxyA((A− ÷èñëî & f(−A/x2, A/x, x) + aA = b+ g(x)) = (A = c) →
÷àñòíîåðåøåíèå(f(dy(x)/dx, y(x), x) + axy(x) = b+ g(x), c/x))

∀abcfgnxyA((A − ÷èñëî & f(−A/x2, A/x, x) + (aAn − b)/xn = g(x)) = (A = c) →
÷àñòíîåðåøåíèå(f(dy(x)/dx, y(x), x) + a(y(x))n = b/xn + g(x), c/x))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Ïîïûòêà ïîäáîðà ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè.
∀abcfgmnxyA((A− ÷èñëî & f(Am exp(mx/n)/n,A exp(mx/n), x) +
(aAn − b) exp(mx) = g(x)) = (A = c) → ÷àñòíîåðåøåíèå(f(dy(x)/dx, y(x), x) +
a(y(x))n = b exp(mx) + g(x), c exp(mx/n)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ïîïûòêà ïîäáîðà çàâèñèìîñòè âèäà Ax+B/x.
∀abcdfgnxyAB((A − ÷èñëî & B − ÷èñëî & f(A − B/(x2), Ax + B/x, x) + a(Ax +
B/x)n = bxn+g(x)) = (A = c & B = d) → ÷àñòíîåðåøåíèå(f(dy(x)/dx, y(x), x)+
a(y(x))n = bxn + g(x), cx+ d/x))

Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî g(x) èìååò ñëàãàåìîå, íå
çàâèñÿùåå îò x, à ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå èìååò ñëàãàåìîãî âèäà Py(x), ãäå
P íå ñîäåðæèò y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïîïûòêà ïîäáîðà êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè.
∀abcdefgmnxyABC(n = 2m & (A − ÷èñëî & B − ÷èñëî & C − ÷èñëî & f(2Ax +
B,Ax2 +Bx+C, x) + a(Ax2 +Bx+C)m = bxn + g(x)) = (A = c & B = d & C =
e) → ÷àñòíîåðåøåíèå(f(dy(x)/dx, y(x), x) + a(y(x))m = bxn + g(x), cx2 + dx+ e))

Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïðè÷åì m
íå ïðåâîñõîäèò 3. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà",
ïðîâåðÿåò, ÷òî n âäâîå áîëüøå, ÷åì m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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2.1.4 Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

∀fghpvwxyz(df(z, x)/dx−dg(z, x)/dz = 0 &
∫

(g(z, x)−h(x))dx = λx(v(x, z), x−÷èñëî) &∫
(f(z, x)− dv(x, z)/dz)dz = λz(w(z, x), z − ÷èñëî) → f(y(x), x)dy(x)/dx+ g(y(x), x) =

h(x) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & v(x, y(x)) + w(y(x), x) = c))

Óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèÿ f(y(x), x), g(y(x), x), èäåíòèôèöèðóåìûå ñ
ïîìîùüþ óêàçàòåëåé "íîâàðãóìåíò", íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ". Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", Ïðîèçâîäíûå â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî
àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, à
ê èõ ðàçíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ñòàíäïëþñ". Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâà-
åòñÿ, ÷òî èìååì óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Ñëåäóþùèå äâà àíòåöåäåíòà
âûïîëíÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî èíòåãðèðîâàíèå ïî x è ïî z, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð
"íîðìÈíòåãðàë". Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå âû÷èñëÿåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòèðóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "óðàâíäèôô", "íîðìñóùåñòâóåò". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ ïóòåì íàõîæäåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòå-
ëÿ

∀fghmpxyzv(èíòåãðìíîæèòåëü(g(z, x)− h(x), f(z, x),m) &
∫

(g(z, x)− h(x))mdx =
λx(v(z, x), x− ÷èñëî) &

∫
(f(z, x)m− dv(x, z)/dz)dz = λz(w(z, x), z − ÷èñëî) &

(¬(îäç(m))) = p(z) → f(y(x), x)dy(x)/dx+ g(y(x), x) = h(x) ↔ ∃c(c− ÷èñëî &
v(x, y(x)) + w(y(x), x) = c) ∨ p(y(x)) & f(y(x), x)dy(x)/dx+ g(y(x), x) = h(x))

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ îïèñûâàå-
ìûé íèæå ñèíòåçàòîð "èíòåãðìíîæèòåëü". Îáðàùåíèå ê íåìó èìååò âèä "èíòåãðìíî-
æèòåëü(A B X)", ãäå A - ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíîé,
âêëþ÷àÿ âçÿòóþ ñî çíàêîì "ìèíóñ" èçâåñòíóþ ïðàâóþ ÷àñòü, B - êîýôôèöèåíò ïðè
ïðîèçâîäíîé. Âûõîäíîé ïåðåìåííîéX ïðèñâàèâàåòñÿ íàéäåííûé ìíîæèòåëü. Âòîðîé
è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûïîëíÿþò èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ, äîìíîæåííîãî íà èíòå-
ãðèðóþùèé ìíîæèòåëü m. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò îòíîñèòåëüíî z îòðèöà-
íèå óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ. Äëÿ óñêîðåíèÿ äåéñòâèé çäåñü
ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "îñîáîåðåøåíèå", ñîñòàâëåííûé èç íåñêîëüêèõ íåñëîæ-
íûõ ïðèåìîâ (ñì. íèæå). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ðàçðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëèáî êîíñòàíòó "ëîæü", ëèáî äèçúþíêöèþ óñëîâèé ðàâåíñòâà z êîíå÷íîìó ÷èñëó
"îñîáûõ òî÷åê". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàí åùå îäèí àíàëîãè÷íûé ïðè-
åì, ãäå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â äðóãîì ïîðÿäêå (ñíà÷àëà ïî z, ïîòîì ïî x):
∀fghmpxyzv(èíòåãðìíîæèòåëü(g(z, x)−h(x), f(z, x),m) &

∫
(f(z, x)mdz = λz(v(x, z), z−

÷èñëî) &
∫

((g(z, x)−h(x))m−dv(x, z)/dx)dx = λz(w(z, x), z−÷èñëî) & (¬(îäç(m))) =
p(z) → f(y(x), x)dy(x)/dx+g(y(x), x) = h(x) ↔ ∃c(c−÷èñëî & v(x, y(x))+w(y(x), x) =
c) ∨ p(y(x)) & f(y(x), x)dy(x)/dx+ g(y(x), x) = h(x))

Ñèíòåçàòîð "èíòåãðìíîæèòåëü"

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óñëîâèå "èíòåãðìíîæèòåëü(A B
X)", îçíà÷àþùåå, ÷òîX åñòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü óðàâíåíèÿB(x, y)dy(x)/dx+
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A(x, y) = 0. Ïðè îáðàùåíèè åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííûå x y).
1. Ìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ.
∀fghpqvxy(df/dy = p & dg/dx = q & (p − q)/g = h(x) &

∫
h(x)dx = λx(v(x), x −

÷èñëî) → èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, exp(v(x))))

∀fghpqvxy(df/dy = p & dg/dx = q & (p − q)/f = h(y) &
∫
h(y)dy = λy(v(y), y −

÷èñëî) → èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, exp(−v(y))))
Ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
ïðîèçâîäíàÿ" è óïðîùàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå ëåâîé ÷àñòè òðåòüåãî àíòåöåäåíòà è ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî â ïåðâîì ïðèåìå ðåçóëüòàò h(. . .) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé y, à âî
âòîðîì - ÷òî îí íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x. Äàëåå ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò âû-
ïîëíÿåò èíòåãðèðîâàíèå, ïîñëå ÷åãî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Ìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ.
∀fghpqvxy(df/dy = p & dg/dx = q & (p − q)/(yg − xf) = h(xy) &

∫
h(z)dz =

λz(v(z), z − ÷èñëî) → èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, exp(v(xy))))

Øàáëîí h(xy) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ8 íà-
áîð(õ23 õ24)èçâëå÷åíèå)". Ýòîò óêàçàòåëü èñïîëüçóåò íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷å-
íèå" äëÿ ïîïûòêè ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ê âèäó, â êîòîðîì âñå âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííûõ x, y ðàñïîëîæåíû òîëüêî â ïîäâûðàæåíèÿõ xy. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò ñóììû êâàäðàòîâ.
∀fghpqvxy(df/dy = p & dg/dx = q & (p − q)/(xg − yf) = h(x2 + y2) &

∫
h(z)dz =

λz(v(z), z − ÷èñëî) → èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, exp(v(x2 + y2)/2))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
4. Ìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò ÷àñòíîãî ïåðåìåííûõ.
∀fghpqvxy(df/dy = p & dg/dx = q & x2(p − q)/(yg + xf) = h(y/x) &

∫
h(z)dz =

λz(v(z), z − ÷èñëî) → èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, exp(−v(y/x))))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò ñóììû ïåðåìåííûõ.
∀fghpqvxy(df/dy = p & dg/dx = q & (p − q)/(g − f) = h(x + y) &

∫
h(z)dz =

λz(v(z), z − ÷èñëî) → èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, exp(v(x+ y))))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
6. Ïîïûòêà äåëåíèÿ âõîäíûõ âûðàæåíèé íà ìíîæèòåëü îäíîãî èç íèõ.

Íà äîñòàòî÷íî âûñîêèõ óðîâíÿõ ñèíòåçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêè âàðüèðî-
âàíèÿ âõîäíûõ âûðàæåíèÿ, ñâîäÿ èñõîäíóþ çàäà÷ó ê äðóãîé:
∀abcgh(èíòåãðìíîæèòåëü(c, g/(a+b), h) → èíòåãðìíîæèòåëü((a+b)c, g, h/(a+b)))
∀abcgh(èíòåãðìíîæèòåëü(g/(a+b), c, h) → èíòåãðìíîæèòåëü(g, (a+b)c, h/(a+b)))
Çäåñü óñìàòðèâàåòñÿ ìíîæèòåëü îäíîãî èç âûðàæåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ñóììó a+ b. Êàê c, òàê è g äîëæíî ñîäåðæàòü õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ x, y.
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Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 4. Äëÿ ìíîæèòåëåé, íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "ïëþñ",
ñîçäàíû îòäåëüíûå ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 5:
∀abcd(èíòåãðìíîæèòåëü(b, c/a, d) → èíòåãðìíîæèòåëü(ab, c, d/a))
∀abcd(èíòåãðìíîæèòåëü(c/a, b, d) → èíòåãðìíîæèòåëü(c, ab, d/a))

7. Ïîïûòêà äåëåíèÿ âõîäíûõ âûðàæåíèé íà ñòåïåííîé ìíîæèòåëü îäíîãî èç íèõ,
ïîêàçàòåëü êîòîðîãî óâåëè÷åí íà åäèíèöó.
∀abcde(èíòåãðìíîæèòåëü(c/ae+1, b/a/d) → èíòåãðìíîæèòåëü(c, aeb, d/ae+1))

Ïåðåìåííàÿ e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.

8. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ òàíãåíñà ïóòåì äîìíîæåíèÿ âõîäíûõ âûðàæåíèé íà êî-
ñèíóñ.
∀abcde(èíòåãðìíîæèòåëü(a sin b + c cos b, d cos b, e) → èíòåãðìíîæèòåëü(a tg b +
c, d, e cos b))

∀abcde(èíòåãðìíîæèòåëü(d cos b, a sin b + c cos b, e) → èíòåãðìíîæèòåëü(d, a tg b +
c, e cos b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
9. Ïîïûòêà äåëåíèÿ âõîäíûõ âûðàæåíèé íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ñëàãà-

åìîãî îäíîãî èç íèõ.
∀abcde(èíòåãðìíîæèòåëü(a+c exp(−b), d exp(−b), e) → èíòåãðìíîæèòåëü(a exp b+
c, d, e/ exp b))

∀abcde(èíòåãðìíîæèòåëü(d exp(−b), a+c exp(−b), e) → èíòåãðìíîæèòåëü(d, a exp b+
c, e/ exp b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
10. Îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ ïóòåì ãðóïïèðîâîê.

Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ g(x, y)dy(x)/dx + f(x, y) = 0 ïóòåì ãðóïïèðîâîê çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêà-
íèè ïîäõîäÿùåãî ðàçáèåíèÿ f = f1 + f2, g = g1 + g2 è ðàçäåëüíîì ðàññìîòðåíèè
óðàâíåíèé g1(x, y)dy(x)/dx + f1(x, y) = 0, g2(x, y)dy(x)/dx + f2(x, y) = 0. Åñëè
äëÿ ïåðâîãî èç íèõ óäàåòñÿ ïîäîáðàòü èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü m1, à äëÿ
âòîðîãî - ìíîæèòåëü m2, òî îïðåäåëÿþòñÿ íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìíîæè-
òåëåé èíòåãðàëû h1(x, y), h2(x, y) äàííûõ óðàâíåíèé, è äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à
ïîäáîðà ôóíêöèé ϕ, ψ, äëÿ êîòîðûõ m1(x, y)ϕ(h1(x, y)) = m2(x, y)ψ(x, y). Åñëè
îíà ðåøåíà, òî èòîãîâûì èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì ñëóæèò ïðîèçâåäåíèå
m1(x, y)ϕ(h1(x, y)).
Ïðè ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà â ðåøàòåëå óäîáíî èñêàòü ðàçáèåíèå ñ ïîìî-
ùüþ âûäåëåíèÿ òàêèõ ãðóïï ñëàãàåìûõ, äëÿ êîòîðûõ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ èíòå-
ãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ çàðàíåå èçâåñòåí. Ýòîò ïîäõîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íà
åäèíñòâåííîì ïîêà ïðèåìå, ãäå f1, g1 îïðåäåëÿþòñÿ ïðè óñìîòðåíèè äèôôåðåí-
öèàëà äðîáè:
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∀acdefgkmnpqsxy(n− s = 1 & k −m = 1 & f − axmyn + p & g = −axkys + q &
Èíòåãðìíîæèòåëü(p, q, c, d) & ãðóïïìíîæèòåëü(−1/(axm+2ys), y/x, c, d, e) →
èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, e))
Çäåñü f1 = axmyn, g1 = −axkys. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà óòî÷íÿþò ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè k,m, n, s. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü m1 è èíòå-
ãðàë h1 îïðåäåëÿþòñÿ ñðàçó: îíè ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, −1/axm+2ys è y/x.
Äëÿ îáðàáîòêè f2, g2 èñïîëüçóåòñÿ ïàêåòíûé ñèíòåçàòîð "Èíòåãðìíîæèòåëü".
Îí îòëè÷àåòñÿ îò ñèíòåçàòîðà "èíòåãðìíîæèòåëü" òîëüêî òåì, ÷òî êðîìå èíòå-
ãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ íàõîäèò òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé åìó èíòåãðàë. Ôàêòè-
÷åñêè, çäåñü ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "èíòåãðìíîæèòåëü" è çàòåì
âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ åäèíñòâåííîãî ïðèåìà,
êîòîðûé ïðèâåäåì íèæå. Òàêèì îáðàçîì, ïÿòûé àíòåöåäåíò íàõîäèò èíòåãðè-
ðóþùèé ìíîæèòåëü c è èíòåãðàë d äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Çàâåðøàþùèé øàã
- ïîäáîð ôóíêöèé ϕ, ψ - îáåñïå÷èâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ãðóïïìíîæèòåëü". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 6.
Åäèíñòâåííûé ïðèåì ñèíòåçàòîðà "Èíòåãðìíîæèòåëü" òàêîâ:
∀abcvwxy(èíòåãðìíîæèòåëü(a, b, c) &

∫
acdx = λx(v(x, y), x − ÷èñëî) &

∫
(bc −

(dv(x, y)/dy))dy = λy(w(y), y−÷èñëî) → Èíòåãðìíîæèòåëü(a, b, c, v(x, y)+w(y)))

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñèíòåçàòîð "ãðóïïìíîæèòåëü". Îí èìååò âñåãî äâà ïðè-
åìà, ñâÿçàííûå ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîäáîðà ôóíêöèè ψ(X) êàê X±2. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ ëèøü ìàëûì ÷èñëîì çàäà÷, íà êîòîðûõ ïðåäïðèíèìàëîñü îáó÷åíèå
ðåøàòåëÿ â äàííîé îáëàñòè. Ïðèåìû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdf (cd

2/a = f(b) → ãðóïïìíîæèòåëü(a, b, c, d, cd2))

∀abcdf (c/(d
2a) = f(b) → ãðóïïìíîæèòåëü(a, b, c, d, c/d2))

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ øàáëîí f(. . .) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàð-
ãóìåíò(õ6 íàáîð(õ23 õ24) èçâëå÷åíèå)", ÷òî ïîçâîëÿåò äîîïðåäåëÿòü ôóíêöèþ
ϕ(X) â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå âîçìîæíîñòåé.

11. Îäèí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü âè-
äà 1/(xky):
∀fgkpqxy(df/dy = p & dg/dx = q & (xy(q − p) + xf)/(gy) = k →
èíòåãðìíîæèòåëü(f, g, 1/(xky)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûïîëíÿþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà òîæå îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàò k íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ x, y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð "îñîáîåðåøåíèå"

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðèåìå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóþùåì èíòåãðèðóþùèé ìíîæè-
òåëü, ïðåäïðèíèìàëàñü ïîïûòêà íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ y(x) = a, êîòîðûå íå ïîïàäà-
þò â î.ä.ç. èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, è ðàññìîòðåòü ýòè çíà÷åíèÿ êàê âîçìîæíûå
îñîáûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëñÿ íîðìàëèçàòîð "îñîáîåðåøåíèå",
ïðåîáðàçóþùèé îòðèöàíèå óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ ìíîæèòåëÿ m. Ðåçóëüòàò äîëæåí
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áûë ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ y(x) = a ëèáî êîíñòàíòó "ëîæü". Ïå-
ðå÷èñëèì ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà, èìåÿ â âèäó, ÷òî ýòè ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî
ê êîðíåâîìó âõîæäåíèþ:

1. Îòáðàñûâàíèå óñëîâèé, íå èìåþùèõ âèäà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.
∀ab(¬(a & b) ↔ ¬b)
Çäåñü a - ïðîèçâîëüíîå óòâåðæäåíèå, íå èìåþùåå âèäà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.
Ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðèâîäèò, â ÷àñòíîñòè, ê îòáðàñûâàíèþ ñîïðîâîæäàþùèõ
íåðàâåíñòâ. Îñòàþòñÿ òîëüêî "ñâÿçè", êîòîðûå ìîãóò äàòü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ
äëÿ y(x).

2. Ïåðåõîä ê êîíñòàíòå "ëîæü".
¬èñòèíà = ëîæü
Ïðèåì çàâåðøàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ, óñìàòðèâàÿ êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ïðèåìîâ ðàâíû 1.

3. Çàâåðøàþùèé ñïóñê îòðèöàíèÿ.
∀abc(a ∨ ¬(¬b & c) ↔ a ∨ b ∨ ¬c)
Óòâåðæäåíèå b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå a, c.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé.
∀abcd((a = b & x− ÷èñëî) = c→ ¬(¬(a = b) & d) ↔ ¬(¬c & d))

Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, ðîëü êîòî-
ðîé èãðàåò ïåðåäàâàåìàÿ ÷åðåç âõîäíîé êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíàÿ x) ïåðåìåí-
íàÿ y äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðàâåíñòâî a = b åùå íå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

5. Îòáðàñûâàíèå óñëîâèé, íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ.
∀ab(¬(a & b) ↔ ¬b)
Óòâåðæäåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíîé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (â ïðè-
åìå îíà îáîçíà÷åíà ÷åðåç x, õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè åå ðîëü èãðàåò ïåðåìåííàÿ
y èç óðàâíåíèÿ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2.1.5 Íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ñëó÷àè çàìåíû ïåðåìåííîé

Ñòåïåííàÿ çàìåíà

∀fghmnxyzP (n−m = 1 & (f(z(x))dz(x)/dx+ ng(z(x)) = nh(x)) = P (z(x)) →
(y(x))mf((y(x))n)dy(x)/dx+ g((y(x))n) = h(x) ↔ P ((y(x))n))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ïîçèöèÿ(õ10 êîðåíü)âèä(õ10 ñòåïåíü(çíà÷åíèå(õ24 õ23)õ14)))"
îïðåäåëÿåò íà÷àëî ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñ óñìîòðåíèÿ â óðàâíåíèè ïîäâûðà-
æåíèÿ (y(x))n. Çäåñü n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Øàáëîíû f(. . .), g(. . .) èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëåé "íîâàðãóìåíò(õ6 õ24 ôèêñ)", "íîâàðãóìåíò(õ7 õ24
ôèêñ)": ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â n -é ñòåïåíè.
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî ñòåïåíü m íà åäèíèöó ìåíüøå n. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò ðåøàåò óðàâíåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè çàìåíå z(x) = y(x)n. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4. Ïðåäóñìîòðåí òàêæå âàðèàíò ñòåïåííîé çàìåíû äëÿ âàðüèðóåìîé ïåðåìåí-
íîé:
∀abfgmntxyP (m = n− 1 & a− b = xmg(y(x), xn) & (nf(y(t), t)dy(t)/dt+ g(y(t), t) = 0) =
P (y(t), t) → f(y(x), xn)dy(x)/dx+ a = b↔ P (y(x), xn))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
â óðàâíåíèè ïîäâûðàæåíèÿ xn, ãäå n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Øàáëîí f(y(x), xn)
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 ôèêñ)". Çäåñü ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî x âñòðå÷àåòñÿ âíóòðè èäåíòèôèöèðóþùåãî òåðìà òîëüêî â âûðàæåíèÿõ
y(x), xn. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò ðàçíîñòü a−b íîðìàëèçàòîðîì óñêîðåííîãî
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, ïîñëå ÷åãî ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó èäåíòèôèöèðîâàòü
m è g(y(x), xn), èñïîëüçóÿ óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ7 õ23 ôèêñ)". Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî m = n − 1. Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåøàåò óðàâíåíèå, âîçíèêàþùåå
ïðè çàìåíå t = xn. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàìåíà

∀afghxyzP ((f(z(x), x)dz(x)/dx+az(x)(g(z(x), x)−h(x)) = 0) = P (z(x), x) & ¬(a = 0) →
f(exp(ay(x)), x)dy(x)/dx+ g(exp(ay(x)), x) = h(x) ↔ P (exp(ay(x)), x))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðå-
íèè â óðàâíåíèè ïîäâûðàæåíèÿ exp(ay(x)). Èäåíòèôèêàöèÿ øàáëîíîâ f(. . .), g(. . .)
âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëåé "íîâàðãóìåíò(õ6 õ23 ôèêñ)", "íîâàðãóìåíò(õ7
õ23 ôèêñ)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåøàåò óðàâíåíèå, âîçíèêøåå ïðè çàìåíå z(x) =
exp(ay(x)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ïðîñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå çàìåíû

∀fghxyzP ((−f(z(x), x)dz(x)/dx+ g(z(x), x) = h(x)) = P (z(x), x) →
f(cos y(x), x) sin y(x)dy(x)/dx+ g(cos y(x), x) = h(x) ↔ P (cos y(x), x))

∀fghxyzP ((f(z(x), x)dz(x)/dx+ g(z(x), x) = h(x)) = P (z(x), x) →
f(sin y(x), x) cos y(x)dy(x)/dx+ g(sin y(x), x) = h(x) ↔ P (sin y(x), x))

Â ýòèõ ïðèåìàõ óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê êàê ñèíóñ ëèáî êîñè-
íóñ íåèçâåñòíîé y óñìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñðåäè ìíîæèòåëåé êîýôôèöèåíòà
ïðè ïðîèçâîäíîé. Óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò" îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíîâ
f(. . .), g(. . .), è äàëåå ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåøàåò óðàâíåíèå, âîçíèêøåå ïðè çàìåíå ïå-
ðåìåííîé. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 8.

Çàìåíà ÷åðåç òàíãåíñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà

∀abfghxyzP ((2bf(2z(x)/(1 + z(x)2), (1− z(x)2)/(1 + z(x)2))dz(x)/dx+ a(z(x)2 + 1) ·
(g(2z(x)/(1 + z(x)2), (1− z(x)2)/(1 + z(x)2))− h(x)) = 0) = P (z(x)) →
f(sin(ay(x)/b), cos(ay(x)/b))dy(x)/dx+ g(sin(ay(x)/b), cos(ay(x)/b)) = h(x) ↔
P (tg(ay(x)/(2b))) ∨ cos(ay(x)/(2b)) = 0 & g(0,−1) = h(x))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
â óðàâíåíèè âûðàæåíèÿ sin(ay(x)/b). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ñîäåðæèò òàêæå
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âûðàæåíèå cos(ay(x)/b). Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà z(x) = tg(ay(x)/(2b),
è ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåøàåò ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå. Çàìåíÿþùàÿ äèçúþíêöèÿ ó÷è-
òûâàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ îñîáûõ ðåøåíèé äëÿ çíà÷åíèé y(x), îáðàùàþùèõ
çíàìåíàòåëü òàíãåíñà â íîëü. Òàê êàê ýòè ðåøåíèÿ êîíñòàíòíûå, òî dy(x)/dx = 0, è
óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä g(0,−1) = h(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Çàìåíà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé è íåèçâåñòíîé

∀fghkxyzP ((xk−1f(z(x))dz(x)/dx− xk−2f(z(x))z(x) + g(z(x)) = h(x)) = P (z(x)) &
0 ≤ k − 2 → xkf(xy(x))dy(x)/dx+ g(xy(x)) = h(x) ↔ P (xy(x)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëü-
íîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Çàìåíà äëÿ îòíîøåíèÿ íåèçâåñòíîé è âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé

∀bfghxyzP ((f(xz(x))x2dz(x)/dx+ g(xz(x)) = h(x)) = P (z(x)) & b = f(y(x)) →
bxdy(x)/dx− by(x) + g(y(x)) = h(x) ↔ P (y(x)/x))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" íå èñïîëüçóåòñÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò àíàëèçèðóåò îáùèé ìíî-
æèòåëü b äâóõ âûäåëåííûõ â óðàâíåíèè ñëàãàåìûõ è îïðåäåëÿåò øàáëîí f(y(x)).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïîïûòêè äðîáíîé çàìåíû ìîæåò
óñìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíûì ïðèåìîì (ñì.íèæå), êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå ââîäèò êîì-
ìåíòàðèé "(ïðîèçâîäíàÿ çàìåíàâõîæäåíèÿ äðîáü)". Òîãäà çàìåíà ðåàëèçóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
∀fgxyzAP ((A = g(x)) = P (z(x)) & A = f(xdz(x)/dx+ z(x), xz(x), x) →
f(dy(x)/dx, y(x), x) = g(x) ↔ P (y(x)/x))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò íà÷àëî ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â óðàâíåíèè âûðàæåíèÿ dy(x)/dx. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñò-
íîé, âûðàæåíèå g(x) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé "(ïðîèç-
âîäíàÿ çàìåíàâõîæäåíèÿ äðîáü)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûïèñûâàåò ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè çàìåíå z(x) = y(x)/x, è óïðîùàåò åãî âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò A íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ
âíóòðè ñóìì, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè ñòåïåííûõ âûðàæåíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðå-
øàåò äàííîå óðàâíåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Äëÿ óñìîòðåíèÿ öåëåñîîá-
ðàçíîñòè çàìåíû ââåäåí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀axy(êîíòåêñò(axdy(x)/dx− ay(x)))

Çäåñü ïðîèñõîäèò óñìîòðåíèå â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà
. . .), ïîäâûðàæåíèÿ axdy(x)/dx−ay(x), ãäå y - íåèçâåñòíàÿ. Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ïðè-
åìà, ýòî ïîäâûðàæåíèå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè äðóãèõ âûðàæåíèé óðàâíåíèÿ.
Äîïóñêàþòñÿ òàêæå äðóãèå âõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Çàòåì ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé
"(ïðîèçâîäíàÿ çàìåíàâõîæäåíèÿ äðîáü)".

Çàìåíà äëÿ ðàäèêàëà

∀abfghxyzP (¬(a = 0) & (2z(x)f((z(x)2 − b)/a)dz(x)/dx + ag((z(x)2 − b)/a) = ah(x)) =

P (z(x)) → f(y(x))dy(x)/dx+ g(y(x)) = h(x) ↔ P (
√
ay(x) + b))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â
óðàâíåíèè ïîäâûðàæåíèÿ √

ay(x) + b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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2.1.6 Îòáðàñûâàíèå íåñóùåñòâåííûõ óñëîâèé

Îòáðàñûâàíèå ðàçáîðà ñëó÷àåâ äëÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè

∀axy((a ∨ ¬a & dy(x)/dx = 0) & y(x) = b↔ y(x) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà îïèñàíèå è ïîçâîëÿåò óáðàòü äèçúþíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ñëåäñòâèåì óñëî-
âèÿ y(x) = b. Çäåñü y - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è, x - âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ, b íå ñîäåðæèò
ïåðåìåííîé x è íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îòáðàñûâàíèå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â åäèíñòâåííîé òî÷êå

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäñëó÷àé, â êîòîðîì çíà÷åíèå âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ôèê-
ñèðóåòñÿ - ÿâíî ëèáî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà, íå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è,
òî ýòîò ïîäñëó÷àé îòáðàñûâàåòñÿ. Òåõíè÷åñêè îòáðàñûâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì
çàìåíû ðàâåíñòâà äëÿ x íà êîíñòàíòó "ëîæü". Èñïîëüçóþòñÿ äâà ïðèåìà.
Ïåðâûé îðèåíòèðîâàí íà ñëó÷àé ÿâíîé ôèêñàöèè. Åãî òåîðåìà èìååò âèä ∀ax(¬(x =
a)). Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Îí èäåíòèôèöèðóåò ñ ðàâåíñòâîì x = a íåêî-
òîðîå óñëîâèå çàäà÷è è çàìåíÿåò ýòî óñëîâèå íà êîíñòàíòó "ëîæü". Âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
Âòîðîé ïðèåì èìååò òåîðåìó ∀ab(¬(a = b)). Ðàâåíñòâî a = b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûõ, íî ñîäåðæàùèì âàðüèðóåìóþ
ïåðåìåííóþ. Äîëæåí èìåòü ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå îêàæåòñÿ òîæäåñòâîì,
ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êðàéíå ìàëà.

Îòáðàñûâàíèå â ðàâåíñòâå ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî
òîëüêî îò âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé

∀ab(ab = 0 ↔ b = 0)

Ïðîèçâåäåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ëèáî äîñòèæèìî èç êîðíÿ
òîëüêî ÷åðåç ñèìâîëû "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò", ëèáî î÷åâèäíî, ÷òî a 6= 0. Âûðàæå-
íèå a ñîñòàâëåíî èç âñåõ èçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé, íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "ïðîèçâîä-
íàÿ" è "÷àñòíïðîèçâ", ïðè÷åì ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ. Âûðàæåíèå b ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíóþ. Îòáðàñûâàíèå ñîìíîæèòåëÿ a îáúÿñíÿåòñÿ òåìè æå ñîîáðàæå-
íèÿìè, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå: ýòîò ñîìíîæèòåëü ìîæåò äàòü ëèøü ïîäñëó÷àè,
â êîòîðûõ çíà÷åíèå âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ôèêñèðîâàíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Îòáðàñûâàíèå ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà íåðàâåíñòâ è îòðèöàíèé ðà-
âåíñòâ - óñëîâèé íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ

Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, äàþùåãî ðåøåíèå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþò âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå öåëü
"ñâÿçïåðåìåííàÿ". Èõ óñëîâèÿ ñîñòàâëåíû èç îãðàíè÷åíèé íà èçâåñòíûå ïàðàìåòðû
îòâåòà - âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå è ñîáñòâåííî ïàðàìåòðû. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ çàäà-
þò î.ä.ç. âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è îáû÷íî íå çàíîñÿòñÿ â îòâåò. Äëÿ èõ
óäàëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû ñ òåîðåìàìè ∀ab(¬(a = b)), ∀ab(a < b), ∀ab(a ≤ b). Îíè
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ïðèìåíÿþòñÿ, åñëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü "ñâÿçïåðåìåííàÿ", íå èìååò óðàâ-
íåíèé è íè îäíà èç âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ íå ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ôàêòè÷åñêè,
ïðîñòî îòáðàñûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Âîçìîæíî ñîõðàíåíèå íåðàâåíñòâ è îòðèöàíèé ðàâåíñòâ, ÿâíî ðàçðåøåííûõ
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ëèáî íå èìåþùèõ âõîæäåíèé ïàðàìåòðà. Îíî áóäåò èìåòü
ìåñòî, åñëè îïåðåæàþùèì îáðàçîì ñðàáîòàåò ïðèåì âûäà÷è îòâåòà.

Îòáðàñûâàíèå óñëîâèÿ íà òèï çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ïðè
ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

Óñëîâèå "ôóíêöèÿ(y)" íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà îòáðà-
ñûâàåòñÿ. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèåìîì ñ òåîðåìîé "∀a(a − ôóíêöèÿ)", èìåþùèì
çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è çàìåíÿþùèì óêàçàííîå óñëîâèå íà êîíñòàíòó "èñòèíà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îòáðàñûâàíèå óñëîâèé íà çíà÷åíèå ôóíêöèè îò èñõîäíîãî àðóãóìåíòà ïî-
ñëå ïåðåõîäà ê âñïîìîãàòåëüíîìó àðãóìåíòó

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà(ñì. íèæå). Çäåñü âîçíèêàåò âñïîìîãàòåëüíûé àðãóìåíò p,
÷åðåç êîòîðûé âûðàæàþòñÿ êàê x, òàê è y: x = f(p), y = g(p). Â ðåøàòåëå îêàçà-
ëîñü óäîáíûì âîîáùå èñêëþ÷èòü â òàêèõ ñëó÷àÿõ èç ðàññìîòðåíèÿ ïåðåìåííóþ x,
ñâåäÿ óêàçàííûå äâà ðàâåíñòâà ê îäíîìó ðàâåíñòâó y(f(p)) = g(p). Ïðè ñâåäåíèè
åñòåñòâåííî îòáðîñèòü ñòàðûå ñîïðîâîæäàþùèå óñëîâèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê çíà÷åíèÿì
y(x). Ýòî äåëàþò ïðèåìû, èìåþùèå çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ñëåäóþùèå òåîðåìû:
∀ab(a < b), ∀ab(a ≤ b), ∀yx(y(x) − ÷èñëî). Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à íà îïèñàíèå
äîëæíà èìåòü êîììåíòàðèé (ñòàíääèôôïàðàì y(x)), êîòîðûé óêàçûâàåò, ÷òî óæå
áûë ââåäåí ïàðàìåòð p. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìîå íà êîíñòàíòó "èñòèíà" óñëî-
âèå ñîäåðæèò y(x). Ïåðâûå äâà ïðèåìà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1, ïîñëåäíèé -
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.

Îòáðàñûâàíèå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî èñõîäíûé àðãóìåíò ñî âñïîìîãà-
òåëüíûì àðãóìåíòîì

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà. Íà ýòàïå
ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà îòáðàñûâàþòñÿ ðàâåíñòâà áåç íåèçâåñòíûõ x = t, ñâÿçûâàþ-
ùèå èñõîäíûé àðãóìåíò x ñî âñïîìîãàòåëüíûì àðãóìåíòîì p. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîì-
ìåíòàðèÿ "(âñïîìïàðàìåòð èñêëþ÷åíèå)", óêàçûâàþùåãî, ÷òî èìåëà ìåñòî óñïåøíàÿ
ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ò.å. óäàëîñü
ïåðåéòè îò ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî y(f(p)) c p ê ñîîòíîøåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó
y(x) ñ x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2.1.7 Ïðåäâàðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà íàïðàâëåíû íà òàêóþ ñòàíäàðòèçàöèþ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
äåëàåò âîçìîæíûì ïðèìåíåíèå îïèñàííûõ âûøå ïðèåìîâ èõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé

∀fghxy(fg(y(x)) + fh(y(x)) = f(g(y(x)) + h(y(x))))
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ñóììå, âõîäÿùåé â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü
"êîíòåêñò(. . .)" óñìàòðèâàåò â íåì ïîäâûðàæåíèå dy(x)/dx. Ïåðåìåííàÿ x âûäåëåíà
öåëüþ "ñâÿçêà" êàê âàðüèðóåìàÿ. Óêàçàòåëü "âûïèñêà(õ6 èçâåñòíî(õ6))" èäåíòèôè-
öèðóåò f êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçâåñòíûõ ñîìíîæèòåëåé äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî x âõîäèò â f . Øàáëîíû g(y(x)), h(y(x)) èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ
óêàçàòåëåé "íîâàðãóìåíò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâîäíîé

∀abxy(ady(x)/dx+ bdy(x)/dx = (a+ b)dy(x)/dx)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ñóììå, âõîäÿùåé â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "ïðîèçâîä-
íàÿ", "÷àñòíïðîèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ñ ïðîèçâîäíîé

∀abcdep(p = (a+ b)c+ d→ (a+ b)c+ d = e↔ p = e)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà . . .". Ñî-
ìíîæèòåëü íåêîòîðîãî ñëàãàåìîãî ñóììû a + b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ,
ñîäåðæàùóþ íåèçâåñòíûå çàäà÷è. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
c, d íå äîïóñêàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Åñëè d = 0, òî ïðèìåíÿåòñÿ
îòäåëüíûé ïðèåì:
∀abcep(p = (a+ b)c→ (a+ b)c = e↔ p = e)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 7.

Óñòðàíåíèå çíàìåíàòåëÿ â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè

∀abpqrsxy(a(x)b(y(x))dy(x)/dx+ (p(x)q(y(x)))/(s(x)r(y(x))) = 0 ↔
a(x)s(x)b(y(x))r(y(x))dy(x)/dx+ p(x)q(y(x)) = 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà . . .". Ïå-
ðåìåííûå x, y èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé è ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è.
Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü(. . .)" èäåíòèôèöèðóþò b, q, r êàê ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ñîäåðæà-
ùèõ íåèçâåñòíûå ñîìíîæèòåëåé. Äàëåå øàáëîíû b(y(x)), q(y(x)), r(y(x)) èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñîãëàñíî óêàçàòåëÿì "íîâàðãóìåíò . . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê äëÿ âûäåëåíèÿ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ

∀abcdep(p = (a+ b)c+ d→ (a+ b)c+ d = e↔ p = e)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ñâÿçêà . . .". Ýòî óñëîâèå äîëæíî ñîäåðæàòü ïðîèçâîäíóþ îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.
Ïåðåìåííûå a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûõ.
Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
c, d íå äîïóñêàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdekp(p = (a+ b)kc+ d→ (a+ b)kc+ d = e↔ p = e)
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Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî ââåäåí êîíñòàíòíûé íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè k, êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 2,3,4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 7.

Äîìíîæåíèå íà çíàìåíàòåëü ñëàãàåìîãî

∀abcdfxy(ady(x)/dx+ b/c+ d = f ↔ ac · dy(x)/dx+ b+ cd = cf)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò y(x). Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà òîé
æå òåîðåìå îñíîâàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Ó íåå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, íî
b ñîäåðæèò. Åñëè b èìååò âèä ky(x), ãäå k èçâåñòíî, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3. Èíà÷å - îí ðàâåí 6. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b íå èìå-
åò ñòåïåííûõ ïîäâûðàæåíèé ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè, ó êîòîðûõ îñíîâàíèåì
ñëóæèò ïðîèçâåäåíèå.

Óñìîòðåíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè è âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé

∀abxy(y(x) = a(x) & da(x)/dx = b→ dy(x)/dx = b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ñâÿçêà . . .". Ïåðåìåííûå x, y èäåíòèôèöèðóþòÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ âàðüèðóåìîé ïå-
ðåìåííîé è ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, ïðè÷åì a(x) íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò ïðîèçâîäíóþ ñ ïîìîùüþ íîð-
ìàëèçàòîðà "íîðìïðîèçâîäíàÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñëîæåíèå äðîáíûõ âûðàæåíèé â êîýôôèöèåíòå ïðè ïðîèçâîäíîé

∀abcefpxy(p = (a/b+ c)fdy(x)/dx+ e→ (a/b+ c)fdy(x)/dx+ e = p)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ñâÿçêà . . .". Ñóììà a/b + c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå", Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p, ñ òî÷íî-
ñòüþ äî îòáðàñûâàíèÿ çíàêà, èìååò çàãîëîâîê "äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 7.

Ïîïûòêà ôàêòîðèçàöèè êîýôôèöèåíòà ïðè ïðîèçâîäíîé

∀abcdpxy(p = a+ b→ (a+ b)dy(x)/dx+ c = d↔ pdy(x)/dx+ c = d)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà . . .". Âû-
ðàæåíèå a + b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "ôàêòîðèçàöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p èìååò, ñ òî÷íîñòüþ
äî îòáðàñûâàíèÿ çíàêà, çàãîëîâîê "óìíîæåíèå" ëèáî "ñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé âûðàæåíèå a+ b ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ

∀xy(dy(x)/dx = y(x) ↔ dy(x)/dx− y(x) = 0)
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Ïðèåì îáðàáàòûâàåò îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà íåïîñðåäñòâåííî íå óñìàòðèâàåòñÿ ÷èñëî-
âîå ðàâåíñòâî (ïðîèçâîäíàÿ ôîðìàëüíî ìîæåò ïðèíèìàòü íå÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ±∞,
"íåîïðåä"). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2.1.8 Ó÷åò óñëîâèÿ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå

Ïîäñòàíîâêà â óñëîâèå íà çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå âûðàæåíèÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûìè ïîñòîÿííûìè

∀afxy(y(x) = f(x) → y(a) = f(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå y(a) âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà . . .". Åãî ïåðåìåííûå íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòî-
ðàìè è îïèñàòåëÿìè. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x. Àíòåöå-
äåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå, ïðè÷åì âûðàæåíèå f(x) ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî íåñóùå-
ñòâåííûå íåèçâåñòíûå (èíûìè ñëîâàìè, òîëüêî ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå). Çàìåíà
ñîïðîâîæäàåòñÿ âûâîäîì óñëîâèé íà î.ä.ç. âûðàæåíèÿ f(a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà

Åñëè ðåøåíèå èùåòñÿ â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè, òî ìîäóëü îòáðàñûâàåòñÿ íà
îñíîâå àíàëèçà ñòðîãîãî çíàêà âûðàæåíèÿ â äàííîé òî÷êå:
∀afx(0 < f(a) → |f(x)| = f(x))

∀afx(f(a) < 0 → |f(x)| = −f(x))

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ öåëü (îêðåñòíîñòü x a), óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ðåøåíèå èùåòñÿ
â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå f(x) ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x, è
äàëåå àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìîâ ðàâåí 2.

2.1.9 Óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

∀afxyzP ((z − ÷èñëî & f(z, y(x), x) = a) = P (z) → f(dy(x)/dx, y(x), x) = a↔
P (dy(x)/dx))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îáåñïå-
÷èâàåò óñìîòðåíèå â ýòîì óñëîâèè ïîäâûðàæåíèÿ dy(x)/dx, ãäå y - íåèçâåñòíàÿ. Äàëåå
øàáëîí f(dy(x)/dx, y(x), x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "íîâàðãóìåíò(õ6
õ23 ôèêñ)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ââîäèòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ z è ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå f(z, y(x), x) = a. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòî óðàâíåíèå íå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî z. Àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò åãî îòíîñèòåëü-
íî z ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "ïîïûòêàçàìåíû"
îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì íå çàìåíÿåò èñõîäíîå óðàâíåíèå íà ðåçóëüòàò P (dy(x)/dx) ðàç-
ðåøåíèÿ åãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, à ââîäèò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé
è ðåàëèçóåò óêàçàííóþ çàìåíó. Åñëè ýòó çàäà÷ó ðåøèòü íå óäàëîñü, òî ðåøåíèå òå-
êóùåé çàäà÷è ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì äðóãèõ ñðåäñòâ. Ââåäåí î÷åíü ñëàáûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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Ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà

∀abfghnpquvwxyz((f(p, z) = g(x) & z − ÷èñëî) = (z = h(p, x) & q(p, x)) &
dh(p, x)/dp = a(x) & dh(p, x)/dx = b(x) & (a(u(p)) + (b(u(p))− p)du(p)/dp = 0 &
u(p)− ÷èñëî & q(p, u(p))) = ∃c(c− ÷èñëî & n(c) & u(v) = w) →
f(dy(x)/dx, y(x)) = g(x) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & n(c) & y(w) = h(v, w)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà . . .". Èäåí-
òèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî âíóòðè óðàâíåíèÿ óñìàòðèâàåòñÿ ïîäâûðàæåíèå
dy(x)/dx, ãäå y - íåèçâåñòíàÿ. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)". Ñîãëàñ-
íî ìåòîäó ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà, ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ p, îáîçíà÷àþùàÿ
dy(x)/dx. Ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå U1, ïîëó÷åííîå èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ çàìåíîé
dy(x)/dx íà p, è ýòî óðàâíåíèå íóæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y(x). Ñ ýòîé öåëüþ
ââîäèòñÿ åùå îäíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ z, íà êîòîðóþ â óðàâíåíèè U1 çàìåíÿþòñÿ âñå
âõîæäåíèÿ y(x). Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå U2, ïîïîëíåííîå óñëîâèåì "z−÷èñëî", ðàçðå-
øàåòñÿ ïåðâûì àíòåöåäåíòîì îòíîñèòåëüíî z. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íóæíî, ÷òîáû èìåëîñü ÿâíîå âûðàæåíèå z ÷åðåç p, x. Îäíàêî,
ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ U2 ìîæåò âîçíèêíóòü ðàçáîð ñëó÷àåâ, è òîãäà îòâåò áóäåò
èìåòü âèä äèçúþíêöèè. Ïîýòîìó ïðèåì ñíàáæåí óêàçàòåëåì "äèçúþíêò÷ëåí(1 4)".
Îí îáåñïå÷èâàåò òàêóþ êîìïèëÿöèþ, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè ïðàâûõ ÷àñòåé óêàçàí-
íûõ â íåì àíòåöåäåíòîâ ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû ëåâûõ
÷àñòåé. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà âñå äåéñòâèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå
ïðèåìà âûïîëíÿþòñÿ äî êîíöà, à çàòåì âûïèñûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ íàéäåííûõ çàìå-
íÿþùèõ óòâåðæäåíèé, êîòîðàÿ è èãðàåò ðîëü èòîãîâîãî çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

×òîáû ðåçóëüòàò ðàçðåøåíèÿ ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà èìåë âèä äèçúþíê-
öèè óòâåðæäåíèé, èäåíòèôèöèðóåìûõ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ïðåäïðèíèìàåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ åãî îáðàáîòêà. Äëÿ ýòîãî ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "íîðìäèôôïàðàì", êîòîðûé
ïðåîáðàçóåò óòâåðæäåíèå ê âèäó äèçúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé, ïðåîáðà-
çóåò óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïåðå÷íþ â äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ è âûïîëíÿåò ïðîñòåé-
øóþ ñòàíäàðòèçàöèþ ðàâåíñòâ.

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå "z = h(p, x)" äëÿ òåêóùå-
ãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäñëó÷àÿ. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âû÷èñëÿþò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå dh(p, x)/dp, dh(p, x)/dx, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ðåøàåò óðàâíåíèå, â êîòîðîì ðîëü íåèçâåñòíîé
èãðàåò x, à ðîëü âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé - p. Ñîîòâåòñòâåííî, â íåì ïðåäïðèíÿòà
çàìåíà x íà íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ u(p). Ïðëó÷åííûé îòâåò äîïîëíèòåëüíî
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçìòîðîì "ñòàíääèôôïàðàì" (ñì. íèæå). Òàê êàê ïðè ðåøå-
íèè óðàâíåíèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî ðàçáîð ñëó÷àåâ, òî óïîìÿíóòûé âûøå óêàçàòåëü
"äèçúþíêò÷ëåí" ñûëàåòñÿ è íà äàííûé àíòåöåäåíò. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà, ò.å.
∃c(c − ÷èñëî & n(c) & u(v) = w), èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíèì èç äèçúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ îòâåòà. Óêàçàòåëü "îáîáùïîäñò" îòìåíÿåò ïðîâåðêó íåâõîæäåíèÿ ñâÿçàííîé
ïåðåìåííîé c â u(v) è â w. Äëÿ ó÷åòà âîçìîæíûõ îñîáûõ ðåøåíèé ââåäåí óêàçàòåëü
"äèçúþíêòáëîê(ôèêñ(0 1))". Ýòîò óêàçàòåëü ññûëàåòñÿ íà óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áó-
äåò äîáàâëÿòüñÿ ê èòîãîâîìó çàìåíÿþùåìó òåðìó êàê äîïîëíèòåëüíûé äèçúþíêòèâ-
íûé ÷ëåí. Â äàííîì ñëó÷àå ññûëêà èìååò ìåñòî íà ñàìî èñõîäíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "îñîáûåðåøåíèÿ"(ñì. íèæå). Åñëè îñîáûõ ðåøåíèé
íåò, òî áóäåò âûäàíà êîíñòàíòà "ëîæü", èíà÷å - óòâåðæäåíèå, îïèñûâàþùåå íàéäåí-
íîå ðåøåíèå.

Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ, åñëè íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ðàçðåøå-
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íèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòÿìè. Èìåí-
íî, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå âõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñ íåèçâåñòíûìè, ðàñïîëîæåííîé â
ïîäòåðìå, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ðàâíî", "ïëþñ", "óìíîæåíèå",
"ìèíóñ", "ìîäóëü", ïðè÷åì â ñëó÷àå çàãîëîâêà "äðîáü" ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà áûòü
ðàçìåùåíà â çíàìåíàòåëå. Åñëè f(p, z) ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî z, òî óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 9, èíà÷å îí ðàâåí 10. Åñëè óðàâíåíèå U1 ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x, à
íå îòíîñèòåëüíî y(x), òî ïðèåì ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀abfghnpquvwxyz((f(p, z) = g(x) & x− ÷èñëî) = (x = h(p, z) & q(p, z)) &
dh(p, z)/dp = a(z) & dh(p, z)/dz = b(z) & (pa(u(p)) + (pb(u(p))− 1)du(p)/dp = 0 &
u(p)− ÷èñëî & q(p, u(p))) = ∃c(c− ÷èñëî & n(c) & u(v) = w) →
f(dy(x)/dx, y(x)) = g(x) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & n(c) & y(h(v, w)) = w))

Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

Åñëè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ âîçíèêëî ñîîòíîøåíèå âèäà y(a(p)) = f(p),
ãäå y - íåèçâåñòíàÿ, p - âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ðåøèòü îòíîñèòåëüíî p óðàâíåíèå a(p) = x è òàêèì îáðàçîì âåðíóòüñÿ â îòâåòå ê
èñõîäíîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé:
∀abfgpxy((a = x) = (p = b & g) → y(a) = f(p) ↔ y(x) = f(b) & g)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííûå x, p êàê ýëåìåíòû öåëè (ñâÿç-
êà . . .), ïðè÷åì êîììåíòàðèé (ïàðàìåòðèçàöèÿ p) óêàçûâàåò, ÷òî p èãðàåò ðîëü âñïî-
ìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî p ñ ïî-
ìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåä ïîïûòêîé ðàçðåøåíèÿ ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî p èìååò íå áîëåå äâóõ âõîæäåíèé â a. Åñëè ÷èñëî ýòèõ âõîæäåíèé ðàâíî 2,
ïðè÷åì îäíî èç íèõ ðàñïîëîæåíî â îñíîâàíèè ñòåïåíè, èìåþùåé âèä ñóììû, à äðóãîå
- âíå ýòîãî îñíîâàíèÿ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óêàçàòåëü "äèçúþíêò÷ëåí(1)" ïðåäó-
ñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ äèçúþíêòèâíîãî îòâåòà äëÿ a = x. Òîãäà çàìåíÿ-
þùèé òåðì áóäåò ôîðìèðîâàòüñÿ òîæå êàê äèçúþíêöèÿ. Êàê è âûøå, èñïîëüçóåòñÿ
íîðìàëèçàòîð "íîðìäèôôïàðàì". Ïðèåì ââîäèò êîììåíòàðèé "(âñïîìïàðàìåòð èñ-
êëþ÷åíèå)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ
ìåòîäîì âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà è ïðåîáðàçîâàíèé îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñîîò-
íîøåíèå y(x) = f(x), íå ñîäåðæàùåå ïàðàìåòðà p, âîçíèêëî áåç ñïåöèàëüíîãî ïðèåìà
ðàçðåøåíèÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ îòáðàñûâàíèå ñîïðîâîæäàþùåãî ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþ-
ùåãî p è x. Îáû÷íî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ
Êëåðî, ãäå â ñïèñîê óñëîâèé ñðàçó çàíîñÿòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ - äëÿ ñâÿçåé x ñ p è y ñ
p. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä ∀ap(p = a↔ èñòèíà). Çäåñü a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ,
p - âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óðàâíåíèå Êëåðî

∀afghpqxyz((f(p, z) = g(x) & z − ÷èñëî) = (z = px + h(p) & q(p, x)) & dh(p)/dp =
a(p) → f(dy(x)/dx, y(x)) = g(x) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & y(x) = cx + h(c)) ∨ y(x) =
px+ h(p) & x+ a(p) = 0)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñ óñìîòðåíèÿ â
óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå âûðàæåíèÿ dy(x)/dx, ãäå y - íåèçâåñòíàÿ, x - âàðüè-
ðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ. Øàáëîí f(dy(x)/dx, y(x)) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçà-
òåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ6 õ24 ôèêñ)". Çàòåì íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò f(p, z) = g(x) çàìåíû
â óðàâíåíèè ïðîèçâîäíîé è íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íà íîâûå ïåðåìåííûå p, z. Ïåðâûé
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àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî z ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå íîðìàëèçàòîð "íîðìäèôôïàðàì".
Ðåçóëüòàò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óðàâíåíèåì z = px+h(p), ïðåâðàùàþùèìñÿ â óðàâíå-
íèå Êëåðî ïðè îáðàòíîé çàìåíå z, p íà ôóíêöèþ è ïðîèçâîäíóþ. Âòîðîé àíòåöåäåíò
âû÷èñëÿåò ïðîèçâîäíóþ dh(p)/dp, èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà ïðåîáðàçî-
âàíèå. Çàìåíÿþùèé òåðì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Êëåðî è ïàðû ñîîòíîøåíèé y(x) = px + h(p), x + a(p) = 0, èç êîòîðûõ áóäåò
èçâëåêàòüñÿ îñîáîå ðåøåíèå. Åñëè âûðàæåíèå f(p, z) ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî p ëèáî
åñëè êàæäîå âõîæäåíèå â óðàâíåíèå âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ðàñïîëîæíî òîëüêî â
ïîäâûðàæåíèÿõ y(x), dy(x)/dx, òî ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Ñîçäà-
íû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè êàæäîå âõîæäåíèå âàðüèðóåìîé
ïåðåìåííîé, íå ðàñïîëîæåííîå â ïîäâûðàæåíèÿõ y(x), dy(x)/dx, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
(ðàñïîëîæåíî òîëüêî ïîä îïåðàöèÿìè "ïëþñ", "óìíîæåíèå", "ìèíóñ" ëèáî â ÷èñëè-
òåëÿõ äðîáåé). Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Âòîðàÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ áåç
äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

∀abfghpquvwxyz((f(p, z) = g(x) & z − ÷èñëî) = (z = xh(p) + v(p) & q(p, x)) & dh(p)/dp =
a(p) & dv(p)/dp = b(p) & ((p−h(p))du(p)/dp = u(p)a(p)+b(p) & u(p)−÷èñëî& q(p, u(p))
& ¬(p − h(p) = 0)) = ∃c(c − ÷èñëî & n(c) & u(p) = w(p, c)) → f(dy(x)/dx, y(x)) =
g(x) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & n(c) & y(w(p, c)) = w(p, c)h(p) + v(p)))

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â
ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îòíîñèòåëüíî z è ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà "íîðì-
äèôôïàðàì" âîçíèêàåò óðàâíåíèå âèäà z = xh(p)+v(p), äàþùåå ïðè îáðàòíîé çàìà-
åíå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà. Çäåñü óæå ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïðè
ðåøåíèè ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå - ââåäåí
óêàçàòåëü "äèçúþíêò÷ëåí(4)". Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíî îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíääèôôïàðàì". Äëÿ ó÷åòà îñîáîãî ðåøåíèÿ ââåäåí óêàçà-
òåëü "äèçúþíêòáëîê(ôèêñ(0 1))", äîáàâëÿþùèé ê çàìåíÿþùåé äèçúþíêöèè íîâûé
÷ëåí - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íîðìàëèçàòîðîì "îñîáûåðåøåíèÿ".
Ýòîìó íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïîèñê
îñîáûõ ðåøåíèé èìåííî äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Îòáðàñûâàíèå ðàâåíñòâà, âûðàæàþùåãî âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ ÷åðåç
âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð ïîñëå òîãî, êàê ýòî âûðàæåíèå áûëî ïîäñòàâ-
ëåíî â îñíîâíîå óðàâíåíèå

Åñëè óðàâíåíèå îêàçàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàííûì ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîãî ïà-
ðàìåòðà p, è â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå âîçíèêëî ñîîòíîøåíèå y(A(p)) = B(p),
íå ñîäåðæàùåå èñõîäíîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ óäàëåíèå
ñîîòíîøåíèÿ x = C(p), âûðàæàþùåãî x ÷åðåç p. Ýòî äåëàåòñÿ ïðèåìîì, îñíîâàííûì
íà òåîðåìå âèäà "∀ax(x = a ↔ èñòèíà)". Çäåñü a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìäèôôïàðàì"

Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû óæå óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå íîðìàëèçàòîðà "íîðìäèôôïàðàì".
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò íîðìàëèçàòîð íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì.
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1. Èñêëþ÷åíèå ïåðå÷íÿ.
∀abc(a ∈ {b, c} ↔ a = b ∨ a = c)

∀abcd(a ∈ {b, c, d} ↔ a = b ∨ a = c ∨ a = d)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Óñòðàíåíèå äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàùèõ ðàâåíñòâà ñ íåèçâåñòíîé.
∀ab(a ∨ b↔ a)

Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíàÿ z),
óêàçûâàþùèé òó ïåðåìåííóþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïåðåä ýòèì ðàçðåøàëîñü
óðàâíåíèå. Äàííûé ïðèåì îòáðàñûâàåò ÷ëåíû b, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ðàâåíñòâ
ñ ïåðåìåííîé z, íå ðàñïîëîæåííûõ íåïîñðåäñòâåííî ïîä îòðèöàíèåì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé.
4. Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.
∀abc((a ∨ b) & c↔ a & c ∨ b & c)

Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã" îáùåé ëîãè÷å-
ñêîé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïîïûòêà ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê.
∀abc(b = c→ a = b↔ a = c)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ê ëåâîé ÷àñòè àíòåöåäåíòà ïðè-
ìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "ñòàíäïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòîì c ñëóæèò
ñóììà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïîïûòêà ãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ïðè ðåøåíèè óðàâíå-
íèÿ Ëàãðàíæà.
∀abx(ax/b = x(a/b))

∀abx(ax+ bx = x(a+ b))

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ x - âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
ïåðåäàâàåìàÿ íîðìàëèçàòîðó ÷åðåç âõîäíîé êîììåíòàðèé (ãðóïïèðîâêà x). Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð "ñòàíääèôôïàðàì"

Íîðìàëèçàòîð íåîáõîäèì äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ñòàíäàðòèçàöèè îòâåòà, ïîëó÷åííî-
ãî ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíîãî ïà-
ðàìåòðà. Äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû ýòîãî îòâåòà â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèåìàõ èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè ∃c(. . .) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
ïîñòîÿííîé c. Îäíàêî, îòâåò ìîæåò ñîäåðæàòü îñîáûå ñëó÷àè, íå èìåþùèå âèäà ïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé, è ÷òîáû îíè èäåíòèôèöèðîâàëèñü ïî îáùåé ñõåìå, íîðìàëè-
çàòîð ââîäèò ôèêòèâíûå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, îí îòáðàñûâàåò ðÿä
èçáûòî÷íûõ ïîäòåðìîâ è ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó íåñêîëüêî óïðîñòèòü âèä íåÿâíîé
çàâèñèìîñòè. Ïðè îáðàùåíèè íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè (íåèçâåñòíàÿ
u) è (ïàðàìåòð p), óêàçûâàþùèå íåèçâåñòíóþ è âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð òîãî óðàâíå-
íèÿ, îòâåò êîòîðîãî îáðàáàòûâàåòñÿ. Íîðìàëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì.
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1. Ââåäåíèå ôèêòèâíîãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.
∀abdfy(∃c(c − ÷èñëî & f(c)) ∨ g(x) = b & d ↔ ∃c(c − ÷èñëî & f(c)) ∨ ∃c(c −
÷èñëî & g(x) = b & d))

Ïåðåìåííàÿ g èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îòáðàñûâàíèå íåñóùåñòâåííûõ ñîïðîâîæäàþùèõ óñëîâèé.
∀abcdf (a = b & df(x)/dx− ÷èñëî & c ∨ d↔ a = b & c ∨ d)

∀abcdpq(¬(p = q) & c ∨ d↔ c ∨ d)

∀abc(¬(a = b) & c↔ c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Îòáðàñûâàíèå ðàâåíñòâ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà.
∀abc(a(e) = b ∨ c↔ c)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò âà-
ðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà. Îòáðîøåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì, òàê êàê
îíî áóäåò íåçàâèñèìî íàéäåíî íîðìàëèçàòîðîì "îñîáûåðåøåíèÿ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Îäèí ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé óïðîùåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
∀abfpxy(¬(b = 0) → ∃c(c−÷èñëî& f(ax+by(x)) = x) ∨ p↔ ∃c(c−÷èñëî& y(f(x)) =
(x− af(x))/b) ∨ p)

Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, x - ñ âàðüèðóåìûì ïàðàìåòðîì.
Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Óïðîùåíèå äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê
íîâîìó ïàðàìåòðó X = ax+by(x), êîòîðûé äàëåå ñíîâà îáîçíà÷àåòñÿ çà x. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî X = ax+ by(x) âìåñòî ïåðåìåííîé x ðàâíîå åé âûðàæåíèå
f(X), ïîëó÷àåì X = af(X) + by(f(X)), ò.å. y(f(X)) = (X − af(X)/b. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð "îñîáûåðåøåíèÿ"

Íîðìàëèçàòîð "îñîáûåðåøåíèÿ" èñïîëüçóåòñÿ ïðèåìàìè, îñíîâàííûìè íà ìåòîäå
ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà, à òàêæå ïðèåìîì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Åìó
ïåðåäàåòñÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ ëèáî â êîíñòàíòó "ëîæü"(åñëè
îñîáûå ðåøåíèÿ íàéòè íå óäàëîñü), ëèáî â äèçúþíêöèþ íàéäåííûõ îñîáûõ ðåøåíèé.

1. Ïîïûòêà âûÿâëåíèÿ êîíñòàíòíûõ îñîáûõ ðåøåíèé.
∀abfpxyz((p = 0 & f(p, z) = a & z−÷èñëî) = (p = 0 & z = b) → f(dy(x)/dx, y(x)) =
a↔ y(x) = b)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîäâûðàæå-
íèÿ dy(x)/dx. Çàòåì ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ6 õ24 ôèêñ)" èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ øàáëîí f(. . .). Âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå p, z, è óðàâíåíèÿ
p = 0, f(p, z) = a ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ p, z. Ïðè óñïåõå ýòî
äàåò êîíñòàíòíûå îñîáûå ðåøåíèÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "äèçúþíêò-
÷ëåí", îçíà÷àþùèì, ÷òî ïåðå÷èñëÿþòñÿ äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû îòâåòà, èäåíòè-
ôèöèðóåìûå ñ åãî ïðàâîé ÷àñòüþ p = 0 & z = b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
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2. Ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé.
∀abfgpxyz((df(z, y(x))/dz = 0 & z − ÷èñëî) = (z = a & b) & (b & dy(x)/dx =
a & f(a, y(x)) = g(x)) = p→ f(dy(x)/dx, y(x)) = g(x) ↔ p)

Èäåíòèôèêàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ëåâàÿ ÷àñòü
ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z, ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöå-
äåíòà - îòíîñèòåëüíî y. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ââîäèòñÿ òàêæå öåëü (ñâÿçêà x).
Îáà àíòåöåäåíòà ñîïðîâîæäàþòñÿ óêàçàòåëåì "äèçúþíêò÷ëåí", îïðåäåëÿþùèì
ïåðå÷èñëåíèå äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ëåâîé ÷àñòè ïðè èäåíòèôèêàöèè ïðàâîé
÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî àíòåöåäåíòà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî êîíñòàíòó "ëîæü", ëèáî äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ âèäà
"y(x) = . . .". Ýòîò ðåçóëüòàò äîïîëíèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ðåãäèôôïàðàì", îòáðàñûâàþùèì äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû, ó êîòîðûõ çíà÷åíèå
âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà ôèêñèðîâàíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îñîáûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà.
Äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà y(x) = xh(dy(x)/dx) + v(dy(x)/dx) (ñì. ïåðâûé àí-
òåöåäåíò ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèåìà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà)
îñîáûå ðåøåíèÿ èùóòñÿ ñïåöèàëüíûì ïðèåìîì. Â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëèçàòî-
ðó ïðè îáðàùåíèè ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âõîäíûå äàííûå - êîììåíòàðèè
"(ïàðàìåòðû p− h(p))", "(ïåðåìåííàÿ p)", "(êîýôôèöèåíò h(p) v(p))". Òåîðåìà
ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abcdfgpxy((a = 0 & p − ÷èñëî & îäç(c)) = (p = d) & b = v(p) & c = w(p) →
f(dy(x)/dx, y(x)) = g(x) ↔ y(x) = xv(d) + w(d))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ â óðàâíåíèè ïîäâûðàæåíèÿ dy(x)/dx.
Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå êîììåíòàðèè "(ïåðåìåííàÿ p)", "(ïàðàìåòðû a)", "(êîýô-
ôèöèåíò b c)". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî p.
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò øàáëîíû v(. . .), w(. . .). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Çàâåðøåíèå ïîïûòîê ïîèñêà îñîáûõ ðåøåíèé.
Åñëè ïî äîñòèæåíèè óðîâíÿ 3 òåêóùèé òåðì âñå åùå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, òî îí çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü".

2.2 Óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî

Íàïîìèíàåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îáîçíà÷àþòñÿ ïîñðåäñòâîì âûðàæå-
íèé "÷àñòíïðîèçâ(T k x)", ãäå T - âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(. . .)" äëÿ äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè, k - êðàòíîñòü ïðîèçâîäíîé, x - òî÷êà, â êîòîðîé áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà èìåþòñÿ ñðàçó äâà îáîçíà÷åíèÿ
- ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå "ïðîèçâîäíàÿ(T x)" è íåñòàíäàðòíîå - "÷àñòíïðîèçâ(T 1
x)". Ïîñëåäíåå ìîæåò èíîãäà âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ, ðàáîòàþ-
ùèõ ñ êðàòíûìè ïðîèçâîäíûìè, è îíî áóäåò íåçàìåäëèòåëüíî ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ê
ñòàíäàðòíîìó âèäó.

2.2.1 Óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

Ïðè ðåàëèçàöèè íà ÃÅÍÎËÎÃå ïðèåìîâ äàííîãî ðàçäåëà ïîòðåáîâàëîñü ââåñòè îêîëî
äåñÿòêà âñïîìîãàòåëüíûõ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ. Îïèñàíèÿ èõ ðàñïîëîæåíû â êîíöå
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ðàçäåëà, ïîñëå îïèñàíèÿ âñåõ ïðèåìîâ.

Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî ïîä ïðîèçâîäíîé

∀fgkxyzPQ((f(z(x)) = g(x)) = ∃c(P (z(x))) & P (dky(x)/dxk) = Q(x) → f(dky(x)/dxk) =
g(x) ↔ ∃c(Q(x)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñ óñìîòðåíèÿ â
óðàâíåíèè ïîäâûðàæåíèÿ dky(x)/dxk. Óêàçàòåëü "÷àñòíïðîèçâ" îáåñïå÷èâàåò àâòî-
ìàòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè èäåíòèôèêàöèè îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ê êðàòíîé ïðîèçâîäíîé êðàòíîñòè åäèíèöà. Óêàçàòåëü "ôóíêàðãóìåíò(õ6 õ24
õ23 èçâëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà f(dky(x)/dxk) ñ ïðèìåíåíè-
åì íîðìàëèçàòîðà "èçâëå÷åíèå", ïðåîáðàçóþùåãî âñå âñòðå÷àþùèåñÿ â óðàâíåíèè
ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ, îòëè÷íûõ îò k, â ïðîèçâîäíûå îò dky(x)/dxk. Çàìåòèì, ÷òî
ïåðåìåííàÿ x ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ áóäåò çàìåíÿòüñÿ íà ñâÿ-
çàííóþ ïîñëåäíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïåðåìåííóþ a, òàê ÷òî âìåñòî dky(x)/dxk

çäåñü áóäåò èìåòüñÿ ïîäâûðàæåíèå dky(a)/dak. Îïðåäåëÿåìûé óêàçàòåëåì "ôóíêàð-
ãóìåíò" ôóíêöèîíàëüíûé øàáëîí ó÷èòûâàåò ýòó îñîáåííîñòü, íåîáõîäèìóþ äëÿ êîð-
ðåêòíîé çàìåíû dky(x)/dxk íà íîâóþ íåèçâåñòíóþ z(x). Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòå-
öåäåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò òàêîé çàìåíû. Îíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì ìåíüøåãî ïîðÿäêà, ÷åì èñõîäíîå, è ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z ñ
ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â ðåçóëüòèðóþùåå îïèñàíèå P (z(x))
äåëàåòñÿ îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà ïðîèçâîäíîé dky(x)/dxk, è âòîðîé àíòåöåäåíò ðåøà-
åò ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé y. Óêàçàòåëü
"äèçúþíêò÷ëåí(1)" ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëÿåíèÿ äèçúþíêöèè ïîñëå ðàçðåøå-
íèÿ ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà; òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî ñî âñåìè äèçúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè. Â íà÷àëå ïðèìåíåíèÿ ïðèå-
ìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíàÿ y âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî ïîä ïðîèçâîäíûìè è ÷òî k -
íàèìåíüøàÿ êðàòíîñòü åå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò
ïðîèçâîäíûå îò y êðàòíîñòè, áîëüøåé k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè k > 1,
òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîïûòêà ïåðåéòè ê äðóãîé íîâîé íåèçâåñòíîé
z(x) = dk−1y(x)/dxk−1:
∀fgkxyzPQ((f(dz(x)/dx) = g(x)) = ∃c(P (z(x))) & P (dk−1y(x)/dxk−1) = Q(x) →
f(dky(x)/dxk) = g(x) ↔ ∃c(Q(x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü òîæå ðàâåí 3.

Âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò òîëüêî ïîä çíàêîì íåèçâåñòíîé ôóíêöèè

∀afgtxyzPQ((f(z(x), t) = a) = ∃c(P (z(t), t)) & (P (dy(x)/dx, y(x)) & ¬(dy(x)/dx = 0)) =
Q(x) → f(dy(x)/dx, y(x)) = a↔ ∃c(Q(x)))

Óêàçàòåëè "êîíòåêñò", "÷àñòíïðîèçâ", "ôóíêàðãóìåíò" çàäàþò òîò æå ïîðÿäîê äåé-
ñòâèé â íà÷àëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, ÷òî è âûøå. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âàðüèðóåìàÿ
ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèè òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ y(x) è ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè y - ïðîñòûõ ëèáî êðàòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ïðîèç-
âîäíàÿ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî. Âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå z, t, è ñîñòàâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå, â êîòîðîì ðîëü íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èãðàåò t, à ðîëü íåèçâåñòíîé - z.
Ñíà÷àëà z(x) ïîäñòàâëÿåòñÿ â øàáëîí f(. . .) âìåñòî dy(x)/dx, à t - âìåñòî y(x). Êàê
è âûøå, ïðè ïîäñòàíîâêå z(x) ó÷èòûâàåòñÿ êîððåêöèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Îä-
íàêî, äàëåå òðåáóåòñÿ ïåðåõîä îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ z ïî x ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ
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z ïî t. Îí îáåñïå÷èâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîâïðîèçâ", "íîðìäèôô" (ñì. íèæå),
êîòîðûìè ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ äî ðàçðåøåíèÿ åå îòíî-
ñèòåëüíî z. Â ïîëó÷åííûé îòâåò ∃c(P (z(t), t)) äåëàåòñÿ îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà, è îí
ðàçðåøàåòñÿ âòîðûì àíòåöåäåíòîì îòíîñèòåëüíî y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

Ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå â âèäå ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé íåêî-
òîðîãî âñïîìîãàòåëüíîãî âûðàæåíèÿ

Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå ê âèäó dF (x, y(x), dy(x)/dx, . . .)/dx = 0 ðåàëèçó-
åòñÿ ñïåöèàëüíûì íîðìàëèçàòîðîì "óñìïðîèçâîäíàÿ", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå.
Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ýòîìó íîðìàëèçàòîðó èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abc((a− b = 0) = c→ a = b↔ c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà . . .). Ýòî
óñëîâèå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíóþ êðàòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óñìïðîèçâîäíàÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæ-
äûé ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíóþ è èìåþùèé ñèìâîë "ïðîèçâîäíàÿ" ëèáî "÷àñòíïðîèçâ"
äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ðåçóëüòàòà c èìååò âèä ðàâåíñòâà íóëþ êðàòíîé ëèáî îáû÷íîé
ïðîèçâîäíîé. Åñëè c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ, òî óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. ×òîáû âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ ê óêàçàííîìó âèäó, ñîçäàí åùå îäèí ïðè-
åì:
∀fxP ((f(x) = c & c− ÷èñëî) = P (x) → df(x)/dx = 0 ↔ ∃c(P (x)))

Êàê è âûøå, ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñà-
íèå è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ c, è ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöå-
äåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíûõ íåèçâåñòíûõ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óðàâíåíèå îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîä-
íûõ

∀dfknxyzPQ(f(kdy(x)/dx, ky(x)) = knd & (f(y(x)z(x), y(x)) = 0) = ∃c(P (z(x))) &
P ((dy(x)/dx)/y(x)) = Q(x) → f(dy(x)/dx, y(x)) = 0 ↔ ∃c(Q(x)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðå-
íèè ïîäâûðàæåíèÿ dpy(x)/dxp ïðè p > 1. Óêàçàòåëü "ôóíêïîäñò(. . .)" îïðåäåëÿ-
åò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà f(dy(x)/dx, y(x)). Äëÿ óñìîòðåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ k è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ
f(kdy(x)/dx, ky(x)). Ýòî äåëàåò ïåðâûé àíòåöåäåíò, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïîñëåäîâà-
òåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìäèôô", "ñòàíäïëþñ", "èçâëå÷ïàðàì"
è "ôàêòîðèçàöèÿ". Íîâûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷ïàðàì", êîòîðûé îð-
ãàíèçóåò âûíåñåíèå íàðóæó ïàðàìåòðà k. Åãî ïðèåìû áóäóò îïèñàíû íèæå. Ïðàâàÿ
÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïðîèçâåäå-
íèåì íåêîòîðîé ñòåïåíè ïàðàìåòðà k íà âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå k. Òàê êàê ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ, òî ýòî îáåñïå÷èâàåò åãî îäíîðîäíîñòü. Äàëåå âûáèðà-
åòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ z è âûïîëíÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ çàìåíà dy(x)/dx = y(x)z(x),
ãàðàíòèðóþùàÿ ïîíèæåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ. Ðåçóëüòàò ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî z âòîðûì àíòåöåäåíòîì. Ïðåäâàðèòåëüíî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô", êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèé (èñêëþ÷åíèå y) è



Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 273

äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà dy(x)/dx = y(x)z(x), íóæíàÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
Â îòâåò ∃c(P (z(x))) âìåñòî z(x) ïîäñòàâëÿåòñÿ (dy(x)/dx)/y(x), è òðåòèé àíòåöåäåíò
ðàçðåøàåò ðåçóëüòàò òàêîé ïîäñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî y(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

Óñìîòðåíèå îáîáùåííî-îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∀afgmpqtxyzMP (îäíîðñòåïåíü(p,M) & (M & m − ÷èñëî) = (m = a) & (f = g) =
P (z(t), t) & f − g = p/q → f = g ↔ P (y(x)/xa, lnx))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óðàâíåíèþ, ÿâëÿþùåìóñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìå-
þùåé öåëü (ñâÿçêà . . .). Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìå-
íåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óðàâíåíèè êðàòíîé ïðîèçâîäíîé. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåò ðàçíîñòü ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå" è èäåíòè-
ôèöèðóåò ðåçóëüòàò ñ äðîáüþ p/q (âîçìîæíî, q = 1). Çàòåì ïåðâûé àíòåöåäåíò ñ
ïîìîùüþ ñèíòåçàòîðà "îäíîðñòåïåíü" (ñì. íèæå) ñîñòàâëÿåò ñèñòåìó M ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêîãî ïàðàìåòðà m, ÷òî óðàâíåíèå p = 0 íå ìåíÿåòñÿ
ïðè çàìåíå x íà kx è y(x) íà kmy(x). Ïðåäâàðèòåëüíî âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ
m, êîòîðàÿ ïåðåäàåòñÿ ñèíòåçàòîðó â êà÷åñòâå âõîäíîãî äàííîãî âìåñòå ñ ïåðåìåííû-
ìè x, y. Êðîìå òîãî, ïåðåä îáðàùåíèåì ê ñèíòåçàòîðó âûðàæåíèå p îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò
ñèñòåìó M îòíîñèòåëüíî m è ïîëó÷àåò çíà÷åíèå m = a. Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòå-
öåäåíòà ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "äâîéíàÿçàìåíà" (ñì. íèæå), êî-
òîðûé îáåñïå÷èâàåò çàìåíó âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x íà exp(t), à íåèçâåñòíîé y(x)
- íà z(t) exp(at) Çäåñü z, t - íîâûå ïåðåìåííûå äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è âàðüè-
ðóåìîé ïåðåìåííîé. Äàëåå ýòà ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z ñ ïîìîùüþ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â îòâåò P (z(t), t) ïîäñòàâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ
z(t) = y(x)/xa, t = ln x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ

∀fghp(dg(x)/dx · f(x) − df(x)/dx · g(x) − h(x)f(x) = 0 & (f(x)dy(x)/dx + g(x)y(x) =
f(x)

∫
(p(x)/f(x))dx + c & c − ÷èñëî) = Q(x) → f(x)d2y(x)/dx2 + g(x)dy(x)/dx +

h(x)y(x) = p(x) ↔ ∃c(Q(x)))

Âûðàæåíèÿ f(x), g(x), h(x), p(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò óñìàò-
ðèâàåò, ÷òî èìååòñÿ óðàâíåíèå â òî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâà-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ðàç-
ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Èíòåãðàë
â íåé îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêâàäðàòóðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.
Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàçäåëà ïðèâåäåì êðàòêèå îïèñàíèÿ íîðìàëèçàòîðîâ è ñèíòåçà-
òîðîâ, óïîìÿíóòûõ â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèåìàõ.

Íîðìàëèçàòîð ïåðåõîäà ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî íîâîé ïåðåìåííîé "íîâ-
ïðîèçâ"

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçîâàëñÿ â ïðèåìå, ñâÿçàííîì ñ ïîíèæåíèåì ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ,
ó êîòîðîãî âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò òîëüêî ïîä çíàêîì íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè. Íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óðàâíåíèè ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèè y(x) íà ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z(x) = dy(x)/dx. Îäíîâðåìåííî âìåñòî ñàìîé
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ôóíêöèè y(x) ïîäñòàâëåíà íîâàÿ âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ t. Íîðìàëèçàòîð äîëæåí
ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèÿ dkz(x)/dxk ïðè âñåõ k = 1, . . . òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â
íèõ âìåñòî èñõîäíîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x âîçíèêëà ïåðåìåííàÿ t. Äëÿ ýòîãî
åìó ïåðåäàåòñÿ âõîäíîé êîììåíòàðèé (íîâïðîèçâ x t z(t)), óêàçûâàþùèé ñòàðóþ è
íîâóþ ïåðåìåííûå x, t, à òàêæå âûðàæåíèå z(t), ðàâíîå dy(x)/dx = dt/dx. Çàìåòèì,
÷òî äàííûé íîðìàëèçàòîð áóäåò èñïîëüçîâàí åùå â îäíîì ïðèåìå - ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ãäå òîæå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ çàìåíà âàðüèðóåìîé
ïåðåìåííîé, è òðåáóåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ êîððåêöèÿ ïðîèçâîäíûõ. Òîãäà ê êîììåíòà-
ðèþ (íîâïðîèçâ . . .) äîáàâèòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x A(t)), çàäàþùèé ñâÿçü
x = A(t) ìåæäó ñòàðîé è íîâîé ïåðåìåííûìè.

Íîðìàëèçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Ñëó÷àé ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
∀fgxt(df(x)/dx = df(t)/dt · g)
Çäåñü ïåðåìåííûå x, t, g èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïî êîììåíòàðèþ (íîâïðîèçâ x t g).
Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ, ò.å. f(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì
âûðàæåíèåì.

2. Ïåðåõîä â ñëó÷àå ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ñèìâîëà "÷àñòíïðîèçâ" ê
ñèìâîëó "ïðîèçâîäíàÿ".
Ïðèâåäåì òåîðåìó ïðèåìà â ñêîáî÷íîé çàïèñè, òàê êàê â ñòàíäàðòíîé çàïèñè
ñèìâîëû "÷àñòíïðîèçâ" è "ïðîèçâîäíàÿ" ïðîðèñîâûâàþòñÿ îäèíàêîâî: "äëÿ-
ëþáîãî(õ6 õ23 ðàâíî(÷àñòíïðîèçâ(îòîáðàæåíèå(õ1 ÷èñëî(õ1)çíà÷åíèå(õ6 õ1))1
õ23) ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(õ1 ÷èñëî(õ1) çíà÷åíèå(õ6 õ1))õ23)))".

3. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ñòàðîé ïåðåìåííîé.
∀fghntx(0 < n− 1 & dn−1f(x)/dxn−1 = h(t) → dnf(x)/dxn = dh(t)/dt · g)
Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðåìåííûå x, t, g
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïî êîììåíòàðèþ (íîâïðîèçâ . . .). Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîâïðîèçâ".

4. Ïåðåõîä ê íîâîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé â âûðàæåíèÿõ y(x).
∀xyt(y(x) = y(t))

Ïåðåìåííûå x, t èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïî êîììåíòàðèþ (íîâïðîèçâ x t g). Ïåðå-
ìåííàÿ y - îáû÷íàÿ.

5. Âûðàæåíèå îñòàòî÷íûõ âõîæäåíèé ñòàðîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ÷åðåç íî-
âóþ.
∀ab(a = b)

Êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ c b) èäåíòèôèöèðóåò ñòàðóþ âàðüèðóåìóþ ïåðåìåí-
íóþ è åå âûðàæåíèå b ÷åðåç íîâóþ âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïî òåêóùåìó âõîæäåíèþ a ðàñïîëîæåí ñèìâîë ïåðåìåííîé c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 275

Íîðìàëèçàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé
"íîðìäèôô"

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà "íîâïðîèçâ" ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ âûðàæåíèå, èìå-
þùåå ïðîèçâåäåíèå ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé. ×òîáû ïðåîáðàçîâàòü åãî ê âèäó, ãäå
äèôôåðåíöèðóåòñÿ òîëüêî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "íîðìäèôô".
Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå â äðóãèõ ñëó÷àÿõ è îðèåíòèðîâàí íà èñêëþ-
÷åíèå ïîä ïðîèçâîäíûìè íå òîëüêî ïðîèçâåäåíèé, íî è íåêîòîðûõ äðóãèõ îïåðàöèé.
Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû.
∀fgx(d(f(x) + g(x))/dx = df(x)/dx+ dg(x)/dx)

2. Ìèíóñ ïîä ïðîèçâîäíîé.
∀fx(d(−f(x))/dx = −(df(x)/dx))

3. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
∀fgx(d(f(x)g(x))/dx = df(x)/dx · g(x) + dg(x)/dx · f(x))

∀afx(d(f(x)/a)/dx = (1/a)df(x)/dx)

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèåìàõ ðàññìàòðèâàëàñü îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ,
à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ áûë ðàâåí åäèíèöå. Äëÿ ñëó÷àÿ êðàòíîé ïðîèçâîäíîé
äîáàâëåíû åùå äâà ïðèåìà:
∀fgxn(dn(f(x)g(x))/dxn = dn−1(d(f(x)g(x))/dx)/dxn−1)

∀afnx(d
n(f(x)/a)/dxn = (1/a)dnf(x)/dxn)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 3, âòîðîãî - 1.
4. Ïðîèçâîäíàÿ äðîáè.
∀fgx(d(f(x)/g(x))/dx = (df(x)/dx · g(x)− dg(x)/dx · f(x))/(g(x)2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
5. Ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé.
∀fn(d(dnf(x)/dxn)/dx = dn+1f(x)/dxn+1)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëü "÷àñò-
íïðîèçâ" îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ñëó÷àåâ, êîãäà âíóòðåííÿÿ
ïðîèçâîäíàÿ - îáû÷íàÿ ëèáî êðàòíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïðîèçâîäíàÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.
Òàêèå êðàòíûå ïðîèçâîäíûå ìîãóò âîçíèêàòü â ïðèåìàõ, ïîíèæàþùèõ êðàò-
íîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äëÿ èõ èñêëþ÷åíèÿ ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì: "äëÿ-
ëþáîãî(f x ðàâíî(÷àñòíïðîèçâ(îòîáðàæåíèå(a ÷èñëî(a) f(a))0 x) f(x)))". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. "Êðàòíàÿ" ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ïðèåì ïðåîáðàçóåò êðàòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â îáû÷íóþ ïðîèç-
âîäíóþ: "äëÿëþáîãî(f x ðàâíî(÷àñòíïðîèçâ(îòîáðàæåíèå(a ÷èñëî(a) f(a)) 1
x)ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(a ÷èñëî(a) f(a))x)))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.
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8. Èñêëþ÷åíèå ïðîèçâîäíîé ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà èç ïîñûëîê.
∀axy(dy(x)/dx = a→ dy(x)/dx = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ïðîèçâîäíàÿ". Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ
(èñêëþ÷åíèå y), ïåðåäàâàåìîãî íîðìàëèçàòîðó ïðè îáðàùåíèè ê íåìó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ê âèäó ðàâåíñòâà ïðîèçâîäíîé
íóëþ "óñìïðîèçâîäíàÿ"

Íîðìàëèçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ âñå áîëåå "êðóïíûå" ïîäâûðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé. Â
ñëó÷àå óñïåõà, âñÿ ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îêàæåòñÿ ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé. Ïðè-
åì íîðìàëèçàòîðà, ðàññìàòðèâàÿ ðåçóëüòàò R íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêóùåãî
óðàâíåíèÿ, ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îòäåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ R òåì æå
ñàìûì íîðìàëèçàòîðîì, è ëèøü ïðè óñïåõå ïîñëåäíåé âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå
òåêóùåãî óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì ïåðåáîðà âîçìîæíûõ öåïî-
÷åê ïðåîáðàçîâàíèé. Êðîìå ïðèåìîâ, ïðåäïðèíèìàþùèõ ïîïûòêè ïðåîáðàçîâàíèé,
íîðìàëèçàòîð èìååò íåñêîëüêî ïðèåìîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ íåìåäëåííîå èçìåíåíèå
òåêóùåãî óðàâíåíèÿ. Îíè òîæå âûïîëíÿþò çàíåñåíèå ïîä îáùóþ ïðîèçâîäíóþ ðàç-
ëè÷íûõ ôðàãìåíòîâ. Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé - åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê
êîðíåâîìó âõîæäåíèþ ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà.

1. Óñìîòðåíèå ïðîèçâîäíîé ëîãàðèôìà.
∀abckmnxy(d

k−1y(x)/dxk−1 = c(x) & (a(c(x))m−1 +bd(ln c(x))/dx · (dky(x)/dxk)n−1 =
0) = P → a(c(x))m + b(dky(x)/dxk)n = 0 ↔ c(x) = 0 ∨ P )

Ïåðåìåííûå k,m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò, ÷òî ìíîæèòåëü c(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ
îò y(x) ïîðÿäêà k − 1. Òàê êàê âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ
ñèìâîëà "÷àñòíïðîèçâ", òî äëÿ ïåðåõîäà ê ñèìâîëó "ïðîèçâîäíàÿ" â ñëó÷àå
k− 1 = 1 ýòà ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô". Ëåâàÿ
÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ïîëó÷åíà èç ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äåëå-
íèåì íà c(x) è óñìîòðåíèåì ïðîèçâîäíîé îò ëîãàðèôìà c(x). Îíà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ òåì æå ñàìûì íîðìàëèçàòîðîì "óñìïðîèçâîäíàÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé
ñîäåðæàùèé ñèìâîë "ïðîèçâîäíàÿ" ëèáî "÷àñòíïðîèçâ" äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí
ðåçóëüòàòà P èìååò âèä ðàâåíñòâà ïðîèçâîäíîé íóëþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Ñëåäóþùèé ïðèåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåáîëüøîå îáîáùåíèå äàííîãî
ïðèåìà:
∀abcjkxy(d

k−1y(x)/dxk−1 = c(x) & (a/c(x) + bd(ln c(x))/dx = 0) = P → a +
bdky(x)/dxk = 0 ↔ c(x) = 0 ∨ P )

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò âûðàæåíèå c(x), åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô". Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå ñëà-
ãàåìîå âûðàæåíèÿ a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðîáü, ÷èñëèòåëü êîòîðîé äåëèòñÿ íà
c(x). Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíàìåíàòåëè. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óñìïðîèçâîäíàÿ". Òðåáîâàíèÿ ê
ðåçóëüòàòó P - òå æå, ÷òî è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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2. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ïðîèçâîäíîé.
∀afx(−(df(x)/dx) + a = 0 ↔ d(−f(x))/dx+ a = 0)

∀afnx(−(dnf(x)/dxn) + a = 0 ↔ dn(−f(x))/dxn + a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
3. Âíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ ïîä çíàê ïðîèçâîäíîé.
∀abfx(adf(x)/dx+ b = 0 ↔ d(af(x))/dx+ b = 0)

Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèå a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ñëîæåíèå ïðîèçâîäíûõ.
∀afg(df(x)/dx+ dg(x)/dx+ a = 0 ↔ d(f(x) + g(x))/dx+ a = 0)

∀afgn(dnf(x)/dxn + dg(x)/dx+ a = 0 ↔ d(dn−1f(x)/dxn−1 + g(x))/dx+ a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
5. Îòáðàñûâàíèå îäíîìåñòíîé îïåðàöèè.
∀fg(df(g(x))/dx = 0 ↔ dg(x)/dx = 0)

Óêàçàòåëü "ñèìâîë(õ6)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé f ñ ñèìâîëîì
îäíîìåñòíîé îïåðàöèè. Ïåðåìåííàÿ g - ôóíêöèîíàëüíàÿ.
∀g(d(ln g(x))/dx = 0 ↔ dg(x)/dx = 0)

Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî, òàê êàê îí çàäàåòñÿ äâó-
ìåñòíîé îïåðàöèåé "ëîãàðèôì(a b)" ïðè a = e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ
ïðèåìîâ ðàâåí 1.

6. Óñòðàíåíèå èçáûòî÷íûõ ïîäñëó÷àåâ.
∀fk(d

kf(x)/dxk = 0 ∨ f(x) = 0 ↔ dkf(x)/dxk = 0)

∀fmn(0 < m− n→ dmf(x)/dxm = 0 ∨ dnf(x)/dxn = 0 ↔ dmf(x)/dxm = 0)

Óêàçàòåëü "÷àñòíïðîèçâ" â îáîèõ ïðèåìàõ îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ îáû÷-
íîé ïðîèçâîäíîé êàê êðàòíîé, èìåþùåé êðàòíîñòü åäèíèöà. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

7. Óñìîòðåíèå ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abfhkxy(h(x) = dk−1y(x)/dxk−1 & df(x)/dx− b = 0 & (d(f(x)h(x))/dx+ a = 0) =
P → f(x)dky(x)/dxk + bh(x) + a = 0 ↔ P )

Ïåðâûé àíòåöåäåíò óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî h(x) ñîâïàäàåò ñ dk−1y(x)/dxk−1. Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô". Âòîðîé àíòåöå-
äåíò ïðîâåðÿåò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ b ïðîèçâîäíîé âûðàæåíèÿ f(x). Çäåñü èñ-
ïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìïðîèçâîäíàÿ". Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óñìïðîèçâîäíàÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæ-
äûé ñîäåðæàùèé ñèìâîëû "ïðîèçâîäíàÿ" ëèáî "÷àñòíïðîèçâ" äèçúþíêòèâíûé
÷ëåí ðåçóëüòàòà P èìååò âèä ðàâåíñòâà ïðîèçâîäíîé íóëþ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

8. Óñìîòðåíèå ïðîèçâîäíîé ÷àñòíîãî.
∀abcdhkxy(h(x) = dk−1y(x)/dxk−1 & df(x)/dx+c = 0 & (d(h(x)/f(x))/dx+a = 0) =
P & d = (f(x))2 → f(x)dky(x)/dxk + ch(x) + ad = 0 ↔ P )



Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 278

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äîáàâèëñÿ ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò, èäåíòèôèöèðó-
þùèé d êàê f(x)2. Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Èíòåãðèðîâàíèå ñëàãàåìîãî, íå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.
∀fgh(

∫
g(x)dx = λx(h(x), x−÷èñëî) → df(x)/dx+g(x) = 0 ↔ d(f(x)+h(x))/dx =

0)

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Íèêàêàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå
x ðàññìàòðèâàåòñÿ âíóòðè âûðàæåíèÿ f(x), íå âñòðå÷àåòñÿ â g(x). Ëåâàÿ ÷àñòü
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë".

10. Óñìîòðåíèå ïðîèçâîäíîé ñòåïåíè.
∀abkxyP ((d(a(y(x))k+1)/dx+ b = 0) = P → a(y(x))kdy(x)/dx+ b = 0 ↔ P )

Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óñìïðîèçâîäíàÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð "îäíîðñòåïåíü" îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
äëÿ ñòåïåíè çàìåíû ïðè ðåøåíèè îáîáùåííî-îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ

Îáîáùåííî-îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå x
íà kx è y(x) íà kmy(x). ×òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòð m, îïðåäåëÿþòñÿ ïîêàçàòåëè
A1, . . . , Ap ñòåïåíåé, â êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ k áóäåò âõîäèòü â ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ
ïîñëå äàííîé çàìåíû, è ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé A1 = . . . = Ap. Èìåííî ýòó
ðàáîòó è âûïîëíÿåò ñèíòåçàòîð "îäíîðñòåïåíü". Ïðåäâàðèòåëüíî â óðàâíåíèè ðàñ-
êðûâàþòñÿ ñêîáêè. Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó èìååò âèä "îäíîðñòåïåíü(a, b)", ãäå
a - ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (ïðàâàÿ ÷àñòü íóëåâàÿ), b - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòî-
ðîé ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ïðè îáðàùåíèè ñèíòåçàòîðó
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ - êîììåíòàðèé (ïåðåìåííûå m x y). Çäåñü
m - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ. Îáðàáîòêà
îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî âûðàæåíèÿ a äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè Ai âûïîë-
íÿåòñÿ åùå îäíèì âñïîìîãàòåëüíûì ñèíòåçàòîðîì - "äèôôñòåïåíü", êîòîðûé áóäåò
ïðèâåäåí íèæå. Ñîáñòâåííî ñèíòåçàòîð "îäíîðñòåïåíü" èìååò âñåãî äâà ïðèåìà, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ øàã è çàâåðøåíèå ðåêóðñèè ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé:

1. Ñëó÷àé äâóõ ñëàãàåìûõ.
∀abpq(äèôôñòåïåíü(a, p) & äèôôñòåïåíü(b, q) → îäíîðñòåïåíü(a+ b, p = q))

Âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò çàãîëîâêà "ïëþñ". Óêàçàòåëü "ïåðâûéòåðì(. . .)" èäåí-
òèôèöèðóåò a êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå. Îáà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçà-
òîðîì "äèôôñòåïåíü".

2. Ñëó÷àé áîëåå ÷åì äâóõ ñëàãàåìûõ.
∀abcdpqr(äèôôñòåïåíü(a, p) & äèôôñòåïåíü(c, q) & b = c+d& îäíîðñòåïåíü(b, r) →
îäíîðñòåïåíü(a+ b, p = q & r))

Óêàçàòåëü "ïåðâûéòåðì(ôèêñ(0 1 1))" èäåíòèôèöèðóåò a êàê ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå ñóììû. Òðåòèé àíòåöåäåíò, ñ ó÷åòîì óêàçàòåëÿ "ïåðâûéòåðì(ôèêñ(3 2 1))",
èäåíòèôèöèðóåò c êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé íåâûðîæäåííîé ñóììû b.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè.
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Ñèíòåçàòîð "äèôôñòåïåíü"îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïðè âñïîìî-
ãàòåëüíîì ïàðàìåòðå

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó èìååò âèä "äèôôñòåïåíü(a b)", ãäå a - ñëàãàåìîå ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ, b - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ. Åé áóäåò ïðèñâàèâàòüñÿ ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè kb âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà k, âîçíèêàþùåé ïîñëå ïîäñòàíîâêè x → kx,
y(x) → kmy(x). Îïðåäåëÿþùèé ïåðåìåííûå m,x, y êîììåíòàðèé (ïåðåìåííûå . . .)
áåç èçìåíåíèé ïåðåäàåòñÿ îò ñèíòåçàòîðà "îäíîðñòåïåíü".

1. Ðàññìîòðåíèå ñòåïåíè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.
∀amnx(äèôôñòåïåíü(a,m) → äèôôñòåïåíü(xna,m+ n))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Àíòåöåäåíò ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

2. Îòáðàñûâàíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ.
∀abm(äèôôñòåïåíü(b,m) → äèôôñòåïåíü(ab,m))

Ìíîæèòåëü a íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x.
3. Ðàññìîòðåíèå ñòåïåíè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.
∀amnpxy(äèôôñòåïåíü(a, p) → äèôôñòåïåíü((y(x))na, p+ nm))

4. Ðàññìîòðåíèå ñòåïåíè ïðîèçâîäíîé.
∀amnpkxy(äèôôñòåïåíü(a, p) → äèôôñòåïåíü((dky(x)/dxk)na, p+ n(m− k)))

Óêàçàòåëü "÷àñòíïðîèçâ" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé
êàê "êðàòíîé", èìåþùåé êðàòíîñòü åäèíèöà.

5. Ðàññìîòðåíèå êîíñòàíòû.
∀a(äèôôñòåïåíü(a, 0))

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x.

Íîðìàëèçàòîð "äâîéíàÿçàìåíà" îäíîâðåìåííîé çàìåíû â äèôôåðåíöè-
àëüíîì óðàâíåíèè íåèçâåñòíîé è âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé

Íîðìàëèçàòîð îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ çàìåíó â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè
U âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x íà âûðàæåíèå f(t), à íåèçâåñòíîé y(x) - íà âûðàæåíèå
g(z(t), t). Çäåñü t - íîâàÿ âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ, z - íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ. Íîðìàëè-
çàòîðó ïåðåäàþòñÿ äâà âõîäíûõ êîììåíòàðèÿ - (ïåðåìåííàÿ x t f(t)) è (ôóíêöèÿ y z
g(z(t), t)).

1. Çàìåíà ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.
∀axy(y(x) = a)

Ïåðåìåííûå x, y è âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóþòñÿ âõîäíûìè êîììåíòàðèÿìè
(ôóíêöèÿ y b a), (ïåðåìåííàÿ x c d). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïðèåì íå çàòðàãèâàåò
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè y, òàê êàê ïîä ïðîèçâîäíîé (îáû÷íîé ëèáî êðàòíîé)
ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðàæåíèå y(u) äëÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé u.
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2. Çàìåíà ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
∀abfgtxy(a = f(t) & b = g(t) → dy(x)/dx = (df(t)/dt)/(dg(t)/dt))

Èñïîëüçóþòñÿ âõîäíûå êîììåíòàðèè (ôóíêöèÿ y d a), (ïåðåìåííàÿ x t b). Àí-
òåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå f, g. Ýòî íóæíî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ âíóòðè ïðîèçâîäíûõ df(t)/dt, dg(t)/dt òåðìîâ f(u), g(u), ãäå u - âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ. Çàìåíÿþùàÿ äðîáü îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷à-
ëà íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô", èñêëþ÷àþùèì ïðîèçâîäíûå îò ñëîæíûõ âû-
ðàæåíèé ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé, à çàòåì óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå.

3. Çàìåíà ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî.
∀bfgtxy(b = f(t) & dn−1y(x)/dxn−1 = g(t) → dny(x)/dxn = (dg(t)/dt)/(df(t)/dt))

Èñïîëüçóþòñÿ âõîäíûå êîììåíòàðèè (ôóíêöèÿ y d c), (ïåðåìåííàÿ x t b). Ëå-
âàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìäèôô",
"äâîéíàÿçàìåíà". Ïåðâûé èç íèõ íóæåí äëÿ çàìåíû êðàòíîé ïðîèçâîäíîé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà íà îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ. Çàìåíÿþùàÿ äðîáü îáðàáàòûâàåòñÿ òàê
æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå.

4. Çàìåíà âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé.
Ïðåäøåñòâóþùèå ïðèåìû èìåëè óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1. Îñòàòî÷íûå âõîæäå-
íèÿ ñòàðîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé óñòðàíÿþòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀ax(x = a)

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x c a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷ïàðàì" âûíåñåíèÿ íàðóæó ñòåïåíè ïàðàìåòðà, ââå-
äåííîãî äëÿ óñìîòðåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â ïðèåìå, óñìàòðèâàþùåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Îí
ïîëó÷àåò âõîäíîé êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ k), óêàçûâàþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ïà-
ðàìåòð k. Ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðàâëåíû íà âûíåñåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà â îòäåëüíûé
ñòåïåííîé ìíîæèòåëü ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Íîðìàëèçàòîð íå ÿâëÿåòñÿ êîðíå-
âûì.

1. Ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abc((ab)

cd = acbcd)

Èñïîëüçóåòñÿ âõîäíîé êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ a).
2. Ôàêòîðèçàöèÿ ñóììû â îñíîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ.
∀abcdefp(a+ b = ced→ p(a+ b)f = pcefdf )

Èñïîëüçóåòñÿ âõîäíîé êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ c). Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ôàêòîðèçàöèÿ".
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2.2.2 Îòáðàñûâàíèå íåñóùåñòâåííûõ óñëîâèé

Êîãäà óðàâíåíèå ïðîèíòåãðèðîâàíî, îòáðàñûâàþòñÿ íåíóæíûå äàëåå óñëîâèÿ, óêà-
çûâàþùèå ÷èñëåííûé òèï çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ:
∀nxy(d

ny(x)/dxn − ÷èñëî)
∀xy(dy(x)/dx− ÷èñëî)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, íå èìåþùåé âõîæäåíèé óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñâîè óñëîâèÿ. Ïåðåìåííàÿ
y - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2.2.3 Ó÷åò îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñò-

íîé ôóíêöèè â òî÷êå

Ïîñëå òîãî, êàê óðàâíåíèå ïðîèíòåãðèðîâàíî è íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ çíà÷å-
íèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè y â âàðüèðóåìîé òî÷êå x, áûòü ìîæåò, ñîäåðæàùåå ïðîèç-
âîëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðîèñõîäèò ó÷åò îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â êîí-
êðåòíûõ òî÷êàõ a:
∀afnxy(y(x) = f(x) → dny(a)/dan = dnf(a)/dan)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
(ñâÿçêà . . .). Óêàçàòåëü "÷àñòíïðîèçâ" ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé îáû÷íûõ
ïðîèçâîäíûõ. Ïåðåìåííàÿ x âàðüèðóåìàÿ, y - íåèçâåñòíàÿ. Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â
êîíòåêñòå; ôàêòè÷åñêè, îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óñëîâèåì çàäà÷è. Âûðàæåíèå
f(x) íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íåñóùåñòâåííûå
íåèçâåñòíûå ñóòü ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Âûðàæåíèå a äëÿ òî÷êè äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ íå ñîäåðæèò x. Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2.2.4 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Èíòåãðèðîâàíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè

Ïðèâîäèìûé íèæå ïðèåì ñëåäóåò ñòàíäàðòíîé ñõåìå äåéñòâèé: ñîñòàâëÿåòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí; ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçëîæåíèå åãî íà ìíîæèòåëè (âîîáùå
ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå); ïî ðàçëîæåíèþ íàõîäèòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, è äà-
ëåå âûïèñûâàåòñÿ îáùåå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âñïîìîãàòåëü-
íûå ñèíòåçàòîðû è íîðìàëèçàòîðû, êîòîðûå áóäóò îòäåëüíî îïèñàíû íèæå. Òåîðåìà
ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∀abdkmnpqxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(adky(x)/dxk + b, p) & q = p & áàçèñðåøåíèé(q, d) & d =
{;m} & l(m) = n → adky(x)/dxk + b = 0 ↔ ∃c(y(x) =

∑n
i=1(c(i)m(i)) & ∀i(i ∈

{1, . . . , n} → c(i)− ÷èñëî)))
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà . . .". Ïå-
ðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "õàðàêòìíîãî÷ëåí". Ïîëó÷àÿ â êà÷åñòâå âõîä-
íîãî äàííîãî ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíàÿ y), ýòîò ñèíòå-
çàòîð óáåæäàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, è
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ñîñòàâëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí p îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåò ìíîãî÷ëåí p ãðóïïîé íîðìàëèçàòîðîâ. Ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿ
íîðìàëèçàòîð "âèäÓìíîæåíèå", ÿâëÿþùèéñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûì àíàëîãîì îáû÷íî-
ãî íîðìàëèçàòîðà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå". Çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ
íîðìàëèçàòîð "íîðìâåùåñòâ", ïðåîáðàçóþùèé â âåùåñòâåííîçíà÷íûå âåðñèè òå êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûå îïåðàöèè (ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ò.ï.), âñå îïåðàíäû êîòîðûõ âåùå-
ñòâåííû. Íàêîíåö, ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "Êîðíè", îáåñïå÷èâàþùèé ïðåîáðàçî-
âàíèå êàæäîãî ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî x ìíîæèòåëÿ ê âèäó (x+A) è îòáðàñûâàíèå
âñåõ ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé. Âñå ýòè íîðìàëèçàòîðû ñâÿçàíû ñ êîìïëåêñíîçíà÷íû-
ìè îïåðàöèÿìè è áóäóò îïèñàíû â ðàçäåëàõ ìîíîãðàôèè, ïîñâÿùåííûõ ïðèåìàì ïî
êîìïëåêñíîìó àíàëèçó. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "áàçèñðå-
øåíèé", ïîëó÷àþùèì â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ ðåçóëüòàò q óêàçàííîé îáðàáîòêè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Åñëè q ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèé âèäà (x + Ai)

Ni , òî âûõîäíîé ïåðåìåííîé ñèí-
òåçàòîðà ïðèñâàèâàåòñÿ êîíå÷íûé ñïèñîê d âûðàæåíèé, çàäàþùèõ áàçèñ ðåøåíèé
(â ôîðìàòå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà). ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò íàáîð m
ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ïÿòûé - äëèíó íàáîðà. Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå(õ3
õ14)" îïðåäåëÿåò âûáîð ñïèñêà c èç n íîâûõ ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷àþùèõ ïðîèçâîëü-
íûå ïîñòîÿííûå, è äàëåå âûïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò ïðè ýòîì ðàçâåðòêó êîíå÷íîé ñóììû â
îáû÷íóþ ñóììó , à êâàíòîðà îáùíîñòè - â êîíúþíêöèþ. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ïðè ïîìîùè ñèíòåçàòîðà "ëèí÷àñòíðåøåíèå"

Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, àíàëîãè÷íûé ïðåäûäóùåìó.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñîçäàí ñèíòåçàòîð "ëèí÷àñòíðåøåíèå", êîòîðûé
áóäåò îïèñàí íèæå.
∀abdkmnpquvxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(adky(x)/dxk +b, p) & q = p & áàçèñðåøåíèé(q, d) & d =
{;m} & l(m) = n & ëèí÷àñòíðåøåíèå(adky(x)/dxk + b = u, v) → adky(x)/dxk + b =
u↔ ∃c(y(x) = v +

∑n
i=1(c(i)m(i)) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → c(i)− ÷èñëî)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ ñ ïàðàìåòðàìè âèä áàçèñà
ðåøåíèé d ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Òîãäà d áó-
äåò îïðåäåëÿòüñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì, è äëÿ âûïèñûâàíèÿ ðåøåíèé ïîíàäîáèòñÿ
ðàçáîð ñëó÷àåâ. Çäåñü ñðàáàòûâàåò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abdefgkpqxP (õàðàêòìíîãî÷ëåí(adky(x)/dxk + b, p) & q = p & áàçèñðåøåíèé(q, d) & d =
(f ïðè P, èíà÷å g) & adky(x)/dxk + b = u→ P ∨ ¬P )

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîäóñëîâèÿ". Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòà-
ðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Çàìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû
îáðàùåíèé ê ñèíòåçàòîðàì è íîðìàëèçàòîðàì, íåîáõîäèìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ áàçèñà
ðåøåíèé, ñîõðàíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ áóôåðàõ. Ïîýòîìó â êàæäîì èç ïîäñëó-
÷àåâ îíè áóäóò áðàòüñÿ ãîòîâûìè, áåç äóáëèðîâàíèÿ òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé.

Óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè

1. Óðàâíåíèå Ýéëåðà.
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Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:
∀ftxyQ((f = 0) = Q(y(t), t) → f = 0 ↔ Q(y(x), ln |x|))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â óðàâíåíèè ïðîèçâåäåíèÿ êðàòíîé ïðîèçâîäíîé íåêîòîðîãî ïîðÿäêà k
íà ñòåïåíü xk. Äàëåå ôèëüòðû ïðîâåðÿþò, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíîé i-ãî ïîðÿäêà íà xi ñ ïîñòî-
ÿííûì êîýôôèöèåíòîì, ëèáî íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ y(x) ñ ïîñòîÿííûì êîýô-
ôèöèåíòîì. Çäåñü ñîçäàíû òðè ôèëüòðà: äëÿ ñëàãàåìûõ ñ êðàòíîé ïðîèçâîäíîé,
ñ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé è ñëàãàåìûõ, íå èìåþùèõ ïðîèçâîäíûõ. Âûáèðàåòñÿ íî-
âàÿ ïåðåìåííàÿ t, è ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ f ïðè ôîðìèðîâàíèè ëåâîé ÷àñòè àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîâïðîèçâ" äëÿ çàìåíû x = exp(t).
Åìó ïåðåäàþòñÿ âõîäíûå êîììåíòàðèè (íîâïðîèçâ x t exp(−t)) è (ïåðåìåííàÿ x
exp(t)). Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô", îïóñêàþùèì
ïðîèçâîäíûå äî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Äàëåå ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà ðàçðå-
øàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé y ïðè âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé t. Øàáëîí
Q(. . .) â ïðàâîé ÷àñòè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè óêàçàòåëÿ
"íîâàðãóìåíò(õ41 õ19 ôèêñ)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ ñîçäàí òàêîé æå ïðèåì, íî â çàìåíÿþùåì òåðìå ìîäóëü ïðè x
îòñóòñòâóåò:
∀fgtxyQ((f = g(exp t)) = Q(y(t), t) → f = g(x) ↔ Q(y(x), lnx))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü òîæå ðàâåí 2.
2. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå ê âèäó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Èíîãäà óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, åñëè ïîäåëèòü åãî ëå-
âóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x:
∀abcknptxy(px

kdky(x)/dxk + xk−na = c→ pxndky(x)/dxk + a = b↔ c = xk−nb)

Ïåðåìåííûå n, k èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàí-
òàìè. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò îáðàáîòêó ñëó÷àÿ n = 0. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäûé ñîäåðæàùèé x ñîìíîæèòåëü ñëàãàåìîãî ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ïðîèçâîäíóþ (êðàòíóþ èëè îáû÷íóþ), ëèáî íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ, ëèáî ñòåïåíü ïåðåìåííîé x. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ äîìíîæåíèåì íà xk−n. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c óäîâëåòâîðÿ-
åò âñåì óñëîâèÿì íà ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 6.

3. Çàìåíà íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â ëèíåéíîì óðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ñäåëàòü ñòàíäàðòíóþ çàìåíó íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
y(x) = exp(−

∫
(b(x)/a(x))dx/2)z(x) è ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå

èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû:
∀abcpqrxyQ(

∫
(b(x)/a(x))dx = λx(q(x), x− ÷èñëî) & − d(b(x)/(2a(x)))/dx−

(b(x))2/(4(a(x))2)+c(x)/a(x) = r & (d2y(x)/dx2+ry(x) = p(x)/a(x)) = Q(y(x)) →
a(x)d2y(x)/dx2 + b(x)dy(x)/dx+ c(x)y(x) = p(x) ↔ Q(y(x) exp(q(x)/2)))

Âûðàæåíèÿ a(x), b(x), c(x), p(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Õîòÿ áû îäèí èç êî-
ýôôèöèåíòîâ a(x), b(x), c(x) çàâèñèò îò x. Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îá-
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ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÈíòåãðàë". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöå-
äåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò ïðè íîâîé íåèçâåñòíîé z(x), âîçíèêàþ-
ùèé ïîñëå çàìåíû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò r íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x. Ëåâàÿ ÷àñòü
òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
çàìåíû. Ïðè ýòîì íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ z ïåðåîáîçíà÷åíà íà y - äëÿ ýêîíîìèè èñ-
ïîëüçóåìûõ ïðèåìîì ïåðåìåííûõ. Íîâîå óðàâíåíèÿ ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y ñ
ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ê ñàìîñîïðÿæåííîìó âè-
äó è èñêëþ÷åíèå â íåì ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.
Èñïîëüçóåòñÿ åùå îäèí ñòàíäàðòíûé ñïîñîá: äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî
óðàâíåíèÿ îáå ÷àñòè äîìíîæàþòñÿ íà exp(

∫
(b(x)/a(x))dx)/a(x), è äàëåå èñïîëü-

çóåòñÿ çàìåíà t =
∫

(exp(−
∫

(b(x)/a(x))dx)dx).
∀abcmnrQ(

∫
(b(x)/a(x))dx = λx(m(x), x− ÷èñëî) & c(x)/a(x) exp(2m(x)) = r

& (d2y(x)/dx2 + ry(x) = 0) = Q(y(x), x) &
∫

exp(−m(x))dx = λx(n(x), x −
÷èñëî) → a(x)d2y(x)/dx2 + b(x)dy(x)/dx+ c(x)y(x) = 0 ↔ Q(y(x), n(x)))

Ëåâûå ÷àñòè ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè "íîðìÈíòåãðàë". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò r íå ñî-
äåðæèò x. Íîâîå óðàâíåíèå â ëåâîé ÷àñòè òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ðåøàåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî y ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

Ñèíòåçàòîð "õàðàêòìíîãî÷ëåí"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "õàðàêòìíîãî÷ëåí(a b)", ãäå çíà÷åíèåì âõîäíîé
ïåðåìåííîé a ñëóæèò ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, à âûõîäíîé ïåðåìåííîé b ïðèñâàè-
âàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé ìíîãî÷ëåíà áåðåòñÿ
âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ óðàâíåíèÿ. Äîïîëíèòåëüíûå âõîäíûå äàííûå ââîäÿòñÿ ÷å-
ðåç êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíàÿ y), óêàçûâàþùèé íåèçâåñòíóþ óðàâíåíèÿ. Ñèíòåçàòîð
èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.
∀abckxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(a, b) → õàðàêòìíîãî÷ëåí(a+ cdky(x)/dxk, b+ cxk))

Âõîäíîé êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíàÿ y) èäåíòèôèöèðóåò íåèçâåñòíóþ y. Óêàçà-
òåëü "÷àñòíïðîèçâ" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé (k =
1). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x, y íå âõîäÿò â âûðàæåíèå c. Àíòåöåäåíò âûïîëíÿåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå ê òîìó æå ñàìîìó ñèíòåçàòîðó.

2. Ñëàãàåìîå ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé.
∀abxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(a+ by(x), b))

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé y.
3. Îñòàòî÷íûå ñëàãàåìûå.
∀a(õàðàêòìíîãî÷ëåí(a, 0))

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò y.
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Ñèíòåçàòîð "áàçèñðåøåíèé"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "áàçèñðåøåíèé(a b)", ãäå çíà÷åíèåì âõîäíîé ïå-
ðåìåííîé a ñëóæèò ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ìíî-
æèòåëè âèäà (x + a)n. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü, åñëè îí èìåëñÿ, ïðåäâàðèòåëüíî îò-
áðîøåí. Äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå êàê âåùåñòâåííûõ, òàê è êîìïëåêñíûõ a, ïðè÷åì â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå âìåñòî âåùåñòâåííîçíà÷íîé ñóììû "ïëþñ" áåðåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷-
íàÿ ñóììà "Ïëþñ". Àíàëîãè÷íî, âìåñòî ñèìâîëîâ "óìíîæåíèå" è "ñòåïåíü" â êîì-
ïëåêñíîçíà÷íîì ñëó÷àå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëû "Óìíîæåíèå" è "Ñòåïåíü".
Ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ îáðàáîòêà äàííûõ, êîãäà a åñòü óñëîâíîå âûðàæåíèå, îïðåäåëÿ-
þùåå, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Äîïîëíèòåëüíàÿ âõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ
ïåðåäàåòñÿ ñèíòåçàòîðó ÷åðåç êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), óêàçûâàþùèì ïåðåìåí-
íóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Çíà÷åíèåì âûõîäíîé ïåðåìåííîé b ñòàíîâèò-
ñÿ âûðàæåíèå {A1, . . . , Ak}, ãäå Ai - âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ
ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Ñèíòåçàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî êîðíÿ.
∀abcnx(a − ÷èñëî & áàçèñðåøåíèé(b, c) → áàçèñðåøåíèé((x + a)nb, sety(∃i(i ∈
{0, . . . , n− 1} & y = xi exp(−ax))) ∪ c))
Ñîçäàíû äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà òåì, ÷òî ó îäíî-
ãî èç íèõ óìíîæåíèå âåùåñòâåííîåçíà÷íîå, à ó äðóãîãî - êîìïëåêñíîçíà÷íîå. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëîæåíèå è ñòåïåíü - âåùåñòâåííîçíà÷íûå. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé åäèíèöå. Ïðîâåðÿåòñÿ
íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ïåðåìåííàÿ x). Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâ-
íîå îáðàùåíèå ê òîìó æå ñàìîìó ñèíòåçàòîðó. Óêàçàòåëü "èëè(. . .)"îïðåäåëÿåò
ðàçâåðòêó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ y = A1, . . . , y = An.
Ïîñëå ýòîãî íîðìàëèçàòîð "íîðìêëàññ" ïðåîáðàçóåò îïèñàòåëü ê âèäó êîíå÷-
íîãî ñïèñêà, ïîïîëíÿÿ íàéäåííîå ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè âûðàæåíèå c
ýëåìåíòàìè A1, . . . , An.

2. Ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî êîðíÿ.
∀abcdnx(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & áàçèñðåøåíèé(c, d) → áàçèñðåøåíèé((x + a +
bi)nc, sety(∃i(i ∈ {0, . . . , n− 1} & y = xi cos(−bx) exp(−ax))) ∪ d))
∀abcdnx(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & áàçèñðåøåíèé(c, d) → áàçèñðåøåíèé((x + a −
bi)nc, sety(∃i(i ∈ {0, . . . , n− 1} & y = xi sin(−bx) exp(−ax))) ∪ d))
Òàê êàê èìååòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé, äàþùèõ ïàðó ñåðèé
áàçèñíûõ ðåøåíèé - äëÿ êîñèíóñà è äëÿ ñèíóñà, òî óäîáíî èñïîëüçîâàòü êî-
ðåíü ñ ïîëîæèòåëüíûì (íàïðèìåð) êîýôôèöèåíòîì ïðè ìíèìîé åäèíèöå äëÿ
ïîðîæäåíèÿ ñåðèè ñ êîñèíóñîì, à êîðåíü ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì -
äëÿ ïîðîæäåíèÿ ñåðèè ñ ñèíóñîì. Òîãäà çàïèñü íà ÃÅÍÎËÎÃå óïðîùàåòñÿ. Â
îñòàëüíîì ïðèåìû àíàëîãè÷íû âåùåñòâåííîçíà÷íîìó ñëó÷àþ.

3. Êîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåêóðñèè ââåäåí ïðèåì, îáðàáàòûâàþùèé êîíñòàíòíîå âûðà-
æåíèå:
∀a(áàçèñðåøåíèÿ(a, ∅))
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Çäåñü âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûé ìíî-
æèòåëü âî âõîäíûõ äàííûõ óæå áûë îòáðîøåí, òàê ÷òî ôàêòè÷åñêè a âñåãäà
áóäåò ðàâíî åäèíèöå.

4. Óñëîâíîå âûðàæåíèå.
∀abcdP (áàçèñðåøåíèé(a, c) & áàçèñðåøåíèé(b, d) → áàçèñðåøåíèé((a ïðè P,
èíà÷å b), (c ïðè P, èíà÷å d)))
Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ.

Ñèíòåçàòîð "ëèí÷àñòíðåøåíèå"

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó èìååò âèä "ëèí÷àñòíðåøåíèå(a b)", ãäå a - ëèíåéíîå íåîä-
íîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, b - âû-
õîäíàÿ ïåðåìåííàÿ. Åé ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèÿ ÷àñòíîãî
ðåøåíèÿ. Ñèíòåçàòîðó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âõîäíûå äàííûå - êîììåíòàðèè
(íåèçâåñòíàÿ y) è (ïåðåìåííàÿ x), óêàçûâàþùèå íà íåèçâåñòíóþ è âàðüèðóåìóþ ïå-
ðåìåííóþ.

1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàñïîëîæåíà ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ axk, òî ñîñòàâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåâîé ÷àñòè, íà-
õîäèòñÿ êðàòíîñòü p åãî êîðíÿ x = 0, è ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå xpQ(x),
ãäå Q - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. Ýòè äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀abcdfkpqxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(f(y(x)), b) & b = xpc & (∀i(i ∈ {1, . . . , k + 1} →
q(i) − ÷èñëî) & f(

∑k
i=0 q(i + 1)xi+p) = axk) = ∀i(i ∈ {1, . . . , k + 1} → q(i) =

d(i)) → ëèí÷àñòíðåøåíèå(f(y(x)) = axk,
∑k

i=0 d(i+ 1)xi+p))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èçâëåêàåò âõîäíûå êîììåíòàðèè (íåèçâåñòíàÿ y), (íå-
èçâåñòíàÿ x) è òàêèì îáðàçîì èäåíòèôèöèðóåò ïåðåìåííûå x, y. Ïåðåìåííàÿ
k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåîòðèöàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé; óêàçàòåëü
(ïîäñòàíîâêà . . .) ðàçðåøàåò åé îáðàùàòüñÿ â íîëü. Êîýôôèöèåíò a íå ñîäåð-
æèò ïåðåìåííîé x. Óêàçàòåëü "ôóíêàðãóìåíò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
ôóíêöèîíàëüíîãî øàáëîíà f(y(x)) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèç-
âîäíûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y áóäóò áðàòüñÿ íå â òî÷êå x, à âî âñïîìîãàòåëüíûõ
òî÷êàõ t, ñâÿçàííûõ âíåøíèì îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó "õàðàêòìíîãî÷ëåí" äëÿ íàõîæäå-
íèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà b. Ýòîò ìíîãî÷ëåí ñðàçó æå îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå" (ðàçëîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ìíîæèòå-
ëè) è íîðìàëèçàòîðîì "Êîðíè" (ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé ê âèäó,
â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí åäèíèöå). Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëÿåò ñî-
ìíîæèòåëü ìíîãî÷ëåíà, èìåþùèé âèä xp. Òàêèì îáðàçîì íàõîäèòñÿ êðàòíîñòü
êîðíÿ x = 0. Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóï-
íîñòü óñëîâèé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ÷àñòíîãî ðåøå-
íèÿ ñ íåîïðåäåëåííûìè ïîêà êîýôôèöèåíòàìè q(1), . . . , q(k+1). Êîíå÷íàÿ ñóì-
ìà â íåé âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íàÿ ñóììà.
Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå(õ16 ïëþñ(õ11 1))" îïðåäåëÿåò âûáîð ñïèñêà íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ. Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ q(1), . . . q(k+ 1) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", ò.å.
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé ðàâåíñòâ q(1) = d(1), . . . , q(k + 1) = d(k + 1).
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Ïîñëå ýòîãî (òîæå ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "ðàçâåðòêà") îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòè-
ðóþùàÿ ñóììà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ýêñïîíåíòà.
∀abcdfkmnpqxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(f(y(x)), b) & b = (x − m)pc & (∀i(i ∈ {1, . . . , k +

1} → q(i)− ÷èñëî) & f(
∑k

i=0 q(i+ 1)xi+p exp(mx)) = axk exp(mx)) =
∀i(i ∈ {1, . . . , k + 1} → q(i) = d(i)) & n = axk → ëèí÷àñòíðåøåíèå(f(y(x)) =
n exp(mx),

∑k
i=0 d(i+ 1)xi+p exp(mx)))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Ïðè ýòîì èäåíòèôèêàöèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ ïðîõîäèò â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà â íåé âûäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëü exp(mx).
Çàòåì ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðàçáèâàåò îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå n íà íå çàâè-
ñÿùèé îò x êîýôôèöèåíò a è ñòåïåíü xk, áûòü ìîæåò, âûðîæäåííóþ.

3. Ñèíóñ è êîñèíóñ.
∀abcdefkmnpqsxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(f(y(x)), b) & b = (x−m−ni)pc & (∀i(i ∈ {1, . . . ,
k+ 1} → q(i)− ÷èñëî & s(i)− ÷èñëî) & f(exp(mx)

∑k
i=0(x

i+p · (q(i+ 1) cos(nx) +
s(i + 1) sin(nx)))) = axk exp(mx) cos(nx)) = (∀i(i ∈ {1, . . . , k + 1} → q(i) =
d(i)) & ∀i(i ∈ {1, . . . , k + 1} → s(i) = e(i))) & u = v exp(mx) & v = axk →
ëèí÷àñòíðåøåíèå(f(y(x)) = u cos(nx), exp(mx)

∑k
i=0(x

i+p(d(i+ 1) cos(nx) + e(i+
1) sin(nx)))))

∀abcdefkmnpqsxy(õàðàêòìíîãî÷ëåí(f(y(x)), b) & b = (x−m−ni)pc & (∀i(i ∈ {1, . . . ,
k+ 1} → q(i)− ÷èñëî & s(i)− ÷èñëî) & f(exp(mx)

∑k
i=0(x

i+p · (q(i+ 1) cos(nx) +
s(i + 1) sin(nx)))) = axk exp(mx) sin(nx)) = (∀i(i ∈ {1, . . . , k + 1} → q(i) =
d(i)) & ∀i(i ∈ {1, . . . , k + 1} → s(i) = e(i))) & u = v exp(mx) & v = axk →
ëèí÷àñòíðåøåíèå(f(y(x)) = u sin(nx), exp(mx)

∑k
i=0(x

i+p(d(i+ 1) cos(nx) + e(i+
1) sin(nx)))))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ïðè ýòîì âìåñòî îäíîé ñå-
ðèè íîâûõ ïåðåìåííûõ ââîäÿòñÿ äâå ñåðèè - q è s. Êðîìå òîãî, ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ èäåíòèôèöèðóåòñÿ íå â äâà, à â òðè ýòàïà (ñì. äâà ïîñëåäíèõ àí-
òåöåäåíòà). Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ m = 0, k = 0, p = 0. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Íåçàâèñèìîå ðàññìîòðåíèå ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Åñëè â ïðàâîé
÷àñòè ðàñïîëîæåíà ñóììà, òî äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî íàõîäèòñÿ ñâîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå, è äàëåå îíè ñóììèðóþòñÿ:
∀abcde(ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = b, d) & ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = c, e) → ëèí÷àñòíðå-
øåíèå(a = b+ c, d+ e))

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ. Ýòî èäåíòèôèöèðóåò åãî êàê ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ. Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðàâîé ÷àñòè ê âèäó ñóììû.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ äâà äåéñòâèÿ - ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììû.
Äëÿ ýòîãî ñëóæàò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
∀abcden(e = a(b + c)n + d & ëèí÷àñòíðåøåíèå(p = e, f) → ëèí÷àñòíðåøåíèå(p =
a(b+ c)n + d, f))
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∀abcdn(d = a(sin b)n + c & ëèí÷àñòíðåøåíèå(p = d, f) → ëèí÷àñòíðåøåíèå(p =
a(sin b)n + c, f))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Â ïåðâîì ïðèå-
ìå ëèáî a, ëèáî n îòëè÷íî îò åäèíèöû. Âî âòîðîì ïðèåìå - ëèáî n îòëè÷íî
îò åäèíèöû, ëèáî a èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñèíóñ èëè êîñèíóñ. Óêàçàòåëü
"âàðèàíò(. . .)" ðàçðåøàåò ïðèìåíÿòü ýòîò ïðèåì, åñëè âìåñòî ñèíóñà ñòîèò êî-
ñèíóñ. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âî âòîðîì ïðèåìå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "âèäóìíîæåíèå", âêëþ÷àþùèì ïðèåìû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé â ñóììû. Âòîðîé àíòåöåäåíò ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

6. Óñòðàíåíèå êîíñòàíòíîãî çíàìåíàòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè.
∀abcde(ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = (b/c)d, e) → ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = (bd/c), e))

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ y, âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìîé
ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîìíî-
æèòåëåé, íå ñîäåðæàùèõ x. Ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè, ðåàëèçóåìîì àíòå-
öåäåíòîì, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñ äðîáíûì
êîíñòàíòíûì êîýôôèöèåíòîì b/c. Ýòî ïîäãîòàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíå-
íèÿ îïèñàííûõ âûøå ïðèåìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïåðåíåñåíèå ýêñïîíåíòû èç çíàìåíàòåëÿ â ÷èñëèòåëü.
∀abcde(ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = b exp(−d)/c, e) →
ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = b/(c exp d), e))

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ, âûðàæåíèå d - âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ïåðåõîä ê îñíîâàíèþ ñòåïåíè "å".
∀abcde(ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = b exp(d ln c), e) → ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = bcd, e))

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ. Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âû-
ðàæåíèåì, íå ñîäåðæàùèì âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé è îòëè÷íûì îò ÷èñëà "å".
Âûðàæåíèå d ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

9. Îïðåäåëåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
∀abcdmnpqvz(õàðàêòìíîãî÷ëåí(a, b) & b = c & áàçèñðåøåíèé(c, d) & d = {;m} &
l(m) = n & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →

∑n
j=1(z(j)d

i−1m(j)/dxi−1) = (p ïðè i = n,

èíà÷å 0)) = ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → z(i) = v(i)) & q =
∑n

i=1(m(i)
∫
v(i)dx) →

ëèí÷àñòíðåøåíèå(a = p, q))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò ïî âõîäíûì êîììåíòàðèÿì ïåðå-
ìåííûå x, y. Â êà÷åñòâå a áåðåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò y. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí b, âòîðîé - îáðàùà-
åòñÿ ê íîðìàëèçàòîðàì "âèäÓìíîæåíèå" è "Êîðíè" äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàíäàðòíî-
ãî ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè. Òðåòèé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò
êîíå÷íûé ïåðå÷åíü d âûðàæåíèé äëÿ çíà÷åíèé áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò
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íàáîð d ýòèõ âûðàæåíèé, ïÿòûé - îïðåäåëÿåò åãî äëèíó n. Äàëåå, ñîãëàñíî
óêàçàòåëþ "ïåðåìåííûå(õ25 õ14)", âûáèðàåòñÿ ñïèñîê z èç n íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ. Îíè áóäóò îáîçíà÷àòü ïåðâûå ïðîèçâîäíûå âàðüèðóåìûõ ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ. Ëåâàÿ ÷àñòü øåñòîãî àíòåöåäåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Êâàíòîð îáùíîñòè çäåñü
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíúþíêöèþ ðàâåíñòâ. Ïðî-
èçâîäíûå, ÿâëÿþùèåñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè íåèçâåñòíûõ z(j), îáðàáàòûâàþò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô" è çàòåì óïðîùàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíûõ z(1), . . . , z(n) ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Îòâåò îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìôèêñ", îòáðàñûâàþùèì ÷àñòíûå
ïîäñëó÷àè, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x îãðàíè÷åíû êàêèì-
ëèáî ðàâåíñòâîì, íå ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûõ. Ýòî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü "îáùèé
ñëó÷àé" ðåøåíèÿ ñèñòåìû, êîòîðûé äàëåå óïðîùàåòñÿ è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïðàâîé ÷àñòüþ øåñòîãî àíòåöåäåíòà. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ
v(1), . . . , v(n) äëÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ñåäüìîé
àíòåöåäåíò âûïèñûâàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå q, ïåðåõîäÿ îò ïðîèçâîäíûõ ê ñàìèì
ïîñòîÿííûì ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì íåîïðåäåëåííûå èíòåãðà-
ëû îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêâàäðàòóðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
Íîðìàëèçàòîð "íîðìôèêñ" èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì - ∀ab(¬(a = b)). Îí çàìå-
íÿåò íà êîíñòàíòó "ëîæü" ïðîèçâîëüíîå ðàâåíñòâî, íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíîé
y, ó êîòîðîãî âûðàæåíèå a ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ, à b - íå ñîäåð-
æèò.

2.3 Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

2.3.1 Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ïðèåìû ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îðè-
åíòèðîâàíû íà òàêîé èõ âèä, â êîòîðîì âñå íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå ñîáðàíû â ëåâîé
÷àñòè. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê ýòîìó âèäó ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀ay(dy(x)/dx = a↔ dy(x)/dx− a = 0)

Óðàâíåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà . . .". ×èñëî
íåèçâåñòíûõ çàäà÷è äîëæíî áûòü áîëåå åäèíèöû. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2.3.2 Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Óñìîòðåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

Åñëè â çàäà÷å íà îïèñàíèå óñìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà óñëîâèé, îáðàçóþùàÿ ñèñòåìó òàêèõ
óðàâíåíèé, òî îíà ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå åäèíñòâåííîãî óñëîâèÿ "ëèíäèôôñèñ-
òåìà(Y A B)". Çäåñü Y - íàáîð âûðàæåíèé y1(x), . . . , yn(x), ïåðå÷èñëÿþùèé íåèç-
âåñòíûå ñèñòåìû, A - ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ, B - íàáîð ñâîáîä-
íûõ ÷ëåíîâ. Òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà óäîáíà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé àêòèâàöèè ïðè-
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åìîâ, ðåàëèçóþùèõ ñòàíäàðòíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ óñìîòðåíèÿ ñèñòåìû ñëóæèò
ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀afyA(λij(−a(i, j)/b(i), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) = A & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
¬(b(i) = 0)) → ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → b(i)dy(i)(x)/dx +

∑n
j=1 a(i, j)y(j)(x) = f(i)) ↔

ëèíäèôôñèñòåìà(λi(y(i)(x), i ∈ {1, . . . , n}), A, λi(f(i)/b(i), i ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)", ò.å. çàìåíÿåò ãðóïïó óñëîâèé
íà íîâîå óñëîâèå. Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ïðîèçâîäíàÿ(õ3 õ4))" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "ñâÿçêà . . .", âûðàæåíèÿ "ïðîèçâîäíàÿ(õ3 õ4)", ãäå õ3 ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò y ñ íàáîðîì âñåõ íåèçâåñòíûõ, âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è, à x - ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà"
îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà îáùíîñòè â ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ñ
ãðóïïîé óñëîâèé çàäà÷è, ïðè÷åì êîíå÷íûå ñóììû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ îñòàòî÷íûìè
ñóììàìè, âîçíèêàþùèìè ïîñëå èäåíòèôèêàöèè ñëàãàåìîãî ñ ïðîèçâîäíîé. Óêàçàòåëü
"êîýôô(õ1)" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ a ñ ìàòðèöåé âûðàæåíèé - êîýôôèöèåí-
òîâ ïðè çíà÷åíèÿõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ îòñóòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ àâòîìàòè÷å-
ñêè äîîïðåäåëÿþòñÿ íóëåâûå êîýôôèöèåíòû. Óêàçàòåëü "ìàòðèöà(ôèêñ(1 1))" îïðå-
äåëÿåò âûïèñûâàíèå ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà â âèäå òåðìà "ñòðîêè(. . .)",
îïðåäåëÿþùåãî ðåçóëüòèðóþùóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî îíà ñîîò-
âåòñòâóåò ñèñòåìå, ãäå âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ ðàâíû åäèíèöå, à âñå
÷ëåíû áåç ïðîèçâîäíîé ïåðåíåñåíû â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Óêàçàòåëü "ââîäòåð-
ìà(1)" îáúÿñíÿåò, ÷òî ïåðâûé àíòåöåäåíò ñîçäàåò íîâóþ ïîñûëêó çàäà÷è - ðàâåíñòâî,
ââîäÿùåå âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå A äëÿ òîëüêî ÷òî ñôîðìèðîâàííîé ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ. Çäåñü A - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. ×òîáû îíà îñòàâàëàñü â ïðàâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà, ïîñûëêà àâòîìàòè÷åñêè ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöè-
ÿðàâåíñòâà". Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèè "ëèíäèôôñèñòåìà(. . .)" ïîìåùàåòñÿ íå ÿâíîå
âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû, à ïåðåìåííàÿ A. Íàêîíåö, âòîðîé àíòåöåäåíò îáåñïå÷èâà-
åò ïðîâåðêó âîçìîæíîñòè äåëåíèÿ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âñïîìîãàòåëü-
íîé ìàòðèöû

∀zAP (A = v & (ñîáñòâçíà÷åíèå(A, x, y) & ñîáñòâåêòîð(A, x, z)) = P (x, y, z) →
∀xyz(P (x, y, z) → ñîáñòâçíà÷åíèå(v, x, y) & ñîáñòâåêòîð(v, x, z)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ëèíäèôôñèñòåìà(õ4
õ21 õ5))" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è
íà îïèñàíèå òåðìà "ëèíäèôôñèñòåìà(d v e)". Òàêîé òåðì ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ñðàáàòû-
âàíèè ïðèåìà, óêàçàííîãî â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò íàõîäèò
ïîñûëêó v = A, çàäàþùóþ ÿâíûé âèä A ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ v. Ëåâàÿ ÷àñòü
âòîðîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíûõ x, y, z. Â ýòîé ÷àñòè óòâåðæäåíèå "ñîáñòâçíà÷åíèå(A x y)" îçíà÷àåò,
÷òî x åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, èìåþùåå êðàòíîñòü y. Óòâåðæäåíèå
"ñîáñòâåêòîð(A x z)" îçíà÷àåò, ÷òî z åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, îòâå-
÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ x. Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ x, y, z âûáðàíû íîâûå
ïåðåìåííûå. Ïðèåìû äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ áóäóò îïèñàíû â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ëèíåéíîé àëãåáðå. Êâàíòîðíàÿ èìïëè-



Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 291

êàöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå, óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîñûëêè çàäà÷è ïîïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿìè
"ñîáñòâçíà÷åíèå(v c k)", ïåðå÷èñëÿþùèìè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ c è èõ êðàòíîñòè
k, à òàêæå êâàíòîðíûìè èìïëèêàöèÿìè âèäà ∀z(z ∈ ëèíêîìáèíàöèè({w1, . . . , wp}) →
ñîáñòâåêòîð(v, c, z)), çàäàþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà îòíîñÿùèõñÿ ê âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ ðåøåíèé ïðè ñîâïàäåíèè êðàòíîñòè êîðíÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ ñîá-
ñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

∀aktvA(ñîáñòâçíà÷åíèå(A, a, k) & a− ÷èñëî & ∀y(y ∈ ëèíêîìáèíàöèè({; v}) →
ñîáñòâåêòîð(A, a, y)) & l(v) = k → ëèíðåø(A, a, setx(∃c(x =

∑k
i=1(c(i) exp(at))v(i) &

∀i(i ∈ {1, . . . , k} → c(i)− ÷èñëî)))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ëèíäèôôñèñòåìà(õ2
õ26 õ4))" èíèöèèðóåò åãî ïðèìåíåíèå òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå. Îí çàäàåò íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå a
ìàòðèöû ñèñòåìû, à òàêæå åãî êðàòíîñòü k. Âòîðîé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óñòàíàâëèâàåò, ÷òî çíà÷åíèå a âåùåñòâåííîå. Òðåòèé àíòå-
öåäåíò òîæå áåðåòñÿ â êîíòåêñòå - îí çàäàåò íàáîð v áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîáñòâåííîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ a. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò,
÷òî ÷èñëî âåêòîðîâ íàáîðà v ðàâíî êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Âûâîäèìîå
óòâåðæäåíèå çàäàåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ a. Âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë "ëèíðåø" ââåäåí äëÿ íàêîïëåíèÿ â
ïîñûëêàõ çàäà÷è òàêèõ ôðàãìåíòîâ îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Â äðóãèõ
ñèòóàöèÿõ îí íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïåðåä òåì, êàê äîáàâëÿòü íîâîå óòâåðæäåíèå ê ñïèñ-
êó ïîñûëîê, ïðèåì ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "ëèíðåø(A,a,b)". Óðîâåíü åãî
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà îòíîñÿùèõñÿ ê êîìïëåêñíîìó ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ ðåøåíèé ïðè ñîâïàäåíèè êðàòíîñòè êîðíÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ ñîá-
ñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

Äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ äâà âåùåñòâåííûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ
ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ïî ëþáîìó èç ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé a± bi,
ðàñïðåäåëåíû ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êîðíÿìè:
∀abkptvA(ñîáñòâçíà÷åíèå(A, p, k) & ∀y(y ∈ Ëèíêîìáèíàöèè({; v}) → ñîáñòâåêòîð(A, p,
y)) & l(v) = k & p = a − bi → ëèíðåø(A, p, setx(∃c(∀i(i ∈ {1, . . . , k} → c(i) −
÷èñëî) & x =

∑k
i=1 c(i) exp(at)(− sin(bt)Re(v(i)) + cos(bt)Im(v(i)))))))

∀abkptvA(ñîáñòâçíà÷åíèå(A, p, k) & ∀y(y ∈ Ëèíêîìáèíàöèè({; v}) → ñîáñòâåêòîð(A, p,
y)) & l(v) = k & p = a + bi → ëèíðåø(A, p, setx(∃c(∀i(i ∈ {1, . . . , k} → c(i) −
÷èñëî) & x =

∑k
i=1 c(i) exp(at)(cos(bt)Re(v(i))− sin(bt)Im(v(i)))))))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, îäíàêî âìåñòî âåùåñòâåí-
íîçíà÷íîé îïåðàöèè "ëèíêîìáèíàöèè" èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷àíàÿ îïåðàöèÿ
"Ëèíêîìáèíàöèè". Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà îòíîñÿùèõñÿ ê âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ ðåøåíèé, åñëè êðàòíîñòü êîðíÿ áîëüøå ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå âåêòîðà ïðîèçâåäåíèé ìíîãî÷ëåíîâ íà ýêñïî-
íåíòó, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ â ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, îòêóäà èçâëåêàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ.
∀akmntvA(ñîáñòâçíà÷åíèå(A, a, k) & a− ÷èñëî & ∀y(y ∈ ëèíêîìáèíàöèè({; v}) →
ñîáñòâåêòîð(A, a, y)) & l(v) = m & 0 < k −m & n = l(b) & ëèíäèôôêîýôô(A, a, c) =
P → ëèíðåø(A, a, setx(∃c(x = λis((

∑k−m+1
j=1 c(i, j)tj−1) · exp(at), i ∈ {1, . . . , n} & s ∈

{1, . . . , 1}) & P ))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ëèíäèôôñèñòåìà(õ2
õ26 õ4))" èíèöèèðóåò åãî ïðèìåíåíèå òàê æå, êàê è âûøå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò áåðåò-
ñÿ â êîíòåêñòå è îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå a, èìåþùåå êðàòíîñòü k. Âòîðîé
àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî a âåùåñòâåííîå. Òðåòèé àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â êîíòåêñòå è
îïðåäåëÿåò íàáîð v áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî çíà÷åíèþ a. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò äëèíó m íàáîðà v, ïÿòûé -
óñòàíàâëèâàåò, ÷òî îíà ìåíüøå êðàòíîñòè k. Øåñòîé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò äëè-
íó n âåêòîðà íåèçâåñòíûõ - ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ
ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû c êîýôôèöèåí-
òîâ ìíîãî÷ëåíîâ. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäå-
íèå "ëèíäèôôêîýôô(A a c)", ïîñòðîåííîå ïî ÿâíîìó âûðàæåíèþ A ìàòðèöû êî-
ýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, ÷èñëó a è ÿâíîìó âûðàæåíèþ c äëÿ ìàòðèöû íåèçâåñòíûõ
êîýôôèöèåíòîâ c(i, j). Íîâûå ïåðåìåííûå c(i, j) ïðåäâàðèòåëüíî ñîçäàþòñÿ óêàçà-
òåëåì "ýëåìåíòûìàòðèöû(õ3 õ14 ïëþñ(õ11 ìèíóñ(õ13)1))". Âî âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷å íà îïèñàíèå îíè èãðàþò ðîëü íåèçâåñòíûõ. Ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå óñëîâèå
"ëèíäèôôêîýôô(. . .)" â ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ðåøàþùèå åå, áóäóò ïðèâå-
äåíû íèæå. Ïðàâàÿ ÷àñòü P ñåäüìîãî àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Â âûâîäèìîì óòâåðæäåíèè îíà ñîïðîâîæäàåò îáùèé âèä ðåøå-
íèÿ, âûðàæåííûé ÷åðåç ïåðåìåííûå c(i, j). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ïîñëåäóþùåì ñêàíè-
ðîâàíèè çàäà÷è èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòè ìåæäó äàííûìè ïåðåìåííûìè. Çàìåòèì, ÷òî
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äëÿ x â âûâîäèìîì óòâåðæäåíèè çàäàåò âåêòîð - ñòîëáåö, ÷òî
è îáúÿñíÿåò äèàïàçîí {1, . . . , 1} èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà s. Âñå ìàòðèöû â ðàññìàòðè-
âàåìîì ïðèåìå çàäàþòñÿ òåðìàìè âèäà "ñòðîêè(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà îòíîñÿùèõñÿ ê êîìïëåêñíîìó ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ ðåøåíèé, åñëè êðàòíîñòü êîðíÿ áîëüøå ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî îäèí èç äâóõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé. Òàê
êàê çàâåðøàþùèé ïðèåì, âûïèñûâàþùèé îáùåå ðåøåíèå, ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ïî-
ñûëîê "ëèíðåø(. . .)" äëÿ âñåõ êîðíåé, òî ñî âòîðûì êîðíåì ñâÿçûâàåòñÿ âûðîæäåííîå
íóëåâîå ðåøåíèå, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè îòáðàñûâàåòñÿ.
∀abkmnpqtvA(ñîáñòâçíà÷åíèå(A, a, k) & q = a + bi & ∀y(y ∈ Ëèíêîìáèíàöèè({; v}) →
ñîáñòâåêòîð(A, q, y)) & l(v) = m & 0 < k−m & n = l(p) & ëèíäèôôêîýôô(A, q, c, d) =
P → ëèíðåø(A, q, setx(∃cd(x = λis((

∑k−m+1
j=1 c(i, j)tj−1) · cos(bt) exp(at) +

(
∑k−m+1

j=1 d(i, j)tj−1) · sin(bt) exp(at), i ∈ {1, . . . , n} & s ∈ {1, . . . , 1}) & P ))))
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Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âîçíèêàþò äâà ñåìåéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ
îáîçíà÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, c è d. Ïîýòîìó âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå "ëèíäèôô-
êîýôô(. . .)" èìååò íå òðè îïåðàíäà, êàê â âåùåñòâåííîçíà÷íîì ñëó÷àå, à ÷åòûðå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîãî êîðíÿ a − bi ñîçäàí
ñëåäóþùèé ïðèåì, äàþùèé âûðîæäåííîå íóëåâîå ðåøåíèå:
∀abkmnpqvA(ñîáñòâçíà÷åíèå(A, q, k) & q = a − bi & ∀y(y ∈ Ëèíêîìáèíàöèè({; v}) →
ñîáñòâåêòîð(A, q, y)) & l(v) = m & 0 < k − m & l(p) = n → ëèíðåø(A, q, {λij(0, i ∈
{1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , 1})}))

Ðàñøèôðîâêà âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ "ëèíäèôôêîýôô"

Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ óòâåðæäåíèå "ëèíäèôôêîýôô(b, a, c)"
èìååò òðè îïåðàíäà. Îíî îáðàáàòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì, ñîñòàâëÿþùèì ñèñòå-
ìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c(i, j) è ðåøàþùèì åå:
∀acmnAP (a− ÷èñëî & (∀j(j ∈ {1, . . . ,m} → λik(ac(i, j) + (0 ïðè j = m, èíà÷å
jc(i, j + 1)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) = Aλik(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} → c(i, j) − ÷èñëî)) = P & b =
A→ ëèíäèôôêîýôô(b, a, λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m})) ↔ P )

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Óêàçàòåëü "ìàòðèöà(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò òðåòèé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ "ëèí-
äèôôêîýôô(b, a, c)" ñ òåðìîì âèäà "ñòðîêè(. . .)", çàäàþùèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðè-
öó, ïðè÷åì ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ìàññèâ âûðàæåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ c(i, j) ýòîé
ìàòðèöû. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì èç êîíòåêñòà, îïðå-
äåëÿþùèì ìàòðèöó A, îáîçíà÷åííóþ ïåðåìåííîé b. Ýòà ìàòðèöà çàäàíà òåðìîì
"ñòðîêè(. . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò ñîñòàâëÿåò è ðåøàåò ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíå-
íèé. Êâàíòîðû îáùíîñòè â åãî ëåâîé ÷àñòè âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà". Îíè
âûïèñûâàþòñÿ êàê êîíúþíêöèè óðàâíåíèé è óòâåðæäåíèé "c(i, j)−÷èñëî". Óêàçàòå-
ëè "ìàòðèöà(. . .)" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå" â ñîñòàâëÿå-
ìûõ óðàâíåíèÿõ â âèäå âûðàæåíèé "ñòðîêè(. . .)". Óêàçàòåëü "íîðìâàðèàíò" ïîçâîëÿ-
åò èçáåæàòü ÿâíîãî âûïèñûâàíèÿ óñëîâíûõ âûðàæåíèé â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé çà
ñ÷åò íåìåäëåííîé ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöå-
äåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ c ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Ïðè ïðèìåíåíèè ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a,A íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ, à c - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ óòâåðæäåíèå "ëèíäèôôêîýôô(b,
a, c, d)" èìååò ÷åòûðå îïåðàíäà. Çäåñü ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
c(i, j), d(i, j):
∀abcdmnAPQ((∀j(j ∈ {1, . . . ,m} → λik(bd(i, j) + (0 ïðè j = m, èíà÷å jc(i, j + 1)), i ∈
{1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) = Aλik(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀j(j ∈
{1, . . . ,m} → λik(−bc(i, j) + (0 ïðè j = m, èíà÷å jd(i, j + 1)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1}) = Aλik(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈
{1, . . . ,m} → c(i, j) − ÷èñëî) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} → d(i, j) −
÷èñëî)) = P & A = Q → ëèíäèôôêîýôô(Q, a + bi, λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈
{1, . . . ,m}), λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m})) ↔ P )

Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ñîñòàâëÿåò è ðåøàåò ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c, d, âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàâåíñòâîì èç êîí-
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òåêñòà, îïðåäåëÿþùèì ìàòðèöó êîýôôèöåíòîâ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîçäàí ñèíòåçàòîð "÷àñòíëèíñèñò(A b x)". Åãî
âõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò: âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ A, îáîçíà÷àþùàÿ ìàòðè-
öó ñèñòåìû óðàâíåíèé, à òàêæå íàáîð b îñòàòî÷íûõ ñóìì ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé,
îáðàçîâàííûõ èçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé x ïðèñâàèâàåòñÿ âåê-
òîð - ñòîëáåö, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü âûðàæåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé, îáðàçóþ-
ùèõ ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïîñûëêå
"÷àñòíëèíñèñò(A b x)". Åñëè ñèñòåìà îäíîðîäíàÿ, òî ýòà ïîñûëêà âûïèñûâàåòñÿ ñðàçó
æå, áåç îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó:
∀abck(c = λi(0, i ∈ {1, . . . , k}) → ÷àñòíëèíñèñò(b, c, λij(0, i ∈ {1, . . . , k} & j ∈ {1, . . . ,
1})))
Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èíèöèèðóåòñÿ óñìîòðåíèåì óñëîâèÿ "ëèíäèôôñèñòå-
ìà(a b c)". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò c ñ íóëåâûì íàáîðîì. Îäíîâðåìåííî îïðåäå-
ëÿåòñÿ äëèíà k ýòîãî íàáîðà. Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà âûäåëåíà óêàçàòåëåì "ðàç-
âåðòêà". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò ñîçäàíèå ðåçóëüòèðóþùåãî âûðàæåíèÿ
"ñòðîêè(. . .)" äëÿ íóëåâîãî âåêòîð-ñòîëáöà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Â ñëó-
÷àå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó:
∀bcd(÷àñòíëèíñèñò(b, c, d) → ÷àñòíëèíñèñò(b, c, d))
Êàê è âûøå, äåéñòâèÿ èíèöèèðóþòñÿ óñìîòðåíèåì óñëîâèÿ "ëèíäèôôñèñòåìà(a b
c)". Ïåðåä îáðàùåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "÷àñòíëèíñèñò(b c A)".
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ x ïî íàáîðó
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ òåðìîâ y(x). Èíôîðìàöèÿ îá ýòîé ïåðåìåííîé ïåðå-
äàåòñÿ ñèíòåçàòîðó ÷åðåç êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ñèíòåçàòîðà "÷àñòíëèíñèñò":

1. Íóëåâîé âåêòîð.
∀abck(c = λi(0, i ∈ {1, . . . , k}) → ÷àñòíëèíñèñò(b, c, λij(0, i ∈ {1, . . . , k} & j ∈
{1, . . . , 1})))
Ýòîò ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîìó âûøå ïðèåìó ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Îí
èñïîëüçóåòñÿ ñèíòåçàòîðîì äëÿ âîçíèêàþùèõ ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ âû-
ðîæäåííûõ ñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûäåëåíèå âåêòîðà äëÿ çàäàííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ.
Åñëè âåêòîð îñòàòî÷íûõ ñóìì îáðàçîâàí ìíîãî÷ëåíàìè, äîìíîæåííûìè íà îäèí
è òîò æå ìíîæèòåëü âèäà exp(cx), ëèáî exp(cx) cos(dx), ëèáî exp(cx) sin(dx), òî
ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü ÷àñòíîå ðåøåíèå, ñîñòàâèâ è ðåøèâ íåêîòîðóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ñèíåçàòîð ïðåæäå âñåãî ïûòàåòñÿ âûäåëèòü èç
âåêòîðà îñòàòî÷íûõ ñóìì âåêòîðíûå ñëàãàåìûå òàêîãî âèäà. Â äàííîì ïóíêòå
ïðèâîäèòñÿ ïðèåì, âûäåëÿþùèé ñëàãàåìûå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåì:
∀abcdmnpq(m = λi(exp(bt)c(i)+d(i), i ∈ {1, . . . , n}) & ÷àñòíëèíñèñò(a, exp(bt)λi(c(i),
i ∈ {1, . . . , n}), p) & ÷àñòíëèíñèñò(a, λi(d(i), i ∈ {1, . . . , n}), q) → ÷àñòíëèíñèñò(a,
m, p+ q))
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â âåêòîðå îñòàòî÷íûõ ñóììm âûðàæåíèÿ âèäà exp(bt), ãäå t - ïåðåìåííàÿ,
èäåíòèôèöèðóåìàÿ ïî âõîäíîìó êîììåíòàðèþ (ïåðåìåííàÿ t). Äàëåå ïåðâûé
àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò êàæäûé ðàçðÿä âåêòîðà m â âèäå ñóììû âûðàæåíèÿ
exp(bt)c(i) è îñòàòêà d(i). Óêàçàòåëü "êîýôôèöèåíò", îòíîñÿùèéñÿ ê ýòîìó àí-
òåöåäåíòó, ãðóïïèðóåò âñå ÷ëåíû ñ ìíîæèòåëåì exp(bt), ïðè÷åì ïðè îòñóòñòâèè
òàêèõ ÷ëåíîâ âûðàæåíèå c(i) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íóëåì. Îäíîâðåìåííî ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò ðàçìåðíîñòü n. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñèíòåçàòîðó. Çàìåòèì,
÷òî âî âòîðîì àíòåöåäåíòå âåêòîð (exp(bt)c(1), . . . , exp(bt)c(n)) ïðåäñòàâëåí êàê
ïðîèçâåäåíèå ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ exp(bt) íà âåêòîð c. Ïðè ýòîì èñïîëüçî-
âàíà îïåðàöèÿ "÷èñëêîýôô" óìíîæåíèÿ ÷èñëà íà ÷èñëåííûé âåêòîð. Èìåííî
íà òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäóò îðèåíòèðîâàíû ïðèåìû, âûïèñûâàþùèå ÷àñòíîå
ðåøåíèå â ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àÿõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûäåëåíèå âåêòîðà äëÿ ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà.
Åñëè âìåñòî ìíîæèòåëÿ âèäà exp(cx) âûäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëü âèäà exp(cx) sin(dx)
ëèáî exp(cx) cos(dx), áûòü ìîæåò, ñ ïðîïóùåííîé ýêñïîíåíòîé, òî ïðèìåíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ïðèåìû, àíàëîãè÷íûå ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:
∀abcdkmnpq(m = λi(sin(bt)c(i) + d(i), i ∈ {1, . . . , n}) &
÷àñòíëèíñèñò(a, (exp(kt) sin(bt))λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n}), p) &
÷àñòíëèíñèñò(a, exp(kt)λi(d(i), i ∈ {1, . . . , n}), q) → ÷àñòíëèíñèñò(a, exp(kt)m, p+
q))

∀abcdkmnpq(m = λi(cos(bt)c(i) + d(i), i ∈ {1, . . . , n}) &
÷àñòíëèíñèñò(a, (exp(kt) cos(bt))λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n}), p) &
÷àñòíëèíñèñò(a, exp(kt)λi(d(i), i ∈ {1, . . . , n}), q) → ÷àñòíëèíñèñò(a, exp(kt)m, p+
q))

∀abcdkmnpq(m = λi(sin(bt)c(i) + d(i), i ∈ {1, . . . , n}) &
÷àñòíëèíñèñò(a, (sin(bt))λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n}), p) &
÷àñòíëèíñèñò(a, λi(d(i), i ∈ {1, . . . , n}), q) → ÷àñòíëèíñèñò(a,m, p+ q))

∀abcdkmnpq(m = λi(cos(bt)c(i) + d(i), i ∈ {1, . . . , n}) &
÷àñòíëèíñèñò(a, (cos(bt))λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n}), p) &
÷àñòíëèíñèñò(a, λi(d(i), i ∈ {1, . . . , n}), q) → ÷àñòíëèíñèñò(a,m, p+ q))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòèõ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
4. ×àñòíîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Åñëè îñòàòî÷íûå ñóììû ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñóòü ìíîãî÷ëåíû ìàêñèìàëü-
íîé ñòåïåíè m, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå âåêòîðà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
m+ s, ãäå s - êðàòíîñòü íóëÿ êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:
∀acdemnsA(a = A & (∀j(j ∈ {1, . . . ,m + s + 1} → λik((0 ïðè j = m + s +
1, èíà÷å jd(i, j + 1)) + (0 ïðè m + 1 < j, èíà÷å − c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1}) = Aλik(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n}& k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n}& j ∈
{1, . . . ,m+s+1} → d(i, j)−÷èñëî)) = ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+s+1} →
d(i, j) = e(i, j)) → ÷àñòíëèíñèñò(a, λi(

∑m+1
j=1 (c(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n}),

λik(
∑m+s+1

j=1 (e(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})))
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Ïåðåìåííàÿ t èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî âõîäíîìó êîììåíòàðèþ (ïåðåìåííàÿ t).
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(ðàâíî(õ13 ìàêñèìóì(îïåðàíä(ôèêñ(0 2)õ6)âèäìíîãî÷ëå-
íà(õ6 õ19 õ12)õ12))ñìïîñûëêà(õ18 ñîáñòâçíà÷åíèå(õ1 0 õ18)0))" ñíà÷àëà èäåí-
òèôèöèðóåò m êàê ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ îò t, ïåðå÷èñëåííûõ â
íàáîðå îñòàòî÷íûõ ñóìì. Çàòåì îí èäåíòèôèöèðóåò s êàê òàêîå âûðàæåíèå, äëÿ
êîòîðîãî èìååòñÿ ïîñûëêà "ñîáñòâçíà÷åíèå(a 0 s)". Ïðè îòñóòñòâèè ïîñûëîê
äàííîãî âèäà s èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íóëåì. Èäåíòèôèêàöèÿ ìàòðèöû êîýôôè-
öèåíòîâ c îáåñïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëÿìè "êîýôô(õ3)", "ñìîäíî÷ëåí(ôèêñ(0 2 3 1
3)õ19)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èçâëåêàåò èç ïîñûëîê ðàâåíñòâî "a = A", çàäàþ-
ùåå ìàòðèöó A êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ëåâàÿ
÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ d(i, j), ââåäåííûõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Âûáîð íîâûõ ïåðåìåííûõ d(i, j) îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì
"ýëåìåíòûìàòðèöû(õ4 õ14 ïëþñ(õ13 õ18 1))". Ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ýòèõ ïåðåìåííûõ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü
âòîðîãî àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóåò îòâåò ñ êîíúþíêöèåé ðàâåíñòâ, îïðåäå-
ëÿþùèõ çíà÷åíèÿ e(i, j) íåèçâåñòíûõ d(i, j). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. ×àñòíîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâåäåíèé ýêñïîíåíòû íà ìíîãî÷ëåíû.
Çäåñü îñòàòî÷íûå ñóììû ñóòü ïðîèçâåäåíèÿ îäíîé è òîé æå ýêñïîíåíòû exp(bt)
íà ìíîãî÷ëåíû:
∀acdemnsA(a = A & (∀j(j ∈ {1, . . . ,m + s + 1} → λik(bd(i, j) + (0 ïðè j =
m+s+1, èíà÷å jd(i, j+1))+(0 ïðèm+1 < j, èíà÷å −c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1}) = Aλik(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n}& k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n}& j ∈
{1, . . . ,m + s + 1} → d(i, j) − ÷èñëî)) = ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m +
s + 1} → d(i, j) = e(i, j)) → ÷àñòíëèíñèñò(a, exp(bt)λi(

∑m+1
j=1 (c(i, j)tj−1), i ∈

{1, . . . , n}), exp(bt)λik(
∑m+s+1

j=1 (e(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})))
Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî s èäåíòèôèöèðóåòñÿ èç ïîñûëêè "ñîáñòâ-
çíà÷åíèå(a b s)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. ×àñòíîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íà
ìíîãî÷ëåíû.
∀acdefgmnsA(a = A & (∀j(j ∈ {1, . . . ,m + s + 1} → λik(−pe(i, j) + (0 ïðè j =
m+s+1, èíà÷å jd(i, j+1))+(0 ïðèm+1 < j, èíà÷å −c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1}) = Aλik(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n}& k ∈ {1, . . . , 1}) & λik(pd(i, j)+(0 ïðè j =
m + s + 1, èíà÷å je(i, j + 1)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) = Aλik(e(i, j), i ∈
{1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m + s + 1} →
d(i, j)− ÷èñëî & e(i, j)− ÷èñëî)) = (∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+ s+ 1} →
d(i, j) = f(i, j)) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+s+1} → e(i, j) = g(i, j))) →
÷àñòíëèíñèñò(a, sin(pt)λi(

∑m+1
j=1 (c(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n}),

λik(sin(pt)
∑m+s+1

j=1 (f(i, j)tj−1) + cos(pt)
∑m+s+1

j=1 (g(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1})))
∀acdefgmnsA(a = A & (∀j(j ∈ {1, . . . ,m + s + 1} → λik(−pe(i, j) + (0 ïðè j =
m + s + 1, èíà÷å jd(i, j + 1)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) = Aλik(d(i, j), i ∈
{1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) & λik(pd(i, j)+(0 ïðè j = m+s+1, èíà÷å je(i, j+1))+
(0 ïðèm+1 < j, èíà÷å −c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}& k ∈ {1, . . . , 1}) = Aλik(e(i, j), i ∈
{1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m + s + 1} →
d(i, j)− ÷èñëî & e(i, j)− ÷èñëî)) = (∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+ s+ 1} →
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d(i, j) = f(i, j)) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+s+1} → e(i, j) = g(i, j))) →
÷àñòíëèíñèñò(a, cos(pt)λi(

∑m+1
j=1 (c(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n}),

λik(sin(pt)
∑m+s+1

j=1 (f(i, j)tj−1) + cos(pt)
∑m+s+1

j=1 (g(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1})))
Â ïåðâîì ïðèåìå ìíîãî÷ëåíû äîìíîæàþòñÿ íà sin(pt), âî âòîðîì - íà cos(pt).
Êðàòíîñòü s èäåíòèôèöèðóåòñÿ èç ïîñûëîê "ñîáñòâçíà÷åíèå(a pi s)", ãäå i -
ìíèìàÿ åäèíèöà. Â îñòàëüíîì ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. ×àñòíîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâåäåíèé ýêñïîíåíòû è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè íà ìíîãî÷ëåíû.
Çäåñü ìíîãî÷ëåíû äîìíîæàþòñÿ íà exp(bt) sin(pt) ëèáî íà exp(bt) cos(pt):
∀abcdefgmnsA(a = A & (∀j(j ∈ {1, . . . ,m+s+1} → λik(bd(i, j)−pe(i, j)+(0 ïðè j =
m+s+1, èíà÷å jd(i, j+1))+(0 ïðèm+1 < j, èíà÷å −c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈
{1, . . . , 1}) = Aλik(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) & λik(be(i, j)+ pd(i, j)+
(0 ïðè j = m + s + 1, èíà÷å je(i, j + 1)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) =
Aλik(e(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+
s+1} → d(i, j)−÷èñëî & e(i, j)−÷èñëî)) = (∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+
s+ 1} → d(i, j) = f(i, j)) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+ s+ 1} → e(i, j) =
g(i, j))) → ÷àñòíëèíñèñò(a, exp(bt) sin(pt)λi(

∑m+1
j=1 (c(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n}),

exp(bt)λik(sin(pt)
∑m+s+1

j=1 (f(i, j)tj−1)+cos(pt)
∑m+s+1

j=1 (g(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n}&
k ∈ {1, . . . , 1})))
∀abcdefgmnsA(a = A & (∀j(j ∈ {1, . . . ,m+s+1} → λik(bd(i, j)−pe(i, j)+(0 ïðè j =
m + s + 1, èíà÷å jd(i, j + 1)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) = Aλik(d(i, j), i ∈
{1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) & λik(be(i, j) + pd(i, j) + (0 ïðè j = m+ s+ 1, èíà÷å
je(i, j+1))+ (0 ïðè m+1 < j, èíà÷å − c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1}) =
Aλik(e(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , 1})) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+
s+1} → d(i, j)−÷èñëî & e(i, j)−÷èñëî)) = (∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+
s+ 1} → d(i, j) = f(i, j)) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m+ s+ 1} → e(i, j) =
g(i, j))) → ÷àñòíëèíñèñò(a, exp(bt) cos(pt)λi(

∑m+1
j=1 (c(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n}),

exp(bt)λik(sin(pt)
∑m+s+1

j=1 (f(i, j)tj−1)+cos(pt)
∑m+s+1

j=1 (g(i, j)tj−1), i ∈ {1, . . . , n}&
k ∈ {1, . . . , 1})))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.

8. Îïðåäåëåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
∀abknpqruAQ(∀i(i ∈ {1, . . . , k} → ëèíðåø(a, p(i), A(i))) & ∃v(∀i(i ∈ {1, . . . , k} →
v(i) ∈ A(i)) & λij(u(i), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , 1}) =

∑k
i=1 v(i)) = ∃c(∀i(i ∈

{1, . . . , n} → u(i) = q(i)) & Q(c)) & (∀i(i ∈ {1, . . . , n} → q(i) = b(i)) & Q(c)) =
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → c(i) = d(i)) & ∃c(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → u(i) = q(i)) & ∀i(i ∈
{1, . . . , n} → c(i) =

∫
d(i)dt)) = ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → u(i) = r(i)) & n = l(b) →

÷àñòíëèíñèñò(a, b, λij(r(i), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , 1})))
Êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ t) ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü âàðüèðóåìóþ ïåðå-
ìåííóþ t. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", èçâëåêàåò
èç ñïèñêà ïîñûëîê âñå èìåþùèåñÿ òàì ôðàãìåíòû A(i) ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ p(i), õîòÿ îíè äàëåå ïðèåìîì è íå èñïîëüçó-
þòñÿ. Ïðî÷èå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé
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èç íèõ èäåíòèôèöèðóåò n êàê äëèíó íàáîðà b îñòàòî÷íûõ ñóìì ïðàâûõ ÷àñòåé.
Óêàçàòåëè "ïåðåìåííûå(õ21 õ11)", "ïåðåìåííûå(õ20 õ14)" ôîðìèðóþò íàáî-
ðû íîâûõ ïåðåìåííûõ v(1), . . . , v(k) è u(1), . . . , u(k). Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòå-
öåäåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû: â ìíîæåñòâàõ A(1), . . . , A(k) âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû v(1), . . . , v(k) è ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ âåêòîðíàÿ ñóììà, ðàçðÿäû êîòî-
ðîé îáîçíà÷åíû ïåðåìåííûìè u(1), . . . , u(k). Çàìåòèì, ÷òî çíàê êîíå÷íîé ñóì-
ìû çäåñü îáîçíà÷àåò íå ñèìâîë "ñóììàâñåõ", à åãî ôóíêöèîíàëüíûé àíàëîã
"ôóíêñóììàâñåõ". Óêàçàííàÿ ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ãäå â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ c áóäóò âûñòóïàòü óæå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Âûðà-
æåíèå q(i) ïðè ýòîì çàäàåò i-é ðàçðÿä âåêòîðà u ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû,
Q(c) - ñîïðîâîæäàþùåå îãðàíè÷åíèå íà ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå (óêàçàíèå íà
÷èñëîâîé òèï èõ çíà÷åíèé). Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà âîçíèêàåò ïðè
ïîäñòàíîâêå â íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû, ãäå ïðî-
èçâîëüíûå ïîñòîÿííûå óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè îò t. Ñëàãàåìûå,
îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå, ïðè ýòîì ñîêðàùàþòñÿ. Â ïðàâîé ÷àñòè
îñòàþòñÿ îñòàòî÷íûå ñóììû b(i), à â ëåâîé - ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèÿõ
q(i) ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ íà èõ ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé,
â òðåòüåì àíòåöåäåíòå ýòè ïðîèçâîäíûå îáîçíà÷åíû òåìè æå ïåðåìåííûìè c(i),
÷òî è ñàìè ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ c(i) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Â ðåçóëüòà-
òå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ d(i) äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
Â ëåâîé ÷àñòè ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå èíòåãðèðóþòñÿ,
ïðè÷åì ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ ñíîâà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç c(i) - òåïåðü ýòî
ñàìè ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Óðàâíåíèÿ äëÿ íèõ îáúåäèíÿþòñÿ ñî ñïèñêîì
óðàâíåíèé u(i) = q(i), îïðåäåëÿþùèõ îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû, è
ðåçóëüòàò óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîëó÷àåò-
ñÿ ñïèñîê ñîîòíîøåíèé u(i) = r(i), îïðåäåëÿþùèõ èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ñóììû ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû è ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû ñèñòåìû

∀abcknpuA(÷àñòíëèíñèñò(a, b, c) & ∀i(i ∈ {1, . . . , k} → ëèíðåø(a, p(i), A(i))) & n =
l(u) → ëèíäèôôñèñòåìà(u, a, b) ↔ ∃v(∀i(i ∈ {1, . . . , k} → v(i) ∈ A(i)) & λij(u(i), i ∈
{1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , 1}) = c+

∑k
i=1 v(i)))

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò ïîñëå òîãî, êàê â ïîñûëêàõ çàäà÷è âîçíèêàþò óòâåðæäåíèÿ "ëèí-
ðåø(. . .)", îïðåäåëÿþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà A(1), . . . , A(k) ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à òàêæå ïîñûëêà "÷àñòíëèíñèñò(. . .)",
îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå(õ21
õ11)" îïðåäåëÿåò âûáîð íîâûõ ïåðåìåííûõ v(1), . . . , v(k), îáîçíà÷àþùèõ ïðîèçâîëü-
íûå ýëåìåíòû ïîäïðîñòðàíñòâ A(1), . . . , A(k). Â òåðìèíàõ ýòèõ ïåðåìåííûõ ñòðîèòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ u êàê ñóììû âåêòîðîâ v(i) è ÷àñòíî-
ãî ðåøåíèÿ. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ óäàëîñü îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî è ÷òî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîîáùå óäàëîñü íàéòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ñèñòåìà, íå ïðèâåäåííàÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ê
íîðìàëüíîìó âèäó ñëóæàò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ ïðîèçâîäíîé.
∀yz(dy(x)/dx− z(x) = 0 & z −ôóíêöèÿ)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà". Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ
â óðàâíåíèè ïîäâûðàæåíèÿ dky(x)/dxk, ãäå y - íåèçâåñòíàÿ è k > 1. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå îäíîé. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé. ×òîáû íå ñîçäàâàòü èçáûòî÷íûõ îáîçíà÷åíèé, ïðî-
âåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â óñëîâèÿõ çàäà÷è ðàâåíñòâà íóëþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ïðîèçâîäíîé dy(x)/dx è çíà÷åíèÿ â òî÷êå x êàêîé-ëèáî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.
Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé: êàæäîå íåèçâåñòíîå ñëà-
ãàåìîå óðàâíåíèé èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ïîñòîÿííîãî (íå çàâèñÿùåãî îò x)
êîýôôèöèåíòà íà ïðîèçâîäíóþ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â òî÷êå x ëèáî íà åå çíà-
÷åíèå â òî÷êå x. Óêàçàòåëü "âñïîìíåèçâ(õ25)" îáåñïå÷èâàåò âûáîð íîâîé ïåðå-
ìåííîé z è ðåãèñòðàöèþ åå êàê íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé.
∀abnyz(¬(a = 0) & ady(x)/dx+ bz(x) = 0 → dny(x)/dxn = −(b/a)dn−1z(x)/dxn−1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â åãî òåîðåìå ôèãóðèðóåò ñèìâîë "÷àñò-
íïðîèçâ", ò.å. n > 1. Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãîå óñëîâèå
çàäà÷è, ïðè÷åì y, z - íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ:
∀abyz(¬(a = 0) & ady(x)/dx+ bz(x) = 0 → dy(x)/dx = −(b/a)z(x))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
3. Âû÷èòàíèå óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé.

Ïðåäûäóùèå ïðèåìû ïîçâîëÿëè ïîëó÷èòü ñèñòåìó, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò êðàò-
íûå ïðîèçâîäíûå. ×òîáû îñòàâèòü â êàæäîì óðàâíåíèè ëèøü îäíó ïðîèçâîä-
íóþ, ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀abcpqry(¬(a = 0) & ady(x)/dx+b = c→ pdy(x)/dx+q = r ↔ cp−bp+aq−ar = 0)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à èìååò öåëü (ñâÿçêà . . .) è ÷òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ
áîëåå îäíîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò è çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
äâóìÿ óðàâíåíèÿìè. Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, c, r íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âñå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿõ - îáû÷íûå. Íå ñóùåñòâó-
åò ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ âõîäèëà áû â ïåðâîå óðàâíåíèå
(ò.å. â àíòåöåäåíò) è íå âõîäèëà áû âî âòîðîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé èç óðàâíåíèÿ áåç ïðîèçâîäíûõ.
Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäûäóùèõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçìîæíî ïîÿâëåíèå óðàâíåíèÿ,
íå ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíûõ. Òàêîå óðàâíåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ
îäíîé èç åãî íåèçâåñòíûõ (ïðåäïî÷òèòåëüíî, íåñóùåñòâåííîé).
∀abcxy(¬(a = 0) & ay(x) + b = c→ y(x) = (c− b)/a)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íå ñîäåðæàùèì ïðîèçâîäíûõ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
(ñâÿçêà . . .). ×èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå åäèíèöû. Ïåðåìåííàÿ y - íåèç-
âåñòíàÿ. Åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, òî ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå
íå èìååò íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò y, âûðàæå-
íèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. ×òîáû ñäåëàòü èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ áîëåå
öåëåíàïðàâëåííûì, ïðèåì ââîäèò êîììåíòàðèé (íîðìïðîèçâîäíàÿ y). Òîãäà ïî-
ïûòêè èñêëþ÷èòü ñ ïîìîùüþ äàííîãî óðàâíåíèÿ (ëèáî äðóãèõ ñîäåðæàùèõ y
óðàâíåíèé) íåèçâåñòíóþ, îòëè÷íóþ îò y, áóäóò çàáëîêèðîâàíû. Àíàëîãè÷íûé
ïðèåì èñêëþ÷àåò y ïîä ïðîèçâîäíîé:
∀abcxy(¬(a(x) = 0) & a(x)y(x)+b(x) = c(x) → dy(x)/dx = d((c(x)−b(x))/a(x))/dx)
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 2. Åñëè óðàâíåíèå áåç ïðîèçâîäíûõ
ñîäåðæèò íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ, íå âñòðå÷àþùóþñÿ â äðóãèõ óðàâíåíè-
ÿõ, òî îíî îòáðàñûâàåòñÿ:
∀abc(¬(a = 0) → ∃f (f −ôóíêöèÿ & af(x) + b = c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ f íå âõîäèò â
a, b, c. Âñå ñîäåðæàùèå f óñëîâèÿ çàäà÷è èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíúþíêòèâíûìè
÷ëåíàìè óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 1.

5. Ãðóïïèðîâêà íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè.
∀ay(dy(x)/dx = a↔ dy(x)/dx− a = 0)

Çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ öåëüþ (ñâÿçêà . . .) èìååò áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Ïåðå-
ìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

6. Èñêëþ÷åíèå âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ.
∀PQ(∃y(x(t) = P (y) & Q(y)) ↔ ∃y(Q(y)))

Ïåðåìåííàÿ x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ. Åå ÿâíîå çàäà-
íèå îòáðàñûâàåòñÿ; îñòàåòñÿ òîëüêî óñëîâèå íà ïàðàìåòð y. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0. Åñëè íèêàêèõ óðàâíåíèé äëÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé íåò,
òî îòáðàñûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà åå òèï çíà÷åíèÿ:
∀x(∃y(y −ôóíêöèÿ & y(x)− ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2.4 Ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ

Ïåðâîíà÷àëüíûé âèä ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé íåèçâåñòíûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè
èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷àñòî áûâàåò âåñüìà ãðîìîçäêèì.
Äëÿ åãî óïðîùåíèÿ ñîçäàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèåìîâ; íåêîòîðûå èç íèõ ïðè-
ìåíÿþòñÿ ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è, íåêîòîðûå - ñãðóïïèðîâàíû â íîðìàëèçàòîðàõ
"íîðìèëè", "íîðìñóùåñòâóåò", îáåñïå÷èâàþùèõ ëîãè÷åñêóþ ñòàíäàðòèçàöèþ äèçú-
þíêöèé è êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðèâîäèìûé íèæå ïåðå÷åíü íå ïðåòåíäóåò íà
ïîëíîòó - â íåì ïðåäñòàâëåíû ëèøü òå ïðèåìû, êîòîðûå ôàêòè÷åñêè ïîíàäîáèëèñü
â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ. Íà÷íåì ñ ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.
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2.4.1 Ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

Ïîñëå òîãî, êàê âîçíèêàåò îòâåò, èìåþùèé âèä ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ (âîîáùå
ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî ÿâíî ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé), ñðàáàòûâà-
åò îïèñàííûé ðàíåå îáùåëîãè÷åñêèé ïðèåì, ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ
ðàçðåøåíèÿ ýòîãî îïèñàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ è óïðîùåíèÿ. Óñëîâèÿ äàí-
íîé çàäà÷è ñóòü êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ,
à òàêæå âñå îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è. Ê ñïèñêó íèçâåñòíûõ ïðèñîåäèíÿ-
þòñÿ ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Ââîäÿòñÿ öåëü "ó÷åòîòâåòà", óêàçûâàþùàÿ
íà âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, è öåëü (ñå-
ðèÿ . . .), â êîòîðîé ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Åñëè èìåëà
ìåñòî öåïî÷êà âëîæåííûõ îáðàùåíèé ê ðåäàêòèðîâàíèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé,
òî öåëü (ñåðèÿ . . .) ïåðå÷èñëÿåò òàêæå ñïèñêè ïåðåìåííûõ âñåõ âíåøíèõ êâàíòîðîâ
ñóùåñòâîâàíèÿ. Â äàííîì ïîäðàçäåëå, â îñíîâíîì, ñîáðàíû ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê
çàäà÷àì ñ öåëüþ "ó÷åòîòâåòà".

Îòáðàñûâàíèå ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà íå ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñà
ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé

∀ab(a ≤ b)

∀ab(a < b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "ó÷åòîòâåòà", "ñâÿçêà . . .", "ñåðèÿ . . .". Óñëîâèå ñîäåðæèò
ïðîèçâîäíóþ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, îíî èñïîëüçîâàëîñü ðàíåå äëÿ
óêàçàíèÿ íà î.ä.ç. óñëîâèé ñ ïðîèçâîäíûìè, è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ìîæåò
áûòü îòáðîøåíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀a(ïðîèçâîäíàÿ(a)− ÷èñëî)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
∀ab(¬(a = b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèåìàì. Óñëîâèå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè â âàðüèðóåìîé òî÷êå.

Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå îñíîâàí åùå îäèí ïðèåì îòáðàñûâàíèÿ îòðèöàíèé ðà-
âåíñòâ - åñëè â çàäà÷å íå îñòàëîñü óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè, à ðàññìàòðèâàåìîå
îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ. Îí ïðèìåíÿåòñÿ íà çàâåð-
øàþùåì ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ, âûäåëÿåìîì öåëüþ "ñâÿçïåðåìåííàÿ".

Îòáðàñûâàíèå ïîäñëó÷àÿ, ôèêñèðóþùåãî çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-
ÿííîé è íå ñîäåðæàùåãî óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "¬(a = b)". Çäåñü a - ïåðåìåííàÿ, âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñå-
ðèÿ", b - âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëè "ñâÿçêà . . ." è
"ó÷åòîòâåòà". Îòñòóòñòâóåò óñëîâèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíû-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïåðåõîä ê íîâîìó ïàðàìåòðó

1. Èñêëþ÷åíèå ýêñïîíåíòû.
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∀c(c− ÷èñëî→ ∃d(c = ln d & 0 < d & d− ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöè-
èðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå
âûðàæåíèÿ âèäà ec+A, ãäå c - ïåðåìåííàÿ, âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ". Çàäà÷à
èìååò öåëè "ñâÿçêà . . ." è "ó÷åòîòâåòà", ïðè÷åì âûðàæåíèå A ñîäåðæèò âàðüè-
ðóåìóþ ïåðåìåííóþ, à ðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûâå-
äåííîå óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "çàìåíàïåðåìåííîé". Ýòîò êîì-
ìåíòàðèé âûçîâåò âïîñëåäñòâèè ñðàáàòûâàíèå ðåàëèçîâàííîãî íà ËÎÑå ïðè-
åìà, âûðàæàþùåãî âî âñåõ óñëîâèÿõ çàäà÷è ïàðàìåòð (ôàêòè÷åñêè - ïðîèç-
âîëüíóþ ïîñòîÿííóþ) c ÷åðåç ïàðàìåòð a, ïðè÷åì äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé çà
ïàðàìåòðîì a áóäåò ñîõðàíåíî ñòàðîå îáîçíà÷åíèå c.

2. Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ.
∀abc(b ≤ 0 → c−÷èñëî & 0 < c & c|a|+b = 0 ↔ ac+b = 0 & c−÷èñëî & ¬(c = 0))

Ïðèåì çàìåíÿåò ãðóïïó óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "ñâÿçêà
. . ." è "ó÷åòîòâåòà". Ïåðåìåííàÿ c âûäåëåíà öåëüþ "ñåðèÿ" è íå âõîäèò â äðó-
ãèå óñëîâèÿ çàäà÷è. Êðîìå òîãî, îíà íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b. Ôàêòè÷åñêè
ïàðàìåòðû c â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íû: èç èñòèííîñòè
ïðàâîé ÷àñòè äëÿ íåêîòîðîãî c âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå, áûòü ìîæåò, äðóãîãî
(îòëè÷àþùåãîñÿ çíàêîì) çíà÷åíèÿ c, ïðè êîòîðîì èñòèííà ëåâàÿ ÷àñòü. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcde(0 ≤ ade→ c−÷èñëî & 0 < c & a|b| = cd/e↔ c−÷èñëî & ab = cd/e & ¬(c =
0))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀bcefn(c− ÷èñëî & f(c/|b|n) = e↔ c− ÷èñëî & f(c/bn) = e)

Ïðèåì èíöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âíóòðè óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîäâû-
ðàæåíèÿ (ac)/(d|b|n), ãäå c - ïåðåìåííàÿ, âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ"; n - ðàöèî-
íàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòî óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(õ6 õ3 èç-
âëå÷åíèå)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà f(. . .), ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà ê òàêîìó âèäó, ãäå ïåðåìåííàÿ c âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè âûðàæå-
íèé c/|b|n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî c íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ a, b, d, e è íå âñòðå-
÷àåòñÿ â äðóãèõ óñëîâèÿõ çàäà÷è, êðîìå, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ ¬(c = 0). Êàê è
â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ôàêòè÷åñêè ïðèåì ïåðåõîäèò ê íîâîìó ïàðàìåòðó, çà
êîòîðûì ñîõðàíÿåòñÿ ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïåðåõîä ê îáðàòíîé âåëè÷èíå.
∀c(¬(c = 0) → ∃d(c = 1/d & ¬(d = 0) & d− ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Îí èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â
óñëîâèè ïîäâûðàæåíèÿ (ac)/(b(pc + q)), ãäå c - ïåðåìåííàÿ, âûäåëåííàÿ öåëüþ
"ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcd(c − ÷èñëî & f((a(1 − c2) + c2 + 1)/(cd)) = b ↔ c − ÷èñëî & f((a(c2 − 1) +
c2 + 1)/(cd)) = b)

Ïðèåì çàìåíÿåò äâà óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "ñâÿçêà . . ."è
"ó÷åòîòâåòà". Åãî ïðèìåíåíèå èíèöèèðóåòñÿ óñìîòðåíèåì â óðàâíåíèè ïîäâû-
ðàæåíèÿ (a(1−c2)+c2 +1)/(cd), ãäå c - ïåðåìåííàÿ, âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ".
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Ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â a, b, d. Ñàìî óðàâíåíèå áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòü-
ñÿ ñî âòîðûì çàìåíÿåìûì óñëîâèåì, îòêóäà è îïðåäåëÿåòñÿ b. Ïåðåìåííàÿ c
íå äîëæíà âõîäèòü â äðóãèå óñëîâèÿ çàäà÷è. Ôóíêöèîíàëüíûé øàáëîí f(. . .)
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(õ6 õ3 èçâëå÷åíèå)".
Ïåðåìåííàÿ c â ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò çíà÷åíèå, îáðàòíîå åå çíà-
÷åíèþ â ëåâîé ÷àñòè. Ïðèåì íóæåí äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè, âûÿâëÿþùåé â îòâåòå
îäèíàêîâûå ïîäâûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Çàíåñåíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ïîä çíàê ëîãàðèôìà.
∀abcdf (¬(a = 0) → c− ÷èñëî & f(a ln |b|+ c) = d↔ c− ÷èñëî & f(a ln(bc)) = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Åãî ïðèìåíåíèå èíöèè-
ðóåòñÿ óñìîòðåíèåì â óñëîâèè çàäà÷è ïîäâûðàæåíèÿ âèäà a ln |b|+ c+A, ãäå c -
ïåðåìåííàÿ, âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ" è íå âõîäÿùàÿ íè â a, b, d, íè â îñòàëü-
íûå óñëîâèÿ.
∀abcdf (c− ÷èñëî & f(ln(a2) + 2 ln(bc)) = d↔ c− ÷èñëî & f(2 ln(abc)) = d)

Ïðèìåíåíèå ïðèåìà èíöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ ln(a2)+2 ln(bc)+
A, ãäå c - òàêîå æå, êàê âûøå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 2.

5. Èñêëþ÷åíèå ìèíóñà.
∀cdf (c− ÷èñëî & f(−c) = d↔ c− ÷èñëî & f(c) = d)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ −(ac)/b.
∀abcdef (c− ÷èñëî & f(((ac)/b− d)2) = e↔ c− ÷èñëî & f(((ac)/b+ d)2) = e)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ ((ac)/b− d)2.
∀abc(c− ÷èñëî & f(cos(c− a)) = b↔ c− ÷èñëî & f(cos(c+ a)) = b)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ cos(c− a).
Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ c - ïåðåìåííàÿ, âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Èñêëþ÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.
∀acdf (¬(a = 0) → c− ÷èñëî & f(ac) = d↔ c− ÷èñëî & f(c) = d)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ acb, ãäå c - ïåðåìåííàÿ,
âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ". Ê ïîäïðîèçâåäåíèþ a îòíîñÿòñÿ âñå ñîìíîæèòåëè,
íå çàâèñÿùèå îò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûõ, âûäå-
ëåííûõ öåëüþ "ñåðèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ïîäïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåííîå.
∀bcef (c− ÷èñëî & f(c/b) = e↔ c− ÷èñëî & f(c) = e)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ (ac)/(bd). Ê íåâûðîæäåí-
íîìó ïîäïðîèçâåäåíèþ b îòíîñÿòñÿ âñå ñîìíîæèòåëè, íå ñîäåðæàùèå âàðüèðó-
åìûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ" ïåðåìåííàÿ c
íå âõîäèò â a, b, d, e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.

7. Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê ñóììû.
∀abcdef (c− ÷èñëî & f(c(d− bc)) = e↔ c− ÷èñëî & f(−c(d+ bc)) = e)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ ac(d − bc). Âûäåëåííàÿ
öåëüþ "ñåðèÿ" ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò â a, b, d, e è íå âñòðå÷àåòñÿ â îñòàëüíûõ
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óñëîâèÿõ çàäà÷è, êðîìå, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ ¬(c = 0). Åñëè ýòà ïåðåìåííàÿ
âñòðå÷àåòñÿ â íåðàâåíñòâå 0 ≤ c, òî èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íûé ïðèåì, èçìåíÿ-
þùèé çíàê íåðàâåíñòâà:
∀abcdef (c−÷èñëî& f(c(d−bc)) = e& 0 ≤ c↔ c−÷èñëî& f(−c(d+bc)) = e& c ≤ 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.
8. Èñêëþ÷åíèå ñòåïåíè.
∀abcf (c− ÷èñëî & c ≤ 0 & f(ca) = b↔ c− ÷èñëî & f(c) = b)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ ca, ãäå c - ïåðåìåííàÿ,
âûäåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ"; a - ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì.
∀abcf (c− ÷èñëî & 0 < c & f(ca) = b↔ c− ÷èñëî & 0 < c & f(c) = b)

∀abcf (c− ÷èñëî & f(ca) = b↔ c− ÷èñëî & f(c) = b)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî c íå âñòðå÷àåòñÿ â îñòàëüíûõ óñëîâèÿõ
(äëÿ ïîñëåäíåãî ïðèåìà ðàçðåøàåòñÿ âõîæäåíèå â óñëîâèå ¬(c = 0)). Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2.

9. Èñêëþ÷åíèå ñèãíóìà.
∀acdf (c− ÷èñëî & f(sg(a)c) = d↔ c− ÷èñëî & f(c) = d)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ sg(a)bc. Ïåðåìåííàÿ c, âû-
äåëåííàÿ öåëüþ "ñåðèÿ", íå âõîäèò â a, d, à òàêæå â äðóãèå óñëîâèÿ, êðîìå, áûòü
ìîæåò, óñëîâèÿ ¬(c = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Èñêëþ÷åíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè îò ñóììû ñ àðê-ôóíêöèåé.
∀abc(c − ÷èñëî & f(cos(arcsin a + c)) = b ↔ c − ÷èñëî & f((

√
1− a2(1 − c2) +

2ac)/(1 + c2)) = b)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ cos(arcsin(a) + c). Óñëî-
âèÿ íà c àíàëîãè÷íû óêàçàííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

11. Ñòåïåíü ïîä ëîãàðèôìîì.
∀abcdf (c− ÷èñëî & f(ln((ac)b)) = d↔ c− ÷èñëî & f(b ln(ac)) = d)

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ ln((ac)b). Óñëîâèÿ íà c -
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà

∀abc(ca
2 + 2abc+ cb2 = c(a+ b)2)

∀abc(ca
2 − 2abc+ cb2 = c(a− b)2)

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "(ñâÿçêà . . .)" è
"ó÷åòîòâåòà". ×èñëî ñëàãàåìûõ òîé ñóììû, â êîòîðîé ïðåäïðèíèìàåòñÿ ãðóïïèðîâêà,
äîëæíî áûòü íå áîëåå 5. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Îòáðàñûâàíèå ñîïðîâîæäàþùèõ óñëîâèé, ñîäåðæàùèõ âàðüèðóåìûé ïà-
ðàìåòð

∀ab(¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí çàìåíÿåò íà êîíñòàíòó "èñòèíà" óñëîâèå
¬(a = b) çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "(ñâÿçêà . . .)" è "ó÷åòîòâåòà", åñëè
ýòî óñëîâèå ñîäåðæèò êàê ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ, òàê è âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îòáðàñûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà:
∀ab(a < b)

∀ab(a ≤ b)

Íà óðîâíå 5 ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòáðàñûâàåìûå óñëîâèÿ
ó÷àñòâóþò â ñîïðîâîæäåíèè ïî î.ä.ç. Åñëè îíè íå ó÷àñòâóþò â òàêîì ñîïðîâîæäåíèè,
òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïîíèæàåòñÿ: â ñëó÷àå íåðàâåíñòâ äî åäèíèöû, â ñëó÷àå
îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà äî òðîéêè.

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ

∀abc(ab+ ac = a(b+ c))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ñ òîé æå öåëåâîé óñòàíîâêîé, ÷òî
è âûøå. Óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó âñåõ
ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåìîé ñóììû, ò.å. â êà÷åñòâå a áåðåòñÿ èõ îáùèé äåëèòåëü. Ïðè
ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàþùàÿñÿ â ñêîáêàõ ñóììà íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Åñëè
a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïîíåíòó ñ îñíîâàíèåì "å", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abc(a|b|+ c|b| = (a+ c)|b|)
Çäåñü óæå óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" îòñóòñòâóåò, íî çàòî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
âõîæäåíèÿ â ïðåîáðàçóåìîå óñëîâèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, íå ðàñïîëîæåííîé â
äâóõ ãðóïïèðóåìûõ ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abc(a

√
b+ c

√
b = (a+ c)

√
b)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå b ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à âûðàæåíèÿ
a, c - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðåîáðàçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ âûðàæåíèé ñ ðàäèêàëàìè

∀ax(0 ≤ (x − 1)(x + 1) → ln |
√
|x− 1| ·

√
|x+ 1| + x|sg(x) = a ↔ |x| = (exp(2a) +

1)/(2 exp(a)))

∀ax(0 ≤ (x− 1)(x+ 1) → |
√
|x− 1| ·

√
|x+ 1|+ x| = a↔ |x| = (a2 + 1)/(2a))

Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "(ñâÿçêà . . .)"
è "ó÷åòîòâåòà". Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, a - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ab(0 ≤ a2 − b2 → (

√
|a− b| ·

√
|a+ b| − b)2 = (a2 − 2)b

√
a2 − b2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â òàêèõ æå êîíòåêñòàõ, ÷òî è ïðåäûäóùèé. Íà âûðàæåíèÿ a, b
ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé íå íàêëàäûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ab(ln((a+

√
a2 + b)/|a−

√
a2 + b|) = 2 ln |a+

√
a2 + b| − ln |b|)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "(ñâÿçêà . . .)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Óñìîòðåíèå âûðîæäåííîãî ïîäñëó÷àÿ

∀a(a = 0 ↔ ëîæü)
Ïðèåì îòáðàñûâàåò âûðîæäåííûé ñëó÷àé, ôèêñèðóþùèé çíà÷åíèå âàðüèðóåìîé ïå-
ðåìåííîé è íå ñîäåðæàùèé ðàâåíñòâ ñ íåèçâåñòíûìè. Çàìåíÿåìîå íà êîíñòàíòó "ëîæü"
ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "(ñâÿçêà
. . .)". Îíî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, íî ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ. Çàäà÷à
íå èìååò óðàâíåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2.4.2 Óïðîùåíèå îòâåòà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íîð-

ìàëèçàòîðîì "íîðìñóùåñòâóåò"

Ïîñëå îáðàáîòêè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ó÷åòîòâåòà", ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìñóùåñòâóåò" äëÿ
îêîí÷àòåëüíîãî óïðîùåíèÿ îòâåòà. Ê ýòîìó æå íîðìàëèçàòîðó îáðàùàþòñÿ è íåêîòî-
ðûå ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çà-
ìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðèåìàì, ïðåä-
íàçíà÷åííûì äëÿ óïðîùåíèÿ îòâåòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â íîðìàëèçàòî-
ðå îòâåäåí öåëûé ðàçäåë "Íîðìàëèçàöèÿ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé". Â íåì íàñ÷èòûâàåòñÿ ñâûøå ñîòíè ïðèåìîâ. Ñðàçó
îòìåòèì, ÷òî äàííûé ñïèñîê ïðèåìîâ íèêîèì îáðàçîì íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó. Îí
ïðîñòî îõâàòûâàåò òå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáèëèñü ïðè ðåäàêòèðîâàíèè
îòâåòîâ â îáó÷àþùåì ìàòåðèàëå è èìååò äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Ïî ñóùå-
ñòâó, ýòî ìàòåðèàë äëÿ ïîñëåäóþùèõ îáîáùåíèé. Âïðî÷åì, äàæå è òàêîé, îí ÷àñòî
áóäåò ïîëåçåí ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòîâ íîâûõ çàäà÷.

Íèæå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ f(A) ïî
ñòàíäàðòíîé ñõåìå: ñíà÷àëà óêàçàòåëü "êîíòåêñò(B)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
âñåõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ A, çàòåì f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñîãëàñíî óêàçàòåëþ "íîâ-
àðãóìåíò(f . . .)". Â òàêèõ ñëó÷àÿõ áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ññûëêîé íà èñïîëüçîâàíèå
óêàçàòåëÿ "êîíòåêñò(B)".

Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ

∀afn(∃c(c− ÷èñëî & f(c|a|n)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(can)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå â ïðåîáðàçóåìîì óòâåðæäåíèè ïîä-
âûðàæåíèÿ c|a|n, ãäå n - ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Óêàçà-
òåëü "ñâÿçêà(õ3)" ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà è äëÿ êâàíòîðîâ, èìåþùèõ â ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêå áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé. Âñå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò , ïåðå-
íîñÿòñÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó çàìåíÿþùåãî êâàíòîðà. Òàêîé óêàçàòåëü ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ â íèæåñëåäóþùèõ ïðèåìàõ, õîòÿ ÿâíî ìû î íåì áîëüøå óïîìèíàòü íå
áóäåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdefnpxy(∃c(c−÷èñëî& p(c) & y(x) = f(a|e|n/(b|e|+cd))) ↔ ∃c(c−÷èñëî& p(c) & y(x) =
f(aen/(be+ cd))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a|e|n/(b|e|+cd), ãäå
n - íå÷åòíàÿ êîíñòàíòà. Åäèíñòâåííûì ñîäåðæàùèì c êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì óòâåð-
æäåíèÿ p(c) ìîæåò ÿâëÿòüñÿ óòâåðæäåíèå ¬(c = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdeA(0 ≤ ad → ∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & a|b| = cd/e) & A ↔ ∃c(c − ÷èñëî & ab =
cd/e) & A)
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââîäèòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ ïîñûëêà A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abP (¬(a = 0) → ∃c(c− ÷èñëî & P (a ln |b|+ c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (a ln(bc))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a ln |b|+ c. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀af (∃c(c− ÷èñëî & f(c/|a|)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(c/a)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (bc)/(d|a|). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abd(¬(a = 0) → ∃c(c− ÷èñëî & a ln |b|+ d = c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a ln(bc) + d = 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdnP (∃c(c− ÷èñëî & P (|a|n(cd+ sg(a)b))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (an(cd+ b))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ |a|n(cd + sg(a)b),
ãäå n - ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdefxy(∃c(c− ÷èñëî & f(a|e|/(bsg(e) + cd))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(ae/(b+ cd))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a|e|/(bsg(e) + cd).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀afn(∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & f(c|a|n)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(can)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ c|a|nb, ãäå n - íå÷åò-
íàÿ öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdP (∃c(c− ÷èñëî & P (a ln(cd) + b ln |d|)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P ((a+ b) ln(cd))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a ln(cd)+b ln |d, ãäå
a - êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abd(∃c(c− ÷èñëî & ac+ |b|d = 0) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ac+ bd = 0))

∀abd(∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & |a| = (bc)/d) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = (bc)/d))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdefnpxy(∃c(c−÷èñëî& p(c) & y(x) = f((b|e|+cd)/(a|e|n))) ↔ ∃c(c−÷èñëî& p(c) & y(x) =
f((be+ cd)/(aen))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (b|e| + cd)/(a|e|n),
ãäå n - íå÷åòíàÿ êîíñòàíòà. Åäèíñòâåííûì ñîäåðæàùèì c êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì
óòâåðæäåíèÿ p(c) ìîæåò ÿâëÿòüñÿ óòâåðæäåíèå ¬(c = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abdefxy(∃c(c− ÷èñëî & f((bsg(e) + cd)/(a|e|))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f((b+ cd)/(ae))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (bsg(e)+cd))/(a|e|).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abden(∃c(c− ÷èñëî & a|b|n = cd/e) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & abn = cd/e))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé, èìåþùåé íå÷åòíûé
çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abdeA(∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & a|b| = cd/e & B) & A ↔ ∃c(c − ÷èñëî & ab =
cd/e & B) & A)
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcde(ac(|b|d+ ec) = ac(bd+ ce))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïðåîáðàçóåìûé íîðìàëèçàòîðîì òåðì èìå-
åò âèä ∃)c(c − ÷èñëî & f(c)). Òàê êàê íîðìàëèçàòîð "íîðìñóùåñòâóåò" íå ÿâëÿåò-
ñÿ êîðíåâûì, òî ïðèåì áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòü íåêîòîðîå ïîäâûðàæåíèå âûðàæåíèÿ
f(c). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíå ýòîãî ïîäâûðàæåíèÿ êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé c ëè-
áî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì ñèìâîëîâ "ðàâíî", "ñóùåñòâóåò", "÷èñëî",
ëèáî èìååò âèä c2. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî a, b, d, e íå ñîäåðæàò c. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀afn(∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(c|a|n)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(can)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ c|a|nb, ãäå n - ðà-
öèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀af (∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(c/|a|)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(c/a)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (bc)/(d|a|). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdefxy(∃c(c − ÷èñëî & ¬(c = 0) & f((a|e|)/(bsg(e) + cd))) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & ¬(c =
0) & f((ae)/(b+ cd))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (a|e|)/(bsg(e) + cd).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdefxy(∃c(c − ÷èñëî & ¬(c = 0) & f((bsg(e) + cd)/(a|e|)) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & ¬(c =
0) & f((b+ cd)/(ae))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀a(0 ≤ a→ |a| = a)

Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò "îñòàòî÷íóþ" ïîïûòêó èñêëþ÷èòü ìîäóëü è ñðàáàòûâàåò íà
óðîâíå 5.
∀abdP (∃c(c− ÷èñëî & |a| = (bc/d) & P ) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = bc/d & P ))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abde(0 ≤ bd & 0 ≤ e → ∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & |a| = b

√
e/d) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & 0 <

c & a2 = (b2e)/d2))

∀abce(∃d(d− ÷èñëî & 0 < d & c = e(d2 + exp(2|a|))/(bd exp(|a|))) ↔ ∃d(d− ÷èñëî & 0 <
d & c = e(d2 + exp(2a))/(bd exp(a))))

∀bcex(∃d(d − ÷èñëî & 0 < d & c = e(d2x2sg(x) − 1)/(bd|x|sg(x))) ↔ ∃d(d − ÷èñëî & 0 <
d & c = e(d2x2 − 1)/(bdx)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 4.

Îòáðàñûâàíèå ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ âàðüèðóåìóþ
ïåðåìåííóþ

Îãðàíè÷åíèÿ íà î.ä.ç. äëÿ âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè, îáû÷íî îòáðàñûâàþòñÿ èç îòâåòà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:
∀fg(¬(f(x) = g(x)) ↔ èñòèíà)
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∀fg(f(x) < g(x) ↔ èñòèíà)
∀fg(f(x) ≤ g(x) ↔ èñòèíà)
Çäåñü x - âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ äîëæíà âõîäèòü â îòáðàñûâàåìîå íåðà-
âåíñòâî èëè îòðèöàíèå ðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èçìåíåíèå çíàêà êîíñòàíòû

∀abxy(∃c(y(x) = −a/(b+c) & c−÷èñëî& p(c)) ↔ ∃c(y(x) = a/(c−b) & c−÷èñëî& p(−c)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abf (∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(−ca/b)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(ca/b)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ−ca/b. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀afxy(∃c(y(x) = f(−(a+c)) & c−÷èñëî & p(c)) ↔ ∃c(y(x) = f(c−a) & c−÷èñëî & p(c)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ −(a + c). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀a(∃c(c− ÷èñëî & a = −c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abP (∃c(c− ÷èñëî & P (−a/(c− b))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (a/(b+ c))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ −a/(c−b). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀aqP (∃c(c− ÷èñëî & P ((c− a)q)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P ((c+ a)q)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (c − a)q, ãäå q -
ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdP (∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & P (−(a−bc)2/(cd))) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & P ((a+
bc)2/(cd))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ −(a− bc)2/(cd), ãäå
ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò â a, b, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abf (∃c(c− ÷èñëî & c < 0 & f(−ca/b)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & f(ca/b)))

∀abf (∃c(c− ÷èñëî & f(−ca/b)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(ca/b)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ−ca/b. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abP (∃c(P (c(−a+ bc))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c(a+ bc))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ c(−a+bc). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdeP (∃c(c− ÷èñëî & P (ac2/d− bc/e)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (ac2/d+ bc/e)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ac2/d − bc/e + f .
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Óñòðàíåíèå ìíîæèòåëÿ, ñîïðîâîæäàþùåãî ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ

∀aP (a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ∃c(c− ÷èñëî & P (ac)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c)))

∀aP (a−÷èñëî & ¬(a = 0) → ∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & P (ac)) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ¬(c =
0) & P (c)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ acd, ãäå ìíîæèòåëü
a íå ñîäåðæèò íè âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ, íè âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ (äëÿ
íåÿâíûõ îòâåòîâ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀adeP (a− ÷èñëî & ¬(a = 0) → ∃c(c− ÷èñëî & P (cd/(ae))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (cd/e)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ cd/(ae), ãäå a íå
ñîäåðæèò âàðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdP (∃c(c− ÷èñëî & P (d(c+ b)/a)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (db/a+ c)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ d(c+ b)/a, ãäå òåð-
ìû a, d íå ñîäåðæàò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè-
÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ îòëè÷åí îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ab(∃c(c− ÷èñëî & P (a/(bc))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (ac/b)))

∀ab(∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (a/(bc))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (ac/b)))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a/(bc). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abfmn(n = m2 & a = mb→ ∃c(c−÷èñëî & f(c(c+a)/n)) ↔ ∃c(c−÷èñëî & f(c2 + bc)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ c(c + a)/n, ãäå n -
íàòóðàëüíîå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïðîâåðÿåò,
÷òî n åñòü êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð", óñìàòðèâàåò, ÷òî a èìååò ñîìíîæèòåëü, äåëÿùèéñÿ íà m, è
èäåíòèôèöèðóåò ðåçóëüòàò b äåëåíèÿ a íà m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abnP (0 < a & 0 < n→ ∃c(c−÷èñëî & P (a(b+ c)n)) ↔ ∃c(c−÷èñëî & P ((ba1/n + c)n)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a(b + c)n, ãäå n -
êîíñòàíòà, à òåðì a íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abnP (0 ≤ a & 0 < n→ ∃c(c−÷èñëî & P ((b+c)n/a) ↔ ∃c(c−÷èñëî & P ((b/a1/n +c)n)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Óñòðàíåíèå êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî, ñîïðîâîæäàþùåãî ïðîèçâîëüíóþ ïî-
ñòîÿííóþ

∀aP (∃c(c− ÷èñëî & P (c+ a)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a+ c+ d, ãäå òåðì
a íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdxP (∃cx(c− ÷èñëî & P (c+ (a+ b)/d)) ↔ ∃cx(c− ÷èñëî & P (c+ b/d)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ c+(a+b)/d+e, ãäå
òåðìû a, d íå ñîäåðæàò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀abmnP (∃c(c− ÷èñëî & P (ac/b+ma/(nb))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (ac/b)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ac/b+(ma)/(nb)+e,
ãäå òåðìû m,n íå ñîäåðæàò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀amP (∃c(c− ÷èñëî & P (ac+ma)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (ac)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ac+ma+e, ãäå òåðì
m íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñòðàíåíèå ñòåïåíè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé

∀bP (∃c(c− ÷èñëî & P (cb)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 ≤ c & P (c)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ cb ãäå b - ðàöèî-
íàëüíàÿ êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ÷åòíûé ÷èñëèòåëü ëèáî çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀bP (∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & P (cb)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (c)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî b - ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà ñ ÷åòíûì ÷èñëèòåëåì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀bP (∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (cb)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (c)))

Çäåñü b - ïðîèçâîëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀bP (∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & P (cb)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & P (c)))

∀bP (∃c(c− ÷èñëî & P (cb)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c)))

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé, èìåþùåé íå÷åòíûå
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñòðàíåíèå ýêñïîíåíòû îò ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé

∀P (∃c(c− ÷èñëî & P (exp c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (c)))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Îäíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3 è íå èñïîëüçóåò ïðè
èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíîãî øàáëîíà P (. . .) íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå". Äðó-
ãàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5 è èñïîëüçóåò äàííûé íîðìàëèçàòîð.
∀bP (∃c(c− ÷èñëî & P (exp(b+ c))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (c exp b)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ eb+c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñòðàíåíèå ëîãàðèôìà îò ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ëèáî åå ìîäóëÿ

∀P (∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & P (ln |c|)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c)))

∀P (∃c(c− ÷èñëî & P (ln |c|)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c)))

∀P (∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & P (ln c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c)))

∀P (∃c(c− ÷èñëî & P (ln c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (c)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 3.
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Çàíåñåíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ïîä ëîãàðèôì

∀abfxy(∃c(c− ÷èñëî & f(b ln a+ bc)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(b ln(ac))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ b ln a+ bc. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abfxy(∃c(c− ÷èñëî & f(−b ln a+ bc)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(−b ln(ac))))

∀abfxy(∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & f(b ln a+bc)) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & f(b ln(ac))))

∀abfxy(∃c(c− ÷èñëî & f(b ln |a|+ bc)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(b ln(ac))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀abcd(∃e(e− ÷èñëî & ad ln |b|+ c = de) ↔ ∃e(e− ÷èñëî & ad ln(be) + c = 0))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ðàâåíñòâî ñòåïåíè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé

∀ap(∃c(c− ÷èñëî & ap = c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = c))

Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñòàíòíûì âûðàæåíèåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Âûíåñåíèå èç-ïîä ñòåïåíè êîýôôèöèåíòà ïðè âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé

∀afnxy(∃c(c− ÷èñëî & y(x) = f((c+ ax)n)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & y(x) = f(an(c+ x)n)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (c + ax)n, ãäå n
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, à ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â a. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âûíåñåíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èç-ïîä ëîãàðèôìà

∀an(∃c(c− ÷èñëî & f(ln(can))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(n ln(ac))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ln(can), ãäå n - íà-
òóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñîêðàùåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ

∀abdfgp(∃c(c−÷èñëî & g(c) & f(ca/(p(cb+d)))) ↔ ∃c(c−÷èñëî & g(c) & f(a/(p(b+cd)))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ca/(p(cb+d)). Óòâåð-
æäåíèå g(c) èìååò âèä 0 < c ëèáî ¬(c = 0). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdfgp(∃c(c−÷èñëî & g(c) & f(p(cb+d)/(ca))) ↔ ∃c(c−÷èñëî & g(c) & f(p(b+cd)/a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Îòáðàñûâàíèå óñëîâèÿ íà òèï çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé íåèçâåñòíîé

∀y(y −ôóíêöèÿ↔ èñòèíà)
Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé òåêóùåé çàäà÷è, ïðè÷åì ýòà çàäà÷à
èìååò öåëü (ñâÿçêà . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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Îòáðàñûâàíèå óñëîâèÿ íà òèï çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè îò âàðüèðó-
åìîé ïåðåìåííîé

∀xy(y(x)− ÷èñëî↔ èñòèíà)
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ x ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé
òåêóùåé çàäà÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî y - íåèçâåñòíàÿ ýòîé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Óñòðàíåíèå äèçúþíêöèè ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ

∀ABC(∃x(A & (B ∨ C)) ↔ ∃x(A & B) ∨ ∃x(A & C))

Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò öåëü (ñâÿçêà . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âîññòàíîâëåíèå ðàíåå èñêëþ÷åííîãî óñëîâèÿ íà òèï çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëü-
íîé ïîñòîÿííîé

∀a(a− ÷èñëî→ ∃c(c = a) ↔ ∃c(c = a & c− ÷èñëî))
Ïðèåì âîññòàíàâëèâàåò ñòàíäàðòíûé âèä ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îòâåòà äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ãäå ÿâíî óêàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé òèï ïàðàìåòðà. Îí ìîæåò
ïîíàäîáèòüñÿ, åñëè îòâåò íå ðàçðåøåí ÿâíî îòíîñèòåëüíî y(x). Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Ïåðåíåñåíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé èç çíàìåíàòåëÿ â ÷èñëèòåëü

∀abd(∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & d = a/(bc)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & d = ac/b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀f (∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(1/c)))

Âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé c â f(c) äîëæíû ÿâëÿòüñÿ âõîæäåíèÿìè ñîìíîæèòåëÿ
çíàìåíàòåëÿ äðîáè, ïðè÷åì äîëæíî íàéòèñü õîòÿ áû îäíî òàêîå âõîæäåíèå. Òåêóùàÿ
çàäà÷à èìååò öåëü (ñâÿçêà . . .).

Èñêëþ÷åíèå ñèãíóìà

∀abd(∃c(c− ÷èñëî & sg(a)b = cd) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & b = cd))

∀abde(∃c(c− ÷èñëî & bsg(a) + d(c+ sg(a)e) = 0) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & b+ d(c+ e) = 0))

∀abd(∃c(c− ÷èñëî & ca+ bsg(d) = 0) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ca+ b = 0))

∀abpq(¬(q = 0) → ∃c(c−÷èñëî &
√
a/b = psg(b)/q+c) ↔ ∃c(c−÷èñëî & q

√
ab = pb+cqb))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afn(∃c(c− ÷èñëî & f(c(sg(a))n)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(c)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ c(sg(a))nb. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abdP (∃c(c− ÷èñëî & P (((asg(b) + c)d)n)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (((a+ c)d)n)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ((asg(b)+c)d)n, ãäå
n - ÷åòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀bcex(∃d(d − ÷èñëî & 0 < d & c = e(d2 − x4sg(x))/(bdx2sg(x))) ↔ ∃d(d − ÷èñëî & 0 <
d & c = e(d2x4 − 1)/(bdx2)))

∀bcex(∃d(d − ÷èñëî & 0 < d & c = e(d2x4sg(x) − 1)/(bdx2sg(x))) ↔ ∃d(d − ÷èñëî & 0 <
d & c = e(d2x4 − 1)/(bdx2)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ñîêðàùåíèÿ ñ çàìåíîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé

∀abdfp(∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & f(a(cb+d)2/(cp))) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & f(a(b+
cd)2/(cp))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a(cb+ d)2/(cp), ãäå
âûðàæåíèå d êîíñòàíòíîå, à b - íåêîíñòàíòíîå, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò â
a, b, p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdfpq(∃c(c − ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(q(p2b + c2d)/(ap2c))) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & ¬(c =
0) & f(q(b+ c2d)/(apc))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ q(p2b+ c2d)/(ap2c),
ãäå p - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò åäèíèöû, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò
â âûðàæåíèÿ a, b, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abfpq(∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & f(q(ac2+b)/(pc))) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & f(q(a+
bc2)/(pc))))

∀abfp(∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & f((ac2 + b)/(pc))) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & f((a +
bc2)/(pc))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ q(ac2 + b)/(pc), ãäå
b - êîíñòàíòíîå âûðàæåíèå, a - íåêîíñòàíòíîå, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ c íå âõîäèò â a, p.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abdfmnkpqr(r = d & a = mp & r = mq(c) & m = n2k → ∃c(c−÷èñëî & f(a/(bc2 +d))) ↔
∃c(c− ÷èñëî & f(kp/(bc2 + kq(nc)))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a/(bc2 + d), ãäå âû-
ðàæåíèå d ìîæåò ñîäåðæàòü ïåðåìåííóþ c, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò c.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", íàõîäèò ðåçóëüòàò
r îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ d íîðìàëèçàòîðîì óñêîðåííîãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
"ôàêòîðèçàöèÿ". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò a ñ ïðîèçâåäåíèåì öåëî÷èñ-
ëåííîé êîíñòàíòû m íà íåêîòîðîå âûðàæåíèå p. Òðåòèé àíòåöåäåíò óñìàòðèâàåò,
÷òî r èìååò ÷èñëåííûé ñîìíîæèòåëü, äåëÿùèéñÿ íà m, è íàõîäèò îñòàòî÷íîå ïðîèç-
âåäåíèå q(c). ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", íàõîäèò
íàèáîëüøèé ñîìíîæèòåëü ÷èñëà m, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîëíûé êâàäðàò íåêîòî-
ðîãî íàòóðàëüíîãî n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî n îòëè÷íî îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀abdfp(∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & f((p2b + c2d)/(ap2c))) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & f((b +
c2d)/(apc))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (p2b + c2d)/(ap2c),
ãäå p - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò åäèíèöû, à âûðàæåíèÿ a, b, d íå ñîäåðæàò
ïåðåìåííîé c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abd(∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & c2a = bc+d) ↔ ∃c(c−÷èñëî & ¬(c = 0) & a = c(bc+d)))
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Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ b, d - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abdeP (∃c(c− ÷èñëî & P ((ac+ bd)/(be))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P ((ac+ d)/e)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (ac+ bd)/(be), ïðè-
÷åì âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀cdnP (∃abx(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(a = 0) & P (a|cd+ b|n)) ↔ ∃abx(a− ÷èñëî & b−
÷èñëî & ¬(a = 0) & P (a|d+ b|n)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a|cd+ b|n ãäå d ñî-
ñòàâëÿåòñÿ èç âñåõ ñîìíîæèòåëåé, ñîäåðæàùèõ âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ ëèáî âñïî-
ìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdeP (∃c(c− ÷èñëî & P ((ac+ b)d/e)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & P (acd+ bd/e)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ (ac+b)d/e, ãäå e íå
ñîäåðæèò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abdP (∃e(e− ÷èñëî & P (ln(a/(be+ d)))) ↔ ∃e(e− ÷èñëî & P (− ln(d/a+ e))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ ln(a/(be + d)), ãäå
a, b íå ñîäåðæàò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abde(∃c(c−÷èñëî& 0 < c& f(a(bc+d)/(ec2))) ↔ ∃c(c−÷èñëî& 0 < c& f(ac(b+cd)/e)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ a(bc+ d)/(ec2), ãäå
a, b, d, e íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà ïîä êîñèíóñîì

∀af (∃c(c− ÷èñëî & f(cos(−a+ c))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(cos(a+ c))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ cos(−a + c). Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀cdkpq(∃abv(p = − cos(ax+ b)d/(cak) & 0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & q) ↔ ∃abv(p =
cos(ax+ b)d/(cak) & a < 0 & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïåðåõîä îò ñèíóñà ê êîñèíóñó

∀af (∃c(c− ÷èñëî & f(sin(a+ c))) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(cos(a+ c))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ sin(a+ c). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñòðàíåíèå ìèíóñà ïîä ðàäèêàëîì

∀f (∃c(c− ÷èñëî & c < 0 & f(c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & f(−c2)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ √−c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Óñòðàíåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè îò àðê-ôóíêöèè

∀af (∃c(c−÷èñëî & f(cos(arcsin(a)+c))) ↔ ∃c(c−÷èñëî & f((
√

1− a2(1−c2)+2ac)/(1+
c2))))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ïîäâûðàæåíèÿ cos(arcsin(a) + c).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ

∀abn(∃c(c− ÷èñëî & an/bn = c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a/b = c))

Äëÿ âûäåëåíèÿ îáùåãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ñëóæèò óêà-
çàòåëü "îáùàÿñòåïåíü(. . .)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ
êîíñòàíòó ñ íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ îòâåòà

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðèåìîâ ñòàíäàðòèçàöèè îòâåòà, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ, â íîðìàëèçàòîð ââåäåí ðÿä ïðèåìîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè àëãåáðà-
è÷åñêèõ âûðàæåíèé:

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì è óìíîæåíèé.
2. Ãðóïïèðîâêà ëîãàðèôìîâ.
∀abc(a ln(b2) + c ln |b| = (2a+ c) ln |b|)
∀abcde(a+ b ln c = b ln d+ e↔ a+ b ln(c/d) = e)

∀abc(a ln b− a ln c = a ln(b/c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abc(a ln b+ c ln b = (a+ c) ln b)

∀ab(ln a+ ln b = ln(ab))

∀abc(ln(a/b2) + 2 ln c = 2 ln(c/b) + ln a)

∀abcde(ln(ab) + ln |c+ d/(ae)| = ln |abc+ bd/e|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Â ïîñëåäíåì ïðèåìå âûðàæåíèå a íåêîíñòàíò-
íîå.

3. Óñòðàíåíèå ëîãàðèôìà ñòåïåíè.
∀ab(ln(ab) = b ln |a|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà â ñóììå.
∀ab(a

2 − 2ab+ b2 = (a− b)2)

∀ab(a
2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2)

∀abc(a
2 + 2absg(c) + b2 = (asg(c) + b)2)

∀abc(a
2 − 2absg(c) + b2 = (asg(c)− b)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abc(−a2 + 2ab = b2 + c↔ −c = (b− a)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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5. Ïåðåíåñåíèå âñåõ èçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâóþ ÷àñòü.
∀abc(a+ b = c↔ a = c− b)

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííîé ñóììîé âñåõ èçâåñòíûõ ñëà-
ãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà c - ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ âíåøíèì êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ, ê ïðàâîé ÷àñòè äîáàâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí "c− ÷èñëî".

6. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
∀abcd(ab/c = d↔ a = cd/b)

Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåâûðîæäåííûì ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíûõ
ñîìíîæèòåëåé. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

7. Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ñ îáùèì ìíîæèòåëåì.
∀abc(ab+ ac = a(b+ c))

Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå è íå èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì òàêóþ ñòåïåíü, ÷òî
b ëèáî c èìååò ñòåïåíü ñ òåì æå îñíîâàíèåì. Ñóììà íå ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè
äåéñòâèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì, îäíà èç êîòîðûõ
âõîäèò â b è íå âõîäèò â c, à äðóãàÿ - âõîäèò â c è íå âõîäèò â b. Ñîçäàí òàêæå
ïðèåì, ó êîòîðîãî ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå çàìåíåíî íà òðåáîâàíèå ðàñïîëîæåíèÿ
ñóììû â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðè÷åì a - ñòåïåíü ñ îñíî-
âàíèåì e, à âíóòðè b, c íåò ñòåïåíåé ñ òàêèì îñíîâàíèåì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 6. Íàêîíåö, íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí
ïðèåì, êîòîðûé ñðàáàòûâàåò, åñëè íåâåðíî, ÷òî a - ñòåïåíü ñ îñíîâàíèåì e, à
ñóììà ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ýòîò ïðèåì
èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 5.

8. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå ìîäóëÿ.
∀abcd((a|b|+ c)/(d|b|) = a/d+ c/(d|b|))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Èñêëþ÷åíèå ñèãíóìà.
∀abc((

√
|a|sg(a)b+ c)

√
|a| = ab+ c

√
|a|)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
10. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà.

∀abd(∃c(c− ÷èñëî & cab − db = 0) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & ca− d = 0))

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé, èìåþùåé íå÷åò-
íûé ÷èñëèòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀an(∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & an = c) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a = c))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ðàöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé, èìåþùåé ÷åòíûé
÷èñëèòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abfg(a = f(c) & b = g(c) → ∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & ca2 = b2) ↔ ∃c(c −
÷èñëî & ¬(c = 0) & cf(c2) = g(c2)))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò ôóíê-
öèîíàëüíûå ïåðåìåííûå f(c), g(c). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀afgp(∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & p & a2 = f(c)2/g(c)2) ↔ ∃c(c − ÷èñëî & 0 <
c & p & a = f(c)/g(c)) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & p & a = f(c)/g(c)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
11. Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ.

∀abc((a+ b)c(a− b)c = (a2 − b2)c)

∀abc(|a+ b|c|a− b|c = |a2 − b2|c)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.
∀abc(ac+ bc = (a+ b)c)

Âûðàæåíèå ïîä÷èíåíî êâàíòîðó ñóùåñòâîâàíèÿ ïî c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

13. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ ðàâíûìè çíàìåíàòåëÿìè.
∀abc(a/b+ c/b = (a+ c)/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
14. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê äëÿ óñòðàíåíèÿ äðîáè.

∀abcd(ab(c/b+ d) = ac+ abd)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
15. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíî-

âàíèåì.
∀abmnk(k = m+ n→ an(amb+ c) = akb+ anc)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ m,n èìåþò çà-
ãîëîâîê "äðîáü", à k íå èìååò òàêîãî çàãîëîâêà. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdef (f = bd+ ce→ (c

√
a+ b)(d

√
a+ e) = acd+ be+ f

√
a)

Âûðàæåíèå a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîíñòàíòíóþ ñóììó. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 5.

16. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.
∀abc(−(a+ b) + c = −a− b+ c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
17. Ñîêðàùåíèå îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà îáùèé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü.

∀abc(¬(a = 0) → ab = ac↔ b = c)

∀abcde(a/(bc) = d/(be) ↔ a/c = d/e)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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18. Ïåðåãðóïïèðîâêà äëÿ óìåíüøåíèÿ äëèíû.
∀abcd((a+ b)c+ ad = a(c+ d) + bc)

Âûðàæåíèå c êîðî÷å âûðàæåíèÿ a. Åñëè a èìååò âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå, òî
è c äîëæíî èõ èìåòü. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî â îáëàñòè
äåéñòâèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ â c, òî ýòà
ïåðåìåííàÿ äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç âûðàæåíèé a, b, d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

19. Ïåðåíåñåíèå ìèíóñà â èçâåñòíóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà.
∀ab(−a = b↔ a = −b)
Âûðàâæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå b - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

20. ×àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå íà ñòåïåíü âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà.
∀abcdkp(a(bp

k + c)/(dpk) = ab/d+ ac/(dpk))

Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé (ïàðàìåòðèçàöèÿ p), óêàçûâàþùèé, ÷òî îò-
âåò íàéäåí â íåÿâíîé ôîðìå è p - âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð. Ýòîò ïàðàìåòð
íå äîëæåí âõîäèòü â âûðàæåíèÿ a, b, d, ïðè÷åì ñàìî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå
äîëæíî ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè òåðìà y(. . .); y - íåèçâåñòíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

21. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà.
∀abfgpxy((a = x) = (p = b & g) → y(a) = f(p) ↔ y(x) = f(b) & g)

Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé òåêóùåé çàäà÷è, p - âñïîìîãà-
òåëüíûé ïàðàìåòð, èñïîëüçóåìûé â íåÿâíîì ïðåäñòàâëåíèè îòâåòà. Ýòîò ïà-
ðàìåòð èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â âûðàæåíèå a. Àíòåöåäåíò ðàçðåøàåò
óðàâíåíèå a = x îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé p ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷è íà îïèñàíèå. Òàê êàê ðåçóëüòàò ìîæåò èìåòü âèä äèçúþíêöèè, èñïîëüçóþòñÿ
óêàçàòåëü "äèçúþíêò÷ëåí(1)" è íîðìàëèçàòîð "íîðìäèôôïàðàì", îáåñïå÷èâà-
þùèå îáðàáîòêó êàæäîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ïî îòäåëüíîñòè. Çàìåíÿþùèé
òåðì âûïèñûâàåòñÿ êàê äèçúþíêöèÿ îòäåëüíûõ ïîäñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

22. Âûíåñåíèå ìèíóñà ïåðåä ïðîèçâåäåíèåì.
∀ab(a · (−b) = −ab)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

23. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ëîãàðèôìà.
∀abc(−a ln(b/c) = a ln(c/b))

Åñëè íîðìàëèçóåìûé òåðì ñîäåðæèò ñèãíóì, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

24. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.
∀bc(0 < bc→ ∃a(a− ÷èñëî & 0 < a & b = ac) ↔ ∃a(a− ÷èñëî & b = ac))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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25. Ãðóïïèðîâêà ñèãíóìîâ.
∀abc(asg(c) + bsg(c) = (a+ b)sg(c))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

26. Óñìîòðåíèå ÷èñëà.
∀a(a− ÷èñëî→ a− ÷èñëî)
Âûðàæåíèå a íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

27. Ïåðåãðóïïèðîâêà äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé.
∀abpqrst(a(pq + r) + b(sq + t) = (ap+ bs)q + ar + bt)

Âûðàæåíèÿ a, b, p, s íå ñîäåðæàò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ, à âûðàæåíèå q -
ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2.4.3 Óïðîùåíèå îòâåòà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íîð-

ìàëèçàòîðîì "íîðìèëè"

Â íîðìàëèçàòîðå "íîðìèëè" âûäåëåí ïîäðàçäåë, ñâÿçàííûé ñ óïðîùåíèåì äèçúþíê-
òèâíûõ êîíñòðóêöèé â îòâåòàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îí ñóùåñòâåííî ìåíü-
øå, ÷åì àíàëîãè÷íûé ïîäðàçäåë íîðìàëèçàòîðà "íîðìñóùåñòâóåò". ×àñòü ïðèåìîâ
íå èìåþò äèçúþíêöèè â çàìåíÿþùåé ÷àñòè, à ëèøü äîïîëíÿþò ïðîöåññ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ äèçúþíêöèé. Êàê è âûøå, äàííàÿ êîëëåêöèÿ ïðèåìîâ íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó,
à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü ïåðå÷åíü ôàêòè÷åñêè âîñòðåáîâàííûõ ïðè ðàáîòå ñ îáó-
÷àþùèìè ïðèìåðàìè ïðåîáðàçîâàíèé.

Îòáðàñûâàíèå îòðèöàíèé ðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ âàðüèðóåìóþ ïåðåìåí-
íóþ

∀fg(¬(f(x) = g(x)) ↔ èñòèíà)
Çäåñü x - âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ; f, g - ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Ýòî ïðå-
îáðàçîâàíèå ïðèâîäèò îòâåò ê òðàäèöèîííîìó âèäó, îòáðàñûâàÿ ñîïðîâîæäàþùèå
îãðàíè÷åíèÿ íà êîíêðåòíûå òî÷êè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñêëåéêà ïîäñëó÷àåâ äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèé ïðî-
èçâîëüíîé ïîñòîÿííîé

∀afg(g(−c) = f(c) → ∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & f(c)) & a ∨ ∃c(c − ÷èñëî & 0 <
c & g(c)) & a↔ ∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & g(c)) & a)

∀afg(g(−c) = f(c) → ∃c(c − ÷èñëî & 0 ≤ c & f(c)) & a ∨ ∃c(c − ÷èñëî & 0 ≤
c & g(c)) & a↔ ∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & g(c)) & a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðì", îáåñïå÷èâàþùèì ñêâîçíûå îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀af (∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & f(c)) & a ∨ ∃c(c − ÷èñëî & c < 0 & f(c)) & a ↔
∃c(c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & f(c)) & a)



Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 321

∀af (∃c(c − ÷èñëî & 0 < c & f(c)) & a ∨ ∃c(c − ÷èñëî & c ≤ 0 & f(c)) & a ↔
∃c(c− ÷èñëî & f(c)) & a)

∀fg(∃c(c− ÷èñëî & f(c) & g(c)) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & g(c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & g(c)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îòáðàñûâàíèå óñëîâèÿ íà òèï çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé

Óêàçàòåëè îò òîì, ÷òî çíà÷åíèåì íåèçâåñòíîé ñëóæèò ôóíêöèÿ, îáû÷íî èç îòâåòà
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ:
∀x(x−ôóíêöèÿ↔ èñòèíà)
Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò öåëü (ñâÿçêà . . .), ïðè÷åì x - íåèçâåñòíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

Îòáðàñûâàíèå ïîäñëó÷àåâ, íå ñîäåðæàùèõ óñëîâèé íà çíà÷åíèÿ íåèçâåñò-
íîé

∀ab(a ∨ b↔ b)

Óòâåðæäåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à b - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Âîçâåäåíèå â êâàäðàò äëÿ ñêëåéêè ïîäñëó÷àåâ

∀abf (∃c(c−÷èñëî & b
√
a = f(c)) ∨ ∃c(c−÷èñëî & b

√
a = −f(c)) ↔ ∃c(c−÷èñëî & b2a =

(f(c))2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abpq(∃c(c − ÷èñëî & (a − b)2 = cp/q) ∨ ∃c(c − ÷èñëî & (a + b)2 = cp/q) ↔ ∃c(c −
÷èñëî & (cp− qa2 − qb2)2 = 4a2b2q2))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abpq(∃c(c − ÷èñëî & f(c) & a = pc/q + b) ∨ ∃c(c − ÷èñëî & g(c) & a = pc/q − b) ↔
∃c(c− ÷èñëî & a2q2 = (pc+ bq)2))

∀abpq(∃c(c− ÷èñëî & f(c) & a = (pc+ b)/q) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & g(c) & a = (pc− b)/q) ↔
∃c(c− ÷èñëî & a2q2 = (pc+ b)2))

Âûðàæåíèå a èìååò ñâîèì îáîáùåííûì ìíîæèòåëåì ëèáî ñòåïåíü, ïîêàçàòåëåì êî-
òîðîé ñëóæèò ïðîñòàÿ äðîáü ñ ÷åòíûì çíàìåíàòåëåì, ëèáî ñèãíóì. Õîòÿ áû îäíî èç
óòâåðæäåíèé f(c), g(c) âûðîæäàåòñÿ â êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Èñêëþ÷åíèå ñèãíóìà

∀abfg(f(−bsg(a))−g(bsg(a)) = 0 → ∃c(c−÷èñëî& f(bsg(a))) ∨ ∃c(c−÷èñëî& g(bsg(a))) ↔
∃c(c− ÷èñëî & f(b)) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & g(b)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" íà÷èíàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ óñìîòðåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ
bsg(a). Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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∀abd(∃c(c − ÷èñëî & asg(b) = c + d) ∨ ∃c(c − ÷èñëî & asg(b) = −(c + d)) ↔ ∃c(c −
÷èñëî & a = c+ d) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & a = −(c+ d)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî ïîäñëó÷àÿ

∀f (∃c(c− ÷èñëî & f(c)) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c & f(c)) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & f(c)))

∀abnxy(0 < n→ y(x) = 0 ∨ ∃c(c−÷èñëî & y(x) = a(c)(cb(c))n) ↔ ∃c(c−÷èñëî & y(x) =
a(c)(cb(c))n))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀dekmpxy(p

kd/e = m → y(x) = m ∨ ∃c(c − ÷èñëî & y(x) = (c + p)kd/e) ↔ ∃c(c −
÷èñëî & y(x) = (c+ p)kd/e))

Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abdnxy(0 < n & a + d = 0 → ∃c(c − ÷èñëî & (y(x) + a)nb = c) ∨ y(x) = d ↔
∃c(c− ÷èñëî & (y(x) + a)nb = c))

Âûðàæåíèå n êîíñòàíòíîå; âûðàæåíèÿ a, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀cxy(∃ab(y(x) = ax+ b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî) ∨ y(x) = c↔ ∃ab(y(x) = ax+ b & a−
÷èñëî & b− ÷èñëî))
Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.
∀fgxyF (F (f(t), g(t)) → F (x(t), y(t)) ∨ x(t) = f(t) & y(t) = g(t) ↔ F (x(t), y(t)))

Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå x, y ñóòü íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ

∀abdmp(∃c(c − ÷èñëî & p|a| = (b + cm)/d) ∨ ∃c(c − ÷èñëî & p|a| = (−b + cm)/d) ↔
∃c(c− ÷èñëî & pa = (b+ cm)/d) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & pa = (−b+ cm)/d))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abf (∃c(c − ÷èñëî & f(c) & a = |c|b) ∨ ∃c(c − ÷èñëî & g(c) & a = −|c|b) ↔ ∃c(c −
÷èñëî & a = bc) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & a = −bc))

Õîòÿ áû îäíî èç óòâåðæäåíèé f(c), g(c) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó "èñòèíà", ïðè-
÷åì òî èç íèõ, êîòîðîå íåâûðîæäåííîå, äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îòðèöàíèå ðà-
âåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀a(0 ≤ a→ |a| = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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Âîçâåäåíèå ðàâåíñòâà ñ ðàäèêàëîì â êâàäðàò

∀abdmn(n = m/2 → ∃c(c− ÷èñëî & an = cb/d) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & amd2 = cb2))

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè óêàçàòåëÿ "îáùàÿñòåïåíü(. . .)"
êàê îáùèé äåëèòåëü ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò óñòàíàâëèâàåò, ÷òî n èìååò âèä m/2, ãäå m - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà.
Îñíîâàíèå ñòåïåíè a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, d íåêîí-
ñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abd(∃c(

√
a = b & d) ↔ ∃c(a = b2 & d))

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à b - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5.

Óñìîòðåíèå ñëó÷àåâ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííûì èçìåíåíèåì
çíàêîâ âñåõ ñëàãàåìûõ

∀abdefp(e + f = 0 → ∃c(c − ÷èñëî & a − b = cd + e) ∨ ∃c(c − ÷èñëî & p(c) & b − a =
cd+ f) ↔ ∃c(c− ÷èñëî & a− b = cd+ e))

Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îòáðàñûâàíèå äèçúþíêöèè íåðàâåíñòâ äëÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

∀abx(a < x & x < b ∨ x < a ∨ b < x↔ èñòèíà)
Ïåðåìåííàÿ x íå ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Ñîãëàñíî îáû÷íîé ñòàíäàðòèçàöèè îòâåòà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îòáðàñû-
âàþòñÿ óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ, âîññòàíàâëèâàåìûå ÷åðåç î.ä.ç. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñêëåéêà ëèíåéíîãî è êîíñòàíòíîãî ðåøåíèé

∀xy(∃ab(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & y(x) = ax + b) ∨ ∃c(c− ÷èñëî & y(x) =
c) ↔ ∃ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & y(x) = ax+ b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 3

Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè

Îñíîâíîå âíèìàíèå ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè óäåëÿëîñü ïîêà
âû÷èñëèòåëüíûì ïëàíèìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì. Â íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû òàêæå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà ïîñòðîåíèå è ïðîñòåéøèå ñòåîðåîìåò-
ðè÷åñêèå çàäà÷è. Êàê ïðàâèëî, ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ââåäåííûé â ïëàíèìåòðèè, òî÷íî
òàê æå èñïîëüçóåòñÿ è â ñòåðåîìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè. Èñêëþ÷åíèÿ îãîâàðèâàþòñÿ
îñîáî.

Âïðî÷åì, îäíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïëàíèìåòðè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèé îò ñòåîðå-
ìåòðè÷åñêèõ ìîæíî óêàçàòü ñðàçó æå: â ïëàíèìåòðèè ôèãóðû çàäàþòñÿ òîëüêî ÷å-
ðåç óêàçàíèå ñâîèõ "îïîðíûõ òî÷åê". Íàïðèìåð, "ïðÿìàÿ(A B)", "ôèãóðà(A B C
D)", "îêðóæíîñòü(A B)" è ò.ï. Â ñòåðåîìåòðèè òàêîé ïîäõîä îêàçàëñÿ íåóäîáíûì
èç-çà åãî ÷ðåçìåðíîé ãðîìîçäêîñòè, òàê ÷òî òåëà îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ïåðåìåííûìè
("êóá(a)", "êîíóñ(a)"è ò.ï.). Ýëåìåíòû òåëà (ãðàíè, ðåáðà, âåðøèíû) ñâÿçûâàþòñÿ ñ
îáîçíà÷àþùåé åãî ïåðåìåííîé ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíûõ îòíîøåíèé.

×òîáû ïðè ðåøåíèè ÷èñòî ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ðåøàòåëü íå äåëàë ïîïûòîê
ïðèìåíÿòü ñòåðåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû, îáû÷íî â ñïèñîê ïîñûëîê çàíîñèòñÿ îäíîáóê-
âåííûé òåðì "ïëàíèìåòðèÿ". Ýòîò òåðì ÿâëÿåòñÿ ëèøü òåõíè÷åñêîé ïîìåòêîé, êîòî-
ðàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, áëîêèðóåò ðÿä ñòåîðåìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
óñêîðÿåò ïðîâåðêó ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê îáùåé ïëîñêîñòè â òàêèõ ïëàíèìåòðè÷å-
ñêèõ ïðèåìàõ, êîòîðûå áåç äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ ìîãëè áû ïðèâåñòè ê îøèáêàì â
ñòåðåîìåòðèè. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåøàòåëü äîáàâëÿåò ïîñûëêó
"ïëàíèìåòðèÿ" àâòîìàòè÷åñêè, âûâîäÿ åå èç àíàëèçà çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî ïðè
çàïóñêå (íî äî íà÷àëà ñêàíèðîâàíèÿ). Ïîäðîáíåå îá ýòîì áóäåò ñêàçàíî íèæå. Íåîá-
õîäèìîñòü ââîäèòü ýòó ïîñûëêó âðó÷íóþ ìîæåò âîçíèêíóòü ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ
ñëó÷àÿõ.

3.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì

â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè

Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ïðè ôîðìàëèçàöèè óòâåðæäåíèé ýëåìåíòàðíîé
ãåîìåòðèè, óæå áûëè ïåðå÷èñëåíû â ïåðâîì òîìå äàííîé ìîíîãðàôèè. Îäíàêî, äëÿ
óäîáñòâà ðàáîòû ñ ïðèâîäèìûìè íèæå ïðèåìàìè, íàïîìíèì ýòè ñèìâîëû. Çàìå-
òèì, ÷òî âñå ïðèâîäèìûå íèæå îáîçíà÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ ê âíóòðåííåìó (ñêîáî÷íîìó)
ôîðìàòó çàïèñè ðåøàòåëÿ. Îäíàêî, ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò èõ òî÷-
íî òàê æå. Ê ÷èñëó ðåäêèõ èñêëþ÷åíèé (ëåãêî îïðåäåëèìûõ ïî îïèñàíèþ êîìàíä
ôîðìóëüíîãî ðåäàêòîðà, èìåþùèõñÿ â ñïðàâî÷íèêå ïî ñèñòåìå) îòíîñèòñÿ óòâåðæäå-
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íèå ∆(ABC), îçíà÷àþùåå, ÷òî A,B,C - âåðøèíû íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî â ôîðìóëüíîé çàïèñè îïåðàíäû îáû÷íî îòäåëÿþòñÿ çàïÿòûìè - çà èñêëþ-
÷åíèåì ñòàíäàðòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèé.

3.1.1 Ïðîñòåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ

Óòâåðæäåíèå "òî÷êà(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü òî÷êà. Òî÷êè ïëàíèìåòðè÷åñêèõ è
ñòåîðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íå ðàçëè÷àþòñÿ: ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå ïëàíè-
ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòüþ òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Âûðàæåíèå "Òî÷êè" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.
Âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A,B. Îíî
èìååò ñìûñë ïðè ðàçëè÷èè äàííûõ òî÷åê. Ôîðìàëüíî óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàæå åñëè
òî÷êè ñîâïàëè, äàííîå âûðàæåíèå ïî-ïðåæíåìó çàäàåò êàêóþ-òî ïðÿìóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç òî÷êó A, íî îá ýòîé ïðÿìîé áîëåå íè÷åãî íå èçâåñòíî. Òàêîå ñîãëàøåíèå
òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè óñìîòðåíèè òèïà çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(AB)"
íå òðàòèòü âðåìÿ íà äîêàçàòåëüñòâî ðàçëè÷èÿ òî÷åê A,B. Â ëîãè÷åñêè êîððåêòíûõ
êîíòåêñòàõ äàííûå òî÷êè çàâåäîìî áóäóò ðàçëè÷íûìè, îäíàêî ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ
ìîãóò âîçíèêàòü ïðîòèâîðå÷èâûå êîíòåêñòû, ãäå òî÷êè îêàæóòñÿ ñêëåèâøèìèñÿ.
Âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(ABC)" îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A, B,
C. Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìûõ, îíî èìååò ñìûñë äëÿ òðîéêè òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðè÷åì äëÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íîå äîïóùåíèå.

Âñå ñòàíäàðòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû ðåøàòåëÿ îðèåíòèðîâàíû òîëüêî íà çà-
äàíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé ÷åðåç îïîðíûå òî÷êè. Åñëè îáîçíà÷èòü ïðÿìóþ ëèáî
ïëîñêîñòü ïåðåìåííîé, òî ýòè ïðèåìû íå ñðàáîòàþò, è çàäà÷à ðåøåíà íå áóäåò (âïðî-
÷åì, ïðè äàëüíåéøåì îáó÷åíèè ñèñòåìû äàííûé íåäîñòàòîê íåòðóäíî áóäåò óñòðà-
íèòü).
Îäíîìåñòíûå îòíîøåíèÿ "Ïðÿìàÿ(x)" è "Ïëîñêîñòü(x)" èñòèííû, åñëè x ÿâëÿåòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìîé ëèáî ïëîñêîñòüþ. Â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ââèäó ñäåëàí-
íîãî âûøå çàìå÷àíèÿ î ÿâíîì îáîçíà÷åíèè ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, ýòè îòíîøåíèÿ
ðåøàòåëåì ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ.
Óòâåðæäåíèå "ïðÿìàÿòî÷åê(AB)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
âñå òî÷êè ìíîæåñòâà B.
Âûðàæåíèÿ "îòðåçîê(AB)", "èíòåðâàë(AB)" îáîçíà÷àþò îòðåçîê è èíòåðâàë ñ êîí-
öàìè â òî÷êàõ A,B. Âûðàæåíèÿ "ëó÷(AB)", "îáðàòíûéëó÷(AB)" îáîçíà÷àþò, ñî-
îòâåòñòâåííî, ëó÷, íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå A è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó B, è ëó÷,
îáðàòíûé äàííîìó ëó÷ó. Îãðàíè÷åíèå íà òî÷êè A,B - òàêîå æå, êàê ïðè çàäàíèè
ïðÿìîé.
Âûðàæåíèÿ "ðàññòîÿíèå(AB)", "ðàññòäîïðÿìîé(AB)" è "ðàññòäîïëîñêîñòè(AB)" îáî-
çíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A,B, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî
ïðÿìîé B è ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè B. Âûðàæåíèå "ðàññòìåæäó(AB)"
îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè òî÷åê A,B.
Âûðàæåíèå "óãîë(ABC)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó óãëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå B, ñòîðî-
íû êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè A,B. Ýòà âåëè÷èíà èçìåðÿåòñÿ îò 0 äî π. Óãîë
êàê ôèãóðà îáîçíà÷àåòñÿ "Óãîë(ABC)". Îáà âûðàæåíèÿ èìåþò ñìûñë, åñëè òî÷êè
A,C îòëè÷íû îò òî÷êè B. Âî âòîðîì ñëó÷àå áåðåòñÿ òà ÷àñòü ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ
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ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå óãëà, íå ïðåâîñõîäÿùåé π. Åñëè âåëè÷èíà óãëà ðàâíà π, òî
âûáîð ïîëóïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò íåêîòîðûì íå óòî÷íÿåìûì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ çàäàíèÿ ïîëóïëîñêîñòè ñëóæàò îïðåäåëÿåìûå íèæå ñèìâîëû "ïîëóïëîñêîñòü",
"îáðïîëóïëîñêîñòü". Êàê è âûøå, ïðè ñîâïàäåíèè òî÷åê òèïû çíà÷åíèé âûðàæåíèé
"óãîë(. . .)", "Óãîë(. . .)" ñîõðàíÿþòñÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî è ìíîæåñòâî), íî ñàìè
çíà÷åíèÿ íèêàê íå óòî÷íÿþòñÿ.
Âûðàæåíèå "ìèíóãîë(A)" - ìèíèìóì âåëè÷èí A, π−A. Èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ íàèìåíüøåé èç âåëè÷èí óãëà è ñìåæíîãî ñ íèì óãëà.
Âûðàæåíèå "óãîëìåæäó(AB)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó óãëà ìåæäó ïðÿìûìè ëèáî ïëîñ-
êîñòÿìè A,B, ëèáî ìåæäó âåêòîðàìè A,B. Â êà÷åñòâå âåëè÷èíû óãëà ìåæäó ïðÿ-
ìûìè ëèáî ïëîñêîñòÿìè áåðåòñÿ òà, êîòîðàÿ ëåæèò ìåæäó 0 è π/2. Âûðàæåíèå
"Óãîëìåæäó(ABC)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó òîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè A,B, â êîòîðîì
ëåæèò ïðÿìàÿ C. Îíî èìååò ñìûñë, åñëè âñå òðè ïðÿìûå ëåæàò â îáùåé ïëîñêîñòè.
Óòâåðæäåíèå "áèññåêòðèñà(ABCD)" îçíà÷àåò, ÷òî ëó÷ AD ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé
óãëà ABC. Ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì ëó÷îì, îáîçíà÷àåòñÿ "Áèññåêòðèñà(ABC)".
Ïîñëåäíèé ñèìâîë ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àåòñÿ â ïðèåìàõ, òàê ÷òî â çàäà÷àõ íóæíî
èñïîëüçîâàòü ïåðâîå îáîçíà÷åíèå.
Óòâåðæäåíèå "áèññåêòðïëîñê(ABCD)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êàD ëåæèò íà áèññåêòîðíîé
ïëîñêîñòè óãëà ìåæäó ïîëóïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ïðÿìóþ B è (ñîîòâåò-
ñòâåííî) ÷åðåç òî÷êè A,C.
Óòâåðæäåíèÿ "ïàðàëëåëüíû(AB)", "ïåðïåíäèêóëÿðíî(AB)" èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óêà-
çàíèÿ íà ïàðàëëåëüíîñòü ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé (äîïóñêà-
þòñÿ ëþáûå ñî÷åòàíèÿ: ïðÿìàÿ-ïðÿìàÿ, ïðÿìàÿ-ïëîñêîñòü, ïëîñêîñòü-ïëîñêîñòü). Â
ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîñòè äîïóñêàåòñÿ ñîâïàäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ïðÿìûõ ëèáî ïëîñ-
êîñòåé, à òàêæå âêëþ÷åíèå ïðÿìîé â ïëîñêîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ñèìâîëû èñïîëü-
çóþòñÿ è äëÿ âåêòîðîâ, î ÷åì áóäåò ñêàçàíî îòäåëüíî â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé àíàëèòè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Óòâåðæäåíèÿ "îäíàñòîðîíà(ABC)", "ðàçíûåñòîðîíû(ABC)" îçíà÷àþò, ÷òî òî÷êè A
è B ëåæàò ïî îäíó, ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé C è â îäíîé
ïëîñêîñòè ñ ýòîé ïðÿìîé. Ýòè æå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óêà-
çàíèÿ íà òî, ÷òî òî÷êè A,B ëåæàò ïî îäíó ëèáî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè C.
Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå ñëó÷àè ïîïàäàíèÿ òî÷êè íà ïðÿìóþ ëèáî ïëîñêîñòü C.
Óòâåðæäåíèå "ñèììåòðè÷íû(ABC)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè, ïðÿìîé ëèáî ïëîñêîñòè C. Óòâåðæäåíèå "îñüñèììåòðèè(AB)" îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ A ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïëîñêîé ôèãóðû ëèáî òåëà B. Óòâåð-
æäåíèå "ïëîñêîñòüñèììåòðèè(AB)" îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòü A ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ
ñèììåòðèè òåëà B.
Âûðàæåíèå "ïîëîñà(AB)" îáîçíà÷àåò ïîëîñó, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ ïàðàëëåëüíû-
ìè ïðÿìûìè A è B (âêëþ÷àÿ ýòè ïðÿìûå). Âûðàæåíèÿ "ïîëóïëîñêîñòü(AB)" è
"îáðïîëóïëîñêîñòü(A B)" îáîçíà÷àþò ïîëóïëîñêîñòè, ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò
ïðÿìîé A. Ïåðâàÿ èç íèõ ñîäåðæèò òî÷êó B, âòîðàÿ - íå ñîäåðæèò òî÷êè B, ïðè÷åì åå
ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç B. Âûðàæåíèå "ïîëóïðîñòðàíñòâî(AB)" îáîçíà÷àåò ïîëó-
ïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå ïëîñêîñòüþ A, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíà íå ëåæàùàÿ íà
A òî÷êà B. Âûðàæåíèå "îáðïîëóïðîñòðàíñòâî(AB)" îáîçíà÷àåò ïðîòèâîïîëîæíîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî.
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Âûðàæåíèå "ïëîñêîñòüôèãóðû(A)" îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíà
ïëîñêàÿ ôèãóðà A. Åñëè ôèãóðà âûðîæäåííàÿ è òàêèõ ïëîñêîñòåé ìíîãî, òî áåðåòñÿ
êàêàÿ-òî îäíà èç íèõ.

3.1.2 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ôèãóðàìè

Íàçâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð - "òðåóãîëüíèê", "ïàðàëëåëîãðàìì" è ò.ï., èñïîëü-
çóþòñÿ â ðåøàòåëå òîëüêî êàê ñèìâîëû îòíîøåíèé ìåæäó òî÷êàìè.
Óòâåðæäåíèå "òðåóãîëüíèê(ABC)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B,C ïîïàðíî ðàçëè÷íû è
íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, Óòâåðæäåíèÿ "ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)", "ðîìá(ABCD)",
"ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)", "êâàäðàò(ABCD)", "òðàïåöèÿ(ABCD)" îçíà÷àþò, ÷òî ÷åò-
âåðêà òî÷åê A,B,C,D ñîñòàâëÿåò íàáîð âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî òèïà. Â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ äîïóñêàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå öèêëè÷åñêèå ïåðå-
ñòàíîâêè è èçìåíåíèå ïîðÿäêà òî÷åê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âåð-
øèíû A,D äîëæíû ëåæàòü íà íèæíåì (áîëüøåì) îñíîâàíèè òðàïåöèè. Çàìåòèì,
÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà òðàïåöèé. Óêàçàííîå âûøå îáîçíà÷åíèå îòíî-
ñèòñÿ òîëüêî ê òðàïåöèÿì, ó êîòîðûõ îáà óãëà ïðè íèæíåì îñíîâàíèè íå ïðåâîñõî-
äÿò 90 ãðàäóñîâ. Åñëè ýòî îãðàíè÷åíèå îòáðàñûâàåòñÿ, òî èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå
"Òðàïåöèÿ(ABCD)".
Óòâåðæäåíèå "÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)" îçíà÷àåò, ÷òî ÷åòâåðêà òî÷åê îáðàçóåò âåð-
øèíû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
Åñëè a - íàáîð òî÷åê, òî óòâåðæäåíèÿ "ìíîãîóãîëüíèê(a)", "ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a)"
îçíà÷àþò, ÷òî äàííûå òî÷êè ñóòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèìûå âåðøèíû íåêîòîðîãî
ìíîãîóãîëüíèêà, íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî (âî âòîðîì ñëó÷àå - ïðàâèëüíîãî).
Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ (òðåóãîëüíèê, ÷åòûðåõóãîëüíèêè è ò.ï.) ìíîãîóãîëü-
íèê êàê ìíîæåñòâî òî÷åê çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì "ôèãóðà(a)". Çäåñü a - íàáîð ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèìûõ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âåðøèí
òðåóãîëüíèêà îáîçíà÷àåòñÿ "ôèãóðà(íàáîð(ABC))".
Óòâåðæäåíèå "çàìêíóòàÿëîìàíàÿ(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàáîð âåðøèí ëîìàíîé
ëèíèè, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ òî÷êè ñîâïàäàþò. Óòâåðæäåíèå "ïðîñòàÿëî-
ìàíàÿ(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàáîð âåðøèí ëîìàíîé ëèíèè (çàìêíóòîé ëèáî íåò),
íå èìåþùåé ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Óòâåðæäåíèå "öåíòð(P a)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà P åñòü öåíòð ôèãóðû ëèáî òåëà a.
Îíî èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ öåíòðàëüíî - ñèììåòðè÷íûõ îáúåêòîâ: ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê, êâàäðàò, îêðóæíîñòü è ò.ï. Çàìåòèì, ÷òî ýòî æå óòâåðæäåíèå èñïîëü-
çóåòñÿ â ìåõàíèêå äëÿ óêàçàíèÿ ñâÿçè ìàòåðèàëüíûõ òî÷êè P è òåëà a.
Óòâåðæäåíèÿ "Ìåäèàíà(ABCD)" è "Âûñîòà(ABCD)" îçíà÷àþò, ÷òî òî÷êà D ÿâëÿ-
åòñÿ îñíîâàíèåì, ñîîòâåòñòâåííî, ìåäèàíû ëèáî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâå-
äåííîé èç âåðøèíû A. Óòâåðæäåíèå "Áèññåêòðåóã(ABCD)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà D
ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì áèññåêòðèñû ýòîãî æå òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû
B.
Âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(a)" è "ïåðèìåòð(a)" îáîçíà÷àþò ïëîùàäü è ïåðèìåòð ôèãóðû
a (âî âòîðîì ñëó÷àå - òîëüêî èìåþùåé âèä ìíîãîóãîëüíèêà). Âûðàæåíèå "äëèíà(a)"
îáîçíà÷àåò äëèíó ëèíèè a.
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Îêðóæíîñòü è êðóã â äâóìåðíîì ñëó÷àå îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ-
ìè "îêðóæíîñòü(AB)" è "êðóã(AB)", ãäå A - öåíòð, B - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæ-
íîñòè ëèáî ãðàíèöû êðóãà. Êðîìå òîãî, äëÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A, èìå-
þùåé ðàäèóñ r, èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå "îêð(A r)". Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ
êðóãà ââåäåíî îáîçíà÷åíèå "êðóãðàäèóñà(A r)". Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå îêðóæíîñòü è
êðóã îáîçíà÷àþòñÿ äðóãèìè âûðàæåíèÿìè, òàê êàê ïðèõîäèòñÿ äîîïðåäåëÿòü ïëîñ-
êîñòü. Âûðàæåíèå "Îêðóæíîñòü(ABC)" îáîçíà÷àåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç òî÷êó B è ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè ABC. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèò-
ñÿ îáîçíà÷åíèå "Êðóã(ABC)". Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå âûðàæåíèå
"Îêðóæí(ABr)", îáîçíà÷àþùåå îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó
B è ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó r.
Óòâåðæäåíèå "îêðóæí(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îêðóæíîñòü.
Äëÿ çàäàíèÿ ìåíüøåé èç äâóõ äóã îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A, îãðàíè÷åííûõ òî÷-
êàìè B,C, ñëóæèò âûðàæåíèå "äóãà(ABC)". Áîëüøàÿ èç ýòèõ äóã îáîçíà÷àåòñÿ
"áîëüøàÿäóãà(ABC)". Åñëè òî÷êè B,C äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû, òî çíà÷åíè-
ÿìè äàííûõ âûðàæåíèé ñëóæàò äâå ðàçëè÷íûå ïîëóîêðóæíîñòè, âûáèðàåìûå êàêèì-
òî íåóòî÷íÿåìûì îáðàçîì. Îáû÷íî â òàêîé ñèòóàöèè âûðàæåíèÿ íå èñïîëüçóþòñÿ.
Äóãà, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âïèñàííûé óãîë ABC, îáîçíà÷àåòñÿ "äóãàóãëà(ABC)".
Ýòî âûðàæåíèå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà èç êîíòåêñòà ñëåäóåò, ÷òî
òî÷êè A,B,C îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.
Îáëàñòü ñî ñëîæíîé ãðàíèöåé, îáðàçîâàííîé ìíîæåñòâîì ôðàãìåíòîâA1, . . . , An ñòàí-
äàðòíîãî âèäà (îòðåçêè ïðÿìûõ, äóãè îêðóæíîñòåé è ò.ï.), îáîçíà÷àåòñÿ "Ôèãóðà(
ïåðå÷åíü(íàáîð(A1 . . . An)))". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôðàãìåíòû ïåðå÷èñëÿþòñÿ â öèê-
ëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Âûðàæåíèÿ "ñåêòîð(ABC)" è "ñåãìåíò(ABC)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñåêòîð
è ñåãìåíò êðóãà, èìåþùåãî öåíòð A è êðàéíèå òî÷êè îêðóæíîñòè B,C. Âûáèðàåòñÿ
ìåíüøàÿ èç äóã ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Ïðè ðàâåíñòâå äâóõ äóã íåóòî÷íÿåìûì îá-
ðàçîì áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ. Ôàêòè÷åñêè â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå
"ïîëóêðóã(ABC)", îáîçíà÷àþùåå ïîëóêðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå A, äèàìåòð êîòîðîãî
íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå B, à C åñòü íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïîëóîêðóæíîñòè.
Âûðàæåíèå "êîëüöî(ABC)" îáîçíà÷àåò êîëüöî ñ öåíòðîì â òî÷êå A, âíóòðåííÿÿ ãðà-
íèöà êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B, à âíåøíÿÿ - ÷åðåç òî÷êó C.
Óòâåðæäåíèå "êàñàòåëüíàÿ(AB)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ A ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòèB. Óòâåðæäåíèÿ "âíåøêàñàòåëüíàÿ(ABC)" è "âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ABC)"
îçíà÷àþò, ÷òî ïðÿìàÿ A ÿâëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âíåøíåé ëèáî âíóòðåííåé îáùåé
êàñàòåëüíîé îêðóæíîñòåé B è C.
Óòâåðæäåíèÿ "âíåøêàñàþòñÿ(AB)", "âíóòðêàñàþòñÿ(AB)" îçíà÷àþò, ÷òî îêðóæíî-
ñòè A,B êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, ñîîòâåòñòâåííî, âíåøíèì ëèáî âíóòðåííèì îáðàçîì.
Óòâåðæäåíèå "âïèñàíà(AB)" îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòü A âïèñàíà â ìíîãîóãîëü-
íèê B. Îáû÷íî îí çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì "ôèãóðà(. . .)". Àíàëîãè÷íî, óòâåðæäåíèå
"îïèñàíà(AB)" îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòü A îïèñàíà îêîëî ìíîãîóãîëüíèêà B.
Óòâåðæäåíèå "ïîäîáíû(AB)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè, íàáîðû âåðøèí êîòî-
ðûõ ñóòü A è B, ïîäîáíû. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âìåñòî îáîçíà÷àþùåãî ìíîãîóãîëüíèê
âûðàæåíèÿ "ôèãóðà(A)" èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå A, îïðåäåëÿþùåå íàáîð åãî âåð-
øèí. Äàííîå óòâåðæäåíèå äîïîëíèòåëüíî ôèêñèðóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíà-
ìè, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî ïîäîáèå: âåðøèíå Ai ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà Bi.
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Óòâåðæäåíèå "âûïóêëî(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà.
Âûðàæåíèå "âíåøíîñòü(a)" îáîçíà÷àåò äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê a äî ìíîæåñòâà
òî÷åê ïëîñêîñòè.

3.1.3 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè òåëàìè

Óòâåðæäåíèÿ "êóá(a)", "ïðèçìà(a)", "ïàðàëëåëåïèïåä(a)", "ïèðàìèäà(a)", "óñå÷ïè-
ðàìèäà(a)", "êîíóñ(a)", "øàð(a)", "ñôåðà(a)", "öèëèíäð(a)" óêàçûâàþò òèï òåëà ëè-
áî ïîâåðõíîñòè a. Äîïîëíèòåëüíî òèï òåëà ëèáî ïîâåðõíîñòè ìîæåò õàðàêòåðèçî-
âàòüñÿ óòâåðæäåíèÿìè "ïðÿìîé(a)" (ñëó÷àè ïðÿìîé ïðèçìû è ïðÿìîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà), "ïðàâèëüíûé(a)" (ñëó÷àè ïðàâèëüíûõ ïðèçìû, ïèðàìèäû ëèáî óñå÷åííîé
ïèðàìèäû) è "ïðÿìîóãîëüíûé(a)" (ïðèìåíèòåëüíî ê ïàðàëëåëåïèïåäó).
Îáúåì, ïîëíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè òåëà a îáîçíà-
÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿìè "îáúåì(a)", "ïëîùïîâåðõíîñòè(a)" è "áîêî-
âàÿïîâåðõíîñòü(a)".
Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè a îáîçíà÷àåòñÿ, êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå, ïîñðåäñòâîì âûðàæå-
íèÿ "ïëîùàäü(a)".
Âûñîòà òåëà a (ïèðàìèäà, êîíóñ, öèëèíäð è ò.ï.) îáîçíà÷àåòñÿ "âûñîòà(a)".
Ðàäèóñ øàðà ëèáî ñôåðû a îáîçíà÷àåòñÿ "ðàäèóñ(a)".
Óòâåðæäåíèå "ãðàíü(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê a ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ ìíîãî-
ãðàííèêà b.
Óòâåðæäåíèå "îñíîâàíèå(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêàÿ ôèãóðà a ñëóæèò îñíîâàíèåì
òåëà b.
Óòâåðæäåíèÿ "âåðøèíà(a b)", "ðåáðî(a b)" îçíà÷àþò, ÷òî òî÷êà ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî,
îòðåçîê a ÿâëÿþòñÿ âåðøèíîé ëèáî ðåáðîì ìíîãîãðàííèêà b. Óòâåðæäåíèå "Âåðøè-
íà(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïèðàìèäû ëèáî êîíóñà b.
Óòâåðæäåíèå "äèàãîíàëü(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçîê a ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ
ïàðàëëåëåïèïåäà b.
Óòâåðæäåíèå "öåíòð(a b)" óêàçûâàåò òî÷êó a - öåíòð òåëà b.
Îñåâîå ñå÷åíèå a öèëèíäðà ëèáî êîíóñà b ââîäèòñÿ ïðè ïîìîùè óòâåðæäåíèÿ "îñå-
âîåñå÷åíèå(a b)".
Ïëîñêîñòü äâóìåðíîé ôèãóðû a, ðàñïîëîæåííîé â ïðîñòðàíñòâå, îáîçíà÷àåòñÿ "ïëî-
ñêîñòüôèãóðû(a)".
Âûðàæåíèÿ "ïîëóïðîñòðàíñòâî(a b)" è "îáðïîëóïðîñòðàíñòâî(a b)" îáîçíà÷àþò ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå ïëîñêîñòüþ a è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîäåðæàùåå ëèáî íå
ñîäåðæàùåå òî÷êè b.
Âûðàæåíèå "Ïîëîñà(a b)" îáîçíà÷àåò ïîëîñó ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêî-
ñòÿìè a, b.
Äâóãðàííûé óãîë îáîçíà÷àåòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ - âû-
ðàæåíèå "äâóãðÓãîë(A B C d)", ãäå A,B - ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå óãîë; C -
òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà ýòèõ ïëîñêîñòÿõ; d - óêàçàòåëü ðàçìåùåíèÿ äàííîé òî÷êè. Åñ-
ëè d = 0, òî òî÷êà ëåæèò âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà; åñëè d = 1, òî îíà íàõîäèòñÿ



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 330

â ñìåæíîì ñ íèì îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè A äâóãðàííîì óãëå; åñëè d = 2, òî îíà
íàõîäèòñÿ â ñìåæíîì îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè B äâóãðàííîì óãëå; åñëè d = 3, òî
òî÷êà íàõîäèòñÿ â äâóãðàííîì óãëå, âåðòèêàëüíîì ñ äàííûì. Âòîðîé ñïîñîá - âûðà-
æåíèå "äâóãðàíÓãîë(A B C)". Çäåñü B - ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â âåðøèíå äâóãðàííîãî
óãëà; A,C - òî÷êè, ëåæàùèå âíå B íà ïîëóïëîñêîñòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñòîðîíàìè óãëà.
Â ïåðâîì ñëó÷àå âåëè÷èíà äâóãðàííîãî óãëà îáîçíà÷àåòñÿ "äâóãðóãîë(A B C d)", âî
âòîðîì - "äâóãðàíóãîë(A B C)".
Òðåõãðàííûé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå A è íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ðåáåð AB,
AC, AD îáîçíà÷àåòñÿ "òðåõãðàíóãîë(A B C D)".
Âåëè÷èíà îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè ëèáî ïëîñêîñòÿìè a è b îáîçíà÷àåòñÿ "óãîë-
ìåæäó(a b)". Âåëè÷èíà òîãî óãëà ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè a, b, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíà
ïðÿìàÿ c (âñå òðè ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíó óãëà), îáîçíà÷àåòñÿ "Óãîëìåæäó(a
b c)".
Óòâåðæäåíèå "áèññåêòðïëîñê(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà D ïðèíàäëåæèò áèñ-
ñåêòîðíîé ïëîñêîñòè äâóãðàííîãî óãëà, â âåðøèíå êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ B,
à òî÷êè A,C ëåæàò íà ïîëóïëîñêîñòÿõ - ñòîðîíàõ óãëà.

3.1.4 Îïåðàöèè, èñïîëüçóåìûå â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü â ðÿäå äîïîëíèòåëüíûõ
îïåðàöèé, âûðàæàþùèõ íîâûå ýëåìåíòû ÷åðòåæà ÷åðåç óæå èçâåñòíûå. Äëÿ ýòèõ
îïåðàöèé ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Âûðàæåíèå "ò÷ê(A B r)" îáîçíà÷àåò òî÷êó, îòñòîÿùóþ íà ïðÿìîé AB îò òî÷êè A íà
ðàññòîÿíèè r è íàõîäÿùóþñÿ ïðè r > 0 íà ëó÷å AB, èíà÷å - íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî
ëó÷à.
Âûðàæåíèå "äîëÿîòðåçêà(A B a)" îáîçíà÷àåò òî÷êó C îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé AB,
äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå îðèåíòèðîâàííûõ äëèí îòðåçêîâ AC,AB ðàâíî a.
Âûðàæåíèå "ïåðïåíäèêóëÿð(A B)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïðîâåäåííóþ ÷åðåç òî÷êó B
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé A, à âûðàæåíèå "ïàðàëëåëïðÿìàÿ(A B) ïðÿìóþ, ïðîâåäåí-
íóþ ÷åðåç óêàçàííóþ òî÷êó ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé A.
Âûðàæåíèå "ïàðàëëåëü(A b B)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé A, íàõî-
äÿùóþñÿ îò íåå íà ðàññòîÿíèè b è ðàñïîëîæåííóþ â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî è
òî÷êà B.
Íàêîíåö, âûðàæåíèå "ïîâîðîòïðÿìîé(A B C a)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïîëó÷àåìóþ
ïðè ïîâîðîòå ëó÷à AB íà óãîë a â íàïðàâëåíèè ïîëóïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó
C.

3.2 Ñîïðîâîæäåíèå ÷åðòåæàìè çàäà÷ è ïðèåìîâ

Ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ðåøàòåëü íå èñïîëüçóåò ÷åðòåæà. Îäíàêî, äëÿ
áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðîöåññà ðåøåíèÿ ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ñîïðîâîæäå-
íèÿ ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ÷åðòåæîì. Îí ëèáî ââîäèòñÿ âðó÷íóþ, ëèáî ñîçäàåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè ïîñëå òîãî, êàê óñëîâèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ ââåäåíî. Äëÿ àâòîìàòè÷å-
ñêîãî ñîçäàíèÿ ÷åðòåæà èñïîëüçóåòñÿ ðåàëèçîâàííûé íà ÃÅÍÎËÎÃå ïàêåòíûé àíà-
ëèçàòîð "÷åðòåæ", êîòîðûé áóäåò îïèñàí â êîíöå äàííîé ãëàâû. Äëÿ óñêîðåííîãî
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ïîñòðîåíèÿ ÷åðòåæà àíàëèçàòîð çàïóñêàåòñÿ ñðàçó, íà èñõîäíîì óñëîâèè çàäà÷è. Îä-
íàêî, â ñëîæíûõ ñëó÷àÿ ìîæíî íà÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è äî íåêîòîðîãî ìàëîãî óðîâíÿ,
è ëèøü çàòåì îáðàòèòüñÿ ê àíàëèçàòîðó "÷åðòåæ". Â áîëüøèíñòâå ñòàíäàðòíûõ çà-
äà÷ äîñòàòî÷íî ïåðâîãî ñïîñîáà, èçðåäêà ïîìîãàåò âòîðîé, è ëèøü â îñîáûõ ñèòóàöè-
ÿõ ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü ÷åðòåæ âðó÷íóþ. Âïðî÷åì, îáó÷åíèå àíàëèçàòîðà "÷åðòåæ"
íåñëîæíî ïðîäîëæèòü. Ôàêòè÷åñêè àíàëèçàòîð ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè - ëîãè÷å-
ñêóþ è âû÷èñëèòåëüíóþ. Ðàññìàòðèâàÿ ïîñûëêè çàäà÷è, îí ñîñòàâëÿåò ñõåìó âû÷èñ-
ëåíèé äëÿ èòåðàòèâíîé îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà, êîòîðàÿ, ïî âîçìîæíîñòè,
ñðàçó ó÷èòûâàåò âîçìîæíî áîëüøåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ ïîñûëêàìè.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ÷åðòåæ êîððåêòèðóåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîå-
íèÿõ. Äëÿ ýòîãî ïðèåìû ÃÅÍÎËÎÃà, âûïîëíÿþùèå ïîñòðîåíèÿ, èìåþò ñïåöèàëüíûå
óêàçàòåëè, îïðåäåëÿþùèå ââîä íîâûõ òî÷åê è ïðîâåäåíèå íîâûõ ëèíèé. Ñòðóêòóðà
äàííûõ ÷åðòåæà çàêðåïëÿåòñÿ çà çàäà÷åé íà âñå âðåìÿ åå ðåøåíèÿ è äóáëèðóåòñÿ ïðè
ðàçáîðå ñëó÷àåâ.

Ñòåðåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó òîæå ìîæíî ñîïðîâîæäàòü ÷åðòåæîì, îäíàêî ïîêà îí
ââîäèòñÿ òîëüêî âðó÷íóþ è êîððåêòèðóåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ëèøü ÷àñòè÷íî (ïðè
ñðàáàòûâàíèè ïëàíèìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ).

Ïðèåìû ÃÅÍÎËÎÃà, îòíîñÿùèåñÿ ê ïëàíèìåòðèè, ñîïðîâîæäàþòñÿ ÷åðòåæàìè
èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ íàãëÿäíîñòè. Ýòè ÷åðòåæè íèêàê íå èñïîëüçóþòñÿ êîìïèëÿòî-
ðîì, îäíàêî â ñêîëü-íèáóäü íåâûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìû äëÿ ïîíèìàíèÿ
âûïîëíÿåìûõ ïðèåìîì äåéñòâèé.

3.2.1 Èíòåðôåéñ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà

Èíòåðôåéñ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà óæå áûë îïèñàí â ïåðâîì òîìå, ïîñâÿùåííîì
îáùåìó îïèñàíèþ ñèñòåìû. Îäíàêî, åãî åñòåñòâåííî íàïîìíèòü â äàííîé ãëàâå, ãäå
ãåîìåòðè÷åñêèé ðåäàêòîð, ñîáñòâåííî, è èñïîëüçóåòñÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ðåäàêòîð ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü ïëàíèìåòðè÷åñêèå ÷åðòåæè, ñî-
ñòàâëåííûå èç îòðåçêîâ è äóã îêðóæíîñòåé. Ýòè ëèíèè ñîåäèíÿþò áàçèñíûå òî÷êè,
îáîçíà÷åííûå áóêâàìè. Ïðåäóñìîòðåíà òàêæå âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ êðèâûõ ïðî-
èçâîëüíîãî âèäà, ñîåäèíÿþùèõ äâå áàçèñíûå òî÷êè. Êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê, êîòîðûå áóêâàìè íå îáîçíà÷àþòñÿ è ñîåäèíÿ-
þòñÿ ìåæäó ñîáîé îòðåçêàìè ëèáî äóãàìè. Äàííàÿ âîçìîæíîñòü áûëà ââåäåíà äëÿ
ñîçäàíèÿ ýñêèçîâ ê ïðèåìàì àíàëèçà ðèñóíêîâ è â ãåîìåòðè÷åñêîì ðåøàòåëå íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü ïðîðèñîâàíà òîëüêî öåëèêîì, ïðè÷åì ê áà-
çèñíûì òî÷êàì äîëæåí îòíîñèòüñÿ åå öåíòð è õîòÿ áû îäíà èç åå òî÷åê. Ýòî îãðàíè-
÷åíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ â ïðîðèñîâêå
ëèøü ÷àñòè îêðóæíîñòè íå âîçíèêàëî íåîáõîäèìîñòè.

Îêíî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê, îãðàíè÷åí-
íûé ëèíèåé ñèíåãî öâåòà. Â ïðàâîì âåðõíåì óãëó îòäåëåíà íåáîëüøàÿ îáëàñòü, â êî-
òîðîé ïîÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëü òåêóùåãî ðåæèìà ðåäàêòèðîâàíèÿ. Óïðàâëåíèå ñìåíîé
ðåæèìîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåíþ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà, ïîÿâëÿþùå-
ãîñÿ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ðåæèìû ðàáîòû:

1. Íåéòðàëüíûé ðåæèì.
Ýòîò ðåæèì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè âõîäå â ãåîìåòðè÷åñêèé ðåäàêòîð. Ó íåãî
ïðÿìîóãîëüíèê óêàçàòåëÿ ðåæèìà - ïóñòîé. Ïåðåõîä èç ëþáîãî äðóãîãî ðåæèì â
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ýòîò ðåæèì îáåñïå÷èâàåòñÿ íàæàòèåì êëàâèøè ïðîáåëà. Â íåéòðàëüíîì ðåæèìå
ìîæíî âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
(a) Ïåðåìåùåíèå òî÷êè ëèáî ñîïðîâîæäàþùåãî åå áóêâåííîãî îáîçíà÷åíèÿ.

Äëÿ ýòîãî òî÷êà âûäåëÿåòñÿ íàæàòèåì ëåâîé êëàâèøè ìûøè ïîñëå ïîäâå-
äåíèÿ ê íåé êóðñîðà ìûøè. Çàòåì ìîæíî ñäâèãàòü òî÷êó íàæàòèåì êëàâèø
êóðñîðà (ïîñòîÿííîå óäåðæàíèå êëàâèøè íàæàòîé ïðèâîäèò ê ìåäëåííîìó
äâèæåíèþ òî÷êè â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè). Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ñäâèãàòü
îáîçíà÷åíèå âûäåëåííîé òî÷êè íàæàòèåì êëàâèø "Ctr-êóðñîðû". Ïðè äâè-
æåíèè òî÷êè êîððåêòèðóþòñÿ âñå âåäóùèå ê íåé îòðåçêè ïðÿìûõ.

(b) Èçìåíåíèå îáîçíà÷åíèÿ òî÷êè.
Ñíà÷àëà íàæèìàåòñÿ áóêâåííàÿ êëàâèøà (áûòü ìîæåò, ñîïðîâîæäàåìàÿ
íåñêîëüêèìè öèôðîâûìè ïðè óêàçàíèè èíäåêñà) äëÿ íîâîãî îáîçíà÷åíèÿ,
çàòåì âûäåëÿåòñÿ íóæíàÿ òî÷êà (ëåâàÿ êëàâèøà ìûøè) è íàæèìàåòñÿ -
". Êàê è â ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ íîâîé òî÷êè (ñì. íèæå), äëÿ ââîäà áîëüøîé
áóêâû íà êëàâèàòóðå íàæèìàåòñÿ ìàëàÿ áóêâà, è íàîáîðîò. Ñòàðîå îáî-
çíà÷åíèå çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü îáîçíà÷åíèé òî÷åê, è áóäåò èñïîëüçîâàíî
ïðè ïîñëåäóþùèõ ââîäå ëèáî êîððåêöèè îáîçíà÷åíèÿ (åñëè íå ñáðîñèòü
íàêîïèòåëü ñ ïîìîùüþ êëàâèøè "Delete").

Ýòè îïåðàöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü è â äðóãèõ ðåæèìàõ (íî íå â ðåæèìå ââîäà
íîâûõ òî÷åê, òàê êàê òîãäà êàæäàÿ ïîïûòêà âûäåëèòü òî÷êó áóäåò ïðèâîäèòü
ê ñîçäàíèþ íîâîé òî÷êè).

2. Ðåæèì ââîäà íîâûõ òî÷åê.
Âõîä â ðåæèì ââîäà íîâûõ òî÷åê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè íàæàòèè êëàâèøè "Insert"
ëèáî âûáîðå ìûøüþ ïóíêòà "Òî÷êà"ìåíþ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Â ïðÿìî-
óãîëüíèêå óêàçàòåëÿ ðåæèìà ïîÿâëÿåòñÿ ñëîâî "òî÷êà". Äëÿ ââîäà íîâîé òî÷êè
ñëåäóåò âûáðàòü êóðñîðîì ìûøè åå ïîçèöèþ è íàæàòü ëåâóþ êëàâèøó ìûøè.
Â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ òî÷êè êàæäûé ðàç âûáèðàåòñÿ ïåðâàÿ íå èñïîëüçîâàí-
íàÿ áîëüøàÿ áóêâà. Îäíàêî, ìîæíî ÿâíî óêàçûâàòü îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê, ïðåä-
âàðèòåëüíî íàæàâ ïîñëåäîâàòåëüíî íåêîòîðûå áóêâåííûå êëàâèøè. Òîãäà ïî-
ñëåäóþùèå íàæàòèÿ ëåâîé êëàâèøè ìûøè íà âûáðàííûõ ïîçèöèÿõ ïðèâåäóò ê
èñïîëüçîâàíèþ äëÿ òî÷åê îáîçíà÷åíèé èç äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê êàê
îáû÷íî òî÷êè îáîçíà÷àþòñÿ áîëüøèìè áóêâàìè, ïðåäóñìîòðåíî àâòîìàòè÷åñêîå
ïðåîáðàçîâàíèå ââîäèìûõ ñ êëàâèàòóðû ìàëûõ áóêâ â áîëüøèå, à áîëüøèõ - â
ìàëûå. Äëÿ ñáðîñà íàêîïèòåëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîâûõ òî÷åê íàæèìàåòñÿ êëàâèøà
"Delete".
Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê ìîæíî ñîïðîâîæäàòü èíäåêñàìè - äëÿ ýòîãî ïîñëå íàæà-
òèÿ áóêâåííîé êëàâèøè íàæèìàþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî öèôðîâûõ êëàâèø,
îáðàçóþùèõ èíäåêñ.
Åñëè íóæíî óäàëèòü ðàíåå ââåäåííóþ òî÷êó, òî ê íåé ïîäâîäèòñÿ êóðñîð ìûøè
è íàæèìàåòñÿ ïðàâàÿ êëàâèøà ìûøè. Ïðè ýòîì îáîçíà÷åíèå óäàëåííîé òî÷êè
ñîõðàíÿåòñÿ â íàêîïèòåëå îáîçíà÷åíèé è áóäåò èñïîëüçîâàíî (åñëè íå ñáðîñèòü
ýòîò íàêîïèòåëü) ïðè ââîäå íîâîé òî÷êè.

3. Ðåæèì ñäâèãà òî÷åê.
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Ïåðåõîä â ýòîò ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ íàæàòèåì êëàâèøè "Ctr-c" ëèáî âûáî-
ðîì ìûøüþ ïóíêòà "Ñäâèã" ìåíþ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Óêàçàòåëü ðåæèìà
ïðîðèñîâûâàåò ñëîâî "ñäâèã". Äàëåå ìîæíî èçìåíèòü ïîëîæåíèå ëþáîé èç òî-
÷åê, íå ïðèáåãàÿ ê ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííîìó ïåðåìåùåíèþ åå êëàâèøàìè êóð-
ñîðà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà òî÷êà âûäåëÿåòñÿ ìûøüþ (íàæàòèå ëåâîé êëàâèøè
ïîñëå ïîäâåäåíèÿ ê òî÷êå êóðñîðà ìûøè), çàòåì êóðñîð ìûøè ïîäâîäèòñÿ ê
íîâîé ïîçèöèè òî÷êè, è ñíîâà íàæèìàåòñÿ ëåâàÿ êëàâèøà ìûøè.

4. Ðåæèì ïðîâåäåíèÿ îòðåçêà.
Ïåðåõîä â ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè íàæàòèè "Ctr-î"("î êèð.) ëèáî âûáî-
ðå ìûøüþ ïóíêòà "Îòðåçîê"ìåíþ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Óêàçàòåëü ðåæèìà
ïðîðèñîâûâàåò ñëîâî "îòðåçîê". Äëÿ ïðîâåäåíèÿ îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
ñíà÷àëà âûäåëÿåòñÿ ïåðâàÿ èç íèõ, çàòåì êóðñîð ìûøè ïîäâîäèòñÿ êî âòîðîé è
íàæèìàåòñÿ ëåâàÿ êëàâèøà ìûøè. Åñëè íóæíî íå ââåñòè, à íàîáîðîò, óäàëèòü
ðàíåå ââåäåííûé îòðåçîê, òî ïîñëå âûäåëåíèÿ ïåðâîé òî÷êè îòðåçêà íà âòîðîé
òî÷êå íàæèìàåòñÿ ïðàâàÿ êëàâèøà ìûøè.

5. Ðåæèì ïðîâåäåíèÿ ïðÿìîé.
Ïåðåõîä â ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè íàæàòèè êëàâèøè "Ctr-ï" ëèáî âûáîðå
ìûøüþ ïóíêòà "Ïðÿìàÿ" ìåíþ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Óêàçàòåëü ðåæèìà ïðî-
ðèñîâûâàåò ñëîâî "ïðÿìàÿ". Ðåæèì àíàëîãè÷åí ðåæèìó ïðîâåäåíèÿ îòðåçêîâ,
îäíàêî çäåñü îòðåçîê ïðîäîëæàåòñÿ âïëîòü äî ãðàíèö ðàìêè. Ðåæèì ïðàêòè÷å-
ñêè íå èñïîëüçóåòñÿ.

6. Ðåæèì ïðîâåäåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà.
Ïåðåõîä â ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè íàæàòèè êëàâèøè "Ctr-ò" ëèáî âûáî-
ðå ìûøüþ ïóíêòà "Ïåðïåíäèêóëÿð" ìåíþ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Óêàçàòåëü
ðåæèìà ïðîðèñîâûâàåò ñëîâî "ïåðïåíäèêóëÿð". Âîçìîæíû äâå îïåðàöèè: âîñ-
ñòàâèòü ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé â çàäàííîé òî÷êå ýòîé ïðÿìîé, ëèáî îïóñòèòü
èç çàäàííîé òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿð íà çàäàííóþ ïðÿìóþ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ëåâîé êëàâèøåé ìûøè âûáèðàþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà
ïðÿìîé (âòîðàÿ èç íèõ - òà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîéäåò ïåðïåíäèêóëÿð). ×òîáû
äîîïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà è ââåñòè íà íåì åùå îäíó òî÷êó,
êóðñîðîì ìûøè âûáèðàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî èç óæå ââåäåííûõ ðàíåå òî÷åê, è íà
íåé íàæèìàåòñÿ ïðàâàÿ êëàâèøà ìûøè. Òîãäà ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ïåðâûå äâå òî÷êè, áóäåò ïðîâåäåí èç âòîðîé òî÷êè â íàïðàâëåíèè
òðåòüåé òî÷êè, ïðè÷åì íà íåì áóäåò ââåäåíà áëèæàéøàÿ ê òðåòüåé òî÷êå íîâàÿ
òî÷êà.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, êàê è â ïåðâîì, ñíà÷àëà ëåâîé êëàâèøåé ìûøè âûáèðàþòñÿ
äâå òî÷êè íà ïðÿìîé, ê êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿð, è çàòåì íà
òðåòüåé òî÷êå - èç êîòîðîé äîëæåí áûòü îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð - íàæèìàåòñÿ
ëåâàÿ êëàâèøà ìûøè. Ïðè ïðîâåäåíèè ïåðïåíäèêóëÿðà ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà
- îñíîâàíèå ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà.

7. Ðåæèì ïðîâåäåíèÿ îêðóæíîñòè.
Ïåðåõîä â ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè íàæàòèè êëàâèøè "Ctr-ê"("ê êèð.) ëèáî
âûáîðå ìûøüþ ïóíêòà "Îêðóæíîñòü"ìåíþ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Óêàçàòåëü



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 334

ðåæèìà ïðîðèñîâûâàåò ñëîâî "îêðóæíîñòü". Äëÿ ïðîâåäåíèÿ íîâîé îêðóæíî-
ñòè ñíà÷àëà ëåâîé êëàâèøåé ìûøè âûáèðàåòñÿ åå öåíòð, çàòåì áåðåòñÿ êàêÿ-
ëèáî òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ äîëæíà ïðîéòè îêðóæíîñòü, è ñíîâà íàæèìàåòñÿ
ëåâàÿ êëàâèøà ìûøè. ×òîáû óäàëèòü ââåäåííóþ ðàíåå îêðóæíîñòü, ñíà÷àëà
ëåâîé êëàâèøåé ìûøè âûáèðàåòñÿ åå öåíòð, çàòåì íà òîé òî÷êå îêðóæíîñòè, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé îíà ââîäèëàñü, íàæèìàåòñÿ ïðàâàÿ êëàâèøà ìûøè. Ïîñëåä-
íÿÿ îïåðàöèÿ âîçìîæíà ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàíåå ââåäåííàÿ îêðóæíîñòü
íå ïåðåìåùàëàñü ïî ýêðàíó (òàêîå ïåðåìåùåíèå ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåìåùåíèè
åå öåíòðà); èíà÷å äëÿ óäàëåíèÿ îêðóæíîñòè íóæíî óäàëèòü åå öåíòð).

8. Ðåæèì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ âñåãî èçîáðàæåíèÿ.
Ïåðåõîä â ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè íàæàòèè êëàâèøè "Home"ëèáî âûáîðå
ìûøüþ ïóíêòà "Ïåðåìåùåíèå"ìåíþ â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Óêàçàòåëü ðåæèìà
ïðîðèñîâûâàåò ñëîâî "ïåðåìåùåíèå". Äëÿ çàäàíèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ñíà-
÷àëà íà íåêîòîðîé ïîçèöèè íàæèìàåòñÿ êëàâèøà ìûøè, çàòåì êóðñîð ìûøè
ïåðåíîñèòñÿ íà íîâóþ ïîçèöèþ, è ñíîâà íàæèìàåòñÿ êëàâèøà ìûøè.

9. Ðåæèì èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ðàìêè ÷åðòåæà.
Ïåðåõîä â ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè âûáîðå ìûøüþ ïóíêòà "Ðàìêà" ìåíþ â
âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Âîçíèêàåò ïîäìåíþ, â êîòîðîì ïåðå÷èñëÿþòñÿ íàçâàíèÿ
÷åòûðåõ ñòîðîí ðàìêè ("ïðàâûéêðàé", "ëåâûéêðàé", "âåðõíèéêðàé"è "íèæíèé-
êðàé"). Ïîñëå âûáîðà â íåì íóæíîé ñòîðîíû óêàçàòåëü ðåæèìà ïîâòîðÿåò íà-
çâàíèå âûáðàííîé ñòîðîíû. Äëÿ âûáîðà íîâîãî ïîëîæåíèÿ ýòîé ñòîðîíû êóðñîð
ìûøè ïåðåìåùàåòñÿ íà òðåáóåìóþ ïîçèöèþ è íàæèìàåòñÿ ëåâàÿ êëàâèøà ìû-
øè. Ðåæèì îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óâåëè÷åíèÿ çîíû ÷åðòåæà, ïîä êîòîðûì
ðàçìåùåíû äðóãèå èçîáðàæåíèÿ. Ýòî óâåëè÷åíèå îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ïåðèî-
äó ðåäàêòèðîâàíèÿ; ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà íèæíÿÿ
ãðàíèöà ÷åðòåæà âûáèðàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïî êðàéíèì ñíèçó åãî òî÷êàì.

10. Ðåæèì ïðîâåäåíèÿ êðèâûõ.
Ýòîò ðåæèì áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëàõ ìîíîãðàôèè, ïîñâÿùåííûõ àíàëèçó
ðèñóíêîâ.

3.2.2 Ñîçäàíèå ÷åðòåæà, ñîïðîâîæäàþùåãî çàäà÷ó

Ââîä íîâîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îáû÷íî ïðîùå íà÷èíàòü ñ ïåðå÷èñëåíèÿ ëîãè÷å-
ñêèõ óñëîâèé (ïîñûëîê çàäà÷è), õàðàêòåðèçóþùèõ ÷åðòåæ, òàê êàê îíè íåïîñðåä-
ñòâåííî âû÷èòûâàþòñÿ èç òåêñòà çàäà÷è. Ëèøü ïîñëå ýòîãî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, êàê
âûãëÿäèò ÷åðòåæ. Â ñòàíäàðòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äàæå íå îòâëåêàòüñÿ íà òàêîãî ðîäà
àíàëèç çàäà÷è, à ïîëíîñòüþ äîâåðèòü ïîñòðîåíèå ÷åðòåæà ðåøàòåëþ.

Íàæàòèå êëàâèøè "Ctr-÷" çàïóñêàåò ïðîöåäóðó àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ÷åð-
òåæà, êîòîðûé ïðîðèñîâûâàåòñÿ â âåðõíåé ÷àñòè - ïåðåä ïîñûëêàìè çàäà÷è.

Åñëè ïîñòðîåííûé ÷åðòåæ íå àäåêâàòåí ïîñûëêàì, ìîæíî ïîïðîáîâàòü íàæàòü
"×" äëÿ çàïóñêà óñèëåííîé ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ íà÷èíàåò ðåøàòü çàäà÷ó, à ïîñòðîå-
íèå ÷åðòåæà ïðåäïðèíèìàåò ëèøü ïîñëå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ øàãîâ ðåøåíèÿ.

Íàêîíåö, ìîæíî ââåñòè ÷åðòåæ âðó÷íóþ. Äëÿ ýòîãî íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "÷".
Ðó÷íîå ñîçäàíèå ÷åðòåæà âîçìîæíî êàê â ñàìîì íà÷àëå, äî ââîäà ïîñûëîê, òàê è
â ïðîöåññå èõ ââîäà, è äàæå ïî îêîí÷àíèè ââîäà âñåé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî óæå
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ñîçäàííûé (â òîì ÷èñëå àâòîìàòè÷åñêè) ÷åðòåæ ìîæíî èçìåíèòü âðó÷íóþ òåì æå
íàæàòèåì êëàâèøè "÷".

Äëÿ óäàëåíèÿ ÷åðòåæà ñëåäóåò ñíà÷àëà âûäåëèòü åãî ëåâîé êëàâèøåé ìûøè (÷åð-
òåæ ïåðåêðàñèòñÿ â ãîëóáîé öâåò), à çàòåì íàæàòü "Ctr-Del". Çàìåòèì, ÷òî ïðè ââîäå
íîâûõ âåðñèé ÷åðòåæà - âðó÷íóþ ëèáî àâòîìàòè÷åñêè - ïðåäûäóùàÿ âåðñèÿ ñîõðàíÿ-
åòñÿ â áóôåðå. Ïðè óäàëåíèè òåêóùåé âåðèè ÷åðòåæà îíà àâòîìàòè÷åñêè çàìåíÿåòñÿ
âåðñèåé, õðàíÿùåéñÿ â áóôåðå. Ïîýòîìó äëÿ ïîëíîãî ñáðîñà ÷åðòåæà êëàâèøó "Ctr-
Del" ïðèäåòñÿ íàæàòü åùå ðàç.

Óêàçàííûì ñïîñîáîì ìîæíî ñîçäàâàòü è ðåäàêòèðîâàòü ÷åðòåæ òîëüêî äëÿ ïî-
ñëåäíåé çàäà÷è ïðîñìàòðèâàåìîãî ñïèñêà çàäà÷. Åñëè íóæíî ðàáîòàòü ñ ïðîìåæó-
òî÷íîé çàäà÷åé ñïèñêà, òî åå ñíà÷àëà ñëåäóåò âûäåëèòü ïðàâîé êíîïêîé ìûøè.

3.2.3 Ñîçäàíèå ÷åðòåæà, ñîïðîâîæäàþùåãî ïðèåì

Ñîçäàíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðèåìà íà ÃÅÍÎËÎÃå îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîðèñîâ-
êè ÷åðòåæà. Äëÿ ýòîãî íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "Ctr-÷", çàïóñêàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé
ðåäàêòîð. Ïî îêîí÷àíèè íàáîðà ÷åðòåæà íàæèìàåòñÿ "Enter", åñëè òåîðåìà áóäåò
íàáèðàòüñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì, è "Ctr-Enter", åñëè îíà áóäåò íàáèðàòüñÿ òåê-
ñòîâûì ðåäàêòîðîì. Ïðè íàáîðå òåîðåìû ÷åðòåæ íà ýêðàíå ñîõðàíÿåòñÿ.

Åñëè â ïðîöåññå íàáîðà òåîðåìû áûëè äîïóùåíû îøèáêè, òðåáóþùèå ïîâòîðíîãî
åå ââîäà, òî ìîæíî íàæàòü "Esc" è ñíîâà íàæàòü "Ctr-÷". Ïðè ýòîì ÷åðòåæ îêàæåòñÿ
âîññòàíîâëåííûì, à äëÿ ïåðåõîäà ê íàáîðó òåîðåìû ñíîâà íàæèìàåòñÿ "Enter" ëèáî
"Ctr-Enter". ×åðòåæ ìîæíî ñîçäàâàòü è ïîñëå ââîäà ïðèåìà.

Äëÿ èçìåíåíèÿ ÷åðòåæà èñïîëüçóåòñÿ êëàâèøà "Ctr-÷". Ïî îêîí÷àíèè èçìåíåíèé
íàæèìàåòñÿ "Enter", à äàëåå - äëÿ ñîõðàíåíèÿ èçìåíåííîãî ÷åðòåæà - F4.

Äëÿ óäàëåíèÿ ÷åðòåæà íàæèìàåòñÿ "Ctr-ìèíóñ".

3.2.4 Ñòðóêòóðû äàííûõ, èñïîëüçóåìûå äëÿ õðàíåíèÿ ÷åðòå-

æà

Îïèñàíèå ÷åðòåæà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó (A1, A2), ãäå A1 - íàáîð, ïåðå÷èñëÿþùèé
òî÷êè ÷åðòåæà, èõ áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå êîîðäèíàòû òî÷åê è îáîçíà÷àþ-
ùèõ èõ áóêâ. A2 - íàáîð, ïåðå÷èñëÿþùèé ýëåìåíòû ÷åðòåæà, êîòîðûå äîëæíû áûòü
ïðîðèñîâàíû (òî÷êè, îòðåçêè, îêðóæíîñòè è ò.ï.). Ýòè ýëåìåíòû ïðèâÿçàíû ê òî÷-
êàì, óêàçàííûì â ïåðâîì íàáîðå. Êàæäûé ýëåìåíò íàáîðà A1 - ïÿòåðêà: (ïåðåìåííàÿ,
îáîçíà÷àþùàÿ òî÷êó - ñòîëáåö òî÷êè - ñòðîêà òî÷êè - ñòîëáåö áóêâû, îáîçíà÷àþùåé
òî÷êó - ñòðîêà áóêâû, îáîçíà÷àþùåé òî÷êó). Íîìåðà ñòîëáöîâ è ñòðîê áåðóòñÿ íå
îòíîñèòåëüíî ðàìêè ÷åðòåæà, à îòíîñèòåëüíî âñåãî îêíà ðåøàòåëÿ. Â íàáîðå A2 äî-
ïóñêàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ýëåìåíòîâ:

1. (òî÷êà xi) - ïðîðèñîâêà òî÷êè xi;
2. (îòðåçîê xi xj) - ïðîðèñîâêà îòðåçêà ñ êîíöàìè xi,xj.
3. (îêðóæíîñòü xi a) - ïðîðèñîâêà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì xi, èìåþùåé ðàäèóñ a.

Çäåñü a - ñèìâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
4. (êðèâàÿ xi xj a1 b1 . . . an bn) - ïðîðèñîâêà êðèâîé ñ êîíöàìè â òî÷êàõ xi, xj

è ïðîìåæóòî÷íûìè òî÷êàìè, ñìåùåíèÿ êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè xi ñóòü
(a1, b1), . . ., (an, bn).
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5. (ëèíèÿ x a1 a2) - ïðîðèñîâêà ïåðåìåííîé x, îáîçíà÷àþùåé êðèâóþ, çàäàííóþ
ïðåäûäóùèì ýëåìåíòîì (êðèâàÿ . . .). a1, a2 - ñìåùåíèÿ òî÷êè ïðîðèñîâêè ïå-
ðåìåííîé îòíîñèòåëüíî ïåðâîé èç òî÷åê, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ çàäàíèÿ êðèâîé
(ñèìâîëüíûå ÷èñëà).

6. (ïðàâûéêðàé a), (ëåâûéêðàé b), (íèæíèéêðàé c), (âåðõíèéêðàé d) - óêàçàòåëè
íà èìåâøåå ìåñòî ïðè ðåäàêòèðîâàíèè ÷åðòåæà èçìåíåíèå ðàçìåðîâ åãî ðàìêè.
Ïåðåäàþòñÿ âî âíåøíþþ ïðîöåäóðó. Ïðè îáðàùåíèè ê íîâîìó ðåäàêòèðîâàíèþ
÷åðòåæà îòáðàñûâàþòñÿ.

×åðòåæ, ñîïðîâîæäàþùèé ïðèåì, ñîõðàíÿåòñÿ â ëîãè÷åñêîì òåðìèíàëå "ãåîìðå-
äàêòîð" óçëà òåîðåìû ýòîãî ïðèåìà (ò.å. óçëà ñòàòüè òîãî ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà, çà
êîòîðûì çàêðåïëåí ïðèåì). Ýëåìåíòû îïèñàíèÿ ÷åðòåæà êîäèðóþòñÿ çäåñü ñëåäóþ-
ùèìè òåðìàìè:

1. ïåðåìåííàÿ(x1 a1 b1 b2) - êîäèðóåò ïÿòåðêó (x1a1a2b1b2) èç ïåðâîãî íàáîðà îïè-
ñàíèÿ ÷åðòåæà.

2. òî÷êà(xi) - êîäèðóåò ýëåìåíò (òî÷êà xi).
3. îòðåçîê(xi xj) - êîäèðóåò ýëåìåíò (îòðåçîê xi xj).
4. îêðóæíîñòü(xi r) - êîäèðóåò ýëåìåíò (îêðóæíîñòü xi r).
5. íà÷àëî(a), êîíåö(b), ëåâûéêðàé(c), ïðàâûéêðàé(d) - óêàçàòåëè íà âåðõíþþ, íèæ-

íþþ, ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöû ðàìêè ÷åðòåæà. Óêàçàòåëè ëåâîé è ïðàâîé ãðà-
íèö îáû÷íî îòñóòñòâóþò, òàê êàê ðàìêà áåðåòñÿ ïî âñåé øèðèíå îêíà ðåøàòåëÿ.

×åðòåæ, ñîïðîâîæäàþùèé çàäà÷ó, ðåãèñòðèðóåòñÿ ïðè åå ðåøåíèè â êîììåíòàðèè
(ãåîìðåäàêòîð A1 A2 A3) ê ïîñûëêàì. Çäåñü A1 - îïèñàíèå ÷åðòåæà, A2 è A3 - âåðõíÿÿ
è íèæíÿÿ ãðàíèöû ðàìêè ÷åðòåæà. Ïî øèðèíå ÷åðòåæ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå îêíî
ðåøàòåëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷íèê õðàíèòñÿ âî 2-ì èíôîðìàöèîííîì áëîêå. Îïèñàíèå çà-
äà÷è äîñòèæèìî èç óçëà çàäà÷è â ýòîì áëîêå ïî ìåòêå "çàäà÷à". Îíî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óêàçàòåëü - ñïèñîê, îò êîòîðîãî êîìïîíåíòû çàäà÷è äîñòèæèìû ïî ñèìâîëàì
"öåëè", "ïîñûëêà","óñëîâèå","êîììåíòàðèè". Ïåðåõîä ïî ìåòêå "òî÷êà" îò äàííîãî
óêàçàòåëÿ âåäåò ê ëîãè÷åñêîìó òåðìèíàëó, õðàíÿùåìó îïèñàíèå ÷åðòåæà çàäà÷è. Òè-
ïû ýëåìåíòîâ â òåðìèíàëå - òå æå, ÷òî äëÿ ÷åðòåæåé ïðèåìîâ. Äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò
"÷åðòåæ", óêàçûâàþùèé, ÷òî ÷åðòåæ áûë ñîçäàí àâòîìàòè÷åñêè.

3.2.5 Ïðîãðàììà ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà

Îïèñàííûé âûøå èíòåðôåéñ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà ðåàëèçóåòñÿ ñðàâíèòåëüíî
íåñëîæíîé ïðîöåäóðîé "ãåîìðåäàêòîð(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6 õ7 õ8)". Åå âõîäíûå äàííûå
ñóòü: õ1 è õ2 - ñòîëáåö è ñòðîêà âåðõíåãî ëåâîãî óãëà ðàìêè ÷åðòåæà, õ3 è õ4 - ñòîëáåö
è ñòðîêà ïðàâîãî íèæíåãî óãëà ýòîé ðàìêè, õ5 - öâåò ôîíà, õ6 - öâåò ëèíèé è áóêâ,
õ7 - îïèñàíèå ÷åðòåæà, õ8 - óêàçàòåëü íà ðåæèì èçìåíåíèÿ ÷åðòåæà (1) ëèáî òîëüêî
íà åãî ïðîðèñîâêó (0).

Òàê êàê íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíûõ ìîìåíòîâ ïðîãðàììà íå ñîäåðæèò, äàäèì çäåñü
ëèøü î÷åíü êðàòêîå åå îïèñàíèå.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 337

Ïîñëå óäàëåíèÿ èç îïèñàíèÿ ÷åðòåæà óêàçàòåëåé íà èìåâøèå ìåñòî ïðè ïðåäûäó-
ùåì ðåäàêòèðîâàíèè èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ðàìêè è ïåðåêëþ÷åíèÿ äðàéâåðà êëàâèà-
òóðû íà ëàòèíèöó ñîçäàåòñÿ êîïèÿ õ9 îïèñàíèÿ ÷åðòåæà õ7. Îíà è áóäåò èçìåíÿòüñÿ
ïðè ðåäàêòèðîâàíèè, à õ7 îêàæåòñÿ ñêîððåêòèðîâàííûì ëèøü ïî çàâåðøåíèè ðåäàê-
òèðîâàíèÿ.

Èíèöèàëèçèðóåòñÿ íóëåì óêàçàòåëü õ10 ðåæèìà ðàáîòû ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàê-
òîðà (ââîä íîâûõ òî÷åê, ïðîâåäåíèå îòðåçêîâ è ò.ï.)Èíèöèàëèçèðóþòñÿ íóëÿìè âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå õ11, õ13, èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîõðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î òî÷-
êàõ â îïåðàöèÿõ, ïðèìåíÿåìûõ ê íåñêîëüêèì òî÷êàì. Ïðè ýòîì õ13 óêàçûâàåò îáî-
çíà÷åíèå "òåêóùåé" òî÷êè, êîòîðóþ ìîæíî ñäâèãàòü êóðñîðàìè. Èíèöèàëèçèðóåòñÿ
ïóñòûì ñëîâîì íàêîïèòåëü õ12 ïåðåìåííûõ - îáîçíà÷åíèé íîâûõ òî÷åê. Åñëè ýòîò íà-
êîïèòåëü íåïóñò, òî äëÿ íîâîé òî÷êè îáîçíà÷åíèå áåðåòñÿ èç íåãî, èíà÷å âûáèðàåòñÿ
ïåðâàÿ íåèñïîëüçîâàííàÿ áîëüøàÿ áóêâà.

Äàëåå èäåò îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå", ê êîòîðîìó áóäóò ïðîèñõîäèòü îòêàòû äëÿ
ïåðåðèñîâêè ÷åðòåæà ïîñëå î÷åðåäíîãî èçìåíåíèÿ. Ïåðåðèñîâêà íà÷èíàåòñÿ ñ ðàñ-
÷èñòêè ðàìêè ÷åðòåæà. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîäëåæàùèå ïåðå-
ðèñîâêå ýëåìåíòû õ15 èç îïèñàíèÿ ÷åðòåæà, è ñïðàâî÷íèê "ãåîìðåäàêòîð"âûïîëíÿåò
èõ ïðîðèñîâêó. Ïîòîì ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå òî÷êè èç îïèñàíèÿ ÷åðòåæà, è èçîáðà-
æàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èì áóêâû.

Åñëè õ8 ðàâíî 0, òî äðàéâåð êëàâèàòóðû óñòàíàâëèâàåòñÿ íà êèðèëëèöó (îáû÷íîå
åãî ñîñòîÿíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ íîðìàëüíîé ðàáîòû èíòåðôåéñîâ), è ðàáîòà ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ðåäàêòîðà îáðûâàåòñÿ. Èíà÷å ãîëóáûì öâåòîì îáîçíà÷àåòñÿ ðàìêà ÷åðòåæà,
è â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ýòîé ðàìêè îòäåëÿåòñÿ íåáîëüøîé ïðÿìîóãîëüíèê, ãäå áóäåò
ðàçìåùàòüñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, îïðåäåëÿþùèé ðåæèì ðåäàêòèðîâàíèÿ. Ïðè õ10 =
0 ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê îñòàåòñÿ ïóñòûì.

Íàêîíåö, ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(4)" èäåò îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå", ê êî-
òîðîìó ïðîèñõîäÿò îòêàòû äëÿ çàïðîñà î÷åðåäíîé êîìàíäû. Ïîñëå îïåðàòîðà "àâòî-
ìåíþ(õ15)" íà÷èíàåòñÿ öåïî÷êà îáðàáîòêè êîìàíä. Òàê êàê êîìàíäû âåñüìà ïðîñòû,
ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà èõ ðåàëèçàöèè. Ïîñëå êàæäîé êîìàíäû (äàæå ñäâè-
ãà îäíîé òî÷êè íà îäèí ïèêñåë) ïðîèñõîäèò ïîëíàÿ ïåðåðèñîâêà ÷åðòåæà. Ýòà ñõåìà,
ðàçóìååòñÿ, ÷ðåçâû÷àéíî íåýêîíîìíà. Îäíàêî, íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè â åå ðàçâèòèè
äî ñèõ ïîð íå âîçíèêàëî: äëÿ ñíàáæåíèÿ ÷åðòåæàìè øêîëüíûõ ïëàíèìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷ îíà âïîëíå äîñòàòî÷íà.

Çàìåòèì, ÷òî ñîõðàíåíèå ýëåìåíòîâ, ñâÿçûâàþùèõ òî÷êè ëèíèÿìè ÷åðòåæà, ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷åê áîëüøàÿ (íî íå âñÿ) ÷àñòü ÷åðòåæà àâòî-
ìàòè÷åñêè êîððåêòèðóåòñÿ.

Íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàáîòå ñ ÷åðòåæàìè,
âûíåñåíû â îïåðàòîð "áëîê÷åðòåæà(. . .)".

3.2.6 Êîððåêöèÿ ÷åðòåæà â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Åñëè ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷êè ëèáî ëèíèè, òî äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëü-
íåéøèõ äåéñòâèé ðåøàòåëÿ íåîáõîäèìî êîððåêòèðîâàòü ÷åðòåæ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà
ñ÷åò ñïåöèàëüíûõ óêàçàòåëåé ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà, ÿâíî îïðåäåëÿþùèõ òðåáóåìûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åðòåæà. Õîòÿ òàêèå óêàçàòåëè áûëè ïåðå÷èñëåíû â ïåðâîì òîìå
ìîíîãðàôèè, äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòàòåëÿ ïîâòîðíî ïðèâåäåì çäåñü èõ ñïèñîê:

1. "ïåðïåíäèêóëÿðíî(õ1 õ2 õ3 õ4)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè õ2 íà ïðÿ-
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ìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè õ3 è õ4. Çäåñü õ1,õ2,õ3,õ4 - ïåðåìåííûå, îáîçíà-
÷àþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè â òåîðåìå ïðèåìà.

2. "òî÷êàïðÿìîé(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1 ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè õ2,õ3 è õ4,õ5 ñîîòâåòñòâåííî.

3. "òî÷êàîòðåçêà(õ1 õ2 õ3)" - ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà, âûáèðàåìàÿ íåêîòîðûì îáðà-
çîì íà îòðåçêå ñ êîíöàìè õ2,õ3.

4. "îòðåçîê(õ1 õ2)" - ïðîâîäèòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè õ1 è õ2.
5. "âíóòðêàñàþòñÿ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ÿâ-

ëÿþùàÿñÿ òî÷êîé âíóòðåííåãî êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì õ2, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó õ3, è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì õ4, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó õ5.

6. "âíåøêàñàþòñÿ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ òî÷êîé âíåøíåãî êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì õ2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó õ3, è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì õ4, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó õ5.

7. "ïàðàëëåëüíû(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)" - íà ÷åðòåæå ââõîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1 ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè õ2 è õ3, ñ ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç
òî÷êè õ4 ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè õ5 è õ6.

8. "îêðóæíîñòü(õ1 õ2)" - íà ÷åðòåæå èçîáðàæàåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì õ1, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó õ2.

9. "îïèñàíà(õ1 õ2 õ3 õ4)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ñîáîé öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
õ2, õ3, õ4. Ïðîèñõîäèò òàêæå ïðîðèñîâêà äàííîé îêðóæíîñòè.

10. "ðàññòîÿíèå(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - íà îòðåçêå ñ êîíöàìè õ2, õ3 ââîäèòñÿ íîâàÿ ÷òîêà
õ1, ðàññòîÿíèå êîòîðîé äî òî÷êè õ2 ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè õ4 è õ5.

11. "ïåðïåíäèêóëÿðíû(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1,
ëåæàùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
õ2 è õ3, âîññòàâëåííîãî â òî÷êå õ4, ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè õ5 è õ6.

12. "ëó÷(õ1 õ2 õ3 õ4)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ëåæàùàÿ íà ëó÷å õ2-
õ3, ðàññòîÿíèå êîòîðîé äî òî÷êè õ2, âûðàæåííîå â ïèêñåëÿõ, ðàâíî õ4. Çäåñü
õ4 - ñèìâîëüíîå ÷èñëî.

13. "ïðÿìêîîðä(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ëåæàùàÿ íà ïåðïåí-
äèêóëÿðå ê ïðÿìîé õ2-õ3, âîññòàâëåííîì â òî÷êå õ2. Ýòà òî÷êà ëåæèò îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé õ2-õ3 ïî òó æå ñòîðîíó, ÷òî è òî÷êà õ4. Ðàññòîÿíèå îò õ1 äî õ2,
âûðàæåííîå â ïèêñåëÿõ, ðàâíî õ5. Çäåñü õ5 - ñèìâîëüíîå ÷èñëî.

14. "îêðòî÷êà(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ëåæàùàÿ íà
ïåðåñå÷åíèè ëó÷à õ2-õ3 ñ îêðóæíîñòüþ, èìåþùåé öåíòð õ4 è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó õ5. Åñëè òî÷åê äâå, áåðåòñÿ áîëåå óäàëåííàÿ îò íà÷àëà ëó÷à.

15. "òî÷êàîêðóæíîñòè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1,
ëåæàùàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ëó÷à õ2-õ3 ñ îêðóæíîñòüþ õ4-õ5 (ñì. ïðåäûäóùèé
ïóíêò) è îòëè÷íàÿ îò òî÷êè õ6.
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16. "ñåðåäèíà(õ1 õ2 õ3)" - íà ÷åðòåæå ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà õ1, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ñîáîé ñåðåäèíó îòðåçêà õ2-õ3.

Ïåðå÷èñëåííûå óêàçàòåëè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â ïðèåìàõ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñ
çàãîëîâêîì "âûâîä", à òàêæå â ïðèåìàõ ïàêåòíûõ àíàëèçàòîðîâ, íå èìåþùèõ óêàçà-
òåëÿ "âíóòðïðåîáð" (ò.å. âûïîëíÿþùèõ âûâîä ñëåäñòâèé). Ïðè ñîçäàíèè îïåðàòîðà
"âûâîä(õ1 õ2 õ3)", ðåàëèçóþùåãî äåéñòâèÿ ïðèåìà, êîìïèëÿòîð îáåñïå÷èâàåò ðåãè-
ñòðàöèþ â ñïèñêå õ3 èíôîðìàöèîííîãî ýëåìåíòà (ãåîìðåäàêòîð A), ãäå A - íàáîð
óêàçàòåëåé ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òèïîâ. Â ýòèõ óêàçàòåëÿõ òåîðåìíûå ïåðåìåííûå
ïðèåìà, ññûëàþùèåñÿ íà òî÷êè, çàìåíåíû ïåðåìåííûìè, îáîçíà÷àþùèìè òî÷êè â
çàäà÷å.

Ðåàëèçóþùàÿ îïåðàòîð "âûâîä(. . .)" ïðîãðàììà, îáíàðóæèâ â ñïèñêå õ3 ýëåìåíò
(ãåîìðåäàêòîð A), îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå "äîï÷åðòåæà(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 -
îïèñàíèå (P ,Q) òåêóùåãî ÷åðòåæà, õ2 - íàáîð A. Ýòà ïðîöåäóðà ïåðå÷èñëÿåò ïàðû
(P ′ Q′), îïðåäåëÿþùèå âîçìîæíûå äîïîëíåíèÿ ê îïèñàíèþ ÷åðòåæà (P ′ äîáàâëÿåòñÿ
ê P , Q′ - ê Q). Îáû÷íî ðåçóëüòàò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, è ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ
(âûáîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè íà îòðåçêå) âîçìîæíî ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêèõ àëüòåð-
íàòèâ. Èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ èçëèøíåãî ñáëèæåíèÿ òî÷åê,
îáîçíà÷åíèé òî÷åê è íàëîæåíèÿ îáîçíà÷åíèé òî÷åê íà ëèíèè. Ïðè ïåðå÷èñëåíèè âåð-
ñèé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå äàííîé ôóíêöèè. Ïåðå÷èñëåíèå äîâîäèòñÿ
äî êîíöà, îòáèðàåòñÿ âàðèàíò ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì øòðàôíîé ôóíêöèè, è ðåà-
ëèçóåòñÿ ïîïîëíåíèå îïèñàíèÿ ÷åðòåæà. Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííî åãî ïðîðèñîâêà ïðè
êàæäîì ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà âûïîëíÿåòñÿ çàíîâî îáùèìè ñðåäñòâàìè òðàññèðîâêè.

Ïðè ðàçìåùåíèè áóêâåííîãî îáîçíà÷åíèÿ òî÷êè îïåðàòîð "äîï÷åðòåæà" èñïîëü-
çóåò âñïîìîãàòåëüíóþ ïðîöåäóðó "âûáîðïîçèöèè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6)". Çäåñü õ1 - îïè-
ñàíèå ÷åðòåæà, õ2 è õ3 - ñòîëáåö è ñòðîêà äëÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ÷åðòåæå. Âûáèðà-
åòñÿ ïîçèöèÿ õ4-õ5 äëÿ ïðîðèñîâêè áóêâû, è ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå
øòðàôíîé ôóíêöèè, îöåíèâàþùåå âûáðàííóþ ïîçèöèþ. Ýòî çíà÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðèðàùåíèå ñóììàðíîé øòðàôíîé ôóíêöèè îïåðàòîðà "äîï÷åðòåæà".

Â ñâîþ î÷åðåäü, îïåðàòîð "âûáîðïîçèöèè", ïåðåáèðàÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âîç-
ìîæíûõ ðàçìåùåíèé áóêâû, èñïîëüçóåò îïåðàòîð "îöåíêàïîçèöèè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5
õ6)". Ó ýòîãî îïåðàòîðà õ1 - îïèñàíèå ÷åðòåæà, õ2 è õ3 - êîîðäèíàòû ïðîðèñîâêè
íîâîé áóêâû, õ4 è õ5 - êîîðäèíàòû òî÷êè. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå
øòðàôíîé ôóíêöèè.

3.3 Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû

Ñïèñîê ïîñûëîê ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, õîòÿ è ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ïðîñòåéøèõ
ñëåäñòâèé èñõîäíûõ óòâåðæäåíèé, íî â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèí-
ñòâî òðèâèàëüíûõ ñëåäñòâèé îñòàåòñÿ çà ðàìêàìè ýòîãî ñïèñêà. Íàïðèìåð, åñëè â
çàäà÷å óïîìèíàåòñÿ ïðÿìàÿ AB, òî îòáðàñûâàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè åé òî-
÷åê A è B. Ìîãóò îòñóòñòâîâàòü óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé òî÷åê îòðåçêîâ è
èíòåðâàëîâ, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà ïðÿìîé, è ò.ï. Ïîýòîìó ïåðå÷èñëåíèå ðàññìàò-
ðèâàåìûõ â çàäà÷å òî÷åê çàäàííîé ïðÿìîé îêàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé ïðîöåäóðîé,
òðåáóþùåé íåñêîëüêèõ (õîòÿ è ïðîñòûõ) øàãîâ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Îäíàêî, ïðè
ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è ïîïûòêè òàêîãî ðîäà ïåðå÷èñëåíèé ïðåäïðèíèìàþòñÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî ÷àñòî - ïî÷òè â êàæäîé òåîðåìå ïðèåìà èìåþòñÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
òî÷åê ïðÿìûì è îêðóæíîñòÿì, ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ è äð.
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Åñëè äëÿ òàêèõ ïåðå÷èñëåíèé è ïðîâåðîê èñïîëüçîâàòü îáû÷íûå ñèíòåçàòîðû è ïðî-
âåðî÷íûå îïåðàòîðû, òî ðàáîòà ðåøàòåëÿ ñèëüíî çàìåäëèòñÿ. ×òîáû èçáåæàòü ýòî-
ãî, áûëè ñîçäàíû òàê íàçûâàåìûå èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû. Îíè ðåàëèçîâàíû
íåïîñðåäñòâåííî íà ËÎÑå è èñïîëüçóþò ðÿä ñïåöèàëüíûõ ñðåäñòâ óñêîðåííîãî ïî-
èñêà íóæíûõ îáúåêòîâ ëèáî ïðîâåðêè çàäàííûõ ïðîñòåéøèõ îòíîøåíèé. Çàìåòèì,
÷òî ïîêà èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû ïîíàäîáèëèñü òîëüêî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷.

3.3.1 Àäðåñíûå ñòðóêòóðû, èñïîëüçóåìûå èäåíòèôèöèðóþùè-

ìè îïåðàòîðàìè

Ñïèñîê ïîñûëîê ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îáû÷íî áûâàåò äîñòàòî÷íî äëèííûì - äå-
ñÿòêè, à èíîãäà è ñîòíè óòâåðæäåíèé. Ïîèñê â ýòîì ñïèñêå ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî
ïðîñìîòðà (à òàêîé ïîèñê ïðè ïîïûòêàõ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ íóæåí èñêëþ÷èòåëüíî
÷àñòî) áóäåò ñóùåñòâåííî çàìåäëÿòü ðàáîòó. Ïîýòîìó èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû
ñîçäàþò äëÿ ñâîèõ íóæä ìíîæåñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäñïèñêîâ ñïèñêà ïîñûëîê, â
êîòîðûõ ïåðå÷èñëÿþòñÿ ëèøü óòâåðæäåíèÿ çàðàíåå çàäàííîãî âèäà. Òàêîé âñïîìîãà-
òåëüíûé ïîäñïèñîê, áóäó÷è îäíàæäû èíèöèèðîâàí èäåíòèôèöèðóþùèì îïåðàòîðîì,
àâòîìàòè÷åñêè ïîääåðæèâàåòñÿ ïðîöåäóðàìè, ïðåîáðàçóþùèìè çàäà÷ó ïðè ñðàáàòû-
âàíèè ïðèåìîâ ("âûâîä", "çàìåíàâõîæäåíèÿ" è ò.ï.).

Óêàçàííûå âûøå âñïîìîãàòåëüíûå ïîäñïèñêè õðàíÿòñÿ â ñïåöèàëüíûõ êîììåíòà-
ðèÿõ ê ïîñûëêàì ðåøàåìîé çàäà÷è, íàçûâàåìûõ àäðåñíûìè ñòðóêòóðàìè. Èñïîëüçó-
þòñÿ òðè òèïà àäðåñíûõ ñòðóêòóð:

1. Êîììåíòàðèé (ñïèñîêïîñûëîê A). Â ýòîé àäðåñíîé ñòðóêòóðå ðåãèñòðèðóþòñÿ
òîëüêî ïîñûëêè, çàãîëîâêè êîòîðûõ îòëè÷íû îò ñèìâîëîâ "íå", "àêòèâ". Íàáîð
A ñîñòîèò èç ïàð (B1B2), ãäå B1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, B2 - ñòðóêòóðà äàííûõ,
â êîòîðîé ðåãèñòðèðóþòñÿ ïîäñïèñêè ïîñûëîê, èìåþùèõ B1 ñâîèì çàãîëîâêîì.
Äëÿ B2 èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:
(a) B2 - ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê, èìåþùèõ ñèìâîë B1 ñâîèì çàãîëîâêîì.
(b) B2 - íàáîð ïàð (C1, C2). Çäåñü C1 - ñèìâîë "ïåðâûéîïåðàíä" ëèáî "âòîðîé-

îïåðàíä" ëèáî "ïåðâûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì", C2 - íàáîð ïàð (D1D2).
Ýëåìåíò D2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê, èìåþùèõ çàãîëîâîê
B1, ó êîòîðûõ â ñëó÷àÿõ "ïåðâûéîïåðàíä", "âòîðîéîïåðàíä" çàãîëîâîê ñî-
îòâåòñòâóþùåãî îïåðàíäà ðàâåí D1, à â ñëó÷àÿõ "ïåðâûéòåðì", "âòîðîé-
òåðì" - ñàì ýòîò îïåðàíä ðàâåí D1.

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåðåâî ãëóáèíû
íå áîëåå 2. Áîëåå ãëóáîêîé êëàññèôèêàöèè ïîñûëîê ïîêà íå ïîòðåáîâàëîñü, òàê
êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïîäñïèñêè óæå ïîëó÷èëèñü äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèå.
Åñëè ïîñûëêà P çàíåñåíà â êàêèå-ëèáî ïîäñïèñêè Q2 ïàð (Q1, Q2) àäðåñíîé
ñòðóêòóðû (ñïèñîêïîñûëîê . . .), òî îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (ñïèñîê-
ïîñûëîê R), ãäå R - íàáîð âñåõ óêàçàííûõ ïàð Q. Ýòî óïðîùàåò ðàñ÷èñòêó
àäðåñíîé ñòðóêòóðû ïðè óäàëåíèè ïîñûëêè.

2. Êîììåíòàðèé (îòð A). Â ýòîé àäðåñíîé ñòðóêòóðå ðåãèñòðèðóþòñÿ òîëüêî ïî-
ñûëêè âèäà "íå(T )". Ôàêòè÷åñêè, â ïîäñïèñêàõ ïåðå÷èñëÿþòñÿ íå ñàìè ïîñûë-
êè, à óòâåðæäåíèÿ T . Íàáîð A ñîñòîèò èç ïàð (B1B2), ãäå B1 - ëîãè÷åñêèé



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 341

ñèìâîë, B2 - ñòðóêòóðà äàííûõ, â êîòîðîé ðåãèñòðèðóþòñÿ ïîäñïèñêè òåðìîâ
T , èìåþùèõ B1 ñâîèì çàãîëîâêîì. Äëÿ B2 èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:
(a) B2 - ñïèñîê âñåõ òåðìîâ T ïîñûëîê "íå(T )", èìåþùèõ ñèìâîë B1 ñâîèì

çàãîëîâêîì.
(b) B2 - íàáîð ïàð (C1, C2). Çäåñü C1 - ñèìâîë "ïåðâûéîïåðàíä" ëèáî "âòîðîé-

îïåðàíä" ëèáî "ïåðâûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì", C2 - íàáîð ïàð (D1D2).
Ýëåìåíò D2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê âñåõ òåðìîâ T ïîñûëîê "íå(T )",
èìåþùèõ çàãîëîâîê B1, ó êîòîðûõ â ñëó÷àÿõ "ïåðâûéîïåðàíä", "âòîðîéî-
ïåðàíä" çàãîëîâîê ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàíäà ðàâåí D1, à â ñëó÷àÿõ "ïåð-
âûéòåðì", "âòîðîéòåðì" - ñàì ýòîò îïåðàíä ðàâåí D1.
Êàê è âûøå, åñëè òåðì P ïîñûëêè (P ) çàíåñåí â êàêèå-ëèáî ïîäñïèñêè
Q2 ïàð (Q1, Q2) àäðåñíîé ñòðóêòóðû (îòð . . .), òî äàííàÿ ïîñûëêà ñîïðîâî-
æäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (îòð R), ãäå R - íàáîð âñåõ óêàçàííûõ ïàð Q.

3. Êîììåíòàðèé (âûðàæåíèå A). Â ýòîé àäðåñíîé ñòðóêòóðå ðåãèñòðèðóþòñÿ âû-
ðàæåíèÿ T , äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ ïîñûëêà "àêòèâ(T )". Íàáîð A ñîñòîèò èç
ïàð (B1B2), ãäå B1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, B2 - íàáîð âñåõ òåðìîâ T ïîñûëîê
"àêòèâ(T )", èìåþùèõ çàãîëîâîê B1.
Ïîñûëêà "àêòèâ(P )" ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (âûðàæåíèå R), ãäå R - íå
áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíûé íàáîð âñåõ ïàð (B1, B2), ó êîòîðûõ P âõîäèò â B2.

Àäðåñíûå ñòðóêòóðû ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ ñîçäàþòñÿ, ïî ìåðå íàäîáíîñòè, ñà-
ìèìè èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ óæå ñîçäàííîé àäðåñíîé ñòðóêòóðû
ïðåäïðèíèìàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêàÿ åå êîððåêöèÿ ïðè âñåõ ïîñëåäóþùèõ èçìåíåíèÿõ
çàäà÷è. Åñëè ïîñûëêà äîáàâëÿåòñÿ, êîððåêöèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ñìïîñûë-
êà(õ1 õ2)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 - âõîæäåíèå íîâîé ïîñûëêè. Åñëè ïîñûëêà óäàëÿ-
åòñÿ, êîððåêöèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ðàñ÷èñòêà(õ1 õ2)", ãäå õ1 - çàäà÷à, õ2
- âõîæäåíèå óäàëÿåìîé ïîñûëêè. Åñëè ïîñûëêà èçìåíÿåòñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-
ìåíÿþòñÿ îïåðàòîðû "ðàñ÷èñòêà" è "ñìïîñûëêà". Âñå ýòè îáðàùåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ
ïðåîáðàçîâàòåëÿìè "âûâîä", "çàìåíàâõîæäåíèÿ".

3.3.2 Áóôåðû èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

Â ïàóçå ìåæäó äâóìÿ ñðàáàòûâàíèÿìè ïðèåìîâ ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíûé ïðîöåññ
"ïðèìåðêè" íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè äåñÿòêîâ è ñîòåí ïðèåìîâ.
Ïðè ýòîì ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿþòñÿ îáðàùåíèÿ ê ïàêåòíûì è èäåíòèôèöèðóþùèì
îïåðàòîðàì ñ îäíèìè è òåìè æå âõîäíûìè äàííûìè. Â òàêîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî
ââåñòè áóôåðû, ñîõðàíÿþùèå ðåçóëüòàòû îáðàùåíèé è âûäàþùèå íåìåäëåííûé ðå-
çóëüòàò ïðè ïîâòîðíîì çàïðîñå. Äëÿ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå áóôåðû
áûëè îïèñàíû ðàíåå. Ñîçäàí èõ àíàëîã è äëÿ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Â êà÷åñòâå áóôåðà, ñîõðàíÿþùåãî ðåçóëüòàòû îáðàùåíèé ê èäåíòèôèöèðóþùèì
îïåðàòîðàì, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (Áóôåð A) ê òåêóùåé çàäà÷å. Çäåñü A - íà-
áîð ïàð (R B), ãäå R - çàãîëîâîê èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà, B - íàáîð ïàð
(âõîäíûå äàííûå - ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ) äëÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ, èìåâøèõ
ìåñòî ïîñëå ïîñëåäíåé ðàñ÷èñòêè áóôåðà. Â ñëó÷àå ïåðå÷èñëÿþùåãî îïåðàòîðà ðå-
çóëüòàò îáðàùåíèÿ - ñïèñîê âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, âîçíèêøèõ
ïðè ïåðå÷èñëåíèè. Ðåãèñòðàöèÿ òàêîãî ðåçóëüòàòà â áóôåðå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïî
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çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ. Äëÿ èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà, ðåàëèçóþùåãî ïðî-
âåðêó íåêîòîðîãî óñëîâèÿ, ðåçóëüòàò ðàâåí 0 â ñëó÷àå ëîæíîãî óñëîâèÿ è 1 â ñëó÷àå
èñòèííîãî.

Ïðè êàæäîì ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà êîììåíòàðèé (Áóôåð . . .) óäàëÿåòñÿ, è çàïîë-
íåíèå áóôåðîâ âîçîáíîâëÿåòñÿ ñíà÷àëà. Ââèäó òàêèõ ðåãóëÿðíûõ ðàñ÷èñòîê, íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ñîõðàíÿåìûõ â áóôåðå ðåçóëüòàòîâ íå íàêëàäûâàåòñÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî ðàñ÷èñòêè íåîáõîäèìû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ "ñëåïûõ ïÿòåí", êîòîðûå ìîãóò
âîçíèêíóòü èç-çà òîãî, ÷òî ïðè ïîÿâëåíèè íîâûõ ïîñûëîê äîáàâëÿþòñÿ íîâûå ñâÿçè
íà ÷åðòåæå, íå ó÷òåííûå â ñòàðûõ ñïèñêàõ âûõîäíûõ äàííûõ.

Ðåãèñòðàöèÿ ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèé â áóôåðå îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì "Áó-
ôåð(õ1 õ2 õ3)", ãäå õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à, õ2 - íàçâàíèå èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðà-
òîðà, õ3 - âõîäíûå äàííûå îáðàùåíèÿ, õ4 - ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå áóôåðà èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ðåçêî óñêîðèëî ðåøåíèå
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Ôàêòè÷åñêè, ýòîò áóôåð ðàâíîçíà÷åí ñåòåâîé ñòðóêòóðå äàí-
íûõ, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçûâàþùåé ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû ÷åðòåæà ïî ìíîãèì òèïàì
îòíîøåíèé. Èíòåðåñíî, ÷òî òàêàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ ÿâëÿåòñÿ êàê áû ñàìîîðãàíèçó-
þùåéñÿ: îíà ñîçäàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè ëèøü ïî ìåðå íàäîáíîñòè.

3.3.3 Ñîçäàíèå íîâûõ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

Äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîãî èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Îïðåäåëÿåòñÿ, êàêîãî âèäà ãðóïïà óòâåðæäåíèé T1, . . . , Tn áóäåò îáðàáàòûâàòü-
ñÿ ïðè ïîìîùè íîâîãî îïåðàòîðà. Â ýòîé ãðóïïå óòâåðæäåíèé âûäåëÿþòñÿ
âõîäíûå ïîäâûðàæåíèÿ A1, . . . , Am è âûõîäíûå ïîäâûðàæåíèÿ B1, . . . , Bk. Åñëè
k = 0, òî èäåíòèôèöèðóþùèé îïåðàòîð ïðîñòî âûïîëíÿåò ïðîâåðêó èñòèííîñòè
óòâåðæäåíèé T1, . . . , Tn. Èíà÷å îí ïåðå÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ âûðàæåíèé,
äëÿ êîòîðûõ äàííûå óòâåðæäåíèÿ èñòèííû. Ê òîìó ìîìåíòó, êîãäà êîìïèëÿòîð
âñòàâëÿåò â ïðîãðàììó îáðàùåíèå ê èäåíòèôèöèðóþùåìó îïåðàòîðó, âõîäíûå
òåðìû A1, . . . , Am äîëæíû áûòü óæå èäåíòèôèöèðîâàíû - ëèáî êàê âûõîäíûå
çíà÷åíèÿ ðàíåå ïðèìåíåííûõ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, ëèáî ÷åðåç èäåí-
òèôèöèðîâàííûå çíà÷åíèÿ èõ ïåðåìåííûõ. Âûáèðàåòñÿ íàçâàíèå f èäåíòèôè-
öèðóþùåãî îïåðàòîðà (îáû÷íî ââîäèòñÿ íîâûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë).

2. Íà ËÎÑå ñîçäàåòñÿ ïðîãðàììà èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà f(x1 . . . xm+k−1),
âõîäíûå äàííûå êîòîðîé ñóòü: x1 - òåêóùàÿ çàäà÷à, ïðè ñêàíèðîâàíèè êîòîðîé
ïðèìåíÿåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèé îïåðàòîð (îáû÷íî - çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå
ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî); x2, . . . , xm+1 - òåðìû A1, . . . , Am. Âûõîäíûå ïåðåìåí-
íûå xm+2, . . . , xm+k+1 ïåðå÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ òåðìîâ B1, . . . , Bk.

3. Ñîçäàþòñÿ ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ "óñì" è "Ñì", îñíîâàííûå íà ïñåâäîòåîðå-
ìå âèäà "óñì(f âõîä(A1 . . . Am) âûõîä(B1 . . . Bk) óñì(T1 & . . . & Tn) C1 . . . Cp)".
Çäåñü C1, . . . , Cp - èíôîðìàöèîííûå ýëåìåíòû, èñïîëüçóåìûå êîìïèëÿòîðîì ÃÅ-
ÍÎËÎÃà ïðè ôîðìèðîâàíèè îáðàùåíèé ê îïåðàòîðó f . Ïåðå÷èñëèì òèïû òàêèõ
ýëåìåíòîâ:
(a) óðîâåíü(U). U - óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ïðè îáðàáîòêå êîìïèëÿòîðîì äàí-

íîãî èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî âîçìîæíî ðàç-
ëè÷íîå ïîäðàçáèåíèå àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû íà ãðóïïû, îáðàáàòûâàåìûå
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èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì ïîðÿäîê èäåíòèôèêàöèè òàê-
æå ðàçëè÷åí. Åñòåñòâåííî â ïåðâóþ î÷åðåäü îáðàùàòüñÿ ê èäåíòèôèöèðó-
þùèì îïåðàòîðàì, íàèìåíåå òðóäîåìêèì è äàþùèì íàèáîëüøåå îòñå÷åíèå
"÷óæèõ" êîíòåêñòîâ. Äëÿ ýòîãî è ââåäåíû óðîâíè ïðèîðèòåòíîñòè. ×åì
ìåíüøå çíà÷åíèå U , òåì âûøå ïðèîðèòåò.

(b) òî÷êàïðèâÿçêè. Â ýòîì ñëó÷àå òåðì "âõîä(. . .)" èìååò âèä "âõîä(g)", ãäå
g - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ïðèâÿçêè ïðèåìà (ñèìâîë, ñ óñìîòðåíèÿ êîòîðîãî
èíèöèèðóåòñÿ ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì). Îïåðàòîð ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå
âõîäíîãî ïàðàìåòðà âõîæäåíèå ñèìâîëà ïðèâÿçêè g, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåò
ðàññìàòðèâàòü ñåðèþ ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåôîðìóëèðîâîê òåêóùåé ïîñûë-
êè, è âûäàåò çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì ïå-
ðåôîðìóëèðîâêàì.
Ïðèìåðîì îïåðàòîðà äàííîãî òèïà ñëóæèò îïåðàòîð "ïðÿìûåóãëû". Îí
àíàëèçèðóåò óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ AB, CD è ïåðåõî-
äèò îò íèõ ê ïàðàì A′B′, C ′D′, ãäå AB ‖ A′B′, CD ‖ C ′D′, ïðè÷åì âûäåëåíà
îáùàÿ òî÷êà E ïðÿìûõ A′B′, C ′D′. Â êà÷åñòâå âûõîäíûõ çíà÷åíèé âûäà-
þòñÿ A′B′, C ′D′, E.

(c) òåðì(D). Òåðì D âñòðå÷àåòñÿ â åäèíñòâåííîì âûõîäíîì òåðìå Bi è ïîñëå
îïðåäåëåíèÿ R çíà÷åíèÿ Bi îäíîçíà÷íî äîîïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäòåðì òåðìà
R. Íàïðèìåð, ïîñëå èäåíòèôèêàöèè îêðóæíîñòè "îêðóæíîñòü(AB)" ìîãóò
áûòü îäíîâðåìåííî èäåíòèôèöèðîâàíû åå öåíòð A è îïðåäåëÿþùàÿ òî÷êà
B.

Ñïðàâî÷íèêè "óñì", "Ñì" èñïîëüçóþòñÿ êîìïèëÿòîðîì. Ïåðâûé èç íèõ îïðåäå-
ëÿåò ïî íàçâàíèþ f íàáîð (âõîä(A1 . . . Am), âûõîä(B1 . . . Bk), óñì(T1 & . . . & Tn),
C1, . . . , Cp), çàäàþùèé ôîðìàò îïåðàòîðà.
Âòîðîé íóæåí äëÿ ïîèñêà èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, óòâåðæäåíèÿ Ti êî-
òîðûõ ñîäåðæàò çàäàííûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë s. Ýòîò ñèìâîë, êàê íàèáîëåå õà-
ðàêòåðíûé äëÿ ãðóïïû óòâåðæäåíèé T1, . . . , Tn, âûáèðàåòñÿ çàðàíåå, è ïî íåìó
ñîçäàåòñÿ ïðèåì ñïðàâî÷íèêà "Ñì". Ñïðàâî÷íèê èìååò åäèíñòâåííóþ âõîäíóþ
ïåðåìåííóþ x1, êîòîðîé ïåðåä îáðàùåíèåì ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íà-
áîð, ñîñòîÿùèé èç ïóñòîãî íàêîïèòåëÿ. Óêàçàííûé ïðèåì çàíîñèò â äàííûé
íàêîïèòåëü íàçâàíèå îïåðàòîðà f .

Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåííûõ äåéñòâèé êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà ãîòîâ ê èñïîëü-
çîâàíèþ íîâîãî èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà.

3.3.4 Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, èñïîëüçóåìûå â ãåîìåò-

ðèè

Êàæäûé èäåíòèôèöèðóþùèé îïåðàòîð ñâÿçàí ñ íåêîòîðûì ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì
- òåì, â ðàçäåëå êîòîðîãî ðàçìåùàþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ôîðìàò îïåðàòîðà ïðèåìû
ñïðàâî÷íèêîâ "óñì"è "Ñì". Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ îïåðàòîðà
ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèå íå äëÿ òî÷êè, à äëÿ ñëîæíîãî îáúåêòà -
ïðÿìîé, ïëîñêîñòè, îòðåçêà è ò.ï., ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ îïåðàòîðà îêàçûâàåòñÿ èäåí-
òèôèöèðîâàííûì ñàì ýòîò îáúåêò, à íå îïîðíûå òî÷êè, ÷åðåç êîòîðûå îí çàäàí. Ïî
ìåðå íàäîáíîñòè, òàêèå òî÷êè äîîïðåäåëÿþòñÿ íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ èäåíòèôèêà-
öèè.
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Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðÿìàÿ"

Íà÷íåì ñ îïåðàòîðîâ, îáðàáàòûâàþùèõ óñëîâèå "A ∈ ïðÿìàÿ(BC)" ïðèíàäëåæíîñòè
òî÷êè A ïðÿìîé BC. Çäåñü èìåþòñÿ òðè îïåðàòîðà: îïåðàòîð "ïðÿìûåòî÷êè", ïåðå-
÷èñëÿþùèé ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó; îïåðàòîð "òî÷êèïðÿìîé",
ïåðå÷èñëÿþùèé òî÷êè çàäàííîé ïðÿìîé, è îïåðàòîð "òî÷êàïðÿìîé", ïðîâåðÿþùèé
ïðèíàäëåæíîñòü çàäàííîé òî÷êè çàäàííîé ïðÿìîé. Êîìïèëÿòîð âûáèðàåò îäèí èç
óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå îáúåêòû îêàçàëèñü èäåíòèôè-
öèðîâàíû ê òåêóùåìó ìîìåíòó.

Íà÷íåì ñ îïåðàòîðà "ïðÿìûåòî÷êè(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - òåêóùàÿ çàäà÷à, õ2 -
âûðàæåíèå, çíà÷åíèåì êîòîðîãî ñëóæèò òî÷êà. Ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðà-
æåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ïðè
êîìïèëÿöèè ðàâåí 3. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåæäå âñåãî, èùåòñÿ êîììåíòàðèé (Áóôåð A) ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ1, â íàáîðå
A èùåòñÿ ïàðà (ïðÿìûåòî÷êè B), è â íàáîðå B - ïàðà (õ2 C). Åñëè íàáîð C
íàéäåí, òî îïåðàòîð ïåðå÷èñëÿåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèé õ3 âñå åãî ýëåìåíòû. Åñëè
òàêîãî íàáîðà íåò, òî ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (âûðàæåíèå A), è â åå íàáîðå A - ïàðà (ïðÿìàÿ
B). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ, ïðè÷åì â íàáîðå A ðåãèñòðèðóåòñÿ ïàðà
(ïðÿìàÿ B), ãäå B - ñïèñîê âñåõ âûðàæåíèé "ïðÿìàÿ(CD)", äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à
èìååò ïîñûëêó "àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD))". Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà
õ6. Â íåãî áóäóò çàíîñèòüñÿ âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3, è
ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ äàííûé íàêîïèòåëü áóäåò çàðåãèñòðèðîâàí â êîì-
ìåíòàðèè (Áóôåð . . .). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû "ïðÿìàÿ(CD)"ñïèñêà B,
ó êîòîðûõ õ2 åñòü C ëèáî D. Îíè ïîñëåäîâàòåëüíî âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷å-
íèé ïåðåìåííîé õ3 è ðåãèñòðèðóþòñÿ â íàêîïèòåëå õ6. Çàòåì - ïåðåõîä ê ïóíêòó
3.

3. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê A), â íàáîðå A èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò B), â íàáîðå B - ïàðà (ïåðâûéòåðì C). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ, ïðè÷åì â íàáîðå C ðåãèñòðèðóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (P , Q), ãäå
Q - íåïóñòîé ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê âèäà "ïðèíàäëåæèò(P . . .)". Â ñïèñêå C
èùåòñÿ ïàðà (õ2, D), è ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòû d ñïèñêà D.
Êàæäûé òàêîé ýëåìåíò èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(õ2 E)". Åñëè E - âûðàæåíèå
"ïðÿìàÿ(. . .)", åùå íå çàíåñåííîå â íàêîïèòåëü õ6, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â õ6
è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ3. Èíà÷å - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Åñëè E - âûðàæåíèå "îòðåçîê(FG)" ëèáî "èíòåðâàë(FG)", òî ðàññìàòðèâàåòñÿ
âûðàæåíèå H âèäà "ïðÿìàÿ(FG)". Åñëè ýòî âûðàæåíèå çàðåãèñòðèðîâàíî â àä-
ðåñíîé ñòðóêòóðå (âûðàæåíèå . . .), ò.å. äàííàÿ ïðÿìàÿ óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å, òî ïðîâåðÿåòñÿ, âõîäèò ëè îíà â õ6. Åñëè íå âõîäèò, òî ïðÿìàÿ ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ õ3. Åñëè âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(FG)"
åùå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, òî ïåðåõîä ê ïóíêòó 5.

5. Â ñïèñêå C èùåòñÿ ïàðà (F K), è â K ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà
"ïðèíàäëåæèò(F ïðÿìàÿ(MN)))", ãäå "ïðÿìàÿ(MN)" åùå íå çàðåãèñòðèðîâàíà
â íàêîïèòåëå õ6. Åñëè îäíà èç òî÷åê M,N ñîâïàäàåò ñ G, òî ïðÿìàÿ MN ðåãè-
ñòèðóåòñÿ â õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Èíà÷å - â ñïèñêå C èùåòñÿ ïàðà
(G L), è â íàáîðå L èùåòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "ïðèíàäëåæèò(G ïðÿìàÿ(MN)".
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Åñëè îíî èìååòñÿ, òî ïðÿìàÿ MN òàêæå ðåãèñòðèðóåòñÿ â õ6 è âûäàåòñÿ â
êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà K - ïåðåõîä ê ïóíêòó 6.

6. Â ñïèñêå C èùåòñÿ ïàðà (G K), è â K ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà
"ïðèíàäëåæèò(G ïðÿìàÿ(MN)))", ãäå "ïðÿìàÿ(MN)" åùå íå çàðåãèñòðèðîâà-
íà â íàêîïèòåëå õ6. Åñëè îäíà èç òî÷åê M,N ñîâïàäàåò ñ F , òî ïðÿìàÿ MN
ðåãèñòèðóåòñÿ â õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.

7. Ïî çàâåðøåíèè âñåõ óêàçàííûõ âûøå öèêëîâ ïåðå÷èñëåíèÿ - îáðàùåíèå ê ïðî-
öåäóðå "Áóôåð" äëÿ ðåãèñòðàöèè íàêîïèòåëÿ õ6.

Îïåðàòîð "òî÷êèïðÿìîé(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè òåêóùóþ
çàäà÷ó õ1 è âûðàæåíèå õ2 âèäà "ïðÿìàÿ(AB)". Ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðà-
æåíèÿ äëÿ òî÷åê äàííîé ïðÿìîé. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ïðè êîìïèëÿöèè ðàâåí 2.
Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàòû â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïå-
ðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ5. Â íåãî ïîñëåäîâàòåëüíî çàíîñÿòñÿ
òî÷êè A,B, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Çàòåì -
ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Â ñïèñêå ïîñûëîê èùóòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà "ðàâíî(ïðÿìàÿ(CD)ïðÿìàÿ(AB))".
Òå èç òî÷åê C,D, êîòîðûå åùå íå çàíåñåíû â íàêîïèòåëü õ5, çàíîñÿòñÿ â íåãî è
âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Çàòåì - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê C), â íàáîðå C èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò D), â íàáîðå D - ïàðà (âòîðîéòåðì E). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ, ïðè÷åì â íàáîðå E ðåãèñòðèðóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (P , Q), ãäå
Q - íåïóñòîé ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê âèäà "ïðèíàäëåæèò(. . . P )". Â ñïèñêå E
èùåòñÿ ïàðà (ïðÿìàÿ(AB), F ). Âñå ýëåìåíòû ñïèñêà F ñóòü óòâåðæäåíèÿ âèäà
"ïðèíàäëåæèò(G ïðÿìàÿ(AB))". Òå òî÷êè G êîòîðûå åùå íå çàðåãèñòðèðîâàíû
â íàêîïèòåëå õ5, ðåãèñòðèðóþòñÿ â íåì è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî
îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà E - ïåðåõîä ê ïóíêòó 5.

5. Â ñïèñêå E ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (îòðåçîê(MN), F ) ëèáî (èí-
òåðâàë(MN), F ) ãäå òî÷êè M,N ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ5. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(G . . .)" íàáîðà F . Òå òî÷êè G, êîòîðûå åùå íå çà-
ðåãèñòðèðîâàíû â íàêîïèòåëå õ5, ðåãèñòðèðóþòñÿ â íåì è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà - îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "Áóôåð" äëÿ
ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòà ïåðå÷èñëåíèÿ.

Îïåðàòîð "òî÷êàïðÿìîé(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1,
âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè è âûðàæåíèå õ3 âèäà "ïðÿìàÿ(AB)". Îí èñòèíåí, åñëè óäà-
åòñÿ óñìîòðåòü ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè õ2 ïðÿìîé AB, è ëîæåí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ïðè êîìïèëÿöèè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Åñëè õ2 ðàâíî A ëèáî B, òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "èñòèíà". Èíà÷å - ïåðåõîä ê
ïóíêòó 2.
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2. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå (1 - "èñòèíà", 0 -
"ëîæü"). Åñëè ýòî íå óäàëîñü, ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê C), â íàáîðå C èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò D), â íàáîðå D - ïàðà (ïåðâûéòåðì E). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ, ïðè÷åì â íàáîðå E ðåãèñòðèðóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (P , Q), ãäå
Q - íåïóñòîé ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê âèäà "ïðèíàäëåæèò(P . . .)". Ïðîñìàòðèâà-
þòñÿ âñåâîçìîæíûå ïîñûëêè âèäà "ðàâíî(ïðÿìàÿ(MN)ïðÿìàÿ(AB))". Åñëè õ2
ñîâïàäàåò ñ M ëèáî N , òî âûõîä ïî "èñòèíà", ïðè÷åì ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â áóôåðå. Çàòåì â ñïèñêå E èùåòñÿ ïàðà âèäà(õ2 F ). Åñëè â F èìååòñÿ
óòâåðæäåíèå âèäà "ïðèíàäëåæèò(. . . ïðÿìàÿ(AB))", òî âûõîä ïî "èñòèíà" è
ðåãèñòðàöèÿ ðåçóëüòàòà â áóôåðå. Èíà÷å - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà F , èìåþùèå âèä "ïðèíàäëåæèò(. . . îò-
ðåçîê(MN))" ëèáî âèä "ïðèíàäëåæèò(. . . èíòåðâàë(MN))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäàÿ èç òî÷åê P ∈ {M,N} ëèáî åñòü îäíà èç òî÷åê A,B, ëèáî â ñïèñêå E äëÿ
íåå èìååòñÿ ïàðà (P Q), ãäå Q ñîäåðæèò óòâåðæäåíèå âèäà "ïðèíàäëåæèò(. . .
ïðÿìàÿ(AB))". Åñëè ýòî òàê, òî âûõîä ïî "èñòèíà" è ðåãèñòðàöèÿ ðåçóëüòàòà.

5. Åñëè óêàçàííûå âûøå ïîïûòêè óñìîòðåòü ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ïðÿìîé îêà-
çàëèñü áåçðåçóëüòàòíûìè, òî âûõîä ïî "ëîæü" è ðåãèñòðàöèÿ â áóôåðå çíà÷åíèÿ
0.

Äëÿ îáðàáîòêè ïàðû óñëîâèé "A ∈ ïðÿìàÿ(BC), A ∈ ïðÿìàÿ(DE)" èñïîëüçóåò-
ñÿ îïåðàòîð "îáùàÿòî÷êà(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 è õ3 - âûðàæåíèÿ
"ïðÿìàÿ(BC)", "ïðÿìàÿ(DE)". Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ
äëÿ îáùèõ òî÷åê ýòèõ ïðÿìûõ. Îáû÷íî îíà ïðèíèìàåò ëèøü îäíî çíà÷åíèå, îäíàêî,
äàæå åñëè ïðÿìûå ðàçëè÷íû, â çàäà÷å ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé èõ îá-
ùåé òî÷êè, è âñå îíè áóäóò ïåðå÷èñëåíû. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ïðè êîìïèëÿöèè
ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Òàê êàê âõîäíûìè
äàííûìè ñëóæèò ïàðà ïðÿìûõ, òî ïðåäâàðèòåëüíî ýòà ïàðà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ïåðåóïîðÿäî÷èâàåòñÿ. Ïðè íåóäà÷å - ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ5. Îïåðàòîð "òî÷êèïðÿìîé" èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ òî÷åê ïåðâîé ïðÿìîé. Äëÿ êàæäîé íàéäåííîé òî÷êè
îïåðàòîð "òî÷êàïðÿìîé" ïðîâåðÿåò åå ïðèíàäëåæíîñòü âòîðîé ïðÿìîé. Ðåçóëü-
òàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
õ4. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - íàêîïèòåëü õ5 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòà-
ðèè "Áóôåð".

Äëÿ îáðàáîòêè ïàðû óñëîâèé "A ∈ ïðÿìàÿ(CD), B ∈ ïðÿìàÿ(CD)" èñïîëüçóåòñÿ
îïåðàòîð "îáùàÿïðÿìàÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 è õ3 - âûðàæåíèÿ A,B.
Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
òî÷êè A,B. Êàê è âûøå, ðåæèì ïåðå÷èñëåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ âîçìîæíûì ñîâïàäåíè-
åì òî÷åê ëèáî íàëè÷èåì ðàçëè÷íûõ îáîçíà÷åíèé îäíîé è òîé æå ïðÿìîé. Óðîâåíü
ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.
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2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ5. Îïåðàòîð "ïðÿìûåòî÷êè" èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A. Äëÿ êàæäîé íàé-
äåííîé ïðÿìîé îïåðàòîð "òî÷êàïðÿìîé" ïðîâåðÿåò ïðèíàäëåæíîñòü åé òî÷êè
B. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííîé õ4. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - íàêîïèòåëü õ5 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Äëÿ îáðàáîòêè òðîéêè óñëîâèé "A ∈ ïðÿìàÿ(DE), B ∈ ïðÿìàÿ(DE), C ∈ ïðÿ-
ìàÿ(DE)" èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð "ëåæàòíàïðÿìîé(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - çàäà-
÷à; õ2, õ3 è õ4 - âûðàæåíèÿ A,B,C. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ5 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ
äëÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè A,B,C. Îáúÿñíåíèå ðåæèìà ïåðå÷èñëåíèÿ - òî
æå, ÷òî è âûøå. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 0. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ6. Îïåðàòîð "ïðÿìûåòî÷êè" èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A. Äëÿ êàæäîé íàé-
äåííîé ïðÿìîé îïåðàòîðû "òî÷êàïðÿìîé" ïðîâåðÿþò ïðèíàäëåæíîñòü åé òî÷åê
B,C. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííîé õ5. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - íàêîïèòåëü õ5 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Äëÿ îáðàáîòêè óñëîâèÿ "òî÷êàëó÷à(A B C)", îçíà÷àþùåãî, ÷òî òî÷êè A,B ðàç-
ëè÷íû è òî÷êà C ëåæèò íà ëó÷å AB, èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû "òî÷êèëó÷à" è "òî÷-
êàëó÷à". Ïåðâûé ïåðå÷èñëÿåò òî÷êè ëó÷à, âòîðîé - ïðîâåðÿåò ðàñïîëîæåíèå òî÷êè
íà ëó÷å.

Ó îïåðàòîðà "òî÷êèëó÷à(õ1 õ2 õ3 õ4)" âõîäíûå äàííûå ñóòü: õ1 - çàäà÷à; õ2, õ3
- âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê A,B. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ
òî÷åê C, ïðè÷åì òî÷êà A â ïåðå÷èñëåíèå íå âêëþ÷àåòñÿ. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè
ðàâåí 3. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò B, è ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.
3. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê D), â íàáîðå D èùåòñÿ ïàðà (ïðè-

íàäëåæèò E), â íàáîðå E - ïàðà (âòîðîéñèìâîë F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ, ïðè÷åì â íàáîðå F ðåãèñòðèðóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (P , Q), ãäå Q
- íåïóñòîé ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê âèäà "ïðèíàäëåæèò(. . . P (. . .))". Èùåòñÿ àäðåñ-
íàÿ ñòðóêòóðà (îòð G), â íàáîðå G èùåòñÿ ïàðà (ïðèíàäëåæèò H). Åñëè èõ íå
áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Íà îñíîâå ñïèñêà F íàõîäÿòñÿ ñïèñîê õ10 âñåõ ïîñûëîê,
èìåþùèõ âèä ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó, à òàêæå ñïèñîê õ11 âñåõ ïîñûëîê, èìå-
þùèõ âèä ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó. Ââîäÿòñÿ íàêîïèòåëü õ12 òî÷åê ëó÷à,
çàâåäîìî îòëè÷íûõ îò åãî íà÷àëà, à òàêæå íàêîïèòåëü âñåõ òî÷åê ëó÷à õ13. Â
ïåðâûé çàíîñèòñÿ òî÷êà B, âî âòîðîé - òî÷êè A,B. Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(K îòðåçîê(MN))", "ïðèíàäëå-
æèò(K èíòåðâàë(MN))" ñïèñêîâ õ10, õ11. Åñëè òî÷êè M,N âõîäÿò â ñïèñîê
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õ13, à òî÷êà K - íå âõîäèò, òî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå õ13 è âûäàåòñÿ â
êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Åñëè îäíà èç òî÷åê M,N ñîâïàäàåò ñ A, à äðóãàÿ - îò-
ñóòñòâóåò â ñïèñêå õ13, ïðè÷åì K âõîäèò â õ12, òî îòëè÷íàÿ îò A òî÷êà ïàðû
M,N ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêàõ õ12, õ13 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî
èñ÷åðïàíèè âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïóíêòà - ïåðåõîä ê ïóíêòó 5.

5. Ñ ïîìîùüþ ñïèñêà H ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïîñûëêè âèäà "íå(ïðè-
íàäëåæèò(A P ))", ãäå P - âûðàæåíèå "îòðåçîê(MN)" ëèáî "èíòåðâàë(MN)";
òî÷êèM,N îòëè÷íû îò A, ïðè÷åì îäíà èç íèõ âõîäèò â õ13, à äðóãàÿ - íå âõîäèò.
Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "ëåæàòíàïðÿìîé" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òî÷êè A,M,N ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîñëå ýòîãî òà èç òî÷åê M,N êîòîðàÿ íå âõîäèëà â ñïèñîê
õ13, ðåãèñòðèðóåòñÿ â ýòîì ñïèñêå è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Äàëåå -
îòêàò ê ïóíêòó 4. Ïî èñ÷åðïàíèè âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïóíêòà -
ïåðåõîä ê ïóíêòó 6.

6. Íàêîïèòåëü õ13 ñ îòáðîøåííîé òî÷êîé A ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áó-
ôåð".

Îïåðàòîð "òî÷êàëó÷à(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1
è òî÷êè A,B,C. Åãî ïðîãðàììà îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "òî÷êèëó÷à" äëÿ ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ òî÷åê ëó÷à è ñðàâíåíèÿ èõ ñ òî÷êîé C. Ïðèìåíåíèå áóôåðà ðåçóëüòàòîâ äëÿ
ýòîãî îïåðàòîðà íå ïðåäóñìîòðåíî. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 3.

Óñëîâèå "îäíàñòîðîíà(A B ïðÿìàÿ(CD))", îçíà÷àþùåå, ÷òî òî÷êè A,B ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé CD è ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé (âêëþ÷àÿ ñëó÷àè ïî-
ïàäàíèÿ òî÷åê íà ïðÿìóþ), îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè "ïî-
îäíóñòîðîíó", "Îäíàñòîðîíà".

Îïåðàòîð "ïîîäíóñòîðîíó(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1, âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A è âûðàæåíèå õ3 äëÿ ïðÿìîé CD. Âûõîäíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò òî÷êè, ëåæàùèå ïî òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìîé CD, ÷òî è òî÷êà
A. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 3. Îïåðàòîð ïî÷òè íå èñïîëüçóåòñÿ, è áóôåð ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ íåãî íå ïðåäóñìîòðåí. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

1. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âûäàåòñÿ òî÷êà A. Îíà æå çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü ðå-
çóëüòàòà õ5. Õîòÿ áóôåð ðåçóëüòàòîâ è íå èñïîëüçóåòñÿ, ýòîò íàêîïèòåëü íóæåí
äëÿ îòáðàñûâàíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ. Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ6 ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé CD (ñàìà ïðÿìàÿ â
íåãî íå çàíîñèòñÿ). Ïðè ïîìîùè èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà "ïàðàëëåë-
ïðÿìûå" (ñì. íèæå) ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðÿìûå C ′D′, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé CD;
ñàìà ïðÿìàÿ CD îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êèïðÿìîé" ñîñòàâ-
ëÿåòñÿ ñïèñîê õ8 òî÷åê ïðÿìîé C ′D′. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò òî÷êó A.
Ïîñëå ýòîãî âñå òî÷êè ñïèñêà õ8, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ5, âûäàþòñÿ â êà÷å-
ñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ4 è ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå õ5. Çàòåì ïðÿìàÿ C ′D′

ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå õ6. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ -
ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E), è â åå íàáîðå E - ïàðà (îäíà-
ñòîðîíà F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà F èìåþùèå âèä "îäíàñòîðîíà(M N ïðÿìàÿ(CD))", ãäå A ñîâïàäàåò ñM
ëèáî ñ N . Åñëè îñòàâøàÿñÿ òî÷êà P ïàðû M,N íå âõîäèò â ñïèñîê õ5, òî îíà
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ðåãèñòðèðóåòñÿ â äàííîì ñïèñêå è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
õ4. Äàëåå ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå ñïèñêà õ6, â íàçâàíèè êîòîðûõ óïîìèíàåò-
ñÿ òî÷êà P . Äðóãàÿ òî÷êà äàííîãî íàçâàíèÿ, åñëè îíà åùå íå âõîäèò â ñïèñîê
õ5, ðåãèñòðèðóåòñÿ â íåì è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî èñ÷åðïàíèè âîç-
ìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïóíêòà - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîñûëêè âèäà "öåíòð(P ôèãóðà(íàáîð(Q1 . . . Qn)))". Åñëè äâå
ñìåæíûå òî÷êè Qi, Qi+1 ëåæàò íà ïðÿìîé CD, ïðè÷åì öåíòð P ëèáî íåêîòîðàÿ
òî÷êà Qj âõîäÿò â ñïèñîê õ5, òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ5 è
îòëè÷íûå îò Qi, Qi+1 òî÷êè Qk è òî÷êà P , êîòîðûå ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå õ5
è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Åñëè êàêàÿ-òî èç íèõ âñòðå÷àåòñÿ â íàçâà-
íèè ïðÿìîé ñïèñêà õ6, òî îñòàâøàÿñÿ òî÷êà ýòîãî íàçâàíèÿ òîæå ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå õ5 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Åñëè â äàííîì ïóíêòå áûëà
íàéäåíà õîòÿ áû îäíà íîâàÿ òî÷êà, òî îòêàò ê ïóíêòó 3. Èíà÷å - çàâåðøåíèå
ïåðå÷èñëåíèÿ.

Îïåðàòîð "Îäíàñòîðîíà(õ1 õ2 õ3 õ4)" ïðîâåðÿåò, ÷òî òî÷êè õ2, õ3 ëåæàò ïî îä-
íó ñòîðîíó îò ïðÿìîé õ4. Äëÿ ýòîãî îí îáðàùàåòñÿ ê ïåðå÷èñëÿþùåìó îïåðàòîðó
"ïîîäíóñòîðîíó"(õ1 õ2 õ4 õ5)" è ñðàâíèâàåò ðåçóëüòàòû ïåðå÷èñëåíèÿ õ5 ñ òî÷êîé
õ3.

Óñëîâèå "ðàçíûåñòîðîíû(A B ïðÿìàÿ(CD))", îçíà÷àþùåå, ÷òî òî÷êè A,B ëåæàò
â îäíîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé CD è ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïðÿìîé (âêëþ÷àÿ
ñëó÷àè ïîïàäàíèÿ òî÷åê íà ïðÿìóþ), îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðà-
òîðàìè "ïîðàçíûåñòîðîíû", "Ðàçíûåñòîðîíû". Ïåðâûé èç íèõ óñìàòðèâàåò ïîñûëêó
"ðàçíûåñòîðîíû(. . .)", è ïûòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð "ïîîäíóñòîðîíó" äëÿ äàëü-
íåéøåãî ïåðå÷èñëåíèÿ. Âòîðîé îïåðàòîð ïðîâåðÿåò ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ïî ðàçíûåå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé, èñïîëüçóÿ ïåðå÷èñëåíèå òî÷åê ïåðâûì îïåðàòîðîì. Çàìåòèì, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè âåçäå àíòåöåäåíòû "îäíàñòîðîíà(. . .)", "ðàçíûåñòîðîíû(. . .)" â òåîðåìàõ
ïðèåìîâ âûïîëíÿþò òîëüêî ïðîâåðêó è îáðàáàòûâàþòñÿ îäíîèìåííûìè ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Õîòÿ ýòè îïåðàòîðû ðàáîòàþò ìåäëåííåå èäåíòèôèöèðóþùèõ, çàòî
îíè íà ïîðÿäîê áîëåå ìîùíûå. Îáû÷íî îíè àêòèâèðóþòñÿ â ñàìîì êîíöå ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà, êîãäà èäåíòèôèêàöèÿ òî÷åê óæå âûïîëíåíà. Òàêèå ñèòóàöèè ñðàâíèòåëüíî
ðåäêè, è ñóùåñòâåííîãî çàìåäëåíèÿ íå ïðîèñõîäèò.

Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ïëîñêîñòü"

Äëÿ îáðàáîòêè óñëîâèÿ "ïðèíàäëåæèò(A ïëîñêîñòü(BCD))" ñîçäàíû îïåðàòîðû "òî÷-
êèïëîñêîñòè", "òî÷êàïëîñêîñòè","ïëîñêîñòèòî÷êè".

Îïåðàòîð "òî÷êèïëîñêîñòè(õ1 õ2 õ3)" ïîëó÷àåò âõîäíûå äàííûå õ1 (çàäà÷à) è õ2
(âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(BCD)"). Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ
äëÿ òî÷åê ïëîñêîñòè õ2. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 3. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà
âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Åñëè çàäà÷à õ1 èìååò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ", òî ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò
âñå âûðàæåíèÿ P äëÿ ïîñûëîê "òî÷êà(P )", è íà ýòîì ðàáîòà îïåðàòîðà çàâåð-
øàåòñÿ. Èíà÷å - ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 3.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 350

3. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ5. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïåðåìåííîé
õ3 âûäàþòñÿ òî÷êè B,C,D êîòîðûå ïðè ýòîì ðåãèñòðèðóþòñÿ â íàêîïèòåëå õ5.
Çàòåì - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E), â íàáîðå E èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò F ), â íàáîðå F - ïàðà (âòîðîéòåðì G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ. Â ñïèñêå G ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïàðû (ïëîñêîñòü(BCD), H), è â ñïèñêå
H - óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(P . . .)". Åñëè òî÷êà P îòñóòñòâóåò â íàêîïè-
òåëå õ5, òî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â íåì è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Äëÿ
êàæäîé òàêîé òî÷êè ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïàðû (K,Q) ñïèñêà G, ó êîòîðûõ âû-
ðàæåíèå K èìååò çàãîëîâîê "ïðÿìàÿ" ëèáî "îòðåçîê". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäèí
èç îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ K ðàâåí P . Ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä M è ñ
ïîìîùüþ îïåðàòîðà "òî÷êàïëîñêîñòè" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò ïëîñ-
êîñòè BCD. Ïîñëå ýòîãî ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(N . . .)"
ñïèñêà Q. Íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ5 òî÷êè N ðåãèñòðèðóþòñÿ â äàííîì ñïèñêå
è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - ðåãèñòðàöèÿ
íàêîïèòåëÿ õ5 â êîììåíòàðèè (Áóôåð . . .).

Îïåðàòîð "òî÷êàïëîñêîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1, âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A è âûðàæåíèå õ3 âèäà "ïëîñêîñòü(BCD)". Îí ïðî-
âåðÿåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïëîñêîñòè BCD. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 3.
Èñïîëüçîâàíèå áóôåðà ðåçóëüòàòîâ íå ïðåäóñìîòðåíî. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîë-
íÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Åñëè çàäà÷à õ1 èìååò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ", òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "èñòèíà".
Èíà÷å - ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Åñëè òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òî÷åê B,C,D, òî âûõîä ïî "èñòèíà". Èíà÷å
- ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E), â íàáîðå E èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò F ), â íàáîðå F - ïàðà (ïåðâûéòåðì G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââî-
äÿòñÿ. Â ñïèñêå G íàõîäèòñÿ ïàðà (A, H), è â ñïèñêå H ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(A M)". Åñëè âûðàæåíèå M ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì
"ïëîñêîñòü(BCD)", òî âûõîä ïî "èñòèíà". Åñëè M èìååò âèä "ïðÿìàÿ(KN)",
òî ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîãî îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "òî÷êàïëîñêîñòè" ïðîâåðÿ-
åòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê K,N ïëîñêîñòè BCD. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëü-
òàòå - âûõîä ïî "èñòèíà". Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà H ëèáî îòñóòñòâèè
ïàðû (A, H) - âûõîä ïî "ëîæü".

Îïåðàòîð "ïëîñêîñòèòî÷êè(õ1 õ2 õ3)" èìååò âõîäíûå ïåðåìåííûå õ1 (çàäà÷à) è
õ2 (âûðàæåíèå äëÿ òî÷êè A). Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ
ïëîñêîñòåé, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò òî÷êà A. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 4. Áóôåð
ðåçóëüòàòîâ íå ïðåäóñìîòðåí. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Åñëè çàäà÷à õ1 èìååò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ", òî âûäàåòñÿ åäèíñòâåííîå çíà-
÷åíèå ïåðåìåííîé õ3 - îäíîáóêâåííûé òåðì "ïëàíèìåòðèÿ". Çàìåòèì, ÷òî îïå-
ðàòîðû "òî÷êèïëîñêîñòè", "òî÷êàïëîñêîñòè" â ýòîì ñëó÷àå èãíîðèðóþò òåðì,
çàäàþùèé ïëîñêîñòü, òàê ÷òî âûáîð åãî êîíêðåòíîãî âèäà íåñóùåñòâåíåí. Åñëè
çàäà÷à íå èìååò óêàçàííîé ïîñûëêè, òî ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.
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2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (âûðàæåíèå E), è â åå ñïèñêå E - ïàðà (ïëîñêîñòü
F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà
õ6, èñïîëüçóåìûé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîâòîðîâ. Â ñïèñêå F ïðîñìàòðèâàþòñÿ îò-
ñóòñòâóþùèå â íàêîïèòåëå õ6 âûðàæåíèÿ "ïëîñêîñòü(. . .)", ó êîòîðûõ îäèí èç
îïåðàíäîâ ðàâåí A. Îíè ðåãèñòðèðóþòñÿ â íàêîïèòåëå õ6 è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E), â íàáîðå E èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò F ), â íàáîðå F - ïàðà (ïåðâûéòåðì G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ. Â ñïèñêå G ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïàðû (A, H), è â ñïèñêå H - óòâåð-
æäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(A M)", ãäå âûðàæåíèåM èìååò çàãîëîâîê "ïëîñêîñòü".
ÅñëèM íå âõîäèò â ñïèñîê õ6, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà.

Äëÿ ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ "îáùàÿïëîñêîñòü(A B)", îçíà÷àþùåãî, ÷òî ïðÿìûå
A,B ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ñëóæèò îïåðàòîð "îáùàÿïëîñêîñòü(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü
õ1 - çàäà÷à, õ2 è õ3 - âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ A,B. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí
3. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Åñëè çàäà÷à õ1 èìååò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ", òî âûõîä ïî "èñòèíà". Èíà÷å -
ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êèïðÿìîé" ïåðå÷èñëÿþòñÿ èìåþùèå ðàçëè÷íûå
îáîçíà÷åíèÿ òî÷êè C,D ïðÿìîé A, à òàêæå òî÷êè E,F ïðÿìîé B. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò M îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëîñêîñòü"âûðàæåíèÿ
"ïëîñêîñòü(CDE)". Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êàïëîñêîñòè"ïðîâåðÿåòñÿ ïðè-
íàäëåæíîñòü òî÷êè F ïëîñêîñòèM . Ïðè ïîìîùè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà "ðàç-
íûåòî÷êè" óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàçëè÷èå òî÷åê C,D è E,F . Ïîñëå ýòîãî - âûõîä
ïî "èñòèíà".

Äëÿ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & C ∈
ïëîñêîñòü(DEF ) ñîçäàí îïåðàòîð "îáùïëîñêîñòü(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à;
õ2,õ3 è õ4 - âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê A,B,C; õ5 - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïåðå÷èñëÿþ-
ùàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòè DEF . Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà
îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ6. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "ïëîñêîñòè-
òî÷êè" ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïëîñêîñòè P , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A. Ïðè ïîìîùè
îïåðàòîðà "òî÷êàïëîñêîñòè" ïðîâåðÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé ïëîñêîñòè òî-
÷åê B,C. Âûðàæåíèå P ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ íàêîïèòåëü õ6 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîì-
ìåíòàðèè "Áóôåð".

Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îòðåçîê"

Äëÿ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ "A ∈ îòðåçîê(BC)" ñîçäàíû îïåðàòîðû "òî÷êèîòðåç-
êà" (ïåðå÷èñëåíèå òî÷åê îòðåçêà), "òî÷êàîòðåçêà" (ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè
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îòðåçêó), "êîíåöîòðåçêà" (îïðåäåëåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî êîíöà îòðåçêà, åñëè çàäà-
íû òî÷êà îòðåçêà è ïåðâûé êîíåö). Çàìåòèì, ÷òî ýòè èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû
ñàìè ïî ñåáå âåñüìà ñëàáûå; ÷òîáû ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
òî÷åê íà ïðÿìîé ñ èõ ïîìîùüþ, íåîáõîäèìî çàáëàãîâðåìåííî â ÿâíîì âèäå âûâîäèòü
ñëåäñòâèÿ - óòâåðæäåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè èëè íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê îòðåçêàì
è èíòåðâàëàì.

Îïåðàòîð "òî÷êèîòðåçêà(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1 è âû-
ðàæåíèÿ õ2,õ3 äëÿ òî÷åê B,C. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ
òî÷åê îòðåçêà BC. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîë-
íÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê D), â íàáîðå D èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò E), â íàáîðå E - ïàðà (âòîðîéñèìâîë F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ. Ïðè ïîìîùè íàáîðà F ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ8 âñåõ ïîñûëîê âèäà
"ïðèíàäëåæèò(. . . îòðåçîê(. . .))", à òàêæå ñïèñîê õ9 âñåõ ïîñûëîê âèäà "ïðè-
íàäëåæèò(. . . èíòåðâàë(. . .))". Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ10, â êîòîðûé
ñðàçó æå çàíîñÿòñÿ òî÷êè B,C. Îäíàêî, â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ îíè áóäóò âû-
äàâàòüñÿ ëèøü â êîíöå ïåðå÷èñëåíèÿ. Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(P îòðåçîê(MN))" è "ïðèíàäëå-
æèò(P èíòåðâàë(MN))", èìåþùèåñÿ â ñïèñêàõ õ8 è õ9. Åñëè òî÷êèM,N âõîäÿò
â ñïèñîê õ10, à òî÷êà P íå âõîäèò, òî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ10 è
âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Åñëè òî÷êè M,N íå âõîäÿò â íàêîïèòåëü õ10,
íî îäíà èç íèõ ðàâíà B ëèáî C, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ îñòàâøàÿñÿ òî÷êà K è
îòëè÷íûé îò M,N êîíåö Q îòðåçêà BC. Åñëè â ñïèñêå õ8 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå
"ïðèíàäëåæèò(Q îòðåçîê(PK))", ïðè÷åì òî÷êà P íå âõîäèò â íàêîïèòåëü õ10,
òî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ýòîì íàêîïèòåëå è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîñëå âûäà÷è ðåçóëüòàòà - îòêàò ê íà÷àëó äàííîãî ïóíêòà. Ïî
èñ÷åðïàíèè âîçìîæíîñòåé - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ âûäàþòñÿ òî÷êè B,C. Çàòåì íàêîïèòåëü õ10 ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "òî÷êàîòðåçêà(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1, âû-
ðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A è âûðàæåíèÿ õ3, õ4 äëÿ òî÷åê B,C. Ïðîâåðÿåòñÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êè A îòðåçêó BC. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Áóôåð ðåçóëüòàòîâ
íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Åñëè A ñîâïàäàåò ñ B ëèáî C, òî âûõîä ïî "èñòèíà". Èíà÷å - ïåðåõîä ê ïóíêòó
2.

2. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êèîòðåçêà" ïåðå÷èñëÿþòñÿ òî÷êè îòðåçêà BC. Åñëè
õîòÿ áû îäíà èç íèõ ðàâíà A, òî âûõîä ïî "èñòèíà". Èíà÷å - âûõîä ïî "ëîæü".

Îïåðàòîð "êîíåöîòðåçêà(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1 è âû-
ðàæåíèÿ õ2, õ3 äëÿ òî÷åê B,A. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ
äëÿ òàêèõ òî÷åê C, ÷òî A ïðèíàäëåæèò îòðåçêó BC. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí
2. Áóôåð ðåçóëüòàòîâ íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:
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1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê D), â íàáîðå D èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò E), â íàáîðå E - ïàðà (âòîðîéñèìâîë F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ. Ïðè ïîìîùè íàáîðà F ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ8 âñåõ ïîñûëîê âèäà
"ïðèíàäëåæèò(. . . îòðåçîê(. . .))", à òàêæå ñïèñîê õ9 âñåõ ïîñûëîê âèäà "ïðè-
íàäëåæèò(. . . èíòåðâàë(. . .))". Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ10, â êîòîðûé
ñðàçó æå çàíîñèòñÿ òî÷êà A. Îäíàêî, â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà îíà áóäåò âûäàíà
ëèøü â êîíöå ïåðå÷èñëåíèÿ. Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(P îòðåçîê(MN))" è "ïðèíàäëå-
æèò(P èíòåðâàë(MN))", èìåþùèåñÿ â ñïèñêàõ õ8 è õ9. Åñëè B ñîâïàäàåò ñ M
ëèáî ñ N , ïðè÷åì P âõîäèò â íàêîïèòåëü õ10, òî îòëè÷íàÿ îò B òî÷êà ïàðû
M,N ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ10 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Åñ-
ëè òî÷êè M,N îòëè÷íû îò B, P ñîâïàäàåò ñ A, óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(B
îòðåçîê(AM))" âõîäèò â ñïèñîê õ8, ïðè÷åì òî÷êà N åùå íå çàíåñåíà â íàêîïè-
òåëü õ10, òî îíà çàíîñèòñÿ â ýòîò íàêîïèòåëü è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîñëå âûäà÷è ðåçóëüòàòà - îòêàò ê íà÷àëó äàííîãî ïóíêòà. Ïî
èñ÷åðïàíèè âîçìîæíîñòåé - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Òî÷êà A âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Çàòåì íàêîïèòåëü õ10 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðàññòîÿíèå"

Äëÿ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ "àêòèâ(ðàññòîÿíèå(AB))", îçíà÷àþùåãî, ÷òî ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó òî÷êàìè A,B ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå, èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû "ðàññòî-
ÿíèÿ" è "ñìðàññòîÿíèå". Ïåðâûé èç íèõ ïåðå÷èñëÿåò òî÷êè B, äëÿ êîòîðûõ â çàäà÷å
óïîìèíàåòñÿ ðàññòîÿíèå äî òî÷êè A, âòîðîé - ïðîâåðÿåò, ÷òî â çàäà÷å óïîìèíàåòñÿ
ðàññòîÿíèå îò A äî B.

Îïåðàòîð "ðàññòîÿíèÿ(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1 è
âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ
òî÷êè B. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäó-
þùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Â ñëó÷àå íåóäà÷è -
ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (âûðàæåíèå C), è â åå ñïèñêå C - ïàðà (ðàññòîÿíèå
D). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà
õ6. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñïèñêà D èìåþùèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòà-
íîâêè îïåðàíäîâ) âèä "ðàññòîÿíèå(A P )". Òî÷êà P çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ6 è
âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà - ðåãèñòðàöèÿ íàêî-
ïèòåëÿ õ6 â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "ñìðàññòîÿíèå(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1
è âûðàæåíèÿ õ2, õ3 äëÿ òî÷åê A,B. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà
îïåðàòîðà ïðîâåðÿåò íàëè÷èå â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ1 óòâåðæäåíèÿ "àêòèâ(ðàñ-
ñòîÿíèå(AB))". ïðåäâàðèòåëüíî îïåðàíäû A,B ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðåóïîðÿäî÷è-
âàþòñÿ.
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Óòâåðæäåíèå "ðàâíî(ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(CD))" îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "ðàâíûåäëèíû(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 è õ3 - âûðàæåíèÿ äëÿ
òî÷åê A,C. Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ4, õ5 ïåðå÷èñëÿþò âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê B,D.
Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E), â íàáîðå E èùåòñÿ ïàðà (ðàâíî
F ), â íàáîðå F - ïàðà (ïåðâûéñèìâîë G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ââî-
äèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ9. Â ñïèñêå G íàõîäèòñÿ ïàðà (ðàññòîÿíèå
H). Â ñïèñêå H ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(ðàññòîÿíèå(PQ)K)", ó
êîòîðûõ îïåðàíä P ëèáî Q ðàâåí A ëèáî C. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äà-
ëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî îïåðàíä P è ÷òî îí ðàâåí A. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ
"ðàññòîÿíèå(MN)", ðàâíûåK, ëèáî òàêèå, ÷òî â ñïèñêåH èìååòñÿ óòâåðæäåíèå
"ðàâíî(ðàññòîÿíèå(MN)K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäèí èç îïåðàíäîâ M,N ðàâåí
C. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî îïåðàíä M . Ïàðà (Q, N)
ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ9 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Åñëè A = C
è Q 6= N , òî äîïîëíèòåëüíî ïàðà (N , Q) ðåãèñòðèðóåòñÿ â áóôåðå è âûäàåòñÿ
â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîíà÷àíèè ïåðå÷èñëÿåíèÿ íàêîïèòåëü õ9 ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Óòâåðæäåíèå "ðàâíî(ðàññòîÿíèå(A C)ðàññòîÿíèå(B C))", õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, îáðàáàòûâàåòñÿ ñâîèìè îïåðàòîðàìè "ðàâ-
íîóäàëåíà", "ðàâíîóäàëåíû", èìåþùèìè óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè 0. Ïåðâûé èç ýòèõ
îïåðàòîðîâ ïî òî÷êàì A,B ïåðå÷èñëÿåò òî÷êè C, âòîðîé - ïðîâåðÿåò ðàâíîóäàëåí-
íîñòü òî÷åê A,B îò òî÷êè C.

Îïåðàòîð "ðàâíîóäàëåíà(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1 è
âûðàæåíèÿ õ2, õ3 äëÿ òî÷åê A,B. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò òî÷êè C.
Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ6. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîñûëêè P çàäà-
÷è, èìåþùèå âèä "ðàâíî(ðàññòîÿíèå(. . .). . .)", ïðè÷åì òàêèå, ÷òî îäèí èç îïå-
ðàíäîâ S äàííîãî ðàâåíñòâà èìååò âèä "ðàññòîÿíèå(A Q)" (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè îïåðàíäîâ A,Q). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Q íå âõîäèò â õ6. Åñëè S - ïåðâûé
îïåðàíä, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä T , è â ñïèñêå ïîñûëîê èùåòñÿ
óòâåðæäåíèå âèäà "ðàâíî(ðàññòîÿíèå(BQ)T )". Âûðàæåíèå Q ðåãèñòðèðóåòñÿ â
íàêîïèòåëå õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Åñëè òàêîãî óòâåðæäåíèÿ íàé-
òè íå óäàëîñü, òî ïðîâåðÿåòñÿ, íå èìååò ëè T âèä "ðàññòîÿíèå(BQ)". Åñëè èìååò,
òî òîæå âûðàæåíèå Q ðåãèñòðèðóåòñÿ â õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.
Íàêîíåö, åñëè S - âòîðîé îïåðàíä, òî ïðîâåðÿåòñÿ, íå èìååò ëè ïåðâûé îïåðàíä
ðàâåíñòâà âèä "ðàññòîÿíèå(BQ)", è äàëåå - êàê âûøå. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ íàêîïèòåëÿ õ6 â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "ðàâíîóäàëåíû(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1 è
âûðàæåíèÿ õ2,õ3,õ4 äëÿ òî÷åê A,B,C. Åãî ïðîãðàììà îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "ðàâ-
íîóäàëåíà" äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò A,B. Åñëè ñðåäè íèõ îáíà-
ðóæèâàåòñÿ òî÷êà C, òî âûõîä ïî "èñòèíà", èíà÷å - âûõîä ïî "ëîæü".
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Óòâåðæäåíèå "è(ðàâíî(ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(BC)) ïðèíàäëåæèò(A ïðÿ-
ìàÿ(DE)) ïðèíàäëåæèò(B ïðÿìàÿ(DE)) ïðèíàäëåæèò(C ïðÿìàÿ(DE)))" îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "äâîéíàÿäëèíà(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 - âûðàæåíèå
äëÿ òî÷êè A. Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ3,õ4,õ5 ïåðå÷èñëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæå-
íèÿ äëÿ òî÷åê B, C è ïðÿìîé DE. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 0. Ïðîãðàììà
îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ7, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð âñåõ
ïîñûëîê âèäà "ðàâíî(ðàññòîÿíèå(. . .). . .))", ïðè÷åì òàêèõ, ÷òî îäèí èç îïåðàí-
äîâ S äàííîãî ðàâåíñòâà èìååò âèä "ðàññòîÿíèå(A B)" (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè îïåðàíäîâ A,B). Åñëè S - ïåðâûé îïåðàíä, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ âòî-
ðîé îïåðàíä T , è â ñïèñêå ïîñûëîê èùåòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "ðàâíî(ðàññòîÿ-
íèå(BC) T )", ãäå B îòëè÷íî îò A. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "ëåæàòíàïðÿìîé"
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è îïðåäåëÿåòñÿ íàçâà-
íèå "ïðÿìàÿ(DE)" ýòîé ïðÿìîé. Åñëè òðîéêà (B,C, ïðÿìàÿ(DE)) íå âõîäèò â
íàêîïèòåëü õ7, òî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â íåì è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.
Åñëè íè îäíîé òàêîé òðîéêè íàéòè íå óäàëîñü, òî ïðîâåðÿåòñÿ, íå èìååò ëè T âèä
"ðàññòîÿíèå(BC)", è äàëåå - êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Íàêîíåö, åñëè S - âòî-
ðîé îïåðàíä, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä èìååò âèä "ðàññòîÿíèå(BC)",
è äàëåå - ñíîâà êàê â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - ðå-
ãèñòðàöèÿ íàêîïèòåëÿ õ7 â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "óãîë"

Óòâåðæäåíèå "àêòèâ(óãîë(ABC))" îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "óãëûâåðøèíû" è
"óñìóãîë". Ïåðâûé èç íèõ ïåðå÷èñëÿåò óãëû ñ âåðøèíîé B, âòîðîé - ïðîâåðÿåò, ÷òî
óãîë ABC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.

Îïåðàòîð "óãëûâåðøèíû(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè B. Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ3, õ4 ïåðå÷èñëÿþò âåðøèíû
A,C, òàêèå, ÷òî çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "àêòèâ(óãîë(ABC))" (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè A,C). Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Îïåðàòîð âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (âûðàæåíèå D), è â åå ñïèñêå D - ïàðà (óãîë E).
Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà
õ7. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñïèñêà E èìåþùèå âèä "óãîë(ABC)". Ïà-
ðà (A,C) ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ7. Çàòåì âûäàþòñÿ ñíà÷àëà ðåçóëüòàò
(A,C), à çàòåì - (C,A). Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - ðåãèñòðàöèÿ íàêîïèòåëÿ
õ7 â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "óñìóãîë(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó õ1 è
âûðàæåíèÿ õ2, õ3, õ4 äëÿ òî÷åê A,B,C. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà
îïåðàòîðà ïðîâåðÿåò, âõîäèò ëè â ïîñûëêè çàäà÷è óòâåðæäåíèå "àêòèâ(óãîë(ABC))".
Ïðåäâàðèòåëüíî òî÷êè A,C ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðåóïîðÿäî÷èâàþòñÿ.
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Îáû÷íî òåîðåìà ïðèåìà ïåðåä êîìïèëÿöèåé ïðåîáðàçóåòñÿ òàê, ÷òî óïîìèíàåìûé
â íåé óãîë ABC èäåíòèôèöèðóåòñÿ íå íåïîñðåäñòâåííî, à ñ íåêîòîðûì ÿâíî ïðèñóò-
ñòâóþùèì â çàäà÷å óãëîì DBE, íà ëó÷àõ BD, BE êîòîðîãî ëåæàò òî÷êè A,C. Ýòî
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò ïðèåì. Â äàííîé ñèòóàöèè ïðèõîäèòñÿ îáðàáàòû-
âàòü óòâåðæäåíèÿ âèäà "è(àêòèâ(óãîë(DBE)) ïðèíàäëåæèò(D P ) ïðèíàäëåæèò(E
Q) òî÷êàëó÷à(BAD) òî÷êàëó÷à(BCE))". Çäåñü P,Q - èäåíòèôèöèðîâàííûå ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðÿìûå BA, BC. Óêàçàííîå óòâåðæäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"èìÿóãëà(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6 õ7 õ8)", ãäå õ1 - çàäà÷à; õ2, õ3, õ4 - âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê
B,A,C; õ5 è õ6 - âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ BA, BC. Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ7, õ8 ïå-
ðå÷èñëÿþò âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê D,E. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà
îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ9. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óãëûâåð-
øèíû" ïåðå÷èñëÿþòñÿ óïîìèíàåìûå â çàäà÷å óãëû DBE ñ âåðøèíîé B. Ïðè
ïîìîùè îïåðàòîðîâ "òî÷êàïðÿìîé" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òî÷êè D,E ëåæàò íà ïðÿ-
ìûõ BA. BC. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ "òî÷êàëó÷à" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òî÷êà D
ëåæèò íà ëó÷å BA, à òî÷êà E - íà ëó÷å BC. Ïîñëå ýòîãî ïàðà (D,E) ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ9 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè
ïåðå÷èñëåíèÿ - ðåãèñòðàöèÿ íàêîïèòåëÿ õ9 â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïàðàëëåëüíû"

Óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(AB)ïðÿìàÿ(CD))" îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðà-
ìè "ïàðàëëåëïðÿìûå" (ïåðå÷èñëåíèå ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ äàííîé) è "óñìïàðàë-
ëåëüíû" (ïðîâåðêà ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ). Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìàÿ ñ÷èòàåòñÿ
ïàðàëëåëüíîé ñàìîé ñåáå.

Îïåðàòîð "ïàðàëëåëïðÿìûå(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèå õ2 âèäà "ïðÿìàÿ(AB)". Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âû-
ðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(CD)" äëÿ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ AB. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè
ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ3 âûäàåòñÿ âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)", è ïå-
ðåõîä ê ïóíêòó 2.

2. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü îñòàâøèåñÿ ðåçóëüòàòû â áóôåðå. Ïðè
íåóäà÷å - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E),è â íàáîðå E - ïàðà (ïàðàë-
ëåëüíû F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü
ðåçóëüòàòà õ6. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)".
Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé AB, òî óòâåðæäåíèÿ
î ïàðàëëåëüíîñòè îáû÷íî ñòàíäàðòèçèðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûäåëÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ "ãëàâíàÿ" ïðÿìàÿ P äàííîãî ñïèñêà, è óêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
"ïàðàëëåëüíû(P Q)" äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïðÿìûõ Q. Ïåðåìåííàÿ õ7 ââîäèòñÿ
äëÿ òîãî, ÷òîáû åé îêàçàëîñü ïåðåïðèñâîåíî âûðàæåíèå äëÿ "ãëàâíîé" ïðÿìîé
P .
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Â ñïèñêå F èùåòñÿ óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(CD)ïðÿìàÿ(AB))". Åñ-
ëè îíî íàéäåíî, òî õ7 çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(CD)", ïðè÷åì ïîñëåä-
íåå âûðàæåíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëü-
òàòà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ïàðàëëåëüíû(. . . ïðÿìàÿ(MN))" ñïèñêà F , ó
êîòîðûõ ïåðâûé îïåðàíä ðàâåí õ7. Åñëè âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(MN)" îòëè÷íî îò
âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(AB)", òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ6 è âûäàåòñÿ â
êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ íàêîïèòåëü õ6 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "óñìïàðàëëåëüíû(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà-
÷ó õ1 è âûðàæåíèÿ õ2, õ3 äëÿ ïðÿìûõ AB, CD. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1.
Ïðîãðàììà îïåðàòîðà îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "ïàðàëëåëïðÿìûå", ïåðå÷èñëÿþùå-
ìó ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé AB. Åñëè ñðåäè íèõ âñòðå÷àåòñÿ ïðÿìàÿ CD, òî
âûõîä ïî "èñòèíà", èíà÷å - âûõîä ïî "ëîæü".

Åñëè íóæíî íàéòè ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííûå òî÷-
êè, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "è(ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(AB)ïðÿìàÿ(CD)) ïðè-
íàäëåæèò(M ïðÿìàÿ (AB))ïðèíàäëåæèò(N ïðÿìàÿ(CD)))". Îíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "ïàðàëëåëè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 è õ3 - âûðàæåíèÿ äëÿ
òî÷åêM,N . âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ4,õ5 ïåðå÷èñëÿþò âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ AB, CD, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM , à âòîðàÿ - ÷åðåç òî÷êó
N . Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ6. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "ïðÿìû-
åòî÷êè" ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðÿìûå AB, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M . Ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà "ïàðàëëåëïðÿìûå" ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðÿìûå CD, ïàðàëëåëüíûå AB è
îòëè÷íûå îò AB. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êàïðÿìîé" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî N
ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé CD. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ïàðà (ïðÿìàÿ(AB, "ïðÿìàÿ(CD)"
çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. ×òîáû ó÷åñòü
îäíîâðåìåííî êàê ñëó÷àé âõîäíûõ äàííûõ M,N , òàê è ñëó÷àé âõîäíûõ äàí-
íûõ N,M , â íàêîïèòåëå õ6 èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïåðåóïîðÿäî÷å-
íèå. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ íàêîïèòåëü õ6 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè
"Áóôåð".

Óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïëîñêîñòü(ABC)ïëîñêîñòü(DEF ))" îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðàìè "ïàðàëëåëïëîñêîñòè" è "óñìïàðàëëïëîñêîñòè". Ïåðâûé èç íèõ ïåðå÷èñ-
ëÿåò ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå äàííîé, âòîðîé - ïðîâåðÿåò ïàðàëëåëüíîñòü çàäàííûõ
ïëîñêîñòåé.

Îïåðàòîð "ïàðàëëåëïëîñêîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà-
÷ó õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ ïëîñêîñòè ABC. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò
âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòåé DEF , ðàâíûõ ïëîñêîñòè ABC ëèáî ïàðàëëåëüíûõ åé.
Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà àíàëîãè÷íà ïðîãðàììå "ïà-
ðàëëåëïðÿìûå". Îíà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âûäàåòñÿ ïëîñêîñòü ABC, è ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.
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2. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê G),è â íàáîðå G - ïàðà (ïàðàëëåëü-
íû H). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëü-
òàòà õ6. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ïîñêîñòü(ABC)". Â ñïèñêå
H èùåòñÿ óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïëîñêîñòü(DEF )ïëîñêîñòü(ABC))". Åñ-
ëè îíî íàéäåíî, òî õ7 çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(DEF )", ïðè÷åì
ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ïàðàëëåëüíû(. . . ïëîñêîñòü(KMN))" ñïèñêà
H, ó êîòîðûõ ïåðâûé îïåðàíä ðàâåí õ7. Åñëè âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(KMN)"
îòëè÷íî îò âûðàæåíèÿ "ïïëîñêîñòü(ABC)", òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòå-
ëå õ6 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ íàêîïèòåëü
õ6 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "óñìïàðàëëïëîñêîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çà-
äà÷ó õ1 è âûðàæåíèÿ õ2, õ3 äëÿ ïëîñêîñòåé ABC, DEF . Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè
ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "ïàðàëëåëïëîñêîñòè", ïåðå-
÷èñëÿþùåìó ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ABC. Åñëè ñðåäè íèõ âñòðå÷àåòñÿ
ïëîñêîñòü DEF , òî âûõîä ïî "èñòèíà", èíà÷å - âûõîä ïî "ëîæü".

Óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(AB) ïëîñêîñòü(CDE))" îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðàìè "ïàðàëïðÿìïëîñêîñòè", "ïàðàëïðÿìïëîñê". Ïåðâûé èç íèõ ïåðå÷èñëÿåò
ïðÿìûå AB, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè CDE, âòîðîé - ïðîâåðÿåò ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿ-
ìîé AB ïëîñêîñòè CDE.

Îïåðàòîð "ïàðàëïðÿìïëîñêîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çà-
äà÷ó õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ ïëîñêîñòè CDE. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò
âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ AB, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè CDE. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíî-
ñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê F ),è â íàáîðå F - ïàðû (ïàðàë-
ëåëüíû G), (ïðèíàäëåæèò H). Â íàáîðå H èùåòñÿ ïàðà (âòîðîéòåðì P ). Åñëè
ýòèõ îáúåêòîâ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ïðè ïîìîùè ñïèñêà P ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê âèäà "ïðèíàäëåæèò(. . . ïëîñêîñòü(CDE))".
Çàòåì - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ9. Â ñïèñêå G ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ âèäà "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(MN) ïëîñêîñòü(CDE))". Åñëè âûðàæåíèå
"ïðÿìàÿ(MN)" íå âõîäèò â íàêîïèòåëü õ9, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå
è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Êðîìå òîãî, â ñïèñêå G ïðîñìàòðèâàþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ âèäà "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(. . .)ïðÿìàÿ(. . .))". Åñëè äëÿ îäíîé èç
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî åå îïîðíûå òî÷êè, ñîãëàñíî ñïèñêó
õ8, ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè CDE, ïðè÷åì äðóãàÿ ïðÿìàÿ íå âõîäèò â íàêî-
ïèòåëü õ9, òî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â õ9 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî
îêîí÷àíèè ïðîñìîòðîâ - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.
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4. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ10 äîïîëíèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðîñìàòðèâà-
åòñÿ íàêîïèòåëü õ9, è äëÿ êàæäîé åãî ïðÿìîé MN ðè ïîìîùè ñïèñêà G ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå MN è åùå íå çàðåãèñòðèðîâàííûå â õ9,
õ10. Îíè ðåãèñòðèðóþòñÿ â íàêîïèòåëå õ10 è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.
Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà îáúåäèíåíèå íàêîïèòåëåé õ9, õ10 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "ïàðàëïðÿìïëîñê(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèÿ õ2, õ3 äëÿ ïðÿìîé AB è ïëîñêîñòè CDE. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè
ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "ïàðàëïðÿìïëîñêîñòè", ïå-
ðå÷èñëÿþùåìó ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè CDE. Åñëè ñðåäè íèõ âñòðå÷àåòñÿ
ïðÿìàÿ AB, òî âûõîä ïî "èñòèíà", èíà÷å - âûõîä ïî "ëîæü".

Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïåðïåíäèêóëÿð-
íî"

Óòâåðæäåíèå "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(AB)ïðÿìàÿ(CD))" îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðàìè "ïåðïåíäèêóëÿðû" (ïåðå÷èñëåíèå ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äàííîé), "ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû" (ïðîâåðêà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ) è "ïåðïåíäèêïðÿìûå"
(ïåðå÷èñëåíèå ïàð ïðÿìûõ AB, CD, ïàðàëëåëüíûõ äâóì çàäàííûì ïåðïåíäèêóëÿð-
íûì ïðÿìûì).

Îïåðàòîð "ïåðïåíäèêóëÿðû(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ ïðÿìîé AB. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ
äëÿ ïðÿìûõ CD, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1.
Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E),è â íàáîðå E - ïàðà (ïàðàëëåëü-
íû F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Åñëè â ñïèñêå F èìååòñÿ óòâåðæäå-
íèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(MN)ïðÿìàÿ(AB))", òî õ2 çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå
"ïðÿìàÿ(MN)". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáîçíà÷åíèå AB íå áûëî "ãëàâíûì" îáîçíà-
÷åíèåì äëÿ ãðóïïû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, è òåïåðü îíî çàìåíåíî íà
"ãëàâíîå" îáîçíà÷åíèå MN . Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Â íàáîð E èùåòñÿ ïàðà (ïåðïåíäèêóëÿðíî G). Åñëè åå íå áûëî, òî îíà ââîäèò-
ñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ7. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà G, èìåþùèå âèä "ïåðïåíäèêóëÿðíî(õ2 ïðÿìàÿ(CD))" (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ). Âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(CD)" ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïè-
òåëå õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Êðîìå òîãî, ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà F , èìåþùèå âèä "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(CD)ïðÿ-
ìàÿ(PQ))". Âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(PQ)" òîæå ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ7 è
âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Íàêîíåö, ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñ-
êà G, èìåþùèå âèä "ïåðïåíäèêóëÿðíî(õ2 ïëîñêîñòü(PQR))". Åñëè â ñïèñêå
F èìååòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "ïàðàëëåëüíû(ïëîñêîñòü(PQR)ïðÿìàÿ(CD))", òî
âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(CD)" ðåãèñòðèðóåòñÿ â õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòà-
òà. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - ðåãèñòðàöèÿ íàêîïèòåëÿ õ7 â êîììåíòàðèè
"Áóôåð".
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Îïåðàòîð "ïåðïåíäèêóëÿðíû(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèÿ õ2,õ3 äëÿ ïðÿìûõ AB, CD. Îí èñòèíåí, åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü äàííûõ ïðÿìûõ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - ëîæåí. Óðîâåíü ïðèîðè-
òåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E),è â íàáîðå E - ïàðà (ïàðàëëåëü-
íû F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Åñëè â ñïèñêå F èìååòñÿ óòâåðæäå-
íèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(MN)ïðÿìàÿ(AB))", òî õ2 çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæå-
íèå "ïðÿìàÿ(MN)". Åñëè â F èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(PQ)
ïðÿìàÿ(CD))", òî õ3 çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(PQ)". Çàòåì - ïåðåõîä
ê ïóíêòó 3.

3. Â íàáîð E èùåòñÿ ïàðà (ïåðïåíäèêóëÿðíî G). Åñëè åå íå áûëî, òî îíà ââîäèòñÿ.
Åñëè â G èìååòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "ïåðïåíäèêóëÿðíî(õ2 õ3)" (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ), òî âûõîä ïî çíà÷åíèþ "èñòèíà". Èíà÷å - âûõîä ïî
çíà÷åíèþ "ëîæü".

Îïåðàòîð "ïåðïåíäèêïðÿìûå(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çà-
äà÷ó õ1 è âõîæäåíèå õ2 óòâåðæäåíèÿ "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(MN)ïðÿìàÿ(PQ))"
â ïîñûëêó çàäà÷è õ1. Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ3, õ4 ïåðå÷èñëÿþò âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿ-
ìûõ AB, CD, ïàðàëëåëüíûõ (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ðàâåíñòâà) ïðÿìûìMN è PQ. Äîïóñ-
êàþòñÿ ïåðåñòàíîâêè, ò.å. AB ìîæåò áûòü ïàðàëëåëüíîé êàê MN , òàê è PQ. Òàêîé
îïåðàòîð îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèì, åñëè àíòåöåäåíò "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(AB)
ïðÿìàÿ(CD))" ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèâÿçêè ïðèåìà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïûòêà ïðèìå-
íåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ ïîñûëêè "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(MN)
ïðÿìàÿ(PQ))". Çàòåì ñðàçó æå ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "ïåðïåíäèêïðÿìûå", êîòîðûé
è îïðåäåëÿåò ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìûå âåðñèè ïðÿìûõ AB, CD. Óðîâåíü ïðèîðè-
òåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ2 êîðíåâîå. Çàòåì ïîî÷åðåäíî â êà÷åñòâå ðåçóëü-
òàòîâ âûäàþòñÿ ïàðû ïðÿìûõ MN , PQ è PQ, MN . Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó
2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E),è â íàáîðå E - ïàðà (ïàðàëëåëü-
íû F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Â ñïèñêå F ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ âèäà "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(PQ)ïðÿìàÿ(CD))". Ïîî÷åðåäíî â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòîâ âûäàþòñÿ ïàðû ïðÿìûõ PQ, CD è CD, PQ. Äàëåå, ïðè ôèêñàöèè
ïðÿìîé CD, â ñïèñêå F ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà "ïàðàëëåëüíû(ïðÿ-
ìàÿ(MN)ïðÿìàÿ(AB))". Ïîî÷åðåäíî â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ âûäàþòñÿ ïàðû
ïðÿìûõ AB, CD è CD, AB. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Â ñïèñêå F ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(MN)
ïðÿìàÿ(AB))". Ïîî÷åðåäíî â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ âûäàþòñÿ ïàðû ïðÿìûõ AB,
MN è MN , AB.

Óòâåðæäåíèå "è(ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(AB)ïðÿìàÿ(CD))ïðèíàäëåæèò(E ïðÿ-
ìàÿ(AB))ïðèíàäëåæèò(E ïðÿìàÿ(CD)))" îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ïðÿìûåóãëû",
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àíàëîãè÷íûì îïåðàòîðó "ïåðïåíäèêïðÿìûå". Â äîïîëíåíèå ê ïàðå ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ ïðÿìûõ, çäåñü èäåíòèôèöèðóåòñÿ òàêæå âåðøèíà E ïðÿìîãî óãëà.

Âõîäíûìè äàííûìè îïåðàòîðà "ïðÿìûåóãëû(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" ñëóæàò çàäà÷à õ1
è âõîæäåíèå õ2 óòâåðæäåíèÿ "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(MN)ïðÿìàÿ(PQ))" â ïî-
ñûëêó çàäà÷è. Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ3, õ4 ïåðå÷èñëÿþò ïàðû ïðÿìûõ AB, CD,
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûì MN , PQ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè). Ïðè ýòîì ïåðåìåí-
íàÿ õ5 ïåðå÷èñëÿåò îáùèå òî÷êè äàííûõ ïðÿìûõ. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1.
Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ8. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ "ïàðàëëåë-
ïðÿìûå" ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðÿìûå AB, CD, ïàðàëëåëüíûå, ñîîòâåòñòâåííî, MN
è PQ. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êèïðÿìîé" ïåðå÷èñëÿþòñÿ òî÷êè E ïðÿìîé
CD, è ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êàïðÿìîé" îòáèðàþòñÿ òå èõ íèõ, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò ïðÿìîé AB. Ïîñëå ýòîãî òðîéêà (ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), E)
ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ8 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà âûäàåòñÿ òàêæå òðîéêà ñ èçìåíåííûì ïîðÿäêîì ïðÿìûõ. Ïî îêîí-
÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ íàêîïèòåëü õ8 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Óòâåðæäåíèå "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(AB)ïëîñêîñòü(CDE))" îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðàìè "Ïåðïåíäèêóëÿðû" (ïåðå÷èñëåíèå ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðûíõ ïëîñêî-
ñòè), "ïåðïåíäèêïëîñêîñòè" (ïåðå÷èñëåíèå ïëîñêîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé),
"Ïåðïåíäèêóëÿðíû" (ïðîâåðêà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè), à òàêæå
"Ïåðïåíäèêïðÿìûå" (ïåðå÷èñëåíèå ïàð (ïðÿìàÿ - ïëîñêîñòü), ïàðàëëåëüíûõ çàäàí-
íîé ïàðå ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè).

Îïåðàòîð "Ïåðïåíäèêóëÿðû(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ ïëîñêîñòè CDE. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ AB. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà
âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê F ), è â íàáîðå F - ïàðà (ïàðàë-
ëåëüíû G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Åñëè â ñïèñêå G èìååòñÿ óòâåð-
æäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïëîñêîñòü(PQR)ïëîñêîñòü(CDE))", òî õ2 çàìåíÿåòñÿ íà
âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(PQR))". Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Â íàáîðå F èùåòñÿ ïàðà (ïåðïåíäèêóëÿðíî H). Åñëè åå íå áûëî, òî îíà ââîäèò-
ñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ7. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà H, èìåþùèå âèä "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(AB)õ2)" (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ). Âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)" ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïè-
òåëå õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî ñïèñêó G îïðåäåëÿþòñÿ ïðÿìûå,
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé AB, êîòîðûå òîæå ðåãèñòðèðóþòñÿ â íàêîïèòåëå õ7 è
âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ íàêîïèòåëü õ7
ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "ïåðïåíäèêïëîñêîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çà-
äà÷ó õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ ïðÿìîé AB. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðà-
æåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòåé CDE. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà
âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:
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1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê F ), è â íàáîðå F - ïàðà (ïàðàë-
ëåëüíû G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Åñëè â ñïèñêå G èìååòñÿ óòâåð-
æäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(PQ)ïðÿìàÿ(AB))", òî õ2 çàìåíÿåòñÿ íà âûðà-
æåíèå "ïðÿìàÿ(PQ))". Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Â íàáîðå F èùåòñÿ ïàðà (ïåðïåíäèêóëÿðíî H). Åñëè åå íå áûëî, òî îíà ââîäèò-
ñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ7. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà H, èìåþùèå âèä "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïëîñêîñòü(CDE)õ2)" (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ). Âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(CDE)" ðåãèñòðèðóåòñÿ â
íàêîïèòåëå õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî ñïèñêó G îïðåäåëÿþòñÿ
ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè CDE, êîòîðûå òîæå ðåãèñòðèðóþòñÿ â íà-
êîïèòåëå õ7 è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ
íàêîïèòåëü õ7 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "Ïåðïåíäèêóëÿðíû(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèÿ õ2,õ3 äëÿ ïðÿìîé AB è ïëîñêîñòè CDE. Åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü èõ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü, òî îïåðàòîð èñòèíåí, èíà÷å - ëîæåí. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè
ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê F ), è â íàáîðå F - ïàðà (ïàðàë-
ëåëüíû G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Åñëè â ñïèñêå G èìååòñÿ óòâåð-
æäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(PQ)ïðÿìàÿ(AB))", òî õ2 çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæå-
íèå "ïðÿìàÿ(PQ))". Åñëè â ýòîì ñïèñêå èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëüíû(
ïëîñêîñòü(KMN)ïëîñêîñòü(CDE))", òî õ3 çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå "ïëîñ-
êîñòü(KMN)". Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Â íàáîðå F èùåòñÿ ïàðà (ïåðïåíäèêóëÿðíî H). Åñëè åå íå áûëî, òî îíà ââî-
äèòñÿ. Åñëè â ñïèñêå H èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ïåðïåíäèêóëÿðíî(õ2 õ3)" (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ), òî âûõîä ïî "èñòèíà", èíà÷å - âûõîä ïî
"ëîæü". Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "Ïåðïåíäèêïðÿìûå(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çà-
äà÷ó õ1 è êîðíåâîå âõîæäåíèå õ2 â ïîñûëêó "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(PQ)ïëîñ-
êîñòü(KMN))". Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ3 è õ4 ïåðå÷èñëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, âûðà-
æåíèÿ äëÿ ïðÿìîé AB è ïëîñêîñòè CDE ïàðàëëåëüíûõ (ëèáî ðàâíûõ) PQ è KMN .
Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ:

1. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ âûäàåòñÿ ïðÿìàÿ PQ è ïëîñêîñòü KMN . Çàòåì - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê F ), è â íàáîðå F - ïàðà (ïàðàë-
ëåëüíû G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
U ñïèñêà G, èìåþùèå âèä "ïàðàëëåëüíû(ïëîñêîñòü(KMN)ïëîñêîñòü(CDE))".
Ïàðà (ïðÿìàÿ(PQ), ïëîñêîñòü(CDE)) âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïðè
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ôèêñèðîâàííîì U ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà G, èìåþùèå âèä "ïà-
ðàëëåëüíû(ïðÿìàÿ(PQ)ïðÿìàÿ(AB))", è ïàðû (ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE))
âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ - ïåðåõîä ê ïóíê-
òó 3.

3. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà G, èìåþùèå âèä "ïàðàëëåëüíû(ïðÿ-
ìàÿ(PQ)ïðÿìàÿ(AB))". Ïàðû (ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(KMN)) âûäàþòñÿ â êà-
÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ.

Åñëè òðåáóåòñÿ èäåíòèôèöèðîâàòü â òî÷êå ïðèâÿçêè íå òîëüêî ïàðó ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè, íî è èõ îáùóþ òî÷êó, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"è(ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(AB)ïëîñêîñòü(CDE))ïðèíàäëåæèò(F ïðÿìàÿ(AB))ïðè-
íàäëåæèò(F ïëîñêîñòü(CDE)))". Ýòî óòâåðæäåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïðÿ-
ìûåóãëû(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 - âõîæäåíèå êîðíÿ ïîñûëêè "ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî(ïðÿìàÿ(PQ)ïëîñêîñòü(KMN))". Âûõîäíûå ïåðåìåííûå õ3, õ4, õ5 ïå-
ðå÷èñëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìîé AB, ïëîñêîñòè CDE è òî÷êè
F . Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ10. Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ "ïàðàëëåë-
ïðÿìûå", "ïàðàëëåëïëîñêîñòè" ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðÿìûå AB è ïëîñêîñòè CDE,
ïàðàëëåëüíûå (ëèáî ðàâíûå) PQ, KMN . Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êèïðÿ-
ìîé" ïðîñìàòðèâàþòñÿ òî÷êè F ïðÿìîé AB, è ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷-
êàïëîñêîñòè" ïðîâåðÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F ïëîñêîñòè CDE. Òðîéêà
(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE),F ) ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ10 è âûäàåòñÿ
â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåíèÿ íàêîïèòåëü õ10 ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Óòâåðæäåíèå "ïåðïåíäèêóëÿðíû(ïëîñêîñòü(ABC)ïëîñêîñòü(DEF ))" îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "Ïåðïåíäèêïëîñêîñòè(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à, õ2 - âûðàæåíèå
äëÿ ïëîñêîñòè ABC. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòè
DEF . Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê G), è â íàáîðå G - ïàðà (ïàðàë-
ëåëüíû H). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Åñëè â ñïèñêå H èìååòñÿ óòâåð-
æäåíèå "ïàðàëëåëüíû(ïëîñêîñòü(PQR)ïëîñêîñòü(ABC))", òî õ2 çàìåíÿåòñÿ íà
âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(PQR))". Äàëåå - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Â íàáîðå G èùåòñÿ ïàðà (ïåðïåíäèêóëÿðíî S). Åñëè åå íå áûëî, òî îíà ââîäèò-
ñÿ. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ7. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà S, èìåþùèå âèä "ïåðïåíäèêóëÿðíî(ïëîñêîñòü(DEF )õ2)" (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ). Âûðàæåíèå "ïëîñêîñòü(DEF )" ðåãèñòðèðóåòñÿ â
íàêîïèòåëå õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî ñïèñêó H îïðåäåëÿþòñÿ
ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè DEF , êîòîðûå òîæå ðåãèñòðèðóþòñÿ â íà-
êîïèòåëå õ7 è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ
íàêîïèòåëü õ7 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".
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Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îêðóæíîñòü"

Äëÿ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(A îêðóæíîñòü(BC))" ñîçäàíû îïåðàòî-
ðû "òî÷êèîêðóæíîñòè" (ïåðå÷èñëåíèå òî÷åê îêðóæíîñòè), "îêðóæíîñòèòî÷êè" (ïå-
ðå÷èñëåíèå îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó), "òî÷êàîêðóæíîñòè"
(ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè çàäàííîé îêðóæíîñòè).

Îïåðàòîð "òî÷êèîêðóæíîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà-
÷ó õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ îêðóæíîñòè BC. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò
âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê A. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà
âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âûäàåòñÿ òî÷êà C, è ïåðåõîä ê ïóíêòó 2.
2. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-

õîä ê ïóíêòó 3.
3. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê D), â íàáîðå D èùåòñÿ ïàðà (ïðè-

íàäëåæèò E), â íàáîðå E - ïàðà (âòîðîéòåðì F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ. Ñîçäàåòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ8. Â íàáîðå F íàõîäèòñÿ
ïàðà (îêðóæíîñòü(BC),G). Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(A îêðóæ-
íîñòü(BC))" èç ñïèñêà G, ãäå A îòëè÷íî îò C, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ
âûðàæåíèÿ A â íàêîïèòåëå õ8 è âûäà÷à åãî â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷à-
íèè ïðîñìîòðà - ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.

4. Â íàáîðåD èùåòñÿ ïàðà (îïèñàíàH). Åñëè òàêîé ïàðû íå áûëî, òî îíà ââîäèòñÿ.
Â ñïèñêå H ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà "îïèñàíà(îêðóæíîñòü(BC)ôè-
ãóðà(íàáîð(M1 . . .Mn)))". Êàæäàÿ òî÷êà Mi, îòñóòñòâóþùàÿ â íàêîïèòåëå õ8,
çàíîñèòñÿ â íåãî è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà
íàêîïèòåëü õ8 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "îêðóæíîñòèòî÷êè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ
äëÿ îêðóæíîñòåé BC. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âû-
ïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê D), â íàáîðå D èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò E), â íàáîðå E - ïàðà (âòîðîéñèìâîë F ). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ. Ñîçäàåòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ7. Â íàáîðå F íàõîäèòñÿ
ïàðà (îêðóæíîñòü G). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ íàáîðà G èìåþùèå âèä
"ïðèíàäëåæèò(A îêðóæíîñòü(BC))". Åñëè âûðàæåíèå "îêðóæíîñòü(BC)" îò-
ñóòñòâóåò â íàêîïèòåëå õ7, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íåì è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (âûðàæåíèåH), è â åå ñïèñêåH - ïàðà (îêðóæíîñòü
K). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñïèñêà K,
èìåþùèå âèä "îêðóæíîñòü(BA)" è íå âõîäÿùèå â õ7. Îíè ðåãèñòðèðóþòñÿ â
íàêîïèòåëå õ7 è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà -
ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.
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4. Â íàáîðåD èùåòñÿ ïàðà (îïèñàíàN). Åñëè òàêîé ïàðû íå áûëî, òî îíà ââîäèòñÿ.
Â ñïèñêå N ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà "îïèñàíà(îêðóæíîñòü(BC)ôè-
ãóðà(íàáîð(. . . A . . .)))". Åñëè âûðàæåíèå "îêðóæíîñòü(BC)" îòñóòñòâóåò â íà-
êîïèòåëå õ7, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íåì è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî
îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà íàêîïèòåëü õ7 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Îïåðàòîð "òî÷êàîêðóæíîñòè(1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1, âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A è âûðàæåíèå õ3 äëÿ îêðóæíîñòè BC. Åñëè óäàåòñÿ
óñìîòðåòü ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè îêðóæíîñòè, òî îïåðàòîð èñòèíåí, èíà÷å - ëîæåí.
Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òî÷êèîêðóæíîñòè" ïåðå÷èñëÿþòñÿ òî÷êè îêðóæíîñòè
BC. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç íèõ ñîâïàäàåò ñ A. òî âûõîä ïî "èñòèíà", èíà÷å - âûõîä
ïî "ëîæü". Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè "Áóôåð".

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì "Îêðóæíîñòü(BCD)",
ãäå B - öåíòð, C - òî÷êà îêðóæíîñòè, D - äîïîëíèòåëüíàÿ òî÷êà, ôèêñèðóþùàÿ ïëîñ-
êîñòü îêðóæíîñòè. Äëÿ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(A Îêðóæíîñòü(BC
D))" èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû "òî÷êèÎêðóæíîñòè" (ïåðå÷èñëåíèå òî÷åê îêðóæíî-
ñòè), "Îêðóæíîñòèòî÷êè"(ïåðå÷èñëåíèå îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ
òî÷êó), "òî÷êàÎêðóæíîñòè" (ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îêðóæíîñòè).

Îïåðàòîð "òî÷êèÎêðóæíîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà-
÷ó õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ îêðóæíîñòè. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âû-
ðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê ýòîé îêðóæíîñòè. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà
îïåðàòîðà ïðîñòî îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "òî÷êèîêðóæíîñòè" è ñðàçó âûäàåò ðå-
çóëüòàò.

Îïåðàòîð "Îêðóæíîñòèòî÷êè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷ó
õ1 è âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ
äëÿ îêðóæíîñòåé BCD. Óðîâåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 2. Ïðîãðàììà îïåðàòîðà àíà-
ëîãè÷íà ïðîãðàììå "îêðóæíîñòèòî÷êè". Îíà âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü ðåçóëüòàò â áóôåðå. Ïðè íåóäà÷å - ïåðå-
õîä ê ïóíêòó 2.

2. Èùåòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèñîêïîñûëîê E), â íàáîðå E èùåòñÿ ïàðà (ïðè-
íàäëåæèò F ), â íàáîðå F - ïàðà (âòîðîéñèìâîë G). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè
ââîäÿòñÿ. Ñîçäàåòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ7. Â íàáîðå G íàõîäèòñÿ
ïàðà (Îêðóæíîñòü H). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ íàáîðà G èìåþùèå âèä
"ïðèíàäëåæèò(A Îêðóæíîñòü(BCD))". Åñëè âûðàæåíèå "Îêðóæíîñòü(BCD)"
îòñóòñòâóåò â íàêîïèòåëå õ7, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íåì è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà - ïåðåõîä ê ïóíêòó 3.

3. Èùóòñÿ àäðåñíàÿ ñòðóêòóðà (âûðàæåíèå J), è â åå ñïèñêå J - ïàðà (Îêðóæíîñòü
K). Åñëè èõ íå áûëî, òî îíè ââîäÿòñÿ. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñïèñêà K,
èìåþùèå âèä "Îêðóæíîñòü(BAD)" è íå âõîäÿùèå â õ7. Îíè ðåãèñòðèðóþòñÿ
â íàêîïèòåëå õ7 è âûäàþòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà -
ïåðåõîä ê ïóíêòó 4.
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4. Â íàáîðå E èùåòñÿ ïàðà (îïèñàíàN). Åñëè òàêîé ïàðû íå áûëî, òî îíà ââîäèòñÿ.
Â ñïèñêå N ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà "îïèñàíà(Îêðóæíîñòü(BCD)
ôèãóðà(íàáîð(. . . A . . .)))". Åñëè âûðàæåíèå "Îêðóæíîñòü(BCD)" îòñóòñòâóåò
â íàêîïèòåëå õ7, òî îíî ðåãèñòðèðóåòñÿ â íåì è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëü-
òàòà. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà íàêîïèòåëü õ7 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè
"Áóôåð".

Îïåðàòîð "òî÷êàÎêðóæíîñòè(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè çàäà-
÷ó õ1, âûðàæåíèå õ2 äëÿ òî÷êè A è âûðàæåíèå õ3 äëÿ îêðóæíîñòè BCD. Óðîâåíü
ïðèîðèòåòíîñòè ðàâåí 1. Ïðîãðàììà ýòîãî îïåðàòîðà îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "òî÷-
êàîêðóæíîñòè" è ñðàçó âûäàåò ðåçóëüòàò.

3.4 Ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðèå-

ìà ïåðåä êîìïèëÿöèåé

Ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðèåìà ïðÿìûå, îêðóæíîñòè, óãëû è
äðóãèå ýëåìåíòû îáîçíà÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïîðíûõ òî÷åê. Îáû÷íî ýòè òî÷êè âûáè-
ðàþòñÿ òàê, ÷òîáû îíè ó÷àñòâîâàëè ñðàçó â íåñêîëüêèõ óñëîâèÿõ. Íàïðèìåð, åñëè íà
ïðÿìîé âûäåëåíà òî÷êà A, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå äî äðóãîé òî÷-
êè B òî ïðÿìóþ åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü AC. Â òî æå âðåìÿ, â çàäà÷å ïðÿìàÿ ìîæåò
áûòü îáîçíà÷åíà ÷åðåç êàêèå-òî ñîâñåì äðóãèå îïîðíûå òî÷êè, è ïðè íåïîñðåäñòâåí-
íîì íàëîæåíèè íà íåå òåîðåìû ïðèåìà èäåíòèôèêàöèè íå ïðîèçîéäåò èç-çà èñêóñ-
ñòâåííîé "ñâÿçêè" ìåæäó òî÷êîé A è îáîçíà÷åíèåì ïðÿìîé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ òàêèõ
ñâÿçîê òåîðåìà ïðèåìà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä êîìïèëÿöèåé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöå-
äóðîé "ðàçâÿçêà". Ôàêòè÷åñêè, òåîðåìà îáîáùàåòñÿ (õîòÿ è òðèâèàëüíûì îáðàçîì)
è îêàçûâàåòñÿ ñïîñîáíîé èäåíòèôèöèðîâàòü çíà÷èòåëüíî áîëüøèé êëàññ ñèòóàöèé.

Ïðîöåäóðà "ðàçâÿçêà" óæå áûëà îïèñàíà â ïåðâîì òîìå ìîíîãðàôèè ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ñõåìû êîìïèëÿöèè ïðèåìà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ ê òåîðåìàì
ëþáûõ ïðèåìîâ. Îäíàêî, èçìåíÿåò îíà ëèøü òåîðåìû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ. Äëÿ
óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû íàïîìíèì åå ôóíêöèîíèðîâàíèå.

Îïåðàòîð "ðàçâÿçêà(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè èñõîäíóþ
âåðñèþ òåîðåìû ïðèåìà õ1, çàãîëîâîê ïðèåìà õ2, îïèñàíèå ïðèåìà õ3. Âûõîäíîé
ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ íîâàÿ âåðñèÿ òåîðåìû ïðèåìà, ïåðåìåííîé õ5 - íîâàÿ
âåðñèÿ îïèñàíèÿ ïðèåìà. ×òîáû âîéòè â íà÷àëüíóþ òî÷êó ïðîãðàììû "ðàçâÿçêà",
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïóíêò "Êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà" - "Ïðîöåäóðà ÐÀÇÂßÇÊÀ"
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïðîñìîòð âñåõ íå êîðíåâûõ è íå ðàñïîëîæåííûõ íåïî-
ñðåäñòâåííî ïîä çàãîëîâêàìè "êîíòåêñò" è "÷èñëî" óêàçàòåëåé èäåíòèôèêàöèè âèäà
"óñì(. . .)". Íàïðèìåð, òàêîâûìè ìîãóò áûòü âõîæäåíèÿ ôèëüòðîâ âèäà "óñì(. . .)" ëè-
áî "íå(óñì(. . .))". ×òîáû ñäåëàòü ïðîöåññ êîìïèëÿöèè áîëåå åäèíîîáðàçíûì, òàêèå
óêàçàòåëè A çàìåíÿþòñÿ íà "êîíòåêñò(A)". Òîãäà îíè áóäóò êîìïèëèðîâàòüñÿ êàê
èäåíòèôèöèðóþùèå òåðìû.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(14)" ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ7 âñåõ ïåðåìåííûõ,
âñòðå÷àþùèõñÿ â òåîðåìå ïðèåìà è â òåðìàõ åãî îïèñàíèÿ. Äàëåå ïåðåìåííîé õ1
âìåñòî êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè "∀x1...xn(A1 & . . . & Am→ A0)" ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
"íàáîð(A0A1 . . . Am)". Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå òåîðåìû ïðèåìà óïðîñòèò åå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ôèëüòðîâ ïðèåìà, ïåðåìåííîé õ10 - îñòàâ-
øàÿñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ôèëüòðîâ ÷àñòü îïèñàíèÿ ïðèåìà. Â íåå âõîäÿò óêàçàòåëè
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è íîðìàëèçàòîðû.
Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(16)" ðàñïîëàãàåòñÿ îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå", ê

êîòîðîìó áóäóò ïðîèñõîäèòü îòêàòû â öèêëå ïðåîáðàçîâàíèé, âûïîëíÿþùèõ ðàçâÿç-
êó. Öèêë îñíîâàí íà ïðîñìîòðå âõîæäåíèé â òåîðåìó è â ýëåìåíòû îïèñàíèÿ ïðèåìà.
Ïåðåìåííàÿ õ12 èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì âõîæäåíèå ëèáî â òåîðåìó (òîãäà ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ 0), ëèáî â òåðì õ11 ñïèñêîâ õ9, õ10. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âõîæäå-
íèå äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà "óñì(. . .)". Àíàëèçèðóþòñÿ ëèøü
âõîæäåíèÿ ñèìâîëîâ "ïðÿìàÿ", "ïëîñêîñòü", "óãîë", "îêðóæíîñòü", "êðóã", ñâÿçàí-
íûå ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ â çàäàíèè îáúåêòà ÷åðåç îïîðíûå òî÷êè. Åñëè ïîäòåðì õ12
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè, òî îí èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê ïðåä-
ïîëîæèòåëüíî íå èäåíòèôèöèðóåòñÿ, à ñîçäàåòñÿ ïðèåìîì. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò
ñëó÷àè âõîæäåíèé õ12 íåïîñðåäñòâåííî ïîä ñèìâîëîì "àêòèâ", íå ðàñïîëîæåííûõ â
êîíñåêâåíòå òåîðåìû ïðèåìà. Íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ïîäòåðìû õ12, ñîäåðæàùèå
íîâûå ïåðåìåííûå, âûáèðàåìûå ïðèåìîì ïðè ñðàáàòûâàíèè.

Íà÷èíàÿ ñ êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(2)", ïðîèñõîäèò ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ ðàçâÿçêè. Â êàæäîì ïîäñëó÷àå ïåðåìåííîé õ13 áóäåò ïðèñâàèâàòüñÿ çàìå-
íÿþùèé òåðì äëÿ ïîäòåðìà õ12, à ïåðåìåííîé õ14 - íàáîð ñîïðîâîæäàþùèõ åãî
óòâåðæäåíèé. Ïîäòåðì õ12 äàëåå îáîçíà÷àåì T . Âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. T èìååò âèä "ïðÿìàÿ(AB)" ëèáî "ïëîñêîñòü(ABC)". Åñëè ñóùåñòâóåò âõîæäå-
íèå â òåîðåìó ïðèåìà ëèáî â òåðì îïèñàíèÿ ïðèåìà (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå - âíóò-
ðè ïîäòåðìà "óñì(. . .)") îäíîé èç ïåðåìåííûõ A,B,C, êîòîðîå íå ðàñïîëîæåíî
âíóòðè ýêçåìïëÿðà òåðìà T ëèáî âíóòðè òåðìà, îáðàáàòûâàåìîãî íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïðÿìàÿ", "íîðìïëîñêîñòü", òî ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå î ðàçâÿçêå. Âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå D,E, F è ñîçäàåòñÿ çàìå-
íÿþùèé òåðì R âèäà "ïðÿìàÿ(DE)" ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, "ïëîñêîñòü(DEF )".
Ñîçäàåòñÿ òàêæå ñïèñîê ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèé "ïðèíàäëåæèò(A R)",
"ïðèíàäëåæèò(B R)", "ïðèíàäëåæèò(C R)". Åñëè ðàçëè÷èå òî÷åê A,B,C íå
óñìàòðèâàåòñÿ èç êîíòåêñòà, òî ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "íåñîâï(AB)",
"íåñîâï(AC)", "íåñîâï(BC)". Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ôèëüòðîâ, îòñå-
êàþùèõ ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ îáîçíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê.

2. T èìååò âèä "óãîë(ABC)". Åñëè ñóùåñòâóåò âõîæäåíèå â òåîðåìó ïðèåìà ëèáî â
òåðì îïèñàíèÿ ïðèåìà (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå - âíóòðè ïîäòåðìà "óñì(. . .)") îäíîé
èç ïåðåìåííûõ A,C, êîòîðîå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè ýêçåìïëÿðà òåðìà T ëèáî
âíóòðè îáðàáàòûâàåìîãî íîðìàëèçàòîðîì îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìîé, òî ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå î ðàçâÿçêå. Âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå D,E, F,G, P,Q, è ñîçäàåò-
ñÿ çàìåíÿþùèé òåðì "óãîë(DBE)". Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåð-
æäåíèé "ïðèíàäëåæèò(B ïðÿìàÿ(FG))", "ïðèíàäëåæèò(A ïðÿìàÿ(FG))", "ïðè-
íàäëåæèò(D ïðÿìàÿ(FG))", "ïðèíàäëåæèò(B ïðÿìàÿ(PQ))", "ïðèíàäëåæèò(C
ïðÿìàÿ(PQ))", "ïðèíàäëåæèò(E ïðÿìàÿ(PQ))", "òî÷êàëó÷à(B D A)", "òî÷-
êàëó÷à(B E C)". Åñëè ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "íîðìóãîë(óãîë(ABC)", îçíà-
÷àþùèé, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè íåñóùåñòâåííà îðèåíòàöèÿ ëó÷åé óãëà, òî
ïîñëåäíèå äâà ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåðæäåíèÿ îòáðàñûâàþòñÿ.

3. T èìååò âèä "îêðóæíîñòü(AB)" ëèáî "êðóã(AB)". Åñëè ñóùåñòâóåò âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé B â òåîðåìó ïðèåìà ëèáî â òåðì îïèñàíèå ïðèåìà (â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå - âíóòðè ïîäòåðìà "óñì(. . .)"), íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè ýêçåìïëÿðà òåðìà
T ëèáî âíóòðè îáðàáàòûâàåìîãî íîðìàëèçàòîðîì ïîäòåðìà, òî ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå î ðàçâÿçêå. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ C è ñîçäàåòñÿ çàìåíÿþùèé
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òåðì R âèäà "îêðóæíîñòü(AC)" ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, "êðóã(AC)". Ñîçäàåòñÿ
ñîïðîâîæäàþùåå óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(B R)".

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà õ13 è ñïèñêà õ14 ñîïðîâîæäàþùèõ óòâåð-
æäåíèé - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 3", ðàñïîëîæåííûé ïåðåä êîíòðîëü-
íîé òî÷êîé "ïðèåì(2)".

Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçâÿçêà èìåëà ìåñòî. Åñëè òåêóùåå âõîæäåíèå õ12 ðàñ-
ïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà "êîíòåêñò(. . .)" ëèáî "÷èñëî(. . .)" íåêîòîðîãî òåðìà îïè-
ñàíèÿ ïðèåìà, òî ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1". Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà
íà õ13 âñåõ âõîæäåíèé òåðìà T â òåîðåìó, â ôèëüòðû è â óêàçàòåëè ïðèåìà.

Åñëè òåðì T èìåë âèä "óãîë(ABC)", òî îäíîâðåìåííî ñ ïåðåîáîçíà÷åíèåì óãëà
ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå åãî ñòîðîíàì. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà òåîðåìó ïðèåìà, ôèëüòðû è óêàçàòåëè. Ïîñëå íåãî ïðîâåðÿåòñÿ, âõîäÿò
ëè ïåðåìåííûå A,C â òåîðåìó è îïèñàíèå ïðèåìà. Åñëè íå âõîäÿò, òî èç õ14 èñêëþ-
÷àþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé.

Íàêîíåö, ñïèñîê ôèëüòðîâ õ9 ïîïîëíÿåòñÿ òåðìàìè "óñì(A)" äëÿ âñåõ óòâåðæäå-
íèé A ñïèñêà õ14. Çàòåì - îòêàò ê ïîâòîðíîìó ïðîñìîòðó âõîæäåíèé õ12.

Åñëè èìåë ìåñòî óêàçàííûé âûøå ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1", òî ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå âíåøíåãî òåðìà "êîíòåêñò(. . .)" ëèáî "÷èñëî(. . .)", à ïåðå-
ìåííîé õ16 - íàáîð îïåðàíäîâ ýòîãî òåðìà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà â òåðìàõ ñïèñêà
õ16 âñåõ âõîæäåíèé òåðìà T íà õ13. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ôðàãìåíòû "òåðì(. . .)",
âûäåëÿþùèå ñîçäàâàåìûå íîâûå êîïèè òåðìîâ. Åñëè T - óãîë, òî, êàê è âûøå, âûïîë-
íÿåòñÿ ñîïóòñòâóþùåå ïåðåîáîçíà÷åíèå ïðÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñòîðîíàìè óãëà. Ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìîâ ñïèñêà õ16 ê íèì ïðèñîåäèíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "óñì(A)" äëÿ
âñåõ A èç õ14. Íàêîíåö, ñòàðûé âàðèàíò ñîäåðæàùåãî õ15 ôèëüòðà ëèáî óêàçàòåëÿ
çàìåíÿåòñÿ íà íîâûé, è îòêàò ê ïîâòîðíîìó ïðîñìîòðó âõîæäåíèé õ12.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà âñåõ âõîæäåíèé õ12 - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "èíà÷å 2"
(ñì. ôðàãìåíò ñ êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(16)"). Çäåñü ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ êîíñåêâåíò ïðåîáðàçîâàííîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ.
Íàõîäÿòñÿ âñå ôèëüòðû âèäà "óñì(A)", è óòâåðæäåíèÿ A ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ñïèñêó
õ13. Ê ñïèñêó õ10 äîáàâëÿåòñÿ óêàçàòåëü "óñì(. . .)", ññûëàþùèéñÿ íà äîáàâëåíííûå
àíòåöåäåíòû, è îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ16 ôèëüòðîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè îòáðàñûâàíèè
ýëåìåíòîâ "óñì(. . .)". Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ óäàëåíèå èçáûòî÷íûõ ýëåìåíòîâ, ââåäåííûõ ïðè ðàçâÿç-
êå. Ñíà÷àëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñìîòð àíòåöåäåíòîâ õ19, èìåþùèõ âèä "àêòèâ(A)"
è âûäåëåííûõ óêàçàòåëåì "óñì(. . .)", ó êîòîðûõ âûðàæåíèå A âñòðå÷àåòñÿ â äðó-
ãîì àíòåöåäåíòå, òàêæå âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "óñì(. . .)". Òàêèå àíòåöåäåíòû õ19
èñêëþ÷àþòñÿ; ñîîòâåòñòâåííî êîððåêòèðóåòñÿ íóìåðàöèÿ àíòåöåäåíòîâ â óêàçàòåëÿõ
ïðèåìà.

Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2", ãäå âûïîëíÿåòñÿ ïðîñìîòð ôèëüòðîâ ïðèåìà, ñî-
äåðæàùèõ èäåíòèôèöèðóþùèå òåðìû "óñì(. . . àêòèâ(A) . . .)", ðàñïîëîæåííûå âíóò-
ðè ïîäòåðìîâ "êîíòåêñò(. . .)" ëèáî "÷èñëî(. . .)". Åñëè òåðì A âñòðå÷àåòñÿ âíóòðè
àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì "óñì(. . .)", ëèáî ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå
èäåíòèôèöèðóþùåãî òåðìà "óñì(. . .)" ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà "êîíòåêñò(. . .)"
èëè "÷èñëî(. . .)", èìåþùåãî äðóãîé ñîäåðæàùèé A èäåíòèôèöèðóþùèé òåðì "óñì(
. . .)", òî ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå ýëåìåíòà "àêòèâ(A)" èç ïåðâîãî èäåíòèôèöèðóþ-
ùåãî òåðìà.

Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1". Çäåñü óñòðàíÿþòñÿ èçáûòî÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
îäíîé è òîé æå ïðÿìîé. Åñëè èìåþòñÿ àíòåöåäåíòû õ19, õ21 âèäà "ïðèíàäëåæèò(A
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ïðÿìàÿ(EF ))" è "ïðèíàäëåæèò(B ïðÿìàÿ(EF ))", âûäåëåííûå óêàçàòåëÿìè "óñì(. . .)";
èìååòñÿ àíòåöåäåíò "íåñîâï(AB)"; èìåþòñÿ äâà äðóãèõ àíòåöåäåíòà "ïðèíàäëåæèò(A
ïðÿìàÿ(GH))", "ïðèíàäëåæèò(B ïðÿìàÿ(GH))", ïðè÷åì âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(GH)"
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ "ïðÿìàÿ(EF )", òî âûïîëíÿåòñÿ çàìå-
íà â ïðèåìå âñåõ âõîæäåíèé "ïðÿìàÿ(EF )" íà "ïðÿìàÿ(GH)". Àíòåöåäåíòû õ19, õ21
óäàëÿþòñÿ, è êîððåêòèðóåòñÿ íóìåðàöèÿ àíòåöåäåíòîâ â îñòàâøèõñÿ óêàçàòåëÿõ.

Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåííûõ äåéñòâèé - îòêàò ê îïåðàòîðó "âåòâü 1" ïåðåä ìåò-
êîé "ïðèåì(1 1)". Çäåñü ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñáîðêè êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè äëÿ òåîðåìû ïðèåìà (îíà ñîçäàåòñÿ ïî ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ õ13 è ðàíåå
âûäåëåííîìó êîíñåêâåíòó õ12); ñîçäàåòñÿ ñêîððåêòèðîâàííîå îïèñàíèå ïðèåìà õ18,
è âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

3.5 Àòîìàðíûå ÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ è ñâÿçàííûå

ñ íèìè ôèëüòðû

Â ãåîìåòðèè, ôèçèêå è ïðî÷èõ ðàçäåëàõ âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû íå÷èñ-
ëåííûõ îáúåêòîâ: äëèíà, ïëîùàäü, ìàññà, è ò.ï. Ðåøåíèå çàäà÷è îáû÷íî èìååò õà-
ðàêòåð âûâîäà ñîîòíîøåíèé äëÿ òàêèõ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì âàæíî áûâàåò
óìåòü îòäåëèòü ñóùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ èñêîìûìè âåëè÷èíàìè ïðÿìî
ëèáî êîñâåííî, îò íåñóùåñòâåííûõ, ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ ëåæèò â ñòîðîíå îò ïðà-
âèëüíîãî ïóòè ðåøåíèÿ. Äëÿ îöåíêè ñòåïåíè ñóùåñòâåííîñòè ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ
ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñðåäñòâ. Â ýòîì ðàçäåëå íà÷íåì ñ
ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøèõ òàêèõ ñðåäñòâ - íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìûõ ôèëüòðîâ.

Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì òåðìèíîëîãèþ, èñïîëüçóåìóþ â äàëüíåéøåì ïðè ðàáîòå ñ
÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Åñëè çàäàí íåêîòîðûé ñïèñîê óòâåðæäåíèé A, îïðåäåëÿ-
þùèõ òåêóùèé êîíòåêñò, òî ÷èñëîâûìè àòîìàìè îòíîñèòåëüíî A íàçîâåì, âî-ïåðâûõ,
ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, è, âî-âòîðûõ, ïðèíèìàþùèå ÷èñëåí-
íûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ f(t1 . . . tn), ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç îïåðàíäîâ t1, . . . , tn
íå÷èñëîâîé. ×èñëîâûå àòîìû ïåðâîãî òèïà íàçûâàåì âûðîæäåííûìè, âòîðîãî òè-
ïà - íåâûðîæäåííûìè. Ïðèìåðàìè íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â ãåîìåòðèè
ñëóæàò âûðàæåíèÿ "ðàññòîÿíèå(AB)", "óãîë(ABC)", "ïëîùàäü(A)", è ò.ï.

Îáû÷íî ïåðå÷èñëåíèå ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â çàäàííîì òåðìå t, âû-
ïîëíÿåòñÿ îïåðàòîðîì "÷èñëîâîéàòîì(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - òåðì t, õ2 - ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé, îïðåäåëÿþùèé êîíòåêñò. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò áåç ïîâòî-
ðåíèé íåêîíñòàíòíûå ÷èñëîâûå àòîìû (êàê âûðîæäåííûå, òàê è íåâûðîæäåííûå),
âõîäÿùèå â õ1.

Â ôèëüòðàõ ïðèåìîâ, çàäàííûõ íà ÃÅÍÎËÎÃå, äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïåðå÷èñëåíèþ
÷èñëîâûõ àòîìîâ a òåðìà t, èñïîëüçóåòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèé òåðì "÷èñëîâîéàòîì(t
a)". Êîìïèëÿòîð ðåàëèçóåò åãî ñ ïîìîùüþ îäíîèìåííîãî îïåðàòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ëèøü îáåñïå÷èòü ÃÅÍÎËÎÃ íåêîòîðûì çàïàñîì ïðåäè-
êàòîâ, ïðîâåðÿþùèõ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ, óïîìèíàåìûõ â òåîðåìå.
Ïðîñòåéøèå ïðåäèêàòû - "óñì(àêòèâ(a))" è "èçâåñòíî(òåðì(a))" - óæå èìåþòñÿ. Ïåð-
âûé èç íèõ ïðîâåðÿåò, ÷òî ÷èñëîâîé àòîì a âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å, âòîðîé - ÷òî åãî
çíà÷åíèå èçâåñòíî.

Óêàçàòåëü "òåðì" çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâåðêà îòñóòñòâèÿ íåèçâåñòíûõ áóäåò âû-
ïîëíÿòüñÿ íå äëÿ ñàìîãî âûðàæåíèÿ a (â íåâûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ îíî çàäàíî ÷åðåç
çàâåäîìî íåèçâåñòíûå íå÷èñëîâûå îáúåêòû, íàïðèìåð, òî÷êè), à äëÿ ðåçóëüòàòà îáðà-
áîòêè åãî óêàçàííûìè â ïðèåìå íîðìàëèçàòîðàìè, ò.å., ñîáñòâåííî, äëÿ çíà÷åíèÿ ýòî-
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ãî àòîìà, óñìàòðèâàåìîãî â êîíòåêñòå. Â ñëó÷àå ïåðåìåííîé a óêàçàòåëü "òåðì" îïóñ-
êàåòñÿ. Äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ "ðàññòîÿíèå(. . .)", "óãîë(. . .)", "ïëîùàäü(. . .)" îáû÷íî
èñïîëüçóþòñÿ íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìðàññòîÿíèå", "íîðìóãîë",
"íîðìïëîùàäü".

Îáû÷íî õàðàêòåðèçàöèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ òðåáóåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå,
ÿâëÿþùåéñÿ áëîêîì àíàëèçà âíåøíåé çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå. Ïîñëåäíÿÿ èìååò òèï
"îïèñàòü", è åå íåèçâåñòíûå íóæíî âûðàçèòü ÷åðåç çàäàííûå öåëüþ (èçâåñòíî . . .) èç-
âåñòíûå ïàðàìåòðû. Ê ÷èñëó íåèçâåñòíûõ áëîêà àíàëèçà, ïîìèìî íåèçâåñòíûõ ñàìîé
çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå, îòíîñÿòñÿ òàêæå âñå ïåðåìåííûå ïîñûëîê, íå ó÷òåííûå â öå-
ëè (èçâåñòíî . . .). Òàêèì îáðàçîì, â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåèçâåñòíûìè îêàæóòñÿ
ïåðåìåííûå, îáîçíà÷àþùèå òî÷êè ÷åðòåæà. Â äàííîé ñèòóàöèè âàæíóþ ðîëü èãðàþò
÷èñëîâûå àòîìû, âûðàæåííûå ÷åðåç íåèçâåñòíûå òîëüêî âíåøíåé çàäà÷è. Â ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ýòî ÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå. Ïîëó÷àÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ íèõ, ìû
ôàêòè÷åñêè äåëàåì øàã îò ãåîìåòðèè ê àëãåáðå. ×òîáû ðàñïîçíàâàòü òàêèå àòîìû,
ââåäåí îïåðàòîð "âíåøíåèçâ(õ1)". Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ1 åìó ïåðåäà-
åòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëîâîãî àòîìà, óæå íàéäåííîå â çàäà÷å; îáû÷íî - ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ÷èñëîâîãî àòîìà íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Åñëè â ïîñûëêàõ
èìååòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ ÷èñëîâîãî àòîìà, òî õ1 ñòàíåò ðàâíî åãî ïðàâîé ÷àñòè, èíà÷å
- (êðîìå ðåäêèõ îñîáûõ ñëó÷àåâ) çíà÷åíèåì õ1 áóäåò ñàìî íàçâàíèå àòîìà. Îïåðàòîð
"âíåøíåèçâ" èñòèíåí â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:

1. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü". Âûðàæåíèå õ1 ñîäåðæèò åå íåèçâåñò-
íûå, ïðè÷åì êàæäàÿ òàêàÿ íåèçâåñòíàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåèçâåñòíîé âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå.

2. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü". Âûðàæåíèå õ1 íåêîíñòàíòíîå. Êàæäàÿ
åãî ïåðåìåííàÿ, íå óêàçàííàÿ â êîììåíòàðèè (èçâåñòíî A) ê òåêóùåé çàäà÷å,
óêàçàíà â êîììåíòàðèè (íåèçâåñòíûå A) ê äàííîé çàäà÷å. Çàìåòèì, ÷òî êîì-
ìåíòàðèè (èçâåñòíî . . .), (íåèçâåñòíûå . . .) ââîäÿòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî. Îíè íàïðàâëÿþò ïðîöåññ âûðàæåíèÿ îäíèõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è
÷åðåç äðóãèå.

Ïðåäèêàò "âíåøíåèçâ(t)" ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî â ôèëüòðàõ ïðè-
åìà ÃÅÍÎËÎÃà; êîìïèëÿòîð ðåàëèçóåò åãî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "âíåøíåèçâ".

Ïîìèìî ÷èñëîâûõ àòîìîâ, íåïîñðåäñòâåííî âûðàæåííûõ ÷åðåç íåèçâåñòíûå âíåø-
íåé çàäà÷è, âàæíóþ ðîëü èãðàþò ÷èñëîâûå àòîìû, ñâÿçàííûå ñ íåèçâåñòíûìè âíåø-
íåé çàäà÷è êîñâåííî, ÷åðåç öåïî÷êó óæå âûâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé. Äëÿ õàðàêòå-
ðèçàöèè òàêèõ àòîìîâ ñîçäàíû îïåðàòîðû "íåèçâ(õ1)" è "Íåèçâ(õ1)". Êàê è âûøå,
çíà÷åíèåì õ1 ñëóæèò ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ÷èñëîâîãî àòîìà óêàçàííûìè â ïðèåìå
íîðìàëèçàòîðàìè. Îïåðàòîð "íåèçâ" èñòèíåí â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü", ïðè÷åì âûðàæåíèå õ1 ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäíó íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

2. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü". Íàõîäÿòñÿ âñå ïîäâûðàæåíèÿ âûðà-
æåíèÿ õ1, çàãîëîâêè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ñïèñêó "ðàññòîÿíèå", "ðàññòìåæ-
äó", "âûñîòà", "ïëîùàäü", "óãîë", "äëèíà", ïîïîëíåííîìó ðÿäîì ïîíÿòèé èç
ôèçèêè è õèìèè. Â ýòîì ñïèñêå ôèãóðèðóþò òàêæå íåêîòîðûå íå÷èñëåííûå îáú-
åêòû, íàïðèìåð, "âåêòîð". Òàêèì îáðàçîì, ôèëüòð "íåèçâ" îêàçûâàåòñÿ ïðèìå-
íèì äëÿ õàðàêòåðèçàöèè íå òîëüêî ÷èñëîâûõ, íî è íåêîòîðûõ íå÷èñëîâûõ àòî-
ìàðíûõ îáúåêòîâ. Õîòÿ áû îäíî èç íàéäåííûõ ïîäâûðàæåíèé äîëæíî âõîäèòü
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â óðàâíåíèå òåêóùåé çàäà÷è, ñîäåðæàùåå òàêæå íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è
íà îïèñàíèå.

3. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü", ïðè÷åì õ1 - ïåðåìåííàÿ, äëÿ êîòîðîé
èìååòñÿ ïîñûëêà "÷èñëî(õ1)". Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå êàê ïåðåìåí-
íóþ õ1, òàê è íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

4. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü", ïðè÷åì âûðàæåíèå õ1 - íåêîíñòàíòíîå
è èìååò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ, íå óêàçàííóþ â êîììåíòàðèè (èçâåñòíî A).
Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ3 âñåõ ïîäâûðàæåíèé âûðàæåíèÿ õ1, çàãîëîâêè êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ñïèñêó "ðàññòîÿíèå", "âûñîòà", "ïëîùàäü", "óãîë". Âûïîëíåíî
îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
(a) Îäíî èç âûðàæåíèé ñïèñêà õ3 âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è.
(b) Çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíûå . . .). Ëèáî õ1 ñîäåðæèò íåèçâåñò-

íóþ, ëèáî ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå êàê ïîäâûðàæåíèå ñïèñêà
õ3, òàê è íåèçâåñòíóþ.

Îïåðàòîð "Íåèçâ" äîïóñêàåò öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé äëèíû 2, ñâÿçûâàþùèå ÷èñ-
ëîâîé àòîì ñ íåèçâåñòíûìè âíåøíåé çàäà÷è. Îí èñòèíåí â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü", ïðè÷åì âûðàæåíèå õ1 ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäíó íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

2. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ5 âñåõ ïîäâû-
ðàæåíèé âûðàæåíèÿ õ1, èìåþùèõ çàãîëîâêè "ðàññòîÿíèå", "óãîë", "ïëîùàäü".
Âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ òðåáîâàíèé:
(a) Õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ïîäâûðàæåíèé âõîäèò â óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå íåèç-

âåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
(b) Ñóùåñòâóþò óðàâíåíèÿ U1, U2, òàêèå, ÷òî ïîäâûðàæåíèå ñïèñêà õ5 âõîäèò

â U1, íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå âõîäèò â U2, ïðè÷åì U1, U2

èìåþò îáùåå ïîäâûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "ðàññòîÿíèå", "óãîë" ëèáî "ïëî-
ùàäü".

3. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü". Ó íåå ââåäåí êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíûå
A). Âûðàæåíèå õ1 íå êîíñòàíòíîå è èìååò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ, íå óêàçàí-
íóþ â êîììåíòàðèè (èçâåñòíî . . .). Ïðè ýòîì âûïîëíåíî îäíî èç ïðèâåäåííûõ
âûøå òðåáîâàíèé äëÿ çàäà÷ òèïà "èññëåäîâàòü", ãäå ðîëü íåèçâåñòíûõ âíåøíåé
çàäà÷è èãðàþò ïåðåìåííûå ñïèñêà A.
(a) Âûðàæåíèå õ1 ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñïèñêà A.

4. Âûðàæåíèå õ1 èìååò çàãîëîâîê "óãîë" ëèáî "ðàññòîÿíèå", ïðè÷åì ñóùåñòâóåò
ïîñûëêà "àêòèâ(õ1)" òåêóùåé çàäà÷è, âûäåëåííàÿ êîììåíòàðèåì "íåèçâ". Òà-
êèå êîììåíòàðèè ââîäÿòñÿ ïðèåìàìè, èìåþùèìè îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü òîò èëè
èíîé ÷èñëîâîé àòîì âàæíûì äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ.
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Îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ íå êàæäûé ÷èñëîâîé àòîì â îòäåëüíîñòè, à íåêîòîðàÿ
ãðóïïà ÷èñëîâûõ àòîìîâ, óïîìèíàåìûõ â òåîðåìå ïðèåìà. Íàïðèìåð, âàæíûìè äëÿ
ðåøåíèÿ ÷àñòî áûâàþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðóïïû ÷èñëîâûõ àòîìîâ, â êîòîðûõ âñå
àòîìû, êðîìå åäèíñòâåííîãî, óæå îïðåäåëåíû â êîíòåêñòå, à åäèíñòâåííûé íå îïðå-
äåëåííûé àòîì èìååò òèï "íåèçâ". Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ ñóòü óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
íåìåäëåííî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå àòîìà "íåèçâ". Àïðèîðè âñå ÷èñëîâûå àòîìû òåîðå-
ìû ðàâíîïðàâíû - çàðàíåå íåèçâåñòíî, êàêîé èç íèõ îêàæåòñÿ òèïà "íåèçâ", à êàêèå
áóäóò èçâåñòíû. Ïîýòîìó ôèëüòð äîëæåí áûòü ñèììåòðè÷íûì. ßâíîå ïåðå÷èñëåíèå
âñåõ âàðèàíòîâ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî, è äëÿ ñîêðàùåííîé çàïèñè ôèëüòðîâ áûëè
ñîçäàíû äâå ñïåöèàëüíûå êîíñòðóêöèè.

Ïåðâàÿ èç íèõ èìååò âèä "÷èñëàòîìû(íàáîð(òåðì(A1) . . . òåðì(An))B)". Â íåé
ïåðå÷èñëÿþòñÿ ó÷èòûâàåìûå ôèëüòðîì ÷èñëîâûå àòîìû A1, . . . , An (îáû÷íî - âñå
íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû êîíñåêâåíòà òåîðåìû ïðèåìà, íî íå îáÿçàòåëüíî)
è óêàçûâàåòñÿ óñëîâèå B, íàêëàäûâàåìîå íà ýòè àòîìû. Ýòî óñëîâèå äîëæíî ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé äèçúþíêöèþ (âîçìîæíî, âûðîæäåííóþ) êîíúþíêöèé ýëåìåíòàðíûõ
óñëîâèé ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1. Óêàçàíèå ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâàm ÷èñëîâûõ àòîìîâ çàäàííîãî òèïà â ãðóï-
ïå A1, . . . , An. Óñëîâèÿ èìåþò âèä "èçâåñòíî(m)", "âíåøíåèçâ(m)", "íåèçâ(m),
"Íåèçâ(m)", "àêòèâ(m)".

2. Óñëîâèå "Âíåøíåèçâ". Çíà÷åíèåì êàæäîãî èç ÷èñëîâûõ àòîìîâ Ai, ïîñëå îá-
ðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè ïðèåìà, ñëóæèò ëèáî âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ
(íàçûâàåì òàêèå âûðàæåíèÿ èçâåñòíûìè), ëèáî âûðàæåíèå "âíåøíåèçâ". Ïðè
ýòîì õîòÿ áû îäíî âûðàæåíèå - "âíåøíåèçâ".

3. Óñëîâèå "×èñëïàðàì". Âñå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ Ai ñóòü âûðàæåíèÿ áåç
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

4. Óñëîâèå "÷èñëïàðàì". Âñå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ Ai ëèáî èçâåñòíû, ëèáî
èìåþò òèï "âíåøíåèçâ".

5. Óñëîâèå "ñìàêòèâ". Âñå ÷èñëîâûå àòîìû Ai æå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å.
6. Óñëîâèå "ñìíåèçâ". Âñå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ Ai

èìåþò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå "íåèçâ".
7. Óñëîâèå "ñìÍåèçâ". Âñå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
Ai èìåþò òèï "Íåèçâ", ïðè÷åì ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå "Íåèçâ".

8. Óñëîâèå "îïðåä(Q)", ãäåQ - îäèí èç ñèìâîëîâ "àêòèâ", "íåèçâ", "Íåèçâ", "ôèêñ".
Âñå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ Ai êðîìå îäíîãî, èçâåñòíû, à ýòîò îñòàâøèéñÿ
àòîì íå èçâåñòåí è èìååò òèï Q (â ñëó÷àå ñèìâîëà "ôèêñ" - ïðîèçâîëüíûé
íåèçâåñòíûé àòîì).

9. Óñëîâèå "×èñëîïðåä(Q)", ãäå Q - îäèí èç ëîãè÷åêñèõ ñèìâîëîâ "àêòèâ", "âíåø-
íåèçâ", "íåèçâ", "Íåèçâ", "ôèêñ". Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð âûðàæåíèé - çíà÷å-
íèé ÷èñëîâûõ àòîìîâ Ai â êîòîðîì èñêëþ÷åíû ïîâòîðåíèÿ. Âñå âûðàæåíèÿ
ýòîãî íàáîðà, êðîìå åäèíñòâåííîãî, âûðàçèìû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû (èç-
âåñòíûå ëèáî íåèçâåñòíûå), ïðè÷åì îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå èìååò òèï Q. Õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíóþ.
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10. Óñëîâèå "ñìïðîïîðö". Õîòÿ áû äâà èç àòîìîâ A1, . . . , An ïðîïîðöèîíàëüíû ñ
èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðèâåäåííûé ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ óñëîâèé B íåïîëîí; ðÿä äðóãèõ âîçìîæíîñòåé
áóäåò óêàçàí ïî ìåðå ðàññìîòðåíèÿ ïðèåìîâ.

Çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ A1, . . . , An, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ
ïðèåìà, ÷àñòî áûâàþò âûðàæåíû ÷åðåç êàêèå-òî äðóãèå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå
÷èñëîâûå àòîìû C1, . . . , Cm. ×òîáû õàðàêòåðèçîâàòü âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå â òåð-
ìèíàõ àòîìîâ C1, . . . , Cm, èñïîëüçóþòñÿ ôèëüòðû âòîðîãî òèïà - "×èñëàòîìû(íàáîð(
òåðì(A1) . . . òåðì(An))B)". Óñëîâèå B çäåñü îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå àòîìîâ C1, . . . , Cm.
Îíî äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äèçúþíêöèþ ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ óñëîâèé:

1. Óñëîâèå "íåèçâ(n)". Ïîäãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ Ci ñîñòîèò
ðîâíî èç n ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò òèï "íåèçâ".

2. Óñëîâèå "âíåøíåèçâ". m = 1, ïðè÷åì C1 - ïåðåìåííàÿ.
3. Óñëîâèå "îïðåä". m = 1.
4. Óñëîâèå "ñâÿçíåèçâ". m = 2, ïðè÷åì ðîâíî îäèí èç àòîìîâ C1, C2 - ïåðåìåííàÿ.
5. Óñëîâèå "ñìàêòèâ". m = 1, ïðè÷åì àòîì C1 óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å.
6. Óñëîâèå "íîðìóðàâí". Âñå àòîìû Ci ñóòü ïåðåìåííûå.
Â çàêëþ÷åíèå ñïèñêà ïðîñòåéøèõ ôèëüòðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðè-

åìàõ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðèâåäåì ôèëüòð "ïðîïîðöóðàâí(t1 t2)".
Îí èñòèíåí, åñëè ðàâåíñòâî t1 = t2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè, ïîçâîëÿþùåå, áûòü ìîæåò, ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ äðóãèõ óðàâíåíèé
òåêóùåé çàäà÷è, ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííîå óðàâíåíèå äëÿ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Â
÷àñòíîñòè, îïåðàòîð èñòèíåí, åñëè t1 = t2 óæå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûì óðàâíåíèåì.

3.6 Ïàêåòíûå èíäèêàòîðû

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ íà ÷èñëîâûå àòîìû:
íàëè÷èå âûðàæåíèÿ ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, íàëè÷èå âûðàæåíèÿ ÷åðåç ÷èñëåí-
íûå íåèçâåñòíûå, ñâÿçü ñ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèé çàäà÷è.
Âñå ýòè óñëîâèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿëèñü ïî èìåþùèìñÿ ïîñûëêàì çàäà÷è.

Îäíàêî, äàííîé èíôîðìàöèè äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î öåëåñîîáðàçíîñòè âûâî-
äà íîâîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòî áûâàåò íåäîñòàòî÷íî. Íóæíî óìåòü óñìàòðèâàòü ñâÿçü
ìåæäó ïàðàìåòðàìè çàäà÷è è òîãäà, êîãäà îíà íå âûðàæàåòñÿ òåêóùèìè ïîñûëêàìè.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû, íàçâàííûå ïàêåòíû-
ìè èíäèêàòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîçâîëÿþò óñìîòðåòü âîçìîæíîñòü âûðàçèòü
÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå çà-
äàííîãî àòîìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ, âîçìîæíîñòü âûðàçèòü îäèí ÷èñëîâîé
àòîì ÷åðåç äðóãîé è ò.ï. Ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ è ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû çàâåäî-
ìî ýâðèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, îöåíèâàþùèå íàëè÷èå ëèøü êîñâåííîé ñâÿçè ÷èñëîâîãî
àòîìà ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ëèáî ñ íåèçâåñòíûìè.
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Ïðèåìû ïàêåòíûõ èíäèêàòîðîâ, êàê è ïðèåìû âûâîäà ñîîòíîøåíèé, ðåàëèçîâàíû
íà ÃÅÍÎËÎÃå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèåì ïàêåòíîãî èíäèêàòîðà íå âûïè-
ñûâàåò ñîîòíîøåíèÿ, à ëèøü óñòàíàâëèâàåò ôàêò åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ýòî äàåò ñóùå-
ñòâåííîå óìåíüøåíèå òðóäîåìêîñòè, òàê êàê íå ïðîèñõîäèò ñêàíèðîâàíèå ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñîîòíîøåíèé. Ïðèìåíÿòü ïàêåòíûå èíäèêàòîðû â ïðèåìàõ ñêàíèðîâàíèÿ
çàäà÷è íà ìàëûõ (3-5) çíà÷åíèÿõ òåêóùåãî óðîâíÿ íå î÷åíü öåëåñîîáðàçíî, ââèäó
îùóòèìîãî, õîòÿ è íå î÷åíü áîëüøîãî çàìåäëåíèÿ. Îáû÷íî çäåñü ðàáîòàþò ïðîñòåé-
øèå ôèëüòðû, äàþùèå ñèëüíî ìîòèâèðîâàííûå ñðàáàòûâàíèÿ. Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñî
ñðåäíèõ (7-8) óðîâíåé ìåëêîå çàìåäëåíèå ñ ëèõâîé îêóïàåòñÿ ïîâûøåííîé èçáèðà-
òåëüíîñòüþ âûâîäà ñëåäñòâèé. ×òîáû óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü, â ñîñòàâ ïàêåòíîãî
èíäèêàòîðà âêëþ÷àåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ïðèåìîâ. Ñîñòàâ ïàêåòíûõ èí-
äèêàòîðîâ, äàþùèõ ýâðèñòè÷åñêèå îöåíêè ñâÿçè ÷èñëîâûõ àòîìîâ, è âîâñå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ýìïèðè÷åñêè.

Ñîçäàíèå íîâîãî ïàêåòíîãî èíäèêàòîðà îòëè÷àåòñÿ îò ñîçäàíèÿ íîâîãî ïðîâåðî÷-
íîãî îïåðàòîðà ëèøü äîáàâëåíèåì ïðèåìà ñïðàâî÷íèêà "îïðåäåëèìî". Òåîðåìà ýòîãî
ïðèåìà èìååò âèä "îïðåäåëèìî(A)", ãäå A - íàçâàíèå èíäèêàòîðà.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð ÷àñòî ïðèáåãàåò ê ðåêóðñèè, ñâîäÿ ðàññìîòðåíèå èñõîäíîãî
÷èñëîâîãî àòîìà A ê íîâûì ÷èñëîâûì àòîìàì B1, . . . , Bn. ×òîáû â ýòîì ïðîöåññå
íå ïðîèñõîäèëî çàöèêëèâàíèå, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ñòîï . . .). Ïðè îáðàùåíèè
ê ðàññìîòðåíèþ àòîìà Bi ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ñòîï Bi), ïðè÷åì
òîìó ïàêåòíîìó èíäèêàòîðó, êîòîðûé áóäåò îáðàáàòûâàòü Bi, ïåðåäàåòñÿ êîììåí-
òàðèé (ñòîï A). Èíîãäà êîììåíòàðèé (ñòîï . . .) åñòåñòâåííî ââîäèòü ïîìèìî ýòîãî,
äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ öåïî÷åê ñîîòíîøåíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííûå
àòîìû.

Íåêîòîðûå ïðèåìû èíäèêàòîðîâ òðåáóþò äëÿ ñâîåãî ñðàáàòûâàíèÿ íàëè÷èÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ âõîäíûõ êîììåíòàðèåâ. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå óñè-
ëåííûå âåðñèè îáðàùåíèÿ ê èíäèêàòîðó. Îáû÷íî çäåñü èñïîëüçóþòñÿ êîììåíòàðèè
"ïëþñ" ëèáî "Ïëþñ".

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó ðàññìîòðåíèþ ïàêåòíûõ èíäèêàòîðîâ, ïðèìåíÿå-
ìûõ â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìàõ.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäåëèìî"

Íà÷íåì ñ èíäèêàòîðà "îïðåäåëèìî(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - ÷èñëîâîé àòîì, õ2 - ñïè-
ñîê ïîñûëîê, õ3 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ, õ4 - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Ýòî - ñòàíäàðòíûé ôîðìàò ïðîâåðî÷íîãî
îïåðàòîðà ñ îäíèì âõîäíûì âûðàæåíèåì. Èíäèêàòîð èñòèíåí, åñëè óäàåòñÿ óñìîò-
ðåòü âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ÷èñëîâîé àòîì õ1 ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû òåêóùåé
çàäà÷è.

Â ôèëüòðå ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà îáðàùåíèå ê èíäèêàòîðó èìååò âèä "ëåãêîâèäåòü(
îïðåäåëèìî(A))", ãäå A - ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëîâîé àòîì. Çàìåòèì, ÷òî êîíñòðóê-
öèÿ "òåðì(A)" çäåñü (êàê è äëÿ äðóãèõ ïàêåòíûõ èíäèêàòîðîâ) íå èñïîëüçóåòñÿ. Â
òåîðåìå ïðèåìà èíäèêàòîðà êîíñåêâåíò èìååò âèä "îïðåäåëèìî(A)", è àíàëîãè÷íûé
âèä èìåþò àíòåöåäåíòû, ðåàëèçóþùèå ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Ïðèåìû èíäèêàòîðà
"îïðåäåëèìî" òàêîâû:

1. Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà èç áóôåðà. Ñòàíäàðòíûé ïðèåì ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòî-
ðîâ, èçâëåêàþùèé ðåçóëüòàò èç áóôåðà. Ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ â áóôåðå ñó-
ùåñòâåííî óäåøåâëÿåò ïàêåòíûå èíäèêàòîðû.
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2. Âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ.
∀a(îïðåäåëèìî(a))
Çäåñü âûðàæåíèå a íå èìååò íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è.

3. Ðàâåíñòâî, çàäàþùåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû.
∀ab(a = b→ îïðåäåëèìî(a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ òåêóùåé çàäà÷è.

4. Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàññòîÿíèé.
∀ABCDab(al(AB) = bl(CD) & îïðåäåëèìî(l(AB)) → îïðåäåëèìî(l(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Äëÿ áëîêèðîâ-
êè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ïðîïîðöèîíàëü-
íû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Óìíîæåíèå íà èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò.
∀ab(îïðåäåëèìî(b) → îïðåäåëèìî(ab))
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåð-
íàòèâíûå ïîïûòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ðàâåíñòâî óãëîâ, èìåþùååñÿ â ïîñûëêàõ.
∀ABCDEF (∠(ABC) = ∠(DEF ) & îïðåäåëèìî(∠(ABC)) → îïðåäåëèìî(∠(DEF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

7. Âûäà÷à îòêàçà ïðè îòñóòñòâèè èçâåñòíûõ ðàññòîÿíèé.
∀AB(¬(îïðåäåëèìî(l(AB))))

Ñðåäè ïîñûëîê íåò óòâåðæäåíèé âèäà "l(PQ) = a, ãäå âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Êðîìå òîãî, íåò ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë "êîîðä". Óêàçàòåëü
"íå" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííûé âûõîä èç ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ïî çíà÷åíèþ
"ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Òåîðåìà ñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) & îïðåäåëèìî(l(AB))
& îïðåäåëèìî(∠(BAC)) & îïðåäåëèìî(∠(BCA)) → îïðåäåëèìî(l(BC)))

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) & îïðåäåëèìî(l(AB))
& îïðåäåëèìî(∠(BAC)) & îïðåäåëèìî(∠(BCA)) → îïðåäåëèìî(l(AC)))
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∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) & îïðåäåëèìî(l(AC))
& îïðåäåëèìî(∠(BAC)) & îïðåäåëèìî(∠(BCA)) → îïðåäåëèìî(l(AB)))

Åñëè â òðåóãîëüíèêå îïðåäåëèìû äâà óãëà è îäíà ñòîðîíà, òî ëþáàÿ èç îñòàâ-
øèõñÿ ñòîðîí òîæå îïðåäåëèìà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëèìîñòü ïðîâåðÿåòñÿ
òîëüêî äëÿ ðàññòîÿíé è óãëîâ, óæå ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷å. Äëÿ áëîêèðîâ-
êè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà (äàæå ê äðóãîìó ÷èñëîâîìó àòî-
ìó) èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ñèíóñ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî, âòîðîé è òðåòèé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - ðå-
àëèçóþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(BC)) & îïðåäåëèìî(∠(BAC))
→ îïðåäåëèìî(∠(BCA)))

Åñëè èçâåñòíû äâå ñòîðîíû AB, BC è îïðåäåëèì óãîë, íå ëåæàùèé ìåæäó
íèìè, òî îïðåäåëèì äðóãîé óãîë, íå ëåæàùèé ìåæäó íèìè. Ïåðâûå òðè àíòå-
öåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè
êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ðàçáèåíèå îòðåçêà íà äâà ïîäîòðåçêà.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → îïðåäåëèìî(l(BC)))

Åñëè èçâåñòíû ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè A äî òî÷åê B,C, ïðè÷åì C ëåæèò íà ïðÿìîé
AB òî ðàññòîÿíèå BC îïðåäåëèìî. Àíòåöåäåíòû îáðàòûâàþòñÿ èäåíòèôèöèðó-
þùèìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & ∠(ACB) = a→ îïðåäåëèìî(l(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îáå ñòîðîíû AC, BC è óãîë ìåæäó íèìè èçâåñòíû. Òîãäà
ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà îïðåäåëèìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & îïðåäåëèìî(l(AC)) →
îïðåäåëèìî(∠(BAC)))

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & îïðåäåëèìî(l(AC)) →
îïðåäåëèìî(∠(ABC)))

Åñëè äâå ñòîðîíû èçâåñòíû, à òðåòüÿ îïðåäåëèìà, òî îïðåäåëèì ëþáîé èç óã-
ëîâ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - âûïîëíÿåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïðè èäåíòèôèêàöèè óãëà îðèåíòàöèÿ ëó÷åé íå ó÷èòû-
âàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Îïðåäåëåíèå óãëà ÷åðåç ñóììó äâóõ ïîäóãëîâ.
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∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BA)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
îïðåäåëèìî(∠(ABD)) & îïðåäåëèìî(∠(CBD)) → îïðåäåëèìî(∠(ABC)))

∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BA)) & îïðåäåëèìî(∠(ABD)) &
îïðåäåëèìî(∠(CBD)) → îïðåäåëèìî(∠(ABC)))

Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "Ïëþñ"; âòîðîé, ó
êîòîðîãî îñëàáëåíû àíòåöåäåíòû (ïðÿìàÿ BC íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà óæå ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å) - ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "Ïëþñ". Îáîçíà÷åíèå ïðÿ-
ìîé BD íå ñîâïàäàåò ñ îáîçíà÷åíèÿìè ïðÿìûõ BA, BC. Â çàäà÷å äîëæíà ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êàêèå-òî îòëè÷íûå îò B òî÷êè ïðÿìûõ
BA, BD. Ïåðâûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - ðåà-
ëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðè-
åìà èñïîëüçóþòñÿ êîììåíòàðèè "óãëû", "(óãëû ïðÿìàÿ(BD))". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì èãíîðèðóåò ïðîâåðêó òîãî, ñóììîé ëèáî ðàçíîñòüþ äâóõ
èçâåñòíûõ óãëîâ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòèðóþùèé óãîë. Òàê êàê çàðàíåå íåèçâåñòíî,
ïîíàäîáèòñÿ ëè âîîáùå ôàêò îïðåäåëèìîñòè óãëà, ýòî äàåò ñóùåñòâåííóþ ýêî-
íîìèþ. Åñëè èñïîëüçîâàíèå ïàêåòíîãî èíäèêàòîðà ïðèâåäåò ê ñðàáàòûâàíèþ
ïðèåìà, òî óêàçàííàÿ ïðîâåðêà, âêëþ÷àÿ âîçìîæíûé ðàçáîð ñëó÷àåâ, áóäåò âû-
ïîëíÿòüñÿ äðóãèìè ïðèåìàìè ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è.

∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BA)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & ïðÿ-
ìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & îïðåäåëèìî(∠(ABD)) → îïðåäåëèìî(∠(CBD)))

Îáîçíà÷åíèå ïðÿìîé BD íå ñîâïàäàåò ñ îáîçíà÷åíèÿìè ïðÿìûõ BA, BC. Èìå-
åòñÿ êîììåíòàðèé "ïëþñ". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ïîñëåäíèé - âûïîëíÿåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîð-
íîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "óãëû". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

12. Îïðåäåëåíèå óãëà ïî áîêîâûì ñòîðîíàì è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà.
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∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & S(ôèãóðà(ABC)) = a→
îïðåäåëèìî(∠(BAC)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äëèíû ñòîðîí AC, AB è ïëîùàäü a èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → îïðåäåëèìî(l(AD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "ñïèñîê(ôèêñ(1 2 1))"
ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ âåðøèí A,B,C â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Äëèíû
ñòîðîí AB, BC, AC è ðàäèóñ îêðóæíîñòèDE èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

14. Âûñîòà, îïóùåííàÿ íà ãèïîòåíóçó.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CD)) → îïðåäåëèìî(l(BD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Èçâåñòíû äëèíû îòðåçêîâ AD, CD.
Äëÿ óñêîðåíèÿ èäåíòèôèêàöèè ââåäåí ôèëüòð î íåñîâïàäåíèè òî÷êè D ñ òî÷-
êàìè A,C. Çàìåòèì, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå îòíîñèòñÿ íå ê ñàìèì òî÷êàì, à òîëüêî
ê èõ îáîçíà÷åíèÿì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ãàðàíòèðîâàòü îòëè÷èå òî÷åê â àíòåöå-
äåíòàõ òåîðåìû ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàçíûåòî÷êè(. . .)", êîòîðîå
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîýòîìó âñþäó äàëåå òðåáîâàíèå î
ðàçëè÷èè òî÷åê ëèáî ïðÿìûõ, ÿâíî íå ïðåäñòàâëåííîå â òåîðåìå ïðèåìà, ïîíè-
ìàåòñÿ êàê òðåáîâàíèå ðàçëè÷èÿ èõ îáîçíà÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

15. Äâà óãëà ñ îáùèìè ïðÿìûìè.
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∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(∠(DAE)) →
îïðåäåëèìî(∠(BAC)))

Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò îáðàáîòêó òåîðåìû ïðèåìà ïðîöåäóðîé "ðàç-
âÿçêà". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë DAE, îòëè÷àþùèéñÿ
îò àíàëèçèðóåìîãî óãëà BAC òîëüêî âûáîðîì òî÷åê D,E íà ïðÿìûõ AC, AB,
èçâåñòåí. Çàìåòèì, ÷òî íå òðåáóåòñÿ ðàçìåùåíèå ýòèõ òî÷åê íà ëó÷àõ AC, AB.
Òî÷êà A äîëæíà îòëè÷àòüñÿ îò òî÷åê D,E. Êðîìå òîãî, ëèáî C äîëæíî îòëè-
÷àòüñÿ îò D, ëèáî B - îò E.
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü èñïîëüçîâàíèåì íîðìàëèçà-
òîðà "íîðìïðÿìàÿ" äëÿ îáðàáîòêè îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ AB, AC. Íîðìàëèçà-
òîð ñâîäèò äàííûå îáîçíà÷åíèÿ ê ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìûì â çàäà÷å. Âåðñèÿ,
èñïîëüçóþùàÿ íîðìàëèçàòîð, òðåáóåò íàëè÷èÿ êîììåíòàðèÿ "ïëþñ"; â äðóãîé
âåðñèè òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå ýòîãî êîììåíòàðèÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâíû 3.

16. Óãëû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCa(àêòèâ(∠(ACB)) & l(AC) = l(BC) → îïðåäåëèìî(∠(CAB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë ACB èçâåñòåí. Îáîçíà÷åíèÿ
òî÷åê A,B äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

17. Îïðåäåëåíèå îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ïî ðàäèóñó âïèñàííîé
îêðóæíîñòè è óãëó.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(AC) &
àêòèâ(∠(ABC)) → îïðåäåëèìî(l(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê òî÷åê A, B,
C èãíîðèðóåòñÿ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàäèóñ
DE è óãîë ABC èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Ðàâåíñòâî îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè íà ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
îïðåäåëèìî(l(AB)) → îïðåäåëèìî(l(CD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Îáîçíà÷åíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ â êàæäîé ïàðå
äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû. Ðàññòîÿíèå AB íå äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ â ïîñûëêàõ
çàäà÷è. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåí-
òàðèé "ïàðàëëåëîãðàìì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

19. Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò íåêîòîðîé ïðÿìîé, ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèé èõ äî ýòîé ïðÿìîé è ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ïðîåêöèÿìè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
àêòèâ(l(AC)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(BD)) → îïðåäåëèìî(l(CD)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "ðàçíûåñòî-
ðîíû", êîòîðûé áóäåò îïèñàí âïîñëåäñòâèè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíû îòðåçêîâ AC, AB, BD èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

20. Óãîë, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòåí ñèíóñ.
∀ABCa(sin(∠(ABC)) = a→ îïðåäåëèìî(∠(ABC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

21. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(BC)) & îïðåäåëèìî(l(AB)) →
îïðåäåëèìî(l(AC)))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Äëèíà êàòåòà BC èçâåñòíà. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîì-
ìåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

22. Îòðåçêè, íà êîòîðûå áèññåêòðèñà äåëèò ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(àêòèâ(∠(CAD)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
∠(CAD) = ∠(BAD) & àêòèâ(l(AB)) → îïðåäåëèìî(l(CD)))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îáå åãî ÷àñòè îáðà-
áàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë", îïðåäåëÿþùèì óæå íàéäåííîå ê òå-
êóùåìó ìîìåíòó âûðàæåíèå äëÿ óãëà. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "êîíåö(5)" óòî÷íÿåò, ÷òî ïðîâåðêà ðàâåíñòâà óãëîâ,
êàê áîëåå òðóäîåìêîå äåéñòâèå, âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå èäåíòèôèêàöèè ïðî÷èõ àí-
òåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿ-
ìîé CD. Äëèíû ñòîðîí AC, AB, BC èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

23. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû â ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ öåí-
òðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & îïðåäåëèìî(∠(ABC)) →
îïðåäåëèìî(∠(ABP )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåðøèí
òðåóãîëüíèêà íåñóùåñòâåíåí. Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðà-
ùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

24. Ñìåæíûå óãëû.

∀ABCD(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & îïðåäåëèìî(∠(ACD)) → îïðåäåëèìî(∠(BCD)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâ-
íîå îáðàùåíèå. Ïðÿìûå CD, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Îáîçíà÷åíèå
òî÷êè C îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê A,B. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà B
ëåæèò íà ëó÷å CA. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Äëÿ áëîêèðîâêè
ïîâòîðíîãî îáðàùåíèÿ ê ïðèåìó èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "óãëû". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

25. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ èçâåñòíû.
∀ABKab(êîîðä(A,K) = a & êîîðä(B,K) = b→ îïðåäåëèìî(l(AB)))

Àíòöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

26. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ACB)) → îïðåäåëèìî(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âåëè÷èíû óãëîâ ABC, ACB èçâåñò-
íû. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,B,C ðàçëè÷íû. Ïðÿìûå AB, AC, BC óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

27. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & pl(AC) = ql(BC) → îïðåäåëèìî(∠(ACB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ AC,
BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & pl(AB) = ql(BC) → îïðåäåëèìî(∠(ACB)))

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & pl(AC) = ql(AB) → îïðåäåëèìî(∠(ACB)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
îïðåäåëèìî(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíà êàòåòà AB è âåëè÷èíà óãëà
ABC èçâåñòíû. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈
ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) →
îïðåäåëèìî(l(DF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíà îòðåçêà AB è âåëè÷èíà óãëà
BAC èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

28. Óãîë ðîìáà, â êîòîðûé âïèñàíà îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFGH(ðîìá(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF ) âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &H ∈
îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ îòðåçîê(AD) & al(EF ) = bl(DH) →
îïðåäåëèìî(∠(BCD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðè ýòîì äîïóñêàåò-
ñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí ðîìáà. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèí-
òåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå DH äîëæíî
óæå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

29. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(îïðåäåëèìî(l(AB)) & îïðåäåëèìî(l(AC)) & îïðåäåëèìî(l(BC)) →
îïðåäåëèìî(ïåðèìåòð(ôèãóðà(ABC))))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.

30. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(îïðåäåëèìî(l(AB)) & îïðåäåëèìî(l(AC)) & îïðåäåëèìî(l(BC)) →
îïðåäåëèìî(S(ôèãóðà(ABC))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & îïðåäåëèìî(l(AC))
& îïðåäåëèìî(l(BD)) → îïðåäåëèìî(S(ôèãóðà(ABC))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - ðåàëè-
çóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ áåç
ó÷åòà ïîðÿäêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

31. Âïèñàííûé è öåíòðàëüíûé óãëû.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(DCE)) → îïðåäåëèìî(∠(DAE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âåëè÷èíà óãëà DCE èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

32. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) → îïðåäåëèìî(ðàññòäî-
ïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíû îòðåçêîâ AC, AB, BC èç-
âåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → îïðåäåëèìî(ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(BC))))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(CD)) →
îïðåäåëèìî(ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíà îòðåçêà CD èçâåñòíà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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33. Äëèíà õîðäû, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âïèñàííûé óãîë.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(DCE)) → îïðåäåëèìî(l(DE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíà îòðåçêà AB è âåëè÷èíà óãëà
DCE èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

34. Óãîë, ïîä êîòîðûì èç öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè âèäíû âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêà.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(∠(ACB)) →
îïðåäåëèìî(∠(ADB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåðøèí
òðåóãîëüíèêà íåñóùåñòâåíåí. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Ïðÿìûå AB, BC, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âåëè÷èíà óãëà ACB èç-
âåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

35. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ.
(a) Ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû.

∀ABa(âåêòîð(AB) = a→ îïðåäåëèìî(âåêòîð(BA)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ñóììà âåêòîðîâ.
∀ABCa(âåêòîð(AB) = a& îïðåäåëèìî(âåêòîð(BC)) → îïðåäåëèìî(âåêòîð(AC)))

∀ABCa(âåêòîð(CB) = a& îïðåäåëèìî(âåêòîð(BA)) → îïðåäåëèìî(âåêòîð(AC)))

∀ABCa(âåêòîð(BA) = a& îïðåäåëèìî(âåêòîð(BC)) → îïðåäåëèìî(âåêòîð(AC)))

∀ABCa(âåêòîð(BC) = a& îïðåäåëèìî(âåêòîð(BA)) → îïðåäåëèìî(âåêòîð(AC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ïðèìåíèìî"

Îáðàùåíèå ê èíäèêàòîðó èìååò âèä "ïðèìåíèìî(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - ÷èñëîâîé
àòîì, õ2 - ñïèñîê ïîñûëîê, õ3 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ, õ4 - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, êî-
òîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Èíäèêàòîð èñòèíåí, åñëè óäà-
åòñÿ óñìîòðåòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü êàêèå-ëèáî ÷èñëîâûå àòîìîâ "íåèçâ", çíàÿ
çíà÷åíèå àòîìà õ1. Ïðèåìû èíäèêàòîðà òàêîâû:

1. Âûðàæåíèå òèïà "íåèçâ".
∀a(ïðèìåíèìî(a))
Âûðàæåíèå a èìååò òèï "íåèçâ" îòíîñèòåëüíî òåêóùåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå óãëû.
∀abcABCDEF (a∠(ABC) + b∠(DEF ) = c→ ïðèìåíèìî(∠(ABC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DEF èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Òåîðåìà ñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) → ïðèìåíèìî(∠(ABC)))

∀ABC(àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) → ïðèìåíèìî(∠(BAC)))

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) → ïðèìåíèìî(∠(BCA)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç òðîéêè âûðàæåíèé äëÿ óãëà
BCA è ðàññòîÿíèé AB, AC èìååò òèï "íåèçâ", äâà äðóãèõ - èçâåñòíû. Îáîçíà-
÷åíèÿ òî÷åê A,B,C ðàçëè÷íû, îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, AC òîæå ðàçëè÷íû.
Ïîñëåäíèé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
ïðèìåíèìî(l(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå â ïîñûëêàõ,
ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ AB, AC è íå èìåþùåå äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âû-
ðàæåíèå äëÿ óãëà BAC íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ðàçáèåíèå îòðåçêà.
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∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → ïðèìåíèìî(l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íà òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà.
Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Îäíî èç ðàñ-
ñòîÿíèé AB, AC èçâåñòíî, äðóãîå - èìååò òèï "íåèçâ". Äîëæíî óñìàòðèâàòüñÿ
ðàñïîëîæåíèå êàêèõ-òî êîíêðåòíûõ äâóõ òî÷åê ïî îäíó ñòîðîíó îò òðåòüåé.
Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Êàæäîå èç ðàñ-
ñòîÿíèé AB, AC äîëæíî ëèáî èìåòü òèï "íåèçâ", ëèáî áûòü èçâåñòíûì, ïðè÷åì
õîòÿ áû îäíî - èìåòü òèï "íåèçâ". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & B ∈ îòðåçîê(AC) → ïðèìåíèìî(l(AC)))

Ðàññòîÿíèÿ AB, BC èìåþò òèï "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
5. Äâà óãëà ñ îáùèìè ïðÿìûìè.

∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(∠(DAE)) →
ïðèìåíèìî(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðå-
îáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Îáîçíà÷åíèå òî÷êè A îòëè÷àåòñÿ
îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê B,C. Ëèáî îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê C,D ðàçëè÷íû, ëèáî îáî-
çíà÷åíèÿ òî÷åê B,E ðàçëè÷íû. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAE èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& àêòèâ(∠(BEF )) → ïðèìåíèìî(∠(DFE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, CD ðàç-
ëè÷íû. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BEF èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

7. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.
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∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(BAC)) → ïðèìåíèìî(l(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿ-
íèé AC, BC èìååò òèï "íåèçâ", äðóãîå - íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âåëè÷èíà
óãëà BAC èçâåñòíà. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(BAC)) &
îïðåäåëèìî(l(AC)) → ïðèìåíèìî(l(AB)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) → ïðèìåíèìî(∠(BAC)))

Ðàññòîÿíèÿ AB è AC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & îïðåäåëèìî(l(DE)) →
ïðèìåíèìî(l(CD)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå CE èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà îêðóæ-
íîñòè AC èìååò òèï "íåèçâ". Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê C,D,E ðàçëè÷íû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà õîðäó.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(l(AC)) → ïðèìåíèìî(l(DE)))

Ðàäèóñ AC èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ óãëà DCE èìååò òèï "íåèçâ".
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AC)) → ïðèìåíèìî(∠(CED)))

Äëèíà õîðäû CD èçâåñòíà, âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà AC èìååò òèï "íåèçâ".
Ââåäåí óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà", áëîêèðóþùèé ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîì-
ïèëÿöèè.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(DCE)) → ïðèìåíèìî(∠(DFE)))

Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê C,D,E, F ðàçëè÷íû. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DCE èìååò òèï
"íåèçâ".
Â ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìàõ àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", à óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Âïèñàííûé è öåíòðàëüíûé óãëû.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(CAD)) → ïðèìåíèìî(∠(CED)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà CAD èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû êîñèíóñîâ.

∀ABCD(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AD)) →
ïðèìåíèìî(l(BD)))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,B,C,D ðàç-
ëè÷íû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D ïðÿìîé AC. Ðàññòîÿíèÿ
AB, AC, CD èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï "íåèçâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC)
& l(AD) = l(BD) & l(BE) = l(CE) → ïðèìåíèìî(l(DE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå ïðÿìîé DE îòëè÷íî îò
îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ AB, AC è BC. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè
B ïðÿìîé AC. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà è äëèíû ñòîðîí, íà êîòîðûå îíè îïóùåíû.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈
ïðÿìàÿ(BC) &E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(l(AD))
→ ïðèìåíèìî(l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè A ïðÿìîé BC. Äëèíû ñòîðîíû AB è ïðîâåäåííîé ê íåé âûñîòû CE
èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ äëèíû âûñîòû AD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.

∀ABC(l(AB) = l(AC) & àêòèâ(∠(BAC)) → ïðèìåíèìî(l(BC)))
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Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé BC. Âåëè÷èíà óãëà BAC
èçâåñòíà, âûðàæåíèå äëÿ äëèíû áîêîâîé ñòîðîíû AB èìååò òèï "íåèçâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & B ∈ îòðåçîê(AC) & B ∈ îòðåçîê(DE)
& àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(CE)) → ïðèìåíèìî(l(AB)))

Äâà èç ðàññòîÿíèé BC, AD, CE èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ òðåòüåãî - èìååò
òèï "íåèçâ". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè B îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê C,D,E. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D ïðÿìîé AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

16. Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCab(al(AB) = bl(BC) & B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
ïðèìåíèìî(l(AC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

17. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & ïðèìåíèìî(∠(ACB)) → ïðèìåíèìî(∠(BAC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Âåëè÷èíà óãëà ABC èçâåñòíà. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî äëèí
ñòîðîí BC, AB. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ
êîììåíòàðèé (òðåóãîëüíèê A). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Ñìåæíûå óãëû.
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∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) & ïðèìåíèìî(∠(ACD)) → ïðèìåíèìî(∠(BCD)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
19. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(CD)) →
ïðèìåíèìî(ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB))))

Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

20. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî ïðîâåäåíà âûñîòà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) & D ∈
ïðÿìàÿ(AC) → ïðèìåíèìî(S(ôèãóðà(ABC))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, BD èçâåñò-
íî, âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî - èìååò òèï "íåèçâ". Ïðè èäåíòèôèêàöèè âåðøèí
A,B,C ïîðÿäîê íåñóùåñòâåíåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

21. Ðàäèóñ, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & A ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
àêòèâ(l(CD)) → ïðèìåíèìî(l(EF )))

Äëèíà õîðäû CD èçâåñòíà, âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà AB èìååò òèï "íåèçâ".
22. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(AB)) → ïðèìåíèìî(∠(DAB)))

Äëèíà êàòåòà BC èçâåñòíà, âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ãèïîòåíóçû AB èìååò òèï
"íåèçâ". Ïðè èäåíòèôèêàöèè óãëà èãíîðèðóåòñÿ íàïðàâëåíèå ëó÷åé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñìóðàâí"

Îáðàùåíèå ê ïàêåòíîìó èíäèêàòîðó èìååò ñòàíäàðòíûé âèä - "ñìóðàâí(õ1 õ2 õ3
õ4)". Îïåðàòîð èñòèíåí, åñëè óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ÷èñëîâîé àòîì õ1
÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû è ÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Îí ïðèìåíÿåòñÿ â ïðèåìàõ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è äëÿ âûâîäà òàêèõ ñîîòíîøåíèé,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâîå óðàâíåíèå â ÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ. Èíäèêàòîð
èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî è èìååò ñîâñåì ìàëî ïðèåìîâ:

1. Âåëè÷èíà âûðàæåíà ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû è íåèçâåñòíûå âíåøíåé çàäà÷è.
∀a(ñìóðàâí(a))
Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå íåèçâåñòíûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåí-
íûìè íåèçâåñòíûìè âíåøíåé çàäà÷è.
∀AB(ñìóðàâí(l(AB)))

Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîð-
ìðàññòîÿíèå", ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå íåèçâåñòíûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåí-
íûìè íåèçâåñòíûìè âíåøíåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

2. Îòáðàñûâàíèå êîýôôèöèåíòà.
∀aAB(ñìóðàâí(l(AB)) → ñìóðàâí(al(AB)))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò
àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå íåèçâåñòíûå,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè âíåøíåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ, èìåþùåãîñÿ â ïîñûë-
êàõ.
∀abAB(al(AB) = b→ ñìóðàâí(l(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò òîëüêî
òàêèå íåèçâåñòíûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè âíåøíåé çà-
äà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðàçáèåíèå îòðåçêà íà äâà ïîäîòðåçêà.

∀ABC(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) & ñìóðàâí(l(BC))
& ñìóðàâí(l(AB)) → ñìóðàâí(l(AC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - ðåàëèçó-
þò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,B,C ðàçëè÷íû. Äëÿ áëîêè-
ðîâêè ïîâòîðíîãî îáðàùåíèÿ ê ïðèåìó èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "îòðåçîê".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ðàçáèåíèå îòðåçêà íà òðè ïîäîòðåçêà.

∀ABCD(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(CD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BD))
& àêòèâ(l(AB)) & ñìóðàâí(l(AB)) & ñìóðàâí(l(BD)) & ñìóðàâí(l(CD)) →
ñìóðàâí(l(AC)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå òðè - ðåàëè-
çóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñâîäèìî"

Âûâîä íîâîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ öåëåñîîáðàçíûì, åñëè îäèí èç äâóõ åãî
÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé. Òîãäà äàëåå áóäåò ïîëó÷åíî óðàâíåíèå
ñ åäèíñòâåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì, êîòîðîå ïîçâîëèò íàéòè ýòîò àòîì. Äëÿ óñìîòðå-
íèÿ âîçìîæíîñòè âûðàçèòü àòîì õ1 ÷åðåç àòîì õ2 èñïîëüçóåòñÿ ïàêåòíûé èíäèêàòîð
"ñâîäèìî(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ3 - ñïèñîê ïîñûëîê, õ4 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ.
Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5 â ñëó÷àå óñïåõà ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïî-
ñûëîê. Êàê è èíäèêàòîð "ñìóðàâí", äàííûé èíäèêàòîð èñïîëüçóåòñÿ ðåäêî, à ÷èñëî
åãî ïðèåìîâ íåâåëèêî:

1. Ñîâïàäåíèå àòîìîâ.
∀a(ñâîäèìî(a, a))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEa(ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈
ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BC)) & ñâîäèìî(∠(BAC), a) →
ñâîäèìî(l(DE), a))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíà ñòîðîíû BC èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Äâà óãëà ñ îáùèìè ïðÿìûìè.

∀ABCDEa(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ñâîäèìî(∠(DAE),∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè A îòëè÷íî îò
îáîçíà÷åíèé òî÷åê D,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ðàçáèåíèå îòðåçêà.

∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ñâîäèìî(l(BC), l(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâïðîïîðö"

Ïðåäûäóùèå ïàêåòíûå èíäèêàòîðû èìåëè "ïî÷òè ãàðàíòèðóþùèé" õàðàêòåð - â ñëó-
÷àå èõ èñòèííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü, âûðàçèòü
÷åðåç íèõ íåèçâåñòíûå, ñâåñòè îäíî âûðàæåíèå ê äðóãîìó, è ò.ï. Â õóäøåì ñëó÷àå,
çäåñü ïðèøëîñü áû ïðåäïðèíèìàòü ðàçáîð ñëó÷àåâ. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ ïàêåòíûå èíäèêàòîðû áîëåå ýâðèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïðîñëåæè-
âàþùèå ëèøü êîñâåííûå ñâÿçè ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Êàêèå êîñâåííûå ñâÿçè ñ÷èòàòü
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âàæíûìè, à êàêèå - íåò, îïðåäåëÿëîñü ïðè ïðîðàáîòêå ïðèìåðîâ ýìïèðè÷åñêè. Ïåð-
âîíà÷àëüíî ýâðèñòè÷åñêèå ïðèçíàêè ôîðìóëèðîâàëèñü äëÿ îòäåëüíûõ ïðèåìîâ, àê-
êóìóëèðóÿ â ñåáå îñîáåííîñòè òåõ çàäà÷, ãäå îíè ïðèìåíÿëèñü, à çàòåì ýòè ïðèçíàêè
áûëè "âûíåñåíû çà ñêîáêè" èç ïðèåìîâ è ñãðóïïèðîâàíû â ïàêåòíûõ èíäèêàòîðàõ.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâïðîïîðö(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ñîîòíîøå-
íèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ õ1 è õ2 ìîæåò îêàçàòüñÿ öåííûì ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è. Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Îïðåäåëåíèå ÷àñòåé îòðåçêà.
∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(BC)) → ñóùåñòâïðîïîðö(l(AB), l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå BC ëèáî èçâåñòíî, ëèáî
âûðàæåíî ÷åðåç íåèçâåñòíûå âíåøíåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
∀ABCD(àêòèâ(S(ôèãóðà(CDB))) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ñóùåñòâïðîïîðö(l(AB),
l(BC)))

∀ABCD(àêòèâ(S(ôèãóðà(ADB))) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ñóùåñòâïðîïîðö(l(AB),
l(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ AB,
BC ïîçâîëèò âûâåñòè ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ïëîùàäåé òðå-
óãîëüíèêîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îòíîøåíèå ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, â êîòîðîì ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà.

∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(BCD)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ∠(ACD) = ∠(BCD) → ñóùåñòâïðîïîðö(l(AC), l(BC)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî îïåðàíäû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâàòîì"

Ýòîò èíäèêàòîð óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñâÿçàòü çàäàííûé ÷èñëîâîé àòîì ñ ÷èñëî-
âûìè àòîìàìè, âõîäÿùèìè â óðàâíåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè. Îáðàùåíèå ê
íåìó èìååò âèä "ñóùåñòâàòîì(õ1 õ2 õ3 õ4)", ãäå õ1 - àíàëèçèðóåìûé àòîì, õ2 - ñïèñîê
ïîñûëîê, õ3 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ. Îáû÷íî èíäèêàòîð ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà âûâîä ñîîòíîøåíèÿ îïðàâäàí äàæå ïðè ñëàáûõ äîïîëíèòåëüíûõ ìîòèâèðîâêàõ.
Ïðèåìû åãî òàêîâû:
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1. Âûðàæåíèå, ñâÿçàííîå ñ íåèçâåñòíûìè.
∀a(ñóùåñòâàòîì(a))

Çäåñü a - âûðàæåíèå òèïà "Íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Èñïîëüçîâàíèå èíäèêàòîðà "ïðèìåíèìî".
∀a(ïðèìåíèìî(a) → ñóùåñòâàòîì(a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì èíäèêàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

3. Âûñîòà, îïóùåííàÿ èç öåíòðà îêðóæíîñòè íà ñåðåäèíó õîðäû, è âåëè÷èíà öåí-
òðàëüíîãî óãëà.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(AE)) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(CD) → ñóùåñòâàòîì(∠(CAD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AE èìå-
åò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âíåøíèé óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî óãîë
ïðè âåðøèíå "íåèçâ".

∀ABCD(l(AC) = l(BC) & B ∈ îòðåçîê(AD) & àêòèâ(∠(ACB)) →
ñóùåñòâàòîì(∠(CBD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìàÿ AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,B ðàçëè÷íû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè C ïðÿìîé AB. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ACB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óãîë ðîìáà, èìåþùåãî ïëîùàäü "íåèçâ".
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∀ABCD(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) → ñóùåñòâàòîì(∠(ABC)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷å-
ñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí ðîìáà. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè ðîìáà èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî ïëîùàäü "íåèçâ".

∀ABC(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) → ñóùåñòâàòîì(∠(ABC)))

∀ABC(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) → ñóùåñòâàòîì(l(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ âåð-
øèí òðåóãîëüíèêà íåñóùåñòâåíåí. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Äëèíà îòðåçêà, ïðèìûêàþùåãî ê îòðåçêó "íåèçâ".

∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ñóùåñòâàòîì(l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî óãîë "íåèçâ".

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(BC)) →
ñóùåñòâàòîì(l(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ óã-
ëà èìååò òèï "íåèçâ". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî êàòåò "íåèçâ".
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∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) → ñóùåñòâàòîì(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ äëèíû êàòåòà AB
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Îïðåäåëåíèå ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ñòîðîíû óãëà "íåèçâ".

∀ABCD(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(∠(BCD)) →
ñóùåñòâàòîì(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC, AB èçâåñòíû, à ðàñ-
ñòîÿíèå BC - íå èçâåñòíî. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BCD èìååò òèï "íåèçâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî îäíà èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí èçâåñòíà, à äðóãàÿ
ñòîðîíà - "íåèçâ".

∀ABC(àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) → ñóùåñòâàòîì(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíà ñòîðîíû BC èçâåñòíà, à âû-
ðàæåíèå äëÿ äëèíû ñòîðîíû AB èìååò òèï "íåèçâ". Ïðÿìûå BC, AB óæå âñòðå-
÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé
BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Äëèíû îòðåçêîâ ñåêóùèõ, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè.
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∀ABCDEFG(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(CE)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CG)
& àêòèâ(l(CD)) &àêòèâ(l(CF )) → ñóùåñòâàòîì(l(CE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê D,E, F,G ðàç-
ëè÷íû. Ðàññòîÿíèå CD èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CF èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Óãîë òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî îäíà ñòîðîíà èçâåñòíà, à äðóãàÿ - "íåèçâ".

∀ABC(àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) → ñóùåñòâàòîì(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìàÿ AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé BC. Ñîçäàíû
äâå âåðñèè ïðèåìà. Â ïåðâîé âåðñèè îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, AB èçâåñòíî,
à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî èìååò òèï "íåèçâ". Âî âòîðîé âåðèè àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ AC, AB, ïðè÷åì îíà ñðàáàòûâàåò ëèøü
ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

14. Ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, ëåæàùàÿ ïðîòèâ óãëà "íåèçâ".

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → ñóùåñòâàòîì(l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò
òèï "íåèçâ". Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "Ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

15. Óãîë òðóãîëüíèêà, â êîòîðîì äðóãîé óãîë - "íåèçâ", à äëèíû äâóõ ñòîðîí óæå
ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) →
ñóùåñòâàòîì(∠(ABC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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16. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî êàæäàÿ íå èçâåñòíàÿ äëèíà ñòîðîíû - "íåèçâ".
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) →
ñóùåñòâàòîì(S(ôèãóðà(ABC))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Êàæäîå íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûõ
âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ
áû îäíà èç äëèí ñòîðîí íå èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî êàæäàÿ íå èçâåñòíàÿ äëèíà ñòîðîíû - "íåèçâ".
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) →
ñóùåñòâàòîì(ïåðèìåòð(ôèãóðà(ABC))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
18. Âåëè÷èíà óãëà, â êîòîðûé âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì "íåèçâ".

∀ABCDEFG(F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DG) ⊥
ïðÿìàÿ(AB) → ñóùåñòâàòîì(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà DG èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

19. Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùóþ âûñîòó.

∀ABCD(àêòèâ(S(ôèãóðà(ACD))) & A ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
ñóùåñòâàòîì(S(ôèãóðà(BCD))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà.
Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ACD èìååò òèï "íåèçâ". Îáîçíà÷åíèå
òî÷êè A îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê B,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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20. Öåíòðàëüíûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà õîðäó.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) →
ñóùåñòâàòîì(∠(CAD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ äëèíû õîðäû CD
èìååò òèï "íåèçâ". Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê C,D ðàçëè÷íû, ïðè÷åì ïðÿìàÿ CD óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å (ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ, êîíå÷íî, âûòåêàþò èç ïåð-
âîãî, îäíàêî îíè ïðîâåðÿþòñÿ â ïðîãðàììå ïðèåìà äî íåãî è èãðàþò ðîëü óñêî-
ðÿþùèõ ôèëüòðîâ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "êâàçèàêòèâ"

Èíäèêàòîð óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííî âûðàçèòü íîâûé ÷èñëîâîé àòîì
÷åðåç ÷èñëîâûå àòîìû, óæå ðàññìàòðèâàåìûå â çàäà÷å. Îáðàùåíèå ê íåìó èìååò âèä
"êâàçèàêòèâ(õ1 õ2 õ3 õ4)", ãäå õ1 - ðàññìàòðèâàåìûé àòîì, õ2 - ñïèñîê ïîñûëîê, õ3
- ñïèñîê êîììåíòàðèåâ.

Åñëè íóæíî îòáðàñûâàòü ñëó÷àè, êîãäà ÷èñëîâîé àòîì ñðàçó æå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
èçâåñòíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, òî îáðàùåíèå ñîâïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "íåèçâ".
Òàêèå îáðàùåíèÿ âîçíèêàþò ïðè îöåíêå öåëåñîîáðàçíîñòè âûâîäà ñîîòíîøåíèé, ó
êîòîðûõ ïðî÷èå ïàðàìåòðû èçâåñòíû.

Èíäèêàòîð èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:
1. Óñìîòðåíèå ñòàðîãî àòîìà.
∀a(àêòèâ(a) → êâàçèàêòèâ(a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íåèçâ"
ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà a = c, ãäå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïåðåñòàíîâêà ëó÷åé óãëà.
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) → êâàçèàêòèâ(∠(CBA)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò
ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "íåèçâ"
ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà ∠(ABC) = c, ãäå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Äâà óãëà ñ îáùèìè ïðÿìûìè.
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∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(∠(DAE)) →
êâàçèàêòèâ(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà". Îáî-
çíà÷åíèå òî÷êè A îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê D,E. Îáçíà÷åíèÿ òî÷åê C, D
è B, E îäíîâðåìåííî íå ñîâïàäàþò. Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé "íåèçâ", òî âû-
ðàæåíèå äëÿ óãëà DAE ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

4. Ðàçáèåíèå îòðåçêà íà äâà ðàâíûõ ïîäîòðåçêà.

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BC) → êâàçèàêòèâ(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
5. Ïåðåñòàíîâêà êîíöîâ âåêòîðà.
∀AB(àêòèâ(âåêòîð(AB)) → êâàçèàêòèâ(âåêòîð(BA)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
6. Íåàòîìàðíîå âûðàæåíèå.
∀a(êâàçèàêòèâ(a))
Âûðàæåíèå a ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ, ëèáî èìååò çàãîëîâêîì
îäèí èç ñèìâîëîâ "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü", "óìíîæ-
âåêò", "ïëþñâåêò". Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü, åñëè ÷èñëîâîé àòîì ïå-
ðåä îáðàùåíèåì ê äàííîìó èíäèêàòîðó îáðàáàòûâàëñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè è áûë èçìåíåí. Î÷åâèäíî, òîãäà àòîì â çàäà÷å óæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "âîçìàêòèâ"

Äàííûé èíäèêàòîð óñìàòðèâàåò ëèøü ñëàáûå êîñâåííûå ïðèçíàêè òîãî, ÷òî ÷èñëîâîé
àòîì, ïîêà íå ââåäåííûé â ðàññìîòðåíèå, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì. Îáðàùåíèå ê
íåìó èìååò âèä "âîçìàêòèâ(õ1 õ2 õ3 õ4)", ãäå õ1 - ðàññìàòðèâàåìûé àòîì, õ2 - ñïèñîê
ïîñûëîê, õ3 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ. Ïðèåìû èíäèêàòîðà òàêîâû:

1. Óñìîòðåíèå ñòàðîãî àòîìà.
∀a(àêòèâ(a) → âîçìàêòèâ(a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀a(âîçìàêòèâ(a))
Âûðàæåíèå a - ëèáî ïåðåìåííàÿ, ëèáî íå ÷èñëîâîé àòîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïåðåä îáðàùåíèåì ê èíäèêàòîðó ÷èñëîâîé àòîì áûë èçìåíåí íîðìàëèçàòîðîì
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è, òàêèì îáðàçîì, óæå ïðèñóòñòâîâàë â ïîñûëêàõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 1.

2. Óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → âîçìàêòèâ(∠(BCD)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìûå BC, CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AE, CD ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê B, C
ðàçëè÷íû. Äëÿ óñêîðåíèÿ èäåíòèôèêàöèè îðèåíòàöèÿ ëó÷åé óãëà BCD èãíî-
ðèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → âîçìàêòèâ(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìûå AB, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,B,C ðàçëè÷íû. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé "íåèçâ",
êîòîðûé â äàííîì èíäèêàòîðå èãðàåò ðîëü óêàçàòåëÿ íà ïîäêëþ÷åíèå äîïîë-
íèòåëüíûõ ïðèåìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ðàçáèåíèå îòðåçêà íà äâà ïîäîòðåçêà.

∀ABC(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) → âîçìàêòèâ(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè B îòëè÷íî îò
îáîçíà÷åíèé òî÷åê A, C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) → âîçìàêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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6. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) → âîçìàêòèâ(ïåðèìåòð(ôèãóðà(ABC))))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî âûäåëåíà ìåäèàíà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(AD) = l(CD) &
àêòèâ(l(BD)) → âîçìàêòèâ(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè D îòëè÷íî îò
îáîçíà÷åíèé òî÷åê A, C. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà ïðÿìîé BC.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "âîçìñâÿç"

Ýòîò èíäèêàòîð îöåíèâàåò ïåðñïåêòèâíîñòü ïîïûòîê óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ÷èñëîâîãî
àòîìà ñ óæå èìåþùèìèñÿ â çàäà÷å ÷èñëîâûìè àòîìàìè. Îí àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùå-
ìó, íî íàêëàäûâàåò íà àòîì íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíûå òðåáîâàíèÿ. Ïðèåìû èíäèêà-
òîðà òàêîâû:

1. Óñìîòðåíèå ñòàðîãî àòîìà.
∀a(âîçìñâÿç(a))
Âûðàæåíèå a íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì àòîìîì, îòëè÷íûì îò ïåðåìåííîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îòðåçîê ïåðïåíäèêóëÿðà ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BC)
& àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(AB)) →
âîçìñâÿç(l(FG)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, DE èçâåñò-
íî, à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî èìååò òèï "íåèçâ". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè D îòëè÷íî
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îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê A,C, à îáîçíà÷åíèå òî÷êè E - îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê B,C.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AD)) → âîçìñâÿç(l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ëèáî òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äî-
êàçàòü", ëèáî íå ìåíåå äâóõ èç ðàññòîÿíèé AB, CD, AD èçâåñòíû. Îáîçíà÷åíèÿ
òî÷åê A,B, à òàêæå òî÷åê C,D ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îòðåçîê íàêëîííîé ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → âîçìñâÿç(l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå EF èìååò òèï "êâàçè-
àêòèâ", à óãîë ABC îïðåäåëèì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A
ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, óãëû êîòîðîãî èçâåñòíû.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC)) → âîçìñâÿç(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âåëè÷èíû óãëîâ ABC, BAC èçâåñò-
íû. Äëèíû ñòîðîí AB, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé BC. Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà íåîáõîäèìî
íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ACB)) → âîçìñâÿç(l(AC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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5. Êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
âîçìñâÿç(l(AC)))

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
âîçìñâÿç(l(AB)))

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
âîçìñâÿç(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ëèáî âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ãèïîòå-
íóçû BC èìååò òèï "íåèçâ", ëèáî ïðèìåíèì óãîë ABC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
âîçìñâÿç(l(AB)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî äëèíû ãèïîòåíóçû òèï "íåèçâ" äîëæíà
èìåòü äëèíà êàòåòà AC.

6. Â çàäà÷å óæå âûäåëåí óãîë, èìåþùèé òó æå âåðøèíó.
∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) → âîçìñâÿç(∠(DBE)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "âîçìîïðåäåëèìî"

Ýòîò ïàêåòíûé èíäèêàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçíà÷èòåëüíîå îñëàáëåíèå èíäèêàòî-
ðà "îïðåäåëèìî". Ïîêà îí èìååò åäèíñòâåííûé äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì, óñìàòðèâàþ-
ùèé "âîçìîæíóþ îïðåäåëèìîñòü" îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè
èçâåñòíà äëèíà ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâðàâíî"

Èíäèêàòîð îòáèðàåò ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ ðàâåíñòâà, õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé
êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Îáðàùåíèå ê íåìó èìååò âèä "ñóùåñò-
âðàâíî(õ1 õ2 õ3 õ4)", ãäå õ1 - àíàëèçèðóåìîå ðàâåíñòâî, õ2 - ñïèñîê ïîñûëîê, õ3 -
ñïèñîê êîììåíòàðèåâ. Ïðèåìû èíäèêàòîðà òàêîâû:

1. Ðàâåíñòâî óãëîâ, ïîçâîëÿþùåå óñìîòðåòü ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.
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∀ABCDEFa(àêòèâ(∠(FAC)) & A ∈ ïðÿìàÿ(BE) & ∠(FAC) = a &
F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & òî÷êàëó÷à(A,B, F ) & òî÷êàëó÷à(B,A,E) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(BE)) → ñóùåñòâðàâíî(a = ∠(EBD)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðî÷èå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü
"ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïåðåä êîìïèëÿöèåé. Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ AC, BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(l(AC)) → ñóùåñòâðàâíî(l(AB) = l(BC)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷-
êè C ïðÿìîé AB. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A, C ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé âûäåëåíà ëèøü ïðÿìàÿ
îñíîâàíèÿ, à íå åãî äëèíà:
∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → ñóùåñòâðàâíî(l(AB) = l(BC)))

Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè íåîáõîäèì êîììåíòàðèé "ïëþñ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàâåíñòâî äâóõ õîðä îêðóæíîñòè, ê êîíöàì êîòîðûõ óæå ïðîâåäåíû ñòîðîíû
âïèñàííûõ óãëîâ.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(FE))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(CF )) → ñóùåñòâðàâíî(l(CD) = l(CE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè F îòëè÷íî îò
îáîçíà÷åíèé òî÷åê C,D,E. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê D,E òîæå ðàçëè÷íû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CD)) →
ñóùåñòâðàâíî(∠(ABD) = ∠(DBC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè D îòëè÷íî îò
îáîçíà÷åíèé òî÷åê A,C. Ïðÿìàÿ AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî îäèí óãîë âäâîå áîëüøå äðóãîãî.

∀ABCab(∠(BAC) = a & a− 2b = 0 → ñóùåñòâðàâíî(∠(ACB) = b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñ-
êðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "íåèçâïàðàì"

Èíäèêàòîð ñëóæèò äëÿ óñìîòðåíèÿ âîçìîæíîñòè âûðàçèòü ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç ÷èñ-
ëåííûå ïàðàìåòðû, ñîäåðæàùèå õîòÿ áû îäíó íåèçâåñòíóþ. Îí èìååò äâà ïðèåìà,
ñâÿçàííûõ ñ ïëîùàäüþ è ïåðèìåòðîì:

1. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðîãî âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðà-
ìåòðû.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) →
íåèçâïàðàì(S(ôèãóðà(ABC))))

Êàæäàÿ èç äëèí ñòîðîí AB, AC, BC ëèáî èçâåñòíà, ëèáî âûðàæåíà ÷åðåç ÷èñ-
ëåííûå íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç íèõ íå èçâåñòíà.

2. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðîãî âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðà-
ìåòðû.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) →
íåèçâïàðàì(ïåðèìåòð(ôèãóðà(ABC))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "êâàçèàêòèâû"

Èíäèêàòîð ïðîâåðÿåò, ÷òî ëèáî îäèí èç äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â çàäà÷å, ëèáî îíè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç àòîì, óæå ðàññìàòðèâàåìûé â çàäà÷å.
Èìååòñÿ âñåãî äâà ïðèåìà:

1. Óñìîòðåíèå ñòàðîãî àòîìà.
∀ab(êâàçèàêòèâû(a, b))

Îäèí èç àòîìîâ a, b óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

2. Ðàçáèåíèå îòðåçêà íà äâà ïîäîòðåçêà.
∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AC)) → êâàçèàêòèâû(l(AB), l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3.7 Îáû÷íûé è óñèëåííûé ðåæèìû ðåøàòåëÿ

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÷åëîâåêîì ðåäêî èìååò ïðÿìîëèíåéíûé õàðàêòåð. Ïîñëå
ïåðâîé, çà÷àñòóþ íåóäà÷íîé, ïîïûòêè ðåøèòü çàäà÷ó "â ëîá", ïðåäïðèíèìàåòñÿ âîç-
âðàùåíèå ê èñõîäíîìó óñëîâèþ è ðåàëèçóþòñÿ ïîâòîðíûå ïîïûòêè, â êîòîðûõ êàæ-
äûé øàã àíàëèçèðóåòñÿ áîëåå ãëóáîêî è ñâÿçàí ñ ïðèâëå÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ
ñðåäñòâ. Ôàêòè÷åñêè, íà êàæäîì øàãå çäåñü èìååò ìåñòî îïðåäåëåííûé ïåðåáîð, íà-
ïðàâëåííûé íà óñìîòðåíèå êàêîãî-òî ëîêàëüíîãî âûèãðûøà. Òðóäîåìêîñòü ïåðåáîðà
íà ïîâòîðíûõ ïîïûòêàõ ìîæåò äîñòèãàòü âåñüìà çíà÷èòåëüíîé âåëè÷èíû, à ïðèâëå-
êàåìûå ñðåäñòâà ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà óäàëåííûìè îò èñõîäíûõ ïîíÿòèé çàäà÷è.
Èíîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèõîäèòñÿ âðåìåííî îòâëåêàòüñÿ îò íåå è ðàçâèâàòü
ïðèìûêàþùèå ðàçäåëû òåîðèè.

Ñîîòâåòñòâåííî, è ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ íåò ñìûñëà îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî ëî-
áîâûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Âïðî÷åì, ïðè ïåðâè÷íîì îáó÷åíèè ïðîùå âñåãî
íà÷èíàòü âñå-òàêè èìåííî ñ íåãî. Êîãäà ýêñïåðò ðàçáèâàåò õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è íà øà-
ãè, åìó óæå èçâåñòíû âñå ïîäâîäíûå êàìíè ïðåäìåòíîé îáëàñòè, è âïîëíå åñòåñòâåí-
íûì ÿâëÿåòñÿ æåëàíèå ââîäèòü òàêèå ïðèåìû, ñðàáàòûâàíèå êîòîðûõ ÿâëÿëîñü áû
õîðîøî ìîòèâèðîâàííûì. Ê ñîæàëåíèþ, ÷àñòî õîðîøî ìîòèâèðîâàííûì îêàçûâàåòñÿ
ïðèìåíåíèå ñðàçó öåëîãî áëîêà ëîãè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ, â òî âðåìÿ êàê ìîòèâèðîâêà
îòäåëüíûõ øàãîâ âíóòðè áëîêà òðóäíî îáúÿñíèìà. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿþòñÿ ïðèå-
ìû, èìåþùèå õàðàêòåð "çàãîòîâîê" äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèé. Â çàäà÷íèêàõ ýòî
ÿâëåíèå õîðîøî èçâåñòíî: ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à èíîãäà ìîæåò ðåêîìåíäîâàòüñÿ êàê
ïðèåì äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé. Åñòåñòâåííî, åå èìååò ñìûñë çàïîìíèòü è ñîõðàíèòü
â áàçå ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ. Òàêîå íàêîïëåíèå "ñòàíäàðòíûõ çàãîòîâîê" ìîæåò âûãëÿ-
äåòü, êàê íåêîòîðûé îáìàí, îäíàêî îí ïîäñêàçàí ñàìîé ëîãèêîé óñèëåíèÿ ëîáîâîãî
ðåæèìà ðåøàòåëÿ. Ðåçóëüòàòîì îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ïîëó÷åíèÿ îò-
âåòîâ äëÿ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷. Îïðàâäàíèåì ìîæåò ñëóæèòü è òî, ÷òî ýêñïåðòû òîæå
îáû÷íî ðàñïîëàãàþò áîëüøèì çàïàñîì ñòàíäàðòíûõ çàãîòîâîê è ñðàçó óñìàòðèâàþò
èõ â çàäà÷àõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøàòåëü âñå æå äîëæåí ñïðàâëÿòüñÿ ñ çàäà÷àìè è áåç èñêóñ-
ñòâåííûõ çàãîòîâîê, êîòîðûå äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ æèçíè çàðàíåå çàïàñòè â áàçå ïðèåìîâ
íå óäàñòñÿ. Ïîýòîìó êàêèå-òî ñëàáî ìîòèâèðîâàííûå ïðèåìû åìó íóæíû. ×òîáû ïîä-
êëþ÷èòü èõ ê ðåøåíèþ çàäà÷è, èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè.
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Ïåðâàÿ - ïîäíÿòü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ñëàáî ìîòèâèðîâàííûõ ïðèåìîâ. Â îá-
ùåì, èíîãäà ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü áåçáîëåçíåííî, è çà ñ÷åò òàêèõ ïðèåìîâ ðåøàþòñÿ
ìíîãèå çàäà÷è. Îäíàêî, çäåñü èìåþòñÿ äâå òðóäíîñòè. Ïåðâàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî íà âûñîêèõ óðîâíÿõ ñðàáàòûâàíèÿ ÷àñòî ðàçìåùàþòñÿ è ñèëüíî ìîòèâèðîâàí-
íûå äåéñòâèÿ. Îíè ïîïàäàþò òóäà èç-çà ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåêëþ÷åíèåì âíè-
ìàíèÿ: ïðîùå áûâàåò íå ïîíèæàòü âåñà ïîñûëîê äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà, òàê êàê ýòî âñåãäà ïðèòîðìàæèâàåò ïðîöåññ ðåøåíèÿ, à ïðîäóáëèðîâàòü ïðèåì,
÷òîáû îí ìîã ñðàáîòàòü è íà âûñîêîì òåêóùåì óðîâíå ñêàíèðîâàíèÿ. Â ýòîé ñèòóà-
öèè ïîäíÿòûå äàæå íà î÷åíü âûñîêèé óðîâåíü ñëàáî ìîòèâèðîâàííûå ïðèåìû áóäóò
ñèëüíî "çàøóìëÿòü" ðàáîòó ñèñòåìû. Âòîðàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíî-
ãäà ëîêàëüíûé ïåðåáîð, èñïîëüçóþùèé ñëàáî ìîòèâèðîâàííûå ïåðåõîäû, íåîáõîäèìî
ïðèìåíÿòü â ñàìîì íà÷àëå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îí ïîçâîëèò íàéòè êàêîé-òî êëþ÷åâîé
ìîìåíò, áåç êîòîðîãî ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè çàäà÷à áûñòðî îêàæåòñÿ çàâåäåí-
íîé â òóïèê, è òîãäà ïîäêëþ÷åíèå òîãî æå ïåðåáîðà íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ óæå íå
ïîìîæåò.

Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü ïîäêëþ÷åíèÿ ñëàáî ìîòèâèðîâàííûõ ïðèåìîâ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òîáû ïîñëå íåóäà÷íîé ëîáîâîé ïîïûòêè ðåøåíèÿ âîçâðàòèòüñÿ ê èñõîäíîé
ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è è ïîâòîðèòü ïîïûòêó, ðàçðåøàÿ òåïåðü ïîëüçîâàòüñÿ äîïîëíè-
òåëüíûìè ïðèåìàìè. Òàêèå ïðèåìû íå äîëæíû ïðåäïðèíèìàòü êàêèõ-ëèáî ñêîðîïà-
ëèòåëüíûõ èçìåíåíèé çàäà÷è, òåì áîëåå ñëàáî ìîòèâèðîâàííûõ. Îäíàêî, îíè ìîãóò
îáðàùàòüñÿ ê ðàçëè÷íîãî ðîäà öèêëàì ëîêàëüíîãî ïåðåáîðà äëÿ ïîèñêà î÷åðåäíîãî
"ñèëüíîãî" õîäà ðåøåíèÿ. Âíóòðè ýòèõ öèêëîâ è áóäóò äîïóñêàòüñÿ ñëàáî ìîòèâèðî-
âàííûå ïîïûòêè. Äàííûé ðåæèì ðåøåíèÿ, â îòëè÷èå "îáû÷íîãî" ëîáîâîãî ðåæèìà
ðåøàòåëÿ, óñëîâèìñÿ íàçûâàòü óñèëåííûì. Õîòÿ ïîêà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäèí
óðîâåíü óñèëåíèÿ, âïîñëåäñòâèè, âèäèìî, ïîíàäîáèòñÿ öåëàÿ øêàëà òàêèõ óðîâíåé, ñ
ïîñòåïåííûì ïîäêëþ÷åíèåì âñå áîëåå ìîùíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñðåäñòâ, íî è ñî âñå
áîëåå ìåäëåííûì âðåìåííûì ìàñøòàáîì ïðîöåññîâ.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñìûñë óñèëåííîãî ðåæèìà ñîñòîèò íå â îñëàáëåíèè
ôèëüòðàöèè ñðàáàòûâàíèé ïðèåìîâ - òàêîå îñëàáëåíèå ñäåëàåò ñèñòåìó íåñïîñîáíîé
ðåøàòü äàæå ïðîñòûå çàäà÷è. Ýôôåêò óñèëåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò áîëåå îñìîò-
ðèòåëüíîãî, ñ àíàëèçîì íà äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ãëóáèíó, êàæäîãî îòäåëüíîãî øàãà
ïðåîáðàçîâàíèé çàäà÷è. Õîòÿ ýòè øàãè ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà òðóäîåìêèìè è â
ðàçû çàìåäëÿò ðåøåíèå çàäà÷è, íî çàìåäëåíèå íå áóäåò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî
õàðàêòåðà, à ñïèñêè ïîñûëîê è óñëîâèé íå îêàæóòñÿ çàõëàìëåíû îãðîìíûì ÷èñëîì
íåíóæíûõ óòâåðæäåíèé. Âèäèìî, íà äîñòàòî÷íî âûñîêèõ óðîâíÿõ óñèëåíèÿ ïðèäåò-
ñÿ ïðèáåãàòü ê ñèíòåçó äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìîâ ïî èìåþùèìñÿ òåîðåìàì, à òàêæå
ê öèêëàì èññëåäîâàíèé â áàçå òåîðåì.

Ðàçâèòèå óñèëèòåëÿ áûëî íà÷àòî íà ïðèìåðå ãåîìåòðè÷åñêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çà-
äà÷. ×òîáû ïîäêëþ÷èòü óñèëåííûé ðåæèì, ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "óñèëåíèå" ê ïî-
ñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è. Îí ìîæåò ïîÿâèòüñÿ, åñëè èçíà÷àëüíî çàäà÷à èç çàäà÷íèêà
èìåëà â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêè ñèìâîë "óñèëåíèå", ëèáî åñëè èìåë ìåñòî
îòêàò ê ïîâòîðíîé ïîïûòêå ïîñëå íåóäà÷íîé ëîáîâîé ïîïûòêè. Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷ òàêîé îòêàò ïðåäïðèíèìàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè - åñëè áûë ïîëó÷åí îòêàç ëèáî
åñëè áûë ïðåâûøåí çàäàííûé ëèìèò òðóäîåìêîñòè. Ñåé÷àñ ýòîò ëèìèò ñîñòàâëÿåò
350 ìëí. øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà, ÷òî ïðåâûøàåò íàèáîëüøóþ òðóäîåìêîñòü
ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ñîáðàííûõ â çàäà÷íèêå.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì óñèëåíèÿ ðåøàòåëÿ â ïëàíèìåòðèè îêàçàëèñü
ïàêåòíûå àíàëèçàòîðû. Îíè ïîëó÷àþò â êà÷åñòâå âõîäíîãî äàííîãî êîïèþ òåêóùåé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è ïðåîáðàçóþò åå ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííîãî ñïèñêà ïðèåìîâ,
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ñóùåñòâåííî ìåíüøåãî, ÷åì âñÿ áàçà ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷. Ýòî îáåñïå÷èâà-
åò çíà÷èòåëüíîå óñêîðåíèå è ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïåðåáîð íà ñðàâíèòåëüíî áîëüøóþ
ãëóáèíó. Èñòî÷íèêîì óñèëåíèÿ çäåñü ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ïðèìåíÿåìûõ ñðåäñòâ. Â
îäíîì àíàëèçàòîðå àêöåíò äåëàåòñÿ íà ïðèìåíåíèå òåîðåìû êîñèíóñîâ, â äðóãîì -
íà àíàëèç ðàâíûõ óãëîâ è ôèãóð, â òðåòüåì - íà ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè,
è ò.ä. Îáðàùåíèÿ ê ïàêåòíûì àíàëèçàòîðàì ðåàëèçóþòñÿ ïðèåìàìè ñêàíèðîâàíèÿ
çàäà÷, ñðàáàòûâàþùèìè íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ, â òîì ÷èñëå íà ñîâñåì ìàëåíüêèõ.
Ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ óâåëè÷èâàþòñÿ ðåñóðñû, îòâîäèìûå íà ïîïûòêó îáðàùå-
íèÿ. Ïðè çàâåðøåíèè ðàáîòû àíàëèçàòîðà â åãî ñïèñêå ïîñûëîê îòáèðàþòñÿ íîâûå
öåííûå ôàêòû, êîòîðûå ïåðåíîñÿòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è. Òàêèì îáðà-
çîì, íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî âûâîäèìûõ àíàëèçàòîðàìè âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé, ðàçìåðû ñïèñêà ïîñûëîê îñíîâíîé çàäà÷è ðàñòóò óìåðåííûì îáðàçîì.

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïàêåòíûõ àíàëèçàòîðîâ, èñïîëüçóåìûõ óñèëèòåëåì â ïëà-
íèìåòðèè, ìû îñòàâèì íà êîíåö äàííîé ãëàâû. Çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ êðàòêîé èõ
õàðàêòåðèçàöèåé.

1. Àíàëèçàòîð "ñì÷åðòåæ". Ýòîò àíàëèçàòîð âûïîëíÿåò óñèëåííûé êà÷åñòâåííûé
àíàëèç ÷åðòåæà, ðàñìàòðèâàÿ âñåâîçìîæíûå ðàâåíñòâà äëÿ óãëîâ è ðàññòîÿíèé.
Â ÷àñòíîñòè, îí ïûòàåòñÿ ïðèìåíÿòü âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ïðèçíàêè
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ âàæíûå îñîáåííîñòè ÷åðòåæà
ìîãóò íå îáíàðóæèâàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè "ñèëüíî ìîòèâèðîâàííûìè" ïðèåìà-
ìè, à óñìàòðèâàòüñÿ ëèøü ïîñëå ïîëíîãî âûïèñûâàíèÿ âñåõ èëè ïî÷òè âñåõ
âîçìîæíûõ ïðîñòåéøèõ ñâÿçåé ìåæäó óãëàìè è ðàññòîÿíèÿìè. Ýòó ðàáîòó æå-
ëàòåëüíî íå îòêëàäûâàòü äî áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé, òàê êàê îíà ìîæåò ïóñòèòü
õîä ðåøåíèÿ ïî ñîâñåì äðóãîìó ðóñëó. Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàùåíèå ê àíàëèçà-
òîðó ïðîèñõîäèò óæå íà óðîâíå 3. Îíî ïîäêðåïëÿåòñÿ îáðàùåíèåì íà óðîâíå 5,
èìåþùèì óâåëè÷åííûé ëèìèò òðóäîåìêîñòè. Ïðèìåíåíèå àíàëèçàòîðà â "îáû÷-
íûõ" çàäà÷àõ, ãäå âñå îñîáåííîñòè ÷åðòåæà óñìàòðèâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ïðè-
åìàìè, áåñïîëåçíî è ëèøü çàìåäëÿåò ðåøåíèå.

2. Àíàëèçàòîð "ñìïðîïîðöèè". Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè, êîòîðûå ìîæíî âûïèñàòü äëÿ ðàññòîÿíèé.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñïèñîê åãî ïðèåìîâ çíà÷èòåëüíî øèðå, òàê êàê äëÿ óñìîò-
ðåíèÿ öåííûõ ñëåäñòâèé, êðîìå ñëàáî ìîòèâèðîâàííûõ "ñîáñòâåííûõ" ïðèåìîâ
àíàëèçàòîðà, íåîáõîäèìî èìåòü áîëüøîé çàïàñ ñîïðîâîæäàþùèõ äåéñòâèé, âû-
ïîëíÿþùèõ òåêóùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ êîíòåêñòà. Â ÷àñòíîñòè, àíàëèçàòîð äîë-
æåí âûïîëíÿòü ïðîñòåéøóþ ñòàíäàðòèçàöèþ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Îí
òàêæå äîëæåí âûâîäèòü íîâûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, èñïîëüçóÿ
íå ñâÿçàííûå íåïîñðåäñòâåííî ñ åãî ñïåöèôèêîé ïðèåìû, åñëè ýòè ñîîòíîøåíèÿ
íåîáõîäèìû êàê çàâåðøàþùèé øàã äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî öåííîãî ôàêòà.
Îáû÷íî çäåñü òðåáóþòñÿ ñèëüíî ìîòèâèðîâàííûå ïðèåìû îñíîâíîãî ðåøàòåëÿ,
êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ êîïèðîâàòü â àíàëèçàòîðå.
Ñäåëàííîå çàìå÷àíèå â ïîëíîé ìåðå îòíîñèòñÿ è ê äðóãèì àíàëèçàòîðàì óñè-
ëèòåëÿ. Èõ ïðèåìû ñîñòàâëÿþòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: ñîáñòâåííî ñëàáî ìîòèâèðî-
âàííûå ïðèåìû äëÿ ïðåäïðèíèìàåìîãî àíàëèçàòîðîì ïîèñêà â ãëóáèíó, è ñî-
ïðîâîæäàþùèå ñèëüíî ìîòèâèðîâàííûå ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ óñìîòðåíèÿ
öåííûõ íàõîäîê. Âòîðàÿ ÷àñòü îáû÷íî çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïåðâîé, ïðè÷åì åå
óêîìïëåêòîâàíèå èìååò õàðàêòåð äóáëèðîâàíèÿ ïðèåìîâ îñíîâíîãî ðåøàòåëÿ.
Äëÿ óìåíüøåíèÿ äóáëèðîâàíèÿ ñîçäàíû "ïîäàíàëèçàòîðû", â êîòîðûõ ñîáðàíû
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íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûå ñîïðîâîæäàþùèå ïðèåìû. Íåîáõîäèìîñòü äîëãîå
âðåìÿ ïîïîëíÿòü ïðè îáó÷åíèè øëåéô ñîïðîâîæäàþùèõ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì äàííîé âåðñèè óñèëèòåëÿ. Âìåñòå ñ òåì,
ïîëíîå îòñå÷åíèå îñíîâíîé áàçû ïðèåìîâ îêàçûâàåòñÿ åå áåññïîðíûì äîñòîèí-
ñòâîì, òàê êàê ñèëüíî óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ.

3. Àíàëèçàòîð "îêðóæíîñòè". Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ è ðàññòî-
ÿíèé, ñâÿçàííûå ñ îêðóæíîñòüþ (ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû, êàñàòåëüíûå è ñåêó-
ùèå, âïèñàííûå è öåíòðàëüíûå óãëû). Ýòî ñàìûé áîëüøîé èç àíàëèçàòîðîâ
óñèëèòåëÿ, èñïîëüçóþùèé ìíîæåñòâî ñîïðîâîæäàþùèõ ïðèåìîâ.

4. Àíàëèçàòîð "ñèíóñû". Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèíóñîâ óãëîâ (òåî-
ðåìà ñèíóñîâ, îñòðûé óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà).

5. Àíàëèçàòîð "êîñèíóñû". Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå òåîðå-
ìîé êîñèíóñîâ.

6. Àíàëèçàòîð "òàíãåíñû". Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òàíãåíñîâ óãëîâ
(ãëàâíûì îáðàçîì - â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ).

7. Àíàëèçàòîð "ïðîåêöèè". Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè îð-
òîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè äëÿ òî÷åê ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

8. Àíàëèçàòîð "ãåîìðàçëè÷èÿ". Ðàññìàòðèâàþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè ÷åðòåæà, èçâëåêàÿ èç íèõ óòâåðæäåíèÿ î ðàçëè÷èè òî÷åê è ïðÿìûõ.

9. Àíàëèçàòîð "ñìîòðåçîê". Ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè òî-
÷åê îòðåçêàì è ëó÷àì.

10. Àíàëèçàòîð "ñìóãëû". Ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ðàâåíñòâå óãëîâ è ïà-
ðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ.

Ïåðå÷èñëåííûå àíàëèçàòîðû îáðàùàþòñÿ ê äâóì "ïîäàíàëèçàòîðàì" - "îáùãåîì"
è "îáùàëã", â êîòîðûõ ñîáðàíû ïðîñòåéøèå îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå è àëãåáðàè÷åñêèå
ïðèåìû. Òàêèå "ïîäàíàëèçàòîðû" íàçûâàþòñÿ áëîêàìè àíàëèçàòîðîâ. Ïî ñâîåé àð-
õèòåêòóðå îíè íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëèçàòîðîâ: îáðàùåíèå ê áëîêó àíàëèçà-
òîðà ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëüíî óæå âûäåëåííîé òî÷êè ñêàíèðîâàíèÿ, âûïîëíÿåìîãî
àíàëèçàòîðîì. Ïîýòîìó áëîêó àíàëèçàòîðà íå íóæíî çàáîòèòüñÿ îá îðãàíèçàöèè ñêà-
íèðîâàíèÿ. Â îñòàëüíîì ïðèåìû áëîêà àíàëèçàòîðà òàêèå æå, êàê ó àíàëèçàòîðà.

3.8 Ñõåìà ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà âû÷èñ-

ëåíèå

Ïåðåõîäÿ ê ïåðå÷èñëåíèþ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, áóäåì ñíà÷àëà
èìåòü â âèäó çàäà÷è äâóõ òèïîâ - íà âû÷èñëåíèå è íà äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîñëåä-
íèõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû áóäóò çàòðîíóòû òàêæå çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå. Ïðèìåðû
ôîðìóëèðîâîê ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ðàçëè÷íûõ òèïîâ áûëè ïðèâåäåíû â ïåðâîì
òîìå ìîíîãðàôèè. Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ðåøàþòñÿ òàê æå, êàê
ëþáûå äðóãèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà
âû÷èñëåíèå òðåáóåò íåáîëüøèõ ïîÿñíåíèé.
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Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à íà âû÷èñëåíèå ôîðìàëèçóåòñÿ êàê çàäà÷à íà îïèñàíèå,
èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî a1 . . . an", ãäå a1, . . . , an - ïåðåìåííûå äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ. Åñëè òàêîâûõ íåò, òî çàäà÷à èìååò öåëü "èçâåñòíî". Êàê è îáû÷íî, öåëü
"íåèçâåñòíûå x1 . . . xn" ïåðå÷èñëÿåò âñå íåèçâåñòíûå çàäà÷è. Â îòâåòå äîëæíî ñî-
äåðæàòüñÿ èõ ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Ïîñûëêè çàäà÷è äàþò
ëîãè÷åñêîå îïèñàíèå èñõîäíûõ äàííûõ - ñâÿçåé ìåæäó òî÷êàìè, ïðÿìûìè, îêðóæíî-
ñòÿìè è ïð. Â íèõ, êðîìå èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ äðóãèå ïåðåìåí-
íûå, íå èìåþùèå ïðàâà âîéòè â îòâåò. Óñëîâèÿ çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ñóòü ðàâåíñòâà,
âûðàæàþùèå íåèçâåñòíûå ÷åðåç ïàðàìåòðû ïîñûëîê (íàïðèìåð, x = l(AB)).

Ðåøåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, Z èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî . . .", ïî÷òè ñðàçó ñâîäèò-
ñÿ ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Z ′ íà èññëåäîâàíèå - áëîêà àíàëèçà çàäà÷è Z.
Çàäà÷à Z ′ èìååò ñâîèìè íåèçâåñòíûìè âñå íåèçâåñòíûå çàäà÷è Z, à òàêæå âñå ïåðå-
ìåííûå åå ïîñûëîê, íå ïðåäñòàâëåííûå â öåëè "èçâåñòíî . . .". Èçâåñòíûìè ïàðàìåò-
ðàìè çàäà÷è Z ′ îêàçûâàþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå, óêàçàííûå â ýòîé öåëè. Ïîñûëêè
çàäà÷è Z ′ ïîëó÷àþòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîñûëîê è óñëîâèé çàäà÷è Z. Âìåñòî öåëè "èç-
âåñòíî . . .", çàäà÷å Z ′ ïðèäàåòñÿ öåëü "èçâåñòíî", áåç ÿâíîãî óêàçàíèÿ ïàðàìåòðîâ.
Ðåøåíèå çàäà÷è Z ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûâîä ñëåäñòâèé, èíîãäà ïðåðûâàåìûé îá-
ðàùåíèåì ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì (íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ íàéäåííûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé). Âûâîä äèçúþíêöèé â çàäà÷å Z ′ ïîðîæäàåò îòêàò äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ
â çàäà÷å Z, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå. Ïðè ýòîì òåêóùèé áëîê
àíàëèçà Z ′ äóáëèðóåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç ïîäñëó÷àåâ. Åñëè â çàäà÷å Z ′ óäàåòñÿ âû-
âåñòè ðàâåíñòâà, âûðàæàþùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû,
òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå íàéäåííîãî îòâåòà, âîçâðàùåíèå ê âíåøíåé çàäà÷å
Z è íåìåäëåííàÿ âûäà÷à îòâåòà. Ýòî äåëàåòñÿ ðåàëèçîâàííûì íà ËÎÑå ñòàíäàðò-
íûì ïðèåìîì, ñèìâîëà "ðàâíî", çàâåðøàþùèì ðåøåíèå çàäà÷ ñ öåëüþ "èçâåñòíî" è
ðàññìîòðåííûì âî âòîðîì òîìå.

3.9 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "òî÷êà"

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîé ÷àñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøàòåëÿ - ïðèåìàì
ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷. Íà÷íåì ñ ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñèìâîëó "òî÷êà".

Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ òî÷åê

Âî ìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìàõ îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ñâÿçàíî ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì ðàçëè÷èÿ òî÷åê. Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì "ðàçíûåòî÷êè", íàñ÷èòûâàþùèì áîëåå ñîòíè ïðèåìîâ è îïèñûâàåìûì íè-
æå. Ôàêòè÷åñêè ïðîâåðÿåìîå óñëîâèå èìååò âèä ¬(A = B), îäíàêî ïðèåìû îïåðà-
òîðà îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê òî÷êàì, è ÷òîáû íå ñìåøèâàòü èõ ñ ïðèåìàìè îïåðàòîðîâ,
óñìàòðèâàþùèõ ðàçëè÷èå îáúåêòîâ äðóãèõ òèïîâ, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèíîíèì
- "ðàçíûåòî÷êè(A B)". Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî äëÿ óñìîòðåíèÿ ðàçëè÷èÿ ïðÿìûõ ââåäåí
àíàëîãè÷íûé îïåðàòîð "ðàçíûåïðÿìûå".

Ñëåäóþùèé ïðèåì èñïîëüçóåò ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ðàçíûåòî÷êè" äëÿ óñìîò-
ðåíèÿ èñòèííîñòè óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, âûðàæàþùåãî ðàçëè÷èå äâóõ
òî÷åê:
∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ¬(A = B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ò.å. çàìåíÿåò óñëîâèå ðàçëè÷èÿ òî÷åê íà êîí-
ñòàíòó "èñòèíà". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåä-
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íèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Íà
ýòîé æå òåîðåìå îñíîâàíû åùå äâà ïðèåìà. Ïåðâûé ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ A, B íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, è èìååò ìåñòî ýòàï
ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåò-
ñÿ â óñëîâèè çàäà÷è ëþáîãî òèïà, ïðè÷åì îòðèöàíèå ðàâåíñòâà òî÷åê íå îáÿçàòåëüíî
êîðíåâîå. Áëîêèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðèåìà â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "êëàññ" (èñêëþ÷åíèå óðàâíåíèé êðèâûõ), à òàêæå â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìå-
þùèõ öåëü "çàìåùåíèå" (ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ çàäàí-
íûõ ïåðåìåííûõ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(0 < l(AB)− l(AC) → ¬(B = C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDE(¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& ¬(A = E) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) → ¬(A = D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïðî÷èå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê D, E ðàçëè÷íû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ òî÷åê ïî ïðèíàäëåæíîñòè èõ äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ
ïðÿìûì

∀ABCDEF (E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → E = F )

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òàê êàê â ïëàíèìåòðèè ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî
ïðèåìîâ èìåþò òàêîé çàãîëîâîê, òî íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì óòî÷íÿòü åãî
ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ. Òî÷íî òàê æå, ïî óìîë÷àíèþ ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê E,F , à òàêæå ïðÿìûõ AB, CD ðàçëè÷íû. Êðîìå òîãî,
íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êè A,B ëåæàò íà ïðÿìîé CD ëèáî òî÷êè C,D ëåæàò íà
ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ â óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ äâóõ òî÷åê

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & A = B & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ëîæü)
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî ðàíåå èìåë ìåñòî ðàçáîð ñëó-
÷àåâ, è òåêóùàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç ïîäñëó÷àåâ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
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îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "òî÷êàïðèâÿçêè(ðàâíî)" îáåñ-
ïå÷èâàåò íà÷àëî ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñ ïîñûëêè âèäà A = B. Ââåäåí èñêëþ-
÷èòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîé ïîïûòêè
èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ðàçíûåòî÷êè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå òî÷êè

∀BK(ò÷êîîðä(K,B)− òî÷êà)
∀ABa(ò÷ê(A,B, a)− òî÷êà)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" îáåñïå÷èâàþò ïðè-
ìåíåíèå ïðèåìà â ñèòóàöèè, êîãäà òî÷êà îáîçíà÷åíà ïåðåìåííîé, à â ïîñûëêàõ ñî-
äåðæèòñÿ ðàâåíñòâî äàííîé ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ "ò÷ê(. . .)" ëèáî "ò÷êîîðä(. . .)".
Óêàçàòåëü "òî÷êàïðèâÿçêè(òî÷êà)" íåîáõîäèì, ÷òîáû ïåðâûé óêàçàòåëü íå îêàçàëñÿ
ïðîèãíîðèðîâàí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "A−òî÷êà". Çàãîëîâîê ïðèåìà - "îòâåòçàäà÷è". Ïåðåìåí-
íàÿ A èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëü "ñìîòâåò(1)" îçíà÷àåò, ÷òî óñëî-
âèå çàäà÷è íà îïèñàíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðâûì êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì òåîðå-
ìû ïðèåìà. Óêàçàòåëü "èñêëþ÷íåèçâ(õ26)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó îòñóòñòâèÿ äðóãèõ
óñëîâèé ñ A è ïåðåõîä ê çàäà÷å, ïîëó÷åííîé èç òåêóùåé èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíîé
A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè

∀A(A− òî÷êà→ ∃B(B − òî÷êà & ¬(A = B)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå,
ðåøàåìîé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñâîèõ íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ B èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïðè÷åì äëÿ ýòîé íåèçâåñòíîé èìååòñÿ âñåãî äâà óñëîâèÿ
- B − òî÷êà è ¬(A = B). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀B(∃A(A− òî÷êà))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ôèêòèâíûé âíåøíèé êâàíòîð ïî ïåðåìåííîé B ââåäåí
äëÿ ñîáëþäåíèÿ ïîíÿòíîãî êîìïèëÿòîðó ôîðìàòà òåîðåìû ïðèåìà.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ðàçíûåòî÷êè"

Îïåðàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ "ðàçíûåòî÷êè(A B)", ýêâèâà-
ëåíòíîãî óòâåðæäåíèþ ¬(A = B), íî ðàññìàòðèâàåìîãî òîëüêî â òàêèõ êîíòåêñòàõ,
ãäå A,B - òî÷êè. Â ïîñûëêàõ è óñëîâèÿõ çàäà÷ ñèìâîë "ðàçíûåòî÷êè" íå èñïîëüçó-
åòñÿ. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó èìååò âèä "ðàçíûåòî÷êè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)", ãäå õ1, õ2 -
âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê A,B. Êàê è îáû÷íî, õ3 - ñïèñîê ïîñûëîê, õ4 - ñïèñîê êîììåí-
òàðèåâ, à âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê.
Òàê êàê îòíîøåíèå "ðàçíûåòî÷êè(A,B)" ñèììåòðè÷íîå, òî êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò
â íà÷àëå ïðîãðàììû êàæäîãî ïðèåìà îïåðàòîð, ïåðå÷èñëÿþùèé îáå ïåðåñòàíîâêè
îïåðàíäîâ A,B. Â ïàêåòå èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêîâ.
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(a) Òðåóãîëüíèê.
∀ABC(4(ABC) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Óêàçàòåëü, ðàçðåøàþùèé ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ ïðè èäåíòèôèêàöèè, íå
òðåáóåòñÿ, òàê êàê ñèìâîë "òðåóãîëüíèê" îõàðàêòåðèçîâàí êàê êîììóòà-
òèâíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðÿìîóãîëüíèê.
∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Â ïåðâîì ïðèåìå ðàçðåøåíû ïðîèçâîëüíûå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè îïå-
ðàíäîâ, âî âòîðîì - òîëüêî îäíîêðàòíûé öèêëè÷åñêèé ñäâèã, ïîçâîëÿþùèé
ðàññìàòðèâàòü òî÷êè B,D. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

(c) Êâàäðàò.
∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Çäåñü è äëÿ äðóãèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(d) Òðàïåöèÿ.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

(e) Ïàðàëëåëîãðàìì.
∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

(f) Ðîìá.
∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

(g) ×åòûðåõóãîëüíèê.
∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

(h) Îñíîâàíèå âûñîòû ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè îòëè÷àåòñÿ îò êîíöà åå áîëü-
øåãî îñíîâàíèÿ.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
→ ðàçíûåòî÷êè(A,E))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äëÿ âòî-
ðîãî ââåäåí óêàçàòåëü "ðàâíî", ïîçâîëÿþùèé óñìàòðèâàòü ðàâåíñòâî ïî
òðàíçèòèâíîñòè. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü
"êîíòðñåðèÿ" îáåñïå÷èâàåò ïîïûòêó èäåíòèôèêàöèè òðàïåöèè ñ èçìåíåíè-
åì ïîðÿäêà òî÷åê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(i) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà îòëè÷íà îò åãî âåðøèíû.
∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD)
→ ðàçíûåòî÷êè(E,A))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ
öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà òî÷åê. Äîïóñêàåòñÿ òàêæå çàìåíà çàãîëîâêà íà
ñèìâîëû "ðîìá", "êâàäðàò", "ïðÿìîóãîëüíèê", "ïàðàëëåëîãðàìì", "òðàïå-
öèÿ". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
∀ABDij(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & A = D(i) & B = D(j) →
ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Çàìåòèì, ÷òîD - âûðàæåíèå âèäà "íàáîð(C1 . . . Cn)", ïå-
ðå÷èñëÿþùåå âåðøèíû ìíîãîóîëüíèêà C1, . . . , Cn. Äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ íàáîðà D êîìïèëÿòîð èñïîëüçóåò èäåíòèôèöèðóþùèé îïåðàòîð
"ñìýëåìåíò". Ôèëüòð "íå(ðàâíî(õ9 õ10))" ïðîâåðÿåò ðàçëè÷èå çíà÷åíèé i,
j. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Ïðîåêöèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè íà åå ñòîðîíó.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) → ðàçíûåòî÷êè(C,F ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ
èçìåíåíèå ïîðÿäêà òî÷åê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Ïðîåêöèÿ êîíöà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè íà íèæíåå îñíîâàíèå.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &E ∈ ïðÿìàÿ(AD)
→ ðàçíûåòî÷êè(A,E))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàçëè÷èå òî÷åê, âçÿòûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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∀ABCDEF (ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) →
ðàçíûåòî÷êè(E,F ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèê-
ëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè òî÷åê è çàìåíà çàãîëîâêà íà ñèìâîëû "ðîìá", "ïðÿìî-
óãîëüíèê", "êâàäðàò". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) →
ðàçíûåòî÷êè(E,F ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè íå äîïóñêàþòñÿ. Âìå-
ñòî çàãîëîâêà "òðàïåöèÿ" âîçìîæåí çàãîëîâîê "Òðàïåöèÿ".
∀ABCDEF (÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) →
ðàçíûåòî÷êè(E,F ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è
çàìåíà çàãîëîâêà íà ñèìâîëû "òðàïåöèÿ", "Òðàïåöèÿ".

3. Óñìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.
∀AB(¬(l(AB) = 0) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ïîäñòàâëÿåòñÿ
âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìðàñ-
ñòîÿíèå". Îáû÷íî ýòî çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì èç ïîñûëîê. Âî èçáå-
æàíèå îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ "óñìíå0" è "óñììåíüøå"
ê îïåðàòîðó "ðàçíûåòî÷êè", ïðè îáðàùåíèè ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "ðàçíûåòî÷-
êè". Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "óñìíå0", áëîêèðóþùèé
ïðèåì, åñëè îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "ðàçíûåòî÷êè" ïðîèçîøëî èç îïåðàòîðà
"óñìíå0". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀ABCDab(ab = l(CD) & l(AB) = a & ¬(A = B) & ¬(b = 0) → ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDab(l(CD) = al(AB)/b & ¬(C = D) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEFabcd(l(EF ) = cl(AB)/d & l(CD) = al(AB)/b & ¬(C = D) & ¬(c = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(E,F ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óñêîðÿþùèå ôèëüòðû ïðîâåðÿþò âõîæäå-
íèå ïåðåìåííûõ E,F â ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà è ïåðåìåííûõ A,B âî
âòîðîé àíòåöåäåíò. Áëîêèðóþòñÿ ïîïûòêè ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâ ïðè
èäåíòèôèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDab(l(AB) = al(CD)/b & ¬(C = D) & ¬(a = 0) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ðàñ-
ñòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEab(ab = l(CD) & l(AB) = a&4(ABE) & ¬(b = 0) → ðàçíûåòî÷êè(C,D))
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Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFGabcd(l(EF ) = cl(AB)/d & l(CD) = al(AB)/b & 4(CDG) & ¬(c = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(E,F ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDab(l(CD) = al(AB)/b & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûïîëíÿåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî îáðàùåíèÿ ê ïðèåìó èñïîëüçó-
åòñÿ êîììåíòàðèé (ðàçíûåòî÷êè ïðîïîðöèîíàëüíû). Îáðàùåíèå ê ïðèåìó ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ðàçíûåòî÷êè", óêàçûâàþùåãî
íà óñèëåííóþ ïðîâåðêó. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè è íåïðèíàäëåæíîñòè.
∀ABD(¬(A ∈ B) & D ∈ B → ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
5. Îêðóæíîñòü.

(a) Îòëè÷èå öåíòðà îêðóæíîñòè îò òî÷êè íà îêðóæíîñòè.
∀ABC(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

∀ABCD(C ∈ Îêðóæíîñòü(ABD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(b) Îòëè÷èå öåíòðîâ êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé.

∀ABCD(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) →
ðàçíûåòî÷êè(A,C))

∀ABCD(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) →
ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 1.

(c) Îòëè÷èå öåíòðà îêðóæíîñòè îò òî÷åê, ëåæàùèõ íà ñòîðîíàõ îïèñàííîãî
îêîëî íåå òðåóãîëüíèêà ëèáî èõ ïðîäîëæåíèÿõ.
∀ABCDPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
ðàçíûåòî÷êè(P,D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì èäåíòèôèêà-
öèÿ âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïðîèñõîäèò áåç ó÷åòà èõ ïîðÿäêà. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ðàçëè÷èå òî÷åê îêðóæíîñòè, íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ íåíóëåâîé öåíòðàëü-
íûé óãîë.
∀ABCD(A ∈ îêðóæíîñòü(BC) & D ∈ îêðóæíîñòü(BC) & ¬(∠(ABD) =
0) → ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCD(A ∈ îêðóæíîñòü(BC) & D ∈ îêðóæíîñòü(BC) &
¬(äëèíà(äóãà(BAD)) = 0) → ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Äîëæ-
íà ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ âûðàæåíèå "äëèíà(äóãà(BAD))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ðàçëè÷èå êîíöîâ äèàìåòðà.
∀ABC(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(BC) → ðàçíûåòî÷êè(B,C))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(f) Îòëè÷èå òî÷êè êàñàíèÿ îáùåé êàñàòåëüíîé äâóõ âíåøíèì îáðàçîì êàñàþ-

ùèõñÿ îêðóæíîñòåé îò òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé.

∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CB)) &
ïðÿìàÿ(DE)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(DE)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CB) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & D ∈
îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CB) → ðàçíûåòî÷êè(B,E))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óñêîðÿþùèé ôèëüòð ïðîâåðÿåò ðàçëè÷èå îáîçíà-
÷åíèé òî÷åê D,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Îòëè÷èå öåíòðîâ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, èìåþùèõ ñ íåêîòîðîé ïðÿ-
ìîé òðè îáùèå òî÷êè.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AF ) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(CG)) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(CG) &
B ∈ îêðóæíîñòü(CG) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óñêîðÿþùèå ôèëüòðû ïðîâåðÿþò ðàçëè÷èå îáîçíà-
÷åíèé òî÷åêB,D,E. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEFGH(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈
îêðóæíîñòü(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ðàçíûåòî÷êè(F,G) & ðàçíûåòî÷êè(E,G) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB))
& àêòèâ(îêðóæíîñòü(CD)) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈
îêðóæíîñòü(CD) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Àíòåöåäåíòû "àêòèâ(. . .)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, àíòåöåäåíòû
"ðàçíûåòî÷êè(. . .)" ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(h) Îòëè÷èå òî÷åê âíåøíåãî è âíóòðåííåãî êàñàíèÿ äëÿ äâóõ îêðóæíîñòåé,
ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè òðåòüåé.

∀ABCDEGHL(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CH), îêðóæíîñòü(EL)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CH), îêðóæíîñòü(AB)) & âíóòðêàñàþòñÿ(
îêðóæíîñòü(EL), îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(CH) & D ∈
îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CH) & G ∈ îêðóæíîñòü(EL) →
ðàçíûåòî÷êè(D,G))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Îòëè÷èå öåíòðà îêðóæíîñòè îò òî÷êè íà õîðäå, íå ÿâëÿþùåéñÿ åå ñåðåäè-
íîé.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈
îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD) & ¬(l(DE)− l(CE) = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(A,E))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óñêîðÿþùèå ôèëüòðû ïðîâåðÿþò, ÷òî
ðàññòîÿíèÿ CE, DE óæå ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ äëÿ
íèõ ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(j) Îòëè÷èå òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè îò âåðøèíû
òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ðàçíûåòî÷êè(A,F ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Èäåíòèôèêàöèÿ âåðøèí òðåóãîëüíèêà ïðîèñõîäèò áåç
ó÷åòà èõ ïîðÿäêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Îòëè÷èå òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê îêðóæíîñòè îò âåð-
øèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ðàçíûåòî÷êè(G,B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(l) Îòëè÷èå öåíòðà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
îò òî÷êè, âçÿòîé íà åãî ñòîðîíå èëè åå ïðîäîëæåíèè.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) & l(CD) =
l(CE)& l(CD) = l(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) → ðàçíûåòî÷êè(A,F ))

∀ABCDEFG(Îêðóæíîñòü(ABG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) & l(CD) =
l(CE) & l(CD) = l(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) → ðàçíûåòî÷êè(A,F ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð"; îáå èõ ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîð-
ìðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(m) Îòëè÷èå öåíòðà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðÿìîóãîëüíèêà, êâàäðàòà
ëèáî ðîìáà, îò òî÷êè íà åãî ñòîðîíå.
∀ABCDEFG(êâàäðàò(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(
ABCD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ðàçíûåòî÷êè(E,G))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò âìåñòî ñèìâîëà
"êâàäðàò" ðàññìàòðèâàòü ïðè èäåíòèôèêàöèè ñèìâîëû "ïðÿìîóãîëüíèê"
è "ðîìá". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(n) Ðàçëè÷èå òî÷åê îêðóæíîñòè, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì ïðÿìûì, ïðîõî-
äÿùèì ÷åðåç åå öåíòð.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåïðÿìûå(
ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AD)) → ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(o) Êàñàòåëüíàÿ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ äâå ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & ïðÿìàÿ(FG)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ îòðåçîê(AC)
& ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → ðàçíûåòî÷êè(A,G))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé è ÷åò-
âåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(p) Ðàçëè÷èå êîíöîâ õîðäû, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ðàäèóñîì â òî÷êå, íå ëåæàùåé
íà îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü & D ∈ îêðóæíîñòü & F ∈ îêðóæíîñòü & E ∈
îòðåçîê(CD) &E ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & 0 < l(AF )−l(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(q) Îòëè÷èå òî÷êè íà êàñàòåëüíîé îò òî÷êè îêðóæíîñòè.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) → ðàçíûåòî÷êè(D,E))

Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(r) Îòëè÷èå òî÷êè îêðóæíîñòè îò âíóòðåííåé òî÷êè õîðäû.

∀ABCDEF (F ∈ îòðåçîê(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) & ðàçíûåòî÷êè(F,E) →
ðàçíûåòî÷êè(F,C))

Ïåðâûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - ðåàëè-
çóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(s) Ðàçëè÷èå öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ñìåæíûå òðåóãîëüíèêè.

∀ABCEFGH(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & îêðóæíîñòü(GH)
âïèñàíà â ôèãóðà(BCD) & C ∈ îòðåçîê(AD) → ðàçíûåòî÷êè(E,G))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì ïîðÿ-
äîê âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ èãíîðèðóåòñÿ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(t) Ðàçëè÷èå òî÷åê êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíè-
êà.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 426

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(DE) →
ðàçíûåòî÷êè(F,G))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåð-
øèí òðåóãîëüíèêà èãíîðèðóåòñÿ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(u) Îòëè÷èå òî÷êè êàñàíèÿ îò òî÷êè îêðóæíîñòè, ëåæàùåé íà ñåêóùåé.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ðàçíûåòî÷êè(C,E))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðî÷èå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óñêîðÿþùèå ôèëüòðû ïðîâåðÿþò îòëè÷èå îáîçíà-
÷åíèÿ òî÷êè D îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê C,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

(v) Öåíòð îêðóæíîñòè íå ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ
äâóõ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ðàçíûåòî÷êè(A,F ))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåð÷íûì îïåðàòîðîì, ïðî÷èå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé òî÷åê
D,E, F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(w) Ðàçëè÷èå òî÷åê êàñàíèÿ ñ äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè èç îáùåé
òî÷êè.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(CE)) → ðàçíûåòî÷êè(D,E))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðî÷èå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ
CD, CE è ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé òî÷åê D,E. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(x) Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFGH(G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈
îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈
îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(E,H) &
ðàçíûåòî÷êè(F,H) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ðàçíûåòî÷êè(G,H))

Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFGH(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈
îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ äóãà(AGF )
& ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & òî÷êàëó÷à(A,C,G) & G ∈
îêðóæíîñòü(AB) → ðàçíûåòî÷êè(E,H))
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Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé è ñåäüìîé - ðå-
àëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(y) Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDEF ) &
G ∈ äóãà(ADE) → ðàçíûåòî÷êè(G,F ))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ öèê-
ëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðèøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà îáðàòíûé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(z) Äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì.

∀ABCDEFGH(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(AH) &H ∈ ïðÿìàÿ(FG) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD)
& G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) → ðàçíûåòî÷êè(E,G))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Òðåóãîëüíèê
(a) Ðàçëè÷èå âåðøèí òðåóãîëüíîé ôèãóðû, â êîòîðóþ âïèñàíà îêðóæíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî ñàìî ïî ñåáå óïîìèíàíèå â çàäà÷å î "ôèãóðå ABC" íå îçíà-
÷àåò, ÷òî ýòà ôèãóðà ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì, òàê êàê òî÷êè ìîãóò ëåæàòü
íà îäíîé ïðÿìîé è äàæå ñîâïàäàòü. Îäíàêî, åñëè èìååòñÿ óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî â ôèãóðó âïèñàíà îêðóæíîñòü, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñäåëàòü
âûâîä î ðàçëè÷èè åå âåðøèí:
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∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; ïîðÿäîê âåðøèí èãíîðèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Îòëè÷èå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà îò òî÷êè, ëåæàùåé íà ïðîòèâîïîëîæíîé
ñòîðîíå.

∀ABCD(4(ABC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ðàçíûåòî÷êè(B,D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Îòëè÷èå âåðøèí òðåóãîëüíèêà îò òî÷êè, ëåæàùåé íà ñðåäíåé ëèíèè.

∀ABCDEF (4(ABC) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &D ∈
ïðÿìàÿ(AB) & l(AD) = l(BD) → ðàçíûåòî÷êè(B,F ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà îò âåðøè-
íû òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(∠(BAD) = ∠(CAD) & àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAD)) & D ∈
îòðåçîê(BC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ðàçíûåòî÷êè(B,D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì îáå ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Òðè ïîñëåä-
íèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(e) Îñíîâàíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC))
& àêòèâ(l(AC)) & ¬(l(BC)2− l(AB)2− l(AC)2 = 0) → ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC,
BC êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(f) Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ îñíîâàíèÿ âûñîòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îïó-
ùåííîé íà ãèïîòåíóçó, îò êîíöà ãèïîòåíóçû.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
4(ABC) → ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþò-
ñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) →
ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5.

(g) Ðàçëè÷èå âåðøèí òðåóãîëüíîé ôèãóðû, èìåþùåé íåíóëåâóþ ïëîùàäü.
∀ABCa(S(ôèãóðà(ABC)) = a & 0 < a→ ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåð-
øèí èãíîðèðóåòñÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Îòëè÷èå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà îò òî÷êè, ëåæàùåé íà ïðÿìîé, ïåðåñåêà-
þùåé åãî áîêîâûå ñòîðîíû.
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∀ABCDEF (4(ABC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(B,E) →
ðàçíûåòî÷êè(B,F ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - ðåàëè-
çóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(i) Êîíåö âûñîòû, îïóùåííîé íà áîêîâóþ ñòîðîíó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà, îòëè÷åí îò íèæíåé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AC) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
ðàçíûåòî÷êè(B,D))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð,
ïðîâåðÿþùèé, ÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé BC.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Îòëè÷èå ïðîåêöèè âíóòðåííåé òî÷êè òðåóãîëüíèêà íà ñòîðîíó îò ïðèëå-
ãàþùåé âåðøèíû îñòðîãî óãëà.

∀ABCDE(D ∈ ôèãóðà(ABC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & 0 < π/2 −
∠(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ðàçíûåòî÷êè(B,E))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà êîíöà îòðåçêà, ïàðàëëåëü-
íîãî åãî îñíîâàíèþ è èìåþùåãî íåíóëåâóþ äëèíó.
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∀ABCDE(4(ABC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈
ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ðàçíûåòî÷êè(C,E))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê.
∀ABC(l(AB) = l(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Òàêèì îáðàçîì, îí áóäåò èäåí-
òèôèöèðîâàí ëèáî ñ îäíîé ïîñûëêîé, ëèáî ñ ïàðîé ïîñûëîê "l(AB) = a",
"l(BC) = a". Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Äëÿ áëîêè-
ðîâêè ïîâòîðíîãî îáðàùåíèÿ ê ïðèåìó èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ñìðàññò".
×òîáû óìåíüøèòü ÷èñëî ïîïûòîê ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, ââåäåí ôèëüòð, ïðîâå-
ðÿþùèé, ÷òî C ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(l(AB) = l(BC) & ¬(A = C) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, à ïåðâûé ïî-
ïðåæíåìó âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Èçâåñòíî îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé òî÷êè äî äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê.
∀abABC(al(AB) = bl(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ¬(b = 0) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Îòðåçîê ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(BC) & l(AC) = l(CD) & l(CD) =
l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ðàçíûåòî÷êè(B,C))

∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(BC) & l(AC) = l(CD) & l(CD) =
l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ðàçëè÷èå òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.

∀ABC(ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïåðâûé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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11. Ðàçëè÷èå êîíöîâ íåâûðîæäåííîãî îòðåçêà.
∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ðàçíûåòî÷êè(B,C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Ðàçëè÷èå òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàçëè÷íûõ ñòîðîíàõ íåâûðîæäåííîãî óãëà.
∀ABC(∠(ABC) = a & 0 < a & 0 < π − a & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

13. Ðàçëè÷èå òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDEFGH(A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF )
& G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(GH),
ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåòî÷êè(G,H) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îíè
îáåñïå÷èâàþò ðàçëè÷èå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Èñïîëüçóþòñÿ óñêîðÿþùèå ôèëüòðû, ïðîâåðÿþùèå
ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ è òî÷åê. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDabcde(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & l(AC) = a & l(AB) = b &
l(CD) = c & d = a− |b− c| & ¬(d = 0) & e = a− b− c &
¬(e = 0) → ðàçíûåòî÷êè(B,D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ òðåõ èç íèõ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿíèå", ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðó-
äîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

14. Ðàçëè÷èå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé äâóõ äðóãèõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç òî÷êó âíå äàííîé ïðÿìîé.
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∀ABC(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) →
ðàçíûåòî÷êè(B,C))

Ïðîöåäóðà "ðàçâÿçêà" äîáàâëÿåò òåîðåìå ïðèåìà àíòåöåäåíòû, îïðåäåëÿþùèå
ïðè ïîìîùè èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ îáùóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç òî÷êè B,C, à òàêæå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè B,C è ïåðåñåêàþùè-
åñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå A. Ïîñëå èäåíòèôèêàöèè ýòèõ ïðÿìûõ è òî÷êè A ïåðâûé
è âòîðîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåíû
óñêîðÿþùèå ôèëüòðû, ïðîâåðÿþùèå ðàçëè÷èå âñåõ òðåõ ïðÿìûõ. Èìååòñÿ ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(BD)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AD) →
ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Êðîìå òîãî, ââåäåíû ôèëü-
òðû âèäà "óñì(àêòèâ(ïðÿìàÿ(. . .)))", îáåñïå÷èâàþùèå èäåíòèôèêàöèþ ïðÿìûõ
AB, BC, CD ñ ïîìîùüþ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïåðâûå òðè àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî èç
íèõ ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 5.

15. Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ òî÷êè íà áèññåêòðèñå óãëà îò òî÷êè íà åãî ñòîðîíå.

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Îòëè÷èå îò êîíöà èíòåðâàëà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ òî÷êà.
∀ABC(A ∈ èíòåðâàë(BC) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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17. Öåíòð êâàäðàòà îòëè÷åí îò åãî âåðøèíû.
∀ABCDE(öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE)) & êâàäðàò(BCDE) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì â êàæäîì èç íèõ äîïóñ-
êàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè òî÷åê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Ðàçëè÷èå òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò äðóãîé òî÷êè.
∀ABCab(l(AB) = a & l(AC) = b & ¬(a− b = 0) → ðàçíûåòî÷êè(B,C))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå è ðàçëè÷íûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCabcde(l(AB) = ac/b & l(AC) = dc/e & ¬(ae − bd = 0) & ¬(c = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(B,C))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì ïåðåìåííûå
b, d, e ìîãóò ïðèíèìàòü âûðîæäåííîå åäèíè÷íîå çíà÷åíèå. Ïîñëåäíèå äâà àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, d, e êîí-
ñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDabc(l(AB) = a& l(BC) = b& l(AD) = c& 0 < c−a−b→ ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ
a, b, c ñóòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

19. Òî÷êà, îïðåäåëÿþùàÿ áèññåêòðèñó óãëà, îòëè÷íà îò åãî âåðøèíû.
∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) → ðàçíûåòî÷êè(B,D))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
20. Òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò äâóõ äðóãèõ òî÷åê, è òî÷êà, íå ðàâíîóäàëåííàÿ îò

íèõ.
∀ABCD(l(AC) = l(BC) & ¬(l(AD) = l(BD)) → ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "íîðìðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Ðàçëè÷èå òî÷åê, ëåæàùèõ íà ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ.
∀ABC(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
ðàçíûåòî÷êè(B,C))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ôèëüòðû "óñì(àê-
òèâ(ïðÿìàÿ(. . .)))" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ ïðÿìûõ AB, AC è èõ îáùåé
òî÷êè A. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ABC(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AC)) & B ∈ èíòåðâàë(AD) →
ðàçíûåòî÷êè(B,C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè òàêîé æå, êàê â ïðåäû-
äóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDE(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈
ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ðàçíûåòî÷êè(D,E))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
22. Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ âåëè÷èí óãëîâ, ëó÷è êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç ñðàâ-

íèâàåìûå òî÷êè.

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(ABD) = a & ∠(CBE) = b & ¬(a +
b − π/2 = 0) & 0 ≤ π/2 − a & 0 ≤ π/2 − b & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈
ïëîñêîñòü(ABC) → ðàçíûåòî÷êè(D,E))

Ïåðâûé è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è
òðåòèé àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â èäåíòèôèêàöèè ó÷àñòâóþò òàê-
æå ôèëüòðû "óñì(àêòèâ(óãîë(. . .)))", óñòàíàâëèâàþùèå, ÷òî óãëû ABD è CBE
óæå âûäåëåíû â çàäà÷å. Òàêèì îáðàçîì, èç-çà óñëîâèé íà î.ä.ç. äëÿ óãëîâ, íåîá-
õîäèìîñòü ïðîâåðÿòü ðàçëè÷èå òî÷åê B,D è B,E îòïàäàåò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

23. Òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé.
∀ABCD(ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) →
ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

24. Öåíòð êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà íå ëåæèò íà ýòîé êðèâîé.
∀ABE(öåíòð(A,E) & B ∈ E & ãèïåðáîëà(E) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âìåñòî ñèìâîëà "ãèïåð-
áîëà" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "ýëëèïñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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25. Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü äâà ïîäîòðåçêà.
∀ABCDEab(A ∈ îòðåçîê(CD) &B ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îòðåçîê(CD) & bl(AC) =
al(BE) & 0 < b− a & 0 < a & 0 < b→ ðàçíûåòî÷êè(A,D))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïðèåì óñìàòðèâàåò íà îòðåçêå CD òðè òî÷êè A,B,E.
Èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âûòåêàåò, ÷òî äëèíà îòðåçêà BE áîëüøå
äëèíû îòðåçêà AC. Ïîýòîìó òî÷êà A "íå äîòÿãèâàåòñÿ" äî òî÷êè D. Âûðàæå-
íèÿ a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

26. Ðàçëè÷èå òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàçëè÷íû âåëè÷èíû óãëîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ
òî÷êàõ, îïèðàþùèõñÿ íà îäèí è òîò æå îòðåçîê.

∀ABCDab(∠(BAD) = a & ∠(BCD) = b & ¬(a− b = 0) → ðàçíûåòî÷êè(A,C))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

27. Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ïðÿìîé, âîññòàâëåííûõ â ðàçíûõ òî÷-
êàõ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) →
ðàçíûåòî÷êè(C,D))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ôèëüòð "êîíòåêñò(ïîñûëêà(õ1)âèä(
õ1 íå(ðàâíî(õ26 õ27))))" îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñûëêè, óêàçûâàþùåé
íà ðàçëè÷èå òî÷åê A,B. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ââåñòè àíòåöåäåíò "¬(A = B)", òî
ïðèåì íà÷èíàë áû ñâîþ ðàáîòó íå ñ óñìîòðåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ,
à ñ ïåðåáîðà âñåâîçìîæíûõ ïàð îòðèöàíèé ðàâåíñòâ òî÷åê. Ýòî ïðèâåëî áû ê
áîëüøèì íåîïðàâäàííûì çàòðàòàì âðåìåíè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

28. Òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå
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(a) Âåðøèíû ïàðàëëåëåïèïåäà.
∀ABa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) → ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âìåñòî çàãîëîâêà "ðåáðî"
ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñî âòîðûì àíòåöåäåíòîì, ìîæåò èìåòü çàãî-
ëîâîê "äèàãîíàëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Îòëè÷èå ïðîåêöèè êîíöà íàêëîííîé, ïðîâåäåííîé ïîä îñòðûì óãëîì ê
ïëîñêîñòè, îò îñíîâàíèÿ íàêëîííîé.

∀ABCDEF (E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC)
& ðàçíûåòî÷êè(D,E) & 0 < π/2− óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(DE),
ïëîñêîñòü(ABC)) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ðàçíûåòî÷êè(E,F ))

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðè íàëè÷èè ïîñûëêè
"ïëàíèìåòðèÿ" ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê áîëüøèí-
ñòâó ÷èñòî ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ è â äàëüíåéøåì ïðèíèìàåòñÿ ïî
óìîë÷àíèþ. Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî îùóòèìîå óñêîðå-
íèå ïðè ðåøåíèè ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

∀ABCDEF (E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(GE)) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & 0 <
π/2− ∠(DEG) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(G,E) →
ðàçíûåòî÷êè(E,F ))

Òðåòèé, øåñòîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ðàçëè÷èå êîíöîâ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà.
∀ABCDa(ãðàíü(ôèãóðà(ABC), a) & ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïëîñêîñòü(ABC) → ðàçíûåòî÷êè(B,D))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âìåñòî
ñèìâîëà "ãðàíü" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "îñíîâàíèå", à ïîðÿäîê òî÷åê A,B,C
èãíîðèðóåòñÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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29. Êîîðäèíàòû òî÷åê.
∀ABKabcdef (êîîðä(A,K) = (a, b, c) & êîîðä(B,K) = (d, e, f) & ¬(d − a = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABKabcdef (êîîðä(A,K) = (b, a, c) & êîîðä(B,K) = (e, d, f) & ¬(d − a = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABKabcdef (êîîðä(A,K) = (b, c, a) & êîîðä(B,K) = (e, f, d) & ¬(d − a = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABKabcd(êîîðä(A,K) = (a, b) & êîîðä(B,K) = (d, e) & ¬(c− a = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(A,B))

∀ABKabcd(êîîðä(A,K) = (a, b) & êîîðä(B,K) = (d, e) & ¬(d− b = 0) →
ðàçíûåòî÷êè(A,B))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìòî÷êà"

Îïåðàòîð ñëóæèò äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ "òî÷êà(A)". Ïðèìåíÿåòñÿ
îí êðàéíå ðåäêî. Ïðèåìû îïåðàòîðà òàêîâû:

1. Ýëåìåíò îòðåçêà.
∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) → A− òî÷êà)

2. Ýëåìåíò ïðÿìîé.
∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → A− òî÷êà)

3. Ýëåìåíò èíòåðâàëà.
∀ABC(A ∈ èíòåðâàë(BC) → A− òî÷êà)

4. Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
∀at(Ìåñòî(a, t)− òî÷êà)

5. Êîíåö âåêòîðà.
∀ab(êîíåöâåêòîðà(a, b)− òî÷êà)
Çäåñü "êîíåöâåêòîðà(a, b)" îáîçíà÷àåò òî÷êó, ïîëó÷åííóþ èç òî÷êè a ïåðåõîäîì
âäîëü âåêòîðà b.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

3.10 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðÿìàÿ"

Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ

Íà óðîâíå 0 ñðàáàòûâàåò ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå
îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(AB)". Òåîðåìà ïðèåìà - "êîììóòàòèâíî(ïðÿìàÿ)".
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Ýëåìåíò ïðÿìîé - òî÷êà

∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → A− òî÷êà)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä"è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Çàìåòèì, ÷òî ïîñûëêè
B − òî÷êà, C − òî÷êà ñîñòàâëÿþò óñëîâèå íà î.ä.ç. äëÿ âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(BC)" è
çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è àâòîìàòè÷åñêè â íà÷àëå åå ðåøåíèÿ.

Ðåãèñòðàöèÿ ïðÿìîé â àêòèâå

Â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ èíîãäà áûâàåò óäîáíî èíèöèèðîâàòü ïðèìåíåíèå ïðèåìà
ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ äëÿ êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà ÷åðòåæà (ïðÿìàÿ, îêðóæíîñòü)
ëèáî äëÿ êàêîãî-ëèáî ïàðàìåòðà ÷åðòåæà (ðàññòîÿíèå, óãîë è ò.ï.). ×òîáû òàêîå âû-
ðàæåíèå t ìîæíî áûëî ÿâíî óêàçàòü â òåîðåìå ïðèåìà, èñïîëüçóþòñÿ ôèêòèâíûå
ïîñûëêè "àêòèâ(t)". Îíè ââîäÿòñÿ ñðàçó æå, êàê òîëüêî â çàäà÷å óñìàòðèâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå t. Ïðèìåíåíèå ïîñûëîê "àêòèâ" äàåò íåêîòîðóþ ýêîíîìèþ âðåìåíè, òàê êàê
ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì âûïîëíÿåòñÿ îäíîêðàòíî, à íå íà êàæäîì âõîæäåíèè t â
çàäà÷ó.
∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ïðÿìàÿ(õ26 õ27))" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà âû-
âîäà ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(AB)", ïåðåìåííûå êî-
òîðîãî íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè. Äîïóñêàþòñÿ çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî, èññëåäîâàíèå ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàí åùå
îäèí ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(AB)" â óñëîâèè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 0.

Èñêëþ÷åíèå òàâòîëîãè÷íîãî óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé

∀AB(A ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îòîæäåñòâëåíèå ïðÿìûõ ïî ïàðå îáùèõ òî÷åê

∀ABCDEF (C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(DE))

∀ABCDEF (C ∈ îòðåçîê(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ AB, DE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(AB) =
ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, CD ðàçëè÷íû. Ñòðîãî ãîâîðÿ, îñíî-
âàíèé äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ïðÿìûõ â ýòîì ïðèåìå íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê íå óñòà-
íîâëåíî ðàçëè÷èå òî÷åê A,B. Îäíàêî, óñëîâèåì ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñëóæèò òðåáî-
âàíèå îòñóòñòâèÿ â çàäà÷å êàêèõ-ëèáî óïîìèíàíèé î ïðÿìîé AB, êðîìå ïîñûëêè
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"àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))". Â ýòîé ñèòóàöèè âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)" ïðîñòî îáîçíà÷à-
åò êàêóþ-òî ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A,B, è åå áåç îðãàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îáîçà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, CD äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ, ïðè÷åì â çàäà÷å äîëæíî èìåòüñÿ
åùå êàêîå-ëèáî óïîìèíàíèå ïåðâîé èç ýòèõ ïðÿìûõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæåò ñðà-
áîòàòü ïðåäûäóùèé ïðèåì, è áîëåå òðóäîåìêàÿ ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà
íåöåëåñîîáðàçíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Çàìåíà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äâóõ ïðÿìûõ íà óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè
ïðÿìîé

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD) ↔ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçî-
âàíèå òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàñïîëîæåíèå íà ïðÿìîé òðåõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ ëåæàò ïî îäíó ñòî-
ðîíó îò äðóãîé ïðÿìîé, à òðåòüÿ - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ

∀ABCDE(îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(DE)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(DE)) → ¬(C ∈ èíòåðâàë(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ â ïðèíàäëåæíîñòè âåðøèíû òðåóãîëüíèêà åãî
ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå

∀ABC(4(ABC) → ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(AC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà
âåðòèêàëüíûõ óãëîâ

∀ABCDE(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(AC))
& ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) & ∠(DBC) = ∠(ABE) →
B ∈ ïðÿìàÿ(DE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ñëåäó-
þùèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî àí-
òåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåêîòîðûé
óãîë ∠PCD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Âûðàæåíèå íåèçâåñòíîé òî÷êè ÷åðåç ïåðåñå÷åíèå äâóõ èçâåñòíûõ ïðÿìûõ

∀ABCDE(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈
ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & E − òî÷êà→
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) ∩ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå èìå-
þùèõ öåëè "èçâåñòíî". Îáû÷íî ýòî çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå. Â íèõ ÷àñòü òî÷åê èç-
âåñòíà, à ÷àñòü - ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè, êîòîðûå íóæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñòíûå
òî÷êè è ïàðàìåòðû.

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì E - íåèçâåñòíàÿ.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ AB,
CD èçâåñòíû. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî òî÷êà C íå ëåæèò íà
ïðÿìîé AB. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2, 3 è 5.
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Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ñîâïàäåíèÿ ëèáî ðàçëè÷èÿ äâóõ èçâåñòíûõ ïðÿìûõ,
ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ òî÷êó

∀ABCDE(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈
ïðÿìàÿ(CD) & E − òî÷êà→ ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) ∨
ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îí ïðèìåíÿåòñÿ â
çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì E - íåèçâåñòíàÿ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ AB, CD íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ è
âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ðàçëè÷íû, ïðè÷åì èç êîí-
òåêñòà íå óñìàòðèâàåòñÿ íåñîâïàäåíèå ïðÿìûõ. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäà-
åòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Âûâîä óñëîâèÿ ðàçëè÷èÿ äâóõ èçâåñòíûõ òî÷åê, ïî êîòîðûì îïðåäåëåíà
ïðÿìàÿ

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ÿâíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, óêàçûâàþùèå óñëîâèÿ âûïîëíèìîñòè ïîñòðîåíèÿ. Îíè
âêëþ÷àþòñÿ â îòâåò çàäà÷è. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì âûâîäà òàêèõ îãðàíè÷åíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ¬(A = B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþ-
ùåé öåëè "èçâåñòíî". Âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê A, B íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "òðå-
óãîëüíèê(. . .)", âêëþ÷àþùàÿ ïåðåìåííûå A,B. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ìî-
äèôèêàöèþ òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìûõ

∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD)) → ïðÿìàÿ(AB) ∩ ïðÿìàÿ(CD) = {E})

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀ABC(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ïðÿìàÿ(AB) ∩ ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(AB), C) = {C})

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Âûðàæåíèå íåèçâåñòíîé ïðÿìîé ÷åðåç äâå èçâåñòíûå òî÷êè íà íåé

∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ïðÿìàÿ(CD) = ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê C,D íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AB
- ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïîïûòêà îïèñàòü íåèçâåñòíóþ òî÷êó êàê ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó çàäàííîé
èçâåñòíîé ïðÿìîé

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â òåõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîëîæåíèå íåèçâåñòíîé òî÷-
êè íà çàäàííîé ïðÿìîé ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. ×òîáû èñêëþ÷èòü
ñðàáàòûâàíèÿ â íåâûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ, åãî óðîâåíü âûáðàí äîñòàòî÷íî âûñîêèì.
∀ABC(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ∅)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AB
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ C èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "íàéäåíî(õ28)" ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ C â ðàçðÿä
èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Óñìîòðåíèå òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ - ìíîæåñòâî

∀A(Ïðÿìàÿ(A) → A− set)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îòíåñåíèå òî÷êè ê îäíîé èç äâóõ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì âõîäÿùèõ â çà-
äà÷ó ïðÿìûõ

∀ABCDEFPQR(A ∈ F & A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & ïðÿìàÿ(BC) ∪ ïðÿìàÿ(DE) = F ∩
ïëîñêîñòü(PQR) → A ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ôèëüòð "ñèììåòðè÷íî(òåðì(ïðÿìàÿ(õ27
õ28)) òåðì(ïðÿìàÿ(õ29 õ30))ñïèñîêïîñûëîê)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïðÿìûå BC èDE âñòðå-
÷àþòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Ïðîâåðÿåòÿ òàêæå îòñóòñòâèå ïî-
ñûëîê "A ∈ ïðÿìàÿ(BC)", "A ∈ ïðÿìàÿ(DE)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé èç ñðàâíåíèÿ ðàññòîÿíèé

∀ABCDabcdp(l(AB) = ap & l(BC) = bp & l(CD) = cp & l(AD) = dp & a < d & b <
d & c < d & d − a − b − c = 0 → B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈ îòðåçîê(AD) & B ∈
îòðåçîê(AC) & C ∈ îòðåçîê(BD))
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Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííûå a, b, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿ-
òè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ëèáî òî÷êè C
ïðÿìîé AD. Îáîçíà÷åíèå òî÷êè C îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê B,D, à îáîçíà÷å-
íèå òî÷êè A - îò îáîçíà÷åíèÿ òî÷êè D. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABDabcdp(l(AB) = ap & l(BD) = bp & l(AD) = dp & a < d & b < d & d − a − b =
0 → B ∈ îòðåçîê(AD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ òî÷åê

∀ABCD(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ïðÿìîé, íå ëåæàùåé íà äðóãîé ïðÿìîé

∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C−òî÷êà→ ∃E(E−òî÷êà & ¬(C = E) &D ∈ ïðÿìàÿ(CE)
& ¬(E ∈ ïðÿìàÿ(AB))) ↔ ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) ∨ C = D)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ E â äðóãèõ
óñëîâèÿõ íå âñòðå÷àåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïðÿìàÿ"

Òàê êàê îäíó è òó æå ïðÿìóþ ìîæíî çàäàâàòü ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ïàð òî÷åê, òî
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ, âñòðå-
÷àþùèõñÿ â çàìåíÿþùèõ ëèáî âûâîäèìûõ òåðìàõ. Äëÿ ýòîãî ñîçäàí íîðìàëèçàòîð
"íîðìïðÿìàÿ". Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Óñìîòðåíèå ðàíåå èìåâøåãîñÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìîé.
∀ABCD(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) → ïðÿìàÿ(AD) = ïðÿìàÿ(BC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è BC ðàç-
ëè÷íû. Ïðÿìàÿ AD íå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ, îòëè÷íûõ îò ïîñûëêè "àêòèâ(
ïðÿìàÿ(AD))". Óêàçàòåëü "âûõîä"îáåñïå÷èâàåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà
ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀AB(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AB))

Èìååòñÿ ïîñûëêà "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))". Óêàçàòåëü "âûõîä" îáåñïå÷èâàåò íåìåä-
ëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, ïðè÷åì ïîïûòêà ïðè-
ìåíèòü ïðåäûäóùèé ïðèåì âûïîëíÿåòñÿ ðàíüøå.
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∀ABCD(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) →
ïðÿìàÿ(AD) = ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåä îáðàáîòêîé ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ïðî-
âåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ AD, BC è íàëè÷èå ñîäåðæàùåé ïîä-
òåðì "ïðÿìàÿ(AD)" ïîñûëêè, íå èìåþùåé çàãîëîâêà "àêòèâ". Óêàçàòåëü "âû-
õîä" ïðèâîäèò ê íåìåäëåííîé âûäà÷å îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.
Ïðèåì èìååò òåîðåìó "êîììóòàòèâíî(ïðÿìàÿ)" è çàãîëîâîê "çàìåíà(ëåêñóïî-
ðÿäî÷åíèå íîðìïðÿìàÿ)". Îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ðàçíûåïðÿìûå"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí îïåðàòîðó "ðàçíûåòî÷êè"; îí ïðîâåðÿåò ðàçëè÷èå äâóõ ïðÿ-
ìûõ. Ýòî ðàçëè÷èå âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ "ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB)
ïðÿìàÿ(CD))", èñïîëüçóåìîãî òîëüêî â ðàìêàõ ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà. Îïåðàòîð èìå-
åò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëêè.
∀ab(¬(a = b) → ðàçíûåïðÿìûå(a, b))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Óñìîòðåíèå èç ðàçëè÷èÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ òðåòüåé ïðÿìîé.

∀ABC(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABC(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìûå AB, AC,
BC äîëæíû óæå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å. Ïåðåä îáðàáîòêîé àíòåöåäåíòîâ
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé AC è òî÷-
êè A - ïðÿìîé BC. Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ÷èñëà âëîæåííûõ ïîïûòîê ïðèìåíåíèÿ
ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ðàçíûåïðÿìûå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

3. Óñìîòðåíèå èç óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè è íåïðèíàäëåæíîñòè.
∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(E ∈ ïðÿìàÿ(CD)) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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4. Óñìîòðåíèå èç ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè.
∀ab(a ⊥ b→ ðàçíûåïðÿìûå(a, b))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè áîëüøå 0 è ìåíüøå ïè.
∀ABCDEPQ(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(∠(PAQ)) & P ∈
ïðÿìàÿ(BC) & Q ∈ ïðÿìàÿ(DE) & 0 < ∠(PAQ) & 0 < π − ∠(PAQ) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(DE)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðå-
îáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Ðàçëè÷èå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ïîëîæèòåëüíî.

∀ABCDEFa(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & l(EF ) = a & 0 < a → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿ-
ìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþ-
ùèé, ÷òî ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

7. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíîñòè äëÿ ïåðåõîäà ê ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.
∀ABCDE(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ïðÿìàÿ(DE) ‖
ïðÿìàÿ(AC) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ïðÿìàÿ
AC ïðåäâàðèòåëüíî èäåíòèôèöèðóåòñÿ âûäåëåííûì óêàçàòåëåì "óñì" âòîðûì
àíòåöåäåíòîì. Ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìîé DE îò îáîçíà÷åíèÿ
ïðÿìîé AC, à ïðÿìîé AB - îò ïðÿìîé AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ïðÿìàÿ(DE) ‖
ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(PQ),
ïðÿìàÿ(DE)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
8. Ñâåäåíèå ê ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ èñõîäíûì.
∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EG) & ðàç-
íûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ), ïðÿìàÿ(EG)) & A ∈ ïëîñêîñòü(EFG) & B ∈ ïëîñ-
êîñòü(EFG) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìîé EF îò
îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìîé EG. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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9. Îòëè÷èå áèññåêòðèñû íåâûðîæäåííîãî óãëà îò åãî ñòîðîíû.

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â Óãîë(BAC) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(
AC), ïðÿìàÿ(AD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåðøèí òðåóãîëü-
íèêà èãíîðèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Ñòîðîíû è äèàãîíàëè ìíîãîóãîëüíèêîâ.
(a) Òðåóãîëüíèê.

∀ABC(4(ABC) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(b) Ïàðàëëåëîãðàìì.
∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(
BC)))

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(
CD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïå-
ðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) → ðàçíûåïðÿìûå(
ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(AD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ðîìá.
∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDE(ðîìá(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE),
ïðÿìàÿ(AD)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.
(d) Òðàïåöèÿ.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BD)))

Äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Âîçìîæíà èäåíòèôèêà-
öèÿ ïðè çàãîëîâêå "Òðàïåöèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) ×åòûðåõóãîëüíèê.
∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(BD)))

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD)))

Äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(f) Êâàäðàò.
∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.
(g) Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.

∀ABCDEFPijkln(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & A = D(i) & B = D(j) &
E = D(k) & ¬(i−j = 0) & ¬(i−k = 0) & ¬(j−k = 0) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿ-
ìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåíòèôèêàöèè òàêîâà. Ïðåæäå
âñåãî, íàõîäèòñÿ îáùàÿ òî÷êà A ðàññìàòðèâàåìûõ ïðÿìûõ. Çàòåì îïåðàòîð
"ñìýëåìåíò", ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîìó àíòåöåäåíòó, ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà
i ýëåìåíòîâ íàáîðà D, ðàâíûõ A. Äàëåå îïåðàòîðû "ñìíàáîð", ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó àíòåöåäåíòàì, ïåðå÷èñëÿþò íîìåðà j, k
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ïðî÷èõ ýëåìåíòîâ íàáîðà D, ïðîâåðÿÿ, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ëåæàò íà ïðÿìûõ
AB, AE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Îêðóæíîñòü.
(a) Óñìîòðåíèå èç ðàçëè÷èÿ ðàññòîÿíèé äî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ.

∀ABCDE(B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AE) & ¬(l(BC)− l(BD) = 0) & ¬(l(BC) = 0) &
¬(l(BD) = 0) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(BD)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå òðè - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óñêîðÿþùèå ôèëüòðû ïðîâåðÿþò,
÷òî îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê B,C,D ðàçëè÷íû è ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé
BC, BD íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Óñìîòðåíèå èç ðàçëè÷èÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ.

∀ABCPQ(A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðè ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óñìîòðåíèå èç ðàçëè÷èÿ äëèí äèàìåòðà è õîðäû, îòñåêàåìûõ îêðóæíî-
ñòüþ.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(MN) &
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D ∈ ïðÿìàÿ(MN) & E ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & F ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
A ∈ îòðåçîê(EF ) & a = l(AE) & b = l(CD) & 0 < b & ¬(b − 2a = 0) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(MN), ïðÿìàÿ(PQ)))

Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äåñÿòûé è îäèí-
íàäöàòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Äâå ñåêóùèõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îòðåçîê(CE) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îòðåçîê(CG) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) &
ðàçíûåòî÷êè(D,F ) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CE), ïðÿìàÿ(CG)))

Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó íà îäíîé âíåøíåé êàñàòåëüíîé è ÷åðåç
òî÷êó îòðåçêà ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ äðóãîé.

∀ABCDEFGHMN(ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(GH)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & M ∈ ïðÿìàÿ(GH) & N ∈ îòðåçîê(EF ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD)&
H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) &
îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(GH)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(MN), ïðÿìàÿ(GH)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðè ïîñëåä-
íèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòååëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Äâå êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AE) & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AE) & B ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AE) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì.

∀ABCDEFGH(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(AH) & H ∈ ïðÿìàÿ(FG) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EG), ïðÿìàÿ(EH)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Äâå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, èìåþùèå ðàçíûå òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AF ) &
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C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(DE), ïðÿìàÿ(GH)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåì-
êîñòè. ×òîáû îòñå÷ü ðàññìîòðåííûé âûøå ñëó÷àé äâóõ êàñàòåëüíûõ, ïðî-
âåäåííûõ èç îáùåé òî÷êè, ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå âûäåëåííîé â çàäà÷å
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìûì DE, GH. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

12. Îäíà èç äâóõ ïðÿìûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà òðåòüåé, à äðóãàÿ - íåò.
∀ABCDPQ(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(PQ) & ¬(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(PQ)) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìíåîðòîã", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Ââåäåí óñêî-
ðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé íàëè÷èå îáùåé òî÷êè ïðÿìûõ CD, PQ. Ýòî
óñëîâèå ñóùåñòâåííî äëÿ óñìîòðåíèÿ íåîðòîãîíàëüíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

13. Ðàçëè÷èå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ òðå-
òüåé ïðÿìîé.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(EF )) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ
AB, CD, EF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.
∀ACDGH(ïàðàëëåëïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(AD), C) = ïðÿìàÿ(GH) & 0 < l(AD)+l(CD)−
l(AC) & 0 < l(AD) + l(AC)− l(CD) & 0 < l(CD) + l(AC)− l(AD) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(GH)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ
"ïàðàëëåëïðÿìàÿ(. . .)" âîçíèêàþò â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå äëÿ çàäàíèÿ ïðÿ-
ìûõ ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà è ïåðåñåêàþùàÿ åå ïðÿìàÿ.
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∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îòðåçîê(AD) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ), ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåíû óñêîðÿþùèå ôèëüòðû, ïðîâåðÿ-
þùèå ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ AB, AC è íåïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A
ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

16. Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò òî÷åê, çàäàþùèõ ïðÿìûå.
∀ABCKabcdef (êîîðä(A,K) = (a, b) & êîîðä(B,K) = (c, d) & êîîðä(C,K) = (e, f)
& ¬((a−c)(f−d)−(e−c)(b−d) = 0) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåäâàðèòåëüíî ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöàíèÿ
ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäïëþñ" è "âèäóìíîæåíèå".
Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

17. Ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå.
(a) Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè, òî îíà îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé ïðÿ-

ìîé â ýòîé ïëîñêîñòè.
∀ABCDEPQ(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & P ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & Q ∈
ïëîñêîñòü(CDE) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(PQ)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "ïëàíè-
ìåòðèÿ", óêàçûâàþùñÿ íà ïëàíèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

(b) Îäíà èç ïðÿìûõ ïðîâåäåíà ê ïëîñêîñòè ïèðàìèäû, à äðóãàÿ ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè îñíîâàíèÿ.
∀ABCDEFap(ïèðàìèäà(a) & Âåðøèíà(A, a) & îñíîâàíèå(p, a) &
ïëîñêîñòü(BCD) = ïëîñêîñòüôèãóðû(p) & E ∈ ïëîñêîñòü(BCD) &
F ∈ ïëîñêîñòü(BCD) & G ∈ ïëîñêîñòü(BCD) →
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AG), ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëîñêîñòüôèãóðû". Ïîñëåäíèå àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïðÿìàÿ ïëîñêîñòè è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íå ëåæàùóþ íà ïëîñêîñòè
òî÷êó.
∀ABCDPQR(¬(C ∈ ïëîñêîñòü(PQR)) & A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) → ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïðÿìàÿ"

Ýòîò îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "Ïðÿìàÿ(a)". Îí ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåò-
ñÿ è èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì ∀AB(Ïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(AB))).

3.11 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïëîñêîñòü"

Ðåãèñòðàöèÿ ïëîñêîñòè â àêòèâå

∀ABC(àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
âûðàæåíèÿ "ïëîñêîñòü(ABC)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èññëåäîâàíèå
ëèáî îïèñàíèå. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñîçäàííîé ðàíåå ïîñûëêè
"àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC))". Êðîìå òîãî, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè òî÷êà ïðèâÿçêè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàíä ðàâåíñòâà äâóõ ïëîñêîñòåé. Òàêèì îáðàçîì óñòðàíÿåòñÿ
èçáûòî÷íàÿ ðåãèñòðàöèÿ â "àêòèâå" îáîçíà÷åíèÿ ïëîñêîñòè, ñâåäåííîãî ê äðóãîìó
îáîçíà÷åíèþ ýòîé æå ïëîñêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îòîæäåñòâëåíèå ïëîñêîñòåé ïî òðîéêå òî÷åê

∀ABCDEF (àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)) & A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) → ïëîñêîñòü(ABC) = ïëîñêîñòü(DEF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Òàê êàê îáîçíà÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ABC, DEF óæå áûëè ââå-
äåíû ðàíåå, ïðåäïîëîæèòåëüíî êîððåêòíûì îáðàçîì, òî ïðîâåðêà ðàçëè÷èÿ òî÷åê
íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè
êîìïèëÿöèè. Ïðè èäåíòèôèêàöèè òî÷åê A,B,C ïåðâûì àíòåöåäåíòîì äîïóñêàþòñÿ
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Çàìåíà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïëîñêîñòåé íà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê

∀ABCDEF (ïëîñêîñòü(ABC) = ïëîñêîñòü(DEF ) ↔ A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & C ∈ ïëîñêîñòü(DEF ))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Òî÷êè îäíîé ãðàíè ëåæàò â îáùåé ïëîñêîñòè

∀ABCDa(ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) → D ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

∀ABCDa(îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) → D ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abniABC(îñíîâàíèå(ôèãóðà(b), a) & l(b) = n & i ∈ {1, . . . , n} & ïëîñêîñòü(ABC) =
ïëîñêîñòüôèãóðû(ôèãóðà(b)) → b(i) ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå b èìååò çà-
ãîëîâîê "íàáîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà" è âû÷èñëÿåò ÷èñëî n
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ýëåìåíòîâ íàáîðà b. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ïåðå-
÷èñëÿåò íîìåðà i îò 1 äî n. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëîñêîñòüôèãóðû".
Â ðåçóëüòàòå èäåíòèôèöèðóåòñÿ îáîçíà÷åíèå "ïëîñêîñòü(ABC)" äëÿ ïëîñêîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî îñíîâàíèÿ. Ïåðåä âûâîäîì ñëåäñòâèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðèíàäëåæ-
íîñòü òî÷êè b(i) ïëîñêîñòè ABC èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè ïîêà íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ äâå ïëîñêîñòè

∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(∠(ADC)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì ýòà çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ".
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êè D ïëîñêîñòè ABC, ïðè÷åì ýòà ïëîñêîñòü óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å.
Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé AD ëèáî ïðÿìîé CD. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âûäåëåííûé óãîë

∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
àêòèâ(∠(BAC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì", ïîñëåäíèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à íå
èìååò ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C êàêîé-
ëèáî âûäåëåííîé â çàäà÷å ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A,B. Â àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Âûâîä óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïëîñêîñòè

Â ïðèâîäèìûõ íèæå òðåõ ïðèåìàõ âûâîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå ó çàäà÷è ïî-
ñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ".

1. Òî÷êà îòðåçêà ïðèíàäëåæèò òîé æå ïëîñêîñòè, ÷òî è åãî êîíöû.
∀ABCDEF (F ∈ îòðåçîê(DE) & àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC)
& E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → F ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F ïëîñêîñòè ABC.
Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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2. Òî÷êà ïðÿìîé, äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè.
∀ABCDEF (F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC)
& E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → F ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F ïëîñêîñòè ABC. Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâíû 3 è 5.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(CDE) → A ∈ ïëîñêîñòü(CDE))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò
ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êîîðäèíàòû òî÷åê, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 6, èíà÷å îí
ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëîñêîñòü"

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèÿ ïëîñêîñòè. Îí èìååò
âñåãî òðè ïðèåìà:

1. Ó÷åò ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ". Ïðè íàëè÷èè ýòîé ïîñûëêè ïðåîáðàçóåìîå îáî-
çíà÷åíèå ïëîñêîñòè íåìåäëåííî çàìåíÿåòñÿ íà ñèìâîë "ïëàíèìåòðèÿ", è òàêèì
îáðàçîì âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò
ñ íåêîòîðîé óñëîâíîé ïëîñêîñòüþ. Ïðèåì ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.
3. Óñìîòðåíèå ðàíåå èñïîëüçîâàííîãî îáîçíà÷åíèÿ ïëîñêîñòè.
∀ABCDEF (A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & C ∈ ïëîñêîñòü(DEF )
→ ïëîñêîñòü(ABC) = ïëîñêîñòü(DEF ))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðå-
îáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Ïðè èäåíòèôèêàöèè çàìåíÿåìî-
ãî òåðìà ïåðåñòàíîâêè òî÷åê íå ïðåäïðèíèìàþòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáî-
çíà÷åíèé ABC è DEF . Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè çàäà÷è,
ñîäåðæàùåé îáîçíà÷åíèå ïëîñêîñòè ABC, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ïî-
ñûëêè "àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC))". Óêàçàòåëü "âûõîä" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ
âûäà÷ó ðåçóëüòàòà â ñëó÷àå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëîñêîñòüôèãóðû"

Íîðìàëèçàòîð íàõîäèò îáîçíà÷åíèå äëÿ ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí çàäàííûé
ìíîãîóãîëüíèê.

1. Òðåóãîëüíèê.
∀ABC(ïëîñêîñòüôèãóðû(ôèãóðà(ABC)) = ïëîñêîñòü(ABC))

Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëîñêîñòü".
2. ×åòûðåõóãîëüíèê.
∀ABCD(ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
ïëîñêîñòüôèãóðû(ôèãóðà(ABCD)) = ïëîñêîñòü(ABC))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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3. Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.
∀a(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) → ïëîñêîñòüôèãóðû(ôèãóðà(a)) =
ïëîñêîñòü(a(1)a(2)a(3)))

Âûðàæåíèÿ a(1), a(2), a(3) îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìçíà÷åíèå",
âûäåëÿþùèì, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé ýëåìåíòû íàáîðà a.

Àíàëèçàòîð "ïëàíèìåòðèÿ"

Ïðè ðåøåíèè ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îáû÷íî èìååòñÿ ïîñûëêà "ïëàíèìåòðèÿ",
óêàçûâàþùàÿ, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îáùåé ïëîñêîñòè. Ýòà
ïîñûëêà áëîêèðóåò ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ è òàêèì îáðà-
çîì óñêîðÿåò ðåøåíèå. Êðîìå òîãî, îíà óïðîùàåò îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ïðèìåíå-
íèÿ ïðèåìîâ, îáùèõ â ïëàíèìåòðèè è ñòåîðåîìåòðèè, òàê êàê ïðîâåðêà ïðèíàäëåæ-
íîñòè òî÷åê ïëîñêîñòè èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè âûðîæäàåòñÿ. Ïîñûëêó
"ïëàíèìåòðèÿ" ìîæíî ââîäèòü âðó÷íóþ, îäíàêî îáû÷íî îíà ñîçäàåòñÿ ïðîöåäóðàìè
èíòåðôåéñà àâòîìàòè÷åñêè. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ïðîöåäóðà "çàâåðøçàäà÷è", îáðàùåíèå
ê êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïî îêîí÷àíèè ðåäàêòèðîâàíèÿ çàäà÷è. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîöå-
äóðà "çàâåðøçàäà÷è" èñïîëüçóåò ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ïëàíèìåòðèÿ". Åìó ïåðåäà-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé êîïèðóþò ïîñûëêè
íîâîé çàäà÷è. Àíàëèçàòîð âûâîäèò óòâåðæäåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê çàäà÷è
íåêîòîðîé "áàçèñíîé" ïëîñêîñòè, è åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå îíè ïîïàäàþò íà äàí-
íóþ ïëîñêîñòü, òî âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå "ïëàíèìåòðèÿ". Íà ýòîì ðàáîòà àíàëèçàòîðà
îáðûâàåòñÿ, à ïîñûëêà "ïëàíèìåòðèÿ" ïåðåäàåòñÿ â îñíîâíóþ çàäà÷ó. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè çàäà÷à ñîäåðæàëà ñèìâîë "îêðóæíîñòü" ëèáî "êðóã", òî ïðîöåäóðà "çàâåðøçà-
äà÷è" ââîäèò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ", äàæå íå îáðàùàÿñü ê àíàëèçàòîðó, òàê êàê
ýòè ñèìâîëû ìîæíî êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî â ïëàíèìåòðèè (äëÿ òðåõìåð-
íîãî ñëó÷àÿ ñëóæàò ñèìâîëû "Îêðóæíîñòü", "Êðóã", òðåáóþùèå äîïîëíèòåëüíîãî
óêàçàíèÿ òðåòüåé òî÷êè, ôèêñèðóþùåé ïëîñêîñòü). Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû àíàëèçàòî-
ðà:

1. Âûáîð áàçèñíîé ïëîñêîñòè.
Ïðèåìû âûáèðàþò áàçèñíóþ ïëîñêîñòü ABC, âûâîäÿ ïîñûëêó "àêòèâ(ïëîñ-
êîñòü(ABC))". Âñå îíè ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿþò, ÷òî çàäà÷à åùå íå èìååò
ïîñûëêè âèäà "àêòèâ(ïëîñêîñòü(. . .))".
(a) Òðåóãîëüíèê

∀ABC(4(ABC) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
(b) ×åòûðåõóãîëüíèêè.

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)) & D ∈ ïëîñ-
êîñòü(ABC))

Àíàëîãè÷íûå ïðèåìû ââåäåíû äëÿ ñèìâîëîâ "ðîìá", "êâàäðàò", "ïðÿìî-
óãîëüíèê", "ïàðàëëåëîãðàìì", "òðàïåöèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(c) Òî÷êà âíå ïðÿìîé.
∀ABC(¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêè-
ðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(d) Ðàâåíñòâî äëÿ óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a→ àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
2. Ó÷åò òî÷åê ïðÿìîé.
∀ABCDEF (àêòèâ(ïëîñêîñòü(DEF )) & A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → C ∈ ïëîñêîñòü(DEF ))

∀ABCDEF (àêòèâ(ïëîñêîñòü(DEF )) & A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ))

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è
òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå âìåñòî ñèìâîëà
"ïðÿìàÿ" äîïóñêàþòñÿ ñèìâîëû "îòðåçîê" è "èíòåðâàë". Èìååòñÿ óêàçàòåëü
"ðàçâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ó÷åò ïàðàëëåëüíîñòè.
∀ABCDEFG(àêòèâ(ïëîñêîñòü(EFG)) & A ∈ ïëîñêîñòü(EFG) &
B ∈ ïëîñêîñòü(EFG) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & C ∈ ïëîñêîñòü(EFG) →
D ∈ ïëîñêîñòü(EFG))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "óñì". Ââåäåí óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ó÷åò áèññåêòðèñû, âûñîòû è ìåäèàíû.
∀ABCDEFG(àêòèâ(ïëîñêîñòü(EFG) & A ∈ ïëîñêîñòü(EFG) &
B ∈ ïëîñêîñòü(EFG) & C ∈ ïëîñêîñòü(EFG) & áèññåêòðèñà(ABCD) →
D ∈ ïëîñêîñòü(EFG))

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðè ýòîì â
ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå âìåñòî ñèìâîëà "áèññåêòðèñà" ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëþáîé
èç ñèìâîëîâ "Áèññåêòðåóã", "Âûñîòà", "Ìåäèàíà". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

5. Ó÷åò óñëîâèé "îäíàñòîðîíà", "ðàçíûåñòîðîíû".
∀ABCDEFG(àêòèâ(ïëîñêîñòü(EFG)) & A ∈ ïëîñêîñòü(EFG) &
B ∈ ïëîñêîñòü(EFG) & C ∈ ïëîñêîñòü(EFG) & îäíàñòîðîíà(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)) → D ∈ ïëîñêîñòü(EFG))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè÷åì âìåñòî ñèìâîëà "îäíàñòîðîíà"ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ ñèìâîë "ðàçíûåñòîðîíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Óñìîòðåíèå ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.
∀ABC(àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)) → ïëàíèìåòðèÿ)
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè "òî÷êà(D)", òàêîé, ÷òî D îòëè÷íî îò òî÷åê
A,B,C, è â çàäà÷å íåò ïîñûëêè "D ∈ ïëîñêîñòü(ABC)". Ââåäåíà åùå îäíà
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âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷å
òî÷åê ìåíüøå 4. Îáå âåðñèè èìåþò óêàçàòåëü "îáðûâ", îáåñïå÷èâàþùèé íåìåä-
ëåííûé îáðûâ ðàáîòû àíàëèçàòîðà è ïåðåíåñåíèå ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ" âî
âíåøíþþ çàäà÷ó. Ðîëü ïîñëåäíåé èãðàåò óêàçàííàÿ âûøå âñïîìîãàòåëüíàÿ çà-
äà÷à íà èññëåäîâàíèå (íàïîìíèì, ÷òî àíàëèçàòîð âî âðåìÿ ðàáîòû ñîçäàåò åùå
îäíó, ñîáñòâåííóþ çàäà÷ó íà èññëåäîâàíèå, êîïèðóþùóþ èñõîäíóþ). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3.12 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îòðåçîê"

Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ

Íà óðîâíå 0 ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå
îïåðàíäîâ â âûðàæåíèè "îòðåçîê(AB)". Òåîðåìà ïðèåìà - "êîììóòàòèâíî(îòðåçîê)".

Ó÷åò ïðÿìîé

Äëÿ ðåãèñòðàöèè îïðåäåëÿåìîé îòðåçêîì ïðÿìîé ñëóæèò ïðèåì âûâîäà ñ òåîðåìîé
∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))). Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(îòðåçîê(õ26 õ27))" èíèöèè-
ðóåò åãî ïðèìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "îòðåçîê(AB)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ýòîãî âûðàæåíèÿ íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïè-
ñàòåëÿìè è ÷òî ÿâíîå óïîìèíàíèå î ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A,B, åùå íå
ïîÿâèëîñü â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå òî÷êè

∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) → A− òî÷êà)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Êîíöåâàÿ òî÷êà îòðåçêà

∀AB(A ∈ îòðåçîê(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí äâóõ ïîäîòðåçêîâ

Íà ýòîì ñâîéñòâå îòðåçêà îñíîâàíî ìíîæåñòâî ïðèåìîâ. Îíè ñðàáàòûâàþò íà ðàçíûõ
óðîâíÿõ è èìåþò ðàçëè÷íóþ ñòåïåíü ìîòèâèðîâàííîñòè. Îáúÿñíÿåòñÿ äàííîå îáñòî-
ÿòåëüñòâî òåì, ÷òî íåîãðàíè÷åííîå âûïèñûâàíèå ñîîòíîøåíèé äëÿ äëèí ïîäîòðåçêîâ
çà÷àñòóþ ïîðîæäàåò ìíîãî íåíóæíûõ íîâûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè, àíàëèç êî-
òîðûõ ìîæåò óâåñòè õîä ðåøåíèÿ äàëåêî â ñòîðîíó. Ïðèâîäèìàÿ íèæå øêàëà óðîâíåé
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ìîòèâèðîâàííîñòè áûëà óñòàíîâëå-
íà â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñèñòåìû.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & B ∈ îòðåçîê(AC) → l(AC) = l(AB) + l(BC))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå BC òîæå áûëî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå, ïðè-
÷åì âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC íå ñîäåðæàëè íåèçâåñòíûõ. Êðîìå òîãî,
ðàññòîÿíèå AC äîëæíî èìåòü òèï "ñóùåñòâàòîì", ò.å. ïðèâåäåííûé âûøå ïàêåòíûé
èíäèêàòîð "ñóùåñòâàòîì" óñìàòðèâàåò äîñòàòî÷íî ñèëüíóþ åãî ñâÿçü ñ íåèçâåñòíû-
ìè. Ïðîâåðÿåòñÿ îòëè÷èå îáîçíà÷åíèÿ òî÷êè B îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê A,C. Â òàêîé
ñèòóàöèè ïðèìåíåíèå ïðèåìà ðàâíîçíà÷íî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ "ñóùåñòâåííîãî"
ðàññòîÿíèÿ AC. Ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì, äàæå åñëè ðàññòîÿíèå AC åùå íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ âåðñèé ïðèåìà:

1. Âñå òðè ðàññòîÿíèÿ AB, BC, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò,
ïðè÷åì ñóùåñòâóþò ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ôèçèêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

3. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à ðàññòîÿíèå BC - íåò. Ïðè
ýòîì âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ", ò.å. ñâÿçàíî ÷åðåç öåïî÷êó óðàâíåíèé
ñ ÷èñëåííûìè íåèçâåñòíûìè. Êðîìå òîãî, ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäåëèìî"
óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå BC. Òàêèì îáðçàîì, ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà ïîçâîëÿåò, â íåêîòîðîé ïåðñïåêòèâå, ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äëÿ ÷èñ-
ëåííûõ íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à AC - íåò. Ðàññòîÿíèå AC
îïðåäåëèìî, ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé AB, BC ñ
èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à BC - íåò. Ïðè ýòîì ðàññòîÿ-
íèå BC èìååò òèï "âîçìñâÿç", ò.å. ïàêåòíûé èíäèêàòîð "âîçìñâÿç" óñìàòðèâàåò
ïåðñïåêòèâíîñòü ïîïûòîê ñâÿçàòü åãî ñ óæå ðàññìàòðèâàåìûìè â çàäà÷å âåëè-
÷èíàìè. Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Ðàññîòÿíèÿ AB, BC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à ðàññòîÿíèå AC èìååò òèï
"âîçìñâÿç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå AC îïðåäå-
ëèìî, è õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

8. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å; ðàññòîÿíèå AC - íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ è èìååò òèï "âîçìñâÿç", ïðè÷åì ïðè îáðàùåíèè ê ïàêåòíîìó èíäèêàòîðó
èñïîëüçóåòñÿ óñèëèâàþùèé êîììåíòàðèé "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 9.

9. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à ðàññòîÿíèå AC - íåò. Âûðà-
æåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå AC èìååò
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òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïðè-
åì, ïî ñóùåñòâó, äóáëèðóåò ïåðâûé ïðèåì äàííîãî ðàçäåëà, ñðàáàòûâàâøèé íà
óðîâíå 3. Òàêîå äóáëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò åìó ñðàáîòàòü áåç ñïåöèàëüíîãî ïåðå-
êëþ÷åíèÿ âíèìàíèÿ - ïðèíóäèòåëüíîãî ïîíèæåíèÿ âåñà ïîñûëêè äî 3. Âûñîêèé
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà â ñèòóàöèÿõ, àíàëîãè÷íûõ äàííîé, îçíà÷àåò íå
ñëàáóþ ìîòèâèðîâàííîñòü äåéñòâèÿ, à ïîïûòêó àêòèâèðîâàòü åãî, êîãäà âåñà ïî-
ñûëîê ñòàëè óæå äîñòàòî÷íî áîëüøèìè. ×àñòî ýòî ïðèâîäèò ê áîëåå áûñòðîìó
ïîëó÷åíèþ îòâåòà, ÷åì ïðè ïîíèæåíèè âåñîâ.

10. Ïðåäûäóùèé ïðèåì åùå ðàç ïðîäóáëèðîâàí, íî òåïåðü óæå âàðüèðóåòñÿ òî÷êà
ïðèâÿçêè: îí àêòèâèðóåòñÿ íå ïðè óñìîòðåíèè ïîñûëêè "àêòèâ(ðàññòîÿíèå(
AB))", à ïðè óñìîòðåíèè ïîñûëêè "B ∈ îòðåçîê(AC)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
òîæå ðàâåí 9.

11. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9. Ýòîò ñëó÷àé, êàê è ïðåäûäóùèé, ñâÿçàí ñ äóáëèðîâàíèåì ïðèåìîâ.

12. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîãî
èç íèõ íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à äëÿ âòîðîãî - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

13. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à ðàññòîÿíèå AC - íåò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 15.

∀ABC(àêòèâ(l(A)) & B ∈ îòðåçîê(AC) → l(AC) = l(AB) + l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Îòëè÷èå îò àíà-
ëîãè÷íîãî ïðèåìà, ïðèâåäåííîãî âûøå, çàêëþ÷àåòñÿ â èíîì âûáîðå òî÷êè ïðèâÿçêè:
ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ðàññòîÿíèÿ AC, à íå AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå
15. Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ AC ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ",
ïðè÷åì îáà ðàññòîÿíèÿ AB, BC èìåþò òèï "ñóùåñòâàòîì".
∀ABCpq(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & B ∈ îòðåçîê(AC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
pl(AC) = ql(BC) → l(AB) = (q − p)l(AC)/q)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ñèí-
òåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëüíû", óñìàòðèâàþùèì ïðîïîðöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ðàñ-
ñòîÿíèé AC, BC ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè p, q. Ïðî÷èå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & B ∈ îòðåçîê(AC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
l(AC) = l(AB) + l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ðàññòîÿíèå
AB â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ. ÷òîáû âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC èìåëè òèï
"âíåøíåèçâ". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâíû 7.
∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & B ∈ îòðåçîê(AC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
l(AB) = l(AC)− l(BC))



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 463

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Ðàññòîÿíèå AB â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AC) = 2l(AB) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) → l(AB) =
l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", äâà ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òàêèì îáðàçîì, ñíà-
÷àëà óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèÿ AB, AC óæå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å, à çàòåì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðîå âäâîå áîëüøå ïåðâîãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ñòîëü áîëüøîå ÷èñëî âåðñèé ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà îäíîì
ãåîìåòðè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè - ÿâëåíèå â ðåøàòåëå äîñòàòî÷íî ðåäêîå. Âîîáùå, êî-
ðîòêèå òåîðåìû ÷àñòî òðåáóþò ãîðàçäî áîëåå èçîùðåííîãî óïðàâëåíèÿ, ÷åì äëèííûå.
Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òàêîé òåîðåìû âñòðå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíî ÷àùå, à íåîïðàâ-
äàííîå ðàññìîòðåíèå "ïîñòîðîííèõ" ïàðàìåòðîâ ìîæåò ïîâåñòè ðåøåíèå ïî îøèáî÷-
íîìó ïóòè. Áîðîòüñÿ ñ ýòèì ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè - ëèáî ïûòàòüñÿ ñ ïîìîùüþ
ïàêåòíûõ èíäèêàòîðîâ ïðåäâîñõèòèòü îòäàëåííûå ïîñëåäñòâèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà,
ëèáî îòîäâèíóòü åãî íà áîëåå âûñîêèå óðîâíè. Íà ìàëûõ óðîâíÿõ ïðèåì ñèëüíî îãðà-
íè÷åí ïî ñâîåé òðóäîåìêîñòè, è çäåñü ãîäÿòñÿ ëèøü íàèáîëåå î÷åâèäíûå ñëó÷àè öå-
ëåñîîáðàçíîñòè ñðàáàòûâàíèé. Òàê èëè èíà÷å, íà áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ ïðèõîäèòñÿ
ïðèìèðèòüñÿ ñ ýâðèñòè÷åñêèì õàðàêòåðîì ìîòèâèðîâîê.

Ïðèâåäåííóþ ñåðèþ ïðèåìîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýìïèðè÷åñêè ïîëó÷åííóþ
àïïðîêñèìàöèþ ðåøàþùåãî ïðàâèëà. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíî äîïóñòèìûå ñòàíäàðò-
íûå "óðîâíè ìîòèâèðîâàííîñòè" ñðàáàòûâàíèÿ, èëè "òèïû ïðèåìà" ìîæíî àêêóìó-
ëèðîâàòü â íåêîòîðîé òàáëèöå, ïîñòðîåííîé ïóòåì àíàëèçà ðàíåå ñîçäàííûõ ïðèåìîâ,
è èñïîëüçîâàòü åå äëÿ àâòîìàòè÷åñêîé êàëèáðîâêè âåðñèé ïðèåìà íà ïðèìåðàõ.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèâåäåííûé ñïèñîê ïðèåìîâ ðàññ÷èòàí ëèøü íà ëîáîâîé ðåæèì ðå-
øåíèÿ. Åñëè çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ðåæèìå óñèëèòåëÿ, èñïîëüçóþùåãî îãðàíè÷åííûå ëî-
êàëüíûå ïåðåáîðû, òî ïîòðåáíîñòü â äåòàëüíîì îïèñàíèè êîíòåêñòîâ ñðàáàòûâàíèÿ,
ðàçìíîæàþùèõ âåðñèè ïðèåìà, ðåçêî ñîêðàùàåòñÿ, òàê êàê íåîïðàâäàííûå ñðàáàòû-
âàíèÿ çäåñü óæå íå èìåþò ñóùåñòâåííûõ ïîñëåäñòâèé.

Äâà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèÿ îòðåçêà íà ïîäîòðåçêè

∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BD)) & B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈ îòðåçîê(AD) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(CD)) → l(AB) + l(BD)− l(AC)− l(CD) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê. Ðàññòîÿíèÿ AB,
BD, AC, CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 10. Â íåé ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè
âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BD, AC, CD èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî, ñîäåðæàùåå
íåèçâåñòíûå.
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Îòîæäåñòâëåíèå òî÷åê ïî óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè âûðîæäåííîìó îòðåç-
êó

∀AB(A ∈ îòðåçîê(BB) ↔ A = B)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → B ∈
îòðåçîê(AC) & l(AC) = l(AB) + l(BC) ∨ ¬(B ∈ îòðåçîê(AC)) & l(AC) = |l(AB) −
l(BC)|)
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè ðàññòîÿíèÿ AC. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Òåêóùàÿ ïîñûëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ÷èñëåííóþ íåèçâåñò-
íóþ è èìåþùåå åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì - ðàññòîÿíèå AC. Òà-
êèì îáðàçîì, óòî÷íåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê A,B,C ïîçâîëèëî áû íàéòè
AC è ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ äëÿ ÷èñëåííûõ íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B îòðåçêó AC, íè ðàñïîëîæåíèå òî÷êè C íà ëó÷å
AB. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ çäåñü è â ïîñëåäóþùèõ ïðèåìàõ äàííîãî ïîäðàçäåëà
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ïðèåìà ðàâåí 5.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BC)) & l(AC) −
l(AB) ≤ 0 → C ∈ îòðåçîê(AB) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç
âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC, BC èìååò òèï "íåèçâ", à äâà äðóãèõ - èçâåñò-
íû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ íè îäíî èç óòâåðæäåíèé: "C ëåæèò íà ëó÷å AB", "B ëåæèò
íà îòðåçêå AC", "A ëåæèò íà îòðåçêå BC", "C ëåæèò íà îòðåçêå AB", "A ëåæèò íà
ëó÷å CB". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáà-
òûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé
AB, AC, BC ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûå, à äâà äðóãèå - íå ñîäåðæàëè.
∀ABC(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) &
òî÷êàëó÷à(A,B,C) → B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ C ∈ îòðåçîê(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Áîëåå òîãî, íåêîòîðàÿ
÷èñëåííàÿ íåèçâåñòíàÿ, âñòðå÷àþùàÿñÿ â ýòîì âûðàæåíèè, âõîäèò â åäèíñòâåííîå
óðàâíåíèå çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, öåííîñòü ñîîòíîøåíèé ñ ðàññòîÿíèåì BC ñóùå-
ñòâåííî âîçðàñòàåò. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ AB, AC óæå âñòðå÷àþòñÿ â
óðàâíåíèÿõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Èìååòñÿ òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 11. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC
íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC èìåëè òèï "íåèçâ".
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ C ∈ îòðåçîê(AB) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC, BC íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, à äâà äðóãèõ - èìåþò òèï "Íåèçâ". Íà ïðÿìîé AC âûäåëåíà åùå õî-
òÿ áû îäíà òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ åå ðàññòîÿíèå äî òî÷êè A. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ
èç íèõ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 12. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèé AB, AC, BC íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, äðóãîå - èìåëî òèï "íåèçâ", à
òðåòüå ðàññòîÿíèå - óæå âñòðå÷àëîñü â çàäà÷å. Âòîðàÿ âåðñèÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
15. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç óêàçàííûõ âûðàæåíèé áûëî èçâåñòíî, äðóãîå -
èìåëî òèï "íåèçâ", à òðåòüå ðàññòîÿíèå èìåëî òèï "îïðåäåëèìî".

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ÷åòûðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé

∀ABCD(òî÷êàëó÷à(A,B,D) & òî÷êàëó÷à(D,A,C) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(BC)) → C ∈ îòðåçîê(BD) & B ∈ îòðåçîê(AD) & l(BC) =
l(AD)−l(AB)−l(CD) ∨ òî÷êàëó÷à(C,B,D) & òî÷êàëó÷à(B,A,C) & l(BC) = l(AB)+
l(CD)− l(AD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Òî÷êà B ëåæèò íà ëó÷å AD, òî÷êà C - íà ëó÷å DA. Ðàçáèðàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:
ëèáî îòðåçîê AD ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäîòðåçêè AB, BC, CD, ëèáî îòðåçêè AB, CD ïå-
ðåñåêàþòñÿ ïî îòðåçêó BC. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû äâà èç ðàññòîÿíèé AB, AD, BC,
CD âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ íè îäèí èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê
B,C. Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.
∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈ îòðåçîê(AD) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(CD)) → àêòèâ(l(BC)) & (B ∈ îòðåçîê(AC) &
C ∈ îòðåçîê(BD) ∨ C ∈ îòðåçîê(AB) & B ∈ îòðåçîê(CD)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè B,C íàõîäÿòñÿ íà îòðåçêå A,D, è ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ñëó÷àÿ èõ ðàçìåùåíèÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BD, CD
âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
òî÷åê B,C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè íàëåãàþùèõ îòðåçêîâ, ïðîòèâîïîëîæíûå êîí-
öû êîòîðûõ ñîâïàäàþò

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & l(AC) = a & l(BC) = b & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(C,A,B) → l(AB) = |a− b|)
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b íå
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ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(BC)) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) →
l(BC) = |l(AB)− l(AC)|)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ"; âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé
AC, BC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(C,A,B) →
l(AB) = |l(AC)− l(BC)|)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ", âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC - íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(C,A,B) → l(AB) =
|l(AC)− l(BC)|)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ", âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC - íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCD(àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AD)) & B ∈ îòðåçîê(AC) & B ∈
îòðåçîê(AD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → l(CD) = |l(AC)− l(AD)|)

Â ýòîì ïðèåìå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíàÿ òî÷êà B, ïîçâîëÿþùàÿ îïðå-
äåëèòü ðàçìåùåíèå òî÷êè C íà ëó÷å AD. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò òèï
"íåèçâ", âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC è AD íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈
îòðåçîê(AD) → l(BC) = |l(AC)− l(AB)|)

Âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà D èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ", âûðàæåíèÿ äëÿ
ðàññòîÿíèé AB è AC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà âûâîäÿò ñëåäñòâèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê îòðåçêàì.
1. Òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò êîíöîâ îòðåçêà.
∀ABC(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(AB) = l(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
B ∈ îòðåçîê(AC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îä-
íîé ïîñûëêîé ëèáî ñ äâóìÿ ðàâåíñòâàìè â ïîñûëêàõ, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ
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ñîâïàäàþò, à ëåâûå ñîîòâåòñòâóþò l(AB) è l(BC). Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3.

2. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó èç ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ òî÷åê ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé.

∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿ-
mbox(AB)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → E ∈ îòðåçîê(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïåðâûõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 8. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Ó íåå ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
àíòåöåäåíòå. Ýòà âåðñèÿ íóæíà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ E ââî-
äèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîçäíåå, ÷åì ïîÿâëÿåòñÿ ïîñûëêà "ðàçíûåñòîðîíû(. . .)".

∀ABCDEF (E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(F,D, ïðÿ-
ìàÿ(AB)) & ïðÿìàÿ(CF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿ-
ìàÿ(CD)) → E ∈ îòðåçîê(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 8.

∀ABCDE(ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) & îäíàñòîðîíà(B,E, ïðÿìàÿ(CD))
& C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(E ∈ ïðÿìàÿ(CD)) → C ∈ îòðåçîê(AB))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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3. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "îäíàñòîðîíà".

∀ABCDEab(l(CD) = a & l(CE) = b & 0 ≤ b− a & D ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåïðÿ-
ìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CE)) & îäíàñòîðîíà(E,D, ïðÿìàÿ(AB)) & C ∈ ïðÿ-
ìàÿ(AB) → D ∈ îòðåçîê(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Òðåòèé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ
òîëüêî â ðåæèìå óñèëèòåëÿ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî âûñîêîé åãî òðóäî-
åìêîñòüþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí äðóãîé
ïðèåì, îòëè÷àþùèéñÿ ëèøü òåì, ÷òî òðåáîâàíèå ðåæèìà óñèëèòåëÿ ñíèìàåòñÿ,
çàòî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïîäíèìàåòñÿ äî 6.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(FG) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE)
& C ∈ ïðÿìàÿ(FG) & îäíàñòîðîíà(A,H, ïðÿìàÿ(FG)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,H,
ïðÿìàÿ(DE)) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(DE)) → B ∈ îòðåçîê(AC))

Àíòåöåäåíò ("ðàçíûåñòîðîíû(. . .)") èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåí-
òû "îäíàñòîðîíà(. . .)" è "ðàçíûåïðÿìûå(. . .)" îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "ðàçíûåñòîðîíû".

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(FG)) &
E ∈ ïðÿìàÿ(FG) & ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(CD)) → G ∈ îòðåçîê(EF ))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

5. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îòðåçêó èç ïðèíàäëåæíîñòè êîíöîâ ýòîãî
îòðåçêà äâóì ñìåæíûì îòðåçêàì ñ êîíöàìè â äàííîé òî÷êå.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BC) & C ∈ îòðåçîê(AB) → C ∈
îòðåçîê(DE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó ïóòåì öåíòðàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ òî-
÷åê íà äðóãóþ ïðÿìóþ.

∀ABCDEF (C ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(BE) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
F ∈ îòðåçîê(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,E) → E ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEFG(F ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ îòðåçîê(AE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(FG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AE)) & G ∈ ïðÿìàÿ(BE) →
G ∈ îòðåçîê(BE) & D ∈ îòðåçîê(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

7. Ïåðåêðûâàþùèåñÿ îòðåçêè.
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∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(BD) & B ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
C ∈ îòðåçîê(AD))

∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(BD) & B ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
B ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈ îòðåçîê(BD) → C ∈ îòðåçîê(AD))

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ó îäíîé èç íèõ ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, à âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì"; ó äðóãîé
- âòîðîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, à ïåðâûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AD) & B ∈ îòðåçîê(AC) → C ∈ îòðåçîê(BD))

Çäåñü ñîçäàíû ÷åòûðå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâûå äâå ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2.
Êàê è âûøå, îíè îòëè÷àþòñÿ âûáîðîì òî÷êè ïðèâÿçêè. Åùå äâå àíàëîãè÷íûå
âåðñèè ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 12.
∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(BD) & ¬(C ∈ èíòåðâàë(AB)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(l(CD)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → C ∈ îòðåçîê(AD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó.

∀ABCDE(C ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AE)) → D ∈ îòðåçîê(AE))

∀ABCDE(C ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → D ∈ îòðåçîê(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2, 4 è 6.

∀ABCDE(A ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(EC) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(BD)) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → A ∈ îòðåçîê(DE))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Óñìîòðåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðåõ òî÷åê èç ñðàâíåíèÿ äëèí ïàðàëëåëü-
íûõ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

∀ABCDE(àêòèâ(l(DE)) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & òî÷êàëó÷à(A,D,B) &
0 ≤ l(BC)− l(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(
ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé è ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4 è 5.

10. Óòî÷íåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà ëó÷å äâóõ òî÷åê èç ñðàâíåíèÿ èõ ðàñ-
ñòîÿíèé äî íà÷àëà ëó÷à.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 ≤ l(AC)− l(AB) &
òî÷êàëó÷à(A,B,C) → B ∈ îòðåçîê(AC))

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(AC) − l(AB) ≤
0 & òî÷êàëó÷à(A,B,C) → C ∈ îòðåçîê(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàçíîñòü â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ïðèåìû ïî÷òè èäåíòè÷íû, íî êàæäûé èç íèõ íóæåí:
ïåðâûé èíèöèèðóåòñÿ ðàññìîòðåíèåì áîëåå êîðîòêîãî îòðåçêà, âòîðîé - áîëåå
äëèííîãî. Â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé,
à â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ
ðàññòîÿíèé AB, AC ïðîïîðöèîíàëüíû ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ êàæäîãî ïðèåìà ðàâíû 6 è 8.
Íà ïåðâîé èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì îñíîâàíû åùå äâà ïðèåìà. Óñëîâèåì ïðè-
ìåíèìîñòè ïåðâîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ïîñûëêàõ çàäà÷è íåðàâåíñòâà ñ
ðàññòîÿíèåì AB ëèáî AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 6. Âòîðîé ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åãî
ðàâåí 4.

11. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ óñëîâèé íåïðè-
íàäëåæíîñòè èíòåðâàëàì.
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∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AD) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)) & òî÷êàëó÷à(D,B,C) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) → C ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Âî âòîðîì àíòåöåäåíòå âìåñòî ñèìâîëà "èíòåðâàë" ìîæåò íàõîäèòüñÿ
ñèìâîë "îòðåçîê". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABC(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)) & ¬(C ∈ èíòåðâàë(AB)) →
B ∈ îòðåçîê(AC))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå âìåñòî ñèìâîëà "èí-
òåðâàë" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "îòðåçîê". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Âíóòðåííÿÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà ëåæèò íà îòðåçêå ñ êîíöàìè íà åãî ãðàíèöå.

∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → F ∈ îòðåçîê(AE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) →
F ∈ îòðåçîê(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGH(H ∈ îòðåçîê(FG) & G ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AC) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AC) & H ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
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ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → H ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðè ïîñëåäíèõ
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

13. Ïðîåêöèÿ íà ãèïîòåíóçó òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé íà êàòåòå.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → E ∈ îòðåçîê(AC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä(1)"
îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè ïî ïåðâîìó èç íèõ. Ôàêòè÷åñêè ñíà÷àëà
èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàêîå-òî óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè, à çàòåì èäåíòèôè-
öèðóþùèé îïåðàòîð "ïðÿìûåóãëû" ïåðå÷èñëÿåò ïàðû ïðÿìûõ AB, BC, ïàðàë-
ëåëüíûõ ëèáî ðàâíûõ èñõîäíûì, íàõîäÿ òàêæå èõ îáùóþ òî÷êó B. Ðàññòîÿíèÿ
AC è CE äîëæíû óæå óïîìèíàòüñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

14. Òî÷êà âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ëåæèò íà îòðåçêå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
íåå ïðÿìîé, êîíöû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå.

∀ABCDEFG(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(EG) & F ∈ ôèãóðà(ABCD) → F ∈ îòðåçîê(EG))

Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè íàõîäèòñÿ â ïÿòîì àíòåöåäåíòå. Âìåñòî ñèìâîëà "ïàðàëëåëîãðàìì"
äîïóñêàþòñÿ ñèìâîëû "òðàïåöèÿ", "ïðÿìîóãîëüíèê", "êâàäðàò", "ðîìá", "÷å-
òûðåõóãîëüíèê". Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Åñëè ðàññòîÿíèÿ EF , FG óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, òî äîïîëíèòåëüíî âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå l(EG) =
l(EF ) + l(FG). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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∀ABCDEFGPQ(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
G ∈ îòðåçîê(AD) & P ∈ îòðåçîê(AB) & Q ∈ îòðåçîê(CD) & F ∈ îòðåçîê(PQ)
& F ∈ ïðÿìàÿ(EG) → F ∈ îòðåçîê(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Àíàëîãè÷íûå ïðèåìû ñîçäà-
íû äëÿ ñèìâîëîâ "òðàïåöèÿ", "ïðÿìîóãîëüíèê", "êâàäðàò", "ðîìá", "÷åòûðåõ-
óãîëüíèê".

15. Óñìîòðåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà îòðåçêå äâóõ òî÷åê èç ñðàâíåíèÿ èõ
ðàññòîÿíèé äî êîíöîâ îòðåçêà.

∀ABCD(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(CD)) & 0 ≤
l(AB) − l(AC) − l(BD) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) & òî÷êàëó÷à(B,D,A) → C ∈
îòðåçîê(AD) & D ∈ îòðåçîê(BC) & l(AB) = l(CD) + l(AC) + l(BD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) & C ∈ îòðåçîê(AB) &D ∈
îòðåçîê(AB) & 0 ≤ l(AD) + l(BC) − l(AB) → C ∈ îòðåçîê(AD) & D ∈
îòðåçîê(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABCD(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(CD)) & pl(AC) = ql(CD) & C ∈ îòðåçîê(AB) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & 0 < p− q → C ∈ îòðåçîê(AD) & D ∈ îòðåçîê(BC))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "çíà÷åíèÿ" è îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëü-
íû". Îí óñìàòðèâàåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, CD
ñ êîýôôèöèåíòàìè p, q. Ýòè êîýôôèöèåíòû ñóòü êàêèå-òî âûðàæåíèÿ ñ ÷èñëåí-
íûìè ïàðàìåòðàìè (âîçìîæíî, íåèçâåñòíûìè). Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

16. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó è íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåð-
âàëó.

∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AD) & òî÷êàëó÷à(B,C,D) → B ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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17. Ðàçáèåíèå îòðåçêà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AC) = l(CD) & l(CD) =
l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → C ∈ îòðåçîê(AD) & D ∈ îòðåçîê(BC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ðàâíî", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îä-
íèì ðàâåíñòâîì ëèáî ñ ïàðîé ðàâåíñòâ âèäà l(AC) = a, l(CD) = a. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò - óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

18. Óñìîòðåíèå äâóõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AD) ‖
ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → C ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

19. Ñðàâíåíèå äëèí ïîäîòðåçêà è ëîìàíîé.

∀ABCD(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AB) = a & l(AD) = b & l(CD) = c &
òî÷êàëó÷à(A,B,C) & 0 ≤ a− b− c→ C ∈ îòðåçîê(AB))

Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè-
÷åì âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

20. Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ ê áèññåêòðèñå.
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∀ABCDEF (l(AC) = l(AB) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ l(EF )−l(CE) & òî÷êàëó÷à(A,D,E)
& ðàçíûåòî÷êè(B,C) & E ∈ îòðåçîê(CF ) → B ∈ îòðåçîê(AF ))

Ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà è óñëîâèÿ "ðàçíûåòî÷êè" îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðè ýòîì
òî÷êà ïðèâÿçêè íàõîäèòñÿ âî âòîðîì àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì òàêæå óêàçàòå-
ëåì "òåêâõîæä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

21. Òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè è ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé
äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & ïðÿìàÿ(GH)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ îòðåçîê(BC) & H ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(GH) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & (ðàçíûåòî÷êè(C,H) ∨
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(GH))) & (ðàçíûåòî÷êè(C,G) ∨
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(GH))) → F ∈ îòðåçîê(GH))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

22. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & G ∈ ïðÿìàÿ(FH) &
G ∈ îêðóæíîñòü(DE) & H ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåñòîðîíû(F,H,
ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(F ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → G ∈ îòðåçîê(FH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

23. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà è òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(AB)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(AC)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG)
& òî÷êàëó÷à(D,A,B) & òî÷êàëó÷à(E,C,A) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(FG) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(FG) →
B ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(FG) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(FE) & E ∈ îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥
ïðÿìàÿ(HF ) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ îêðóæíîñòü(FG) & C ∈ îòðåçîê(AE)
& B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(AE)) → B ∈ îòðåçîê(AD))

Âîñüìîé àíòåöåäåíò "C ∈ îòðåçîê(AE)" èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äâà ïî-
ñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

24. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñìåæíûå âåðøèíû âûïóêëîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè íà äðóãèõ ñòîðîíàõ.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îòðåçîê(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & (ðàçíûåòî÷êè(A,E) ∨
ðàçíûåòî÷êè(D,F )) → G ∈ îòðåçîê(AF ))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè-
÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Òàê êàê
ñèìâîëîì ïðèâÿçêè ïðèåìà ñëóæèò "òðàïåöèÿ", òî äëÿ îñòàëüíûõ òèïîâ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêîâ - "÷åòûðåõóãîëüíèê", "ïàðàëëåëîãðàìì", "ðîìá", "êâàäðàò",
"ïðÿìîóãîëüíèê", - ñîçäàíû àíàëîãè÷íûå ïðèåìû.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îòðåçîê(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AF ) → G ∈ îòðåçîê(AF ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Òî÷íî òàê æå, äëÿ äðóãèõ òèïîâ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêîâ ñîçäàíû åãî îòäåëüíûå âåðñèè.

25. Ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äâà òðåóãîëüíèêà ñ âåðòèêàëüíûìè óãëàìè.

∀ABCDEFG(C ∈ îòðåçîê(AE) & C ∈ îòðåçîê(DB) & F ∈ îòðåçîê(AB) &
G ∈ îòðåçîê(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(FG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(DE)) → C ∈ îòðåçîê(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

26. Âåðøèíà òóïîãî óãëà è îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà.

∀ABCDa(∠(ABD) = a & 0 ≤ a− π/2 & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → B ∈ îòðåçîê(AC))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

27. Îáùàÿ òî÷êà äâóõ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(FG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD)) → E ∈ îòðåçîê(FG))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

28. Êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå â âåðøèíàõ âïèñàííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & H ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(DE) &
(0 ≤ l(DE)− l(CD) ∨ 0 ≤ l(CE)− l(CD)) & G ∈ ïðÿìàÿ(FH) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → H ∈ îòðåçîê(FG))

Äèçúþíêöèÿ íåðàâåíñòâ è óòâåðæäåíèå "ðàçíûåòî÷êè(C,D)" îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ÷åòâåðòîì
àíòåöåäåíòå. Ðàññòîÿíèå CD è õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé CE, DE äîëæíû
óæå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

29. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå èç òî÷åê íà îäíîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà
äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãîé ñòîðîíîé.
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∀ABCDEF (C ∈ îòðåçîê(AE) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & D ∈ îòðåçîê(BG)
& E ∈ îòðåçîê(AG) & F ∈ ïðÿìàÿ(BG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD),
ïðÿìàÿ(BG)) → D ∈ îòðåçîê(BF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

30. Ïðîåêöèè òî÷êè îêðóæíîñòè íà õîðäó.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥
ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(C,D)
& ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) → F ∈ îòðåçîê(CD))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì àíòåöå-
äåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

31. Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé òî÷êè äî åãî êîíöîâ.
∀ABCabc(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
l(AB) = a & l(AC) = b & l(BC) = c & c− a− b = 0 → A ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìðàññòîÿíèå" âû÷èñëÿþòñÿ
âûðàæåíèÿ a, b, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, è äàëåå - ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ" ñóììû c−a−b
ðàâåí íóëþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

32. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó èç ðàâåíñòâà óãëîâ.
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∀ABCDE(∠(DBC) = ∠(ABE) & B ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåñòîðîíû(D,E,
ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(AC)) → B ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé
ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè - âèäà ∠(DBC) = a,∠(ABE) = a. Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

33. Áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà.

∀ABCDEF (A ∈ îòðåçîê(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & áèññåêòðèñà(EABF )
& F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AD)) → B ∈ îòðåçîê(CF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

34. Äâà òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé âåðøèíîé è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòó âåðøèíó ñ
îñíîâàíèÿìè òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(F ∈ îòðåçîê(DE) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(CE))
& àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(BCE))
& G ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD))
& ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(CE)) & 0 < π−∠(ACD)−∠(DCE)−∠(BCE)
& 0 ≤ l(CE)− l(BC) → G ∈ îòðåçîê(CF ) & G ∈ îòðåçîê(AB))
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Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé ïÿòü àíòåöåäåí-
òîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé èç ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó

∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) → C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî(. . .)" áëîêèðóåò ïîïûòêè
ïåðåñòàíîâêè òî÷åê B,C ïðè èäåíòèôèêàöèè. Ïðÿìàÿ AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü åé òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0. Äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ (âîññòàíîâëåíèå ñïèñêà îáîñíîâàíèé êîððåêòíîñòè
ïðè àíàëèçå ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ) ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îòëè÷àþùàÿñÿ
ëèøü êîíñåêâåíòîì - "A ∈ ïðÿìàÿ(BC)".

Ðàññìîòðåíèå òðåõ ïîäîòðåçêîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû îòðåçêà

Êàê è â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà íà äâà ïîäîòðåçêà, çäåñü ñîçäàíî ìíîæåñòâî ïðè-
åìîâ âûâîäà, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò îò ñòåïåíè ìîòèâèðîâàííîñòè.

∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(CD)) &
B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈ îòðåçîê(BD) → l(AD) = l(AB) + l(BC) + l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AD, AB, BC, CD ëèáî íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî - èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå òðè ïðèåìà. Ïåðâûé
ïðèìåíèì, åñëè îäíî èç óêàçàííûõ ðàññòîÿíèé íå èçâåñòíî, à îñòàëüíûå âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Âòîðîé ïðèìåíèì, åñëè êàêèå-òî äâà èç ýòèõ ðàññòîÿíèé
íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû (èçâåñòíûå ëèáî íåèçâåñòíûå), à äðóãèå
äâà - âûðàæàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâåí 8. Òðåòèé ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ åãî ðàâåí 11.
∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(CD)) & B ∈ îòðåçîê(AD) &
C ∈ îòðåçîê(BD) → l(AD) = l(AB) + l(BC) + l(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC, CD íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDab(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BC)) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), a) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(CD), b) & B ∈ îòðåçîê(AC) & C ∈ îòðåçîê(BD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AD) → a & b & l(AD) = l(AB) + l(BC) + l(CD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "âû÷èñëåíèåäëèíû", îïðåäåëÿþùèì êîíú-
þíêöèè a, b ñîîòíîøåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèé ðàññòîÿ-
íèé AB, CD. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ
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ðàññòîÿíèÿ BC íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï
"íåèçâ". Òàêèì îáðàçîì, ïðèåì âûâîäèò ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ íåïî-
ñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(CD)) &
B ∈ îòðåçîê(AC) & C ∈ îòðåçîê(BD) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) → l(AD) = l(AB) +
l(BC) + l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Êàêèå-òî äâà èç ðàññòîÿíèé AD, AB, BC, CD íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëåí-
íûå ïàðàìåòðû (èçâåñòíûå ëèáî íåèçâåñòíûå), à äðóãèå äâà - âûðàæàþòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà.
Îíà èìååò òîò æå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ è ïðèìåíèìà, åñëè îäíî èç óêàçàííûõ ðàñ-
ñòîÿíèé íå èçâåñòíî, à îñòàëüíûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû.
∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(BC)) &
òî÷êàëó÷à(B,C,D) & òî÷êàëó÷à(C,A,B) & òî÷êàëó÷à(A,C,D) &
òî÷êàëó÷à(D,A,B) → l(AD) = l(AC) + l(BD)− l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Êàêèå-òî äâà èç ðàññòîÿíèé AD, AB, BC, CD íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëåí-
íûå ïàðàìåòðû (èçâåñòíûå ëèáî íåèçâåñòíûå), à äðóãèå äâà - âûðàæàþòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ðàâåíñòâî äëèí îòðåçêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èñêëþ÷åíèè ðàâíûõ îòðåçêîâ
íà êîíöàõ ðàâíûõ îòðåçêîâ

∀ABCDEF (l(AE) = l(DE) & C ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(DE) & l(AC) = l(DF ) →
l(BC) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Ðà-
âåíñòâî "l(BC) = l(EF ) èìååò òèï "ñóùåñòâðàâíî", ò.å. îäíîèìåííûé ïàêåòíûé èí-
äèêàòîð âûäàåò íà íåì îòâåò "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ òî÷åê îòðåçêà, ðàâíîóäàëåííûõ îò åãî êîíöîâ

∀ABCD(l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → C = D)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêàì, ëåæàùèì íà ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ

∀ABCDE(C ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → C = E)
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Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü",
ò.å. âîçíèêøèõ ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ. Îí óñêîðÿåò óñìîòðåíèå íåðåàëèçóåìûõ ñèòóà-
öèé. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à óæå èìååò ïîñûëêó, ïðåäñòàâëÿþùóþ
ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ òî÷åê. Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ñ íåïðèíàäëåæíîñòüþ òî÷êè òðåóãîëüíèêó

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "êîíòðîëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ èõ ðàâåí 2. Íà áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ óæå
ìîæåò áûòü âûäàí îòâåò, è óñìîòðåòü ïðîòèâîðå÷èå íóæíî äî ýòîãî.

∀ABCDE(¬(E ∈ ôèãóðà(ABC)) & D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD) → ëîæü)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Íà òîé
æå òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, ó êîòîðîãî òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì
àíòåöåäåíòå. Çäåñü óêàçàòåëåì "óñì" âûäåëåí òîëüêî âòîðîé àíòåöåäåíò.
∀ABCDE(¬(E ∈ ôèãóðà(ABC)) & D ∈ îòðåçîê(AC) & òî÷êàëó÷à(B,D,E) & l(BE) =
a & l(BD) = b & 0 ≤ b− a→ ëîæü)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ BE, BD óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ââåäåí
ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè, âûäåëÿåìîé íà ïðîâåðêó ïîñëåäíåãî àíòåöå-
äåíòà.

Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó åãî êîíöàìè

∀AB(äëèíà(îòðåçîê(AB)) = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âêëþ÷åíèå â ïðÿìóþ

∀ABCD(îòðåçîê(AB) ⊆ ïðÿìàÿ(CD) ↔ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Âêëþ÷åíèå â ïëîñêîñòü

∀ABCDE(îòðåçîê(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(CDE) ↔ A ∈ ïëîñêîñòü(CDE) &
B ∈ ïëîñêîñòü(CDE))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: ðàññòîÿíèå îò êîíöà îòðåçêà äî òî÷êè îòðåçêà
áîëüøå äëèíû îòðåçêà

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà ïðèìåíÿþòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "êîíòðîëü".
∀ABCabcde(l(AB) = ab/c & l(AC) = bd/e & B ∈ îòðåçîê(AC) & 0 < b &
0 < a/c− d/e→ ëîæü)
∀ABCabcde(l(AB) = bd/e & l(AC) = ab/c & B ∈ îòðåçîê(AC) & 0 < b &
0 < a/c− d/e→ ëîæü)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ
ñèììåòðè÷íûõ ðàññìîòðåíèé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âòîðàÿ ïîñûëêà ðàñïîëàãàëîñü â ñïèñ-
êå ïîñûëîê ïîñëå ïåðâîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåä-
íèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, c, d, e êîíñòàíòíûå.
Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè äëÿ îáðàáîòêè ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCpq(A ∈ îòðåçîê(BC) & 0 < ps− qr → (rl(AB)/s = pl(BC)/q) ↔ ëîæü)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ p, q, r, s íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(BC) = a & l(AD) = b & l(CD) = c &
0 < a− b− c→ ëîæü)
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿ-
òûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ôèëüòðû "óñì(àêòèâ(ðàññòîÿíèå(õ26
õ29)))", "óñì(àêòèâ(ðàññòîÿíèå(õ28 õ29)))" ôàêòè÷åñêè ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê àíòåöå-
äåíòàì è îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé D ñ íåêîòîðîé òî÷êîé, òàêîé, ÷òî
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ åå ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê A,C. Âûðàæåíèÿ a, b, c äîëæíû áûòü
êîíñòàíòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

∀ABa(îòðåçîê(AB) = a↔ a = îòðåçîê(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé çàäà÷è. Ëèáî ïðå-
îáðàçóåìàÿ ïîñûëêà åùå íå èìååò êîììåíòàðèÿ "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà", ëèáî îíà íå
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îðèåíòèðîâàíà òðåáóåìûì îáðàçîì (ò.å. ñëåâà - ïåðåìåííàÿ, ñïðàâà - îòðåçîê). Ïðè
âûïîëíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿ-
ðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Êîíöû îòðåçêà

∀AB(êîíöû(îòðåçîê(AB)) = {A,B})

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ òî÷åê äåëåíèÿ îòðåçêà íà ðàâíûå ÷àñòè

∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AC) = l(CD) & l(CD) = l(BD) →
¬(A = C) & ¬(C = D) & ¬(B = D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîòðåçîê"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ïðèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàíäîâ (êîí-
öîâ îòðåçêà) è ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî èç ïîñûëîê âèäà "îòðåçîê(AB)=C"
äëÿ çàìåíû îáîçíà÷åíèÿ îòðåçêà íà âûðàæåíèå C.

3.13 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "èíòåðâàë"

Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ

Íà óðîâíå 0 ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå
îïåðàíäîâ â âûðàæåíèè "èíòåðâàë(AB)". Òåîðåìà ïðèåìà - "êîììóòàòèâíî(èíòåðâàë)".

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé èç ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó

∀ABC(A ∈ èíòåðâàë(BC) → A ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Êîíåö îòðåçêà íå ïðèíàäëåæèò åãî èíòåðâàëó

∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) → ¬(B ∈ èíòåðâàë(AC)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Èíòåðâàë ñ ñîâïàäàþùèìè êîíöàìè

∀A(èíòåðâàë(AA) = ∅)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó

Íåïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A èíòåðâàëó BC îçíà÷àåò, åñëè âñå ýòè òî÷êè ëåæàò íà
îáùåé ïðÿìîé, ÷òî òî÷êè B,C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò A. Åñëè îäíà èç òî÷åê
B,C îòëè÷íà îò A, òî äðóãàÿ ëåæèò íà îïðåäåëÿåìîì åþ ëó÷å ñ íà÷àëîì A. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå, çàáëàãîâðåìåííîå óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè èíòåðâàëó ÿâëÿåò-
ñÿ âàæíûì äëÿ ïîñëåäóþùåãî áûñòðîãî àíàëèçà âçàèìíîãî ðàçìåùåíèÿ òî÷åê íà
ïðÿìîé. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû, âûâîäÿùèå ñëåäñòâèÿ òàêîãî âèäà.

1. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó èç ñðàâíåíèÿ âåëè÷èí óãëîâ.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ABD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 ≤ ∠(ABC)−
∠(ABD) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(AC)) → ¬(C ∈ èíòåðâàë(AD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D ëó÷ó CA. Ââå-
äåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè äëÿ ïðîâåðêè ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ðàçíîñòè äâóõ îòðåçêîâ ñ îáùèì êîíöîì,
ñîäåðæàùèõ ýòó òî÷êó.

∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(AC) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) →
¬(D ∈ èíòåðâàë(BC)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ëó÷óDB. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) →
¬(D ∈ èíòåðâàë(BC)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè
C ëó÷ó DB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó èç ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè äâóì îò-
ðåçêàì ñ îáùèì êîíöîì.
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∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) & C ∈ îòðåçîê(DB) & ðàçíûåòî÷êè(C,B) →
¬(B ∈ èíòåðâàë(AD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

4. Êîíåö îòðåçêà íå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò íà îòðåçêå.
∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) &D ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AD)) →
¬(A ∈ èíòåðâàë(CD)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò òîëüêî â çàäà÷àõ, èìåþùèõ öåëü "÷åðòåæ".
Òàêèå öåëè âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè ýñêèçà, ñîïðîâîæäàþùåãî óñëîâèå ïëà-
íèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà "îäíà-
ñòîðîíà".

∀ABCDE(àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
¬(C ∈ èíòåðâàë(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè îáðàáîòêè
ïÿòîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó èç ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ òî÷åê ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
¬(A ∈ èíòåðâàë(CD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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∀ABCDEFG(îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & C ∈ îòðåçîê(FB) &
D ∈ îòðåçîê(BE) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(GE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(GE)) → ¬(G ∈ èíòåðâàë(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

7. Ïðîåêöèÿ íà ñòîðîíó îñòðîãî óãëà òî÷êè, ëåæàùåé íà äðóãîé åãî ñòîðîíå.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(BAC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,C,D) & 0 ≤ π/2− ∠(BAC) →
¬(A ∈ èíòåðâàë(BE)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òå-
êâõîæä(3)" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â òðåòüåì àíòåöåäåíòå. Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ýòîé îáðàáîòêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(BAC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,C,D) & 0 ≤ π/2− ∠(BAC) →
¬(A ∈ èíòåðâàë(BE)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
8. Ïåðåñå÷åíèå ñ îêðóæíîñòüþ îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî êîíåö õîðäû ñ òî÷êîé íà

ïàðàëëåëüíîé õîðäå.
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∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) & G ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(CE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(CE)) →
¬(C ∈ èíòåðâàë(FG)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; àíòåöåäåíòû ñ çàãîëîâêàìè
"ðàçíûåòî÷êè", "ðàçíûåïðÿìûå", "îäíàñòîðîíà" îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ïåðåñå÷åíèå áèññåêòðèñû ñ îòðåçêîì, êîíöû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ íà ñòîðîíàõ
óãëà.

∀ABCFGHP (áèññåêòðèñà(BACF ) & òî÷êàëó÷à(A,B,G) & òî÷êàëó÷à(A,H,C)
& P ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(FP )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

10. Ñåêóùàÿ, ïðîâåäåííàÿ ê îêðóæíîñòè èç âíåøíåé òî÷êè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) →
¬(C ∈ èíòåðâàë(EF )))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFG(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CD), îêðóæíîñòü(AB)) &
G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(GE) → ¬(G ∈ èíòåðâàë(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

11. Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ñ ïðîäîë-
æåíèåì òðåòüåé ñòîðîíû.

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
¬(D ∈ èíòåðâàë(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòûðå ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé óãëà ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî ê áèññåê-
òðèñå.

∀ABCDE(∠(CAD) = ∠(BAD) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(CE)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îä-
íîé ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

13. Ñðàâíåíèå ðàññòîÿíèé äî òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå îñòðîãî óãëà.

∀BCDE(àêòèâ(∠(BCD) & ∠(BCD) = a & 0 < π − 2a & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(BE)) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & l(BE) = b & l(BC) = c & 0 < c− b→
¬(C ∈ èíòåðâàë(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî
ïî øåñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Íàêîíåö, òðåòèé è äåâÿòûé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè îáðàáîòêè äåâÿòîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

14. Ñåêóùàÿ, ïðîâåäåííàÿ èç âíåøíåé òî÷êè.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(DF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & ¬(C ∈ âíóòðåííîñòü(êðóã(AB))) →
¬(C ∈ èíòåðâàë(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

15. Óñìîòðåíèå îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 493

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ∠(BAD) = a &
0 < π/2− a→ ¬(A ∈ èíòåðâàë(CD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âçÿòà â ïåðâîì èç íèõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé;
âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìèíòåðâàë"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì - ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïå-
ðàíäîâ.

3.14 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëó÷"

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé

∀ABC(òî÷êàëó÷à(A,B,C) → B ∈ ïðÿìàÿ(AC))

∀ABC(B ∈ ëó÷(AC) → B ∈ ïðÿìàÿ(AC))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿ-
ìîé AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ òî÷åê ëó÷à, óäàëåííûõ îò åãî íà÷àëà íà îäíî è òî
æå ðàññòîÿíèå

∀ABC(l(AB) = l(AC) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) → B = C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî" è
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïåðåä åãî îáðàáîòêîé ïðîâåðÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé
AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó

∀ABC(A ∈ ëó÷(BC) → ¬(B ∈ èíòåðâàë(AC)))

∀ABC(òî÷êàëó÷à(B,A,C) → ¬(B ∈ èíòåðâàë(AC)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ëó÷ó ñ ïîìîùüþ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðà-
òîðîâ

∀ABC(òî÷êàëó÷à(A,B,C) → òî÷êàëó÷à(A,B,C))

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) → òî÷êàëó÷à(A,B,C))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ïðè÷åì àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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3.15 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðàññòîÿíèå"

Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ

Íà óðîâíå 0 ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå
îïåðàíäîâ â âûðàæåíèè "ðàññòîÿíèå(AB)". Òåîðåìà ïðèåìà - "êîììóòàòèâíî(ðàññòî-
ÿíèå)".

Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå

∀AB(àêòèâ(l(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ðàññòîÿíèå(õ26 õ27))"
îïðåäåëÿåò åãî ïðèìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ l(AB). Äîïóñêàþòñÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèå
öåëü "êëàññ". Ïîñëåäíèå âîçíèêàþò â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè ïîïûòêå èñêëþ-
÷èòü îïèñàòåëè "êëàññ", ó÷àñòâóþùèå â çàäàíèè êðèâûõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé, è
ïåðåéòè ê áåñêîîðäèíàòíîìó çàäàíèþ. Âûðàæåíèå l(AB) íå äîëæíî íàõîäèòüñÿ ïîä
ñâÿçûâàþùèì åãî êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ó÷åò ïðÿìîé

∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîñûëêè "àêòèâ(l(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóò-
ñòâèå âûäåëåííîãî â çàäà÷å îòðåçêà AC, ñîäåðæàùåãî îòëè÷íóþ îò C òî÷êó B, à
òàêæå îòðåçêà BC, ñîäåðæàùåãî òî÷êó A. Åñëè òàêèå îòðåçêè åñòü, òî ïðÿìàÿ áóäåò
ðåãèñòðèðîâàòüñÿ ïî íèì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îòëè÷èå ðàññòîÿíèÿ îò íóëÿ

∀AB(¬(l(AB) = 0) ↔ ¬(A = B))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñîâïàäàþùèå òî÷êè

∀A(l(AA) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñîâïàäåíèå òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 0

∀AB(l(AB) = 0 ↔ A = B)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ðàññòîÿíèÿ

∀ABa(0 < a→ ¬(l(AB) = −a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íà öåëåñîîáðàçíîñòü ïîïûòêè åãî ïðèìåíåíèÿ
óêàçûâàåò íàëè÷èå ìèíóñà ïåðåä âûðàæåíèåì äëÿ ðàññòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâñòíûõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.
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∀ABa(0 ≤ a→ l(AB) = −a↔ a = 0 & A = B)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABa(l(AB) = a & a < 0 → ëîæü)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ è â íåì âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ìèíóñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABa(ðàçíûåòî÷êè(A,B) & l(AB) = a→ 0 < a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, íå èìå-
þùåé öåëè "èçâåñòíî". Â ãåîìåòðèè ýòî áûâàåò äëÿ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è
íåêîíñòàíòíîå. Îíî èìååò òîëüêî ÷èñëåííûå ïåðåìåííûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABabc(ðàçíûåòî÷êè(A,B) & l(AB) = a|b|/c→ ¬(b = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå b - íåêîí-
ñòàíòíîå è èìååò òîëüêî ÷èñëåííûå ïåðåìåííûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èñêëþ÷åíèå ðåãèñòðàöèè âûðîæäåííîãî ðàññòîÿíèÿ

∀A(àêòèâ(l(AA)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Òðè òî÷êè, ðàâíîóäàëåííûå îò äâóõ çàäàííûõ òî÷åê, ëåæàò íà îáùåé ïðÿ-
ìîé

∀ABCDE(l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& l(AE) = l(BE) & E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) → E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëè-
áî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.
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Äâå òî÷êè, öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûå äâóì äðóãèì òî÷êàì

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BC) & B ∈ îòðåçîê(DE) & l(BD) = l(BE) &
àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CE)) → l(AD) = l(CE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Âûâîä óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè äëÿ ïåðåìåííîé - êîýôôèöèåíòà ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè ðàññòîÿíèé

∀ABCDabc(l(AB)ab = l(CD)c & 0 ≤ c & 0 < b & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → 0 ≤ a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì a - ïåðåìåííàÿ. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæ-
äåííûå åäèíè÷íûå b, c. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå äîëæåí óñìàòðèâàòü íåîòðèöàòåëü-
íîñòü çíà÷åíèÿ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå íåíóëåâîé ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

∀ABCDpq(l(AB) = pl(CD)/q → ¬(p+ q = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì
p, q - ïåðåìåííûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïîïûòêà ïðèìåíèòü òåîðåìó ñèíóñîâ ïðè óñìîòðåíèè ñîîòíîøåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ äâóõ ðàññòîÿíèé

∀abcdefmnpqrsABCDPQR(al(AB)/b = cl(CD)/d & Ïðîïîðöðàññò(l(AB), r, p, q) &
Ïðîïîðöðàññò(l(CD), s,m, n) & r = l(PQ) & s = l(PR) & ïàðàìóãîë(∠(PQR), e) &
ïàðàìóãîë(∠(PRQ), f) → admq sin f = bcpn sin e)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè, ïåðå÷èñëÿþùèìè ðàññòîÿíèÿ r, s, ïðîïîðöèîíàëü-
íûå, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññòîÿíèÿì l(AB) è l(CD). Ïðè ýòîì p, q - êîýôôèöèåíòû
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè l(AB) è r; m,n - êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè
l(CD) è s. Ïðèåìû ñèíòåçàòîðà "Ïðîïîðöðàññò" áóäóò ïðèâåäåíû â êîíöå äàííîãî
ðàçäåëà. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð";
îíè èäåíòèôèöèðóþò òî÷êè P,Q,R ïî âûðàæåíèÿì r, s. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè âûðàæåíèÿ e, f äëÿ óãëîâ
∠(PQR), ∠(PRQ) ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ a, b, c, d
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé e, f - ñîäåðæèò. Âûðàæåíèÿ
p, q,m, n íå áóäóò ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ ââèäó òîãî, ÷òî òàêèìè èõ ïîäáèðàþò ïðè-
åìû ñèíòåçàòîðà. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê P,Q,R äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè, ïðè÷åì íå
äîëæíà óñìàòðèâàòüñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè R ïðÿìîé PQ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå,
÷òî òðåóãîëüíèê PQR - íå ðàâíîáåäðåííûé. Êîììåíòàðèè "ñèíóñ", ïåðåäàâàåìûå
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ñèíòåçàòîðó "ïàðàìóãîë", ðàçðåøàþò íàõîäèòü âûðàæåíèå äëÿ óãëà ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåõîäà ê äîïîëíèòåëüíîìó óãëó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Èñêëþ÷åíèå ðåãèñòðàöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, çàäàííûìè ñëîæ-
íûìè âûðàæåíèÿìè

∀AB(àêòèâ(l(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëèáî A, ëèáî B íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Òèïè÷íûå ñëó÷àè ñðàáàòûâàíèÿ - ññûëêà A(i) íà òî÷êó,
ÿâëÿþùóþñÿ ýëåìåíòîì íàáîðà A; ññûëêà íà ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè â ìåõàíèêå, è ò.ï.

Âûáîð â çàäà÷å íà ïîñòðîåíèå äâóõ îïîðíûõ òî÷åê íà îñíîâå èçâåñòíîãî
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè

∀ABa(A− òî÷êà & l(AB) = a→ B ∈ îêð(A, a))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé
öåëè "èçâåñòíî". Îáû÷íî ýòî áëîê àíàëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïîñòðîåíèÿ. Îòâåòîì òàêîé çàäà÷è áóäåò ñëóæèòü ñîâîêóïíîñòü óòâåðæäå-
íèé, ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþùèõ èñêîìûå òî÷êè ÷åðåç ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
âûáèðàåìûå "îïîðíûå òî÷êè". Ïîñëåäíèå íåîáõîäèìû, òàê êàê îáû÷íî ïîñòðîåíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ïîâîðîòîâ. Äàííûé ïðèåì
êàê ðàç âûáèðàåò äâå îïîðíûå òî÷êè A,B, óñìàòðèâàÿ â ïîñûëêàõ ðàâåíñòâî, îïðå-
äåëÿþùåå èçâåñòíîå ðàññòîÿíèå a ìåæäó íèìè. Ïåðåìåííûå A,B ñóòü íåèçâåñòíûå,
ïðè÷åì çàäà÷à ïîêà íå èìååò íè îäíîé èçâåñòíîé òî÷êè. Óêàçàòåëü "íàéäåíî(õ26
õ27)" îáåñïå÷èâàåò ïåðåâîä òî÷åê A,B èç íåèçâåñòíûõ â êàòåãîðèþ èçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Âûâîäèìàÿ ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì (íàéäåíî B), ïîçâîëÿþùèì
âïîñëåäñòâèè âûäåëèòü åå èç ñïèñêà ïîñûëîê äëÿ ïåðåíåñåíèÿ â îòâåò. Îí îçíà÷àåò,
÷òî äàííàÿ ïîñûëêà îïðåäåëÿåò ñïîñîá "ïîñòðîåíèÿ" òî÷êè B. Íàïîìíèì, ÷òî âû-
ðàæåíèå "îêð(A, a)" îáîçíà÷àåò îêðóæíîñòü ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå A. Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì, ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ñ ïåðâûì àíòåöåäåíòîì, ïîìå÷àåòñÿ
êîììåíòàðèåì (íàéäåíî A). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé òî÷êè íà îòðåçêå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà ðàñ-
ñòîÿíèÿ ñóììå äðóãèõ ðàññòîÿíèé

∀ABCDab(l(AB) = a & l(BC) = b & 0 ≤ l(AB)− l(BC) → D − òî÷êà &
D ∈ îòðåçîê(AB) & l(BD) = l(BC) & àêòèâ(l(CD)) & a = b+ l(AD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
ïðè÷åì a, b - ïåðåìåííûå. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óêàçàòåëü "íîâûéñèìâîë(õ29 ôèêñ(0 1)ôèêñ(0 2)ôèêñ(0 3))" îïðåäåëÿåò âûáîð
íîâîé ïåðåìåííîé D è ïåðåäà÷ó â ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ïåð-
âûõ òðåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âûâîäèìîãî óòâåðæäåíèÿ. Óñëîâèå çàäà÷è äîëæíî
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èìåòü âèä b − a = d ëèáî a − b = d. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå âûäåëåííîé íà
îòðåçêå AB òî÷êè, ðàññòîÿíèå êîòîðîé äî òî÷êè B ðàâíî b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 12.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç ñðàâíåíèÿ ðàññòîÿíèé òî÷êè âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà äî âåðøèí ñ äëèíàìè ñòîðîí

∀ABCD(D ∈ ôèãóðà(ABC) & l(AD) = a & l(CD) = b & l(AB) = c & l(AC) = d &
0 < a− c & 0 < b− d→ ëîæü)
Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå. Ïîñëåäíèå äâà àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

Ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè â ñîîòíîøåíèè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàññòî-
ÿíèé

∀abcdeABCD(0 < a & 0 < c & 0 < d & 0 < e & al(AB)/c = −dl(CD)/e→ A = B &
C = D)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå èìååò öåëü "êîíòðîëü". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà

Â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî îáîçíà÷èòü êàêîé-ëèáî ÷èñëîâîé
àòîì (ðàññòîÿíèå, óãîë è ò.ï.) âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé è âðåìåííî ñ÷èòàòü åå
èçâåñòíîé. Ýòî àêòèâèðóåò ïðèåìû, âûðàæàþùèå ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû ÷åðåç ðàñ-
øèðåííûé ñïèñîê èçâåñòíûõ âåëè÷èí. Ïîñëå òîãî, êàê íåèçâåñòíàÿ îêàçûâàåòñÿ âû-
ðàæåíà ÷åðåç òàêèå âñïîìîãàòåëüíûå "èçâåñòíûå" ïàðàìåòðû, îíè ïåðåâîäÿòñÿ â ðàç-
ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî
ïðèåìîâ ââîäà âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàññòîÿíèé.

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ äëèíû îòðåçêà, âñòðå÷àþùåéñÿ â çíàìå-
íàòåëå.
∀abcdnAB(a = b/(cl(AB)n) → d = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå a èìååò òèï
"âíåøíåèçâ", âûðàæåíèå b ñîäåðæèò ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Òàêèì îáðàçîì, ïðè-
åì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõ îòíîøåíèé äâóõ
ðàññòîÿíèé. Ðàññòîÿíèå AB áóäåò îáîçíà÷åíî âñïîìîãàòåëüíûì "èçâåñòíûì"
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ïàðàìåòðîì d, è ðåøàòåëü ïîïûòàåòñÿ âûðàçèòü ÷åðåç íåãî ðàññòîÿíèå èç ÷èñ-
ëèòåëÿ. Óêàçàòåëü "âñïîìïàðàìåòð(õ4 ôèêñ(0))" è ÿâëÿåòñÿ òåì äîïîëíåíèåì
ê îïèñàíèþ ïðèåìà âûâîäà, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò äåéñòâèÿ ïî ââîäó íîâîãî ïà-
ðàìåòðà d. Èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî d - âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, ñîõðàíÿåòñÿ
â êîììåíòàðèè (âñïîìïàðàìåòð d) ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 7.

2. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ äëèíû îòðåçêà, âñòðå÷àþùåéñÿ â ñîîò-
íîøåíèè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
∀abcxAB(axl(AB) = b→ c = l(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "èçâåñòíî". Ïåðåìåííàÿ x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà-
÷è íà îïèñàíèå. Îíà íå âñòðå÷àåòñÿ â äðóãèõ óðàâíåíèÿõ, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå
ïîñûëîê. Óêàçàòåëü "âñïîìïàðàìåòð(. . .)" èñïîëüçóåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäó-
ùåì ïðèåìå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Åñëè èìååòñÿ íåñêîëü-
êî âõîæäåíèé ýòîãî ñèìâîëà â b, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, èíà÷å îí
ðàâåí 12. Èìååòñÿ åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 14. Îíà
ðàçðåøàåò âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x â äðóãèå óðàâíåíèÿ, íî òîëüêî òàêèå, êî-
òîðûå ñîäåðæàò ñèìâîë "ðàññòîÿíèå" è íå èìåþò âõîæäåíèé l(AB).

3. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ ðàññòîÿíèÿ, âõîäÿùåãî â óñëîâèå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî.
∀ABa(l(AB) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä", ïðè÷åì óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" îïðå-
äåëÿåò åãî èíèöèàëèçàöèþ ïðè óñìîòðåíèè âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ l(AB) â óñëî-
âèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ýòî âõîæäåíèå ðàñïîëî-
æåíî âíóòðè ðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû îäèí èç ñèìâîëîâ "óãîë", "ðàñ-
ñòîÿíèå", "ïëîùàäü", ëèáî çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíûå A), âûäå-
ëÿþùèé ïåðåìåííûå A, ðàññìàòðèâàåìûå â çàäà÷å êàê íåèçâåñòíûå. Ðàçóìå-
åòñÿ, çäåñü ðå÷ü èäåò íå î íàõîæäåíèè çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ, à ëèøü î òîì,
÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî ìåõàíèçìàìè óïðàâëåíèÿ
âûâîäîì ñëåäñòâèé, ðàçðàáîòàííûìè äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå. Ðàçäåëåíèå
ïåðåìåííûõ íà "íåèçâåñòíûå" è "èçâåñòíûå ïàðàìåòðû" èãðàåò ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåò äðóãîãî âûðàæåíèÿ l(CD),
âñòðå÷àþùåãîñÿ â áîëüøåì ÷èñëå óðàâíåíèé çàäà÷è, ÷åì l(AB). Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ öåëî÷èñëåííîãî ðàññòîÿíèÿ.
∀ABd(l(AB)− öåëîå→ d = l(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "èçâåñòíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñ
öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè êðàéíå ðåäêè - â çàäà÷íèêå ðåøàòåëÿ èìååòñÿ
âñåãî îäèí ïðèìåð òàêîãî ðîäà. Äàííûé ïðèåì àêòèâèçèðóåò ïîïûòêè âûâîäà
íîâûõ óðàâíåíèé ñ öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, è â èòîãå äàåò âîçìîæíîñòü
âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì èõ öåëî÷èñëåííîñòè.

5. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ äëèíû îòðåçêà, âñòðå÷àþùåéñÿ â èñõîä-
íîì ñîîòíîøåíèè äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ ðàññòîÿíèé.
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∀abcABCD(l(AB) = al(CD) + b→ c = l(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "èçâåñòíî". Ýòà ïîñûëêà íå èìååò êîììåíòàðèÿ "ñëåäñòâèå", ò.å. âñòðå-
÷àëàñü â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è, ñ òî÷íîñòüþ äî òîæäåñòâåííûõ èëè
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé

Äðóãîé ñïîñîá ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ðåøàòåëÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëîâîìó àòîìó - ââåñòè
äëÿ íåãî âñïîìîãàòåëüíóþ íåèçâåñòíóþ. Âî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
îíà ïðèðàâíèâàåòñÿ ê ïðî÷èì íåèçâåñòíûì, òàê ÷òî àêòèâèðóåòñÿ âûâîä ñîîòíîøå-
íèé äëÿ óêàçàííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà è ñóùåñòâåííî ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü åãî
îïðåäåëåíèÿ. Íèêàêîãî èçìåíåíèÿ ñòàòóñà âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ äàæå ïîñëå
íàõîæäåíèÿ èõ çíà÷åíèé íå ïðîèñõîäèò. Îäíàêî, îíè èãíîðèðóþòñÿ ïðè ñîñòàâëåíèè
îòâåòà çàäà÷è - â íåãî âêëþ÷àþòñÿ òîëüêî ðàâåíñòâà äëÿ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ. Ïðè
ýòîì íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû çíà÷åíèÿ âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ òîæå áûëè
íàéäåíû. Âñïîìîãàòåëüíûå íåèçâåñòíûå x ðåãèñòðèðóþòñÿ â êîììåíòàðèÿõ (âñïîì-
íåèçâåñòíàÿ x) ê ïîñûëêàì òåêóùåé çàäà÷è.

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ ðàññòîÿíèÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû
äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.
∀ABa(l(AB) = a & a− ÷èñëî)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ðàññòîÿíèå(õ26
õ27))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ
l(AB) â óðàâíåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü íåèçâåñòíàÿ x âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, âõîäÿùàÿ â äàííîå
óðàâíåíèå, ïðè÷åì îíî íå èìååò àòîìàðíûõ íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé, îòëè÷-
íûõ îò x, l(AB). Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå åùå îäíîãî óðàâíåíèÿ,
èìåþùåãî â òî÷íîñòè òàêèå àòîìàðíûå íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèÿ. Óêàçàòåëü
"âñïîìíåèçâåñòíàÿ(õ1)" îïðåäåëÿåò äåéñòâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåãèñòðàöèè
íîâîé ïåðåìåííîé a êàê âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 13.

2. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ ðàññòîÿíèÿ, âõîäÿùåãî â óñëîâèå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî.
∀ABa(l(AB) = a & a− ÷èñëî)
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ðàññòîÿíèå(õ26 õ27))" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ l(AB) â óñëîâèè çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòà çàäà÷à åùå íå èìåëà êîììåíòàðèÿ "(íåèç-
âåñòíûå . . .)". Íå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêè âèäà l(AB) = c, ãäå c - ïå-
ðåìåííàÿ. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå âûðà-
æåíèÿ l(AB) ðàñïîëîæåíî âíóòðè ðàâåíñòâà, íå èìåþùåãî äðóãèõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ ñ çàãîëîâêàìè "óãîë", "ðàññòîÿíèå", "ïëîùàäü", ëèáî îíî èìååò îñîáîå
ïîëîæåíèå â ðàâåíñòâå P = 0 - ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì âûðàæåíèÿ P , ñ òî÷íîñòüþ
äî çíàêà "ìèíóñ", à ïðî÷èå ñëàãàåìûå P íå èìåþò çàãîëîâêîâ "ðàññòîÿíèå",
"óãîë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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3. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ ðàññòîÿíèÿ, åñëè èìååòñÿ óðàâíåíèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðàññòîÿíèÿ.
∀ABa(l(AB) = a & a− ÷èñëî)
Èíèöèàëèçàöèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîèñõîäèò ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ
l(AB) â óðàâíåíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò áîëåå îäíîãî òàêîãî âõîæäåíèÿ è íå èìååò
äðóãèõ àòîìàðíûõ íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé. Äëèíà óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü
ìåíåå 50. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå íàëè÷èå óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì âñòðå÷àþòñÿ êàê
l(AB), òàê è íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ âòîðîé äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDx(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(BD)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) → l(AC) = x & x− ÷èñëî & àêòèâ(∠(BAC)) &
àêòèâ(∠(CAD)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå.
Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC, CD è óãëà ∠(ADC) íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ äèàãîíàëè BD èìååò òèï "íåèçâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðàññòîÿíèå AC ïîêà íå èçâåñòíî, íå èìååò òèïà "îïðåäåëèìî" è ÷òî îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà âèäà l(AC) = y, ãäå y - ïåðåìåííàÿ. Îòáðàñûâàþòñÿ ñëó÷àè âûðîæ-
äåííûõ ðàçìåùåíèé òî÷åê A,B,C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ ðàññòîÿíèÿ

Ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ÷àñòî áûâàþò íóæíû àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïîñûëêàõ. Îíè íå ñîäåðæàò íè÷åãî ïðèíöèïè-
àëüíî íîâîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè, èñïîëüçóåìûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû. Ýòî èñêëþ÷åíèå äðîáåé, ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, îïðå-
äåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ëèáî óãëà èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, èëè âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ
òàêîãî óðàâíåíèÿ îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç äðóãîé, è ò.ä. Îäíàêî, ïðèíöèïû
óïðàâëåíèÿ äàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ãåîìåòðèè ñîâñåì äðóãèå. Íåòðóäíî ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå, êàêèå íàãðîìîæäåíèÿ âîçíèêíóò â ñïèñêå ïîñûëîê, åñëè íà÷àòü ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì âûðàæàòü èç èìåþùèõñÿ ñîîòíîøåíèé îäíè ÷èñëîâûå àòîìû ÷åðåç
äðóãèå, ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû â îñòàâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ
áûëà âûÿâëåíà íåêîòîðàÿ ýâðèñòè÷åñêàÿ ãðàíèöà ìåæäó "ïëîõèìè" è "õîðîøèìè"
àëãåáðàè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ
êàæäîãî òèïà ÷èñëîâûõ àòîìîâ (ðàññòîÿíèé, óãëîâ, è ïð.) âîçíèêàåò ñâîÿ êîíêðå-
òèçàöèÿ îäíîãî è òîãî æå àëãåáðàè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, è äàæå îíà ïîðîæäàåò
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íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ñðàáàòûâàþùèõ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ è â ðàçíûõ êîíòåêñòàõ. Â
äàííîì ïîäðàçäåëå ïåðå÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé, ñîäåðæàùèõ ðàññòîÿ-
íèÿ.

1. Âûðàæåíèå ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû.
∀abcAB(¬(a = 0) → al(AB) + b = c↔ l(AB) = (c− b)/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, ëåâàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ (ò.å. îòëè÷íûõ
îò ïåðåìåííûõ) ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì ëèáî a íå ðàâíî 1, ëèáî b íå ðàâíî 0.
Ñóùåñòâóåò äðóãîå óðàâíåíèå â ïîñûëêàõ, ñîäåðæàùåå l(AB), íî íå èìåþùåå
âèäà "l(AB) = . . .". Åñëè c - íåèçâåñòíàÿ, à ëåâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçóåìîãî ðàâåí-
ñòâà íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ (òàê ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ íà
ïîñòðîåíèå), òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Èìåþòñÿ
êîïèè äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ 5 è 7.
Êðîìå òîãî, ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Â ïåðâîé èç íèõ ïðåîáðàçóåìîå ðà-
âåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, b, c
íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Âî âòîðîé - ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò òåðìà l(AB). Êðîìå l(AB), ðàññìàòðèâàåìîå
ðàâåíñòâî èìååò ðîâíî îäèí íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì X. Ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâóåò åùå îäíî óðàâíåíèå çàäà÷è, èìåþùåå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå àòîìà
l(AB), âõîæäåíèå àòîìà X è íå èìåþùåå äðóãèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀abcAB(¬(a = 0) → al(AB)/c = b↔ l(AB) = bc/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à
âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Äîëæíî ñóùåñòâî-
âàòü åùå îäíî óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå l(AB) è íå èìåþùåå âèäà "l(AB) = . . .".
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ýòîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ 2 è 5.
Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ. Îíà ñðàáàòûâàåò â çàäà÷àõ íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ôèçèêå. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå
äîëæíû ñîäåðæàòü íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
çäåñü ðàâåí 4. Ó÷åò ôèëüòðàìè ïðèåìà ïðåäìåòíîé îáëàñòè (â äàííîì ñëó-
÷àå - ôèçèêè) èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Îäíàêî, ðàçëè÷èå ìåæäó ñòåïåíÿìè
öåëåñîîáðàçíîñòè îäíîãî è òîãî æå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ
îáëàñòÿõ, âèäèìî, èìååò îáúåêòèâíûé õàðàêòåð, òàê ÷òî ïðèìåíåíèå ïîäîáíûõ
ôèëüòðîâ ìîæåò, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, îêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî îïðàâäàííûì.
∀abcdAB(¬(a = 0) & ¬(b = 0) → a(bl(AB) + c) = d↔ l(AB) = (d− ac)/(ab))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ëåâàÿ ÷àñòü êîíñå-
êâåíòà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b,
c, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åùå îäíî
óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå l(AB) è íå èìåþùåå äðóãèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcdkmpqsnABCD(¬(a = 0) & ¬(m = 0) & pl(AB)+ql(CD) = r & (ml(CD)2+n)/k =

s→ (al(AB)2 + b)/c = d↔ l(AB) =
√

(cd− b)/a)
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, k,m, n, p, q, r íå ñî-
äåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòå-
öåäåíòû, î÷åâèäíî, íå íóæíû äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè äàííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèëüòðû - óòî÷íÿþò êîíòåêñò
ñðàáàòûâàíèÿ. Îäíàêî, äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè èõ îêàçàëîñü óäîáíåå ðàçìå-
ñòèòü íå â òðåòüåì îêíå îïèñàíèÿ ïðèåìà, à íåïîñðåäñòâåííî â òåîðåìå. Íàëè÷èå
äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå ÷åðåç ÷èñëåííûå ïà-
ðàìåòðû ðàññòîÿíèÿ l(AB) ïîçâîëèò âïîñëåäñòâèè âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëåííûå
ïàðàìåòðû òàêæå è ðàññòîÿíèå l(CD). Çàìåòèì, ÷òî óêàçàòåëü "òåêâõîæä(3)"
îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â òðåòüåì àíòåöåäåíòå, ò.å. ïîïûòêà ïðèìå-
íèòü ïðèåì ïðîèçîéäåò, êàê òîëüêî ïîÿâèòñÿ ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþ-
ùåå l(AB) è l(CD). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îòëè÷àþùàÿñÿ ëèøü âûáîðîì òî÷êè ïðèâÿçêè â ÷åò-
âåðòîì àíòåöåäåíòå.
∀abcAB(¬(c− b = 0) → al(AB) + b = c↔ l(AB) = (c− b)/a & ¬(a = 0))

Ýòîò ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî ïðèåìà äàííîãî ïîäðàçäåëà ëèøü òåì, ÷òî
îòëè÷èå îò íóëÿ êîýôôèöèåíòà a óñìîòðåòü íå óäàåòñÿ, çàòî óñìàòðèâàåòñÿ îò-
ëè÷èå îò íóëÿ ðàçíîñòè c − b, ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ a íà l(AB). Âûðàæåíèÿ
a, b, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ; ñóùåñòâóåò äðóãîå óðàâ-
íåíèå ñ l(AB), íå èìåþùåå âèäà "l(AB) = . . .". Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcdAB(¬(a = 0) → (al(AB) + b)/c = d↔ l(AB) = (cd− b)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åùå îäíî
óðàâíåíèå, åäèíñòâåííûì íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì êîòîðîãî ñëóæèò
l(AB). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcdAB(¬(a = 0) → al(AB)2/c+ d = b↔ l(AB) =

√
(b− d)c/a & 0 ≤ a(b− d)c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Íà
òîé æå òåîðåìå ñîçäàí ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.
Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî íàéòèñü åùå îäíî óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå l(AB) è íå
èìåþùåå âèäà "l(AB) = . . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀abcAB(¬(c = 0) → al(AB)/b = c↔ l(AB) = bc/a & ¬(a = 0))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ èìååò
òèï "âíåøíåèçâ". Ñóùåñòâóåò åùå îäíî óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå l(AB) è íå èìå-
þùåå äðóãèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
8.
∀abAB(¬(a = 0) → al(AB) = b↔ l(AB) = b/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå èìå-
þò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 15.

2. Ïåðåõîä îò ðàâåíñòâà íóëþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàññòîÿíèé ê ðàâåíñòâó âå-
ëè÷èí, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ýòèì ðàññòîÿíèÿì.
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∀abABCD(al(AB)− bl(CD) = 0 ↔ al(AB) = bl(CD))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abABCD(al(AB) + bl(CD) = 0 ↔ al(AB) = −bl(CD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Çàìåòèì, ÷òî â
îáîèõ ïðèåìàõ óêàçàòåëè "çàìåíàçíàêà" îòñóòñòâóþò.

3. Îïðåäåëåíèå äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå â çàäàííîé ïðîïîðöèè ðàçáèâàåòñÿ
îòðåçîê çàäàííîé äëèíû.
∀apqABCD(0 < p + q → l(AB) + l(CD) = a & pl(AB) = ql(CD) ↔ l(AB) =
aq/(p+ q) & l(CD) = ap/(p+ q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì
ïîñûëêàì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ
a, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí
ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 4. Ó íåãî âûðàæåíèå a ìîæåò ñîäåðæàòü
íåèçâåñòíûå, îäíàêî îíî íå äîëæíî ñîäåðæàòü l(AB), l(CD).

4. Âûðàæåíèå îäíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç äðóãîå.
∀abABCD(¬(a = 0) → al(AB) = bl(CD) ↔ l(AB) = bl(CD)/a)

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû íåñêîëüêî ïðèåìîâ. Âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ ïðèåì, ïðè-
ìåíÿåìûé ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ó êîòîðîãî âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå b - ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî
èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Êðîìå òîãî, åñëè a íåêîíñòàíòíîå, òî è b äîëæíî áûòü
íåêîíñòàíòíûì.
Äðóãîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Çäåñü îáà âû-
ðàæåíèÿ a, b íå äîëæíû ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì åñëè a íåêîíñòàíòíîå,
òî è b íåêîíñòàíòíîå. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå åùå îäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî
l(AB), l(CD) è íå èìåþùåãî äðóãèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Òðåòèé ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîãî ëèøü òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå óðàâíå-
íèå ìîæåò ñîäåðæàòü äðóãèå íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû, íî îíî äîëæíî
òàêæå ñîäåðæàòü íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
×åòâåðòûé ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîãî òîæå ëèøü óñëîâèÿìè íà äîïîëíèòåëü-
íîå óðàâíåíèå. Çäåñü îíî äîëæíî èìåòü âèä pl(AB)/q = rl(CD)/s, ãäå õîòÿ áû
îäíî èç âûðàæåíèé p, q, r, s ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Â ïÿòîì ïðèåìå äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü âèä l(. . .) = pl(CD)/q.
Â øåñòîì ïðèåìå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a, b íå ñîäåðæàëè íåèçâåñòíûõ è íå ñóùåñòâî-
âàëî äðóãèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ l(AB). Âñå øåñòü ïðèåìîâ èìåþò óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ 3.
Â ñåäüìîì ïðèåìå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, à b - ëèáî íå
ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìåëî òèï "âíåøíåèçâ". Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü
äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå ñ l(AB), l(CD), íå èìåþùåå äðóãèõ íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Âîñüìîé ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ñåäüìîãî ëèøü òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîìó óðàâ-
íåíèþ ðàçðåøàåòñÿ èìåòü äðóãèå íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû, íî ïðè ýòîì
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îíî äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
Äåâÿòûé ïðèåì òðåáóåò, ÷òîáû a, b íå ñîäåðæàëè íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì íèêàêèõ
òðåáîâàíèé íà ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀abABCD(¬(a = 0) → al(AB) + bl(CD) = 0 ↔ l(AB) = −bl(CD)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå b - íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ ëèáî èìååò òèï
"âíåøíåèçâ". Ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå l(AB), l(CD)
è êàêóþ-ëèáî íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀abcAB(¬(a = 0) → al(AB) + b = c↔ l(AB) = (c− b)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a ëèáî èç-
âåñòíî, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé
÷èñëîâîé àòîì, îòëè÷íûé îò l(AB), íî íå ñîäåðæèò l(AB). Âûðàæåíèå c íå
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì è íå ñîäåðæèò l(AB). Äîëæíî ñó-
ùåñòâîâàòü äðóãîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå âñå íåèçâåñòíûå ÷èñëîâûå àòîìû,
âõîäÿùèå â òåêóùåå óðàâíåíèå. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå a íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ; âû-
ðàæåíèå c íå ÿâëÿëîñü íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì; òåðì l(AB) íå âõî-
äèë â b, c, ïðè÷åì íàøëîñü áû äðóãîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå êàê l(AB), òàê è
íåêîòîðûé äðóãîé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì òåêóùåãî óðàâíåíèÿ. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâíû 13.
∀abcdeABCD(¬(b = 0) & ¬(d = 0) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → al(AB) = b(ac +
d)l(CD) ↔ ¬(a = 0) & l(AB) = b(ac+ d)l(CD)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êàæäîå èç âûðà-
æåíèé a, b, c, d ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ".
Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü äðóãîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå l(AB), l(CD) è êàêóþ-
ëèáî íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 10.
∀abcdABCD(¬(a = 0) → al(AB) = (bl(CD) + c)/d↔ l(AB) = (bl(CD) + c)/(ad))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü äðó-
ãîå óðàâíåíèå, èìåþùåå ðîâíî äâà íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìà - l(AB) è
l(CD). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcABCD(¬(a = 0) → al(AB) + bl(CD) = c↔ l(AB) = (c− bl(CD))/a)

Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óñëîâèå íà äîïîëíèòåëüíîå óðàâ-
íåíèå - òî æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCDp(l(AB)− l(CD) = p↔ l(AB) = l(CD) + p)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀bcABCD(l(AB) + bl(CD) = c↔ l(AB) = c− bl(CD))
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ b, c íå ñî-
äåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîå âõîäÿò
l(AB), l(CD) è êàêàÿ-ëèáî íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀cABCD(l(AB) + l(CD) = c↔ l(AB) = c− l(CD))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâà äîïîëíè-
òåëüíûõ óðàâíåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ñîäåðæèò l(AB), äðóãîå l(CD), ñâÿçàííûå
ìåæäó ñîáîé òàêæå íåêîòîðîé ÷èñëåííîé ïåðåìåííîé x, ïðè÷åì íå èìåþùèå
äðóãèõ íåèçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ ëèøü îäíî äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå. Îíî
äîëæíî ñîäåðæàòü ðîâíî äâà íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìà - l(AB) è l(CD).
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâíû 9.

5. Âûðàæåíèå êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
∀abcAB(¬(a = 0) → al(AB)2 + b = c↔ l(AB)2 = (c− b)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò òåðìà l(AB), ïðè÷åì âûðàæåíèå
c íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì ëèáî êâàäðàòîì ðàññòîÿíèÿ.
Ñóùåñòâóåò äðóãîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå âûðàæåíèå l(AB)2 è êàêóþ-ëèáî
íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Êàæäûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé
àòîì òåêóùåãî óðàâíåíèÿ äîëæåí âñòðå÷àòüñÿ â ýòîì äîïîëíèòåëüíîì óðàâíå-
íèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

6. Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç óñëîâèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè êâàäðàòà ðàñ-
ñòîÿíèÿ êâàäðàòó íåêîòîðîãî íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ.
∀abcdAB(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ d & c = d2 → al(AB)2−bc = 0 ↔

√
al(AB)−

√
bd = 0)

∀abcdAB(0 ≤ a & 0 ≤ b & 0 ≤ d & c = d2 → al(AB)2 = bc↔
√
al(AB) =

√
bd)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì c ãðóïïèðóåòñÿ êàê ïðîèçâå-
äåíèå âñåõ íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàññòîÿíèé.
∀abcdpqABCD(al(AB) + bl(CD) = c & p = ad & q = bd→ pl(AB) + ql(CD) = cd)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé, ïðî÷èå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå c íå èìååò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, îäíà èç êîòîðûõ ñðàáàòû-
âàåò íà óðîâíå 2, à äðóãàÿ - íà óðîâíå 5.
∀abcdpqABCD(pl(AB) + ql(CD) = c & p = ad & q = bd & ¬(d = 0) → al(AB) +
bl(CD) = c/d)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå d íå
ñîäåðæàëî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abABCDEFPQ(l(AB)l(CD) = al(EF )+bl(PQ) → l(AB)l(CD) = al(EF )+bl(PQ))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Îíà ïîçâîëÿåò "óïðîñòèòü" òåêóùåå ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé,
çàìåíèâ åãî íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êàêèõ-òî äðóãèõ ðàññòîÿíèé. Âûðàæåíèÿ
a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðà-
çóåìàÿ ïîñûëêà óæå ñîäåðæàëà, âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âûðàæå-
íèÿ l(EF , l(PQ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Óñòðàíåíèå äðîáè, ñîäåðæàùåé ðàññòîÿíèå.
∀abcAB(¬(b = 0) & ¬(l(AB) = 0) & ¬(d = 0) → a/(bl(AB)) = c/d↔ ad = bcl(AB))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ëèáî d îòëè÷íî îò
åäèíèöû, ëèáî c íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(¬(b = 0) → a/b = c↔ a = bc)

Êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå, ÷òî ó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Âûðàæåíèÿ a, c
äîëæíû ñîäåðæàòü îáùèé òåðì âèäà l(AB). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abckAB(¬(b = 0) → al(AB)k/b = c↔ al(AB)k = bc)

Êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âû-
ðàæåíèå c íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì è (â ñëó÷àå çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå) íå ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â âûðàæåíèÿõ ñ ðàññòîÿíèÿìè.
∀abcdefAB(f = (al(AB) + b)(cl(AB) + d) → (al(AB) + b)(cl(AB) + d) = e↔ f = e)

Çàìåíÿåìûé òåðì âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå e íå ðàâíî
0 è íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcAB(a(bl(AB) + c) = abl(AB) + ac)

Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ". Âûðàæåíèå a íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ðàññòîÿíèå
l(AB) èìååò åùå õîòÿ áû îäíî âõîæäåíèå â òåêóùóþ ïîñûëêó, ðàñïîëîæåííîå
âíå çàìåíÿåìîãî òåðìà. Çàìåíÿåìûé òåðì íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì ëèáî çíàìå-
íàòåëåì äðîáíîãî âûðàæåíèÿ èëè ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà íóëþ. Ëèáî âûðàæå-
íèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, ëèáî çàìåíÿåìûé òåðì íå ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ
ðàâåíñòâà, ó êîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
8. Â íåé íå îáÿçàòåëüíî ïîâòîðíîå âõîæäåíèå òåðìà l(AB).
∀abcAB(a(bl(AB) + cl(CD)) = abl(AB) + acl(CD))

Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðî÷èå îãðà-
íè÷åíèÿ íà êîíòåêñò - òå æå, ÷òî è âûøå, íî íå îáÿçàòåëüíî ïîâòîðíîå âõîæäå-
íèå òåðìà l(AB). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdefmABCD(m = al(AB)(bl(AB) + cl(CD))− dl(CD)(el(AB) + fl(CD)) →
(al(AB)(bl(AB) + cl(CD)) = dl(CD)(el(AB) + fl(CD)) ↔ m = 0))
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Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêî-
áîê. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀abcn((al(AB)n + b)c = d↔ ac(l(AB)n) + bc− d = 0)

Âûðàæåíèå l(AB) âõîäèò â òåðì d. Êàæäîå èç âûðàæåíèé a, c ëèáî íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Ëåâàÿ ÷àñòü çàìåíÿþùåãî ðàâåíñòâà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîå çíà-
÷åíèå n = 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcnAB(a(b(l(AB)n) + c) = ab(l(AB)n) + ac)

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n íå ðàâåí åäèíèöå. Âûðàæåíèå l(AB) èìååò õîòÿ áû îäíî
âõîæäåíèå â òåêóùóþ ïîñûëêó, ðàñïîëîæåííîå âíå çàìåíÿåìîãî òåðìà. Âûðà-
æåíèå a íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòåêñò,
ñâÿçàííûå ñ âíåøíåé äðîáüþ ëèáî âíåøíèì ðàâåíñòâîì, - òå æå, ÷òî ó âòîðîãî
ïðèåìà äàííîãî ïóíêòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcdeABCD(e = d(al(AB) + bl(CD))2 + c→ d(al(AB) + bl(CD))2 + c = e)

Ïðàâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Òå-
êóùàÿ ïîñûëêà èìååò âõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ðàññòîÿíèé AB è CD. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

10. Äâà ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàññòîÿíèé ñ íåèçâåñòíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.
∀abcdABCD(¬(a = 0) & ¬(l(AB) = 0) & al(AB) = bl(CD) → cl(AB) = dl(CD) ↔
ad = bc)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, íå âõîäÿùèõ â c, d. Êðîìå òîãî, âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò ðàññòîÿíèé
l(AB) è l(CD). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

11. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ
ðàññòîÿíèé.
∀abcdpABCD(l(AB)2 + l(CD)2 = a & l(AB)+ l(CD)+b = c & p = (c−b)2−a−2d→
l(AB)2 + l(CD)2 = a↔ p = 0)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò ðàññòî-
ÿíèé l(AB), l(CD). Ðåçóëüòèðóþùåå ñîîòíîøåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî íåâû-
ðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcABCD(l(AB)2 + l(CD)2 = a & l(AB)l(CD) = b → cl(AB) = cl(CD) =
c
√
a+ 2b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.
∀abcdpABCD(l(AB)l(CD) = d & l(AB) + l(CD) + b = c &p = (c − b)2 − a − 2d →
l(AB)2 + l(CD)2 = a↔ p = 0)
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

12. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ðàññòîÿíèÿìè.
∀abcdAB(al(AB)/b+ cl(AB)/d = (a/b+ c/d)l(AB))

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "ðàññòîÿíèå", "äëèíà". Ââèäó ñèì-
ìåòðèè ñëàãàåìûõ ââåäåí ôèëüòð "ïîñòïîçèöèÿ(. . .)", îòñåêàþùèé äâîéñòâåí-
íóþ ïîïûòêó èäåíòèôèêàöèè. Ðàçðåøàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ
çíàìåíàòåëåé è êîýôôèöèåíòîâ ÷èñëèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcdAB(al(AB) + b = cl(AB) + d↔ (a− c)l(AB) + b = d)

Êàæäîå èç âûðàæåíèé a, c ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï
"âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcAB((a+ b)l(AB) + cl(AB) = (a+ b+ c)l(AB))

Îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû îòñóòñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
13. Óñìîòðåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ.

∀abcdeABF (e− g = al(AB)2/b+ cl(AB)/d+ f → al(AB)2/b+ cl(AB)/d+ f = 0)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðè-
åìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ l(AB) â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ñðàçó
æå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî âõîæäåíèé ýòîãî âûðàæåíèÿ â òåêóùåå óðàâíåíèå
e = g áîëüøå îäíîãî è ÷òî êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ âñòðå÷àåòñÿ â íåì òîëüêî âíóòðè
òàêèõ âõîæäåíèé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðàçíîñòü
÷àñòåé óðàâíåíèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Ïîñëå ýòîãî
ïðîèñõîäèò èäåíòèôèêàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, d, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"êâàäðóðàâí", ðåøàþùèì êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëèáî âûðàæåíèå l(AB) èìååò òèï "Íåèçâ", ëèáî èç íåðàâåíñòâ 0 < abcd èëè
0 < abf óñìàòðèâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü êîðíÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdAB(al(AB) + b = cl(AB)2 + d↔ cl(AB)2 − al(AB) = b− d)

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì íå ðåøàåò êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå, à ëèøü ïîäãîòàâëèâàåò ðåøåíèå åãî ïðåäûäóùèì ïðèåìîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

14. Ñîîòíîøåíèå äëÿ êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ è êîñèíóñà íåèçâåñòíîãî óãëà.
∀abcdAB(¬(b = 0) → a+ bl(AB)2 = c cos d↔ l(AB) =

√
(c cos d− a)/b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå d èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 11.

15. Óñìîòðåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äâóõ óðàâíåíèé ñ ðàññòîÿíèÿìè ïðè ïîìîùè
äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé.
∀abcpqmnABCDEF (ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
¬(p = 0) & cl(EF ) = al(AB)n & cl(CD) = bl(AB)m & d = al(AB)n−1 +
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bl(AB)m−1 + c & d = p→ l(AB) + l(CD) + l(EF ) = q ↔ cq = pl(AB) &
al(AB)n−1q = pl(EF ) & bl(AB)m−1q = pl(CD))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïÿòûé, øåñòîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äðóãèìè ïîñûë-
êàìè. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü åãî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ôàêòè÷åñêè, îí è óñìàòðèâàåò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòü ëåâûõ ÷àñòåé òåêóùåãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ, èäåíòèôèöèðîâàííîãî ñ
ïîñëåäíèì àíòåöåäåíòîì. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

16. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ðàññòîÿíèé.
∀abcpqAB(al(AB) + b = c & ¬(a = 0) → pl(AB) = q ↔ pc− pb = aq)

Çàìåíÿåìûé òåðì è ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèÿ b, c, p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè-
÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcpqABCD(pl(AB) = ql(CD) & ¬(q = 0) → al(AB) + c = bl(CD) ↔
(aq − bp)l(AB) + cq = 0)

Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå è ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdmpqrABCDEFMN(¬(a = 0) & al(AB) + bl(CD) +ml(RS) = cl(EF ) &
aq − bp = 0 & ar −mp = 0 → pl(AB) + ql(CD) + rl(RS) = dl(MN) ↔
pcl(EF ) = adl(MN))

Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå è âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ óêàçàòåëÿìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèÿ a, c, d, p íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdAB(al(AB) + b = 0 & ¬(a = 0) → cl(AB) + d = 0 ↔ ad− bc = 0)

Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå è ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðåäåëÿåò âûáîð
òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Âûðàæåíèÿ a, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ b, d íå ñîäåðæàò òåðìà l(AB). Êàæäûé
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì âûðàæåíèÿ b âõîäèò â âûðàæåíèå d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcpqrABCDEF (al(AB) + bl(CD) = cl(EF ) & aq − bp = 0 & ¬(l(EF ) = 0) &
¬(a = 0) & ¬(p = 0) → pl(AB) + ql(CD) = rl(EF ) ↔ pc− ar = 0)

Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå è ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðåäå-
ëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
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ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, p, q, r íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdAB(al(AB) = b & cl(AB) + d = 0 → ad+ bc = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ, êðîìå, áûòü ìîæåò, âûðàæåíèé "êðä(. . .)". Âûðàæåíèÿ b, d èìåþò îäíè
è òå æå íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû, ïðè÷åì íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèò
òåðìà l(AB). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcABCD(¬(a = 0) & al(AB) = b→ al(CD) = c↔ bl(CD) = cl(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå a ìååò
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì; âûðàæåíèÿ b, c íå èìåþò òàêèõ àòîìîâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀mnpqrsABCD(¬(n = 0) & ml(AB) + nl(CD) + s = c & pn−mq = 0 →
pl(AB) + ql(CD) + r = d↔ nr − qs = dn− cq)

Çàìåíÿåìûé òåðì è âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
ïðè÷åì åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê
"ñòàíäïëþñ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèÿ c, d,m, n, s, p, q, r íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀abcdABCD(¬(l(CD) = 0) & ¬(b = 0) & a = bl(CD)2 & (bc − ad = 0) = (p = 0) →
c = d(l(CD)2) ↔ p = 0)

Çàìåíÿåìûé òåðì è òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, îáðàáàòûâà-
åìîå íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ "íîðì÷èñëî".
Ïðåäâàðèòåëüíî â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñíà÷àëà ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè,
à çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ îñëàáëåííàÿ ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Âû-
ðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò òåðìà l(CD). Ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå p = 0
äîëæíî ñîäåðæàòü ðîâíî îäèí íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 13.

17. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷åòûðåõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñóììû ðàññòîÿíèé.
∀bcdepqABCDMNPQ(l(AB) + l(CD) = p & l(AB) + l(MN) + b = c &
l(MN) + l(PQ) = q → l(CD) + l(PQ) + d = e↔ p+ q + b+ d− c− e = 0)

Çàìåíÿåìûé òåðì è àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ b, c, d, e, p, q íå ñîäåðæàò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

18. Äâà óðàâíåíèÿ ñ êâàäðàòàìè âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ðàññòîÿíèÿ.
∀abcdepABCD(l(AB) + l(CD) = p & a + b(l(AB))2 + cl(AB) = d & ¬(d − e = 0) →
a+ bl(CD)2 + cl(CD) = e↔ l(AB)− l(CD) = (d− e)/(bp+ c) & ¬(bp+ c = 0))
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Çàìåíÿåìûé òåðì è ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðè-
âÿçêè â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ b, c, d, e, p íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abcdeAB(a+(b+l(AB))2 = c→ a+(d−l(AB))2 = e↔ 2(b+d)l(AB) = c−e−b2+d2)

Çàìåíÿåìûé òåðì è àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ b, c, d, e íå ñîäåðæàò íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

19. Ñîêðàùåíèå ðàâåíñòâà ñ ðàññòîÿíèÿìè.
∀abcnAB(ðàçíûåòî÷êè(A,B) → al(AB) + bl(AB) = cl(AB)n ↔ a+ b = cl(AB)n−1)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abcdmnpq(al(AB) + bl(CD) = cd & pb − aq = 0 & ¬(a = 0) & ¬(d = 0) →
(pl(AB) + ql(CD))m = dn↔ mpc = an)

Çàìåíÿåìûé òåðì è ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíä-
ïëþñ". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Âûðàæåíèÿ a, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀abAB(al(AB) = bl(AB) ↔ ¬(A = B) & a = b ∨ A = B)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.
20. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, âûðàæàþùåãî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàññòîÿíèé ÷åðåç

÷èñëîâûå ïàðàìåòðû.
∀abcpqrABCD(¬(a = 0) & al(AB)l(CD)/b = c→ pl(AB)l(CD)+q = r ↔ bcp/a+q =
r)

Çàìåíÿåìûé òåðì è âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

21. Âûâîä áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ, åñëè èìåþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ
ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé è ïðîèçâåäåíèÿ ðàññòîÿíèé.
∀abcdeABCD(al(AB)2+bl(CD)2 = c & dl(AB)l(CD) = e→ ad2l(AB)4−cd2l(AB)2 =
−be2)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

22. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà ñ ðàññòîÿíèåì.
∀aAB(l(AB) = a↔ a = l(AB))
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ".
Îí áûâàåò íóæåí â çàäà÷àõ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ãäå íåêîòîðîå ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êîîðäèíàò. Ñíà÷àëà îíî çàäà-
åòñÿ ïðè ïîìîùè îïèñàòåëÿ "êëàññ". ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò îïèñàòåëÿ, ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "êëàññ". Â íåé ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïåðåôîðìóëèðîâêà ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê ÷åðåç êîîðäèíàòû, à çàòåì -
âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê áåñêîîðäèíàòíîìó çàäàíèþ, ñ îäíîâðåìåííûì èñêëþ÷å-
íèåì îïèñàòåëÿ. Íà âòîðîì ýòàïå ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "ïðÿìêîîðä".
Ïðèåì îòíîñèòñÿ èìåííî êî âòîðîìó ýòàïó: ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ
íàëè÷èå äàííîãî êîììåíòàðèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
âñïîìîãàòåëüíûé èçâåñòíûé ïàðàìåòð. Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî" áëîêèðóåò
ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè. Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà", áëîêèðóþùèì ïåðåñòà-
íîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà "ïî óìîë÷àíèþ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀aAB(l(AB) = a↔ l(AB) = a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ",
íî íå íà âòîðîì, à íà ïåðâîì ýòàïå. Ñîîòâåòñòâåííî, òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå êîì-
ìåíòàðèÿ "ïðÿìêîîðä". Âûðàæåíèå a íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî"îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî ïðèåì áóäåò ñðàáàòûâàòü
äàæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàññòîÿíèå óæå ðàñïîëîæåíî â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Ýòî ñðàáàòûâàíèå íå áóäåò âûðîæäåííûì, òàê êàê â ðåçóëüòàòå ïîÿâèòñÿ êî-
ìåíòàðèé "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà", çàêðåïëÿþùèé äàííóþ îðèåíòàöèþ è áëîêè-
ðóþùèé ïîïûòêè åå èçìåíåíèÿ "ïî óìîë÷àíèþ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.

23. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé èç äâóõ ðàâåíñòâ äëÿ ïðîèçâåäåíèé.
∀acABCD(al(AB) = c & ¬(a = 0) → al(CD) = c↔ l(AB) = l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëè-
áî íà äîêàçàòåëüñòâî; çàìåíÿåìûé òåðì ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê â ïîñûëêå,
òàê è â óñëîâèè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

24. Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ëèíåéíîãî äâó÷ëåíà ñ ðàññòîÿíèåì.
∀abcdpqAB(¬(a = 0) → a(pl(AB)+q)2/c+d = b↔ |pl(AB)+q| =

√
(b− d)c/a & 0 ≤

a(b− d)c)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q íå èìåþò íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åùå îäíî óðàâíåíèå, ñîäåðæà-
ùåå l(AB) è íå èìåþùåå äðóãèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ìîäóëü â
çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîäóëü". Òðåáóåò-
ñÿ, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ýòîò òåðì íå ñîäåðæàë ìîäóëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 10.

25. Èçìåíåíèå çíàêîâ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ìèíóñà ïåðåä ðàñ-
ñòîÿíèåì.
∀abABCD(−l(AB) = (a− b)l(CD) ↔ l(AB) = (b− a)l(CD))
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

26. Óñìîòðåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàññòîÿíèé èç ðàâåíñòâà â
ïîñûëêàõ.
∀abcdmnpqABCD(al(AB) + bl(CD) = r & pb− aq = 0 & ¬(a = 0) & ¬(d = 0) & r =
cd→ (pl(AB) + ql(CD))m/(dn) = cpm/(an))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé
ïîñûëêîé, ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â
ýòîì àíòåöåäåíòå. Âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðà-
ìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ëåâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî - íîðìàëèçàòîðîì îñëàáëåííîãî
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "ôàêòîðèçàöèÿ". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c,m, n, p, q íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

27. Äåëåíèå óðàâíåíèé äëÿ ñîêðàùåíèÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé íåâû-
ðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, íå âñòðå÷àþùèéñÿ âíå ýòîãî ìíîæèòåëÿ.
∀mnqrsAB(nl(AB)r = s & ml(AB)2r = q → msl(AB) = nq)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ.
Óêàçàòåëè "êîììóòàòèâíî" áëîêèðóþò ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâ ïðè èäåí-
òèôèêàöèè. Âûðàæåíèÿ m,n, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ,
à âûðàæåíèå r ñîäåðæèò íåêîòîðûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, îòëè÷íûé
îò l(AB) è íå âñòðå÷àþùèéñÿ â s. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìðàññòîÿíèå"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â ãåîìåòðèè íàñòîëüêî ÷àñòî, ÷òî äàæå íåáîëüøèå
äîáàâëåíèÿ ê íåìó ìîãóò çàìåòíî ïîâëèÿòü íà ñóììàðíóþ òðóäîåìêîñòü ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ðàçäåëó çàäà÷íèêà. Ïîýòîìó îí èìååò ñîâñåì íåìíîãî ïðèåìîâ, ïðè÷åì
÷àñòü èç íèõ àêòèâèðóåòñÿ ëèøü ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî êîììåíòàðèÿ. Ïåðå-
÷èñëèì ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà:

1. Ñîâïàäàþùèå òî÷êè.
∀A(l(AA) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀ab(a = b→ a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî"
áëîêèðóåò ïîïûòêó ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè. Çàãî-
ëîâêîì âûðàæåíèÿ a ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ýòî âûðàæåíèå íå äîëæíî
ÿâëÿòüñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíà(ëåêñóïîðÿäî÷åíèå íîðìðàññòîÿíèå)" è òåîðå-
ìó "êîììóòàòèâíî(ðàññòîÿíèå)". Îí âûïîëíÿåò ïåðåñòàíîâêó îïåðàíäîâ, åñëè
îíè íå óïîðÿäî÷åíû ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïî âîçðàñòàíèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðåäñòàâëåíèå äëèíû îòðåçêà â âèäå ñóììû äâóõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ äëèí ïî-
äîòðåçêîâ.

∀pqABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & B ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AB) = ql(BC) →
l(AC) = l(AB) + l(BC))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "îòðåçîê". Ïåðâûå òðè àíòå-
öåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëüíû". Îí óñìàòðèâàåò ïðîïîðöèîíàëüíóþ çàâèñè-
ìîñòü ðàññòîÿíèé AB, BC è íàõîäèò êîýôôèöèåíòû p, q äàííîé çàâèñèìîñòè.
Ýòè êîýôôèöèåíòû ñóòü íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ, íå èìåþùèå íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Åñëè ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, òî äëÿ
íåãî îáû÷íî èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñ ðàññòîÿíèÿìè AB, BC. Ïî-
ýòîìó ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ, ëèøü åñëè l(AC) åùå íå
ðàññìàòðèâàëîñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Äëèíà êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
∀ABCK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A,B,C) → l(AB) = 1)

∀ABCK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A,B,C) → l(AC) = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.
6. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äëÿ êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ.
∀aAB(l(AB)2 = a→ l(AB) =

√
a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè
êîììåíòàðèÿ "êâàäðêîðåíü". Âûðàæåíèå a íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ è íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð óñìîòðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè "ïðîïîðöèîíàëüíû"

Ñèíòåçàòîð îáðàáàòûâàåò óòâåðæäåíèÿ âèäà xa = yb, ãäå a, b - âõîäíûå ïåðåìåííûå;
x, y - âûõîäíûå. Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èç ïîñûëîê.
∀abcd(c = a & d = b→ bc = ad)

Äëÿ âõîäíûõ âûðàæåíèé c, d èìåþòñÿ ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùèå èõ ÷åðåç âûðà-
æåíèÿ a, b, ñîäåðæàùèå òîëüêî ÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå. Áîëåå òî÷íî, êàæäîå
èç âûðàæåíèé a, b ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(ac = bd→ ac = bd)
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∀abcd(ac− bd = 0 → ac = bd)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Êàæäîå èç âûðàæåíèé a, b ëèáî íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abcdexyz(ax = bz → (bd)(cz/d) = (ac)x)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âõîäíûå âûðàæåíèÿ ñóòü (cz/d), x. Êàæäîå èç âûðàæåíèé
a, b, c, d ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Äîïóñêà-
þòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ.
∀abcd(da = cb→ cb = da)

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðåêóðñèâíîãî îáðàùåíèÿ ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ìåñòà-
ìè âõîäíûõ äàííûõ. Îíà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íåêîòîðûå ïðèåìû ñèíòåçàòîðà
àñèììåòðè÷íû. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ñëîæåíèå ëèáî âû÷èòàíèå îòðåçêîâ.

∀pqABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AB) = ql(BC) → ql(AC) = (p+ q)l(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí
åùå îäèí ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "îòðåçêè". Â íåì
äîïîëíèòåëüíî ðàçðåøàåòñÿ òèï "âíåøíåèçâ" âûðàæåíèé p, q.
∀pqABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AB) = ql(AC) → ql(BC) = (p− q)l(AB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñîçäàí òîëüêî ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé ïðè íàëè-
÷èè êîììåíòàðèÿ "îòðåçêè". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

4. Ïðîïîðöèîíàëüíûå èñõîäíûå âûðàæåíèÿ.
∀abcd((b/e) · (ac/d) = (c/d) · (ab/e))
Âûðàæåíèÿ ac/d, ab/e - âõîäíûå. Âûðàæåíèÿ b, c, d, e íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ
íåèçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷å-
íèÿ a, b, c, d, e.

5. Ïðîïîðöèîíàëüíûå äðîáè ñ ñóììàìè â ÷èñëèòåëå.
∀abcdefABCD(bd − ae = 0 & g = af & h = cd → g · ((dl(AB) + el(CD))/f) =
h · ((al(AB) + bl(CD))/c))

Äðîáíûå âûðàæåíèÿ êîíñåêâåíòà - âõîäíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îíè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
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6. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.
∀abcd(ab = cd→ ab = (−c)(−d))
Ðåàëèçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå äëÿ îáðàáîòêè âõîäíîãî äàííîãî ñ îòáðî-
øåííûì çíàêîì "ìèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíòåçàòîð "âû÷èñëåíèåäëèíû"

Ïðè ðåøåíèè ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ïðîèñõîäèò âûâîä ñîîòíîøåíèé äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ ÷åðòåæà - ðàññòîÿíèé, óãëîâ è ò.ï. Èíîãäà ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâíî ðàçðåøà-
þòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà è äàþò âûðàæåíèå åãî ÷åðåç èçâåñòíûå
âåëè÷èíû. Îäíàêî, ïîìèìî ïðÿìîãî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, áûâàåò ïîëåçíî ïðèìåíÿòü
òàêæå îáðàòíûé âûâîä - ôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå è ðàññìîò-
ðåòü êàêîé-ëèáî ñïîñîá âûðàçèòü åãî ÷åðåç äðóãèå ïàðàìåòðû ÷åðòåæà; âû÷èñëåíèå
ïîñëåäíèõ - àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñâåñòè ê íîâûì ïàðàìåòðàì, è ò.ä., ïîêà íå áóäóò
íàéäåíû âñå ðàññìàòðèâàåìûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ðàçóìíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåáîð
ìîæíî íàäåÿòüñÿ áûñòðåå íàéòè íóæíûå âåëè÷èíû, ÷åì ïðè ïðÿìîì âûâîäå, ãäå â
ðàññìîòðåíèå áóäåò âîâëå÷åíî ìíîæåñòâî "ëèøíèõ" ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî ñðåäñòâà ðåàëèçàöèè îáðàòíîãî âûâîäà
âûñòóïàþò ïàêåòíûå ñèíòåçàòîðû. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ -
ñèíòåçàòîð "âû÷èñëåíèåäëèíû", èñïîëüçóåìûé ïðè âû÷èñëåíèè ðàññòîÿíèé. ×òîáû
óñêîðèòü ïðîöåññ ïîèñêà, ñèíòåçàòîð áóäåò îïðåäåëÿòü íå ñàìî âûðàæåíèå äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ, à ëèøü êîíúþíêöèþ ñîîòíîøåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîå åãî
âû÷èñëåíèå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü è ñàì ñèíòåçàòîð, òàê êàê â íåì íå
íóæíî äóáëèðîâàòü ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû. Â òåîðåìàõ ïðèåìîâ îáðàùåíèå
ê ñèíòåçàòîðó èìååò âèä "âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB) x)", ãäå x - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ
äëÿ êîíúþíêöèè ñîîòíîøåíèé.

Íà÷íåì ñ ïåðå÷èñëåíèÿ ïðèåìîâ, îáðàùàþùèõñÿ ê ñèíòåçàòîðó èç ñêàíèðîâàíèÿ
çàäà÷è.
∀pAB(àêòèâ(l(AB)) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), p) → p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà
äîêàçàòåëüñòâî, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
l(AB) äîëæíî èìåòü òèï "íåèçâ". Ñèíòåçàòîðó ïåðåäàþòñÿ âñåâîçìîæíûå êîììåí-
òàðèè (ðàññòîÿíèÿ l(CD)), ãäå íåêîòîðàÿ ïîñûëêà èìååò âèä ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
ðàññòîÿíèé l(AB), l(CD) ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 12. Êàê è â ïåðâîé âåðñèè, âûðàæåíèå
äëÿ l(AB) äîëæíî èìåòü òèï "íåèçâ". Êðîìå òîãî, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü óðàâíåíèå,
ñîäåðæàùåå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå l(AB) è íå èìåþùåå äðóãèõ íåèçâåñòíûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåèçâåñòíûõ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ñóùåñòâåííî îñëàáëåí. Íàêîíåö, èìååòñÿ âåðñèÿ ïðèåìà, ñðà-
áàòûâàþùàÿ â ðåæèìå óñèëèòåëÿ íà óðîâíå 4. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå
l(AB) èìåëî òèï "Íåèçâ". Îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè çäåñü ñëàáûé.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(BC)) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), p) → p)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ BC íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ l(DF ) èìååò
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òèï "íåèçâ". Ðàäèóñ îêðóæíîñòèDE è ðàññòîÿíèå AB íå èçâåñòíû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F îêðóæíîñòè DE. Â òàêîé ñèòóàöèè âû÷èñëåíèå äëèí äâóõ
îñòàâøèõñÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ìîæåò ïîçâîëèòü îïðåäåëèòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
à ÷åðåç íåãî äàëåå - ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ l(DF ). Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Ïåðåä ïåðå÷èñëåíèåì ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà çàìåòèì, ÷òî ÷ðåçìåðíîå åãî ðàçâè-
òèå, âî-ïåðâûõ, ìîæåò îùóòèìî çàìåäëèòü ðàáîòó ðåøàòåëÿ, à âî-âòîðûõ, ïðèâåñòè
ê âîçíèêíîâåíèþ ãðîìîçäêèõ îòâåòîâ, íàéäåííûõ íà íåðàöèîíàëüíûõ öåïî÷êàõ âû-
÷èñëåíèé. Ïîýòîìó îáðàòíûé âûâîä â ïëàíèìåòðèè ïðèìåíÿåòñÿ ïîêà âåñüìà îãðà-
íè÷åííûì îáðàçîì.

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀ABCD(l(AB) = l(CD) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), a) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(CD), a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Çàìåòèì, ÷òî
çàöèêëèâàíèå ïî îáðàòíîìó ïåðåõîäó îò l(AB) ê l(CD) áëîêèðóåòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêè: ññûëêà íà èñïîëüçîâàííîå ðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ â êîììåíòàðèè "èñ-
êëþ÷åíèå . . ." ðåêóðñèâíîãî îáðàùåíèÿ, è äàëåå ýòà ïîñûëêà óæå íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ.

2. Èçâåñòíîå ðàññòîÿíèå.
∀a(âû÷èñëåíèåäëèíû(a, èñòèíà))
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

∀ABC(âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), a) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(∠(ABC)) → âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), l(AC) = tg(∠(ABC))l(AB) & a))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïåðâûé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ,
ðàññòîÿíèå AC óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCp(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), p) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), l(AB) = cos(∠(BAC))l(AC) & p))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê ñèíòå-
çàòîðó "âû÷èñëåíèåóãëà", àíàëîãè÷íîìó ðàññìàòðèâàåìîìó ñèíòåçàòîðó. Âû-
ðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; ïðÿìûå AB è BC óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCp(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), p) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), l(AB) = cos(∠(BAC))l(AC) & p))

Ñîîòíîøåíèå, ðåãèñòðèðóåìîå â âûõîäíûõ äàííûõ ñèíòåçàòîðà, íå èçìåíÿåò-
ñÿ. Îäíàêî, îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ AB ïî èçâåñòíîìó
ðàññòîÿíèþ AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

4. Òåîðåìà ñèíóñîâ.

∀ABC(âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), a) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), a & sin(∠(BAC) + ∠(ABC))l(AC) =
sin(∠(ABC))l(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó, äâà ïîñëåäíèõ âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB è óãëà BAC íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óãëû ABC è BCA íå èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), sin(∠(BAC) + ∠(ABC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB è
óãëîâ BAC, ABC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óãîë BCA íå èçâåñòåí. Ïðÿìûå
AB, AC, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(l(AB)) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), sin(∠(BAC) + ∠(ACB))l(AB) = sin(∠(ACB))l(AC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èçâåñòíû óãëû ACB, BAC, à óãîë ABC íå èçâå-
ñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(l(AB)) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), sin(∠(ABC))l(AB) = sin(∠(ACB))l(AC)))

Èçâåñòíû ðàññòîÿíèå AB è óãëû ABC, ACB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.
∀ABC(âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), a) & àêòèâ(∠(ABC)) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), b) → âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), a & b &
sin(∠(BAC) + ∠(ABC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(AB)))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè, âòîðîé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðåä îáðàùåíèÿìè ê ñèíòåçàòîðàì ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî óãîë ABC èçâåñòåí, à óãëû ACB, BAC íå èçâåñòíû. Ââåäåí ñðàâ-
íèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.
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5. Òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà.

∀aABC(âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), a) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), a & l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2 −
2l(AB)l(BC) cos(∠(ABC))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó, äâà ïîñëåäíèõ - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(CD)) & îäíàñòîðîíà(B,C,
ïðÿìàÿ(AD)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAD), a) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ADC), b) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BC), a & b & l(BC)2 = l(AD)2 + l(CD)2 + l(AB)2 −
2l(AD)l(CD) cos(∠(ADC))− 2l(AD)l(AB) cos(∠(BAD)) +
2l(AB)l(CD) cos(∠(BAD) + ∠(ADC)) & 0 ≤ l(BC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò îáðà-
ùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðàì. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, CD, AD íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ âíåøíåé çàäà÷è. Íå áîëåå ÷åì îäíî èç íèõ ìîæåò ñîäåðæàòü íåèç-
âåñòíîå ðàññòîÿíèå, íî ëèøü òàêîå, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ ïîñûëêà, âûðàæàþ-
ùàÿ åãî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü èñêîìîìó ðàññòîÿíèþ. Ïîñëåäíèé ôàêò îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî êîììåíòàðèþ (ðàññòîÿíèÿ . . .), ââîäèìîìó ïðè îáðàùåíèè ê ñèíòåçà-
òîðó. Ïðÿìûå AB, CD, AD, BC äî ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà óæå ðàññìàòðèâàëèñü
â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ âûðîæäåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ, êîãäà îäíà èç òî÷åê
ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå äðóãèå. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí äâóõ ïîäîòðåçêîâ.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & B ∈ îòðåçîê(AC) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), l(AC) = l(AB) + l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), p) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BC), l(BC) = |l(AC)− l(AB)| & p))

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò ëèøü ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ" è îòñóòñòâèè êîì-
ìåíòàðèÿ "îòðåçîê". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïî-
ñëåäíèé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), l(AC)2 = l(BC)2 + l(AB)2))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(CD)) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), l(AB)2 = (l(AC)− l(BD))2 + l(CD)2))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BD, CD íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è äëèíû ìåäèàíû.

∀abcABCD(D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), a) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BC), b) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), c) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BD), 2l(AD)2+2l(BD)2− l(AB)2− l(BC)2 = 0 & a & b & c))

Äàííûé è ñëåäóþùèé ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "Âûñî-
òà". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - ðåàëèçó-
þò îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðàì. Ïðÿìàÿ AC óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì
íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî íà íåé ëåæèò òî÷êà B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀abcpqABCD(D ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AD) = ql(CD) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB),
a) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BC), b) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), c) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BD), (p2 + pq)l(AD)2 + (q2 + pq)l(BD)2 − q2l(BC)2 −
pql(AB)2 = 0 & a & b & c))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - ðåàëèçóþò îáðà-
ùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðàì. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèÿ AD, CD
âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Ñîîòíîøåíèå äëÿ âûñîòû òðåóãîëüíèêà è äëèí åãî ñòîðîí.

∀abcABCD(àêòèâ(l(BD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), a) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BC), b) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), c) → âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BD), 4l(AC)2l(BD)2 =
4l(BC)2l(AC)2 − l(AC)2 + (l(BC)2 − l(AB)2)2 & a & b & c))

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "Âûñîòà". Ïåðâûå òðè àíòåöå-
äåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - ðåàëèçóþò îáðàùåíèÿ ê ñèíòå-
çàòîðàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà è äëèí åãî ñòîðîí.

∀abcABCD(∠(BAD) = ∠(DAC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB),
a) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AC), b) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BC), c) →
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AD), l(AD)2(l(AB)+l(AC))2 = l(AB)l(AC)(l(AB)+l(AC)+
l(BC))(l(AB) + l(AC)− l(BC))) & a & b & c)

Äîëæåí èìåòüñÿ êîììåíòàðèé "Âûñîòà". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò
îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð ñóìì ñ ðàññòîÿíèÿìè "íîðìðàññòîÿíèé"

Â ïðèåìå, âûðàæàþùåì äëèíó îòðåçêà ÷åðåç ñóììó äëèí äâóõ ïîäîòðåçêîâ, èñïîëü-
çóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìðàññòîÿíèé", ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó âûðàçèòü ýòó
ñóììó ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê. Íîðìàëèçàòîð
èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:
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∀abcpqABCD(¬(a = 0) & aq− bp = 0 & al(AB) + bl(CD) = c→ pl(AB) + ql(CD) = cp/a)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, p, q íå èìåþò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Íîðìàëèçàòîð "âû÷ðàññò" óñìîòðåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ èç óðàâ-
íåíèÿ êîíòåêñòà

Äàííûé íîðìàëèçàòîð àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåò ïîñûëêó äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðàññòîÿíèÿ, à íå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàññòîÿíèé:
∀abAB(al(AB) = b & ¬(a = 0) → l(AB) = b/a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êàæäîå èç âûðàæåíèé a, b ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî
èìååò òèï "âíåøíåèçâ".

Ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöîòðåçêè" óñèëåííîãî óñìîòðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíûõ
îòðåçêîâ

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò âñïîìîãàòåëüíûé ïðåäèêàò "ïðîïîðöîòðåçêè(l(AB), l(CD), a,
b)", ãäå a, b - âûõîäíûå ïåðåìåííûå, îòíîøåíèå çíà÷åíèé êîòîðûõ ðàâíî l(AB)/l(CD).
Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñèëåíèå ñèíòåçàòîðà "ïðîïîðöèîíàëüíû", îäíàêî èùåò òîëü-
êî òàêèå a, b, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ñèíòåçàòîðà:

1. Âûðîæäåííûé îòðåçîê.
∀ABC(ïðîïîðöîòðåçêè(l(AA), l(BC), 0, 1))

∀ABC(ïðîïîðöîòðåçêè(l(BC), l(AA), 1, 0))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçàòîðà "ïðîïîðöèîíàëüíû".
∀abABCD(al(AB) = bl(CD) → ïðîïîðöîòðåçêè(l(AB), l(CD), b, a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëüíû", êîòîðîìó ïå-
ðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "îòðåçêè". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðè ïîìîùè íîðìàëèçàòî-
ðà "íîðìðàññòîÿíèå" îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé l(AB), l(CD).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðîïîðöîòðåçêè(l(AB), l(BC), a, b) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(AE)) → ïðîïîðöîòðåçêè(l(AD), l(DE), a, b))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
al(AB) = bl(AC) & ïðîïîðöîòðåçêè(p, l(CE), c, d) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(AE)) → ïðîïîðöîòðåçêè(l(BD), p, bd, ac))

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
al(AB) = bl(AC) & ïðîïîðöîòðåçêè(p, l(CE), c, d) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(AE)) → ïðîïîðöîòðåçêè(p, l(BD), ac, bd))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó, íî ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè îáðàáàòûâàþòñÿ äâà
àíòåöåäåíòà - ÷åòâåðòûé è ïÿòûé. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀pqBCDEFG(ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CG) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CE) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ïðîïîðöîòðåçêè(l(DE), l(EF ), p, q)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(DF ), ïðÿìàÿ(FG)) → ïðîïîðöîòðåçêè(l(BD), l(CG),
p, q))

∀pqBCDEFG(ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CG) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CE) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ïðîïîðöîòðåçêè(l(DE), l(EF ), p, q)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(DF ), ïðÿìàÿ(FG)) → ïðîïîðöîòðåçêè(l(CG), l(BD),
q, p))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & A ∈ îòðåçîê(BE) & A ∈ îòðåçîê(CD)
& al(BD) = bl(CE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(CE)) →
ïðîïîðöîòðåçêè(l(AD), l(CD), b, a+ b))
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & A ∈ îòðåçîê(BE) & A ∈ îòðåçîê(CD)
& al(BD) = bl(CE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(CE)) →
ïðîïîðöîòðåçêè(l(CD), l(AD), a+ b, b))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé ðåàëèçóåò îá-
ðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "ïðîïîðöèîíàëüíû", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå äîëæíû ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abABCDEFG(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îòðåçîê(BG) & al(BF ) =
bl(BG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → ïðîïîðöîòðåçêè(l(DE),
l(AC), b, a))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ñåäüìîé - îáðàùàåòñÿ
ê ñèíòåçàòîðó "ïðîïîðöèîíàëüíû", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(CDE))) & aS(ôèãóðà(ABC)) =
bS(ôèãóðà(CDE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) →
ïðîïîðöîòðåçêè(l(CD), l(AD),

√
a/b, 1−

√
a/b))

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(CDE))) & aS(ôèãóðà(ABC)) =
bS(ôèãóðà(CDE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) →
ïðîïîðöîòðåçêè(l(AD), l(CD), 1−

√
a/b,

√
a/b))

×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûå òðè
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåòñÿ ñèíòåçàòîðîì
"ïðîïîðöèîíàëüíû", ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(CDE))) & aS(ôèãóðà(ABC)) =
bS(ôèãóðà(CDE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) →
ïðîïîðöîòðåçêè(l(DE), l(AB),

√
a,
√
b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèåìàì.

Ñèíòåçàòîð "Ïðîïîðöðàññò"

Ñèíòåçàòîð ïåðå÷èñëÿåò âûäåëåííûå â çàäà÷å ðàññòîÿíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûå çàäàí-
íîìó ðàññòîÿíèþ, óêàçûâàÿ òàêæå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Èñïîëüçóåò-
ñÿ îí â ïðèåìå, âûïèñûâàþùåì ñîîòíîøåíèå òåîðåìû ñèíóñîâ ïðè óñìîòðåíèè ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè äâóõ ðàññòîÿíèé. Ïåðâîíà÷àëüíî òàêàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ìîæåò
îòíîñèòüñÿ ê äâóì ðàññòîÿíèÿì, íå ÿâëÿþùèìèñÿ ñòîðîíàìè êàêîãî-ëèáî òðåóãîëü-
íèêà, à ñèíòåçàòîð ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò íèõ ê äëèíàì äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
Ðåàëèçóåìîå ñèíòåçàòîðîì óòâåðæäåíèå èìååò âèä "Ïðîïîðöðàññò(l(AB),x,a,b)", ãäå
x - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ; a, b - âûõîäíûå ïåðåìåííûå äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè l(AB) è x. Ïîêà ñèíòåçàòîð èìååò âñåãî äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èç íèõ âûäàåò
èñõîäíîå ðàññòîÿíèå:
∀AB(Ïðîïîðöðàññò(l(AB), l(AB), 1, 1))

Âòîðîé ïðèåì èñïîëüçóåò ðàâåíñòâî äëèí îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç
îäíîé òî÷êè:

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
C ∈ îêðóæíîñòü(BE) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) → Ïðîïîðöðàññò(l(AC), l(AD), 1, 1))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".

3.16 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "óãîë"

Âûðàæåíèå "óãîë(A B C)" ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ A,C. Îäíàêî,
ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ, âûïîëíÿþùèõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêóþ ñòàíäàðòèçàöèþ óãëîâ
ïóòåì ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ A,C, íå ñîçäàíî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èäåíòèôè-
öèðóþùèå îïåðàòîðû, óñìàòðèâàþùèå óãëû, èãíîðèðóþò ïîðÿäîê òàêèõ îïåðàíäîâ.

Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(óãîë(õ26 õ27 õ28))"
îïðåäåëÿåò ñðàáàòûâàíèå åãî ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ ∠(ABC). Îòáðàñûâàåòñÿ ñëó÷àé çàäà÷ íà àíàëèç òåêñòà,
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â êîòîðûõ ñèìâîë "óãîë" îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ íåêîððåêòíûì îáðàçîì. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ òàêæå, ÷òî ïåðåìåííûå A,B,C íå ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà"
áëîêèðóåò ïîïûòêó ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Âûâîäèìîå
óòâåðæäåíèå "àêòèâ(óãîë(ABC))" èñïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ èíèöèàëèçàöèè ïðèåìîâ,
ñâÿçàííûõ ñ óãëàìè, òàê è äëÿ óñêîðåííîé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî óãîë óæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ó÷åò ñòîðîí óãëà

Ïðÿìûå, ÿâëÿþùèåñÿ ñòîðîíàìè ðàññìàòðèâàåìûõ óãëîâ, òîæå ðåãèñòðèðóþòñÿ â
ïîñûëêàõ âèäà "àêòèâ(. . .)". Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ó÷èòûâàåìîé èäåíòè-
ôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè ñèììåòðèè â àêòèâ áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî çàíåñåíû îáå
ñòîðîíû.

Äèàïàçîí çíà÷åíèé äëÿ íåâûðîæäåííîãî óãëà

Åñëè çàäà÷à èìååò èçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ óãëàìè, òî áûâàåò ïîëåçíî
ñðàçó æå äîáàâèòü â ïîñûëêè íåðàâåíñòâà, îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòü èõ èçìåíåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì âûâîäà:
∀ABCd(∠(ABC) = d & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → 0 < d & 0 < π−d)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðà-
æåíèå d íåêîíñòàíòíîå è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíîñòü åãî íå
óñìàòðèâàåòñÿ. Åñëè ýòî âûðàæåíèå èìååò âèä ax/b, ãäå a, b - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû,
x - ïåðåìåííàÿ, äëÿ êîòîðîé óæå ñóùåñòâóåò ïîñûëêà 0 < x, òî ïðèåì áëîêèðóåò-
ñÿ. Óêàçàòåëü "íîðìóãîë(óãîë(õ26 õ27 õ28))" îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè íå
êîíòðîëèðóåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê A,C ëó÷àì óãëà, à ïðîâåðÿåòñÿ ëèøü ïðè-
íàäëåæíîñòü èõ ïðÿìûì ýòèõ ëó÷åé. Â äàííîì ïðèåìå îí ïðèîáðåòàåò ñìûñë ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû "ðàçâÿçêà", ïðåîáðàçóþùåé òåîðåìó. Ïîñëå ðàçâÿçêè òî÷êè
A,C áåðóòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîíàõ óãëà A′BC ′, óïî-
ìèíàåìîãî â ïîñûëêå ∠(A′BC ′) = d. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Â ñëó÷àå çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî", äîáàâëÿåòñÿ åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñîçäàííàÿ íà òîé æå òåîðåìå. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íå
óñìàòðèâàëàñü ïîëîæèòåëüíîñòü çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ d, çàòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòî
âûðàæåíèå íå ñîäåðæàëî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Èäåíòèôèêàöèÿ óãëîâ, îòëè÷àþùèõñÿ âûáîðîì òî÷åê íà ëó÷àõ
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∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ABD)) & D ∈ îòðåçîê(BC) →
∠(ABD) = ∠(ABC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, íå èìåþùàÿ
çàãîëîâêà "àêòèâ" è ñîäåðæàùàÿ óãîë ABD. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê C è D ðàçëè÷íû.
Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Èìååòñÿ òàêæå êîïèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþ-
ùàÿ íà óðîâíå 8.

Òðè òî÷êè, îáðàçóþùèå óãîë, ðàâíûé ïè, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé

∀ABC(∠(ABC) = π → B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AC) = l(AB) + l(BC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC è AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Èäåíòèôèöè-
ðóþùèé îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B îòðåçêó AC. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(∠(ABC) = π → B ∈ îòðåçîê(AC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïåðå÷èñëåííûå âûøå ðàññòîÿíèÿ
âñòðå÷àëèñü â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàâåíñòâî óãëà íóëþ

∀ABC(∠(ABC) = 0 ↔ C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(B ∈ îòðåçîê(AC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀AB(∠(ABA) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1.

Óñìîòðåíèå ðàçâåðíóòîãî óãëà

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) → ∠(ABC) = π)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé âèä "àêòèâ(∠(ABC))".
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå òóïîãî óãëà



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 529

∀ABCD(àêòèâ(∠(ADB)) & àêòèâ(l(CD)) & C ∈ îòðåçîê(AB) & l(AC) = l(BC) &
0 < l(AC)− l(CD) → 0 < ∠(ADB)− π/2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, è
äëÿ íåãî ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ADB
èìååò òèï "íåèçâ". Â íà÷àëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé CD, AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Îáû÷íî äëÿ óñìîòðå-
íèÿ òóïîãî ëèáî îñòðîãî óãëà ïðèìåíÿþòñÿ ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû "óñììåíüøå" è
"óñììåíüøåèëèðàâíî". Ïðè îïèñàíèè ýòèõ îïåðàòîðîâ â ðàçäåëàõ, îòíîñèâøèõñÿ ê
ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå, ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû áûëè îïóùåíû. Îíè áóäóò ïðèâåäåíû
íèæå.

Ãðóïïà óãëîâ ñ îáùåé âåðøèíîé

Âñå ïðèåìû äàííîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä".
1. Ñìåæíûå óãëû.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABD)) & B ∈ îòðåçîê(AC) → ∠(ABD) + ∠(DBC) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Óãîë DBC óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êè D ïðÿìîé AB, íè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB, BD. Äëÿ
áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ñðàáàòûâàíèé èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (âåëè÷èíàóã-
ëà . . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþ-
ùàÿ íà óðîâíå 15. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óãîë DBC âñòðå÷àëñÿ â çàäà÷å,
íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABD èìåëî òèï "íåèçâ".

2. Âåðòèêàëüíûå óãëû.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(DAE)) & àêòèâ(∠(BAC)) & A ∈ îòðåçîê(BE) &
A ∈ îòðåçîê(CD) → ∠(BAC) = ∠(DAE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDE(àêòèâ(∠(DAE)) & A ∈ îòðåçîê(BE) & A ∈ îòðåçîê(CD) →
∠(BAC) = ∠(DAE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ñîçäàíû òðè âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ èç íèõ ñðàáàòûâàåò íà
óðîâíå 7. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAE íå ñîäåðæàëî íåèç-
âåñòíûõ. Âî âòîðîé âåðñèè, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 8, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âû-
ðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìåëî òèï "âîçìàêòèâ". Íàêîíåö, â âåðñèè, ñðàáàòû-
âàþùåé íà óðîâíå 10, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAE èìåëî òèï
"íåèçâ".

3. Ðàâåíñòâî óãëà ñóììå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ åãî óãëîâ.

∀ABCDEFG(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(EAD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A,C,E) & àêòèâ(∠(FAG)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& òî÷êàëó÷à(A,B, F ) & òî÷êàëó÷à(A,D,G) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D,
ïðÿìàÿ(AC)) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) & B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) →
∠(BAD) = ∠(BAC) + ∠(CAD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äåñÿòûé è îäèííàäöàòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Òåîðåìà ïðèåìà ñîçäàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàçâÿçêà
ïåðåìåííûõ íå òðåáîâàëàñü. Ïîýòîìó ââåäåí óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà", áëîêèðó-
þùèé ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè
âûïèñûâàåòñÿ, åñëè âñå îíè óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFG(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(EAD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A,C,E) & àêòèâ(∠(FAG)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& òî÷êàëó÷à(A,B, F ) & òî÷êàëó÷à(A,D,G) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D,
ïðÿìàÿ(AC)) & 0 ≤ π − ∠(BAC)− ∠(CAD) & B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) →
∠(BAD) = ∠(BAC) + ∠(CAD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðêà óñëîâèÿ "îäíàñòîðîíà(. . .)" çàìåíåíà
ïðîâåðêîé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAD)) & ∠(BAD) = a & ∠(CAD) < b &
0 ≤ a− b & îäíàñòîðîíà(C,B, ïðÿìàÿ(AD)) → ∠(CAD) = a− ∠(BAC))
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Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äî-
ïóñêàåòñÿ ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà. Äâà ïåðâûõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" îòñóòñòâóåò. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ;
âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "îïðåäåëèìî", à äëÿ óãëà CAD - òèï
"íåèçâ". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ïðè îáðàáîòêå ïÿòîãî àí-
òåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCD(àêòèâ(∠(BA)) & àêòèâ(∠(CAD)) & ∠(BA) = a & ∠(CAD) = b &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) →
∠(BAD) = a+ b)

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìóãîë". Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", à ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèå a èìååò òèï "âíåøíåèçâ", âûðàæåíèå b - íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Èìååòñÿ ñèëüíûé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ïðè îáðàáîòêå ïÿòîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.
∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(CAD)) & ∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b &
0 ≤ π − a− b & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(BAD) = a+ b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò
òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(CAD)) & ∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(BAD) = |a− b|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó (çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî îòñóòñòâóåò øå-
ñòîé àíòåöåäåíò). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BAD)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB))
& 0 ≤ π − ∠(BAC)− ∠(BAD) → ∠(CAD) = ∠(BAC) + ∠(BAD))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ BAC, BAD íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå
äëÿ óãëà CAD èìååò òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.
∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B,D,
ïðÿìàÿ(AC)) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) → ∠(CAD) = ∠(BAC) +
∠(BAD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ", äëÿ óãëà CAD - òèï
"îïðåäåëèìî", äëÿ óãëà BAD - òèï "âîçìîïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 14.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAE)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
òî÷êàëó÷à(A,D,E) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
0 ≤ π − ∠(CAE)− ∠(BAC) → ∠(BAC) = ∠(BAD)− ∠(CAE))

∀ABCDE(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAE)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
òî÷êàëó÷à(A,D,E) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) → ∠(BAC) = ∠(BAD)− ∠(CAE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò
ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Ó ïåðâîãî ïðèåìà ââåäåí ñèëüíûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ïðè îáðàáîòêå ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 12.

∀abABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D,
ïðÿìàÿ(AC)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), a) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(CAD), b) →
cos(∠(BAD)) = cos(∠(BAC) + ∠(CAD)) & a & b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî
íà äîêàçàòåëüñòâî, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè.
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Îíè îïðåäåëÿþò êîíúþíêöèè a, b ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëèòü óãëû
BAC, CAD. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 15.

4. Ðàâåíñòâî óãëà ñóììå òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ åãî óãëîâ.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & ∠(ABD) = ∠(DBE) & ∠(DBE) = ∠(EBC) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(BD)) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(BE)) & îäíàñòîðîíà(E,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
∠(ABC) = 3∠(ABD))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "ðàâíî", èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè ëèáî ñ ïàðàìè ïîñûëîê. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå.
Îíà èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 13.
∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(EBC)) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) &
a = ∠(ABD) + ∠(EBC) → ∠(DBE) = |∠(ABC)− a|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ñëåäóþùèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè, ïðè÷åì ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà
ABC òîæå íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ óãëà DBE èìååò òèï
"ïðèìåíèìî". Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(DBE)) & àêòèâ(∠(ABD)) &
àêòèâ(∠(EBC)) & îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,E,
ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(BE)) & 0 ≤ π/2 − ∠(CBE) →
∠(ABC) = ∠(ABD) + ∠(DBE) + ∠(EBC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè òàêîé æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðè-
åìå. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "Íåèçâ". Âñå óãëû ABD, DBE, EBC
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû äâà èç íèõ èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.
∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(DBE)) & îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(BE)) &
îäíàñòîðîíà(E,D, ïðÿìàÿ(BC)) → ∠(ABC) = ∠(ABD) + ∠(DBE) + ∠(EBC))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ äðóãèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà òèïû âûðàæåíèé
äëÿ óãëîâ: îäèí èç óãëîâ ABC, DBE äîëæåí áûòü èçâåñòåí, à äðóãîé - èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

5. Ðàññìîòðåíèå äâóõ óãëîâ, äîïîëíÿþùèõ íåèçâåñòíûé óãîë äî ðàçâåðíóòîãî.

∀ABCDE(∠(CBD) = a & ∠(DBE) = b & B ∈ îòðåçîê(AE) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(BD)) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AE)) →
∠(ABC) = π − a− b)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âåëè÷èíà óãëà ABC íå èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEFG(àêòèâ(∠(DBE)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ îòðåçîê(FG) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(B,F ) & ðàçíûåòî÷êè(B,G) & ðàçíûåñòîðîíû(F,E, ïðÿìàÿ(BD))
→ ∠(DBE) = π − ∠(FBD)− ∠(GBE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèå ÷åòûðå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ïÿòûé âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ DBE, FBD,
GBE èìååò òèï "íåèçâ". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåî-
ðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 12. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âåëè÷èíà óãëà
DBE áûëà èçâåñòíà, à âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ FBD, GBE èìåëè òèï "ñóùåñòâà-
òîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.
∀ABCDEFGp(àêòèâ(∠(DBE)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ îòðåçîê(FG) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(B,F ) & ðàçíûåòî÷êè(B,G) → ∠(DBE) = |π−∠(FBD)−∠(GBE)|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ óãëà DBE èìå-
ëî òèï "íåèçâ", à âåëè÷èíû óãëîâ FBD, GBE áûëè èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 12.
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6. Äâà óãëà ñ îáùåé âåðøèíîé, ñîñòàâëÿþùèå ïðÿìîé óãîë.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ABD)) & îäíàñòîðîíà(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
∠(ABD) + ∠(DBC) = π/2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è ïÿòûé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABD èìååò òèï "íåèçâ", à äëÿ óãëà
DBC - òèï "ñóùåñòâàòîì". Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðè-
åìà, ó êîòîðîé òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Îáå âåðñèè
ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 10.

7. Òðè óãëà ñ îáùåé âåðøèíîé, ñîñòàâëÿþùèå ïîëíûé óãîë.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(DAC)) & àêòèâ(∠(BAE)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A,E,C) & ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(BAD) + ∠(BAE) + ∠(DAC) = 2π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAC èìååò òèï "íåèçâ". Óêàçàòåëü "ðàç-
âÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 9.

8. ×åòûðå óãëà ñ îáùåé âåðøèíîé, ñîñòàâëÿþùèå ïîëíûé óãîë.

∀pABCDEFG(àêòèâ(∠(DAC)) & àêòèâ(∠(BAF )) & àêòèâ(∠(EAG)) &
òî÷êàëó÷à(A,F,C) & òî÷êàëó÷à(A,B,G) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(E,C, ïðÿìàÿ(AB)) & p = ∠(DAC) + ∠(BAF ) + ∠(EAG) &
0 ≤ p− π & 0 ≤ 2π − p→ p+ ∠(EAD) = 2π)



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 536

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòûðå ñëåäóþùèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð"; åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âûðàæåíèå äëÿ óãëà EAD èìååò òèï "Íåèçâ". Óãëû DAC, BAF , EAG óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû äâà èç íèõ èçâåñòíû. Èìååòñÿ óêà-
çàòåëü "ðàçâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

9. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà äâóõ ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþùèõñÿ óãëîâ ñ îáùåé âåðøè-
íîé.

∀ABCDE(∠(BAC) = ∠(DAE) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AD)) & àêòèâ(∠(BAD)) → ∠(BAD) = ∠(CAE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
óãîë BAD ðàâåí π/2, ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé íà óðîâíå 6:
∀ABCDE(∠(BAC) = ∠(DAE) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AD)) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) →
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AE))

10. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ äâóõ óãëîâ ñ îáùèì ëó÷îì: ëåæàò ëè îíè ïî îäíó ëèáî ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîãî ëó÷à.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(DAC)) & àêòèâ(∠(BAD)) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) ∨
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãëû BAC è DAC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò
òèï "íåèçâ". Ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ íå óñìàòðèâàåòñÿ íè ðàñ-
ïîëîæåíèå òî÷åê B,D ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AC, íè ðàñïîëîæåíèå
èõ ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé. Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Ïî óìîë÷àíèþ, ýòî îòíîñèòñÿ êî âñåì ïîñëå-
äóùèì ïðèåìàì ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì àíòåöåäåíòå.
Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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∀ABCDab(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(CAD)) & ∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b &
0 ≤ π − a− b→ îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & ∠(BAD) = |a− b|
∨ ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & ∠(BAD) = a+ b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âû-
ðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ íåãî ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêî-
ñòè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê B,D îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 10.

11. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ îáùåé âåðøèíû òðåõ óãëîâ íà ïðÿìîé, ñî-
äåðæàùåé ëó÷è äâóõ èç ýòèõ óãëîâ.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(CBD)) & àêòèâ(∠(DBE)) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AE) & D ∈ ïëîñêîñòü(ACE) → B ∈ îòðåçîê(AE) ∨
¬(B ∈ îòðåçîê(AE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãëû ABC è DBE èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ óãëà CBD èìååò
òèï "íåèçâ". Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò íè ðàñïîëîæåíèå
òî÷êè B íà îòðåçêå AE, íè ðàñïîëîæåíèå åå âíå ýòîãî îòðåçêà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 10.

12. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ïðÿìîé, îò êîòîðîãî
çàâèñèò ïðåäñòàâëåíèå óãëà â âèäå ñóììû ëèáî ðàçíîñòè äâóõ äðóãèõ óãëîâ.

∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(DAC)) & àêòèâ(∠(BDA)) →
D ∈ îòðåçîê(BC) & ∠(DAC) = ∠(BDA)− ∠(ACB) ∨ C ∈ îòðåçîê(BD) &
∠(DAC) = ∠(ACB)− ∠(BDA) ∨ ∠(DAC) = π − ∠(BDA)− ∠(ACB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAC èìååò òèï "íåèçâ", âûðàæåíèÿ äëÿ
óãëîâ ACB è BDA - òèï "îïðåäåëèìî". Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè D îòðåçêó BC, íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C îòðåçêó BD, íè ïðèíàäëåæ-
íîñòü òî÷êè B îòðåçêó CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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∀ABCDpq(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(ABD)) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABD), p) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(DBC), q) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → (ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) ∨
îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(BD))) & p & q)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, íàõîäÿùèìè êîíúþíêöèè p, q ñîîòíîøåíèé
äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëîâ ABD, DBC. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB è BC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC
èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,C îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé BD. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 9.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAD)) & àêòèâ(∠(BAC)) &
C ∈ ïðÿìàÿ(BD) & òî÷êàëó÷à(D,B,C) → C ∈ îòðåçîê(BD) &
∠(BAD) = ∠(BAC) + ∠(CAD) ∨ B ∈ îòðåçîê(CD) &
∠(CAD) = ∠(BAC) + ∠(BAD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C îòðåçêó BD, íè
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B îòðåçêó CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAD)) & C ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
¬(D ∈ îòðåçîê(BC)) ∨ D ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ BAD, CAD ëèáî íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷êè
D îòíîñèòåëüíî îòðåçêà BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

13. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà äâóõ óãëîâ ñ îáùèì ëó÷îì.
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∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AE) = l(CE) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD))
& ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(AF ) = l(CF ) & ∠(BAC) = ∠(FCA) &
òî÷êàëó÷à(A,B, F ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñ-
ìîòðåíèè ðàâåíñòâà ∠(BAC) − ∠(DAC) = 0 â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé è
÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "íîâûé-
ñèìâîë" îïðåäåëÿåò âûáîð íîâîé ïåðåìåííîé F äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé òî÷êè.
Ñìûñë äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîêàçàòåëüñòâî ðà-
âåíñòâà óãëîâ ñâåñòè ê äîêàçàòåëüñòâó ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ AD è CF . Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå íîâîãî óãëà

Îáû÷íî íîâûé óãîë ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå â ñâÿçè ñ êàêèì-
ëèáî íîâûì ñîîòíîøåíèåì, ãäå îí óïîìèíàåòñÿ. Òîãäà îí ñðàçó æå áóäåò çàðåãèñòðè-
ðîâàí â ïîñûëêå "àêòèâ(óãîë(. . .))". Îäíàêî, èíîãäà ðàññìîòðåíèå óãëà àêòèâèðóåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì âûâîäîì òàêîé ïîñûëêè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèåìîâ ïîäîáíîãî
òèïà. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ââîä â ðàññìîòðåíèå ëþáîãî íîâîãî ïàðàìåòðà ÷åðòåæà -
óãëà, ðàññòîÿíèÿ, è ò.ï., òðåáóåò äîñòàòî÷íîé îñòîðîæíîñòè, òàê êàê ìîæåò âûçâàòü
ëàâèíîîáðàçíîå çàãðîìîæäåíèå çàäà÷è íåíóæíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà, îáúåäèíÿþùåãî äâà äðóãèõ óãëà ñ îáùåé âåðøèíîé.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(DAC)) & àêòèâ(l(BC)) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → àêòèâ(∠(BAC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ BAD, DAC èìååò òèï
"íåèçâ". ×åðåç òî÷êó B ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé AC, ò.å.
íîâûé óãîë BAC ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì êàê îñòðûé óãîë ïðÿìîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óãëû BAD è DAC, à òàê-
æå õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ABC, ACB áûëè èçâåñòíû, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ BC èìåëî òèï "íåèçâ". Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà, óæå èìåþùåãî îäèí âû-
äåëåííûé óãîë.
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∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → àêòèâ(∠(ACB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC ëèáî íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Äîëæåí ñóùåñòâîâàòü óæå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé â çàäà÷å óãîë âèäà ∠(DCB) ëèáî ∠(ACD). Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 12.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(BCD)) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → àêòèâ(∠(ACB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî
íà äîêàçàòåëüñòâî, îñòàëüíûå âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû ACD è BCD
èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 13.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè èìååòñÿ âûäå-
ëåííûé íåèçâåñòíûé óãîë ñ òîé æå âåðøèíîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(∠(DAE)) → àêòèâ(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðå-
äåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Ðàññòîÿíèÿ AC è BC èç-
âåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAE èìååò òèï "íåèçâ". Óãëû DAB è CAE óæå
ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

4. Óãëû äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé.
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∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAD)) & àêòèâ(∠(BDC)) →
àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(ADC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ BD è CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, óãîë CAD
èçâåñòåí.

Óñìîòðåíèå ðàâíûõ âïèñàííûõ óãëîâ

Ýòîò ïðèåì ìîæíî áûëî áû îòíåñòè ê ðàçäåëó "îêðóæíîñòè", íî îí óñìàòðèâàåò
âïèñàííûå óãëû ïðè îòñóòñòâèè ÿâíî çàäàííîé îêðóæíîñòè, è ïîýòîìó ïðèâåäåí â
äàííîì ðàçäåëå.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ACB)) & E ∈ îòðåçîê(AD) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
∠(ACB) = ∠(ADB) & àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(BC)) → ∠(ABC) = ∠(ADC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìóãîë". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×òîáû èçáåæàòü ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ ïðèåìàìè, ââåäåííûìè äëÿ îêðóæíîñòè, ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâå-
ðÿþùèé îòñóòñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
A,B,C,D. Äî îáðàáîòêè ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óãëû ACB è ADB
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

1. Ñèíóñ.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ABC)) →
l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðå-
äåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì èç íèõ. Óêàçàòåëü "íîðìóãîë(∠(ABC))"
ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ óãëà ABC áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè ëó÷åé, ò.å. ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ñìåæíîãî óãëà. Ðàññòîÿíèÿ AC, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, è
âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ èìåþò òèï "íåèçâ". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï
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"âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà äàííîé òåîðåìå ñîçäàíû åùå
íåñêîëüêî ïðèåìîâ. Ïåðå÷èñëèì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ óðîâíÿ ñðàáàòûâà-
íèÿ:
(a) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé AC, BC, ∠(ABC) èçâåñòíû, à òðåòüå óæå âñòðå-

÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Óãîë ABC èçâåñòåí, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC,

BC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(c) Êîïèÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4.
(d) Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, BC èçâåñòíî, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC

èìååò òèï "íåèçâ".
(e) Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï

"âíåøíåèçâ". Ðàññòîÿíèÿ AC, BC íå èçâåñòíû. Óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âûâîäèìîãî ðàâåíñòâà â òàêîå ñîîòíîøåíèå ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè äëÿ äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, êîòîðîå ïîçâî-
ëèò èñêëþ÷èòü îäèí èç íèõ â íåêîòîðîì óðàâíåíèè çàäà÷è, èìåþùåì áîëåå
äâóõ íåâûðîæäåííûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé l(AC), l(BC), ∠(ABC) ñîäåðæàò òîëüêî ÷èñëåííûå
(èçâåñòíûå ëèáî íåèçâåñòíûå) ïàðàìåòðû, à òðåòüå - èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé l(AC), l(BC), ∠(ABC) èçâåñòíû, à òðåòüå - íåò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(h) Óãîë ABC èçâåñòåí, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé l(AC), l(BC) èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(i) Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, BC èçâåñòíî, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(j) Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC, à òàêæå õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèé AC, BC èìåþò òèï "Íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(k) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé AC, BC, ∠(ABC) èçâåñòíû, à òðåòüå óæå âñòðå-
÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(l) Óãîë ABC èçâåñòåí, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé l(AC), l(BC) èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Â öåëîì, ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ îãðàíè÷åíèÿ îñëàáëÿþòñÿ. Îä-
íàêî, äëÿ óñêîðåíèÿ ñðàáàòûâàíèé ðÿä ïðèåìîâ "ìàëûõ óðîâíåé" ïðîäóáëèðî-
âàíû íà âûñîêèõ óðîâíÿõ. Áåç ýòîãî äëÿ èõ àêòèâàöèè ïîíàäîáèëîñü áû ïðè-
íóäèòåëüíîå óìåíüøåíèå âåñîâ ïîñûëîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ïðèâÿçêè.
Ïðîäîëæèì ïåðå÷èñëåíèå ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñèíóñîì.
∀aABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & sin(∠(ABC)) = a→ l(AC) = al(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèé AC è BC íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, äðóãîå - èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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∀ABCpqr(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) & l(AB) = m &
m = pr/t & l(BC) = qr/s→ ∠(BAC) = arcsin(qt/ps))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Îíè óñìàòðèâàþò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé AB, BC ñ èçâåñò-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè p/t, q/s. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAD)) &
ïðÿìàÿ(DC) ‖ ïðÿìàÿ(AB) → l(BC) = sin(∠(BAD))l(AD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðå-
äåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AD è BC óæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûâîäèìîå ðàâåíñòâî, ïðè ïîìîùè
íåêîòîðîãî äðóãîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â íåâûðîæ-
äåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3. Íà äàííîé òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî ïðèåìîâ:
(a) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé l(BC), ∠(BAD), l(AD) èçâåñòíû, à òðåòüå - íå

èçâåñòíî è óæå ðàññìàòðèâàëîñü â çàäà÷å. Èìåþòñÿ òðè êîïèè ïðèåìà,
ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3, âòîðàÿ - íà óðîâíå 4, à òðåòüÿ
- íà óðîâíå 6.

(b) Îäíî èç òðåõ âûðàæåíèé l(BC), ∠(BAD), l(AD) èçâåñòíî, äðóãîå - èìå-
åò òèï "íåèçâ", à òðåòüå óæå âñòðå÷àëîñü â çàäà÷å. Èìåþòñÿ òðè êîïèè,
ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ 3,4 è 6.

(c) Îäíî èç òðåõ âûðàæåíèé l(BC), ∠(BAD), l(AD) èçâåñòíî, à äâà äðóãèõ
èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

2. Êîñèíóñ.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ABC)) → l(AB) =
cos(∠(ABC))l(BC))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðå-
äåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì èç íèõ. Óãîë ABC èçâåñòåí; õîòÿ áû
îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC èìååò òèï "íåèçâ". Îáà ýòè ðàññòî-
ÿíèÿ óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà äàííîé
òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî ïðèåìîâ:
(a) Îäíî èç òðåõ âûðàæåíèé l(AB), ∠(ABC), l(BC) èçâåñòíî, à äâà äðóãèõ

èìåþò òèï "íåèçâ". Èìåþòñÿ êîïèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ 3
è 4.

(b) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé l(AB), ∠(ABC), l(BC) èçâåñòíû, à òðåòüå óæå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Èìåþòñÿ êîïèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ
3 è 4.

(c) Âñå òðè âûðàæåíèÿ l(AB), ∠(ABC), l(BC) èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Óãîë ABC èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ".
Íå òðåáóåòñÿ ÷òîáû ðàññòîÿíèåAB óæå ðàññìàòðèâàëîñü â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Îäíî èç âûðàæåíèé
l(AB), l(BC) èìååò òèï "íåèçâ", à äðóãîå - òèï "ïðèìåíèìî". Èìåþòñÿ
êîïèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ 6 è 9.

(f) Ñðåäè òðåõ âûðàæåíèé l(AB), ∠(ABC), l(BC) èìååòñÿ îäíî èçâåñòíîå è
îäíî òèïà "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé l(AB), ∠(ABC), l(BC) èçâåñòíû, à òðåòüå - íå èç-
âåñòíî è íå îáÿçàòåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

(h) Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC èìåþò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì ýòè âûðà-
æåíèÿ íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ïðîäîëæàåì ïåðå÷èñëåíèå ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîñèíóñîì.

∀ABCpqr(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) & l(AC) = m &
m = pr & l(AB) = qr → ∠(BAC) = arccos(p/q))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(CBD)) &
B ∈ îòðåçîê(AD) → l(AB) = − cos(∠(CBD))l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãîë CBD èçâåñòåí, à âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB è BC
èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) → l(CD) =
|l(AB)− l(BC) cos(∠(ABC))|)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä" îïðå-
äåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì èç íèõ. Òðè èç ÷åòûðåõ âûðàæåíèé
l(CD), l(AB), l(BC), ∠(ABC) èçâåñòíû, à îäíî - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 5 è 7.

3. Òàíãåíñ.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ABC)) → l(AC) =
tg(∠(ABC))l(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC è AB èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà äàííîé òåîðåìå ñîçäàíû åùå
íåñêîëüêî ïðèåìîâ:
(a) Äâà èç òðåõ âûðàæåíèé l(AC), l(AB), ∠(ABC) èçâåñòíû, òðåòüå - èìååò

òèï "íåèçâ". Îáà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Óãîë ABC èçâåñòåí; îäíî èç âûðàæåíèé l(AB), l(AC) èçâåñòíî, à äðóãîå -
íå èçâåñòíî, íî óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(c) Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "âíåøíåèçâ"; õîòÿ áû îäíî èç ðàññòî-
ÿíèé l(AB), l(AC) âûðàæåíî ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Óãîë ABC èçâåñòåí; õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé l(AB), l(AC) èìååò òèï
"íåèçâ". Èìåþòñÿ êîïèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ 4 è 6.

(e) Âûðàæåíèÿ äëÿ l(AB), l(AC) èìåþò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Âû-
ðàæåíèå äëÿ óãëà ABC ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, âñòðå-
÷àþùèéñÿ â îäíîì èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

(f) Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà ABC è õîòÿ áû îäíîãî èç ðàññòîÿíèé AB, AC èìåþò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(g) Ðàññòîÿíèÿ AB, AC óæå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å. Óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âûâîäèìîãî ðàâåíñòâà â òàêîå ñîîòíîøåíèå ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè äëÿ äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, êîòîðîå ïîçâî-
ëèò èñêëþ÷èòü îäèí èç íèõ â íåêîòîðîì óðàâíåíèè çàäà÷è, èìåþùåì áîëåå
äâóõ íåâûðîæäåííûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(h) Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà âèäà x = ∠(ABC), ãäå x - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà-
÷è íà îïèñàíèå, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â äðóãèõ óðàâíåíèÿõ çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(i) Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

Ïðîäîëæàåì ïåðå÷èñëåíèå ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ òàíãåíñîì.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) → l(AC) = tg(∠(ABC))l(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï
"îïðåäåëèìî", äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC - òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.
∀ABCabp(bl(AB) = al(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → a = b tg(∠(ACB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ óãëà ACB
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCabp(bl(AB) = al(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → b = a tg(∠(ABC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
4. Êîòàíãåíñ.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAD)) &
ïðÿìàÿ(DC) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
l(AB) + l(CD) = ctg(∠(BAD))l(BC))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óãîë BAD è ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíû; âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé
AB è CD èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAD)) &
ïðÿìàÿ(DC) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
l(AB) = l(CD) + ctg(∠(BAD))l(BC))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Óãîë BAD èçâåñòåí. Êàæäîå
èç âûðàæåíèé l(AB), l(CD), l(BC) ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Íà
òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé èìåëè òèï "íåèçâ", à âûðàæåíèå äëÿ óãëà - òèï
"îïðåäåëèìî". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâíû 7.

5. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

(a) Ñèíóñ.
∀aABC(sin(∠(BCA)) = a & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(AB) = al(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀aABC(sin(∠(BCA)) = a & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) →
l(BC) =

√
1− a2l(AC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî ðàññòîÿíèé AC, AB â çàäà÷å äîëæíû
âñòðå÷àòüñÿ ðàññòîÿíèÿ AC, BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀abABC(sin b = a & ∠(BCA) = b & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) →
l(AB) = al(AC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; ðàññòîÿ-
íèÿ AC è BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 5.
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∀abABC(sin b = a & ∠(BCA) = b & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) →
l(BC) =

√
1− a2l(AC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî ðàññòîÿíèé AC, AB â çàäà÷å äîëæíû
âñòðå÷àòüñÿ ðàññòîÿíèÿ AC, BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(b) Êîñèíóñ.
∀aABC(cos(∠(BCA)) = a& ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(BC) = al(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Òàíãåíñ.
∀aABC(tg(∠(BCA)) = a & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(AB) = al(BC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀aABC(tg(∠(BCA)) = a & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) →
l(A) =

√
1 + a2l(BC))

Âûðàæíèå a è âûðàæåíèå l(AC) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ AB,
BC â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Êîòàíãåíñ.
∀aABC(ctg(∠(BCA)) = a& ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(BC) = al(AB))

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé BC è
AB óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Âûðàæåíèå îäíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ÷åðåç äðóãèå.
Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà óñìàòðèâàþò â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå íåêîòîðîé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé îïåðàöèè, è èñïîëüçóþò åãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ äðóãîé òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè. Âñå îíè èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Õîòÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ïðèåìû îòíîñÿòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ê ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå, íî äëÿ
"îáû÷íûõ" àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ îíè îêàçàëèñü íåòèïè÷íûìè è ñòàëè íóæíû
ëèøü â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ íà âû÷èñëåíèå.
(a) Âûðàæåíèå ñèíóñà ÷åðåç òàíãåíñ.

∀ab(tg a = b→ sin a = |b|/
√

1 + b2)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, b - íå ñîäåðæèò. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

(b) Âûðàæåíèå êîñèíóñà ÷åðåç ñèíóñ.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ π − 2a & sin a = b→ cos a =

√
1− b2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçà-
òåëü "âûâîä" îáåñïå÷èâàåò âûâîä ñîïðîâîæäàþùåãî ïî î.ä.ç. íåðàâåíñòâà
0 ≤ 1− b2.
∀ab(sin a = b→ (cos a)2 = 1− b2)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 1 è 4.
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(c) Âûðàæåíèå êîñèíóñà ïîëîâèííîãî óãëà ÷åðåç êîñèíóñ óãëà.
∀abc(a = b/2 & 0 ≤ b & 0 ≤ π − b & cos b = c→ cos a =

√
(1 + c)/2)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìäðîáü". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå
c - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Âûðàæåíèå ñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç ñèíóñ óãëà.
∀ab(0 ≤ π − 2a & sin a = b→ sin(2a) = 2b

√
1− b2)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

(e) Âûðàæåíèå êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç ñèíóñ óãëà.
∀ab(sin a = b→ cos(2a) = 1− 2b2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(f) Âûðàæåíèå êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà ÷åðåç êîñèíóñ óãëà.

∀ab(cos a = b→ cos(2a) = 2b2 − 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
7. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû óãëà, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî çíà÷åíèå íåêîòîðîé òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.
Îáùèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû, ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíîãî àðãóìåíòà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, âûäàþò âñþ ñåðèþ çíà÷å-
íèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïîëüçîâàòüñÿ èìè â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåóäîáíî.
Êðîìå òîãî, îíè ñðàáàòûâàþò â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, à íå â ïîñûëêàõ
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ïðèåìû ñ çàãîëîâêîì
"âòîðîéòåðì", îïðåäåëÿþùèå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà è ïðèìåíÿåìûå
â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå.
(a) Ñèíóñ.

∀ax(0 ≤ x− π/2 & 0 ≤ π − x→ sin x = a↔ x = π − arcsin a)

∀ax(0 ≤ π/2− x & 0 ≤ π/2 + x→ sin x = a↔ x = arcsin a)

∀ax(0 ≤ π/2− x & 0 ≤ π + x & 0 ≤ a→ sin x = a↔ x = arcsin a)

Ïîñûëêè îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à x ñîäåðæèò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåò àíàëîãè÷íîãî
óðàâíåíèÿ ñ áîëåå êîðîòêîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 1.
∀ax(0 ≤ x & 0 ≤ π − x & sinx = a→ min(x, π − x) = arcsin a)

∀ax(0 ≤ x & 0 ≤ π − x & sinx = a→ max(x, π − x) = π − arcsin a)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïî-
ñëåäíèé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ, x - ñîäåðæèò. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3, 5 è 7.

(b) Êîñèíóñ.
∀ax(0 ≤ x & 0 ≤ π − x→ cosx = a↔ x = arccos a & 0 ≤ 1− a & 0 ≤ 1 + a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(c) Òàíãåíñ.
∀ax(0 ≤ π/2− x & 0 ≤ x→ tg x = a↔ x = arctg a & 0 ≤ a)

∀ax(0 ≤ π + x & x ≤ 0 & 0 ≤ a→ tg x = −a↔ x = − arctg a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ëèáî âûðàæå-
íèå x èìååò òèï "íåèçâ", ëèáî â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ax(0 ≤ x & 0 ≤ π−x→ tg x = a↔ x = (arctg a ïðè0 ≤ a, èíà÷åπ+arctg a))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Íà óðîâíå 2 ñðàáàòûâàåò âåðñèÿ, â êîòîðîé
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèáî âûðàæåíèå x èìåëî òèï "íåèçâ", ëèáî èìåëñÿ êîì-
ìåíòàðèé (íåèçâ x). Íà óðîâíå 9 ñðàáàòûâàåò âåðñèÿ, â êîòîðîé ýòî îãðà-
íè÷åíèå ñíÿòî.

(d) Êîòàíãåíñ.
∀ax(0 ≤ a & 0 ≤ π − a→ ctg x = a↔ x = arcctg a)

Åñëè âûðàæåíèå x èìååò òèï "íåèçâ", òî ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2,
èíà÷å - íà óðîâíå 5.

8. Ñèíóñ íóëåâîãî ëèáî ðàçâåðíóòîãî óãëà.
∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → sin(∠(ABC)) = 0)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
9. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþ òî÷åê, ïîäãîòàâëèâàþùèé âîç-

ìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ACD)) →
C ∈ îòðåçîê(BD) ∨ ¬(C ∈ îòðåçîê(BD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AB, CD è AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Èç
êîíòåêñòà íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê B,C,D. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

10. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíå óãëà, ïîäãîòàâëèâàþùåå âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

∀ABCDEFpq(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ql(CD) =
pl(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → F − òî÷êà &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & pl(BF ) = ql(DE))
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Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óãîë BAC èäåíòèôèöèðóåòñÿ áåç ó÷åòà íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé, ïðè÷åì âûðàæå-
íèå äëÿ íåãî (èëè ñìåæíîãî ñ íèì) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå DE
óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å; ðàññòîÿíèå AB íå èçâåñòíî. Ïðèåì ïðîâîäèò èç
òî÷êè B ïåðïåíäèêóëÿð BF ê ïðÿìîé AC, òàê êàê äëèíó åãî ìîæíî ñíà÷àëà
âûðàçèòü ÷åðåç l(DE), p, q, à çàòåì ñâÿçàòü ñ äëèíîé ãèïîòåíóçû AB. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ è íåèçâåñòíûõ

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ óãëà, îïðåäåëÿåìîãî èç òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ.
∀ABCa(∠(ABC) = a & a− ÷èñëî)
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
âûðàæåíèÿ ∠(ABC) â óðàâíåíèè - ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âñå íåèçâåñòíûå âñòðå÷àþòñÿ â ýòîì óðàâíåíèè òîëüêî âíóòðè ïîäòåð-
ìîâ ∠(ABC), ïðè÷åì ÷èñëî âõîæäåíèé òàêèõ ïîäòåðìîâ áîëåå îäíîãî è ìåíü-
øå 5. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå èìååò âõîæäåíèå
òåðìà ∠(ABC), ðàñïîëîæåííîå ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèåé. Óêàçàòåëü
"âñïîìíåèçâåñòíàÿ(õ1)" îïðåäåëÿåò âûáîð â êà÷åñòâå a íîâîé ïåðåìåííîé è ðå-
ãèñòðàöèþ åå êàê âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Åñëè óæå èìåëàñü äðóãàÿ âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 11. Â íåé ÷èñëî âõîæäåíèé
ïîäòåðìîâ ∠(ABC) ñâåðõó íå îãðàíè÷åíî.

2. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ äëèíû îòðåçêà, êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëü-
íû äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ íåèçâåñòíûì óãëîì.

∀ABCDEabcd(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & al(AB) = bl(AC) & l(AB) = cl(DE) → l(DE) = d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëüíû", øåñòîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëå òîãî,
êàê óñòàíîâëåíà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé AB è AC ñ èçâåñòíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè a, b, øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëÿåò â âûðàæåíèè äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AB ñîìíîæèòåëü l(DE). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå c íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà "ðàññòîÿíèå" è ÷òî âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ".
Óêàçàòåëü "âñïîìïàðàìåòð" îïðåäåëÿåò âûáîð â êà÷åñòâå d íîâîé ïåðåìåííîé
è ðåãèñòðàöèþ åå êàê âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Åñëè óæå èìåëñÿ êàêîé-
ëèáî âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îòáðàñûâàåòñÿ òàêæå
âûðîæäåííûé ñëó÷àé a = b = 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
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3. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ óãëà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû äâóõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.
∀ABCa(∠(ABC) = a & a− ÷èñëî)
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñ-
ìîòðåíèè âûðàæåíèÿ ∠(ABC) â óðàâíåíèè - ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî óðàâíåíèå, ïîìèìî íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé ∠(ABC),
ñîäåðæèò ëèøü åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x, è îíà ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé âíåø-
íåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî èìååòñÿ äðóãîå óðàâíåíèå,
ñîäåðæàùåå ëèøü íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèÿ x, ∠(ABC), ïðè÷åì ïîñëåäíåå
ïîäâûðàæåíèå âñòðå÷àåòñÿ âíóòðè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - âåëè÷èíû óãëà, âõîäÿùåãî â óñëîâèå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî.
∀ABCa(∠(ABC) = a)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ ∠(ABC) â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòî âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè ðàâåíñòâà, èìåþùåãî âõîæäåíèå íåêî-
òîðîãî äðóãîãî ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "ðàññòîÿíèå", "óãîë" ëèáî "ïëîùàäü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

5. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ óãëà òèïà "íåèçâ".
∀ABCa(∠(ABC) = a & a− ÷èñëî)
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè óãëà ABC â óðàâíåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå äëÿ äàííîãî
óãëà ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû è èìååò òèï "íåèçâ". Êîëè-
÷åñòâî âõîæäåíèé òåðìà ∠(ABC) â óðàâíåíèÿ çàäà÷è íå ìåíåå 15. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ óãëû

Âñå ïðèåìû äàííîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Êàê è â ñëó÷àå ðàñ-
ñòîÿíèé, ÿâíîå âûðàæåíèå óãëà ÷åðåç ïðî÷èå ïàðàìåòðû çàäà÷è ìîæåò íàðóøèòü
åñòåñòâåííûé õîä ðåøåíèÿ è òðåáóåò îïðåäåëåííîé îñòîðîæíîñòè. Ïîýòîìó ïðèåìû,
ïîëó÷àþùèå òàêîå âûðàæåíèå ïóòåì ðåøåíèÿ èìåþùèõñÿ óðàâíåíèé, ñíàáæàþòñÿ
ðÿäîì îãðàíè÷åíèé.

1. Âûðàæåíèå óãëà ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû.
∀ABCab(∠(ABC) + a = b↔ ∠(ABC) = b− a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèÿ a, b íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abcABC(¬(a = 0) → a∠(ABC) + b = c↔ ∠(ABC) = (c− b)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì ëèáî b îòëè÷íî îò 0, ëèáî a îòëè÷íî îò åäèíèöû.
Ñóùåñòâóåò åùå îäíî óðàâíåíèå çàäà÷è, ñîäåðæàùåå åäèíñòâåííûé íåâûðîæ-
äåííûé ÷èñëîâîé àòîì - òåðì ∠(ABC). Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ïðèåìà
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âåäåò ê ïîëó÷åíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6. Â
íåé îò äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî óãîë ABC, òðåáóåòñÿ ëèøü,
÷òîáû îíî íå èìåëî âèä ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

2. Ïîäñòàíîâêà ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà, èçâëåêàåìîãî èç ïîñûëêè.
∀abcABC(¬(a = 0) & a∠(ABC) + b = c→ ∠(ABC) = (c− b)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óðàâíåíèÿ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ äðóãèì óðàâíåíèåì. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùåå óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îòëè÷íûõ îò óãëà ABC è ÷òî âõîæäåíèå ýòîãî óãëà
åäèíñòâåííîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀abcdABC(¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a(b+ c∠(ABC)) = d→ ∠(ABC) = (d− ab)/(ac))
Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â óðàâíåíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ äðóãèì óðàâíåíèåì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

3. Èçâëå÷åíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà èç ðàâåíñòâà äëÿ ñóììû ýòîãî óãëà ñ
íåêîòîðîé âåëè÷èíîé.
∀ABCab(∠(ABC) + a = b↔ ∠(ABC) = b− a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê èñõîäíîé ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå
a íå ñîäåðæèò ïîäòåðìà ∠(ABC); âûðàæåíèå b íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì àòîìîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí ðÿä äðóãèõ ïðèåìîâ,
â êîòîðûõ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåìàÿ ïîñûëêà ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîé:
(a) Ñóùåñòâóåò äðóãîå ñîäåðæàùåå óãîë ABC óðàâíåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ ðà-

âåíñòâîì äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Êàæäûé âõîäÿùèé â âûðàæåíèÿ a, b íåâû-
ðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì âñòðå÷àåòñÿ â íåêîòîðîì äðóãîì óðàâíåíèè, íå
ÿâëÿþùåìñÿ ðàâåíñòâîì äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå b íå ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ñóùåñòâóåò äðóãîå ñîäåðæàùåå óãîë ABC óðàâíåíèå, íå èìåþùåå âèäà
∠(ABC) = . . .. Âûðàæåíèå b íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòî-
ìîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óñëîâèå íà äðóãîå óðàâíåíèå íåìíîãî îñëàá-
ëåíî: îíî íå äîëæíî èìåòü âèäà ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Ãðóïïèðîâêà ïðîïîðöèîíàëüíûõ óãëîâ â ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.
∀abABCDEF (a∠(ABC)− b∠(DEF ) = 0 ↔ a∠(ABC) = b∠(DEF ))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Äåëåíèå äâóõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êîñèíóñà óãëà.
∀abcdABC(¬(a = 0) & a cos(∠(ABC)) = b→ c cos(∠(ABC)) = d↔ ad− bc = 0)
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé, ïåð-
âûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåð-
æàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìååò òèï "âíåø-
íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Óñòðàíåíèå äðîáè, ñîäåðæàùåé óãîë.
∀abc(¬(b = 0) → a/b = c↔ a = bc)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, c ñîäåð-
æàò ðàâíûå óãëû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcABC(¬(b = 0) → a∠(ABC)/b = c↔ a∠(ABC) = bc)

Âûðàæåíèå c íå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì, âûðàæåíèå b íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Âûðàæåíèå îäíîãî óãëà ÷åðåç äðóãîé.
∀abABCDEF (¬(a = 0) → a∠(ABC) = b∠(DEF ) ↔ ∠(ABC) = b∠(DEF )/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Êàæäîå èç âûðàæåíèé
a, b ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Ñóùåñòâóåò
äðóãîå óðàâíåíèå çàäà÷è, ñîäåðæàùåå îáà óãëà è íå èìåþùåå äðóãèõ íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

8. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ óãëàìè.
∀abcABC(c(a∠(ABC) + b) = ac∠(ABC) + bc)

Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âõîäèò â óðàâíåíèå - ïîñûëêó çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì ëèáî çíàìåíàòåëåì
äðîáè. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Òåêóùåå
óðàâíåíèå èìååò âõîæäåíèå óãëà ABC âíå ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà. Ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ, åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà,
ïðè÷åì ëèáî äðóãàÿ ÷àñòü ðàâíà 0, ëèáî c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Çàìåíÿþ-
ùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòàíãåíñà óãëà

∀abcABC(p = am & q = an & p cos(∠(ABC)) + d = e & q sin(∠(ABC)) + b = c & ¬(q =
0) & ¬(sin(∠(ABC)) = 0) → m ctg(∠(ABC)) = n(e− d)/(c− b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îíè îïðåäåëÿþò îáùèé ìíîæèòåëü a êîýôôèöèåíòîâ p, q. Êàêèå-ëèáî
íîðìàëèçàòîðû ïðè ýòîì íå èñïîëüçóþòñÿ. Âûðàæåíèÿ b, c, d, e,m, n íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óñëîâèé íà âåëè÷èíó óãëà

1. Îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a & a < 0 → ëîæü)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü", âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå è ñîäåðæèò ñèìâîë
"ìèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ïðîòèâîðå÷èò èçâåñòíûì
âåëè÷èíàì äâóõ óãëîâ.

∀ABCDab(∠(BAC) = a & ∠(DAC) = b & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & 0 <
b− a & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → ëîæü)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óãîë ïðè ìåíüøåì îñíîâàíèè ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè îêàçàëñÿ îñòðûì.

∀ABCDabc(∠(ABC) = a & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥
ïðÿìàÿ(CD) & l(BC) = b & l(AD) = c & 0 ≤ c− b & 0 < π/2− a &
îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) → ëîæü)
Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ðàâíî", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé (ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè) çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîí-
òðîëü". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿ-
òûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; èõ ëåâûå ÷àñòè îáðà-
áàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ðåçóëüòèðóþùèå âûðà-
æåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Êîñèíóñ îñòðîãî óãëà îêàçàëñÿ îòðèöàòåëåí.
∀ab(cos a = b & b < 0 & 0 ≤ π/2− a & 0 ≤ a→ ëîæü)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "êîíòðîëü". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå è ñîäåðæèò ñèìâîë "ìèíóñ". Ïðè
îáðàáîòêå äâóõ ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñèëüíûå îãðàíè÷èòåëè
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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5. Êîñèíóñ äâîéíîãî óãëà, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà,
îêàçàëñÿ îòðèöàòåëåí.
∀ABCa(∠(BAC) = a & ∠(BCA) = a & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → cos(2a) < 0 ↔
ëîæü)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,C ðàçëè÷íû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ñòîðîíû óãëà ëåæàò íà îáùåé ïðÿìîé, à âåëè÷èíà óãëà îòëè÷íà îò 0 è îò ïè.
∀ABCa(∠(ABC) = a & 0 < a & 0 < π − a→ ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü", äâà ïîñëåäíèõ -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óêà-
çàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ñóììà äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà îêàçàëàñü áîëüøåé ïè.

∀ABCa(∠(BAC) = a & 0 < ∠(ABC)− π + a→ ëîæü)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "êîíòðîëü", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âû-
ðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óãîë ABC âñòðå÷àåòñÿ â íåêîòîðîì íåðà-
âåíñòâå - ïîñûëêå çàäà÷è. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Íóëåâîé óãîë ìåæäó äèàãîíàëüþ è ñòîðîíîé òðàïåöèè.
∀ABCD(Òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(ADB) = 0 → ëîæü)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "êîíòðîëü", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ.
Âåðøèíû òðàïåöèè ìîãóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì ïîðÿäêå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îòáðàñûâàíèå âûðîæäåííîãî óãëà

Ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ ÷àñòî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà â ïðîòèâîðå÷èâîì êîíòåêñòå
ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ âûðîæäåííûõ óãëîâ. ×òîáû óñêîðèòü óñìîòðåíèå ïðî-
òèâîðå÷èÿ, ðàâåíñòâà äëÿ òàêèõ óãëîâ îòáðàñûâàþòñÿ:
∀ABc(∠(AAB) = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îïðåäåëÿåò
çàìåíó âñåãî ðàâåíñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âõîäèòü â
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ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà ïðÿìîé òî÷åê, îò êîòîðîãî
çàâèñèò, ðàâíû ëè óãëû èëè äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî ðàçâåðíóòîãî

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(ABC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) →
B ∈ îòðåçîê(DC) & ∠(ABD) + ∠(ABC) = π ∨ ¬(B ∈ îòðåçîê(DC)) &
∠(ABD) = ∠(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óãîë ABC èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABD èìååò òèï "íåèçâ".
Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê B,C,D. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCD(àêòèâ(∠(ABD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) → B ∈ îòðåçîê(DC) &
∠(ABD) + ∠(ABC) = π ∨ ¬(B ∈ îòðåçîê(DC)) & ∠(ABD) = ∠(ABC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî îòíîñèòåëüíî óãëà ABC ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü, ÷òî
îí èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Ýòîò óãîë ìîæåò íå âñòðå÷àòüñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & B ∈ îòðåçîê(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & ðàçíûåòî÷êè(B,E) → B ∈ îòðåçîê(CE) &
∠(DBE) = ∠(ABC) ∨ ¬(B ∈ îòðåçîê(CE)) & ∠(DBE) + ∠(ABC) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë
ABC èçâåñòåí. Ðàññòîÿíèÿ BD è BE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì îäíî
èç íèõ èçâåñòíî, à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 9.
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∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → òî÷êàëó÷à(A,C,D) &
∠(BAC) = ∠(BAD) ∨ A ∈ îòðåçîê(CD) & ∠(BAC) = π − ∠(BAD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Óãîë ABC è ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíû. Óãîë BAD èìååò òèï "îïðåäåëèìî".
Ðàññòîÿíèå BC íå èçâåñòíî, è âûðàæåíèå äëÿ íåãî èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Íå
óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 10.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ðàçâåðíóòîãî ëèáî íóëåâîãî óãëà

∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) → A ∈ îòðåçîê(BC) & ∠(BAC) = π ∨
¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)) & ∠(BAC) = 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,B,C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ìèíèìóì âåëè÷èí óãëà è ñìåæíîãî ñ íèì óãëà

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ óäîáíî áûâàåò èãíîðèðîâàòü ðàçëè÷èå ìåæäó óãëîì è ñìåæ-
íûì ñ íèì óãëîì, ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî ýòèõ óãëîâ èõ ìèíèìóì. Ïî íåìó îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñèíóñà êàæäîãî èç óãëîâ. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìèíèìóìà óãëà
a è ñìåæíîãî ñ íèì óãëà ñëóæèò âûðàæåíèå "ìèíóãîë(a)". Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî
ïðîñòûõ ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñêëþ÷àòü äàííîå âûðàæåíèå.

1. Íîðìàëèçàöèÿ àðãóìåíòà.
∀a(ìèíóãîë(π − a) = ìèíóãîë(a))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Êîñèíóñ.
∀a(cos(ìèíóãîë(a)) = | cos a|)
∀a(cos(2ìèíóãîë(a)) = cos(2a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
3. Ñèíóñ.
∀a(sin(ìèíóãîë(a)) = sin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Ñèíóñ äâîéíîãî óãëà.
∀a(sin(2ìèíóãîë) = | sin(2a)|)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóãîë"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð, êàê è íîðìàëèçàòîð "íîðìðàññòîÿíèå", èñïîëüçóåòñÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî ÷àñòî. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî åãî ïðèåìîâ ñâåäåíî ê ìèíèìóìó. Áîëüøèíñòâî èç
íèõ ñðàáàòûâàåò òîëüêî ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî êîììåíòàðèÿ, óñèëèâàþùåãî
îáðàùåíèå.
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1. Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ.
∀ABC(∠(CAB) = ∠(BAC))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ñèìâîë B ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò ñèìâîëó
C. Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî" îòìåíÿåò ïîïûòêó ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ B,C
ïðè èäåíòèôèêàöèè. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû
ïðèåìà â ïðîöåññå êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀ab(a = b→ a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "óãîë".
Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî" áëîêèðóåò ïîïûòêó ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ ðàâåí-
ñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óñìîòðåíèå àëüòåðíàòèâíîãî îáîçíà÷åíèÿ óãëà.
∀ABCDE(àêòèâ(∠(BAC)) & òî÷êàëó÷à(A,D,B) & òî÷êàëó÷à(A,E,C) →
∠(DAE) = ∠(BAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Â íà÷àëå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à
íå èìååò ïîñûëêè "àêòèâ(∠(DAE))". Ââåäåí óñêîðÿþùèé óêàçàòåëü "êîììóòà-
òèâíî", áëîêèðóþùèé ïîïûòêè ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ D,E ïðè èäåíòèôèêà-
öèè óãëà DAE. Èìååòñÿ òàêæå óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå âåëè÷èíû äàííîãî ëèáî ñìåæíîãî óãëà.
∀aABCDE(àêòèâ(∠(BAC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
∠(BAC) = a→ ∠(DAE) = a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "óãîë", ðàçðåøàþùåãî ïîëó-
÷àòü âûðàæåíèå äëÿ äàííîãî ëèáî ñìåæíîãî óãëîâ (áåçðàçëè÷íî, êàêîãî èìåí-
íî). Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì
óêàçàòåëü "íîðìóãîë" ðàçðåøàåò ïðè èäåíòèôèêàöèè íå óòî÷íÿòü ðàçìåùåíèå
òî÷åê B,C íà ïðÿìûõ - ñòîðîíàõ óãëà. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" îòñóòñòâóåò. Âûðàæåíèå a íå
èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "óãîë". Óêàçàòåëü "êîììóòàòèâíî" áëîêèðóåò
ïîïûòêó ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ D,E ïðè èäåíòèôèêàöèè óãëà DAE. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óñìîòðåíèå ïðÿìîãî óãëà.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → ∠(BAC) = π/2)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîì-
ìåíòàðèÿ "âåëè÷èíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óñìîòðåíèå ðàçâåðíóòîãî óãëà.
∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) → ∠(BAC) = π)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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7. Èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
∀abABC(¬(a = 0) & a∠(ABC) = b→ ∠(ABC) = b/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "óìíîæåíèå". Âòîðîé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ðàâåíñòâî îñòðûõ óãëîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû âäîëü îäíèõ è òåõ æå
ïðÿìûõ.

∀ABCDEp(∠(CAB) = p & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(DE) & 0 < π/2− p→ ∠(DAE) = p)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïðÿìûåóãëû". Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå
p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ òåêóùåé çàäà÷è. Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå
óñìàòðèâàþò ðàçìåùåíèå òî÷åê D,E íà òåõ æå ëèáî ïðîòèâîïîëîæíûõ ëó÷àõ,
÷òî è òî÷êè B,C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Óãîë ðàâåí íóëþ.
∀AB(∠(BAB) = 0)

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "âåëè÷èíà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "âåëè÷èíàóãëà"

Íîðìàëèçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó íàéòè âåëè÷èíó óãëà, âûðàæàÿ åãî ÷åðåç äðó-
ãèå èçâåñòíûå óãëû ñ òîé æå âåðøèíîé. ×òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó óãëà, ïðèåì
íîðìàëèçàòîðà ïðåäñòàâëÿåò åãî â âèäå ñóììû ëèáî ðàçíîñòè äâóõ óãëîâ. Îäèí èç
íèõ èçâåñòåí, à âåëè÷èíà äðóãîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì îáðàùåíèåì ê òîìó
æå ñàìîìó íîðìàëèçàòîðó. Òàêèì îáðàçîì, ïðèåì íîðìàëèçàòîðà ñðàáàòûâàåò ëèøü
îäèí ðàç, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿÿ èñêîìóþ âåëè÷èíó. Ôàêòè÷åñêè, îí ðåàëèçóåò
îáðàòíûé âûâîä è â ýòîì îòíîøåíèè íàïîìèíàåò ïàêåòíûå ñèíòåçàòîðû.

1. Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå âåëè÷èíû óãëà.
∀aABC(∠(ABC) = a→ ∠(ABC) = a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìóãîë" è "çíà÷óãîë". Âòîðîé
íîðìàëèçàòîð, îïèñûâàåìûé íèæå, ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ âû-
÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû óãëà èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Îí áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ëèøü
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ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "çíà÷óãîë". Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðîâ äîëæ-
íî ïîëó÷àòüñÿ âûðàæåíèå a, íå ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûõ. Åñëè èìååòñÿ êîì-
ìåíòàðèé (ðàçíûåñòîðîíû . . .), òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 1.
Íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ðàçíûåñòîðîíû P Q) ïðè îïðåäåëåíèè óãëà ABC îçíà-
÷àåò, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó, ãäå óãëû ñòàíî-
âÿòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè. Îðèåíòàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì ïðè àëãåá-
ðàè÷åñêîì ñóììèðîâàíèè öåïî÷êè óãëîâ. Òî÷êà P ëåæèò íà ëó÷å BA, à òî÷êà
Q - ãäå-òî âíå ïðÿìîé BA. Åñëè òî÷êà C îêàæåòñÿ ñ òî÷êîé Q ïî ðàçíûå ñòî-
ðîíû îò ïðÿìîé BA, òî óãîë íóæíî áðàòü ñî çíàêîì "ïëþñ", èíà÷å - ñî çíàêîì
"ìèíóñ". Ïðè íåïîñðåäñòâåííîì óñìîòðåíèè âåëè÷èíû îðèåíòèðîâàííîãî óãëà
ABC íåîáõîäèìî åùå äîîïðåäåëèòü çíàê óãëà. Ýòî äåëàþò ñëåäóþùèå ïðèåìû.

∀ABCDEa(îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)) & ∠(ABC) = a &
òî÷êàëó÷à(B,A,E) → ∠(ABC) = −a)
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò êîììåíòàðèé (ðàçíûåñòîðîíûE D).
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", âû÷èñëÿåò âåëè÷èíó óãëà a ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ "íîðìóãîë",
"çíà÷óãîë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEa(ðàçíûåñòîðîíû(D,C, ïðÿìàÿ(AB)) & ∠(ABC) = a &
òî÷êàëó÷à(B,A,E) → ∠(ABC) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
2. Óãîë ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïðÿìûìè.

Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñòîðîí óãëà, òî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå äâà ïðèåìà, àíàëîãè÷íûõ ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà:
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)) &
òî÷êàëó÷à(B,A,E) → ∠(ABC) = −π/2)

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåñòîðîíû(D,C, ïðÿìàÿ(AB)) &
òî÷êàëó÷à(B,A,E) → ∠(ABC) = π/2)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ñ óñìîòðåíèÿ êîì-
ìåíòàðèÿ (ðàçíûåñòîðîíû D E). Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ñóììèðîâàíèå óãëîâ ñ îáùåé ñòîðîíîé.
Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñóììèðîâàíèÿ óãëîâ. Íà÷íåì ñ ïðèåìîâ, èíèöèà-
ëèçèðóþùèõ ñóììèðîâàíèå. Â ýòîé ñèòóàöèè êîììåíòàðèé (ðàçíûåñòîðîíû . . .)
îòñóòñòâóåò, è ïðèåì ïðåæäå âñåãî óñòàíàâëèâàåò äàííûé ôàêò.

∀abdABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & ∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b & d = |a+ b| &
0 ≤ π − d→ ∠(BAD) = d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìóãîë". Ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Òðåòèé
àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âåëè÷èíàóã-
ëà", ïðè÷åì ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ðàçíûåñòîðîíû C B). Ðåçóëüòàò b áóäåò
èìåòü çíàê "ìèíóñ", åñëè òî÷êè B,D ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ëó÷à AC è
çíàê "ïëþñ" â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âû÷èñëÿåò ìîäóëü ñóììû a è b, èñïîëüçóÿ
íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ýòîò ìîäóëü
íå ïðåâîñõîäèò π, ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Äëÿ ñëó-
÷àåâ, êîãäà d > π, ñîçäàíû åùå äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà, èìåþùèõ òîò æå
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ:
∀abdABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & ∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b & d = |a+ b| &
0 ≤ d− π & 0 ≤ 2π − d→ ∠(BAD) = 2π − d)

∀abdABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & ∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b & d = |a+ b| &
0 ≤ d− 2π & 0 ≤ 3π − d→ ∠(BAD) = d− 2π)
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Åñëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà íóæíî íåñêîëüêî ðàç îáîéòè âîêðóã âåðøèíû A, òî
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà óãëîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøåé, ÷åì äîïóñòèìî â äàííûõ
ïðèåìàõ. Îäíàêî, ýòè ñëó÷àè â "îáû÷íûõ" çàäà÷àõ íå âñòðå÷àëèñü, è îáðàáîòêà
èõ ïîêà íå ïðåäóñìîòðåíà.
Ïåðåõîäèì ê ïðèåìàì ñóììèðîâàíèÿ óãëîâ, ïðîäîëæàþùèì óæå íà÷àòóþ öå-
ïî÷êó. Îíè ñðàáàòûâàþò ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ (ðàçíûåñòîðîíû F E), ôèê-
ñèðóþùåãî îðèåíòàöèþ óãëîâ.

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(BAC)) & ðàçíûåñòîðîíû(E,C, ïðÿìàÿ(AB)) &
∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b & òî÷êàëó÷à(A,B, F ) → ∠(BAD) = a+ b)

Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë"; ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. ×åòâåð-
òûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âåëè÷èíà-
óãëà". Ïðè îáðàùåíèè ñòàðûé êîììåíòàðèé (ðàçíûåñòîðîíû . . .) çàìåíÿåòñÿ íà
êîììåíòàðèé (ðàçíûåñòîðîíû C B). Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "òî÷êà
C", áëîêèðóþùèé ïîâòîðíîå ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ëó÷ AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(BAC)) & îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)) &
∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b & òî÷êàëó÷à(A,B, F ) → ∠(BAD) = −(a+ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "âåëè÷èíàóãëà"

Êðîìå âñïîìîãàòåëüíûõ îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðó "âåëè÷èíàóãëà" ïðè îáðàáîòêå
àíòåöåäåíòîâ ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ, ñîçäàíû äâà ïðèåìà âûâîäà, èñïîëüçóþùèõ åãî
äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî íàõîæäåíèÿ óãëà.
∀ABCDEab(∠(ABC) = a & àêòèâ(∠(DBE)) & ∠(DBE) = b→ ∠(DBE) = b)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âåëè÷è-
íàóãëà". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ óãëà DBE èìååò
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òèï "Íåèçâ". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà ∠(DBE) = d, ãäå âûðàæåíèå d íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ, îäíàêî ñóùåñòâóþò ïîñûëêè ∠(DBP ) = p, ∠(EBQ) = q, ãäå p, q
èçâåñòíû. Âåñ âòîðîãî àíòåöåäåíòà íå ìåíåå 5. Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ
ïîïûòîê èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "âåëè÷èíàóãëà". Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" îòìåíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïè-
ëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCd(àêòèâ(∠(ABC)) & d = ∠(ABC) → ∠(ABC) = d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò îáðàùåíèå
ê íîðìàëèçàòîðó "âåëè÷èíàóãëà". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "Íåèçâ".
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà ∠(ABC) = d, ãäå d èçâåñòíî, îäíàêî èìååòñÿ ïîñûëêà
âèäà ∠(PBQ) = m ñ èçâåñòíûì m. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ñèíòåçàòîð "âû÷èñëåíèåóãëà"

Ýòîò ñèíòåçàòîð, êàê è ñèíòåçàòîð "âû÷èñëåíèåäëèíû", íàõîäèò êîíúþíêöèþ ñî-
îòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëèòü âåëè÷èíó çàäàííîãî óãëà. Îáðàùåíèå ê íåìó
èç òåîðåìû ïðèåìà èìååò âèä "âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), x)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ
äëÿ ðåçóëüòèðóþùåé êîíúþíêöèè. Ïðèìåíåíèå ñèíòåçàòîðîì îáðàòíîãî âûâîäà ÷à-
ñòî ñèëüíî óñêîðÿåò îïðåäåëåíèå íóæíûõ óãëîâ. Îäíàêî, ÷ðåçìåðíîå óñèëåíèå îá-
ðàòíîãî âûâîäà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåøàòåëü íà÷èíàåò áûñòðî íàõîäèòü äëèííûå
öåïî÷êè âû÷èñëåíèé, äàþùèå íåïðèåìëåìî ãðîìîçäêèé îòâåò. Â òî æå âðåìÿ, ïðîäîë-
æåíèå ïðÿìîãî âûâîäà ïîçâîëèëî áû âûÿâèòü äîïîëíèòåëüíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è
è ïîëó÷èòü ïðîñòîé îòâåò. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ñïèñîê ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà ïðèõîäèòñÿ
îãðàíè÷èâàòü.

1. Èçâåñòíûé óãîë.
∀a(âû÷èñëåíèåóãëà(a, èñòèíà))
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñìåæíûå óãëû.

∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AB) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(CDB), a) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ADC),∠(ADC) = π − ∠(CDB) & a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Äëÿ áëîêèðîâêè çàöèêëèâàíèÿ çäåñü è â ïîñëåäóþ-
ùèõ ïðèåìàõ èñïîëüçóþòñÿ êîììåíòàðèè (âû÷èñëåíèåóãëà ∠(ADC)), (âû÷èñ-
ëåíèåóãëà ∠(CDB)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Âåðòèêàëüíûå óãëû.
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∀ABCDE(E ∈ îòðåçîê(AB) &E ∈ îòðåçîê(CD) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(AEC), a) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BED), a & ∠(BED) = ∠(AEC)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Òåîðåìà ñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BCA), p) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), p & l(AB) sin(∠(BAC)) = l(BC) sin(∠(BCA))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåàëè-
çóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCp(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), p) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), p & l(AC) sin(∠(BAC)) = l(BC) sin(∠(ABC)) &
l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2 − 2l(AB)l(BC) cos(∠(ABC))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè÷åì èçâåñòíû ðàññòîÿíèÿ AB,BC, à äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ AC èñïîëüçîâàíà òåîðåìà êîñèíóñîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

5. Óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACD), p) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(CAB), p &
∠(CAB) + ∠(ACD) = π))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & òî÷êàëó÷à(A,E,C) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACD), p) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAE), p & ∠(CAB) = ∠(ACD)))

Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óãîë ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(l(AB) = l(AC) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), p) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), p & ∠(BAC) + 2∠(ABC) = π))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ
÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå; äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Óãîë, ñìåæíûé ñ óãëîì ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(A ∈ îòðåçîê(DC) & l(AB) = l(AC) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), p) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(DAB), p &
∠(DAB) = 2∠(ABC)))

∀ABCD(A ∈ îòðåçîê(DC) & l(AB) = l(AC) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACB), p) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(DAB), p &
∠(DAB) = 2∠(ACB)))

Ïåðâûé è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Ïðîâåðêà ðàçëè÷èÿ òî÷åê B,C îïóùåíà: òàê
êàê óãîë ABC ëèáî ACB óäàåòñÿ âû÷èñëèòü äàííûì ñèíòåçàòîðîì, òî îí ââå-
äåí êîððåêòíûì îáðàçîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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8. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC),
∠(BAC) = arccos((l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)/(2l(AB)l(AC)))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC,
AB íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & ∠(ACB) = a & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
d = l(AC)2 + l(BC)2 − 2l(AC)l(BC) cos a→ âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC),
(l(AC)− l(BC) cos a)/

√
d = cos(∠(BAC)) & ¬(d = 0)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèå a, à òàê-
æå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC è BC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCp(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), p) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), p& l(AB) = l(AC) cos(∠(BAC))+l(BC) cos(∠(ABC))
& l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2 − 2l(AB)l(BC) cos(∠(ABC))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABD), p) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(DBC), p & ∠(DBC) = |∠(ABC)− ∠(ABD)| &
∠(ABC) = arccos((l(AB)2 + l(BC)2 − l(AC)2)/(2l(AB)l(BC)))))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC, BC íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

9. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
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∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
pl(AB) = ql(BC) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC),∠(BAC) = arctg(p/q)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëüíû". Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(BC),
a) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BCA),∠(BCA) = arctg(l(AB)/l(BC)) & a))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - ðåàëèçóåò îáðà-
ùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(BC)) & âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB),
a) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BCA),∠(BCA) = arctg(l(AB)/l(BC)) & a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, à ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ AB íàõîäÿòñÿ ñèíòåçàòîðîì.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(CD)) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACD), a) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BCA), cos(∠(BCA)) =
| cos(∠(ACD))| & a))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ; ðàññòîÿíèå BC íå èçâåñòíî. Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
òî÷åê B,C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Îïðåäåëåíèå êîñèíóñà óãëà ÷åðåç êîñèíóñû äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ óãëîâ.

∀ABCDab(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), a) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(CAD), b) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAD), cos(∠(BAD)) = cos(∠(BAC) + ∠(CAD)) & a & b))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå
îáðàùåíèÿ. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

11. Ïðåäñòàâëåíèå óãëà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ óãëîâ ñ îáùåé âåðøèíîé.

∀ABCD(àêòèâ(∠(DAB)) & àêòèâ(∠(CAD)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC))
& îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC),∠(BAC) =
∠(DAB)− ∠(CAD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óãëû DAB, CAD èçâåñòíû. Ââåäåí
ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(àêòèâ(∠(DAB)) & àêòèâ(∠(CAD)) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) →
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC),∠(BAC) = |∠(DAB)− ∠(CAD)|))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCD(àêòèâ(∠(DAB)) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC),∠(BAC) =
|∠(DAB)− π/2|))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãîë DAB èçâåñòåí. Ââåäåí ñèëüíûé îðãàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Ïðåäñòàâëåíèå óãëà â âèäå ñóììû äâóõ óãëîâ ñ îáùåé âåðøèíîé.
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∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(CAD)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC))
& 0 ≤ π−∠(BAC)−∠(CAD) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAD),∠(BAD) = ∠(BAC)+
∠(CAD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãëû BAC, CAD èçâåñòíû. Ââåäåí ñèëüíûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(∠(BAC) = a & ∠(CAD) = b & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
0 ≤ π − a− b→ âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAD),∠(BAD) = a+ b))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå
÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë", à òàêæå íîðìàëèçàòîðîì
"çíà÷óãîë", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "óñèëåíèå". Ïîñëåäíèé íîðìà-
ëèçàòîð áóäåò îïèñàí íèæå; îí èìååò íåñêîëüêî ïðèåìîâ äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëå-
íèÿ óãëà. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

13. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BAC)) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACB),
∠(ACB) = π − ∠(ABC)− ∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû ABC, BAC èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Îòðåçîê, ïðîâåäåííûé èç îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ê åãî êà-
òåòó.

∀ABCDab(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & al(BD) = bl(CD) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACB), c) → âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ADB), c & b tg(∠(ADB)) =
(a+ b) tg(∠(ACB))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "âû÷èñëåíèåóãëà"

Êðîìå âñïîìîãàòåëüíûõ îáðàùåíèé ê ñèíòåçàòîðó "âåëè÷èíàóãëà" èç ðàçëè÷íûõ
ïðèåìîâ, ñîçäàíû òðè ïðèåìà âûâîäà, èñïîëüçóþùèå åãî äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî íà-
õîæäåíèÿ óãëà.
∀ABCp(àêòèâ(∠(ABC)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), p) → p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçà-
òîðó. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì ñóùåñòâóþò ðàâåíñòâà
â ïîñûëêàõ, îïðåäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî óãëîâ. Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà âè-
äà sin(∠(ABC)) = b, ãäå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ââåäåí
ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCp(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ABC), p) → p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçà-
òîðîì. Óãîë ABC íå èçâåñòåí, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà èìååò
òèï "Íåèçâ". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò òîëüêî â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Èìååòñÿ ñëàáûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABCp(àêòèâ(l(AB)) & l(AC) = l(BC) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACB), p) → p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿ-
íèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ", ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíî. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Ñèíòåçàòîð "äîïîëíèòåëüíûéóãîë"

Ñèíòåçàòîð àíàëîãè÷åí íîðìàëèçàòîðó "âåëè÷èíàóãëà". Îí ñîñòàâëÿåò èç óæå ââå-
äåííûõ â ðàññìîòðåíèå óãëîâ äîïîëíåíèå çàäàííîãî óãëà äî ïîëíîãî. Îáðàùåíèå ê
ñèíòåçàòîðó èìååò âèä "äîïîëíèòåëüíûéóãîë(∠(ABC), a)", ãäå ∠(ABC) - èñõîäíûé
óãîë, a - ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî óãëà.

1. Ïåðâûé øàã îòñ÷åòà óãëîâ.

∀ABCDa(àêòèâ(∠(CBD)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) &
äîïîëíèòåëüíûéóãîë(∠(ABD), a) → äîïîëíèòåëüíûéóãîë(∠(ABC),
a+ ∠(CBD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. ×òîáû çàäàòü
îðèåíòàöèþ îòñ÷åòà óãëîâ, ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè ââîäÿòñÿ êîììåíòàðèè
(òî÷êà A C) è (òî÷êà D C). Ïåðâûé èç íèõ îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà C íàõîäèòñÿ
ïî îòíîøåíèþ ê ëó÷ó BA â òîé ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðàÿ óæå "ïðîéäåíà" ïðè
ñîñòàâëåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óãëà. Âòîðîé àíàëîãè÷íûì îáðàçîì õàðàêòåðè-
çóåò òî÷êó C ïî îòíîøåíèþ ê ëó÷ó BD. Ââîäÿòñÿ òàêæå êîììåíòàðèè (ïðÿìàÿ
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A), (ïðÿìàÿ C), (ïðÿìàÿ D), áëîêèðóþùèå ïîâòîðíîå ðàññìîòðåíèå ëó÷åé BA,
BC, BD íà ïðîìåæóòî÷íûõ øàãàõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà ìîìåíò ïðèìåíåíèÿ
äàííîãî ïðèåìà êîììåíòàðèè (òî÷êà . . .) îòñóòñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Ïðîìåæóòî÷íûé øàã îòñ÷åòà óãëîâ.

∀ABCDEa(àêòèâ(∠(CBD)) & ðàçíûåñòîðîíû(E,D, ïðÿìàÿ(BC)) &
äîïîëíèòåëüíûéóãîë(∠(ABD), a) → äîïîëíèòåëüíûéóãîë(∠(ABC),
a+ ∠(CBD)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" èäåíòèôèöèðóåò êîììåíòàðèé (òî÷êà b E). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òî÷êà b ëåæèò íà ëó÷å BC. Âòîðîé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, óáåæäàåòñÿ, ÷òî òî÷êà D ëåæèò ïî îòíîøåíèþ ê ëó÷ó BC â
åùå íå "ïðîéäåííîé"ïîëóïëîñêîñòè. Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå, êîòðîìó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè (òî÷êà D C) è
(ïðÿìàÿ D). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Çàâåðøåíèå öèêëà îòñ÷åòà óãëîâ.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
äîïîëíèòåëüíûéóãîë(∠(ABC),∠(ABC)))

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èäåíòèôèöèðóåòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà a D), ãäå
òî÷êà a ëåæèò íà ëó÷å BA. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî òî÷êè C,D ëåæàò ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AB, êîíñòàòèðóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî óãîë ABC öåëèêîì
çàïîëíÿåò îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "äîïîëíèòåëüíûéóãîë"

Ñèíòåçàòîð "äîïîëíèòåëüíûéóãîë" èñïîëüçóåòñÿ ïîêà â åäèíñòâåííîì ïðèåìå:

∀ABCDEa(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(CAD)) & àêòèâ(∠(DAE)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AD)) &
äîïîëíèòåëüíûéóãîë(∠(BAE), a) → a+ ∠(BAC) + ∠(CAD) + ∠(DAE) = 2π)
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Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è òðåòèé - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðìè. Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàùàåòñÿ ê ñèíòåçàòîðó. Âåëè÷èíà óãëà CAD íå èçâåñòíà. Ïðè
îáðàùåíèè ñèíòåçàòîðó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè (òî÷êà B C), (òî÷êà E D), (ïðÿìàÿ
B), (ïðÿìàÿ C), (ïðÿìàÿ D), (ïðÿìàÿ E). Èìååòñÿ ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêî-
ñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ óãëîâ "çíà÷óãîë"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íåáîëüøîãî óñèëåíèÿ íîðìàëèçàòîðà
"íîðìóãîë". Êàæäûé åãî ïðèåì ñðàáàòûâàåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè óäàåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü âåëè÷èíó óãëà. Òàê êàê â ôîðìàòå íîðìàëèçàòîðà îòñóòñòâó-
åò ýëåìåíò "íåèçâåñòíûå", òî åãî êîììåíòàðèÿì íå ïåðåäàåòñÿ ñïèñîê íåèçâåñòíûõ
òåêóùåé çàäà÷è. Ïîýòîìó â ôèëüòðàõ "èçâåñòíî(. . .)" íåîáõîäèìà ÿâíàÿ ññûëêà íà
òåêóùóþ çàäà÷ó.

1. Ðàâåíñòâî âïèñàííûõ óãëîâ.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & 0 ≤ π/2−∠(DCE) & ∠(DFE) = a & 0 ≤ π/2− a→
∠(DCE) = a)

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(DFE) = a & îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(DE)) →
∠(DCE) = a)

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìóãîë", "çíà÷óãîë". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîé ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ äàí-
íîãî ïðèåìà ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "îêðóæíîñòü".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îåðàòîðîì. Ïðèåì ïðèìå-
íÿåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "óñèëåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

2. Óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðîãî èçâåñò-
íû.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 574

∀ABCab(l(AB) = l(BC) & l(AB) = a & l(AC) = b & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
∠(BAC) = arccos(b/2a))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì ðàñ-
ñòîÿíèÿ â íèõ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿíèå". Âûðàæåíèÿ
a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ñìåæíûå óãëû.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABD)) & B ∈ îòðåçîê(AC) → ∠(DBC) = π − ∠(ABD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë ABD èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) → ∠(BAC) =
arccos((l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)/(2l(AB)l(AC))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BC èçâåñòíû.
Íåîáõîäèìî íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(ABC) = a & 0 < π/2− a &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → ∠(BAD) = π/2− a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïî-
ñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîì-
ìåíòàðèÿ "óñèëåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
∠(BAC) = arcsin(l(BC)/l(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, BC èçâåñòíû. Èìå-
åòñÿ êîììåíòàðèé "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììèíóãîë"

Íîðìàëèçàòîð èìååò íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèåìîâ, èñêëþ÷àþùèõ ñèìâîë "ìèíóãîë".
Âñå óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

1. Îñòðûé óãîë.
∀ABC(0 ≤ π/2− ∠(ABC) → ìèíóãîë(∠(ABC)) = ∠(ABC))

∀ABC(0 ≤ π/2− ∠(ABC) → ìèíóãîë(π/2− ∠(ABC)) = π/2− ∠(ABC))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀ABC(ìèíóãîë(∠(ABC)/2) = ∠(ABC)/2)

2. Òóïîé óãîë.
∀ABC(0 ≤ ∠(ABC)− π/2 → ìèíóãîë(∠(ABC)) = π − ∠(ABC))

∀a(0 ≤ a→ ìèíóãîë(pi/2 + a) = π/2− a)

3. Êîíñòàíòà.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π − 2a→ ìèíóãîë(a) = a)

∀a(π − 2a ≤ 0 & 0 ≤ π − a→ ìèíóãîë(a) = π − a)

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè.

Ñèíòåçàòîð "ñîîòíîøóãîë"

Ñèíòåçàòîð ïîçâîëÿåò âûðàçèòü çàäàííûé óãîë ÷åðåç íåêîòîðûå äðóãèå óæå ðàññìàò-
ðèâàåìûå óãëû. Îáðàùåíèå ê íåìó èç òåîðåìû ïðèåìà èìååò âèä "ñîîòíîøóãîë(∠(ABC),
a)", ãäå ∠(ABC) - íîâûé óãîë, a - íàéäåííîå âûðàæåíèå ýòîãî óãëà ÷åðåç ñòàðûå óã-
ëû. Ïðè îáðàùåíèè ñèíòåçàòîðó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè (íà÷àëî óãîë(ABC)) è
(íà÷àëî óãîë(CBA)), áëîêèðóþùèå ïîïûòêè âûðàçèòü óãîë ñàì ÷åðåç ñåáÿ.
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1. Óñìîòðåíèå óïîìèíàíèÿ îá óãëå â ïîñûëêàõ.
∀ABC(àêòèâ(∠(DBE)) & òî÷êàëó÷à(B,D,A) & òî÷êàëó÷à(B,E,C) →
ñîîòíîøóãîë(∠(ABC),∠(DBE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòà-
ðèåâ (íà÷àëî óãîë(ABC), (íà÷àëî óãîë(CBA). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñìåæíûå óãëû.

∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AB) & ñîîòíîøóãîë(∠(CDB), a) → ñîîòíîøóãîë(∠(ADC),
π − a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè çàöèêëèâàíèÿ ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ çäåñü
è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ êîììåíòàðèè (ñîîòíîøóãîë ∠(. . .)), óêàçûâàþùèå óæå
ïðîéäåííûå óãëû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & ñîîòíîøóãîë(∠(BAC), a) &
ñîîòíîøóãîë(∠(ABC), b) → ñîîòíîøóãîë(∠(ACB), π − a− b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è òðåòèé - ðåàëèçóþò
ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Åñëè ãëóáèíà îáðàùåíèé äîñòàòî÷íî âåëèêà (÷èñëî
êîììåíòàðèåâ "ñîîòíîøóãîë" áîëåå 5), òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà ðàâíûå õîðäû.

∀aABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
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ñîîòíîøóãîë(∠(CED), a) & îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) →
ñîîòíîøóãîë(∠(CFD), a))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Åñëè ÷èñëî êîììåíòàðèåâ "ñîîòíîøóãîë" áîëåå 7, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Ýòî æå îòíîñèòñÿ ê íèæåñëåäóþùèì ïðèåìàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ðàâåíñòâî óãëà ðàçíîñòè äâóõ óãëîâ ñ òîé æå âåðøèíîé.

∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) &
àêòèâ(∠(CAD)) & ñîîòíîøóãîë(∠(BAD), a) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & îäíàñòîðîíà(B,C,
ïðÿìàÿ(AD)) → ñîîòíîøóãîë(∠(BAC),∠(CAD)− a))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Âû÷èòàíèå èç ïðÿìîãî óãëà ïðèìûêàþùåãî ê íåìó óãëà ñ òîé æå âåðøèíîé.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) &
îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) & A ∈ ïëîñêîñòü(BCD) &
ñîîòíîøóãîë(∠(ABD), a) → ñîîòíîøóãîë(∠(ABC), π/2− a))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è òðåòèé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Óãëû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ñîîòíîøóãîë(∠(ABC), a) →
ñîîòíîøóãîë(∠(ACB), π/2− a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Óðîâåíü îáðàùåíèÿ ðàâåí 2.

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "ñîîòíîøóãîë"

Ñèíòåçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â åäèíñòâåííîì ïðèåìå:

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & àêòèâ(∠(CGE)) &
ñîîòíîøóãîë(∠(CGE), p) → ∠(CGE) = p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - ðåàëèçóåò îáðàùåíèå
ê ñèíòåçàòîðó. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë CGE ëè-
áî èçâåñòåí, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Òàêèì îáðàçîì, îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó
ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü èçâåñòíûå ïàðàìåòðû ëèáî ÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå ñ íåêîòîðû-
ìè äðóãèìè óãëàìè, óæå ðàññìàòðèâàåìûìè â çàäà÷å. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåäàâàåìûå
ñèíòåçàòîðó êîììåíòàðèè "(íà÷àëî ∠(CGE))", "(íà÷àëî ∠(EGC))" áëîêèðóþò ïî-
ïûòêè âûðàçèòü óãîë CGE ÷åðåç íåãî ñàìîãî. Ïðèåì èìååò ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ñèíòåçàòîð "ïàðàìóãîë"

Ñèíòåçàòîð ñîçäàí äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà äîñòàòî÷íî âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëåííûå
ïàðàìåòðû ëèáî çàäàííûé óãîë, ëèáî äîïîëíåíèå åãî äî ðàçâåðíóòîãî óãëà. Íàïðè-
ìåð, ýòî èìååò ìåñòî, åñëè â ïðèåìå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ñèíóñ óãëà. Îáðàùåíèå èç
òåîðåìû ïðèåìà èìååò âèä "ïàðàìóãîë(∠(ABC),a)", ãäå ïåðâûé àðãóìåíò - âõîäíîå
äàííîå, âòîðîé - íàéäåííîå çíà÷åíèå. Ïîêà ñèíòåçàòîð èìååò âñåãî òðè ïðèåìà:

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.
∀abcABC(¬(a = 0) & a∠(ABC) + b = c→ ïàðàìóãîë(∠(ABC), (c− b)/a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ.

2. Óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(FD) & ïàðàìóãîë(∠(AEF ), a) →
ïàðàìóãîë(∠(EFD), a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Óêàçàòåëè "íîðìóãîë" îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôèêàöèþ óãëîâ AEF
è EFD áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè ëó÷åé (ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåõîäà ê ñìåæíîìó
óãëó). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óãëû, îáðàçóåìûå ñåêóùåé ñ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè â åå êîíöàõ.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(FCD)) &
E ∈ îòðåçîê(CF ) & ïàðàìóãîë(∠(FCD), a) → ïàðàìóãîë(∠(FEG), a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé - ðåà-
ëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû óñìîòðåíèÿ îñòðûõ è òóïûõ óãëîâ, èñïîëüçóåìûå îïåðàòîðîì
"óñììåíüøåèëèðàâíî"

Äëÿ óñìîòðåíèÿ îñòðûõ è òóïûõ óãëîâ â ðåøàòåëå ïðèìåíÿþòñÿ ïðîâåðî÷íûå îïåðà-
òîðû "óñììåíüøåèëèðàâíî" è "óñììåíüøå". Ñîîòâåòñòâóþùèå àíòåöåäåíòû èìåþò
âèä íåðàâåíñòâ, íàïðèìåð 0 ≤ π/2 − ∠(ABC). Ðàíåå ýòè ïðèåìû áûëè ïðîïóùåíû.
Ïåðå÷èñëåíèå èõ íà÷íåì ñ îïåðàòîðà "óñììåíüøåèëèðàâíî":

1. Óãëû òðàïåöèè.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → 0 ≤ π/2− ∠(BAD))
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∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → 0 ≤ ∠(ABC)− π/2)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "êîíòðñåðèÿ" ðàçðåøàåò
èäåíòèôèêàöèþ ñ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ôèëüòð
"âõîäèò(óãîë ôèêñ(0 2))" èãðàåò ðîëü óñêîðèòåëÿ. Îí ðàçìåøàåòñÿ â íà÷àëå
ïðîãðàììû ïðèåìà è ñðàçó æå îòñåêàåò ðàññìîòðåíèå íåðàâåíñòâ, ïðàâàÿ ÷àñòü
êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "óãîë". Ýòîò ôèëüòð èñïîëüçóåòñÿ è â íèæåñëå-
äóþùèõ ïðèåìàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀aABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & 0 ≤ a− π/2 → 0 ≤ a− ∠(CAD))

∀aABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & 0 ≤ a− π/2 → 0 ≤ a− ∠(BCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèåìàì.

2. Âïèñàííûå óãëû.

∀ABCD(B ∈ îêðóæíîñòü(AD) & C ∈ îêðóæíîñòü(AD) → 0 ≤ π/2− ∠(CBA))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) → 0 ≤ ∠(CBD)− π/2)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) → 0 ≤ π/2− ∠(BCD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(DE)) → 0 ≤ π/2− ∠(CDE))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî äàííûé óãîë.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → 0 ≤ π/2− ∠(ABC))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCa(a = ∠(BAC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → 0 ≤ π − 2a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Óãîë ìåæäó ñòîðîíîé è äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëîãðàììà.
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∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & 0 ≤ π/2− ∠(BAD) → 0 ≤ π/2− ∠(BAC))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïåðåõîä ê âñïîìîãàòåëüíîìó óãëó ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀ABCa(∠(ABC) = a & 0 ≤ π/2− ∠(ABC) → 0 ≤ π/2− a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà ñîäåðæèò ïè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCa(∠(ABC) = a & 0 ≤ π/2− ∠(ABC) → 0 ≤ π − 2a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
6. Óãîë ìåæäó áîêîâîé ñòîðîíîé òðàïåöèè è îòðåçêîì, ïðîâåäåííûì ê òî÷êå íà

ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(CD) → 0 ≤ π/2− ∠(BAE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Öåíòðàëüíûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà êîíåö õîðäû, ïàðàëëåëüíîé äðóãîé åãî
ñòîðîíå.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(AD) &
ïðÿìàÿ(EC) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) → 0 ≤ π/2 −
∠(BAC))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâà ñ ïè ê íåðàâåíñòâó ñ ïîëîâèíîé ïè.
Òàê êàê áîëüøèíñòâî ïåðå÷èñëÿåìûõ ïðèåìîâ îðèåíòèðîâàíû íà ñëó÷àé, êîãäà
â ïðîâåðÿåìîì íåðàâåíñòâå ÿâíî ôèãóðèðóåò ïîëîâèíà ïè, ïîíàäîáèëèñü äâà
ïðîñòûõ ñòàíäàðòèçèðóþùèõ ïðèåìà:
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∀a(0 ≤ π/2− a→ 0 ≤ π − 2a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì çíàê íåðàâåíñòâà â ýòîé
ïîñûëêå ìîæåò áûòü ñòðîãèì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(0 ≤ π/2− ∠(ABC) → 0 ≤ π − 2∠(ABC))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
9. Ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíîãî óãëà.
∀ABCDEF (∠(ABC) + ∠(DEF ) = π & 0 < π/2− ∠(DEF ) → 0 ≤ ∠(ABC)− π/2)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì çíàê íåðàâåíñòâà âî âòî-
ðîé ïîñûëêå ìîæåò áûòü íåñòðîãèì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Óãîë ìåæäó ñåêóùåé è ðàäèóñîì.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → 0 ≤ ∠(CDA)− π/2)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) → 0 ≤ π/2− ∠(CDA))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
11. Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & 0 ≤ l(AD)−
l(BC) → 0 ≤ π/2− ∠(BAD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AD, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
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â çàäà÷å. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

12. Ïåðåõîä ê ïðîòèâîïîëîæíîìó óãëó ðîìáà ëèáî ïàðàëëåëîãðàììà.

∀ABCD(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(∠(ADC)) & 0 ≤ ∠(ADC)−π/2 → 0 ≤ ∠(ABC)−
π/2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ââåäåí
ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

13. Óñìîòðåíèå ïðÿìîãî ïîäóãëà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & D ∈ îòðåçîê(AC) → 0 ≤ ∠(ABC)− π/2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
14. Âíóòðåííÿÿ òî÷êà ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABCD) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) &
0 ≤ π/2− ∠(BAD) → 0 ≤ π/2− ∠(DAE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïðè èäåíòèôèêàöèè íàáîðîâ òî÷åê äîïóñêàþòñÿ
ïðîèçâîëüíûå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè è èçìåíåíèå ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå íå òîëüêî çàãîëîâêà
"÷åòûðåõóãîëüíèê", íî è çàãîëîâêîâ "ðîìá", "òðàïåöèÿ", "ïàðàëëåëîãðàìì".
Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Äëÿ êâàäðàòà è ïðÿìîóãîëüíèêà ñîçäàíû äâà îòäåëüíûõ ïðèåìà:
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∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABCD) & êâàäðàò(ABCD) → 0 ≤ π/2− ∠(DAE))

∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABCD) & êâàäðàò(ABCD) → 0 ≤ π/2− ∠(BAE))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðå-
ñòàíîâêè òî÷åê. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò âìåñòî êâàäðàòîâ ðàññìàòðè-
âàòü ïðÿìîóãîëüíèêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(l(AB) = l(BC) → 0 ≤ π/2− ∠(BAC))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
16. Óãîë, âåëè÷èíà êîòîðîãî ìåíåå ïîëîâèíû âåëè÷èíû äðóãîãî óãëà.

∀ABCamn(0 ≤ n− 2m & a = ∠(ABC) → 0 ≤ π/2− am/n)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííûå m,n èäåíòè-
ôèöèðîâàíû ñ ÷èñëîâûìè êîíñòàíòàìè, a - ñ ïåðåìåííîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ò.å. ðåàëèçóåòñÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííûõ âû-
÷èñëåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

17. Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïëîñêîñòüþ.
∀ABCDE(0π/2− óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), ïëîñêîñòü(CDE)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
18. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè ëèáî äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè.

∀ABCD(0 ≤ π/2− óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDEF (0 ≤ π/2− óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )))

∀ABCDE(0 ≤ π/2− óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïðÿìàÿ(DE)))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.
∀aABCDE(a = óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïðÿìàÿ(DE)) → 0 ≤ π/2− a)

∀aABCDEF (a = óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) → 0 ≤ π/2− a)

∀aABCD(a = óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → 0 ≤ π/2− a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.
19. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé, èìåþùèõñÿ â ïîñûëêàõ.

∀ABC(π/4 < ∠(ABC) → 0 ≤ 2∠(ABC)− π/2)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCa(a = ∠(ABC) & ∠(ABC) < π/2 → 0 ≤ π/2− a)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCa(∠(ABC) + ∠(CAB) < a & 0 ≤ π/2− a→ 0 ≤ ∠(ACB)− π/2)
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∀ABCpq(p∠(ABC) = q∠(ACB) & 0 ≤ p− q → 0 ≤ π/2− ∠(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4.

20. Òî÷êà âíóòðè ïðÿìîãî óãëà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → 0 ≤ π/2− ∠(ABD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ââåäåí ñâîé äîñòàòî÷íî
ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

21. Èçâåñòíûå äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDabc(D ∈ îòðåçîê(BC) & l(AC) = a & l(AB) = b & l(BC) = c &
0 ≤ b2 − a2 − c2 → 0 ≤ ∠(ADB)− π/2)

Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè-
÷åì âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ
íåãî ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðèåì
ïðåäïðèíèìàåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

22. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà íà ïðÿìóþ, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç åãî ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.
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∀ABCDEFG(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïàðàëëåëîãðàìì(CDEF ) &
ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(D,F,
ïðÿìàÿ(AB)) → 0 ≤ π/2− ∠(GEF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ðàçðåøàþòñÿ öèê-
ëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé.
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

23. Âåðòèêàëüíûå óãëû.

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & B ∈ îòðåçîê(DE) & 0 ≤ π/2− ∠(ABE) →
0 ≤ π/2− ∠(DBC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè çàöèêëèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîììåí-
òàðèé "îòðåçêè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèåìû óñìîòðåíèÿ îñòðûõ è òóïûõ óãëîâ, èñïîëüçóåìûå îïåðàòîðîì
"óñììåíüøå"

Îáû÷íî â òåîðåìàõ ïðèåìîâ äîñòàòî÷íî áûâàåò óñìîòðåòü "íåñòðîãèå" îñòðûé ëèáî
òóïîé óãîë. Ïîýòîìó â îïåðàòîðå "óñììåíüøå" íàêîïèëîñü ñîâñåì íåìíîãî ïðèåìîâ,
îòíîñÿùèõñÿ ê óñìîòðåíèþ îñòðûõ è òóïûõ óãëû. Ïåðå÷èñëèì ýòè ïðèåìû:

1. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé, èìåþùèõñÿ â ïîñûëêàõ.
∀ABC(π/4 < ∠(ABC) → 0 < 2∠(ABC)− π/2)

∀ABC(∠(ABC) < π/4 → 0 < π/2− 2∠(ABC)

∀ABCa(a = ∠(ABC) & ∠(ABC) < π/2 → 0 < π/2− a)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ó ïåðâûõ äâóõ ïðèåìîâ óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, ó ïîñëåäíåãî - 4.

2. Óñìîòðåíèå óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → 0 < π − 2∠(BAC))
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∀ABCa(a = ∠(BAC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → 0 < π − 2a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âòîðîãî ïðèåìà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4.

3. Âïèñàííûé óãîë.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
òî÷êàëó÷à(D,A,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → 0 < π/2− ∠(CDE))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óãîë, ëåæàùèé ïðîòèâ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, íå ÿâëÿþùåéñÿ íàèáîëüøåé.
∀ABC(l(AB) = a & l(BC) = b & 0 ≤ a− b & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
0 < π/2− ∠(ABC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è, îñòàëüíûå
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Óãîë ìåæäó îñíîâàíèåì è äèàãîíàëüþ òðàïåöèè.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → 0 < π/2− ∠(CAD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ïî-
ðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Óãîë ìåæäó ñòîðîíîé îñòðîãî óãëà òðåóãîëüíèêà è ëó÷îì, ïðîâåäåííûì ê âíóò-
ðåííåé òî÷êå.
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∀ABCDE(D ∈ ôèãóðà(ABC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & òî÷êàëó÷à(B,E,C) &
0 < π/2− ∠(ABC) → 0 < π/2− ∠(DBE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.17 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "áèññåêòðèñà"

Çàïèñü "áèññåêòðèñà(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà D îòëè÷íà îò òî÷êè B è çàäàåò
ëó÷ BD, ÿâëÿþùèéñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ABC. Èç íåå âûâîäèòñÿ ðàâåíñòâî âåëè-
÷èí óãëîâ. Îáðàòíûé ïåðåõîä îò ðàâåíñòâà óãëîâ ê óòâåðæäåíèþ "áèññåêòðèñà(. . .)"
ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, ïðè ïåðâè÷íîì óñìîòðåíèè áèññåêòðè-
ñû îáû÷íî ñíà÷àëà âûâîäèòñÿ èìåííî òàêîå óòâåðæäåíèå, òàê êàê îíî ñîêðàùàåò
çàïèñü òåîðåìû ïðèåìà. Åñëè íóæíî ñîçäàòü ïðèåì, ñðàáàòûâàþùèé ïðè íàëè÷èè
áèññåêòðèñû, òî ëó÷øå â åãî àíòåöåäåíòàõ èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî óãëîâ, êîòîðîå â
ëþáîì ñëó÷àå áóäåò âûâåäåíî, â òî âðåìÿ êàê íàëè÷èå ïîñûëêè "áèññåêòðèñà(. . .)"
íå îáÿçàòåëüíî.

Âûâîä ñîîòíîøåíèé ìåæäó óãëàìè

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) → ∠(CAD) = ∠(DAB) & ∠(BAC) = 2∠(CAD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCD(∠(CAD) = ∠(DAB) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(BAC) = 2∠(DAB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëè-
áî äâóìÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïîñûëêè íà óêàçûâàþò
íà ðàâåíñòâî óãëà π/2. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC äîëæíî èìåòü òèï "ñóùåñòâàòîì". Åñëè
óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé AC, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí áëî-
êèðóåòñÿ òàêæå, åñëè óãîë BAC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, òàê êàê òîãäà áóäåò
ñðàáàòûâàòü ïðèâåäåííûé ðàíåå ïðèåì äëÿ ñóììû äâóõ óãëîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCD(∠(CAD) = π/4 & ∠(BAD) = π/4 & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû óñìàò-
ðèâàþò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AC, AB, òî ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Òî÷êè, ðàâíîóäàëåííûå îò ñòîðîí óãëà, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé

∀ABCDEFG(l(BD) = l(DC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DC) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A,C,G) & ïðÿìàÿ(GE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(FE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,B, F ) &
l(FE) = l(EG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC)
& E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → E ∈ ïðÿìàÿ(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äåñÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèíàäëåæíîñòü îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà åãî ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíå

∀ABCDE(áèññåêòðèñà(BACE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) →
D ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé íà ñòîðîíó óãëà èç òî÷êè íà áèññåêòðèñå

1. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà ñòîðîíû óã-
ëà èç òî÷êè áèññåêòðèñû.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DB) &
l(CD) = l(DB) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BC) = 2l(CE) &
l(CE) = l(BE) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïðåäïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðèåì óñìàòðèâàåò ðàâåíñòâî äëèí ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ
èç òî÷êè D íà ñòîðîíû AC, AB. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êà-
ìè B,C óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å è èçâåñòíî. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïðÿìàÿ AD - áèññåêòðèñà óãëà BAC - òîæå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå. Òîãäà
äåëàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå: âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ òî÷êè
E ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AD, BC, è âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé îò
íåå äî B,C. Âûâîäèòñÿ òàêæå óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé BC áèññåê-
òðèñå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè áèññåêòðèñå äâóõ òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò ñòî-
ðîí óãëà.

∀ABCDEFGHI(l(DF ) = l(DE) & l(HG) = l(GI) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & I ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(FD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(HG) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(GI) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
îäíàñòîðîíà(D,G, ïðÿìàÿ(AC)) & îäíàñòîðîíà(D,G, ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(FH)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðèåì óñìàòðèâàåò äâå òî÷êè D,G, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíîóäàëå-
íà îò ïðÿìûõ AB, AC. Òàê êàê îíè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò êàæäîé èç ýòèõ
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ïðÿìûõ, òî äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî òî÷êà G ëåæèò íà ïðÿìîé AD è ÷òî òî÷êà H
ëåæèò íà ëó÷å AF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

3. Ðàâåíñòâî äëèí ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà ñòîðîíû óãëà èç òî÷êè áèñ-
ñåêòðèñû.

∀ABCDEFG(áèññåêòðèñà(BACG) & D ∈ ïðÿìàÿ(AG) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → l(DE) = l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíå óãëà èç òî÷êè áèññåêòðèñû.

∀ABCDEFG(áèññåêòðèñà(BACD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) → G− òî÷êà & ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(DG)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïðèåì óñìàòðèâàåò, ÷òî óæå èìååòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå
óãëà, ïðîâåäåííûé èç íåêîòîðîé òî÷êè, ñîåäèíåííîé ïðÿìîé ñ òî÷êîé áèññåê-
òðèñû. Ïîñëå ýòîãî îí ïðîâîäèò ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè áèññåêòðèñû, ââîäÿ íà
ñòîðîíå óãëà íîâóþ òî÷êó G. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ áèññåêòðèñå

1. Ïðîäîëæåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà áèññåêòðèñó èç òî÷êè íà ñòîðîíå
óãëà, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãîé ñòîðîíîé óãëà.
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∀ABCDEF (àêòèâ(∠(CAF )) & ∠(CAD) = ∠(DAF ) & òî÷êàëó÷à(A,B, F ) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AF )) &
D ∈ ïëîñêîñòü(AFC) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
¬(A ∈ èíòåðâàë(CE)) & D ∈ îòðåçîê(BE) & l(DE) = l(DB) & l(AE) = l(AB))

Ïåðâûé, òðåòèé, ÷åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè íàõîäèòñÿ â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå. Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìóãîë". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Ïðèåì óñìàòðèâàåò, ÷òî èç òî÷êè D ïðîâåäåíà ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ áèññåê-
òðèñå ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñî ñòîðîíîé óãëà â òî÷êå B. Çàòåì îí ââîäèò â
ðàññìîòðåíèå òî÷êó E ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ äðóãîé ñòîðîíîé óãëà, ñîïðî-
âîæäàÿ åå ðÿäîì ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèé. Èìååòñÿ ýâðèñòè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå
íà öåëåñîîáðàçíîñòü ïîñòðîåíèÿ: â çàäà÷å äîëæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè A äî íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé AC, ïðè÷åì âåëè÷èíà óãëà CAD íå
äîëæíà áûòü èçâåñòíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 7.

2. Ðàâíîóäàëåííîñòü òî÷êè áèññåêòðèñû îò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê
áèññåêòðèñå ñî ñòîðîíàìè óãëà.

∀ABCDEFG(áèññåêòðèñà(BACD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) → l(EG) = l(GF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ EG èìååò òèï "íåèçâ", à äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ GF - òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ áèññåêòðèñå óãëà â 60 ãðàäóñîâ.

∀ABCDEF (∠(BAC) = π/3 & áèññåêòðèñà(BACD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(EF ) = l(AE) & l(AF ) = l(AE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû ñ ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé áèññåêòðèñå.

∀ABCDEFG(áèññåêòðèñà(BACD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ G äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñû ñ îòðåçêîì EF è âûâîäèò ñîïðîâîæäàþùèå óòâåðæäåíèÿ. Ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêàÿ òî÷êà íå áûëà ââåäåíà ðàíåå. Ïðîâåðÿåòñÿ
òàêæå, ÷òî íà áèññåêòðèñå ñóùåñòâóåò îòëè÷íàÿ îò A òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê E,F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

5. Ïðîåêöèÿ íà áèññåêòðèñó óãëà òî÷êè, ëåæàùåé íà åãî ñòîðîíå, ëåæèò íà ñàìîé
áèññåêòðèñå, à íå íà åå ïðîäîëæåíèè.

∀ABCDEF (áèññåêòðèñà(ABCD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & òî÷êàëó÷à(B,C, F ) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) → ¬(B ∈ èíòåðâàë(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ðàñïîëîæåíèå
òî÷êè E íà ëó÷å BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà è òî÷êè, äå-
ëÿùåé îñíîâàíèå â çàäàííîì îòíîøåíèè

∀ABCDE(áèññåêòðèñà(BACD) & D ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
al(BE) = bl(CE) & 0 < a & 0 ≤ b & 0 ≤ al(AB)− bl(AC) → E ∈ îòðåçîê(BD) &
D ∈ îòðåçîê(CE))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì; îí
íàõîäèò îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ BE, CE. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðààòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Óñìîòðåíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ïðè ïåðåñå÷åíèè áèññåêòðèñû
ñ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå óãëà

∀ABCDEF (áèññåêòðèñà(ABCD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(BC)
& E ∈ ïðÿìàÿ(AB) → l(BE) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëè÷èå îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ EF è BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû

1. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû èç ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé äî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò
âåðøèí óãëà.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(DAC)) & l(AC) = l(AB) & l(CD) = l(BD)
& ðàçíûåòî÷êè(A,B) & 0 ≤ π/2− ∠(DAC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ∠(BAC) = 2∠(DAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; àíòåöåäåíòû ñ ïÿòîãî ïî
ñåäüìîé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà â øåñòîì àíòåöåäåíòå ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïðè ñèëüíîì îãðàíè÷åíèè òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 5.

2. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû â ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì óãëà, îïóùåííûõ èç ðàâíîóäàëåííûõ îò âåðøèíû òî-
÷åê.
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∀ABCDEFGHP (ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(DG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & l(AE) = l(AD) & òî÷êàëó÷à(A,D,C) & òî÷êàëó÷à(A,E,B)
& ðàçíûåòî÷êè(A,D) & ðàçíûåòî÷êè(A,E) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(AP )
& H ∈ ïðÿìàÿ(BC) → áèññåêòðèñà(BACH))

Àíòåöåäåíòû "ðàçíûåòî÷êè", "ðàçíûåïðÿìûå" îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðè ýòîì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Ïðÿìàÿ AP óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê P,H ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

3. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû â ïðîåêöèè íàêëîííîé, îáðàçóþùåé ðàâíûå óãëû ñî
ñòîðîíàìè ïëîñêîãî óãëà.
Ýòîò ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñòåðåîìåòðèè:

∀ABCDE(∠(BAD) = ∠(DAC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
áèññåêòðèñà(BACE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ðàâíî", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îä-
íîé ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ". Íå äîëæíà
óñìàòðèâàòüñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D ïëîñêîñòè ABC. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

4. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû èç äâóõ ïðèìûêàþùèõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

∀ABCDE(∠(BAC) = ∠(CDE) & ∠(ABC) = ∠(CED) & òî÷êàëó÷à(C,D,B) &
àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(CDE)) & àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(CED)) →
∠(ACB) = ∠(DCE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî" è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé
ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
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5. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû ïðè ïåðåõîäå ê ñìåæíûì óãëàì.

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & ∠(ABD) = ∠(ABE) → ∠(DBC) = ∠(CBE))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñî âòîðîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì
"ðàâíî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ðàâåíñòâî ∠(DBC) =
∠(CBE) èìååò òèï "ñóùåñòâðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

6. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ.

∀ABCD(àêòèâ(∠(CAD)) & àêòèâ(∠(BAC)) & ∠(CAD) = 2∠(BAC) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → ∠(BAD) = ∠(BAC))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ òðåòüåãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì
"ðàâíî". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû ÷åðåç âåðòèêàëüíûå óãëû.

∀ABCDEF (C ∈ îòðåçîê(AB) & C ∈ îòðåçîê(DE) & àêòèâ(∠(ACD)) &
àêòèâ(∠(BCF )) & ∠(ACD) = ∠(BCF ) & îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AB)) &
îäíàñòîðîíà(B,F, ïðÿìàÿ(DE)) → áèññåêòðèñà(ECFB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè, ïðî÷èå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 6.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè áèññåêòðèñå

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) ↔ ∠(CAD) = ∠(DAB) & îäíàñòîðîíà(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)))

Ïðèåì ýêâèâàëåíòíîé çàìåíû ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âíóòðåííÿÿ òî÷êà áèññåêòðèñû íå ëåæèò íà ñòîðîíå íåâûðîæäåííîãî óãëà

∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
¬(C = D))

∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
¬(A = D))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Îáû÷íî ýòî ñâÿçàíî ñ ïðåäâàðèòåëüíîé ðàñ÷èñòêîé ñïèñêà óñëîâèé è ïðåäøå-
ñòâóåò îáðàùåíèþ ê áëîêó àíàëèçà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ áèññåêòðèñîé è ïðîäîëæåíèåì ñòîðîíû, ëèáî
ñ ïðîäîëæåíèåì áèññåêòðèñû è ñòîðîíîé

∀ABCDEFH(áèññåêòðèñà(ABCF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & òî÷êàëó÷à(B,E, F ) &
B ∈ îòðåçîê(AD) & H ∈ ïðÿìàÿ(DE) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AB)) → H ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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∀ABCDEFH(áèññåêòðèñà(ABCF ) & B ∈ îòðåçîê(EF ) & òî÷êàëó÷à(B,C,H) &
D ∈ ïðÿìàÿ(EH) &D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
D ∈ îòðåçîê(EH))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû ñ ïðìÿîé, ïàðàë-
ëåëüíîé ñòîðîíå

∀ABCDEF (áèññåêòðèñà(BACE) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(BE) &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → F −òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& ¬(C ∈ èíòåðâàë(DF )) & l(AC) = l(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óêàçàòåëü "íîâûéñèìâîë(. . .)" îïðåäåëÿåò âûáîð íîâîé ïåðåìåííîé äëÿ òî÷êè F .
×òîáû òî÷êà îêàçàëàñü ïðîðèñîâàíà íà ýêðàíå, ââåäåí óêàçàòåëü "òî÷êàïðÿìîé(. . .)".
Óêàçàòåëè "îòðåçîê(. . .)" îïðåäåëÿþò ïðîðèñîâêó îòðåçêîâ AF , CF . Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 6.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïðè ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé

∀ABCDEFGMNP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & áèññåêòðèñà(ABCF ) &
áèññåêòðèñà(BCDE) & G ∈ ïðÿìàÿ(CE) & G ∈ ïðÿìàÿ(BF ) →M − òî÷êà &
N − òî÷êà & P − òî÷êà & M ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(MN) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ îòðåçîê(MN) & N ∈ ïðÿìàÿ(CD) & P ∈ îòðåçîê(BC) &
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ïðÿìàÿ(PG) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(GM) = l(GN) & l(MN) = 2l(GM) & l(CP ) = l(CN)
& l(BP ) = l(BM) & ¬(B ∈ èíòåðâàë(AM)) & ¬(C ∈ èíòåðâàë(DN)))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óñìàòðèâàÿ òàêèì îáðàçîì áèññåêòðèñû ïðè âíóòðåííèõ
îäíîñòîðîííèõ óãëàõ è èõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ G, ïðèåì îïóñêàåò èç íåå ïåðïåíäèêó-
ëÿðû GM , GN , GP íà ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è ñåêóùóþ. Âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ î
ðàâåíñòâå äëèí ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ. Óêàçàòåëè "íîâûéñèìâîë" îïðåäåëÿþò âûáîð
íîâûõ ïåðåìåííûõ äëÿ òî÷åê M,N,P . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ òî÷åê íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïðÿìîé, åñëè êàæäàÿ
ëåæèò íà áèññåêòðèñå

.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(DE) = l(DF ) & òî÷êàëó÷à(A,H,E) & l(GH) = l(GF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → H = E)

Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëè-
áî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñî-
çäàíà âåðñèÿ, â êîòîðîé âìåñòî óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè E ëó÷ó AH èñïîëü-
çóþòñÿ óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ òî÷åê D,G ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìûõ AB, AC:
∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(DE) = l(DF ) & îäíàñòîðîíà(D,G, ïðÿìàÿ(AC)) &
îäíàñòîðîíà(D,G, ïðÿìàÿ(AB)) & l(GH) = l(GF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) → H = E & D = G)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 3.

Îáùàÿ áèññåêòðèñà äâóõ ðàçëè÷íûõ óãëîâ
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∀ABCDEF (∠(ABD) = ∠(DBC) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) &
∠(EBD) = ∠(DBF ) & îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BD)) &
îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(BD)) → ∠(ABE) = ∠(FBC))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Îòðåçêè ðàâíîé äëèíû, ïðîâåäåííûå ê ñòîðîíàì óãëà èç òî÷êè áèññåêòðè-
ñû

∀ABCDEF (∠(CAD) = ∠(BAD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(DE) = l(DF ) & àêòèâ(∠(AEF )) →
l(AE) = l(AF ) ∨ ∠(AEF ) = ∠(ADF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå
äëÿ óãëà AEF èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ ïåðïåíäèêóëÿðíû

∀ABCDEF (B ∈ îòðåçîê(AC) & ∠(ABE) = ∠(EBD) & ∠(DBF ) = ∠(FBC) &
àêòèâ(∠(FBC)) & àêòèâ(∠(DBF )) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BE)) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(BF )) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) &
ðàçíûåòî÷êè(B,E) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) → ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(BF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî" è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëè-
áî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îí óáåæäàåòñÿ â ðàâåíñòâå óãëîâ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìóãîë". Ïåðâûé,
÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
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3.18 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðàçíûåñòîðî-

íû"

Óòâåðæäåíèå "ðàçíûåñòîðîíû(A B C)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé ëèáî ïëîñêîñòè C, ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå A,B,C ðàñïîëîæåíû
â îáùåé ïëîñêîñòè. Äîïóñêàþòñÿ ñëó÷àè ïîïàäàíèÿ ýòèõ òî÷åê íà C. Êðîìå òîãî,
äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê âåêòîðàì A,B,C. Òîãäà îíî îçíà÷àåò, ÷òî
âåêòîðû A,B ëåæàò â îáùåé ïëîñêîñòè ñ íåíóëåâûì âåêòîðîì C, ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò ïðÿìîé âåêòîðà C.

Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, ëåæàùèìè ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò íåêîòîðîé ïðÿìîé, ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèé èõ äî ýòîé ïðÿìîé

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(AC))
& ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → l(CD)2 = l(AB)2 + (l(AC) + l(BD))2)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "òåêâõîæä"
îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì èç íèõ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AC, BD, AB èçâåñòíû; âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò òèï "ïðèìåíèìî". Ñîçäàíû äâå èäåíòè÷íûõ âåðñèè ïðè-
åìà, îäíà èç êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 6, à äðóãàÿ - íà óðîâíå 7. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ
òðåáóåò, ÷òîáû ñðåäè âûðàæåíèé AC, BD, AB, CD íàøëèñü äâà èçâåñòíûõ, îäíî -
òèïà "îïðåäåëèìî" è îäíî - òèïà "íåèçâ". Âòîðàÿ òðåáóåò, ÷òîáû ñðåäè íèõ íàøëîñü
íå áîëåå îäíîãî íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ, íå èìåþùåãî òèïà "íåèçâ", ïðè÷åì ïðÿìàÿ
CD äîëæíà óæå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 9.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ðàñïîëîæåíèþ äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, åñëè
âûäåëåíû èõ ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê ýòîé ïðÿìîé

∀ABCD(àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) ∨
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì
èç íèõ. Ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BD, AB, CD èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî
íå èçâåñòíîãî è íå èìåþùåãî òèïà "íåèçâ". Õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìååò òèï "íåèçâ". Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ðàçìåùåíèå òî÷åê C,D ïî îäíó ëèáî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé
AB. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

∀ABCDEPQR(àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(BE)) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(CE)) &
àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BC)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
D ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & E ∈ ïëîñêîñòü(PQR) →
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) ∨ ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñåäüìîé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AE, BE, DE, AD, BC èçâåñòíû. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòî-
ÿíèé DE, CE èìåþò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàþòñÿ ðàçìåùåíèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò ïðÿìîé AB íè òî÷åê C,E, íè òî÷åê D,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ íàéäåííûõ âåëè÷èí ïëîùàäè è ðàññòîÿíèé óñëî-
âèþ ðàçìåùåíèÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé

∀ABCDEabc(S(ôèãóðà(ABC)) = a & l(AE) = c & l(BC) = b & ðàçíûåñòîðîíû(D,E,
ïðÿìàÿ(BC)) & 0 < 2a− bc & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) → ëîæü)
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ñòîðîíàõ

∀ABCDEFGH(D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
E ∈ îòðåçîê(BG) & F ∈ îòðåçîê(AH) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB))
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ðàçíûåñòîðîíû(G,H, ïðÿìàÿ(CD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèå - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ðàçìåùåíèÿ òî÷åê ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îáùåé õîðäû äâóõ
îêðóæíîñòåé, åñëè öåíòð îäíîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà äðóãîé

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(CH)
& G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CH) & D ∈ îòðåçîê(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(D,G) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → ðàçíûåñòîðîíû(E,C, ïðÿìàÿ(DG)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, ïðåäïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ðàçíûåñòîðîíû"

Îáðàùåíèÿ ê ýòîìó îïåðàòîðó, êàê è ê îïåðàòîðó "îäíàñòîðîíà", ïðîèñõîäÿò âåñü-
ìà ÷àñòî. Ïîýòîìó, ÷òîáû èçáåæàòü çàìåäëåíèÿ ðåøàòåëÿ, ïðèøëîñü ýêîíîìèòü íà
ñïèñêàõ èõ ïðèåìîâ. Òåì íå ìåíåå, â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ýòè ñïèñêè, âûíóæäåííûì
îáðàçîì, îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì óñêîðå-
íèÿ äàííûõ îïåðàòîðîâ ñòàëî îãðàíè÷åíèå ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé, îáåñïå÷èâàåìîå
ðÿäîì ñïåöèàëüíûõ êîììåíòàðèåâ.

Çàìåòèì, ÷òî òå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ðàçìåùåíèå ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðâîé è âòîðîé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ
ïðîãðàììû îïåðàòîðà. Õîòÿ ïðåäèêàò ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî èõ ïåðåñòàíîâêè,
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æåñòêàÿ ïðèâÿçêà ê âõîäíûì ïåðåìåííûì çàñòàâëÿåò äóáëèðîâàòü ìíîãèå ïðèåìû,
ðàññìàòðèâàÿ îáà âàðèàíòà óïîðÿäî÷åíèÿ äàííûõ òî÷åê.

1. Óñìîòðåíèå ïðè ïîìîùè èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà.
∀abc(ðàçíûåñòîðîíû(a, b, c) → ðàçíûåñòîðîíû(a, b, c))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Èäåíòèôèöèðóþùèé îïåðàòîð "ïîðàç-
íûåñòîðîíû" èñïîëüçóåò ïîñûëêè "ðàçíûåñòîðîíû" è "îäíàñòîðîíà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ó÷åò ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & òî÷êàëó÷à(A,D,E) → ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABEc(ðàçíûåñòîðîíû(A,E, c) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ c→ ðàçíûåñòîðîíû(B,E, c))

∀ABEc(ðàçíûåñòîðîíû(E,A, c) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ c→ ðàçíûåñòîðîíû(E,B, c))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "âíåøîáðûâ(1)" ôîðñèðóåò îáðûâ ðàáîòû ïðîâå-
ðî÷íîãî îïåðàòîðà è âûäà÷ó îòêàçà ïðè íåóñòàíîâëåíèè èñòèííîñòè ïåðâîãî
àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ¬(ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD))))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "íå" îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ óñìîòðåíèÿ ëîæíîñòè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà: åñëè àíòåöåäåíò
èñòèíåí, òî ñðàçó âûäàåòñÿ îòêàç. Ýòî íåñêîëüêî óñêîðÿåò ðàáîòó ðåøàòåëÿ.
Âûðîæäåííûå ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ ïðÿìûõ îòáðàñûâàþòñÿ, íî ïðàêòè÷åñêè îíè
è íå íóæíû.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "îäíàñòîðîíà"
ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "ïàðàëëåëïðÿìûå", ïðè÷åì äàííûé ïðèåì ïðè íàëè-
÷èè òàêîãî êîììåíòàðèÿ áëîêèðóåòñÿ. Ýòî ïðåäîòâðàùàåò âîçìîæíûå çàöèê-
ëèâàíèÿ. Òîé æå öåëè ñëóæèò ïðîâåðêà îòñóòñòâèÿ êîììåíòàðèÿ "ïàðàëëåëî-
ãðàìì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& òî÷êàëó÷à(A,B,D) & òî÷êàëó÷à(A,C,E) → ðàçíûåñòîðîíû(C,D,
ïðÿìàÿ(BE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
3. Ó÷åò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ äàííîé.

∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(CE) & D ∈ îòðåçîê(CE) →
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(CE) & òî÷êàëó÷à(D,C,E) →
¬(ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AB))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "íå" è èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ óñêîðåííîé âûäà÷è îòêàçà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEF (îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDEF (îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ðàçíûåñòîðîíû(F,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ó÷åò áèññåêòðèñû.

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) → ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(AD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEF (áèññåêòðèñà(BACD) & òî÷êàëó÷à(A,B,E) & òî÷êàëó÷à(A,C, F ) →
ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(AD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Áèññåêòðèñà öåíòðàëüíîãî óãëà.
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∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) →
ðàçíûåñòîðîíû(D,A, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óñìîòðåíèå ðàçìåùåíèÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû ïóòåì âû÷èñëåíèÿ óãëîâ.

∀ABCD(∠(ABC) = p &∠(CBD) = q & 0 ≤ π − q & 0 ≤ p+ q − π &
C ∈ ïëîñêîñòü(ABD) → ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(∠(ABC) = p &∠(CBD) = q & 0 ≤ π − q & 0 ≤ p+ q − π &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ðàçíûåñòîðîíû(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(∠(ABC) = p &∠(CBD) = q & p+ q ≤ 0 & 0 ≤ p+ q + π &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ðàçíûåñòîðîíû(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(∠(ABC) = p &∠(CBD) = q & p+ q ≤ 0 & 0 ≤ p+ q + π &
C ∈ ïëîñêîñòü(ABD) → ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âåëè÷èíàóãëà", ðàññìàòðèâàþùèì ãðóï-
ïó óãëîâ ñ âåðøèíîé B. Îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó ñîïðîâîæäàþòñÿ ñðàâíè-
òåëüíî ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì òðóäîåìêîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû p, q
ñóòü êîíñòàíòû. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 4.

7. Òðè óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó.
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∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(DE)))

∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ðàçíûåñòîðîíû(F,A, ïðÿìàÿ(DE)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Òðåõêðàòíûé ïåðåõîä ÷åðåç ïðÿìóþ.

∀ABCDEF (ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,F,
ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) &
¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî àíòåöåäåíòîâ ââåäåíû
ñèëüíûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè.

9. Èñïîëüçîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îòðåçêó ñ êîíöîì íà ðàçäåëÿþùåé ïðÿ-
ìîé.

∀ABCDEF (D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(D,E, F ) & ðàçíûåñòîðîíû(C,F,
ïðÿìàÿ(AB)) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDEF (D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(D,E, F ) & ðàçíûåñòîðîíû(F,C,
ïðÿìàÿ(AB)) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ðàçíûåñòîðîíû(E,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Èñïîëüçîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè òðåóãîëüíèêó, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî
ëåæèò íà çàäàííîé ïðÿìîé.
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∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABC) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
ðàçíûåñòîðîíû(E,D, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABC) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

11. Òî÷êà âíóòðè óãëà ëèáî òðåóãîëüíèêà.
∀ABCD(A ∈ Óãîë(BCD) → ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCD(A ∈ ôèãóðà(BCD) → ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 2.

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(DE) →
ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(AF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
12. Ìíîãîóãîëüíèêè.

(a) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè íà ñòîðîíàõ, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé
÷åòûðåõóãîëüíèêà, îòäåëÿåò ýòó âåðøèíó îò òî÷êè íà íåñìåæíîé ñ íåé
ñòîðîíå.

∀ABCDEFG(êâàäðàò(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈
îòðåçîê(BC) → ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(GE)))

∀ABCDEFG(êâàäðàò(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈
îòðåçîê(BC) → ðàçíûåñòîðîíû(F,D, ïðÿìàÿ(GE)))

∀ABCDEFG(êâàäðàò(DCBA) & E ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈
îòðåçîê(BC) → ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(GE)))

∀ABCDEFG(êâàäðàò(DCBA) & E ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈
îòðåçîê(BC) → ðàçíûåñòîðîíû(F,D, ïðÿìàÿ(GE)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå âìå-
ñòî ñèìâîëà "êâàäðàò" ñèìâîëîâ "ðîìá", "ïàðàëëåëîãðàìì", "ïðÿìîóãîëü-
íèê", "Òðàïåöèÿ", "òðàïåöèÿ". Óêàçàòåëü "öèêëóïîðÿäî÷åíèå" ðàçðåøàåò
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ïðè èäåíòèôèêàöèè ïåðâîãî àíòåöåäåí-
òà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.
∀ABCDEFanijkl(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) &
C = a(k) & D = a(l) & i < k & i < j & k < j & (l < i ∨ j < l) →
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ a
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì âèäà "íàáîð(. . .)", ïåðå÷èñëÿþùèì âåð-
øèíû ìíîãîóãîëüíèêà. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", ïðè ïîìîùè íîðìàëèçàòîðà "íîðìäëèíàíàáîðà" âû÷èñëÿåò
äëèíó n äàííîãî íàáîðà. Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî øåñòîé âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Îíè îïðåäåëÿþò íîìåðà k, l ðàíåå èäåíòèôèöèðîâàí-
íûõ òî÷åê C,D, à òàêæå ïåðå÷èñëÿþò âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòû A,B íàáîðà
âåðøèí îäíîâðåìåííî ñ èõ íîìåðàìè i, j. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ AB, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ âõîäíûì äàííûì îïåðàòîðà, ïîñëå ðàçâÿçêè òåîðåìû îêàçûâàåòñÿ
çàäàíà ÷åðåç êàêèå-òî äðóãèå òî÷êè. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òî÷êè A,B ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïî íîìåðàì òî÷åê A,B,C,D
îíè óñòàíàâëèâàþò ôàêò ðàçìåùåíèÿ C,D ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé
AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó ÷åòûðåõóãîëüíèêà è òî÷êó íà íåñìåæ-
íîé ñòîðîíå.

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(BC) & H ∈ îòðåçîê(AF ) &
E ∈ îòðåçîê(CD) &G ∈ îòðåçîê(AD) → ðàçíûåñòîðîíû(G,H, ïðÿìàÿ(AE)))

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(BC) & H ∈ îòðåçîê(AF ) &
E ∈ îòðåçîê(CD) &G ∈ îòðåçîê(AD) → ðàçíûåñòîðîíû(H,G, ïðÿìàÿ(AE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëè "âàðèàíò", "öèêëóïîðÿäî÷åíèå" èñïîëüçóþò-
ñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Äâà âëîæåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû.
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∀ABCDEFGH(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìîóãîëüíèê(EFGH) &
ôèãóðà(EFGH) ⊆ ôèãóðà(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
∀ABCDEFGH(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìîóãîëüíèê(EFGH) &
ôèãóðà(EFGH) ⊆ ôèãóðà(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
îäíàñòîðîíà(B,F, ïðÿìàÿ(GH)) → ðàçíûåñòîðîíû(C,F, ïðÿìàÿ(GH)))

∀ABCDEFGH(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìîóãîëüíèê(EFGH) &
ôèãóðà(EFGH) ⊆ ôèãóðà(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
îäíàñòîðîíà(B,F, ïðÿìàÿ(GH)) → ðàçíûåñòîðîíû(F,C, ïðÿìàÿ(GH)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó; ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ïÿòèóãîëüíèê.

∀ABCDEM(îêðóæíîñòü(MN)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCDE) →
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AD)))

∀ABCDEM(îêðóæíîñòü(MN)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCDE) →
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AD)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(f) Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè íà ñìåæíûõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
E ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AB) & H ∈ îòðåçîê(GE) →
ðàçíûåñòîðîíû(H,D, ïðÿìàÿ(EF )))

∀ABCDEFGH(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
E ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AB) & H ∈ îòðåçîê(GE) →
ðàçíûåñòîðîíû(D,H, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì".
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(g) Äèàãîíàëü âûïóêëîãî ÷åòûðåõãîëüíèêà.

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)))

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ðàçíûåñòîðîíû(C,A, ïðÿìàÿ(BD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðå-
øàåò ðàññìàòðèâàòü âñå îñòàëüíûå òèïû ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ: òðàïåöèè,
ïàðàëëåëîãðàììû è ò.ï. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Êâàäðàò, ïîñòðîåííûé íà îñíîâàíèè òðàïåöèè.

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(BEFC) & öåíòð(G,ôèãóðà(BEFC)) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,H, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(G,H, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(BEFC) & öåíòð(G,ôèãóðà(BEFC)) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,H, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(H,G, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(BEFC) & öåíòð(G,ôèãóðà(BEFC)) &
òðàïåöèÿ(CDAB) & ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,H, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(G,H, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(BEFC) & öåíòð(G,ôèãóðà(BEFC)) &
òðàïåöèÿ(CDAB) & ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,H, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(H,G, ïðÿìàÿ(AC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(i) Òî÷êà âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(BADC) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(BADC) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BE)))
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∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(DCBA) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(DCBA) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BE)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

13. Îêðóæíîñòü.
(a) Òî÷êà äóãè è öåíòð îêðóæíîñòè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò õîðäû.

∀ABCD(D ∈ äóãà(ABC) → ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Êîíöû äóãè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ðàäèóñà, ïðîâåäåííîãî ê òî÷êå

ýòîé äóãè.

∀ABCD(C ∈ äóãà(ABD) → ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(c) Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷êè âíå îêðóæíîñòè è öåíòðà îêðóæíîñòè ïî

îòíîøåíèþ ê õîðäå ñ êîíöàìè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùèõ ñ îêðóæíî-
ñòüþ.

∀ADEFGHI(E ∈ îêðóæíîñòü(DI) & F ∈ îêðóæíîñòü(DI) &
G ∈ îêðóæíîñòü(DI) & H ∈ îêðóæíîñòü(DI) & E ∈ îòðåçîê(AF ) &
G ∈ îòðåçîê(AH) & ðàçíûåòî÷êè(G,H) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AF ), ïðÿìàÿ(AH)) → ðàçíûåñòîðîíû(A,D,
ïðÿìàÿ(EG)))
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Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå òðè -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

(d) Îáùàÿ òî÷êà äâóõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ è öåíòð îêðóæíîñòè ëåæàò ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò õîðäû.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BC) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ðàçíûåñòîðîíû(A,B,
ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BC) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ðàçíûåñòîðîíû(B,A,
ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ó÷åò òóïîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà õîðäó.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CED)− π/2 & àêòèâ(∠(CED)) &
E ∈ îòðåçîê(AF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ðàçíûåñòîðîíû(A,F,
ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CED)− π/2 & àêòèâ(∠(CED)) &
E ∈ îòðåçîê(AF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ðàçíûåñòîðîíû(F,A,
ïðÿìàÿ(CD)))

×åòâåðòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáðàáîòêà ÷åòâåðòîãî
àíòåöåäåíòà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEFa(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CED) = a & 0 < a− π/2 & àêòèâ(∠(CED))
& îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(CD)))
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×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; ïÿòûé è äâà ïî-
ñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Îáðàáîò-
êà äâóõ ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûìè îãðàíè÷èòåëÿ-
ìè òðóäîåìêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Êîíöû äâóõ õîðä ðàâíîé äëèíû ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ðàäèóñà,
ïðîâåäåííîãî ê èõ îáùåìó êîíöó.

∀ABCP (A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & l(AB) = l(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(AP )))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Òî÷êà äóãè è òî÷êà îêðóæíîñòè, ðàññòîÿíèå êîòîðîé îò êîíöà õîðäû íå
ìåíüøå äëèíû ýòîé õîðäû.

∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ äóãà(ACD) &
0 ≤ l(CF )− l(CD) → ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Òðàïåöèÿ, âïèñàííàÿ â îêðóæíîñòü.
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∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → ðàçíûåñòîðîíû(B,C,
ïðÿìàÿ(AF )))

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → ðàçíûåñòîðîíû(F,D,
ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → ðàçíûåñòîðîíû(B,D,
ïðÿìàÿ(AF )))

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → ðàçíûåñòîðîíû(D,B,
ïðÿìàÿ(AF )))

Ïðè èäåíòèôèêàöèè âåðøèí òðàïåöèè ðàçðåøàåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà
âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé; ïðè èäåíòèôèêàöèè òåðìà "ôèãóðà(. . .)" -
âîçìîæíû öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(i) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(BC)) → ðàçíûåñòîðîíû(F,D, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(BC)) → ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(BC)) → ðàçíûåñòîðîíû(F,A, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(BC)) → ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåð-
øèí òðåóãîëüíèêà íåñóùåñòâåíåí. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
¬(ðàçíûåñòîðîíû(D,C, ïðÿìàÿ(AB))))

Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "íå" è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íåìåäëåííîé âûäà÷è îò-
êàçà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðàïåöèþ.
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∀ABCDEFMN(îêðóæíîñòü(MN) âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(MN) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(MN) → ðàçíûåñòîðîíû(M,B, ïðÿìàÿ(EF )))

∀ABCDEFMN(îêðóæíîñòü(MN) âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(MN) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(MN) → ðàçíûåñòîðîíû(B,M, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ
öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü.
∀ABCDEFaijkln(îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) &
ìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) & C = a(k) &
D = a(l) & i < k & i < j & k < j & (l < i ∨ j < l) → ðàçíûåñòîðîíû(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðà-
æåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò äëèíó n
ýòîãî íàáîðà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìäëèíàíàáîðà". Àíòåöåäåí-
òû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îíè îïðåäåëÿþò
íîìåðà i, j, k, l âåðøèí A,B,C,D. ×åòûðå ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCEFaijkn(îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) &
ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) & C = a(k) &
(2i− 2 ≤ n & (j < i ∨ 2i+ n < 2j) & i < k & 2k < 2i+ n ∨ n < 2i− 2
& (2j < 2i− n ∨ i < j) & 2i− n < 2k & k < i) → ðàçíûåñòîðîíû(C,B,
ïðÿìàÿ(EA)))

∀ABCEFaijkn(îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) &
ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) & C = a(k) &
(2i− 2 ≤ n & (j < i ∨ 2i+ n < 2j) & i < k & 2k < 2i+ n ∨ n < 2i− 2
& (2j < 2i− n ∨ i < j) & 2i− n < 2k & k < i) → ðàçíûåñòîðîíû(B,C,
ïðÿìàÿ(EA)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî øåñòîé
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(l) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â óãîë.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â Óãîë(BAC) & ðàçíûåñòîðîíû(C,F,
ïðÿìàÿ(AB)) → ðàçíûåñòîðîíû(F,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â Óãîë(BAC) & ðàçíûåñòîðîíû(C,F,
ïðÿìàÿ(AB)) → ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(AB)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(m) Ñðàâíåíèå äëèí äâóõ õîðä, èìåþùèõ îáùèé êîíåö.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & 0 < l(CD)− l(CE) & îäíàñòîðîíà(E,D,
ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & 0 < l(CD)− l(CE) & îäíàñòîðîíà(E,D,
ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ íèõ ââåäåíû ñèëüíûå îãðà-
íè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(n) Öåíòð îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2 − a2 − b2 & 0 < d &
îäíàñòîðîíà(B,F, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(F,D, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2 − a2 − b2 & 0 < d &
îäíàñòîðîíà(B,F, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2 − a2 − b2 & d < 0 &
ðàçíûåñòîðîíû(B,F, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(F,D, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2 − a2 − b2 & d < 0 &
ðàçíûåñòîðîíû(B,F, ïðÿìàÿ(AC)) → ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(AC)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; ïåðâûå òðè è ïÿòûé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2 − a2 − b2 & 0 ≤ d→
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(o) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êàñàòåëüíûõ è öåíòð îêðóæíîñòè ëåæàò ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò õîðäû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(DE)) → ðàçíûåñòîðîíû(C,F, ïðÿìàÿ(DE)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(p) Äâå êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç îáùåé òî÷êè, è ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé â
òî÷êó êàñàíèÿ.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,F, ïðÿìàÿ(AD)) → ðàçíûåñòîðîíû(F,E, ïðÿìàÿ(AD)))

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,F, ïðÿìàÿ(AD)) → ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(AD)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ øåñòîãî àíòåöåäåíòà
èìååòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

(q) Âûñîòû âïèñàííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥
ïðÿìàÿ(DF ) & ïðÿìàÿ(EH) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CED)) &
àêòèâ(∠(CDE)) & àêòèâ(∠(DCE)) & 0 < π/2− ∠(CED) &
0 < π/2− ∠(CDE) & 0 < π/2− ∠(DCE) → ðàçíûåñòîðîíû(F,H,
ïðÿìàÿ(CG)))

Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ
"óñèëåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(r) Ó÷åò âíåøíåãî êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé.

∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CB)) &
îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AC)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CB) → ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(BD)))

∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CB)) &
îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AC)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CB) → ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(BD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(s) Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé èõ öåíòðû.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 622

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AD) & C ∈ îêðóæíîñòü(BD) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ðàçíûåñòîðîíû(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)))

Äâà ïåðâûõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(t) Òðè îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ âíåøíèì îáðàçîì.

∀ABCDEFPQR(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(EF )) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CD), îêðóæíîñòü(EF )) &
P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ îêðóæíîñòü(CD) & Q ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & R ∈ îêðóæíîñòü(CD) & R ∈ îêðóæíîñòü(EF ) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,R, ïðÿìàÿ(PQ)))

∀ABCDEFPQR(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(EF )) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CD), îêðóæíîñòü(EF )) &
P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ îêðóæíîñòü(CD) & Q ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & R ∈ îêðóæíîñòü(CD) & R ∈ îêðóæíîñòü(EF ) →
ðàçíûåñòîðîíû(R,A, ïðÿìàÿ(PQ)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(u) Öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ, öåíòðàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïðÿìîé.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(FP ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(EQ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 623

(v) Öåíòð îêðóæíîñòè, ëåæàùåé âíå äðóãîé îêðóæíîñòè, ëåæèò îò åå öåíòðà
ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò îáùåé õîðäû.

∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F )
& ¬(C ∈ êðóã(AB)) & ¬(A ∈ êðóã(CD)) → ðàçíûåñòîðîíû(A,C,
ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå òðè -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

14. Âåêòîðû.
Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå âåêòîðîâ óòâåðæäåíèå "ðàçíûåñòîðîíû(a b c)" îçíà÷àåò
ðàçìåùåíèå âåêòîðîâ a, b â îäíîé ïëîñêîñòè ñ íåíóëåâûì âåêòîðîì c, ïðè÷åì
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, îïðåäåëÿåìîé ýòèì âåêòîðîì.
(a) Ó÷åò îäíîíàïðàâëåííîñòè âåêòîðîâ.

∀abcd(îäíîíàïðàâëåíû(a, b) & ðàçíûåñòîðîíû(c, d, a) →
ðàçíûåñòîðîíû(c, d, b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ìèíóñ-âåêòîð.
∀abc(ðàçíûåñòîðîíû(a, b, c) → ðàçíûåñòîðîíû(a, b,−c))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

3.19 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îäíàñòîðîíà"

Óòâåðæäåíèå "îäíàñòîðîíà(A B C)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó
îò ïðÿìîé ëèáî ïëîñêîñòè C, ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå A,B,C ðàñïîëîæåíû â îáùåé
ïëîñêîñòè. Äîïóñêàþòñÿ ñëó÷àè ïîïàäàíèÿ ýòèõ òî÷åê íà C. Ñîäåðæèìîå äàííîãî
ðàçäåëà àíàëîãè÷íî ñîäåðæèìîìó ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè ïî îäíó ñòî-
ðîíó îò íåêîòîðîé ïðÿìîé, ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèé èõ äî ýòîé ïðÿìîé
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → l(BD)2 = l(AC)2 + (l(CD)− l(AB))2)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Ðàññòîÿ-
íèÿ AC, CD, AB èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BD èìååò òèï "ïðèìåíèìî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Äëÿ òîé æå òåîðåìû ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 9. Â ïåðâîé èç íèõ ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè ðàññòîÿ-
íèÿ BD, CD è AB, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC äîëæíî ñîäåðæàòü íåèç-
âåñòíûå. Âî âòîðîé âåðñèè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå BD ðàâíÿëîñü ðàññòîÿíèþ
CD ëèáî ðàññòîÿíèþ AB. Ðåçóëüòèðóþùåå ñîîòíîøåíèå äîëæíî èìåòü íå áîëåå äâóõ
íåèçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(AB) = a &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → l(BD)2 = l(AC)2 + (l(CD)− l(AB))2)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ BD, AC, CD óæå ââåäåíû
â ðàññìîòðåíèå, ïðè÷åì äâà èç íèõ èçâåñòíû, à òðåòüå - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & p = l(CD)− l(AB) → l(BD)2 = l(AC)2 + p2)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ â ïåðâîì èç íèõ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ. Îäíî èç ðàññòîÿíèé BD, AC èçâåñòíî, à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî - èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & p = l(AC)2 + (l(CD)− l(AB))2 → l(BD)2 = p)

Îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, íî ïðàâàÿ ÷àñòü ïÿòî-
ãî àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê
"ñòàíäïëþñ". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, CD èìååò òèï "ïðèìåíèìî"
ëèáî "îïðåäåëèìî". Ðàññòîÿíèå BD ëèáî èçâåñòíî, ëèáî âûðàæåíèå äëÿ íåãî èìå-
åò òèï "íåèçâ". Âûðàæåíèå p ñîäåðæèò ÷èñëîâîé àòîì òèïà "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Åñëè äâå òî÷êè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè, òî îíè ëåæàò ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ñîäåðæàùàÿ èõ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ïåðâîé ïëîñêîñòüþ



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 625

∀ABCDEFG(A ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
îäíàñòîðîíà(F,G, ïëîñêîñòü(CDE)) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABG) &
¬(G ∈ ïëîñêîñòü(CDE)) → îäíàñòîðîíà(F,G, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé; òðåòèé è øåñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðèåì áëîêè-
ðóåòñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4 è 9.

∀ABCDEFG(A ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
îäíàñòîðîíà(F,G, ïëîñêîñòü(CDE)) &ïðÿìàÿ(AF ) ‖ ïðÿìàÿ(BG) &
¬(G ∈ ïëîñêîñòü(CDE)) → îäíàñòîðîíà(F,G, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Åñëè òî÷êà îäíîâðåìåííî ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó è ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò
äàííîé òî÷êè âíå ïðÿìîé, òî îíà ëåæèò íà ïðÿìîé

∀ABCD(îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) &
¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) → A ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "îäíàñòîðîíà" äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äâå
òî÷êè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé

∀ABCD(îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) → îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "îäíàñòîðîíà"

Îïåðàòîð àíàëîãè÷åí îïåðàòîðó "ðàçíûåñòîðîíû".
1. Îäíà èç òî÷åê ëåæèò íà ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé.

∀ABCD(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 626

∀ABCD(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
2. Èñïîëüçîâàíèå èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà.
∀abc(îäíàñòîðîíà(a, b, c) → îäíàñòîðîíà(a, b, c))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îí îáðàáàòûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðóþ-
ùèì îïåðàòîðîì "Îäíàñòîðîíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ó÷åò ïàðàëëåëüíîñòè.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(BD)) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB))))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâà-
íèÿ ïðèåìà ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ïàðàëëå-
ëîãðàìì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABcE(îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(CD)) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) →
îäíàñòîðîíà(B,E, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABcE(îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(CD)) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) →
îäíàñòîðîíà(E,B, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè ðå-
êóðñèâíîì îáðàùåíèè èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ïàðàëëåëüíû ïðÿìàÿ(AB)).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Óñìîòðåíèå èç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ
äàííîé.
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∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & òî÷êàëó÷à(A,C,D) →
îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDE(C ∈ îòðåçîê(BD) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDE(C ∈ îòðåçîê(BD) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ íåãî ââåäåí î÷åíü ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêî-
ñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (ðàçíûåñòîðîíû(F,E, ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDEF (ðàçíûåñòîðîíû(F,E, ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → îäíàñòîðîíà(F,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & A ∈ îòðåçîê(BE) →
îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDE(ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & A ∈ îòðåçîê(BE) →
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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5. Ïåðåõîä ê òî÷êàì ïî äðóãóþ ñòîðîíó ïðÿìîé.

∀ABCDEFG(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ îòðåçîê(DG) & C ∈ îòðåçîê(EF ) &
îäíàñòîðîíà(F,G, ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,G) →
îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå òðè - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ îáðàáîòêè ÷åòâåðòîãî àíòåöå-
äåíòà ââåäåí ñèëüíûé îðãàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Áëîêèðîâêà ïîâòîðíîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðèåìà ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè îáåñïå÷èâàåòñÿ êîììåíòàðè-
åì "(öåíòð îòðåçîê)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Äâîéíîé ïåðåõîä ÷åðåç ïðÿìóþ.

∀ABCDEFG(D ∈ îòðåçîê(CE) & F ∈ îòðåçîê(CG) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → îäíàñòîðîíà(E,G, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Èñïîëüçîâàíèå òðåòüåé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé.
∀ABCDE(îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & îäíàñòîðîíà(E,B, ïðÿìàÿ(CD)) &
¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) → îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
8. Ó÷åò áèññåêòðèñû óãëà.
∀ABCDE(áèññåêòðèñà(ABCD) & îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)) →
îäíàñòîðîíà(E,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDE(áèññåêòðèñà(ABCD) & îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) → îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
9. Ðàññìîòðåíèå äâóõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ äàííîé.

∀ABCDEPQ(P ∈ ïðÿìàÿ(AB) & Q ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(QC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(PE) & òî÷êàëó÷à(Q,E,C) & òî÷êàëó÷à(P,D,E) →
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
10. Óñìîòðåíèå ïóòåì âû÷èñëåíèÿ óãëîâ.

∀ABCD(∠(ABC) = p & ∠(CBD) = q & 0 ≤ p+ q & 0 ≤ π − p− q &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(∠(ABC) = p & ∠(CBD) = q & 0 ≤ p+ q & 0 ≤ π − p− q &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âåëè÷èíàóãëà", ïðè÷åì èìåþòñÿ ñèëü-
íûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè. Âûðàæåíèå p êîíñòàíòíîå. Òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCD(∠(ABC) = p & ∠(CBD) = q & π − p− q < 0 & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
¬îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(∠(ABC) = p & ∠(CBD) = q & π − p− q < 0 & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
¬îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðèåìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íåìåäëåííîé âûäà-
÷è îòêàçà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
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∀ABCD(ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & 0 ≤ π/2− ∠(BAC) &
0 ≤ π/2− ∠(CAD) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & 0 ≤ π/2− ∠(BAC) &
0 ≤ π/2− ∠(CAD) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; äëÿ ïîäãîòîâêè îïå-
ðàíäîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïðîâåð-
êà ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Òî÷êè ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðàõ, ïðîâåäåííûõ ê ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé.

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & 0 < π/2− ∠(DBE) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABD) →
îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AC)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Èìååòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Óñìîòðåíèå èç ïðèíàäëåæíîñòè òðåóãîëüíèêó.

∀ABCD(D ∈ ôèãóðà(ABC) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(D ∈ ôèãóðà(ABC) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Ïåðâûé
ïðèåì èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 2, âòîðîé - 4.
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∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(DE) →
îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(DE) →
îäíàñòîðîíà(F,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
13. Òî÷êà âíóòðè óãëà.

∀ABCDE(A ∈ Óãîë(BCD) & îäíàñòîðîíà(E,B, ïðÿìàÿ(CD)) →
îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDE(A ∈ Óãîë(BCD) & îäíàñòîðîíà(E,B, ïðÿìàÿ(CD)) →
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Ìíîãîóãîëüíèêè.
(a) Òðàïåöèÿ.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(CD) → îäíàñòîðîíà(D,E,
ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(CD) → îäíàñòîðîíà(E,D,
ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ
èçìåíåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
òî÷êàëó÷à(F,G,D) &G ∈ ïðÿìàÿ(AD) → îäíàñòîðîíà(C,G, ïðÿìàÿ(EF )))
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∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
òî÷êàëó÷à(F,G,D) &G ∈ ïðÿìàÿ(AD) → îäíàñòîðîíà(G,C, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Êâàäðàò.

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) & êâàäðàò(ABCD) →
îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) & êâàäðàò(ABCD) →
îäíàñòîðîíà(F,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïàðàëëåëîãðàìì.

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(d) Ïðÿìîóãîëüíèê.
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∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀ABCDEF (ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABCD) → îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDEF (ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABCD) → îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(BC)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(e) ×åòûðåõóãîëüíèê.

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) &E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
òî÷êàëó÷à(B,E,C) & òî÷êàëó÷à(A,D, F ) → îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) &E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
òî÷êàëó÷à(B,E,C) & òî÷êàëó÷à(A,D, F ) → îäíàñòîðîíà(F,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.
∀ABCDEFaijkln(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) &
C = a(k) & D = a(l) & i < j & (i ≤ k & i ≤ l & k ≤ j & l ≤ j ∨
(l ≤ i ∨ j ≤ l) & (k ≤ i ∨ j ≤ k)) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Öåíòð êâàäðàòà.

∀ABCDE(êâàäðàò(ABCD) & öåíòð(E,ôèãóðà(ABCD)) →
îäíàñòîðîíà(E,B, ïðÿìàÿ(AD)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèê-
ëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Îäíà âåðøèíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ëåæèò íà ïðÿìîé, à äâå ñìåæíûå âåðøè-
íû - ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé.

∀ABCDEF (C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(CDEF ) &
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AB)) → îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âìå-
ñòî ñèìâîëà "÷åòûðåõóãîëüíèê" ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ ëþáîé èç ñèìâîëîâ
äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà - "êâàäðàò", "òðàïåöèÿ", è ò.ä.
Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà
íà îáðàòíûé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà.

∀ABCDEFGH(ðîìá(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
G ∈ îòðåçîê(ED) & H ∈ îòðåçîê(FC) → îäíàñòîðîíà(G,H, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âìåñòî ñèì-
âîëà "ðîìá" ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé äðóãîé òèï ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
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(j) Òî÷êà âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(BADC) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(BADC) →
îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(DCBA) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(DCBA) →
îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âìåñòî ñèìâîëà
"÷åòûðåõóãîëüíèê" ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé äðóãîé òèï ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïî-
ðÿäêà íà îáðàòíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Äâå òî÷êè âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (E ∈ ôèãóðà(ABCD) & F ∈ ôèãóðà(ABCD) &
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(AD)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âìåñòî ñèìâîëà
"÷åòûðåõóãîëüíèê" ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé äðóãîé òèï ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGIJ(÷åòûðåõóãîëüíèê(CABD) & G ∈ îòðåçîê(EF ) &
I ∈ îòðåçîê(HJ) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
H ∈ îòðåçîê(AB) & J ∈ îòðåçîê(CD) → îäíàñòîðîíà(I,G, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ
äðóãèå òèïû ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, à âåðøèíû ìîæíî öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâ-
ëÿòü. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

15. Îêðóæíîñòü.
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(a) Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) → îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) → îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) → îäíàñòîðîíà(E,F,
ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ áîëüøåé õîðäû.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(C,A, ïðÿìàÿ(BD)) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BD)) → îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(C,A, ïðÿìàÿ(BD)) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BD)) → îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Òî÷êà äóãè ëåæèò ïî òó æå ñòîðîíó îò ðàäèóñà, ïðîâåäåííîìó ê êîíöó
äóãè, ÷òî è äðóãîé êîíåö.
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∀ABCD(C ∈ äóãà(ABD) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(C ∈ äóãà(ABD) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 3.

(d) Òóïîé âïèñàííûé óãîë.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AE)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & D ∈ îêðóæíîñòü(AE) & 0 ≤ ∠(BCD) − π/2 →
îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AE)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & D ∈ îêðóæíîñòü(AE) & 0 ≤ ∠(BCD) − π/2 →
îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFGHP (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
G ∈ äóãà(CEF ) & H ∈ äóãà(AEF ) & P ∈ äóãà(AHF ) & l(AE) = l(CE) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → îäíàñòîðîíà(P, F, ïðÿìàÿ(GH)))

∀ABCDEFGHP (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
G ∈ äóãà(CEF ) & H ∈ äóãà(AEF ) & P ∈ äóãà(AHF ) & l(AE) = l(CE) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → îäíàñòîðîíà(F, P, ïðÿìàÿ(GH)))
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Óòâåðæäåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê äóãàì èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äåâÿòûé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïÿòûé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìîâ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &B ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &A ∈ îòðåçîê(BC)
& C ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & D ∈ îêðóæíîñòü(BQ) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(BQ) → îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &B ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &A ∈ îòðåçîê(BC)
& C ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & D ∈ îêðóæíîñòü(BQ) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(BQ) → îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(CD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFG(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) → îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(FG)))

∀ABCDEFG(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) → îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(FG)))

Ïÿòûé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëÿ âîñüìîãî àíòåöåäåíòà
ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 3.

∀ABCDEFG(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
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ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) → îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(EF )))

∀ABCDEFG(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(EF )))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(f) Òî÷êè íà ðàäèóñå ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó

äóãè ñ òî÷êîé íà äðóãîì ðàäèóñå.

∀ABCDEFGH(D ∈ äóãà(ACE) & G ∈ îòðåçîê(AC) & H ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ îòðåçîê(AE) → îäíàñòîðîíà(G,H, ïðÿìàÿ(DF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Òî÷êà äóãè è òî÷êà îêðóæíîñòè, ðàññòîÿíèå êîòîðîé îò êîíöà õîðäû íå
ìåíüøå äëèíû ýòîé õîðäû.

∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ äóãà(ACD) &
0 ≤ l(CF )− l(CD) → îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(CF )))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ äóãà(ACD) &
0 ≤ l(CF )− l(CD) → îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(DE)))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(h) Öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
îäíàñòîðîíà(D,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ
âåðøèí íåñóùåñòâåíåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & E ∈ îêðóæíîñòü(DM) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(DM)
& F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &G ∈ îêðóæíîñòü(DM) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DG)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(DM)) →
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(EG)))

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & E ∈ îêðóæíîñòü(DM) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(DM)
& F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &G ∈ îêðóæíîñòü(DM) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DG)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(DM)) →
îäíàñòîðîíà(F,D, ïðÿìàÿ(EG)))

Àíòåöåäåíòû ñ çàãîëîâêîì "ðàçíûåïðÿìûå" îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(BC)) → îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(BC)) → îäíàñòîðîíà(F,A, ïðÿìàÿ(BC)))
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(BC)) → îäíàñòîðîíà(F,D, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(BC)) → îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Òðàïåöèÿ, âïèñàííàÿ â îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → îäíàñòîðîíà(B,F, ïðÿìàÿ(AC)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì â ïåðâîì èç íèõ
äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí, à âî âòîðîì - èçìåíåíèå
ïîðÿäêà âåðøèí íà îáðàòíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BF )))

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → îäíàñòîðîíà(D,A, ïðÿìàÿ(BF )))

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → îäíàñòîðîíà(C,A, ïðÿìàÿ(BF )))

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ äóãà(EBC) → îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(BF )))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(j) Âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFaijkln(îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) &
ìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) & C = a(k) &
D = a(l) & i < j & (i ≤ k & i ≤ l & k ≤ j & l ≤ j ∨ (l ≤ i ∨ j ≤ l) &
(k ≤ i ∨ j ≤ k)) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îí îïðåäåëÿåò ÷èñëî âåðøèí
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n. Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïåð-
âûå äâà èç íèõ ïåðå÷èñëÿþò âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà, èäåíòèôèöèðóåìûå
ñ A,B; ïîñëåäíèå äâà - îïðåäåëÿþò íîìåðà âåðøèí C,D. Äâà ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCEFaijkn(îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) &
ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) & C = a(k) &
j < k & (n < 2k − 2j & j ≤ i & i ≤ k ∨ 2k − 2j ≤ n & (i ≤ j ∨ k ≤ i)) →
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCEFaijkn(îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) &
ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) & C = a(k) &
j < k & (n < 2k − 2j & j ≤ i & i ≤ k ∨ 2k − 2j ≤ n & (i ≤ j ∨ k ≤ i)) →
îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(BC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(k) Êîíåö õîðäû è òî÷êà íà îêðóæíîñòè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ðàäèóñà,

ïðîâåäåííîãî ê äðóãîìó êîíöó õîðäû.

∀ABCD(B ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)))

∀ABCD(B ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
îäíàñòîðîíà(D,A, ïðÿìàÿ(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(l) Öåíòð îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè.

∀ABCDEabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2 − a2 − b2 & d ≤ 0 →
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñ íî-
ìåðàìè 1,2,3,5 âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòå-
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öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c êîí-
ñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2−a2−b2 & d < 0 & îäíàñòîðîíà(B,F,
ïðÿìàÿ(AC)) → îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2−a2−b2 & d < 0 & îäíàñòîðîíà(B,F,
ïðÿìàÿ(AC)) → îäíàñòîðîíà(F,D, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2−a2−b2 & 0 < d& ðàçíûåñòîðîíû(B,F,
ïðÿìàÿ(AC)) → îäíàñòîðîíà(F,D, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEFabcd(a = l(AB) & b = l(BC) & c = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & d = c2−a2−b2 & 0 < d& ðàçíûåñòîðîíû(B,F,
ïðÿìàÿ(AC)) → îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(m) Öåíòð îêðóæíîñòè è òî÷êà íà îêðóæíîñòè, èç êîòîðîé õîðäà âèäíà ïîä

îñòðûì óãëîì.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & 0 ≤ l(CE) −
l(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → îäíàñòîðîíà(A,E,
ïðÿìàÿ(CD)))



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 644

Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè ïðè îáðàáîòêå òðåòüåãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(n) Äâå êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) → îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) → îäíàñòîðîíà(F,E, ïðÿìàÿ(AC)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì"; äâà ïîñëåäíèõ
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðè îáðàáîòêå ïîñëåäíåãî
àíòåöåäåíòà èñïîëüçóåòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AD)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(o) Îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòü.
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∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(DE) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CG) → îäíàñòîðîíà(G,E, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(DE) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CG) → îäíàñòîðîíà(E,G, ïðÿìàÿ(CD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(p) Îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê äâóì îêðóæíîñòÿì.

∀ABCDPQMN(âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(AB), îêðóæíîñòü(PQ),
îêðóæíîñòü(MN)) & âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(CD), îêðóæíîñòü(PQ),
îêðóæíîñòü(MN)) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(MN) & D ∈ îêðóæíîñòü(MN) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(q) Òî÷êà äóãè, êîíåö äèàìåòðà è õîðäà.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A ∈ îòðåçîê(CD) & F ∈ äóãà(ADE) & G ∈ îòðåçîê(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) → îäíàñòîðîíà(D,F,
ïðÿìàÿ(GE)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; îñòàëüíûå àíòöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(r) Âûñîòû âïèñàííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CED)) & àêòèâ(∠(CDE)) &
àêòèâ(∠(DCE)) & 0 < π/2− ∠(CDE) & 0 < π/2− ∠(DCE) →
îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(DG)))

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CED)) & àêòèâ(∠(CDE)) &
àêòèâ(∠(DCE)) & 0 < π/2− ∠(CDE) & 0 < π/2− ∠(DCE) →
îäíàñòîðîíà(F,C, ïðÿìàÿ(DG)))

Ïåðâûå äåñÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 3.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CED)) & àêòèâ(∠(DCE)) &
0 < π/2− ∠(CED) & 0 < π/2− ∠(DCE) → îäíàñòîðîíà(F,E,
ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CED)) & àêòèâ(∠(DCE)) &
0 < π/2− ∠(CED) & 0 < π/2− ∠(DCE) → îäíàñòîðîíà(E,F,
ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìîâ ðàâåí 3.
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(s) Òî÷êà íà îòðåçêå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ îäíîé âíåøíåé êàñàòåëüíîé ëå-
æèò ïî òó æå ñòîðîíó îò äðóãîé âíåøíåé êàñàòåëüíîé, ÷òî è öåíòð.

∀ABCDEFGHP (ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(GH)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) & îäíàñòîðîíà(A,C,
ïðÿìàÿ(GH)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ îòðåçîê(EF ) →
îäíàñòîðîíà(P,A, ïðÿìàÿ(GH)))

∀ABCDEFGHP (ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(GH)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) & îäíàñòîðîíà(A,C,
ïðÿìàÿ(GH)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ îòðåçîê(EF ) →
îäíàñòîðîíà(A,P, ïðÿìàÿ(GH)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè; ïÿòûé è øå-
ñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèå ïÿòü àíòå-
öåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

16. Òî÷êà îòðåçêà ðàñïîëîæåíà ïî òó æå ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè, ÷òî è åãî êîíöû.
∀ABCDPQR(îäíàñòîðîíà(A,B, ïëîñêîñòü(PQR)) & îäíàñòîðîíà(A,C,
ïëîñêîñòü(PQR)) & D ∈ îòðåçîê(BC) → îäíàñòîðîíà(A,D, ïëîñêîñòü(PQR)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3.20 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïàðàëëåëüíû"

Çàïèñü "ïàðàëëåëüíû(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå ëèáî ïëîñêîñòè ëèáî âåêòîðû a, b
ïàðàëëåëüíû. Äîïóñêàþòñÿ ëþáûå ñî÷åòàíèÿ îáúåêòîâ óêàçàííûõ òèïîâ ("ïðÿìàÿ -
ïðÿìàÿ", "ïðÿìàÿ - ïëîñêîñòü", "âåêòîð - ïëîñêîñòü" è ò.ï.).

Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ

Ïðèåì "êîììóòàòèâíî(ïàðàëëåëüíû)" îáåñïå÷èâàåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïåðåóïîðÿ-
äî÷åíèå îïåðàíäîâ. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0, â óñëîâèÿõ - íà
óðîâíå 3.
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Âûáîð îáùåãî ïðåäñòàâèòåëÿ â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîñòè íåñêîëüêèõ îáúåê-
òîâ

Åñëè áîëåå ÷åì äâà îáúåêòà ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, òî ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè "íàèìåíüøèé" â êà÷åñòâå "îáùåãî ïðåäñòàâèòåëÿ". Ñîõðàíÿþòñÿ ëèøü
óòâåðæäåíèÿ î ïàðàëëåëüíîñòè îáúåêòîâ ýòîìó ïðåäñòàâèòåëþ. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè
îïåðàíäîâ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøèì (â êàæäîé ïàðå) îêàçûâàåòñÿ ïåðâûé èç íèõ.
Îñòàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèåìàìè:
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) ↔
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ))

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïëîñêîñòü(EFG) ↔
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(EFG))

∀ABCDEFGHP (ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(DEF ) →
ïëîñêîñòü(DEF ) ‖ ïëîñêîñòü(GHP ) ↔ ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(GHP ))

∀ABCDEFGH(ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(DEF ) →
ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïëîñêîñòü(DEF ) ↔ ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïëîñêîñòü(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì óêàçàòåëü "êîììóòàòèâ-
íî" áëîêèðóåò ïåðåñòàíîâêó îïåðàíäîâ ïðè èäåíòèôèêàöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåð-
âûé îïåðàíä ïîñûëêè ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âòîðîìó. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0. Íà ïåðâîé èç ïåðå÷èñëåííûõ òåîðåì ñîçäàí äîïîëíèòåëüíûé ïðèåì,
ó êîòîðîãî òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà íå â çàìåíÿåìîì òåðìå, à â àíòåöåäåíòå. Îí
óñòðàíÿåò íàðóøåíèå ñòàíäàðòèçàöèè, êîòîðîå ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ïîÿâëåíèè íî-
âûõ óòâåðæäåíèé î ïàðàëëåëüíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 4.

Îòîæäåñòâëåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(EF ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, EF ðàçëè÷íû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(AC) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêà-
çàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïåðåä êîìïèëÿöèåé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè

1. Ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè. Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ðåøàòåëÿ ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàòü ìíîæåñòâî
ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ñî÷åòàíèÿì ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-
ìûõ è ñåêóùèõ. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåé êîíôèãóðàöèè:
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∀ABCDE(àêòèâ(l(AD)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) →
l(AB)l(DE) = l(BC)l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, AD ëèáî èçâåñòíî,
ëèáî èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàí ðÿä äðóãèõ ïðèåìîâ:
(a) Âìåñòî ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, AD óêàçàííûì âûøå îáðàçîì àíàëèçè-

ðóþòñÿ ðàññòîÿíèÿ BD, DE, BC, AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, AD èìå-

ëîñü äâà èçâåñòíûõ, îäíî - òèïà "íåèçâ" è îäíî - òèïà "îïðåäåëèìî". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ AB, DE, BC, AD óæå âñòðå÷àëèñü â çàäà-
÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ áûëî íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 8.

(d) Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàêèå-òî òðè èç ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, AD áûëè èç-
âåñòíû, à îñòàâøååñÿ - íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(e) Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ BC è
DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

Òåîðåìû íèæåñëåäóþùèõ ïðèåìîâ ïîëó÷àþòñÿ íåáîëüøèì âàðüèðîâàíèåì ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû. ×åðòåæ òîò æå.
∀abABCDE(àêòèâ(l(BC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & al(BC) = bl(DE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(AE)) → al(AB) = bl(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïðî-
ïîðöèîíàëüíû". Îí îïðåäåëÿåò ÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ a, b äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàññòîÿíèé DE, BC. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé
äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì õîòÿ áû
îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 13.
∀abABCDE(àêòèâ(l(BD)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & àêòèâ(l(CE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) &
al(BD) = bl(CE) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) → al(AD) = bl(AE))
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Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ðàâíî", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îä-
íîé ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòî-
ðîì; øåñòîé è âîñüìîé - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀abABCDE(àêòèâ(l(AD)) & B ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ îòðåçîê(AE) & àêòèâ(l(BD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE))
& al(BC) = bl(DE) → al(BD) = (a− b)l(AD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; øåñòîé è ñåäüìîé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì è ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BD, AD èçâåñòíî, à
äðóãîå - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Íà òîé æå òåîðåìå
ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç âûðàæåíèé
äëÿ ðàññòîÿíèé BD, AD èìåëî òèï "íåèçâ", à íà äðóãîå íèêàêèõ óñëîâèé íå
íàêëàäûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.
∀abABCDE(àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AB)) & B ∈ îòðåçîê(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & al(AB) = bl(AC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) → al(BD) = bl(CE))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñèíòåçàòîðîì è ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå CE óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀abABCDE(àêòèâ(l(AD)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & al(AD) = bl(AB) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(AE)) → al(DE) = bl(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, øåñòîé -
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îäíî èç
ðàññòîÿíèé DE, BC èçâåñòíî, à äðóãîå - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ îòëè÷àåòñÿ ëèøü
óðîâíåì ñðàáàòûâàíèÿ, ðàâíûì 13. Âî âòîðîé êîýôôèöèåíòû a, b ìîãóò ñîäåð-
æàòü ÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèé DE, BC èìåëî òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 10.
∀abABCDE(àêòèâ(l(AB)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & al(AB) = bl(BD) & B ∈ îòðåçîê(AD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) → bl(DE) = (a+ b)l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; ïÿòûé è ñåäüìîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñèíòåçàòîðîì è ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñðåäè âûðàæåíèé a, b è âûðà-
æåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BC, DE èìåþòñÿ òðè èçâåñòíûõ è îäíî íåèçâåñòíîå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a, b áûëè èçâåñòíû, à îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BC,
DE èìåëî òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ó íåå òîò æå.
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Íåñêîëüêî ïðèåìîâ, àíàëîãè÷íûõ âûøåïðèâåäåííûì, èñïîëüçóþò äðóãîé ÷åð-
òåæ. Îí îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî ëèøü îáîçíà÷åíèÿìè òî÷åê è òåì, ÷òî
íåïàðàëëåëüíûå ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ â ïîëîñå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè. Îäíà-
êî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî â ïðèåìàõ íèãäå íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê ÷òî ôàêòè÷åñêè
ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå êîíôèãóðàöèÿ, ÷òî è ðàíåå.

∀ABCDEpq(àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(BE)) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(EC) & ql(AB) = pl(BC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(DE)) → ql(BD) = pl(BE))

∀ABCDEpq(àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(DE)) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(EC) & ql(AB) = pl(BC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(DE)) → ql(BD) = pl(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; øåñòîé è ñåäüìîé - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðîì è ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEmnpq(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CE)) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(EC) & ql(AD) = pl(CE) &
ml(AB) = nl(AC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(DE)) → ql(AB) =
pl(BC))

Øåñòîé àíòåöåäåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
äëÿ l(AD, l(CE), âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îä-
íîé ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, âîñüìîé - ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, à
ðàññòîÿíèå BC - åùå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABCDE(àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(BE)) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(DE)) →
l(BD)l(BC) = l(BE)l(AB))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 12.
∀ABCDE(B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(DE)) → l(BD)l(BC) = l(BE)l(AB))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ðåæèìå óñèëèòåëÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.
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∀ABCDEFpq(àêòèâ(l(AD)) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & ïðÿìàÿ(AD) ‖
ïðÿìàÿ(CF ) & B ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ql(AB) = pl(BC) &
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(DF )) →
(p+ q)l(BE) = pl(CF ) + ql(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì,
ñåäüìîé è âîñüìîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îäíî èç òðåõ âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèé BE, CF , AD èìååò òèï "íåèçâ", à äâà äðóãèõ - èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â
êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äâà èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BE, CF , AD èìå-
ëè òèï "íåèçâ", à îñòàâøååñÿ - óæå âñòðå÷àëîñü â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðåæíèé.
∀ABCDEF (àêòèâ(l(AD)) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & ïðÿìàÿ(AD) ‖
ïðÿìàÿ(CF ) & B ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & îäíàñòîðîíà(D,F,
ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(DF )) →
l(BE)l(AC) = l(AB)l(CF ) + l(BC)l(AD))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ
l(BE), l(AB), l(BC), l(CF ) óæå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 10.

∀ABCDEFG(F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD)
& E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(FG) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → l(AF )l(DG) = l(BF )l(CG))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé l(AF ), l(DG), l(BF ), l(CG) óæå âñòðå÷àþòñÿ â çà-
äà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 9.
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∀ABCDEFGHIpq(àêòèâ(l(AD)) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & ïðÿìàÿ(AD) ‖
ïðÿìàÿ(CF ) & B ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
H ∈ ïðÿìàÿ(BE) & I ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & I ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ql(GH) = pl(HI) &
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) → (p+ q)l(BE) = pl(CF ) + ql(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå âîñåìü - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äåñÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì,
îäèííàäöàòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BE, CF è AD óæå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å,
ïðè÷åì äâà èç íèõ èçâåñòíû, à òðåòüå - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà ñ òåì æå óðîâíåì ñðàáàòûâàíèÿ. Â
ïåðâîé èç íèõ íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû p, q áûëè èçâåñòíû, íî çàòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BE, CF , AD ëèáî áûëî èçâåñòíî, ëèáî
èìåëî òèï "íåèçâ". Âî âòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû p, q áûëè èçâåñòíû, à âûðàæå-
íèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BE, CF , AD óæå âñòðå÷àëèñü â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû
äâà èç íèõ èìåëè òèï "íåèçâ".

∀ABCDEFG(àêòèâ(l(AG)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AG) & ïðÿìàÿ(BF ) ‖ ïðÿìàÿ(DG) → l(AF )l(DE) = l(BC)l(AG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AF , DE, BC, AG òðè èçâåñòíû, à îäíî - èìå-
åò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 8. Â ïåðâîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå èç óêàçàííûõ
âûøå ÷åòûðåõ âûðàæåíèé ëèáî áûëî èçâåñòíî, ëèáî èìåëî òèï "íåèçâ", ïðè÷åì
õîòû áû îäíî - èìåëî òèï "íåèçâ". Âî âòîðîé àíàëîãè÷íîå òðåáîâàíèå íàêëà-
äûâàåòñÿ íà âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé FG, DE, BC, AG.
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∀BCDEFGpq(ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CG) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CE) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ql(DE) = pl(EF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(DF ), ïðÿìàÿ(FG)) → ql(BD) = pl(CG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, øåñòîé - ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ l(BD), l(CG) óæå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀BCDEFGpq(ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CG) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CE) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ql(BD) = pl(CG) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(DF ), ïðÿìàÿ(FG)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(FG)) → ql(DE) = pl(EF ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç âûðàæåíèé l(DE), l(EF )
áûëî èçâåñòíî, à äðóãîå - áûëî íå èçâåñòíî, íî óæå âñòðå÷àëîñü â çàäà÷å. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEFGpq(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îòðåçîê(FG) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& pl(EF ) = ql(EG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) →
pl(AB) = ql(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå øåñòü - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, äå-
âÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AB, CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Ñîçäàíû äâà ïðèåìà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 7, à
âòîðîé - íà óðîâíå 9.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & E ∈ îòðåçîê(AD) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & pl(AB) = ql(CD) & àêòèâ(l(GH)) & àêòèâ(l(EF )) →
(p+ q)l(EF ) = ql(GH))
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Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äåâÿòûé - ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEFabcd(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AE) &D ∈ îòðåçîê(BE) & F ∈ îòðåçîê(CE)
& D ∈ îòðåçîê(AF ) & al(DE) = bl(BD) & cl(EF ) = dl(CF ) → (ad− bc)l(AE) =
bdl(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè. Ðàññòîÿ-
íèÿ AE, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEFpq(àêòèâ(l(AD)) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & ïðÿìàÿ(AD) ‖
ïðÿìàÿ(CF ) & B ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ql(AB) = pl(BC) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(DF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(DF )) → l(BE)|p+ q| = |pl(CF )− ql(AD)|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì,
ñåäüìîé è âîñüìîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AD è CF èçâåñòíû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé
ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò òåîðåìû óñòàíàâëèâàåò ðàçëè÷èå ïðÿìûõ AD, AC.

∀ABCDEFGpq(ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(FG) &
C ∈ ïðÿìàÿ(BE) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CG) &
ql(AB) = pl(CG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AB)) →
ql(DE) = pl(EF ))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, ñåäüìîé - ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ DE, EF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè èç äâóõ óñëîâèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDEpq(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AE)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & òî÷êàëó÷à(A,D,E) & òî÷êàëó÷à(A,B,C)
& pl(AD) = ql(AE) & pl(AB) = ql(AC) → pl(BD) = ql(CE) &
ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Çàìåòèì, ÷òî â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ïðÿìûõ óòâåðæäåíèå ñîõðàíÿ-
åòñÿ, õîòÿ ñòàíîâèòñÿ ìàëîïîëåçíûì. ×òîáû òàêèå ñëó÷àè íå âíîñèëè íåîïðàâ-
äàííîãî çàìåäëåíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ ôèëüòðû, îòñåêàþùèå ÿâíîå ñîâïàäåíèå ïðÿ-
ìûõ ñ ïîìîùüþ èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ñåìü - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðåä-
ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".Îí óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè,
îáðàáàòûâàÿ ïðåäâàðèòåëüíî âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé íîðìàëèçàòîðîì "íîð-
ìðàññòîÿíèå". Ðàññòîÿíèÿ BD è CE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 13. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ BD, CE ðàíåå ðàññìàòðèâà-
ëèñü.
∀ABCDEpq(àêòèâ(l(DE)) &D ∈ îòðåçîê(AE) &B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(BC))
& pl(AD) = ql(DE) & pl(AB) = ql(BC) → (p+ q)l(BD) = ql(CE) &
ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, ïîñëåäíèé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

∀ABCDEF (àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) & òî÷êàëó÷à(A,C,E) & òî÷êàëó÷à(B,D, F )
& pl(AC) = ql(CE) & pl(BD) = ql(DF ) → ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB))
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Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, âîñüìîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDE(àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
l(AC)l(EC) = l(BC)l(DC) & îðèåíò÷ê(A,B,C) = îðèåíò÷ê(D,E,C) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) →
ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE))

Çäåñü âñïîìîãàòåëüíîå âûðàæåíèå "îðèåíò÷ê(A,B,C)" õàðàêòåðèçóåò âçàèì-
íîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,B,C íà îáùåé ïðÿìîé. Îíî ðàâíî 1, åñëè òî÷êè
A,B ëåæàò ñòðîãî ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè C, ðàâíî -1, åñëè îíè ëåæàò ñòðîãî
ïî ðàçíûå ñòîðîíû, è ðàâíî 0, åñëè îäíà èç òî÷åê A,B ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé C.
Íîðìàëèçàòîð "íîðìîðèåíò÷ê" âûïîëíÿåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïåðåóïîðÿäî÷å-
íèå òî÷åê A,B, à òàêæå èñïîëüçóåò ðàâåíñòâî èç ïîñûëîê, çàäàþùåå çíà÷åíèå
âûðàæåíèÿ "îðèåíò÷ê(. . .)". Òàêèå ðàâåíñòâà ìîãóò âûâîäèòüñÿ ñïåöèàëüíûìè
ïðèåìàìè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðè íàëè÷èè
ðåæèìà óñèëèòåëÿ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå
òðè - óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð"; îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "îðèåíò÷ê". Ïîñëåäíèé
ïÿòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðè ïðîâåð-
êå ðàçëè÷èÿ òî÷åê èñïîëüçóåòñÿ óñèëèâàþùèé êîììåíòàðèé "Ïëþñ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BD)l(BC) = l(AB)l(BE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) →
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ î÷åíü
ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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3. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé èç ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDEFGabcd(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CE) & F ∈ îòðåçîê(DE) & G ∈ îòðåçîê(AC) & al(DF ) = bl(FE)
& cl(AG) = dl(CG) & ad− bc = 0 & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AC))
& ðàçíûåòî÷êè(A,D) → B ∈ ïðÿìàÿ(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêàçà-
òåëåì "óñì". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè,
âîñüìîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Ïðèìåíåíèå íåñêîëüêèõ ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDEFGH(àêòèâ(l(GH)) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(GH) & ïðÿìàÿ(BC) ‖
ïðÿìàÿ(EF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(BE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AH) & A ∈ ïðÿìàÿ(BG)
& C ∈ ïðÿìàÿ(AH) & F ∈ ïðÿìàÿ(AH) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE),
ïðÿìàÿ(AH)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BG), ïðÿìàÿ(AH)) →
l(CD)l(EF )l(AH) = l(AC)l(DF )l(GH))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé
ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ
EF , AH, DF , GH èçâåñòíû; õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé CD, AC èçâåñòíî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
F ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(AD) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
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ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) →
l(CD) = l(AB)l(EF )/(l(AB)− l(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, EF ñîäåðæàò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû;
âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 6.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(DG) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BF ) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & al(DE) = bl(DG) → l(DG) = al(AC)l(BF )/(bl(AC) + al(BF ))
& l(AE) = bl(AF )l(AC)/(bl(AC) + al(BF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ïÿòü - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, äåâÿòûé - ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDEFGHP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD) &
P ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(AC)
& P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(GH) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) → l(AE)l(EP ) = l(CE)l(PF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AE, EP , CE, PF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(CG) & B ∈ îòðåçîê(CF ) & F ∈ îòðåçîê(EG)
& D ∈ ïðÿìàÿ(CG) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & al(BD) = bl(AB) &
cl(FG) = dl(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AE), ïðÿìàÿ(CG)) →
(ad− bc)l(BC) = (bc+ bd)l(BF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêàçà-
òåëåì "óñì". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðîì,
âîñüìîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ BC, BF óæå ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ îòðåçîê(EG) & G ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) →
(l(AB)− l(EF ))l(CD) = l(FG)(l(AB) + l(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ïÿòü - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ AB, CD, EF , FG óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

∀ABCDEFGabmn(àêòèâ(l(EG)) & àêòèâ(l(GF )) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & al(GE) = bl(GF ) & ml(BE) = nl(AE)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC),
ïðÿìàÿ(CD)) → bnl(AD) = aml(BC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Äåâÿòûé è äåñÿòûé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè, îäèííàäöàòûé è äâåíàäöàòûé - ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ BC è AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

5. Ïðîâåäåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè.
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∀ABCDEFGHab(ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(l(DE)) &
E ∈ îòðåçîê(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(GD) & ïðÿìàÿ(GH) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(BE) & àêòèâ(l(BH)) & àêòèâ(l(AG)) & al(CE) =
bl(DF ) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(BH) & ïðÿìàÿ(AF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
l(BH) = l(AG) + l(BF ) & l(AF ) = l(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ÷åðåç òî÷êó A íå ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ CD. Óêàçàòåëü
"íîâûéñèìâîë(. . .)" îïðåäåëÿåò âûáîð íîâîé ïåðåìåííîé äëÿ òî÷êè F . Óêàçà-
òåëü "ïàðàëëåëüíû(. . .)" îïðåäåëÿåò ïðîðèñîâêó òî÷êè F íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿ-
ìîé BE ñ ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç A ïàðàëëåëüíî CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

∀ABCDEFG(àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & C ∈ îòðåçîê(BD) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BF )) & E ∈ ïðÿìàÿ(BF )
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & F ∈ îòðåçîê(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(BE) &
ïðÿìàÿ(CG) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(BG)) & àêòèâ(l(EG)) & àêòèâ(l(CG))
& àêòèâ(l(GF )) & E ∈ îòðåçîê(FG))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ FD, BE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ðàññòîÿíèÿ
BC è CD, à òàêæå ðàññòîÿíèÿ AF è DF ïðîïîðöèîíàëüíû ñ èçâåñòíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, à äëÿ ðàññòîÿíèé AE, CE òàêàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü íå óñìàòðè-
âàåòñÿ. Óêàçàòåëè "íîâûéñèìâîë(. . .)", "ïàðàëëåëüíû(. . .)" îïðåäåëÿþò âûáîð
íîâóþ ïåðåìåííóþ äëÿ òî÷êè G è ïðîðèñîâêó ýòîé òî÷êè âìåñòå ñ îòðåçêîì
CG. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABCDEFG(àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & C ∈ îòðåçîê(BD) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BF )) & E ∈ ïðÿìàÿ(BF )
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(BD)) → G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(BE) &
ïðÿìàÿ(CG) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(BG)) & àêòèâ(l(EG)) & àêòèâ(l(CG))
& àêòèâ(l(GF )))
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Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ EF , BE, AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ðàññòîÿíèÿ BC, CD, à
òàêæå ðàññòîÿíèÿ BE, EF ïðîïîðöèîíàëüíû ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à
äëÿ ðàññòîÿíèé AE, EC òàêàÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü íå óñìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

∀ABCDEFGH(àêòèâ(l(BC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &H ∈ ïðÿìàÿ(AB) &D ∈ îòðåçîê(FG)
& àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(DG)) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & l(AB)l(DE) = l(BC)l(AE))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äåâÿòü - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòî-
ÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ", ðàññòîÿíèå GH èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

∀ABCDEFGHab(D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(FG) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(BD) = bl(CD) →
H − òî÷êà & H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DH) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
al(AB) = (a+ b)l(DH))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ñèí-
òåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ FG èìååò òèï "íåèçâ". Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó H. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

6. Ðàçáîð ñëó÷àåâ, ïðåäøåñòâóþùèé ïðîâåäåíèþ ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé, ïîçâîëÿ-
þùåé ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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∀ABCDEFG(àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD) & C ∈ îòðåçîê(BD) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BF )) & E ∈ ïðÿìàÿ(BF ) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & F ∈ îòðåçîê(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(BD)) → F = D ∨ ¬(F = D))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ FD, BE, à òàêæå õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AF , DF óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ëèáî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé AE,
EC ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ëèáî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé BC,
CD ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàçëè÷èå òî÷åê F,D.
Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

7. Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû îòðåçêà, êîòîðóþ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â
ñîîòíîøåíèè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(l(DF )) & F ∈ îòðåçîê(DE) & E ∈ îòðåçîê(AD)
& E ∈ ïðÿìàÿ(BC) → l(DE) = l(EF ) + l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèå DE ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 7.

8. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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∀ABCDEFGPQ(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &G ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EP )) & àêòèâ(l(EF ))
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ), ïðÿìàÿ(AB)) → Q− òî÷êà & Q ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& Q ∈ ïðÿìàÿ(EP ) & àêòèâ(l(EQ)) & àêòèâ(l(EP )) & àêòèâ(l(EG)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîò-
ðåíèå îáùóþ òî÷êó Q ïðÿìûõ AB è EP , äî ýòîãî íå âûäåëåííóþ. Ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàë-
ëåëüíàÿ ïðÿìîé EP , à òàêæå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó E ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùà-
ÿñÿ ñ ïðÿìîé AB â òî÷êå, îòëè÷íîé îò F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

9. Ïðîäîëæåíèå îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ
äâóõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

∀ABCDEFGab(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ îòðåçîê(AD) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & al(AE) = bl(DE) & àêòèâ(l(CG)) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
îäíàñòîðîíà(C,G, ïðÿìàÿ(AD)) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & A ∈ îòðåçîê(GF ) & àêòèâ(l(GF )) & àêòèâ(l(AF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, ïîñëåäíèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AG, CD èçâåñòíû; ðàñ-
ñòîÿíèå CG èìååò òèï "íåèçâ". Ðàññòîÿíèÿ AE, DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êó F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, CE.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDEFGHab(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ îòðåçîê(AD) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & al(AE) = bl(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(CE)
& H ∈ ïðÿìàÿ(DG) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) &
E ∈ îòðåçîê(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ
AE, DE, DH óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå òî÷êà
F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, CE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.
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10. Ïðîäîëæåíèå îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè äî ïåðåñå÷åíèÿ
åãî ñ ýòèìè ïðÿìûìè.

∀abdeABCDEFGHIJK(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ îòðåçîê(BD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & al(AE) = bl(CE) & dl(BF ) = el(DF ) & 0 < bd− ae &
0 < a & 0 < d & I ∈ ïðÿìàÿ(AB) & J ∈ ïðÿìàÿ(CD) & K ∈ ïðÿìàÿ(IJ) &
K ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → G− òî÷êà & H − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(GF ) &
F ∈ îòðåçîê(EH) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF )
& H ∈ ïðÿìàÿ(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Àíòåöåäåíòû, óñìàòðèâàþ-
ùèå íåðàâåíñòâà, à òàêæå ðàçëè÷èå òî÷åê è ïðÿìûõ, îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèí-
òåçàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ
IK, JK óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êè
G,H ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé EF ñ ïðÿìûìè CD, AB. Óðîâåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

11. Ïðîâåäåíèå äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ äëÿ ñâÿçè äâóõ îòíîøåíèé äëèí îòðåç-
êîâ ñ îòíîøåíèåì äëèí íîâûõ îòðåçêîâ.

∀ABCDEFGH(B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AF )) & àêòèâ(l(AF )) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& ðàçíûåòî÷êè(A,D) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AD)) → G−òî÷êà
&H−òî÷êà&G ∈ ïðÿìàÿ(AF ) &H ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & ïðÿìàÿ(CG) ‖ ïðÿìàÿ(BD)
& ïðÿìàÿ(EH) ‖ ïðÿìàÿ(BD) & àêòèâ(l(AG)) & àêòèâ(l(AH)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Êàæäîå èç ðàññòî-
ÿíèé AB, AC, AD, AE, AF âûðàæåíî ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû (âîçìîæíî,
íå èçâåñòíûå). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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12. Ðàäèóñû âïèñàííûõ â ïîëîñû îêðóæíîñòåé è äëèíû îòðåçêîâ ñåêóùåé.

∀ABCDEFGHIJPQRSTUV W (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(CD) ‖
ïðÿìàÿ(EF ) & îêðóæíîñòü(GH)âïèñàíà â ôèãóðà(PQRS) & îêðóæíîñòü(IJ)
âïèñàíà â ôèãóðà(TUVW ) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) & Q ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
R ∈ ïðÿìàÿ(CD) & S ∈ ïðÿìàÿ(CD) & T ∈ ïðÿìàÿ(CD) & U ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
V ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & W ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & C ∈ îòðåçîê(AE) → l(AC)l(IJ) =
l(CE)l(GH))

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äî-
ïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàäèóñû GH, IJ èçâåñòíû. Ðàññòîÿíèÿ AC, CE óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

13. Ïîïûòêà ñâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé äâóõ òî÷åê ñåêóùåé
äî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ê äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDEFMNPQ(ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(AF ) & C ∈ îòðåçîê(AB) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(MN) & M ∈ ïðÿìàÿ(BE) &
N ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & C ∈ îòðåçîê(PQ) & P ∈ îòðåçîê(BE) &
Q ∈ îòðåçîê(AF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(AF )) &
ðàçíûåòî÷êè(B,P ) & ðàçíûåòî÷êè(A,N) & l(AQ)l(AN) = l(BP )l(BM) →
l(AC)− l(BD) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îçíà÷àåò, ÷òî åãî äåéñòâèå çàêëþ÷à-
åòñÿ â çàìåíå ðàâåíñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ñëåäóþùèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ñëåäñòâèå", îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåí
ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
òðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà âûâîäÿò ñëåäñòâèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè ëèáî íåïðèíàäëåæíîñòè
òî÷åê îòðåçêàì è èíòåðâàëàì.
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1. Ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå óñëîâèÿ íåïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëó.

∀ABCDEF (¬(A ∈ îòðåçîê(BD)) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) & C ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(CF ) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(AD)) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. ×àñòè÷íî ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó ëèáî ëó-
÷ó.

∀ABCDEFG(C ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îòðåçîê(BD) & ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(CD)
& F ∈ ïðÿìàÿ(EG) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AE),
ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → F ∈ îòðåçîê(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (B ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) &
ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AD)) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) →
F ∈ îòðåçîê(AE) & F ∈ îòðåçîê(CD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & òî÷êàëó÷à(D,A, F ) &
òî÷êàëó÷à(C,B,H) & îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & F ∈ îòðåçîê(DE) &
ïðÿìàÿ(GE) ‖ ïðÿìàÿ(HF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC),
ïðÿìàÿ(AD)) → H ∈ îòðåçîê(CG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Àíòåöåäåíòû "îäíàñòîðîíà"
è "ðàçíûåïðÿìûå" îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî; ðàññòîÿíèÿ CH è GH
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & òî÷êàëó÷à(D,A,E) &
òî÷êàëó÷à(C,B,G) & îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & òî÷êàëó÷à(E,D, F ) &
ïðÿìàÿ(GE) ‖ ïðÿìàÿ(HF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC),
ïðÿìàÿ(AD)) → ¬(G ∈ èíòåðâàë(CH))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ðàññòîÿíèÿ CG, GH, BC,
BH óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Óñìîòðåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîíöîâ òðåõ ñåêóùèõ ìåæäó äâóìÿ ïà-
ðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EG) & C ∈ îòðåçîê(BE) & D ∈ îòðåçîê(FB)
& F ∈ ïðÿìàÿ(EG) & C ∈ îòðåçîê(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EG),
ïðÿìàÿ(FB)) & ðàçíûåòî÷êè(F,B) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) → F ∈ îòðåçîê(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé è ñåäüìîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îòðåçêó ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿ-
ìûìè.

∀ABCDEFGHPQ(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
H ∈ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(BC)) &
îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(DE)) & A ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & òî÷êàëó÷à(A,P,Q) &
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P ∈ ïðÿìàÿ(BC) & Q ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(A,P ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(PQ), ïðÿìàÿ(BC)) → F ∈ îòðåçîê(GH))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; øåñòîé è äâà ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíîñòè äëÿ óñìîòðåíèÿ ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé

1. Ðàâåíñòâî îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè íà ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ.

∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) → l(AB) = l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ðàññòîÿíèå CD, êàê è ðàññòîÿíèå AB, óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî
âåðñèé ïðèåìà. Â ïåðâîé èç íèõ, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 3, âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ CD äîëæíî èìåòü òèï "ñóùåñòâàòîì", ïðè÷åì ñàìî ýòî ðàññòîÿíèå
íå îáÿçàòåëüíî óæå ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå. Âòîðàÿ âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíÿõ 2 è 8, íå äåëàåò êàêèõ-ëèáî äîïóùåíèé ïðî ðàññòîÿíèå CD, íî çàòî ïðî-
âåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî
èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Òðåòüÿ âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5, ïðîâåðÿåò,
÷òî âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "âíåøíåèçâ", à âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ CD - òèï "ñìóðàâí". ×åòâåðòàÿ âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
8, ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ".
∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) → l(AB) = l(CD))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

2. Îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó, ðàâíîóäàëåííóþ îò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-
ìûõ.
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∀ABCDEFGPQ(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(PQ) &
P ∈ ïðÿìàÿ(AB) & Q ∈ ïðÿìàÿ(CD) & l(PE) = l(QE) & ¬(Q ∈ ïðÿìàÿ(AB))
& E ∈ ïðÿìàÿ(FG) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
l(PG) = l(FG) & l(FE) = l(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ FQ èìååò òèï "îïðåäåëèìî" ëèáî "ñóùåñòâàòîì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

3. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ñåêóùàÿ è áèññåêòðèñà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(CBD)) &
∠(CBD) = ∠(ABD) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(l(AB)) → l(AB) = l(AD))

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(CBD)) &
∠(CBD) = ∠(ABD) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(l(AD)) → l(AB) = l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð"; îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë".
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

4. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà îòðåçêîâ èç ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îòðåçîê(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(FG) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& G ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & àêòèâ(l(EF )) → l(EF ) = l(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; âîñüìîé è äåâÿòûé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.
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Óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé

∀BDEF (àêòèâ(∠(BEF )) & àêòèâ(∠(DFE)) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(FD) &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(FD)) →
∠(BEF ) + ∠(DFE) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Ââèäó ìàëîãî óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ, ðàâíîãî 2, îòáðàñûâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà
óãîë BEF èìååò èçâåñòíîå êîíñòàíòíîå çíà÷åíèå, à òàêæå ñëó÷àè, êîãäà îòðåçîê EF
ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé ïàðàëëåëîãðàììà, òðàïåöèè ëèáî ðîìáà.
∀BDEF (àêòèâ(∠(BEF )) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(FD) & îäíàñòîðîíà(B,D,
ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(FD)) →
∠(BEF ) + ∠(DFE) = π)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ äðóãèìè îãðàíè÷åíèÿìè: òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû îäèí
èç óãëîâ BEF , DFE áûë èçâåñòåí, à äðóãîé - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 9. Â íåé òðåáóåòñÿ,
÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ óãëà BEF èìåëî òèï "âíåøíåèçâ".

∀BDEF (àêòèâ(∠(EFD)) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(FD) & àêòèâ(l(BE)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(FD)) →
∠(EFD) = ∠(BEF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Óãîë BEF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ EF , BE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå
äâå âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 5 è íå òðåáóþùèå, ÷òîáû óãîë BEF
óæå ðàññìàòðèâàëñÿ. Â ïåðâîé èç íèõ óãîë EFD èçâåñòåí, à óãîë BEF - íåò. Âî
âòîðîé âåðñèè ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâðàâíî" óñìàòðèâàåò, ÷òî âûâîäèìîå ðà-
âåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.

∀ABDEFa(∠(ABE) = ∠(FEC) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(FD) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(EF )) & A ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & C ∈ ïðÿìàÿ(FD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(FD)) → ∠(EFD) = ∠(BEF ))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé è øåñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óãëû EFD, BEF ìîãóò
íà ìîìåíò ñðàáàòûâàíèÿ íå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å. Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé
àíòåöåäåíòû, ïî ñóùåñòâó, èãðàþò ðîëü ôèëüòðîâ, îáúÿñíÿÿ ìîòèâàöèþ âûâîäà ðà-
âåíñòâà - óñìîòðåíèå ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABE, CEF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.

Óñìîòðåíèå ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñåêóùåé òî÷åê íà äâóõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ èç ñðàâíåíèÿ óãëîâ

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BCD)) &
0 < π/2− ∠(BCD) → ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå äâà - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ñåêóùåé

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(AEF )) & àêòèâ(∠(EFD)) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) → îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(EF )) ∨
ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà EFD èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ
ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,D îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé EF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ äðóãîé ïðÿìîé, åñëè
òàêàÿ òî÷êà èìååòñÿ äëÿ ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) → G− òî÷êà &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AD,
BD, AE, CE, EF , BF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ

∀ABCDEF (l(AB) = l(BC) & D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
l(DE) = l(CE) & ðàçíûåòî÷êè(B,E) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → ëîæü)
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; ïÿòûé è âîñüìîé - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Èç àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ïðèåìà âûòåêàþò ïàðàëëåëüíîñòü è ðàçëè÷èå ïðÿìûõ DE,
AB, ÷åìó ïðîòèâîðå÷èò íàëè÷èå ó ýòèõ ïðÿìûõ îáùåé òî÷êè F .

Âûðàæåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ÷åðåç ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò íèõ äî òðåòüåé ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó
íèìè

∀ABCDEFG(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥
ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(DF )) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(CD)) → G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & C ∈ îòðåçîê(AG) & l(AG) = l(AC) + l(DF ) & l(CG) = l(DF ))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â øåñòîì àíòåöåäåíòå. Êàæäîå èç
âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, DF ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì
õîòÿ áû îäíî - íå èçâåñòíî. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
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Ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå îòðåçêà

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AF ) &
D ∈ îòðåçîê(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AF ) → G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
G ∈ îòðåçîê(AB) & l(AG) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ EF , AB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò â
ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AF ) &
B ∈ îòðåçîê(CD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AF ) → G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
B ∈ îòðåçîê(AG) & l(AG) = l(EF ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Åñëè äëèíà îòðåçêà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ðàâíà ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, òî ýòîò îòðåçîê ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìûì

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AC) = l(BD)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.
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Ïðîâåäåíèå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê
íèì îòðåçêà, åñëè çàäàíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) = a→
E − òî÷êà & F − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥
ïðÿìàÿ(AB) & l(EF ) = a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äàííûì ïðÿìûì è ïåðå-
ñåêàþùàÿ èõ â ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷êè
E,F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñâåäåíèå äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà óãëîâ ê äîêàçàòåëüñòâó ïàðàëëåëüíî-
ñòè ïðÿìûõ

∀ABCD(ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC),
ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) →
∠(ABC)− ∠(BCD) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî, ïðè÷åì óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îáåñïå÷èâàåò çàìåíó ðàâåíñòâà íà êîí-
ñòàíòó "èñòèíà". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì; äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè, òåêóùàÿ çàäà÷à ê íåé ñâîäèòñÿ, õîòÿ ïðåäó-
ñìîòðåí î÷åíü ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 7.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ íåïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,
ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè
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∀ABCDE(¬(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD)) & A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & D ∈ ïëîñêîñòü(PQR) →
E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Íà ìîìåíò åãî ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ òî÷êà ïðÿìûõ AB,
CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óãëû ñ ïàðàëëåëüíûìè ñîîòâåòñòâåííûìè ñòîðîíàìè

∀ABCDEFGH(àêòèâ(∠(ABC)) & B ∈ îòðåçîê(AG) & B ∈ îòðåçîê(CH) &
E ∈ îòðåçîê(AH) & F ∈ îòðåçîê(CG) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) → ∠(ABC) = ∠(EDF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(DEF )) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
∠(ABC) = ∠(DEF ) ∨ ∠(ABC) + ∠(DEF ) = π)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Óãîë DEF èçâåñòåí, óãîë ABC -
íå èçâåñòåí. Äâà èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AC èçâåñòíû, à âûðàæåíèå äëÿ òðåòüåãî -
èìååò òèï "íåèçâ". Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó-
÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ

1. Óñòðàíåíèå óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé ñàìîé ñåáå.
∀AB(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ, îáðàçóþùèõ ðàâíûå óãëû ñ ïàðàëëåëüíû-

ìè ïðÿìûìè.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
∠(BAE) = ∠(FCD) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AE)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(CF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AE),
ïðÿìàÿ(AD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CF ), ïðÿìàÿ(BC)) →
ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(CF ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ôèëüòð
"íå(êîíòåêñò(âèä(âûðàæåíèå(3)äðîáü(ïè 2))))" îòñåêàåò ñëó÷àè, êîãäà ðàâåí-
ñòâà äëÿ óãëîâ BAE, FCD, èñïîëüçóåìûå ïðè èäåíòèôèêàöèè òðåòüåãî àíòå-
öåäåíòà, èìåþò π/2 â ïðàâîé ÷àñòè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4 è 6.

3. Äîêàçàòåëüñòî ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ óãëîâ, îáðàçîâàí-
íûõ ïðè èõ ïåðåñå÷åíèè ñ òðåòüåé ïðÿìîé.

∀ABCD(∠(ABC) = ∠(BCD) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) →
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ ïðèìåíÿ-
åòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 5. Âòîðàÿ -
ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óæå ðàññìàò-
ðèâàëîñü òàêîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïðÿìîé AB ëèáî CD, âûðàæåíèå êîòîðîãî
èìåëî áû òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 7.

∀ABCDE(∠(EAB) = ∠(ECD) & C ∈ îòðåçîê(AE) & îäíàñòîðîíà(B,D,
ïðÿìàÿ(AE)) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, äëÿ êîòîðîé
ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

4. Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ, îòñåêàþùèõ íà ñòîðîíàõ óãëà ðàâíûå îò-
ðåçêè.

∀ABCDE(l(AB) = l(AC) & B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈ îòðåçîê(AE) &
l(BD) = l(CE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì
"óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïðÿìàÿ BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

5. ×åòûðåõóãîëüíèê, èìåþùèé ðàâíûå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

∀ABCD(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BD)) &
l(AC) = l(BD) & l(AD) = l(BC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC))
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(BD)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC))
& îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé
è øåñòîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàâøèåñÿ àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè èç ðàâåíñòâà ïè ñóììû âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ
óãëîâ.
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∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ACD)) & ∠(BAC)+∠(ACD) = π & îäíàñòîðîíà(B,
D, ïðÿìàÿ(AC)) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD))

Íà äàííîé òåîðåìå ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ âåðñèÿ èìååò çàãîëîâîê
"âûâîä". Ó íåå øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, à îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Âòîðàÿ âåðñèÿ èìååò çàãî-
ëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ó íåå
øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïåðâîé âåðñèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ îáùèì óãëîì ïðè îñíîâàíèè.

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BD) & l(AC) = l(CE) &
D ∈ îòðåçîê(AE) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) & ðàçíûåòî÷êè(A,E) →
ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

8. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ðàçëè÷àþùèåñÿ ñåðåäèíû äâóõ ñåêóùèõ, çàêëþ÷åí-
íûõ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(AE) = l(EC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BD) & l(BF ) = l(FD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(A,C)
& ðàçíûåòî÷êè(B,D) → ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðè ïîñëåíèõ - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Îñíîâàíèÿ äâóõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé âåðøèíîé è ðàâíûìè
óãëàìè ìåæäó ñîîòâåòñòâåííûìè áîêîâûìè ñòîðîíàìè.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 680

∀ABCDE(l(BD) = l(BE) & l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(EBC))
& ∠(ABD) = ∠(EBC) & àêòèâ(∠(DBE)) & 0 < π − 2∠(ABD)− ∠(DBE)
& ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(BD))
& ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(BE)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ïðÿìàÿ(AC) ‖
ïðÿìàÿ(DE) & ∠(ABC) = 2∠(ABD) + ∠(DBE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé, à òàêæå øåñòîé âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ñåìü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

10. Êîíöû îòðåçêîâ, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç òî÷êó íà ìåäèàíå òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(D ∈ îòðåçîê(BC) & l(BD) = l(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & G ∈ ïðÿìàÿ(BE)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) → ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòûðå ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

11. Äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ òðåìÿ ïðÿìûìè, ïðîâåäåííû-
ìè èç îáùåé òî÷êè.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(FG) &
B ∈ îòðåçîê(AE) & D ∈ îòðåçîê(AG) & C ∈ ïðÿìàÿ(AF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ), ïðÿìàÿ(FG)) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ðàçíûåòî÷êè(F,G) → ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(EG))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ñóùåñòâîâàíèå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & A− òî÷êà
& B − òî÷êà & C − òî÷êà→ ∃E(E − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(AE) & ¬(C = E) &
ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà"; îí èñêëþ÷àåò íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ E â
óñëîâèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòî-
ðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè òåêóùåãî êîíòåêñòà (óñëîâèÿìè ëèáî ïîñûëêà-
ìè). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀AB(¬(A = B) & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà→ ∃D(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB)
& ¬(C = D) & D − òî÷êà))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè òåêó-
ùåãî êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåäåíèå â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé

1. Ïðîâåäåíèå ïðÿìîé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ óãëîâ.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CD)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,D) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → E−òî÷êà &
ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ îòðåçîê(BE) & ∠(ABD) = ∠(BEC))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè ðåæèìà óñèëèòå-
ëÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðâûé,
òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ââîäèò â
ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Ïðîâåäåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé ÷åðåç òî÷êó îòðåçêà, äåëÿùóþ åãî â èçâåñò-
íîì îòíîøåíèè.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(BD) & al(BE) = bl(DE)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → F−òî÷êà & G−òî÷êà & ¬(F = G) & F ∈ îòðåçîê(AC)
& al(AF ) = bl(CF ) & ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(FG))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëü-
íû", ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óàçàòåëåì "óñì". Óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä E = . . ..
Ðàññòîÿíèÿ BE è DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. ×åðåç òî÷êó E ïîêà íå
ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ AB. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷-
êè F,G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3. Ïðîâåäåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïàðàëëåëüíîñòè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) → D − òî÷êà & ¬(C = D) &
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà"àêòèâèðóåò ïðèåì ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ "ïðÿìàÿ(CG) ‖ ïðÿìàÿ(AB)". Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå, ïàðàë-
ëåëüíûå AB è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó, âûäåëåííóþ íà ïðÿìîé CG. Ïðèåì
ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà ïðèìåíÿþòñÿ â íåïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ðàñïîçíàâàåìûõ
îáû÷íî ïî îòñóòñòâèþ ôèêòèâíîé ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ". Åñëè ñòåðåîìåòðè÷åñêàÿ
ñèòóàöèÿ óñìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî âèäó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ïðèåìà, òî
ôèëüòð "íå(Âõîäèò(ïëàíèìåòðèÿ ñïèñîêïîñûëîê))" íå ââîäèòñÿ.
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1. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDE(àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) → E ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå îáùåé ïëîñêîñòè äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
àêòèâ(l(BD)) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé è ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíà ïåðåñå÷åíèþ ýòîé ïëîñêîñòè ñ
ëþáîé ñîäåðæàùåé äàííóþ ïðÿìóþ ïëîñêîñòüþ.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & G ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) &
¬(D ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & D ∈ îòðåçîê(HF ) &
E ∈ îòðåçîê(HG) & ¬(H ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ÷åòâåðòûé è ñåäüìîé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Ïàðàëëåëüíûå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü òî÷åê ïðÿìîé.

∀ABCDEPQR(ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) & D ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
E ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
¬(A ∈ ïëîñêîñòü(PQR)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → C ∈ ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå àíòåöå-
äåíòà - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, òî îíà ïàðàëëåëüíà ñâîåé ïðÿìîóãîëüíîé
ïðîåêöèè íà ýòó ïëîñêîñòü.

∀ABCDMNP (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(MNP )
& ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & C ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) &
D ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
áåðåòñÿ â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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6. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ, òî èõ ïðîåêöèè íà
ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíû.

∀ABCDEFMNP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & A ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & E ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) &
F ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ðàçíûåòî÷êè(A,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) →
ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå øåñòü - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ðàâåíñòâî äëèí ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ïëîñêîñòè, îïóùåííûõ èç òî÷åê ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDEFMNP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) &D ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD) &
E ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & F ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) → l(AC) = l(BD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷å òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Ïðîâåäåíèå ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê òðåì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì.
∀ABCDEFMNPQRS(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) →
M − òî÷êà & N − òî÷êà & P − òî÷êà &¬(M = P ) & ¬(N ∈ ïðÿìàÿ(MP )) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) &Q ∈ ïðÿìàÿ(AB) &Q ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) &
R ∈ ïðÿìàÿ(CD) & R ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & S ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
S ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & Q− òî÷êà & R− òî÷êà & S − òî÷êà)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" àêòè-
âèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(
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ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå íàëè÷èå ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé
âûðàæåíèå "ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(EF ))", è îòñóòñòâèå âûäåëåííîé
â çàäà÷å ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðå-
íèå íîâûå òî÷êè M,N,P,Q,R, S. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ýòîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDMNP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(MNP ) → C − òî÷êà & D − òî÷êà &
C ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & D ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥
ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ïðîåêöèÿ(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(MNP )) = ïðÿìàÿ(CD))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" àêòèâèðó-
åò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïðîåêöèÿ(ïðÿìàÿ(
AB) ïëîñêîñòü(MNP ))". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷êè C,D. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ïðîâåäåíèå ÷åðåç òî÷êó ïëîñêîñòè ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé íåêîòîðîé ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé ýòîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDEMNP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(MNP ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB)
& àêòèâ(l(CE)) & E ∈ ïëîñêîñòü(MNP ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" àêòèâèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ ïëîñêîñòü(MNP )∩ a. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×åðåç
òî÷êó D ïîêà íå ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò â
ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà.
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Äâà ïðèâîäèìûõ íèæå ïðîñòûõ ïðèåìà èãðàþò ðîëü óñêîðèòåëåé óñìîòðåíèÿ
ïàðàëëåëüíîñòè â íåïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Îáùèå ïðèåìû ïðî ïåðïåíäè-
êóëÿð ê ïåðïåíäèêóëÿðó, êîòîðûå áóäóò ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ, òðå-
áóþò ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê îáùåé ïëîñêîñòè. Äàííûå ïðèåìû áóäóò
ïðèìåíÿòüñÿ, åñëè íåîáõîäèìûå äëÿ òàêîé ïðîâåðêè ïîñûëêè åùå íå âûâåäåíû.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
l(AC) = l(BD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå äâà - óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìïàðàëëåëüíû"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð îáåñïå÷èâàåò ïðîñòåéøóþ ñòàíäàðòèçàöèþ óñëîâèÿ ïàðàëëåëü-
íîñòè ïðÿìûõ: ïåðåõîä ê îáùåìó ïðåäñòàâèòåëþ ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è
çàìåíó óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé ñàìîé ñåáå íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Îáû÷íî
îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè âûâîäèìûõ óñëîâèé ïàðàëëåëüíîñòè.

Ñèíòåçàòîð "ðàññòìåæäóïðÿìûìè"

Ñèíòåçàòîð ïûòàåòñÿ âûðàçèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ÷åðåç
÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ðåàëèçóåìîå óòâåðæäåíèå èìååò âèä "ðàññòìåæäóïðÿìûìè(a
b x)", ãäå a, b - äàííûå ïðÿìûå; x - èñêîìîå ðàññòîÿíèå. Èìååòñÿ âñåãî äâà ïðèåìà:

1. Íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ.

∀ABCDEF (E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) →
ðàññòìåæäóïðÿìûìè(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), l(EF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáðàáîòàííîå íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿíèå" âûðàæåíèå l(EF ) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ðàñ-
ñòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Ïåðåõîä ê íîâîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé èñõîäíîé.

∀ABCDEFGHa(ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(GH)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(AB)
& ðàññòìåæäóïðÿìûìè(ïðÿìàÿ(GH), ïðÿìàÿ(CD), a) →
ðàññòìåæäóïðÿìûìè(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), l(EF ) + a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ñëåäóþùèå ÷å-
òûðå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâ-
íîå îáðàùåíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ EF íå äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîëà
"ðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð "ðàññòìåæäóïðÿìûìè" èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì, ïîçâîëÿþ-
ùèì âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìîå â çàäà÷å ðàññòîÿíèå
AB:

∀ABCDa(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)
& ðàññòìåæäóïðÿìûìè(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BD), a) → l(AB) = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåòñÿ ñèíòåçàòîðîì. Ïåðåä îáðàùåíèåì
ê ñèíòåçàòîðó ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêàÿ îòëè÷íàÿ îò AB
ïðÿìàÿ PQ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé AC è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå òî÷êó P , ÷òî ÷å-
ðåç Q ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ AC è îòëè÷íàÿ îò BD. Íåîáõîäèìî òàêæå
íàëè÷èå ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3.21 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî"

Çàïèñü "ïåðïåíäèêóëÿðíî(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå ëèáî ïëîñêîñòè ëèáî âåêòî-
ðû a, b ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîïóñêàþòñÿ ëþáûå ñî÷åòàíèÿ îáúåêòîâ óêàçàííûõ òèïîâ
("ïðÿìàÿ - ïðÿìàÿ", "ïðÿìàÿ - ïëîñêîñòü", "âåêòîð - ïëîñêîñòü" è ò.ï.).
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Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ

Ïðèåì "êîììóòàòèâíî(ïåðïåíäèêóëÿðíî)" îáåñïå÷èâàåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïåðå-
óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è îí ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0, â óñëîâèÿõ
- íà óðîâíå 3.

Ïåðåõîä ê îáùåìó ïðåäñòàâèòåëþ êëàññà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ëèáî ïëîñ-
êîñòåé

Åñëè èìååòñÿ ïîñûëêà ïðî ïàðàëëåëüíîñòü äâóõ ïðÿìûõ ëèáî äâóõ ïëîñêîñòåé, òî
îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåõîäà â óñëîâèè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ê ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ìåíüøåìó âûðàæåíèþ:
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) ↔
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ))

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïëîñêîñòü(EFG) ↔
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(EFG))

∀ABCDEFGHP (ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(DEF ) → ïëîñêîñòü(DEF ) ⊥
ïëîñêîñòü(GHP ) ↔ ïëîñêîñòü(ABC) ⊥ ïëîñêîñòü(GHP ))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò áåðåòñÿ â ïîñûëêàõ, ïðè÷åì óêà-
çàòåëü "êîììóòàòèâíî" áëîêèðóåò ïåðåñòàíîâêó åãî îïåðàíäîâ ïðè èäåíòèôèêàöèè.
Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé ëèáî ïëîñêî-
ñòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò çàìåíÿåìîìó. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òåõ ñëó÷àåâ,
êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè åùå íå
óñïåëî ïðîèçîéòè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0 è 2.

Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïåðïåíäèêóëÿðó

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
B ∈ ïëîñêîñòü(AGH) & E ∈ ïëîñêîñòü(AGH) & F ∈ ïëîñêîñòü(AGH) →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) ↔ ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(GH))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò
ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïåðåä êîìïèëÿöèåé. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, îòñåêàþ-
ùèé ñëó÷àè ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè A ïðÿìîé GH, òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáîçíà-
÷åíèå ïëîñêîñòè AGH âûðîæäàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíà êîïèÿ
äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ â íåïëàíèìåòðè÷åñêèõ êîíòåêñòàõ íà óðîâíå 6.
∀ABCDEFK(ïðÿìàÿ(AK) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) &
A ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & K ∈ ïëîñêîñòü(APQ) & D ∈ ïëîñêîñòü(APQ) &
F ∈ ïëîñêîñòü(APQ) & C ∈ ïëîñêîñòü(APQ) & E ∈ ïëîñêîñòü(APQ) →
K ∈ ïðÿìàÿ(DF ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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Óñìîòðåíèå âåëè÷èíû óãëà, ñòîðîíû êîòîðîãî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → ∠(BAC) = π/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "íîðìóãîë" îïðåäåëÿåò èäåíòèôè-
êàöèþ óãëà BAC áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè åãî ëó÷åé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé îáà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ òîò æå.

Âåëè÷èíà óãëà, ñîñòàâëåííîãî èç ïðÿìîãî óãëà è ïðèìûêàþùåãî ê íåìó
óãëà ñ òîé æå âåðøèíîé

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & àêòèâ(∠(ABD)) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) &
A ∈ ïëîñêîñòü(BCD) → ∠(ABC) = ∠(ABD) + π/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ ABC,
ABD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABD)) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & îäíàñòîðîíà(A,C,
ïðÿìàÿ(BD)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) & A ∈ ïëîñêîñòü(BCD) →
∠(ABC) = π/2− ∠(ABD))

Ïåðâûé, âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "îïðåäåëè-
ìî", äëÿ óãëà ABD - òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BCA)) →
∠(DAB) = |∠(ABC) + ∠(ACB)− π/2|)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Óãëû ABC è ACB èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAB èìååò òèï "ïðèìå-
íèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî
èç òî÷êè íà ïðÿìóþ

Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ áûâàåò ïîëåçíî âðåìåííî ïðåäïîëîæèòü èçâåñòíîé äëèíó êàêîãî-
ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðà è âûðàçèòü ÷åðåç íåå ðÿä äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà. Åñëè
òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ íàéòè è çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé, òî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà ïå-
ðåâîäèòñÿ â ðàçðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ, è ðåøåíèå çàäà÷è ïðîäîëæàåòñÿ.
Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû, ââîäÿùèå â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüóþ äëèíó ïåðïåíäèêó-
ëÿðà.
∀ABCab(∠(ABC) = a & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → b = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Ðàññòîÿ-
íèå AB âñòðå÷àåòñÿ â íåêîòîðîì óðàâíåíèè çàäà÷è, íå èìåþùåì âèäà l(AB) = . . .,
ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî ðàññòîÿíèÿ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è íå èìååò òèïà
"âíåøíåèçâ". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà l(AB) = p, ãäå p - ïåðåìåííàÿ. Óêàçàòåëü
"âñïîìïàðàìåòð(õ2 ôèêñ(0))" îïðåäåëÿåò âûáîð íîâîé ïåðåìåííîé b è ðåãèñòðàöèþ
åå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé
(âñïîìïàðàìåòð b) ê ïîñûëêàì çàäà÷è. Åñëè â çàäà÷å óæå èìååòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé
ïàðàìåòð, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDa(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
a = l(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Íè îäíî èç ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷å ðàññòîÿíèé íå èçâåñòíî. Ñóùå-
ñòâóåò óãîë, âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîãî èìååò òèï "íåèçâ". Â âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿ-
íèÿ BD íå âõîäÿò íè ÷èñëåííàÿ íåèçâåñòíàÿ, íè ñèìâîë "óãîë". Â çàäà÷å îòñóòñòâóþò
ðàâåíñòâà, çàäàþùèå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â íåé òàêæå íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïëîùàäè ôèãóð. Óêàçàòåëü "âñïîìïàðàìåòð(õ1 ôèêñ(0))" îïðåäåëÿåò
âûáîð íîâîãî èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà a. Åñëè ðàíåå óæå áûë ââåäåí âñïîìîãàòåëüíûé
ïàðàìåòð, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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∀ABCDa(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → a = l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC è BD èçâåñòíû; ðàññòîÿíèå CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Âûäåëåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé CD, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðàññòîÿíèå îò íåêîòîðîé åå òî÷êè äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé CD. Ïðÿìûå AB è CD
íå ïåðïåíäèêóëÿðíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, íî íå
èìååò òèïà "íåèçâ". Ðàíåå âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû íå ââîäèëèñü. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABCDa(àêòèâ(l(BD)) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
a = l(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå BD íå âûðàæåíî ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Îíî âñòðå÷à-
åòñÿ â íåêîòîðîì óðàâíåíèè, íå èìåþùåì âèäà l(BD) = . . .. Îòñóòñòâóåò óðàâíåíèå
âèäà l(BD) = x, ãäå x - ïåðåìåííàÿ. Åñëè â çàäà÷å óæå ââåäåí âñïîìîãàòåëüíûé
ïàðàìåòð, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

Óãëû ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè

Òðóäîåìêîñòü èäåíòèôèêàöèè äâóõ óãëîâ ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè
è ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îáà îíè îñòðûå ëèáî îáà òóïûå, â îáùåì ñëó÷àå îêàçàëàñü
äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Ïîýòîìó ïðèåìû ñîçäàíû äëÿ ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, ãäå óêàçàííûå äåéñòâèÿ ñóùåñòâåííî áîëåå äåøåâûå.

1. Óñìîòðåíèå ðàâíûõ óãëîâ.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(CAB)) & àêòèâ(∠(EDF ))
& ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)
& F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ∠(CAB) = ∠(EDF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ðàññìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ ãàðàíòèðóåò, ÷òî îáà óãëà îñòðûå, à çíà÷èò, îíè ðàâíû. Ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îòáðîøåíû,
à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ AC,
BC, DE, EF óæå ðàññìàòðèâàëèñü â çàäà÷å, ïðè÷åì êàæäîå èç íèõ áûëî ëèáî
èçâåñòíûì, ëèáî èìåëî òèï "íåèçâ". Òî÷êà ïðèâÿçêè äëÿ ýòîé âåðñèè âûáðàíà
â ïåðâîì àíòåöåäåíòå.
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∀ABCD(àêòèâ(DCA) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)
& A ∈ ïðÿìàÿ(BD) → ∠(DCA) = ∠(CBD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãîë CBD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(B,C, F ) & àêòèâ(∠(ABC)) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(BC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
∠(ABC) = ∠(DEF ))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(CBA)) & àêòèâ(∠(DFG))
& ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥
ïðÿìàÿ(EF ) & F ∈ îòðåçîê(GE) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ∠(CBA) = ∠(EFD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCDMNPQ(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(MN) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(PQ) &
F ∈ ïðÿìàÿ(MN) & F ∈ ïðÿìàÿ(PQ) → óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD)) = óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(MN), ïðÿìàÿ(PQ)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà"
îïðåäåëÿåò èíèöèàëèçàöèþ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðà-
æåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB) ïðÿìàÿ(CD))". Çàäà÷à äîëæíà èìåòü ïîñûëêó
"ïëàíèìåòðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCD(àêòèâ(∠(DCA)) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & ∠(DCA) < π/2 & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ∠(ABC) = ∠(DCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óãîë DCA íå èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "îïðåäåëèìî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Óñìîòðåíèå óãëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ â ñóììå ïè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
àêòèâ(∠(BAC)) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & îäíàñòîðîíà(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)) → ∠(BAC) + ∠(BDC) = π)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óãîë BDC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Õîòÿ áû îäèí
èç óãëîâ BAC, BDC íå èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Îíà ïðîâåðÿåò, ÷òî âûðàæå-
íèå äëÿ óãëà BDC èìååò òèï "îïðåäåëèìî", à äëÿ óãëà BAC - òèï "íåèçâ".
Â îòëè÷èå îò ïåðâîé âåðñèè, íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óãîë BDC óæå áûë ââåäåí â
ðàññìîòðåíèå.

3. Âûâîä î ðàâåíñòâå ñèíóñîâ óãëîâ.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
sin(∠(BAC)) = sin(∠(EDF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà EDF èìååò òèï "îïðåäåëèìî", âûðàæå-
íèå äëÿ óãëà BAC - òèï "íåèçâ". Ââåäåí ñèëüíûé îðãàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

4. Ðàçáîð ñëó÷àåâ: óãëû ðàâíû ëèáî ñîñòàâëÿþò â ñóììå ïè.
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∀ABCDEF (àêòèâ(∠(BAC)) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
∠(EDF ) = ∠(BAC) ∨ ∠(EDF ) = π − ∠(BAC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì èç íèõ. Óãîë BAC èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ óãëà EDF èìååò òèï "ñóùå-
ñòâàòîì". Íè óãîë EDF , íè ñìåæíûé ñ íèì óãîë íå èçâåñòíû. Ëèáî íå óñìàòðè-
âàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê B,D îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC, ëèáî íå óñìàòðèâà-
åòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê C,D îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB. Âûâîäèìàÿ äèçúþíê-
öèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 8.

5. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ãèïîòåíóç â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñ ðàâíûìè
êàòåòàìè, åñëè îñòðûå óãëû èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñòîðîíû.

∀ABCDEFG(l(AC) = l(FG) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(GE) ⊥
ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(FG) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → l(BC) = l(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - óêàçà-
òåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 8.

Óñìîòðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ

1. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñòîðîí ïðÿìîãî óãëà.
∀ABC(∠(ABC) = π/2 → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ èç ðàâíîóäàëåííîñòè äâóõ ðàçëè÷íûõ
òî÷åê îò êîíöà îòðåçêà.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(BD) &
l(AD) = l(CD) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) & l(AB) = l(BC) →
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(GH))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé
è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Øåñòîé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè ñðàâíèòåëüíî
ñëàáîì îãðàíè÷èòåëå òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) ∨ C = D)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Òî÷êè C,D íå ëåæàò íà ïðÿìîé AB, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ èõ ðàçëè÷èå. Íà
ïðÿìîé EF âûäåëåíà õîòÿ áû îäíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷åê C,D. Ïðè îáðà-
áîòêå òðåòüåãî àíòåöåäåíòà èñïîëüçóåòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDE(l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé è ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
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óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìûå AB, CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì ïî-
êà íå âûäåëåíà èõ îáùàÿ òî÷êà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABC. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

∀ABCDE(l(AB) = l(AD) & l(BC) = l(CD) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD))
& ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) → E ∈ òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì
"óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 10.

3. Óñìîòðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè èç ðàâåíñòâà óãëîâ.

∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AC) & ∠(ABD) = ∠(CBD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "ðàâíî". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(∠(CAD) = ∠(CBD) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥
ïðÿìàÿ(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿ-
ìàÿ AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 698

Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè, ðàâíîóäàëåííîé îò êîíöîâ îòðåçêà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðó, ïðîâåäåííîìó ÷åðåç ñåðåäèíó ýòîãî îòðåçêà

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AD) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
l(AC) = l(BC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & C ∈ ïëîñêîñòü(ABE) → C ∈ ïðÿìàÿ(DE))

Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé òî÷êà ïðèâÿçêè íàõîäèòñÿ
âî âòîðîì àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "ðàâíî". Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

Ðàâåíñòâî äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïðÿ-
ìîé ñ äâóìÿ ðàâíîóäàëåííûìè îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà òî÷êàìè ýòîé
ïðÿìîé

∀ABCD(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AC) = l(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
l(AD) = l(BD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà äðóãèõ - óêàçàòåëåì "óñì". Âû-
ðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï "íåèçâ", ðàññòîÿíèå BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Â íåé íå
íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðàññòîÿíèÿ AD, BD, êðîìå òîãî, ÷òî âûðà-
æåíèÿ äëÿ íèõ íå äîëæíû áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíû. Âìåñòî ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
óãîë ADB óæå ðàññìàòðèâàëñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå îáùåé ãèïîòåíóçû äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-
êîâ
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(AD)) → àêòèâ(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï "íåèçâ".
×åðåç òî÷êè A,C ïðîõîäèò íåêîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ â çàäà÷å îêðóæíîñòü, íî
ïðÿìàÿ AC åùå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(BC)) → àêòèâ(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Ïðÿìàÿ BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, à ïðÿìàÿ AC - íåò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(EDF )) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà EDF ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

Ðàâåíñòâî óãëîâ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(CD) = l(DE) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ∠(ACB) = ∠(AEB))
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Óñëîâèå çàäà÷è ñîäåðæèò ññûëêó íà
óãîë ACB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Åñëè èç òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðà ïðîâåäåíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè äâà îò-
ðåçêà, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïðÿìîé íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò îñíîâàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðà

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ∠(ADB) = ∠(BDC) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) → l(AB) = l(BC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì "óñì", ïðè-
÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ïåðïåíäèêóëÿðà

1. Ïðîäîëæåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìîé äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé, ïàðàëëåëü-
íîé äàííîé.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CF ) &
àêòèâ(∠(ACF )) & àêòèâ(l(AC)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → E − òî÷êà &
E ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & àêòèâ(l(BE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BD
è CF . Êðîìå òîãî, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ íèêàêàÿ äðóãàÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ AB è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ AB, CF ïî âûäåëåííûì òî÷êàì. Óãîë ACF
è ðàññòîÿíèå AC âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò â ðàñ-
ñìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(l(AF )))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé è òðåòèé - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è
DE. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó F , ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå AF ïî-
ñëå ðåãèñòðàöèè â ïîñûëêàõ çàäà÷è âûâîäèìûõ óòâåðæäåíèé áóäåò èìåòü êàê
òèï "îïðåäåëèìî", òàê è òèï "ïðèìåíèìî". Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ôèëüòðû
"íîâêîíòåêñò(ëåãêîâèäåòü(îïðåäåëèìî(. . .)))", "íîâêîíòåêñò(ëåãêîâèäåòü(ïðè-
ìåíèìî(. . .)))". Ïðîãðàììà ïðèåìà ñíà÷àëà ñîçäàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó,
êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ âûâîäèìûå óòâåðæäåíèÿ, è ýòà çàäà÷à âðåìåííî ïðèîá-
ðåòàåò ñòàòóñ òåêóùåé. Îòíîñèòåëüíî íåå ïðîâåðÿþòñÿ îïðåäåëèìîñòü è ïðè-
ìåíèìîñòü. Äàëåå âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñáðàñûâàåòñÿ; åñëè ïðîâåðêè äàëè
ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, òî âûâîäèìûå óòâåðæäåíèÿ îáû÷íûì îáðàçîì ðå-
ãèñòðèðóþòñÿ â ïîñûëêàõ îñíîâíîé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç ñåðåäèíû îòðåçêà, âûäåëåííîé íà îäíîé ñòîðîíå
óãëà, è ïðîäîëæåíèå åãî äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãîé ñòîðîíîé óãëà.

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(CAD)) &
0 < π/2− ∠(CAD) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(DE)) & ∠(ACE) = ∠(CAD) &
∠(BEC) + ∠(CAD) = π/2 & ∠(AEB) = ∠(BEC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé è òðåòèé - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óãîë CAD óïîìèíàåòñÿ â íåêîòîðîì ðàâåíñòâå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé èñõîä-
íîå óñëîâèå çàäà÷è. Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AD ñ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîì ê ïðÿìîé AC, âîññòàâëåííûì â òî÷êå B. Ïðèåì ââîäèò â ðàñ-
ñìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 15.

3. Ïðîâåäåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äâóì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî äëèíû îòðåçêîâ.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(CD)) & 0 ≤ π/2− ∠(BDC) & îäíàñòîðîíà(B,D,
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ïðÿìàÿ(AC)) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(CD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& l(CD) = l(AB) + l(DE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò òèï
"íåèçâ". Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé CD ïåðïåí-
äèêóëÿðà ê ïðÿìîé AB, âîññòàâëåííîãî â òî÷êå B. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðå-
íèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

4. Ïðîâåäåíèå ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó, åñëè êîíöû îòðåçêà èçâåñò-
íû, à íåèçâåñòíàÿ òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò ýòèõ êîíöîâ.

∀ABCDE(l(AD) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → C − òî÷êà & C ∈ îòðåçîê(AB)
& E − òî÷êà & ¬(C = E) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AC) = l(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(CE))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå, êîòîðîûå ðàñïîçíàþòñÿ êàê çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèå öåëè "èçâåñòíî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êè
A,B èçâåñòíû, òî÷êà D - íå èçâåñòíà. Â çàäà÷å íå ïðîâåäåí ñðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð ê îòðåçêó AB, ëèáî íå óêàçàíà ïðèíàäëåæíîñòü åìó òî÷êè D. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & C ∈ îòðåçîê(AD) &
àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AC)) → E−òî÷êà & E−ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥
ïðÿìàÿ(DE) & l(AB)l(CD) = l(AC)l(DE))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ABD, CBD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 10.
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∀ABCDEFpq(B ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AB) = ql(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(EC)
& àêòèâ(∠(BEC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(EC) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(EC) &
pl(AD) = (p+ q)l(BF ) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì àíòåöåäåíòå. Óãîë
BEC èçâåñòåí. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó F . Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 10.

6. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(ED)) &
l(CE) = l(CD) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) → F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & F − òî÷êà & àêòèâ(l(CF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AB, CD, DE èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
BC èìååò òèï "íåèçâ". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó F . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

7. Ïðîäîëæåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìîé äî ïåðåñå÷åíèÿ åãî ñ ýòîé ïðÿìîé.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(GD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(AC)
& D ∈ îòðåçîê(BF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → E − òî÷êà
& E ∈ ïðÿìàÿ(GD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ¬(B ∈ èíòåðâàë(EC)) &
D ∈ îòðåçîê(GE))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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8. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(DE)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(∠(BAC)) &
àêòèâ(l(AB)) → F −òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(l(BF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Ïðèåì ââîäèò â
ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

9. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç âåðøèíû íåèçâåñòíîãî óãëà.

∀ABCDEFG(àêòèâ(∠(FDG)) & D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(EDF )))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BD,
CD ïðîïîðöèîíàëüíû, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà FDG èìååò òèï "íåèçâ". Ïðèåì
ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííî-
ãî íà ñòîðîíó óãëà èç òî÷êè äðóãîé ñòîðîíû óãëà
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∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BAE)) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) → B ∈ îòðåçîê(CD) ∨ D ∈ èíòåðâàë(BC)
∨ C ∈ îòðåçîê(BD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì"; òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ.
Êàæäûé èç óãëîâ ABC, BAE ëèáî èçâåñòåí, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ
áû îäèí èç íèõ íå èçâåñòåí. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷êè D ïî îòíîøåíèþ
ê òî÷êàì B,C. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & B ∈ îòðåçîê(AE) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(BE)) → B ∈ îòðåçîê(CD) & ∠(DBE) = ∠(ABC) &
∠(BED) = π/2− ∠(ABC) ∨ ¬(B ∈ èíòåðâàë(CD)) & ∠(DBE) = π − ∠(ABC) &
∠(BED) = ∠(ABC)− π/2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì
èç íèõ. Óãîë ABC èçâåñòåí. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïîëîæåíèå òî÷êè B ïî îòíîøåíèþ ê
îòðåçêó CD. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Îòîæäåñòâëåíèå òî÷êè ñ îñíîâàíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(CD) = l(BC) → B = D)

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê òðåòüåé ïðÿìîé è
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îáùóþ òî÷êó

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & F ∈ ïëîñêîñòü(PQR)
& D ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(EF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîì-
ïèëÿöèè. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, EF ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → B = C)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê B, C ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåäåíèå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî îáùóþ òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê äâóì
ðàçëè÷íûì ïðÿìûì ñ îáùåé òî÷êîé ýòèõ ïðÿìûõ

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AD)) &
àêòèâ(l(AB)) → àêòèâ(l(AC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AD è CD èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï
"íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ AB è CD. Ðàññòîÿíèå AC íå
âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

Äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà ìåíüøå äëèíû íàêëîííîé

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(CD)) &
àêòèâ(l(AC)) → 0 ≤ l(AC)− l(CD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåð-
âîì èç íèõ. Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, CD ëèáî êîíñòàíòíîå, ëèáî
âñòðå÷àåòñÿ â íåðàâåíñòâå, èçíà÷àëüíî èìåâøåìñÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Õîòÿ áû îäíî
èç ýòèõ âûðàæåíèé íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, ïðîâåäåííûõ ïîä çàäàííûìè óãëàìè ê
äâóì ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïðÿìûì

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AB) = a & l(BC) = b & ∠(BAD) = c &
∠(BCD) = d& àêòèâ(l(AD)) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(A,D,
ïðÿìàÿ(BC)) & e = cos(c+ d) & ¬(e = 0) → l(AD) = (−b sin d+ a cos d)/e)

Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ñåäüìîé, âîñüìîé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Äâà ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè âíóòðè óãëà ê åãî ñòîðîíàì

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)
& àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
l(BC) sin(∠(ABC)) = l(CD) cos(∠(ABC)) + l(AD))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óãîë ABC èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Ñóùåñòâîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà

Íèæåñëåäóþùèå ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà" è ñëóæàò äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåñó-
ùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåêîòîðûìè íåñóùåñòâåííûìè íåèç-
âåñòíûìè, à ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ - ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è, ñîäåðæàùèìè
äàííûå íåèçâåñòíûå. Äåéñòâèå ïðèåìà ñîñòîèò â îòáðàñûâàíèè ýòèõ óñëîâèé ëèáî â
çàìåíå èõ íà íîâîå óñëîâèå, íå ñîäåðæàùåå èñêëþ÷åííûõ íåèçâåñòíûõ.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) → ∃F (F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(¬(E ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → ∃F (F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.
∀ABCDE(∃F (F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)) ↔ ¬(E ∈ ïðÿìàÿ(AB)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABm(A− òî÷êà & B− òî÷êà & ¬(A = B) & m−÷èñëî & 0 < m→ ∃C(ïðÿìàÿ(AB) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & C − òî÷êà & l(AC) = m))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðÿìàÿ íå ïåðïåíäèêóëÿðíà ñàìîé ñåáå

∀AB(¬(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçî-
âàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðîåêöèè íà îáùóþ ïðÿìóþ äâóõ òî÷åê âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿ-
ìûõ, ðàâíîóäàëåííûõ îò ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)
& E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → l(AE) = l(BF ) & l(BE) = l(CF ))

Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Ââîä ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
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∀ABCDEK(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → D − òî÷êà & E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(CE)) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BD)) &
l(AE) = 1 & l(AD) = 1 & K = (A,D,E) & ïðÿìêîîðä(K))

Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ââåñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â çàäà÷å
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé ôèêòèâíóþ ïîñûëêó "ïëàíèìåò-
ðèÿ". Ýòà ïîïûòêà âûïîëíÿåòñÿ íà øåñòíàäöàòîì óðîâíå, ïî èñ÷åðïàíèè ïðî÷èõ âîç-
ìîæíîñòåé ðåøèòü çàäà÷ó. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", è òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â íåì. Åñëè â çàäà÷å èìååòñÿ íåñêîëüêî ïàð ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, òî
ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîé, ó êîòîðîé ÷èñëî ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè êîîðäèíàò,
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå. Èç íåñêîëüêèõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ â êà÷åñòâå îñè êîîð-
äèíàò âûáèðàåòñÿ òà, ó êîòîðîé áîëüøå ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ðàññòîÿíèé äî åå
òî÷åê. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷êè D,E.

Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå

1. Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê îáùåé ïëîñêîñòè.
∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EFG) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EFG) →
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíà ëþáîé ïðÿìîé ýòîé
ïëîñêîñòè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) &
F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BF ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
áåðåòñÿ â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïðÿìàÿ AF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 4 è 7.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) &
F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BF ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðÿìàÿ AF íå îáÿçàòåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å, çàòî ïðÿìàÿ BF - ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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3. Òåîðåìà î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(HF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(H,F ) → ïðÿìàÿ(GF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðÿìàÿ GF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Îáðàòíàÿ òåîðåìà î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ.

∀ABCDEFGHP (ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(GF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& F ∈ ïðÿìàÿ(DE) → P − òî÷êà & ïðÿìàÿ(PF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
H ∈ ïðÿìàÿ(PF ) & ïðÿìàÿ(PF ) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) & P ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó P . Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEFGHP (ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(GF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(HP ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & P ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
F ∈ ïðÿìàÿ(HP ))



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 711

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì"; òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(GF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(H,F ) → ïðÿìàÿ(HF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& ïðÿìàÿ(HF ) ⊥ ïðÿìàÿ(GH))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Ïðÿìîóãîëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê íà ïëîñêîñòü.

∀ABCDEFGHPQR(H = ïðîåêöèÿ(D, ïëîñêîñòü(ABC)) & G = ïðîåêöèÿ(E,
ïëîñêîñòü(ABC)) & Q = ïðîåêöèÿ(F, ïëîñêîñòü(ABC)) & R = ïðîåêöèÿ(P,
ïëîñêîñòü(ABC)) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(PF ) & ¬(ïðÿìàÿ(DE) ⊥
ïëîñêîñòü(ABC)) → ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(QR))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(D − òî÷êà & E = ïðîåêöèÿ(D, ïëîñêîñòü(ABC)) → ïðÿìàÿ(DE) ⊥
ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Â çàäà÷àõ ñ âåêòîðàìè ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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6. Ðàâíûå íàêëîííûå èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & l(AD) = l(CD) → l(AB) = l(BC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Ïàðà òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò êîíöîâ îòðåçêà.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & l(AD) = l(BD) & l(AC) = l(BC) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
E ∈ ïðÿìàÿ(CF ))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà AB ñ ïëîñêîñòüþ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ñ êîíöàìè
â ïðîåêöèÿõ íà ïëîñêîñòü òî÷åê A,B.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(EH) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ îòðåçîê(EF )
& D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(E,H) → D ∈ îòðåçîê(GH))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü òî÷åê íàêëîííîé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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∀ABCDEFGH(D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) &
ïðÿìàÿ(FH) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC)
& H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(D,H) → G ∈ ïðÿìàÿ(DH))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü òî÷êè îòðåçêà.

∀ABCDEFMNP (M ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & N ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
P ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ îòðåçîê(DF ) & ïðÿìàÿ(DM) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC)
& ïðÿìàÿ(EN) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(FP ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) →
N ∈ îòðåçîê(MP ))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïÿòîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàññòîÿíèé îò ïëîñêîñòè òî÷åê îòðåçêà.
×åðòåæ òîò æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå.
∀ABCDEFMNPab(M ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & N ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
P ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ îòðåçîê(DF ) & ïðÿìàÿ(DM) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC)
& ïðÿìàÿ(EN) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(FP ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) &
al(EF ) = bl(DE) & îäíàñòîðîíà(D,F, ïëîñêîñòü(ABC)) → (a + b)l(EN) =
bl(DM) + al(FP ))

Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì"; òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïÿòîì èç íèõ. Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîð-
öèîíàëüíû", äåâÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ EN , DM è FP
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè èç êîíöåâîé òî÷êè îòðåçêà, ðàçäåëåí-
íîãî â çàäàííîì îòíîøåíèè.
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∀ABCDEFPQRab(ïðÿìàÿ(DP ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(EQ) ⊥
ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ îòðåçîê(DF ) & al(DE) = bl(EF ) &
P ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & Q ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & îäíàñòîðîíà(D,F,
ïëîñêîñòü(ABC)) → R − òî÷êà & R ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(RF ) ⊥
ïëîñêîñòü(ABC) & (a+ b)l(EQ) = al(DP ) + bl(FR))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòî-
ðîì "ïðîïîðöèîíàëüíû". Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îäíî èç ðàññòîÿíèé
DP , EQ èçâåñòíî, à äðóãîå - èìååò òèï "íåèçâ". Èç òî÷êè F ïîêà íå îïóùåí
ïåðïåíäèêóëÿð íà ïëîñêîñòü ABC. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó
R - îñíîâàíèå òàêîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

13. Òåîðåìà Ïèôàãîðà, çàïèñàííàÿ â òåðìèíàõ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñ-
êîñòè.

∀ABCMNP (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & A ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) → l(BC)2 = l(AB)2 +
l(AC)2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AC, AB ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï
"âíåøíåèçâ". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê B,C äî íåêîòî-
ðîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íè íà ïëîñêîñòè MNP , íè íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ýòîé
ïëîñêîñòè, âîññòàâëåííîì â òî÷êå C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.22 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "óãîëìåæäó"

Âûðàæåíèå "óãîëìåæäó(A B)" èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èíû óãëà ìåæäó
ïðÿìûìè ëèáî ïëîñêîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå, ëèáî ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè. Â ïåðâîì
ñëó÷àå áåðåòñÿ çíà÷åíèå ìåæäó 0 è π/2.
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Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ

1. Îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð íà ïëîñêîñòü èç òî÷êè ïðÿìîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïëîñêîñòü(ACD) & E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) →
óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(ACD)) = ∠(BAE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4 è 8.

2. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè èç òî÷êè ïðÿìîé.
×åðòåæ òîò æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå.
∀ABCDE(E − òî÷êà & E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïëîñêîñòü(ACD)
& ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BE) & óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(ACD)) =
∠(BAE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðó-
åò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB)
ïëîñêîñòü(ACD))" â ïîñûëêå, èìåþùåé âèä ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè ACD, ïðîâåäåííîãî ÷åðåç òî÷êó ïðÿìîé AB, è
ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâàÿ òî÷êà E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè

1. Èç òî÷êè îäíîé ïëîñêîñòè îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð íà äðóãóþ ïëîñêîñòü, íî íå
ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê îáùåé ïðÿìîé äâóõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFGHPQR(P ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & Q ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(PQ) ⊥
ïëîñêîñòü(ABC) & ¬(P ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(GH)) &
G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & G ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
H ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & ðàçíûåòî÷êè(G,H) → R−òî÷êà & R ∈ ïðÿìàÿ(GH) &
ïðÿìàÿ(PR) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) & óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) =
∠(PRQ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ))".
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×åòâåðòûé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
íîâóþ òî÷êó R. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Èç òî÷êè îäíîé ïëîñêîñòè îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿð ê îáùåé ïðÿìîé äâóõ ïëîñ-
êîñòåé è ïåðïåíäèêóëÿð ê äðóãîé ïëîñêîñòè.
×åðòåæ ïðåæíèé.
∀ABCDEFGHPQR(P ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & Q ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
ïðÿìàÿ(PQ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & ¬(P ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(GH)) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & G ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & H ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & ðàçíûåòî÷êè(G,H) &
R ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ïðÿìàÿ(PR) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) →
óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) = ∠(PRQ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". ×åòâåðòûé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Èç òî÷êè îäíîé ïëîñêîñòè ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð íà îáùóþ ïðÿìóþ äâóõ
ïëîñêîñòåé, íî íå îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð íà äðóãóþ ïëîñêîñòü.
×åðòåæ òîò æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïðèåìàõ.
∀ABCDEFGHPQR(P ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & R ∈ ïðÿìàÿ(GH) &
¬(P ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(GH)) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
G ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & H ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & H ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
ðàçíûåòî÷êè(G,H) & ïðÿìàÿ(PR) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) → Q− òî÷êà &
Q ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(PQ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) &
óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) = ∠(PRQ) &
ïðÿìàÿ(PQ) ⊥ ïðÿìàÿ(QR))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(
ABC), ïëîñêîñòü(DEF ))". Òðåòèé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ââîäèòñÿ â
ðàññìîòðåíèå íîâàÿ òî÷êà Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè

∀ABC(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) = min(∠(BAC), π − ∠(BAC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå óãëà ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

∀abc(0 ≤ c→ tg(óãîëìåæäó(a, b)) = c↔ óãîëìåæäó(a, b) = arctg c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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∀ABCDKab(K = (A,B,C,D) & 0 ≤ êðä(a,K, 3) → sin(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AD))) =
b↔ óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AD)) = arcsin b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3.23 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðàññòìåæäó"

Âûðàæåíèå "ðàññòìåæäó(A B)" îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè
òî÷åê A è B. Îíî ðàâíî òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ýòèõ ìíî-
æåñòâ.

Îäèíàêîâûå îïåðàíäû

∀a(ðàññòìåæäó(a, a) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïëîñêîñòè

∀ABCDMNP (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP )
& B ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & D ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) → ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD)) = l(BD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé äî ïëîñêîñòè
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∀ABCDEMNPQGH(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE)
& B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & G ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & H ∈ ïëîñêîñòü(CDE) &
G ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & H ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ðàçíûåòî÷êè(G,H) → Q− òî÷êà
& Q ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ïðÿìàÿ(BQ) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) & ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïëîñêîñòü(MNP )) = l(BQ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñ-
êîñòü(MNP ))". Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", âîñüìîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâàÿ òî÷êà Q.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ðàññòîÿíèå îò îòðåçêà äî ïàðàëëåëüíîé åìó ïëîñêîñòè

∀ABCDMNP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(MNP ) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & D ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) →
ðàññòìåæäó(îòðåçîê(AB), ïëîñêîñòü(MNP )) = l(CD))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(îòðåçîê(AB),ïëîñêîñòü(MNP ))". Àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDMNP (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(MNP ) → C − òî÷êà & D − òî÷êà &
C ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & D ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP )
& ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïëîñêîñòü(MNP ) & ðàññìåæäó(îòðåçîê(AB), ïëîñêîñòü(MNP )) =
l(AC))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" òàêîé æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷êè C,D. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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3.24 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðàññòäîïðÿìîé"

Âûðàæåíèå "ðàññòäîïðÿìîé(A B)" îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé B.
Äëÿ ýòîãî ðàññòîÿíèÿ ïîêà ñîçäàíû âñåãî äâà ïðèåìà:

∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) →
ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB)) = l(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDE(D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(CE) &
¬(C = E) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB)) = l(CD))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB))". Åñëè èç òî÷êè C åùå íå îïóùåí
ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ AB, òî ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó D - îñíîâàíèå òàêî-
ãî ïåðïåíäèêóëÿðà, à òàêæå îòëè÷íóþ îò C íàïðàâëÿþùóþ òî÷êó E, ïîçâîëÿþùóþ
îáîçíà÷èòü ïåðïåíäèêóëÿð â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ òî÷åê C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

3.25 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðåóãîëüíèêàìè

Óòâåðæäåíèå "òðåóãîëüíèê(ABC)" îçíà÷àåò, ÷òî A, B, C - òðè ðàçíûå òî÷êè, íå
ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðåäèêàòíûé ñèìâîë "òðåóãîëüíèê" ñ÷èòàåòñÿ êîììóòà-
òèâíûì, òàê ÷òî â ïðèåìàõ ÃÅÍÎËÎÃà èäåíòèôèêàöèÿ åãî îïåðàíäîâ âûïîëíÿåòñÿ
â ïðîèâçîëüíîì ïîðÿäêå. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òðåóãîëüíèêà êàê ìíîæåñòâà òî÷åê ñëó-
æèò çàïèñü "ôèãóðà(íàáîð(A B C))". Òàêîãî æå âèäà çàïèñü ïîçâîëÿåò îáîçíà÷àòü
ëþáûå äðóãèå ìíîãîóãîëüíèêè. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò
âûðàæåíèå "ôèãóðà(íàáîð(. . .))", íèêàê íå óêàçûâàÿ íà íàëè÷èå ñèìâîëà "íàáîð". Â
÷àñòíîñòè, äëÿ òðåóãîëüíèêà ïðîðèñîâûâàåòñÿ òåêñò "ôèãóðà(ABC)".

Â áîëüøèíñòâå ñâÿçàííûõ ñ òðåóãîëüíèêàìè ïðèåìîâ ñèìâîë "òðåóãîëüíèê" ÿâíî
íå âñòðå÷àåòñÿ. Ïîýòîìó â äàííîì ðàçäåëå ñîáðàíû èìåííî ïðèåìû, êîòîðûå åñòå-
ñòâåííî áûëî ñ÷èòàòü îòíîñÿùèìèñÿ ê òðåóãîëüíèêàì, à íå ê ñèìâîëó "òðåóãîëüíèê".
Ñëåäóþùèé ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé ìíîãîóãîëüíèêàì, îðãàíèçîâàí ïî òîìó æå ïðèí-
öèïó.
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Ïðîñòåéøèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðåóãîëüíèêàìè

1. Ðåãèñòðàöèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(4(ABC) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Åñëè â çàäà÷å ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äëèíû äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, òî íà óðîâíå 6 ââîäèòñÿ â ðàñ-
ñìîòðåíèå è äëèíà òðåòüåé ñòîðîíû:
∀ABC(4(ABC) → àêòèâ(l(AB)))

Çäåñü ðàññòîÿíèÿ AC, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ, à ðàññòîÿíèå AB - åùå íåò.
2. Óñòðàíåíèå èçáûòî÷íîãî óñëîâèÿ ðàçëè÷èÿ èçâåñòíûõ òî÷åê.
∀ABC(4(ABC) → ¬(A = B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ A,B íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå:
åñëè òî÷êè A,B óæå íàéäåíû, òî îòáðàñûâàþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèå óñëîâèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ñîâïàäàþùèå òî÷êè íà äâóõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(4(ABC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & D = E → D = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(4(ABC) → 0 < l(AC) + l(BC)− l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC, AB íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ íåêîíñòàíòíîå. Âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB îòëè÷íî îò âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC. Åñëè âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC ñîâïàäàþò, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2, èíà÷å îí ðàâåí 4.
∀ABCabcd(l(AB) = al(AC)/b & l(BC) = cl(AC)/d & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → 0 < a/b+ c/d− 1 &
0 < c/d+ 1− a/b & 0 < a/b+ 1− c/d)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè; äîïóñêàþòñÿ âû-
ðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, d. Äâà ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 721

òîëüêî â çàäà÷àõ, èìåþùèõ öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì â êàæäîé ïà-
ðå âûðàæåíèé a, b è c, d äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ õîòÿ áû îäíà òàêàÿ ïåðåìåííàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

5. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç ñðàâíåíèÿ äëèí ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ïàðàë-
ëåëüíîãî åé îòðåçêà ñ êîíöàìè íà äâóõ äðóãèõ ñòîðîíàõ.

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC)
& F ∈ îòðåçîê(DE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) &
l(DF ) = a & l(AC) = b & 0 < a− b→ ëîæü)
Âòîðîé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì", ïÿòûé è âîñüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òðè òî÷êè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.
∀ABCabc(l(AB) = c & l(AC) = b & l(BC) = a & 0 < a+ b− c & 0 < a+ c− b &
0 < b+ c− a→4(ABC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð";
èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ñëå-
äóþùèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì
ââåäåíû ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûå îðãàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AB)) →4(ABC))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè òðåóãîëüíèêó.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AE) & E ∈ îòðåçîê(BC) → D ∈ ôèãóðà(ABC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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8. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ äâóìÿ ñòîðîíàìè òðå-
óãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèåì åãî îñíîâàíèÿ.

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
A ∈ îòðåçîê(CD) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
F ∈ îòðåçîê(DE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

9. Òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà.
(a) Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè, ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà, îòðåçêó ìåæäó åãî

ñòîðîíàìè.

∀ABCDE(D ∈ ôèãóðà(ABC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BE) →
D ∈ îòðåçîê(BE) & E ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà òàêæå êîïèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7.

(b) Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà íà åãî ñòîðîíû.

∀ABCDEFG(D ∈ ôèãóðà(ABC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥
ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(DE)) &
àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(DG)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
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àêòèâ(l(AC)) → 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(DE) + l(BC)l(DF ) +
l(AC)l(DG))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, DF ,
AC, DG ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Õîòÿ áû
îäíî èç íèõ èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(c) ×åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàë-
ëåëüíûå äâóì åãî ñòîðîíàì.

∀ABCDEF (D ∈ ôèãóðà(ABC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
l(AC) = l(AE) + l(EF ) + l(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà-
÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî âíóòðåííåé òî÷êè
áîëüøå äëèí áîêîâûõ ñòîðîí.
∀ABCDabc(D ∈ ôèãóðà(ABC) & l(AD) = a & l(AB) = b & l(AC) = c &
0 < a− b & 0 < a− c→ ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü".
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷-
êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó.

∀ABCDE(l(AC) = l(AD) & l(BC) = l(BD) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB))
& àêòèâ(∠(CAD)) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) & îäíàñòîðîíà(B,D,
ïðÿìàÿ(AC)) → áèññåêòðèñà(CADB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è ÷åòâåðòûé - óêàçà-
òåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ BAC, BAD ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Òî÷êà B íå
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ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êè A,C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 9.
∀ABCDE(l(AC) = l(AD) & l(BC) = l(BD) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB))
& àêòèâ(∠(CAD)) & 0 ≤ ∠(ACB)− π/2 → áèññåêòðèñà(CADB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
11. Äâà òðåóãîëüíèêà, èìåþùèå ðàâíûå óãîë è äâå ñòîðîíû, ïðè÷åì îäíà èç ñòîðîí

- ïðîòèâîëåæàùàÿ óãëó.

∀ABCDEF (l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF ) & ∠(ACB) = ∠(DFE) &
àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(DE)) →
∠(ABC) = ∠(DEF ) ∨ ∠(ABC) = π − ∠(DEF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå
äëÿ óãëà ACB èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî óãëîâ ABC è
DEF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

12. Äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè îäíîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, íà
äâå äðóãèå ñòîðîíû.

∀ABCDEF (àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & D ∈ îòðåçîê(AC) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(DE)) &
àêòèâ(l(DF )) → l(AB)l(DE) + l(BC)l(DF ) = 2S(ôèãóðà(ABC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà
â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï
"îïðåäåëèìî". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, DF ëèáî
èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå èçâåñò-
íî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé
òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, DF
è äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà èìåëîñü õîòÿ áû îäíî âûðàæåíèå òèïà "íåèçâ",
à âñå îñòàëüíûå âûðàæåíèÿ ñîäåðæàëè ëèøü ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 8.
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13. Îòðåçêè, îòñåêàåìûå íà îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðàìè, îïóùåí-
íûìè èç òî÷åê íà åãî áîêîâûõ ñòîðîíàõ.

∀ABCDEFG(àêòèâ(l(FG)) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 ≤ π − 2∠(BAC) & 0 ≤ π − 2∠(BCA) → l(AC) = l(AF ) +
l(FG) + l(GC) & F ∈ îòðåçîê(AG) & G ∈ îòðåçîê(FC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå øåñòü - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AC, FG ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò
òèï "íåèçâ". Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ BAC, BCA ëèáî õîòÿ áû îäíî èç ðàññòî-
ÿíèé AF , CG óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Óñìîòðåíèå òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òðåìÿ èçâåñòíûìè òî÷êàìè.
∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →4(ABC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå
èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî", ò.å. â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ A,B,C íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 4.

Ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

1. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà.

Äëÿ ñðåäíåé ëèíèè âîçíèêëî îêîëî äåñÿòêà ïðèåìîâ, ïðè÷åì âñå îíè, êðîìå
îäíîãî, èñïîëüçóþò äàííûé ÷åðòåæ.
∀ABCDE(l(BD) = l(AD) & l(BE) = l(EC) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(EC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → l(AC) = 2l(DE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà-
÷å, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï "âîçìàêòèâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ
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ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû
åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:
(a) Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå DE óæå ðàññìàòðèâàëîñü â çàäà÷å, ïðè÷åì

ëèáî áûëî èçâåñòíî, ëèáî èìåëî òèï "âíåøíåèçâ". Íà ðàññòîÿíèå AC ïðè
ýòîì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(b) Ðàññòîÿíèå DE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿ-
íèÿ AC èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Ðàññòîÿíèÿ AC è DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 7. Ôàêòè÷åñêè, ïðèåì äóáëèðóåò ïåðâóþ âåðñèþ, ïåðåïðîâåðÿÿ
âîçìîæíîñòü åå ïðèìåíåíèÿ íà óðîâíå 7.

(d) Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. ÏðÿìàÿAC, à òàêæå õîòÿ
áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDE(l(BD) = l(AD) & l(BE) = l(EC) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî",
ò.å. â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî",
âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé è ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "óñì".
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âû-
ðàæåíèÿ D,E íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðÿìàÿ AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(l(BD) = l(AD) & l(BE) = l(EC) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ∠(BDE) = ∠(BAC) &
∠(BED) = ∠(BCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óãîë BAC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ íåãî èìååò
òèï "íåèçâ". Ïðÿìûå AC, DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì íà ïî-
ñëåäíåé âûäåëåíà õîòÿ áû îäíà òî÷êà, îòë÷èíàÿ îòD,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.
∀ABCDE(l(BD) = l(AD) & l(BE) = l(EC) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(EC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & (ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) ∨ ðàçíûåòî÷êè(D,E)) → l(AC) = 2l(DE) &
ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ðàññòîÿíèå
AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, DE èçâåñò-
íî, à äðóãîå - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 11. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ AC èìåëî òèï "ñóùåñòâàòîì", à ïðÿìàÿ AC - óæå ðàññìàòðèâàëàñü
â çàäà÷å.
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∀ABCDE(l(BD) = l(AD) & l(BE) = l(EC) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → l(AC) = 2l(DE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

∀ABCDE(l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(DE) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AE)) & ðàçíûåòî÷êè(A,E) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) → ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(BE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìûå BE, CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ïðîâåäåíèå ñðåäíåé ëèíèè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BF ) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(AB) = l(BC) &
B ∈ îòðåçîê(AC) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
l(CE) = l(ED))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(. . .)" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î ïàðàëëåëüíîñòè
íåêîòîðîé ïðÿìîé l äðóãîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B. Àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìîé l ïðÿìîé
AD. Íå âûäåëåíà îáùàÿ òî÷êà ïðÿìûõ BF è CD. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
òàêóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà îòëîæåíû îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ýòèì ñòîðî-
íàì.
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∀ABCDEpq(¬(p+ q = 0) & pl(AD) = ql(AE) & pl(AB) = ql(AC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A,D,B) &
òî÷êàëó÷à(A,E,C) → l(DE)l(AB) = l(AD)l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ DE, BC, AB,
AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ íåèçâåñòíî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ åãî îñíîâàíèåì, è
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGmnpqrs(E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ îòðåçîê(AC) &
G ∈ îòðåçîê(EF ) & G ∈ îòðåçîê(BD) & ml(AE) = nl(BE) &
pl(CF ) = ql(BF ) & rl(CD) = sl(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → l(BG)(pns+qrm) =
l(DG)(r + s)mp)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ñèíòåçàòîðîì "ïðîïîðöèîíàëüíû". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

5. Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ, ïðîâåäåííûõ îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà ê òî÷êàì íà ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ.

∀ABCDEFabpq(D ∈ îòðåçîê(AB) & bl(AD) = al(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & pl(BF ) = ql(EF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
(aq − pb)l(CE) = pbl(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è øåñòîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè. Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Âûðàæåíèÿ a, b, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿ-
íèé AE, CE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöèîíàëüíû" íå
óñìàòðèâàåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé CE, AE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
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ðàâåí 5. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 11. Â íåé
êîýôôèöèåíòû a, b, p, q ìîãóò ñîäåðæàòü ÷èñëåííûå íåèçâåñòíûå, à ðàññòîÿíèÿ
AE, CE ìîãóò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å.
∀ABCDEFabcd(D ∈ îòðåçîê(AB) & bl(AD) = al(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
dl(AE) = cl(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
l(CD)d(a+ b) = l(CF )(ad+ bc+ bd) & l(BE)b(c+ d) = l(BF )(ad+ bc+ bd))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðîì, ñåäüìîé è âîñüìîé - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòî-
ÿíèé BF , FE, DF , CF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòü õîòÿ áû îäíîé èç ïàð ðàññòîÿíèé CD, CF è BE, BF . Ëèáî
a 6= b, ëèáî c 6= d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABCDEFabpq(D ∈ îòðåçîê(AB) & bl(BF ) = al(FE) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & pl(DF ) = ql(CF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
(aq + qb)l(CE) = (ap− bq)l(AE))

∀ABCDEFabpq(D ∈ îòðåçîê(AB) & bl(AD) = al(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & pl(DF ) = ql(CF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
pbl(AE) = (aq + bq)l(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è øåñòîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè, äâà ïîñëåäíèõ - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 11.

6. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ.

∀ABCDEFabcd(àêòèâ(l(AC)) & C ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
F ∈ îòðåçîê(ED) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & al(BF ) = bl(CF ) & cl(AC) = dl(CD)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
(a+ b)(c+ d)l(EF ) = bdl(ED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïà-
êåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, âîñüìîé è äåâÿòûé - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âû-
ðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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∀ABCDEFpqrs(E ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
F ∈ îòðåçîê(BE) & pl(AE) = ql(CE) & rl(BD) = sl(CD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,E) →
spl(AF ) = q(s+ r)l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòî-
ðîì, ñåäüìîé è âîñüìîé - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ p, q, r, s íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
F ∈ îòðåçîê(BE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,E) → l(AF )l(BD)l(CE) = l(DF )l(BC)l(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ AF , BD, CE, DF , BC, AE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìååò òèï "Íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 11.

7. Ââîä â ðàññìîòðåíèå îáùåé òî÷êè äâóõ îòðåçêîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ñîåäèíåíèè
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå.

∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BD)) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(CE)) & al(AD) = bl(BD) &
cl(AE) = dl(CE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → F − òî÷êà &
F ∈ îòðåçîê(BE) & F ∈ îòðåçîê(CD) & adl(CF ) = c(a+ b)l(DF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé è âîñüìîé - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Äåâÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì; îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD
èìååò òèï "íåèçâ". Îáùàÿ òî÷êà îòðåçêîâ BE, CD â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Ïðèåì ââîäèò äëÿ íåå îáîçíà÷åíèå F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

8. Âûðàæåíèå îòíîøåíèé ïëîùàäåé ïîäòðåóãîëüíèêîâ ÷åðåç îòíîøåíèÿ äëèí îò-
ðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ ñòîðîíû.
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∀ABCDEF (àêòèâ(S(ôèãóðà(AFE))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(BFD))) &
F ∈ îòðåçîê(AD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
F ∈ îòðåçîê(BE) → S(ôèãóðà(AFE))l(AC)l(BD)l(DF ) =
S(ôèãóðà(BFD))l(CD)l(AF )l(AE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ÷åòûðå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ BD, AC, DF , CD, AF , AE óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

9. Ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè îñíîâàíèÿ ê áîêîâûì ñòîðîíàì.

∀ABCDEFabpq(D ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
al(DE) = bl(DF ) & pl(AC) = ql(BC) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(DF )) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → apl(AD) = bql(BD))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ âîñüìîãî ïî òðèíàäöàòûé,
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå.
Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè, òðè ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

10. Îïðåäåëåíèå äëèíû îòðåçêà, îòñåêàåìîãî íà ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ,
åñëè èçâåñòíû âûñîòà òðåóãîëüíèêà è ðàññòîÿíèå äàííîé ëèíèè äî îñíîâàíèÿ.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(GH)) &
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àêòèâ(l(BF )) & àêòèâ(l(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(BF )l(DE) = l(AC)(l(BF )− l(GH)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îäèííàäöàòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

11. Ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
(a) Ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ñ ñîîòâåòñòâåííî ïà-

ðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(EF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → l(AB)l(EF ) = l(BC)l(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, EF , BC, DE èìååò
òèï "íåèçâ", îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
l(AB)l(EF ) = l(BC)l(DE))

Ñõåìà îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Îäíî èç
âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, EF , BC, DE èìååò òèï "íåèçâ", äâà äðó-
ãèõ - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à íà îñòàâøååñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå
íàêëàäûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, ñðñáàòûâàþùàÿ íà òîì æå óðîâíå. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ áû
îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, EF , BC, DE áûëî íåèçâåñòíûì, äâà ðàññòîÿíèÿ -
èçâåñòíûìè, à õîòÿ áû îäíî èç äâóõ îñòàâøèõñÿ - èìåëî òèï "îïðåäåëèìî".
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(DEF ))) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
S(ôèãóðà(DEF ))l(AB)2 = S(ôèãóðà(ABC))l(DE)2 &
S(ôèãóðà(DEF ))l(AC)2 = S(ôèãóðà(ABC))l(DF )2)

×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûå
òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(DEF ))) & aS(ôèãóðà(ABC)) = bS(ôèãóðà(DEF )) &
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ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
√
al(AB) =

√
bl(DE) &√

al(AC) =
√
bl(DF ))

×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûå
òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì, ñåäüìîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BD)) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(BDE))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) &
aS(ôèãóðà(ABC)) = bS(ôèãóðà(BDE)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →√
al(AB) =

√
bl(BD))

×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, øå-
ñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì, ïîñëåäíèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(FH) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
àêòèâ(l(CG)) & àêòèâ(l(FH)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → l(CG)l(DE) = l(FH)l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé CG, FH ñîäåðæèò
òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî èìååò íåèçâåñòíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

(b) Óñìîòðåíèå ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ èç ðàâåíñòâà óãëîâ.
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∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(EDF ) & ∠(ABC) = ∠(DEF ) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
l(AB)l(EF ) = l(BC)l(DE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âòîðîé
èç íèõ âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ëèøü îäíî íîâîå ðàññòîÿíèå - BC.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòî-
ðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ AB, DE áûëè èçâåñòíû, à íà ðàññòîÿíèÿ
EF , BC íèêàêèõ óñëîâèé íå íàêëàäûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæ-
íèé.
∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(EDF ) & ∠(ABC) = ∠(DEF ) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
l(AB)l(DF ) = l(AC)l(DE))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó, íî âìåñòî ðàññòîÿíèÿ EF â çàäà÷å ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå DF .
∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(EDF ) & ∠(ABC) = ∠(DEF ) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(AC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → l(AB)l(DF ) = l(AC)l(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ñëåäóþùèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Õîòÿ áû îäíî èç
âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, DF , AC, DE ìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

(c) Óñìîòðåíèå ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ ðàâíûå îñò-
ðûå óãëû.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
∠(BAC) = ∠(EDF ) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(EF )) → l(BC)l(DE) = l(EF )l(AB))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé BC, DE, EF , AB ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò
òèï "Íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ íåèçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 10.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )
& ∠(BAC) = ∠(EDF ) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(DF )) → l(AC)l(EF ) =
l(BC)l(DF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BC, DF èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → l(BE)l(AB) =
l(DE)l(BC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AB, DE, BE, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(d) Ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùèé óãîë.

∀ABCD(∠(ABC) = ∠(BDC) & D ∈ îòðåçîê(AC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → l(AC)l(BD) = l(AB)l(BC)
& l(AC)l(CD) = l(BC)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(e) Ñâåäåíèå äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà óãëîâ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè ñòîðîí.

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB)l(DF ) = l(AC)l(DE) →
∠(ABC)− ∠(DEF ) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îáåñïå÷èâàåò çàìåíó ðàâåíñòâà
ðàçíîñòè óãëîâ íóëþ íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì îáå åãî ÷àñòè îáðàáà-
òûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "ñëåäñòâèå"; åãî èñòèííîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî(óãîë(DEF ))"
íåñêîëüêî óñèëèâàåò èäåíòèôèêàöèþ, ðàçðåøàÿ èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâà
"∠(DEF ) = a" èç ïîñûëîê çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.
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12. Óñìîòðåíèå ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ èç ðàâåíñòâà óãëîâ ïðè âåðøèíå è ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè áîêîâûõ ñòîðîí.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(BD)) &
àêòèâ(∠(CBD)) & ∠(ABC) = ∠(CBD) & ðàâí÷èñë(l(BC)2, l(AB)l(BD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
∠(BAC) = ∠(BCD) & ∠(ACB) = ∠(CDB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ðàâí÷èñë" ââåäåí äëÿ óñìîòðåíèÿ
ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñëåííûõ âûðàæåíèé èç èìåþùåãîñÿ â êîíòåêñòå ðàâåíñòâà
íóëþ èõ ðàçíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Óãëû òðåóãîëüíèêà

1. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BCA)) → ∠(ABC)+∠(BCA)+∠(BAC) = π)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò
òèï "êâàçèàêòèâ". Åñëè óãëû ABC, BCA èçâåñòíû, òî ïðè îáðàùåíèè ê ïà-
êåòíîìó èíäèêàòîðó "êâàçèàêòèâ" ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "íåèçâ", îòñåêàþùèé
ñëó÷àè, êîãäà óãîë BAC òîæå èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäà-
íû êîïèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 10, à òàêæå äâå âåðñèè ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 9. Â ïåðâîé èç íèõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäèí èç óãëîâ
ABC, BCA áûë èçâåñòåí, äðóãîé - èìåë òèï "íåèçâ", à âûðàæåíèå äëÿ óãëà
BAC èìåëî òèï "îïðåäåëèìî". Âî âòîðîé âåðñèè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óãëû ABC,
BCA áûëè èçâåñòíû, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìåëî òèï "ïðèìåíèìî". Íà-
êîíåö, ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 10. Îíà îòëè÷àåòñÿ
îò èñõîäíîãî ïðèåìà òåì, ÷òî âìåñòî òèïà "êâàçèàêòèâ" ðàññìàòðèâàåòñÿ òèï
"âîçìàêòèâ".
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∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BCA)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), a) →
a & ∠(ABC) + ∠(BCA) + ∠(BAC) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì", à òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà
BCA íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à äëÿ óãëà ABC - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) → ∠(ABC) + ∠(BCA) + ∠(BAC) = π)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò
òèï "íåèçâ", à âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ ABC, BCA - òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.
∀ABCabc(∠(ABC) = a & ∠(BAC) = b & ∠(ACB) = c & d = a+ b+ c− π &
¬(d = 0) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåð-
âûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïëþñ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
äëÿ êîòîðîãî ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðå-
ìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Óñìîòðåíèå äâóõ ðàâíûõ óãëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(∠(CBD) = ∠(CAE) & B ∈ îòðåçîê(AD) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E,
ïðÿìàÿ(AD)) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(ACB) = ∠(DAE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿ-
ìûå AD, AC, AE, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 12.

3. Òåîðåìà ñèíóñîâ.
(a) Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû ñèíóñîâ.
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∀ABC(∠(BAC) = a & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
sin al(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óãîë ABC èçâåñòåí è îòëè÷åí îò a. Îäíî èç ðàññòîÿíèé AC è BC
èçâåñòíî, à äðóãîå èìååò òèï "íåèçâ". Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ (ýòî æå îòíîñèòñÿ ê îñòàëüíûì ïðèåìàì òåîðåìû ñè-
íóñîâ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
sin(∠(BAC) + ∠(ABC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû BAC è ABC èçâåñòíû. Îäíî èç ðàññòîÿíèé AC,
AB èçâåñòíî, à äðóãîå - íå èçâåñòíî, íî óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî
ïðèåìîâ:
i. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC è óãëîâ BAC, ABC èìååò
òèï "íåèçâ", à îñòàëüíûå - âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

ii. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè, ïîçâîëÿþùåå, áûòü ìîæåò, â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðûì äðóãèì
óðàâíåíèåì òåêóùåé çàäà÷è, ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííîå óðàâíåíèå äëÿ
÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Äàííîå óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ ðåàëèçîâàííîé íà
ËÎÑå ïðîöåäóðîé "ïðîïîðöóðàâí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

iii. Ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC è óãëîâ BAC, ABC èìå-
þòñÿ äâà èçâåñòíûõ, îäíî - òèïà "îïðåäåëèìî", è îäíî - òèïà "âíåø-
íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

iv. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî, ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè, èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, òèï
êîòîðîãî - "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
sin(∠(BAC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC è óãëîâ
BAC, ABC èìåþòñÿ äâà èçâåñòíûõ è äâà - òèïà "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 6. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî ïðèåìîâ:
i. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC è óãëîâ BAC, ABC èìååò
òèï "íåèçâ", à îñòàëüíûå - âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

ii. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè, ïîçâîëÿþùåå, áûòü ìîæåò, â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðûì äðóãèì
óðàâíåíèåì òåêóùåé çàäà÷è, ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííîå óðàâíåíèå äëÿ
÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

iii. Óãëû BAC, ABC èçâåñòíû, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèé AC, BC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
9.

iv. Óãëû BAC, ABC èçâåñòíû. Îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, BC èçâåñòíî, à
äðóãîå óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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v. Óãëû BAC è ABC, à òàêæå õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, BC èç-
âåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

vi. Ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC è óãëîâ BAC, ABC èìå-
þòñÿ äâà èçâåñòíûõ, îäíî - òèïà "íåèçâ", à îñòàâøååñÿ óæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

vii. Ñðåäè âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC è óãëîâ BAC, ABC èìå-
þòñÿ îäíî èçâåñòíîå, äâà - òèïà "íåèçâ", à îñòàâøååñÿ óæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

viii. Òðè èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC è óãëîâ BAC, ABC èç-
âåñòíû, à îñòàâøååñÿ - óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 10.

ix. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî, ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè, èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, ïðè-
÷åì îí óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

∀ABC(l(AC) = a & àêòèâ(∠(ABC)) → sin(∠(BAC) + ∠(ABC))a =
sin(∠(ABC))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a
èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Óãëû ABC, BAC è ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC)) & ∠(ABC) = a &
pl(AB) = ql(AC) → p sin(∠(BAC) + a) = q sin a)

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçà-
òåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âûðàæå-
íèÿ a, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCa(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & ∠(ABC) = a→
sin(∠(BAC) + a)l(AC) = sin al(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "çíà÷óãîë",
êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ óñèëèâàþùèé êîììåíòàðèé "ïëþñ". Ýòîò íîðìàëèçà-
òîð ñóùåñòâåííî áîëåå àêòèâåí, ÷åì íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
"íîðìóãîë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Äà-
ëåå, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå AB è óãîë BAC èçâåñòíû, à âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCab(al(AC) = bl(BC) & àêòèâ(∠(ACB)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
b sin(∠(BAC)) = a sin(∠(BAC) + ∠(ACB)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðåòèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ
a, b ðàçëè÷íû è ñîäåðæàò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ðàññòîÿíèÿ BC,
AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî, ïîñëå îáðàáîòêè
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæ-
äåííûé ÷èñëîâîé àòîì, òèï êîòîðîãî - "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 8. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", à òðå-
òèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óñëîâèÿ íà a, b - òå æå,
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÷òî è âûøå. Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ ACB, BAC, ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìóãîë", ñîäåðæàò åäèíñòâåííûé íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì
(âîçìîæíî, ïåðåìåííóþ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîé âåðñèè ðàâåí 9.
∀ABCp(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(ABC)) & âû÷èñëåíèåóãëà(∠(BAC), p) →
sin(∠(BAC) + ∠(ABC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(AB) & p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, êîòîðûé
îïðåäåëÿåò êîíúþíêöèþ p ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëèòü óãîë
BAC. Ðàññòîÿíèå AB è óãîë ABC èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) →
sin(∠(BAC) + ∠(ABC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB è óãîë BAC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ
óãëà ABC èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) →
sin(∠(BAC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BAC è ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ
óãëà ABC èìååò òèï "îïðåäåëèìî", à äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC - òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
sin(∠(BAC) + ∠(ABC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, AB è óãëîâ BAC, ABC,
êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî, èìåþò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì
ñðåäè íèõ âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 12. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:
i. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, AB è óãëîâ BAC, ABC, êðîìå, áûòü
ìîæåò, îäíîãî, èçâåñòíû ëèáî èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 12.

ii. Óãëû BAC è ABC èçâåñòíû, à ðàññòîÿíèÿ AB, AC óæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

iii. Óãëû BAC è ABC èçâåñòíû, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèé AB, AC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

iv. Êàæäûé èç óãëîâ BAC, ABC ëèáî èçâåñòåí, ëèáî èìååò òèï "âíåøíå-
èçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ - íå èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 13.

(b) Òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäèí óãîë âäâîå áîëüøå äðóãîãî.
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∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) &
∠(BAC) = 2∠(ACB) → (l(BC)− l(AB))(l(BC) + l(AB)) = l(AC)l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð"; îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) &
∠(BAC) = 2∠(ACB) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
2l(AB) = l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû ñèíóñîâ äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþ-
ùèõ îáùóþ ñòîðîíó.

∀ABCD(∠(ACB) = ∠(ADB) & àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ABD)) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AD)) → l(AC) sin(∠(ABD)) = l(AD) sin(∠(ABC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Õîòû áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AC, AD è óãëîâ ABD,
ABC èìååò òèï "Íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCD(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(ADB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AD))
& al(AC) = bl(AD) → a sin(∠(ADB)) sin(∠(ACB) + ∠(CAB)) =
b sin(∠(ACB)) sin(∠(ADB) + ∠(BAD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, ïðè÷å íàéäåííûå èì êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óãëû ACB è ADB èçâåñòíû; õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ
óãëîâ CAB, BAD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(d) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè, êîòîðûå îòðåçîê îáðàçóåò ñ áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè, äëèíîé îòðåçêà è äëèíàìè áîêîâûõ ñòîðîí.
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∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(DBC)) &
àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
l(BD)(l(AB) sin(∠(ABD)) + l(BC) sin(∠(DBC))) =
l(BC)l(AB) sin(∠(ABD) + ∠(DBC)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû ABD, DBC èçâåñòíû. Îäíî èç âûðàæåíèé
äëÿ ðàññòîÿíèé BD, AB, BC èìååò òèï "íåèçâ", äâà äðóãèõ - íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(e) Îòðåçîê, ïðîâåäåííûé èç óãëà òðåóãîëüíèêà ê òî÷êå ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíû, äåëÿùåé åå â çàäàííîì îòíîøåíèè: äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû
ñèíóñîâ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðàññòîÿíèé.

∀ABCDpq(D ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(BCD)) &
pl(AD) = ql(BD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BD))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → p sin(∠(ACD))l(AC) =
q sin(∠(BCD))l(BC))

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Êîýôôèöèåíòû p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óãëû ACD,
BCD èçâåñòíû. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâïðîïîðö" óñìàòðèâàåò, ÷òî
ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ, ïðè÷åì ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ
ðàññòîÿíèé íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDpq(D ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(BCD)) &
àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC)) & pl(AD) = ql(BD) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → p sin(∠(ACD)) sin(∠(ABC)) =
q sin(∠(BAC)) sin(∠(BCD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Êîýôôèöèåíòû p, q èçâåñòíû. Ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûâîäèìîå ðàâåíñòâî èìååò åäèíñòâåííûé íå èç-
âåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, ïðè÷åì òèï åãî - "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.
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∀ABCDpq(D ∈ îòðåçîê(AB) & pl(AD) = ql(BD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) &
àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → p cos(∠(ACD)− ∠(ABC))−
q cos(∠(BCD)− ∠(CAB)) = (p+ q) cos(∠(ACD) + ∠(ABC)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BCD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 16.

(f) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ïðÿìîé, ïîçâîëÿþ-
ùèé âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ñèíóñîâ.

∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(∠(ACB)) &
àêòèâ(∠(DAB)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
C ∈ îòðåçîê(AD) ∨ A ∈ îòðåçîê(CD))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë ACB èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ óãëà DAB èìå-
åò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê C,D ïî îäíó ëèáî
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AB. Âûâîäèìàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(g) Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû ñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) → àêòèâ(∠(ABC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BAC è ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.
∀ABCp(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(ACB), p) → p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AC è BC èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ óãëà
BAC èìååò òèï "íåèçâ". Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó ñîïðîâîæäàåòñÿ ñðåä-
íèì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.
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∀ABCDab(D ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(DAC)) & al(AB) = bl(AC) →
àêòèâ(∠(BAC)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Óãîë BAC ïîêà â
çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îáîçíà÷åíèå òî÷êè D îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé
òî÷åê B,C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

4. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.
(a) Âûâîä íåÿâíîãî ñîîòíîøåíèÿ.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) → 2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(AB)2 + l(AC)2 −
l(BC)2)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà BAC è
ðàññòîÿíèé BC, AC êîíñòàíòíûå. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíû
åùå íåñêîëüêî âåðñèé ïðèåìà:
i. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BC èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìå-
åò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà òàêæå êîïèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 9.

ii. Óãîë BAC èçâåñòåí. Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AB, AC, BC ëèáî èçâåñò-
íî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî - íå èçâåñòíî. ×òîáû
îòñå÷ü ñëó÷àè, êîãäà ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ñèíóñîâ, òðåáó-
åòñÿ òàêæå, ÷òîáû ëèáî îáà óãëà ABC, ACB áûëè íåèçâåñòíû, ëèáî
âñå ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BC áûëè íåèçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

iii. Ðàññòîÿíèÿ AC, BC, AB èçâåñòíû, à óãîë BAC íå èçâåñòåí. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

iv. Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà BAC è ðàññòîÿíèé AC, BC êîíñòàíòíûå. Ðàñ-
ñòîÿíèå AB íå èçâåñòíî. Óãëû ABC, ACB òîæå íå èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

v. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC, BC èìåþò òîëüêî ÷èñëåííûå
ïàðàìåòðû. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
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vi. ÓãîëBAC è ðàññòîÿíèÿ AB, AC èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
BC èìååò òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

vii. Óãîë BAC è ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíû. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñâîäèìî"
óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñâÿçàòü ðàññòîÿíèÿ AB è BC àëüòåðíàòèâ-
íûì ñîîòíîøåíèåì, íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì óãëà BAC è ðàññòîÿíèÿ
AC. Óãëû ABC, ACB íå èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

viii. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC èçâåñòíû. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óãëà
BAC è ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ". Ïðÿìàÿ BC æå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

ix. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ", ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî.
Ðàññòîÿíèÿ AB, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 12.

x. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ"; ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BC
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 15.

∀ABCa(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & ∠(BAC) = a →
2l(AB)l(AC) cos a = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè "íîìóãîë", à òàêæå íîðìàëèçàòîðîì "âåëè÷èíàóãëà", ïðåä-
ïðèíèìàþùèì ïîïûòêó âû÷èñëèòü óãîë èç ðàññìîòðåíèÿ ãðóïïû óãëîâ ñ
îáùåé âåðøèíîé. Ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ AB è
BC èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíû òàêæå ñëåäóþùèå âåðñèè ïðèåìà:
i. Ñ ïîñûëêîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ íå ïåðâûé, à òðåòèé àíòåöåäåíò; â îñòàëü-
íîì ïðèåìû èäåíòè÷íû.

ii. Êîïèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 9.
iii. Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî; âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, BC èìåþò

òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
iv. Óñëîâèÿ íà ðàññòîÿíèÿ AB, BC, AC îòáðàñûâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-

òûâàíèÿ ðàâåí 15.
∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(l(BC)) →
2l(AB)l(AC) cos ∠(BAC) = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC è óãëà BAC èìå-
þò òèï "îïðåäåëèìî"; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC - òèï "íåèçâ". Åñëè
óãîë BAC èçâåñòåí, òî îáà óãëà ABC, ACB äîëæíû áûòü íå èçâåñòíû
(èíà÷å ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðèìåíèòü òåîðåìó ñèíóñîâ). Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 8. Íà òîé æå ñàìîé òåîðåìå ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà.
Â ïåðâîé âåðñèè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ AB è AC áûëè èçâåñòíû,
âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìåëî òèï "íåèçâ", à âûðàæåíèå äëÿ óã-
ëà BAC èìåëî òèï "êâàçèàêòèâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åå ðàâåí 13. Âî
âòîðîé âåðñèè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC è óã-
ëà BAC èìåëè òèï "îïðåäåëèìî", à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC - òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.
∀ABCa(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & ∠(BAC) = a &
∠(BAD) = u→ 2l(AB)l(AC) cos a = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)
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Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå
u íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìóãîë"è "âåëè÷èíàóãëà". Ðåçóëüòàò a íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ AB è AC èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCa(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) → 2l(AB)l(AC) cos a =
l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "îïðå-
äåëèìî". Äëÿ âûðàæåíèé l(AB), l(AC, l(BC) â ñïèñêå ïîñûëîê èìåþòñÿ
ðàâåíñòâà, ïîçâîëÿþùèå ñâåñòè èõ ê åäèíñòâåííîìó ÷èñëîâîìó àòîìó òèïà
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
∀ABCa(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & ∠(BAC) →
2l(AB)l(AC) cos a = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BAC èçâåñòåí. Â ñïèñêå ïîñûëîê èìååòñÿ óðàâíå-
íèå, âñå íåèçâåñòíûå ÷èñëîâûå àòîìû êîòîðîãî ñóòü l(AB), l(AC). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

(b) Âû÷èñëåíèå ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû ïî èçâåñòíûì äâóì ñòîðîíàì è óã-
ëó ìåæäó íèìè.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) → l(BC) =√
l(AB)2 + l(AC)2 − 2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óãîë BAC è ðàññòîÿíèÿ AB,
AC èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿBC èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB, AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà:
i. Óãîë BAC è ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC èìååò òèï "îïðåäåëèìî", à äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC - òèï "âíåøíåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

ii. Óãîë BAC è ðàññòîÿíèÿ AB, AC èçâåñòíû. Ðàññòîÿíèå BC ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å, íî íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABC(∠(BAC) = a & àêòèâ(∠(BAC)) → l(BC) =√
l(AB)2 + l(AC)2 − 2l(AB)l(AC) cos a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AB è AC èçâåñòíû; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï
"íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB, AC. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(c) Èçâåñòíûé óãîë è äâå ïðîïîðöèîíàëüíûõ áîêîâûõ ñòîðîíû.

∀ABCabp(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & ∠(BAC) = p

& al(AC) = bl(AB) → bl(BC) =
√
a2 + b2 − 2ab cos pl(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë".
Ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âû-
ðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ". Åñëè ðàññòîÿíèÿ AB, AC
ðàâíû, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìåþòñÿ äðóãèå
ïðèåìû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(d) Âû÷èñëåíèå óãëà.
∀ABCpqrs(pl(AB) = ql(AC) & rl(AC) = sl(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) →
∠(BAC) = arccos((p2s2 + q2s2 − r2p2)/2qps2))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ p, q, r, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ óã-
ëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Åñëè ñðåäè âûðàæåíèé p, q, r, s âñòðå÷àåòñÿ
÷ðåçìåðíî äëèííîå (áîëåå 20 ñèìâîëîâ), òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Òðåóãîëüíèêè, èìåþùèå çàäàííûå âåëè÷èíû óãëà, ïðîòèâîëåæàùåé ñòî-
ðîíû è îäíîé èç ïðèëåæàùèõ ñòîðîí.

∀ABCD(l(AB) = l(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(CDA)) &
àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CD)) & òî÷êàëó÷à(D,C,B) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → l(BD) + l(CD) = 2l(AD) cos(∠(CDA)))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé l(BD), l(CD), l(AD), ∠(CDA) èìååò
òèï "ïðèìåíèìî", à îñòàëüíûå - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(f) Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû êîñèíóñîâ è îïðåäåëåíèÿ êîñèíóñà îñòðî-
ãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 748

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & òî÷êàëó÷à(A,B,D) &
òî÷êàëó÷à(A,C,E) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AE)) →
l(DE)2l(AB) = l(AD)2l(AB) + l(AE)2l(AB)− 2l(AD)l(AE)l(AC))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, AD, AE, AC èçâåñòíû; âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êîñèíóñà óã-
ëà.

∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
òî÷êàëó÷à(B,D,C) → (l(BD)l(BC)− l(AB)2)(l(BC)− l(BD)) =
l(AC)2l(BD)− l(AD)2l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BD, BC, AB, AC, AD
ñîäåðæàò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíóþ. Åñëè AD - âûñîòà, ëèáî îäèí èç óãëîâ ABC, ACB
ïðÿìîé, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Íà òîé æå
òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:
i. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BD, BC, AB, AC, AD, ïîñëå îáðàáîòêè
èõ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, èìåþò ëèøü îäèí íåèç-
âåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, êîòîðûé óæå âñòðå÷àëñÿ ðàíåå â çàäà÷å. Òà-
êèì îáðàçîì, âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ äàííîãî àòîìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

ii. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ñîäåðæèò ëèøü äâà íåèçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìà, îäèí èç êîòîðûõ èìååò òèï "íåèçâ", à äðóãîé - òèï "îïðåäåëèìî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

iii. Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BD, BC, AB, AC, AD, êðîìå,
áûòü ìîæåò, îäíîãî, èìååò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, à îñòàâøååñÿ
âûðàæåíèå èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

iv. Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BD, BC, AB, AC, AD ëèáî
èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî - íå èçâåñòíî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 749

∀ABCD(àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& òî÷êàëó÷à(B,D,C) → (l(BD)l(BC)− l(AB)2)(l(BC)− l(BD)) =
l(AC)2l(BD)− l(AD)2l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BD, BC,
AB, AC, AD èìååò òèï "ïðèìåíèìî", îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(CD)) & l(BC) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D,
ïðÿìàÿ(BC)) → l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2 − l(AB)l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ïÿòü - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCD(∠(BAC) = ∠(CAD) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AC))
& àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(CAD)) → (l(AB)l(AD) − l(AC)2)(l(AB) −
l(AD)) = l(BC)2l(AD)− l(CD)2l(AB))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìóãîë". Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, AD èçâåñòíû. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A,B,D) &
òî÷êàëó÷à(A,E,C) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(DE)) →
(l(AD)2 + l(AE)2 − l(DE)2)l(AB)l(AC) =
(l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)l(AD)l(AE))
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Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AD, AE, DE,
AB, AC, BC èìååò òèï "íåèçâ", à îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(h) Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó
óãëàìè.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BDC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC))
& àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(CD)) → 2l(BD)l(CD) cos(∠(BDC))−
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(BD)2 + l(CD)2 − l(AB)2 − l(AC)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ïÿòü - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BD, CD èçâåñòíû, âûðà-
æåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(i) Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîñèíóñà óã-
ëà ïðè îñíîâàíèè, åñëè èçâåñòíû îòíîøåíèå áîêîâûõ ñòîðîí è óãîë ïðè
âåðøèíå.

∀ABC(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC))
& ðàçíûåòî÷êè(A,B) & pl(AC) = ql(BC) → cos(∠(BAC)) =
(q − p cos(∠(ACB)))/(

√
p2 + q2 − 2pq cos(∠(ACB))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, øåñòîé - ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Óãîë ACB èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(j) ×åòûðåõêðàòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû êîñèíóñîâ.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AE)) &
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àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → l(CD)2 + l(AE)2 − l(DE)2 −
l(AC)2 = 2l(AD)l(CE) cos(∠(ABC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

(k) Ñâÿçü ïëîùàäè, óãëà ïðè âåðøèíå, îòíîøåíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí è ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíû.

∀ABC(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) & pl(AC) = ql(BC) →
pql(AB)2 sin(∠(ACB)) = 2S(ôèãóðà(ABC))(p2 + q2 − 2pq cos(∠(ACB))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB, óãëà ACB
è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ", îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(l) Ïðåäâàðèòåëüíûé ó÷åò òåîðåìû êîñèíóñîâ. Åñëè ïðîòèâ èñêîìîé ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà ëåæèò èçâåñòíûé óãîë, íî äëèíû áîêîâûõ ñòîðîí ïîêà íåèç-
âåñòíû, òî ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé "ïàññèâ", îáåñïå÷èâàþùèé íåîáõîäèìîå
ïåðåêëþ÷åíèå âíèìàíèÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ äàííûõ äëèí. Òåîðåìà ïðèåì
èìååò âèä:
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(BC)) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ", óãîë BAC ëèáî ñìåæíûé ñ íèì èçâåñòåí.
Äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû AB íå èçâåñòíà. Åñëè åùå íå áûë ââåäåí êîì-
ìåíòàðèé (ïàññèâ l(AB) 0 àêòèâ(∠(BAC)) 4) ê ïîñûëêàì çàäà÷è, òî òà-
êîé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ. Îí îáåñïå÷èò ïîíèæåíèå äî 4 âåñà ïîñûëêè
"àêòèâ(∠(BAC))" ïîñëå íàõîæäåíèÿ äëèíû AB. Ôàêòè÷åñêè ýòó ðàáîòó
ïðîäåëàþò ïðîöåäóðû "çàìåíàâõîæäåíèÿ", "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

(m) Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëîâ äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû êîñèíóñîâ.

∀ABCDabcd(àêòèâ(∠(ABD)) & l(AB) = a & l(BC) = b & l(BD) = c &
l(CD) = d & àêòèâ(l(AC)) → àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(DBC)))
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Ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâû éè ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óãîë ABD èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC èìååò òèï "íåèçâ". Óãëû ABC, DBC åùå íå ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(n) Óïðîùåíèå îòâåòà çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê.
Ïðèåì ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç îòâåòà óãëû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ òåî-
ðåìû êîñèíóñîâ:
∀ABC(l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = (−l(BC)2 + l(AC)2 + l(AB)2)/2)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Òàêèå çàäà÷è ðå-
øàþòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îïèñàòåëÿ "êëàññ" èç çàäàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî
ìåñòà òî÷åê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(o) Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ ïðè êîíòðîëå îòâåòà.
∀ABCabcd(∠(BAC) = d & l(AB) = a & l(AC) = b & l(BC) = c & ¬(c2 − a2 −
b2 + 2ab cos d = 0) → ëîæü)
∀ABCabcd(∠(BAC) < d & 0 ≤ π − d & l(AB) = a & l(AC) = b & l(BC) =
c & a2 + b2 − c2 − 2ab cos d ≤ 0 → ëîæü)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå. Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò, à òàêæå âòîðîé àíòåöåäåíò âòîðîãî ïðèåìà îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âåäåíû ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûå îãðàíè÷èòåëè òðó-
äîåìêîñòè. Âî âòîðîì ïðèåìå ïåðâûé àíòåöåäåíò ìîæåò èìåòü íåñòðîãîå
íåðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ðàâåíñòâî óãëîâ â òðåóãîëüíèêàõ ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) → ∠(EDF ) = ∠(BAC) & ∠(DEF ) = ∠(ABC) &
∠(EFD) = ∠(BCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãëû BAC, ABC, ACB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å è èç-
âåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷åê íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ ïàðàë-
ëåëüíî äðóãîé áîêîâîé ñòîðîíå.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 753

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BD),
ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & 0 ≤ π/2−∠(BAC) & 0 ≤ π/2−∠(ABD) →
∠(CED) + ∠(CAB) + ∠(ABD) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Îñòàëüíûå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óãëû CED, BAC,
ABD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

7. Óñìîòðåíèå äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABD)) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB))
& E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & 0 < π − ∠(BAC)− ∠(ABD) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(CE)) &
¬(B ∈ èíòåðâàë(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ëèáî íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà E ëåæèò
íà ëó÷å AC, ëèáî íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà E ëåæèò íà ëó÷å BD. Óêàçà-
òåëü "ïîñûëêà(. . .)" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíûé âûâîä ðàâåíñòâ ∠(BAC) =
∠(BAE), ∠(ABD) = ∠(ABE).

8. Ñóììà äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ïè.
∀ABCab(∠(BAC) = a & ∠(ABC) = b & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → 0 < π − a− b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ è íåêîíñòàíò-
íûå. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà íå áîëüøå âíóòðåííåãî,
íå ñìåæíîãî ñ íèì.
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∀ABCDa(∠(ABC) = a & àêòèâ(∠(BDC)) & B ∈ îòðåçîê(AD) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) & 0 ≤ ∠(BDC)− a & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îá-
ðàáîòêà ïÿòîãî àíòåöåäåíòà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåì-
êîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: óãîë, ëåæàùèé ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà, ìåíüøå îäíîé òðåòè ïè.

∀ABCabcd(l(AB) = a & l(BC) = b & l(AC) = c & ∠(ABC) = d & 0 ≤ c− a &
0 ≤ c− b & 0 < π − 3d→ ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåð-
âûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ
a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò ìåíüøèé óãîë.
∀ABCab(0 < ∠(BCA)− ∠(BAC) & l(AB) = a & l(BC) = b & 0 ≤ b− a→ ëîæü)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè, ïðè÷åì a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Óïðîùåíèå îòâåòà, âêëþ÷àþùåãî íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû äëÿ òðåõ óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà.
∀ABCabc(∠(BAC) = a & ∠(ABC) = b & ∠(ACB) = c→ sin(a/2+b/2) = cos(c/2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíû". Òàêèå çàäà÷è èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ çàâåðøàþùåãî ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ
öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèÿ a, b, c ñóòü èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Âûâîä íåðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ óãëàìè.
∀ABCax(∠(ABC) = x & ∠(ACB) = a+ x & 0 < a→ x < (π − a)/2)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèå x
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, íî òîëüêî ÷èñëåííûå, à âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçà-
òåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïåðåä êîìïèëÿöèåé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 755

14. Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà "âåëè÷èíàóãëà"äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà, ëåæàùåãî ïðî-
òèâ íåèçâåñòíîé ñòîðîíû.
∀ABCpq(àêòèâ(l(AB)) & ∠(ACB) = p & q = p→ p = q)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë", ïðàâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî - íîðìàëèçàòîðîì "âåëè-
÷èíàóãëà". Åñëè âûðàæåíèå p íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "óãîë", òî
îáðàùåíèå ê ïîñëåäíåìó íîðìàëèçàòîðó îòìåíÿåòñÿ, è q ïðîñòî ðàâíî p. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî q íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå AB ïîêà íå èçâåñòíî;
ðàññòîÿíèÿ AC è BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Êðîìå òîãî, â çàäà÷å
äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ íåêîòîðûé óãîë ñ âåðøèíîé C, ñòîðîíà êîòîðîãî ëå-
æèò íà ïðÿìîé AC, è óãîë ñ âåðøèíîé C, ñòîðîíà êîòîðîãî ëåæèò íà ïðÿìîé
BC. Ëèáî âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ", ëèáî èìååòñÿ êîì-
ìåíòàðèé (ïàññèâ . . .) óêàçûâàþùèé, ÷òî âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèÿ AB ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ äëÿ ïîâòîðíîãî ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðîãî äðóãîãî ïðèåìà. Ïðèåì
èìååò ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà

1. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí.

∀ABCDEF (D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AE) = l(EC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AC)) → F ∈ îòðåçîê(AD) &
3l(AF ) = 2l(AD) & 3l(DF ) = l(AD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ëèáî â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AD, AF , DF ,
ëèáî â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷åê A,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:
(a) Âìåñòî ïðèâåäåííîãî âûøå óñëîâèÿ íà ðàññòîÿíèÿ AD, AF , DF è òî÷êè

A,D èìååòñÿ òðåáîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ AD, BF . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

(b) Â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè F äî íåêîòîðîé òî÷êè
íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, íå ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâàíèåì ìåäèàíû ëèáî âåð-
øèíîé òðåóãîëüíèêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DF èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 8.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 756

∀ABCDEFG(l(CE) = l(EB) & l(AD) = l(CD) & l(AF ) = l(BF ) &G ∈ ïðÿìàÿ(CF )
& G ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) → G ∈ îòðåçîê(BD) &
l(BG) = 2l(DG))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ïðîâåäåíèå òðåòüåé ìåäèàíû.

∀ABCDEFG(D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AE) = l(EC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AC)) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(AB) &
l(AG) = l(GB) & F ∈ îòðåçîê(CG) & l(CG) = 3l(FG) & l(CG) = 2l(FG))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AD, BE, AB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå AB
íå èçâåñòíî. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CF ïîêà â çàäà÷å íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå ýòó òî÷êó G, îáîçíà÷àÿ åå ïîñðåäñòâîì
íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí.

∀ABCDEF (D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AE) = l(EC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AC)) → F − òî÷êà &
F ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ îòðåçîê(BE) & 2l(FD) = l(AF ) & 2l(FE) = l(BF ))
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Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD, BE çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì
ââîäèò ýòó òî÷êó F â ðàññìîòðåíèå, îáîçíà÷àÿ åå ïîñðåäñòâîì íîâîé ïåðåìåí-
íîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è äëèíû ìåäèàíû.

∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD)
& àêòèâ(l(AC)) → 2l(AD)2 + 2l(BD)2 − l(AB)2 − l(BC)2 = 0)

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèÿ BD, AD, AB, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì
âûðàæåíèå äëÿ îäíîãî èç íèõ èìååò òèï "íåèçâ", à îñòàëüíûå - èçâåñòíû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) →
2l(AD)2 + 2l(BD)2 − l(AB)2 − l(BC)2 = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ BD, AD, AB, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å,
ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ îäíîãî èç íèõ èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 11.
∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) → 2l(AD)2 + 2l(BD)2 − l(AB)2 −
l(BC)2 = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AD è BD, à òàêæå ïðÿìûå AB, BC óæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

5. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è äëèí òðåõ åãî ìåäèàí.

∀ABCDEFG(l(CE) = l(BE) & l(AD) = l(CD) & l(AF ) = l(BF ) &G ∈ ïðÿìàÿ(CF )
& G ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(CF )) → 9l(AC)2 + 4l(BD)2 =
8l(AE)2 + 8l(CF )2)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âñå ðàññòîÿíèÿ AC, BD, AE, CF , êðîìå îäíîãî, èçâåñòíû, à îñòàâøååñÿ - óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å è ïîêà íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà è îòðåçêà, ïà-
ðàëëåëüíîãî îñíîâàíèþ.

∀ABCDEFG(l(AF ) = l(FC) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(DE) &
G ∈ îòðåçîê(BF ) & l(DG) = l(GE) & l(BG)l(AB) = l(BF )l(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ BF è BD, à òàêæå õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, AD óæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ DE è BF ïîêà íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå ýòó òî÷êó G, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðå-
ìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

7. Óñìîòðåíèå îñòðîãî óãëà èç ñðàâíåíèÿ óäâîåííîé äëèíû ìåäèàíû è äëèíû ñòî-
ðîíû, ê êîòîðîé îíà ïðîâåäåíà.

∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & l(BD) = l(CD) &D ∈ îòðåçîê(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
0 ≤ 2l(AD)− l(BC) → 0 ≤ π/2− ∠(BAC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé è òðåòèé - óêàçàòåëåì
"óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Ðàññòîÿíèå BC ïðÿìûå AB, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì ðàñ-
ñòîÿíèå BC è óãîë BAC íå èçâåñòíû. Ëèáî óãîë BAC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å, ëèáî äëèíû ñòîðîí AB, AC è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC èçâåñòíû.
Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 10.

8. Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû ìåäèàíû.
∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) →
àêòèâ(l(BD)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". ÏðÿìàÿBD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì ðàññìàòðèâà-
åòñÿ òàêæå ðàññòîÿíèå ìåæäó íåêîòîðûìè äâóìÿ åå òî÷êàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ BD, AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

9. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ îñíîâàíèé ìåäèàíû è áèññåêòðèñû.

∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(BAD) = ∠(DAC) & l(BE) = l(CE) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(DE)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
E ∈ îòðåçîê(CD) ∨ E ∈ îòðåçîê(BD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèå DE èçâåñòíî; íå óñìàòðèâàåòñÿ íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè E îòðåç-
êó CD, íè åå ïðèíàäëåæíîñòü îòðåçêó BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

10. Óãîë ìåæäó ìåäèàíîé è ñòîðîíîé.

∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AD) = l(BD) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC))
& àêòèâ(∠(BCD)) → cos(∠(BAC) + ∠(ABC)) cos(∠(BCD) + ∠(ABC)) =
cos(∠(BCD) + ∠(BAC)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïðîöåäóðà "ïðîïîðöóðàâí" óñìàòðèâàåò, ÷òî âûâîäèìîå ðàâåíñòâî, â ñî÷åòàíèè
ñ ðàíåå âûâåäåííûìè ðàâåíñòâàìè, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííîå óðàâ-
íåíèå äëÿ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AD) = l(BD) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC))
& àêòèâ(∠(ADC)) → 2 sin(∠(CAB)) sin(∠(ABC)− ∠(ADC)) +
sin(∠(ADC)) sin(∠(CAB) + ∠(ABC)) = 0)

íòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Âûðàæåíèå
äëÿ îäíîãî èç óãëîâ ADC, BAC, ABC èìååò òèï "íåèçâ", à äâà äðóãèõ óãëà -
èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AB) &l(AD) = l(BD) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC))
& àêòèâ(∠(BCD)) → sin(∠(ABC) + ∠(BAC)) sin(∠(ABC) + ∠(BCD))−
2 sin(∠(BAC)) sin(∠(BCD)) = 0)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ îäíîãî èç óãëîâ ABC, BAC, BCD èìååò òèï
"íåèçâ", à äâà äðóãèõ óãëà - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

11. Óñìîòðåíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà èç ðàâåíñòâà óãëîâ ìåæäó ìåäèàíà-
ìè è ñòîðîíàìè.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AD) = l(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
l(AE) = l(CE) & àêòèâ(∠(BDC)) & àêòèâ(∠(BEC)) & ∠(BDC) = ∠(BEC)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → l(AB) = l(AC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò (ðàâåíñòâî óãëîâ) âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìóãîë". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà

1. Áèññåêòðèñà äåëèò óãîë ïîïîëàì.

∀ABCD(∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
∠(ABC) = 2∠(ABD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Õîòÿ áû îäèí
èç óãëîâ ABC, ABD èçâåñòåí. Åñëè óãîë ABD ïðÿìîé, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðå-
áóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ õîòÿ áû îäíîãî èç óãëîâ ABC, ABD èìåëî òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.

2. Îòðåçêè, íà êîòîðûå îñíîâàíèå áèññåêòðèñû äåëèò ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó,
ïðîïîðöèîíàëüíû áîêîâûì ñòîðîíàì.
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∀ABCDab(∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(AD) = bl(CD) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
al(AB) = bl(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, äâà ïîñëåäíèõ -
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàñ-
ñòîÿíèÿ AD, CD íå èçâåñòíû. Åñëè ñòîðîíû AB, BC ðàâíû, òî ïðèåì áëîêè-
ðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDab(∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(AD) = bl(AC) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
(a− b)l(AB) = bl(BC))

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïåðâîìó è èìååò òîò æå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ.
∀ABCDab(∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(AB) = bl(BC) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
bl(CD) = al(AD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì äâóì ïðèåìàì. Êðîìå òîãî, íà äàííîé òåîðåìå ñîçäà-
íà åùå îäíà âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îáà
ðàññòîÿíèÿ AD, CD áûëè íå èçâåñòíû, çàòî ïðè ïîìîùè ïàêåòíîãî èíäèêàòîðà
"ñóùåñòâïðîïîðö" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó
ýòèìè ðàññòîÿíèÿìè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.
∀ABCD(∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → l(AB)l(CD) = l(AD)l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå
áîëåå ÷åì îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, CD, AD, BC ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå è íå èìååò òèïà "íåèçâ". Êîíñòðóêöèÿ "ïåðåñìîòð(. . .)", âíóòðè
êîòîðîé ðàñïîëîæåí ïîñëåäíèé ôèëüòð, îáåñïå÷èâàåò îðãàíèçàöèþ ñëåæåíèÿ çà
ïîÿâëåíèåì íîâûõ ïîñûëîê "àêòèâ(l(AD))", "àêòèâ(l(CD))", åñëè ýòîò ôèëüòð
ïðè ïåðâîé ïîïûòêå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà îêàçûâàåòñÿ ëîæíûì. Ïîÿâëåíèå òà-
êèõ ïîñûëîê âëå÷åò ïîíèæåíèå äî 6 âåñà ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé òî÷êó ïðèâÿçè
äàííîãî ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíû
åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:
(a) Êîïèÿ ïåðâîé âåðñèè, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8.
(b) Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, CD, AD, BC èìååò òèï

"Íåèçâ". Ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, BC åùå íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(c) Õîòÿ áû äâà èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, CD, AD, BC èìåþò òèï
"îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

3. Îïðåäåëåíèå îòíîøåíèé äëèí îòðåçêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ
áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCDEabcd(áèññåêòðèñà(BACD) & áèññåêòðèñà(ABCE) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AE)) & al(AB) =
bl(BD) & cl(AB) = dl(AE) → d(bd− ac)l(CE) = ac(c+ d)l(AB))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, êàê ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ñèíòåçàòîðà
"ïðîïîðöèîíàëüíû", áóäóò ñîäåðæàòü òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ.

∀ABCDEFP (áèññåêòðèñà(BACE) & áèññåêòðèñà(ABCF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(BF )
& D ∈ ïðÿìàÿ(AE) → P − òî÷êà & P ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥
ïðÿìàÿ(DP ) & îêðóæíîñòü(DP )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ïîêà îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ íà
âïèñàííóþ â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü, íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàêàÿ-òî ïðÿ-
ìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êó P
êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè è âûáèðàåò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åå íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

5. Äëèíà áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(∠(BAD) = ∠(DAC) &D ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC))
& àêòèâ(l(AC)) → l(AD) =√
l(AB)l(AC)(l(AB) + l(AC) + l(BC))(l(AB) + l(AC)− l(BC))/(l(AB)+l(AC)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ
AB, AC, BC èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï "ïðèìåíè-
ìî". Åñëè âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ÷ðåçìåðíî äëèííîå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþ-
ùàÿ íà óðîâíå 9. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé âåðñèè ëèøü òåì, ÷òî îáðàùåíèå ê
ïàêåòíîìó èíäèêàòîðó "ïðèìåíèìî" ñîïðîâîæäàåòñÿ óñèëèâàþùèì êîììåíòà-
ðèåì "ïëþñ".
∀ABCD(∠(BAD) = ∠(DAC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & l(AD) = p &
l(AB) = a & l(AC) = b & l(BC) = c &
¬(p2(a+ b)2 − ab(a+ b+ c)(a+ b− c) = 0) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ðà-
âåíñòâà äëÿ ðàññòîÿíèé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ
a, b, c, p íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ïðîâåäåíèå òðåòüåé áèññåêòðèñû.

∀ABCDEF (áèññåêòðèñà(ABCE) & áèññåêòðèñà(CABD) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC),
ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → áèññåêòðèñà(ACBF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå ïÿòü - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîùàäü ôèãóðû CDFE. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 5. Çäåñü äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ íå ïëîùàäü, à óãîë DFE.

7. Åñëè áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîòîé, òî òðåóãîëüíèê ðàâíî-
áåäðåííûé.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ∠(ABD) = ∠(DBC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
l(AB) = l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé è ÷åòâåðòûé - óêà-
çàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ðàññòîÿíèÿ AB, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

8. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí áèññåêòðèñû, áîêîâûõ ñòîðîí è êîñèíóñà ïîëîâèíû óãëà.

∀ABCD(∠(ACD) = ∠(DCB) &D ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(CD))
& àêòèâ(l(BC)) → l(CD)(l(AC) + l(BC)) = 2l(AC)l(BC) cos(∠(ACD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé CD, AC, BC è óãëà ACD èìååò òèï
"íåèçâ", îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 11. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç âûðàæå-
íèé äëÿ ðàññòîÿíèé CD, AC, BC è óãëà ACD èìåëî òèï "Íåèçâ", à îñòàëüíûå
- óæå âñòðå÷àëèñü â çàäà÷å. Ñ ïîñûëêîé çäåñü èäåíòèôèöèðóåòñÿ òðåòèé àíòå-
öåäåíò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", à îñòàëüíûå
- óêàçàòåëåì "óñì".

9. Äâóêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äëèí áèññåêòðèñû, áîêîâûõ ñòîðîí
è êîñèíóñà ïîëîâèíû óãëà.

∀ABCDEF (∠(BAF ) = ∠(FAC) & F ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îòðåçîê(DE) & òî÷êàëó÷à(A,B,D) &
òî÷êàëó÷à(A,C,E) → l(AD)l(AE)(l(AB)+l(AC)) = l(AB)l(AC)(l(AD)+l(AE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, AC, AD, AE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Â ñëó÷àå ðà-
âåíñòâà ðàññòîÿíèé AD, AC ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 6.
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10. Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû áèññåêòðèñû.

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BACD) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) → àêòèâ(l(AD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óãîë BAC èçâåñòåí. Íà áèññåêòðèñå âûäåëåíà òî÷êà, ðàçáèâàþùàÿ
åå â èçâåñòíîé ïðîïîðöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

11. Äâå áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ è áèññåêòðèñà ïðîòèâîïîëîæíîãî âíóòðåííåãî
óãëà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

∀ABCDEF (áèññåêòðèñà(BACF ) & C ∈ îòðåçîê(AD) & áèññåêòðèñà(BCDF )
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(BF )) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → E − òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AE) & áèññåêòðèñà(EBCF ))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ÷åò-
âåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðèåì âûáèðàåò íàïðàâëÿþùóþ òî÷êó
E áèññåêòðèñû âíåøíåãî óãëà, ââîäÿ äëÿ åå îáîçíà÷åíèÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ.
Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîé óãîë
PBF , ÷òî P ëåæèò íà ëó÷å, îáðàòíîì ê ëó÷ó BA. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 6.

12. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíîé îòëè÷íà îò âåð-
øèíû.

∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(BD) & ∠(BAC) = ∠(CAD) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BD)) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) → ¬(B = C))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä"è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé - óêàçàòåëåì "óñì".
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû áèññåêòðèñû, äëèíû ñòîðîíû è äëèí îòðåçêîâ, íà êî-
òîðûå áèññåêòðèñà äåëèò ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

∀ABCD(∠(ACD) = ∠(DCB) &D ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AD))
& àêòèâ(l(BD)) → l(CD)2l(AD) + l(BD)l(AD)2 = l(BD)l(AC)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Îäíî èç ðàññòîÿíèé CD, AD, BD, AC íå èçâåñòíî, îñòàëüíûå - èçâåñòíû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

14. Äâà òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó è îáùåå îñíîâàíèå áèññåêòðèñ.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(DCB)) &
àêòèâ(∠(AED)) & àêòèâ(∠(DEB)) & ∠(ACD) = ∠(DCB) & ∠(AED) =
∠(DEB) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AE), ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
ðàçíûåòî÷êè(A,E) → l(AC)l(BE) = l(BC)l(AE))

Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå ïÿòü - óêàçàòåëåì
"óñì". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îáå åãî ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Íàêîíåö, ïîñëåäíèå ÷åòûðå
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðñáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 11.

15. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû áèññåêòðèñû, ãèïîòåíóçû è ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCD(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ îòðåçîê(AC) & ∠(ABD) = π/4 → l(BD)2(l(AC)2 + 4S(ôèãóðà(ABC))) =
8S(ôèãóðà(ABC))2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BD, AC è ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ", äâà äðóãèõ - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

16. Îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ ïðîäîëæåíèåì îñíî-
âàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê áèññåêòðèñå.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & D ∈ îòðåçîê(CE) & àêòèâ(∠(CBD))
& àêòèâ(∠(DBE)) & ∠(CBD) = ∠(DBE) & C ∈ îòðåçîê(AE) &
al(BC) = bl(BE) → (a− b)l(AC) = (a+ b)l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçà-
òîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 10.

Âûñîòû òðåóãîëüíèêà

1. Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèé äëèí âûñîò íà äëèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí.

∀ABCDE(àêòèâ(l(AE)) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(AE)l(BC) = l(BD)l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AE, BC, BD, AC
èìååò òèï "Íåèçâ", à îñòàëüíûå - óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé ýòîãî ïðèåìà:
(a) Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé AE, BD, AC èìååò òèï "íåèçâ", à äâà äðóãèõ

- èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
(b) Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå, ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàí-

äàðòèçàöèè, èìååò åäèíñòâåííûé íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, ïðè÷åì ýòîò
àòîì óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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(c) Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AE, BC, BD, AC ëèáî èìååò òèï
"Íåèçâ", ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñîäåðæèò
íåèçâåñòíóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(d) Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AE, BC, AC, BD óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì
âûðàæåíèå õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ ñîäåðæèò öåëî÷èñëåííóþ ïåðåìåííóþ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(e) Ðàññòîÿíèå BC íå èçâåñòíî, à êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AE, BD, AC âûðà-
æåíî ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDE(àêòèâ(l(AE)) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(D) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(AE) = bl(AC) →
bl(BC) = al(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöå-
äåíòû ñî âòîðîãî ïî ïÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé
äëÿ ðàññòîÿíèé BC, BD èìååò òèï "íåèçâ", äðóãîå - òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (àêòèâ(l(BD)) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AF ) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &D ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
l(EF )l(BC) = l(BD)l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé EF , BC, BD, AC
èìååò òèï "íåèçâ", à äâà äðóãèõ - èçâåñòíû. Èç òî÷êè A íå îïóùåíà âûñîòà íà
ñòîðîíó BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

2. Ñîîòíîøåíèå äëÿ âûñîòû òðåóãîëüíèêà è äëèí åãî ñòîðîí.

∀ABCD(àêòèâ(l(BD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) → 4l(AC)2l(BD)2 = 4l(BC)2(l(AC)2 −
(l(AC)2 + l(BC)2 − l(AB)2)2))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, BC è AC èçâåñòíû, ðàññòîÿíèå BD - íå èçâåñò-
íî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
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∀ABCD(àêòèâ(l(BD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) → 4l(AC)2l(BD)2 +(l(AB)2 + l(BC)2− l(AC)2)2 =
4l(AB)2l(BC)2)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC èç-
âåñòíû, à âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BD è AC èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.
∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(BC)) → 4l(AC)2l(BD)2 +(l(AB)2 + l(BC)2− l(AC)2)2 = 4l(AB)2l(BC)2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC, AC èçâåñòíû, à ðàññòîÿíèå BD - íåò.
Îòëè÷èå îò ïåðâîãî ïðèåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàññòîÿíèå ìîæåò
íå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

3. Ïðîâåäåíèå âûñîòû â òðåóãîëüíèêå.

∀ABCDEFab(ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ îòðåçîê(AC)
& l(AE) = l(CE) & al(BF ) = bl(CF ) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) → D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(DE) = bl(CE))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Ïÿòûé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Àíòåöåäåíòû ñ øåñòîãî ïî
âîñüìîé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ACB
èìååò òèï "íåèçâ". Âûñîòà èç âåðøèíû B ïîêà íå ïðîâåäåíà. Ïðèåì ââîäèò â
ðàññìîòðåíèå îñíîâàíèå D ýòîé âûñîòû, îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé ïåðåìåííîé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCD(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & ðàññòäîïðÿìîé(B,
ïðÿìàÿ(AC)) = d & 0 ≤ π/2− ∠(BAC) & 0 ≤ π/2− ∠(BCA) → D − òî÷êà &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(BD) = d &
l(AC) = l(AD) + l(CD))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòî-
ðîì, ïðè÷åì ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè åãî îáðàáòêè. Ðåçóëü-
òèðóþùåå âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AB è BC èçâåñòíû; âû-
ðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
íåêîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AC, íî íè îäèí èç òàêèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ
íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå îñíîâàíèå âûñîòû D,
îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) & E ∈ îòðåçîê(AB) &
F ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(EF )) → D−òî÷êà &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BD)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûñîòà èç òî÷êè B ïîêà íå îïóùåíà. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
EF èìååò òèï "Íåèçâ". Ëèáî äëèíû ñòîðîí AB è BC ðàâíû, ëèáî îáå îíè èç-
âåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû âûñîòû òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &G ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(FH) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(EG)) &
àêòèâ(l(FH)) → àêòèâ(l(BD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AC, FH íå èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 9.

5. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîòû òðåóãîëüíèêà è îòðåçêà, ïà-
ðàëëåëüíîãî îñíîâàíèþ.
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∀ABCDEFG(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖
ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(BC) → G− òî÷êà &
G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & G ∈ îòðåçîê(BD) & l(BD) = l(BG) + l(GD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì èç íèõ. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà EFB. Òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BD è EF ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàñ-
ñìîòðåíèå ýòó òî÷êó G, îáîçíà÷àÿ åå ïîñðåäñòâîì íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

6. Ðàçìåùåíèå îñíîâàíèÿ âûñîòû òðåóãîëüíèêà.
(a) Âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, îáà óãëà êîòîðîãî - îñòðûå.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 < π/2− ∠(BAC) & 0 < π/2− ∠(BCA) →
D ∈ èíòåðâàë(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D îò-
ðåçêó AC. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AD, AC, CD â çàäà÷å ïîêà íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC)) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 < π/2 − ∠(BAC) & 0 <≤ ∠(BAC) + ∠(ABC) −
π/2 → D ∈ îòðåçîê(AC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABCD(0 < π/2− ∠(BAC) & 0 < π/2− ∠(BCA) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → D ∈ èíòåðâàë(AC))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óãëû BAC, BCA óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåì-
êîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
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(b) Âûñîòà, îïóùåííàÿ èç òóïîãî ëèáî ïðÿìîãî óãëà.

∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ABC))
& 0 ≤ ∠(ABC)− π/2 → D ∈ îòðåçîê(AC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 ≤ ∠(ABC) −
π/2 → D ∈ èíòåðâàë(AC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðåäíèé îðãàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(c) Âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, èìåþùåìó ïðèìûêàþùèé òóïîé óãîë.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ABC))
& 0 ≤ ∠(ABC)− π/2 → B ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Ïåðåä îáðàùåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âçàèìíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå òî÷åê B,C,D èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè íå óñìàòðè-
âàåòñÿ. Ïðÿìàÿ AC äîëæíà óæå ðàññìàòðèâàòüñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà êîïèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7 è
èìåþùàÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAC))
& 0 ≤ ∠(ABC)− π/2 → B ∈ îòðåçîê(CD))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ABC))
& 0 ≤ ∠(ABC)− π/2 → B ∈ îòðåçîê(CD) & l(CD) = l(BC)−
l(AB) cos(∠(ABC)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïåðâîì ïðèåìå, íî ïðÿìàÿ AC
íå îáÿçàòåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óãîë ABC èçâåñòåí; ðàññòîÿíèÿ
AB, BC è CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(d) Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îñíîâàíèÿ âûñîòû ñòîðîíå â òðåóãîëüíèêå ñ
èçâåñòíûìè äëèíàìè ñòîðîí.
∀ABCDabc(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AB) = c & l(AC) = b & l(BC) = a & 0 ≤ a2 + b2 − c2 &
0 ≤ b2 + c2 − a2 → D ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè; ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 4.

(e) Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îñíîâàíèÿ âûñîòû ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, åñ-
ëè èçâåñòíû óãîë ïðè îñíîâàíèè è óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïî-
ëó÷àþùåãîñÿ ïðè ïðîâåäåíèè âûñîòû.

∀ABCDab(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ∠(BAC) = a & ∠(BCD) = b &
0 < a− b & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 < π − 2a→ D ∈ îòðåçîê(AC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è ïÿòûé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë".
Íåðàâåíñòâà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà 0 < a− b ñîïðîâîæäàåòñÿ
ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Îñíîâàíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííîé ê áîëüøåé åãî ñòîðîíå, ëå-
æèò íà ýòîé ñòîðîíå.

∀ABCD(0 ≤ l(AC)− l(AB) & 0 ≤ l(AC)− l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → D ∈ îòðåçîê(AC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ AB, AC è BC èçâåñòíû. Õîòÿ áû îäíî èç
ðàññòîÿíèé AD, CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

(g) Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îñíîâàíèÿ âûñîòû îòðåçêó ìåæäó âåðøèíîé è
îñíîâàíèåì ìåäèàíû.
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∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(AC) & 0 ≤ π/3− ∠(ABC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) → E ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óãëû BAC, ACB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Íà ïðÿìîé AC âûäåëåíû êàêèå-ëèáî äâå òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó êîòîðûìè óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& E ∈ îòðåçîê(AC) & 0 ≤ ∠(ACB)− ∠(BAC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) → E ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì àíòåöåäåíòå. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óãëû ACB è BAC óæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å.

7. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà.
(a) Ïðèíàäëåæíîñòü âûñîòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ âûñîò.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(BG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → F ∈ ïðÿìàÿ(BG))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïîñëåäíåãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(b) Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âû-
ñîò, îïóùåííûõ èç äâóõ äðóãèõ âåðøèí, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ñòîðîíå.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BG)) & F ∈ ïðÿìàÿ(BG) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) →
ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Àíòåöåäåíòû, óñòàíàâëèâàþùèå ðàçëè÷èå ïðÿìûõ è òî÷åê, îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Èäåíòèôè-
öèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AC è
BF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BF )) → ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(c) Ïðîâåäåíèå òðåòüåé âûñîòû.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → G − òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AG) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AF ))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìàÿ AF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å, îäíàêî òî÷êà åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé BC ïîêà íå âûäåëåíà. Âû-
ðàæåíèå õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç óãëîâ BFC, AFB, AFC èìååò òèï "íåèçâ".
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Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êó G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AF è BC, îáî-
çíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(d) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AE) & F ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ïîêà â çàäà÷å íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò åå â ðàññìîòðåíèå, îáîçíà÷àÿ íîâîé ïåðå-
ìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(e) Åñëè âûñîòà òðåóãîëüíèêà îïóùåíà íà åãî ñòîðîíó, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò ëåæèò ïî òó æå ñòîðîíó îò îñíîâàíèÿ äàííîé âûñîòû, ÷òî è âåðøèíà
òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
¬(D ∈ èíòåðâàë(BF )))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâà-
þò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê B,D, F . Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(f) Åñëè îñíîâàíèÿ äâóõ âûñîò òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà åãî ñòîðîíàõ, òî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ðàñïîëîæåíà íà îòðåçêå ìåæäó âåðøèíîé è îñíîâàíèåì
âûñîòû.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
F ∈ îòðåçîê(BD) & F ∈ îòðåçîê(CE))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò îòðåçêàì BD, CE èäåíòèôèöèðóþùè-
ìè îïåðàòîðàìè íå óñìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(g) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & 0 < π/2− ∠(ABC) & 0 < π/2− ∠(BCA) &
0 < π/2− ∠(BAC) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → F ∈ îòðåçîê(CD) &
F ∈ îòðåçîê(AE))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. ×åòûðå ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûâîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ èäåí-
òèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè íå óñìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

(h) Ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò íàõîäèòñÿ âíå òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
A ∈ îòðåçîê(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AC)) →
D ∈ îòðåçîê(BF ) & A ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èõ íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îòëè÷àþùàÿñÿ ëèøü òåì, ÷òî ó íåå òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(BF ) &
A ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AC)) →
¬(D ∈ èíòåðâàë(AC)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïåðâîì ïðèåìå. Èäåíòèôèöè-
ðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ëó÷ó DA.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

(i) Ñèíóñ óãëà ìåæäó âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñèíóñó óãëà òðåóãîëüíè-
êà.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) & ¬(π/2− ∠(ABC) = 0) → sin(∠(ABC)) = sin(∠(EFA)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò
òèï "îïðåäåëèìî". Îáðàáîòêà ïðåäïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ñîïðîâîæäàåò-
ñÿ ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 12.

(j) Óãîë ìåæäó âûñîòîé òðåóãîëüíèêà è îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì îñíîâàíèÿ
äâóõ âûñîò.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(∠(FBE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) &
F ∈ îòðåçîê(AE) & F ∈ îòðåçîê(CD) → ∠(FBE) = ∠(EDF ))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ñåäüìîãî, îáðàáàòûâàåìîãî ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àí-
òåöåäåíòå. Óãîë FBE èçâåñòåí, à óãîë EDF - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

(k) Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ îòðåçêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AE)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) → l(AD)l(AE) = l(AB)l(AF ))
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Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïÿòîãî, îáðàáàòûâàåìîãî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àí-
òåöåäåíòå. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AD, AE, AB èìååò òèï
"íåèçâ", à äâà äðóãèõ - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(l) Îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ âûñîòû è òàíãåíñû óãëîâ îñòðîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà.

∀ABCDEFab(ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & al(DE) = bl(CD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) & D ∈ îòðåçîê(EC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AF ) &
0 < π/2 − ∠(ABC) & 0 < π/2 − ∠(BAC) & 0 < π/2 − ∠(ACB) →
b tg(∠(BAC)) tg(∠(ABC)) = a+ b)

Àíòåöåäåíòû "ðàçíûåòî÷êè", "ðàçíûåïðÿìûå" è íåðàâåíñòâà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Êîýôôèöèåíòû
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè a, b èçâåñòíû; óãëû BAC è ABC óæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

8. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ñóòü áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà, âîçíèêàþùåãî ïðè
ñîåäèíåíèè îòðåçêàìè îñíîâàíèé âûñîò.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
F ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(EF )) & àêòèâ(l(DF )) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → áèññåêòðèñà(EDFC) & ∠(BDE) = ∠(ACB) &
∠(ADF ) = ∠(ACB))

Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè óãîë BCA èçâåñòåí, òî äîïîëíèòåëüíî âû-
âîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå ∠(EDF ) + 2∠(BCA) = π. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 8.
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9. Òðåóãîëüíèê, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé îñíîâàíèÿ
äâóõ âûñîò.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BE)) &
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & aS(ôèãóðà(ADE)) = bS(ôèãóðà(ABC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,D) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
al(DE)2 = bl(BC)2 & al(AD)2 = bl(AC)2)

Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Äåñÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, äâà ïîñëåäíèõ - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåä îáðàùåíèåì
ê ñèíòåçàòîðó ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ADE, ABC óæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà òðåóãîëüíèêà, åñëè íà ïðèëåãàþùèå ñòîðîíû îïóùå-
íû âûñîòû.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
àêòèâ(∠(ABC)))

×åðòåæ ïðåæíèé. Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïÿòîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AB è BC èçâåñòíû. Óãîë
ABC â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

11. Äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî îñíîâàíèÿ äâóõ âûñîò.

∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,B,D) & òî÷êàëó÷à(A,C,E) &
àêòèâ(∠(BAC)) → l(DE) = | cos(∠(BAC))|l(BC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
òðåòüåì èç íèõ. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî èìååò åäèíñòâåííûé íå èçâåñòíûé ÷èñ-
ëîâîé àòîì, ïðè÷åì îí óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
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6. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äâà èç âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèé DE, BC è óãëà BAC èìåëè òèï "íåèçâ", à îñòàâøååñÿ - óæå âñòðå-
÷àëîñü â çàäà÷å. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 6.

12. Èçâåñòíû äëèíà âûñîòû, à òàêæå ðàññòîÿíèå îò êîíöà ýòîé âûñîòû äî êîíöà
áèññåêòðèñû.

∀ABCDEmnk(áèññåêòðèñà(BACE) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & l(AD) = m &
l(DE) = n & l(EC) = k →
D ∈ îòðåçîê(BE) & l(BD) = |(km2 − nm2 − kn2 − n3)/(2kn+m2 + n2)| ∨
D ∈ èíòåðâàë(CE) & l(BD) = |(kn2 − km2 − nm2 − n3)/(2kn−m2 − n2)|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð"; èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿíèå".
Âûðàæåíèÿ m,n, k íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå BD íå èçâåñòíî. Âû-
âîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEFmnk(áèññåêòðèñà(BACE) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
l(BF ) = l(CF ) & l(AD) = m & l(DE) = n & l(EF ) = k & E ∈ îòðåçîê(DF ) &
p =

√
k(m2 + n2 +mn)/n & (0 < n ∨ 0 < k) → l(BC) = 2p &

(F ∈ îòðåçîê(CD) & l(BD) = |p− k − n| & l(CD) = n+ k + p ∨
F ∈ îòðåçîê(BD) & l(CD) = |p− k − n| & l(BD) = n+ k + p))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî
øåñòîé, à òàêæå äåñÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ m,n, k íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ; ðàññòîÿíèå BC íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

13. Óñìîòðåíèå ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîâåäåíèè äâóõ âû-
ñîò.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → (A,B,C) ∼ (E,D,C))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ CD, CE, DE, AC, AB, BC óæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

14. Óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí óãëó ñ òîé æå âåðøèíîé, ëó÷è êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ
îñíîâàíèÿìè äâóõ âûñîò.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(∠(ACB)) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)
& ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ∠(ACB) =
∠(DCE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèå ïÿòü - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

15. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ îñòðûõ è òóïûõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà, â êîòîðîì ïðîâåäåíû
äâå âûñîòû.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) →
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∠(ABC) < π/2 & ∠(BAC) < π/2 & ∠(ACB) < π/2 ∨
π/2 ≤ ∠(ABC) & ∠(BAC) < π/2 & ∠(ACB) < π/2 ∨
π/2 ≤ ∠(BAC) & ∠(ABC) < π/2 & ∠(ACB) < π/2 ∨
π/2 ≤ ∠(ACB) & ∠(ABC) < π/2 & ∠(BAC) < π/2)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(DE)" â óñëîâèè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðè-
âàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,B,D. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðî-
âîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

1. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì â íåì æå ðàñïîëîæåíà òî÷êà
ïðèâÿçêè. Íà äàííîé òåîðåìå ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû âûâîäà, ðàçëè÷àþ-
ùèåñÿ ñòåïåíüþ ìîòèâèðîâàííîñòè ñðàáàòûâàíèÿ è åãî óðîâíåì:
(a) Îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AC èçâåñòíî, îäíî - èìååò òèï "âíåøíåèçâ",

à òðåòüå - óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AC èìååò òèï "íåèçâ", à äâà äðóãèõ - âûðà-

æåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(c) Îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AC èìååò òèï "íåèçâ", à îäíî - èçâåñòíî.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
(d) Äâà èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AC èçâåñòíû, à îäíî - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòû-

âàíèÿ ðàâåí 5.
(e) Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AC ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ",

ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî - íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
(f) Äâà èç òðåõ ðàññòîÿíèéAB,BC,AC ïðîïîðöèîíàëüíû ñ èçâåñòíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç òðåõ ðàññòîÿíèé èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(g) Âñå òðè ðàññòîÿíèÿ AB, BC, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(h) Õîòÿ áû äâà èç òðåõ ðàññòîÿíèé AB, BC, AC âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå
ïàðàìåòðû. Ïðÿìàÿ AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.

(i) Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC èìåþò òèï "íåèçâ", à âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ AC - òèï "îïðåäåëèìî". Ïðÿìàÿ AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 784

(j) Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "ñó-
ùåñòâàòîì", à äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC - òèï "îïðåäåëèìî". Ïðÿìàÿ AC óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(k) Äâà èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC, AC èìåþò òèï "ïðèìåíèìî",
à òðåòüå ðàññòîÿíèå - óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Ïðÿìàÿ AC óæå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

(l) Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, BC èìåþò òèï "íåèçâ", à âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ AC - òèï "îïðåäåëèìî". Íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðÿìàÿ AC óæå
ðàññìàòðèâàëàñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

(m) ÐàññòîÿíèåAB èçâåñòíî; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿBC èìååò òèï "íåèçâ",
à äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC - òèï "îïðåäåëèìî". Íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðÿìàÿ AC
óæå ðàññìàòðèâàëàñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

2. Óñìîòðåíèå óãëà â 30 ãðàäóñîâ.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AC) = 2l(AB) → ∠(ACB) = π/6)

Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "óñì".
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

3. Óãîë â 45 ãðàäóñîâ.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(BAC) = π/4 → l(AB) = l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(BAC) = π/4 →
l(AB) = l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë", êîòîðîìó ïåðåäàåò-
ñÿ óñèëèâàþùèé êîììåíòàðèé "ïðÿìûåóãëû". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèé AB, BC íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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4. Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïî äâóì óãëàì â 45 ãðàäóñîâ.

∀ABC(∠(ABC) = π/4 & ∠(ACB) = π/4 → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
5. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó îñòðûìè óãëàìè.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ABC)) → ∠(ACB) + ∠(ABC) =
π/2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Óãîë ABC èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ óãëà ACB èìååò òèï "ñó-
ùåñòâàòîì". Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàò ëèáî ïðÿìîóãîëüíèê, ó
êîòîðîãî A,B,C - âåðøèíû, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà:
(a) Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "íåèçâ", à óãîë ACB óæå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
(b) Óãîë ABC èçâåñòåí, à óãîë ACB - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ∠(ABC) = a→ ∠(ACB) = π/2− a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæå-
íèå äëÿ óãëà ACB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AD) = l(DC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
l(BD) = l(DC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ïðÿìàÿ BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 3 è 6.
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7. Òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò òðåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(AD) & l(BD) = l(CD) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → D ∈ îòðåçîê(AC))

×åðòåæ ïðåæíèé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

8. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ èç ïðÿìîãî óãëà.
(a) Îñíîâàíèå âûñîòû ëåæèò íà ãèïîòåíóçå.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → D ∈ îòðåçîê(AC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí êàòåòà, ãèïîòåíóçû è îòðåçêà ãèïîòåíóçû ìåæäó
îñíîâàíèåì âûñîòû è âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(BD)l(BC) = l(AB)2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïåðâîì èç íèõ. Íà äàííîé òåîðåìå ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû âûâîäà:
i. Äâà èç òðåõ ðàññòîÿíèé AB, BC, BD èçâåñòíû, à òðåòüå - íåò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà òàêæå êîïèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáà-
òûâàþùàÿ íà óðîâíå 7.

ii. Äâà èç òðåõ ðàññòîÿíèé AB, BC, BD âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïà-
ðàìåòðû, à òðåòüå - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.

iii. Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AB, BC, BD ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï
"Íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî - íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5. Ñîçäàíà òàêæå êîïèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 7.

iv. Ðàññòîÿíèå BD èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï
"îïðåäåëèìî", à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC - òèï "ïðèìåíèìî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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v. Ðàññòîÿíèÿ BD, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì âûâîäè-
ìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 13.

(c) Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû âûñîòû è äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ
ãèïîòåíóçà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(BD)l(CD) = l(AD)2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèå AD èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 12.

(d) Ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ îòðåçêîâ ãèïîòåíóçû è êâàäðàòîâ
êàòåòîâ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & al(BD) = bl(CD) → al(AB)2 = bl(AC)2)

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ AB è AC óæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì âûðàæåíèå õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç íèõ èìååò òèï
"íåèçâ". Åñëè ýòè âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(e) Óñìîòðåíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç ïðÿìîãî óãëà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(ABC))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,B,D) &
∠(ACD) = ∠(CBA) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìóãîë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(f) Ïðîâåäåíèå âòîðîãî êàòåòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó äëèíîé âû-
ñîòû è äëèíàìè îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ãèïîòåíóçà.
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∀ABCEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) →
G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BG) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) &
l(AB)2 = l(AG)l(AC))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï
"íåèçâ", à äëÿ ðàññòîÿíèé AF è BE - òèï "îïðåäåëèìî". ×åðåç òî÷êó B
ïîêà íå ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé EF è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ
ïðÿìîé AC ïî âûäåëåííîé òî÷êå. Ïðèåì ââîäèò òàêóþ òî÷êó G, îáîçíà÷àÿ
åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ
â òðåóãîëüíèêè, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ âûñîòîé èñõîäíûé òðåóãîëüíèê.

∀ABCDPQRS(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
C ∈ ïðÿìàÿ(BD) & îêðóæíîñòü(PQ) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(RS)âïèñàíà â ôèãóðà(ACD) → l(PQ)l(AC) = l(BC)l(RS) &
l(PQ)l(AD) = l(AB)l(RS) & l(PQ)l(CD) = l(RS)l(AC))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûå òðè
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(h) Îïðåäåëåíèå îñòðîãî óãëà ïî îòíîøåíèþ äëèí âûñîòû è ãèïîòåíóçû.

∀ABCDpq(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & pl(AD) = ql(BC) & àêòèâ(∠(ACB)) →
p sin(2∠(ACB)) = 2q)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âû-
ðàæåíèå äëÿ óãëà ACB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.
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(i) Èñïîëüçîâàíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âûñîòû è ìåäèàíû.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(BD) = bl(BE) &
l(AE) = l(CE) → b(l(AB)2 + l(BC)2) = 2al(AB)l(BC))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåí-
òå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé
AB è BC èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(j) Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íà ãèïîòåíóçå îñíîâàíèÿ âûñîòû è îñíîâàíèÿ áèñ-
ñåêòðèñû.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
áèññåêòðèñà(ABCE) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
0 ≤ l(BC)− l(AB) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
D ∈ îòðåçîê(AE))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(k) Ñâÿçü äëèíû ãèïîòåíóçû ñ äëèíàìè âûñîòû è áèññåêòðèñû, ïðîâåäåííûõ
èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & ∠(ABE) = π/4 & ∠(EBC) = π/4 & àêòèâ(l(BD)) &
àêòèâ(l(BE)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(AC)(2l(BD)2 − l(BE)2) =
2l(BD)l(BE)2)

×åðòåæ ïðåæíèé. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Äëèíà ãèïîòåíóçû óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Îäíî èç òðåõ ðàññòîÿíèé AC, BD, BE íå èçâåñòíî, à äâà äðóãèõ -
èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(l) Ïðîâåäåíèå âûñîòû èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AG) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(AG)) →
D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AG) & D ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(l(AD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AB è AC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ AG èìååò òèï "íåèçâ". Ïðÿìàÿ AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çà-
äà÷å, íî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå ñ ïðÿìîé AG ïîêà íå âûäåëåíà. Ýòà òî÷êà D
ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå è îáîçíà÷àåòñÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) →
D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(BD)) &
àêòèâ(l(AD)) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB è AC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ AE èìååò òèï "íåèçâ". Ðàññòîÿíèÿ CF è EF óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êè A,E ëåæàò ïî îäíó
ñòîðîíó îò ïðÿìîé BC, ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îíè ëåæàò ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ýòîé ïðÿìîé. Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâàíèå âû-
ñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû A íà ñòîðîíó BC. Ýòî îñíîâàíèå D ââîäèòñÿ
â ðàññìîòðåíèå è îáîçíà÷àåòñÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 8.

9. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ãèïîòåíóçû.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AD)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC, AD èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
CD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

10. Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèí êàòåòîâ.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → àêòèâ(l(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê B è C äî íåêîòîðûõ òî÷åê ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 8.

11. Ââîä â ðàññìîòðåíèå îñòðîãî óãëà.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(∠(DBE)) → àêòèâ(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DBE èìååò òèï "íåèçâ". Õîòÿ áû îäíî èç
ðàññòîÿíèé AD, CE, AE, CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 7.

12. Ïðîåêöèÿ òî÷êè êàòåòà íà ãèïîòåíóçó.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → E ∈ îòðåçîê(AC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, îäíà èç êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ â
çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 4, à äðóãàÿ - â çàäà÷àõ
íà èññëåäîâàíèå è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 8.
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13. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðîåêöèè òî÷êè êàòåòà íà ãèïîòåíóçó.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ îòðåçîê(BC) → F − òî÷êà & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ îòðåçîê
& l(EF ) = l(DG))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
- óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DG èìååò òèï "ïðèìåíèìî".
Ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íà ïðÿìîé AB ïîêà íå âûäåëåíî
îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè E. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðå-
íèå òàêîå îñíîâàíèå F , îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

14. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðîåêöèé òî÷êè ãèïîòåíóçû íà êàòåòû, åñëè âûäåëåíî åå
ðàññòîÿíèå äî òî÷êè íà êàòåòå.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& ïðÿìàÿ(DG) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(DE)) →
F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(DF ))
& àêòèâ(l(EF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï "íåèçâ". Íà ïðÿìîé
AB íå âûäåëåíî îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè E. Ïðèåì
ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òàêîå îñíîâàíèå F , îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé ïåðåìåííîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

15. Óãîë ìåæäó ãèïîòåíóçîé è îòðåçêîì, ïðîâåäåííûì ê íåé èç âåðøèíû ïðÿìîãî
óãëà.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ADC)) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
àêòèâ(l(BC)) → ∠(ACD) + ∠(ADC) = ∠(BAD) + π/2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Óãîë ACB èçâåñòåí. Åñëè óñìàòðèâàþòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé
BD, CD ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AD, BC, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

16. Äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îáùèé îñòðûé óãîë.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(CD)l(AB) = l(AC)l(BE))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè íàõîäèòñÿ â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ CD, AB èçâåñòíû. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC,
BE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàíà
òàêæå âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 13. Â íåé òðåáóåòñÿ,
÷òîáû âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AC, AE èìåëè òèï "îïðåäåëèìî".

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(BE) & ïðÿìàÿ(AG) ⊥
ïðÿìàÿ(CG) → l(AG) = l(AF ))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.

17. Äâà ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îáùèå ñòîðîíû ïðÿìûõ
óãëîâ, è ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû îäíîãî èç íèõ.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ îòðåçîê(CD) & B ∈ îòðåçîê(AE)
& l(AB) = l(BD) & l(BC) = l(BE) & F ∈ îòðåçîê(AC) & l(AF ) = l(CF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ïðÿìàÿ(BG) ⊥
ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

18. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ïðÿìûõ óãëîâ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îá-
ùóþ ãèïîòåíóçó.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(∠(DAC)) & C ∈ ïëîñêîñòü(ABD) →
l(CD) = l(AB) sin(∠(DAC)))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé CD, AB è óãëà DAC, êðîìå, áûòü
ìîæåò, îäíîãî, ñîäåðæàò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå
èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

19. Òî÷êà íà ãèïîòåíóçå, îòñòîÿùàÿ îò âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà íà òî æå ðàññòîÿíèå,
÷òî è âåðøèíà îñòðîãî óãëà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BD) &
ðàçíûåòî÷êè(A,D) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AC)) → l(AD)l(AC) = 2l(AB)2)

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 795

Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå èìååò åäèíñòâåííûé íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, è
ýòîò àòîì óæå óïîìèíàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

20. Áèññåêòðèñà îñòðîãî óãëà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & ∠(BAD) = ∠(CAD)
& àêòèâ(l(AD)) → l(AC) cos(2∠(BAD)) = l(AD) cos(∠(BAD)))

Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, AD èçâåñòíî, à äðóãîå - íåò. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & ∠(BAD) = ∠(CAD)
& àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CAD)) →
l(BD) = l(CD) cos(∠(BAC)))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå òðåòüåãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óãîë BAC èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

21. Ïðîäîëæåíèå êàòåòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíîãî èñ-
õîäíîìó.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AB) = l(BC) & òî÷êàëó÷à(B,C,D) →
E−òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AE) & l(BE) = l(BD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé
AD, íî ïîêà íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB ñ
ïåðïåíäèêóëÿðîì ê AD, ïðîâåäåííûì ÷åðåç òî÷êó C. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîò-
ðåíèå ýòó òî÷êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 11.
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22. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ãèïîòåíóçó è êàòåò.

∀ABCabc(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(AC)) & al(BC)l(AC) = bl(AB)2 → a sin(2∠(BAC)) = 2b)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöå-
äåíòà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöå-
äåíòå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.
∀ABCac(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(AC)) & al(BC) + al(AC) = cl(AB) →

√
2a sin(∠(BAC) + π/4) = c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
23. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: ïðîòèâ ìåíüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøèé êàòåò.

∀ABCa(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(BAC) = a & 0 < l(AC)− l(BC) &
0 ≤ 4a− π → ëîæü)
Ïðèåì âûâîä ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "ëîæü" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëå-
äîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ íèõ ââåäåíû ñèëü-
íûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

24. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ìåäèàíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîëîæåíèÿ åãî ïðÿìîãî óãëà íà âíåøíåé ïðÿìîé.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(l(CD)) &
àêòèâ(l(AB)) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → F ∈ îòðåçîê(AB) & l(AF ) = l(BF ) &
2l(CF ) = l(AB) & F − òî÷êà)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò
òèï "íåèçâ". Ðàññòîÿíèÿ AC, BC íå èçâåñòíû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëü-
íîñòü ïðÿìûõ DE è AB. ×åðåç òî÷êó C íå ïðîâåäåíû ïðÿìûå, îòëè÷íûå îò
ïðÿìûõ DE, AC, BC. Ñåðåäèíà F îòðåçêà AB ïîêà íå ââåäåíà â ðàññìîòðå-
íèå. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå ýòó òî÷êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé.
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Â ðåçóëüòàòå ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C äî òî÷êè F , ÷òî ìî-
æåò âïîñëåäñòâèè ïîçâîëèòü âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

25. Óñìîòðåíèå ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

∀ABCDEFGGH(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(BD) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(l(EF )) & àêòèâ(l(GH)) → l(EF )l(BG) = l(AE)l(GH))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Îäíî èç ðàññòîÿíèé EF , GH èçâåñòíî, à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) →
(A,B,C) ∼ (E,F,D))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

26. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ äâóõ ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & al(AB) = bl(AD) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & bl(AD)2 = al(AC)l(AF ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì. Êîýôôöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå AC èç-
âåñòíî. Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è DE ïîêà â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó â ðàññìîòðåíèå, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

27. Óãîë ìåæäó îòðåçêàìè, ïðîâåäåííûìè èç êîíöîâ ãèïîòåíóçû ê òî÷êàì íà êà-
òåòàõ.

∀ABCDEFpqrs(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(CD) & F ∈ îòðåçîê(AE) & pl(AD) = ql(BD)
& rl(BE) = sl(CE) & àêòèâ(∠(DFA)) & àêòèâ(∠(BAC)) →
(pr + qr + qs) tg(∠(BAC)) = tg(∠(DFA))(p(r + s) + (p+ q)s(tg(∠(BAC)))2))

Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àí-
òåöåäåíòå. Âûðàæåíèÿ p, q, r, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îäèí èç óãëîâ BAC,
DFA èçâåñòåí, à äðóãîé - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê

1. Óãëû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
(a) Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(BAC) = ∠(BCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé óãîë, âåðøèíîé êîòîðîãî ñëóæèò
òî÷êà B à ñòîðîíû ëåæàò íà ïðÿìûõ AB, BC. Âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî óãëà
èìååò òèï "íåèçâ". Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî ëèáî ðàâíîñòîðîííåãî òðå-
óãîëüíèêîâ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 799

∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(BAC) = ∠(BCA) &
∠(BCA) < π/2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî óãëà ñ âåðøèíîé B äîëæåí ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ íåêîòîðûé óãîë ñ âåðøèíîé A, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ïðÿ-
ìûõ AB, AC. Íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé ê ýòîìó óãëó íå ïðåäú-
ÿâëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè äàí-
íîãî ïðèåìà. Â ïåðâîé èç íèõ, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 11, êàêèõ-ëèáî
äîïóùåíèé î âûäåëåííûõ â çàäà÷å óãëàõ íå äåëàåòñÿ, íî òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû ðàññìàòðèâàëñÿ ïåðïåíäèêóëÿð ê îäíîé èç áîêîâûõ ñòîðîí. Âî âòîðîé,
ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 12, è ýòî òðåáîâàíèå îòáðàñûâàåòñÿ.
∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA)) →
∠(BAC) = ∠(BCA))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(b) Óñìîòðåíèå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà èç ðàâåíñòâà óãëîâ ïðè îñíî-
âàíèè.

∀ABC(∠(CAB) = ∠(ABC) & àêòèâ(l(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(AB)) → l(AC) = l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè óã-
ëû â ïåðâîì àíòåöåäåíòå ðàâíû π/2, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(∠(DAB) = ∠(ABE) & A ∈ îòðåçîê(CD) & B ∈ îòðåçîê(CE) &
àêòèâ(l(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
l(AC) = l(BC))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Åñëè ðàññìàòðèâàåìûå óãëû ðàâíû π/2, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè ïðè îñíîâàíèè è ïðè âåðøèíå.

∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(ABC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
2∠(BAC) + ∠(ABC) = π & ∠(BAC) = ∠(BCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûïîë-
íåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
i. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû B äî íåêîòîðîé òî÷êè D íà
ïðÿìîé AC, ïðè÷åì óãîë DBC ïîêà íå ââåäåí â ðàññìîòðåíèå.

ii. Íà ïðÿìûõ AB è AC âûäåëåíû, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè D è E, òàêèå,
÷òî ïðÿìàÿ DE ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AB.

iii. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ óãîë DAC, òàêîé, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà
ïðÿìîé BC è íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êàìè B,C.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(ABC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
àêòèâ(∠(BAC)) → 2∠(BAC) + ∠(ABC) = π)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îäèí èç óãëîâ ABC, BAC èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABC(l(AB) = l(BC) & 0 ≤ π/2− ∠(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
∠(BAC) = a→ | cos(2a)| = − cos(2a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà ïðåîáðà-
çîâàíèå, ðåäàêòèðóþùåé îòâåò ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå.
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ñëåäóþùèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCD(àêòèâ(∠(BCD)) & l(AC) = l(BC) & C ∈ îòðåçîê(AD) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → 2∠(BAC) = ∠(BCD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãîë BCD èçâåñòåí. Ïðÿìàÿ AB óæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â çàäà÷å. Åñëè ïðÿìûå AC, BC ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ïðèåì áëî-
êèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 12. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðÿìàÿ AB óæå
áûëà ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå.

(e) Âûðàæåíèå äëèíû îñíîâàíèÿ ÷åðåç äëèíó áîêîâîé ñòîðîíû è êîñèíóñ óãëà
ïðè îñíîâàíèè.

∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) → 2l(AB) cos(∠(BAC)) = l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Óãîë BAC èçâåñòåí. Îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, AC èçâåñòíî, âûðàæåíèå
äëÿ äðóãîãî - èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäà-
íà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC è óãëà BAC èìåëè òèï "íåèçâ".
∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(BAC)) →
2l(AB) cos(∠(BAC)) = l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà äðóãèõ - óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî, ðàññòîÿíèå AC è óãîë BAC - íå èçâåñòíû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 6. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå AC è óãîë BAC áûëè
èçâåñòíû, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB - èìåëî òèï "íåèçâ". Â ýòîé
âåðñèè ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", à òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå.
∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(BAC)) &
al(AB) = bl(AC) → 2b cos(∠(BAC)) = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé àíòåöå-
äåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå
äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(f) Âûðàæåíèå äëèíû îñíîâàíèÿ ÷åðåç äëèíó áîêîâîé ñòîðîíû è ñèíóñ ïîëî-
âèíû óãëà ïðè âåðøèíå.
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∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(ABC)) → 2l(AB) sin(∠(ABC)/2) = l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AB, AC è óãîë ABC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì
ðîâíî äâà èç íèõ èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Ñîçäàíà òàêæå
âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòè ðàññòîÿíèÿ è óãîë
áûëè âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû è õîòÿ áû îäíî èç íèõ áûëî
íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.

(g) Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → àêòèâ(∠(ABC)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðÿìàÿ AC, à òàêæå õîòÿ áû îäíî èç ðàññòî-
ÿíèé BD, BE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûðàæåíèå äëÿ õîòÿ áû
îäíîãî èç ðàññòîÿíèé DE, BD, BE èìååò òèï "íåèçâ". Âûðàæåíèå äëÿ
õîòÿ áû îäíîãî èç óãëîâ BAC, BCA èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Íå ââåäå-
íà â ðàññìîòðåíèå ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé DE è îòëè÷íàÿ îò íåå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(h) Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû îñíîâàíèÿ, óãëà ïðè îñíîâàíèè è ïëîùàäè.

∀ABCab(l(AB) = l(BC) & S(ôèãóðà(ABC)) = a & ∠(BAC) = b→
sin b(l(AC))2 = 4a cos b)
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Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âûðà-
æåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå AC íå èçâåñòíî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Óãîë ìåæäó îñíîâàíèåì è ïðÿìîé, äåëÿùåé åãî â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCDpqm(D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AC) = l(BC) & pl(BD) = ql(AD) &
àêòèâ(∠(CDB)) & ∠(CDB) = m→ 4(p+ q)2(1− (sinm)2)l(AC)2 =
((p+ q)2 − 4pq(sinm)2)l(AB)2)

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòå-
öåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âûðàæåíèÿm, p, q
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, AB èçâåñòíî, à äðóãîå
- íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(j) Óãîë ìåæäó áîêîâîé ñòîðîíîé è ïðÿìîé, äåëÿùåé îñíîâàíèå â çàäàííîì
îòíîøåíèè.

∀ABCDabc(l(AB) = l(BC) & D ∈ îòðåçîê(AC) & al(AD) = bl(CD) &
àêòèâ(∠(ABC)) & ∠(ABC) = c & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → a sin c cos(∠(DBC)) = (a cos c+ b) sin(∠(DBC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì, øåñòîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïÿòûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Âûðàæåíèå äëÿ óãëàDBC èìååò òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 11.

(k) Ñðàâíåíèå ñòîðîí ñ ïîìîùüþ îöåíêè óãëà.
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∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
0 < ∠(BAC)− π/3 → 0 < l(AB)− l(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îáðàùåíèå êî âòîðîìó èç íèõ ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Ðàññòîÿíèå AC óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âûñîòû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
(a) Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà åãî îñíîâàíèå, ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåäèàíîé è áèññåêòðèñîé.

∀ABCD(l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &D ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
l(AD) = l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà äðóãèõ - óêàçàòåëåì
"óñì". Äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 8.
∀ABCD(l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ∠(ABD) = ∠(DBC) & 2∠(ABD) = ∠(ABC))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ óã-
ëà ABC èìååò òèï "êâàçèàêòèâ". Åñëè òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé ëèáî
ïðÿìîóãîëüíûé, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî âûñîòîé è ìåäèàíîé.
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∀ABCD(∠(ACD) = ∠(DCB) & l(AC) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AD) = l(DB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë".
Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãëû ACD è DCB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ÿâëÿ-
åòñÿ åãî âûñîòîé.

∀ABCD(l(AC) = l(CB) & l(AD) = l(DB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(l(AC) = l(CB) & l(AD) = l(DB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
àêòèâ(∠(ACB)) & ∠(ACB) < π & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçà-
òåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíà
êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(d) Âûñîòû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííûå íà áîêîâûå ñòîðîíû.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) →
l(AD) = l(EC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(A = D) & ¬(C = E))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïðÿìàÿ DE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

(e) Ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå èç êîíöîâ îñíîâàíèÿ ê îáùåé òî÷êå íà âûñîòå, îïó-
ùåííîé íà îñíîâàíèå.
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∀ABCDEFG(l(AB) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(CG) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AG) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(B,G) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → l(BE) = l(BF ) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ñåìü - óêàçà-
òåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ëèáî ïðÿìàÿ EF , ëèáî ïëîùàäü ôèãóðû EBFG óæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Âûñîòà îñòðîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà áî-
êîâóþ ñòîðîíó.

∀ABCD(l(AB) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & 0 < π/2− ∠(ABC) →
D ∈ èíòåðâàë(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìàÿ AC è óãîë ABC óæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(g) Ïîäîáèå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàññìîòðåíèè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
l(AD)2 = l(DE)l(BD))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèå AD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 9.

(h) Îòðåçêè ðàâíîé äëèíû, ïðîâåäåííûå èç ñåðåäèíû îñíîâàíèÿ ê áîêîâûì
ñòîðîíàì.

∀ABCDEF (l(AB) = l(AC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
D ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(AC) &
l(DE) = l(DF ) & àêòèâ(∠(EDF )) → 2∠(EDA) = ∠(EDF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Óãîë EDF èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(i) Îòðåçêè, íà êîòîðûå âûñîòû äåëÿòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.

∀ABCDEF (l(AC) = l(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îòðåçîê(AD) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îòðåçîê(BE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) & àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(l(AF ))
& àêòèâ(l(FD)) & al(AF ) = bl(DF ) → b = a((tg ∠(ACB))2 − 1))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Âîñüìîé è äåâÿòûé àí-
òåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåäíèé àíòå-
öåäåíò - ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(AB) = l(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → l(AF )l(BD) = l(FD)l(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(j) Ïðîâåäåíèå âûñîòû â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå.

∀ABCDEF (l(AB) = l(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & ïðÿìàÿ(AE) ‖
ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ðàññòîÿíèå BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Ïðÿìûå AB, AC íå
ïåðïåíäèêóëÿðíû. ×åðåç òî÷êó A ïîêà íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿ-
ìîé BC. Ïðèåì ââîäèò îñíîâàíèå D òàêîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, îáîçíà÷àÿ åãî
íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

∀ABCDE(l(AB) = l(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(l(AE)) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé - óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå "ðàññòäîïðÿìîé(E BC)" èìååò òèï "îïðåäåëèìî".
Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AE ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ".
Õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå èçâåñòíî. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè
E ïðÿìîé BC. ×åðåç òî÷êó A íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé BC.
Ïðèåì ââîäèò îñíîâàíèå D òàêîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé
ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.
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∀ABCDE(l(AB) = l(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & l(BE) = l(CE) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → D − òî÷êà &
D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
l(BD) = l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AB, BE, BC èçâåñòíû. Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ïåðïåí-
äèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ BE è AB, íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè E ïðÿìîé BC.
Äàëåå - òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå.

∀ABCDE(l(AB) = l(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(∠(AEC)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → D− òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà
AEC èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Ëèáî âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò
òèï "îïðåäåëèìî", ëèáî âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AE èìååò òèï "îïðåäå-
ëèìî" èëè "ïðèìåíèìî". Âûïîëíÿþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî â ïðåäûäóùèõ
ïðèåìàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀ABCDEF (l(AB) = l(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(l(AE)) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
l(BD) = l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ EF èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Êàæäîå
èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AE ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì
õîòÿ áû îäíî - íå èçâåñòíî. Äàëåå - êàê â ïðåäûäóùèõ ïðèåìàõ.
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∀ABCDEFG(l(AB) = l(BC) & l(DE) = l(EF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(BE)) & àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(D,F ) → G − òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(DF ) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & l(DG) = l(GF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå øåñòü - óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ BE, AB, DE èçâåñòíû. ×åðåç òî÷êó E íå ïðîâåäåí
ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AC. Ïðèåì ââîäèò îñíîâàíèå G ýòîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà, îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 11.

∀ABCD(l(AB) = l(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
l(BD) = l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòî-
ÿíèå AB ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Â çàäà÷å ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî íåêîòîðîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ïðÿìûõ
AB, AC, BC, íî ëåæàùåé â ïëîñêîñòè ABC. Òðåóãîëüíèê ABC íå ïðÿìî-
óãîëüíûé. Íå âûäåëåíà ñåðåäèíà îòðåçêà BC, è ÷åðåç òî÷êó A íå ïðîâåäåí
ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé BC. Ïðèåì ââîäèò îñíîâàíèå D òàêîãî ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 15.

(k) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà ïðè âåðøèíå ñ
îñíîâàíèåì.
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∀ABCDE(l(AC) = l(BC) & ∠(ACD) = ∠(BCD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
àêòèâ(∠(ACD)) & àêòèâ(∠(BCD)) → E ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è ÷åòâåðòûé -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îáå åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë".
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà E ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå. Ïðèåì ââîäèò ýòó
òî÷êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(l) Êîíòðîëü ðåàëèçóåìîñòè äëèí îòðåçêîâ ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ: ìåäèàíà ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà äîëæíà áûòü åãî âûñîòîé.

∀ABCD(l(AB) = l(BC) & l(AD) = l(CD) & ¬(l(AC) = 0) & ¬(l(AB)2 −
l(AD)2 − l(BD)2 = 0) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé è ÷åòâåðòûé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AD, BD êîíñòàíò-
íûå. Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü
ïðÿìûõ AC è BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ.
(a) Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, îòñåêà-

åò íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ ðàâíûå îòðåçêè.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& E ∈ ïðÿìàÿ(BC) → l(BD) = l(BE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïðÿìàÿ DE íå ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé AC. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(b) Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííûå ïîä ðàâíûìè óãëàìè ê áîêîâûì ñòîðîíàì ðàâíîáåä-
ðåííîãî òðåóãîëüíèêà èç êîíöîâ îñíîâàíèÿ.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
∠(EAC) = ∠(DCA) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → l(AD) = l(CE) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & l(BD) = l(BE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå äâà - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (l(AB) = l(BC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
∠(EAC) = ∠(DCA) & F ∈ ïðÿìàÿ(DC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) →
l(DF ) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíó îòðåçêà, ïàðàë-
ëåëüíîãî îñíîâàíèþ.

∀ABCDEFG(D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(AC) &
G ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(DE) & l(DF ) = l(EF ) &
l(BG) = l(CG) & l(AD) = l(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) →
ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))
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×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðè ïîñëåäíèõ àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò êîíöîâ îñíîâàíèÿ, ëåæèò íà ìåäèàíå ëèáî íà ïðî-
äîëæåíèè ìåäèàíû.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & l(AD) = l(CD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
l(AE) = l(CE) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → E ∈ ïðÿìàÿ(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê îñíîâàíèþ òðåóãîëüíèêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷-
êó íà åãî áîêîâîé ñòîðîíå.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & D ∈ îòðåçîê(BC) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AC)
& ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & 2l(CE)l(BC) = l(AC)l(CD) & àêòèâ(l(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ BD, CD, à òàêæå íåêîòîðûé óãîë DAF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Îñíîâàíèå E ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè D íà ïðÿìóþ AC,
ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò ýòî îñíîâàíèå, îáîçíà÷àÿ åãî íîâîé
ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

6. Èç òî÷êè, ðàâíîóäàëåííîé îò áîêîâûõ ñòîðîí, ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê îñíî-
âàíèþ.
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∀ABCDEFG(l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(DE) = l(DF ) & ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ îòðåçîê(AB) &
F ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → B ∈ ïðÿìàÿ(DG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

7. Ðàâåíñòâî äëèí îòðåçêîâ, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ê òî÷êàì íà ïðîäîëæåíèè îñíîâàíèÿ, ðàâíîóäàëåííûì îò êîíöîâ îñíîâà-
íèÿ.

∀ABCDE(l(AB) = l(AC) & l(BD) = l(CE) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) &
B ∈ îòðåçîê(CD) & C ∈ îòðåçîê(BE) → l(AD) = l(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AD è AE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.

8. Äâà ñìåæíûõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(l(AD) = l(CD) & l(AC) = l(BC) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AB)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,D) → l(AC)3 = |l(AB)2l(AD)− 2l(AD)l(AC)2|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàñ-
ñòîÿíèÿ AC, AB, AD âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 11.

9. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.
(a) Óãëû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABC(l(AB) = l(BC) & l(AB) = l(AC) → ∠(ABC) = π/3 &
∠(BAC) = π/3 & ∠(ACB) = π/3)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Âïèñàííûå äðóã â äðóãà ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè.

∀ABCDEF (l(AB) = l(BC) & l(AB) = l(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(DE) = l(EF ) & l(DE) = l(DF ) →
l(BD) = l(EC) & l(BD) = l(AF ) & l(AD) = l(BE) & l(AD) = l(FC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Óñìîòðåíèå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà â ðàâíîáåäðåííîì.

∀ABC(l(AC) = l(BC) & ∠(CAB) = π/3 → l(AB) = l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABC(l(AC) = l(BC) & ∠(ACB) = π/3 → l(AB) = l(BC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå. Ïðÿìàÿ AB óæå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðè-
åìà, â êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðÿìàÿ AB óæå ðàññìàòðèâàëàñü, íî
çàòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìåëî òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 9.

(d) Òî÷êè, âûäåëåííûå íà ñòîðîíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñèììåò-
ðè÷íûì îáðàçîì.
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∀ABCDEF (l(AB) = l(BC) & l(AB) = l(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AC) & l(BD) = l(EC) &
l(EC) = l(AF ) → l(DE) = l(EF ) & l(EF ) = l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; âòîðîé è äâà ïîñëåäíèõ -
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðÿìûå DE, EF è DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Ïðîâåäåíèå îòðåçêîâ ÷åðåç öåíòð ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFP (öåíòð(P,ôèãóðà(ABC)) & l(AB) = l(AC) & l(AB) = l(BC) →
D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AD) = l(DB) & E − òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BE) = l(EC) & F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AC) &
l(AF ) = l(CF ) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥
ïðÿìàÿ(AE) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &

√
3l(BP ) = l(AB) &√

3l(AP ) = l(AB) &
√

3l(CP ) = l(AB) & 2
√

3l(PF ) = l(AB) &
2
√

3l(PE) = l(AB) & 2
√

3l(PD) = l(AB) & P ∈ îòðåçîê(BF ) &
P ∈ îòðåçîê(AE) & P ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êè
D,E, F , îáîçíà÷àÿ èõ íîâûìè ïåðåìåííûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 2.

(f) Äâà ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà, ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû êîòîðûõ ïà-
ðàëëåëüíû è ðàâíîóäàëåíû.

∀ABCDEFGHPQRSTUK(∠(ABC) = π/3 & ∠(ACB) = π/3 & ∠(DEF ) = π/3
& ∠(EDF ) = π/3 & P ∈ ïðÿìàÿ(DE) & Q ∈ ïðÿìàÿ(AB) &



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 817

ïðÿìàÿ(PQ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & R ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & S ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(RS) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & T ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & U ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(TU) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(D,B, ïðÿìàÿ(AC)) &
îäíàñòîðîíà(E,A, ïðÿìàÿ(BC)) & l(PQ) = l(RS) & l(PQ) = l(TU) →
G− òî÷êà & H − òî÷êà & K − òî÷êà & îêðóæíîñòü(GH) âïèñàíà â
ôèãóðà(DEF ) & îêðóæíîñòü(GK) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
l(PQ) = l(GK)− l(GH))

Àíòåöåäåíòû ñ ïÿòîãî ïî øåñòíàäöàòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè-
÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ñåäüìîì àíòåöåäåíòå. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòå-
öåäåíòà, à òàêæå äâà ïîñëåäíèõ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ "îäíàñòîðîíà" âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðå-
óãîëüíèê DEF . Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå öåíòð G òàêîé îêðóæíî-
ñòè, à òàêæå ñàìó îêðóæíîñòü GH. Îäíîâðåìåííî ââîäèòñÿ îêðóæíîñòü
GK, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC. Çäåñü H,K - íîâûå òî÷êè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

10. Ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
(a) Îñòðûå óãëû.

∀ABC(l(AB) = l(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → ∠(ABC) = π/4 &
∠(ACB) = π/4)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ëèáî õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ABC, ACB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å,
ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà "òðåóãîëüíèê(ABC)". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "êâàä-
ðàò(. . .)", â êîòîðîé óïîìèíàëèñü áû òî÷êè A,B,C. Ïðÿìàÿ BC óæå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Äëèíà ãèïîòåíóçû.
∀ABC(l(AB) = l(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → l(BC) =

√
2l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèå BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(c) Äâà ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îáùèé îñò-
ðûé óãîë.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(ED) & l(AE) = l(ED) &
ðàçíûåòî÷êè(A,E) & C ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
àêòèâ(l(BC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AE) → l(BC) = l(AC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ

1. Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF ) →
l(BC) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ BC è EF óæå âñòðå÷àþòñÿ â
çàäà÷å, íî èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò èõ ðàâåíñòâî. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì.

∀ABCD(∠(CAB) = ∠(BAD) & ∠(CBA) = ∠(DBA) → l(AC) = l(AD) &
l(BC) = l(BD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðó-
äîåìêîñòè. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10, â
ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - 5.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & l(AC) = l(DF ) → l(AB) = l(DE) &
l(BC) = l(EF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèå äâà - óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB è DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ââåäåí
ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

3. Ðàâåíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå.

∀ABCDEF (l(AC) = l(DF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) &
l(AB) = l(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) →
l(BC) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëîâ, îïèðàþùèõñÿ íà îòðåçêè, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðà-
âåíñòâà äëèí ýòèõ îòðåçêîâ.

∀ABCDEF (l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF ) → àêòèâ(∠(BAC)) &
àêòèâ(∠(EDF )))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâî-
äà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ åãî ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè ðàâåíñòâà
l(BC)− l(EF ) = 0. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî". Ñîîòâåòñòâåí-
íûå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ íå ñîâïàäàþò. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", à
âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì". Îíà íå èìååò óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà" è èíè-
öèèðóåòñÿ óñìîòðåíèåì ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé â ïîñûëêàõ. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
çàáëàãîâðåìåííî áûë ââåäåí êîììåíòàðèé ê ïîñûëêàì (ñìóãîë . . .), àêòèâèðó-
þùèé ðàññìîòðåíèå óãëîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 6.
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5. Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ïî òðåì ñòîðîíàì.

∀ABCDE(l(AB) = l(AD) & l(AC) = l(AE) & l(BC) = l(DE) →
∠(CAB) = ∠(DAE))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèå äëÿ óãëà CAB ìååò òèï "âîçìñâÿç". Íàïîìíèì, ÷òî ïàêåòíûé îïå-
ðàòîð "âîçìñâÿç" îöåíèâàåò ïåðñïåêòèâíîñòü ïîïûòîê óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ÷èñ-
ëîâîãî àòîìà ñ óæå ðàññìàòðèâàþùèìèñÿ â çàäà÷å ÷èñëîâûìè àòîìàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

6. Ðàâåíñòâî ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî îñíîâàíèþ è óãëó ïðè âåðøèíå.

∀ABCDEF (l(AB) = l(BC) & l(DE) = l(EF ) & l(AC) = l(DF ) &
∠(ABC) = ∠(DEF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
l(BC) = l(EF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòåëåì "óñì".
×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé
ëèáî ðàâíîñòîðîííèé, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

7. Äâå ñòîðîíû è ïðîòèâîëåæàùèé îäíîé èç ñòîðîí óãîë â ïåðâîì òðåóãîëüíèêå
ðàâíû äâóì ñòîðîíàì è ñîîòâåòñòâóþùåìó óãëó âî âòîðîì.

∀ABCDEFk(∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AC) = l(DF ) & l(BC) = l(EF ) &
∠(ABC) + ∠(DEF )− π = 0 & k = ∠(BAC) → l(AB) + l(DE) = 2l(AC) cos k)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ðàññòîÿíèå AC è óãîë BAC èçâåñòíû. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB è DE
èìåþò òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.
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8. Äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ ðàâíûìè êàòåòàìè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AB) = l(DE) & l(BC) = l(EF ) &
àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(DEF )) → ∠(ACB) = ∠(DFE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

9. Òðåóãîëüíèêè ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
l(AC) = l(DE) & l(AB) = l(EF ) & 0 ≤ π/2−∠(BAC) & 0 ≤ π/2−∠(DEF ) →
l(BC) = l(DF ) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðÿìûå BC è DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Â ñëó÷àå ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåì
ðàâåí 10.

Ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöòðåóã"

Ñèíòåçàòîð ïåðå÷èñëÿåò òðåóãîëüíèêè, äëèíû ñòîðîí êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíû çà-
äàííûì âûðàæåíèÿì. Îí èñïîëüçóåòñÿ â îäíîì èç ïðèåìîâ, ñâÿçàííîì ñ ïëîùàäÿìè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèíòåçàòîð ìîæåò ââîäèòü â êà÷åñòâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà
íîâóþ òî÷êó. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå "ïðîïîðöòðåóã(A B k C)"îçíà÷àåò, ÷òî
A - òðîéêà ÷èñåë (a, b, c), B - òðîéêà òî÷åê (P,Q,R), k - ÷èñëî, ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ
PQ, QR, PR ðàâíû ka, kb, kc, à C - êîíúþíêöèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ íîâóþ òî÷êó. Ñèíòåçàòîð èìååò ïîêà åäèíñòâåííûé ïðèåì:
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∀abcmnxABCD(Ïðîïîðöðàññò(a, x,m, n) & x = l(AB) & ¬(n = 0) & B ∈ îòðåçîê(CD)
& àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AD)) & pl(BC) = ql(BD) & npl(AC) − bm(p + q) =
0 & qnl(AD)− cm(p+ q) = 0 → ïðîïîðöòðåóã((a, b, c), (A,B,E),m/n,E − òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & l(BE) = bm/n & l(AE) = cm/n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "Ïðîïîðöðàññò", ïåðå-
÷èñëÿþùèì â êà÷åñòâå x âûðàæåíèÿ l(AB), ïðîïîðöèîíàëüíûå a. Ïåðåìåííûì m,n
ïðèñâàèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè a è x ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîé, âîñüìîé è äåâÿòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×åòâåðòûé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Íàêîíåö, ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïðî-
ïîðöèîíàëüíû". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E.

3.26 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïàðàëëåëîãðàììàìè

Óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëîãðàìì(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B,C,D îáðàçó-
þò âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè èõ ïðîõîäèòü â óêàçàííîì ïîðÿäêå. ×òîáû ïðè
èäåíòèôèêàöèè ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê îïåðàíäîâ è èç-
ìåíåíèÿ èõ ïîðÿäêà íà îáðàòíûé, â ïðèåìàõ èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "öèêëóïîðÿäî-
÷åíèå" è "ïîäîáíû". Åñëè äîñòàòî÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü âåðøèíû â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå, òî ýòè óêàçàòåëè îòñóòñòâóþò. Êàê è â ñëó÷àå òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ çàäàíèÿ
ìíîæåñòâà òî÷åê ïàðàëëåëîãðàììà èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå "ôèãóðà(íàáîð(A B C
D))".

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèÿ

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "öèêëóïîðÿäî÷åíèå(ïàðàëëåëîãðàìì)". Ïðèåì âûïîëíÿåò
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà, ïîêà íå ïîëó÷èò ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè íàèìåíüøèé íàáîð îïåðàíäîâ. Åñëè óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëîãðàìì(. . .)"
íàõîäèòñÿ â ïîñûëêàõ, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å - ðàâåí 3.

Ïàðàëëåëüíîñòü ñòîðîí

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Äëèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → l(AB) = l(CD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, CD óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óêàçàòåëü "âòîðîéîïåðàíä(ôèêñ(1))" ðàçðåøàåò ïîïûòêó
èäåíòèôèêàöèè ñ îäíîêðàòíîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 10. Â íåé
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, CD èìåëî òèï "âîçìàêòèâ".

Óãëû ïàðàëëåëîãðàììà

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → ∠(BAD) = ∠(BCD) & ∠(ABC) = ∠(ADC) &
∠(BAD) + ∠(ABC) = π)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óãîë BAD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà-
÷å. Óêàçàòåëü "öèêëóïîðÿäî÷åíèå(ôèêñ(1))" ðàçðåøàåò ïðîèçâîëüíûå öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
l(BE) = l(ED) & l(AE) = l(EC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) →
l(BE) = l(ED)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿ-
íèÿ BE, DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ íå èçâåñòíî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) → E − òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé E, êîòîðàÿ
äî ýòîãî íå ðàññìàòðèâàëàñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(A,K) = a & êîîðä(B,K) = b & êîîðä(C,K) = c→ E − òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(BE) = l(DE) & l(AE) = l(CE))

Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïåðâûõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c èìåþò çàãîëîâîê "íàáîð", ïðè÷åì a è c èçâåñòíû.
Óðàâíåíèå ïðÿìîé AB â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
òî÷êó E, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BF )) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Òî÷êà F íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êàìè A,D. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíàìè ñòîðîí è äëèíàìè âûñîò ïàðàëëåëîãðàììà

∀ABCDEFGH(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) & àêòèâ(l(GH)) & àêòèâ(l(EF )) →
l(GH)l(AB) = l(EF )l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
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Ñóììà êâàäðàòîâ äëèí äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) →
l(AC)2 + l(BD)2 = 2l(AB)2 + 2l(BC)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(AC))
& àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AB)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) →
l(AC)2 + l(BD)2 = 2l(AB)2 + 2l(BC)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Êàæäîå
èç ðàññòîÿíèé AC, BD, AB, BC ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï "Íåèçâ", ïðè÷åì õîòÿ
áû îäíî - íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëîãðàììà ïî ïàðå ðàâíûõ îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & l(AB) = l(CD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) → ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
l(AD) = l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Åñëè óæå èìååòñÿ ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ôèãóðà ABCD ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàäðàò, ïðÿìîóãîëüíèê, ïàðàëëåëîãðàìì ëèáî ðîìá, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 826

Óãîë ìåæäó âûñîòàìè ïàðàëëåëîãðàììà, ïðîâåäåííûìè èç îäíîé âåðøè-
íû, ðàâåí óãëó ïðè ñìåæíîé âåðøèíå

∀ABCDEF (ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(EBF )) →
∠(EBF ) = ∠(BAD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêèå ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà â ïàðàëëåëîãðàììå, äëèíû äèàãîíàëåé êîòî-
ðîãî ðàâíû

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & l(BD) = l(AC)
& ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå äâà - óêàçàòåëåì "óñì".
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê åñòü ïàðàëëåëîãðàìì

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) ↔ ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé - óãëà ïðè âåðøèíå ïàðàëëåëîãðàììà

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AD) & àêòèâ(l(AE)) &
àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(AB)) → ∠(BAD) = a & ∠(ADC) = π − a & a− ÷èñëî)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêèå ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AB, AE è DE èçâåñòíû. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ÷èñëåííóþ ïåðåìåííóþ a,
êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 8.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè
ïåðåñå÷åíèè åãî äèàãîíàëåé

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & îêðóæíîñòü(MN)âïèñàíà â ôèãóðà(BEC) →
4S(ôèãóðà(BEC)) = S(ôèãóðà(ABCD)))

Ïåðâûé, âòîðîé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì
äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîòèâ òóïîãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà ëåæèò áîëüøàÿ äèàãîíàëü

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & π/2 < ∠(ABC) → l(BD) < l(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïå-
ðåñòàíîâêà âåðøèí. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé BD, AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ∠(BAF ) = ∠(DAF ) & ∠(ABG) = ∠(CBG) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BG) & E ∈ ïðÿìàÿ(AF ) → ∠(BEA) = π/2)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî".
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïàðàëëåëîãðàììîâ ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè
ñòîðîíàìè

∀ABCDPQRS(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(PQ) &
ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(RS) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(QR) & ïðÿìàÿ(QR) ‖ ïðÿìàÿ(PS) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(PQRS))) →
S(ôèãóðà(ABCD))l(PQ)l(QR) = S(ôèãóðà(PQRS))l(AB)l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè. Ïðè ýòîì ðàçðåøàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè è èçìåíåíèå ïîðÿäêà
âåðøèí íà îáðàòíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññìàò-
ðèâàåìûå ïëîùàäè âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèí ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè óæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ äëèíû äèàãîíàëåé

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) → àêòèâ(l(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ðàçðåøàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà îáðàòíûé. Äâà ïîñëåäíèõ àí-
òåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ïàðàëëåëüíûå è ðàâíûå îòðåçêè ìåæäó ñìåæíûìè ñòîðîíàìè

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ îòðåçîê(AD) & H ∈ îòðåçîê(CD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(GH) & l(EF ) = l(GH) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → l(AE) = l(CH) & l(BE) = l(DH) & l(AG) = l(CF ) &
l(DG) = l(BF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êè E,F,G,H íå ñîâïàäàþò
ñ âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ââîä òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè ñî ñðåäíåé ëèíèåé

∀ABCDEFG(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BE) = l(CE) &
F ∈ îòðåçîê(AD) & l(AF ) = l(DF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) →
G−òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & l(AG) = l(CG) & l(EG) = l(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è EF â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Ïðèåì ââîäèò åå â ðàññìîòðåíèå, îáîçíà÷àÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå îñòðîãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà èç ñðàâíåíèÿ äëèí äèàãîíàëåé
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∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & 0 < l(AC)− l(BD) → ∠(BAD) < π/2)

Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåð-
øèí. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AC
è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.27 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ðîìáàìè

Óòâåðæäåíèå "ðîìá(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B,C,D îáðàçóþò âåðøèíû
ðîìáà, åñëè èõ ïðîõîäèòü â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèÿ

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "öèêëóïîðÿäî÷åíèå(ðîìá)". Ïðèåì âûïîëíÿåò öèêëè÷å-
ñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ðîìáà, ïîêà íå ïîëó÷èò ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèé
íàáîð îïåðàíäîâ. Åñëè óòâåðæäåíèå "ðîìá(. . .)" íàõîäèòñÿ â ïîñûëêàõ, òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0, èíà÷å - ðàâåí 3.

Ïàðàëëåëüíîñòü ñòîðîí

∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëèíû ñòîðîí

∀ABCD(ðîìá(ABCD) → l(AB) = l(BC))

Ïðè èäåíòèôèêàöèè àíòåöåäåíòà äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äèàãîíàëè ðîìáà

1. Äèàãîíàëè ðîìáà ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïðÿìûå AC è BD óæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé.

∀ABCDE(ðîìá(ABCD) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD))

Ïðÿìûå AC è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâà-
åòñÿ òàêæå îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ðîìá, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, òàê êàê ýòîò
ñëó÷àé ó÷èòûâàåòñÿ äðóãèìè ïðèåìàìè. Òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîêà
íå ââåäåíà, è ïðèåì ââîäèò åå, îáîçíà÷àÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(ðîìá(ABCD) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(BE)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò òèï "íåèçâ". Â çàäà÷å
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ AC è íå ðàññìàòðèâàåòñÿ âïèñàííàÿ â ðîìá îêðóæ-
íîñòü. Íå ââåäåíà òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïðèåì ââîäèò äàííóþ òî÷-
êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà
òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 11. Îíà îòëè÷àåòñÿ ëèøü òåì,
÷òî ïðÿìàÿ AC ìîæåò áûòü åùå íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå.

3. Äèàãîíàëè äåëÿòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì.
∀ABCDE(ðîìá(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
l(AE) = l(EC) & l(AC) = 2l(EC) & l(BE) = l(ED) & l(BD) = 2l(ED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Öåíòð âïèñàííîé â ðîìá îêðóæíîñòè ïðèíàäëåæèò êàæäîé äèàãîíàëè.

∀ABCDEF (ðîìá(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) →
E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD))
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Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðÿìûå AC è BD óæå ââåäåíû
â ðàññìîòðåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ äàííîãî
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äèàãîíàëè óæå
ðàññìàòðèâàëèñü, îäíàêî òðåáóåòñÿ, ÷òîá âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìåëî òèï
"íåèçâ".

5. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âòîðîé äèàãîíàëè.

∀ABCDE(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)
& E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD) & l(BE) = l(DE) &
l(AE) = l(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè-
÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Â
çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ðîìá ëèáî îïèñàííàÿ îêîëî
ðîìáà, ïðè÷åì äèàãîíàëü AC ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàñ-
ñìîòðåíèå ýòó äèàãîíàëü, à òàêæå ââîäèò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé E,
îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà òàêæå
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6. Â íåé íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå
îêðóæíîñòåé, îäíàêî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óæå ââåäåíà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç òî÷êó A ëèáî òî÷êó C è ïàðàëëåëüíàÿ äèàãîíàëè BD.

6. Äèàãîíàëü ðîìáà ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé åãî óãëà.

∀ABCD(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(∠(CAD)) → ∠(BAD) = 2∠(CAD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèê-
ëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà îáðàòíûé. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïëîùàäü ðîìáà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCD(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(∠(CAD)) → áèññåêòðèñà(BADC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ÷åðåç òî÷êó B ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ïðÿìîé
AC, ïðè÷åì ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
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Óãëû ðîìáà

∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ∠(BAD) = ∠(BCD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà âåðøèí. Óãëû BAD, BCD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ∠(ABC) + ∠(BAD) = π)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ óãëû ABC è BAD. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà. Â ïåðâîé ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü óãîë ABC, êîòîðûé èìååò òèï "íåèçâ". Óãîë
BAD ìîæåò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ, íî äîëæåí èìåòü òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 4. Âòîðàÿ âåðñèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé òåì, ÷òî ñíèìàþòñÿ
âñå îãðàíè÷åíèÿ íà óãîë BAD. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCD(ðîìá(ABCD) → ∠(ADC) + ∠(BAD) = π)

Óãîë ADC èçâåñòåí, à óãîë BAD - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

Ââîä òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè ñî ñðåäíåé ëèíèåé

∀ABCDEFG(ðîìá(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BE) = l(CE) & F ∈ îòðåçîê(AD)
& l(AF ) = l(DF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → G− òî÷êà &
G ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & l(AG) = l(CG) & l(EG) = l(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà G
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè ñî ñðåäíåé ëèíèåé ïîêà íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó,
îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå ðîìáà

1. Ðàâåíñòâî ñòîðîí.
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∀ABCD(l(AB) = l(BC) & l(BC) = l(CD) & l(AD) = l(AB) & ðàçíûåòî÷êè(B,D)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ðîìá(ABCD))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò òèï "íåèçâ". Åñëè óñìàò-
ðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñòîðîí ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà "êâàäðàò(ABCD)",
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà. ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Â íåé íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè-
÷åíèé íà óãîë BAD.

2. Ñåðåäèíû ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, èìåþùåãî ðàâíûå äèàãîíàëè.

∀ABCDEFGH(E ∈ îòðåçîê(AB) & l(AE) = l(BE) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
l(BF ) = l(CF ) & G ∈ îòðåçîê(CD) & l(CG) = l(DG) & H ∈ îòðåçîê(AD)
& l(AH) = l(DH) & l(AC) = l(BD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AD)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) &
C ∈ ïëîñêîñòü(ABD) → ðîìá(EFGH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñ äåñÿòîãî ïî
÷åòûðíàäöàòûé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ëèáî ïðÿìàÿ EF , ëèáî ïðÿìàÿ FH óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Åñëè ABCD - êâàäðàò, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3.28 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëüíèêàìè

Óòâåðæäåíèå "ïðÿìîóãîëüíèê(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B,C,D îáðàçóþò
âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà.

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèÿ

Äåéñòâèÿ òå æå, ÷òî â ñëó÷àå ðîìáà.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 835

Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà

∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → l(AB) = l(CD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ îäíîêðàòíàÿ öèêëè-
÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óãëû ïðÿìîóãîëüíèêà

∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → ∠(DAB) = π/2)

Ñîçäàíû äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà âûâîäà, îäèí èç êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò â çàäà÷àõ
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, à äðóãîé - â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùèõ öåëü "êëàññ". Òàêèå çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ãäå
ìíîæåñòâî òî÷åê ñíà÷àëà âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "êëàññ" ÷åðåç êîîðäè-
íàòû, à çàòåì - ýòîò îïèñàòåëü èñêëþ÷àåòñÿ çà ñ÷åò âîçâðàùåíèÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèì
òåðìèíàì. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè-
÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

Ïðÿìîóãîëüíèê, âïèñàííûé â ïðÿìîóãîëüíèê

∀ABCDEFGH(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìîóãîëüíèê(EFGH) & E ∈ îòðåçîê(BC)
& F ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AD) & H ∈ îòðåçîê(AB) → l(BE) = l(DG)
& l(BH) = l(DF ) & l(EC) = l(AG) & l(AH) = l(CF ) & l(BE)l(HG) = l(AH)l(HE)
& l(BH)l(HG) = l(AG)l(HE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèê-
ëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí âî âòîðîì èç íèõ. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà

∀ABCDE(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(BE) =
l(ED) & l(EC) = l(AE) & l(BE) = l(EC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → E−
òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD) & l(AE) = l(CE) & l(BE) =
l(DE) & l(BE) = l(CE))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé E ïîêà íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò åå, îáîçíà÷àÿ íîâîé ïåðåìåííîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) → ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âûðàæå-
íèÿ S(ôèãóðà(ABCD)), ïðè÷åì âåðøèíû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷å-
ñêèõ ïåðåñòàíîâîê. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà,
óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ABCD - êâàäðàò ëèáî ïðÿìîóãîëüíèê. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâ-
íû 4 è 6.

Âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè

∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → D ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ".
Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D ïëîñêîñòè
ABC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì

∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) ↔ ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ∠(ABC) = π/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Ââîä òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè ñî ñðåäíåé ëèíèåé

∀ABCDEFG(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BE) = l(CE) &
F ∈ îòðåçîê(AD) & l(AF ) = l(DF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) →
G−òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & l(AG) = l(CG) & l(EG) = l(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà G
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè AC ñî ñðåäíåé ëèíèåé EF ïîêà íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò åå,
îáîçíà÷àÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.29 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êâàäðàòàìè

Óòâåðæäåíèå "êâàäðàò(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B,C,D îáðàçóþò âåðøèíû
êâàäðàòà.

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèÿ

Àíàëîãè÷íî ðîìáó è ïðÿìîóãîëüíèêó.

Öåíòð êâàäðàòà

∀ABCDE(öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE)) & êâàäðàò(BCDE) → l(BC) =
√

2l(AB) &
l(AB) = l(AC) & ∠(CBA) = π/4 & ∠(BCA) = π/4)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì â êàæäîì èç íèõ äîïóñêàþò-
ñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Êàæäàÿ èç òî÷åê B,C èìååò õîòÿ áû îäíî
âõîæäåíèå â ïîñûëêó ëèáî â óñëîâèå, ÿâëÿþùååñÿ îïåðàíäîì ñèìâîëà, îòëè÷íîãî îò
ñèìâîëîâ "òî÷êà", "êâàäðàò", "íàáîð", "ðàçíûåñòîðîíû", "îäíàñòîðîíà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE)) & êâàäðàò(BCDE) →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.
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∀ABCDE(êâàäðàò(BCDE) & A ∈ ïðÿìàÿ(BD) & A ∈ ïðÿìàÿ(CE) →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Äâà äðóãèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óñëîâèå
íà òî÷êè B,C - òàêîå æå, êàê â ïðåäûäóùèõ ïðèåìàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
∀ABCDE(êâàäðàò(BCDE) & A ∈ ïðÿìàÿ(EC) & A ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
l(BC) =

√
2l(AB) & l(AB) = l(AC)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óñëîâèå íà òî÷-
êè B,C ñîõðàíÿåòñÿ. Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ êîîðäèíàòû ïðÿìûõ, òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, èíà÷å - îí ðàâåí 4.
∀ABCDE(êâàäðàò(BCDE) & öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) →
A ∈ îòðåçîê(BD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì â ïåðâîì èç íèõ
äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ DX, ãäå X íå ñîâïàäàåò ñ âåðøè-
íàìè C,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñòîðîíû êâàäðàòà

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → l(AB) = l(BC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðå-
ñòàíîâêè âåðøèí. Ïðÿìûå AB, BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) → l(AB) = l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Äâà äðó-
ãèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óãëû êâàäðàòà

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → ∠(ABC) = π/2)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðå-
ñòàíîâêè âåðøèí. Êàæäàÿ èç òî÷åê A,C èìååò õîòÿ áû îäíî âõîæäåíèå â äðóãóþ
ïîñûëêó, ÿâëÿþùååñÿ îïåðàíäîì ñèìâîëà, îòëè÷íîãî îò ñèìâîëîâ "òî÷êà", "íàáîð",
"ðàçíûåñòîðîíû", "îäíàñòîðîíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Òî÷êè, âûäåëåííûå íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(DC) & H ∈ ïðÿìàÿ(AD) & l(AE) = l(BF ) & l(BF ) = l(CG) &
l(DH) = l(AE) & l(BE) = l(CF ) & l(CF ) = l(DG) & l(DG) = l(AH) →
êâàäðàò(HEFG))

Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ â ïîñûëêå ïîäâûðàæåíèÿ
"ôèãóðà(HEFG)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äî-
ïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòü ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2, 4 è 6.

Êâàäðàò, âïèñàííûé â êâàäðàò

∀ABCDEFGH(êâàäðàò(ABCD) & êâàäðàò(EFGH) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB) → l(BE) = l(CF ) &
l(AH) = l(CF ) & l(DG) = l(CF ) & l(CE) = l(FD) & l(BH) = l(FD) &
l(AG) = l(FD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âî âòîðîì èç íèõ
äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå êâàäðàòà

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) ↔ ∠(ABC) = π/2 & l(AB) = l(BC) & l(AB) = l(AD) &
l(AB) = l(CD) & ¬(B = D) & ¬(A = B))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé ïîñûëêó "ïëàíòèìåòðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & l(AB) = l(BC)
& l(BC) = l(CD) & B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(CD)) → ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(l(BC) = l(CD) & l(CD) = l(AD) & l(AD) = l(AB) & l(BE) = l(ED) &
l(EC) = l(EA) & l(ED) = l(EA) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(EA)) & àêòèâ(l(EB)) & àêòèâ(l(EC)) &
àêòèâ(l(ED)) → êâàäðàò(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åò-
âåðòûé, à òàêæå øåñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñåäüìîé è âîñü-
ìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ïîêà íå óñìîòðåíî, ÷òî ABCD - êâàäðàò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïåðåñå÷åíèå îêðóæíîñòè è êâàäðàòà, èìåþùèõ îáùèé öåíòð

∀ABCDEFGHI(êâàäðàò(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(EK) & G ∈ îêðóæíîñòü(EK) & H ∈ îêðóæíîñòü(EK) &
I ∈ îêðóæíîñòü(EK) & F ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ îòðåçîê(CF ) & H ∈ îòðåçîê(AB)
& I ∈ îòðåçîê(AH) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) & ðàçíûåòî÷êè(H, I) →
∠(HEF ) = 2∠(BEF ) & ∠(BEF ) = ∠(BEH) & ∠(BEF ) ≤ π/4)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë HEF óæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Ââîä â ðàññìîòðåíèå öåíòðà êâàäðàòà

∀ABCDF (êâàäðàò(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) →
F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è BD ïîêà íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå.
Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

∀ABCDEF (êâàäðàò(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) →
F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(BD) & F ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðÿìàÿ BD ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, íî çàòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå
DE. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êó F , îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Äèàãîíàëè êâàäðàòà

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) & àêòèâ(∠(ABD)) → ∠(ABD) = π/4)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà îáðàòíûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → ∠(CBD) = π/4)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ïðÿìàÿ BC
óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.
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∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) →
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Äèàãîíàëü êâàäðàòà, âïèñàííîãî â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

∀ABCDEF (êâàäðàò(BDEF ) & D ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → áèññåêòðèñà(ABCE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êâàäðàòà äî åãî ñòîðîíû

∀ABCDE(öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE)) & êâàäðàò(BCDE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AF )) → 2l(AF ) = l(BC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèê-
ëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåäåíèå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî öåíòð êâàäðàòà ñ ñåðåäèíîé åãî ñòî-
ðîíû
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∀ABCDEF (êâàäðàò(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ îòðåçîê(AB) & l(BF ) = l(AF ) → ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
∠(AEF ) = π/4 & ∠(BEF ) = π/4)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìàÿ
EF ïîêà íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (êâàäðàò(ABCD) & l(AF ) = l(BF ) & F ∈ îòðåçîê(AB) → E − òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AE) = l(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", òðåòèé - óêàçàòåëåì "óñì". Ñåðåäèíà E îòðåçêà AC ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå ýòó ñåðåäèíó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ââîä òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè ñî ñðåäíåé ëèíèåé

∀ABCDEFG(êâàäðàò(ABCD) &E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BE) = l(CE) & F ∈ îòðåçîê(AD)
& l(AF ) = l(DF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → G− òî÷êà &
G ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & l(AG) = l(CG) & l(EG) = l(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà G
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è EF ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò åå â ðàññìîò-
ðåíèå, îáîçíà÷àÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.30 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òðàïåöèÿìè

Óòâåðæäåíèå "òðàïåöèÿ(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A,B,C,D îáðàçóþò âåð-
øèíû òðàïåöèè, åñëè èõ ïðîõîäèòü â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A -
êîíåö íèæíåãî îñíîâàíèÿ, B - êîíåö âåðõíåãî. Òàêèì îáðàçîì, äîïóñêàþòñÿ ëèøü
äâà âàðèàíòà ïðîõîæäåíèÿ âåðøèí - ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî êîíöà
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íèæíåãî îñíîâàíèÿ, ëèáî ïðîòèâ, íà÷èíàÿ ñ ïðàâîãî êîíöà. Îáà óãëà ïðè îñíîâàíèè
äîëæíû áûòü íå áîëåå ÷åì π/2. Åñëè èìååòñÿ â âèäó òðàïåöèÿ îáùåãî âèäà, äëÿ êî-
òîðîé îãðàíè÷åíèå íà óãëû ïðè îñíîâàíèè îòñóòñòâóåò, òî èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå
"Òðàïåöèÿ(A B C D)". Öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ïðè èäåíòèôèêàöèè òðà-
ïåöèé èñïîëüçóþòñÿ ðåäêî. ×àùå âîçíèêàåò óêàçàòåëü "êîíòðñåðèÿ", ðàçðåøàþùèé
èçìåíÿòü ïîðÿäîê âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Îáû÷íî â çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàëèñü òðàïåöèè ïåðâîãî òèïà (íå êîñîóãîëüíûå).
Ïîýòîìó áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ îòíîñèòñÿ ê íèì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ñîçäàòü
àíàëîãè÷íûå ïðèåìû äëÿ òðàïåöèé îáùåãî âèäà. Îäíàêî, òàêàÿ öåëü íå ïðåñëåäî-
âàëàñü, è äàëåå ïåðå÷èñëÿþòñÿ ëèøü ïðèåìû, ïîíàäîáèâøèåñÿ äëÿ ïðîðàáîòêè êîí-
êðåòíîãî îáó÷àþùåãî ìàòåðèàëà.

Ðåãèñòðàöèÿ ñòîðîí òðàïåöèè

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(Òðàïåöèÿ(ABCD) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ðàçðåøàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðå-
ñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïàðàëëåëüíîñòü îñíîâàíèé

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

∀ABCD(Òðàïåöèÿ(ABCD) → ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàñïîëîæåíèå âåðøèí äëÿ îáîáùåííîé òðàïåöèè

∀ABCD(Òðàïåöèÿ(ABCD) → îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íåðàâåíñòâî äëÿ äëèí âåðõíåãî è íèæíåãî îñíîâàíèé òðàïåöèè

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → 0 < l(AD)− l(BC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ëèáî ýòà çàäà÷à
èìååò öåëü "êîíòðîëü", ëèáî îíà èìååò óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ìîäóëü. Ðàññòîÿíèÿ
AD è BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDab(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(BC) = a & l(AD) = b→ a < b)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b ñóòü ïåðåìåííûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: òðàïåöèÿ âûðîäèëàñü â îòðåçîê

∀ABCD(Òðàïåöèÿ(ABCD) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòà-
íîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(BE) = l(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& l(CF ) = l(FD) → ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & 2l(EF ) = l(BC) + l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé è ïÿòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðÿìàÿ
EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
l(BE) = l(AE) & l(CF ) = l(DF ) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(EF ))
& îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
2l(EF ) = l(BC) + l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà èç
ðàññòîÿíèé BC, AD, EF èçâåñòíû, à òðåòüå - íå èçâåñòíî, íî ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Óãëû òðàïåöèè

1. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè òðàïåöèè, ïðèìûêàþùèìè ê áîêîâîé ñòîðîíå.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(∠(BCD)) → ∠(BCD) + ∠(ADC) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BCD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óãîë BCD
áûë èçâåñòåí, à óãîë ADC - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.
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∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(∠(ADC)) → ∠(BCD) + ∠(ADC) = π)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óãîë ADC
èçâåñòåí, à óãîë BCD - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(∠(BCD)) & àêòèâ(∠(ADC)) →
∠(BCD) + ∠(ADC) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíå-
íèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Äâà äðóãèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ BCD, ADC èìååò òèï "íåèçâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ,
÷òîáû îäèí èç óãëîâ BCD, ADC áûë èçâåñòåí, à äðóãîé - íåò. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðåæíèé.
∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(∠(BCD)) → 0 ≤ ∠(BDC)− π/2)

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(∠(ADC)) → 0 ≤ π/2− ∠(BDC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùèõ ïðèåìàõ. Ñóùå-
ñòâóåò ïîñûëêà, â êîòîðîé óãîë ADC ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ìàêñèìóìà ëèáî ìè-
íèìóìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ïðîäîëæåíèå áèññåêòðèñû óãëà ïðè îñíîâàíèè äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãèì îñíî-
âàíèåì.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(BAE) = ∠(DAE) &
E ∈ îòðåçîê(CD) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
F − òî÷êà & C ∈ îòðåçîê(BF ) & E ∈ îòðåçîê(AF ) & l(AB) = l(BF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
- óêàçàòåëåì "óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ AB è AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Òî÷êà E
íå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà CD. Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AE è BC
ïîêà íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé
ïåðåìåííîé.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñîåäèíåíèè êîíöîâ áîêîâîé ñòî-
ðîíû ñ òî÷êîé âíóòðè òðàïåöèè.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 847

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ôèãóðà(ABCD) & àêòèâ(∠(ABE)) &
àêòèâ(∠(BAE)) → ∠(CBE) + ∠(ABE) + ∠(BAE) + ∠(DAE) = π)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû ABE è BAE èçâåñòíû. Ðàññòîÿíèÿ BE è AE
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç ñðàâíåíèÿ óãëîâ òðàïåöèè.

∀ABCDabc(∠(BAD) = a & ∠(ABD) = b & ∠(ADC) = c & òðàïåöèÿ(ABCD) &
0 ≤ π − a− b− c→ ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåð-
âûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ
a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ íåãî ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ îòðåçêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåñå÷å-
íèè áèññåêòðèñû óãëà ïðè îñíîâàíèè ñ áîêîâîé ñòîðîíîé.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(BAE)) & àêòèâ(∠(DAE)) & ∠(BAE) = ∠(DAE) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îòðåçîê(CD) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D,
ïðÿìàÿ(AE)) & al(AB) = bl(AE) → 2b cos(∠(BAE))l(DE) = al(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, øåñòîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå DE óæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Äèàãîíàëè òðàïåöèè

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.
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∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) →
E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíû âåðõíåãî è íèæíåãî îñíîâàíèé óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîêà íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò åå,
îáîçíà÷àÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå äèàãîíàëè òðàïåöèè ðàçáèâàþòñÿ
â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.
∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
0 < l(ED)− l(BE) & 0 < l(AE)− l(EC) & l(BE)l(AD) = l(BC)l(ED) &
l(EC)l(AD) = l(AE)l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé BC, AD ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï
"íåèçâ". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðâîé è âòîðîé
äèàãîíàëåé, îòëè÷íûìè îò âåðøèí òðàïåöèè. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé
ïðèåìà ñ àëüòåðíàòèâíûìè óñëîâèÿìè ñðàáàòûâàíèÿ:
(a) Â ïîñûëêàõ çàäà÷è èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàññòî-

ÿíèé BC, AD ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 3.

(b) Óãîë AED è ðàññòîÿíèÿ AC, BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(c) Ðàññòîÿíèÿ AC è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Õîòÿ áû îäíî èç
ðàññòîÿíèé BE è ED, à òàêæå õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AE è EC óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
al(BC) = bl(AD) → al(BE) = bl(DE) & al(CE) = bl(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòî-
ðîì, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Â çàäà÷å ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó E, íî íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû
òðàïåöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD)
& al(BC) = bl(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → al(BE) = bl(DE) & al(CE) = bl(AE))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è âòîðîé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòî-
ðîì, ïÿòûé è øåñòîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êîýôôèöèåíòû a, b íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
E, íî íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû. Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü áî-
êîâûõ ñòîðîí, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

3. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äèàãîíàëåé òðàïåöèè.
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∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AE) = l(CE) &
F ∈ îòðåçîê(BD) & l(BF ) = l(DF ) → ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
2l(EF ) = l(AD)− l(BC) & òðàïåöèÿ(AEFD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

4. Òðàïåöèÿ ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè.

∀ABCDF (òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & l(AB) = l(CD) & l(BF ) = a & l(BC) = b &
l(AD) = c & l(BD) = d & ¬(d2 − a(b+ c) = 0) → ëîæü
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ ïÿòîãî ïî äåâÿòûé èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè. Ïðè ýòîì ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Âû-
ðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî òðåòèé
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDF (òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → l(AC)2 = (l(BC) + l(AD))2 − l(BD)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

5. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè ëåæèò íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ýòèõ
äèàãîíàëåé.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
E ∈ îòðåçîê(AC))
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∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
E ∈ îòðåçîê(BD))

∀ABCDE(Òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
E ∈ îòðåçîê(AC))

∀ABCDE(Òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
E ∈ îòðåçîê(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèÿ äèàãîíàëè òðàïåöèè ñ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
áîêîâîé ñòîðîíå è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèæíèé êîíåö äðóãîé áîêîâîé ñòîðîíû.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) →
C ∈ îòðåçîê(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Ðàâåíñòâî ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& àêòèâ(S(ôèãóðà(CED))) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
S(ôèãóðà(ABE)) = S(ôèãóðà(CED)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Â ñëó÷àå ïàðàëëåëîãðàììà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

8. Åñëè äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû ðàâíà äëèíå îñíîâàíèÿ, òî äèàãîíàëü òðàïåöèè
ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ïðè ïðîòèâîïîëîæíîì îñíîâàíèè.
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∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(BC) → áèññåêòðèñà(BADC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé. Èç íåêîòîðîé òî÷êè äèàãîíàëè ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ
ïðÿìûìè AB è AD íå ïî âåðøèíàì òðàïåöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

9. Òðàïåöèÿ, ó êîòîðîé äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû ðàâíà äëèíå äèàãîíàëè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & l(AC) = l(AD) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) →
l(BC)2 + l(BD)2 = 2l(AB)2 + 2l(AC)2)

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ
BC, BD, AB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà òðàïåöèé, èìåþùèõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàãî-
íàëè, ïî ðàâåíñòâó âûñîò è îñíîâàíèé.

∀ABCDEFPQRSMN(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(QR) ‖ ïðÿìàÿ(PS) & ïðÿìàÿ(QS) ⊥ ïðÿìàÿ(PR) & M ∈ ïðÿìàÿ(QR)
& N ∈ ïðÿìàÿ(PS) & ïðÿìàÿ(MN) ⊥ ïðÿìàÿ(QR) & l(EF ) = l(MN) &
l(CD) = l(QR) & l(AB) = l(PS) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(CD))
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(PQ), ïðÿìàÿ(QR)) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC))
& îäíàñòîðîíà(R,S, ïðÿìàÿ(PQ)) → l(AC) = l(PQ) & l(BD) = l(RS) ∨
l(AC) = l(RS) & l(BD) = l(PQ))

Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûë-
êîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî äåñÿòûé âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Äâåíàäöàòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îäèí-
íàäöàòûé è òðèíàäöàòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòûðå ïîñëåäíèõ àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 13.
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Âûñîòû òðàïåöèè

1. Ïðîâåäåíèå âûñîò â òðàïåöèè.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AD) &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(AD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ïî-
ðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BD èìååò òèï
"íåèçâ"; ðàññòîÿíèÿ AB, BC è CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûñîòû èç
âåðøèí B,C ïîêà íå ïðîâåäåíû. Ïðèåì ïðîâîäèò âûñîòó èç òî÷êè B è îáîçíà-
÷àåò åå îñíîâàíèå E íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Èìååòñÿ
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå èç
ðàññòîÿíèé BC, AD, BD ëèáî áûëî èçâåñòíî, ëèáî èìåëî òèï "íåèçâ".

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AD) &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(AE)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óãîë BAD
ëèáî èçâåñòåí, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ â çàäà÷å. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, BC, CD, AD íå èçâåñòíî. Âûñîòû
èç âåðøèí B,C ïîêà íå ïðîâåäåíû. Ïðèåì ïðîâîäèò âûñîòó èç âåðøèíû B è
îáîçíà÷àåò åå îñíîâàíèå E íîâîé ïåðåìåííîé. Èìååòñÿ âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáà-
òûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Â íåé îñëàáëåíî óñëîâèå íà óãîë BAD: òðåáóåòñÿ ëèøü,
÷òîáû îí óæå ðàññìàòðèâàëñÿ â çàäà÷å.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → E − òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & àêòèâ(l(AE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ BC, AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû
îäíî èç íèõ èìååò òèï "íåèçâ". Òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BF è AD ïîêà
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íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & l(AB) = l(CD) →
E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
2l(AE) + l(BC) = l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíå-
íèå ïîðÿäêà âåðøèí íà îáðàòíûé. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûñîòû èç âåðøèí
B,C ïîêà íå ïðîâåäåíû. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ âïèñàííàÿ â òðàïåöèþ îêðóæ-
íîñòü, òî äåéñòâèÿ áëîêèðóþòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå îñíîâàíèå E
âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CDA)) → E − òî÷êà
& E ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(AE)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêåòñÿ èçìåíåíèå
ïîðÿäêà âåðøèí íà îáðàòíûé. Óãëû BAD, CDA èçâåñòíû, à ðàññòîÿíèÿ BC,
AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûñîòû èç âåðøèí B,C ïîêà íå ïðîâåäåíû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(ED) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& l(AD) = l(AE) + l(BC) + l(FD) & l(EF ) = l(BC) & l(CF ) = l(BE) &
F ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíå-
íèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Äâà äðóãèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AD è BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûñîòà
èç âåðøèíû C ïîêà íå ïðîâåäåíà, à èç âåðøèíû B - ïðîâåäåíà. Ïðèåì ââîäèò â
ðàññìîòðåíèå îñíîâàíèå F âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû C. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7.
Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå AD óæå ðàññìàòðèâàëîñü, à âìåñòî ýòîãî
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññìàòðèâàëèñü ðàññòîÿíèÿ AE, ED.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 854

∀CDEFG(ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(CE) &
àêòèâ(∠(DCE)) & ∠(DCE) < π/2 → G− òî÷êà & ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(CE)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CE) & òî÷êàëó÷à(C,G,E) & l(DF ) = l(GE))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óãîë DCE èçâåñòåí, ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà-
÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êè E,F ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé CD.
Âûäåëåíû ðàññòîÿíèÿ CP , DQ îò òî÷åê C,D òî òî÷åê P,Q, ëåæàùèõ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íà ïðÿìûõ CE è DF . Äâà èç ðàññòîÿíèé CP , DQ, EF èçâåñòíû, à
îäíî - èìååò òèï "íåèçâ". ×åðåç òî÷êó D ïîêà íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê
ïðÿìîé CE. Ïðèåì ââîäèò îñíîâàíèå G ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, îáîçíà÷àÿ åãî
íîâîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Âûðàæåíèå âûñîòû òðàïåöèè ÷åðåç äëèíû îñíîâàíèé è óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(∠(CDA)) →
(l(AD)− l(BC)) sin(∠(BAD)) sin(∠(CDA)) = l(BE) sin(∠(BAD) + ∠(CDA)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà îáðàòíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãëû BAD, CDA èçâåñòíû. Ñðåäè ðàññòîÿíèé AD, BC, BE
èìåþòñÿ äâà èçâåñòíûõ è îäíî íåèçâåñòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3. Ïðîåêöèÿ âíóòðåííåé òî÷êè íà íèæíåå îñíîâàíèå ïðèíàäëåæèò ýòîìó îñíîâà-
íèþ.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ôèãóðà(ABCD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → F ∈ îòðåçîê(AD))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì â ïåðâîì èç
íèõ ðàçðåøàåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé, à âî âòî-
ðîì, êðîìå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà, äîïóñêàþòñÿ òàêæå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè.
Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïðèíàäëåæíîñòü îñíîâàíèþ òðàïåöèè ïðîåêöèè òî÷êè, ëåæàùåé íà åå âåðõíåé
ñòîðîíå.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AD) → F ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíå-
íèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AD) → F ∈ îòðåçîê(AD))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

5. Îñíîâàíèå âûñîòû òðàïåöèè, îïóùåííîé èç òóïîãî óãëà, è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñû ýòîãî óãëà ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíîé.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ∠(ABF ) = ∠(FBE)
& ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & D ∈ ïðÿìàÿ(CE) & 0 ≤ 2∠(ABE)− π →
D ∈ îòðåçîê(EF ))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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6. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîåêöèè êîíöà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè îòðåçêó ìåæ-
äó ñîîòâåòñòâóþùèì êîíöîì íèæíåãî îñíîâàíèÿ è ïðîåêöèåé äðóãîãî êîíöà
âåðõíåãî îñíîâàíèÿ.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) →
E ∈ îòðåçîê(AF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíå-
íèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AF , EF , AE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè-
÷åì èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè E
îòðåçêó AF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

7. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè îñíîâàíèÿ âûñîòû òðàïåöèè èíòåðâàëó ìåæäó
îñíîâàíèåì äðóãîé âûñîòû è ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíîé.
∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) →
¬(F ∈ èíòåðâàë(AE))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå òðàïåöèè

1. Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñíîâàíèþ òðåóãîëüíèêà ëèáî òðàïåöèè.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & 0 ≤ π/2− ∠(CAB) & 0 ≤ π/2− ∠(CBA) →
òðàïåöèÿ(ADEB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ S(ôèãóðà(ADEB)) â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Çäåñü
äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ADEB - òðàïåöèÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEFGH(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îòðåçîê(AE) &
ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) →
òðàïåöèÿ(GEFH))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà"èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ S(ôèãóðà(GEFH), ñ âîç-
ìîæíûìè öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè âåðøèí. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Óñìîòðåíèå èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, ñâÿçàííûõ ñ äèàãîíàëÿìè.

∀ABCDEF (F ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) & S(ôèãóðà(ABF )) =
S(ôèãóðà(CDF )) & B ∈ îòðåçîê(AE) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AE), ïðÿìàÿ(CE)) & (ðàçíûåòî÷êè(B,E) ∨
ðàçíûåòî÷êè(E,F )) → òðàïåöèÿ(ABDC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí.
(a) Ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)
& E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
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& àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & 0 < l(AD)− l(BC) & àêòèâ(l(EF )) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → G− òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AG) &
C ∈ îòðåçîê(DG))

Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå äåâÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Âîñüìîé
è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ðàñ-
ñòîÿíèÿ BC è AD èçâåñòíû, ðàññòîÿíèå EF èìååò òèï "íåèçâ". Ðàññòîÿíèÿ
AB è CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò òî÷êó G ïåðåñå-
÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè ABCD è îáîçíà÷àåò åå íîâîé ïåðåìåííîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(b) Èìååòñÿ áèññåêòðèñà óãëà ïðè îñíîâàíèè.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & áèññåêòðèñà(ADCE) & E ∈ îòðåçîê(AB)
& àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(BE)) → F − òî÷êà & C ∈ îòðåçîê(DF ) &
B ∈ îòðåçîê(AF ) & àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(AF )) & àêòèâ(l(EF )) &
àêòèâ(l(CF )))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñ-
êàåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà îáðàòíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññîòÿíèå AD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà-
÷å. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(c) Ê áîêîâîé ñòîðîíå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè íà äðóãîé áîêîâîé
ñòîðîíå.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → G− òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AG) &
C ∈ îòðåçîê(DG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ
èçìåíåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà F íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êàìè C,D. Åñëè
óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB è AD, òî ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ. Èíà÷å - ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(d) Ïðîâåäåí îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè íà îñíîâàíèÿõ òðàïåöèè, äåëÿùèå
ýòè îñíîâàíèÿ â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè.
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∀ABCDEFGabcd(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD)
& àêòèâ(l(EF )) & al(BE) = bl(CE) & cl(AF ) = dl(DF ) & ad− bc = 0 →
G− òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AG) & C ∈ îòðåçîê(DG) & E ∈ îòðåçîê(GF )
& l(AD)l(GE) = l(BC)l(GF ) & l(EF ) = l(GF )− l(GE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, ñåäüìîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(e) Áîêîâûå ñòîðîíû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABDC) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(DCA)) &
∠(BAC) + ∠(DCA) = π/2 → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïîðÿäîê âåðøèí òðàïåöèè ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ íà îáðàòíûé. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åñëè óãîë BAC ðàâåí π/4, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Èíà÷å - ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà E. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

2. Ðàâåíñòâî äâóõ âûðàæåíèé äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè
ïðîäîëæåíèè áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
àêòèâ(∠(AED)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(FG)) →
l(AE)l(DE) sin(∠(AED))(l(AD)− l(BC)) = l(AD)2l(FG))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

3. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí è äèàãîíàëåé,
äåëèò îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ïîïîëàì.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & C ∈ îòðåçîê(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AE)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(EG)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AD)) → l(AG) = l(DG))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ îòðåçêîâ, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êàìè ïåðåñå-
÷åíèÿ äèàãîíàëåé è ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AF )) & àêòèâ(l(DF )) &
àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(CE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BD)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → l(AF )l(CE) = l(FD)l(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

5. Ïðèíàäëåæíîñòü êîíöà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè îòðåçêó ìåæäó òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí è êîíöîì íèæíåãî îñíîâàíèÿ.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 861

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) →
B ∈ îòðåçîê(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 5.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ äëèíû îñíîâàíèÿ òðàïåöèè

∀ABCDEa(òðàïåöèÿ(ABCD) & áèññåêòðèñà(BADE) → l(AD) = a)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ïî-
ðÿäêà âåðøèí òðàïåöèè íà îáðàòíûé. Ðàññòîÿíèå BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà l(AD) = t, ãäå t íå ñîäåðæèò ðàññòîÿíèé è óãëîâ. Ïðè-
åì ðåãèñòðèðóåò íîâóþ ïåðåìåííóþ a êàê âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð. Îíà âðåìåííî
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èçâåñòíàÿ. Ïîñëå òîãî, êàê ÷åðåç íåå áóäóò âûðàæåíû
íåèçâåñòíûå çàäà÷è, ýòà ïåðåìåííàÿ àâòîìàòè÷åñêè ïåðåâåäåòñÿ â ðàçðÿä íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → l(BC) = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå
ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé BC è AD èìåþò òèï "Íåèçâ". Âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ BC èìååò ñâîèì ìíîæèòåëåì ðàññòîÿíèå l(PQ) (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùåå
ñ l(BC)), âõîäÿùåå â íåêîòîðîå óðàâíåíèå çàäà÷è âíóòðè îñíîâàíèÿ âòîðîé ñòåïå-
íè. Ðàññòîÿíèÿ AF , DE íå èçâåñòíû. Åñëè äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC åùå íå áûë ââåäåí
âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, òî òàêîé ïàðàìåòð a ââîäèòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 8.

Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ â òðàïå-
öèè
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∀ABCDEFGabcdpqrskmn(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
al(BE) = bl(AE) & cl(CF ) = dl(DF ) & pl(AD) = ql(BC) & G ∈ îòðåçîê(DE) &
G ∈ îòðåçîê(AF ) & m = a(q−p) & n = b(q−p)+p(a+b) & k = c(q−p) & s = d(q−p)+
p(c+ d) & r = kn+ms+ km→ l(AF )m(k + s) = l(AG)r & l(DE)k(m+ n) = l(DG)r)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. ×åòâåðòûé, ïÿòûé è øåñòîé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Ïÿòü ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCDEFGabcdpqrskmn(òðàïåöèÿ(DAB) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
al(BE) = bl(AE) & cl(CF ) = dl(DF ) & pl(AD) = ql(BC) & G ∈ îòðåçîê(DE) &
G ∈ îòðåçîê(AF ) & m = a(q−p) & n = b(q−p)+p(a+b) & k = c(q−p) & s = d(q−p)+
p(c+ d) & r = kn+ms+ km→ l(AF )m(k + s) = l(AG)r & l(DE)k(m+ n) = l(DG)r)

Ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî òåì, ÷òî òðàïåöèÿ ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ -
îòðåçêè ïðîâîäÿòñÿ îò âåðõíåãî îñíîâàíèÿ, à íå îò íèæíåãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðåæíèé.

∀ABCDEFGabcdp(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC),
ïðÿìàÿ(AD)) & îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & al(CE) = bl(BE) & cl(DF ) = dl(CF ) & pl(BC) = ql(AD)
& G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) & r = acq + bdq + acp + bcp + adq →
l(BF )aq(c+ d) = l(BG)r & l(AE)(adq + bdq + acp+ bcp) = l(AG)r)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðàìè. Îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Åñëè ÷åðåç òî÷êó C
ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AE è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ïðÿìîé BF ïî
âûäåëåííîé òî÷êå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëîãðàììà, âåðøèíû êîòîðîãî ñóòü ñåðåäèíû ñòîðîí
òðàïåöèè

∀ABCDEFGH(òðàïåöèÿ(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(BC) & l(BF ) = l(CF ) &G ∈ îòðåçîê(CD)
& l(CG) = l(DG) & H ∈ îòðåçîê(AD) & l(AH) = l(DH) & E ∈ îòðåçîê(AB) &
l(AE) = l(BE) → ïàðàëëåëîãðàìì(EFGH))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Åñëè âåðøèíà ïðÿìîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà ñòîðîíó òðàïåöèè, ëåæèò íà
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äðóãóþ ñòîðîíó, òî îíà ëåæèò íà ñàìîé ñòîðîíå

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) →
E ∈ îòðåçîê(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå
ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåäåíèå èç ëåâîãî êîíöà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
ïðàâîé áîêîâîé ñòîðîíå

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC))
& àêòèâ(l(CD)) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
l(AF ) = l(AD)− l(BC) & ∠(CDA) = ∠(BFA) & l(BF ) = l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðà-
æåíèå äëÿ óãëà BAD èìååò òèï "íåèçâ". Ñèíòçàòîð "ïðîïîðöèîíàëüíû" ïîçâîëÿåò
óñìîòðåòü ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé AB è CD, ðàññòîÿíèé BC è AD, à òàê-
æå ðàññòîÿíèé AB è BC. Ïðèåì ââîäèò òî÷êó F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AD ñ ïðÿìîé,
ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó B ïàðàëëåëüíî CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ

1. Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè.
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∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & àêòèâ(∠(BAD)) →
∠(BAD) = ∠(CDA))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & àêòèâ(∠(ABC)) →
∠(BCD) = ∠(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåäíèé - óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) → ∠(BAD) = ∠(CDA) &
∠(ABC) = ∠(BCD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðàññòîÿíèÿ BC è AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å.
Èç íåêîòîðîé òî÷êè ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû ê ïðÿìûì AB, BC, CD, íî íå
ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäà-
íà òàêæå âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 11. Ó íåå óñëîâèÿ
ïðî ïåðïåíäèêóëÿðû îòáðîøåíû.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & B ∈ îòðåçîê(AE) &
C ∈ îòðåçîê(DE) & àêòèâ(∠(AED)) → 2∠(BAD) + ∠(AED) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñìîòðåíèå ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè èç ðàâåíñòâà óãëîâ ïðè îñíîâàíèè.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(BAD) = ∠(CDA) → l(AB) = l(CD))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(ABC) = ∠(BCD) → l(AB) = l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàâåíñòâî äëèí ïðîåêöèÿ áîêîâûõ ñòîðîí ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè íà îñíîâà-
íèå.
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∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & l(AB) = l(CD) →
l(AE) = l(FD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, îòñåêàåò íà áîêî-
âûõ ñòîðîíàõ ðàâíûå îòðåçêè.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & l(AB) = l(CD) &
àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(DF )) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) →
l(AE) = l(FD))

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & l(AB) = l(CD) &
àêòèâ(l(BE)) & àêòèâ(l(CF )) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) →
l(BE) = l(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åò-
âåðòîì àíòåöåäåíòå, òàêæå èäåíòèôèöèðóåìûì ñ ïîñûëêîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BD) → l(BE) = l(EC) & l(AE) = l(ED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & F ∈ îòðåçîê(AD) & l(AF ) = l(DF ) &
ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → E ∈ ïðÿìàÿ(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óñìîòðåíèå ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè èç ðàâåíñòâà óãëîâ ìåæäó áîêîâîé ñòî-
ðîíîé è äèàãîíàëüþ.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(BAC) = ∠(BDC) → l(AB) = l(CD) &
l(BD) = l(AC))

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(ABD) = ∠(ACD) → l(AB) = l(CD) &
l(BD) = l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & l(AB) = l(CD) →
∠(CAD) = π/4 & ∠(BDA) = π/4)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 5.
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8. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(AED)) → 2∠(BAD) + ∠(AED) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Îäèí èç óãëîâ BAD, AED èçâåñòåí, à äðóãîé - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) → l(AE) = l(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "ðàâíî". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà òàêæå êîïèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ 9.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ îòðåçîê(AD) & l(AF ) = l(DF ) &
ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → E ∈ ïðÿìàÿ(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû îñíîâàíèé ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(BE) = l(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & l(AF ) = l(DF ) →
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà îáðàòíûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ðàâíî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìûå BC è
AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
l(BE) = l(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & l(AF ) = l(DF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(BD) → G ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "ðàâíî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé áîêîâîé ñòîðîíå è ñîåäèíÿþùèé òî÷êó íà äðóãîé áî-
êîâîé ñòîðîíå ñ îñíîâàíèåì.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → l(AE) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AE, EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

11. Ïðîåêöèÿ íà íèæíåå îñíîâàíèå âåðøèíû âåðõíåãî ëåæèò ìåæäó êîíöîì íèæ-
íåãî îñíîâàíèÿ è åãî ñåðåäèíîé.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& F ∈ îòðåçîê(AD) & l(AF ) = l(DF ) & l(AB) = l(CD) → E ∈ îòðåçîê(AF ))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìåíå-
íèå ïîðÿäêà âåðøèí íà îáðàòíûé. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Äâå ðàâíîáåäðåííûõ òðàïåöèè, íàëîæåííûõ äðóã íà äðóãà.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & l(AB) = l(CD) & ïðÿìàÿ(BE) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & l(BC) = l(DE) & ¬(l(AD)− l(BC) = 0) &
¬(l(BE)− l(CD) = 0) → l(AC) = l(EC) & ∠(CAE) = ∠(CAD) + ∠(DAE) &
∠(DCE) = ∠(DAE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è ÷åòâåðòûé - óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", äâà
ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 8.

13. Âûðàæåíèå âûñîòû ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ÷åðåç äëèíû îñíîâàíèé è óãîë
ìåæäó îñíîâàíèåì è äèàãîíàëüþ.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& l(AB) = l(CD) & àêòèâ(∠(CAD)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) →
2l(CE) = (l(BC) + l(AD)) tg(∠(CAD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûé. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî
èç âûðàæåíèé l(CE), l(BC), l(AD), ∠(CAD), ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âñå îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3.31 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ âûïóêëûìè ÷åòûðåõóãîëü-

íèêàìè îáùåãî âèäà

Óòâåðæäåíèå "÷åòûðåõóãîëüíèê(A B C D)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A, B, C, D, ïðîõî-
äèìûå â äàííîì ïîðÿäêå, îáðàçóþò âåðøèíû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîïóñ-
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êàþòñÿ âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ (òðàïåöèÿ, ðîìá, è ò.ä.).

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèÿ

Äåéñòâèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ðîìáà.

Ðåãèñòðàöèÿ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå öèê-
ëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) →
E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíà-
ëåé ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, è ïðèåì åå ââîäèò. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ,
ñðàáàòûâàþøàÿ íà óðîâíå 5, äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü äèà-
ãîíàëåé. Âî âòîðîé, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 9, âìåñòî ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
óãëû ABD è BAC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà îòðåçêó, êîíöû
êîòîðîãî ñóòü ïðîåêöèè äâóõ ñîñåäíèõ ñ íåé âåðøèí

∀ABCDEFG(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & G ∈ îòðåçîê(BC) &
ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(AG) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AG) & A ∈ ïðÿìàÿ(EF ) →
A ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 871

×åòûðåõóãîëüíèê, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ABC))
& l(AB) = l(BC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → l(AD) = l(AB) tg(∠(ABC)/2))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå
AB è óãîë ABC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìååò òèï "ïðèìåíèìî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ABC))
& îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
∠(ABC) + ∠(ADC) = π)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "íåèçâ", à äëÿ óãëà ADC - òèï
"îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ñóììà óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ∠(ABC) + ∠(BCD) + ∠(CDA) + ∠(BAD) = 2π)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óãëû ABC, BCD, BAD óæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â çàäà÷å. Õîòÿ áû îäèí èç ó÷àñòâóþùèõ â âûâîäèìîì ñîîòíîøåíèè óãëîâ íå
èçâåñòåí. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîíèæåíèå âåñà óñëîâèÿ äî íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà
òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 13. Â íåé äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â çàäà÷å ðàññìàòðèâàëñÿ ëèøü îäèí èç
óêàçàííûõ âûøå óãëîâ. Êðîìå òîãî, ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà
íå äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû.
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×åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïåðïåíäèêóëÿð-
íû

∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
0 ≤ π/2− ∠(BAD) → E − òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AE) & C ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ AB è CD ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì ââîäèò åå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.
∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → E − òî÷êà &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ¬(E ∈ èíòåðâàë(AB)) &
¬(E ∈ èíòåðâàë(CD)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëîãðàììà, âåðøèíû êîòîðîãî ñóòü ñåðåäèíû ñòîðîí
÷åòûðåõóãîëüíèêà

∀ABCDEFGH(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(BC) & l(BF ) = l(CF ) &
G ∈ îòðåçîê(CD) & l(CG) = l(DG) & H ∈ îòðåçîê(AD) & l(AH) = l(DH) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & l(AE) = l(BE) → ïàðàëëåëîãðàìì(EFGH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëîãðàììà, âåðøèíû êîòîðîãî ñóòü ñåðåäèíû ñòîðîí è
ñåðåäèíû äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà
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∀ABCDEFGH(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & F ∈ îòðåçîê(BC) & l(BF ) = l(CF ) &
G ∈ îòðåçîê(BD) & l(BG) = l(DG) & H ∈ îòðåçîê(AD) & l(AH) = l(DH) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AE) = l(CE) → ïàðàëëåëîãðàìì(EFGH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæíîñòè âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà îòðåçêó ìåæ-
äó ñîñåäíåé âåðøèíîé è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íåñìåæíûõ ñòîðîí

∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
C ∈ îòðåçîê(DE) → B ∈ îòðåçîê(AE))

∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(DCBA) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
C ∈ îòðåçîê(DE) → B ∈ îòðåçîê(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà âåðøèí. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → àêòèâ(∠(BAD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà âåðøèí. Â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûé íåïðÿìîé óãîë ñ âåð-
øèíîé B è íåêîòîðûé íåïðÿìîé óãîë ñ âåðøèíîé D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà

∀ABCDE(E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA))
& àêòèâ(∠(BDA)) & àêòèâ(∠(BDC)) → sin(∠(BAC)) sin(∠(BDA)) sin(∠(CED) +
∠(BDC)) sin(∠(CED)− ∠(BCA)) = sin(∠(BDC)) sin(∠(BCA)) sin(∠(CED) +
∠(BAC)) sin(∠(CED)− ∠(BDA)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ BAC, BDA, CED, BDC, BCA èìååò òèï
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"íåèçâ", îñòàëüíûå âûðàæåíèÿ - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 10.

Âû÷èñëåíèå äëèíû äèàãîíàëè, íåîáõîäèìîé äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû îäíîé
èç ñòîðîí

∀ABCD(àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BCD)) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(B,C, ïðÿìàÿ(AD)) →
l(BD)2 = l(BC)2 + l(CD)2 − 2l(BC)l(CD) cos(∠(BCD)) &
∠(ABD) = ∠(ABC)− ∠(CBD))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèÿ BC, CD è óãëû ABC, BCD èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ
ïàðàëëåëüíûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè

∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(∠(BCA))
& àêòèâ(∠(BDA)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(AC)) → E − òî÷êà &
E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD) & ∠(CBD) = ∠(BDA) & àêòèâ(l(AE)) &
àêòèâ(l(EC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Õîòÿ óãëû ìåæäó äèàãîíàëÿìè è ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè óæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ, íî òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé åùå íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

3.32 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëü-

íèêàìè

Óòâåðæäåíèå "ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðîõîäèìûõ âåðøèí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà íàáîðà ÿâëÿ-
åòñÿ ñìåæíîé ñ ïåðâîé. Â çàäà÷àõ äîïóñêàåòñÿ êàê ÿâíîå çàäàíèå êîíå÷íîãî íàáîðà a,
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òàê è îáîçíà÷åíèå åãî ïåðåìåííîé èëè êàêèì - ëèáî èíûì ñïîñîáîì. Ïðèâîäèìûå íè-
æå ïðèåìû (êðîìå íåñêîëüêèõ ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ øåñòèóãîëüíèêàìè) ðàññ÷èòàíû
íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.

Âåëè÷èíà öåíòðàëüíîãî óãëà

∀ABCDijkn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & l(D) = n & öåíòð(A,ôèãóðà(D)) & B = D(i)
& C = D(j) & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & k = j − i & 0 < k →
∠(BAC) = (2kπ/n ïðè 2k ≤ n, èíà÷å 2(n− k)π/n))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð"; øåñòîé, ñåäüìîé è äåâÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïîñëå èäåíòèôèêàöèè ïåðâîãî è òðåòüåãî àíòåöåäåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ
îáðàáîòêà ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî. Çäåñü ïðèìåíÿþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû,
ïåðå÷èñëÿþùèå íîìåðà i, j ýëåìåíòîâ íàáîðà D, à òàêæå ñàìè ýòè ýëåìåíòû B,C. Çà-
òåì îáðàáàòûâàþòñÿ îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷åðåç âåðøèíû B,C
ïðîâåäåíû ðàññìàòðèâàåìûå â çàäà÷å ïðÿìûå, ïðè÷åì ìåæäó íèìè íåò äðóãîé âåð-
øèíû, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCabijkn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(C) & l(C) = n & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(C) & êîîðä(C(i), K) = a & êîîðä(C(j), K) = b & k = j − i & 0 ≤ k &
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} → îðóãîëìåæäó(âåêòîð(AC(i)), âåêòîð(AC(j)), K) =
2kπîðèåíòàöèÿ(K, âåêòîð(AC(1)), âåêòîð(AC(2)))/n)

Ïåðâûé, òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Âòîðîé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðè ïîñëåä-
íèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ i, j íå ñî-
äåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îäíî èç âûðàæåíèé a, b èìååò òèï "íåèçâ", à äðóãîå - íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è èìååòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè A.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Âåëè÷èíà âïèñàííîãî óãëà

∀ABCDijkmn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & l(D) = n & àêòèâ(∠(BAC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & B = D(i) & C = D(j) & A = D(k) &
m = j − i→ ∠(BAC) = ((n−m)π/n ïðè i < k & k < j, èíà÷å mπ/n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé è äåâÿòûé àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëå
èäåíòèôèêàöèè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ ñ íî-
ìåðàìè 6,7,8. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû, ïåðå÷èñëÿþùèå
íîìåðà âåðøèí i, j, k è ñàìè âåðøèíû B,C,A. Çàòåì îáðàáàòûâàþòñÿ îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî i < j. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé îò öåíòðà äî âåðøèí

∀ABCDijn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & l(D) = n & öåíòð(A,ôèãóðà(D)) & B = D(i) &
C = D(j) & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} → l(AB) = l(AC))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Îíè ïåðå÷èñëÿþò íîìåðà i, j âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà, à òàêæå ñàìè ýòè
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âåðøèíû B,C. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ èç âåðøèí B,C ïðîõîäèò êàêàÿ-ëèáî ïðÿìàÿ,
ðàññìàòðèâàåìàÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïåðåñå÷åíèå äèàãîíàëè ñ ðàäèóñîì

∀ABCDEFijkn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(E) & l(E) = n & öåíòð(A,ôèãóðà(E)) & B = E(i)
& C = E(j) & D = E(k) & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , n} &
0 < k − i & 0 < j − k & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & 0 ≤ n − 2(j − i) →
F ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî øåñòîé, à òàêæå äâåíà-
äöàòü è òðèíàäöàòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íîìåðà i, j, k è âåðøèíû B,C,D ïåðå÷èñëÿ-
þòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè, ðåàëèçóþùèìè àíòåöåäåíòû 4,5 è 6. Îáùàÿ
òî÷êà F ðàäèóñà AD è äèàãîíàëè BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å è íàõîäèòñÿ ïðè
îáðàáîòêå àíòåöåäåíòîâ 12, 13. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ðàâåíñòâî äëèí ñòîðîí

∀ain(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & n = l(a) → l(a(i)a(i(modn) + 1)) = l(a(1)a(2)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a íå äîëæíî
èìåòü çàãîëîâêà "íàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCin(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A) & n = l(A) & i ∈ {1, . . . , n} & B = A(i) &
C = A(i(modn) + 1) → l(A(1)A(2)) = l(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Íîìåðà âåðøèí i
ïåðå÷èñëÿþòñÿ îïåðàòîðîì "Íîìåðà", ðåàëèçóþùèì òðåòèé àíòåöåäåíò. ×åòâåðòûé
è ïÿòûé àíòåöåäåíòû, èñïîëüçóÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìçíà÷åíèå", îïðåäåëÿþò ñîñåä-
íèå âåðøèíû B,C. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4 è 8.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíîé ñòîðîíû è äëèíîé äèàãîíàëè

∀ABaijn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & A = a(i) & B = a(j) & àêòèâ(l(AB)) →
l(a(1)a(2)) sin(π|i− j|/n) = l(AB) sin(π/n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Èäåíòèôè-
öèðóþùèå îïåðàòîðû, ðåàëèçóþùèå òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû, ïåðå÷èñëÿþò
íîìåðà i, j è âåðøèíû A,B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà ìåæäó ñîñåäíèìè ñòîðîíàìè

∀ABCDEin(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & l(D) = n & A = D(i) & B = D(i(modn) + 1) &
C = D((i+ 1)(modn) + 1) → àêòèâ(∠(ABC)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Îí ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà i è âåðøèíû A. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèå çà âåðøèíîé A âåðøèíû
B,C îïðåäåëÿþòñÿ ïî íàáîðó D ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìçíà÷åíèå". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî íà ïðÿìîé AB âûäåëåíû äâå òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ òî÷åê ñîåäèíåíà ïðÿìîé ñ âåðøèíîé
C. Åñëè ýòî íå âûïîëíåíî, òî àíàëîãè÷íîå óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ ïðÿìîé BC è
âåðøèíû A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç âåðøèíó ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå, ÿâëÿåòñÿ äèà-
ãîíàëüþ ëèáî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîãîóãîëüíèêîì ïî åäèíñòâåííîé òî÷êå

∀ABCDEFijkn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & l(D) = n & A = D(i) &
B = D(i(modn) + 1) & C = D(j) & ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
k = (2i− j)(modn) + 1 & F = D(k) → F ∈ ïðÿìàÿ(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðåòèé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðå-
òèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû ïåðå÷èñëÿþò íîìåðà i, j è âåðøèíû A,C. Ïî ýòèì äàííûì
òî÷êà B îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòâåðòûì àíòåöåäåíòîì ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "íîðìçíà-
÷åíèå". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îïðåäåëÿåò íîìåð k òîé âåðøèíû, ÷åðåç êîòîðóþ äîëæíà
ïðîéòè ïðÿìàÿ CE, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ äèàãîíàëåé âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà

∀ABCDEFPijkln(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(D) & l(D) = n & A = D(i) & B = D(j) &
E = D(k) & F = D(l) & P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) → P ∈ îòðåçîê(AB)
& P ∈ îòðåçîê(EF ))

Â ýòîì ïðèåìå óñëîâèÿ íà íîìåðà âåðøèí, ïðè êîòîðûõ äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ,
ïåðåáðîøåíû èç òåîðåìû â ôèëüòðû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî øåñòîé ïåðå÷èñëÿþò íîìåðà
âåðøèí i, j, k, l è ñàìè âåðøèíû A,B,E, F . Ñðàçó æå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ òî÷êà P ïðÿìûõ AB è EF . Çàòåì ïðîâåðÿþòñÿ âûíåñåííûå â
ôèëüòðû íåðàâåíñòâà i < j, i < k, k < j, l < i ∨ j < l. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

Âûðàæåíèå äëèíû ñòîðîíû ëèáî äèàãîíàëè ÷åðåç ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè

∀ABaij(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & l(a) = n & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} &
îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) → l(a(i)a(j)) = 2l(AB) sin(π|i− j|/n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé
è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè âûðà-
æåíèÿ i, j ñîäåðæàò ñèìâîë "âû÷åò", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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Ïàðàëëåëüíîñòü ñòîðîí è äèàãîíàëåé ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà

∀ABCDEF (ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A,B,C,D,E, F ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) →
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & l(BC) = l(EF ))

Çàìåòèì, ÷òî ïîä ñèìâîëîì "ïðàâìíîãîóîãîëüíèê" çäåñü ðàñïîëîæåí òåðì "íàáîð(A
. . . F )". Ñèìâîë "íàáîð" ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð â ÿâíîì âèäå íå ïðîðèñîâûâàåò,
îãðàíè÷èâàÿñü ðàññòàíîâêîé çàïÿòûõ ìåæäó ýëåìåíòàìè íàáîðà. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà
âåðøèí. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Êàæäàÿ èç òî÷åê A,B,E, F
âñòðå÷àåòñÿ â íåêîòîðîì ðàâåíñòâå çàäà÷è, ïðè÷åì íå ïîä îïåðàöèÿìè "ôèãóðà".
"âåêòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEF (ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A,B,C,D,E, F ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) → ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & l(BC) = l(EF ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî óñëîâèÿ íà òî÷êè A,B,E, F òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ëèáî ðàññòîÿíèå BC, ëèáî õîòÿ îäèí èç âåêòîðîâ BC, CB óæå ðàññìàòðèâàëèñü â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEF (ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A,B,C,D,E, F ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AE)) →
ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(BD))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Êàæäàÿ èç òî÷åê A,E,B,D âñòðå-
÷àåòñÿ â íåêîòîðîì ðàâåíñòâå çàäà÷è, ïðè÷åì íå ïîä îïåðàöèÿìè "âåêòîð", "ôèãóðà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEF (ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A,B,C,D,E, F ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) → ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & l(AD) = 2l(BC))
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Îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ ïðåæíÿÿ. Ëèáî ðàññòîÿíèå BC, ëèáî âåêòîð ñ êîíöàìè B,C
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå ðàññòîÿíèå EF , ëè-
áî âåêòîð ñ êîíöàìè E,F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.33 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ îêðóæíîñòüþ

Âûðàæåíèå "îêðóæíîñòü(A B)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê îêðóæíîñòè, èìåþùåé
öåíòð A è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B. Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî
â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ êîíòåêñòàõ, òàê êàê â òðåõìåðíîì ñëó÷àå îíî ëèøåíî ñìûñ-
ëà. Äëÿ çàäàíèÿ îêðóæíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå
"Îêðóæíîñòü(A B C)", ãäå A - öåíòð, B - òî÷êà îêðóæíîñòè è C - äîïîëíèòåëüíàÿ
òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé AB è ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè. Ïîñëåä-
íèé ñëó÷àé âñòðå÷àëñÿ ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ ðåäêî, è ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ
îòíîñèòñÿ ê ñèìâîëó "îêðóæíîñòü".

Ðåãèñòðàöèÿ îêðóæíîñòè â àêòèâå

∀AB(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îêðóæíîñòü(AB)", ïîêà íå
çàðåãèñòðèðîâàííîãî â àêòèâå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì
ââåäåí äëÿ ïîäâûðàæåíèÿ "Îêðóæíîñòü(ABC)".

Îòîæäåñòâëåíèå îêðóæíîñòåé

∀ABC(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → B ∈ îêðóæíîñòü(AC) ↔ C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Âûðàæåíèå B ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ C. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê
B,C ðàçëè÷íû.
∀ABC(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) → îêðóæíîñòü(AC) = îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óñëîâèÿ íà òî÷êè B,C - òå æå, ÷òî è âûøå.
∀ABCD(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AC) →
îêðóæíîñòü(AB) = îêðóæíîñòü(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èñêëþ÷åíèå òàâòîëîãè÷íîãî óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îêðóæíîñòè

∀AB(B ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0.
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Òî÷êà îêðóæíîñòè

∀ABC(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) → l(AC) = l(AB))

Ýòîò è äàëüíåéøèå ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ ïîñûëêîé. Åñëè íà ïðÿìîé AC âûäåëåíà òàêæå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ
òî÷êà îêðóæíîñòè, òî ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 1, èíà÷å - íà óðîâíå 2.
∀ABC(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & l(AC) = l(AB) → C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ôèëüòðû "óñì(àêòèâ(ðàññòîÿíèå(AC)))", "íå(êîíòåêñò(óñì(ïðè-
íàäëåæèò(C îêðóæíîñòü(AB)))))" ïîÿñíÿþò èäåíòèôèêàöèþ: ïî èçâåñòíûì òî÷êàì
A,B íàõîäÿòñÿ òàêèå òî÷êè C, ÷òî óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ ðàññòîÿíèå äî öåíòðà
îêðóæíîñòè, ïðè÷åì ïîêà íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü îêðóæíîñòè. Çàòåì âòî-
ðîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé AB è AC. Åñëè îêðóæíîñòü îïèñàíà
îêîëî ôèãóðû, âåðøèíàìè êîòîðîé ñëóæàò òî÷êè B,C, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCD(C ∈ Îêðóæíîñòü(ABD) → l(AC) = l(AB) & C ∈ ïëîñêîñòü(ABD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Õîðäà îêðóæíîñòè

1. Öåíòðàëüíûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà õîðäó.
(a) Äëèíà õîðäû, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ öåíòðàëüíûé óãîë.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAD)) →
l(CD) = 2l(AB) sin(∠(CAD)/2))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB è CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå
íåñêîëüêî âåðñèé ïðèåìà, â êîòîðûõ óñëîâèÿ íà ðàññòîÿíèÿ AB, CD çàìå-
íåíû ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
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i. Óãîë CAD è ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD
èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

ii. Óãîë CAD èçâåñòåí, ïðè÷åì çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

iii. ÐàññòîÿíèåAB èçâåñòíî, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà CAD èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

iv. Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, à âûðàæåíèå äëÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ CD èìååò òèï "êâàçèàêòèâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(b) Ðàâåíñòâî öåíòðàëüíûõ óãëîâ, îïèðàþùèõñÿ íà ðàâíûå õîðäû.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& l(CD) = l(EF ) → ∠(CAD) = ∠(EAF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ðàññòîÿíèÿ CD, EF è óãîë CAD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ðàâåíñòâî äëèí õîðä, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ðàâíûå öåíòðàëüíûå óãëû.
∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CAD) = ∠(EAF ) →
l(CD) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óãëû CAD è EAF , à òàêæå ïðÿìûå CD è EF óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû, âûðàæåííîå ÷åðåç âåëè÷èíó
öåíòðàëüíîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà õîðäó.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D)
& ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(CAD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) →
l(AE) = l(AD) cos(∠(CAD)/2))



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 882

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà ïðÿìîé AC. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

2. Âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà õîðäó.
(a) Äëèíà õîðäû, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âïèñàííûé óãîë.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CED)) → l(CD) = 2l(AB) sin(∠(CED)))

∀ABCDEF (C ∈ Îêðóæíîñòü(ABF ) & D ∈ Îêðóæíîñòü(ABF ) &
E ∈ Îêðóæíîñòü(ABF ) & àêòèâ(∠(CED)) → l(CD) = 2l(AB) sin(∠(CED)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé l(AB), ∠(CED), ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï
"Íåèçâ". Ïðÿìàÿ CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïåðâîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà
óðîâíå 6. Â ïåðâîé èç íèõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îäíî èç âûðàæåíèé l(AB),
∠(CED) èìåëî òèï "íåèçâ". Âî âòîðîé - òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ
óãëà CED èìåëî òèï "íåèçâ", à ðàññòîÿíèå CD áûëî èçâåñòíî. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîá ïðÿìàÿ CD è ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ.
∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) → l(CD) = 2l(AB) sin(∠(CED)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ðàññòîÿíèÿ AB è CD
èçâåñòíû, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà CED èìååò òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ òîò æå
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðÿìàÿ CD ê äàííî-
ìó ìîìåíòó ðàññìàòðèâàëàñü â çàäà÷å. Îäíî èç âûðàæåíèé l(AB), l(CD)
äîëæíî áûòü èçâåñòíûì, à äðóãîå - èìåòü òèï "íåèçâ". Êðîìå òîãî, óãîë
CED äîëæåí èìåòü òèï "îïðåäåëèìî".

(b) Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà ðàâíûå õîðäû.
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∀ABCDPQ(A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BAC)) &
D ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) →
∠(ABC) = π − ∠(ADB)− ∠(BAC))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(CED)) & àêòèâ(∠(CFD)) & îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) →
∠(CED) = ∠(CFD))

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(CED)) & îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) →
∠(CED) = ∠(CFD))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óãîë
CED èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà CFD èìååò òèï "ïðèìåíèìî". Ïðÿ-
ìûå CF , DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 7. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî åãî âåðñèé:
i. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì ïðÿìûå CF , DF â íåé
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

ii. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå (â ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïðèåìàõ âûâîäà ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ), ïðè÷åì
óãîë CED èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà CFD èìååò òèï "ïðèìåíè-
ìî". Ïðÿìûå CF , DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.
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iii. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâðàâíî" îöåíèâàåò ðàâåíñòâî óãëîâ CED,
CFD êàê ñóùåñòâåííîå. Íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î ïðÿìûõ CF , DF
íå äåëàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(CDE)) & C ∈ îòðåçîê(DG) & E ∈ îòðåçîê(GF ) →
∠(CDE) = ∠(CFE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = l(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CF ))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(CD)) &
îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(CE)) → ∠(DFC) = ∠(CFE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïÿòûé, äåñÿòûé è îäèí-
íàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DFC
èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(CED)) & àêòèâ(∠(CFD)) & ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) →
∠(CED) + ∠(CFD) = π)
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Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(CED)) & ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) →
∠(CED) + ∠(CFD) = π)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Óãîë CED èçâåñòåí, à
óãîë CFD - íåò. Ïðÿìûå CF , DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

(c) Ðàâåíñòâî äëèí õîðä, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ðàâíûå âïèñàííûå óãëû.

∀ABCDEFPQ(∠(BAC) = ∠(EDF ) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
& E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & F ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(PQ)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(EDF )) →
l(BC) = l(EF ))

Âîñüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, ïðÿìàÿ EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çà-
äà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â
êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìåëî òèï "ñó-
ùåñòâàòîì", à ïðÿìûå BC, EF - óæå ðàññìàòðèâàëèñü. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðåæíèé.
∀ABCDEFPQ(∠(BAC) = ∠(EDF ) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
& E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & F ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(PQ)) → l(BC) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
- óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC èìååò òèï "ñóùåñòâà-
òîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(FH) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
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C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(F,H) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → l(GH) = l(DE))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòûðå ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ GH, DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(DCE) = ∠(FED) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) →
l(DE) = l(DF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèå DE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 9.

(d) Ðàâåíñòâî äëèí õîðä, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ âïèñàííûå óãëû, ñîñòàâëÿþ-
ùèå â ñóììå ïè.

∀ABCDEFPQ(∠(BAC) + ∠(EDF ) = π & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
& E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & F ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(PQ)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(EDF )) →
l(BC) = l(EF ))

Âîñüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, ïðÿìàÿ EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(e) Äëèíû õîðä, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ðàâíûå âïèñàííûå óãëû â ðàçëè÷íûõ
îêðóæíîñòÿõ ðàâíûõ ðàäèóñîâ.
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∀ABCDEFGHPQ(àêòèâ(îêðóæíîñòü(PQ)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(GH)) &
∠(BAC) = ∠(EDF ) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îêðóæíîñòü(GH) & E ∈ îêðóæíîñòü(GH) &
F ∈ îêðóæíîñòü(GH) & l(PQ) = l(GH) → l(BC) = l(EF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Îáîçíà÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íû. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(f) Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé - ñòîðîíû âïèñàííîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà
òó æå äóãó, ÷òî è ðàíåå ââåäåííûé öåíòðàëüíûé óãîë.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç òî÷êè C îïóùåí ïåðïåíäè-
êóëÿð íà ïðÿìóþ BD, ïðè÷åì äëèíà ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà óæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å, è ëèáî îíà èçâåñòíà, ëèáî âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC
èìååò òèï "íåèçâ". Óãîë BAC èäåíòèôèöèðóåòñÿ áåç ó÷åòà íàïðàâëåíèÿ
åãî ëó÷åé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé ê âåðøèíå âïèñàííîãî òóïîãî óãëà, ïåðåñåêàåòñÿ ñ
õîðäîé ýòîãî óãëà.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(DCE)) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & 0 ≤ ∠(DCE)− π/2 → F ∈ îòðåçîê(AC))
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Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó ñîïðîâîæäàåòñÿ ñðàâ-
íèòåëüíî ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

(h) Ñëîæåíèå âïèñàííûõ óãëîâ.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(∠(DCF )) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CF )) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(CE)) →
∠(DCF ) = ∠(DCE) + ∠(ECF ))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðèíàäöàòûé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(i) Óãîë ìåæäó õîðäîé, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âïèñàííûé óãîë, è äèìåòðîì.

∀ABCDP (B ∈ îêðóæíîñòü(PA) & C ∈ îêðóæíîñòü(PA) & àêòèâ(∠(ABC))
& D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AP ) → ∠(DAC) = π/2− ∠(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(j) Ââîä â ðàññìîòðåíèå âïèñàííîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà õîðäó.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
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àêòèâ(∠(ECD)) & àêòèâ(∠(EDC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) → àêòèâ(∠(CED)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå CD èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC èìååò òèï "íåèçâ". Óãîë CED ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Åñëè â çà-
äà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé èçâåñòíûé óãîë âèäà CPD, òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, èíà÷å îí ðàâåí 9.

(k) Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû âïèñàííîãî óãëà.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(DCE)) & l(DF ) = l(EF ) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(C,F, ïðÿìàÿ(DE)) →
áèññåêòðèñà(DCEF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Â çàäà÷å îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ íà áèññåêòðèñó
óãëà DCE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(l) Óãëû, ñâÿçàííûå ñ áèññåêòðèñîé âïèñàííîãî óãëà.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ∠(DCE) = ∠(ECF ) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(∠(EDF )) → ∠(EDF ) = ∠(ECF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(m) Ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, ñâÿçàííûå ñ äâóìÿ âïèñàííûìè
óãëàìè, îïèðàþùèìèñÿ íà îäíó è òó æå õîðäó.
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∀ABCDEFGHPQ(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & Q ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
ïðÿìàÿ(PQ) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) & àêòèâ(l(GH)) & àêòèâ(l(PQ)) →
l(GH)l(PF ) = l(PQ)l(DH))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â äâåíàäöàòîì àíòåöåäåíòå. Ðàññòîÿíèå DH óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çà-
äà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3. Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû.
(a) Óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè è öåíòðàëüíûå óãëû.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AG)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AG) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AG) & D ∈ îêðóæíîñòü(AG) & E ∈ îêðóæíîñòü(AG)
& F ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(DE) & 0 ≤ π/2− ∠(BCE) &
0 ≤ π/2−∠(DEC) & àêòèâ(∠(DFC)) → 2∠(DFC) = ∠(BAE) + ∠(DAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé è äåâÿòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû BAE è DAC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çà-
äà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AG)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AG) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AG) & D ∈ îêðóæíîñòü(AG) & E ∈ îêðóæíîñòü(AG) &
F ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(DE) & ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(AE))
& ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(AD))
& ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(∠(DFC)) →
2∠(DFC) = ∠(BAE) + ∠(DAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñ âîñüìî-
ãî ïî îäèííàäöàòûé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû BAE, DAC óæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AG)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AG) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AG) & D ∈ îêðóæíîñòü(AG) & E ∈ îêðóæíîñòü(AG)
& ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(DE)
& ðàçíûåòî÷êè(B,C) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ∠(BAE) + ∠(CAD) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAE èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(b) Åñëè äâå ðàçëè÷íûå õîðäû äåëÿòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì êàæäàÿ,
òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(FG)) & B ∈ îêðóæíîñòü(FG) &
C ∈ îêðóæíîñòü(FG) & D ∈ îêðóæíîñòü(FG) & E ∈ îêðóæíîñòü(FG)
& A ∈ îòðåçîê(BC) & l(AB) = l(AC) & A ∈ îòðåçîê(DE) &
l(AD) = l(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(DE)) → A = F )

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèé äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ ïåðåñåêà-
þùèåñÿ õîðäû.
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∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → l(CG)l(DG) = l(EG)l(GF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîãî íåèçâåñòíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé ïðèåìà:
i. Âñå ðàññòîÿíèÿ CG, DG, EG, GF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè-
÷åì õîòÿ áû äâà èç íèõ èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

ii. Õîòû áû òðè èç ðàññòîÿíèé CG, DG, EG, GF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû äâà èç íèõ (íî íå âñå) èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

iii. Êàêèå-òî äâà èç ðàññòîÿíèé CG, DG, EG, GF èìåþò òèï "íåèçâ", à
äâà îñòàâøèõñÿ - òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

iv. Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå, ïîìèìî ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ, ìîæåò èìåòü
íå áîëåå îäíîãî íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà, ïðè÷åì ýòîò àòîì
óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

v. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé CG, DG, EG, GF èìååò òèï "ïðè-
ìåíèìî", à îñòàëüíûå òðè - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

vi. Ðàññòîÿíèÿ CG è DG èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ GF èìååò
òèï "ñóùåñòâàòîì", à äëÿ ðàññòîÿíèÿ EG - òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(CG)) & àêòèâ(l(DG))
& àêòèâ(l(GE)) & àêòèâ(l(FG)) → l(CG)l(DG) = l(EG)l(GF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
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∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD) → l(CE)l(ED) =
l(AB)2 − l(AE)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Õîòû áû òðè èç ðàññòîÿíèé CE, ED, AB, AE âûðàæå-
íû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, à îñòàâøååñÿ - óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & al(CE) = bl(DF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(EF )) → al(EG) = bl(DG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îäíî èç ðàññòîÿíèé EG, DG èç-
âåñòíî, à äðóãîå - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèáî
äëÿ ðàññòîÿíèé EG, DG íå óñìàòðèâàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñ èçâåñò-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, ëèáî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæàëî
íåèçâåñòíûå. Íàïîìíèì, ÷òî ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöèîíàëüíû" âûäàåò ëèøü
òàêèå ðåçóëüòàòû a, b, êîòîðûå âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû.

(d) Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèé äëèí îòðåçêîâ ìåæäó êîíöàìè ïåðåñåêàþùèõñÿ
õîðä íà äëèíû îòðåçêîâ ýòèõ õîðä.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → l(CE)l(DG) = l(DF )l(EG))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CE, DG, DF , EG óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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(e) Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû îòðåçêà õîðäû.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AE) → àêòèâ(l(CF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê C,F
äî íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(f) Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õîðäå.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) →
G ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Åñëè äâå õîðäû äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ â ðàâíûõ ïðîïîðöèÿõ, òî èõ
äëèíû ðàâíû.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(E,F )
& l(EG)l(CG) = l(FG)l(DG) → l(CD) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé è âîñüìîé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äåâÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
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óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(h) Ïðîäîëæåíèå îòðåçêà õîðäû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îòðåçîê(CD) & àêòèâ(l(CF )) & àêòèâ(l(DF )) & ðàçíûåòî÷êè(C,D)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(EF )) → G− òî÷êà &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CF ,DF , EF èçâåñòíû. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé
l(CE), l(DE) èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé EF
ñ îêðóæíîñòüþ AB ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, è ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEFGHK(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) & H ∈ îòðåçîê(CF ) &
àêòèâ(∠(HEF )) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CAD) = a &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) →
G− òî÷êà & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(EG) & K − òî÷êà
& K ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îòðåçîê(EK) & a = ∠(CAK) +
∠(DAG) + 2∠(HEF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå øåñòü - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà HEF èìååò
òèï "íåèçâ". Õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê K,G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ EH, EF ñ
îêðóæíîñòüþ AB ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
îáå ýòè òî÷êè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(i) Äâå ðàâíûå ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû.
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∀ABCDEF (C ∈ äóãà(AEF ) & F ∈ äóãà(ACD) & l(EF ) = l(CD) →
l(CE) = l(DF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðÿìûå CE, DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(EF ) = l(CD)
& àêòèâ(∠(EAC)) & C ∈ äóãà(AEF ) & F ∈ äóãà(ACD) →
∠(DAF ) = ∠(EAC))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë EAC èçâåñòåí, à óãîë DAF - íåò. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(j) Äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîðäû è ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó ìåæäó êîíöàìè
ýòèõ õîðä.

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îòðåçîê(CD) & H ∈ îòðåçîê(EF )
& G ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DG) → ∠(CDF ) = ∠(CDG))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â òðåòüåì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 897

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îòðåçîê(CD) & H ∈ îòðåçîê(EF )
& G ∈ ïðÿìàÿ(FD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) &
îäíàcòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(DE)) → l(FG) = l(DG))

Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðå-
òüåì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðñáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEFGHP (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îòðåçîê(CD) & H ∈ îòðåçîê(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) &
îäíàcòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(DE)) → P − òî÷êà & P ∈ îòðåçîê(DF ) &
H ∈ îòðåçîê(GP ) & l(FP ) = l(DP ))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Òî÷êà P
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõDF è GH ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(k) Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî êîíöû äâóõ ïåðåñåêà-
þùèõñÿ õîðä.
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∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îòðåçîê(CD) & & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(l(DG))
& àêòèâ(l(EG)) → àêòèâ(l(DF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöèîíàëüíû" óñìàòðèâàåò ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé EG è DG, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ñóòü íåêîòîðûå
âûðàæåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CE
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(l) Ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöîâ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä îòëîæåíû îòðåçêè,
ðàâíûå îòðåçêàì ýòèõ õîðä äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

∀ABCDEFGHM(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& M ∈ îòðåçîê(CD) & M ∈ îòðåçîê(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(E,D) &
ðàçíûåòî÷êè(E,C) & G ∈ îòðåçîê(CD) & l(CG) = l(MD) &
H ∈ îòðåçîê(EF ) & l(FH) = l(EM) → G ∈ îêðóæíîñòü(AM) &
H ∈ îêðóæíîñòü(AM))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé è äåâÿòûé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îäèííàäöàòûé è òðèíàäöàòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îòàëüíûå - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðèåì óñìàòðèâàåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê G,M,H îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(m) Îäíà èç õîðä ñëóæèò ãèïîòåíóçîé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðè÷åì
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õîðä ñîâïàäàåò ñ îñíîâàíèåì âûñîòû.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
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F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AF )) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) →
l(EF )2 + l(AF )2 = l(AB)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(n) Óñìîòðåíèå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè îêðóæíîñòè è öåíòðà ïî îòíîøåíèþ ê
õîðäå, åñëè èçâåñòíû ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî õîðäû è äëèíû îòðåçêîâ, íà
êîòîðûå õîðäà ðàçáèâàåòñÿ îïóùåííûì èç òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðîì.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& p = l(EF )2 − l(CF )l(DF ) & 0 < p→ îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& p = l(EF )2− l(CF )l(DF ) & p < 0 → ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì àíòåöåäåíòå. Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Ðàññòîÿíèÿ CF , DF è EF èçâåñòíû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå
òî÷åê A,E ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìîé CD. Îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïå-
ðàòîðó ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

4. Äâå õîðäû ñ îáùèì êîíöîì.
(a) Äâå ðàâíûå õîðäû, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
l(BC) = l(BD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(BD) &
A ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → A ∈ îòðåçîê(EF ))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AE)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & D ∈ îêðóæíîñòü(AE) & l(BC) = l(BD) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → áèññåêòðèñà(CBDA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ëèáî ïðÿìûå BC, BD ïåðïåíäèêóëÿðíû, ëèáî óãîë CBD
óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Âûäåëåíû ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè B,D äî
íåêîòîðûõ äâóõ òî÷åê îêðóæíîñòè, îòëè÷íûõ îò òî÷åê C,D. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(b) Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé êîíöû ðàâíûõ õîðä, ïðîâåäåí-
íûõ èç îäíîé òî÷êè.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = l(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ïðÿìàÿ AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = l(CE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) → A ∈ ïðÿìàÿ(CF ))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì
ïðèåìå, øåñòîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Äâå ðàâíûå õîðäû, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè, è òðåòüÿ õîðäà, ïåðåñå-
êàþùàÿñÿ ñ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì êîíöû äâóõ ïåðâûõ õîðä.

∀ABCDEPQ(A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & l(AB) = l(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
& D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ îòðåçîê(AE) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → l(AB)2 = l(AD)l(AE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé è äåâÿòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(d) Îòîæäåñòâëåíèå êîíöîâ äâóõ ðàâíûõ õîðä.

∀ABCDEG(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) & l(CG) = l(GE)
& G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CG) = l(DG) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) → C = D)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü",
ò.å. ïðè êîíòðîëå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïîäñëó÷àÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Äâå õîðäû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ðàäèóñàì.
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∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(∠(FEG)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(FG)) → l(FG) = sin(∠(FEG))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë FEG è ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíû, ðàññòîÿíèå FG
- íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ñåðåäèíå õîðäû.
(a) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó õîðäû è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê íåé,

ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(CD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
A ∈ ïðÿìàÿ(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "ðàâíî". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(b) Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê õîðäå èç öåíòðà îêðóæíîñòè.
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∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & B ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AG)
& H ∈ îêðóæíîñòü(AE) → D − òî÷êà & F ∈ òî÷êà & ¬(A = F ) &
D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
l(BD) = l(CD) & l(BC) = 2l(CD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". ×åðåç òî÷êó A ïîêà íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê õîðäå
BC. Ïðèåì ïðîâîäèò òàêîé ïåðïåíäèêóëÿð AF è ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
òî÷êó D ïåðåñå÷åíèÿ åãî ñ õîðäîé. Âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà F íóæíà äëÿ
ó÷åòà âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà õîðäà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíî-
ñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & àêòèâ(l(BC))
&D ∈ îòðåçîê(BC) & l(BD) = l(CD) → E−òî÷êà & E ∈ îêðóæíîñòü(AF )
& D ∈ îòðåçîê(AE) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC, BD èçâåñòíû. ×åðåç òî÷êó A íå ïðî-
âåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê õîðäå BC. Ïðèåì ïðîâîäèò òàêîé ïåðïåíäèêóëÿð
è ïðîäîëæàåò åãî äî òî÷êè E ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(BC)) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
l(BD) = l(CD) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) → ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò
íà îòðåçêå BC è îòëè÷íà îò êîíöîâ ýòîãî îòðåçêà, ïðè÷åì îäíà èç ñòîðîí
óãëà íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé BC. Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó D ïåðïåíäèêóëÿðíî õîðäå BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 8.
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∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AE)) &
àêòèâ(∠(AEF )) → D − òî÷êà & G− òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AG) & ïðÿìàÿ(AG) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(CD) &
l(BC) = 2l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A õîðäå BC. ×åðåç òî÷êó A ïîêà íå
ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ýòîé õîðäå. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå
òî÷êè D,G, ïðè÷åì îòëè÷íàÿ îò A òî÷êà G íóæíà èç-çà òîãî, ÷òî ñîâïàäå-
íèå òî÷åê A è D, â ïðèíöèïå, îñòàåòñÿ âîçìîæíûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 9.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(BC) → D − òî÷êà &
E − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(CD) & l(BC) = 2l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Èç ïîñûëîê óñìàòðèâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé
BF è CF . Ïðÿìûå AF , BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. ×åðåç òî÷êó A
ïîêà íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé BC. Ïðèåì ïðîâîäèò òàêîé ïåð-
ïåíäèêóëÿð, ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ñåðåäèíó õîðäû D, à òàêæå íåêîòîðóþ
îòëè÷íóþ îò A òî÷êó E äàííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.
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∀ABCDEFGHP (C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & B ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AP )
& P ∈ ïðÿìàÿ(GH) → D − òî÷êà & F − òî÷êà & ¬(A = F ) &
D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
l(BD) = l(CD) & l(BC) = 2l(CD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AC èìååò òèï "íåèçâ". ×åðåç òî÷êó G ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ ïðÿìîé GH. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé BC.
Ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé BC ïîêà íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ, è ïðèåì ââîäèò åãî â ðàññìîòðåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 9.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AF )) →
D − òî÷êà & E − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(CD) & l(BC) = 2l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AF , BC è AB èçâåñòíû. Ðàññòîÿíèå BF íå
èçâåñòíî. Ñåðåäèíà D õîðäû BC íå âûäåëåíà, è ÷åðåç òî÷êó A íå ïðîâåäåí
ïåðïåíäèêóëÿð AE ê õîðäå. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå òî÷êè D è E.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(c) Ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé îò êîíöîâ õîðäû äî òî÷êè îêðóæíîñòè, ëåæàùåé íà
ðàäèóñå, ïåðïåíäèêóëÿðíîì õîðäå.
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∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥
ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(DE)) → l(DE) = l(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òè "íåèçâ", ðàñ-
ñòîÿíèå CE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå
DE áûëî èçâåñòíî, à CE - íåò. Çäåñü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Ââîä â ðàññìîòðåíèå öåíòðàëüíîãî óãëà, åñëè ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê
ñåðåäèíå õîðäû.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) → àêòèâ(∠(CAD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AE
èìååò òèï "íåèçâ". ×åðåç êàæäûé èç êîíöîâ õîðäû CD ïðîâåäåíà ïðÿ-
ìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ îêðóæíîñòüþ ïî íåêîòîðîé âûäåëåííîé òî÷êå, íå
ÿâëÿþùåéñÿ êîíöîì ýòîé õîðäû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(e) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð è ñåðåäèíó õîðäû, ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé
õîðäå.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îòðåçîê(CD)
& l(CE) = l(DE) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AE)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,E) → ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé è ñåäüìîé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(f) Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí îòðåçêîâ õîðä, ïðîâåäåííûõ ïîä ðàâíûìè óãëàìè
ê ñåðåäèíå òðåòüåé õîðäû.

∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(CD))
& àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(l(CF )) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
∠(DCE) = ∠(DCF ) & àêòèâ(DCE) & àêòèâ(DCF ) →
l(CD)2 = l(CE)l(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé è äåâÿòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(g) Äëèíû õîðäû, ïðîâåäåííîãî ê åå ñåðåäèíå ïåðïåíäèêóëÿðà è ðàäèóñà îêðóæ-
íîñòè.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥
ïðÿìàÿ(EF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → 4l(CD)2 + l(EF )2 = 8l(CD)l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CD, EF è AB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å,
ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

(h) Óãîë ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ñåðåäèíå õîðäû è äðóãîé õîðäîé, èìåþùåé
òîò æå êîíåö.
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∀ABCDEFG(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) & àêòèâ(∠(FGC)) &
G ∈ îòðåçîê(DF ) & ðàçíûåòî÷êè(D,G) → ∠(FDE) = |∠(FGC)− π/2|)
Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãîë FGC èçâåñòåí, à óãîë FDE - íåò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(i) Ïðîäîëæåíèå ðàäèóñà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé åìó õîðäîé.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(GE) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) →
F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ GE, CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å.
Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CD è AE ïîêà íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå.
Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

6. Ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé ê êîíöó õîðäû.
(a) Äëèíà õîðäû, îáðàçóþùåé çàäàííûé óãîë ñ ðàäèóñîì.

∀ABC(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îðêóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(ABC))
& ðàçíûåòî÷êè(B,C) → l(BC) = 2l(AB) cos(∠(ABC)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB è BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Íå
áîëåå ÷åì îäíî èç âûðàæåíèé l(AB), l(BC), ∠(ABC) íå èçâåñòíî è íå èìååò
òèïà "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(b) Ïðîåêöèÿ êîíöà õîðäû îêðóæíîñòè íà ðàäèóñ, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äðóãîé
åå êîíåö.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(BAC)) & ∠(BAC) < π/2 &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → D ∈ îòðåçîê(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(ABC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ¬(B ∈ èíòåðâàë(AD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ðàñïî-
ëîæåíèå òî÷êè D íà ëó÷å BA. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Ñåêóùèå.
(a) Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèé äëèí îòðåçêîâ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñåêóùèõ, ïðîâå-

äåííûõ èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEFG(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
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& G ∈ îòðåçîê(CE) & ðàçíûåòî÷êè(F,D) & ðàçíûåòî÷êè(G,E) →
l(CF )l(CD) = l(CG)l(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CF , CD, CG, CE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà,
â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ CF è CG óæå ðàññìàòðèâàëèñü â
çàäà÷å, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé l(CD), l(CE) èìåëî òèï "ñóùåñòâà-
òîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.
∀ABCDEFG(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& G ∈ îòðåçîê(CE) & ðàçíûåòî÷êè(F,D) & ðàçíûåòî÷êè(G,E) →
l(CF )l(CD) = l(CG)(l(CG) + l(GE)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ðàññòîÿ-
íèå GE èçâåñòíî, âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé CF è CD èìåþò òèï "îïðå-
äåëèìî". Ðàññòîÿíèå CG íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(b) Óãëû ìåæäó äâóìÿ õîðäàìè è äâóìÿ ñåêóùèìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç èõ
êîíöû.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îòðåçîê(CE) & ðàçíûåòî÷êè(E,G) &
ðàçíûåòî÷êè(F,D) & àêòèâ(∠(GED)) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) →
∠(CFG) = ∠(GED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âîñüìîé, äåâÿòûé è
îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 9.

(c) Ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè, âîçíèêàþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ õîðä è äâóõ
ñåêóùèõ,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç èõ êîíöû.
∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îòðåçîê(CE) & ðàçíûåòî÷êè(E,G) &
ðàçíûåòî÷êè(F,D) & àêòèâ(∠(GED)) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) →
(C,F,G) ∼ (C,E,D))

×åðòåæ è îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ òàêèå æå, êàê â ïðèåìå èç ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà. Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ CFG, DCE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(d) Äâå ñåêóùèå, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ îêðóæíîñòüþ ïî õîðäàì ðàâíîé äëèíû.
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∀ABCDEFG(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îòðåçîê(CE) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îòðåçîê(CG) & l(DE) = l(FG) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåòî÷êè(F,G) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CE), ïðÿìàÿ(CG)) →
áèññåêòðèñà(ECGA) & l(CD) = l(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî øå-
ñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà êîïèÿ ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 10.

(e) Äâå ñåêóùèå, îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð.

∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(CE) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(∠(ECF )) & àêòèâ(∠(CFD)) & àêòèâ(∠(CFE)) →
2∠(ECF ) + 2∠(CFD) + 2∠(CFE) = π)

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEab(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îòðåçîê(CE) & bl(DE) = cl(CD) & àêòèâ(∠(ECA)) &
∠(ECA) = a & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → ∠(DAE) =
π − 2 arctg((2b/c+ 1) tg a))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. ×åòâåðòûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, øåñòîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; óãîë DAE íå èçâåñòåí.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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(f) Äâå ñåêóùèå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè è èìåþùèå ðàâíûå äëèíû.

∀ABCDEFG(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ¬(C ∈ èíòåðâàë(DE)) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) &
G ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & ¬(C ∈ èíòåðâàë(FG)) & l(CD) = l(CF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(CF )) → áèññåêòðèñà(ECGA))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îäèííàäöàòîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêà-
çàòåëåì "ðàâíî". Ðàçëè÷èå òî÷åê è ïðÿìûõ, à òàêæå íåïðèíàäëåæíîñòü èí-
òåðâàëó óñìàòðèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê êîíöó ñåêóùåé.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(FG) & àêòèâ(∠(DEF )) &
òî÷êàëó÷à(E,C,D) → D ∈ îòðåçîê(CE) ∨ C ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ÷åðåç òî÷êó E íå ïðîâå-
äåíà. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê C,D,E ïðè ïîìîùè èäåíòèôèöèðó-
þùèõ îïåðàòîðîâ íå óñìàòðèâàåòñÿ. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(h) Óãîë ìåæäó äâóìÿ ñåêóùèìè è âïèñàííûå óãëû.
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∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îòðåçîê(CE) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(ECG)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåòî÷êè(F,G) & F ∈ ïðÿìàÿ(CG) → ∠(ECG) = ∠(EDG)−∠(DEF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé è äåâÿòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë ECG èçâåñòåí. Óãëû EDG è DEF óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëà ìåæäó ñåêóùåé è ëó÷îì, ïðîâåäåííûì ÷åðåç
öåíòð îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & D ∈ îòðåçîê(CE) → àêòèâ(∠(ACE)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿ-
íèÿ AC è óãëà ACE èìåþò òèï "îïðåäåëèìî", âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
DE - òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(j) Äëèíû îòðåçêîâ ñåêóùåé è ðàññòîÿíèå îò åå êîíöà äî öåíòðà îêðóæíîñòè.
∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(AC))
& C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & òî÷êàëó÷à(C,D,E) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
l(CD)l(CE) = l(AC)2 − l(AB)2)

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïî-
ñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CD, CE, AC, AB óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì äâà èç íèõ èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 11.

8. Ïåðåñå÷åíèå õîðäû ñ ðàäèóñîì.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
∠(CEA) = a & 0 < π/2− a→ 0 < l(CE)− l(DE))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ CE è DE óæå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AE è
CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îòðåçîê(DE) & F ∈ îòðåçîê(AC) → l(DF )l(FE) = l(CF )(2l(AB) −
l(CF )))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé DF , FE, CF , AB ëèáî
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ðàñ-
ñòîÿíèé íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

9. Õîðäà, äåëÿùàÿñÿ ðàäèóñîì ïîïîëàì.

∀ABCDEPQ(A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AD) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(A,B)
& D ∈ ïðÿìàÿ(CP ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → D = P )
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Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïÿòîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî". Øåñòîé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, ïðè÷åì äëÿ íèõ ââåäåíû ñèëüíûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ õîðä.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& A ∈ îòðåçîê(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(CD) &
G ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CD è EF ïîêà íå ââåäåíà, è
ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )
& ∠(ECD) = a & ∠(EDC) = b & 0 ≤ π/2− a & 0 ≤ π/2− b→ G− òî÷êà &
G ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìó-
ãîë", ïðè÷åì ðåçóëüòàòû a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
CD è EF ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

11. Ïàðàëëåëüíûå õîðäû.
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(a) Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê äâóì ïàðàëëåëüíûì õîðäàì.

∀ABCDEFGHP (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AP ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
G ∈ îòðåçîê(AP ) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îäíàñòîðîíà(E,P,
ïðÿìàÿ(CD)) → H − òî÷êà & H ∈ îòðåçîê(AP ) & H ∈ îòðåçîê(EF ) &
G ∈ îòðåçîê(AH) & l(EH) = l(HF ))

Ïåðâûå äåâÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ñåäüìîì èç íèõ. Äåñÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà H ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP è EF ïîêà íå
ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå, è ïðèåì ââîäèò åå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5.

(b) Ïðîâåäåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äâóì ïàðàëëåëüíûì õîðäàì.

∀ABCDEFGH(B ∈ îêðóæíîñòü(AH) & C ∈ îêðóæíîñòü(AH) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AH) & E ∈ îêðóæíîñòü(AH) & ïðÿìàÿ(BC) ‖
ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) → F − òî÷êà &
G− òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(DE) & G ∈ îòðåçîê(BC) &
ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ îòðåçîê)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×åðåç òî÷êó A ïîêà íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê
ïðÿìîé BC. Ïðèåì ïðîâîäèò ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð, ââîäÿ íîâûå òî÷êè F,G.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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∀ABCDEFGH(B ∈ îêðóæíîñòü(AH) & C ∈ îêðóæíîñòü(AH) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AH) & E ∈ îêðóæíîñòü(AH) & ïðÿìàÿ(BC) ‖
ïðÿìàÿ(DE) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(DE) &
ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ DE ïîêà íå îïó-
ùåí, è ïðèåì åãî ïðîâîäèò. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ íîâàÿ òî÷êà F . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(c) Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñåðåäèíû õîðäû è ïðÿìîóãîëüíûõ ïðîåêöèé íà
íåå êîíöîâ ïàðàëëåëüíîé õîðäû.

∀ABCDEFGHP (C ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & D ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
F ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ îòðåçîê(CF )
& H ∈ îòðåçîê(BC) & l(BH) = l(CH) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → H ∈ îòðåçîê(FG) & F ∈ îòðåçîê(BH)
& G ∈ îòðåçîê(CH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Ñåêóùèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïàðàëëåëüíûå õîðäû.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(F,G)
& F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(CE) & àêòèâ(∠(CED)) &
ðàçíûåòî÷êè(F,D) → ∠(CGF ) = ∠(CFG) & ∠(CFG) = ∠(CED))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêà-
çàòåëåì "ðàâíî". Ñåäüìîé è îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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(e) Ðàâåíñòâî äëèí õîðä, ñîåäèíÿþùèõ êîíöû ïàðàëëåëüíûõ õîðä.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → l(CE) = l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CE è DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Â ïåðâîé
èç íèõ, èìåþùåé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 8, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå CE
áûëî èçâåñòíî, à DF - íåò. Âî âòîðîé, èìåþùåé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 9,
òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû ðàññòîÿíèå CE óæå ðàññìàòðèâàëîñü â çàäà÷å.

(f) Êîíôèãóðàöèÿ ñ äâóìÿ õîðäàìè, ñîåäèíÿþùèìè êîíöû ïàðàëëåëüíûõ õîðä,
è äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè èì õîðäàìè, âûõîäÿùèìè èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEFGHIMN(òðàïåöèÿ(CDEF ) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(CDEF ) & G ∈ äóãà(ADE) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(GI) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & l(GH) = l(GI) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
I ∈ îêðóæíîñòü(AB) →M − òî÷êà & M ∈ îòðåçîê(AG) &
M ∈ îòðåçîê(DE) & N − òî÷êà & N ∈ îòðåçîê(HI) & N ∈ ïðÿìàÿ(AG)
& ïðÿìàÿ(AG) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) & ïðÿìàÿ(CF ) ‖ ïðÿìàÿ(HI) &
∠(DCF ) = ∠(GHI) & ∠(EFC) = ∠(GIH))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ DE è AG ïîêà
íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Ïðîäîëæåíèå îòðåçêà, ïàðàëëåëüíîãî õîðäå, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíî-
ñòüþ.
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∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CG) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → H − òî÷êà & H ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îòðåçîê(EH) & ¬(E = H))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé è âîñüìîé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îòëè÷íàÿ îò E òî÷êà H ïåðåñåñåíèÿ ïðÿìîé EF
ñ îêðóæíîñòüþ AB ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

(h) Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè õîðäû è ðàäèóñà.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CDF ) = ∠(FDA) & E ∈ ïðÿìàÿ(DF )
& ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(DE)) → ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AE))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçà-
òåëåì "ðàâíî". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 10.

(i) Õîðäà, ïàðàëëåëüíàÿ ðàäèóñó.

∀ABCEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖
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ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AF )) →
∠(ECA) = π/2− ∠(FCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(CDE))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) → ∠(CDE) = ∠(DCF ))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ñåäüìîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçà-
òåëåì "ðàâíî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(j) Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà êîíöû äâóõ ïàðàëëåëüíûõ õîðä.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EG)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DG)) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & àêòèâ(∠(CGF )) & ðàçíûåñòîðîíû(G,D,
ïðÿìàÿ(EF )) → ∠(CGF ) = ∠(EGD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Øåñòîé, ñåäüìîé è
òðèíàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 7.

(k) Óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, ñîåäèíÿþùèìè êîíöû ïàðàëëåëü-
íûõ õîðä.
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∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ‖
ïðÿìàÿ(EF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(ED) & G ∈ îòðåçîê(CF ) & ∠(CGE) = a
& ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(EF )) → ∠(DEF ) = a/2 & ∠(CFE) = a/2)

Âòîðîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåä-
íèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(l) Äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ õîðä.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ‖
ïðÿìàÿ(CG) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EG) & F ∈ ïðÿìàÿ(CG) &
àêòèâ(∠(DCG)) & 0 ≤ π/2− ∠(DCG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD),
ïðÿìàÿ(CG)) → G ∈ îòðåçîê(CF ))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïÿòîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçàòå-
ëåì "ðàâíî". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.

12. Ïðèíàäëåæíîñòü õîðäå îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî èç òî÷êè íà
îêðóæíîñòè.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(E,A,
ïðÿìàÿ(CD)) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → F ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé è ñåäüìîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

13. Ââîä â ðàññìîòðåíèå õîðäû, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ
ñòîðîí óãëà, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò âíå îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(DF )) & àêòèâ(l(AC)) & B ∈ îêðóæíîñòü(DF )
& C ∈ îêðóæíîñòü(DF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(DF ) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
àêòèâ(∠(BAC)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AC è óãîë BAC èçâåñòíû. Ïðÿìàÿ BE óæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç ñðàâíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà
îêðóæíîñòè ñ ðàññòîÿíèÿìè îò îäíîé èç íèõ äî êîíöîâ íåêîòîðîé õîðäû.

∀aABCDPQ(l(CD) = a & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
& C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & 0 < l(AC)− l(CD)
& 0 < l(BC)− l(CD) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a êîí-
ñòàíòíîå. Ñëåäóþùèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòû-
ðå ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ äëÿ
ðàññòîÿíèé AC, BC êîíñòàíòíûå. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: íà õîðäå ëåæàò áîëåå äâóõ òî÷åê îêðóæíîñòè.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D)
& E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Ïðÿìàÿ, îòñåêàþùàÿ õîðäû íà äâóõ îêðóæíîñòÿõ.
(a) Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé.

∀ABCDEFGH(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F )
& ðàçíûåòî÷êè(G,H) → l(EF )2 − l(GH)2 = 4(l(AB)2 − l(CD)2))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà
ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(b) Äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îáùóþ òî÷êó äâóõ îêðóæíîñòåé ðàâíîãî
ðàäèóñà.

∀ABCDEFGPQ(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& E ∈ îòðåçîê(PQ) & Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC)
& ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(E,G) & ðàçíûåòî÷êè(E,P ) &
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ðàçíûåòî÷êè(E,Q) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & l(AB) = l(CD) →
∠(FPE) + ∠(EQG) = π)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñ
äâåíàäöàòîãî ïî øåñòíàäöàòûé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

17. Ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó êîíöàìè ïåðïåíäèêóëÿðíûõ õîðä.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AF )) & C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
l(BD)2 + l(CE)2 = 4l(AB)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

18. Îòîæäåñòâëåíèå òî÷êè ñ êîíöîì õîðäû.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) → C = E ∨ D = E)

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, â îäíîé èç êîòîðûõ ñ ïîñûëêîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ
òðåòèé àíòåöåäåíò, à â äðóãîé - ÷åòâåðòûé. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîð-
ñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ èç ñðàâíåíèÿ äëèí òðåõ õîðä ñ îáùèì êîíöîì.
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∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(l(CF )) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(l(CD)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = a & l(CE) = b & l(CF ) = c &
ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(CF )) & 0 < a− c & 0 < b− c &
ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî
âîñüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ñ äåâÿòîãî ïî îäèííàäöàòûé - óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

20. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õîðäû ñ äèàìåòðîì: óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ðàäèóñó.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ äóãà(ACD) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AE) → F ∈ îòðåçîê(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

21. Õîðäà îêðóæíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿð ê äèàìåòðó.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 926

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(CF ) → ¬(C ∈ èíòåðâàë(EF )))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
÷åòâåðòîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âïèñàííûé è öåíòðàëüíûé óãëû

1. Ñâÿçü ìåæäó âïèñàííûì è öåíòðàëüíûì óãëàìè.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(CAD)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & 0 ≤ ∠(CED)− π/2 → 2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(CAD)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & 0 ≤ π/2− ∠(CED) → 2∠(CED) = ∠(CAD))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óãîë CAD
èçâåñòåí, à óãîë CED - íåò. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðå-
áóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèå äëÿ óãëà CED èìåëî òèï "îïðåäåëèìî", à äëÿ óãëà
CAD - ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâåí 5.
∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(CED)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & 0 ≤ π/2− ∠(CED) → 2∠(CED) = ∠(CAD))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óã-
ëîâ CAD, CED èìååò òèï "íåèçâ", à äðóãîå - èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé ïðèåìà:
(a) Îáà âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ CAD, CED èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-

áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
(b) Óãîë CED èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà CAD èìååò òèï "âîçìñâÿç".

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
(c) Âûðàæåíèå äëÿ óãëà CED èìååò òèï "íåèçâ", à äëÿ óãëà CAD - òèï

"âîçìñâÿç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
(d) Óãîë CED èçâåñòåí, à óãîë CAD - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 927

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(CED)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & 0 ≤ ∠(CED)− π/2 → 2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

Óãîë CED èçâåñòåí; âûðàæåíèå äëÿ óãëà CAD èìååò òèï "âîçìñâÿç". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(CED)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & 0 ≤ ∠(CED)− π/2 & àêòèâ(∠(ACD)) →
2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

Îäèí èç óãëîâ CED,ACD èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(CAD)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAD)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
àêòèâ(∠(CED)) & ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(CD)) →
2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAD)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåñòîðîíû(E,A, ïðÿìàÿ(CD)) → 2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

Ñõåìà îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ òàêàÿ æå. Óãîë CAD èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ
óãëà CED èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì".

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(CAD)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
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& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & 0 ≤ π/2− ∠(CED) → 2∠(CED) = ∠(CAD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèå äëÿ óãëà CED èìååò òèï "îïðåäåëèìî", óãîë CAD íå èçâåñòåí.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAE))
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
ðàçíûåñòîðîíû(D,A, ïðÿìàÿ(CE)) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ∠(CAE) + 2∠(CDE) = 2π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòûðå ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå öåíòðàëüíîãî óãëà, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû äâóì
õîðäàì.

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ‖
ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(GH) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB) →
àêòèâ(∠(CAD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãîë CAD ïîêà â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îäíîãî öåíòðàëüíîãî è äâóõ âïèñàííûõ óãëîâ.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAD)) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CEF )) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåñòîðîíû(F,C, ïðÿìàÿ(DE))
& 0 ≤ π/2− ∠(CEF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
∠(CEF ) = ∠(CED) + ∠(DEF ) & ∠(CAD) = 2∠(CED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòûðå ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 6 è 8.

4. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà öåíòðàëüíûõ óãëîâ èç ðàâåíñòâà óãëîâ ñ âåðøèíîé íà
ðàäèóñå.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CDE) = ∠(CDF ) → ∠(CAE) = ∠(CAF ))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïÿòîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû CAE è CAF
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèíû âïèñàííîãî óãëà ïî îòíîøåíèþ ê
õîðäå.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(BAC)) &
àêòèâ(∠(BDC)) → îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) ∨ ðàçíûåñòîðîíû(A,D,
ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Îäíî èç óãëîâ BAC, BDC èçâåñòåí, à âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî
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- èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A,D îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé BC. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîð-
ñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

6. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îêðóæíîñòè.

∀ABCDab(∠(BAC) = a & ∠(BDC) = b & l(AB) = l(AC) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(AC)) & 2b− a = 0 & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) →
D ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íå óñìàòðèâàþòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòî-
ÿíèé AD, AB è ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

7. Áèññåêòðèñà âïèñàííîãî óãëà.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CDF )) & àêòèâ(∠(FDE)) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(CDF ) = ∠(FDE) & ðàçíûåòî÷êè(C,E)
& àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(DF )) → l(CD) + l(DE) =
2l(DF ) cos(∠(FDE)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âîñüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðà-
æåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé CD, DE, DF è óãëà FDE èìååò òèï "íåèçâ", à îñòàëü-
íûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

8. Áèññåêòðèñà âïèñàííîãî óãëà, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì.
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∀ABCEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(∠(ECF )) & àêòèâ(∠(ACF )) &
∠(ECF ) = ∠(ACF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AF )) →
ïðÿìàÿ(AF ) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð

1. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ñòîðîí âïèñàííîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà äèàìåòð.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AE)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & A ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçå-
òåëåì "óñì". Ïðÿìûå CD è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì èõ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ÿâíî íå óêàçàíà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.
∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AE)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & A ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ îêðóæíîñòü(AE) →
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Â ïîñûëêàõ âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå "ôèãóðà(. . .)", îòíîñÿùååñÿ
ê òî÷êàì B,C,D è íåêîòîðîé ÷åòâåðòîé òî÷êå. ßâíîãî óêàçàíèÿ íà ïåðïåíäè-
êóëÿðíîñòü ïðÿìûõ BD, DC íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå
äâå âåðñèè ïðèåìà:
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(a) Ïðÿìàÿ BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Ëèáî (à) ïðÿìàÿ DC òîæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ, ëèáî (á) ðàññìàòðèâàåòñÿ óãîë DBA, à ðàññòîÿíèå BD
èçâåñòíî èëè èìååò òèï "íåèçâ", ëèáî (â) íà ïðÿìîé BD âûäåëåíà òàêàÿ
òî÷êà E, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ DE, CE è óãîë DEC. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(b) Ïðÿìàÿ BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè C äî íåêîòîðîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé BC. Íà ïðÿìîé BD
âûäåëåíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷åê B,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 8.

2. Âïèñàííûé ïðÿìîé óãîë îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(E,D) → A ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4 è 7.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âïèñàííîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà äèàìåòð.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(BE)) & A ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
C ∈ îêðóæíîñòü(BE) & B ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A, ïåðåñåêàþ-
ùàÿñÿ ïî âûäåëåííîé òî÷êå ñ ïðÿìîé CD. Ïðÿìàÿ AD ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îêðóæíîñòè âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, îïèðàþùåãî-
ñÿ íà äèàìåòð.
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∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) → E ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè

1. Öåíòð îêðóæíîñòè äåëèò äèàìåòð ïîïîëàì.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AD) & B ∈ îêðóæíîñòü(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → A ∈ îòðåçîê(BC) & l(BC) = 2l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé
AB, îòëè÷íîé îò òî÷åê A,C, ïðè÷åì ýòî ðàññòîÿíèå ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò
òèï "íåèçâ". Ðàññòîÿíèå BC ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 2 è 8.

2. Óñìîòðåíèå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê.
∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AD) & B ∈ îêðóæíîñòü(AD) & l(BC) = a &
a = 2l(AB) → A ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → A ∈ îòðåçîê(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CF ) = a & a = 2l(AB) → A ∈ îòðåçîê(CF ))

Ñõåìà îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ òà æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = l(CE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(DF ) = l(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → A ∈ îòðåçîê(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 5 è 15.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî öåíòðà îêðóæíîñòè, åñëè èçâåñòíû
ðàññòîÿíèÿ äî êîíöîâ äèàìåòðà.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & A ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(l(CD)) &
àêòèâ(l(BD)) → àêòèâ(l(AD)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CD è BD èçâåñòíû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè D äî íåêîòîðîé òî÷êè îêðóæíîñòè AE, îòëè÷íîé îò òî÷åê B,C. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

4. Äëèíà äèàìåòðà.

∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD) &
àêòèâ(l(CD)) → l(CD) = 2l(AB))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB èçâåñòíî, à ðàññòîÿíèå CD - íåò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Òî÷êà îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò íà äâóõ ðàäèóñàõ, íàõîäèòñÿ âíóòðè
êðóãà

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(AB) &
F ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & G ∈ îòðåçîê(EF ) → ¬(D ∈ èíòåðâàë(AG)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îêðóæíîñòè



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 936

∀ABC(l(AC) = l(AB) → C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABC(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) ↔ l(AC) = l(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (∠(CFD) + ∠(CED) = π & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD))
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) → F ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ñëåäñòâèå", ïÿòûé è ñåäüìîé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ôàêòè÷åñêè, äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè F îêðóæíîñòè
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, óñòàíàâëèâàþùåé
èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABC(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî ïðè-
ìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ "C ∈
îêðóæíîñòü(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óãîë ACB ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Ïðèåì àêòèâèðóåò ðàññìîòðåíèå óãëîâ ACB, ABC, ÷òîáû â ïðîöåññå âûâîäà ñëåä-
ñòâèé áûëî óñòàíîâëåíî èõ ðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Îïèñàííàÿ îêîëî ôèãóðû îêðóæíîñòü

1. Òðåóãîëüíèê
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(a) Óñìîòðåíèå îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(l(AC) = l(AD) & l(AC) = l(AE) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AD))
& àêòèâ(l(AE)) → îêðóæíîñòü(AC)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìûì DE, CD, CE. Âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Çàäà÷à óæå èìååò ïîñûëêó âèäà
"îïèñàíà(. . .)". Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êè C îêðóæíîñòè AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) &
àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(CE)) → îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(CDE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé CD,DE, CE ëèáî èçâåñòíî, ëèáî
èìååò òèï "íåèçâ". Õîòÿ áû îäíî èç íèõ èçâåñòíî. Ëèáî õîòÿ áû îäíî
èç íèõ íå èçâåñòíî, ëèáî ðàññòîÿíèå AB íå èçâåñòíî. Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìûì CD, DE, CE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

(b) Ïðèíàäëåæíîñòü âåðøèí òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(ED)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) →
A ∈ îêðóæíîñòü(ED))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ ïåðåñòà-
íîâêè âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
i. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç E ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé
âûäåëåíà òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ îêðóæíîñòè ED è îòëè÷íàÿ îò E.

ii. Îêðóæíîñòü ED çàäàíà â çàäà÷å òàêæå êàê îêðóæíîñòü EA, ïðè÷åì
îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,D ðàçëè÷íû.

iii. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A îêðóæíîñòü,
öåíòð êîòîðîé îòëè÷åí îò E.

iv. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âíóòðåííèì îáðà-
çîì îêðóæíîñòè ED.

v. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè A.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íà ýòîé æå òåîðåìå îñíîâàíû åùå òðè
ïðèåìà:
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i. Âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
A. ×åðåç òî÷êè A,E ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.
B. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, îòëè÷íàÿ îò AB è AC, ïðè-

÷åì ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC.

C. Ïðÿìàÿ AE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
D. Ñðåäè èñõîäíûõ ïîñûëîê çàäà÷è èìåëîñü ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèÿ îò

òî÷êè E äî âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ABC íåêîòîðîìó äðóãîìó ðàñ-
ñòîÿíèþ.

Êðîìå òîãî, âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
A. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè ED äî íåêîòî-

ðîé åå òî÷êè.
B. ×åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó îêðóæíîñòèED, îòëè÷íóþ îò òî÷åêA,B,C,

ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ.
C. Òî÷êàE ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å îêðóæ-

íîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 8.

ii. Íà îòðåçêå AB âûäåëåíà íåêîòîðàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ðàññòîÿíèÿ åå äî êîíöîâ îòðåçêà. Ýòî òî÷êà ïðèíàäëåæèò íåêîòî-
ðîé ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å õîðäå îêðóæíîñòè ED, õîòÿ áû îäèí èç
êîíöîâ êîòîðîé íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êàìè A,C. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå
ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî êîíöîâ õîðäû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

iii. Íà îêðóæíîñòè ED âûäåëåíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷åê A,B,C. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(ED)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(l(AE)) →
A ∈ îêðóæíîñòü(ED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEF (E ∈ ïðÿìàÿ(AF ) & îêðóæíîñòü(ED)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABC) → A ∈ îêðóæíîñòü(ED))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
Íàêîíåö, ïðèâåäåì ïðèåì äëÿ òðåõìåðíîé îêðóæíîñòè:
∀ABCDEF (Îêðóæíîñòü(EDF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) →
A ∈ Îêðóæíîñòü(EDF ))

Ýòîò ïðèåì ñðàáàòûâàåò áåç îãðàíè÷åíèé, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(c) Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABC) → D ∈ îòðåçîê(AC) & 2l(DE) = l(AC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.
i. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

∀ABCDE(l(AB) = l(AC) & l(BC) = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABC) →

√
3l(DE) = l(AC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDMN(l(AB) = l(AC) & l(BC) = l(AC) & A ∈ îêðóæíîñòü(MN)
& B ∈ îêðóæíîñòü(MN) & C ∈ îêðóæíîñòü(MN) &
öåíòð(D,ôèãóðà(ABC)) →M = D)
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEF (Îêðóæíîñòü(DFG)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
l(AB) = l(BC) & l(BC) = l(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BD) → D ∈ îòðåçîê(BE))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

ii. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, íà ñòîðîíó êîòîðîãî îïèðàåòñÿ èçâíå
óãîë â 120 ãðàäóñîâ.
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∀ABCDE(l(AC) = l(BC) & l(AC) = l(AB) & ∠(CDB) = 2π/3 &
ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) → E − òî÷êà &
B ∈ îêðóæíîñòü(EA) & C ∈ îêðóæíîñòü(EA) &D ∈ îêðóæíîñòü(EA))
Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

iii. Ïðîâåäåíèå âûñîòû â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå, îêîëî êîòîðîãî
îïèñàíà îêðóæíîñòü, åñëè ÷åðåç åå öåíòð ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàë-
ëåëüíàÿ îñíîâàíèþ.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CED) &
l(CE) = l(ED) & A ∈ ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & G ∈ ïðÿìàÿ(DE) → H−òî÷êà & H ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& H ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & l(AF ) = l(AG))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Òî÷êà H ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CD è AE ïîêà íå ââåäå-
íà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iv. Ïðèíàäëåæíîñòü öåíòðà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ðàâíîáåäðåí-
íîãî òðåóãîëüíèêà, âûñîòå ýòîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííîé íà åãî îñíî-
âàíèå.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
l(AB) = l(BC) & E ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
D ∈ ïðÿìàÿ(BE) & ¬(B ∈ îòðåçîê(DE)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
l(AB) = l(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ¬(B ∈ îòðåçîê(DE)))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

v. Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà,
ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà ïðè îñíîâàíèè.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
áèññåêòðèñà(ABCE) & l(AB) = l(BC) → D ∈ ïðÿìàÿ(BE))
×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åñëè ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "êîíòðîëü", òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Èíà÷å îí ðàâåí 6.

vi. Ïåðåñå÷åíèå ñ îêðóæíîñòüþ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ òðå-
óãîëüíèêà.

∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) &
l(CD) = l(CE) & F ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(CE) &
l(CF ) = l(CG) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ ïðÿìàÿ(FG) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(AB) & Q ∈ ïðÿìàÿ(FG) & F ∈ îòðåçîê(PG) &
G ∈ îòðåçîê(FQ) → l(PF ) = l(GQ) & l(PG) = l(PF ) + l(FG))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

vii. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïîäòðåóãîëüíèêà ðîìáà, äëèíà
ñòîðîíû ðîìáà è äëèíà åãî äèàãîíàëè.

∀ABCDEF (ðîìá(ABCD) & B ∈ îêðóæíîñòü(EF ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → l(BC)2 =
l(EF )l(AC))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû äâà èç ðàññòîÿíèé BC, EF , AC
âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç òðåõ
ðàññòîÿíèé íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(e) Òåîðåìà ñèíóñîâ.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(∠(ABC)) → 2 sin(∠(ABC))l(DE) = l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(l(AC)) → 2 sin(∠(ABC))l(DE) = l(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Îäíî
èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé DE, AC è óãëà ABC èìååò òèï "ïðèìå-
íèìî", à äâà äðóãèõ - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 5. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé ïðèå-
ìà:
i. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé DE, AC è óãëà ABC èìååò òèï
"íåèçâ", à äâà äðóãèõ - òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5.

ii. ÐàññòîÿíèåDE èçâåñòíî, ïðè÷åì ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñâîäèìî" óñìàò-
ðèâàåò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ðàññòîÿíèå AC ÷åðåç óãîë ABC. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

iii. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé DE, AC è óãëà ABC ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, à äâà äðóãèõ - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 7.

iv. Ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï
"íåèçâ", ïðè÷åì óãîë ABC â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(f) Âûðàæåíèå ðàäèóñà ÷åðåç ïëîùàäü è äëèíû ñòîðîí.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(l(AC))
& àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) → 4l(DE)S(ôèãóðà(ABC)) =
l(AB)l(BC)l(AC))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè
äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé
DE, AB, BC, AC èìååò òèï "âíåøíåèçâ", äâà äðóãèõ - íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ, à îñòàâøååñÿ ðàññòîÿíèå óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Â ñëó÷àå
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé ïðèåìà:
i. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ", à
êàæäîå èç ðàññòîÿíèé DE, AB, BC, AC ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò
òèï "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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ii. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "îïðåäåëèìî".
Âñå ðàññòîÿíèÿ DE, AB, BC, AC ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì
òðè èç íèõ èçâåñòíû, à îäíî - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

iii. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî, áûòü ìîæåò, ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ
òåêóùåé çàäà÷è, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííîå óðàâíåíèå äëÿ
÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

iv. Õîòÿ áû äâà èç ðàññòîÿíèé DE, AB, BC, AC èçâåñòíû, à äâà äðóãèõ
- óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ðàññòîÿíèé íå
èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDE(A ∈ îêðóæíîñòüDE) & B ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) →
4l(DE)S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(BC)l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï "âíåøíåèçâ",
ðàññòîÿíèÿ BC è AC èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10. Íà ýòîé
òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ òîò æå óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ DE, BC, AC áûëè èçâåñòíû,
à ðàññòîÿíèå AB - íå èçâåñòíî.

(g) Âûðàæåíèå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåç äâå ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà è óãîë ìåæäó íèìè.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) & àêòèâ(∠(DCE))
& àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(CE)) → 4(sin(∠(DCE)))2l(AB)2 =
l(CD)2 + l(CE)2 − 2l(CD)l(CE) cos(∠(DCE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë DCE è ðàññòîÿíèÿ CD, CE èçâåñòíû; ðàññòîÿíèå
AB íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(CE)) & ∠(DCE) = a →
4(sin a)2l(AB)2 = l(CD)2 + l(CE)2 − 2l(CD)l(CE) cos a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ðàññòîÿíèÿ CD è CE
èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(h) Âûðàæåíèå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåç äëèíû ñòîðîí.
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∀ABCDE(A ∈ îêðóæíîñòü(DE) & B ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(DE)) & a = (l(AB) + l(BC) + l(AC))/2 →
4l(DE)

√
a(a− l(AB))(a− l(AC))(a− l(BC)) = l(AB)l(BC)l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB, AC, BC êîíñòàíòíûå. Âû-
ðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï "íåèçâ". Óãëû òðåóãîëüíèêà íå
èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEp(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(CD), p) → l(CD) = 2l(AB) sin(∠(CED)) & p)

×åòåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà CED èìååò òèï "îïðåäåëèìî", âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB - òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(i) Âûðàæåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÷åðåç ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè è
äâà óãëà.

∀ABCDE(A ∈ îêðóæíîñòü(DE) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) &
B ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & àêòèâ(∠(BAC)) &
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àêòèâ(∠(BCA)) → S(ôèãóðà(ABC)) =
2 sin(∠(BAC)) sin(∠(BCA)) sin(∠(BAC) + ∠(BCA))l(DE)2)

Âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, à òàêæå óãëû BAC è BCA
èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(j) Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

∀ABCPQ(îêðóæíîñòü(PQ)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) → àêòèâ(l(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ðàçðåøàþòñÿ ïåðåñòà-
íîâêè âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Ðàññòîÿíèå AB â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(k) Ïðîâåäåíèå îáùåé îïèñàííîé îêðóæíîñòè äëÿ äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BE) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) → C − òî÷êà & C ∈ îòðåçîê(AB) &
B ∈ îêðóæíîñòü(CA) & D ∈ îêðóæíîñòü(CA) & E ∈ îêðóæíîñòü(CA))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïåðâîì èç íèõ. Ïðÿìàÿ DE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, à ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B,D,E îêðóæíîñòü - íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì
ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó C - öåíòð îêðóæíîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(l) Ââîä óãëà, âåëè÷èíà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ óñìîòðåíèÿ âïè-
ñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(DCF )) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F,
ïðÿìàÿ(CE)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(DF )) → àêòèâ(∠(DEF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". ÓãîëDCF èçâåñòåí. Ïðÿìûå EF èDE óæå âñòðå÷àþòñÿ
â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F îêðóæíîñòè AB íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ. Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F ïðÿìûì CD, DE
ëèáî CE, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå, åñëè óñìàòðèâàåò-
ñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ DE è EF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.

(m) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíàìè äâóõ ñòîðîí, âûñîòîé è ðàäèóñîì îïèñàííîé
îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AF )) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥
ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ îòðåçîê(BD) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(CE)) →
l(BC)l(CD) = 2l(AB)l(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé BC, CD, AB, CE
èìååò òèï "íåèçâ", îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 10.

(n) Ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî ïîäîáíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(GH)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(PQ)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(DEF ) & ïðÿìàÿ(AC) ‖
ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(DF ) → l(GH)l(DF ) = l(PQ)l(AB))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(o) Ðàâíûå óãëû, îòëîæåííûå îò áîêîâûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCDEFPQ(àêòèâ(îêðóæíîñòü(PQ)) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(AC) & ∠(ABD) = ∠(CBE) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
F ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & E ∈ îòðåçîê(BF ) & ∠(BAF ) = ∠(BDC) &
F − òî÷êà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, àíòåöåäåíòû ñî âòîðî-
ãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé BE ïîêà
íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(p) Ïåðåñå÷åíèå õîðäû ñ êîíöîì â îäíîé âåðøèíå òðåóãîëüíèêà è ïðîòèâîïî-
ëîæíîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & G ∈ îòðåçîê(DE) &
ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → G ∈ îòðåçîê(CF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & G ∈ îòðåçîê(DE) &
òî÷êàëó÷à(C,F,G) → G ∈ îòðåçîê(CF ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì".

(q) Ïðîäîëæåíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ è
ñî ñðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì.
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∀ABCDEFPQ(îêðóæíîñòü(PQ)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
D ∈ îòðåçîê(BC) & ∠(BAD) = ∠(DAC) & àêòèâ(∠(BAD)) &
àêòèâ(∠(DAC)) → F ∈ îòðåçîê(BC) & l(BF ) = l(CF ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & E − òî÷êà & F − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(AE) &
F ∈ îòðåçîê(PE) & ïðÿìàÿ(PE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Â çàäà÷å óæå ââåäåíà íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿ-
ìîé BC, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AD è BC.
Òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AD ñ îêðóæíîñòüþ PQ, à òàêæå òî÷êà F
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé BC ïåðïåíäèêóëÿðíîãî åé ðàäèóñà, ïîêà íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ. Ïðèåì ââîäèò ýòè òî÷êè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(r) Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè äî ñòîðîíû è ðàññòîÿíèå îò
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò.

∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(PQ)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD)
& ïðÿìàÿ(PG) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) → l(AF ) = 2l(PG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå PG óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(s) Ïðîâåäåíèå îïèñàííîé îêðóæíîñòè äëÿ ïîäîáíîãî òðåóãîëüíèêà.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 949

∀ABCDEPQM(îêðóæíîñòü(PQ)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(DBE) &
A ∈ ïðÿìàÿ(BD) & C ∈ ïðÿìàÿ(BE) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) →
M − òî÷êà & îêðóæíîñòü(MC)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) &
M ∈ ïðÿìàÿ(BP ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". ×åðåç òî÷êó B ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ ïðÿìîé BP . Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B,C, ïîêà íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò öåíòð M ýòîé îêðóæíîñòè, à òàêæå ñàìó
îêðóæíîñòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(t) Âïèñàííûå óãëû, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîâåäåíèè õîðä ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ
òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

∀ABCDEFPQKMN(A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
F ∈ îòðåçîê(AC) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & F ∈ îòðåçîê(BK) &
K ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ îòðåçîê(AM) &
M ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & E ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(CN) &
N ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ∠(MNK) = ∠(MAC) + ∠(CBK))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèå òðè - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà èç òðåõ óãëîâ MNK, MAC, CBK èçâåñòíû, à
òðåòèé - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(u) Ïåðåñå÷åíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà è äèàìåòðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ñòî-
ðîíå.

∀ABCDEFGH(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& ïðÿìàÿ(GA) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & H ∈ ïðÿìàÿ(GA) & H ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
àêòèâ(l(EH)) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → l(DE)l(AB) = l(CE)l(EH))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ DE, AB, CE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Öåíòð îêðóæíîñòè íå ëåæèò íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà CDE. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(v) Õîðäà, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç îäíó èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ïîä óãëîì, ðàâíûì
ïðîòèâîïîëîæíîìó óãëó òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îòðåçîê(CE) &
H ∈ îòðåçîê(FG) & ∠(CHG) = ∠(EDC) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îäíàñòîðîíà(D,G, ïðÿìàÿ(CE)) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(C,H) & ðàçíûåòî÷êè(H,G) → l(CF ) = l(CG))

Èäåíòèôèêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ñåäüìîãî àíòåöåäåíòà, âûäåëåííîãî óêàçà-
òåëåì "ðàâíî". Øåñòü ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(w) Ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò, óãîë
òðåóãîëüíèêà è ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFGH(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(GE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥
ïðÿìàÿ(DE) & H ∈ ïðÿìàÿ(EG) & H ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & al(AB) = bl(CH)
& ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) →
2b| cos(∠(DCE))| = a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî
ïî äåñÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíò îáðà-
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áàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðè ïîñëåäíèõ - ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, óãîë DCE íå èçâåñòåí.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(x) Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííþþ òî÷êó
òðåóãîëüíèêà.
∀ABCD(A ∈ îêðóæíîñòü(MN) & B ∈ îêðóæíîñòü(MN) &
C ∈ îêðóæíîñòü(MN) & 4(ABC) & D ∈ ôèãóðà(ABC) &
D ∈ îêðóæíîñòü(MN) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü".
×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè-
÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì. Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(y) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà âïèñàííîãî â
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ñ åãî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíîé.

∀ABCDEF (áèññåêòðèñà(ABCF ) & A ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
B ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) → G−òî÷êà&G ∈ îòðåçîê(AC) &G ∈ îòðåçîê(BF ))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà G
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è BF ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Êâàäðàò.
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∀ABCDEF (êâàäðàò(FCDE) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(FCDE) → A ∈ îòðåçîê(FD) & A ∈ îòðåçîê(CE) &
l(CD) =

√
2l(AB))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEFG(êâàäðàò(FCDE) & Îêðóæíîñòü(ABG)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(FCDE) → A ∈ îòðåçîê(FD) & A ∈ îòðåçîê(CE) &
l(CD) =

√
2l(AB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
3. Ïðÿìîóãîëüíèê.

∀ABCDEF (ïðÿìîóãîëüíèê(CDEF ) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(CDEF ) → A ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & A ∈ ïðÿìàÿ(CE) & l(DF ) = 2l(AB)
& l(CE) = 2l(AB))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
4. Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.
∀ABa(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) →
l(a(1)a(2)) = 2l(AB) sin(π/l(a)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDain(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a)
& l(a) = n & n− even & i ∈ {1, . . . , n} & C = a(i) & D = a((i+n/2− 1)(modn)+
1) → A ∈ îòðåçîê(CD))

Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà",
ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà i âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà. Òðåòèé, øåñòîé è ñåäüìîé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðÿìàÿ CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Åñëè âåëè÷èíà n áîëüøå 19, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 7.

5. Ïðèíàäëåæíîñòü âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îêîëî êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæ-
íîñòü, ýòîé îêðóæíîñòè.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCF ) →
A ∈ îêðóæíîñòü(DE))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ óãîë ñ
âåðøèíîé D, ñòîðîíû êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Îíà
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
(a) ×åðåç öåíòð îêðóæíîñòè D ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé âûäåëåíà íåêî-

òîðàÿ íå ïðèíàäëåæàùàÿ îêðóæíîñòè è îòëè÷íàÿ îò öåíòðà òî÷êà.
(b) ×åòûðåõóãîëüíèê íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, ðîìáîì ëèáî ïðÿìîóãîëüíèêîì,

ïðè÷åì â çàäà÷å èìååòñÿ óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ðàññòîÿíèå DE è ðàññòî-
ÿíèå îò A äî íåêîòîðîé òî÷êè.

Áåçîòíîñèòåëüíî ê ýòèì óñëîâèÿì, ïðèåì âñåãäà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 8.
∀ABCDEFG(Îêðóæíîñòü(DEG)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCF ) →
A ∈ Îêðóæíîñòü(DEG))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
6. Ïðèíàäëåæíîñòü âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà, îêîëî êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæíîñòü,

ýòîé îêðóæíîñòè.
∀ABCain(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(a) & l(a) = n & i ∈ {1, . . . , n}
& C = a(i) → C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" è ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà i âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.
Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åñëè
÷èñëî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà ìåíüøå 5, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Â çàäà÷å äîëæ-
íà èìåòüñÿ ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ C âíå êîíòåêñòîâ "ôèãóðà(. . .)",
"ïðàâìíîãîóãîëüíèê(. . .)", "òî÷êà(. . .)", "ïðÿìàÿ(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

7. Òðàïåöèÿ
(a) Ðàâåíñòâî áîêîâûõ ñòîðîí.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(CDEF ) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(CDEF ) → l(CD) = l(EF ))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(b) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíàìè ñòîðîí è ðàäèóñîì îêðóæíîñòè.
∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(CDEF ) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(CDEF ) → (4l(CD)2 − (l(CF )− l(DE))2)l(AB)2 =
l(CD)2(l(DE)l(CF ) + l(CD)2))
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×åðòåæ ïðåæíèé. Ðàññòîÿíèÿ CD, CF , DE, AB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Êàæäûé íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, âñòðå÷àþùèéñÿ â âûðàæåíè-
ÿõ äëÿ ýòèõ ðàññòîÿíèé, ìîæåò áûòü âûðàæåí ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé çàäà-
÷è ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ åäèíñòâåííûì
âõîæäåíèåì âûðàæàåìîãî àòîìà, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öåïî÷êè ïåðåõîäîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Íà òîé æå òåîðåìå è ñ òåì æå óðîâíåì
ñðàáàòûâàíèÿ ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà:
i. Âûðàæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ âûøå ðàññòîÿíèé ñîäåðæàò åäèíñòâåííûé
íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, ïðè÷åì îí èìååò òèï "íåèçâ".

ii. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óêàçàííûõ âûøå ðàññòîÿíèé èìååò òèï "íåèçâ",
à îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.

(c) Óñìîòðåíèå òðàïåöèè â îïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ECDF ) &
l(CE) = l(DF ) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(ECDF ) & 0 < l(EF ) − l(CD) →
òðàïåöèÿ(ECDF ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âòîðîé
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", à òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì. ×åòâåð-
òûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó öåíòðàëüíûìè óãëàìè îïè-
ñàííîé òðàïåöèè.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(CDEF ) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(CDEF ) & àêòèâ(∠(DAE)) & àêòèâ(∠(CAF )) &
àêòèâ(∠(DAC)) → ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) & 2∠(DAC) +
∠(DAE) + ∠(CAF ) = 2π ∨ îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) &
2∠(DAC) = ∠(CAF )− ∠(DAE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ óãëîâ DAC, CAF ,
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DAE èìååò òèï "íåèçâ", äâà äðóãèõ - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûâî-
äèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(e) Òî÷êà íà äóãå, îòäåëÿåìîé îñíîâàíèåì.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CEFD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(EG)) &
àêòèâ(l(GF )) & àêòèâ(l(CG)) & àêòèâ(l(DG)) & al(EF ) = bl(CE) &
pl(EF ) = ql(CF ) & ðàçíûåñòîðîíû(A,G, ïðÿìàÿ(EF )) →
(l(GE) + l(GF ))(aq + bp) = (l(CG) + l(DG))bq)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî
ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, äåñÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(f) Ðàâåíñòâî óãëîâ, ïîä êîòîðûìè èç öåíòðà âèäíû áîêîâûå ñòîðîíû.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(CDEF ) & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(CDEF ) & àêòèâ(∠(CAD)) → ∠(CAD) = ∠(EAF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îêîëî êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæ-
íîñòü.
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∀ABCDPQ(îêðóæíîñòü(PQ)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) →
∠(ABC) + ∠(ADC) = π)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îäèí èç óãëîâ ABC, ADC èçâåñòåí,
à äðóãîé - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà:
(a) Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ABC, ADC âûðàæåí ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû,

è õîòÿ áû îäèí - íå èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
(b) Íà óãëû íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà èñ-

ñëåëäîâàíèå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, à â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî - 11.

∀ABCDEFGH(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îòðåçîê(CG) & E ∈ îòðåçîê(CH) & îäíàñòîðîíà(G,F, ïðÿìàÿ(DE))
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåòî÷êè(D,F ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → ∠(DFE) = ∠(CGH) + ∠(GHC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî
ñåäüìîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòü ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óãëû DFE, CGH, GHC óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îêîëî êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæ-
íîñòü.

∀ABCDQ(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & îêðóæíîñòü(QE)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABCD) → àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ñðåäè ïîñûëîê çàäà÷è èìååò-
ñÿ ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå ïëîùàäü íåêîòîðîé ôèãóðû, ñðåäè âåðøèí êîòîðîé
âñòðå÷àþòñÿ òî÷êè C è D, ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà
îêðóæíîñòè èìååò òèï "íåèçâ". Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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10. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
∀abAB(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî a→ b = l(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Çàäà÷à ïîêà íå èìååò âñïîìîãàòåëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ. Âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
(a) Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ âïèñàííûé â îêðóæíîñòü AB óãîë, îäíà èç ñòî-

ðîí êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð, à âåëè÷èíà èçâåñòíà.
(b) Îêðóæíîñòü AB îïèñàíà îêîëî òðåóãîëüíèêà, îäèí èç óãëîâ êîòîðîãî èç-

âåñòåí.
Çàäà÷à íå èìååò èçâåñòíûõ ðàññòîÿíèé, íî íåêîòîðàÿ åå ïîñûëêà ñâÿçûâàåò ÷èñ-
ëåííóþ íåèçâåñòíóþ ñ îòíîøåíèåì ñòåïåíåé ðàññòîÿíèé ëèáî ïëîùàäåé. Ðàñ-
ñòîÿíèå AB ïîêà íå âûðàæåíî ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò äëÿ
íåãî âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð b, êîòîðûé âðåìåííî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ïðîâåäåíèå îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) → E − òî÷êà & îêðóæíîñòü(EA)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ACBD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ CD èAD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Â çàäà÷å ïîêà
íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè A,B,C. Ïðèåì ââî-
äèò öåíòð E îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Â âûðîæäåííûõ
ñëó÷àÿõ (÷åòûðåõóãîëüíèê îêàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, ëèáî òðåóãîëüíèêè
ABC è ABD ðàâíû) ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDE(÷åòûðåõóãîëüíèê(ACBD) & ∠(ACB) + ∠(ADB) = π → E − òî÷êà &
îêðóæíîñòü(EA)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ACBD))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íèêàêàÿ òðîéêà âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà íå ïðèíàä-
ëåæèò ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å îêðóæíîñòè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîñòü ïðÿìûõ AC è BC. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó E -
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

12. Óñìîòðåíèå îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(DCF ) + ∠(DEF ) = π & àêòèâ(∠(DCF )) &
àêòèâ(∠(DEF )) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(EC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(E,C, ïðÿìàÿ(DF )) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) → F ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïÿòü ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(DEF ) &
∠(DCF ) + ∠(DEF ) = π & àêòèâ(∠(DCF )) & àêòèâ(∠(DEF )) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(DF )) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) → C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

13. Äèàãîíàëü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îêîëî êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæíîñòü.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDEF ) & àêòèâ(l(CD)) &
àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(EF )) & àêòèâ(l(CF )) & àêòèâ(l(DF )) →
l(DF )2(l(DE)l(EF ) + l(CD)l(CF )) = (l(DE)2 + l(EF )2)l(CD)l(CF ) +
(l(CD)2 + l(CF )2)l(DE)l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé DF , DE, EF , CD, CF
èìååò òèï "íåèçâ", îñòàëüíûå - íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

Âïèñàííàÿ â ôèãóðó îêðóæíîñòü

1. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â óãîë.
(a) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷åê êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè óãëà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â Óãîë(GCF ) → D − òî÷êà &
E − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(CG) & ¬(C ∈ îòðåçîê(DG)) & E ∈ ïðÿìàÿ(CF )
& ¬(C ∈ îòðåçîê(EF )) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(CG) & ∠(GCF ) = 2∠(DCA) & ∠(DCA) = ∠(ACE))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ êàêîé - ëèáî èç ñòîðîí óãëà GCF . Ïðèåì
ââîäèò íîâûå òî÷êè D,E êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ ýòèìè ñòîðîíàìè, ñîïðî-
âîæäàÿ èõ ðÿäîì ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Îòðåçêè, ïðîâåäåííûå ê òî÷êàì êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè óãëà.
∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â Óãîë(GCF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(CG) &
¬(C ∈ îòðåçîê(DG)) & E ∈ ïðÿìàÿ(CF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) → ¬(C ∈ îòðåçîê(DG)) & ¬(C ∈ îòðåçîê(EF )) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) &ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CG) & ∠(GCF ) =
2∠(DCA) & ∠(DCA) = ∠(ACE))
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×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà.

∀ABCEFG(îêðóæíîñòü(BC)âïèñàíà â Óãîë(EFG) & ∠(EFA) = ∠(AFG) →
B ∈ ïðÿìàÿ(AF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óãëû EFA è AFG óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çà-
äà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â óãîë.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & ïðÿìàÿ(FG)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(FG))
& F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(CF )))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & ïðÿìàÿ(FG)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(PQ)
& P ∈ ïðÿìàÿ(AC) & Q ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,P,C) &
òî÷êàëó÷à(A,Q,B) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(CF )))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABDEFPQ(àêòèâ(îêðóæíîñòü(DE)) & P ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
ïðÿìàÿ(AP ) ⊥ ïðÿìàÿ(DP ) & Q ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
ïðÿìàÿ(AQ) ⊥ ïðÿìàÿ(DQ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AP ), ïðÿìàÿ(AQ))
& ïðÿìàÿ(BF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & B ∈ äóãà(DPQ) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AP ) → F ∈ îòðåçîê(AP ) & l(BF ) = l(PF ))

Ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, øåñòîé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ADEFGPQ(àêòèâ(îêðóæíîñòü(DE)) & P ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
ïðÿìàÿ(AP ) ⊥ ïðÿìàÿ(DP ) & Q ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
ïðÿìàÿ(AQ) ⊥ ïðÿìàÿ(DQ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AP ),
ïðÿìàÿ(AQ)) & ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(FG)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AP ) &
òî÷êàëó÷à(A,F, P ) & G ∈ ïðÿìàÿ(AQ) & òî÷êàëó÷à(A,G,Q) →
l(AP ) + l(AQ) = l(AF ) + l(FG) + l(AG))

Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé è âîñüìîé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå FG óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(e) Ðàçëè÷èå ïðÿìûõ - ñòîðîí óãëà.

∀BCEFG(îêðóæíîñòü(BC)âïèñàíà â Óãîë(EFG) →
¬(ïðÿìàÿ(FE) = ïðÿìàÿ(FG)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
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(f) Åñëè îêðóæíîñòè ðàâíîãî ðàäèóñà âïèñàíû â ðàâíûå óãëû, òî ðàññòîÿíèÿ
îò âåðøèíû óãëà äî òî÷êè êàñàíèÿ ðàâíû.

∀ABCDEFGHIJ(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
I ∈ îêðóæíîñòü(FG) & J ∈ îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(CE)) &
ïðÿìàÿ(HI)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(HJ)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(HI),
ïðÿìàÿ(HJ)) & ∠(DCE) = ∠(IHJ) & l(AB) = l(FG) → l(CD) = l(HI))

Ïÿòûé, øåñòîé, âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñåäü-
ìîé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðàñ-
ñòîÿíèå CD èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Åñëè îäíà îêðóæíîñòü âïèñàíà â óãîë, à âòîðàÿ èìååò îáùóþ ñ ïåðâîé
òî÷êó êàñàíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíîé óãëà è ïåðåñåêàåò äðóãóþ ñòîðîíó óãëà,
òî åå ðàäèóñ áîëüøå ðàäèóñà ïåðâîé.

∀ABCDEFGHPQ(îêðóæíîñòü(DP )âïèñàíà â Óãîë(BAC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(DP ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(FQ) & E ∈ îêðóæíîñòü(FQ) & G ∈ îêðóæíîñòü(FQ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(FQ) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A,B,G) & ðàçíûåòî÷êè(G,H) → D ∈ îòðåçîê(EF ) &
l(DF ) = l(EF )− l(DE) & ¬(D = F ))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïî-
ñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(h) Óãîë, ñìåæíûé ñ óãëîì ìåæäó ðàäèóñàìè, ïðîâåäåííûìè ê òî÷êå êàñàíèÿ.
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∀ABCDEFGP (îêðóæíîñòü(DP )âïèñàíà â Óãîë(BAC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(DP ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îêðóæíîñòü(DP ) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ îòðåçîê(EG) & ðàçíûåòî÷êè(D,G) →
∠(FDG) = ∠(BAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óãîë BAC èçâåñòåí, ïðÿìûå DF è DG óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(i) Äâå êàñàþùèåñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè âïèñàíû â óãîë. Òðåòüÿ
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ èõ âíåøíèì îáðàçîì, à òàêæå êàñàåòñÿ ñòîðîíû óãëà.

∀ABCDEFGHIJPQ(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC) &
îêðóæíîñòü(FG)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæ-
íîñòü(DE), îêðóæíîñòü(FG)) & âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(PQ),
îêðóæíîñòü(DE)) & âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(PQ), îêðóæíîñòü(FG))
& ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(PQ) & îäíàñòîðîíà(P,D,
ïðÿìàÿ(AB)) & J ∈ ïðÿìàÿ(AC) & J ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
H ∈ îêðóæíîñòü(DE) & H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & I ∈ îêðóæíîñòü(FG) &
I ∈ ïðÿìàÿ(AC) → J ∈ îòðåçîê(HI) & l(HI) = l(HJ) + l(IJ))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñåäüìîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê.
(a) Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

∀ABCPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïîðÿäîê ðàññìîòðåíèÿ âåðøèí
ïðîèçâîëüíûé. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû
ïåðåä êîìïèëÿöèåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(∠(ACB)) →
àêòèâ(l(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ACB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(b) Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â
ôèãóðà(ABC) → 2l(DE) = l(AB) + l(AC)− l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & Îêðóæíîñòü(DEF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABC) → 2l(DE) = l(AB) + l(AC)− l(BC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(c) Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & l(AB) = l(AC) & îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â
ôèãóðà(ABC) → 2

√
3l(DE) = l(AC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.
i. Äëèíà îñíîâàíèÿ è îòðåçîê îò âåðøèíû äî òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(DF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AB) = l(BC) →
2l(AE) = l(AC))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

ii. Äëèíà îòðåçêà ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ è äëèíû ñòîðîí.
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∀ABCDEFG(l(AB) = l(BC) & îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â
ôèãóðà(ABC) & F ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
G ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ îòðåçîê(BC) & àêòèâ(l(FG)) →
2l(AB)(l(AC)− l(FG)) = l(AC)2)
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, AC, FG íå èçâåñòíî,
à äâà äðóãèõ - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iii. Ïåðïåíäèêóëÿð ê îñíîâàíèþ, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè ñ áîêîâîé ñòîðîíîé ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
l(AB) = l(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)
& àêòèâ(l(BF )) & àêòèâ(l(EF )) & E ∈ îêðóæíîñòü(DG) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) → l(BF )l(AE) = l(EF )l(DE))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

iv. Ïðîâåäåíèå âûñîòû â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå, â êîòîðûé âïè-
ñàíà îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
l(AB) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(GH) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(AC)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) → F − òî÷êà &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(BF )) &
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ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(BF ) & l(AF ) = l(FC)
& l(DG) = l(DH))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé AC ïîêà
íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Ïîïóòíî ðåãèñòðèðóåòñÿ ðàâåíñòâî ðàñ-
ñòîÿíèé DG, DH. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
l(AB) = l(BC) → F − òî÷êà & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
F ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(BF )) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& D ∈ îòðåçîê(BF ) & l(AF ) = l(FC))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AC. Ïðè ýòîì ïåðïåíäèêóëÿð ê AC ÷åðåç
òî÷êó B ïîêà íå ïðîâåäåí, è òî÷êà F êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé
AC ïîêà íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

(e) Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.
i. Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà áèññåêòðèñå âíóòðåííåãî óãëà
òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
áèññåêòðèñà(BACD) → P ∈ ïðÿìàÿ(AD))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀ABCDPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & P ∈ ïðÿìàÿ(AD) → P ∈ îòðåçîê(AD))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & P ∈ ïðÿìàÿ(AD) → áèññåêòðèñà(BACD))

×åðòåæ ïðåæíèé. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäû-
äóùåì ïðèåìå. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî
íåêîòîðîé äðóãîé òî÷êè ïðÿìîé AD. Ïðÿìûå AD è BC íå ïåðïåíäè-
êóëÿðíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
áèññåêòðèñà(BACD))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ëèáî îäíà èç òî÷åê A,D
ëåæèò íà ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å îêðóæíîñòè, ëèáî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà ýòîé æå
òåîðåìå ñîçäàíû åùå òðè ïðèåìà:
A. ×åðåç òî÷êó D ïðîõîäÿò äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèõ

ïðÿìûå AB è AC â âûäåëåííûõ òî÷êàõ. Ðàññòîÿíèÿ AB è AC íå
ðàâíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

B. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé óãîë ñ âåðøèíîé A. Ëèáî ðàñ-
ñòîÿíèÿ AB, AC ðàçëè÷íû, ëèáî ïðÿìàÿ AD óæå âûäåëåíà â çà-
äà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

C. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AB è ïå-
ðåñåêàþùàÿñÿ ñ ïðÿìîé AD â âûäåëåííîé òî÷êå. Ðàññòîÿíèÿ AB
è AC ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BAD)) → áèññåêòðèñà(BACD))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 5.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(∠(BAC)) → áèññåêòðèñà(BACD))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BAC ëèáî èçâåñòåí, ëèáî
èìååò òèï "íåèçâ". Ëèáî ðàññòîÿíèÿ AB è AC ðàçëè÷íû, ëèáî ïðÿìàÿ
AD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD) → áèññåêòðèñà(BACD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óñìàòðèâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿ-
íèé BD èDF . Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, AF , BD,DF íå èçâåñò-
íî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óãîë ADF óæå
âñòðå÷àëñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(l(CD))
& àêòèâ(l(AD)) → áèññåêòðèñà(BACD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(∠(ADC)) → áèññåêòðèñà(BACD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë ADC ëèáî èçâåñòåí, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AD) → áèññåêòðèñà(BACD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà F îòëè÷íà îò A, D è íå ëåæèò íà îêðóæíîñòè
DE. Ïðÿìûå AD è BC íå ïåðïåíäèêóëÿðíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 11.
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ii. Ïðèíàäëåæíîñòü öåíòðà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé
òðåóãîëüíèê, âûñîòå ýòîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííîé íà åãî îñíîâàíèå.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → E ∈ îòðåçîê(BD))

∀ABCDEFG(Îêðóæíîñòü(EFG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
l(AB) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ Îêðóæíîñòü(EFG) →
E ∈ îòðåçîê(BD))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
E ∈ îòðåçîê(BD) & D ∈ îêðóæíîñòü(EF ))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Ïðîäîëæåíèå äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà ïðÿìîé, íà
êîòîðîé ëåæèò öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ îòðåçîê(BF ))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AC ñ îêðóæíîñòüþ DE ïîêà íå
ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AC) &
D ∈ îòðåçîê(BF ))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, ïà-
ðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé BD. Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BD è AC ïîêà
íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

iv. Óãîë, ïîä êîòîðûì èç öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè âèäíû âåðøèíû
òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → 2∠(ADB) =
π + ∠(ACB))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óãîë ACB èçâåñòåí, âû-
ðàæåíèå äëÿ óãëà ADB èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Ïðÿìûå AD, BD
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(∠(ADB)) → 2∠(ADB) = π + ∠(ACB))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Îäèí èç óãëîâ ACB, ADB èçâåñòåí, à äðóãîé - èìå-
åò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

v. Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ëåæèò
íà âûñîòå, ïðîâåäåííîé ê îñíîâàíèþ.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
D ∈ îòðåçîê(BF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ðàâíî". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC)
& F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → D ∈ îòðåçîê(BF ) &
B ∈ ïðÿìàÿ(DBF ))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ïðÿ-
ìûå AC è DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

vi. Öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè è öåíòð îêðóæíîñòè, âïè-
ñàííîé â îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ñ âåð-
øèíîé òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEPQ(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & 0 ≤ l(DE)− l(PQ) →
P ∈ îòðåçîê(AD))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 2.
∀ABCDEPQ(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â Óãîë(BAC) → P ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
¬(A ∈ èíòåðâàë(PD)))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðè-
íàäëåæíîñòü òî÷êè P ïðÿìîé AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vii. Ïåðåñå÷åíèå áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç äâå òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ ïðÿìàÿ(AD) & H ∈ ïðÿìàÿ(FG) →
ïðÿìàÿ(CH) ⊥ ïðÿìàÿ(AH))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ïðèåì ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç òàê íàçûâàåìûõ "çàãîòîâîê", êîãäà â êà÷åñòâå
òåîðåìû áåðåòñÿ óñëîâèå íåêîòîðîé çàäà÷è. Îáû÷íî ýòî äåëàåòñÿ äëÿ
çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñî ââîäîì è ïîñëåäóþùèì èñêëþ÷åíè-
åì âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ - èìååò ÿðêî âûðàæåííûé "ïåðåâàëüíûé
õàðàêòåð". Åñëè ðåçóëüòàòîì ñëóæèò êàêîå-ëèáî ïðñòîå ñîîòíîøåíèå
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äëÿ óæå ââåäåííûõ â çàäà÷å îáúåêòîâ, òî ïðèìåíåíèå "çàãîòîâêè", êàê
àòîìàðíîãî øàãà â åùå áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ, âïîëíå îïðàâäàíî. Çà-
ìåòèì, ÷òî îáû÷íî "çàãîòîâêà" ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðåøàòåëå àëüòåðíà-
òèâíûì îáðàçîì - êàê çàäà÷à äëÿ óñèëèòåëÿ, ãäå îíà ðåøàåòñÿ, õîòü è
äîëãî, íî óæå îáû÷íûìè ñðåäñòâàìè.

viii. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè äî âåðøèíû òðåóãîëüíè-
êà.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(∠(BAC))
& àêòèâ(l(AD)) → l(DE) = l(AD) sin(∠(BAC)/2))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Óãîë BAC èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE èìå-
åò òèï "îïðåäåëèìî", à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD - òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

ix. Óãîë ìåæäó ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(CG) &
H ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(GH) & àêòèâ(∠(AGH)) →
0 ≤ ∠(AGH)− π/2)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

x. Óñìîòðåíèå öåíòðà âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)
& ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(DE) = l(DF ) & l(DF ) = l(DG) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ ôèãóðà(ABC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà
â ôèãóðà(ABC) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ îêðóæíîñòü(DE))

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)
& ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(DE) = l(DF ) & l(DF ) = l(DG) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ ôèãóðà(ABC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → Îêðóæíîñòü(DEA)
âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & F ∈ Îêðóæíîñòü(DEA) &
G ∈ Îêðóæíîñòü(DEA))
Ïåðâûå âîñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷-
êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. ×åòûðå ïîñëåäíèõ àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ðàññòîÿíèå DE
íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(f) Òî÷êè êàñàíèÿ.
i. Ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé ê òî÷êå êàñàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðåí ñòîðîíå òðå-
óãîëüíèêà.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(ED) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) →
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå
äâå âåðñèè ïðèåìà:
A. Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ACB è CBA èçâåñòåí, ïðè÷åì òðåóãîëü-

íèê íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì ñ âåðøèíîé B ëèáî C. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

B. Ïðÿìàÿ EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) →
F ∈ îêðóæíîñòü(ED))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

ii. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà
â ôèãóðà(ABC) & ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(FG) → G ∈ îêðóæíîñòü(DE))
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(ED) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) → G− òî÷êà &
G ∈ îêðóæíîñòü(ED) & G ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥
ïðÿìàÿ(AB) & l(BG) = l(BF ))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC è BC íå ðàâíû. Òî÷êà êàñàíèÿ
G ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
5. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà áûëè èçâåñòíû.
Êðîìå òîãî, ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó P ïðÿìîé EF , íå ëåæàùóþ íà
ñòîðîíå BC, äîëæíà áûòü ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé
BC è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òàêóþ òî÷êó Q ñòîðîíû AB ëèáî AC, ÷òî
ðàññòîÿíèå PQ óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Åñëè óãîë ACB ïðÿìîé, ëèáî
ðàññòîÿíèÿ AB è AC ðàâíû, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEG(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → G− òî÷êà &
G ∈ îêðóæíîñòü(ED) & G ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥
ïðÿìàÿ(AB))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEB. Òî÷êà êàñàíèÿ G ïîêà íå ââåäåíà, è ïðè-
åì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî
âåðñèé äàííîãî ïðèåìà. Òàê êàê òðåóãîëüíèê AEB â íèõ íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ, ñîïðîâîæäàþùèé ÷åðòåæ óïðîùåí:

A. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè
"èçâåñòíî"; ôàêòè÷åñêè - â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå. Òî÷êà E èçâåñò-
íà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

B. ×åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëü-
íàÿ ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

C. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì ÷åðåç òî÷-
êó E ïðîâåäåíà îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî íåêîòîðîé ôèãóðû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

D. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò öåíòðà E äî íåêîòîðîé íå ëåæàùåé
íà îêðóæíîñòè òî÷êè, ïðè÷åì ýòî ðàññòîÿíèå ëèáî èçâåñòíî, ëèáî
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

E. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè îêðóæíîñòè äî íåêîòîðîé
äðóãîé òî÷êè, èìåþùåå òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
13.

F. Ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòð îêðóæíîñòè ñ íåêîòîðîé
òî÷êîé ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

∀ABCDEFG(Îêðóæíîñòü(EDF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → G−òî÷êà &
G ∈ Îêðóæíîñòü(EDF ) & G ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥
ïðÿìàÿ(AB))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé íå íàêëàäûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ïðÿìàÿ(FH) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(FE)) → G− òî÷êà
& G ∈ îêðóæíîñòü(ED) & G ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥
ïðÿìàÿ(AB))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà êàñàíèÿ G ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå
ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEG(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(l(AE)) → G−òî÷êà & G ∈ îêðóæíîñòü(ED) & G ∈ îòðåçîê(AB)
& ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AE èìååò òèï "íåèçâ".
Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé AC è AB. Òî÷êà êàñàíèÿ G
ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(FH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(ED)
& H ∈ îêðóæíîñòü(ED) → G− òî÷êà & G ∈ îêðóæíîñòü(ED) &
G ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòî-
ðîé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ëèáî óãîë HFB, ëè-
áî ðàññòîÿíèå FH óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè H ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó G.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEGPQ(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) → G− òî÷êà
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& G ∈ îêðóæíîñòü(ED) & G ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥
ïðÿìàÿ(AB))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ââîäèò òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.

iii. Ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé îò âåðøèíû óãëà äî òî÷åê êàñàíèÿ.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(ED) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ îêðóæíîñòü(ED)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AB) → l(BF ) = l(BG))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé
BF , BG èìååò òèï "âîçìàêòèâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñî-
çäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5. Â íåé
îãðàíè÷åíèå íà ðàññòîÿíèÿ BF , BG ñíÿòî.

iv. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(DF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) → E ∈ îòðåçîê(AB))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

v. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, ñîåäèíÿþùèìè òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BAC)) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ îêðóæíîñòü(DE)
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& H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & H ∈ îêðóæíîñòü(DE) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(FG))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(FH)) → ∠(GFH) = (∠(BAC) + ∠(ABC))/2)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû BAC è ABC èçâåñòíû, óãîë GFH - íå
èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

vi. Âûðàæåíèå ðàññòîÿíèé îò âåðøèíû óãëà äî òî÷åê êàñàíèÿ ÷åðåç äëèíû
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ îòðåçîê(BC)
& G ∈ îêðóæíîñòü(DE) & H ∈ îòðåçîê(AC) & H ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& àêòèâ(l(AH)) & àêòèâ(l(BF )) & àêòèâ(l(CH)) & àêòèâ(l(AB))
& àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) → 2l(AH) = l(AB) + l(AC)− l(BC) &
2l(BF ) = l(AB) + l(BC)− l(AC) & 2l(CH) = l(AC) + l(BC)− l(AB))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà èçâåñòíû. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 5 è 8.

vii. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ îòðåçêó ìåæäó âåðøèíîé
è êîíöîì ìåäèàíû.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AG) = l(CG) & 0 ≤ l(BC)− l(AB) → F ∈ îòðåçîê(AG))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

viii. Äâà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, âîçíèêàþùèå, åñëè èç-
âåñòíî ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà äî òî÷êè êàñàíèÿ.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) → 2l(AF )l(AB)l(AC) =
(l(AF )2 + l(DE)2)(l(AB) + l(AC) + l(BC)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AF è DE èçâåñòíû. Õîòÿ áû
îäíà èç äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íå èçâåñòíà. Åñëè óãîë A ïðÿìîé,
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

ix. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïîäòðåóãîëüíèê ðîìáà, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé.

∀ABCDEFG(ðîìá(ABCD) & îêðóæíîñòü(FG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABD)
& E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) → E ∈ îêðóæíîñòü(FG) &
E ∈ îòðåçîê(FC))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåä-
íèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(g) Âïèñàííàÿ è îïèñàííàÿ îêðóæíîñòè.
i. Öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê îêðóæ-
íîñòåé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ñ åãî âåðøèíîé.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(FG)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC) →
F ∈ ïðÿìàÿ(BD))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

ii. Ïðèíàäëåæíîñòü öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè îòðåçêó áèññåêòðèñû
âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåìîìó îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ.
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∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(FH)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AG)
& G ∈ îêðóæíîñòü(FH) & ðàçíûåòî÷êè(A,G) → D ∈ îòðåçîê(AG))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé è
÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(FH)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AG)
& G ∈ îêðóæíîñòü(FH) & ðàçíûåòî÷êè(A,G) → l(DG) = l(CG))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Õîòÿ
áû îäíî èç ðàññòîÿíèé DG, CG óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 7.

(h) Âûðàæåíèå ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåç ïëîùàäü è ïåðèìåòð.

∀ABCEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
l(EF )ïåðèìåòð(ôèãóðà(ABC)) = 2S(ôèãóðà(ABC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
EF èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Èìååòñÿ êîïèÿ
äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Êðîìå òîãî, ñîçäàíû åùå
íåñêîëüêî âåðñèé ïðèåìà:
i. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ", ïðè-
÷åì ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.
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ii. Ðàññòîÿíèå EF è ïëîùàäü ABC èçâåñòíû, à ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
íå èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

iii. Ðàññòîÿíèå EF íå èçâåñòíî, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè è ïå-
ðèìåòðà òðåóãîëüíèêà èìåþò òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4. Èìååòñÿ òàêæå êîïèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 8.

iv. Ðàññòîÿíèå EF èçâåñòíî, à âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè è ïåðèìåòðà òðå-
óãîëüíèêà èìåþò òèï "íåèçâïàðàì". Íàïîìíèì, ÷òî ïàêåòíûé èíäè-
êàòîð "íåèçâïàðàì" ïðîâåðÿåò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ÷èñëîâîé àòîì
÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ñðåäè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ íåèçâåñòíàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

v. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà èçâåñòíà, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ EF
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

vi. Ðàññòîÿíèå EF èçâåñòíî, à âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè è ïåðèìåòðà òðå-
óãîëüíèêà èìåþò òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

vii. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè è ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà èìåþò òèï "âîç-
ìàêòèâ", ïðè÷åì ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

∀ABCEF (àêòèâ(l(AB)) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
l(EF )ïåðèìåòð(ôèãóðà(ABC)) = 2S(ôèãóðà(ABC)))

Îáà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè è ïåðèìåòðà òðåóãîëü-
íèêà èìåþò òèï "îïðåäåëèìî", ïðè÷åì ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(i) Îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè è äâóõ
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(FG)) &
ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(AC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AB)) &
îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) & îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(BC)) &
H ∈ îêðóæíîñòü(DE) & H ∈ îêðóæíîñòü(FG) → H ∈ îòðåçîê(CD) &
F ∈ îòðåçîê(CD) & l(CD) = l(DH) + l(HF ) + l(CF ) & F ∈ îòðåçîê(CH))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ñëåäóþùèå
òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöå-
äåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(j) Óñìîòðåíèå îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) &
ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(AB)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & 4(ABC) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ îòðåçîê(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(DE) → îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEFG(F ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ îòðåçîê(AB)
& G ∈ îêðóæíîñòü(DE) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(C,B) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) → (ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ
ê îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) &
ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) ↔
îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Îí çàìåíÿåò ãðóïïó
ïîñûëîê çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå íà óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî îêðóæíîñòü âïèñàíà â òðåóãîëüíèê. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåíèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGH(F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
H ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CE) & G ∈ îòðåçîê(DE) &
H ∈ îòðåçîê(CD) & l(EF ) = l(EG) & l(CF ) = l(CH) & l(DH) = l(DG)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â
ôèãóðà(CDE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå âîñåìü - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåä-
íèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ óñêî-
ðåííîé èäåíòèôèêàöèè ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå îáùèõ òî÷åê îêðóæíîñòè ñ
ïðÿìûìè CE, DE, CD, îòëè÷íûõ îò òî÷åê F,G,H. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 4.
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∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(AD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(FH) &
ïðÿìàÿ(CE)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(FH) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îêðóæíîñòü(FH) &
E ∈ îêðóæíîñòü(FH) & G ∈ îêðóæíîñòü(FH) & ïðÿìàÿ(FG) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → îêðóæíîñòü(FH)âïèñàíà â
ôèãóðà(ABC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ñåìü
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(k) Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû îòðåçêà êàñàòåëüíîé - ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è
äëèí îòðåçêîâ ñåêóùåé.

∀ABCDEFPQR(îêðóæíîñòü(ED)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(ED) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & R ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(ED) & P ∈ îêðóæíîñòü(ED) & Q ∈ ïðÿìàÿ(PR) &
ðàçíûåòî÷êè(P,Q) & àêòèâ(l(QR)) → l(FR)2 = l(PR)l(QR))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé FR, PR, QR
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(l) Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñî
âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòüþ, ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó òðå-
óãîëüíèêà.
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∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
G ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(m) Îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â ðàâíûå òðåóãîëüíèêè.

∀ABCDEFGHPQMN(îêðóæíîñòü(GH)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(DEF ) & l(AB) = l(DE) &
l(BC) = l(EF ) & l(AC) = l(DF ) & M ∈ îêðóæíîñòü(GH) &
M ∈ îòðåçîê(AC) & N ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & N ∈ îòðåçîê(DF ) →
l(GH) = l(PQ) & l(AM) = l(DN) & l(CM) = l(NF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEFGHPQ(îêðóæíîñòü(GH)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(DEF ) & l(AB) = l(DE) &
l(BC) = l(EF ) & l(AC) = l(DF ) → l(GH) = l(PQ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðèåì ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì,
íî ïðè îòñóòñòâèè âûäåëåííûõ òî÷åê M,N áûâàåò íóæåí.

(n) Êàñàòåëüíàÿ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ äâå ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(BC)
& G ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) →
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(FG)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(BC)
& G ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) →
l(AC) + l(BC) = l(AB) + l(FG) + l(CF ) + l(CG))
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Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ðàññòî-
ÿíèÿ AB, AC, BC, FG, CF , CG óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà êîïèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ 10.

∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
G ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → P − òî÷êà
& Q− òî÷êà & P ∈ îêðóæíîñòü(DE) & Q ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
P ∈ îòðåçîê(BC) & Q ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(DP ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(DQ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Òî÷êè P,Q êàñàíèÿ
îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AC,BC íå ââåäåíû, è ïðèåì èõ ââîäèò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
G ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) &
P ∈ îêðóæíîñòü(DE) & P ∈ îòðåçîê(BC) & Q ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
Q ∈ îòðåçîê(AC) → l(CP ) + l(CQ) = l(FG) + l(CG) + l(CF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé è øå-
ñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå FG óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(o) Ïëîñêîñòü âïèñàííîé îêðóæíîñòè.
∀ABCDEF (Îêðóæíîñòü(DEF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(p) Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îêðóæíîñòü âïèñàíà â òðåóãîëüíèê.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) ↔
ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(BC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(DE) & D ∈ ôèãóðà(ABC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíúþíêòèâíîìó
÷ëåíó óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(q) Ïðîäîëæåíèå áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíîé.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DB)) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Íà ïðÿìîé BD âûäåëåíà òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâåäåíà
ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AC. Îáùàÿ òî÷êà F ïðÿìûõ BD, AC ïîêà
íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(r) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà ñ îêðóæíîñòüþ.

∀ABCDEPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & l(AC) = l(BC) → E ∈ îòðåçîê(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ¬(D = E) & E − òî÷êà & P ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". ×åðåç êàêèå-òî äâå òî÷êè îêðóæíîñòè, îòëè÷íûå îò
òî÷êè D, ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ïðÿìîé CD ïî âûäåëåííîé
òî÷êå, îòëè÷íîé îò òî÷åê C,D, P . Îáùàÿ òî÷êà E îêðóæíîñòè è ïðÿìîé
CD, îòëè÷íàÿ îò D, ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 8.

(s) Ïðîâåäåíèå âûñîòû, ïåðåñåêàþùåé êàñàòåëüíóþ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè,
ïàðàëëåëüíóþ îñíîâàíèþ.
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∀ABCDEFGHP (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(DG) ⊥
ïðÿìàÿ(FG) & F ∈ îòðåçîê(AB) → H − òî÷êà & P − òî÷êà &
H ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BH) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & P ∈ îòðåçîê(BH) &
P ∈ ïðÿìàÿ(FG) & àêòèâ(l(BP )) & àêòèâ(l(BH)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å
è íåèçâåñòíà. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ïðÿìûõ FG è AC. Èç òî÷êè B
íå îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ AC. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
îñíîâàíèå H òàêîãî ïåðïåíäèêóëÿðà, à òàêæå òî÷êó P ïåðåñå÷åíèÿ åãî ñ
ïðÿìîé FG. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(t) Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü è îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ äâóõ ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & ïðÿìàÿ(AB)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(FG) & êðóã(FG) ⊆ ôèãóðà(ABC) → F ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê D,F ðàçëè÷-
íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(u) Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàíàÿ îêðóæíîñòè.
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∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & ïðÿìàÿ(AC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FG) &
ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AF )) → ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(AF ) & F ∈ ïðÿìàÿ(BD))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ÷åòûðåõóãîëüíèê.
(a) Ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, â êîòîðûé âïèñàíà

îêðóæíîñòü.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) → l(AB) + l(CD) =
l(AD) + l(BC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â ñëó÷àå êâàäðàòîâ è ðîìáîâ
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå, îïóùåííûé èç öåíòðà îêðóæíîñòè, ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ.
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∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → F ∈ îêðóæíîñòü(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé â òî÷êó êàñàíèÿ.
∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(EG) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) → ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(EG) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) → F ∈ îòðåçîê(BC))

×åðòåæ è îáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ ïðåæíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(d) Ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé îò âåðøèíû óãëà äî òî÷åê êàñàíèÿ.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(EG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(EG) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ îêðóæíîñòü(EG) &
H ∈ ïðÿìàÿ(AB) → l(BF ) = l(BH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâðàâíî" óñìàòðèâàåò, ÷òî
âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5. Â íåé îòáðàñûâà-
åòñÿ ïðîâåðêà ñóùåñòâåííîñòè ðàâåíñòâà.

(e) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ.
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∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(EH)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(EH) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) → G− òî÷êà &
G ∈ îêðóæíîñòü(EH) & G ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& l(DG) = l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Â ñëó÷àå êâàäðàò ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, à â ñëó÷àå ðîì-
áà - ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ïðÿìîé AD âûäåëåíà òî÷êà,
îòëè÷íàÿ îò òî÷åê A,D. Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé AD
ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(ED)) → F − òî÷êà & F ∈ îêðóæíîñòü(EG)
& F ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ñðåäè äëèí ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà AED íå áîëåå îäíîé, íå èçâåñòíîé è íå èìåþùåé òèïà "íåèçâ".
Áëîêèðîâêà â ñëó÷àå ðîìáà - òà æå, ÷òî è ó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ òî÷êó F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(EH)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
G ∈ îêðóæíîñòü(EH) & G ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Áëîêèðîâêè äëÿ êâàäðàòà è ðîìáà - òå æå, ÷òî âûøå. Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EG)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → F − òî÷êà & F ∈ îêðóæíîñòü(EG) &
F ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(f) Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà áèññåêòðèñå âíóòðåííåãî óãëà ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) & àêòèâ(∠(AEB)) →
áèññåêòðèñà(BADE) & áèññåêòðèñà(ABCE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) & àêòèâ(∠(BAD)) →
áèññåêòðèñà(BADE))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Â çàäà÷å
ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî óãîë BAE, ëèáî óãîë DAE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

(g) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïàðàëëåëîãðàìì.

∀ABCDEF (ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) → ðîìá(ABCD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(h) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ðîìá.
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i. Ïðîâåäåíèå âûñîòû ðîìáà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé â íåãî
îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFGH(ðîìá(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) → G− òî÷êà & H − òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(BC)
& H ∈ îòðåçîê(AD) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ îêðóæíîñòü(EF )
& ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & l(GH) = 2l(EF ) & E ∈ îòðåçîê(GH))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Â çàäà÷å íå ïðîâåäåí
îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì ðîìáà, ïå-
ðåñåêàþùèéñÿ ñ íèìè ïî âûäåëåííûì òî÷êàì. Ïðèåì ïðîâîäèò òàêîé
ïåðïåíäèêóëÿð ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè è ââîäèò íîâûå òî÷êè G,H.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

ii. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ðîìáà.

∀ABCDEF (ðîìá(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) → E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ëèáî â çàäà÷å ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ õîòÿ áû îäíà èç ïðÿìûõ AC, BD, ëèáî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ-
ñòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî íåêîòîðîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà
îêðóæíîñòè. Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè E ïðÿìûì AC, BD ÿâíî â ïî-
ñûëêàõ íå óêàçàíà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

iii. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñîñåäíèå òî÷êè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè ðîìáà,
ïàðàëëåëåí äèàãîíàëè ðîìáà.

∀ABCDEFG(ðîìá(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) →
ïðÿìàÿ(FG) ‖ ïðÿìàÿ(AC))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðàïåöèþ.
i. Ïðîâåäåíèå âûñîòû òðàïåöèè, â êîòîðóþ âïèñàíà îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(AD) &
ïðÿìàÿ(BG) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & l(BG) = 2l(EF ))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Èç òî÷åê B,C ïîêà íå
îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà ïðÿìóþ AD, è ïðèåì ââîäèò îñíîâàíèå
G òàêîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

ii. Âûñîòà òðàïåöèè, â êîòîðóþ âïèñàíà îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFGH(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(HG) → l(HG) = 2l(EF ))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iii. Òî÷êà êàñàíèÿ ñ îñíîâàíèåì ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & l(AB) = l(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → l(BG) = l(GC))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & l(AB) = l(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → l(AG) = l(GD))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iv. Ïðîâåäåíèå ïðÿìîé ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïå-
öèþ îêðóæíîñòè è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé.

∀ABCDEFGPQ(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & l(AB) = l(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(BD) → P − òî÷êà & Q− òî÷êà & Q ∈ îòðåçîê(BC) &
P ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(PQ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & G ∈ îòðåçîê(EQ)
& E ∈ îòðåçîê(PQ))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". ×åðåç òî÷êó E íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé
AD. Ïðèåì ïðîâîäèò òàêîé ïåðïåíäèêóëÿð è ââîäèò íîâûå òî÷êè P,Q,
â êîòîðûõ îí ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñíîâàíèÿìè òðàïåöèè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

v. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå öåíòð âïèñàííîé â òðàïåöèþ îêðóæíîñòè ñ êîí-
öàìè áîêîâîé ñòîðîíû.

∀ABCDPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(PC)) & àêòèâ(l(PD)) →
ïðÿìàÿ(PC) ⊥ ïðÿìàÿ(PD))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vi. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè è ñåðåäèíó
äèàãîíàëè.
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∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & G ∈ îòðåçîê(AC) & l(AG) = l(CG) &
ðàçíûåòî÷êè(G,E) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EG)) →
ïðÿìàÿ(EG) ‖ ïðÿìàÿ(AD))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

vii. Îòðåçêè, íà êîòîðûå äåëèò áîêîâóþ ñòîðîíó òî÷êà êàñàíèÿ.

∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & G ∈ îòðåçîê(CD) →
l(CG)l(DG) = l(EG)2)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåä-
íèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç òðåõ ðàññòîÿíèé CG, DG,
EG íå èçâåñòíî, à äâà äðóãèõ - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5.
Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ CG, DG è EG óæå ðàññìàòðèâà-
ëèñü â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìåëî òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

viii. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñîì è äëèíàìè îñíîâàíèé â ñëó÷àå ðàâíî-
áåäðåííîé òðàïåöèè.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
l(AB) = l(CD) & òðàïåöèÿ(ABCD) → 4l(EF )2 = l(BC)l(AD))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå óðàâíåíèå ñî-
äåðæèò åäèíñòâåííûé íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì, ïðè ýòîì òèï åãî -
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

ix. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè.
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∀ABCDEFGH(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) & îêðóæíîñòü(EF )
âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & H ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) →
ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(AD))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòûðå ïîñëåäíèõ àíòå-
öåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ëèáî ïðÿìàÿ GH óæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å, ëèáî êàæäàÿ èç òî÷åê G,H âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèè
ñ ÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFMNPQ(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & M ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & M ∈ îòðåçîê(AB)
& N ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & N ∈ îòðåçîê(CD) & P ∈ îòðåçîê(BC)
& Q ∈ ïðÿìàÿ(PE) & Q ∈ ïðÿìàÿ(MN) → Q ∈ îòðåçîê(PE))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà Q íå ñîâïàäàåò ñ êîíöàìè îòðåçêà
PE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

x. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè êàñàíèÿ ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè ðàâíî-
áåäðåííîé òðàïåöèè, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé.

∀ABCDEFGHPQ(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
l(AB) = l(CD) & òðàïåöèÿ(ABCD) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
P ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(BC) & M ∈ ïðÿìàÿ(GH) &
M ∈ ïðÿìàÿ(BN) & N ∈ ïðÿìàÿ(AD) → Q− òî÷êà &
Q ∈ îòðåçîê(PE) & Q ∈ îòðåçîê(BD) & Q ∈ îòðåçîê(GH) &
l(GQ) = l(QH) & l(GM)l(ND) = l(MQ)l(AN))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
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âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ GM è AN óæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Òî÷êà Q ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ GH, PE ïîêà íå ââåäåíà,
è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEFGHPQ(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
l(AB) = l(CD) & òðàïåöèÿ(ABCD) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
P ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & P ∈ ïðÿìàÿ(BC) & M ∈ ïðÿìàÿ(GH) &
M ∈ ïðÿìàÿ(BN) & N ∈ ïðÿìàÿ(AD) & Q ∈ ïðÿìàÿ(PE) &
Q ∈ ïðÿìàÿ(GH) → Q ∈ îòðåçîê(BD) & l(GM)l(ND) = l(MQ)l(AN))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ àíàëîãîè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.
Ðàññòîÿíèÿ GM è AN óæå ââåäåíû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòü òî÷êè Q îòðåçêó BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

xi. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(BE)) & àêòèâ(l(AE)) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → l(BE) = l(AE))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

xii. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ ðàññòîÿíèé îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî
êîíöîâ áîêîâîé ñòîðîíû.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & l(CE) = a & l(DE) = b & 0 < a− b→ ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîí-
òðîëü". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

xiii. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíó òðàïåöèè ñ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè.
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∀ABCDEFG(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AE) & G ∈ îòðåçîê(CD) →
l(AE)l(DG) = l(EG)l(AD))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äàâ äðóãèõ
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AE è EG óæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xiv. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) & àêòèâ(l(AE)) → G− òî÷êà &
G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & G ∈ îòðåçîê(AD))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AD ñ îêðóæíî-
ñòüþ EF ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

(j) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â êâàäðàò.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(FCDE) &
êâàäðàò(FCDE) → 2l(AB) = l(CF ))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(FCDE) & êâàäðàò(FCDE)
& G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → l(EG) = l(FG))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(k) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ÷åòûðåõóãîëüíèê, äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëà
êîòîðîãî - ïðÿìûå, à äâà äðóãèõ - íå ïðÿìûå.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABDC) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) →
l(CD) = l(AC) & l(AB) = l(BD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & G− òî÷êà &
G ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & ïðÿìàÿ(GE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB,
BD, à òàêæå ïðÿìûõ AC, CD. Ëèáî íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè E ïðÿìîé BC, ëèáî íå ââåäåíà îáùàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé
AB. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

(l) Îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ òðåõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, äâå èç êîòîðûõ
ïàðàëëåëüíû.

∀ABCDEPQ(ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(PQ) &
ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(PQ) & ïðÿìàÿ(AC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(PQ) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ïðÿìàÿ(AP ) ⊥ ïðÿìàÿ(CP ) &
l(EP )2 = l(AE)l(CE))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ðàññòîÿíèå AE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çà-
äà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AP è CP . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(m) Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà.
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∀ABCDEFGH(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(EG) & ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(EG) &
F ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(EG) & H ∈ îòðåçîê(BC) &
H ∈ îêðóæíîñòü(EG) → àêòèâ(∠(ABC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ÷å-
òûðå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë ABC â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(n) Äâå îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â ÷åòûðåõóãîëüíèê.

∀ABCDEFGHPQ(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(EP ), îêðóæíîñòü(FQ)) &
G ∈ îòðåçîê(AB) & H ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(EP ) &
H ∈ îêðóæíîñòü(FQ) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(FH) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(EP ) & ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(EP )
& ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FQ) & ïðÿìàÿ(BD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(FQ) & ïàðàëëåëîãðàìì(ACDB) →
G ∈ îòðåçîê(AH) & H ∈ îòðåçîê(BG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå ïÿòü ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(o) Âûðàæåíèå ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåç ïëîùàäü è ïåðèìåòð.

∀ABCDEF (àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) → l(EF )ïåðèìåòð(ôèãóðà(ABCD)) =
2S(ôèãóðà(ABCD)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ
ðàññòîÿíèÿ EF , à òàêæå ïåðèìåòðà è ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ëèáî íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî èç
íèõ íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(p) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðàïåöèþ îáùåãî âèäà, ó êîòîðîé ïðîâåäåíà âû-
ñîòà.
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∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(CABD) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) → 2l(EF ) = l(GH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ EF èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(q) Óñìîòðåíèå îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(EF ) &
ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(EF ) & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(EF ) & ïðÿìàÿ(AD)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(EF ) & âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD)) & G ∈ îòðåçîê(CD)
& G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðîâàíû ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(r) Îêðóæíîñòü âïèñàíà â ÷åòûðåõóãîëüíèê, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ðàâíîáåä-
ðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ACDB) & l(AB) = l(AC)
& l(BD) = l(CD) → 2l(EF )(l(AB) + l(BD)) = l(BC)l(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé AB
è BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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4. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ìíîãîóãîëüíèê.
(a) Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.

∀ABa(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(a) & ïðàâìíîãîóãîëüíèê(a) →
l(a(1)a(2)) = 2l(AB) tg(π/l(a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Ìíîãîóãîëüíèê ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ñòîðîí, áîëüøèì ÷åòûðåõ.

∀anPQ(l(a) = 2n & 3 ≤ n & îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(a) →∑n
i=1 l(a(2i)a(2i(mod2n) + 1)) =

∑n
i=1 l(a(2i− 1)a(2i)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ äâå ñìåæíûå ñòîðîíû ìíîãî-
óãîëüíèêà.

∀ABCDEFGPQani(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(a) & l(a) = n &
A = a(i) & B = a(i(modn) + 1) & C = a((i+ 1)(modn) + 1) & 3 < n &
D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(DE)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(PQ) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(B,E) →
F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & G− òî÷êà
& G ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & l(DE) = l(DF ) + l(GE)
& D ∈ îòðåçîê(BF ) & E ∈ îòðåçîê(BG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è
ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé, äå-
ñÿòûé è îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Íàêîíåö, òðåòèé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïðèåì ââîäèò íîâûå òî÷êè F è G, â êîòîðûõ îêðóæíîñòü
PQ êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(d) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ.
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∀ABCDEPQani(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(a) & l(a) = n & A = a(i)
& B = a(i(modn) + 1) & C = a((i+ 1)(modn) + 1) & 3 < n &
D ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & àêòèâ(l(BD)) &
àêòèâ(l(BC)) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
& l(BE) = l(BD) & l(BC) = l(BE) + l(CE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è
ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà êàñàíèÿ E ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(e) Îòðåçêè ñìåæíûõ ñòîðîí, îòëîæåííûå îò âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà äî òî-
÷åê êàñàíèÿ.

∀ABCDEPQani(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(a) & l(a) = n & A = a(i)
& B = a(i(modn) + 1) & C = a((i+ 1)(modn) + 1) & 3 < n &
D ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) → l(BD) = l(BE))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Õîòÿ
áû îäíî èç ðàññòîÿíèé BD, BE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

5. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â êðóãîâîé ñåêòîð.

∀ABCDEFGHP (îêðóæíîñòü(GH)âïèñàíà â ñåêòîð(ABC) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(AP )) & B ∈ îêðóæíîñòü(AP ) → E − òî÷êà &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(DH) & D ∈ îòðåçîê(AE) &
F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DH) & G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(AC) &
ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ îêðóæíîñòü(DH) & áèññåêòðèñà(BACE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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6. Ïåðåõîä îò îïèñàííîé ôèãóðû ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè.
∀aBC(a îïèñàíà îêîëî êðóã(BC) ↔ îêðóæíîñòü(BC)âïèñàíà â a)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè

1. Â ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðóæíîñòåé íå áîëåå äâóõ òî÷åê.

∀ABCDEFG(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F )
& G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,G) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
F = G)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïÿòûé, âîñüìîé è äåâÿòûé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ðàâåíñòâî äëèí õîðä, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ îêðóæíîñòåé.

∀ABCDEFG(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CG) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CG) & ðàçíûåòî÷êè(A,C)
& ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & D ∈ îêðóæíîñòü(CG) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
l(DE) = l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî îöåíèâàåòñÿ ïàêåòíûì èíäèêàòîðîì "ñó-
ùåñòâðàâíî" êàê ïðåäñòàâëÿþùåå èíòåðåñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Íà äâóõ äóãàõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ðàâíîãî ðàäèóñà îòëîæåíû òî÷êè,
ðàâíîóäàëåííûå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.
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∀ABCDEFGH(H ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(G,H)
& E ∈ äóãà(CGH) & F ∈ äóãà(AGH) & l(GE) = l(GF ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F )
& l(AH) = l(CH) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûå ÷å-
òûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", âîñüìîé è äåñÿòûé - óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Ïðîâåäåíèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, èìå-
þùèõ îáùóþ êàñàòåëüíóþ.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(FG) & ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïðÿìàÿ(FG) →
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Ñâÿçü ìåæäó êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè â îáùèõ òî÷êàõ îêðóæíîñòåé.

∀ABCDEFGH(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,G) &
ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(HE) ‖ ïðÿìàÿ(GF ) & H ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(E,H)
& ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD))

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïÿòûé, äåñÿòûé è îäèííà-
äöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

6. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé è äëèíà ïðîìåæóò-
êà ìåæäó òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëèíèåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû.
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∀ABCDEFGHP (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & G ∈ îòðåçîê(EH) & F ∈ îòðåçîê(PH) &
ðàçíûåòî÷êè(E,H) & ðàçíûåòî÷êè(F, P ) → l(AC) = |l(AB) + l(CD)− l(EF )|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äåâÿòûé, äâåíàäöàòûé è
òðèíàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñðåäè ðàññòîÿíèé AC, AB, CD,
EF äîïóñêàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî íå èçâåñòíîãî è íå èìåþùåãî òèïà "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Öåíòð îäíîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà äðóãîé.

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îòðåçîê(GE) &
H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,H) & ðàçíûåòî÷êè(G,F ) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → ðàçíûåñòîðîíû(G,C, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Øåñòîé, äåñÿòûé è îäèí-
íàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Îáùàÿ õîðäà äâóõ îêðóæíîñòåé.
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∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & àêòèâ(∠(EAF )) →
àêòèâ(l(EF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & C ∈ ïëîñêîñòü(AEF ) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
G−òî÷êà &G ∈ îòðåçîê(EF ) &G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )
& àêòèâ(l(AC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Øåñòîé è âîñüìîé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AE, CE èçâåñòíî. Èäåíòèôè-
öèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AC, EF .
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFG(àêòèâ(l(EF )) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(AEF ) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(EF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(AC)))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé
è âîñüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå EF èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû íå óñìàò-
ðèâàþò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AC, EF . Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó G.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (àêòèâ(l(EF )) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(AEF ) → l(AC)

√
4l(CE)2 − l(EF )2 = l(AC)2 + l(CE)2 − l(AE)2)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ EF èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5.
∀ABCDEF (àêòèâ(l(EF )) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(AEF ) → 4l(AC)2l(CE)2 − (l(AC)2 + l(CE)2 − l(AE)2)2 =
l(AC)2l(EF )2)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ðàññòîÿíèÿ AC, CE, AE
èçâåñòíû, à ðàññòîÿíèå EF - íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEF (àêòèâ(l(EF )) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
C ∈ ïëîñêîñòü(AEF ) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) → 2l(AC) =√

4l(AE)2 − l(EF )2 +
√

4l(CE)2 − l(EF )2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé è âîñüìîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AE, EF , CE èìåþò òèï "îïðåäå-
ëèìî", à äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC - òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Îáùàÿ õîðäà è îáùàÿ ñåêóùàÿ.

∀ABCDEFPQMNK(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(PK)) & àêòèâ(l(QK))
& ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
K ∈ îòðåçîê(PQ) & K ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & M ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
M ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & ðàçíûåòî÷êè(M,Q) & N ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
N ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & ðàçíûåòî÷êè(P,N) → l(PK)l(KN) = l(MK)l(QK))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåñÿ ñ ïîñûëêîé. Ñåäüìîé, ÷åòûðíàäöàòûé è
ñåìíàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

10. Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ òî÷åê äëÿ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, îäíà èç
êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð äðóãîé.
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∀ABCDEFGPQ(P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(AB) & Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & C ∈ îòðåçîê(AE) & A ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îòðåçîê(GE) & ðàçíûåòî÷êè(P,Q) &
ðàçíûåòî÷êè(F,Q) → ¬(G = Q))

Äåñÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Îáùàÿ ñåêóùàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, è äâå êà-
ñàòåëüíûõ â åå êîíöàõ.

∀ABCDEFGHP (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îòðåçîê(GH) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(GP ) ⊥ ïðÿìàÿ(AG)
& ïðÿìàÿ(HP ) ⊥ ïðÿìàÿ(CH) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(G,E) &
ðàçíûåòî÷êè(E,H) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → (G,P, F ) ∼ (E,H, F ))

Íàïîìíèì, ÷òî çíà÷îê ∼ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ïîäîáèÿ ôè-
ãóð, ïðè÷åì ñàìè ôèãóðû çàäàþòñÿ ÷åðåç íàáîðû âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèì îá-
ðàçîì ïåðåóïîðÿäî÷åííûå. Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
÷åòûðå ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
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Îêðóæíîñòü, öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñÿ â âåðøèíå âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà

∀ABCDEFGH(âûïóêëî(ôèãóðà(ACDB)) & H ∈ ôèãóðà(ACDB) &
H ∈ îêðóæíîñòü(AE) & F ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ îòðåçîê(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AE) & G ∈ îêðóæíîñòü(AE) → H ∈ äóãà(AFG))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âûáîð îïîðíîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå

Â íà÷àëå ðåøåíèÿ ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ áîëåå
èëè ìåíåå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáèðàòü îïîðíûå òî÷êè, ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå
â êà÷åñòâå èçâåñòíûõ îáúåêòîâ. Äëÿ âûáîðà ýòèõ òî÷åê èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå
ïðèåìû. Îíè èìåþò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå", òàê êàê ëèøü êîððåêòèðóþò êîììåíòà-
ðèè çàäà÷è, íå èçìåíÿÿ åå óñëîâèé è ïîñûëîê. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðèåì, âûáè-
ðàþùèé â êà÷åñòâå íîâîé îïîðíîé òî÷êè íåêîòîðóþ òî÷êó C îêðóæíîñòè, èìåþùåé
ñâîèì öåíòðîì ðàíåå âûáðàííóþ îïîðíóþ òî÷êó A è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äðóãóþ ðàíåå
âûáðàííóþ îïîðíóþ òî÷êó B. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
∀ABC(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) → ∅).
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè
"èçâåñòíî". Âûðàæåíèÿ A,B èçâåñòíû, à ïåðåìåííàÿ C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñò-
íóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à èìååò âñåãî äâå èçâåñòíûõ òî÷êè - A è B. Êðîìå òîãî,
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ B âñòðå÷àåòñÿ ëèøü âíóòðè òåðìîâ îêðóæíîñòü(AB),
ïðÿìàÿ(AB), ðàññòîÿíèå(AB), òî÷êà(B), ¬(B = X), ãäå X - ïðîèçâîëüíûå âûðà-
æåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (òî÷êà C). Ïðèåì ïîìå÷àåò òåêóùóþ
ïîñûëêó êîììåíòàðèåì (íàéäåíî C). Åñëè çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, òî ýòîò êîììåíòà-
ðèé ïîçâîëèò îòîáðàòü ïîñûëêó "C ∈ îêðóæíîñòü(AB)" â êà÷åñòâå óòâåðæäåíèÿ,
îïðåäåëÿþùåãî òî÷êó C. Óêàçàòåëü "íàéäåíî(C)" ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ C â ðàç-
ðÿä èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Óêàçàòåëü "êîíòðîëü(. . .)" ââîäèò óñòàíîâêó íà îòêàò ê
òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ çàäà÷è. Ýòîò îòêàò ïðîèçîéäåò, åñëè â òå÷åíèå 3000000 øàãîâ
ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ÷èñëî èçâåñòíûõ òî÷åê íå îêàæåòñÿ áîëüøèì 3. Ïîñëå îòêà-
òà áóäåò ââåäåí êîììåíòàðèé (òî÷êà C), êîòîðûé çàáëîêèðóåò ïîâòîðíóþ ïîïûòêó
âûáîðà îïîðíîé òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Âûðàæåíèå íåèçâåñòíîé òî÷êè ÷åðåç ïåðåñå÷åíèå èçâåñòíûõ îêðóæíîñòè
è ïðÿìîé

Ïðèåìû äàííîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà
èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî".
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∀ABCD(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD) &
D − òî÷êà→ D ∈ îêðóæíîñòü(AB) ∩ ïðÿìàÿ(AC))

Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ "îêðóæíîñòü(AB)" è "ïðÿìàÿ(AC)" íå ñî-
äåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ D - íåèçâåñòíàÿ. Ïðèåì ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ D
â ðàçðÿä èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Îí ïîìå÷àåò âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå è òðåòèé àí-
òåöåäåíò êîììåíòàðèåì (íàéäåíî D), ÷òîáû îíè áûëè ïåðåíåñåíû â îòâåò çàäà÷è.
Òðåòèé àíòåöåäåíò ïîçâîëÿåò âûáðàòü òî÷êó D èç ïàðû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæ-
íîñòè ñ ïðÿìîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E − òî÷êà→
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) ∩ ïðÿìàÿ(CD))

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(CD)" è "îêðóæíîñòü(AB)" íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ,
ïåðåìåííàÿ E - íåèçâåñòíàÿ. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
(íàéäåíî E). Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 5.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E − òî÷êà→ E ∈ îêðóæíîñòü(AB) ∩ ïðÿìàÿ(CD))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ "îêðóæíîñòü(AB)" è "ïðÿìàÿ(CD)" íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ,
ïåðåìåííàÿ E - íåèçâåñòíàÿ. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
(íàéäåíî E). Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ïðèåìà, çäåñü íå óäàåòñÿ îäíîçíà÷íî âûáðàòü
òî÷êó E ñðåäè ïàðû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îêðóæíîñòüþ. Ïîýòîìó óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà áîëüøå: îí ðàâåí 3 ëèáî 6.
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Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé - ðàäèóñà îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðîé
íóæíî íàéòè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî äðóãîé òî÷êè

∀ABa(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → l(AB) = a & a− ÷èñëî)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "èçâåñòíî". Â çàäà÷å ðàññìàðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî íåêîòîðîé òî÷êè
C, íå ëåæàùåé íè íà îêðóæíîñòè AB, íè íà îòðåçêå, êîíöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò
ýòîé îêðóæíîñòè. Êðîìå òîãî, òî÷êà C íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, êàñàþùåé-
ñÿ îêðóæíîñòè AB. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ íà ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé, îòðåçêó ëèáî èíòåðâàëó,
à òàêæå ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî îêðóæíîñòü AB âïèñàíà â íåêîòîðóþ ôèãóðó.
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ a, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíàÿ
íåèçâåñòíàÿ. Åñëè óæå èìåëîñü ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèÿ AB âûðàæåíèþ, ñîäåðæàùå-
ìó òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, òî äåéñòâèÿ îòìåíÿþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 9.

Ðàäèóñ è äèàìåòð îêðóæíîñòè

∀AB(ðàäèóñ(îêðóæíîñòü(AB)) = l(AB))

∀AB(äèàìåòð(îêðóæíîñòü(AB)) = 2l(AB))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îíè èñêëþ÷àþò íå èñïîëüçóåìûå äðóãèìè
ïðèåìàìè ïîíÿòèÿ "ðàäèóñ" è "äèàìåòð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

∀ABC(îêðóæíîñòü(AB) = C ↔ C = îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì òàêèì îáðàçîì ïåðåîðèåíòèðóåò ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî", ÷òîáû ïåðåìåííàÿ C îêàçàëàñü â ëåâîé ÷àñòè, ò.å. â
îñòàëüíûõ ïîñûëêàõ âìåñòî íåå áûëî ïîäñòàâëåíî ÿâíîå îáîçíà÷åíèå îêðóæíîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îêðóæíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

1. Âêëþ÷åíèå â ïëîñêîñòü.
∀ABCDEF (Îêðóæíîñòü(ABC) ⊆ ïëîñêîñòü(DEF ) → A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & C ∈ ïëîñêîñòü(DEF ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Ðàññòîÿíèå äî êàñàòåëüíîé îò öåíòðà ðàâíî ðàäèóñó.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(DE)− êàñàòåëüíàÿ ê Îêðóæíîñòü(ABC) →
ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(DE)) = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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3.34 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êðóãîì

Âûðàæåíèå "êðóã(A B)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê êðóãà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæ-
íîñòüþ, èìåþùåé öåíòð â òî÷êå A è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B. Êàê è âûðàæåíèå
"îêðóæíîñòü(A B)", ýòî âûðàæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ
êîíòåêñòàõ. Äëÿ çàäàíèÿ êðóãà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå
"Êðóã(A B C)", ãäå A - öåíòð, B - òî÷êà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè è C - äîïîëíèòåëü-
íàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé AB è ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè êðóãà. Ïðèåìîâ,
ñâÿçàííûõ ñ êðóãàìè, â ðåøàòåëå ïîêà ñîâñåì ìàëî.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå îêðóæíîñòè

∀AB(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ "êðóã(AB)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ðàäèóñ êðóãà

∀AB(ðàäèóñ(êðóã(AB)) = l(AB))

∀AB(ðàäèóñ(Êðóã(ABC)) = l(AB))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3.35 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïëîùàäÿìè ôèãóð

Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû A îáîçíà÷àåòñÿ "ïëîùàäü(A)". Çàìåòèì, ÷òî â ðàçäåëàõ
ðåøàòåëÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê ôèçèêå, òàêèì æå îáðàçîì îáîçíà÷àåòñÿ ïëîùàäü ìàòåðè-
àëüíîãî ïëîñêîãî òåëà A. Åñëè ÿâíî íå ãîâîðèòñÿ îáðàòíîå, èíèöèàëèçàöèÿ ïîïûòêè
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, âûïèñûâàþùåãî ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîùàäè, íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîò-
ðåíèÿ â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(. . .))".

Ðåãèñòðàöèÿ ïëîùàäè â àêòèâå

∀a(àêòèâ(S(a)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â çà-
äà÷å íà èññëåäîâàíèå, äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ "S(a)".
Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ êàê â ïîñûëêå, òàê è â óñëîâèè.
Â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå öåëè "êëàññ". Åñëè ÷àñòü
ïåðåìåííûõ òåêóùåãî âõîæäåíèÿ ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè,
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Áëîêèðîâêà ïðîèñõîäèò òàêæå, åñëè âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
ñèìâîë "òî÷êè". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèãóðà îïèñàíà ÷åðåç êîîðäèíàòû, è äëÿ ðàáîòû
ñ ïëîùàäüþ áóäóò èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

Ïðèåìû, âûâîäÿùèå ñîòíîøåíèå äëÿ ïëîùàäè ôèãóðû, äåëÿòñÿ íà äâà òèïà. Ïðèåìû
ïåðâîãî òèïà èñïîëüçóþòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü õîòü êàêîå-íèáóäü ñîîòíîøåíèå, âûðà-
æàþùåå ïëîùàäü ÷åðåç ðàññòîÿíèÿ è óãëû. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ îäíî, íàèáîëåå
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ïðèîðèòåòíîå. Ïðèåìû âòîðîãî òèïà èãíîðèðóþò íàëè÷èå ðàíåå âûâåäåííûõ àëüòåð-
íàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïëîùàäè. Ìåõàíèçì âûáîðà íàèëó÷øåãî â ýâðèñòè÷å-
ñêîì ñìûñëå ñîîòíîøåíèÿ ïðèåìàìè ïåðâîãî òèïà îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè óêàçàòåëÿ
ïðèåìà "îöåíêà(m A1 . . . An k)". Ýòîò óêàçàòåëü îáåñïå÷èâàåò ââîä íà ïðåäâàðèòåëü-
íîì öèêëå ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, ïðè òåêóùåì óðîâíå m, êîììåíòàðèÿ (A1 . . . Ank),
îçíà÷àþùåãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëîùàäè, èìåþùåå
ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè k. Äàííûé êîììåíòàðèé òàê êîððåêòèðóåòñÿ äðóãèìè ñðà-
áàòûâàþùèìè ïðèåìàìè, ÷òîáû ñîõðàíÿëîñü íàèìåíüøåå (ò.å. íàèáîëåå ïðèîðèòåò-
íîå) çíà÷åíèå k. Âïîñëåäñòâèè, êîãäà òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ ïîäíèìåòñÿ äî
íåêîòîðîé âåëè÷èíû m1, áîëüøåé m, ïðèåì ñðàâíèò ñâîþ îöåíêó ïðèîðèòåòíîñòè k
ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ýòîé îöåíêè. Åñëè îíè ñîâïàäóò, òî ïðèåì ñðàáîòàåò è ââå-
äåò êîììåíòàðèé, áëîêèðóþùèé ñðàáàòûâàíèå äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ïðèåìîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèåìû ïåðâîãî òèïà èìåþò äâà óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ - m è m1.

1. Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)))

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(íà-
áîð(ABC)))". Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò òàêèå âûðà-
æåíèÿ â âèäå S(ôèãóðà(ABC)). Ëèáî â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ AB, ëèáî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå AC
è BC. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ïëîùàäü ôèãóðà(ABC) òðåóãîëü-
íèê), óêàçûâàþùåãî, ÷òî óæå âûâîäèëîñü ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêà ABC. Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ïàññèâ . . .), óêàçûâàþùèé, ÷òî
êàê òîëüêî ðàññòîÿíèå AB áóäåò âû÷èñëåíî, âåñ òåêóùåé ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé
âûðàæåíèå "ïëîùàäü(. . .)", äîëæåí áûòü ïîíèæåí äî 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè òîãî æå âûðàæåíèÿ, ÷òî è âûøå. ×åðåç
êàæäóþ èç òî÷åê A,B äîëæíî ïðîõîäèòü áîëåå îäíîé ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å
ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñòàâøèåñÿ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà. Ñàìà ïðÿìàÿ
AB ïðè ýòîì â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

2. Ñëó÷àé, êîãäà âûñîòà òðåóãîëüíèêà óæå ïðîâåäåíà.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(CD))

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå ëèáî óñëîâèè çàäà÷è âûðàæå-
íèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC))". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðî-
âåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "(ïëîùàäü ôèãóðà(ABC) òðåóãîëüíèê)", ïî-
ñëå ÷åãî òàêîé êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ. Ïðèåì èñïîëüçóåò óêàçàòåëü "îöåíêà(. . .)".
Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè åãî ðàâåí 2. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 2 (íà
óðîâíå 1 ðåãèñòðèðóåòñÿ ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè, íà óðîâíå 2 - âûâîäèòñÿ ñî-
îòíîøåíèå). Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ
áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, CD áûëî èçâåñòíî. Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ýòîé
âåðñèè ðàâíà 1.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(DE))

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ òàê æå, êàê ïðåäûäóùèé. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 2, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.
Ïðèåì ïðîäóáëèðîâàí äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ íà óðîâíÿõ 4 è 5, ãäå åãî ïðèîðèòåò-
íîñòü òàêæå ðàâíà 2.

3. Ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
(a) Âûäåëåíà ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ.

∀ABCD(l(AB) = l(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC) →
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AD)l(BC))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Èäåíòèôèöèðóþùèå îïåðàòîðû
íå óñìàòðèâàþò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AD è BC. Ñòåïåíü ïðèîðè-
òåòíîñòè ðàâíà 2, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.

(b) Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.
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∀ABC(l(AB) = l(AC) & l(BC) = l(AC) →
√

3l(AB)2 = 4S(ôèãóðà(ABC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì íå èñïîëüçó-
åò óêàçàòåëÿ "îöåíêà", îäíàêî ñðàáàòûâàåò ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîêà íå
âûâîäèëîñü ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ïðîâåäåíèå âûñîòû ê îñíîâàíèþ òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(l(AB) = l(AC) → D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & l(BD) = l(DC) & 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AD)l(BC))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé. Ñåðåäèíà îòðåçêà BC â çàäà÷å ïîêà íå ââå-
äåíà. Ëèáî ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, ëèáî â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè B,C, ó êîòîðîé èçâå-
ñòåí íåêîòîðûé öåíòðàëüíûé ëèáî âïèñàííûé óãîë. Îñíîâàíèå D îïóùåí-
íîé èç âåðøèíû A ûñîòû ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, è ïðèåì åãî ââîäèò.
Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 3, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2. Ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå BC áû-
ëî íå èçâåñòíî, à óêàçàííàÿ âûøå îêðóæíîñòü - èìåëàñü. Ýòà âåðñèÿ íå
èñïîëüçóåò óêàçàòåëÿ "îöåíêà" è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 8.

(d) Èñïîëüçîâàíèå óãëà ïðè âåðøèíå òðåóãîëüíèêà.

∀ABCa(l(AB) = l(AC) & ∠(BAC) = a→ 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)2 sin a)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òðåóãîëüíèê íå
ðàâíîñòîðîííèé. Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 2; óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà - 1 è 2.

(e) Èñïîëüçîâàíèå óãëà ïðè îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà.
∀ABCa(l(AB) = l(AC) & ∠(ABC) = a→ 2S(ôèãóðà(ABC)) =
l(AB)2 sin(2a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî l(AB) èç-
âåñòíî.
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(f) Ðàññìîòðåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîòû ñ îñíîâàíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïëîùàäè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & l(AB) = l(AC) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) → D − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AD)l(BC))

Óêàçàòåëè "êîíòðîëüâûâîäà" è "îöåíêà" îòñóòñòâóþò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè èìååò òèï "íåèçâ". Òî÷êà D ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
AE è BC íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ÷åðåç âåëè÷èíó óãëà è äëèíû äâóõ ïðèëåãàþùèõ ê íåìó
ñòîðîí.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) → 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(AC) sin(∠(BAC)))

Èíèöèàëèçàöèÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîòðåíèÿ âûðà-
æåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óãîë BAC, à òàêæå õîòÿ áû îäíà èç âåëè÷èí S(ôèãóðà(ABC)), l(AB), l(AC)
èçâåñòíû. Ðàññòîÿíèÿ AB è AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ñòåïåíü ïðè-
îðèòåòíîñòè ðàâíà 2. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâíû 3 è 4. Ñîçäàíû åùå
íåñêîëüêî âåðñèé ïðèåìà, èìåþùèõ òó æå òåîðåìó:
(a) Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé l(AB), l(AC), ∠(BAC),

S(ôèãóðà(ABC)) áûëî ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìåëî òèï "âíåøíåèçâ". Ïî-
ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèÿ AB è AC óæå ââåäåíû. Ñòåïåíü
ïðèîðèòåòíîñòè äàííîé âåðñèè ðàâíà 3, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 3 è 4.

(b) Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿ-
íèé AB, AC è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ñîäåðæàò òîëüêî ÷èñëåííûå
ïàðàìåòðû (â ÷àñòíîñòè, ìîãóò áûòü èçâåñòíû). Óêàçàòåëü "îöåíêà" íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ. Äîïóñêàåòñÿ ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà, åñëè äðóãèì ïðèåìîì óæå
âûâîäèëîñü ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(c) Ðàññòîÿíèÿ AB è AC, à òàêæå óãîë BAC èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ïëî-
ùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ". Óêàçàòåëü "îöåíêà" íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(d) Óãîë BAC è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC èçâåñòíû, îäíàêî õîòÿ áû îäíî
èç ðàññòîÿíèé AB, AC íå èçâåñòíû. Óêàçàòåëü "îöåíêà" íå èñïîëüçóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(BAC)) → 2S(ôèãóðà(ABC)) =
l(AB)l(AC) sin(∠(BAC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB è AC, à òàêæå óãîë BAC èçâåñòíû. Âûðàæåíèå
äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ". Óêàçàòåëè "êîíòðîëüâû-
âîäà" è "îöåíêà"íå èñïîëüçóþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) → 2S(ôèãóðà(ABC)) =
l(AB)l(AC) sin(∠(BAC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC è óãîë
BAC âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èñ-
ïîëüçóåòñÿ, à óêàçàòåëü "îöåíêà" - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿ-
íèé AB, AC è óãëà BAC èìåëè òèï "îïðåäåëèìî", à âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà ABC - òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 9.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(BAC)) →
2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(AC) sin(∠(BAC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà BAC è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìå-
þò òèï "îïðåäåëèìî", à âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB è AC - òèï "íåèçâ".
Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 11. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ òîò æå óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ AB, AC è óãîë BAC áûëè èçâåñòíû,
à âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìåëî òèï "ïðèìåíèìî".

5. Ïðåäâàðèòåëüíûé ó÷åò óãëîâ òðåóãîëüíèêà, äëèíû äâóõ ñòîðîí êîòîðîãî èç-
âåñòíû.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB è
AC èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ".
Ñóùåñòâóåò ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èçâåñòíà, à ëåâàÿ -
ñîäåðæèò ñèìâîë "óãîë". Ïðèåì ââîäèò êîììåíòàðèé (ïàññèâ . . .), îáåñïå÷èâà-
þùèé ñëåæåíèå çà ïîÿâëåíèåì ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî âåëè÷èíó óãëà BAC.
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Êàê òîëüêî òàêîå ðàâåíñòâî âîçíèêíåò, âåñ ïîñûëêè, èäåíòèôèöèðîâàííîé ñ
òðåòüèì àíòåöåäåíòîì, áóäåò ïîíèæåí äî 4. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ââåäåí äëÿ
ñëåæåíèÿ çà âû÷èñëåíèåì óãëà ABC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ
ðàâåí 5.

6. Ôîðìóëà Ãåðîíà.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) &
a = (l(AB) + l(AC) + l(BC))/2 → S(ôèãóðà(ABC))2 =
a(a− l(AB))(a− l(AC))(a− l(BC)))

Ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(
ABC))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, BC èçâåñòíû; ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà - íå
èçâåñòíà. Ïðèåì ñðàáàòûâàåò ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàíåå íå áûëî âûâåäåíî
äðóãîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîùàäè ABC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäà-
íû åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:
(a) Äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè èìååò òèï

"íåèçâ". Îãðàíè÷åíèå íà îòñóòñòâèå ðàíåå âûâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ
ïëîùàäè îòáðàñûâàåòñÿ. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(b) Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ ïëîùàäè è äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà èìååò
òèï "âíåøíåèçâ". Îñòàëüíîå - êàê äëÿ ïðåäûäóùåé âåðñèè.

(c) Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà èçâåñòíà. Âûðàæåíèÿ äëÿ äëèí ñòîðîí ïðîïîðöèî-
íàëüíû íåêîòîðîé ÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé; êîýôôèöèåíòû - íåêîòîðûå âû-
ðàæåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(d) Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà èìååò òèï "íåèçâ"; âûðàæåíèÿ äëÿ
ñòîðîí ñîäåðæàò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

7. Ïðîâåäåíèå âûñîòû.

∀ABCD(àêòèâ(l(BC)) → D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AD)l(BC))
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Ïðèåì èìååò óêàçàòåëè "êîíòðîëüâûâîäà" è "îöåíêà". Àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äëèíà ñòîðîíû BC èçâåñòíà; äëèíà õîòÿ áû îäíîé èç
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí íå èçâåñòíà. Íà ïðÿìîé BC âûäåëåíà òî÷êà P , îòëè÷íàÿ
îò òî÷åê B è C, äëÿ êîòîðîé óãîë APB èçâåñòåí. Îñíîâàíèå D îïóùåííîé èç
òî÷êè A âûñîòû ïîêà íå ââåäåíî, è ïðèåì åãî ââîäèò. Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè
ðàâíà 2, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2. Ñîçäàíû åùå íåêîëüêî âåðñèé ïðèåìà:
(a) Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò

òèï "íåèçâ". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé BC.
Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 4, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 4 è 5.

(b) Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò
òèï "íåèçâ". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé
BC è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ïî âûäåëåííîé òî÷êå õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïðÿìûõ AB,
AC. Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 3, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 4 è 5.

(c) Ëèáî (à) íà ïðÿìîé BC âûäåëåíà òàêàÿ òî÷êà P , ÷òî óãîë APC èçâåñòåí,
ëèáî (á) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé BC, ïåðïåíäèêóëÿðû
ê äâóì äðóãèì ñòîðîíàì íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, à óãëû òðåóãîëüíèêà íå èç-
âåñòíû. Äëèíû ñòîðîí AC è AB íå èçâåñòíû. Óêàçàòåëü "îöåíêà" çäåñü è â
äâóõ ñëåäóþùèõ ïðèåìàõ íå èñïîëüçóåòñÿ, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 9.

(d) Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ BC ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò
òèï "íåèçâ". Åñëè îíî èçâåñòíî, òî äëèíû äâóõ äðóãèõ ñòîðîí íå èçâåñòíû.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - îíî ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ", ëèáî íè îäíà èç
äâóõ äðóãèõ äëèí ñòîðîí íå èìååò òèïà "âíåøíåèçâ".Åñëè îäíà èç äâóõ
äðóãèõ ñòîðîí èçâåñòíà, òî ê íåé ïîêà íå ïðîâåäåíà âûñîòà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

(e) Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ,
ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå BC.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → D − òî÷êà &
D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AD)l(BC))

Ïðèåì èñïîëüçóåò óêàçàòåëè "êîíòðîëüâûâîäà" è "îöåíêà". Àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ëèáî ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, ëèáî îíî èìååò òèï
"íåèçâ", ëèáî ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé BC. Òî÷êà D ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìûõ AE è BC ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Ñòåïåíü ïðèîðèòåò-
íîñòè ðàâíà 2, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 4 è 5.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BE)) →
F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
2S(ôèãóðà(ABC)) = l(CF )l(AB))

Ïðèåì èñïîëüçóåò óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà", íî íå èñïîëüçóåò óêàçàòåëÿ
"îöåíêà". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, AD è BE
èçâåñòíû. Îñíîâàíèå F âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû C, ïîêà íå ââåäåíî,
è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

8. Ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùóþ âûñîòó.

∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → S(ôèãóðà(ABD))l(AC) = S(ôèãóðà(ABC))l(AD))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "S(ôèãóðà(ABC))". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Òî÷êà D îòëè÷íà
îò òî÷åê A,C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCD(àêòèâ(l(BD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AD)) & al(AC) = bl(AD) →
bS(ôèãóðà(ABD)) = aS(ôèãóðà(ABC)))

Èíèöèàëèçàöèÿ ïðèåìà - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòî-
ðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ýâðèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ïåðñïåê-
òèâû îïðåäåëèòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, íàéäåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòíîãî
ñèíòåçàòîðà "îïðåäåëèìîñòü", ìåíüøå àíàëîãè÷íîé îöåíêè äëÿ òðåóãîëüíèêà
ABD. Åñëè ïðÿìûå BD è AC ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà êîïèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
12.
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∀ABCDEFab(àêòèâ(S(ôèãóðà(ACB))) & C ∈ îòðåçîê(AD) & al(AC) = bl(CD) &
E ∈ îòðåçîê(BD) & F ∈ îòðåçîê(BD) & àêòèâ(S(ôèãóðà(AEF ))) →
bl(BD)S(ôèãóðà(AEF )) = (a+ b)l(EF )S(ôèãóðà(ACB)))

Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDab(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(AD) = bl(CD) → aS(ôèãóðà(ABD)) =
bS(ôèãóðà(BCD)))

Èíèöèàëèçàöèÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîèñõîäèò ïðè óñìîòðåíèè âû-
ðàæåíèÿ "S(ôèãóðà(ABD))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABD èçâåñòíà, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
BCD - íå èçâåñòíà, íî èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 10.

∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & al(DE) = bl(AC) →
bS(ôèãóðà(ABC)) = aS(ôèãóðà(DBE)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "S(ôèãóðà(ABC))". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà DBE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 10.

9. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, äëèíû ñòîðîí îäíîãî èç êîòîðûõ ïðîïîð-
öèîíàëüíû äëèíàì ìåäèàí äðóãîãî.
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∀ABCDEFPQRab(F ∈ îòðåçîê(AC) & l(AF ) = l(CF ) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
l(AD) = l(BD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BE) = l(CE) & al(PQ) = bl(AE) &
al(QR) = bl(CD) & al(PR) = bl(BF ) → 3b2S(ôèãóðà(ABC)) =
4a2S(ôèãóðà(PQR)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC))". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "ðàâíî". Ïåðâûé, òðåòèé è ïÿòûé - óêàçàòåëåì "óñì". Ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà PQR óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

10. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùèé óãîë.

∀ABCDEpq(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ADE))) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & pl(AD) = ql(AB) &
rl(AE) = sl(AC) → qsS(ôèãóðà(ABC)) = pr(S(ôèãóðà(ADE))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEpq(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ADE))) &
òî÷êàëó÷à(A,B,D) & òî÷êàëó÷à(A,C,E) & ∠(ADE) = ∠(BCA) &
al(DE) = bl(BC) → b2S(ôèãóðà(ABC)) = a2(S(ôèãóðà(ADE))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

11. Ðàçáèåíèå òðåóãîëüíèêà íà äâà ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AC) → S(ôèãóðà(ABC)) = S(ôèãóðà(ABD)) +
S(ôèãóðà(BDC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüââîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC))". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABD è BDC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 9. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì èíèöèèðóåòñÿ
ïðè óñìîòðåíèè îäíîé ëèøü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABD.
∀ABCD(àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(DBC)) & àêòèâ(l(BD)) &
D ∈ îòðåçîê(AC) → 2S(ôèãóðà(ABC)) = l(BD)(l(AB) sin(∠(ABD)) +
l(BC) sin(∠(DBC))))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC))". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC è óãëû ABD, DBC èçâåñòíû. Ðàññòîÿ-
íèÿ AB è BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Åñëè óãîë ABC ïðÿìîé, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

12. Ðàçáèåíèå òðåóãîëüíèêà íà òðè òðåóãîëüíèêà îòðåçêàìè, ïðîâåäåííûìè îò âåð-
øèí ê âíóòðåííåé òî÷êå.

∀ABCD(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & D ∈ ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → S(ôèãóðà(ABC)) =
S(ôèãóðà(ACD)) + S(ôèãóðà(BCD)) + S(ôèãóðà(ABD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

13. Ðàçáèåíèå òðåóãîëüíèêà íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFabcdpq(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) &D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC)
& F ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(S(ôèãóðà(DEF ))) & al(AD) = bl(AB) &
cl(BE) = dl(BC) & pl(AF ) = ql(AC) → S(ôèãóðà(DEF ))acp =
S(ôèãóðà(ABC))(cq(a− b) + d(bp− aq)))

Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñî
âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ AD, AB, BE, BC, AF ,
AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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14. Äîïîëíåíèå òðåóãîëüíèêà äî òðàïåöèè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
A ∈ îòðåçîê(DE) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) → S(ôèãóðà(EDBC)) =
S(ôèãóðà(ADB)) + S(ôèãóðà(ABC)) + S(ôèãóðà(AEC)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

15. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó.

∀ABCDEF (àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ACD))) &
¬(S(ôèãóðà(ACD)) = 0) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → E − òî÷êà &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BE) & F − òî÷êà &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DF ) & S(ôèãóðà(ABC)) =
S(ôèãóðà(ACD))l(BE)/l(DF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Â ïîñûëêàõ çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî âèäà

mS(ôèãóðà(ABC))/nS(ôèãóðà(ACD)) = X,

ãäå âûðàæåíèå X èìååò òèï "íåèçâ". Óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿ-
ìûõ AD è CD. Óãëû BAC, BCA, CAD, ACD íå èçâåñòíû. Îñíîâàíèå E îïó-
ùåííîé èç âåðøèíû B âûñîòû ïîêà íå ââåäåíî. Ïðèåì ââîäèò ýòî îñíîâàíèå, à
òàêæå îñíîâàíèå F âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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∀ABCDEpq(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ACD))) &
D ∈ ïðÿìàÿ(BE) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & pS(ôèãóðà(ABC)) = qS(ôèãóðà(ACD))
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AE), ïðÿìàÿ(BE)) → ql(DE) = pl(BE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòå-
çàòîðîì, ïîñëåäíèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè äëÿ ðàññòîÿíèé DE, BE
óæå èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ p, q íå èçâåñòåí. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

16. Âûðàæåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÷åðåç óãëû è ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC)))
& àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC)) →
S(ôèãóðà(ABC)) sin(∠(ABC)/2) sin(∠(BAC)/2) cos(∠(ABC)/2 + ∠(BAC)/2) =
l(DE)2 cos(∠(ABC)/2) cos(∠(BAC)/2) sin(∠(ABC)/2 + ∠(BAC)/2))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãëû ABC è BAC èçâåñòíû. Õîòÿ áû îäíî èç âûðà-
æåíèé äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC è ðàññòîÿíèÿ DE èìååò òèï "íåèçâ".
Åñëè òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

17. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóëû Ãåðîíà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) → àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé AB, BC, AC, BD âûðàæåíî
÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ïîêà â çàäà÷å íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

18. Ðàâåíñòâî ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ñëóæàò ðàâíûå õîð-
äû îêðóæíîñòè.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1027

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = l(EF ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ACD))) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(AEF ))) → S(ôèãóðà(ACD)) = S(ôèãóðà(AEF )))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

19. Ðàâåíñòâî ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùåå îñíîâàíèå è âåðøèíû, ëå-
æàùèå íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ.

∀ABCD(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABD))) &
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) → S(ôèãóðà(ABC)) = S(ôèãóðà(ABD)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

20. Èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçàòîðà "âû÷èñëåíèåäëèíû" äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêà, óãëû êîòîðîãî èçâåñòíû.

∀ABC(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(ABC)) &
âû÷èñëåíèåäëèíû(l(AB), p) → p & S(ôèãóðà(ABC)) =
(l(AB)2 sin(∠(ABC)) sin(∠(BAC))/(2 sin(∠(ABC) + ∠(BAC)))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ñëåäóþùèõ - âûäåëåíû-
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èñïîëüçóåò ñèíòåçàòîð "âû÷èñëåíèå-
äëèíû" äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíúþíêöèè p ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëèòü
ðàññòîÿíèå AB. Óãëû BAC è ABC èçâåñòíû, à äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà íå
èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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21. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ
ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïëîùàäåé.

∀ABCDab(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & C ∈ îòðåçîê(BD) & al(BC) = bl(CD) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) → àêòèâ(S(ôèãóðà(ABD))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå
äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ". Äëèíû õîòÿ áû äâóõ ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà ABD èçâåñòíû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ
AC è BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

22. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà,
èçâëåêàåìîå èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïëîùàäåé.

∀ABCD(D ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(DBC)) & àêòèâ(l(AB))
& àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(CD)) → l(AD)l(BC) sin(∠(DBC)) =
l(CD)l(AB) sin(∠(ABD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ BC, AB è óãëû DBC, ABD èçâåñòíû. Õîòÿ áû îäíî
èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AD, CD èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî óãëîâ DBC è ABD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

23. Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ.

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BC) & S(ôèãóðà(ABD)) =
S(ôèãóðà(BEC)) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AC)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé îòñóòñòâèå îáùåé òî÷êè
ó îòðåçêà DE ñ ïðÿìîé AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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24. Ïëîùàäü âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà è âïèñàííûå óãëû.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& àêòèâ(S(ôèãóðà(CDE))) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E,
ïðÿìàÿ(DF )) → S(ôèãóðà(CDE)) = 2l(AB)2 sin(∠(CFD)) sin(∠(DFE)) ·
sin(∠(CFD) + ∠(DFE)))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óãëû CFD è DFE èçâåñòíû; ðàññòîÿíèå AB è ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
CDE - íå èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

25. Èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçàòîðà "ïðîïîðöòðåóã" äëÿ óñìîòðåíèÿ òðåóãîëüíèêà, ïëî-
ùàäü êîòîðîãî ëèíåéíî ñâÿçàíà ñ ïëîùàäüþ äàííîãî òðåóãîëüíèêà.
∀ABCDEFak(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & ïðîïîðöòðåóã((l(AB), l(BC), l(AC)),
a, k, P ) & a = (D,E, F ) → k2S(ôèãóðà(ABC)) = S(ôèãóðà(DEF )) & P )

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "ïðî-
ïîðöòðåóã", êîòîðûé ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå âõîäíîãî äàííîãî òðîéêó l(AB),
l(BC), l(AC) äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ òðîéêè a òî-
÷åê D,E, F , òàêèõ, ÷òî ðàññòîÿíèÿ l(DE), l(EF ), l(DF ) ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,
kl(AB), kl(BC), kl(AC). Ïðè ýòîì P ñòàíîâèòñÿ ðàâíî êîíúþíêöèè äîïîëíè-
òåëüíûõ óòâåðæäåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ íîâûå òî÷êè, åñëè îíè áûëè ââåäåíû
ñèíòåçàòîðîì. Ôàêòè÷åñêè, ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöòðåóã" èìååò ïîêà åäèíñòâåí-
íûé ïðèåì, êîòîðûé óñìàòðèâàåò ðàññòîÿíèå l(DE), ïðîïîðöèîíàëüíîå l(AB),
è ââîäèò íîâóþ òî÷êó F , ïðîâîäÿ ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ íåêîòîðîé "ñòàðîé"
ïðÿìîé. Ïîýòîìó îáðàùåíèå ê íåìó ðàâíîçíà÷íî äîïîëíèòåëüíîìó ïîñòðîåíèþ,
ïîçâîëÿþùåìó ñâÿçàòü ïëîùàäè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà

1. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ÷åðåç äëèíó ñòîðîíû è âûñîòó.
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∀ABCDEF (ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) → S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AD)l(EF ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè îá-
íàðóæåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñòå-
ïåíü ïðèîðèòåòíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ óêàçàòåëåì "îöåíêà", ðàâíà 1. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 2.

2. Ïðîâåäåíèå â ïàðàëëåëîãðàììå âûñîòû äëÿ âûðàæåíèÿ åãî ïëîùàäè - åñëè óæå
èìååòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå, ïàðàëëåëüíûé ýòîé âûñîòå.

∀ABCDEFG(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & S(ôèãóðà(ABCD)) = l(BC)l(EG))

Ïðèåì íå èìååò óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïëîùàäü ïàðàë-
ëåëîãðàììà ABCD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íîâàÿ òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ EF è AD ââîäèòñÿ â ëþáîì ñëó÷àå, äàæå åñëè îíà óæå ðàññìàòðèâà-
ëàñü. Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 2, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.

3. Ïðîâåäåíèå âûñîòû â ïàðàëëåëîãðàììå äëÿ âûðàæåíèÿ åãî ïëîùàäè.

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AD)l(BE))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé
AB, íå ñîâïàäàþùåé ñ òî÷êàìè A,B, äî êàêîé-òî äðóãîé òî÷êè. Ïðèåì ââîäèò
íîâóþ òî÷êó E - îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç òî÷êè B íà ïðÿìóþ AD.
Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 3, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.
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∀ABCDEF (ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → E−òî÷êà & F−òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & S(ôèãóðà(ABCD)) =
l(AD)l(EF ))

Ïðèåì íå èìååò óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ëèáî îäíà èç ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà âûðàæåíû ÷åðåç
÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâûå òî÷êè E,F . Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíî-
ñòè ðàâíà 4, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.

4. Èçâåñòåí óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè.

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(∠(BEA)) → 2S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AC)l(BD) sin(∠(BEA)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BEA èç-
âåñòåí; ðàññòîÿíèÿ AC è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Ñòåïåíü ïðèîðè-
òåòíîñòè ðàâíà 1, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.

5. Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå äëèí ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà.

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → àêòèâ(l(AB)))

Ïðèåì èñïîëüçóåò óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà", è èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðå-
íèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ðàññòîÿíèå AB ïîêà â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïëîùàäüþ ïàðàëëåëîãðàììà è ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà,
îãðàíè÷åííîãî ñòîðîíîé ïàðàëëåëîãðàììà è äâóìÿ îòðåçêàìè, ïðîâåäåííûìè
ê òî÷êå íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå.
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∀ABCDE(àêòèâ(S(ôèãóðà(ADE))) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(BC) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = 2S(ôèãóðà(ADE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîùàäü íåêîòîðîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà PBCQ, ãäå òî÷êà P ëåæèò íà ïðÿìîé AB, à òî÷êà Q - íà ïðÿìîé CD.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Èçâåñòíû äëèíû ñòîðîí è óãîë ìåæäó íèìè.

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & àêòèâ(∠(BAD)) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(AD)) → S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AB)l(AD) sin(∠(BAD)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Óãîë BAD è ðàññòîÿíèÿ AB,
AD èçâåñòíû. Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 1, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.

8. Äîïîëíåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà äî ïàðàëëåëîãðàììà.

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD)
& ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD) & àêòèâ(S(ôèãóðà(AFDE))) →
S(ôèãóðà(ABDC)) = S(ôèãóðà(AFDE))+S(ôèãóðà(CDE))+S(ôèãóðà(ABF )))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

9. Ñâåäåíèå ê óäâîåííîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) → S(ôèãóðà(ABCD)) = 2S(ôèãóðà(ACD)))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîùàäü íåêîòîðîãî òðåóãîëüíè-
êà PQC, ãäå òî÷êè P,Q ëåæàò íà ïðÿìîé AD. Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíèêà ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà

∀ABCD(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AB)l(BC))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïëîùàäü êâàäðàòà

∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AB)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïëîùàäü ðîìáà

1. Âûðàæåíèå ÷åðåç äëèíû äèàãîíàëåé.

∀ABCD(ðîìá(ABCD) → 2S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AC)l(BD))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC, BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óêàçàòåëü "îöåíêà" íå èñïîëüçóåòñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 9.
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2. Âûðàæåíèå ÷åðåç âåëè÷èíó óãëà è äëèíó ñòîðîíû.

∀ABCD(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(∠(BAD)) → S(ôèãóðà(ABCD)) =
sin(∠(BAD))l(AB)2)

Èíèöèàëèçàöèÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ - òà æå, ÷òî ó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óêàçàòåëü "îöåíêà" íå
èñïîëüçóåòñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç äëèíû ñòîðîíû è âûñîòû.

∀ABCDEF (ðîìá(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AD)l(EF ))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(ïëîùàäü(. . .))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàñ-
ñòîÿíèå AD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óêàçàòåëü "îöåíêà" íå èñïîëüçóåò-
ñÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

4. Âûðàæåíèå ÷åðåç ïëîùàäü ïîäòðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(ðîìá(ABCD) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) → S(ôèãóðà(ABCD)) =
2S(ôèãóðà(ABC)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëî-
ùàäü íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà BPQ, ãäå P ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé AB, à Q -
ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Ïëîùàäü òðàïåöèè

1. Âûñîòà óæå ïðîâåäåíà.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → 2S(ôèãóðà(ABCD)) = (l(BC) + l(AD))l(EF ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ïðèå-
ìà ðàâíà 1, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) →
2S(ôèãóðà(ABCD)) = (l(BC) + l(AD))l(EF ))

Êàê è âûøå, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà", îäíàêî óêàçàòåëü "îöåí-
êà" îòñóòñòâóåò. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïî-
ñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêà-
çûâàþùàÿ, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD èìååò îäèí èç ñòàíäàðòíûõ òèïîâ
(òðàïåöèÿ, êâàäðàò, ïàðàëëåëîãðàìì, ðîìá, ïðÿìîóãîëüíèê). Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Âûñîòà íå ïðîâåäåíà, ïðè÷åì âûäåëåí óãîë ïðè îñíîâàíèè òðàïåöèè.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) → E ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& 2S(ôèãóðà(ABCD)) = (l(BC) + l(AD))l(BE) & E − òî÷êà)
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé óãîë PAQ, ãäå òî÷êà P
ëåæèò íà ïðÿìîé AB, à òî÷êà Q - íà ïðÿìîé AD. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó
E. Ñòåïåíü ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 2, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.
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3. Âûñîòà íå ïðîâåäåíà - îáùèé ñëó÷àé.
∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) → E ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& 2S(ôèãóðà(ABCD)) = (l(BC) + l(AD))l(BE) & E − òî÷êà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óãëà PAQ óêàçàííîãî âèäà â çàäà÷å íåò. Ñòåïåíü
ïðèîðèòåòíîñòè ðàâíà 3, óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - 1 è 2.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) → E ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & 2S(ôèãóðà(ABCD)) = (l(BC) + l(AD))l(BE) & E − òî÷êà)
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óêàçàòåëü "îöåíêà" íå èñïîëüçóåòñÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçû-
âàþùàÿ, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD èìååò îäèí èç ñòàíäàðòíûõ òèïîâ. Â
çàäà÷å íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé BC, ïåðåñåêàþùèéñÿ ïî âûäåëåí-
íîé òî÷êå õîòÿ áû ñ îäíîé èç ïðÿìûõ BC, AD. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó E.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(EG) & 2S(ôèãóðà(ABCD)) = (l(BC) + l(AD))l(EF ))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD èìååò
îäèí èç ñòàíäàðòíûõ òèïîâ. Â çàäà÷å íå ââåäåíà òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
EG è AD, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Ïðîâåäåíèå âûñîòû â òðàïåöèè, îêîëî êîòîðîé îïèñàíà îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFGP (òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EP )îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABCD) → F ∈ îòðåçîê(BC) & F − òî÷êà & l(BF ) = l(CF ) &
G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(AD) & l(AG) = l(DG) & ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& E ∈ ïðÿìàÿ(FG))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åðåç òî÷êó E íå
ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé BC. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè E äî íåêîòîðîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå òî÷êè F,G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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5. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå òðàïåöèÿ ðàçäåëÿåòñÿ
ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(EBCF ))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(AEFD))) & àêòèâ(l(BC)) &
àêòèâ(l(AD)) & bl(BE) = al(AE) & dl(CF ) = cl(FD) & ql(BC) = pl(AD) →
S(ôèãóðà(EBCF ))(bd(p+q)+q(ad+bc)) = S(ôèãóðà(AEFD))(ac(p+q)+p(ad+
bc)))

Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðè
ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

6. Ïðåäñòàâëåíèå ïëîùàäè òðàïåöèè â âèäå ñóììû ïëîùàäåé ñîñòàâëÿþùèõ òðå-
óãîëüíèêîâ.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(S(ôèãóðà(CDE))) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(BCE))+S(ôèãóðà(ADE))+S(ôèãóðà(CDE)))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

7. Ïåðåñå÷åíèå äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC)
& àêòèâ(S(ôèãóðà(BCE))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & aS(ôèãóðà(BCE))
= bS(ôèãóðà(ABCD)) & 0 < a & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) →
(
√
a−

√
b)l(BC) =

√
bl(AD))

×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûå òðè
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
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ñèíòåçàòîðîì, äâà ïîñëåäíèõ - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìûå AB è CD
óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

1. Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))".
Ïðÿìàÿ AB ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, à ïðÿìûå AD, CD, BC - ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óòî÷íÿþùàÿ ñòàíäàðòíûé òèï ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà (òðàïåöèÿ, êâàäðàò, è ò.ï.). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé âìåñòî îãðàíè÷åíèé íà ïðÿìûå AD, CD,
BC òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ÷åðåç òî÷êó B áûëà ïðîâåäåíà òàêàÿ ïðÿìàÿ PQ, ÷òî
ðàññòîÿíèÿ BP , BQ óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè
òîæå ðàâåí 3.

2. Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå äëèí ñòîðîí.
∀AB(àêòèâ(l(AB)))

Êàê è âûøå, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà". Â çàäà÷å íå óòî÷íåí
òèï ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ðàññòîÿíèå AB ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

3. Ïðåäñòàâëåíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà â âèäå ñóììû ïëîùàäåé äâóõ òðå-
óãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîâåäåíèè äèàãîíàëè.

∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(ABD)) +
S(ôèãóðà(BCD)))

Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èíèöèèðóåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëî-
ùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äî ýòîãî íèêàêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïëîùàäè äàííîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà íå âûâîäèëèñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(ABD)) + S(ôèãóðà(BCD)))

Èíèöèàëèçàöèÿ ïðèåìà - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òèï
÷åòûðåõóãîëüíèêà â çàäà÷å íå óòî÷íåí, è ðàíåå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ åãî ïëîùàäè
íå âûâîäèëèñü. Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîé äèàãîíàëè BD, ê êîòîðîé ïðîâåäåí
ïåðïåíäèêóëÿð (åñëè òàêîâûå âîîáùå èìåþòñÿ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.
∀ABCD(ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(BD)) → S(ôèãóðà(ABCD)) =
S(ôèãóðà(ABD)) + S(ôèãóðà(BCD)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè îá-
íàðóæåíèè âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè ABCD. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òèï ÷åòûðåõóãîëüíèêà â çàäà÷å íå óòî÷íåí. Ïðèåì ïðè-
ìåíÿåòñÿ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äàííîé ïëîùàäè óæå âû-
âîäèëèñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

∀ABCDEF (÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(AD)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) → S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(ABD)) +
S(ôèãóðà(BCD)))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êè E,F íå
ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè A,B,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÷åðåç ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåð-
øèíàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AH) = l(BH)
& E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & l(BE) = l(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & l(CF ) = l(DF )
& G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & l(AG) = l(GD) → S(ôèãóðà(ABCD)) =
2S(ôèãóðà(HEFG)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðåòèé, ïÿòûé, ñåäüìîé è
äåâÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
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"óñì". Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, èìåþùåãî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðÿìûõ óãëà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) →
2S(ôèãóðà(ACDB)) = l(AC)l(CD) + l(AB)l(BD))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ACDB))". Òèï ÷åòûðåõóãîëüíèêà â çàäà-
÷å íå óòî÷íÿåòñÿ. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AC è AB.
Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïëîùàäè ACDB ïîêà íå âûâîäèëèñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

6. Ïðåäñòàâëåíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà â âèäå ðàçíîñòè ïëîùàäåé äâóõ òðå-
óãîëüíèêîâ.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) → S(ôèãóðà(ADEC)) =
S(ôèãóðà(ABC))− S(ôèãóðà(BDE)))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà". Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ïàðàëëåëü-
íîñòü ïðÿìûõ DE è AC, íè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AE è CD. Ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîêà íå âûâîäèëèñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

7. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, èìåþùåãî îáùóþ ñòîðîíó ñ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîì, åñëè èçâåñòíà âûñîòà ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEF (E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(ABE))+S(ôèãóðà(ECD))+S(ôèãóðà(AED)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Ðàññòîÿíèÿ AD è EF èçâåñòíû.
Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ BC è AD íå óñìàòðèâàåòñÿ. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
AED ïîêà â çàäà÷å íå âñòðå÷àåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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8. Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, èìåþùåãî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàãîíàëè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
2S(ôèãóðà(ACBD)) = l(AB)l(CD))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å íå
óêàçàíî, ÷òî ACBD - ðîìá ëèáî êâàäðàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ACBD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) →
àêòèâ(S(ôèãóðà(ACBD))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîùàäü êàêîé-ëèáî ôèãóðû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

9. Ïðåäñòàâëåíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà â âèäå ñóììû ïëîùàäåé äâóõ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé.

∀ABCDEF (àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(ABEF ))) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(ECDF ))) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(ABEF )) + S(ôèãóðà(ECDF )))

∀ABCDEF (àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(FEBA))) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(ECDF ))) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(AD) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(ABEF )) + S(ôèãóðà(ECDF )))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìûå EF , BC, AD, CD è AB óæå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

10. Ðàçáèåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà íà òðè òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCDE(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD)) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(CED))) & E ∈ îòðåçîê(AB) → S(ôèãóðà(ABCD)) =
S(ôèãóðà(CDE)) + S(ôèãóðà(BEC)) + S(ôèãóðà(ADE)))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ AB è CD.
∀ABCDE(âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD)) & àêòèâ(S(ôèãóðà(CED))) &
E ∈ îòðåçîê(AB) → S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(CDE)) +
S(ôèãóðà(BEC)) + S(ôèãóðà(ADE)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè îá-
íàðóæåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 12.

11. Äîïîëíåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà äî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFG(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & D ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îòðåçîê(AC)
& E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(BC) → S(ôèãóðà(DEFG)) =
S(ôèãóðà(ABC))− S(ôèãóðà(ADG))− S(ôèãóðà(DBE))− S(ôèãóðà(GFC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè îá-
íàðóæåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(DEFG))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

12. Ðàçáèåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà íà ïÿòü òðåóãîëüíèêîâ.

∀ABCDEFG(âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD)) & àêòèâ(S(ôèãóðà(EFG))) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(BC) & G ∈ îòðåçîê(AD) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(AEG))+S(ôèãóðà(BEF ))+S(ôèãóðà(EFG))+
S(ôèãóðà(FCG)) + S(ôèãóðà(CDG)))
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Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

13. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÷åðåç äëèíû äèàãîíàëåé è ñèíóñ óãëà
ìåæäó íèìè.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(DEC)) &E ∈ îòðåçîê(AC) &E ∈ îòðåçîê(BD) & àêòèâ(l(AC))
& àêòèâ(l(BD)) → 2S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AC)l(BD) sin(∠(DEC)))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Õîòÿ áû äâå èç âåëè÷èí l(AC), l(BD), ∠(DEC) èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
∀ABCDE(àêòèâ(∠(DEC)) & E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD) &
àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BD)) & òðàïåöèÿ(ABCD) → 2S(ôèãóðà(ABCD)) =
l(AC)l(BD) sin(∠(DEC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD))". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óãîë
DEC èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

14. ×åûòðåõóãîëüíèê, îòñåêàåìûé äâóìÿ îòðåçêàìè îò ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñòàíäàðò-
íîãî âèäà.

∀ABCDEF (ðîìá(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(AD) &
àêòèâ(S(ôèãóðà(BEC))) → S(ôèãóðà(AECF )) = S(ôèãóðà(ABCD))−
S(ôèãóðà(BEC))− S(ôèãóðà(CDF )))

Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûë-
êîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò òîæå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âìåñòî
ñèìâîëà "ðîìá" äîïóñêàåòñÿ ëþáîé èç ñèìâîëîâ "ïàðàëëåëîãðàìì", "êâàäðàò",
"ïðÿìîóãîëüíèê", "òðàïåöèÿ". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

15. ×åòûðåõóãîëüíèê, âïèñàííûé â äðóãîé ÷åòûðåõóãîëüíèê.
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∀ABCDEFGH(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABCD))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(EFGH))) &
H ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(AD)
& ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(EFGH) →
S(ôèãóðà(ABCD)) = S(ôèãóðà(EFGH)) + S(ôèãóðà(BHE)) +
S(ôèãóðà(ECF )) + S(ôèãóðà(DFG)) + S(ôèãóðà(AGH)))

Äâà ïåðâûõ è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà ìîãóò ìå-
íÿòü çàãîëîâêè íà "ïàðàëëåëîãðàìì", "ðîìá", "òðàïåöèÿ", "ïðÿìîóãîëüíèê".
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî
è èìååò óðîâåíü 5. Âòîðàÿ - ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå è èìååò
óðîâåíü 8.

Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà

1. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÷åðåç ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè.
∀ABCn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(C) & l(C) = n & îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(C) → 2S(ôèãóðà(C)) = l(AB)2 sin(2π/n)n)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(C))". Çäåñü C - íàáîð âåðøèí ìíîãîóãîëü-
íèêà. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÷åðåç äëèíó ñòîðîíû.
∀ABCain(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(C) & l(C) = n & i ∈ {1, . . . , n} & A = C(i) &
B = C(i(modn) + 1) & l(AB) = a→ 4S(ôèãóðà(C)) = a2n ctg(π/n))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(C))". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Îí ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà âåðøèí i. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðîâàíà ñ êîíñòàíòîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàçáèåíèå ïÿòèóãîëüíèêà íà òðàïåöèþ è òðåóãîëüíèê.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåñòîðîíû(B,E, ïðÿìàÿ(AD)) →
S(ôèãóðà(ABCDE)) = S(ôèãóðà(ABCD)) + S(ôèãóðà(ADE)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABCDE))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ïëîùàäü êðóãà

∀AB(S(êðóã(AB)) = πl(AB)2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëî-
ùàäü(êðóã(AB))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ñîçäàí äëÿ
êðóãà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:
∀ABC(S(Êðóã(ABC)) = πl(AB)2)

Ïëîùàäü ÷àñòåé êðóãà

1. Ïëîùàäü ñåêòîðà.

∀ABC(2S(ñåêòîð(ABC)) = ∠(BAC)l(AB)2)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ñåêòîð(ABC))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïëîùàäü ñåãìåíòà.
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∀ABC(2S(ñåãìåíò(ABC)) = (∠(BAC)− sin(∠(BAC)))l(AB)2)

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
3. Êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, îòñåêàåìûé â êðóãå äâóìÿ ñåêóùèìè, ïðî-

âåäåííûìè èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(CE) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(CE)) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) → S(Ôèãóðà({äóãà(AFG), äóãà(ADE),
îòðåçîê(DF ), îòðåçîê(EG)})) = S(êðóã(AB))− S(ñåãìåíò(ADF ))−
S(ñåãìåíò(AEG)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå "Ôèãóðà(X)"
îáîçíà÷àåò ïëîñêóþ îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòàâëåíà èç ïðîñòûõ ôðàãìåí-
òîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ìíîæåñòâå X. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå øåñòü - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àí-
òåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

4. Ïëîùàäü êîëüöà.

∀ABC(S(êîëüöî(ABC)) = π(l(AC)2 − l(AB)2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ åãî ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(êîëüöî(ABC))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïëîùàäè ïîäîáíûõ ôèãóð

1. Òðåóãîëüíèêè ñ ñîîòâåòñòâåííî ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòîðîíàìè.
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∀ABCDEFpqrsuv(ql(AB) = pl(DE) & sl(BC) = rl(EF ) & vl(AC) = ul(DF ) &
q = s & p = r & q = v & p = u→ q2S(ôèãóðà(ABC)) = p2S(ôèãóðà(DEF )))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè îá-
íàðóæåíèè âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC))". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)"
èäåíòèôèöèðóåò òàêæå ïîñûëêó âèäà "àêòèâ(ïëîùàäü(ôèãóðà(DEF )))". Ïåð-
âûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, ïîñëåäíèå ÷å-
òûðå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáîçíà÷åíèÿ
òðåóãîëüíèêîâ ABC è DEF ðàçëè÷íû. Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëî-
ùàäè íå áîëåå ÷åì òðåõ ðàçëè÷íûõ ôèãóð, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4,
èíà÷å - îí ðàâåí 6.

2. Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.

∀ABCDEF (àêòèâ(S(ôèãóðà(DEF ))) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) →√
S(ôèãóðà(ABC))l(DE) =

√
S(ôèãóðà(DEF ))l(AC))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè îá-
íàðóæåíèè âûðàæåíèÿ "àêòèâ(ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC)))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC èçâåñòíà, âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà
DEF èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Õîòÿ áû îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ïà-
ðàëëåëüíà ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó ñòîðîíó.
Íàïîìíèì, ÷òî â ðåøàòåëå ïðåäèêàò "ïàðàëëåëüíû" ïîíèìàåòñÿ â ðàñøèðåííîì
ñìûñëå - âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ ïðÿìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ïëîùàäè

∀Aa(S(A) = a & a < 0 → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò âõîæäåíèå ñèìâîëà
"ìèíóñ" è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - ïëîùàäè, âõîäÿùåé â óñëîâèå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî

∀Aa(S(A) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçà-
òåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëî-
âèè çàäà÷è ïîäâûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(A)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííîå ïîäâûðàæåíèå
ðàñïîëîæåíî âíóòðè ðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî òàêæå îáîçíà÷åíèå óãëà, ðàññòîÿíèÿ
ëèáî êàêîé-ëèáî äðóãîé ïëîùàäè. Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ äðóãîå ïîäâû-
ðàæåíèå âèäà S(B), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ñîäåðæàùèõ åãî ðàâåíñòâ â ïîñûëêàõ
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íå áîëüøå, ÷åì äëÿ ïîäâûðàæåíèÿ S(A). Óêàçàòåëü "âñïîìïàðàìåòð" ïðèäàåò íîâîé
ïåðåìåííîé a ñòàòóñ âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà, ò.å. îíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé - ïëîùàäè, âõîäÿùåé â óñëîâèå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî

∀Aa(S(A) = a)

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ïîäâûðàæåíèå S(A) ðàñ-
ïîëîæåíî âíóòðè ðàâåíñòâà, íå ñîäåðæàùåãî óãëîâ, ðàññòîÿíèé è äðóãèõ ïëîùàäåé.
Êðîìå òîãî, äîëæíà îòñóòñòâîâàòü ïîñûëêà âèäà S(A) = x, ãäå x - ïåðåìåííàÿ. Óêà-
çàòåëü "âñïîìíåèçâåñòíàÿ" ïðèäàåò íîâîé ïåðåìåííîé a ñòàòóñ íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - ïëîùàäè, âñòðå÷àþùåéñÿ â îòíîøåíèè
ïëîùàäåé

∀ABCa(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) → S(ôèãóðà(ABC)) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è èìååòñÿ ðàâåíñòâî, â
êîòîðîì âñòðå÷àåòñÿ äðîáü âèäà pS(ôèãóðà(ABC))/qS(D), ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòà-
íîâêè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ âûáîðó òàêîãî òðåóãîëüíèêà
ABC, ÷òî ÷åðåç âíóòðåííþþ òî÷êó îäíîé èç åãî ñòîðîí ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñå-
êàþùàÿñÿ ïî âûäåëåííîé òî÷êå ñ äðóãîé ñòîðîíîé. Â çàäà÷å îòñóòñòâóþò ïîñûëêè
âèäà S(D) = m, ãäå m íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "âñïîìïàðàìåòð" ïðèäà-
åò íîâîé ïåðåìåííîé a ñòàòóñ âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 12.

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ ïëîùàäü

Ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
1. Èçâëå÷åíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ.
∀abcd(¬(a = 0) → aS(d) + b = c↔ S(d) = (c− b)/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå S(d) äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ â íåêî-
òîðîì äðóãîì ðàâåíñòâå çàäà÷è, íå ÿâëÿþùåìñÿ ðàâåíñòâîì äâóõ ïëîùàäåé.
Ýâðèñòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â âûðàæåíèÿõ a, b, c, íå ïðåâîñõîäÿò 4. Â ÷àñòíîñòè, â íèõ ìîãóò âñòðå-
÷àòüñÿ óãëû è ðàññòîÿíèÿ, íî íå ìîãóò - ïëîùàäè è îáúåìû. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Îäíà èç íèõ îòëè÷àåòñÿ ëèøü
òåì, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Äðóãàÿ - êîïèðóåò
èñõîäíûé ïðèåì, íî èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 7.
∀abcd(¬(a = 0) → aS(d)/b = c↔ S(d) = bc/a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Îí ñîâåðøåííî àíàëî-
ãè÷åí ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âûðàæåíèå îäíîé ïëîùàäè ÷åðåç äðóãóþ èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ.
∀ABa(S(A) + aS(B) = 0 ↔ S(A) = −aS(B))
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Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò åäèíèöû. Îíî ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî
èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABab(¬(a = 0) → aS(A)/c = bS(B)/d↔ S(A) = bcS(B)/(ad))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êàæäîå èç âûðàæåíèé
a, b, c, d ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Çàïðåùà-
åòñÿ îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå â åäèíèöû âûðàæåíèé a, c ëèáî b, d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà íóëþ.
∀ABC(¬(S(ôèãóðà(ABC)) = 0) ↔ ¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(C ∈
ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
4. Ñîêðàùåíèå äðîáè ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïëîùàäåé.
∀ABabcd(ad−bc = 0 & ¬(c = 0) → (aS(A)+bS(B))p/((cS(A)+dS(B))q) = ap/(cq))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà äâóõ ïëîùàäåé.
∀ABcd(S(A) + c = d→ (S(B) + c = d↔ S(A) = S(B)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà, êàê è ïðåäûäóùåãî, èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî.
S(∅) = 0.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Îáúåäèíåíèå.
∀ab(a ∩ b = ∅ → S(a ∪ b) = S(a) + S(b))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀abc(c = a ∩ b→ S(a ∪ b) = S(a) + S(b)− S(c))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàçíîñòü.
∀ab(a ⊆ b→ S(b \ a) = S(b)− S(a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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4. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ êðóãîâ.

∀ABCDEF (l(AE) = l(CE) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
S(Ôèãóðà({äóãà(AEF ), äóãà(CEF )})) = S(ñåãìåíò(AEF ))+S(ñåãìåíò(CEF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñëåäóþùèå äâà -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C,
ïðÿìàÿ(EF )) → S(êðóã(AB)∩êðóã(CD)) = S(ñåãìåíò(AEF ))+S(ñåãìåíò(CEF )))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", äâà ïîñëåäíèõ - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëîùàäü"

Íîðìàëèçàòîð èìååò âñåãî äâà ïðèåìà, õîòÿ è èñïîëüçóåòñÿ ïî÷òè âî âñåõ ïðåìàõ,
ñâÿçàííûõ ñ ïëîùàäÿìè. Ïåðâûé ïðèåì íîðìàëèçàòîðà ïîäñòàâëÿåò çíà÷åíèå, îïðå-
äåëÿåìîå ðàâåíñòâîì S(A) = a èç ïîñûëîê. Îðèåíòàöèÿ - òîëüêî ñëåâà íàïðàâî.
Òåîðåìà âòîðîãî ïðèåìà èìååò âèä ∀abc(a = b & S(b) = c → S(a) = c). Îáà àíòåöå-
äåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì a - íå ïåðåìåííàÿ, à b - ïåðåìåííàÿ.
Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïëîùàäü".

Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè "âû÷ïëîùàäü"

Ýòîò íîðìàëèçàòîð èìååò òðè ïðèåìà. Ïåðâûé - òàêîé æå, êàê â ïðåäûäóùåì íîðìà-
ëèçàòîðå. Äðóãèå äâà èñïîëüçóþò ñâîéñòâî òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùóþ âûñîòó:

∀ABCDabs(D ∈ îòðåçîê(AC) & S(ôèãóðà(DBC)) = s & al(AD) = bl(CD) &
¬(a = 0) → S(ôèãóðà(ABD)) = sb/a)

∀ABCDabs(D ∈ îòðåçîê(AC) & S(ôèãóðà(ABD)) = s & al(AD) = bl(CD) &
¬(b = 0) → S(ôèãóðà(ABD)) = s(a+ b)/b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âû÷ïëîùàäü", ñîïðîâîæäàå-
ìûì êîììåíòàðèåì, áëîêèðóþùèì çàöèêëèâàíèå.Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
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ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Êîýôôèöèåíòû a, b è âûðàæåíèå s íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â íà÷àëå ïî-
ïûòîê ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å èçâåñòíà ïëîùàäü íåêîòîðîãî
òðåóãîëüíèêà, äâå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò íà ïðÿìîé BC, à òðåòüÿ - íàõîäèòñÿ ïî
òó æå ñòîðîíó îò BC, ÷òî è òî÷êà A.
Äàííûé íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Îáðàùàåòñÿ ê íåìó ñëåäóþùèé
ïðèåì:
∀ABCa(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & S(ôèãóðà(ABC)) = a & S(ôèãóðà(ABC)) = p &
p = q → S(ôèãóðà(ABC)) = q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû âûïîëíÿþò ÷èñòî âñïîìîãàòåëüíóþ ðàáîòó: îíè ââîäÿò ðàçëè÷íûå îáîçíà-
÷åíèÿ a, p äëÿ îäíîé è òîé æå ïëîùàäè. Ýòî íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎ-
ËÎÃà ìîã ðàçäåëüíî èñïîëüçîâàòü íîðìàëèçàòîðû "íîðìïëîùàäü" è "âû÷ïëîùàäü".
Ïåðâûé ïðèìåíÿåòñÿ ê a, âòîðîé - ê p. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò êàê ðàç è ðåàëèçóåò
ïîñëåäíåå îáðàùåíèå, îáîçíà÷àÿ åãî ðåçóëüòàò ÷åðåç q. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à q - íå ñîäåðæèò. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëîùàäü èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì â çàäà÷å èçâåñòíà ïëîùàäü
êàêîãî-òî òðåóãîëüíèêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óñêîðåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé áîëåå óäîáíûìè îêàçàëèñü íå
íîðìàëèçàòîðû, à ñèíòåçàòîðû, ê îïèñàíèþ êîòîðûõ ìû è ïåðåõîäèì.

Ñèíòåçàòîð "âû÷èñëåíèåïëîùàäè"

Ýòîò ñèíòåçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû ñî ñëîæíîé
ãðàíèöåé ïóòåì ðàçáèåíèÿ åå íà ïðîñòåéøèå ÷àñòè. Äîïóñêàåòñÿ ñîõðàíåíèå â îòâåòå
ÿâíî íå âû÷èñëåííûõ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, êðóãîâ è ò.ï. Ðåàëèçóåìîå ñèíòåçàòî-
ðîì óòâåðæäåíèå èìååò âèä "âû÷èñëåíèåïëîùàäè(A, S)". Çäåñü A - ìíîæåñòâî ïðî-
ñòåéøèõ ëèíèé (ïîêà - òîëüêî îòðåçêîâ è äóã), îãðàíè÷èâàþùèõ ôèãóðó, S - ïëîùàäü
ôèãóðû. Ôèãóðà ñîñòàâëÿåòñÿ èç ïðîñòåéøèõ ÷àñòåé íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ îáúåäèíå-
íèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, íî è ñ ïîìîùüþ âû÷èòàíèÿ âëîæåííûõ ìíîæåñòâ.
Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû, êîòîðûå âûäàåò ñèíòåçàòîð ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ, ìî-
ãóò áðàòüñÿ ñî çíàêîì "ìèíóñ". ×òîáû äîîïðåäåëèòü íóæíûé çíàê, îáðàùåíèå ê
ñèíòåçàòîðó ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè (òî÷êà P Q k), ãäå P - ýëåìåíò ãðàíè-
öû, ê êîòîðîìó ïðèìûêàåò ðàíåå ââåäåííàÿ ïðîñòåéøàÿ ÷àñòü, ðàñïîëîæåííàÿ îò P
ïî òó æå ñòîðîíó, ÷òî òî÷êà Q. Êîýôôèöèåíò k - òåðì 1 ëèáî −1. Åñëè âïîñëåäñòâèè
áóäåò äîáàâëåíà ïðîñòåéøàÿ ÷àñòü, ïðèìûêàþùàÿ ê P ñî ñòîðîíû, ïðîòèâîïîëîæ-
íîé òî÷êå Q, òî k îïðåäåëèò çíàê, ñ êîòîðûì ñëåäóåò åå ïëîùàäü ó÷èòûâàòü â îáùåé
ñóììå. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ñèíòåçàòîðà:

1. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.
∀ABCD(ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè(
{îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC), îòðåçîê(AC)}, aS(ôèãóðà(ABC))))

∀ABCD(îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè(
{îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC), îòðåçîê(AC)},−aS(ôèãóðà(ABC))))
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Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB)D a). Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé
AB.
∀ABCabc(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({; c}, b) & ðàçíûåñòîðîíû(C, g, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC), îòðåçîê(AC); c},
b+ aS(ôèãóðà(ABC))))

∀ABCabc(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({; c}, b) & îäíàñòîðîíà(C, g, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC), îòðåçîê(AC); c},
b− aS(ôèãóðà(ABC))))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB) g a). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - ðåàëèçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
∀ABC(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC),
îòðåçîê(AC)}, 0))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ
ïðèåìîâ ðàâíû 1.

2. Ïëîùàäü ñåãìåíòà.
∀ABCDc(îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), äóãà(CAB)}, cS(ñåãìåíò(CAB))))

∀ABCDc(ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), äóãà(CAB)},−cS(ñåãìåíò(CAB))))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB)D c). Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
∀ABCDab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè(a, b) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), äóãà(CAB); a},
b− cS(ñåãìåíò(CAB))))

∀ABCDab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè(a, b) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), äóãà(CAB); a},
b+ cS(ñåãìåíò(CAB))))

Êàê è âûøå, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB) D c). Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó, äâà äðóãèõ - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ
ïðèåìîâ ðàâíû 1.

3. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC), îòðåçîê(CD), îòðåçîê(AD)},
− al(AB)l(AD)))

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC), îòðåçîê(CD), îòðåçîê(AD)},
al(AB)l(AD)))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB) E a). Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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4. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà. Èìåþòñÿ â âèäó ôèãóðû, ó êîòîðûõ
äâå ñòîðîíû - îòðåçêè, à òðåòüÿ - äóãà. Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà ïðèìåíÿþòñÿ
ïðè îòñóòñòâèè êîììåíòàðèÿ (òî÷êà . . .).

∀ABCD(B ∈ îêðóæíîñòü(DA) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(BC), äóãà(DAB)},
S(ôèãóðà(ABC)) + S(ñåãìåíò(DAB))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì.

∀ABCD(D ∈ îêðóæíîñòü(CB) & 0 ≤ ∠(ABC)− π/2 & 0 ≤ ∠(ADC)− π/2 &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(AD),
äóãà(CBD)}, S(ôèãóðà(ABD))− S(ñåãìåíò(CBD))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

∀ABCD(B ∈ îêðóæíîñòü(DA) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(BC), áîëüøàÿäóãà(DAB)},
S(ôèãóðà(ABC)) + S(êðóã(DA))− S(ñåãìåíò(DAB))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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∀ABCDE(B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AE) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(BC), îòðåçîê(CD),
äóãàóãëà(BCD)}, S(ôèãóðà(BCD)) + l(AB)2∠(BCD) +
sg(∠(BCD)− π/2)S(ôèãóðà(BAD))))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïðèåìîâ
ðàâíû 1.

5. Îáùàÿ ñòîðîíà ñ òðåóãîëüíèêîì.
∀ABCDEFabc(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(CE), îòðåçîê(CD); a}, b) &
îäíàñòîðîíà(A,F, ïðÿìàÿ(BD)) & A ∈ îòðåçîê(CE) & B ∈ îòðåçîê(CD) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(AE), îòðåçîê(BD); a},
b+ cS(ôèãóðà(ABC))))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(BD) F c). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Â íåêîòîðîé ïîñûëêå çà-
äà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà, èìåþùåãî òî÷êó C îäíîé èç
ñâîèõ âåðøèí. Ïðè îáðàáîòêå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ñèíòåçàòîðó ïåðåäàþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè (òî÷êà îòðåçîê(CE) D c) è (òî÷êà îòðåçîê(CD) E
c). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(BC); a}, b) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB); a},
b− cS(ôèãóðà(ABC))))

∀ABCDab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(BC); a}, b) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB); a},
b+ cS(ôèãóðà(ABC))))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB) D c). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Ïðè îáðàáîòêå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ââîäÿòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè (òî÷êà îòðåçîê(BC) A −c) è (òî÷êà îòðåçîê(AC)
B −c). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(BC); a}, b) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB); a}, |b+ S(ôèãóðà(ABC))|))
Êîììåíòàðèè (òî÷êà . . .) îòñóòñòâóþò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâ-
íîå îáðàùåíèå, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Ðàññòîÿíèÿ AC è BC ðàâíû. Â íàáîðå
a îòñóòñòâóþò äóãè, ïðè÷åì êîíöû êàæäîãî îòðåçêà, óïîìÿíóòîãî â ýòîì íàáî-
ðå, íàõîäÿòñÿ íà îêðóæíîñòè CA. Ïðè îáðàáîòêå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ââîäÿòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè (òî÷êà îòðåçîê(BC)A 1) è (òî÷êà îòðåçîê(AC)B
1). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Èìååòñÿ âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, â êîòîðîé
îòáðîøåíû îãðàíè÷åíèÿ íà íàáîð a. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Îáùàÿ ñòîðîíà ñ êâàäðàòîì.
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∀ABCDEab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(BC), îòðåçîê(CD), îòðåçîê(DA); a}, b)
& êâàäðàò(ABCD) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB); a}, b+ cl(AB)2))

∀ABCDEab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(BC), îòðåçîê(CD), îòðåçîê(DA); a}, b)
& êâàäðàò(ABCD) & îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB); a}, b− cl(AB)2))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB) E c). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðè ðåêóðñèâíîì îáðà-
ùåíèè ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè (òî÷êà îòðåçîê(BC)A c) è (òî÷êà
îòðåçîê(CD)A c). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEFab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(CF ), îòðåçîê(EF ),
îòðåçîê(DE), îòðåçîê(BD); a}, b) & êâàäðàò(CDEF ) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & A ∈ îòðåçîê(CD) & B ∈ îòðåçîê(AD) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB); a}, |b+ l(CD)2|))
∀ABCDEFab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(CF ), îòðåçîê(EF ),
îòðåçîê(DE), îòðåçîê(BD); a}, b) & êâàäðàò(FEDC) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & A ∈ îòðåçîê(CD) & B ∈ îòðåçîê(AD) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB); a}, |b+ l(CD)2|))
Êîììåíòàðèè (òî÷êà . . .) îòñóòñòâóþò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå, ñîïðîâîæäàåìîå êîììåíòàðèÿìè (òî÷êà îòðåçîê(AC) F 1),
(òî÷êà îòðåçîê(CF ) E 1), (òî÷êà îòðåçîê(EF ) C 1), (òî÷êà îòðåçîê(DE)C 1),
(òî÷êà îòðåçîê(BD) E 1). Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ñïðÿìëåíèå äóãè îêðóæíîñòè.
∀ABCDEabc(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(AC); a}, b) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), äóãà(DAC); a}, b− cS(ñåãìåíò(DAC))))

∀ABCDEabc(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(AC); a}, b) &
îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), äóãà(DAC); a}, b+ cS(ñåãìåíò(DAC))))

∀ABCDEabc(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(AC); a}, b) &
îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), äóãà(DAC); a}, b− cS(ñåãìåíò(DAC))))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB)E c). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Â òåðìàõ íàáîðà
a òî÷êà A íå óïîìèíàåòñÿ. Ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé
(òî÷êà îòðåçîê(AC)D c). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCab(âû÷èñëåíèåïëîùàäü({îòðåçîê(AB); a}, b) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({äóãà(CAB); a}, |b+ S(ñåãìåíò(CAB))|))
Êîììåíòàðèè (òî÷êà . . .) îòñóòñòâóþò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå, ïðè÷åì ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB)C −1).
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
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8. Ïîâòîðíàÿ ññûëêà íà ñòîðîíó.
∀abc(âû÷èñëåíèåïëîùàäü({; a}, b) → âû÷èñëåíèåïëîùàäè({c, c; a}, b))
Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Îäíà ñòîðîíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðóãîé.
∀ABCDab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC), îòðåçîê(BD); a}, b) &
A ∈ ïðÿìàÿ(CD) &B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &A ∈ îòðåçîê(CD) &B ∈ îòðåçîê(AD) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(CD); a}, b))
Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(CD)E c). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè
(òî÷êà îòðåçîê(AC)E c) è (òî÷êà îòðåçîê(BD) E c). Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Äâå ñìåæíûå ñòîðîíû îáðàçóþò îòðåçîê.
∀ABCab(âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AC); a}, b) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
âû÷èñëåíèåïëîùàäè({îòðåçîê(AB), îòðåçîê(BC); a}, b))
Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êà îòðåçîê(AB)E c). Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, ïðè êîòîðîì ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé êîììåíòàðèé
(òî÷êà îòðåçîê(AC) E c). Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñïèñêè îòðåçêîâ è äóã, âîçíèêàþùèå ïðè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèÿõ, îáðàáàòûâà-
þòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìãðàíèöû". Ýòîò íîðìàëèçàòîð îòáðàñûâàåò ïàðû èäåí-
òè÷íûõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå îòðåçêè, âûðîæäàþùèåñÿ â òî÷êó. Äëÿ îáðàùåíèÿ ê
ñèíòåçàòîðó "âû÷èñëåíèåïëîùàäè" ñîçäàíû äâà ñïåöèàëüíûõ ïðèåìà, èìåþùèå çà-
ãîëîâîê "âòîðîéòåðì":
∀anx(û÷èñëåíèåïëîùàäè(Val(λb(îòðåçîê(x(b)x(b(mod n) + 1)), b− öåëîå & 1 ≤ b &
b ≤ n)), a) → S(ôèãóðà(x)) = a)

Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ âûðàæåíèåì "íàáîð(. . .)". Àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì. Ïðè ýòîì ïîäâûðàæåíèå Val(. . .) âûäåëåíî óêàçàòåëåì "ðàç-
âåðòêà". Îíî ôîðìèðóåòñÿ êàê íàáîð îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñîñåäíèå âåðøèíû ìíî-
ãîóãîëüíèêà. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî âåðøèí áîëüøå
4. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 7, ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè áîëåå ñëàáûé.
∀ax(âû÷èñëåíèåïëîùàäè(x, a) → S(Ôèãóðà(x)) = a)

Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì âûðàæåíèåì. Àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 7.

Ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöïëîùàäü"

Ýòîò ñèíòåçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷èñëèòü ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà èç ñî-
îáðàæåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ðåàëèçóåìîå ñèíòåçàòîðîì óòâåðæäåíèå èìååò âèä
"ïðîïîðöïëîùàäü(A, b)". Îíî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó S(A) = b. Âûäàþòñÿ òîëüêî
òå ðåçóëüòàòû b, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ñèíòåçàòîð èìååò ñëåäóþùèå
ïðèåìû:
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1. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.
∀ab(S(a) = b→ ïðîïîðöïëîùàäü(a, b))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ.
∀ABCa(S(ôèãóðà(ABC)) = a→ ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåðøèí òðåóãîëü-
íèêà èãíîðèðóåòñÿ. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
∀ABCDa(S(ôèãóðà(ABCD)) = a→ ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîïóñêàþòñÿ íå ïðîèçâîëüíûå, à ëèøü öèêëè-
÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèåìîâ
ðàâíû 1.

2. Âëîæåííûå ïàðàëëåëîãðàììû.

∀ABCDEFGHPabcdes(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD) &
A ∈ îòðåçîê(GE) & B ∈ îòðåçîê(AG) & D ∈ îòðåçîê(FH) & C ∈ îòðåçîê(FD)
& ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(GH) & S(P ) = a & A ∈ P & B ∈ P & C ∈ P &
D ∈ P & E ∈ P & G ∈ P & F ∈ P &H ∈ P & ïðîïîðöîòðåçêè(l(AE), l(AB), c, b)
& ïðîïîðöîòðåçêè(l(BG), l(AB), e, d) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(FEGH), s) →

ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABDC), bds/(bd+ cd+ be)))

Âîñüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îïðåäåëÿþùåé ïëîùàäü a
íåêîòîðîé ôèãóðû P . Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì ïðåä-
ïðèíèìàåò ïîïûòêó ñâåñòè íàõîæäåíèå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ABDC ê
ïëîùàäè áîëüøåãî ïàðàëëåëîãðàììà FEGH, ðàñïîëîæåííîãî, êàê è ïåðâûé
ïàðàëëåëîãðàìì, âíóòðè ôèãóðû P . Òàêèì îáðàçîì äåëàåòñÿ øàã "ñáëèæå-
íèÿ"èñõîäíîé ôèãóðû ñ ôèãóðîé P . Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ äåâÿòîãî ïî øåñòíàäöàòûé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè
ñèíòåçàòîðàìè. Òðåòèé èç íèõ ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Íàïîìíèì,
÷òî ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöîòðåçêè" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåãêà óñèëåííóþ âåð-
ñèþ ñèíòåçàòîðà "ïðîïîðöèîíàëüíû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Òðåóãîëüíèêè ñ îáùèì îñíîâàíèåì.
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∀ABCDE(S(ôèãóðà(ABC)) = a& ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& ïðîïîðöîòðåçêè(l(AC), l(AE), b, c) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABD), ac/b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

4. Äèàãîíàëè òðàïåöèè.

∀ABCDSab(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & S(ôèãóðà(ABCD)) = S &
al(BC) = bl(AD) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BCD), Sb/(a+ b)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå S íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC)
& ïðîïîðöîòðåçêè(l(AD), l(BC), a, b) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC),
ïðÿìàÿ(AD)) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BEC), c) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD), c(a+ b)2/b2))

Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ñâåñòè âû÷èñëåíèå ïëîùàäè òðàïåöèè ABCD
ê âû÷èñëåíèþ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà BEC. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è øåñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçà-
òîðàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæå-
íèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà äåëèòñÿ â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCDab(D ∈ îòðåçîê(AC) & al(AD) = bl(AC) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC),
c) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABD), bc/a))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDab(D ∈ îòðåçîê(AC) & ïðîïîðöîòðåçêè(l(AC), l(AD), a, b) &
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), c) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABD), bc/a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDab(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðîïîðöîòðåçêè(l(AC), l(DE),
a, b) & S(ôèãóðà(ABC)) = c→ ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BDE), bc/a))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæå-
íèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Òðåóãîëüíèêè, îòñå÷åííûå íà ñòîðîíàõ îäíîãî è òîãî æå óãëà ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè.

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& al(BD) = bl(AB) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), c) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BDE), b2c/a2))

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& al(DE) = bl(AC) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), c) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BDE), b2c/a2))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& ïðîïîðöîòðåçêè(l(DE), l(AC), b, a) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), c) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BDE), b2c/a2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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7. Òðàïåöèÿ è òðåóãîëüíèê, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ïðîäîëæåíèè åå áîêîâûõ ñòîðîí.
×åðòåæ ïðåæíèé.
∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(DE), ïðÿìàÿ(AC)) & ïðîïîðöîòðåçêè(l(DE), l(AC),
b, a) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ADEC), c) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC),
a2c/(a2 − b2)))

∀ABCDEab(ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(DE), ïðÿìàÿ(AC)) & ïðîïîðöîòðåçêè(l(DE), l(AC),
b, a) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), c) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ADEC),
(a2 − b2)/a2))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Âûðàæåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÷åðåç äëèíó îñíîâàíèÿ è âûñîòó.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AB) = a & l(DE) = b→
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), ab/2))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì
ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ", óêàçûâàþùåãî íà óñèëåííîå
îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Âûðàæåíèå ïëîùàäè òðàïåöèè ÷åðåç äëèíû îñíîâàíèé è âûñîòó.

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & l(BC) = a & l(AD) = b &
l(EF ) = c→ ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABCD), (a+ b)c/2))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè
íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé, ïàðàëëåëü-
íîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå.
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∀ABCDE(C ∈ îòðåçîê(DE) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AE)) &
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(AEDB), a) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(AEC), b) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ACDB), a− b))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. ×åðåç òî÷êó E ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïà-
ðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AB, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè E
ïîñëåäíåé ïðÿìîé. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

11. Äîïîëíåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà äî òðàïåöèè.

∀ABCDE(E ∈ îòðåçîê(BD) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ACDB), a) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(CDE), b) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ACEB), a− b))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé è ÷åòâåðòûé -
ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Âûðàæåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÷åðåç óãîë è äëèíû ñìåæíûõ ñòîðîí.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), l(AB)l(AC) sin(∠(BAC))/2))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AB, AC è óãîë BAC èç-
âåñòíû. Ïðè èäåíòèôèêàöèè óãëà BAC îðèåíòàöèÿ ëó÷åé èãíîðèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Òðåóãîëüíèê, âîçíèêàþùèé ïðè ñîåäèíåíèè êîíöà îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ñ òî÷êîé
íà ïðîòèâîïîëîæíîé áîêîâîé ñòîðîíå.
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∀ABCDEabpq(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îòðåçîê(AB) &
S(ôèãóðà(ABCD)) = S & al(BC) = bl(AD) & pl(BE) = ql(AE) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ADE), apS/(a+ b)(p+ q)))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå S íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ
a, b, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Äîïîëíåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà äî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFabc(E ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(BC) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABC), a) &
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ADE), b) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(DBF ), c) →
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(CEDF ), a− b− c))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðè ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

15. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà îäíîì îñíîâàíèè òðàïåöèè,
à îñíîâàíèå ñîâïàäàåò ñ äðóãèì îñíîâàíèåì òðàïåöèè.

∀ABCDESab(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & S(ôèãóðà(ABCD)) = S &
al(BC) = bl(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BCE),
Sb/(a+ b)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ñèíòåçàòîðîì. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèÿ S, a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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16. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà áîêîâîé ñòîðîíå òðàïåöèè,
à îñíîâàíèåì ñëóæèò äðóãàÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà.

∀ABCDESab(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & S(ôèãóðà(ABCD)) = S &
E ∈ îòðåçîê(CD) & ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(BCE), a) &
ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ADE), b) → ïðîïîðöïëîùàäü(ôèãóðà(ABE),
S − a− b))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ñèíòåçàòîðàìè. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ S, a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó "ïðîïîðöïëîùàäü" ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû
ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:
∀ABab(àêòèâ(S(A)) & S(B) = a & ïðîïîðöïëîùàäü(A, b) → S(A) = b)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - ðåàëèçóåò îáðà-
ùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå S(A) èìååò
òèï "íåèçâ". Âûðàæåíèÿ A,B èìåþò çàãîëîâîê "ôèãóðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3. Ñîçäàíà òàêæå êîïèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7.
∀Aab(àêòèâ(S(A)) & ïðîïîðöïëîùàäü(A, b) → S(A) = b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê
ñèíòåçàòîðó. Âûðàæåíèå S(A) èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ A -
ñèìâîë "ôèãóðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà, â
êîòîðûõ îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó ñíàáæàåòñÿ óñèëèâàþùèì êîììåíòàðèåì "ïëþñ".
Ïåðâàÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 9, äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåò, ÷òî â çàäà÷å íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íåèçâåñòíûå ïëîùàäè, îòëè÷íûå îò S(A). Âî âòîðîé, ñðàáàòûâàþùåé
íà óðîâíå 12, ýòî òðåáîâàíèå îòñóòñòâóåò.

Ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöïëîùàäè"

Ýòîò ñèíòåçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âûðàçèòü îòíîøåíèå ïëîùàäåé ìíîãîóãîëü-
íèêîâ ÷åðåç äëèíû îòðåçêîâ. Ðåàëèçóåìîå ñèíòåçàòîðîì óòâåðæäåíèå èìååò âèä "ïðî-
ïîðöïëîùàäè(A,B, c, d)". Îíî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó S(A)/S(B) = c/d. Ñèíòåçàòîð
èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Ïåðåõîä îò òðàïåöèè ê òðåóãîëüíèêó.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ýòîãî ïóíêòà ðàâíû 1.
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∀ABCDPQRab(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABC),
ôèãóðà(PQR), a, b) → ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABCD),ôèãóðà(PQR),
a(l(BC) + l(AD)), bl(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Îäíà èç òî÷åê P,Q,R ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà ABC, à
äâå äðóãèå - ëåæàò íà ïðèìûêàþùèõ ñòîðîíàõ ýòîãî òðåóãîëüíèêà.
∀ABCDPQRab(òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABC),
ôèãóðà(PQR), a, b) → ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABCD),ôèãóðà(PQR),
a(l(BC) + l(AD)), bl(BC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé.

∀ABCDE(òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) →
ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABCD),ôèãóðà(BCE), l(BC) + l(AD), l(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì".

2. Òðåóãîëüíèêè ñ îáùèì óãëîì.

∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABC),ôèãóðà(ADE), l(AC)l(AB), l(AD)l(AE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABC),ôèãóðà(MNP ), a, b) →
ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ADE),ôèãóðà(MNP ), al(AD)l(AE), bl(AC)l(AB)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Òî÷êè B,C ëåæàò íà ïðÿìîé MN . Èìååòñÿ óñèëèâà-
þùèé êîììåíòàðèé "Ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïåðåõîä ê òðåóãîëüíèêàì ñ ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.
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∀ABCDEFGabcd(C ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(MN) &
E ∈ ïðÿìàÿ(MN) & ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABD),ôèãóðà(EFG), c, d) →
ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABC),ôèãóðà(EFG), cl(AC), dl(AD)))

∀ABCDEFGabcd(C ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(MN) &
E ∈ ïðÿìàÿ(MN) & ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABD),ôèãóðà(EFG), c, d) →
ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(EFG),ôèãóðà(ABC), dl(AD), cl(AC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Èìååòñÿ óñèëèâàþùèé êîììåíòàðèé "ïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðàçáèåíèå òðàïåöèè íà äâà òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) → ïðîïîðöïëîùàäè(ôèãóðà(ABC),
ôèãóðà(ACD), l(BC), l(AD)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó "ïðîïîðöïëîùàäè" ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû ñêà-
íèðîâàíèÿ çàäà÷è, èìåþùèå çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" :
∀abcdpq(ïðîïîðöïëîùàäè(a, b, c, d) → pS(a)/qS(b) = pc/qd)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå ïîñûëîê âèäà "S(A) = s". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíû åùå
äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà. Ïåðâàÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4, ïðè îáðàùåíèè ê
ñèíòåçàòîðó ââîäèò óñèëèâàþùèé êîììåíòàðèé "ïëþñ". Âòîðàÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 9, ââîäèò ñðàçó äâà óñèëèâàþùèõ êîììåíòàðèÿ - "ïëþñ" è "Ïëþñ".
∀abcdpq(ïðîïîðöïëîùàäè(a, b, c, d) → pS(a) = qS(b) ↔ pc = qd)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êðîìå òåêóùåé ïîñûëêè, íåò ïîñûëîê âèäà "S(A) = B". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3.36 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïåðèìåòðîì

Ïåðèìåòð ïëîñêîé ôèãóðû A îáîçíà÷àåòñÿ "ïåðèìåòð(A)".



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1066

Ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà

∀xn(ïåðèìåòð(ôèãóðà(x)) =
n∑

i=1

l(x(i)x(i(mod n) + 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ x ñëóæèò ñèìâîë "íà-
áîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò n ñ ÷èñëîì îïåðàíäîâ íàáîðà. Óêà-
çàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå çàìåíÿþùåé ñóììû êàê îáû÷íîé ñóììû
n ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀xn(n = l(x) → ïåðèìåòð(ôèãóðà(x)) =
n∑

i=1

l(x(i)x(i(mod n) + 1)))

Âûðàæåíèå x íå èìååò çàãîëîâêà "íàáîð". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà". Â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå îáû÷íàÿ, à êîíå÷íàÿ ñóììà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïåðèìåòð ñåãìåíòà

∀ABC(ïåðèìåòð(ñåãìåíò(ABC)) = äëèíà(äóãà(ABC)) + l(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïåðèìåòð ñåêòîðà

∀ABC(ïåðèìåòð(ñåêòîð(ABC)) = äëèíà(äóãà(ABC)) + 2l(AB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ïåðèìåòðà

∀ab(ïåðèìåòð(a) = b & b < 0 → ëîæü)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîíòðîëü". Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ è â íåì âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ìèíóñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3.37 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ äëèíîé

Âûðàæåíèå "äëèíà(A)" èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äëèíû êðèâîé A, ëèáî âåêòîðà
A, ëèáî ìíîæåñòâà A òî÷åê íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ëèáî äëèíû ìàðøðóòà A â ãðàôå
èëè îðãðàôå.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü äëèíû

Ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå , èìåþùèõ öåëü
"èçâåñòíî".
∀Aa(äëèíà(A) = a & a < 0 → ëîæü)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, è â íåì âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ìèíóñ". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(−aäëèíà(b) = c & 0 < a & 0 < c→ ëîæü)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcT (c < 0 → äëèíà(T ) = c↔ ëîæü)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è èìååò çàãîëîâîê "ìèíóñ". Ââåäåí
ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëèíà îêðóæíîñòè

∀AB(äëèíà(îêðóæíîñòü(AB)) = 2πl(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí ñðàáàòûâàåò ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæå-
íèÿ "äëèíà(îêðóæíîñòü(AB))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëèíà äóãè

Ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
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∀ABC(äëèíà(äóãà(ABC)) = ∠(BAC)l(AB))

∀ABC(äëèíà(áîëüøàÿäóãà(ABC)) = (2π − ∠(BAC))l(AB))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íàïîìíèì, ÷òî "äóãà(. . .)" îáîçíà÷àåò ìåíüøóþ, à
"áîëüøàÿäóãà(. . .)" - áîëüøóþ èç äâóõ äóã, îïðåäåëÿåìûõ çàäàííûìè êîíöàìè.

∀ABCDE(B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & D ∈ îêðóæíîñòü(AE) →
äëèíà(äóãàóãëà(BDC)) = 2∠(BDC)l(AB))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Íàïîì-
íèì, ÷òî "äóãàóãëà(. . .)" îáîçíà÷àåò äóãó, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âïèñàííûé óãîë.
∀ABC(¬(äëèíà(äóãà(ABC)) = 0) ↔ ¬(B = C))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëèíà îòðåçêà

∀AB(äëèíà(îòðåçîê(AB)) = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀aAB(a = îòðåçîê(AB) → äëèíà(a) = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè ðàñïîëîæåíà â àíòå-
öåäåíòå, èäåíòèôèöðóåìîì ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a - ïåðåìåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Äëèíà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê

∀a(êîíå÷íîå(a) → äëèíà(a) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ñèìâîë "ïåðå÷åíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

Ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòà çàäàííîé äëèíû

∀a(∃b(äëèíà(b) = a) ↔ a− ÷èñëî & 0 ≤ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, îáëàäàþùèõ
öåëüþ "èñêëþ÷". Òàêàÿ öåëü ôîðñèðóåò èñêëþ÷åíèå íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ.
Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé, íå âõîäÿùåé â a, à
òàêæå â äðóãèå óñëîâèÿ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀abp(0 < b & p− ÷èñëî→ ∃q(aäëèíà([p, q]) = b & q − ÷èñëî))
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Òèï ïðèåìà è êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ q íå âñòðå-
÷àåòñÿ â a, b, p è â îñòàëüíûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

∀ab(b = äëèíà(a) ↔ äëèíà(a) = b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ ëèáî ïîñûëêå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èñ-
êëþ÷". Ýòîò òåðì çàäà÷è íå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà",
è ïðèåì ââîäèò òàêîé êîììåíòàðèé. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "äëèíà". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê
ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Â íåé âûðàæåíèå b äîëæíî èìåòü îäèí ñëåäóþùèõ
òèïîâ: "êðä(. . .)", "ìèíóñ(êðä(. . .))", "cäëèíà(d)/e". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå c, e íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ è íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
äàííîé âåðñèè ðàâåí 3.

Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ

∀abcd(cäëèíà([a, b]) + däëèíà([a, b]) = (c+ d)äëèíà([a, b]))
Âûðàæåíèÿ c, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
∀abcdAB(a(bäëèíà(A) + c) + däëèíà(A) = (ab+ d)äëèíà(A) + ac)

Âûðàæåíèÿ a, b, d íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "äëèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäëèíà"

Íîðìàëèçàòîð "íîðìäëèíà" ñîäåðæèò íåñêîëüêî íåñëîæíûõ ïðèåìîâ, ïðè÷åì âñå
îíè, êðîìå ïåðâîãî, ñâÿçàíû ñ äëèíîé âåêòîðîâ.

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀ab(a = b→ a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåí-
ñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "äëèíà"; îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûðàæåíèå äëèíû âåêòîðà ÷åðåç ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî êîíöàìè.
∀ABc(l(AB) = c→ äëèíà(âåêòîð(AB)) = c)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
3. Äëèíà ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.
∀ab(äëèíà(ab) = |a|äëèíà(b))
Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë "óìíîæâåêò", îáîçíà÷àþùèé ïðîèçâåäåíèå ÷èñ-
ëà a íà âåêòîð b. Âûðàæåíèå "äëèíà(b)" ðåêóðñèâíûì îáðàçîì îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Äëèíà íóëåâîãî âåêòîðà.
äëèíà(âåêòîð0) = 0

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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5. Äëèíà ñóììû âåêòîðîâ.
∀abcd(0 ≤ c & 0 ≤ d & îäíîíàïðàâëåíû(a, b) → äëèíà(ca+ db) =
cäëèíà(a) + däëèíà(b))
Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abpqr(äëèíà(a) = p & äëèíà(b) = q & óãîëìåæäó(a, b) = r →
äëèíà(a+ b) =

√
p2 + q2 + 2pq cos(r))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáà-
òûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèÿ p, q, r íå èìå-
þò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ âåêòîðíàÿ ñóììà
ñîäåðæèò ñèìâîë âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Äëèíà ìèíóñ - âåêòîðà.
∀a(äëèíà(−a) = äëèíà(a))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò.
∀abK(âëåâî(a,K) & êðä(a,K, 1) = b→ äëèíà(a) = b)

∀abK(âïðàâî(a,K) & êðä(a,K, 1) = b→ äëèíà(a) = b)

Íàïîìíèì, ÷òî "êðä(a K i)" îáîçíà÷àåò i - þ êîîðäèíàòó âåêòîðà a â ñèñòåìå
êîîðäèíàò K. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcAK(ïðÿìêîîðä(K) & êðä(A,K, 1) = a & êðä(A,K, 2) = b &
êðä(A,K, 3) = c→ äëèíà(A) =

√
a2 + b2 + c2)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè.
∀atKT (îäíîìåðíäâèæ(a,K, T ) & t ∈ T → äëèíà(Ñêîðîñòü(a,K, t)) =
|êðä(Ñêîðîñòü(a,K, t), K, 1)|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå "êðä(Ñêîðîñòü(a,K, t),K,1)" óæå âñòðå-
÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀atpK(ñêîðîñòü(a, t) = p & Íåïîäâ(K, t) → äëèíà(Ñêîðîñòü(a,K, t)) = p)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Çäåñü "ñêîðîñòü" - íåîò-
ðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñêàëÿðíîé ñêîðîñòè âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3.38 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "öåíòð"

Óòâåðæäåíèå "öåíòð(A P )" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ôèãóðû ëèáî
òåëà P . Â ôèçèêå îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè A è òâåð-
äîãî òåëà P . Ïî÷òè âñå ïðèåìû ðåøàòåëÿ, â êîòîðûõ óïîìèíàåòñÿ öåíòð, îòíåñåíû
ê ðàçäåëàì, ñîîòâåòñòâóþùèì òèïàì ôèãóð è òåë. Â äàííîì ðàçäåëå èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííûé ïðèåì âûâîäà:
∀ABC(öåíòð(A,B) & öåíòð(C,B) → A = C)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3.39 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ôèãóðà"

Âûðàæåíèå "ôèãóðà(íàáîð(A1 . . . An))" îáîçíà÷àåò ìíîãîóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ëî-
ìàíîé A1 . . . An. Ïðàêòè÷åñêè âñå ïðèåìû, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ôèãóðà",
îòíåñåíû ê äðóãèì ðàçäåëàì. Â äàííîì ðàçäåëå èìåþòñÿ âñåãî äâà ïðèåìà.
∀inx(i ∈ {1, . . . , n} → àêòèâ(ïðÿìàÿ(x(i)x(i(mod n) + 1))))

Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå ïðÿìûå, îïðåäåëÿåìûå ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà.
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðå-
íèè âûðàæåíèÿ "ôèãóðà(x)", ãäå x íà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà "íàáîð". Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò" èäåíòèôèöèðóåò n ñ ÷èñëîì êîðíåâûõ îïåðàíäîâ íàáîðà x, ïðè÷åì ïðîâåðÿåò,
÷òî ýòî ÷èñëî áîëüøå 4. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïå-
ðå÷èñëÿåò íàòóðàëüíûå êîíñòàíòû i îò 1 äî n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(ôèãóðà(b) = a→ a = ôèãóðà(b))
Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò îðèåíòàöèþ ðàâåíñòâà, çàäàþùåãî ôèãóðó, è èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì ïåðåñòà-
íîâêà ÷ëåíîâ ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a íå èìååò
çàãîëîâêà "ôèãóðà". Ïðåîáðàçîâàííîå ðàâåíñòâî ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåí-
òàöèÿðàâåíñòâà", áëîêèðóþùèì ïðî÷èå ïîïûòêè ïåðåñòàíîâêè åãî ÷àñòåé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3.40 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äóãà"

Âûðàæåíèå "äóãà(A B C)" îáîçíà÷àåò äóãó îêðóæíîñòè, ñ öåíòðîì A, îãðàíè÷åí-
íóþ òî÷êàìè B è C. Áåðåòñÿ ìåíüøàÿ èç äâóõ äóã. Åñëè òî÷êè B,C äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíû, òî âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ èç äâóõ ðàâíûõ äóã. Êàê è âûøå,
áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ, â êîòîðûõ óïîìèíàåòñÿ äóãà, îòíåñåíû ê äðóãèì ðàçäåëàì.

Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ

∀ABC(äóãà(ABC) = äóãà(ACB))

Âûðàæåíèå C ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ B. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.
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Òî÷êà äóãè è öåíòð îêðóæíîñòè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò õîðäû

∀ABCD(D ∈ äóãà(ABC) → ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Òî÷êà äóãè ëåæèò íà îêðóæíîñòè

∀ABCDE(B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & D ∈ äóãà(ABC) → D ∈ îêðóæíîñòü(AE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óòî÷íåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ òî÷åê íà äóãå

∀ABCDEabc(D ∈ äóãà(ABC) & E ∈ äóãà(ABC) & ∠(CAE) = a & ∠(DAB) = b &
∠(CAB) = c & 0 < a+ b− c→ D ∈ äóãà(ACE) & E ∈ äóãà(ABD))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìóãîë". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèÿ a, b, c êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìäóãà"

Â ýòîì íîðìàëèçàòîðå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, äóáëèðóþùèé ïðèâåäåííûé âû-
øå ïðèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ îïåðàíäîâ.
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3.41 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äóãàóãëà"

Âûðàæåíèå "äóãàóãëà(A B C)" îáîçíà÷àåò äóãó, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ âïèñàííûé
óãîë ABC. Â ðàçäåëå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêîå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ A,C.

3.42 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êàñàòåëüíàÿ"

Óòâåðæäåíèå "êàñàòåëüíàÿ(A B)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ A ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè B.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êàñàòåëüíîé

1. Êàñàòåëüíàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåäåííîìó â òî÷êó êàñàíèÿ.

∀ABCD(B ∈ îêðóæíîñòü(AD) & ïðÿìàÿ(BC)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AD) →
ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) → E − òî÷êà &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îáùàÿ òî÷êà E êàñàòåëüíîé è îêðóæ-
íîñòè ïîêà íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó, îáîçíà÷àÿ åå íîâîé ïåðåìåííîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Êàñàíèå îòðåçêà.
∀ABCDE(îòðåçîê(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) →
ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB))
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×åðòåæ ïðåæíèé. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(îòðåçîê(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) → E ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Óñìîòðåíèå êàñàòåëüíîé â ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ðàäèóñó è îòñòîÿùåé îò íåãî
íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå äëèíå ðàäèóñà.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & l(CD) = l(AC) → F − òî÷êà &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì èç íèõ. Îáùàÿ òî÷êà F îêðóæíîñòè AB ñ ïðÿìîé DE ïîêà íå ââåäåíà,
è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Êàñàíèå ëó÷à.

∀ABCDE(ëó÷(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) → ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(ëó÷(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) → ¬(C ∈ èíòåðâàë(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óñìîòðåíèå âïèñàííîé â óãîë îêðóæíîñòè.
∀ABCDE(ëó÷(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ëó÷(AC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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7. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îêðóæíîñòè òî÷êè, ëåæàùåé íà êàñàòåëüíîé.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îòðåçîê ëèáî ïðÿìàÿ ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê îêðóæ-
íîñòè.

∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → îòðåçîê(CD) −
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) ↔ E ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíúþíêòèâíîìó ÷ëåíó
óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CD) −
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) ↔ E ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ äâà - 3 è 9.
∀ABCDE(E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî ñðàáàòûâàíèå ïðè óñìîòðåíèè
óñëîâèÿ "êàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(CD)îêðóæíîñòü(AB))". Â çàäà÷à ïîêà íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îñíîâàíèå E ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà ïðÿ-
ìóþ CD, è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà âåðñèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ ïðè óñìîòðåíèè óñëîâèÿ "êàñàòåëüíàÿ(îòðåçîê(CD),
îêðóæíîñòü(AB))".

9. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî òî÷êè êàñàòåëüíîé íà-
õîäÿòñÿ âíå îêðóæíîñòè.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
0 ≤ l(AC)− l(AE) & 0 ≤ l(AC)− l(CD) & 0 < l(AE) + l(CD)− l(AC) →
C ∈ îòðåçîê(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Ðàññòîÿíèÿ AE, AC, CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì âû-
ðàæåíèÿ äëÿ íèõ íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

10. Ñóùåñòâîâàíèå êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.

∀ACD(∃B(B−òî÷êà& ¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD)
& B ∈ îêðóæíîñòü(CD)) ↔ 0 < l(AC)− l(CD))

∀ACr(∃B(B − òî÷êà & ¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêð(C, r) &
B ∈ îêð(C, r)) ↔ 0 < l(AC)− r)

Íàïîìíèì, ÷òî "îêð(C, r)" - îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå C. Êàê è
"îêðóæíîñòü(CD)", ýòî âûðàæåíèå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ
êîíòåêñòàõ.
Îáà ïðèåìà èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ B èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âñå ñîäåðæàùèå B óñëî-
âèÿ çàäà÷è èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè óòâåðæäåíèÿ ïîä
êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðè÷åì B íå âõîäèò â A,C,D, r. Ïðèåìû èìåþò æâà
óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ - 2 è 5.

11. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòð îêðóæíîñòè ñ òî÷êîé íà êà-
ñàòåëüíîé.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & D ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
àêòèâ(l(CD)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïðÿìàÿ AD ïîêà â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Íå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ íèêàêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðÿìîé EF , îòëè÷íîå îò l(CD),
à òàêæå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó D ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ îêðóæíîñòüþ
AB ïî äâóì âûäåëåííûì òî÷êàì. Íàêîíåö, îòñóòñòâóåò åùå îäíà ïîñûëêà âèäà
"êàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(MN îêðóæíîñòü(AB))", ó êîòîðîé ïðÿìàÿMN ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Êàñàòåëüíàÿ è ñåêóùàÿ

1. Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ.

∀ABCDE(B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AE) & àêòèâ(∠(DCB)) → 2min(∠(DCB),
π − ∠(DCB)) = ∠(CAB))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãîë DCB èçâåñòåí; óãîë CAB ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, íî
íåèçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AE) & àêòèâ(∠(DCB)) & îäíàñòîðîíà(B,D,
ïðÿìàÿ(AC)) → 2∠(DCB) = ∠(CAB))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDE(B ∈ îêðóæíîñòü(AE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AE) & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AE) & àêòèâ(∠(DCB)) & 0 ≤ π/2 − ∠(DCB) →
2∠(DCB) = ∠(CAB))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Îäèí èç óãëîâ
DCB, CAB èçâåñòåí; âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî èìååò òèï "íåèçâ". Îáðàáîòêà
ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûì îãðàíè÷èòåëåì
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(DCE))
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) → àêòèâ(∠(CDE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Îäèí èç óãëîâ DCE, EAD èçâåñòåí; âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî
èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(FH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(FH) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(FG)
& G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) → l(FG) = l(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèå òðè - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ FG è DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
C ∈ îòðåçîê(FG) & àêòèâ(∠(DCG)) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(CF )) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) → ∠(DCG) = ∠(CEF ))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïÿòîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé CF . Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & 0 ≤ π/2− ∠(BCD) &
0 ≤ π/2− ∠(BDE) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ∠(BCD) = ∠(BDE))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïÿòîãî è øåñòîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå. Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BCD èìååò
òèï "îïðåäåëèìî". Ïðÿìûå BC, CD è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Íå
óñìàòðèâàþòñÿ íè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ BC è BD, íè ïåðïåíäèêóëÿð-
íîñòü ïðÿìûõ BC è CD. Êðîìå òîãî, íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè
A ïðÿìîé CD. Ââåäåíû ñèëüíûå îãðàíè÷èòåëè òðóäîåìêîñòè ïðè îáðàáîòêå
ïÿòîãî è øåñòîãî àíòåöåäåíòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 10. Â íåé òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû
ïðÿìûå BC, CD è BD óæå ðàññìàòðèâàëèñü â çàäà÷å.
∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(BD)) → ∠(BCD) = ∠(BDE))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà â ïîñëåäíåì èç íèõ. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïðÿìûå BC, CD è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ BC è BD. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà
BCD èìååò òèï "ïðèìåíèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(∠(DCF )) & ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(CF )) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) →
∠(DCF ) = ∠(CEF ))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ÷åòâåðòîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Äëèíà êàñàòåëüíîé è äëèíû îòðåçêîâ ñåêóùåé.
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∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AF ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
àêòèâ(l(EC)) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(∠(BCD)) → àêòèâ(l(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óãîë BCD èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AF ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(CE) → l(BC)2 = l(CE)l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, CE, CD èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:
(a) Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, CE, CD èìååò òèï "íåèçâ", ïðè÷åì õî-

òÿ áû îäíî èç äâóõ îñòàâøèõñÿ óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Äâà èç ðàññòîÿíèé BC, CE, CD èçâåñòíû, à òðåòüå - íåò. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 7.

(c) Îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, CE, CD èìååò òèï "íåèçâ", à õîòÿ áû îäíî èç
îñòàâøèõñÿ - èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(d) Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, CE, CD èçâåñòíî, è õîòÿ áû îäíî - íå
èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(e) Îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, CE, CD íå èçâåñòíî, à äâà äðóãèõ - èçâåñòíû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AF ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ¬(l(CE)− l(CB) = 0) &
ðàçíûåòî÷êè(B,E) → D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(CE) &¬(D = E) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & l(BC)2 = l(CE)l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ñóùåñòâóåò ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ çàäà÷è, ñîäåðæàùåå êàê âû-
ðàæåíèå l(BC), òàê è âûðàæåíèå l(CE). Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ðàâåíñòâî ðàñ-
ñòîÿíèé CB è CE, íè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ CE è AE. Âòîðàÿ òî÷êà D
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CE ñ îêðóæíîñòüþ AF ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CB) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
D ∈ ïðÿìàÿ(CE) → l(BC)2 = l(CE)l(CD))
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Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïÿòîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, CE, CD èìååò òèï "íåèçâ".
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "êàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(PQ)îêðóæíîñòü(AF ))", òàêàÿ, ÷òî
ïðÿìàÿ PQ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà
êîïèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7, à òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà,
ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 3. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿ-
íèé BC, CE, CD áûëî èçâåñòíî, è õîòÿ áû îäíî - íå èçâåñòíî.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AF ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
G ∈ îòðåçîê(BH) & H ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & àêòèâ(l(BG)) & àêòèâ(l(BC)) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(B,H) → E−òî÷êà & E ∈ îêðóæíîñòü(AF )
& ¬(D = E) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ñåìü - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Êàæäîå èç ðàññòîÿíèé BC, BG ëèáî èçâåñòíî, ëèáî èìååò òèï
"íåèçâ". Âòîðàÿ òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CD ñ îêðóæíîñòüþ AF ïîêà íå
ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

3. Êàñàòåëüíàÿ è ñåêóùàÿ, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè: äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà,
îïóùåííîãî èç òî÷êè êàñàíèÿ íà ñåêóùóþ.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& àêòèâ(l(DE)) → l(DE) = l(AB) cos(∠(DCA)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Âûðàæåíèå äëÿ
óãëà DCA èìååò òèï "îïðåäåëèìî". Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé DE, AB íå
èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé ëåæèò âíå âíóòðåííîñòè êðóãà.
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∀ABCDPQ(C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(PQ) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ¬(D ∈ èíòåðâàë(AB)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Åñëè îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îäíîé ñòîðîíû óãëà è ïåðåñåêàåò äðóãóþ, òî áèññåê-
òðèñà óãëà ïåðåñåêàåò ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé â òî÷êó êàñàíèÿ.

∀ABCDEFGHP (ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(EP ) &
áèññåêòðèñà(BACD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A,C,G) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,B, F ) & F ∈ îêðóæíîñòü(EP ) →
H − òî÷êà & H ∈ îòðåçîê(FE) & H ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(DH))
& àêòèâ(∠(FHA)) & l(EF ) = l(FH) + l(EH))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BAC èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ EF
èìååò òèï "íåèçâ". Ïðÿìàÿ AD è ðàññòîÿíèå AF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çà-
äà÷å. Îáùàÿ òî÷êà H ïðÿìûõ EF è AD ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

6. Âûðàæåíèå äëèíû õîðäû ÷åðåç ðàäèóñ îêðóæíîñòè è óãîë ìåæäó õîðäîé è
êàñàòåëüíîé.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) → l(CD) = 2l(AC) sin(∠(DCE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
òðåòüåì èç íèõ. Óãîë DCE èçâåñòåí, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï
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"íåèçâ". Ðàññòîÿíèå CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ CD è CE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíû
åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà:
(a) Ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíî, à âûðàæåíèå äëÿ óãëà DCE èìååò òèï "ïðèìåíè-

ìî". Ðàññòîÿíèå CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

(b) Ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ óãëà DCE èìååò òèï "ñóùåñòâà-
òîì", à äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD - òèï "îïðåäåëèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 9.

7. Äëèíû êàñàòåëüíîé, ñåêóùåé è ñìåæíûõ õîðä.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(ED) &
àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(l(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
l(DF )l(CE) = l(CD)l(CF ))

Ïåðâûå âîñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ñðåäè ðàññòîÿíèé DF , CE, CD, CF èìååòñÿ òðè èçâåñòíûõ,
à îñòàâøååñÿ - íå èçâåñòíî, íî óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
9. Â íåé òðåáîâàíèÿ íà ðàññòîÿíèÿ DF , CE, CD, CF îòáðîøåíû.

8. Êàñàòåëüíàÿ è ñåêóùàÿ, îïèðàþùèåñÿ íà äèàìåòð.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îòðåçîê(DE) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & E ∈ ïðÿìàÿ(CA) &
pl(DF ) = ql(EF ) → pl(CD)2 = ql(CE)2)
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Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé - ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ DF è EF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çà-
äà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

9. Òåîðåìà ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îòðåçêàìè êàñàòåëüíîé, ñå-
êóùåé è õîðäîé.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(GCF )) & D ∈ ïðÿìàÿ(CG) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & àêòèâ(l(CE)) & àêòèâ(l(CD)) →
l(DE)2 = 2l(CE)l(AD) sin(∠(GCF )) & (¬(C ∈ èíòåðâàë(DG)) ∨
C ∈ îòðåçîê(DG) & ∠(DCF ) = π − ∠(GCF )))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå âîñüìîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå. Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ CE è CD, à òàêæå óãîë GCF èçâåñòíû. Âûðà-
æåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AE èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå
òî÷êè C ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì D,G. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

10. Êàñàòåëüíàÿ è ñåêóùàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äèàìåòð.

∀ABCDEab(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & A ∈ îòðåçîê(CE) & ðàçíûåòî÷êè(C,D)
& al(DE) = bl(CD) → a cos(2∠(CED)) = b sin(∠(CED)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, øåñòîé - ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óãîë CED óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

11. Óñìîòðåíèå ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîâå-
äåíèè ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê êàñàòåëüíîé è õîðäå.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )
& G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) →
l(DE)l(CF ) = l(CE)l(CG))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ DE è CG, à òàêæå ïðÿìûå CF è CE óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

12. Óñìîòðåíèå êàñàòåëüíîé èç ðàâåíñòâà óãëîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñåêóùåé.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CE) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & ∠(CFD) = ∠(CDE) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) → ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, âîñüìîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Íå óñìàòðèâàþòñÿ íàëè÷èå åùå îäíîé îáùåé òî÷êè ïðÿìîé CD ñ îêðóæíîñòüþ
AB, à òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ CD è AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AF )) & C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E,
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ïðÿìàÿ(BD)) & àêòèâ(∠(BCD)) & àêòèâ(∠(BDE)) & ∠(BCD) = ∠(BDE) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) → ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïÿòûé è äåâÿòûé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì".
Íå óñìàòðèâàåòñÿ íàëè÷èå åùå îäíîé îáùåé òî÷êè ïðÿìîé DE ñ îêðóæíîñòüþ
AF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

13. Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû îòðåçêà ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ è êàñàíèÿ.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(∠(EDC)) →
àêòèâ(l(CE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì àíòåöåäåíòå. Ðàññòîÿíèÿ DE, CD è óãîë CDE èçâåñòíû. Âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ". Âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé DE
ñ îêðóæíîñòüþ AB ïîêà íå ââåäåíà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Êàñàòåëüíàÿ è ïàðàëëåëüíàÿ åé õîðäà

1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó êàñàòåëüíîé è ïàðàëëåëüíîé åé õîðäîé.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(DG) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) → 4l(DG)2 + l(EF )2 = 8l(DG)l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ DG, EF , AB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî
èç íèõ íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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2. Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå, òî òî÷êà êàñàíèÿ ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ
õîðäû.

∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) → l(CE) = l(CF ))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå CE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Óñìîòðåíèå êàñàòåëüíîé â ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé õîðäå, êîíöû êîòîðîé ðàâíî-
óäàëåíû îò îáùåé òî÷êè ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = l(CE) & ïðÿìàÿ(CF ) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Äâå êàñàòåëüíûå ê îäíîé îêðóæíîñòè

1. Äâå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè.
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∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & ïðÿìàÿ(AD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BE) → l(AC) = l(AD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ñîçäàíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6. Â íåé
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàëîñü â çàäà÷å, à âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD èìåëî òèï "ñóùåñòâàòîì".

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BF ) & ïðÿìàÿ(AD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(BF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)
& E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ CD è
AB. Íå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå îáùàÿ òî÷êà E ýòèõ ïðÿìûõ, è ïðèåì åå ââîäèò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BF ) & ïðÿìàÿ(AD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(BF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & ïðÿìàÿ(AD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BE) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìàÿ AB â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & ïðÿìàÿ(AD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BE) & àêòèâ(∠(CBD)) → ∠(CBA) = ∠(ABD) &
2∠(ABD) = ∠(CBD))

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & ïðÿìàÿ(AD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BE) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BE) & àêòèâ(∠(CAD)) → ∠(CAB) = ∠(BAD) &
2∠(BAD) = ∠(CAD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 7.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
àêòèâ(∠(CAD)) → ∠(CBD) + ∠(CAD) = π)

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
àêòèâ(∠(CBD)) → ∠(CBD) + ∠(CAD) = π)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â
ïåðâîì ñëó÷àå óãîë CAD èçâåñòåí, à óãîë CBD - íå èçâåñòåí, íî èìååò òèï
"ïðèìåíèìî". Âî âòîðîì ñëó÷àå - óãîë CBD èçâåñòåí, à óãîë CAD - íåò. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 4.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
C ∈ îêðóæíîñòü(BE) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) → l(AC) = l(AD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèÿ AC è AD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
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ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 8. Â íåé òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàëîñü
â çàäà÷å.
∀ABCDE(àêòèâ(∠(CAD)) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(BD) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → l(AD) tg(∠(CAD)/2) = l(BC))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ AD è BC âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû (èç-
âåñòíûå ëèáî íå èçâåñòíûå). Óãîë CAD íå èçâåñòåí è âñòðå÷àåòñÿ â îäíîé èç
èñõîäíûõ ïîñûëîê çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíû åùå òðè
âåðñèè äàííîãî ïðèåìà:
(a) Ðàññòîÿíèÿ BC è AD èçâåñòíû, à óãîë CAD - íåò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò

èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
(b) Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèéAD,BC è óãëà CAD èìååò òèï "íåèçâ",

à äâà äðóãèõ - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.
(c) Ðàññòîÿíèå BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà CAD

èìååò òèï "íåèçâ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(BE) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & C ∈ îêðóæíîñòü(BE) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) → l(CD) = 2l(BC) cos(∠(CAD)/2))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
C ∈ îêðóæíîñòü(BE) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) & àêòèâ(l(AF )) & àêòèâ(l(CD))
& àêòèâ(l(DF )) → àêòèâ(∠(CBD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòååì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèå CD èçâåñòíî, âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AF èìååò
òèï "íåèçâ", ïðè÷åì óãîë CBD â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Íå óñìàòðè-
âàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F ïðÿìîé AC ëèáî AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BG) & ïðÿìàÿ(AD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BG) & C ∈ îêðóæíîñòü(BG) &
D ∈ îêðóæíîñòü(BG) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(EF )) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AD)) → C ∈ îòðåçîê(AE) ∨
D ∈ îòðåçîê(AF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ïÿòü -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C îò-
ðåçêó AE, íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D îòðåçêó AF . Âûâåäåííàÿ äèçúþíêöèÿ
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E)
& àêòèâ(l(CD)) → ∠(DCE) = 2 arctg(l(AD)/l(CD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AD è CD èçâåñòíû, âûðàæåíèå äëÿ óãëà DCE èìååò òèï "ïðèìå-
íèìî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E)
& àêòèâ(l(CD)) → l(AD) = l(CD) tg(∠(DCE)/2))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå ÷åòûðå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ðàññòîÿíèå CD èçâåñòíî. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà DCE èìååò òèï "îïðå-
äåëèìî", à äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD - òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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3. Áèññåêòðèñà óãëà ìåæäó äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
∠(DCF ) = ∠(FCE) & àêòèâ(∠(DCF )) & àêòèâ(∠(FCE)) &
ðàçíûåñòîðîíû(D,E, ïðÿìàÿ(CF )) → A ∈ ïðÿìàÿ(CF ))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå ñåäüìîé è âîñüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé è äåâÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Äâå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå èç òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(DF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
l(CD) = l(EC) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(DF ) = l(EF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé è ÷åòâåðòûé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F ïðÿìîé AC.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Äâå ïàðàëëåëüíûå êàñàòåëüíûå.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & ïðÿìàÿ(CD) ‖
ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) & A ∈ ïëîñêîñòü(CDE) →
A ∈ îòðåçîê(CE) & l(CE) = 2l(AC))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå øåñòîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(EF )) →
l(DF ) = 2l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ðàññòîÿíèå DF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

6. Äâå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå èç òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(DF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îòðåçîê(AD)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CE) & G ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(AC)) → E ∈ îòðåçîê(CG))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ïÿòü -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèíû îòðåçêà êàñàòåëüíîé, ðàäèóñà îêðóæíîñòè è óãëà,
ñìåæíîãî ñ óãëîì ìåæäó êàñàòåëüíûìè.
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∀ABCDEP (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AP )) & C ∈ îêðóæíîñòü(AP ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(AP ) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥
ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ îòðåçîê(BE) & àêòèâ(∠(CDE)) & àêòèâ(l(CD)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(CD)) → l(CD) = l(AC) tg(∠(CDE)/2))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ñåìü - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ðàññòîÿíèå AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 10.

8. Äâå êàñàòåëüíûå è õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äèàìåòðó.

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(GE)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(GD)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
H ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → l(CH)l(DG)2 = l(AB)2l(DH))

Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CH, DG, AB è DH óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çà-
äà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

9. Óñìîòðåíèå áèññåêòðèñû óãëà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíûìè.
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∀ABCDEFGHM(D ∈ îòðåçîê(FG) & H ∈ îêðóæíîñòü(DE) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DH) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & M ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& M ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DM) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(l(DF )) & àêòèâ(l(DG)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & òî÷êàëó÷à(A,B,H)
& òî÷êàëó÷à(A,C,M) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) →
áèññåêòðèñà(BACD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óñìàòðèâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàññòîÿíèé DF è DG, íî íå óñìàòðèâàåò-
ñÿ èõ ðàâåíñòâî. Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AF , AG íå èçâåñòíî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

10. Ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè îêðóæíîñòè ê êàñàòåëüíûì è ê îòðåç-
êó ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ.

∀ABCDEFGPQ(B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BP ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(CP ) & ðàçíûåòî÷êè(B,C)
& D ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DG) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & G ∈ ïðÿìàÿ(BC) →
l(DG)2 = l(ED)l(DF ) & sin(∠(EDG)) = sin(∠(EDF )/2) & ∠(EDG) = ∠(FDG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïÿòûé, ñåäüìîé è âîñüìîé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Äâå êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè, è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
öåíòð ïàðàëëåëüíî êàñàòåëüíîé.

∀ABCDEF (àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
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ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(CE)) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(AF ) ‖ ïðÿìàÿ(CE) → l(CF ) = l(AF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ CD è CE, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Ïðîäîëæåíèå äî öåíòðà îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðà ê õîðäå, îáðàçîâàííîé
êîíöàìè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííîãî èç îáùåé òî÷êè êàñàòåëüíûõ.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥
ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & àêòèâ(l(CF )) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & F ∈ ïðÿìàÿ(DE) → F ∈ îòðåçîê(AC) &
l(AC) = l(CF ) + l(AF ))

Äåâÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âîñüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì èç íèõ. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
CF èìååò òèï "íåèçâ". ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé
CF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

13. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ îòðåçêó, âîçíèêàþùåìó ïðè ïåðå-
ñå÷åíèè ñ äâóìÿ äðóãèìè êàñàòåëüíûìè.

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(AB)− àñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DH) & ïðÿìàÿ(BC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DH) & ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(DH) & E ∈ îêðóæíîñòü(DH) & F ∈ îêðóæíîñòü(DH) &
G ∈ îêðóæíîñòü(DH) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(DG)) → G ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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Òðè êàñàòåëüíûå ê îäíîé îêðóæíîñòè

1. Ñóììû äëèí îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(DE)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CF )− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(DE)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD),
ïðÿìàÿ(CF )) & G ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) →
l(CD) = l(DE) + l(CF ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, øåñòîé è ñåäüìîé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå CD èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
7. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Â ïåðâîé òðåáóåòñÿ, ÷òîþû âûðàæåíèå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ CD èìåëî òèï "íåèçâ". Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 7. Âî
âòîðîé âåðñèè òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû ðàññòîÿíèå CD óæå ðàññìàòðèâàëîñü â
çàäà÷å. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç öåíòð ïàðàëëåëüíî ñðåäíåé êàñàòåëüíîé.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & ïðÿìàÿ(CE)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(DF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(DF ) &
A ∈ ïðÿìàÿ(GH) & H ∈ ïðÿìàÿ(CE) & ïðÿìàÿ(GH) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CE), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD),
ïðÿìàÿ(DF )) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → A ∈ îòðåçîê(GH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ñåìü - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ïðîâåäåíèå èç öåíòðà ëó÷åé, ïàðàëëåëüíûõ áîêîâûì êàñàòåëüíûì.
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∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & ïðÿìàÿ(CE)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(DF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(AG) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AH) ‖ ïðÿìàÿ(DF )
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CE), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD),
ïðÿìàÿ(DF )) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(l(GH)) →
l(CD) = l(CG) + l(GH) + l(DH) & G ∈ îòðåçîê(CD) & H ∈ îòðåçîê(DG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äåâÿòûé, äåñÿòûé è îäèííà-
äöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Óñìîòðåíèå âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ îòðåçîê(AC)
& G ∈ îòðåçîê(AB) & ëó÷(FC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) &
ëó÷(GB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,F ) & ðàçíûåòî÷êè(A,G) →
ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(FG)))

Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðè ïîñëåäíèõ -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì îêðóæíîñòÿì

1. Òî÷êè êàñàíèÿ îáùåé êàñàòåëüíîé ê äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ëåæàò
ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé èõ öåíòðû.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(AC))
& îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ EF è
AC, íè ðàâåíñòâî ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Òî÷êè êàñàíèÿ îáùåé êàñàòåëüíîé ê äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ðàâ-
íûõ ðàäèóñîâ ëåæàò íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû.

∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) & l(AB) = l(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & l(EF ) = l(AC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ÷åòûðå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", ñåäüìîé è äåâÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Öåíòðû äâóõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí âûïóêëîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà, ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò êàæäîé èç ýòèõ ñòîðîí.
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∀ABCDEFGHPQMN(÷åòûðåõóãîëüíèê(EFGH) & M ∈ îòðåçîê(EF ) &
M ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AM) & N ∈ îòðåçîê(GH) &
N ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AN) & P ∈ îòðåçîê(EF ) &
P ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CP ) & Q ∈ îòðåçîê(GH) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(CQ) → îäíàñòîðîíà(A,C,
ïðÿìàÿ(EF )) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(GH)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Äâå îêðóæíîñòè, èìåþùèå ðàâíûå ðàäèóñû, êàñàþòñÿ îäíîé è òîé æå ïðÿìîé
è ëåæàò îò íåå ïî îäíó ñòîðîíó. Òîãäà ëèíèÿ öåíòðîâ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé.

∀ABCDEF (l(CD) = l(EF ) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(CD)) & ïðÿìàÿ(AB)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(EF ) & îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) → ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ðàâíî", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îä-
íîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè. Ñëåäóþùèå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

5. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé êàñàòåëüíûõ.

∀ABCDEFGH(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
H ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(GH) ⊥ ïðÿìàÿ(AG) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(GH)) →
H ∈ îòðåçîê(EF ) & l(HE)l(HF ) = l(AB)l(CD))

Âîñüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïÿòûé è äåñÿòûé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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6. Õîðäû, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ê òî÷êàì êàñàíèÿ
èõ ñ îáùåé êàñàòåëüíîé.

∀ABCDEFG(G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) &
àêòèâ(∠(EGF )) → 4l(AB)l(CD)(sin(∠(EGF )))2 = l(EF )2)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
òðåòüåì èç íèõ. Îäíî èç âûðàæåíèé äëÿ ðàññòîÿíèé AB, CD, EF è óãëà EGF
íå èçâåñòíî, à òðè îñòàëüíûå - èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ öåíòðîâ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, åñëè
êàñàòåëüíàÿ ê îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñåêóùåé äëÿ äðóãîé

∀ABCDE(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
¬(A = C))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè êàñàíèÿ íà ñòîðîíå óãëà ëèáî íà
åå ïðîäîëæåíèè

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(FCE))
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(CF ) → ¬(C ∈ èíòåðâàë(DF )) ∨
C ∈ èíòåðâàë(DF ) & àêòèâ(∠(DCE)))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Óãîë FCE èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

3.43 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Óãîë"

Âûðàæåíèå "Óãîë(A B C)" îáîçíà÷àåò óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå B, ñòîðîíàìè êî-
òîðîãî ñëóæàò ëó÷è BA è BC. Åñëè ýòè ëó÷è ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî âûáîð
ïîëóïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò íåêîòîðûì íå óòî÷íÿåìûì îáðàçîì.

Òî÷êà âíóòðè óãëà, èç êîòîðîé ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì

∀ABCDEFG(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B,D,
ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) & àêòèâ(óãîë(BAC)) →
G − òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(EG) = l(DF ) +
l(DE) cos(∠(BAC)))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïÿòîãî è øåñòîãî, âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Êàæäîå èç âûðàæåíèé äëÿ óãëà BAC è ðàññòîÿíèé DE,
DF ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "íåèçâ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðè-
íàäëåæíîñòü òî÷êè D ïðÿìûì AB, AC. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì D, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè E,F . Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, îäíîé
èç âåðøèí êîòîðîãî ñëóæèò òî÷êà A, ïðè÷åì D - âíóòðåííÿÿ åãî òî÷êà. Îñíîâàíèå
G ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè E íà ïðÿìóþ AC, ïîêà íå ââåäåíî, è ïðèåì
åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(BAC)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & îäíàñòîðîíà(C,D,
ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) →
∠(EDF ) + ∠(BAC) = π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.Øåñòîé, ñåäüìîé, äåñÿòûé è îäèí-
íàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ DE, DF è óãîë BAC èçâåñòíû. Ëèáî ïðÿìàÿ
EF , ëèáî ïðÿìàÿ AD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè âíóòðåííîñòè óãëà

∀ABCD(A ∈ âíóòðåííîñòü(Óãîë(BCD)) ↔ A ∈ Óãîë(BCD) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC))
& ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3.44 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âíåøêàñàþò-

ñÿ"

Óòâåðæäåíèå "âíåøêàñàþòñÿ(A B)" îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòè A è B, ëèáî øàðû
èëè ñôåðû A è B êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì.

Òî÷êà êàñàíèÿ óæå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå

∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CE)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(CE) → D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AC) = l(AD) + l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ

∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CE)) → D − òî÷êà &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(CE) & D ∈ îòðåçîê(AC) &
l(AC) = l(AD) + l(DC))

×åðòåæ ïðåæíèé. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îáùàÿ òî÷êà D äâóõ
îêðóæíîñòåé ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îáùåé òî÷êè äâóõ êàñàþùèõñÿ âíåøíèì îá-
ðàçîì îêðóæíîñòåé îòðåçêó îáùåé ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó êà-
ñàíèÿ
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∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AF )) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(CG)
& B ∈ îòðåçîê(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CG) → B ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âíåøíåå êàñàíèå äâóõ îêðóæíîñòåé, îäíà èç êîòîðûõ îïèñàíà îêîëî ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, à äðóãàÿ - âïèñàíà â óãîë ïðè âåðøèíå ýòîãî
òðåóãîëüíèêà

∀ABCDEFGHM(îêðóæíîñòü(DM)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(EF ), îêðóæíîñòü(DM)) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(EH) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → D ∈ îòðåçîê(BE))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì êàñàþùèìñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòÿì

1. Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì êàñàþùèìñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòÿì.

∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AC), îêðóæíîñòü(BC)) & ïðÿìàÿ(DE)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AC) & ïðÿìàÿ(DE)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(BC) & D ∈ îêðóæíîñòü(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(BC) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(CE))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïðÿìûå CD è CE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEF (âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AC), îêðóæíîñòü(BF )) & ïðÿìàÿ(DE) −
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AC) & ïðÿìàÿ(DE)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(BF ) & îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(DE)) & l(AC) = l(BF ) →
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïðÿìàÿ AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Äâå îáùèå êàñàòåëüíûå ê äâóì êàñàþùèìñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòÿì.

∀ABCDEFG(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) & ïðÿìàÿ(BD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(BD)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(EF )) →
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &G−òî÷êà&G ∈ îòðåçîê(BE) &G ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& l(BG) = l(GE))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, øåñòîé è ñåäüìîé -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïðÿìûå BE è AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì èõ îáùàÿ
òî÷êà G ïîêà íå ââåäåíà. Ïðèåì ââîäèò ýòó òî÷êó. Óðîâíè åãî ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 3 è 6.

3. Îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âíåøíèì îáðàçîì äâóõ êàñàþùõñÿ âíåøíèì îáðàçîì
îêðóæíîñòåé, à òàêæå èõ îáùåé êàñàòåëüíîé.
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∀ABCDEFGHP (âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(GH), îêðóæíîñòü(AB)) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(GH), îêðóæíîñòü(CD)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) & P ∈ îêðóæíîñòü(GH) & P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
P ∈ îòðåçîê(EF ) → l(AB)/l(GH) = (

√
l(AB)/l(CD) + 1)2)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Îòîæäåñòâëåíèå òî÷êè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ñ òî÷êîé êàñàíèÿ èõ îáùåé
âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé.

∀ABCDEFGHP (âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AG) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(CH) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C,
ïðÿìàÿ(EF )) → G = P & H = P )

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFGHPQRS(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AG) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
H ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(CH) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
P ∈ îêðóæíîñòü(CD) & Q ∈ îêðóæíîñòü(AB) & R ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(AQ) ⊥ ïðÿìàÿ(QR) & ïðÿìàÿ(CR) ⊥ ïðÿìàÿ(QR) & S ∈ îòðåçîê(QR)
& S ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(QR), ïðÿìàÿ(EF )) &
H ∈ îêðóæíîñòü(CD) → G = P & H = P )

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòíàäöàòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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5. Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì êàñàþùèìñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòÿì, à òàê-
æå êàñàòåëüíàÿ ê îäíîé èç íèõ, ïåðåñåêàþùàÿ äðóãóþ.

∀ABCDEFGHMP (ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & F ∈ ïðÿìàÿ(EG) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD)
& âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
ïðÿìàÿ(CH) ⊥ ïðÿìàÿ(MG) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(MG)
& M ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îòðåçîê(MG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(GE),
ïðÿìàÿ(MG)) & òî÷êàëó÷à(G,E, F ) & òî÷êàëó÷à(G,H,M) → F ∈ îòðåçîê(GE)
& P − òî÷êà & P ∈ îòðåçîê(AE) & ïðÿìàÿ(CP ) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
l(AP ) = l(AE)− l(CD) & l(CP ) + l(FG) = l(EG))

∀ABCDEFGHMP (ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & F ∈ ïðÿìàÿ(EG) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD)
& âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
ïðÿìàÿ(CH) ⊥ ïðÿìàÿ(MG) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(MG)
& M ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(GE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(GE),
ïðÿìàÿ(MG)) & òî÷êàëó÷à(G,E, F ) & òî÷êàëó÷à(G,H,M) → H ∈ îòðåçîê(MG)
& P − òî÷êà & P ∈ îòðåçîê(AE) & ïðÿìàÿ(CP ) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
l(AP ) = l(AE)− l(CD) & l(CP ) + l(FG) = l(EG))

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâåíàäöàòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ðàññòîÿíèÿ AE è CD âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Îñíîâà-
íèå P îïóùåííîãî èç òî÷êè C íà ïðÿìóþ AE ïåðïåíäèêóëÿðà ïîêà íå ââåäåíî,
è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Äâå êàñàþùèåñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â äâà óãëà òðåóãîëü-
íèêà.

∀ABCDEFGPQ(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(FG)) &
îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & îêðóæíîñòü(FG)âïèñàíà â
Óãîë(ACB) & P ∈ îêðóæíîñòü(DE) & P ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(FG) & Q ∈ ïðÿìàÿ(AC) → P ∈ îòðåçîê(AC) &
Q ∈ îòðåçîê(CP ) & îäíàñòîðîíà(D,F, ïðÿìàÿ(AC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDEFGHIJK(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(FG)) &
H ∈ îòðåçîê(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(DH) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
I ∈ îêðóæíîñòü(DE) & I ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìàÿ(DI) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
J ∈ îòðåçîê(BC) & J ∈ îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(FJ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
K ∈ ïðÿìàÿ(AC) & K ∈ îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(FK) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
0 ≤ l(FG)− l(DE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(AC)) → êðóã(DE) ⊆ ôèãóðà(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèå òðè - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Íå ââåäåíà îáùàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè DE è ïðÿìîé AC. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGMNPQ(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(FG)) &
M ∈ îòðåçîê(AB) & N ∈ îòðåçîê(BC) & M ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
N ∈ îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DM) & ïðÿìàÿ(FN) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & P ∈ îòðåçîê(AC) & Q ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(DP ) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(FQ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & P ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(FG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) →
P ∈ îòðåçîê(AQ) & Q ∈ îòðåçîê(PC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFPQ(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(PQ)) &
îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â
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Óãîë(ACB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(CP ) → D ∈ îòðåçîê(AF ) &
P ∈ îòðåçîê(CF ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(FG)) & P ∈ îòðåçîê(BC) &
P ∈ îêðóæíîñòü(FG) & ïðÿìàÿ(FP ) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & Q ∈ îêðóæíîñòü(FG)
& Q ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(FQ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → F ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Äâå êàñàþùèåñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â óãîë.

∀ABCDEFG(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â Óãîë(FEG) & îêðóæíîñòü(CD)âïèñàíà â
Óãîë(FEG) & 0 ≤ l(CD)− l(AB) → A ∈ îòðåçîê(CE))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(EPQ) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EP )) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EQ)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(PQ)) & ïðÿìàÿ(PQ)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EP )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(EQ)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ îòðåçîê(EF ) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & Q ∈ îòðåçîê(EG) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) →
l(CD)− l(AB) = (l(AB) + l(CD)) sin(∠(PEQ)/2))

∀ABCDEFGPQ(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(EPQ) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EP )) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EQ)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(PQ)) & ïðÿìàÿ(PQ)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EP )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) &
ïðÿìàÿ(EQ)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ îòðåçîê(EF ) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & Q ∈ îòðåçîê(EG) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) →
A ∈ îòðåçîê(CE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3.45 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âíóòðêàñàþò-

ñÿ"

Óòâåðæäåíèå "âíóòðêàñàþòñÿ(A B)" îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòè A è B, ëèáî øàðû
èëè ñôåðû A è B êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíóòðåííèì îáðàçîì.

Òî÷êà êàñàíèÿ óæå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå

∀ABCDE(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(DE)) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE) → D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
¬(C ∈ îòðåçîê(AD)) & l(AD) = |l(AB)− l(DE)|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDE(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(DE)) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & 0 ≤ l(AB)− l(DE) →
D ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ

∀ABCDE(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(DE)) → C − òî÷êà &
C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
¬(C ∈ îòðåçîê(AD)) & l(AD) = |l(AB)− l(DE)|)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îáùàÿ òî÷êà C äâóõ îêðóæíîñòåé íå
ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Êàñàòåëüíàÿ ê ìåíüøåé îêðóæíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ëèíèè öåíòðîâ

∀ABCDEFG(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CD), îêðóæíîñòü(AB)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ¬(C ∈ èíòåðâàë(AG)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè ñ õîðäîé áîëüøåé îêðóæíîñòè

∀ABCDEFG(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CD), îêðóæíîñòü(AB)) & 0 < l(AB)− l(CD)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → G ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è ñåäüìîé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1112

Îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ õîðäû äðóãîé îêðóæíîñòè, èìååò ìåíüøèé ðà-
äèóñ

∀ABCDEFG(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îòðåçîê(EF ) &
G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CG) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
0 < l(AB)− l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè ñ
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè íà áîëüøåé, îòðåçêó ìåæäó ýòèìè
òî÷êàìè

∀ABCDEFG(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CG)) & 0 < l(CG)− l(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(CG) & E ∈ îêðóæíîñòü(CG) &
F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → F ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è ñåäüìîé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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Âíóòðåííåå êàñàíèå äâóõ îêðóæíîñòåé, îäíà èç êîòîðûõ îïèñàíà îêîëî
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, à äðóãàÿ - âïèñàíà â óãîë ïðè âåðøèíå
ýòîãî òðåóãîëüíèêà

∀ABCDEFGHM(îêðóæíîñòü(DM)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(BC) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(EF ), îêðóæíîñòü(DM)) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(EH) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → D ∈ îòðåçîê(BE) &
2l(DM) = l(BE) + l(EF ) & l(BE) sin(∠(ABC)/2) = l(EF ))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEFGHM(l(AB) = l(BC) & A ∈ îêðóæíîñòü(DM) & B ∈ îêðóæíîñòü(DM) &
C ∈ îêðóæíîñòü(DM) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(EF ), îêðóæíîñòü(DM)) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(GE) & G ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & H ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(EH) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & H ∈ îêðóæíîñòü(EF ) → D ∈ îòðåçîê(BE) &
2l(DM) = l(BE) + l(EF ) & l(BE) sin(∠(ABC)/2) = l(EF ))

Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îêðóæíîñòü, êîòîðîé êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì äâå âíåøíå êàñàþ-
ùèåñÿ îêðóæíîñòè

∀ABCDEF (âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CF )) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(AB)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(CF )) → 0 < l(DE)− l(AB)
& 0 < l(DE)− l(CF ))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCDEFMN(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AM), îêðóæíîñòü(CN)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(AM)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(CN)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AM) &
B ∈ îêðóæíîñòü(CN) & l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
D ∈ ïðÿìàÿ(BF ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDEFMN(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AM), îêðóæíîñòü(CN)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(AM)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(CN)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AM) &
B ∈ îêðóæíîñòü(CN) & l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
F − òî÷êà & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BF ))

Èäåíòèôèêàöèÿ òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. ×åðåç òî÷êó B íå ïðîâåäåíà
ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé AC. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêîé ïðÿìîé ïðèåì ââîäèò
âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

3.46 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âûïóêëî"

Óòâåðæäåíèå "âûïóêëî(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè ëèáî â ïðîñòðàíñòâå. Ñèìâîë "âûïóêëî" ïîêà â çàäà÷àõ âñòðå÷àëñÿ ðåäêî, è
ïðèåìîâ äëÿ íåãî ñîçäàíî ìàëî.

Èñïîëüçîâàíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðè äîêàçàòåëüñòâå âûïóê-
ëîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà

∀ABCDE(ìíîãîóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD)) ↔ E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðó-
ãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Åñëè òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òî îíà ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:
∀ABCDE(ìíîãîóãîëüíèê(ABCD) → E−òî÷êà&E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &E ∈ ïðÿìàÿ(BD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ó êîòîðîé óñëî-
âèå èìååò âèä "âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD))". Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëè
èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåðøèíû A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâûïóêëî"

1. Âûïóêëîñòü òðåóãîëüíèêà.
∀ABC(âûïóêëî(ôèãóðà(ABC)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Âûïóêëîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíà-

ìè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) → âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
3. Âûïóêëîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îòñå÷åííîãî îò òðåóãîëüíèêà îòðåçêîì ïðÿìîé.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AB) & E ∈ îòðåçîê(AC) → âûïóêëî(ôèãóðà(BDEC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòà-
íîâêà âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âûïóêëîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îòñå÷åííîãî îò âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
îòðåçêîì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç áîêîâûå ñòîðîíû.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → âûïóêëî(ôèãóðà(AEFD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòà-
íîâêè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà AEFD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCDEF (÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) →
âûïóêëî(ôèãóðà(AEFD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïðè ýòîì âåðøè-
íû ÷åòûðåõóãîëüíèêà AEFD òîæå ìîãóò öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿòüñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Âûïóêëîñòü êâàäðàòà, ïðÿìîóãîëüíèêà, òðàïåöèè, ðîìáà, ïàðàëëåëîãðàììà,
âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → âûïóêëî(ôèãóðà(ABCD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì â íåì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷å-
ñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå ñèìâîëà "êâàäðàò" íà ëþáîé èç ñèìâî-
ëîâ "ïðÿìîóãîëüíèê", "ðîìá", "ïàðàëëåëîãðàìì", "òðàïåöèÿ", "÷åòûðåõóãîëü-
íèê". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3.47 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïîäîáíû"

Óòâåðæäåíèå "ïîäîáíû(íàáîð(A1 . . . An)íàáîð(B1 . . . Bn))" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîóãîëü-
íèêè A1 . . . An è B1 . . . Bn ïîäîáíû, ïðè÷åì âåðøèíå Ai ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà Bi;
i = 1, . . . , n. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò äàííîå óòâåðæäåíèå â âèäå:
(A1, . . . , An) ∼ (B1, . . . , Bn).
Â ÿâíîì âèäå óêàçàíèå íà ïîäîáèå ìíîãîóãîëüíèêîâ ðåäêî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
ïîñûëîê. Îáû÷íî ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ïîäîáèå, ñðàçó æå âûâîäèò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ëèáî ðàâåíñòâî óãëîâ - â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêîå èç íèõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ òåêóùåãî êîíòåêñòà.

Ðàâåíñòâî óãëîâ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ

∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → ∠(ABC) = ∠(DEF ) & ∠(BAC) = ∠(EDF ))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ äëèí ñòîðîí ïîäîáíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ

∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → l(AB)l(DF ) = l(AC)l(DE))

∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → l(AB)l(EF ) = l(BC)l(DE))

∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → l(BC)l(DF ) = l(AC)l(EF ))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðè èç ó÷àñòâóþùèõ â âûâîäèìîì ñî-
îòíîøåíèè ðàññòîÿíèé èçâåñòíû, à ÷åòâåðòîå - íåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Ýòè ïðèåìû ïðîäóáëèðîâàíû äëÿ óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ 10, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ ëèøü,
÷òîáû õîòÿ áû îäíà èç ó÷àñòâóþùèõ â âûâîäèìîì ñîîòíîøåíèè äëèí ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà ABC óæå ðàññìàòðèâàëàñü â çàäà÷å.
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Ïåðèìåòðû ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ

∀ABCDEFabc((A,B,C) ∼ (D,E, F ) & a = l(AB) + l(BC) + l(AC) &
b = l(DE) + l(EF ) + l(DF ) → bl(AB) = al(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷à-
ìè íà óïðîùåíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèí ñòîðîí ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîäîáèÿ òðåóãîëü-
íèêîâ

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî "(A,B,C) ∼ (a, b, c)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ èç ðàâåíñòâà óãëîâ

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(FDE) & ∠(ACB) = ∠(DEB) → (B,C,A) ∼ (F,E,D))

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(FDE) & ∠(ACB) = ∠(DEB) → (B,A,C) ∼ (F,D,E))

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(FDE) & ∠(ACB) = ∠(DEB) → (A,B,C) ∼ (D,F,E))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Óñìîòðåíèå ïîäîáèÿ èç ðàâåíñòâà óãëîâ è ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñòîðîí

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(FDE) & ðàâí÷èñë(l(AC)l(DF ), l(AB)l(DE)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) → (B,A,C) ∼ (F,D,E))

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(FDE) & ðàâí÷èñë(l(AC)l(DF ), l(AB)l(DE)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) → (B,C,A) ∼ (F,E,D))

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(FDE) & ðàâí÷èñë(l(AC)l(DF ), l(AB)l(DE)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) → (A,B,C) ∼ (D,F,E))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïî-
äóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð "ðàâí÷èñë" óñìàòðèâàåò ðàâåíñòâî äâóõ âûðàæåíèé a, b,
èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà âèäà a = b è a − b = 0, ñîäåðæàùèåñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 6 è 12.
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Ââîä â ðàññìîòðåíèå óãëîâ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêà

∀ABC(àêòèâ(ABC) & àêòèâ(BAC) & àêòèâ(∠(ACB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî "(A,B,C) ∼ (a, b, c)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîäîáèå äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íûìè êàòåòîì è ãèïîòåíóçîé

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) → (A,B,C) ∼ (E,F,D))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
èç íèõ. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 11.

Èçâåñòíî îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ

∀ABCDEFab((A,B,C) ∼ (D,E, F ) & aS(ôèãóðà(ABC)) = bS(ôèãóðà(DEF )) →
al(AB)2 = bl(DE)2 & al(BC)2 = bl(EF )2 & al(AC)2 = bl(DF )2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäåé îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçà-
òîðà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëîùàäü". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííûõ â ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè îêðóæíîñòåé

∀ABCDEFGHPQ(îêðóæíîñòü(GH)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(DEF ) & (A,B,C) ∼ (D,E, F ) &
al(GH) = bl(PQ) → al(AB) = bl(DE) & al(BC) = bl(EF ) & al(AC) = bl(DF ))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ïîäîáíûå ïàðàëëåëîãðàììû

∀ABCDEFGH((A,B,C,D) ∼ (E,F,G,H) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) →
ïàðàëëåëîãðàìì(EFGH) & ∠(BAD) = ∠(FEH) & l(AB)l(FG) = l(BC)l(EF ))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3.48 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âíåøêàñàòåëü-

íàÿ"

Óòâåðæäåíèå "âíåøêàñàòåëüíàÿ(A B C)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ëèáî îòðåçîê A ÿâ-
ëÿåòñÿ îáùåé âíåøíåé êàñàòåëüíîé îêðóæíîñòåé B è C.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ êàñàòåëüíûõ

∀ABCDEF (âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) →
ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDEF (âíåøêàñàòåëüíàÿ(îòðåçîê(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) →
îòðåçîê(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & îòðåçîê(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàçëè÷èå öåíòðîâ

∀ABCDEF (âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) →
¬(A = C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Ðàâåíñòâî äëèí îòðåçêîâ ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ âíåøíèõ êàñàòåëü-
íûõ

∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF ))
& îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(GH)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) → l(EF ) = l(GH))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé è øåñòîé - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

Îòðåçîê êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, çàêëþ÷åííûé ìåæäó äâóìÿ âíåøíè-
ìè êàñàòåëüíûìè

∀ABCDEFGHPQR(ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(GH)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF ))
& îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(GH)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ðàçíûåòî÷êè(E,G) & ïðÿìàÿ(PR)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & R ∈ ïðÿìàÿ(GH) & Q ∈ îêðóæíîñòü(AB) & Q ∈ ïðÿìàÿ(PR) →
Q ∈ îòðåçîê(PR))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé, øåñòîé è äå-
âÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Äâå âíåøíèå êàñàòåëüíûå è îäíà âíóòðåííÿÿ: ðàâåíñòâî äëèí îòðåçêîâ íà
âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé

∀ABCDEFGHPQMN(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(AG) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(GH)
& ðàçíûåòî÷êè(E,G) & M ∈ îòðåçîê(EF ) & N ∈ îòðåçîê(GH) &
P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(MN) ⊥ ïðÿìàÿ(AP ) & P ∈ ïðÿìàÿ(MN) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìàÿ(MN) ⊥ ïðÿìàÿ(CQ) & Q ∈ ïðÿìàÿ(MN) &
îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(GH)) →
l(MP ) = l(NQ))

Ïåðâûå âîñåìü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ äåñÿòîãî ïî ñåìíàäöàòûé âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

3.49 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âíóòðêàñàòåëü-

íàÿ"

Óòâåðæäåíèå "âíóòðêàñàòåëüíàÿ(A B C)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ëèáî îòðåçîê A ÿâ-
ëÿåòñÿ îáùåé âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé îêðóæíîñòåé B è C.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ êàñàòåëüíûõ

∀ABCDEF (âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) →
ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé ñ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì öåí-
òðû îêðóæíîñòåé

∀ABCDEFG(âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → G− òî÷êà
& G ∈ îòðåçîê(EF ) & G ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îá-
ùàÿ òî÷êà G ïðÿìûõ AC è EF ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 10.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ

∀ABCDEFGHM(âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD))
& âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(GH), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
M ∈ ïðÿìàÿ(GH) & M ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ),
ïðÿìàÿ(GH)) →M ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGPQ(âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD))
& âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(PQ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåòî÷êè(P,E) → G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(PQ) &
G ∈ îòðåçîê(EF ) & G ∈ îòðåçîê(AC) & áèññåêòðèñà(FGQC))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Îáùàÿ òî÷êà G ïðÿìûõ EF , PQ ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ, åñëè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ

∀ABCDEFG(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) →
G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & G ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(CD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òî÷êà G êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ïîêà
íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé

∀ABCDEFH(D ∈ îòðåçîê(AC) & îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABD) &
îêðóæíîñòü(GH)âïèñàíà â ôèãóðà(BCD) → âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(BD),
îêðóæíîñòü(EF ), îêðóæíîñòü(GH)))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå BD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Åñëè ðàäèóñû
îêðóæíîñòåé ðàâíû è óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìûå BD, AC ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé è âíåøíåé êàñàòåëüíîé
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∀ABCDEFGHP (âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD))
& âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(GH), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ ïðÿìàÿ(GH) &
P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → P ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEFGHP (âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD))
& âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(GH), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & H ∈ îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ ïðÿìàÿ(GH) &
P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → ¬(P ∈ îòðåçîê(GH)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Äâå âíóòðåííèõ êàñàòåëüíûõ è îäíà âíåøíÿÿ

∀ABCDEFGHIJKLMNP (âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB),
îêðóæíîñòü(CD)) & âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(GH), îêðóæíîñòü(AB),
îêðóæíîñòü(CD)) & M ∈ ïðÿìàÿ(GH) & M ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ), ïðÿìàÿ(GH)) & âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(PJ),
îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) & I ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & I ∈ ïðÿìàÿ(PJ) &
K ∈ ïðÿìàÿ(PJ) & K ∈ ïðÿìàÿ(GH) & L ∈ ïðÿìàÿ(PJ) & L ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& K ∈ îòðåçîê(LI) & N ∈ ïðÿìàÿ(GH) & N ∈ îêðóæíîñòü(AB) →
N ∈ îòðåçîê(KM))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå øåñòîé - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGHIJKLNP (âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB),
îêðóæíîñòü(CD)) & âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(GH), îêðóæíîñòü(AB),
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îêðóæíîñòü(CD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ), ïðÿìàÿ(GH)) &
âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(PJ), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
I ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & I ∈ ïðÿìàÿ(PJ) & K ∈ ïðÿìàÿ(PJ) & K ∈ ïðÿìàÿ(GH) &
L ∈ ïðÿìàÿ(PJ) & L ∈ îêðóæíîñòü(AB) & K ∈ îòðåçîê(LI) & N ∈ ïðÿìàÿ(PJ)
& N ∈ îêðóæíîñòü(CD) → I ∈ îòðåçîê(KN))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòâåðòûé - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3.50 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëàìè "Âûñîòà", "Ìå-

äèàíà", "Áèññåêòðåóã"

Óòâåðæäåíèÿ "Âûñîòà(ABCD)", "Ìåäèàíà(ABCD)", "Áèññåêòðåóã(ABCD)" èñïîëü-
çóþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ âûñîòû, ìåäèàíû è áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà. Ïåðâîå èç íèõ
îçíà÷àåò, ÷òî D åñòü îñíîâàíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A òðåóãîëüíèêà
ABC, âòîðîå - ÷òî D - îñíîâàíèå ìåäèàíû, ïðîâåäåííîé èç A. Â ïîñëåäíåì ïîðÿ-
äîê âåðøèí íåñêîëüêî èçìåíåí. Çäåñü D - îñíîâàíèå áèññåêòðèñû, ïðîâåäåííîé èç
âåðøèíû B. Äëÿ íàáîðà ñèìâîëîâ "Âûñîòà", "Ìåäèàíà", "Áèññåêòðåóã" ôîðìóëü-
íûì ðåäàêòîðîì èñïîëüçóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïàðû êëàâèø "Â Û", "Ì Å", "È Ò".
Áóêâû - âåçäå áîëüøèå.

Ïåðå÷èñëåííûå ñèìâîëû èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äëÿ óñêîðåííîãî ââîäà ôîðìóëè-
ðîâîê çàäà÷. Äàëåå ðåøàòåëü ñðàçó îò íèõ èçáàâëÿåòñÿ:
∀ABCD(Âûñîòà(ABCD) ↔ D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

∀ABCD(Ìåäèàíà(ABCD) ↔ D ∈ îòðåçîê(BC) & l(BD) = l(CD))

∀ABCD(Áèññåêòðåóã(ABCD) ↔ áèññåêòðèñà(ABCD) & D ∈ îòðåçîê(AC))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3.51 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñåðåäèíà"

Âûðàæåíèå "ñåðåäèíà(A)" îáîçíà÷àåò ñåðåäèíó îòðåçêà ëèáî èíòåðâàëà A. Ðåøàòåëü
èñïîëüçóåò åãî â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå.

Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñåðåäèíû îòðåçêà

∀ABC(C−òî÷êà & C ∈ îòðåçîê(AB) & l(AC) = l(BC) & ñåðåäèíà(îòðåçîê(AB)) = C)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ "ñåðåäèíà(îòðåçîê(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ñåðåäèíà(îòðåçîê(AB)) = D", ãäå D - ïåðåìåííàÿ.
Òîãäà ââîäèòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ C äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äàííîé ñåðåäèíû. Âûâîäèìûå
óòâåðæäåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Õàðàêòåðèçàöèÿ ñåðåäèíû

∀ABC(A = ñåðåäèíà(îòðåçîê(BC)) → A ∈ îòðåçîê(BC) & l(AB) = l(AC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

∀ABC(A = ñåðåäèíà(îòðåçîê(BC)) ↔ ñåðåäèíà(îòðåçîê(BC)) = A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðè èäåíòèôèêàöèè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ, ïðè÷åì A èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåí-
íîé. Ïðåîáðàçîâàííîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðà-
âåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3.52 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðàçáèâàåò"

Óòâåðæäåíèå "ðàçáèâàåò(A,B,C)" îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèÿ ëèáî ïîâåðõíîñòü A ðàçáè-
âàåò ñâÿçíóþ ôèãóðó ëèáî ñâÿçíîå òåëî B íà ìíîæåñòâî C ñâÿçíûõ ôðàãìåíòîâ.
Ñèìâîë "ðàçáèâàåò" âñòðå÷àëñÿ ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ êðàéíå ðåäêî, è äëÿ íåãî
ñîçäàí ïîêà ëèøü îäèí ïðèåì.

Ïðÿìàÿ, ðàçáèâàþùàÿ òðåóãîëüíèê íà äâå ÷àñòè

∀ABCDEpq(D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçáèâàåò(ïðÿìàÿ(DE),ôèãóðà(ABC), {p, q}) → E ∈
èíòåðâàë(AB) & p = ôèãóðà(ADE) & q = ôèãóðà(DEBC) ∨ B = E & p =
ôèãóðà(ADE) & q = ôèãóðà(BCD) ∨E ∈ èíòåðâàë(BC) & p = ôèãóðà(ABED) & q =
ôèãóðà(CDE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ p, q âõîäÿò â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ñèììåòðè÷-
íûì îáðàçîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà p = x. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3.53 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êóá"

Óòâåðæäåíèå "êóá(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü êóá.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå ðåáðà

∀ABa(êóá(a) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ðåáðî(C, a)".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A,B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Äëèíû äâóõ ðåáåð ðàâíû

∀ABCDa(êóá(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & ðåáðî(îòðåçîê(CD), a) → l(AB) = l(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíîé ðåáðà è äëèíîé äèàãîíàëè

∀ABCDa(êóá(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & äèàãîíàëü(îòðåçîê(CD), a) →
l(CD) =

√
3l(AB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

Ãðàíü êóáà

∀ABCDa(êóá(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) → ðåáðî(îòðåçîê(AB), a))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "ðåá-
ðî(E, a)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDa(êóá(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) → êâàäðàò(ABCD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDEFa(êóá(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) & ãðàíü(ôèãóðà(ADEF ), a) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) → ðåáðî(îòðåçîê(AD), a))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðè èäåíòèôèêàöèè âåðøèí ãðàíåé äîïóñêàþòñÿ
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè è èçìåíåíèå ïîðÿäêà íà îáðàòíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Äëèíà ñòîðîíû ãðàíè ðàâíà äëèíå ðåáðà

∀ABCDEFa(êóá(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) & ðåáðî(îòðåçîê(EF ), a) →
l(AB) = l(EF ))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êóáà

∀ab(êóá(a) & îñíîâàíèå(b, a) → S(b) = (âûñîòà(a))2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Âûñîòà êóáà ðàâíà äëèíå åãî ðåáðà

∀aBC(êóá(a) & ðåáðî(îòðåçîê(BC), a) → âûñîòà(a) = l(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûò-
êó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëü-
ñòâî âûðàæåíèÿ l(BC). Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèå
"âûñîòà(a)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3.54 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïàðàëëåëåïè-

ïåä"

Óòâåðæäåíèå "ïàðàëëåëåïèïåä(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü ïàðàëëåëåïèïåä.

Ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà

∀ABCDa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) →
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè "ïðÿìîóãîëü-
íûé(A)", "ïðàâèëüíûé(A)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äëèíû ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð ðàâíû

∀ABCDa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & ðåáðî(îòðåçîê(CD), a) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → l(AB) = l(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå ðåáðà, íå ïðèíàäëåæàùåãî âûäåëåííîé ãðàíè

∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) → E − òî÷êà &
ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ðåáðî(îò-
ðåçîê(PQ),a)", ãäå P - îäíà èç òî÷åê A,B,C,D, à Q îòëè÷íî îò ýòèõ òî÷åê. Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âûäåëåíèå ðåáðà â îäíîé èç äâóõ ñìåæíûõ ãðàíåé

∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ãðàíü(ôèãóðà(DCBA), a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABEF ),
a) & ¬(F ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → ðåáðî(îòðåçîê(AF ), a) & ¬(F = B) & ¬(F = D))

∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABEF ),
a) & ¬(F ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → ðåáðî(îòðåçîê(AF ), a) & ¬(F = B) & ¬(F = D))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå áîêîâîãî ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî êîíåö äèàãîíàëè ñ
îñíîâàíèåì
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∀ABCDEa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & äèàãîíàëü(îòðåçîê(CE), a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD),
a) → ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âûðàæåíèå âåêòîðà äèàãîíàëè ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç âåêòîðû åãî ñòîðîí

∀ABCDQp(ïàðàëëåëåïèïåä(p) & ðåáðî(îòðåçîê(QA), p) & ðåáðî(îòðåçîê(QB), p) &
ðåáðî(îòðåçîê(QC), p) & äèàãîíàëü(îòðåçîê(QD), p) → âåêòîð(QD) = âåêòîð(QA) +
âåêòîð(QB) + âåêòîð(QC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé QA, QB,
QC è óãëîâ AQB, AQC, BQC èìåþò òèï "îïðåäåëèìî". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
QD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
äàííîãî ïðèåìà, ó êîòîðîé òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû âåêòîð QD óæå ðàññìàòðèâàëñÿ
â çàäà÷å. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 5.

Ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ

1. Äèàãîíàëüíîå ñå÷åíèå.

∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) & àêòèâ(ïëîñêîñòü(ACE)) →
F − òî÷êà & ðåáðî(îòðåçîê(CF ), a) & ïðÿìàÿ(CF ) ‖ ïðÿìàÿ(AE) &
ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìîé AE íåêîòîðîé âûäåëåííîé â
çàäà÷å ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íî-
âóþ òî÷êó F - âåðøèíó ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Âìåñòî ñèìâîëà
"ïàðàëëåëåïèïåä" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "êóá", è òîãäà ïðèåì âûâîäèò äîïîëíè-
òåëüíóþ ïîñûëêó "ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.
∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) & ðåáðî(îòðåçîê(CF ), a)
& ïðÿìàÿ(CF ) ‖ ïðÿìàÿ(AE) → a ∩ ïëîñêîñòü(ACE) = ôèãóðà(AEFC))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, øåñòîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âìåñòî ñèìâîëà "ïàðàëëåëå-
ïèïåä" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "êóá". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEFGa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) &
ãðàíü(ôèãóðà(AEGB), a) & ðàçíûåòî÷êè(E,B) & ðàçíûåòî÷êè(E,D) →
F −òî÷êà & H−òî÷êà & ãðàíü(ôèãóðà(BGFC), a) & ãðàíü(ôèãóðà(DHFC), a)
& ¬(F = B) & ¬(F = D) & a ∩ ïëîñêîñòü(AGD) = ôèãóðà(AGFD) &
ïàðàëëåëîãðàìì(DAGF ))

Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çà-
äà÷è âûðàæåíèÿ "a∩ ïëîñêîñòü(AGD)". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "a ∩ ïëîñêîñòü(AGD) = ôèãóðà(c)". Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ F , îáîçíà÷àþùóþ âåðøèíó ïàðàëëåëåïèïåäà. Âìåñòî
ñèìâîëà "ïàðàëëåëåïèïåä" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "êóá". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

2. Ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òðè ðåáðà, âûõîäÿùèå èç îáùåé âåðøèíû.

∀ABCDPQRa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AC), a) & ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & P ∈ îòðåçîê(AB) &
Q ∈ îòðåçîê(AC) & R ∈ îòðåçîê(AD) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → a ∩ ïëîñêîñòü(PQR) =
ôèãóðà(PQR))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âìåñòî ñèìâîëà "ïàðàëëåëåïèïåä" äîïóñêàåòñÿ ñèì-
âîë "êóá". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

1. Ãðàíü ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.
∀ABCDa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) →
ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âìåñòî ñèìâîëà "ãðàíü" äîïóñ-
êàåòñÿ ñèìâîë "îñíîâàíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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2. Áîêîâîå ðåáðî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíè îñíî-
âàíèÿ.

∀ABCDEa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a)
& ðåáðî(îòðåçîê(CE), a) &¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) →
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Äâà ñìåæíûõ ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.
∀ABCa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AC), a) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(AC))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Äâå ñìåæíûå ãðàíè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.
∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a)
& ãðàíü(ôèãóðà(CDEF ), a) & ¬(F ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) →
ðåáðî(îòðåçîê(CF ), a) & ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿ-
ìàÿ ïëîñêîñòè ABC, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó F è íåêîòîðóþ äðóãóþ âûäåëåí-
íóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Îòîæäåñòâëåíèå ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû.
∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a)
& ãðàíü(ôèãóðà(DEFC), a) & ðåáðî(îòðåçîê(CG), a) &
ïðÿìàÿ(CG) ⊥ ïëîñêîñòü(DEF ) → G = B)

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Âûðàæåíèå äëèíû äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç äëèíû
ñòîðîí.
∀ABCDEFab(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) &
äèàãîíàëü(îòðåçîê(AB), a) & âûñîòà(a) = b & îñíîâàíèå(ôèãóðà(CDEF ), a) →
l(AB)2 = l(CD)2 + l(DE)2 + b2)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFab(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) &
äèàãîíàëü(îòðåçîê(AB), a) & ãðàíü(ôèãóðà(CDEF ), a) &
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ðåáðî(îòðåçîê(CG), a) & ¬(G ∈ ïëîñêîñòü(CDE)) → l(AB)2 = l(CD)2+l(DE)2+
l(CG)2)

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, øåñòîé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â ïðÿìîé ïðèçìå.
∀a(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðàâèëüíûé(a) & ïðÿìîé(a) → ïðÿìîóãîëüíûé(a))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, ó
êîòîðûõ òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà, ñîîòâåòñòâåííî, â ïåðâîì ëèáî â ïîñëåäíåì
àíòåöåäåíòàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3.55 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðèçìà"

Óòâåðæäåíèå "ïðèçìà(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü ïðèçìà.

Áîêîâàÿ ãðàíü ïðèçìû - ïàðàëëåëîãðàìì

∀ABCDab(ïðèçìà(a) & îñíîâàíèå(b, a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) &
¬(A ∈ ïëîñêîñòüôèãóðû(b)) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "ïðÿìîé(a)". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

Îñíîâàíèå òðåóãîëüíîé ïðèçìû

∀ABCa(ïðèçìà(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), a) →4(ABC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëåïèïåäà

∀ABCDa(ïðèçìà(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) → ïàðàëëåëåïèïåä(a))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà

∀ABCa(ïðèçìà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), a) → l(AB) = l(AC)
& l(BC) = l(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïðèçìà

∀ABCDa(ïðèçìà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) →
êâàäðàò(ABCD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðàâèëüíàÿ ïðèçìà - îáùèé ñëó÷àé

∀ab(ïðèçìà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(b), a) →
ïðàâìíîãîóãîëüíèê(b))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Åñëè ïðèçìà ïðàâèëüíàÿ, òî îíà ïðÿìàÿ

∀a(ïðèçìà(a) & ïðàâèëüíûé(a) → ïðÿìîé(a))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âûñîòà ïðÿìîé ïðèçìû

∀ABab(ïðèçìà(a) & ïðÿìîé(a) & îñíîâàíèå(b, a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) &
A ∈ ïëîñêîñòüôèãóðû(b) & ¬(B ∈ ïëîñêîñòüôèãóðû(b)) → âûñîòà(a) = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Áîêîâàÿ ãðàíü ïðÿìîé ïðèçìû

∀ABCDab(ïðèçìà(a) & ïðÿìîé(a) & îñíîâàíèå(b, a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) &
A ∈ ïëîñêîñòüôèãóðû(b) & ¬(B ∈ ïëîñêîñòüôèãóðû(b)) → ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)
& l(AB) = âûñîòà(a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Áîêîâîå ðåáðî ïðÿìîé ïðèçìû ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíè îñíîâàíèÿ

∀ABCDEab(ïðèçìà(a) & ïðÿìîé(a) & îñíîâàíèå(b, a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) &
ïëîñêîñòü(CDE) = ïëîñêîñòüôèãóðû(b) & A ∈ ïëîñêîñòü(CDE) &
¬(B ∈ ïëîñêîñòü(CDE)) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìïëîñêîñòüôèãóðû". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ñå÷åíèÿ ïðèçìû ïëîñêîñòüþ

1. Ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó íà áîêîâîì ðåáðå òðåóãîëüíîé ïðèçìû è äâå
òî÷êè íà ïðèìûêàþùèõ ê íåìó ñòîðîíàõ îñíîâàíèÿ.

∀ABCDEFPQRa(ïðèçìà(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
P ∈ îòðåçîê(AD) & Q ∈ îòðåçîê(AC) & R ∈ îòðåçîê(AB) →
a ∩ ïëîñêîñòü(PQR) = ôèãóðà(PQR))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Òðè ïîñëåäíèå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç áîêîâîå ðåáðî.

∀ABCDEFGPQa(ïðèçìà(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
G ∈ ôèãóðà(ABC) → P − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & Q− òî÷êà &
ãðàíü(ôèãóðà(DEF ), a) & ¬(E = A) & ¬(F = A) & P ∈ îòðåçîê(BC) &
G ∈ îòðåçîê(AP ) & Q ∈ îòðåçîê(EF ) & a∩ïëîñêîñòü(DAG) = ôèãóðà(ADQP )
& ïàðàëëåëîãðàìì(ADQP ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "a∩ïëîñêîñòü(DAG)". Ïåð-
âûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå òðè - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â çàäà÷å îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"a ∩ ïëîñêîñòü(DAG) = ôèãóðà(. . .)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå òî÷êè P,E, F,Q.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.56 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïèðàìèäà"

Óòâåðæäåíèå "ïèðàìèäà(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü ïèðàìèäà.
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Ââîä â ðàññìîòðåíèå áîêîâîãî ðåáðà ïèðàìèäû

∀ABab(ïèðàìèäà(a) & Âåðøèíà(A, a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ïðåôèêñ(B, b)), a) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) → ðåáðî(îòðåçîê(AB), a))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå âåðøèíû ïèðàìèäû

∀ABCDEa(ïèðàìèäà(a) & îñíîâàíèå(b, a) & ïëîñêîñòü(BCD) = ïëîñêîñòüôèãóðû(b)
& ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(A ∈ ïëîñêîñòü(BCD)) → Âåðøèíà(A, a))
Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëîñêîñòüôèãóðû". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå âåðøèíû ïèðàìèäû

∀Aa(ïèðàìèäà(a) → A− òî÷êà & Âåðøèíà(A, a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "Âåðøèíà(P ,
a)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ A, îáîçíà÷àþùóþ âåðøèíó ïèðàìèäû a. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåäåíèå âûñîòû â ïèðàìèäå, åñëè ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå äëèíà âû-
ñîòû

∀ACDEFab(ïèðàìèäà(a) & îñíîâàíèå(b, a) & Âåðøèíà(A, a) & ïëîñêîñòü(CDE) =
ïëîñêîñòüôèãóðû(b) → F−òî÷êà& ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & âûñîòà(a) =
l(AF ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðå-
íèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "âûñîòà(a)", îáîçíà÷àþùåãî äëèíó âûñîòû ïèðàìèäû a.
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì, êàê è
âûøå. Ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè A íà ïëîñêîñòü CDE ïîêà íå îïóùåí. Ïðèåì ââîäèò
â ðàññìîòðåíèå íîâóþ ïåðåìåííóþ F , îáîçíà÷àþùóþ îñíîâàíèå äàííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1136

∀ABCDEFGMNPainp(ïèðàìèäà(p) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(a), p) & l(a) = n & i ∈ {1, . . . , n}
& A = a(i) & B = a(i(mod n) + 1) & C = a((i+ 1)(mod n) + 1) & Âåðøèíà(E, p) &
D ∈ îòðåçîê(BE) & F ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ ïëîñêîñòü(MNP )
& F ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & G ∈ ïëîñêîñòü(MNP ) & ðàçíûåòî÷êè(B,F ) &
ðàçíûåòî÷êè(B,G) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) → p ∩ ïëîñêîñòü(MNP ) = ôèãóðà(FDG))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé, âòîðîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé, ïÿòûé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Îí îïðåäåëÿåò íîìåð i âåðøèíû A îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, ïðè÷åì ñëåäóþ-
ùèå äâå âåðøèíû îñíîâàíèÿ ñóòü B è C. Âåðøèíîé ïèðàìèäû ñëóæèò òî÷êà E. Òðè
ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàâøèåñÿ àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Â îñíîâàíèè òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ëåæèò òðåóãîëüíèê

∀ABCa(ïèðàìèäà(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), a) →4(ABC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îñíîâàíèå âûñîòû ïèðàìèäû, èìåþùåé ðàâíûå áîêîâûå ðåáðà, åñòü öåíòð
îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ îêðóæíîñòè

∀ABCDEFa(ïèðàìèäà(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) & Âåðøèíà(E, a) &
l(AE) = l(BE) & l(CE) = l(AE) & l(DE) = l(AE) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) → îêðóæíîñòü(FA)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà

1. Ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà.
∀ABCa(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), a) →
l(AB) = l(AC) & l(BC) = l(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
2. Ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà.
∀ABCDa(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) →
êâàäðàò(ABCD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEFa(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) &
Âåðøèíà(E, a) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
öåíòð(F,ôèãóðà(ABCD)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû âûñîòû â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå, åñëè ââåäåíà â
ðàññìîòðåíèå äëèíà åå áîêîâîãî ðåáðà.
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∀ABab(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ïðåôèêñ(B, b)), a)
& Âåðøèíà(A, a) & àêòèâ(l(AB)) → àêòèâ(âûñîòà(a)))
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 7.

4. Ïðîâåäåíèå âûñîòû â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå.
∀ABCDEFGab(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(b, a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & ïëîñêîñòü(CDE) = ïëîñêîñòüôèãóðû(b) &
¬(B ∈ ïëîñêîñòü(CDE)) → F − òî÷êà & ïðÿìàÿ(BF ) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) &
F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & G− òî÷êà & G ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & ¬(F = G) &
¬(A = G) & Îêðóæíîñòü(FAG)îïèñàíà îêîëî b & âûñîòà(a) = l(BF ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà"èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "âûñîòà(a)". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñíîâàíèå F
îïóùåííîé èç âåðøèíû B âûñîòû ïîêà íå ââåäåíî, è ïðèåì åãî ââîäèò. Îäíî-
âðåìåííî ââîäèòñÿ íàïðàâëÿþùàÿ òî÷êà G ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ
îïðåäåëèòü òðåõìåðíóþ îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFGab(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(B,G; b), a) &
Âåðøèíà(A, a) & ïëîñêîñòü(CDE) = ïëîñêîñòüôèãóðû(ôèãóðà(B,G; b)) →
F − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) &
Îêðóæíîñòü(FBG)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(B,G; b) & âûñîòà(a) = l(AF ))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñíîâàíèå F âûñîòû ïèðàìèäû ïîêà íå ââåäåíî,
è ïðèåì åãî ââîäèò. Îäíîâðåìåííî ïðîâîäèòñÿ îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, ïðè÷åì
äëÿ çàäàíèÿ åå ïëîñêîñòè èñïîëüçóþòñÿ êîíöû B,G íåêîòîðîãî ðåáðà îñíîâà-
íèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Äëèíû áîêîâûõ ðåáåð ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû.
∀ABCac(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & Âåðøèíà(A, a) &
îñíîâàíèå(ôèãóðà(B,C; c), a) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) → l(AB) = l(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà
â ïÿòîì èç íèõ. Â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå òî÷êè B,C âûáèðàþòñÿ èç ñïèñêà
âåðøèí îñíîâàíèÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDab(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & Âåðøèíà(A, a) &
îñíîâàíèå(ôèãóðà(B,C; b), a) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) →
l(AB) = l(AC))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, øåñòîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå òî÷êè D îòëè÷àåòñÿ îò îáîçíà÷åíèé òî÷åê B,C.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDa(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), a) &
Âåðøèíà(D, a) & àêòèâ(l(AD)) → l(AD) = l(BD) & l(AD) = l(CD))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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6. Ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû.
∀ABCDEabijn(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & Âåðøèíà(A, a) &
îñíîâàíèå(ôèãóðà(b), a) & l(b) = n & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} &
B = b(i) & C = b(i(mod n) + 1) & D = b(j) & E = b(j(mod n) + 1) &
àêòèâ(∠(BAC)) → ∠(BAC) = ∠(DAE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò è àíòå-
öåäåíòû ñ âîñüìîãî ïî îäèííàäöàòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îíè ïå-
ðå÷èñëÿþò íîìåðà i, j âûáèðàåìûõ íà îñíîâàíèè ïèðàìèäû âåðøèí B,D. Ïðè
ýòîì C,E - íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà B,D âåðøèíû îñíîâàíèÿ. Â íåêîòî-
ðîé ïîñûëêå çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ ïîäâûðàæåíèå "ôèãóðà(ADE)", áûòü ìîæåò,
ñ èçìåíåííûì ïîðÿäêîì âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3.57 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "öèëèíäð"

Óòâåðæäåíèå "öèëèíäð(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü öèëèíäð.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå îñíîâàíèÿ öèëèíäðà

∀ABa(öèëèíäð(a) → A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "îñíîâàíèå(P ,
a)". Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷êè A,B,C, ãäå A - öåíòð îñíîâàíèÿ, B
- íåêîòîðàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ, - òî÷êà, äîîïðåäåëÿþùàÿ âìåñòå ñ
òî÷êàìè A è B ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îñåâîå ñå÷åíèå

Óòâåðæäåíèå "îñåâîåñå÷åíèå(ôèãóðà(ABCD),a)" äàëåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê
ABCD ÿâëÿåòñÿ îñåâûì ñå÷åíèåì öèëèíäðà, ïðè÷åì A ëåæèò íà îäíîì îñíîâàíèè,
à B - íà äðóãîì.
∀ABCDa(öèëèíäð(a) & îñåâîåñå÷åíèå(ôèãóðà(ABCD), a) → ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)
& l(AB) = âûñîòà(a))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDPQRa(öèëèíäð(a) & îñåâîåñå÷åíèå(ôèãóðà(ABCD), a) & îñíîâàíèå(Êðóã(PQR),
a) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AE), ïëîñêîñòü(PQR)) = ∠(EAD))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEFGa(öèëèíäð(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(ABG), a) & îñåâîåñå÷åíèå(ôèãóðà(CDEF ),
a) → l(CF ) = 2l(AB))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Öåíòð öèëèíäðà íàõîäèòñÿ íà åãî îñè

∀MNPS(öèëèíäð(P ) & Îñü(îòðåçîê(MN), P ) & öåíòð(S, P ) → S ∈ îòðåçîê(MN) &
l(MS) = l(NS))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè äî îñè ðàâíî ðàäèóñó îñíî-
âàíèÿ

∀ABCDEd(öèëèíäð(A) & îñíîâàíèå(d,A) & Îñü(îòðåçîê(BC), A) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& E ∈ áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(A) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(PQ) → l(DE) = ðàäèóñ(d))
Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â ïî-
ñûëêå âûðàæåíèÿ "l(DE)". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

Äëèíà îñè ðàâíà âûñîòå öèëèíäðà

∀AMN(öèëèíäð(A) & Îñü(îòðåçîê(MN), A) → âûñîòà(A) = l(MN))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â ïî-
ñûëêå âûðàæåíèÿ "âûñîòà(A)". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Äâà îñíîâàíèÿ öèëèíäðà

∀ABCDEFG(öèëèíäð(A) & îñíîâàíèå(Êðóã(BCD), A) &
îñíîâàíèå(Êðóã(EFG), A) & → l(BC) = l(EF ) & ïëîñêîñòü(BCD) ‖
ïëîñêîñòü(EFG))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3.58 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êîíóñ"

Óòâåðæäåíèå "êîíóñ(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü êîíóñ.

Âûñîòà êîíóñà

∀ABCDa(êîíóñ(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(BCD), a) & Âåðøèíà(A, a) →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(BCD) & âûñîòà(a) = l(AB))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Êîììåíòàðèé (âûñîòà êîíóñ a) áëî-
êèðóåò ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îñåâîå ñå÷åíèå

∀ABCPQRa(êîíóñ(a) & îñåâîåñå÷åíèå(ôèãóðà(ABC), a) & Âåðøèíà(A, a) &
îñíîâàíèå(Êðóã(PQR), a) → P ∈ îòðåçîê(BC) & B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & l(BP ) = l(PQ) & l(CP ) = l(PQ) & l(AB) = l(AC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå îñíîâàíèÿ êîíóñà

∀ABa(êîíóñ(a) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "îñíîâàíèå(P ,
a)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå òî÷êè A,B,C - öåíòð îñíîâàíèÿ, òî÷êó íà åãî îêðóæíîñòè è
äîïîëíèòåëüíóþ òî÷êó, ôèêñèðóþùóþ ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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3.59 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "øàð"

Óòâåðæäåíèå "øàð(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü øàð.

Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

Âûðàæåíèå "ïîïåðå÷íïëîù(a, b)" îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èìåþùå-
ãî öåíòð ñèììåòðèè òåëà a â íàïðàâëåíèè âåêòîðà b. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîïåðå÷íîå
ñå÷åíèå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð.
∀ab(øàð(a) → ïîïåðå÷íïëîù(a, b) = π(ðàäèóñ(a))2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îáùàÿ òî÷êà äâóõ êàñàþùèõñÿ âíåøíèì îáðàçîì øàðîâ ëåæèò íà îòðåçêå,
ñîåäèíÿþùåì öåíòðû øàðîâ

∀ABCDE(øàð(A) & øàð(B) & âíåøêàñàþòñÿ(A,B) & öåíòð(C,A) & öåíòð(D,B) &
E ∈ A & E ∈ B → E ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ ïîâåðõíòåëà(A) & E ∈ ïîâåðõíòåëà(B))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ øàðîâ, êàñàþùèõñÿ âíóòðåííèì îáðà-
çîì

∀ABab(øàð(a) & øàð(b) & öåíòð(A, a) & öåíòð(B, b) & âíóòðêàñàþòñÿ(a, b) →
l(AB) = |ðàäèóñ(a)− ðàäèóñ(b)|)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ïèðàìèäó

∀ABCDab(øàð(a) & ïèðàìèäà(b) & a âïèñàíà â b & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), b) &
öåíòð(D, a) → ðàäèóñ(a) = ðàññòäîïëîñêîñòè(D, ïëîñêîñòü(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Öåíòð âïèñàííîãî â ïèðàìèäó øàðà ëåæèò íà áèññåêòîðíûõ ïëîñêîñòÿõ
äâóãðàííûõ óãëîâ ïðè îñíîâàíèè ïèðàìèäû

∀ABCDPab(øàð(a) & öåíòð(P, a) & a âïèñàíà â b & ïèðàìèäà(b) &
îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), b) & Âåðøèíà(D, b) → áèññåêòðïëîñê(C, ïðÿìàÿ(AB), D, P ))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3.60 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñôåðà"

Óòâåðæäåíèå "ñôåðà(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü ñôåðà. Äëÿ ýòîãî ñèìâîëà ñîçäàí ïîêà
åäèíñòâåííûé ïðèåì:
∀AQa(ñôåðà(a) & A ∈ a & öåíòð(Q, a) → l(AQ) = ðàäèóñ(a))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 5.

3.61 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïëîùïîâåðõ-

íîñòè"

Âûðàæåíèå "ïëîùïîâåðõíîñòè(A)" îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà A. Âñå
ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

Êóá

∀ABa(êóá(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) = 6l(AB)2)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

∀ABCDEa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) =
2(l(AB)l(BC) + l(AB)l(AE) + l(BC)l(AE)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä

∀ABCDEa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) =
2S(ôèãóðà(ABCD)) + 2l(AE)(l(AB) + l(BC)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèçìà

∀ab(ïðèçìà(a) & ïðÿìîé(a) & îñíîâàíèå(b, a) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) = 2S(b) +
ïåðèìåòð(b)âûñîòà(a))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFGa(ïðèçìà(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a) & ãðàíü(ôèãóðà(BEFC), a)
& ãðàíü(ôèãóðà(CDGF ), a) & ¬(F ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) =
2(S(ôèãóðà(ABCD)) + S(ôèãóðà(BEFC)) + S(ôèãóðà(CDGF ))))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà

∀ABCabin(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & Âåðøèíà(A, a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(b), a)
& l(b) = n & i ∈ {1, . . . , n} & B = b(i) & C = b(i(mod n)+1) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) =
nS(ôèãóðà(ABC)) + S(ôèãóðà(b)))
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Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé, ñåäüìîé è âîñü-
ìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" - îí ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà i âåðøèí îñíîâàíèÿ. Íà ïðÿìîé
BC âûäåëåíà òî÷êà, ñîåäèíåííàÿ ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å ïðÿìîé ñ âåðøèíîé A.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
4. Â íåé îòáðîøåíî òðåáîâàíèå ê ïðÿìîé BC.

Øàð è ñôåðà

∀a(øàð(a) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) = 4π(ðàäèóñ(a))2)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âìåñòî ñèìâîëà "øàð"äîïóñêàåòñÿ
ñèìâîë "ñôåðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Öèëèíäð

∀ABCa(öèëèíäð(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) = 2πl(AB)2 +
2πl(AB)âûñîòà(a))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Êîíóñ

∀ABCa(êîíóñ(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a) → ïëîùïîâåðõíîñòè(a) =
πl(AB)(

√
l(AB)2 + (âûñîòà(a))2 + l(AB)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3.62 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáúåì"

Âûðàæåíèå "îáúåì(A)" îáîçíà÷àåò îáúåì ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà A, ëèáî ìàòåðèàëü-
íîãî òâåðäîãî èëè æèäêîãî òåëà A. Â äàííîì ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè
òåëàìè; ïðèåìû äëÿ îáúåìîâ ìàòåðèàëüíûõ òåë áóäóò ðàññìîòðåíû â ãëàâå, ïîñâÿ-
ùåííîé êîìïüþòåðíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå.

Êóá

∀ABa(êóá(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) → îáúåì(a) = l(AB)3)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïàðàëëåëåïèïåä

1. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä.
∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ãðàíü(ôèãóðà(ABCD))
& ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) →
îáúåì(a) = l(AE)l(AB)l(BC))

∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & ãðàíü(ôèãóðà(DCBA))
& ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) →
îáúåì(a) = l(AE)l(AB)l(BC))
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Çàãîëîâêè ïðèåìîâ - "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ êàæäîãî ïðèåìà ðàâíû 2 è 5.

2. Ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä.
∀ABCDEFa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD))
& ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) →
îáúåì(a) = S(ôèãóðà(ABCD))l(AE))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
3. Âûðàæåíèå îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç äëèíû ðåáåð è óãëû ìåæäó íèìè.
∀ABCDa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & ðåáðî(îòðåçîê(AC), a)
& ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ∠(BAC) = f & ∠(BAD) = g & ∠(CAD) = h→ îáúåì(a) =
l(AB)l(AC)l(AD)

√
1 + 2 cos f cos g cosh− (cos f)2 − (cos g)2 − (cosh)2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ åãî íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîò-
ðåíèÿ âûðàæåíèÿ "îáúåì(a)". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå
÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë", ïðè÷åì âûðàæåíèÿ f, g, h
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïðèçìà

∀ab(ïðèçìà(a) & îñíîâàíèå(b, a) → îáúåì(a) = S(b)âûñîòà(a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïèðàìèäà

∀ab(ïèðàìèäà(a) & îñíîâàíèå(b, a) → îáúåì(a) = S(b)âûñîòà(a)/3)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â çàäà÷å íå ðàññìàòðè-
âàëàñü ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìå-
þùèõ öåëü "èçâåñòíî", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Øàð

∀a(øàð(a) = 4π(ðàäèóñ(a))3/3)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Öèëèíäð

∀ABCa(öèëèíäð(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a) → îáúåì(a) = πl(AB)2âûñîòà(a))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ABCab(ïîëóçàêðöèëèíäð(B) & A = ñëîéòåëà(îãðöèëèíäð(B), C, a, b) →
îáúåì(A) = S(C)(b− a))
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Ýòîò ïðèåì, õîòÿ ôîðìàëüíî è îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ãåîìåòðè÷åñêèõ, ïîäñêàçàí çàäà-
÷àìè ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå. Óòâåðæäåíèå "ïîëóçàêðöèëèíäð(B)" îáîçíà÷àåò, ÷òî
B åñòü îáúåäèíåíèå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîãî öèëèíäðà ñ îäíèì èç åãî îñíîâà-
íèé. Âûðàæåíèå "îãðöèëèíäð(B)" îáîçíà÷àåò ïðÿìîé öèëèíäð, âîññòàíàâëèâàåìûé
ïî îãðàíè÷èâàþùåé ïîâåðõíîñòè B. Íàêîíåö, âûðàæåíèå "ñëîéòåëà(P , C, a, b)" îáî-
çíà÷àåò ÷àñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà P , ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê, ðàññòîÿíèå êîòîðûõ äî
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ C ýòîãî òåëà íå ìåíåå a è íå áîëåå b. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âûâîä". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âûðà-
æåíèÿ "îáúåì(A)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Êîíóñ

∀ABCa(êîíóñ(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a) → îáúåì(a) = πl(AB)2âûñîòà(a)/3)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Öèëèíäðè÷åñêîå òåëî

∀AKab(öèëèíäðè÷òåëî(A,K) & S(íèæíååîñíîâàíèå(A,K)) = a &
Âûñîòàïîâåðõí(âåðõíååîñíîâàíèå(A,K), K)−
Âûñîòàïîâåðõí(íèæíååîñíîâàíèå(A,K), K) = b→ îáúåì(A) = ab)

Óòâåðæäåíèå "öèëèíäðè÷òåëî(A,K)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü öèëèíäðè÷åñêîå ãåîìåòðè-
÷åñêîå òåëî, îñíîâàíèÿ êîòîðîãî èìåþò íåíóëåâóþ ïëîùàäü è ðàñïîëîæåíû â ïðÿìî-
óãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòK ãîðèçîíòàëüíî. Âûðàæåíèÿ "íèæíååîñíîâàíèå(A,K)",
"âåðõíååîñíîâàíèå(A,K)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåå è âåðõíåå îñíîâàíèÿ
öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà A , ðàñïîëîæåííîãî íå "ãîðèçîíòàëüíûì" îáðàçîì (ò.å. íå ëå-
æàùåãî íà áîêó) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K. Âûðàæåíèå
"Âûñîòàïîâåðõ(B,K)" îáîçíà÷àåò z - êîîðäèíàòó ïëîñêîé ôèãóðû B, ðàñïîëîæåí-
íîé ãîðèçîíòàëüíî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàòK. Çàìåòèì, ÷òî
ïåðå÷èñëåííûå ïîíÿòèÿ âîçíèêàëè ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ èñêëþ÷èòåëüíî â çàäà÷àõ
ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå.
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀AKab(öèëèíäðè÷òåëî(A,K) & S(íèæíååîñíîâàíèå(A,K)) = a & îáúåì(A) = b→
b = a(Âûñîòàïîâåðõí(âåðõíååîñíîâàíèå(A,K), K)−
Âûñîòàïîâåðõí(íèæíååîñíîâàíèå(A,K), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCpq(C = ñëîéòåëà(îãðöèëèíäð(A), B, p, q) → îáúåì(C) = S(B)(q − p))

Âûðàæåíèå "îãðöèëèíäð(A)" îáîçíà÷àåò ïðÿìîé öèëèíäð, îãðàíè÷åííûé ñâîåé áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòüþ A, áûòü ìîæåò, äîïîëíåííîé îäíèì ëèáî äâóìÿ îñíîâàíèÿìè.
Âûðàæåíèå "ñëîéòåëà(D,B, p, q)" îáîçíà÷àåò ÷àñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà D, ñîñòîÿ-
ùóþ èç òî÷åê, ðàññòîÿíèå êîòîðûõ äî îíîâàíèÿ B ýòîãî òåëà íå ìåíåå p è íå áîëåå
q. Ýòè ïîíÿòèÿ òîæå âîçíèêàëè ëèøü â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîïûòêà åãî ïðèìåíåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ïðè óñìîò-
ðåíèè âûðàæåíèÿ "îáúåì(C)". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü îáúåìà

∀Aa(îáúåì(A) = a & a < 0 → ëîæü)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "êîíòðîëü". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; â íåì
âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ìèíóñ". Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî

îáúåì(∅) = 0

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè

1. Îáúåäèíåíèå.
∀abc(a = b ∪ c & íåïåðåñåê(b, c) → îáúåì(a) = îáúåì(b) + îáúåì(c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "îáúåì(b)". Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàçíîñòü.
∀ABC(A = B C & C ⊆ B → îáúåì(A) = îáúåì(B)− îáúåì(C))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ óñìîò-
ðåíèÿ âûðàæåíèÿ "îáúåì(A)".

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ îáúåì

1. Âûðàæåíèå îäíîãî îáúåìà ÷åðåç äðóãîé èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ.
∀ABab(¬(a = 0) → a îáúåì(A) = b îáúåì(B) ↔ îáúåì(A) = b îáúåì(B)/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABabcd(¬(a = 0) → a îáúåì(A) + c = b îáúåì(B) + d↔ îáúåì(A) =
(b îáúåì(B) + d− c)/a)

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå íó-
ëåâûå ëèáî åäèíè÷íûå çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì çàïðåùàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îäíà èç
÷àñòåé çàìåíÿåìîãî ðàâåíñòâà èìååò çàãîëîâîê "îáúåì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
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2. Ïîäîáíûå ÷ëåíû ñ îáúåìàìè.
∀Aabcde(a îáúåì(A) + b = (c îáúåì(A) + d)/e↔ (ae− c)îáúåì(A) + be = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå e íå èìååò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óñòðàíåíèå äðîáè, ñîäåðæàùåé îáúåì.
∀Aabcd(¬(b = 0) & ¬(îáúåì(A) = 0) & ¬(d = 0) → a/(b îáúåì(A)) = c/d↔
ad = bc îáúåì(A))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè d ðàâíî 1, à c -
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3.63 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "áîêîâàÿïîâåðõ-

íîñòü"

Âûðàæåíèå "áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(A)" îáîçíà÷àåò áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü òåëà A. Â îò-
ëè÷èå îò ñèìâîëà "ïëîùïîâåðõíîñòè", çäåñü èìååòñÿ â âèäó ñàìà ïîâåðõíîñòü, à íå
åå ïëîùàäü. Âíóòðè ïîñûëîê âèäà "àêòèâ(S(áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(. . .)))" çàìåíû áëî-
êèðóþòñÿ.

Ïðÿìîóãîëüíûé ëèáî ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä

∀ABCDEa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABCD), a)
& ðåáðî(îòðåçîê(AE), a) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → S(áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(a)) =
2l(AE)(l(AB) + l(BC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âìåñòî ñèìâîëà
"ïðÿìîóãîëüíûé" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "ïðÿìîé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèçìà

∀ab(ïðèçìà(a) & ïðÿìîé(a) & îñíîâàíèå(b, a) → S(áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(a)) =
ïåðèìåòð(b)âûñîòà(a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïèðàìèäà

1. Ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà.
∀ABCabin(ïèðàìèäà(a) & ïðàâèëüíûé(a) & Âåðøèíà(A, a) &
îñíîâàíèå(ôèãóðà(b), a) & l(b) = n & i ∈ {1, . . . , n} & B = b(i) &
C = b(i(mod n) + 1) → S(áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(a)) = nS(ôèãóðà(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó A è ÷åðåç
êàêóþ-ëèáî óæå âûäåëåííóþ òî÷êó ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
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ðàâåí 3. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Â íåé îòáðîøåíî
îãðàíè÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A ïðÿìîé.

2. Îáùèé ñëó÷àé.
∀Aabn(ïèðàìèäà(a) & Âåðøèíà(A, a) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(b), a) & l(b) = n →
S(áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(a)) =

∑n
i=1 S(ôèãóðà(b(i)b(i(mod n) + 1)A)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà "ïðàâèëüíûé(a)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Öèëèíäð

∀ABCa(öèëèíäð(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a) → S(áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(a)) =
2πl(AB)âûñîòà(a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Êîíóñ

∀ABCa(êîíóñ(a) & îñíîâàíèå(Êðóã(ABC), a) → S(áîêîâàÿïîâåðõíîñòü(a)) =
πl(AB)

√
l(AB)2 + âûñîòà(a)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3.64 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâóãðàíóãîë"

Âûðàæåíèå "äâóãðàíóãîë(A, p,B)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó äâóãðàííîãî óãëà, âåðøèíîé
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ p, ïðè÷åì ïåðâàÿ ïîëóïëîñêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé A
âíå ïðÿìîé p, à âòîðàÿ - òî÷êîé B âíå ïðÿìîé p.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïëîñêîñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ ñòîðîíàìè äâóãðàííîãî óãëà

∀ABC(àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî ïðè-
ìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "äâóãðàíóãîë(A, ïðÿìàÿ(BC), D)".
Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B,C ïëîñêîñòü ïîêà
íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ââèäó ñèììåòðèè, ïðè èäåíòèôèêàöèè âîçìîæíà ïåðåñòàíîâêà
îïåðàíäîâ A,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîåêöèÿ òî÷êè îäíîé ñòîðîíû îñòðîãî äâóãðàííîãî óãëà íà äðóãóþ ñòî-
ðîíó
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∀ABCDE(0 < π/2−äâóãðàíóãîë(D, ïðÿìàÿ(AB), C) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC)
& E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → îäíàñòîðîíà(E,C, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûò-
êó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "äâóãðàíóãîë(D, ïðÿìàÿ(AB), C))".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè îäíîé ñòîðîíû äâóãðàííîãî óãëà ê
åãî ðåáðó, åñëè èç äàííîé òî÷êè óæå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíå

∀ABCDEFG(E ∈ ïëîñêîñòü(ABD) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥
ïëîñêîñòü(ABC) & îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(D,E,
ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(D ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) → G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(EG) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & äâóãðàíóãîë(D, ïðÿìàÿ(AB), C) = ∠(EGF ))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðå-
íèè âûðàæåíèÿ "äâóãðàíóãîë(D, ïðÿìàÿ(AB), C)". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
ÎñíîâàíèåG îïóùåííîãî èç òî÷êè E íà ïðÿìóþ AB ïåðïåíäèêóëÿðà ïîêà íå ââåäåíî,
è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìäâóãðàíóãîë"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäâóãðàíóãîë". Åäèíñòâåííûé ïðè-
åì ýòîãî íîðìàëèçàòîðà èñïîëüçóåò ðàâåíñòâî èç ïîñûëîê, äàþùåå ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ âåëè÷èíû äâóãðàííîãî óãëà.

3.65 Ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà-

÷àõ íà ïîñòðîåíèå

Ïëàíèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à íà ïîñòðîåíèå ôîðìàëèçóåòñÿ â ðåøàòåëå êàê çàäà÷à íà
îïèñàíèå, íå èìåþùàÿ öåëè "èçâåñòíî . . .". Åå íåèçâåñòíûìè ñëóæàò òî÷êè ÷åðòåæà,
à èçâåñòíûìè - çàäàííûå ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå îïèñàíèå ÷åð-
òåæà ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ â óñëîâèÿõ òàêîé çàäà÷è, à ïîñûëêè ìîãóò ñîäåðæàòü òîëüêî
îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû. Îòâåòîì çàäà÷è ñëóæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäå-
íèé, îïèñûâàþùèõ ñòàíäàðòíûå øàãè ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîãî ÷åðòåæà. Â ýòèõ øàãàõ
äîïóñêàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé âûáîð ïåðâîé òî÷êè, îãðàíè÷åííûé âûáîð âòîðîé, è äàëåå
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- öåïî÷êà îäíîçíà÷íûõ èëè äîïóñêàþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî âàðèàíòîâ äîîïðåäåëåíèé
îñòàëüíûõ òî÷åê. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé îòâåòà ãàðàíòèðîâàëà
èñòèííîñòü èñõîäíûõ óñëîâèé. Â îòâåòàõ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå èñïîëüçóþòñÿ ñïåöè-
àëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè è ëèíèè ÷åðåç
óæå íàéäåííûå. Áîëüøèíñòâî ýòèõ îáîçíà÷åíèé óêëàäûâàþòñÿ â ðàìêè òðàäèöèîí-
íûõ ïîñòðîåíèé "öèðêóëåì è ëèíåéêîé". Åñëè öåëåâàÿ óñòàíîâêà çàäà÷è äîïóñêàåò,
ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ìîæåò áûòü ñíÿòî.

Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå òàêîâà. Ïðåæäå âñåãî, ââîäèòñÿ è ñêàíèðó-
åòñÿ áëîê àíàëèçà. Åãî íåèçâåñòíûìè ñëóæàò âñå íåèçâåñòíûå èñõîäíîé çàäà÷è. Öåëü
"èçâåñòíî" îòñóòñòâóåò. Ñíà÷àëà ñðàáàòûâàåò ïðèåì, âûáèðàþùèé ïðèâÿçêó ïåðâûõ
äâóõ òî÷åê. Ýòè òî÷êè ïåðåâîäÿòñÿ â ðàçðÿä èçâåñòíûõ. Äàëåå ñðàáàòûâàþò ïðèå-
ìû, äîîïðåäåëÿþùèå ïðî÷èå òî÷êè, â òîì ÷èñëå âñïîìîãàòåëüíûå. Êàæäûé ðàç òî÷-
êà ïåðåâîäèòñÿ èç íåèçâåñòíûõ â èçâåñòíûå. Åñëè ïîñûëêà îïðåäåëÿåò íàõîæäåíèå
òî÷åê X1, . . . , Xn, òî îíà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì (íàéäåíî X1 . . . Xm). Êîãäà âñå
èñõîäíûå íåèçâåñòíûå òî÷êè îêàçûâàþòñÿ íàéäåíû, âûáèðàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
P ó÷àñòâóþùèõ â èõ îïðåäåëåíèè ïîñûëîê, è ñêàíèðîâàíèå áëîêà àíàëèçà îáðûâàåò-
ñÿ. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî èñõîäíûå óñëîâèÿ çàäà÷è ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé
P , âûäàåòñÿ îòâåò - êîíúþíêöèÿ ýòèõ óòâåðæäåíèé. Äëÿ ïðîâåðêè ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäíèå øàãè âûïîëíÿþòñÿ ðåàëèçîâàííûì íà ËÎÑå îáùèì
ïðèåìîì ðåøåíèÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå, ïðèâåäåííûì âî âòîðîì òîìå ìîíîãðàôèè
(ñì. ïîäðàçäåë "óñìîòðåíèå îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå").

Íàïîìíèì ñïèñîê ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ â îòâåòàõ ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è
íà ïîñòðîåíèå. Âûðàæåíèå "ò÷ê(A,B, c)" îáîçíà÷àåò òî÷êó, îòëîæåííóþ íà îðèåí-
òèðîâàííîé ïðÿìîé AB îò òî÷êè A íà âåëè÷èíó c. Â íàïðàâëåíèè òî÷êè B çíà-
÷åíèÿ c ïîëîæèòåëüíû, â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè - îòðèöàòåëüíû. Âûðà-
æåíèå "Áèññåêòðèñà(A,B,C)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ÿâëÿþùóþñÿ áèññåêòðñîé óãëà
ABC. Âûðàæåíèå "îêð(A, b)" îáîçíà÷àåò îêðóæíîñòü ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â òî÷-
êå A. Âûðàæåíèå "êðóãðàäèóñà(A, b)" îáîçíà÷àåò êðóã ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â òî÷êå
A. Âûðàæåíèå "ïîâîðîòïðÿìîé(A,B,C, d)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïîëó÷àåìóþ ïîâîðî-
òîì ëó÷à AB íà óãîë d â íàïðàâëåíèè ïîëóïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó C. Âû-
ðàæåíèå "äîëÿîòðåçêà(A,B, c)" îáîçíà÷àåò òî÷êó D îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé AB,
äëÿ êîòîðîé îòíîøåíèå îðèåíòèðîâàííîé äëèíû îòðåçêà AD ê äëèíå îòðåçêà AB
ðàâíî c. Âûðàæåíèå "ïåðïåíäèêóëÿð(A,B)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïðîâåäåííóþ ÷åðåç
òî÷êó B ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé A. Âûðàæåíèå "ïàðàëëåëïðÿìàÿ(A,B)" îáîçíà-
÷àåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé A è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó B. Âûðàæåíèå
"âïèñàííàÿîêðóæíîñòü(A)" îáîçíà÷àåò îêðóæíîñòü, âïèñàííóþ â ôèãóðó A. Âûðà-
æåíèå "ïàðàëëåëü(A, b, C)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé A, íàõîäÿùó-
þñÿ îò íåå íà ðàññòîÿíèè b è ðàñïîëîæåííóþ â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî è òî÷êà
C. Íàêîíåö, óòâåðæäåíèå "ñèììåòðè÷íû(A,B,C)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè A è B ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè, ïðÿìîé ëèáî ïëîñêîñòè C.

Çàìåòèì, ÷òî îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ ïëàíèìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì íà ïîñòðîåíèå íàõî-
äèòñÿ ïîêà â íà÷àëüíîé ñòàäèè - áûëî ïðîðàáîòàíî âñåãî îêîëî äâóõ äåñÿòêîâ çàäà÷.
Âèäèìî, ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ èëëþñòðàöèè îáùåé ñõåìû èõ ðåøåíèÿ. Íåêîòîðûå
ïðèåìû ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå îòíîñèëèñü ê "îáû÷íûì" ãåîìåòðè÷åñêèì ïî-
íÿòèÿì è áûëè ïðèâåäåíû ðàíåå. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ëèøü ïðèåìû, ñâÿ-
çàííûå ñî ñïåöèàëüíûìè ïîíÿòèÿìè, ïåðå÷èñëåííûìè âûøå.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ò÷ê"

1. ×èñëîâàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òî÷åê íà ïðÿìîé.
∀ABx(ðàçíûåòî÷êè(A,B) → x ∈ ïðÿìàÿ(AB) ↔ ∃a(a−÷èñëî& x = ò÷ê(A,B, a)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèÿ A è B íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Åñëè x âñòðå÷àåòñÿ â äðóãîì óñëîâèè, òî ëèáî ýòî óñëîâèå èìååò âèä "òî÷êà(x)",
ëèáî x ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé "l(xC)", ãäå C - òî÷êà ïðÿìîé
AB. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âûâîä ñëåäñòâèé.
∀ABCa(C = ò÷ê(A,B, a) → l(AC) = |a|)
∀ABCa(C = ò÷ê(A,B, a) → C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCa(0 < a & C = ò÷ê(A,B, a) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè îòðåçêó.
∀ABx(A ∈ îòðåçîê(B ò÷ê(A,B, x)) ↔ x ≤ 0)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåí-
íàÿ x - íåèçâåñòíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABax(a = l(AB) → B ∈ îòðåçîê(A ò÷ê(A,B, x)) ↔ a ≤ x)

∀ABax(a = l(AB) → ò÷ê(A,B, x) ∈ îòðåçîê(AB) ↔ 0 ≤ x & x ≤ a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

4. Èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà "ò÷ê".
∀ABa(a = l(AB) → ò÷ê(A,B, a) = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀AB(ò÷ê(A,B, 0) = A)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABa(a = l(AB) → setC(∃x(C = ò÷ê(A,B, x) & x−÷èñëî & 0 ≤ x & 0 ≤ a−x)) =
îòðåçîê(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ñ "ò÷ê".
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
∀ABa(l(A ò÷ê(A,B, a)) = |a|)
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCa(C = ò÷ê(A,B, a) → l(AC) = a)

Òî÷êà ïðèâÿçêà ðàñïîëîæåíû â àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Îäíàêî, ïðèåì âûïîëíÿåò
çàìåíó, à íå âûâîä. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCa(C = ò÷ê(A,B, a) → l(BC) = |l(AB)− a|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ABCDa(C = ò÷ê(A,B, a) & B ∈ îòðåçîê(AD) → l(CD) = |l(AD)− a|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè÷åì âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
∀ABa(l(B ò÷ê(A,B, a)) = |l(AB)− a|)
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ
A,B íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå a - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

6. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.
∀ABCa(C = ò÷ê(A,B, a) ↔ ò÷ê(A,B, a) = C)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå, ó êîòîðîé C - ïåðåìåííàÿ, ïðè÷åì ëèáî îíà
èçâåñòíà, ëèáî âûðàæåíèå "ò÷ê(A,B, a)" ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Òàêèì îáðà-
çîì, èíèöèèðóåòñÿ èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé "ò÷ê(. . .)". Ïðåîá-
ðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Òî÷êà íà êîîðäèíàòíîé îñè, èìåþùàÿ èçâåñòíûå êîîðäèíàòû.
∀ABCDKa(K = (A,B,C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A,B,D) →
ò÷êîîðä(K, (a, 0)) = ò÷ê(A,D, a))
∀ABCDKa(K = (A,B,C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A,C,D) →
ò÷êîîðä(K, (0, a)) = ò÷ê(A,D, a))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ A,D ñóòü
ïåðåìåííûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Â òî æå âðåìÿ,
âñå ïåðåìåííûå âûðàæåíèÿ a ñóòü âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Îïðåäåëåíèå òî÷êè, îòñòîÿùåé îò íà÷àëà ëó÷à íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå.

∀ABCa(l(AC) = a & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) &
òî÷êàëó÷à(A,B,C) → ò÷ê(A,B, a) = C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âòîðîé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ A,B, a íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïåðåìåííàÿ
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C - íåèçâåñòíàÿ. Óêàçàòåëü "íàéäåíî(C)" ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ C â ðàçðÿä
èçâåñòíûõ. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (íàéäåíî C).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé òî÷êè, çàäàþùåé íàïðàâëåíèå ëó÷à è íåîáõîäèìîé ïðè
îïðåäåëåíèè äðóãîé òî÷êè, îòñòîÿùåé íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà ëó÷à.

∀ABCDEa(l(AD) = a & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB))
& ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & îäíàñòîðîíà(E,C,
ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(A = E))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè ïëàíèìåòðè÷å-
ñêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Ïåðåìåííàÿ D - íåèçâåñòíàÿ. Âûðàæåíèÿ A,B,C íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Òåðì "ïðÿìàÿ(AD)", ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìïðÿìàÿ"
è "íîðìèçâåñòíî", òàêæå íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Çàìåòèì, ÷òî ðåàëèçîâàí-
íûé íà ËÎÑå íîðìàëèçàòîð "íîðìèçâåñòíî" îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä îò ñîäåðæà-
ùåãî íåèçâåñòíûå âûðàæåíèÿ X ê âûðàæåíèþ áåç íåèçâåñòíûõ M , èñïîëüçóÿ
ïîñûëêó M = X. Ïîòðåáíîñòü â íåì âîçíèêëà èç-çà òîãî, ÷òî â ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àÿõ îðèåíòàöèÿ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ìîæåò îêàçàòüñÿ "îò èçâåñòíîãî ê íåèç-
âåñòíîìó". Íà ëó÷å AD ïîêà îòñóòñòâóåò èçâåñòíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè
A, è ïðèåì ââîäèò òàêóþ òî÷êó E. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê èçâåñòíàÿ, ïðè÷åì
âûâîäèìûå ïîñûëêè ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì (íàéäåíî E). Ââîäÿòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå ïîñûëêè "¬(A ∈ èíòåðâàë(DE)), E ∈ ïðÿìàÿ(AD)", ïðè÷åì çäåñü
áåðåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AD, íå îáðàáîòàííîå íèêàêèìè íîðìàëèçàòî-
ðàìè. Ýòè ïîñûëêè óæå íå ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì (íàéäåíî E). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

∀ABCDa(àêòèâ(l(AC)) & l(AC) = a & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → D − òî÷êà &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(A = D))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Ïåðåìåííàÿ C - íåèçâåñòíàÿ. Âû-
ðàæåíèå a, à òàêæå íîðìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AB íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Íà ïðÿìîé AB ïîêà îòñóòñòâóåò èçâåñòíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò
òî÷êè A, ïðè÷åì òàêàÿ, ÷òî èçâåñòíî åå ðàñïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî òî÷åê A,C.
Ïðèåì ââîäèò òàêóþ òî÷êó D, ðåãèñòðèðóåìóþ êàê èçâåñòíàÿ. Íîâûå ïîñûëêè
ïîìå÷àþòñÿ êîììåíàòðèåì (íàéäåíî D). Ââîäÿòñÿ, óæå áåç ýòîãî êîììåíòà-
ðèÿ, äîïîëíèòåëüíûìè ïîñûëêàìè "¬(A ∈ èíòåðâàë(CD)), D ∈ ïðÿìàÿ(AB)".
Çäåñü âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AB íå îáðàáàòûâàåòñÿ íèêàêèìè íîðìàëèçàòî-
ðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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10. Ðàñøèôðîâêà îáîçíà÷åíèÿ "ò÷ê(. . .)" â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî.
∀ABCa(0 ≤ a→ C − òî÷êà & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)) &
l(AC) = a & ò÷ê(A,B, a) = C)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â óñëîâèè ëèáî ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî âûðàæåíèÿ "ò÷ê(A,B, a)".
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà
âèäà "ò÷ê(A,B, a) = P", ãäå P - ïåðåìåííàÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Óñìîòðåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê.
∀ABCa(0 ≤ a & ò÷ê(A,B, a) = C → ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

12. Îïðåäåëåíèå ñåðåäèíû îòðåçêà.

∀ABCa(l(AC) = l(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
ò÷ê(A,B, l(AB)/2) = C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"ðàâíî", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëèáî ñ äâóìÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ A è B
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïåðåìåííàÿ C - íåèçâåñòíàÿ. Ïðèåì ïåðåâîäèò åå â
ðàçðÿä èçâåñòíûõ è ïîìå÷àåò âûâåäåííóþ ïîñûëêó êîììåíòàðèåì (íàéäåíî C).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Áèññåêòðèñà"

1. Ââîä áèññåêòðèñû â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
l(DE) = l(DF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) &
òî÷êàëó÷à(A,B,E) & òî÷êàëó÷à(A,C, F ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) → Áèññåêòðèñà(B,A,C) = ïðÿìàÿ(AD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå
èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî",



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1154

÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ A,B,C íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Íîðìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AD ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðèåì
ââîäèò îáîçíà÷åíèå ýòîé ïðÿìîé, çàäàþùåå åå ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.
∀ABCD(A = Áèññåêòðèñà(B,C,D) ↔ Áèññåêòðèñà(B,C,D) = A)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå, íå ïîìå÷åííîé êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðà-
âåíñòâà". Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ ýòèì êîììåíòàðèåì. Âû-
ðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "ïðÿìàÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ðàñøèôðîâêà ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
∀ABCDE(A ∈ Áèññåêòðèñà(B,C,D) ↔ áèññåêòðèñà(BCDE) & E − òî÷êà &
A ∈ ïðÿìàÿ(CE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Îí ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îêð"

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïî-
ñòðîåíèå.

∀ABCab(l(AC) = a & l(BC) = b & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
C ∈ îêð(A, a) ∩ îêð(B, b))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ A,B, a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ, ïåðåìåííàÿ C èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïðèåì ïåðåâîäèò ýòó ïå-
ðåìåííóþ â ðàçðÿä èçâåñòíûõ è ïîìå÷àåò âûâåäåííóþ ïîñûëêó êîììåíòàðèåì
(íàéäåíî C). Ôàêòè÷åñêè, ýòîò ïðèåì ðåàëèçóåò êëàññè÷åñêèé øàã ïîñòðîåíèÿ
öèðêóëåì è ëèíåéêîé, çàêëþ÷àþùèéñÿ â íàõîæäåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ
îêðóæíîñòåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îêðóæíîñòè.
∀ABa(A ∈ îêð(B, a) ↔ A− òî÷êà & l(AB) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïåðåõîä ê ÿâíîìó îïèñàíèþ.
∀ABa(A− òî÷êà & l(AB) = a↔ A ∈ îêð(B, a))
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Ïðèåì çàìåíÿåò ãðóïïó óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñò-
íî". Ïåðåìåííàÿ A èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïðè÷åì îíà íå âõîäèò â
âûðàæåíèå B è â ïðî÷èå óñëîâèÿ çàäà÷è. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïåðåõîä ê îáîçíà÷åíèþ "îêðóæíîñòü(. . .)" ïðè óñìîòðåíèè èçâåñòíîé òî÷êè,
ïðèíàäëåæàùåé îêðóæíîñòè.
∀AKabcdr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A,K) = (c, d) & (c − a)2 + (d − b)2 − r2 = 0 →
îêð(ò÷êîîðä(K, (a, b)), r) = îêðóæíîñòü(ò÷êîîðä(K, (a, b))A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Íàïîìíèì, ÷òî íàëè-
÷èå òàêîé öåëè îðèåíòèðóåò ðåøàòåëü èñêëþ÷àòü îïèñàòåëè èç îòâåòà. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ A èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, íå ÿâëÿþ-
ùåéñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïàðàìåòðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ "îêð(. . .)" äëÿ íåèçâåñòíîé îêðóæíîñòè ñ èçâåñòíûìè öåí-
òðîì è ðàäèóñîì.

∀ABa(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & l(AB) = a→ îêð(A, a) = îêðóæíîñòü(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Âòîðîé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ A, a íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ, à âûðàæåíèå B - ñîäåðæèò. Âûðàæåíèå "îêðóæíîñòü(AB)", äàæå ïî-
ñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèçâåñòíî", òîæå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Âûâîäèìàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ïåðåõîä ê îáîçíà÷åíèþ "îêðóæíîñòü(. . .)" â çàäà÷å íà âû÷èñëåíèå.
∀ABr(B ∈ îêð(A, r) → îêð(A, r) = îêðóæíîñòü(AB) & l(AB) = r)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèå r íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "îêð(A, r) = îêðóæíîñòü(AX)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïîâîðîòïðÿìîé"

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷åííîé ïðè ïîâîðîòå ëó÷à íà èçâåñòíûé óãîë.
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∀ABCDa(∠(BAC) = a & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → ïîâîðîòïðÿìîé(A,B,D, a) = ïðÿìàÿ(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî".
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðå-
ìåííàÿ C - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèÿ a,A,B,D íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîð-
ìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AC ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûâîäèìàÿ
ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé òî÷êè, íåîáõîäèìîé äëÿ âûáîðà ïîëóïëîñêîñòè, â êîòî-
ðîé ðàçìåùàåòñÿ óãîë.

∀aABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & ∠(BAC) = a→ D − òî÷êà & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî", ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Ïåðåìåííàÿ C - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèÿ a,A,B íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "¬(X ∈ ïðÿìàÿ(AB)), òàêàÿ, ÷òî óñìàòðèâà-
åòñÿ ðàçìåùåíèå òî÷åê X,C ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò
íîâóþ òî÷êó D, ðåãèñòðèðóÿ ïåðåìåííóþ D êàê èçâåñòíóþ. Âûâîäèìûå ïîñûë-
êè ñíàáæàþòñÿ êîììåíòàðèåì (íàéäåíî D). Äîïîëíèòåëüíî âûâîäèòñÿ ïîñûëêà
"îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3. Ðàñøèôðîâêà îáîçíà÷åíèÿ "ïîâîðîòïðÿìîé(. . .)" â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî.

∀ABCDa(D ∈ ïîâîðîòïðÿìîé(A,B,C, a) & ðàçíûåòî÷êè(A,D) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → ∠(BAD) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "(ïîâîðîò-
ïðÿìîé ïîñûëêà ïîâîðîòïðÿìîé(A,B,C, a))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCDa(D − òî÷êà & ïîâîðîòïðÿìîé(A,B,C, a) = ïðÿìàÿ(AD) &
∠(BAD) = a & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(A = D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî âû-
ðàæåíèÿ "ïîâîðîòïðÿìîé(A,B,C, a)". Êàê è âûøå, áëîêèðîâêà ïîâòîðà îáåñïå-
÷èâàåòñÿ êîììåíòàðèåì "(ïîâîðîòïðÿìîé . . .)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó D.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äîëÿîòðåçêà"

1. Óñìîòðåíèå òî÷êè, äåëÿùåé îòðåçîê â çàäàííîì îòíîøåíèè, åñëè èçâåñòíû êî-
îðäèíàòû òî÷åê.
∀ABKabcdprxy(c− a = p & êîîðä(A,K) = (a, b) & êîîðä(B,K) = (c, d) &
¬(p = 0) & r = (x − a)/p & (x − a)(d − b) = p(y − b) → ò÷êîîðä(K, (x, y)) =
äîëÿîòðåçêà(A,B, r))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåñò òî÷åê. Ñíà÷àëà èñïîëüçóþòñÿ
êîîðäèíàòû, à çàòåì çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ öåëüþ "êëàññ" îáåñïå÷èâàåò
áåñêîîðäèíàòíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïåðåìåííûå A,B èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè. Åñëè r - êîíñòàíòíîå âû-
ðàæåíèå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, èíà÷å îí ðàâåí 5.
∀ABKabcpry(p = c− b & êîîðä(A,K) = (a, b) & êîîðä(B,K) = (a, c) &
¬(p = 0) & r = (y − b)/p→ ò÷êîîðä(K, (a, y)) = äîëÿîòðåçêà(A,B, r))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

2. Êîíöû îòðåçêà.
∀AB(äîëÿîòðåçêà(A,B, 0) = A)

∀AB(äîëÿîòðåçêà(A,B, 1) = A)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïåðïåíäèêóëÿð"

1. Ïðåäñòàâëåíèå íåèçâåñòíîé ïðÿìîé êàê ðåçóëüòàòà ïðîâåäåíèÿ ÷åðåç èçâåñòíóþ
òî÷êó ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé èçâåñòíîé ïðÿìîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) →
ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(AB), E) = ïðÿìàÿ(CD))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèå E, à òàêæå íîð-
ìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AB íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëè-
çîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé CD ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ðàñøèôðîâêà îáîçíà÷åíèÿ "ïåðïåíäèêóëÿð(. . .)" â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî.
∀ABCDE(D−òî÷êà & E−òî÷êà & ¬(D = E) & ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(AB), C) =
ïðÿìàÿ(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâû-
âîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî âûðàæåíèÿ "ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(AB),C)". Ïðèåì ââîäèò
íîâûå òî÷êè D,E. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðîâ ñëóæèò ñïåöèàëüíûé êîììåíòà-
ðèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïåðïåíäèêóëÿðà çàäàííîé ïðÿìîé.
∀ABCDE(ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(AB), C) = ïðÿìàÿ(DE) ↔ C ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïàðàëëåëïðÿìàÿ"

1. Ïðåäñòàâëåíèå íåèçâåñòíîé ïðÿìîé êàê ðåçóëüòàòà ïðîâåäåíèÿ ÷åðåç èçâåñòíóþ
òî÷êó ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé èçâåñòíîé ïðÿìîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) →
ïàðàëëåëïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) = ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå
èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî",
âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå E, à òàêæå íîðìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå
äëÿ ïðÿìîé AB íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ
ïðÿìîé CD ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

2. Òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâîäèòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìàÿ, ëåæèò íà èñõîäíîé
ïðÿìîé.
∀ABC(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ïàðàëëåëïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(AB), C) = ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3. Ðàñøèôðîâêà îáîçíà÷åíèÿ "ïàðàëëåëïðÿìàÿ(. . .)" â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî.

∀ABCDE(D−òî÷êà & E−òî÷êà & ¬(D = E) & ïàðàëëåëïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(AB), C)
& C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ïàðàëëåëïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(AB),C)" ïîñûëêè çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Ïðèåì ââîäèò íîâûå òî÷êè D,E. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðîâ ñëó-
æèò ñïåöèàëüíûé êîììåíòàðèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âïèñàííàÿîêðóæíîñòü"

Ïîêà äëÿ ýòîãî ñèìâîëà ñîçäàíû ëèøü äâà ïðèåìà, ñâÿçàííûå ñ óñìîòðåíèåì îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Îíè ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà
îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê.

∀ABCDEabc(0 < a & l(AB) = b & l(BC) = b & l(AC) = c & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)
& D ∈ îòðåçîê(AC) & 4a2(2b+ c)− (2b− c)c2 = 0 & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → îêðóæíîñòü(ò÷ê(D,B, a)D) =
âïèñàííàÿîêðóæíîñòü(ôèãóðà(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòå-
öåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ñåäüìîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(l(AB) = l(BC) & l(BC) = l(AC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ îòðåçîê(AC) → îêðóæíîñòü(äîëÿîòðåçêà(D,B, 1/3)D) =
âïèñàííàÿîêðóæíîñòü(ôèãóðà(ABC)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", ïîñëåäíèå äâà - óêàçàòåëåì "óñì".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïàðàëëåëü"

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé èçâåñòíîé ïðÿìîé, óäàëåííîé îò
íåå íà èçâåñòíîå ðàññòîÿíèå è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåèçâåñòíóþ òî÷êó.
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∀ABCDEFa(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(CD) = a & F − òî÷êà &
îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(F ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(CE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïàðàëëåëü(ïðÿìàÿ(AB), a, F ) = ïðÿìàÿ(CE))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", è â íåì âûáðàíà òî÷êà ïðèâÿç-
êè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé
è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a è F , à
àêæå íîðìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AB íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Âûðàæåíèå C ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Òî÷êà C ïðèíàäëåæèò ëèáî èçâåñòíîé
ïðÿìîé, îòëè÷íîé îò CD, ëèáî èçâåñòíîé îêðóæíîñòè. ×åðåç òî÷êó C ïîêà
íå ïðîâåäåíà èçâåñòíàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AB, è ïðèåì ïðîâîäèò
òàêóþ ïðÿìóþ CE, èñïîëüçóÿ íîâóþ òî÷êó E. Åñëè a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ðàññòîÿíèå", òî óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5, èíà÷å - òîëüêî 5.

2. Ðàñøèôðîâêà îáîçíà÷åíèÿ "ïàðàëëåëü(. . .)" â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî.

∀ABCDEFa(C − òî÷êà & D − òî÷êà & F − òî÷êà & ¬(C = D) &
ïàðàëëåëü(ïðÿìàÿ(AB), a, E) = ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(CF ) = a & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî âûðàæåíèÿ "ïàðàëëåëü(ïðÿìàÿ(AB),a,
E)". Ââîäÿòñÿ íîâûå òî÷êè C,D, F . Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðà èñïîëüçóåòñÿ ñïå-
öèàëüíûé êîììåíòàðèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé òî÷êè, íåîáõîäèìîé äëÿ âûáîðà ïîëóïëîñêîñòè, â êîòî-
ðîé íàõîäèòñÿ íåèçâåñòíàÿ òî÷êà.

∀ABCDEa(ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(CE) = a & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
D − òî÷êà & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)))
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ
öåëè "èçâåñòíî". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðåìåííàÿ C èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñò-
íîé. Âûðàæåíèå a è íîðìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîé AB íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "¬(X ∈ ïðÿìàÿ(AB))", òàêàÿ,
÷òî óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê C,X ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB.
Íîâàÿ ïåðåìåííàÿ D ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê èçâåñòíàÿ, à âûâîäèìûå ïîñûëêè ñî-
ïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì (íàéäåíî D). Äîïîëíèòåëüíî âûâîäèòñÿ ïîñûëêà
"îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñèììåòðè÷íû"

1. Óñìîòðåíèå ñèììåòðè÷íîñòè èçâåñòíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî èçâåñòíîé ïðÿìîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
l(CE) = l(DE) → ñèììåòðè÷íû(C,D, ïðÿìàÿ(AD)))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî".
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Âûðàæåíèÿ C,D, à òàêæå íîðìàëèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ
ïðÿìîé AB íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñìîòðåíèå ñëåäñòâèé èç ñèììåòðè÷íîñòè òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé.
∀ABCDE(ñèììåòðè÷íû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
2l(CE) = l(CD) → E ∈ ïðÿìàÿ(AB))

×åðòåæ ïðåæíèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEF (ñèììåòðè÷íû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) → E − òî÷êà & F − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ ïðÿìàÿ(CE) & l(CF ) = l(DF ) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïðÿìàÿ CD ïîêà íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâûå òî÷êè E,F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
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3. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷íîñòè.
∀ABCD(ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(CD), ò÷ê(C,D, l(CD)/2)) = ïðÿìàÿ(AB) ↔
ñèììåòðè÷íû(C,D, ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCD(ðàçíûåïðÿìûå(ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(CD), ò÷ê(C,D, l(CD)/2)),
ïðÿìàÿ(AB)) ↔ ¬(ñèììåòðè÷íû(C,D, ïðÿìàÿ(AB))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè
îòâåòà ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå ñîäåðæàùåãî íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óñìîòðåíèå ñëåäñòâèé èç ñèììåòðè÷íîñòè òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè.

∀ABCDEF (ñèììåòðè÷íû(C,D, ïëîñêîñòü(ABP )) → E − òî÷êà & F − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïëîñêîñòü(ABP ) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABP ) &
D ∈ ïðÿìàÿ(CE) & F ∈ îòðåçîê(CD) & l(CF ) = l(DF ))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïðÿìàÿ CD ïîêà íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâûå òî÷êè E,F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3.66 Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎ-

Ñå

Ïðèåìû, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîì ðàçäåëå, ìîæíî íàéòè â îãëàâëåíèè ïðîãðàìì,
äâèãàÿñü âäîëü ïóòè "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ - Ãåîìåòðèÿ". Òàê êàê äàëåå èñïîëüçóþòñÿ
ññûëêè íà ïðîãðàììíûå ïåðåìåííûå ËÎÑà, òî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðè ÷òåíèè îïèñàíèé
ïðèåìîâ èìåòü âîçìîæíîñòü ïðîñìîòðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàìì.

Ðåãèñòðàöèÿ â êîììåíòàðèè "èçâåñòíî" ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî âñåõ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ïðîãðàììå ñèìâîëà "äîêàçàòü" è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0. Ïðå-
æäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ðàçäåë A) ê òåêóùåé çàäà÷å íà äîêàçà-
òåëüñòâî, ó êîòîðîãî â íàáîð A âõîäèò ñèìâîë "ãåîìåòðèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
êîììåíòàðèåâ (èçâåñòíî X), (íåèçâåñòíûå X), óêàçûâàþùèõ, êàêèå ïåðåìåííûå X
äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èçâåñòíûå ëèáî êàê íåèçâåñòíûå. Çàòåì ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïåðåìåííûå õ8, èìåþùèå ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ â ïîñûëêè
çàäà÷è. Åñëè íåêîòîðàÿ òàêàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ïðè÷åì âñå
îñòàëüíûå ïåðåìåííûå äàííîãî óñëîâèÿ óæå ïîìå÷åíû êàê èçâåñòíûå, òî îíà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé. Èíà÷å - ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (èçâåñòíî õ8).
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Ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà îïòèìèçàöèþ ïóòåì ââåäåíèÿ ÷èñëåí-
íîé ïàðàìåòðèçàöèè

Ïðèåì àêòèâèðóåòñÿ ïðè ïðîñìîòðå ñèìâîëà "òî÷êà" è ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äàííîå âõîæäåíèå ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè "Ìàêñèìóì(f M X Y )" ëèáî
"Ìèíèìóì(f M X Y )" çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè (èçâåñòíî . . .). Îòîá-
ðàæåíèå f çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì "îòîáðàæåíèå(x1 . . . xn è(òî÷êà(x1) . . . òî÷êà(xn))
P (x1 . . . xn))", ïðè÷åì âõîæäåíèå ñèìâîëà ïðèâÿçêè - îäèí èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà.

Ïðåæäå âñåãî, ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ13, óñëîâèÿìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ "òî÷êà(x1)", . . . "òî÷êà(xn)", à òàêæå óòâåðæäåíèå
"(x1, . . . , xn) ∈ M". Ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü âñå óòâåðæäåíèÿ èç êîíòåêñòà òåêóùåãî
óñëîâèÿ çàäà÷è, íåèçâåñòíûå - ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Çàäà÷à èìååò öåëü "êîîðä",
îçíà÷àþùóþ, ÷òî íåèçâåñòíûå äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåò-
ðû. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðåøèòü çàäà÷ó õ13; õ14 - íàéäåííûé îòâåò. Ýòîò îò-
âåò äàåò ÿâíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îáëàñòè ïîèñêà ìàêñèìóìà ëèáî ìèíè-
ìóìà, âûðàæåííîå ñ ïîìîùüþ äèçúþíêöèé è êîíúþíêöèé ÷åðåç àòîìàðíûå îïèñà-
íèÿ: "∃y1 . . . ym(x1 = t1(y1, . . . , ym) & . . . & xn = tn(y1, . . . , ym) & Q1(y1) & Qm(ym))";
y1, . . . , ym - ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Îí ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìû, è îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ15 äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(3)" ðàñïîëàãàåòñÿ öèêë çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ
õ16 ïàð (A1, A2). Çäåñü A1 - íàáîð âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ íåêîòîðîãî óòâåðæäå-
íèÿ B ñïèñêà õ15, íå çàâèñÿùèõ îò x1, . . . xn. Ýëåìåíò A2 - íàáîð íàáîðîâ çàâèñÿùèõ
îò x1, . . . xn êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèé B ñïèñêà õ15, èìåþùèõ îäèí è òîò
æå íàáîð A1. Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê õ16 îáåñïå÷èâàåò ãðóïïèðîâêó óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ15 ïî ïðèíöèïó îäèíàêîâûõ óñëîâèé íà âíåøíèé êîíòåêñò.

Ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(5)" ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ17 òðîåê
(ñïèñîê óòâåðæäåíèé ñ ïåðåìåííûìè èç âíåøíåãî êîíòåêñòà ðàññìàòðèâàåìîãî óñëî-
âèÿ çàäà÷è, îïðåäåëÿþùèõ íåêîòîðûé ïîäñëó÷àé - çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ëèáî ìèíè-
ìóìà â ýòîì ïîäñëó÷àå - âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà íàáîðîâ òî÷åê, â êîòîðûõ ýòî çíà-
÷åíèå äîñòèãàåòñÿ). Òàêèå òðîéêè ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê ïåðåêðûâàþùèìñÿ îáëàñòÿì
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî êîíòåêñòà, òàê ÷òî ïî çàâåðøåíèè öèêëà çàïîëíå-
íèÿ íàêîïèòåëÿ õ17 áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïîäðàçáèåíèå îáëàñòåé íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
è äîïîëíèòåëüíîå íàõîæäåíèå ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) èç ñðàâíèâàåìûõ èñõîäíûõ
çíà÷åíèé.

Öèêë çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ17 ñîñòîèò â ïðîñìîòðå ïàð (A1, A2) íàáîðà õ16.
õ18 - òåêóùàÿ òàêàÿ ïàðà; õ19 - íàáîð A1 óòâåðæäåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ âíåøíèé
êîíòåêñò. Â íàáîðå A2 âûáèðàåòñÿ òåêóùèé ýëåìåíò õ20 - íàáîð óòâåðæäåíèé, îïðå-
äåëÿþùèé íåêîòîðóþ âåðñèþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òî÷åê x1, . . . , xn. Ââîäÿò-
ñÿ íàêîïèòåëè õ21, õ22 è õ23, çàïîëíÿåìûå ïðè àíàëèçå äàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ. Íàáîð õ21 ñòàíîâèòñÿ ðàâåí (t1(y1, . . . , ym), . . . , tn(y1, . . . , ym)), íàáîð õ22 -
(y1, . . . , ym); íàáîð õ23 - (Q1(y1), . . . , Qm(ym)). Îáîçíà÷åíèÿ - òå æå, ÷òî è âûøå. Çà-
ìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîãðàììà ðàññ÷èòàíà íà íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ ñè-
òóàöèþ - êîãäà ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå òî÷åê x1, . . . , xn ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî
êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ, à ÷àñòü ýòèõ òî÷åê çàäàåòñÿ áåç êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ,
ôèêñèðîâàííûì îáðàçîì.

Öèêë çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëåé õ21 - õ23 íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(6)". Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2". Ïðåæäå âñåãî, çäåñü
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàêîïèòåëü õ21 óäàëîñü çàïîëíèòü öåëèêîì. Çàòåì âûáèðàåòñÿ íî-
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âàÿ ïåðåìåííàÿ õ24 (îáîçíà÷àåì åå äàëåå ÷åðåç z). ×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå îï-
òèìèçèðóåìîãî âûðàæåíèÿ P (x1 . . . xn) ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû y1, . . . , ym, ðåøà-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ28. Óñëîâèÿìè åå ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
z = P (x1 . . . xn), z − ÷èñëî. Ïîñûëêè çàäà÷è - âñå óòâåðæäåíèÿ âíåøíåãî êîíòåê-
ñòà, ïîïîëíåííûå óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêîâ A1 è õ23,à òàêæå óòâåðæäåíèÿìè x1 =
t1(y1, . . . , ym), . . . , xn = tn(y1, . . . , ym). Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïîìå÷åíû êîììåíòàðèåì
"áëîê", áëîêèðóþùèì èõ èñïîëüçîâàíèå ïðèåìîì ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ. Çàäà÷à èìå-
åò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ z è öåëü (èçâåñòíî u1 . . . uky1 . . . ym), ãäå u1, . . . , uk - âñå
ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé âíåøíåãî êîíòåêñòà.

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðåøåíèÿ çàäà÷è õ28; ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îòâåò, êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.
Ïðîñìàòðèâàþòñÿ äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû õ31, è ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåêóùåãî óòâåðæäåíèÿ õ31. Ñðåäè óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ32 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî z = R(y1, . . . , ym), ïðè÷åì âûðàæåíèå R(y1, . . . , ym) ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Ýòî - ïîäëåæàùåå îïòèìèçàöèè ÷èñëåííîå âûðàæåíèå.
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îñòàëüíûõ ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû y1, . . . , ym

óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ32, ïåðåìåííîé õ36 - ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ32, çàâè-
ñÿùèõ òîëüêî îò ïåðåìåííûõ âíåøíåãî êîíòåêñòà. Ôîðìèðóåòñÿ âûðàæåíèå õ37 âèäà
"êëàññ(y1 . . . ym K)", ãäå K - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêîâ õ23 è õ35. Îíî çàäàåò
îáëàñòü îïòèìèçàöèè ïî ïàðàìåòðàì y1, . . . , ym. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(9)"
ðàñïîëàãàåòñÿ îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, óïðîùàþùåé
õ37. Ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ U ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ39. Âûáèðàþòñÿ äâå íîâûõ
ïåðåìåííûõ v, w (ïàðà õ41), è ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ43 ñ
óñëîâèÿìè "F (λy1...ym(R(y1, . . . , ym), y1−÷èñëî & . . . & ym−÷èñëî), U, v, w), v−set, w−
÷èñëî". Çäåñü F - ñèìâîë "Ìàêñèìóì" ëèáî "Ìèíèìóì", ñîîòâåòñòâåííî èñõîäíîìó
óñëîâèþ. Ïîñûëêàìè çàäà÷è õ43 ñëóæàò âñå óòâåðæäåíèÿ âíåøíåãî êîíòåêñòà, íåèç-
âåñòíûå - v è w. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ, è ïî äèçúþíêòèâíûì ÷ëåíàì îòâåòà ôîðìè-
ðóþòñÿ òðîéêè íàêîïèòåëÿ õ17.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ17 - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1" ïî-
ñëå îïåðàòîðà "âõîäèò(õ18 õ16)", ñì. êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(5)". Çäåñü ââîäèòñÿ
íàêîïèòåëü õ18 äëÿ ðåçóëüòàòà òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íàáîðà õ17, ïðè êîòîðîì ðàç-
ëè÷íûå òðîéêè îòíîñÿòñÿ ê íåñîâìåñòíûì óñëîâèÿì íà âíåøíèé êîíòåêñò. Âíà÷àëå
óñëîâèÿ íà âíåøíèé êîíòåêñò èç òðîåê íàáîðà õ17, ïî âîçìîæíîñòè, ÿâíî ðàçðåøàþò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(14)" íà÷èíàåò-
ñÿ öèêë ïîïûòîê ñîïîñòàâëåíèÿ î÷åðåäíîé òðîéêè íàáîðà õ17 ñ ðàíåå ïîëó÷åííûìè
òðîéêàìè íàáîðà õ18. Åñëè óñëîâèÿ íà âíåøíèé êîíòåêñò äëÿ äâóõ òðîåê ñîâïàäàþò,
òî ñðàâíèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Â òðîéêå íàáîðà õ18 ñî-
õðàíÿåòñÿ ëó÷øåå; åñëè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàëè, òî îáúåäèíÿþòñÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, íà
êîòîðûõ îíè äîñòèãàëèñü. Åñëè óñëîâèÿ íà âíåøíèé êîíòåêñò áûëè ðàçëè÷íû, òî íà-
õîäÿòñÿ ïåðåñå÷åíèå è äâå ðàçíîñòè îáëàñòåé èñòèííîñòè äàííûõ óñëîâèé. Â êàæäîì
ñëó÷àå ïðåäïðèíèìàåòñÿ íåçàâèñèìîå ñðàâíåíèå, è âìåñòî òåêóùåé òðîéêè íàáîðà
õ18 ââîäÿòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ. Ñðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðîâîäÿòñÿ â
äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûò-
êà óñìîòðåòü áîëüøåå ëèáî ìåíüøåå. Çàòåì, ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà
îïèñàíèå, ðåøàþòñÿ äâà íåðàâåíñòâà è îäíî óðàâíåíèå. Ïî îêîí÷àíèè ôîðìèðîâà-
íèÿ íàáîðà õ18 - âûïèñûâàåòñÿ èòîãîâàÿ äèçúþíêöèÿ õ20, è ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð
"çàìåíàâõîæäåíèÿ".
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Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ àíàëèçà ñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé îêðóæíîñòü

Îêðóæíîñòè â ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ çàäàþòñÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé
"Îêðóæíîñòü(A B C)" è "Îêðóæí(A,B,n)" (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå n - íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè). Îäíàêî, áîëüøèíñòâî ñâÿçàííûõ ñ îêðóæ-
íîñòüþ ïðèåìîâ îòíîñèòñÿ ê ïëàíèìåòðè÷åñêîìó âûðàæåíèþ "îêðóæíîñòü(AB)".
×òîáû ïîäêëþ÷èòü èõ ê ðåøåíèþ ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ïðèõîäèòñÿ ðàññìàò-
ðèâàòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèé ïëîêîñòÿìè,
ñîäåðæàùèìè îêðóæíîñòè. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì ñèìâîëà "ïëîñ-
êîñòü", ñðàáàòûâàþùèì íà óðîâíå 7.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùèé ñèìâîë "ïëîñêîñòü" îòíîñèòñÿ ê ïîñûëêå "àêòèâ(ïëîñ-
êîñòü(ABC))" çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì ðàíåå äàííûé ïðèåì ê ýòîé ïîñûëêå
íå ïðèìåíÿëñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë "êîîðä". Íà-
êîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîñûëêà ñîäåðæèò ñèìâîë "Îêðóæíîñòü(PQR)",
ãäå òî÷êè P,Q,R ëåæàò íà ïëîñêîñòè ABC. Íàõîäÿòñÿ ñïèñîê õ6 âñåõ ïåðåìåííûõ,
îáîçíà÷àþùèõ â çàäà÷å òî÷êè ïëîñêîñòè ABC, à òàêæå ñïèñîê õ8 ïåðåìåííûõ, îáî-
çíà÷àþùèõ îñòàëüíûå òî÷êè. Ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê õ9 âñåõ ïîñûëîê, íå ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 íåïóñò. Ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå óòâåðæäåíèÿ "ôèêòïîñûëêà(x)" äëÿ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ8. Ýòî îáåñïå÷èò îòëè-
÷èå íîâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå áóäóò ââîäèòüñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé, îò ïåðå-
ìåííûõ ñïèñêà õ8. Ê ñïèñêó õ9 äîáàâëÿåòñÿ ôèêòèâíàÿ ïîñûëêà "ïëàíèìåòðèÿ". Âñå
ïîäâûðàæåíèÿ "Îêðóæíîñòü(PQR)" â óòâåðæäåíèÿõ ýòîãî ñïèñêà çàìåíÿþòñÿ íà
"îêðóæíîñòü(PQ)". Äàëåå - ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à õ10 íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùàÿ ñïèñîê ïîñûëîê õ9. Íåèçâåñòíûå åå - òå æå, ÷òî ó òåêóùåé çàäà÷è, íî çà
èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ8. Öåëü "èçâåñòíî" ñîõðàíÿåòñÿ. Äîáàâëÿåòñÿ êîì-
ìåíòàðèé ê ïîñûëêàì (ïëîñêîñòü Z ïëîñêîñòü(ABC)), ãäå Z - ëåâûé êðàé íàáîðà,
ïðåäñòàâëÿþùåãî òåêóùóþ çàäà÷ó. Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ
çàäà÷è õ10. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ ïðî-
èñõîäèò ïåðåñûëêà âñåõ íîâûõ íåâûðîæäåííûõ ïîñûëîê çàäà÷è õ10, íå ñîäåðæàùèõ
ñèìâîëà "îêðóæíîñòü", â òåêóùóþ çàäà÷ó õ1. Âåñà ïîñûëîê çàäà÷è õ1 ñáðàñûâàþòñÿ
äî íóëÿ.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò äëÿ íàõîæäåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ïðîãðàììå ñèìâîëà "êëàññ". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Òàêèå çàäà÷è âîçíèêà-
þò ïðè îïèñàíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñò òî÷åê. Óñëîâèå èõ èìååò âèä "setX(X −
òî÷êà & P (X))", ïðè÷åì öåëü "êëàññ" óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü çàäàíèÿ ìíîæå-
ñòâà òî÷åê áåç ïîìîùè îïèñàòåëåé, â ÿâíîì âèäå. Îáû÷íî çàäà÷è òàêîãî òèïà ðåøà-
þòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, è îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû
ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà áåñêîîðäèíàò-
íîãî çàäàíèÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîãî ýòàïà è ñëóæèò äàííûé ïðèåì.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùåå âûðàæåíèå èìååò âèä "setX(X−òî÷êà &
P (X))". Åñëè P (X) èìååò âèä ∃y1...ym(êîîðä(X,K) = t & Q), ãäå t, Q íå ñîäåðæàò
X, òî ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà îáðûâàåòñÿ, òàê êàê óñëîâèå óæå äàåò êîîðäè-
íàòû ìíîæåñòâà òî÷åê. Èíà÷å - íàõîäèòñÿ ïîñûëêà "ïðÿìêîîðä(K)", óòî÷íÿåòñÿ
ðàçìåðíîñòü n ñèñòåìû êîîðäèíàò K (2 ëèáî 3), è ââîäèòñÿ ñïèñîê õ14 íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê õ16 ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
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îïèñàíèå õ17. Ê íåìó îòíîñÿòñÿ âñå ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
à òàêæå óòâåðæäåíèÿ "x1 − ÷èñëî", . . ., "xn − ÷èñëî", "X − òî÷êà", "êîîðä(X,K) =
(x1, . . . , xn)". Óñëîâèÿ çàäà÷è õ17 ñóòü âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ P (X),
åäèíñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ - X. Çàäà÷à èìååò òàêæå öåëè "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò",
"çàìåùåíèå", "óïðîñòèòü". Öåëü "çàìåùåíèå" óêàçûâàåò, ÷òî â îòâåò íå äîëæíû
âõîäèòü íåèçâåñòíûå, ò.å. óñëîâèå P (X) äîëæíî áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî â òåð-
ìèíàõ êîîðäèíàò x1, . . . , xn. Çàäà÷à õ17 ðåøàåòñÿ, è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îòâåò - íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå R(x1, . . . , xn). Ôîðìèðóåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæå-
íèå "setX(X − òî÷êà & ∃x1...xn(x1 − ÷èñëî & . . . & xn − ÷èñëî & êîîðä(X,K) =
(x1, . . . , xn) & R(x1, . . . , xn)))". Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîð-
íûõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (íîðìêîîðä K).

3.67 Ïðèåìû óñèëèòåëÿ, èñïîëüçóåìûå â ãåîìåòðè-

÷åñêèõ àíàëèçàòîðàõ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â ðåøàòåëå ïðåäóñìîòðåí ðåæèì óñèëèòåëÿ, âêëþ÷àå-
ìûé ïîñëå íåóäà÷íîé ïîïûòêè ðåøåíèÿ çàäà÷è ëîáîâûìè ìåòîäàìè. Â ýòîì ðåæèìå
äåëàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîïûòêè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ è ïðèìåíåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ñðåäñòâ ëîêàëüíîãî ïåðåáîðà, ïîçâîëÿþùèõ óñìîòðåòü öåííûå äëÿ ïðî-
äîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ôàêòû. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîáàâëÿåìûå ïðèåìû äîëæíû ñðàáà-
òûâàòü íà ìàëîì óðîâíå, òàê êàê íåîñìîòðèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è ìîãóò
ñäåëàòü èõ íåïðèìåíèìûìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ñîáñòâåííî, è òðåáóåòñÿ ðåæèì óñèëè-
òåëÿ, ïðåäóñìàòðèâàþùèé îòêàò ê èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, â ïðîòèâîâåñ äîáàâ-
ëåíèþ ïðèåìîâ, ïðèìåíÿåìûõ ïî èñ÷åðïàíèè îáû÷íûõ ñðåäñòâ è èìåþùèõ áîëüøîé
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ. Óêàçàíèåì íà íàëè÷èå ðåæèìà óñèëèòåëÿ ñëóæèò êîììåíòà-
ðèé "óñèëåíèå" ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è.

Äëÿ ëîêàëüíîãî ïåðåáîðà óñèëèòåëü ïðèìåíÿåò ïàêåòíûå àíàëèçàòîðû. Ïàêåòíûå
îïåðàòîðû ïðî÷èõ òèïîâ îáû÷íî óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â ëîáîâîì ðåæèìå, òàê êàê
òðóäîåìêîñòü îáðàùåíèÿ ê íèì ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêà. Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð îáåñ-
ïå÷èâàåò âûâîä ñëåäñòâèé ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ïðèåìîâ, èìåþùèõ
ñëàáûå ôèëüòðû. Ïðèåìû îòáèðàþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé "êëàñòåðèçàöèè" - íàèëó÷øå-
ãî èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, äàþùåãî äëèííûå öåïî÷êè ñëåäñòâèé. Îñëàáëåííûå ôèëüòðû
ïîçâîëÿþò ïðèõîäèòü ê íåî÷åâèäíûì ñëåäñòâèÿì, à îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ïðè-
åìîâ óâåëè÷èâàåò ãëóáèíó ïåðåáîðà. Âûâîä ðåàëèçóåòñÿ â îòäåëüíîì íàêîïèòåëå,
áûñòðî çàïîëíÿåìûì áîëüøèì ÷èñëîì óòâåðæäåíèé. Ïðè ýòîì â îñíîâíóþ çàäà÷ó
ïåðåíîñÿòñÿ ëèøü òå èç íèõ, êîòîðûå îöåíèâàþòñÿ êàê âàæíûå.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð àêòèâèðóåòñÿ ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è Z íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè, ðåàëèçî-
âàííûìè íà ÃÅÍÎËÎÃå. Ïðè îáðàùåíèè ê àíàëèçàòîðó óñòàíàâëèâàåòñÿ ëèìèò òðó-
äîåìêîñòè. Âõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò òåêóùàÿ çàäà÷à Z, óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê àíà-
ëèçàòîðó (ïî èñ÷åðïàíèè ïðèåìîâ ìåíüøåãî ëèáî ðàâíîãî óðîâíåé ðàáîòà àíàëèçà-
òîðà îáðûâàåòñÿ), à òàêæå ñïèñîê öåëåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
Z ′. Ïîñëåäíÿÿ ñîçäàåòñÿ ñàìèì àíàëèçàòîðîì, ïðè÷åì åå ñïèñîê ïîñûëîê êîïèðóåò
ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è Z. Ïðèåìû ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà, çà ðåäêèìè èñêëþ÷åíè-
ÿìè, èçìåíÿþò òîëüêî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó Z ′. Åñëè ïðè ýòîì óñìàòðèâàþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå öåííîñòü äëÿ òåêóùåé çàäà÷è Z, òî îíè ïîìå÷àþòñÿ
êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àíàëèçàòîðà - ïðè èñ÷åðïàíèè
ëèìèòà òðóäîåìêîñòè ëèáî èç-çà äðóãîé ïðè÷èíû - âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ïåðåíîñÿò-
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ñÿ èç çàäà÷è Z ′ â çàäà÷ó Z. Êàê è â ñëó÷àå ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, ïîñëå êàæäîãî
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà àíàëèçàòîðà óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ ñáðàñûâàåòñÿ äî íóëÿ.

Íåêîòîðûå ïðèåìû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðîäóáëèðîâàíû ñðàçó âî ìíîãèõ ïàêåòíûõ
àíàëèçàòîðàõ. ×òîáû óìåíüøèòü äóáëèðîâàíèå, ñîçäàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå áëîêè
àíàëèçàòîðîâ, â êîòîðûõ ïî ðàçëè÷íûì ïðèíöèïàì ñãðóïïèðîâàíû ÷àñòî èñïîëüçó-
åìûå ïðèåìû. Íàïðèìåð, áëîê àíàëèçàòîðà "îáùãåîì" îáúåäèíÿåò íåñêîëüêî ïðî-
ñòåéøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ, áëîê "îáùàëã" - íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ïðîñòåéøèõ
àëãåáðàè÷åñêèõ. Â îòëè÷èå îò àíàëèçàòîðà, êîòîðûé îðãàíèçóåò ñâîå ñîáñòâåííîå
ñêàíèðîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è è âàðüèðîâàíèå òåêóùåãî óðîâíÿ, áëîê àíà-
ëèçàòîðà ïîëó÷àåò êîîðäèíàòó òåêóùåé òî÷êè ñêàíèðîâàíèÿ è òåêóùèé óðîâåíü èç
âíåøíåãî àíàëèçàòîðà. Îáðàùåíèå ê áëîêó àíàëèçàòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáû÷-
íûé ïðèåì àíàëèçàòîðà. Îí ðåàëèçóåòñÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå è èìååò çàãîëîâîê "îáðàù".
Òåîðåìà ïðèåìà - "îáðàù(A1A2)", ãäå A1 - íàçâàíèå àíàëèçàòîðà, A2 - íàçâàíèå áëî-
êà àíàëèçàòîðà. Îáðàùåíèå ðåàëèçóåòñÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè ñêàíèðîâàíèÿ è êàæäîãî
çíà÷åíèÿ òåêóùåãî óðîâíÿ. Åñëè áëîê àíàëèçàòîðà âíåñ èçìåíåíèÿ âî âñïîìîãàòåëü-
íóþ çàäà÷ó, òî ïîñëå åãî ðàáîòû òåêóùèé óðîâåíü çàìåíÿåòñÿ íà 0, à ñêàíèðîâàíèå
âîçîáíîâëÿåòñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ñì÷åðòåæ"

Â ýòîì ïàêåòíîì àíàëèçàòîðå ñãðóïïèðîâàíû ïðèåìû óñèëåííîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî
àíàëèçà ÷åðòåæà - óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé, óãëîâ è ò.ï.

1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ñì÷åðòåæ".
Äëÿ îáðàùåíèÿ ê àíàëèçàòîðó ñîçäàí ïðèåì ñ òåîðåìîé:
∀AB(àêòèâ(l(AB)) → ∅)"
Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìå÷àíèå". Ïðèìåíÿåòñÿ îí ïðè óñìîòðåíèè ïîñûëêè
"àêòèâ(l(AB))" çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äîïîëíèòåëü-
íî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ðåæèìà óñèëèòåëÿ. Îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó îáåñïå-
÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "àíàëèçàòîð(ñì÷åðòåæ óðîâåíü(3))". Çäåñü çàäàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûé óðîâåíü 3 ïðèìåíÿåìûõ àíàëèçàòîðîì ïðèåìîâ. Ëèìèò òðóäîåìêî-
ñòè, ïî óìîë÷àíèþ, ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 2000000 øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà
ËÎÑà. Ýòî - ñðàâíèòåëüíî ñèëüíîå äëÿ àíàëèçàòîðà îãðàíè÷åíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îáðàùàþùåãîñÿ ê äàí-
íîìó àíàëèçàòîðó. Îíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5, ïðè÷åì óêàçàòåëü "àíàëèçà-
òîð(ñì÷åðòåæ ëèìèò(5000000)óðîâåíü(5))" ïîâûøàåò ëèìèò òðóäîåìêîñòè äî
5000000, à ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèìåíÿåìûõ àíàëèçàòîðîì ïðèåìîâ - äî 5.
Ïåðåõîäèì ê ïåðå÷èñëåíèþ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".
Ïðèåìû ýòèõ áëîêîâ áóäóò îïèñàíû ïîçäíåå.

3. Äâà ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
l(BC) = l(BD) → l(AC) = l(AD) & ∠(CAB) = ∠(BAD) & ∠(CBA) = ∠(ABD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âíóòðâûâîä(ñì÷åðòåæ)". Òàêîé æå çàãîëîâîê áóäóò
èìåòü è îñòàëüíûå îïèñûâàåìûå äàëåå ïðèåìû àíàëèçàòîðà. Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà äðóãèõ - óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

4. Óñìîòðåíèå ðàâíûõ ïîäîòðåçêîâ íà ðàâíûõ îòðåçêàõ.

∀ABCDEF (l(AC) = l(DE) & B ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(DE) &
l(BC) = l(EF ) → l(AB) = l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ äî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(DFE)) & ∠(ACB) = ∠(DFE) &
l(AC) = l(DF ) & l(BC) = l(EF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) →
l(AB) = l(DE) & ∠(CAB) = ∠(FDE) & ∠(CBA) = ∠(FED))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé è ïÿòûé - óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Òðåóãîëüíèêè ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí ïîäîòðåçêîâ.

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) →
l(AC) = l(BC) + l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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7. Óãëû òðàïåöèè.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → ∠(ABC) = π − ∠(BAD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà
âåðøèí íà îáðàòíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) → ∠(BAD) = ∠(CDA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a→ ∠(ABC) = a)

Çàãîëîâîê ïðèåìà ïðåæíèé - "âíóòðâûâîä(ñì÷åðòåæ)". Íî óêàçàòåëü "âíóòð-
ïðåîáð" èçìåíÿåò õàðàêòåð äåéñòâèÿ ïðèåìà - âìåñòî âûâîäà ñëåäñòâèÿ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà âõîæäåíèÿ â íåêîòîðóþ ïîñûëêó âûðàæåíèÿ "∠(ABC)" íà
a. Ïðè ýòîì ïåðâûé àíòåöåäåíò, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíà òî÷êà ïðèâÿçêè, èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå äîëæíî ñîäåðæàòü ñèìâîëà
"óãîë". Íè îäíà èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîñûëîê íå ïîìå÷åíà êîììåíàòðè-
åì "âíåøâûâîä". Â ïîñûëêàõ âèäà "àêòèâ(. . .)" çàìåíà áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BCA)) → ∠(ABC)+∠(BCA)+∠(BAC) = π)

Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä ñëåäñòâèÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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10. Ñâÿçü óãëà ñ òðåìÿ ñîñòàâëÿþùèìè óãëàìè.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(EBC)) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(AB)) &
a = ∠(ABD) + ∠(EBC) → ∠(DBE) = |∠(ABC)− a|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óãîë ABC è âåëè÷èíà a èçâåñòíû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ñîâïàäåíèå
êàêèõ-ëèáî äâóõ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ÷åòûðåõ ïðÿìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

11. Îòáîð óòâåðæäåíèé.
Äëÿ îòáîðà óòâåðæäåíèé èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû ñ çàãîëîâêîì "âíóòðâûâîä(ñì÷åðòåæ)",
ó êîòîðûõ êîíñåêâåíòîì òåîðåìû ñëóæèò ñèìâîë ∅. Òàêèå ïðèåìû íå îñóùåñòâ-
ëÿþò âûâîä ñëåäñòâèé, à ëèøü ââîäÿò êîììåíòàðèè "âíåøâûâîä".
(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äëèí îòðåçêîâ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè.

∀ABC(l(AB) = l(AC) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; ïðèåì ïîìå÷àåò ýòó ïîñûëêó
êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Òàêèì îáðàçîì, ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû àíà-
ëèçàòîðà ïîñûëêà áóäåò ïåðåíåñåíà âî âíåøíþþ çàäà÷ó. Ïðåäâàðèòåëü-
íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âî âíåøíåé çàäà÷å ðàâåíñòâî äàííûõ ðàññòîÿíèé íå
óñìàòðèâàåòñÿ. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âî âíåøíåé çàäà÷å îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "îïèñàíà(îêðóæíîñòü(AP ) ôèãóðà(. . . B . . . C . . .))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCa(l(AC) = a & l(AB) = a→ ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè; ïðèåì ïîìå÷àåò ïåðâóþ èç
íèõ êîììåíòàðèåì "âíóòðâûâîä". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà
ïîñûëêà íå âñòðå÷àåòñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å è ÷òî òàì íå óñìàòðèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé AC, AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè áèññåêòðèñå óãëà.
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∀ABCDE(∠(ABC) = ∠(CBD) & ∠(ABE) = ∠(DBE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BD)) → E ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè âûâîäèìàÿ ïîñûëêà íå óñìàòðè-
âàåòñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å, òî îíà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä".
Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîé òî÷êå èç ïàðû C,E, äëÿ êîòîðîé âî âíåøíåé
çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå è ÷åðåç òî÷êó B.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ ÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñîäåðæàùåãî íåèç-
âåñòíóþ.
∀ab(a = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå ñîäåðæàùåé íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, íî ñîäåðæàùåé íåèçâåñòíûå. Ýòà ïîñûëêà ïîìå÷à-
åòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå
âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è.

(d) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî óãîë.

∀ABCa(∠(ABC) = a & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) → ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC è âå-
ëè÷èíà a èçâåñòíû. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ".
Ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ñ ïåðâûì àíòåöåäåíòîì, ïîìå÷àåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñûëêîé âíåøíåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ñìïðîïîðöèè"

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñèëåííîãî âûâîäà ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè.

1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ñìïðîïîðöèè".
Âñå ïðèåìû äàííîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿþòñÿ ê
çàäà÷àì íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ.
∀ABCD(∠(ABC) = ∠(CBD) → ∅)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äîïóñòèìûõ
ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5, ëèìèò òðóäîåìêîñòè - ïî óìîë÷àíèþ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 12. Â íåé ëèìèò òðóäîåìêîñòè ïîäíÿò äî 9000000.
∀ABCa(∠(ABC) = a→ ∅)
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5, ëèìèò òðó-
äîåìêîñòè - 9000000. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6. Â íåé ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü
ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ïîäíÿò äî 6.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) →
∅)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà äðóãèõ - óêàçàòåëåì "óñì".
Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD íå ñîâïàäàþò. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äîïóñòè-
ìûõ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5, ëèìèò òðóäîåìêîñòè îáðàùåíèÿ ê íåìó -
9000000. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".

3. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû.
Äëÿ ðàáîòû ñ ñîîòíîøåíèÿìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñêðîìíîãî çàïàñà ñðåäñòâ
áëîêà àíàëèçàòîðà "îáùàëã" îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî, è ââîäèòñÿ ãðóïïà äî-
ïîëíèòåëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðèåìîâ. Çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ îñîáî îãî-
âàðèâàåìûõ ñëó÷àåâ, âñå ïðèåìû äàííîãî ïîäðàçäåëà èìåþò óêàçàòåëü "âíóòð-
ïðåîáð", îçíà÷àþùèé, ÷òî ïðèåì íå âûâîäèò ñëåäñòâèå, à îñóùåñòâëÿåò òîæäå-
ñòâåííóþ ëèáî ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó.
(a) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê â âûðàæåíèè ñ ðàññòîÿíèÿìè.

∀ABCDapq(a(pl(AB) + ql(CD)) = apl(AB) + aql(CD))

Âûðàæåíèÿ a, p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDapq(a(p+ ql(CD)) = ap+ aql(CD))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABpq((p+ ql(AB))2 = p2 + 2pql(AB) + q2l(AB)2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
(b) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ðàññòîÿíèÿìè.

∀ABab(al(AB) + bl(AB) = (a+ b)l(AB))

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè âûðàæåíèÿìè, íàõîäÿùèìè-
ñÿ â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.
∀ABabcdef (al(AB)/e+ b = cl(AB)/f + d↔ (a/e− c/f)l(AB) = d− b)
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Âûðàæåíèÿ a, c, e, f íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé b, d íå åñòü 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀abcdp(ap+ b = cp+ d↔ (a− c)p+ b = d)

Âûðàæåíèÿ a, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, p - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.
∀ABa(a = l(AB) ↔ l(AB) = a)

Âûðàæåíèå a ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò ñâîèì ñîìíîæè-
òåëåì âûðàæåíèå "ðàññòîÿíèå(. . .)". Ïðè èäåíòèôèêàöèè ðàâåíñòâà ïåðå-
ñòàíîâêà îïåðàíäîâ áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(e) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
∀abcdpq(ab = cd & ¬(b = 0) & ¬(d = 0) → pb = qd↔ aq = cp)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, c, p, q íå ñîäåðæàò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, d - ñîäåðæèò.
Çàìåíÿþùåå ðàâåíñòâî èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 0.

(f) Ñîêðàùåíèå ïðîïîðöèè.
∀ABCDabc(¬(a = 0) → abl(AB) = acl(AD) ↔ bl(AB) = cl(CD))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

(g) Èçâåñòíûé êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ.
∀ABa(l(AB)2 = a↔ l(AB) =

√
a)

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(h) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàñ-

ñòîÿíèé.
∀ABCDmnkpqr(¬(p = 0) & pl(AB)l(CD) + q = r → ml(AB)l(CD) + n = k ↔
np−mq = kp− rm)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ k,m, p, r íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèå q ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî
àòîìà, ïðè÷åì ýòîò àòîì, åñëè îí åñòü, âñòðå÷àåòñÿ â ïðåîáðàçóåìîì ðà-
âåíñòâå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà,
îòëè÷àþùàÿñÿ ëèøü òåì, ÷òî òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöå-
äåíòå.
∀ABCDmnpq(¬(p = 0) & pl(AB)l(CD) + q = 0 ↔ ml(AB)l(CD) + n = 0 ↔
np−mq = 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ m, p è çàìåíÿþùåå ðàâåíñòâî íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 3.

(i) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òðåõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèé.
∀ABCDEFGHmnpqrs(¬(n = 0) & ¬(p = 0) & ml(AB)l(CD) = nl(EF )l(GH)
& pl(AB)l(CD) = q → rl(EF )l(GH) = s↔ qmr = pns)
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Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè-
÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ m,n, p, r íå ñîäåðæàò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå q èìååò íå áîëåå îäíîãî
íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî èìååò ðàçëè÷àþ-
ùèåñÿ îïåðàíäû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(j) Âûâîä ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ.
∀ABabcdef (a+ bl(AB) = c & d+ el(AB) = f → ae− bd− ce+ bf = 0)

Ïðèåì ðåàëèçóåò âûâîä ñëåäñòâèÿ. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ c, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèÿ a, b, d, e
íå èìåþò âõîæäåíèé òåðìà l(AB). Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, ïðè÷åì âñå åãî íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû âñòðå÷àþòñÿ â
íåêîòîðîì ðàâåíñòâå, óæå èìåþùåìñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

(k) Âûðàæåíèå îäíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç äðóãîå èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè.
∀ABCDabcd(¬(a = 0) → al(AB)/b = cl(CD)/d↔ l(AB) = bcl(CD)/ad)

Ïðèåì ðåàëèçóåò ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ. Íå äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå â åäèíèöû êîýô-
ôèöèåíòîâ a, b ëèáî c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Èñêëþ÷åíèå çíàìåíàòåëåé.
∀abcdpq(¬(p = 0) & ¬(q = 0) → ap/(bq) = cp/(dq) ↔ ad = bc)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ b, d
íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Åñëè p, q ñóòü åäèíèöû, òî
b, d îòëè÷íû îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(m) Äåëåíèå äâóõ ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
∀ABCDabcd(al(AB) = bl(CD) & cl(AB) = dl(CD) & ¬(a = 0) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) → ad = bc)

Ïðèåì âûïîëíÿåò âûâîä ñëåäñòâèÿ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b, c, d ñîäåðæèò ñèìâîë "ðàñ-
ñòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(n) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äðó-
ãèõ ðàññòîÿíèé.
∀ABab(l(AB) = a→ l(AB) = a)

Ïðèåì ðåàëèçóåò çàìåíó. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè-
÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â íåì. Êàæäîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ a íå ñî-
äåðæèò ñèìâîëà "óãîë", ïðè÷åì åñëè îíî ñîäåðæèò ñèìâîë "ðàññòîÿíèå",
òî èìååò âèä "pl(DE)/q". Òåðì l(AB) íå âñòðå÷àåòñÿ â a. Â ïîñûëêàõ âèäà
"àêòèâ(. . .)" çàìåíà áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(o) Ïåðåíåñåíèå ðàññòîÿíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü.
∀ABab(l(AB) + a = b↔ l(AB) = b− a)

Ïðèåì ðåàëèçóåò çàìåíó. Òåðì "l(AB)" íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ a, b.
Âûðàæåíèå b íå èìååò çàãîëîâêà "ðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 0.
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(p) Ñòàíäàðòèçàöèÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàññòîÿíèé.
∀ABCDab(al(AB)− bl(CD) = 0 ↔ al(AB) = bl(CD))

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(q) Âûðàæåíèå ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû.
∀ABab(¬(a = 0) → al(AB) = b↔ l(AB) = b/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b èìå-
þò òîëüêî òàêèå íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ñóòü íåèçâåñòíûå âíåø-
íåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABabcd(¬(b = 0) → (a+ bl(AB))/c = d↔ l(AB) = (cd− a)/b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d
íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(r) Îïðåäåëåíèå óãëà ïî åãî êîñèíóñó.
∀ABCabc(¬(a = 0) → a cos(∠(ABC)) + b = c↔ ∠(ABC) = arccos((c− b)/a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(s) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ èçâåñòíîãî óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a→ ∠(ABC) = a)

Ïðèåì âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííóþ çàìåíó. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â íåì. Âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Çàìåíà âíóòðè ïîñûëêè "àêòèâ(. . .)" áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðèåìû âûïîëíÿþò âûâîä ñëåäñòâèé.
4. Îòðåçêè, îòñåêàåìûå áèññåêòðèñîé, ïðîïîðöèîíàëüíû áîêîâûì ñòîðîíàì.

∀ABCD(∠(ABD) = ∠(CBD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) → l(AB)l(CD) = l(AD)l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáîçíà÷åíèÿ
ïðÿìûõ AB è BC ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí äâóõ ïîäîòðåçêîâ.
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∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) → l(AC) = l(AB) + l(BC))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ñóùåñòâóþò ïîñûëêè âèäà
"al(AB) = b", "cl(BC) = d", "pl(AC) = q". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & B ∈ îòðåçîê(AC) → l(AC) = l(AB) + l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ BC è AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 6. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèøü ðàññòîÿíèå BC óæå ðàññìàòðèâàëîñü
â çàäà÷å.

6. Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëèí îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè.

∀ABCDE(àêòèâ(l(BC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) →
l(AB)l(DE) = l(BC)l(AD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è DE ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AD)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(AE)) → l(AB)l(DE) = l(BC)l(AD))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(àêòèâ(l(AE)) & B ∈ îòðåçîê(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) →
l(AD)l(CE) = l(AE)l(BD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàññòîÿíèÿ AD, CE è BD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDE(àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AB)) & B ∈ îòðåçîê(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD),
ïðÿìàÿ(AE)) → l(AB)l(CE) = l(AC)l(BD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1177

7. Ðàâåíñòâî îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè íà ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ.

∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) →
l(AB) = l(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) →
l(BC)2 = l(AB)2 + l(AC)2 − 2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Îïðåäåëåíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïî äëèíàì ñòîðîí.

∀ABCD(àêòèâ(l(BD)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & a = 4l(AB)2l(BC)2 −
(l(AB)2 + l(BC)2 − l(AC)2)2 → l(BD) =

√
a/(4l(AC)2))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ðàäèêàë â âûâîäèìîì ðàâåíñòâå òîæå îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷åé íà óïðîùåíèå. Ðàññòîÿíèÿ AB, BC, AC èçâåñòíû, à ðàññòîÿíèå BD - íåò.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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10. Ïðîâåäåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(ED) & C ∈ îòðåçîê(BD) & al(BC) = bl(CD)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(AD) &
ïðÿìàÿ(CF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðè ïîñëåäíèõ -
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. ×åðåç
òî÷êó C ïîêà íå ïðîâåäåíàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëåëüíàÿ ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò
íîâóþ òî÷êó F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) & A ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(DE)) → F − òî÷êà & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îäíî èç ðàññòîÿíèé BC, AC èçâåñòíî, à äðóãîå - íå èçâåñòíî, íî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â çàäà÷å. ×åðåç òî÷êó D ïîêà íå ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé
BC è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å òî÷êå ñ ïðÿìîé AC. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

11. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó.
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∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(FG) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(FG),
ïðÿìàÿ(CD)) → E ∈ îòðåçîê(FG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå ÷åòûðå - óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îáùèé îñòðûé óãîë.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(AD)l(AB) = l(AC)l(AE))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

13. Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèé äëèí âûñîò íà äëèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí.

∀ABCDE(àêòèâ(l(AE)) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(AE)l(BC) = l(BD)l(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ BC, BD, AC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí êàòåòà, ãèïîòåíóçû è îòðåçêà ãèïîòåíóçû ìåæäó îñíî-
âàíèåì âûñîòû è âåðøèíîé òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) → l(BD)l(BC) = l(AB)2)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà
â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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15. Îòáîð óòâåðæäåíèé.
Äëÿ îòáîðà ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, ïåðåäàâàåìûõ âî âíåøíþþ çà-
äà÷ó, ñëóæàò ïðèåìû, ïîìå÷àþùèå ýòè ïîñûëêè êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä".
Êîíñåêâåíòû òåîðåì ýòèõ ïðèåìîâ ôèêòèâíûå - ðàâíû ëîãè÷åñêîìó ñèìâîëó
"∅".
(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ ÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñîäåðæàùåãî íåèç-

âåñòíóþ.
∀ab(a = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå ñîäåðæàùåé íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Òèï ýòîé ïîñûëêè - "âíåøíåèçâ", ïðè÷åì îíà èìå-
åò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòáèðàåìàÿ ïî-
ñûëêà íå âõîäèò â ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è. Òîãäà îíà ïîìå÷àåòñÿ
êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïðèåì ïðî-
äóáëèðîâàí íà óðîâíå 5, ãäå óæå íå òðåáóþòñÿ íè òèï "âíåøíåèçâ", íè
åäèíñòâåííîñòü âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé.

(b) Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ îòíîøåíèé ñòîðîí òðåóãîëüíèêà äëÿ íàõîæäå-
íèÿ åãî óãëà.

∀ABCamnpx(∠(BAC) = x & l(AB) = am & l(AC) = an & l(BC) = ap→ ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Âûðàæåíèå x èìååò òèï "âíåøíåèçâ"; âûðàæå-
íèÿ m,n, p íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Èäåíòèôèöèðîâàííûå ñî âòîðûì,
òðåòüèì è ÷åòâåðòûì àíòåöåäåíòàìè ïîñûëêè ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì
"âíåøíåèçâ". Óêàçàòåëü "îáðûâ" óòî÷íÿåò, ÷òî íà ýòîì ðàáîòà àíàëèçàòî-
ðà çàâåðøàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ðàññòîÿíèå.
∀ABab(al(AB) = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å, ïðè-
÷åì òåêóùàÿ ïîñûëêà íå âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è.
Îíà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(d) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé.
∀ABCD(l(AB) = l(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ". Ïîñûëêà ïîìå-
÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, âûðàæàþùåãî îäíî ðàññòîÿíèå ÷åðåç äðóãîå.
∀ABCD(l(AB) = al(CD)/b→ ∅)
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåø-
íåé çàäà÷å. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ AB, CD
âñòðå÷àþòñÿ â íåêîòîðîì óðàâíåíèè âíåøíåé çàäà÷è. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ
êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äëÿ èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ.
∀(a = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å. Ýòà ïîñûëêà íå ñîäåðæèò íè íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ,
íè íåèçâåñòíûõ. Íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â
ïîñûëêó. Òîãäà ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "âíåøâûâîä" è "ïà-
ðàìåòð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "îêðóæíîñòè"

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñèëåííîãî âûâîäà ñîîòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ
ñ îêðóæíîñòÿìè.

1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "îêðóæíîñòè".
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿþòñÿ â çà-
äà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûõ ñ ðåæèìîì óñèëèòåëÿ.
Àíàëèçàòîð "îêðóæíîñòè" îêàçàëñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøèì, ÷åì îñòàëüíûå àíà-
ëèçàòîðû. Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðû è ñîñòàâ àíàëèçàòîðîâ îïðåäåëÿëèñü â ïðî-
öåññå îáó÷åíèÿ - íîâûå ïðèåìû çàíîñèëèñü ëèøü ïî ìåðå íàäîáíîñòè.
∀AB(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Åñëè ÷èñëî âûäåëåííûõ íà îêðóæ-
íîñòè òî÷åê ìåíüøå 5, òî ëèìèò òðóäåìêîñòè ðàâåí 11000000. Åñëè ýòî ÷èñëî
ðàâíî 5, òî ëèìèò ðàâåí 14000000. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ îí ðàâåí 60000000. Ìàê-
ñèìàëüíûé óðîâåíü äîïóñòèìûõ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà - 4. Äëÿ áëîêèðîâêè ïî-
âòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ñëóæèò êîììåíòàðèé (àíàëèçàòîð îêðóæíîñòè 3).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà, ñðà-
áàòûâàþùèå íà óðîâíå 9. Ëèìèò òðóäîåìêîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 85000000,
ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà - 6. Âåðñèè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà ëèøü òåì, ÷òî â îäíîì ñëó÷àå àíàëèçàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "óã-
ëû", ïîäêëþ÷àþùèé äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû, à â äðóãîì ñëó÷àå - íå ïåðåäà-
åòñÿ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Îêðóæíîñòè â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ëèìèò òðóäîåìêî-
ñòè ðàâåí 4000000, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äîïóñòèìûõ ïðèåìîâ àíàëèçàòîð -
3. Áëîêèðîâêà ïîâòîðíîãî ñðàáàòûâàíèÿ - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ïðèåì ïðîäóáëèðîâàí íà óðîâíå 7, ïðè÷åì óæå äîïóñ-
êàåòñÿ ðàññìîòðåíèå îêðóæíîñòåé â çàäà÷å. Ëèìèò òðóäîåìêîñòè çäåñü ðàâåí
8000000, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà - 4.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1182

3. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû.
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò óêàçàòåëü "âíóòðïðåîáð" è âûïîëíÿþò
çàìåíó.
(a) Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà.

∀ABab(0 ≤ a→ al(AB)2 = b↔
√
al(AB) =

√
b)

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDab(0 ≤ a & 0 ≤ b→ al(AB)2 = bl(CD)2 ↔

√
al(AB) =

√
bl(CD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(b) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà.

∀abcdex(¬(a = 0) & ax+ b = c→ px+ d = e↔ ad− bp− ae+ cp = 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ïîñûëêîé âíåøíåé çàäà÷è. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé ÷èñ-
ëîâîé àòîì, íå âñòðå÷àþùèéñÿ âíóòðè âûðàæåíèé a, b, c, d, e, p. Êàæäûé
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì ïîñûëêè, èäåíòèôèöèðîâàííîé ñî âòîðûì
àíòåöåäåíòîì, âõîäèò â ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

(c) Ñîêðàùåíèå ñóìì ñèíóñîâ íà íåèçâåñòíûé îáùèé ìíîæèòåëü.
∀abcdx(b− a− c− d = 0 → (sin(a− x) + sin(b+ x))/(sin(c+ x)− sin(d+ x)) =
sin((a+ b)/2)/ sin((c− d)/2))

∀abcdx(a−b+c+d−π = 0 → (sin(a−x)+sin(b+x))/(sin(c+x)+sin(d+x)) =
sin((a+ b)/2)/ cos((c− d)/2))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à x - ñîäåðæèò.

(d) Îïðåäåëåíèå óãëà èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
∀ABCab(¬(a = 0) → a∠(ABC) = b↔ ∠(ABC) = b/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b íå
èìååò çàãîëîâêà "óãîë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a→ ∠(ABC) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â íåì. Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîñûëêè "àêòèâ(. . .)"
è íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ çàìåíÿþùåãî. Íè ïîñûëêà ïðèâÿçêè, íè ïðåîáðàçóå-
ìàÿ ïîñûëêà íå ïîìå÷åíû êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Ïðè èäåíòèôèêà-
öèè ðàâåíñòâà ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íå äîïóñêàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀ABa(óãîëìåæäó(A,B) = a→ óãîëìåæäó(A,B) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(f) Âûðàæåíèå îäíîãî óãëà ÷åðåç äðóãîé èç ïðîñòåéøåãî ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ.
Ïåðå÷èñëÿåìûå íèæå ïðèåìû èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ, ðàâíûé 3.
Ïðåîáðàçîâàííûå ðàâåíñòâà ñíàáæàþòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåí-
ñòâà".
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∀ABCDEFab(a− ∠(ABC) = b− ∠(DEF ) ↔ ∠(ABC) = ∠(DEF ) + a− b)

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
∀ABCDEFa(∠(ABC) + ∠(DEF ) = a↔ ∠(ABC) = a− ∠(DEF ))

Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ ABC è DEF èìåþò òèï "íåèçâ", âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
∀ABCDEFab(∠(ABC)− ∠(DEF ) + a = b↔ ∠(ABC) = ∠(DEF ) + b− a)

Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ ABC, DEF èìåþò òèï "íåèçâ"; âûðàæåíèÿ a, b íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.

(g) Âûðàæåíèå îäíîãî óãëà ÷åðåç äðóãîé óãîë èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ îá-
ùåãî âèäà.
∀ABCDEFab(¬(a = 0) → a∠(ABC) + b = ∠(DEF ) ↔ ∠(ABC) = (∠(DEF )−
b)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì B, íî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó E ëèáî èìåþùàÿ ýòó òî÷êó ñâîèì öåíòðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFab(¬(a = 0) → a∠(ABC)+b = ∠(DEF )+ ↔ ∠(ABC) = (∠(DEF )+
− b)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B, íî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó E ëèáî èìåþùàÿ ýòó òî÷êó ñâîèì
öåíòðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(h) Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà äëÿ óãëà.
∀ABCDEFa(∠(ABC) + a = ∠(DEF ) ↔ ∠(DEF ) = ∠(ABC) + a)

Âûðàæåíèå a íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ðàâåíñòâî èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ áåç ïåðåñòàíîâêè ñâîèõ ÷àñòåé. Ïðåîáðàçîâàííîå ðàâåíñòâî
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà".

(i) Âûðàæåíèå ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû.
∀ABab(¬(a = 0) → al(AB) = b↔ l(AB) = b/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a êîí-
ñòàíòíîå, âûðàæåíèå b èìååò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABa(l(AB)2 = a↔ 0 ≤ a & l(AB) =

√
a)

Âûðàæåíèå a èìååò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(j) Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà äëÿ ðàññòîÿíèÿ.
∀ABa(a = l(AB) ↔ l(AB) = a)

Ïðè èäåíòèôèêàöèè ðàâåíñòâà ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íå äîïóñêàåòñÿ. Âû-
ðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(k) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ.
∀ABab(l(AB) = a→ l(AB) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â íåì. Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ïîñûëêè âèäà
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"àêòèâ(. . .)". Ïðè èäåíòèôèêàöèè ðàâåíñòâà ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íå äîïóñ-
êàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(l) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâåäåíèÿìè ðàññòîÿíèé.
∀ABCDabcpqr(¬(a = 0) & al(AB)l(CD) + b = c → pl(AB)l(CD) + q = r ↔
aq − bp− ar + cp = 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, p íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íè
îäíî èç âûðàæåíèé b, c, q, r íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ ðàññòîÿíèé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû.
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ñãðóïïèðîâàíû ïðîñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû àíàëèçà-
òîðà, íå ðàññìàòðèâàþùèå îêðóæíîñòåé. Îíè ïîíàäîáèëèñü, ÷òîáû äåéñòâèÿ
ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ îêðóæíîñòÿìè, äîâîäèëèñü "äî ëîãè÷åñêîãî çàâåðøåíèÿ"
- íàõîæäåíèÿ öåííûõ ñëåäñòâèé. Êàê ïðàâèëî, òàêèå äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû
èìåþò áîëåå ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå, ÷åì îñíîâíûå ïðèåìû àíà-
ëèçàòîðà.
(a) Óãîë, äîïîëíÿþùèé îñòðûé óãîë äî ïðÿìîãî.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BAC)) →
∠(BCA) = π/2− ∠(BAC))

Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå. Îáà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) &
îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(∠(CAD)) →
∠(BAD) = π/2− ∠(CAD))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îáîçíà÷åíèå ïðÿìîé AD
îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé ïðÿìûõ AB, AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(b) Âåðòèêàëüíûå óãëû.

∀ABCDE(àêòèâ(∠(ABD)) & B ∈ îòðåçîê(AC) & B ∈ îòðåçîê(DE) &
ðàçíûåòî÷êè(B,E) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ∠(ABD) = ∠(EBC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Èäåíòèôèêàöèÿ óãëîâ, îòëè÷àþùèõñÿ âûáîðîì òî÷åê íà ëó÷àõ.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(ABD)) & D ∈ îòðåçîê(BC) →
∠(ABD) = ∠(ABC))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ñìåæíûå óãëû.

∀ABCD(C ∈ îòðåçîê(AB) & àêòèâ(∠(ACD)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
∠(DCB) = π − ∠(ACD))

Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, îäíà èç êîòîðûõ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå
2, à äðóãàÿ - íà óðîâíå 3.

(e) Óñìîòðåíèå òî÷êè ëó÷à.
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∀ABCD(àêòèâ(∠(BAC)) & 0 < π/2− ∠(ABC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) → ¬(A ∈ èíòåðâàë(BD)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì àíòå-
öåäåíòå. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷êè D íà ëó÷å AB. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Îñòðûé óãîë è óãîë, ëó÷è êîòîðîãî ëåæàò íà òåõ æå ïðÿìûõ, ÷òî è ëó÷è
ïåðâîãî óãëà.

∀ABCD(àêòèâ(∠(BAD)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)
& àêòèâ(∠(BAC)) → ∠(BAC) = ìèíóãîë(∠(BAD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BAD èçâåñòåí. Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå òî÷åê A,C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îòðåçêó èç ðàâåíñòâà óãëîâ.

∀ABCDE(∠(DBC) = ∠(ABE) & B ∈ îòðåçîê(AC) &
ðàçíûåñòîðîíû(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(AC)) → B ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè E ïðÿìîé BD. Âûâîäèìîå óòâåð-
æäåíèå ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä", è ðàáîòà àíàëèçàòîðà îá-
ðûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ìèíèìóì âåëè÷èí óãëà è ñìåæíîãî ñ íèì óãëà.
∀a(ìèíóãîë(π − a) = ìèíóãîë(a))
Ïðèåì ðåàëèçóåò çàìåíó è èìååò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0.
∀ABCa(π − ∠(ABC) = ìèíóãîë(a) ↔ ìèíóãîë(∠(ABC)) = ìèíóãîë(a))
Ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Âûðàæåíèå äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðà ÷åðåç ñèíóñ óãëà.
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∀ABCDE(àêòèâ(∠(CBE)) & àêòèâ(l(AD)) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)
& D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(BE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(BE),
ïðÿìàÿ(BC)) → l(AB) = l(AD)/ sin(∠(CBE)))

Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå. Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèå AD è
óãîë CBE èçâåñòíû, ðàññòîÿíèå AB - íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

(j) Óãëû ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè.

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(BAC)) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(D,F )
& E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
ìèíóãîë(∠(BAC)) = ìèíóãîë(∠(EDF )))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEF (àêòèâ(∠(BAC)) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → ìèíóãîë(∠(BAC)) =
óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(DF ), ïðÿìàÿ(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé.

∀BDEF (ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(FD) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(EF )) → ∠(EFD) = ∠(BEF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáîçíà÷å-
íèÿ ïðÿìûõ BE è FD ðàçëè÷íû. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü
ïðÿìûõ EF è BE. Ïðè îáðàùåíèè ê àíàëèçàòîðó áûëà óêàçàíà äîïîë-
íèòåëüíàÿ öåëü "óãëû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà âåðñèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 5. Â íåé íå òðåáóåòñÿ íàëè÷èå öåëè
"óãëû".
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∀BDEF (àêòèâ(∠(BEF )) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(FD) &
îäíàñòîðîíà(B,D, ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) →
∠(EFD) = π − ∠(FEB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé - óêàçàòåëåì "óñì".
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ BE è FD ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & òî÷êàëó÷à(A,D,E) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AE),
ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(ADB) = ∠(AEC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ BD è AE. Âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ çàäà÷à àíàëèçàòîðà èìååò öåëü "óãëû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

(l) Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïî ïàðå ðàâíûõ îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà
äâóõ äðóãèõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & l(AB) = l(CD) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(B,C,
ïðÿìàÿ(AD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) →
ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(m) Óãëû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & l(AB) = l(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
∠(BAC) = π − 2∠(ABC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé - óêàçàòåëåì "óñì".
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãîë ABC
èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & l(AB) = l(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
∠(ABC) = π/2− ∠(BAC)/2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óãîë BAC èçâåñòåí, à óãîë ABC - íåò. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òðå-
óãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(n) Óãëû ìåæäó ïðÿìîé è äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïðÿìûìè.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(EF )) = π/2− óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(EF )))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(EF ))". Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Íåêîòîðàÿ ïîñûëêà ñîäåðæèò âûðàæåíèå
"óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(EF ))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(o) Ïàðàëëåëüíîå ïåðåíåñåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó.

∀ABCDE(C ∈ îòðåçîê(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(BE) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AE)) →
D ∈ îòðåçîê(AE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(p) Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí äâóõ ïîäîòðåçêîâ.

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) →
l(BC) = l(AC)− l(AB))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC è AB èçâåñòíû, ðàññòîÿíèå BC - íå
èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(q) Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
i. Óãîë ìåæäó êàòåòîì ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è åãî ìåäèàíîé,
ïðîâåäåííîé ê ãèïîòåíóçå.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ îòðåçîê(AC) &
l(AD) = l(CD) & àêòèâ(∠(BCA)) → ∠(BCA) = ∠(DBC))
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ.

∀ABCab(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AC) = b→
ab cos(∠(BCA)) = al(BC))
Ïðèåì ðåàëèçóåò çàìåíó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCbc(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & l(AC) = b &
óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) = c→ l(BC) = b sin c)
Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå b
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "óãîë-
ìåæäó". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iii. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2)
×åðòåæ ïðåæíèé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷-
êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â íåì. Ïðÿìàÿ AC è ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

iv. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ èç ïðÿìîãî óãëà.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → l(BD)l(CD) = l(AD)2)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèå AD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(r) Ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè.
i. Óñìîòðåíèå ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî ðàâåíñòâó äâóõ óãëîâ.

∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(EDF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & ∠(ACB) = ∠(DFE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(BC)) → (A,B,C) ∼ (D,E, F ))
∀ABCDEF (∠(BAC) = ∠(EDF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & ∠(ACB) = ∠(DFE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → (A,B,C) ∼ (D,E, F ))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé -
óêàçàòåëÿìè "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", ïÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåóãîëüíèêè íå ñîâ-
ïàäàþò. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ACB, ABC -
ïðÿìîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ∠(ADE) = ∠(ACB)
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) & òî÷êàëó÷à(A,C,E)
& òî÷êàëó÷à(A,D,B) → (A,B,C) ∼ (A,E,D))
Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ ACB,
ADE - ïðÿìîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
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∀ABCDE(∠(CAB) = ∠(DCB) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
(A,B,C) ∼ (C,B,D))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì
"óñì". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB
è CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

ii. Ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )
& ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) →
(A,B,C) ∼ (D,F,E))
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )
& ∠(BAC) = ∠(EDF ) → (A,B,C) ∼ (D,F,E))
Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûå äâà - óêàçàòå-
ëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé BC è EF . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )
& ∠(BAC) = π − ∠(EDF ) → (A,B,C) ∼ (D,F,E))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ äëèí ñòîðîí ïîäîáíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ.
∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → l(BC)l(DF ) = l(AC)l(EF ))
∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → l(AB)l(DF ) = l(AC)l(DE))
∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → l(AB)l(EF ) = l(BC)l(DE))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íå ìåíåå òðåõ èç ðàññòî-
ÿíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñîìíîæèòåëÿìè âûâîäèìîãî ðàâåíñòâà, âûðàæåíû
÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûðåõ ðàñ-
ñòîÿíèé íå èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ïåðâûé ïðèåì
ïðîäóáëèðîâàí íà óðîâíå 5.

(s) Òåîðåìà êîñèíóñîâ.

∀ABCPQ(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(PQ)) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & B ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
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& C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) → l(BC)2 = l(AB)2 + l(AC)2 −
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC è AB, à òàêæå óãîë BAC èçâåñòíû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
l(BC)2 = l(AB)2 + l(AC)2 − 2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë BAC èçâåñòåí; õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AC,
BC è AB âûðàæåíî ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, èìåþùàÿ òàêîé æå
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äâà èç ðàññòîÿíèé AC, AB,
BC áûëè èçâåñòíû, à âûðàæåíèå äëÿ òðåòüåãî èìåëî òèï "íåèçâ".

∀ABC(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &A ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& B ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE) → ∠(BAC) =
arccos((l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)/(2l(AB)l(AC))))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ AC, AB è BC èçâåñòíû, ðàññòîÿíèå
DA è óãîë BAC íå èçâåñòíû. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñî-
áîé ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå DA. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(t) Òåîðåìà ñèíóñîâ.

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(∠(BAC)) →
sin(∠(BAC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ñîâïàäåíèå óãëîâ BAC è ABC,
íè ðàâåíñòâî êàêèõ - ëèáî äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, íè íàëè÷èå ó òðå-
óãîëüíèêà ïðÿìîãî óãëà. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "íåèçâ".
Òî÷êè A,C ëåæàò íà íåêîòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å îêðóæíîñòè.
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Óãëû èäåíòèôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè ëó÷åé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

(u) Óñìîòðåíèå îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû óãëà.
∀ABCa(a < 0 → ∠(ABC) = a↔ ëîæü)
Ïðèåì ðåàëèçóåò çàìåíó è ïðèìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè ó âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è öåëè "êîíòðîëü". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Ñðàçó æå ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàáîòà àíàëèçàòîðà îáðûâà-
åòñÿ.

5. Ââîä â ðàññìîòðåíèå îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
(a) Ââîä â ðàññìîòðåíèå îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ

òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) →
E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AB) & B ∈ îêðóæíîñòü(EA) &
C ∈ îêðóæíîñòü(EA) & D ∈ îêðóæíîñòü(EA) & l(EA) = l(AB)/2 &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(EA)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïðÿìàÿ CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ AC è BD. Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B,C,D. Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê-
æå îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå A ëèáî B, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè C,D.
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó E - öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
A,B,C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ñîïîñòàâëåíèå äâóõ óãëîâ, ïîä êîòîðûìè îäíè è òîò æå îòðåçîê âèäåí èç
äâóõ ðàçíûõ òî÷åê.

∀ACDEFab(∠(CED) = b & ∠(CFD) = a & a+ b = π & ðàçíûåñòîðîíû(E,F,
ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(E ∈ ïðÿìàÿ(CD)) → A−òî÷êà & D ∈ îêðóæíîñòü(AC)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(AC))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ CE
ïðåïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé CF , à ïðÿìàÿ DE - ïðÿìîé DF . Âûðàæåíèå a íå
åñòü π/2. Òî÷êè C,D,E, F íå ëåæàò íà îêðóæíñîòè, óæå ðàññìàòðèâàåìîé
â çàäà÷å. Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó A - öåíòð îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè C,D,E, F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ACDEFab(∠(CED) = a & ∠(CFD) = a & îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(CD))
& (¬(E ∈ ïðÿìàÿ(CD)) ∨ ¬(F ∈ ïðÿìàÿ(CD))) → A− òî÷êà &
D ∈ îêðóæíîñòü(AC) & F ∈ îêðóæíîñòü(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(AC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

6. Ïðèíàäëåæíîñòü îêðóæíîñòè âåðøèí îïèñàííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) →
C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñðàáàòûâàíèÿ àíàëîãè÷íîãî ïðèåìà ñêàíèðîâàíèÿ çàäà-
÷è ñèëüíî îãðàíè÷åíû, òàê êàê âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îí îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íûì
è ìîæåò ñèëüíî çàìåäëÿòü ðåøåíèå.

7. Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îêîëî êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæíîñòü, ïðèíàäëå-
æàò ýòîé îêðóæíîñòè.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDEF ) →
C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

Äîïóññêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà ñ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòüþ.

∀ABCDEFG(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) →
F − òî÷êà & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & G− òî÷êà & G ∈ îêðóæíîñòü(DE) &
¬(F = G) & F ∈ îòðåçîê(AG) & F ∈ îòðåçîê(AD) & D ∈ îòðåçîê(FG) &
D ∈ îòðåçîê(AG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Òî÷êè F,G ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè DE ñ ïðÿìîé AD ïîêà íå
ââåäåíû, è ïðèåì èõ ââîäèò. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðî-
èçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Óñìîòðåíèå äèàìåòðà.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ∠(DCE) = π/2 → A ∈ îòðåçîê(DE))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) → A ∈ îòðåçîê(DE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Õîðäà îêðóæíîñòè.
(a) Ââîä â ðàññìîòðåíèå îáùåé òî÷êè äèàìåòðà è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåìó

õîðäû.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → G− òî÷êà &
G ∈ îòðåçîê(EF ) & G ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïîñëåäíåì èç íèõ. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CD ñ ïðÿìîé
EF ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé äî òî÷êè äèàìåòðà êîíöîâ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåìó
õîðäû.

∀ABCDEF (D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥
ïðÿìàÿ(AD) & àêòèâ(l(CE)) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) → l(CF ) = l(CE) &
∠(CEF ) = ∠(EFC))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C
ïðÿìîé EF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñåðåäèíå õîðäû.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD))
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) → E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥
ïðÿìàÿ(CD) & l(CE) = l(DE) & l(AE) =

√
4l(AC)2 − l(CD)2/2)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé CD. Ðàñ-
ñòîÿíèÿ AC è CD èçâåñòíû. Íà ïðÿìîé CD âûäåëåíà íåêîòîðàÿ òî÷êà P ,
äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ óãîë CPQ, ïðè÷åì òî÷êà Q ëåæèò íà îêðóæ-
íîñòè AB. Ýòîò óãîë èçâåñòåí. Íà îêðóæíîñòè âûäåëåíû íå áîëåå 5 òî÷åê.
Îñíîâàíèå E îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà õîðäó CD ïåðïåíäèêóëÿðà ïîêà
íå ââåäåíî, è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèé äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ ïåðåñåêà-
þùèåñÿ õîðäû.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & àêòèâ(l(EG)) & àêòèâ(l(DG)) →
l(CE)l(DG) = l(DF )l(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Îäíî èç ðàññòîÿíèé CE, DG, DF , EG íå èçâåñòíî, à
îñòàëüíûå - èçâåñòíû. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå íå èìååò
öåëè "óãëû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) → l(CE)l(DG) = l(DF )l(EG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå DG óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Âûâîäè-
ìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íå èìååò
öåëè "óãëû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Óãîë ìåæäó õîðäîé è ðàäèóñîì.
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∀ABCD(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) →
∠(DCA) = arccos(l(CD)/(2l(AC))))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CD è AC èçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

(f) Ïðîäîëæåíèå õîðäû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îòðåçîê(EF ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) →
G− òî÷êà & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ¬(C = G) & D ∈ îòðåçîê(CG))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé
CD, ëèáî â îñíîâíîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ CDE,
DCF . Òî÷êà G ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CD ñ îêðóæíîñòüþ AB ïîêà íå ââå-
äåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ââîä â ðàññìîòðåíèå äëèíû õîðäû, ïîäåëåííîé ïîïîëàì.

∀ABCDEa(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îòðåçîê(CD) & l(CE) = l(DE) & l(CE) = a→ l(CD) = 2a)
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Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "l(DE)". Ðàññòîÿíèå CD
ïîêà â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ õîðä.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) &
ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) →
D ∈ îòðåçîê(CG) ∨ G ∈ îòðåçîê(CD) ∨ C ∈ îòðåçîê(DG))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé è øåñòîé - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî-
÷åê C,D è G. Óêàçàòåëü "Ïîäñëó÷àè" îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì íå âûâîäèò
ñëåäñòâèå, à ðåàëèçóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ â ïàêåòíîì àíàëèçàòîðå. Ýòî îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ âñòàâëÿåìûì êîìïèëÿòîðîì â ïðîãðàììó ïðèåìà îïåðàòîðîì
"Ïîäñëó÷àè". Äëÿ êàæäîãî ïîäñëó÷àÿ âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê òåêóùåìó
àíàëèçàòîðó, ïðè÷åì ââîäèòñÿ ñâîÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Îñòàòî÷íûé
ëèìèò òðóäîåìêîñòè äåëèòñÿ ïîðîâíó ìåæäó âñåìè ïîäñëó÷àÿìè. Ýëåìåí-
òû ïåðåñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ñëåäñòâèé, êîòîðîå áåðåòñÿ ïî
âñåì ïîäñëó÷àÿì, ðåãèñòðèðóþòñÿ â "èñõîäíîé" âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å è
ñíàáæàþòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(i) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ õîðä.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ òðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) →
G ∈ îòðåçîê(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(j) Ðàâåíñòâî äëèí õîðä, ñîåäèíÿþùèõ êîíöû ïàðàëëåëüíûõ õîðä.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ‖
ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) →
l(CE) = l(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìûå CE è DF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ õîðäû è ðàññòîÿíèå îò èõ îáùåãî êîíöà äî
öåíòðà îêðóæíîñòè.

∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD) →
l(CE)l(ED) = l(AB)2 − l(AE)2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèÿ CE, DE è AE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AE è CD. Âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ çàäà÷à íå èìååò öåëè "óãëû".

(l) Ïðÿìîé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà ðàäèóñ.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) →
E − òî÷êà & F − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(CE) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
l(CD) = l(DE) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
D ∈ îòðåçîê(AF ))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà âî âòîðîì. Ïðèåì ââîäèò ðàíåå íå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ òî÷êè E è F .
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(m) Ïðîäîëæåíèå ôðàãìåíòà õîðäû, ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ ðàäèóñîì.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îòðåçîê(AE) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) → F − òî÷êà &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îòðåçîê(CF ) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Îòëè÷íàÿ îò òî÷êè C îáùàÿ òî÷êà F ïðÿìîé CD è
îêðóæíîñòè AB ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Çàìåòèì, ÷òî äîïóñ-
êàåòñÿ ñëó÷àé âûðîæäåííîé õîðäû, êîãäà òî÷êè C,F ñîâïàäàþò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(n) Îòðåçêè, ïðîâåäåííûå ê îêðóæíîñòè ïîä ðàâíûìè óãëàìè èç ñåðåäèíû
õîðäû.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îòðåçîê(CD) & l(CE) = l(DE) & ∠(CEF ) = ∠(DEG) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îäíàñòîðîíà(F,G,
ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) → l(EF ) = l(EG))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(o) Ïðîäîëæåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ðàäèóñó äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ.
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∀ABCDEG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) &
¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AC)) → G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
G− òî÷êà & ¬(D = G) & l(CD) = l(CG))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðîòèâîïîëîæíûé êîíåö G õîðäû DG ïîêà
íå ââåäåí, è ïðèåì åãî ââîäèò. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà, çäåñü óæå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ðàçëè÷èå òî÷åê D,G. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Âïèñàííûå óãëû.
(a) Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îáùóþ õîðäó.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îäíàñòîðîíà(E,F,
ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) → ∠(CFD) = ∠(CED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìûå CE, DE, CF , DF . Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 4. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàññìàòðèâàëèñü ïðÿìûå CE, DE,
CF è óãîë CED. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëèáî îäíà èç õîðä CF , DF
ïðîõîäèëà ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè, ëèáî â ïîñûëêàõ èìåëîñü ðàâåíñòâî
âèäà "∠(PFQ) = . . .".
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& P ∈ îòðåçîê(CG) & P ∈ îòðåçîê(DE) & Q ∈ îòðåçîê(CF ) &
Q ∈ îòðåçîê(EG) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,G) &
ðàçíûåòî÷êè(E,G) & ðàçíûåòî÷êè(D,G) → ∠(CFD) = ∠(CED))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå âîñåìü -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìûå CE, DE, CF , DF óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD))
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CF )) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F, ïðÿìàÿ(CE)) &
ðàçíûåòî÷êè(C,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & ðàçíûåòî÷êè(E,F ) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ∠(CDE) = π − ∠(CFE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå âîñåìü -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå øåñòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ íè ïðåïåíäèêóëÿð-
íîñòü ïðÿìûõ CD è DE, íè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ CF è EF . ×èñ-
ëî âûäåëåííûõ íà îêðóæíîñòè òî÷åê íå áîëåå 5. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 3.

(b) Ñëîæåíèå äâóõ ïðèìûêàþùèõ âïèñàííûõ óãëîâ.
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∀ABCDEFpqr(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F,
ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(∠(ECF )) & ∠(DCE) = p &
∠(ECF ) = q & r = p+ q → ∠(DCF ) = r)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå r íå
ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.
∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F,
ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(∠(ECF )) & àêòèâ(∠(DCF )) →
∠(DCE) + ∠(ECF ) = ∠(DCF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCDEFp(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F,
ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(∠(DCE)) & àêòèâ(∠(ECF )) &
âû÷èñëåíèåóãëà(∠(DCF ), p) → ∠(DCE) + ∠(ECF ) = ∠(DCF ) & p)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèí-
òåçàòîðîì, îïðåäåëÿþùèì êîíúþíêöèþ p ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ âû-
÷èñëèòü óãîë DCF . Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ DCE è ECF èìåþò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Ñëîæåíèå äâóõ âïèñàííûõ óãëîâ.

∀ABCDEFG(àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& & àêòèâ(∠(CED)) & àêòèâ(∠(FGD)) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåñòîðîíû(F,E, ïðÿìàÿ(CD)) & îäíàñòîðîíà(G,E, ïðÿìàÿ(CD)) &
ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) →
∠(CED) = ∠(FGD) + ∠(CEF ))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòü ïîñëåäíèõ - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìàÿ EF ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, à
ïðÿìàÿ CF - ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Ñâÿçü ìåæäó ðàäèóñîì, âïèñàííûì óãëîì è äëèíîé õîðäû.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) & àêòèâ(∠(CED)) →
l(CD) = 2 sin(∠(CED))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Äâà èç çíà÷åíèé l(CD), ∠(CED), l(AB) èçâåñòíû, à
òðåòüå - íå èçâåñòíî, íî óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðñáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Â íåé
òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû âûðàæåíèå l(AB) èìåëî òèï "íåèçâ".
∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CED)) → l(CD) = 2 sin(∠(CED))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óãîë CED è ðàññòîÿíèå AE èçâåñòíû, ïðè÷åì âûâî-
äèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.
∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(l(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(C,E) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → l(CD) = 2 sin(∠(CED))l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìûå CE è DE óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà-
÷å. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Ñóììà âïèñàííûõ óãëîâ, ñâÿçàííûõ ñ äâóìÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè õîðäàìè.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥
ïðÿìàÿ(EF ) & ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(E,F )
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) →
∠(DCF ) + ∠(CFE) = π/2)
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Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿòîì èç íèõ. Àíòåöå-
äåíòû ñ øåñòîãî ïî äåâÿòûé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Ðàññòîÿíèå DF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(f) Ðàâåíñòâî äëèí õîðä, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ ðàâíûå âïèñàííûå óãëû.

∀ABCDEFPQ(∠(BAC) = ∠(EDF ) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ)
& E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & F ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(PQ)) → l(BC) = l(EF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFPQ(∠(BAC) = ∠(EDF ) & A ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
B ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & C ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & D ∈ îêðóæíîñòü(PQ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & F ∈ îêðóæíîñòü(PQ) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) &
àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(EDF )) → l(BC) = l(EF ))

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Âïèñàííûé óãîë è óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè, îäèí èç êîòîðûõ ïðîâåäåí ê
êîíöó õîðäû, à äðóãîé ïåðïåíäèêóëÿðåí åé.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & ðàçíûåòî÷êè(D,F ) &
ðàçíûåòî÷êè(A,E) → ìèíóãîë(∠(CDF )) = ∠(CAE))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìûå CF è DF óæå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé CD.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(h) Óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè è âïèñàííûå óãëû.

∀ABCDEFG(G ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & àêòèâ(∠(DGF )) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) →
∠(DGF ) = ∠(DCF ) + ∠(CFE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå øåñòü -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìûå CD è EF óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å, ïðè÷åì èõ îáîçíà÷åíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.
∀ABCDEFG(G ∈ îòðåçîê(CD) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → ∠(DGF ) = ∠(DCF ) +
∠(CFE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ïÿòü - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óñëîâèÿ íà ïðÿìûå CD è EF - òå æå, ÷òî è âûøå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(i) Óãîë ìåæäó äâóìÿ ñåêóùèìè è âïèñàííûå óãëû.

∀ABCDEFG(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îòðåçîê(CE) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CG) → ∠(ECG) = ∠(EDG)− ∠(DEF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé è âîñüìîé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ CE è CF ðàçëè÷íû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Âïèñàííûé è öåíòðàëüíûé óãëû.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(∠(CED)) →
2∠(CED) = ∠(CAD))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, øåñòîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèáî óãîë CAD, ëèáî êàñà-
òåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) &
ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(∠(CED)) →
2π − 2∠(CED) = ∠(CAD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(k) Âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDE(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(CE)) →
ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Äâà öåíòðàëüíûõ óãëà, ïðèìûêàþùèõ ê äèàìåòðó.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAE)) &
àêòèâ(∠(DAF )) & îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåñòîðîíû(C,F,
ïðÿìàÿ(AE)) → ∠(EAF ) = π − ∠(CAE)− ∠(DAF ))

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAE)) &
àêòèâ(∠(DAF )) & îäíàñòîðîíà(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåñòîðîíû(D,E,
ïðÿìàÿ(AF )) → ∠(EAF ) = π − ∠(CAE)− ∠(DAF ))

Â ïåðâîì ïðèåìå øåñòîé, à âî âòîðîì - ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 4.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A ∈ îòðåçîê(CD)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(∠(CAE)) &
àêòèâ(∠(DAF )) & ðàçíûåñòîðîíû(E,F, ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåñòîðîíû(D,F,
ïðÿìàÿ(AE)) → ∠(EAF ) = π + ∠(CAE)− ∠(DAF ))
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Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

13. Êàñàòåëüíûå.
(a) Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé, ïðîâåäåííîé â òî÷êó êàñàíèÿ.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) →
∠(BCD) = ∠(BDE))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðÿìàÿ CD óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(BD)) & ðàçíûåòî÷êè(B,D) →
∠(BCD) = π − ∠(BDE))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(BD)) &
àêòèâ(∠(BCD)) & àêòèâ(∠(BDE)) & ∠(BCD) = ∠(BDE) &
ðàçíûåòî÷êè(B,D) → ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))

Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ÷åòâåðòûé è âîñüìîé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ DE è AD íå
óñìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(b) Äâå ðàçëè÷íûå êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
C ∈ îêðóæíîñòü(BE) & D ∈ îêðóæíîñòü(BE) → l(AC) = l(AD))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(c) Ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ ñåêóùåé è êâàäðàò äëèíû îòðåçêà êàñàòåëü-
íîé.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) &
D ∈ ïðÿìàÿ(CE) → l(BC)2 = l(CE)l(CD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé ê òî÷êå êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åò
ïîðÿäêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Óãîë ìåæäó äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè èç îäíîé òî÷êè, è öåí-
òðàëüíûé óãîë.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
àêòèâ(∠(DAE)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ∠(DAE) = π − ∠(DCE))
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Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå ÷åòûðå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Áèññåêòðèñà óãëà ìåæäó äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè èç îáùåé
òî÷êè.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) & àêòèâ(∠(DCE)) → ∠(DCA) = ∠(DCE)/2 &
∠(ECA) = ∠(DCE)/2)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå ÷åòûðå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè êàñàíèÿ äâóõ
êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(DE)) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) → ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → F − òî÷êà &
F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(DF ) = l(DE) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Òî÷êà êàñàíèÿ F ïîêà íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèíû âïèñàííîãî óãëà è òî÷êè êà-
ñàòåëüíîé îòíîñèòåëüíî õîðäû.

∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AF ) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) →
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(BD)) ∨ îäíàñòîðîíà(C,E, ïðÿìàÿ(BD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïîñëåäíåì èç íèõ. Ïðÿìûå CD, BD è BC óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â
çàäà÷å. ×åðåç òî÷êó E ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ ïðÿìîé DE.
Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ðàâåíñòâî óãëîâ EBD è BCD, íè ðàâåíñòâî èõ ñóì-
ìû ïè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê C,E òíîñèòåëüíî
ïðÿìîé BD. Óêàçàòåëü "Ïîäñëó÷àè" óòî÷íÿåò, ÷òî ïðèåì íå âûâîäèò ñëåä-
ñòâèå, à îáðàùàåòñÿ ê ðàçáîðó ñëó÷àåâ â ïàêåòíîì àíàëèçàòîðå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(j) Ðàñïîëîæåíèå òî÷êè îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî õîðäû, ñîåäèíÿþùåé êîí-
öû äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ êàñàòåëüíûõ.

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(EF )) &
ðàçíûåòî÷êè(D,E) → îäíàñòîðîíà(C,F, ïðÿìàÿ(DE)))

Øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) &
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F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(DF )) &
ðàçíûåñòîðîíû(C,D, ïðÿìàÿ(EF )) & ðàçíûåòî÷êè(D,E) →
ðàçíûåñòîðîíû(C,E, ïðÿìàÿ(DF )))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ ïîñûëêîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñåäüìîé àí-
òåöåäåíò.

14. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ñÿçàííîìó ñ îêðóæíîñòüþ îòðåçêó.
(a) Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé â òðå-

óãîëüíèê îêðóæíîñòè, ñ áèññåêòðèñîé äðóãîãî óãëà òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDEFGH(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
H ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
ïðÿìàÿ(AF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CF ) & G ∈ îòðåçîê(EF ) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
A ∈ îòðåçîê(DH) & G ∈ ïðÿìàÿ(DH) → G ∈ îòðåçîê(AH))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Äâå ñåêóùèå, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEFG(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& G ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) & òî÷êàëó÷à(E,G,D) →
G ∈ îòðåçîê(DE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñåäüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïðîåêöèÿ òî÷êè îêðóæíîñòè íà õîðäó.
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∀ABCDEF (C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& ðàçíûåòî÷êè(C,D) & ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) →
F ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæå-
íèå òî÷åê C,D, F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïðîåêöèÿ òî÷êè îêðóæíîñòè íà êàñàòåëüíóþ.

∀ABCDEFG(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(FG) ⊥ ïðÿìàÿ(CE) & G ∈ ïðÿìàÿ(CE)
& ðàçíûåòî÷êè(D,E) & ðàçíûåñòîðîíû(A,F, ïðÿìàÿ(DE)) →
G ∈ îòðåçîê(CE))

Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Öåíòð îäíîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà äðóãîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEFGH(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(CH) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CH)
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& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CH) & D ∈ îòðåçîê(EF ) &
ðàçíûåòî÷êè(D,G) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → ðàçíûåñòîðîíû(E,C,
ïðÿìàÿ(DG)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå âîñåìü - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Äåâÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFGPQ(A ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(CD)
& E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & C ∈ îòðåçîê(AE) & P ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) & P ∈ ïðÿìàÿ(QE) & ðàçíûåòî÷êè(F,G) &
ðàçíûåòî÷êè(P,Q) → ðàçíûåñòîðîíû(F,G, ïðÿìàÿ(QE)) &
¬(F ∈ ïðÿìàÿ(QE)) & ¬(G ∈ ïðÿìàÿ(QE)))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñåêóùèõ.

∀ABCDEFGHIJ(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(CDE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(CE) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & I ∈ îêðóæíîñòü(AB) & J ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& I ∈ îòðåçîê(DJ) & H ∈ ïðÿìàÿ(FG) & H ∈ ïðÿìàÿ(DJ) &
ðàçíûåòî÷êè(I, J) & I ∈ îòðåçîê(HJ) → F ∈ îòðåçîê(GH))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îäèííàäöàòûé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDEFGHIJ(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(CDE) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(CE) &
G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & I ∈ îêðóæíîñòü(AB) & J ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& I ∈ îòðåçîê(DJ) & H ∈ ïðÿìàÿ(FG) & H ∈ ïðÿìàÿ(DJ) &
ðàçíûåòî÷êè(I, J) & J ∈ îòðåçîê(HI) → G ∈ îòðåçîê(FH))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
17. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îäíîé îêðóæíîñòè äðóãîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEPQ(P ∈ îêðóæíîñòü(AB) & P ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
Q ∈ îêðóæíîñòü(AB) & Q ∈ îêðóæíîñòü(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
ðàçíûåòî÷êè(P,Q) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(P,E) &
ðàçíûåòî÷êè(Q,E) → ¬(E ∈ îêðóæíîñòü(AB)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå ÷åòûðå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. ×åòûðåõóãîëüíèê ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïðÿìûìè óãëàìè - âïèñàííûé.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → ∠(ABD) = ∠(ACD))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ïðÿìàÿ AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íå ââåäåíà îêðóæíîñòü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B,C,D. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé
AB è AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

19. Îòáîð óòâåðæäåíèé.
(a) Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äâóõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ

ðàññòîÿíèé.
∀ABCDmn(ml(AB) = nl(CD) & al(AB)2 + bl(CD)2 + cl(AB)l(CD) = d→ ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, b,
c, d, m, n íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ñî
âòîðûì àíòåöåäåíòîì, ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîé ñóììû äâóõ âïèñàííûõ óãëîâ.

∀ABCDEFGHa(C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
H ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ∠(DCE) + ∠(GFH) = a & àêòèâ(l(GH)) → ∅)
Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ðàñ-
ñòîÿíèå GH èçâåñòíî. Ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðîâàíííàÿ ñ ïðåäïîñëåäíèì
àíòåöåäåíòîì, ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Èñïîëüçîâàíèå ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, ïëîùàäè êîòîðûõ ðàíåå âûäåëåíû.
∀ABCDEF (àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & àêòèâ(S(ôèãóðà(DEF ))) &
(A,B,C) ∼ (D,E, F ) → ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðî-
âàííàÿ ñ ïîñëåäíèì àíòåöåäåíòîì, ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâû-
âîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Èñïîëüçîâàíèå ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ òðè èç ÷åòûðåõ ñîîòâåò-
ñòâåííûõ ñòîðîí èçâåñòíû.
∀ABCDEF ((A,B,C) ∼ (D,E, F ) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òðåóãîëüíèêè ABC è DEF
èìåþò äâå ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí, äëèíû òðåõ èç êîòîðûõ èçâåñòíû,
à äëèíà ÷åòâåðòîé - íå èçâåñòíà. Ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(e) Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ ñòîðîíû è óãëà òðåóãîëüíèêà, ïëîùàäü êîòîðîãî
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.
∀ABCa(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & l(AB) = a→ ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âòîðàÿ èç íèõ íå
âõîäèò â ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ, âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ".
Âòîðàÿ ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDE(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & ∠(DAE) = a & òî÷êàëó÷à(A,D,B) &
òî÷êàëó÷à(A,E,C) → ∅)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âòîðàÿ
èç íèõ íå âõîäèò â ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöå-
äåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ,
âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC èìååò òèï "íåèçâ". Âòîðàÿ
ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(f) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé, óïîìèíàåìûõ â çàäà÷å.
∀ABCD(l(AB) = l(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â ñïèñêå ïî-
ñûëîê âíåøíåé çàäà÷è. Ïðè ýòîì îáà ðàññòîÿíèÿ AB, CD âî âíåøíåé çà-
äà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ, óïîìèíàåìîãî âî âíåøíåé çàäà÷å.
∀ABab(al(AB) = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â ñïèñêå ïî-
ñûëîê âíåøíåé çàäà÷è. Êàæäîå èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò òîëüêî ÷èñ-
ëåííûå ïàðàìåòðû. Âî âíåøíåé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî ðàññòîÿíèå
AB, ëèáî ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà, èìåþùåãî òî÷êè A è B ñâîèìè âåð-
øèíàìè. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABabc(al(AB) + b = c→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèÿ b è c èìåþò
òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Âî âíåøíåé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî
ðàññòîÿíèå AB, ëèáî ïàðà ðàññòîÿíèé AC, CB, ãäå òî÷êà C ëåæèò íà ïðÿ-
ìîé AB. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïðÿìîé.
∀ABC(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåø-
íåé çàäà÷å. Ïðè ýòîì òî÷êè A,B,C âî âíåøíåé çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(i) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ ÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñîäåðæàùåãî íåèç-
âåñòíóþ.
∀ab(a = b→ ∅)
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å. Ýòà ïîñûëêà íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè-
÷åì îòíîñèòåëüíî âíåøíåé çàäà÷è èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Îíà ïîìå÷àåòñÿ
êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(j) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äëÿ óãëà òðåóãîëüíèêà ïðè ðàññìîòðåíèè åãî
ïëîùàäè.
∀ABCa(àêòèâ(S(ôèãóðà(ABC))) & ìèíóãîë(∠(ABC)) = a→ ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âòîðàÿ èç íèõ íå
âñòðå÷àåòñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å. Âûðàæåíèå a èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Âòî-
ðàÿ ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

(k) Ðàâåíñòâî äëèí õîðä.

∀ABCDEF (l(CD) = l(EF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) → ∅)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî
âíåøíåé çàäà÷å. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàñ-
ñòîÿíèÿ AB è CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å. Ïîñûëêà ïî-
ìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ äâóõ ðàññòîÿíèé.
∀ABCDab(al(AB) = bl(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âî âíåøíåé çàäà÷å îò-
ñóòñòâóåò ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàññòîÿíèé AB è CD.
Òî÷êè A,B,C,D âî âíåøíåé çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ. Âûðàæåíèÿ a, b íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(m) Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âî âíåøíåé çàäà÷å ïåðïåíäè-
êóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB è CD íå óñìàòðèâàåòñÿ, íî òî÷êè A,B,C,D ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(n) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äâóõ óãëîâ.
∀ABCDa(∠(ABC) = a & ∠(ABD) = a→ ∠(ABC) = ∠(ABD))

Ýòîò ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ òåì, ÷òî êîììåíòàðèåì "âíåøâû-
âîä" ïîìå÷àåòñÿ íå ñòàðàÿ, à íîâàÿ ïîñûëêà. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îòñóòñòâóþùèìè âî âíåøíåé çàäà÷å. Ïåðâàÿ ïîñûëêà
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íå ïîìå÷åíà êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòü òî÷êè D ïðÿìîé BC. Òî÷êè A,B,C,D ðàññìàòðèâàþòñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å, ïðè÷åì òàì æå ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(o) Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âî âíåøíåé çàäà÷å ïàðàëëåëü-
íîñòü ïðÿìûõ AB è CD íå óñìàòðèâàåòñÿ, íî òî÷êè A,B,C,D óæå ââåäå-
íû. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ñèíóñû"

Àíàëèçàòîð îñíîâàí íà óñèëåííîì èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû ñèíóñîâ.
1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ñèíóñû".
∀ABCa(àêòèâ(∠(ABC)) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå çàäà÷è, ñîäåðæàùåå âûðàæåíèå
"∠(ABC)". Õîòÿ áû îäíî èç ðàññòîÿíèé AB è AC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çà-
äà÷å. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5, ëèìèò òðóäîåìêî-
ñòè - 11000000. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíû òàêæå âåðñèè äàííîãî
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíÿõ 7, 9, 11. Èõ ëèìèòû òðóäîåìêîñòè ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, 23000000, 30000000 è 30000000. Ìàêñèìàëüíûå óðîâíè ïðåìîâ
àíàëèçàòîðà âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàâíû 5.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".

3. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû.
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò óêàçàòåëü "âíóòðïðåîáð" è âûïîëíÿþò
çàìåíó.
(a) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀abcdpq(ab = cd & ¬(b = 0) & ¬(c = 0) → pb = qd↔ aq = cp)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ â òåêóùåé ïîñûëêå íåêîòîðîãî óãëà A,
âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîãî èìååò òèï "íåèçâ". Ýòà æå ïîñûëêà èìååò õî-
òû áû îäèí ñîäåðæàùèé íåèçâåñòíûå ÷èñëîâîé àòîì, îòëè÷íûé îò A. Çà-
ìåíÿþùåå ðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò A íåèçâåñòíûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî
ïðèåìà, èìåþùàÿ òîò æå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
çàìåíÿþùåå ðàâåíñòâî èìåëî òèï "âíåøíåèçâ", à çàìåíÿåìîå - ñîäåðæàëî
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì.
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(b) Ñîêðàùåíèå íà ñèíóñ â ðàâåíñòâå ñ ñèíóñîì äâîéíîãî óãëà.
∀abc(¬(sin a = 0) → b sin a = c sin(2a) ↔ b = 2c cos a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Èñêëþ÷åíèå çíàìåíàòåëÿ â ðàâåíñòâå äðîáè.
∀abc(¬(b = 0) → a/b = c↔ a = bc)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèå c íå èìååò çàãîëîâêà "óãîë" ëèáî "ðàñ-
ñòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(d) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abcAB((a+ bl(AB))c = ac+ bcl(AB))

Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêî-
áîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ãðóïïèðîâêà âûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â ïðàâîé ÷àñòè.
∀abc(a+ b = c↔ a = c− b)

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè,
íå èìåþùèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì ýòà ñóììà îòëè÷-
íà îò 0. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà a ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, à
âûðàæåíèå c òàêèõ àòîìîâ íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Óñìîòðåíèå äâóõ ðàâåíñòâ íóëþ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcdpqrsx(c = d & a− b = p sin(∠(ABC)) + q cos(∠(ABC)) &
c− d = r sin(∠(ABC)) + s cos(∠(ABC)) → a = b↔ ps− qr = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)"
îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ â òåêóùåé ïîñûëêå âûðàæå-
íèÿ "∠(ABC)", ðàñïîëîæåííîãî âíóòðè ñóììû - îïåðàíäà ñèíóñà ëèáî êî-
ñèíóñà. Òåêóùàÿ ïîñûëêà íå èìååò äðóãèõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. Ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ñ ïåðâûì àíòåöåäåíòîì, òîæå èìååò
åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì "∠(ABC)", ïðè÷åì íåêî-
òîðîå åãî âõîæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä ñèíóñîì ëèáî êîñèíóñîì. Äâà ïî-
ñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå
÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ ñíà÷àëà íîðìàëèçàòîðîì "èçâëå÷òðèã", èñêëþ÷àþ-
ùèì ñóììû ïîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, à çàòåì íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Êîýôôèöèåíòû p, q, r, s îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè ïîäîáíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Ýòè êîýô-
ôèöèåíòû íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, è õîòÿ áû îäèí
èç íèõ - íå èçâåñòíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(g) Îïðåäåëåíèå ñèíóñà óãëà èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ.
∀ABCab(¬(a = 0) → a sin(∠(ABC)) = b↔ sin(∠(ABC)) = b/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b èìå-
þò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(h) Îïðåäåëåíèå îñòðîãî óãëà ïî åãî ñèíóñó.
∀ABC(0 ≤ π/2− ∠(ABC) & ¬(a = 0) → a sin(∠(ABC)) = b↔
∠(ABC) = arcsin(b/a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a
è b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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(i) Îïðåäåëåíèå óãëà ïî êîñèíóñó.
∀ABC(0 ≤ π − c & 0 ≤ c & ¬(a = 0) → a cos c = b↔ c = arccos(b/a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò ñèìâîë "óãîë". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(j) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a→ ∠(ABC) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì íå äîïóñêàåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä
ñèìâîëîì "àêòèâ". Âûðàæåíèå a íå èìååò âõîæäåíèé òåðìà "∠(ABC)".
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà; ó îäíîé èç íèõ òî÷êà ïðèâÿçêà ðàñïîëîæåíà
â àíòåöåäåíòå, ó äðóãîé - â çàìåíÿåìîì âûðàæåíèè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1.

(k) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ.
∀ABab(l(AB) = a→ l(AB) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îòñóòñòâóþùåé âî âíåøíåé çà-
äà÷å, è òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â íåì. Ëèáî âûðàæåíèå a èìååò òîëüêî
÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ëèáî îíî èìååò âèä pl(CD)/q, ãäå q èçâåñòíî, à p ñî-
äåðæèò òîëüêî ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëî-
æåíî ïîä ñèìâîëàìè "àêòèâ" ëèáî "ñòåïåíü". Êðîìå òîãî, îíî íå ðàñïîëî-
æåíî âíóòðè ðàâåíñòâà âèäà "pl(AB)/q = r", ãäå p, q, r èçâåñòíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 4. Â íåé îòáðîøåíû îãðàíè÷åíèÿ íà a è íà ðàñïîëîæåíèå çàìå-
íÿåìîãî âûðàæåíèÿ âíóòðè ðàâåíñòâà óêàçàííîãî âèäà.

(l) Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà äëÿ óãëîâ.
∀ABCa(a = ∠(ABC) ↔ ∠(ABC) = a)

Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè áëîêèðóåòñÿ. Âûðà-
æåíèå a íå èìååò çàãîëîâêà "óãîë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(m) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ ñèíóñà óãëà.
∀ABCa(sin(∠(ABC)) = a→ p sin(∠(ABC)) = q ↔ ap = q)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò òîëüêî
÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ïðèåì ïðîäóáëè-
ðîâàí íà óðîâíå 5, ãäå îãðàíè÷åíèå íà a îòáðîøåíî.

(n) Ñòàíäàðòèçàöèÿ íåðàâåíñòâà ñ ïè.
∀a(a+ π < π/2 ↔ a+ π/2 < 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû.

(a) Ðàññìîòðåíèå ñìåæíîãî óãëà.
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∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(∠(ABD)) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
∠(CBD) = π − ∠(ABD))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AD) & àêòèâ(∠(CBD)) & àêòèâ(∠(BAC)) &
àêòèâ(∠(ACB)) → ∠(ACB) = ∠(CBD)− ∠(BAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Îñòðûé óãîë ìåæäó âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà ðàâåí îñòðîìó óãëó òðåóãîëü-
íèêà.

∀ABCDEF (àêòèâ(∠(ABC)) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥
ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(CE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(BC)) & 0 < π/2− ∠(ABC) → ∠(ABC) = ∠(EFA))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Óãëû ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(∠(ABC)) →
∠(ADE) = ∠(ABC))
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Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Óãîë ABC èçâåñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

(e) Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) & l(AB) = l(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
∠(ACB) = ∠(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(l(AB) = l(AC) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ∠(ACB) = ∠(ABC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðÿìàÿ BC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å.
Íà ïðÿìîé BC âûäåëåíà òàêàÿ òî÷êà D, îòëè÷íàÿ îò òî÷åê B,C è íå
ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâàíèåì âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç A, ÷òî óãîë ADB óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè ïðè îñíîâàíèè è ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííî-
ãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(l(AB) = l(BC) & àêòèâ(∠(ABC)) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) →
∠(BAC) = π/2− ∠(ABC)/2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçàòåëåì "óñì",
òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãîë ABC èçâåñòåí.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Äîïîëíåíèå îñòðîãî óãëà äî ïðÿìîãî.
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∀ABCDa(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ∠(ABD) = a &
îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) →
∠(CBD) = π/2− a)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, óãîë CBD íå èçâå-
ñòåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Îòðåçêè ðàâíîé äëèíû, ïðîâåäåííûå ê ñòîðîíàì óãëà èç òî÷êè íà áèññåê-
òðèñå.

∀ABCDEF (∠(CAD) = ∠(BAD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC))
& E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(DE) = l(DF ) &
¬(l(AE)− l(AF ) = 0) → ∠(AEF ) = ∠(ADF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è øåñòîé - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðÿìàÿ EF óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(i) Ââîä â ðàññìîòðåíèå ðàçíîñòè óãëîâ, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó.

∀ABCD(àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(DBC)) & D ∈ îòðåçîê(AC) →
∠(ABD) = ∠(ABC)− ∠(DBC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Â òðåóãîëüíèêå âûäåëåíû óãîë è äâå ñòîðîíû.

∀ABCpq(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & p = sin(∠(BAC))
& q = sin(∠(ACB)) → pl(AB) = ql(BC))



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1228

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è èìååòñÿ ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå âûðàæåíèå
"∠(ACB)". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé. Êàæäîå èç âû-
ðàæåíèé p, q èìååò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ ñèìâîëà "óãîë". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCpq(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) &
p = sin(∠(ACB) + ∠(ABC)) & q = sin(∠(ABC)) → pl(AC) = ql(BC))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ê îãðàíè÷å-
íèÿì íà êîíòåêñò, ïðèâåäåííûì äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, äîáàâëÿåòñÿ òðåáîâà-
íèå, ÷òîáû âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà ACB è ðàññòîÿíèé AC, BC ñîäåðæàëè òîëüêî
÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, è õîòÿ áû îäèí èç íèõ ÿâëÿëñÿ íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

6. Â òðåóãîëüíèêå âûäåëåíû äâà óãëà è ñòîðîíà ïðîòèâ îäíîãî èç óãëîâ.
∀ABCpq(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(BC)) & p = sin(∠(BAC))
& q = sin(∠(ACB)) → pl(AB) = ql(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è èìååòñÿ ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå âûðàæåíèå
"∠(ACB)". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé. Êàæäîå èç âû-
ðàæåíèé p, q èìååò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ ñèìâîëà "óãîë". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà òàêæå êîïèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
4.

7. Â òðåóãîëüíèêå âûäåëåíû äâà óãëà è ñòîðîíà ïðîòèâ òðåòüåãî óãëà.
∀ABCpq(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(AC)) & p = sin(∠(BAC))
& q = sin(∠(ACB) + ∠(BAC)) → pl(AC) = ql(BC))

∀ABCpq(àêòèâ(∠(ACB)) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(l(BC)) & p = sin(∠(BAC))
& q = sin(∠(ACB) + ∠(BAC)) → pl(AC) = ql(BC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî îãðàíè÷åíèå íà q îòáðîøåíî. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðàâåí 3, âòîðîãî - 4.

8. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(l(BC)) → l(BC) = l(AC) cos(∠(BCA)))

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(AC)) &
àêòèâ(l(AB)) → l(AB) = l(AC) sin(∠(BCA)))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(BC)) →
l(BC) = l(AC) cos(∠(BCA)))

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(AB)) →
l(AB) = l(AC) sin(∠(BCA)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(AC)) →
l(AB) = l(AC) sin(∠(BCA)))

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(BCA)) & àêòèâ(l(AC)) →
l(BC) = l(AC) cos(∠(BCA)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(∠(ECD)) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB)) →
l(AB)| cos(∠(ECD))| = l(BC) sin(∠(ECD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì èç íèõ. Ðàññòîÿíèå AB è óãîë ECD èçâåñòíû, ðàññòîÿíèå BC - íå èç-
âåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Âûðàæåíèå äëèíû õîðäû ÷åðåç ðàäèóñ îêðóæíîñòè è óãîë ìåæäó õîðäîé è
êàñàòåëüíîé.

∀ABCDE(D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥
ïðÿìàÿ(AC) → l(CD) = 2l(AC) sin(∠(DCE)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
òðåòüåì èç íèõ. Ðàññòîÿíèå AC èçâåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Îòáîð óòâåðæäåíèé.
(a) Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ äâóõ ðàññòîÿíèé.

∀ABCDab(al(AB) = bl(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Ñèíòåçàòîð "ïðîïîðöèîíàëüíû" íå óñìàòðèâàåò èç ïîñûëîê
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âíåøíåé çàäà÷è ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿ-
íèÿ AB è CD, îäíàêî ñàìè ýòè ðàññòîÿíèÿ âî âíåøíåé çàäà÷å ðàññìàòðè-
âàþòñÿ. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Èñïîëüçîâàíèå íàéäåííîãî óãëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðî-
íû ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ.

∀ABCa(∠(BAC) = a & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) → ∅)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî
âíåøíåé çàäà÷å. Äâà äðóãèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âû-
ðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îäíî èç ðàññòîÿíèé AB, BC èçâåñò-
íî, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ äðóãîãî èìååò òèï "íåèçâ". Ïîñûëêà ïîìå÷à-
åòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ ÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñîäåðæàùåãî íåèç-
âåñòíóþ.
∀ab(a = b) → ∅
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå èìåþùåé íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ è íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å. Ýòà ïîñûëêà
èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Ïðèåì ïîìå÷àåò åå êîììåíòàðèåì "âíåøíåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(d) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ðàññòîÿíèå.
∀ABab(al(AB) = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåø-
íåé çàäà÷å. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âî âíåøíåé çàäà÷å
ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé AB.
Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(e) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî óãîë.
∀ABab(a∠(ABC) = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óãîë ABC ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å. Ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "êîñèíóñû"

Àíàëèçàòîð îñíîâàí íà óñèëåííîì èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû êîñèíóñîâ.
1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "êîñèíóñû".
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∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(CD)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ìàêñè-
ìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5, ëèìèò òðóäîåìêîñòè - 15000000.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCD(àêòèâ(l(AD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(l(AB))
& àêòèâ(l(AE)) & àêòèâ(l(BE)) & àêòèâ(l(CD)) → ∅)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðîâàí ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5, ëèìèò
òðóäîåìêîñòè - 9000000. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".

3. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû.
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò óêàçàòåëü "âíóòðïðåîáð" è âûïîëíÿþò
çàìåíó.
(a) Íîðìàëèçàöèÿ êîñèíóñà.

∀abcde(e = cos b→ a cos b/c+ d = f ↔ ae/c+ d = f)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèå b èìååò
çàãîëîâîê "ïëþñ" ëèáî "ìèíóñ", ïðè÷åì ðåçóëüòàò íîðìàëèçàöèè e îòëè-
÷åí îò èñõîäíîãî êîñèíóñà. Ãëàâíûì îáðàçîì, ïðèåì ïðèìåíÿåò ôîðìóëû
ïðèâåäåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êîñèíóñà.
∀abcdpqrsu(a cosu/b+ c = d & ¬(a = 0) → p cosu/q+ r = s↔ aqr− bpc−aqs+
bdp = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Àðãóìåíò u ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûðà-
æåíèÿ a, b, c, d, p, q, r, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ. Ðå-
çóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 1.
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(c) Èñêëþ÷åíèå çíàìåíàòåëÿ â óðàâíåíèè.
∀abcd(¬(b = 0) → a/b+ c = d↔ a+ bc− bd = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåîáðàçóåìîå ðà-
âåíñòâî íå âõîäèò â ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è. Ëåâàÿ ÷àñòü ðåçóëü-
òèðóþùåî ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíî-
æèòåëè "âèäóìíîæåíèå", à ñàìî ýòî ðàâåíñòâî - íîðìàëèçàòîðîì ÷èñëîâûõ
ðàâåíñòâ "íîðì÷èñëî". Ââåäåí ñëàþûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Îïðåäåëåíèå óãëà èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîñèíóñà.
∀ABCabc(¬(a = 0) → a cos(∠(ABC)) + b = c↔ ∠(ABC) = arccos((c− b)/a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âíåøíÿÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå íå èìååò öåëè
"êîñâíåèçâ". Çàìåòèì, ÷òî òàêèå öåëè èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëå-
äîâàíèå ïðè ïîèñêå íîâûõ "òåîðåòè÷åñêèõ" ñîîòíîøåíèé, ãäå ÿâíîå ðàçðå-
øåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ íå òðåáóåòñÿ, à íóæíî ëèøü ñâÿçàòü èõ
ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì óðàâíåíèåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(e) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ.
∀ABab(l(AB) = a→ l(AB) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ýòîì àíòåöåäåíòå. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå
íå ðàñïîëîæåíî ïîä ñèìâîëîì "àêòèâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABab(l(AB)2 = a→ l(AB)2 = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(f) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ óãëà.

∀ABCa(∠(ABC) = a→ ∠(ABC) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â íåì. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ òåðìà "∠(ABC)".
Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Ïðå-
îáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä ñèìâîëîì "àêòèâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Âûðàæåíèå îäíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç äðóãîå èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè.
∀ABCDab(¬(a = 0) → al(AB) = bl(CD) ↔ l(AB) = bl(CD)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a è b íå
èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

(h) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ðàññòîÿíèåì.
∀ABabcn(al(AB)n + bl(AB)n + c = (a+ b)l(AB)n + c)

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåí-
íàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé åäè-
íèöå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDabc(al(AB)l(CD) + bl(AB)l(CD) + c = (a+ b)l(AB)l(CD) + c)

Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(i) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ ðàñ-
ñòîÿíèé.
∀ABCDabcdpq(ad− bc = 0 & ¬(a = 0) & al(AB)2 + bl(CD)2 + p = 0 →
cl(AB)2 + dl(CD)2 + q = 0 ↔ pc− aq = 0)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, îòëè÷íûõ îò l(AB) è l(CD). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèé.
∀ABCDmnpqrs(¬(p = 0) & pl(AB)l(CD) + q = r → ml(AB)l(CD) + n = s ↔
np−mq − sp+mr = 0)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ m,n, p, q, r, s íå ñîäåðæàò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû.
(a) Ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëèí îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëü-

íûìè ïðÿìûìè.

∀ABCDE(àêòèâ(l(BC)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC)
& C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(AE)) &
àêòèâ(l(DE)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AD)) → l(AB)l(DE) =
l(BC)l(AD))

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ñðåäè ðàññòîÿíèé AB, DE, BC, AD èìååòñÿ äâà ëèáî òðè èçâåñò-
íûõ, à îñòàëüíûå - íåèçâåñòíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Óãëû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
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∀ABC(l(AB) = l(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & àêòèâ(∠(BAC)) →
2∠(BAC) + ∠(ABC) = π)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ íè ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé AC, íè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü
ïðÿìûõ AB è BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Òåîðåìà êîñèíóñîâ: âñå òðè ñòîðîíû óæå âûäåëåíû.

∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) →
l(BC)2 = l(AB)2 + l(AC)2 − 2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû äâà èç ðàññòîÿíèé AB, AC, BC èçâåñòíû. Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(BAC)) →
l(BC)2 = l(AB)2 + l(AC)2 − 2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Òåîðåìà êîñèíóñîâ: âûäåëåíû óãîë, áîêîâàÿ ñòîðîíà è ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòî-
ðîíà.
∀ABC(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(∠(BAC)) →
l(BC)2 = l(AB)2 + l(AC)2 − 2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Îòáîð óòâåðæäåíèé.
(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ ÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñîäåðæàùåãî íåèç-

âåñòíóþ.
∀ab(a = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå ñîäåðæàùåé íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ è íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å. Ýòà ïîñûëêà
èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Ïðèåì ïîìå÷àåò åå êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàáîòà àíà-
ëèçàòîðà îáðûâàåòñÿ.

(b) Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ.
∀ab(a = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé
çàäà÷å. Ýòà ïîñûëêà èìååò åäèíñòâåííûé íåèçâåñòíûé ÷èñëîâîé àòîì -
íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå l(AB). Îíà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä",
è ðàáîòà àíàëèçàòîðà îáðûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "òàíãåíñû"

Àíàëèçàòîð îñíîâàí íà óñèëåííîì èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé ñ òàíãåíñàìè.
1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "òàíãåíñû".

∀ABC(àêòèâ(∠(BAC)) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ.
Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé AB è BC èìåþò òèï "âîçìàêòèâ". Ìàêñèìàëüíûé
óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 4, ëèìèò òðóäîåìêîñòè - 5000000. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".

3. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû.
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò óêàçàòåëü "âíóòðïðåîáð" è âûïîëíÿþò
çàìåíó.
(a) Èñêëþ÷åíèå îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ABCDabcdpq(¬(a = 0) & p = al(AB)/(bl(CD)) → q = cl(AB)/(dl(CD)) ↔
q = pbc/(ad))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå èìåþò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ðàññòîÿíèå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDabcdpq(¬(a = 0) & p = al(AB)/(bl(CD)) → q = cl(CD)/(dl(AB)) ↔
q = ac/(pbd))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
(b) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ òàíãåíñà óãëà.

∀ab(tg a = b↔ tg a = b)

Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûëêîé.
Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âû-
ðàæåíèå a ñîäåðæèò ñèìâîë "óãîë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Îòáðàñûâàíèå òîæäåñòâà ñ êîòàíãåíñîì è òàíãåíñîì.
∀abx(a ctg x/b = a/(b tg x) ↔ èñòèíà)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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(d) Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà ñ òàíãåíñîì.
∀ab(a = tg b↔ tg b = a)

Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé èäåíòèôèöèðóåìîãî ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âû-
ðàæåíèå b ñîäåðæèò ñèìâîë "óãîë", à âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû.
Â àíàëèçàòîðå èìååòñÿ ëèøü îäèí òàêîé ïðèåì:
(a) Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí äâóõ ïîäîòðåçêîâ.

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
l(AC) = l(BC) + l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðàññòîÿíèå AC ïîêà â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Òàíãåíñ îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → tg(∠(BAC)) = l(BC)/l(AB))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Òàíãåíñ âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDabc(C ∈ îòðåçîê(AD) & tg(∠(BAC)) = a & tg(∠(ABC)) = b &
tg(∠(BCD)) = c→ c = a+ b+ abc)

Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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7. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ñ ÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñîäåðæàùåãî íåèçâåñò-
íóþ.
∀ab(a = b→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé çà-
äà÷å è íå ñîäåðæàùåé íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Îíà èìååò òèï "âíåø-
íåèçâ". Ïðèåì ïîìå÷àåò ïîñûëêó êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ïðîåêöèè"

Àíàëèçàòîð îñíîâàí íà óñèëåííîì ðàññìîòðåíèè îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
äëÿ òî÷åê ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ïðîåêöèè".

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& àêòèâ(ïðÿìàÿ(EF )) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(CD)) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Ìàêñèìàëüíûé
óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 4, ëèìèò òðóäîåìêîñòè - 5000000. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 13.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".

3. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû.
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò óêàçàòåëü "âíóòðïðåîáð" è âûïîëíÿþò
çàìåíó.
(a) Âûðàæåíèå îäíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç äðóãîå èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèî-

íàëüíîñòè.
∀ABCDab(¬(a = 0) → al(AB) = bl(CD) ↔ l(AB) = bl(CD)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Õîòÿ áû îäíà èç òî-
÷åê A,B íå ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âíåøíåé çàäà÷å, à îáå òî÷êè C,D - ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Âûðàæåíèå îäíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç äðóãîå èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
∀ABCDabcep(¬(a = 0) → al(AB)/b+ cl(CD)/e = p↔
l(AB) = bep/a− bcl(CD)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c,
e, p íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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(c) Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äðó-
ãèõ ðàññòîÿíèé.
∀ABab(l(AB) = a→ l(AB) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêà âûáðà-
íà â íåì. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêà-
åòñÿ. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "óãîë", ïðè÷åì êàæäîå åãî ñëàãà-
åìîå, ñîäåðæàùåå ñèìâîë "ðàññòîÿíèå", èìååò âèä "cl(CD)". Çàìåíÿåìîå
âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä ñèìâîëîì "àêòèâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

4. Îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû.
(a) Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí ïîäîòðåçêîâ.

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AC)) → l(AC) = l(BC) + l(AB))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé
AC è îòëè÷íàÿ îò íåå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îòðåçêó èç ïðèíàäëåæíîñòåé êîíöîâ
ýòîãî îòðåçêà äâóì ñìåæíûì îòðåçêàì ñ êîíöàìè â äàííîé òî÷êå.

∀ABCDE(D ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îòðåçîê(BC) & C ∈ îòðåçîê(AB) →
C ∈ îòðåçîê(DE))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Óñìîòðåíèå ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñåêóùåé òî÷åê íà äâóõ ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ èç ñðàâíåíèÿ óãëîâ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(ABC)) & àêòèâ(∠(BCD))
& 0 < π/2− ∠(ABC) & 0 < π/2− ∠(BCD) → ðàçíûåñòîðîíû(A,D,
ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé è òðåòèé - óêà-
çàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷êè C íà ïðÿìîé AB.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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(d) Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "ðàçíûåñòî-
ðîíû".

∀ABCDE(ðàçíûåñòîðîíû(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåñòîðîíû(B,D,
ïðÿìàÿ(CE)) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(E ∈ ïðÿìàÿ(CD))
& C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → C ∈ îòðåçîê(AB))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ðàâåíñòâî îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè íà ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ.

∀ABCD(àêòèâ(l(AB)) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) → l(AB) = l(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèå ïðÿìîé AB îòëè÷íî îò îáîçíà÷åíèé
ïðÿìûõ CD, AD è BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) &
àêòèâ(l(CD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → E − òî÷êà &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå òðè - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ëèáî
óãîë ACD âûðàæåí ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû, ëèáî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè A äî íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé CD, îòëè÷íîé îò òî÷êè C.
Îñíîâàíèå E îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ CD ïåðïåíäèêóëÿðà ïîêà íå
ââåäåíî, è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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6. Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(l(AB) = l(BC) & ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ðàçíûåòî÷êè(A,C) → D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(DC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ñëåäóþùèå äâà - óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDE(àêòèâ(l(AB)) & l(AB) = l(BC) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → D − òî÷êà & E − òî÷êà & ¬(B = E) & ¬(A = D) &
¬(C = D) & ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(AD) = l(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(BE)
& D ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. ×åðåç òî÷êó B íå ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AC. Íå óñìàòðè-
âàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé AC. Ïðèåì ââîäèò íîâûå òî÷êè D,E,
îïðåäåëÿþùèå ïåðïåíäèêóëÿð DE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîé íåèçâåñòíîé.
∀abcx(a+ bx = c→ ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé çà-
äà÷å. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä", è ðàáîòà àíàëèçàòîðà
îáðûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ãåîìðàçëè÷èÿ"

Àíàëèçàòîð ðåàëèçóåò óñèëåííûé âûâîä óòâåðæäåíèé î ðàçëè÷èè òî÷åê è ïðÿìûõ.
1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ãåîìðàçëè÷èÿ".
∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) → ∅)



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1241

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5,
ëèìèò òðóäîåìêîñòè - 2000000. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû àíàëèçàòîðà.
(a) Îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ïðÿìóþ.

∀ABCDE(A ∈ îòðåçîê(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) → ðàçíûåñòîðîíû(B,C,
ïðÿìàÿ(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê B,C ïðÿìîé DE.
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ íà ðàñïîëîæåíèå òî÷åê B,C ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè D,E. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Îòäåëåíèå òî÷êîé îòðåçêà.

∀ABCDE(B ∈ îòðåçîê(AC) & ðàçíûåñòîðîíû(B,C, ïðÿìàÿ(DE)) &
ðàçíûåòî÷êè(B,C) → ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(DE)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè ïîñûëêè "ðàçíûåñòîðîíû(P , Q, ïðÿìàÿ(DE))". Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê
A,B,C ïðÿìîé DE. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà , óêàçûâàþùàÿ íà ðàñïîëîæåíèå
òî÷åê A,C ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè D,E.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Îñíîâàíèå âûñîòû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæèò îñíîâà-
íèþ òðåóãîëüíèêà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(AB) = l(BC)
& ðàçíûåòî÷êè(A,C) → D ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(d) Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò ïî òó æå ñòîðîíó îò ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà, ÷òî è åãî ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèíà.

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âåðøèíû òðåóãîëüíè-
êà èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Èìååòñÿ òàêæå ïîñûëêà,
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî íåêîòîðûå äâå òî÷êè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû ëèáî
ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè B,C. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæàò îïèñàííîé îêîëî íåãî îêðóæíîñòè.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) →
A ∈ îêðóæíîñòü(DE))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âåðøèíû òðåóãîëüíèêà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 1.

3. Ðàçëè÷èå òî÷åê, âçÿòûõ íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & ¬(A = B) → ¬(B = C))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè íå ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå òðåóãîëü-
íèêà.
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∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè óòâåðæäåíèÿ "ðàçíûåñòîðîíû(P Q ïðÿìàÿ(BC))". Àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê ðàññìîòðåíèÿ âåðøèí òðåóãîëüíèêà -
ïðîèçâîëüíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ òî÷åê, ëåæàùèõ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé.
∀ABCD(¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(BC)) → ¬(A = D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îêðóæíîñòè.
∀ABCDE(A ∈ îêðóæíîñòü(DE) & B ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(B,C) →
¬(C ∈ îêðóæíîñòü(DE)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ îêðóæíîñòåé.
∀ABCDE(A ∈ îêðóæíîñòü(BC) & ¬(A ∈ îêðóæíîñòü(DE)) →
¬(îêðóæíîñòü(BC) = îêðóæíîñòü(DE)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà
âî âòîðîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ðàçëè÷èå öåíòðîâ ðàçëè÷íûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé.
∀ABCDE(¬(îêðóæíîñòü(AB) = îêðóæíîñòü(CD)) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& E ∈ îêðóæíîñòü(CD) → ¬(A = C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷èÿ òî÷åê.
∀ab(¬(a = b) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåøíåé çàäà-
÷å. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè æå. Ïîñûëêà
ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ñìîòðåçîê"

Àíàëèçàòîð ðåàëèçóåò óñèëåííûé âûâîä óòâåðæäåíèé î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê îò-
ðåçêàì è ëó÷àì. Ïîêà åãî ðàçâèòèå ëèøü íà÷àòî, ïðè÷åì ñîçäàííûå ïðèåìû ñâÿçàíû
ñ âûïóêëûìè ôèãóðàìè.

1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ñìîòðåçîê".
∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) → ∅)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 5,
ëèìèò òðóäîåìêîñòè - 4000000. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
∀ABCDa(êâàäðàò(ABCD) → ôèãóðà(ABCD) = a & âûïóêëî(a))
∀ABCDa(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → ôèãóðà(ABCD) = a & âûïóêëî(a))
∀ABCDa(ðîìá(ABCD) → ôèãóðà(ABCD) = a & âûïóêëî(a))
∀ABCDa(òðàïåöèÿ(ABCD) → ôèãóðà(ABCD) = a & âûïóêëî(a))
∀ABCDa(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → ôèãóðà(ABCD) = a & âûïóêëî(a))
∀ABCDa(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → ôèãóðà(ABCD) = a & âûïóêëî(a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ïîêà íå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå a, è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ïðèíàäëåæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêó åãî âåðøèí.
∀ABCDa(a = ôèãóðà(ABCD) → A ∈ a)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Òî÷êà îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò âûïóêëîé ôèãóðå, òîæå ïðèíàä-
ëåæèò ýòîé ôèãóðå.
∀ABCa(A ∈ a & B ∈ a & âûïóêëî(a) & C ∈ îòðåçîê(AB) → C ∈ a)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
∀ABCDEFGHPa(ôèãóðà(ABCD) = a & E ∈ îòðåçîê(AB) & F ∈ îòðåçîê(CD) &
G ∈ îòðåçîê(BC) & H ∈ îòðåçîê(AD) & âûïóêëî(a) & P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
P ∈ ïðÿìàÿ(GH) → P ∈ îòðåçîê(EF ) & P ∈ îòðåçîê(GH))

Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Òî÷êà îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ âûïóêëî-
ãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
∀ABCDMNPa(a = ôèãóðà(ABCD) & âûïóêëî(a) & M ∈ îòðåçîê(AB) &
N ∈ îòðåçîê(CD) & P ∈ ïðÿìàÿ(MN) & P ∈ a→ P ∈ îòðåçîê(MN))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Èñïîëüçîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó.
∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îòñóòñòâóþùåé âî âíåøíåé çàäà÷å.
Ýòà ïîñûëêà ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
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Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "ñìóãëû"

Àíàëèçàòîð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñèëåííîãî âûâîäà ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæ-
äó ñîáîé óãëû, à òàêæå óñìîòðåíèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ. Ïîíàäîáèëñÿ îí ïîêà â
åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, è èìååò ñîâñåì ìàëî ïðèåìîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åãî ðàçâè-
òèå áóäåò ïðîäîëæåíî.

1. Àêòèâèçàöèÿ ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà "ñìóãëû".
∀AB(àêòèâ(l(AB)) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå" è ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî èññëåäîâàíèå, ðåøàåìûì â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà ðàâåí 3,
ëèìèò òðóäîåìêîñòè - 2000000. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà.
Ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ ê áëîêàì àíàëèçàòîðà "îáùàëã" è "îáùãåîì".

3. Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABC(l(AB) = l(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A,C) & ðàçíûåòî÷êè(A,B) →
∠(BAC) = ∠(BCA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿ-
ìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ èç ðàâåíñòâà óãëîâ, îáðàçóåìûõ èìè ñ ñå-
êóùåé.

∀ABCDE(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(ACE)) &
∠(ABD) = ∠(ACE) & òî÷êàëó÷à(A,B,C) & îäíàñòîðîíà(D,E, ïðÿìàÿ(AB)) →
ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.
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5. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ∅)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïàðàëëåëüíîñòü äàííûõ ïðÿìûõ âî
âíåøíåé çàäà÷å íå óñìàòðèâàåòñÿ, õîòÿ òî÷êè A,B,C,D â åå ïîñûëêàõ âñòðå÷à-
þòñÿ. Ïðèåì ñíàáæàåò òåêóùóþ ïîñûëêó êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Áëîê àíàëèçàòîðà "îáùãåîì"

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, áëîê àíàëèçàòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó ïðèåìîâ,
ê êîòîðîé ìîãóò îáðàùàòüñÿ ðàçëè÷íûå ïàêåòíûå àíàëèçàòîðû. Îíà ðåàëèçîâàíà â
âèäå ïðîãðàììû, ïîëó÷àþùåé îò âíåøíåãî àíàëèçàòîðà êîîðäèíàòó òåêóùåé òî÷-
êè ñêàíèðîâàíèÿ è òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ. Åñëè ñðàáàòûâàåò êàêîé - ëèáî
ïðèåì, èçìåíÿþùèé çàäà÷ó ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà, òî ðåàëèçóåòñÿ âûõîä èç áëî-
êà àíàëèçàòîðà ïî çíà÷åíèþ "èñòèíà", èíà÷å - ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Ïðèåìû áëîêà
àíàëèçàòîðà ðåàëèçîâàíû íà ÃÅÍÎËÎÃå. Â îòëè÷èå îò çàãîëîâêîâ "âíóòðâûâîä(A)"
ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà, çäåñü èñïîëüçóåòñÿ çàãîëîâîê "Âíóòðâûâîä(A)".

Â áëîêå àíàëèçàòîðà "îáùãåîì" ñîáðàíû íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïðèåìîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîääåðæàíèÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïî-
ñûëîê àíàëèçàòîðîâ.

1. Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ýòîãî ïîäðàçäåëà ðàâíû 0.
(a) Ðåãèñòðàöèÿ óãëà â àêòèâå.

∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "∠(ABC)".

(b) Ðåãèñòðàöèÿ ðàññòîÿíèÿ â àêòèâå.
∀AB(àêòèâ(l(AB)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "l(AB)".

(c) Ðåãèñòðàöèÿ îêðóæíîñòè â àêòèâå.
∀AB(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "îêðóæíîñòü(AB)".

(d) Ó÷åò ïðÿìîé.
∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Ñîçäàíû òðè ïðèåìà, ó êîòîðûõ óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ñðàáàòûâàíèå ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèé
"ïðÿìàÿ(AB)", "ðàññòîÿíèå(AB)"è "îòðåçîê(AB)".

(e) Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, äëÿ êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïëîùàäü.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1247

∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå âûðàæåíèÿ "ïëîùàäü(ôèãóðà(ABC))". Âåðøèíû òðå-
óãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

(f) Ó÷åò ñòîðîí óãëà.
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
2. Îòîæäåñòâëåíèå ïðÿìûõ ïî ïàðå îáùèõ òî÷åê.
∀ABCDEF (C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(DE))

∀ABCDEF (C ∈ îòðåçîê(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ðàçíûåòî÷êè(C,F ) → ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è DE ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) →
ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)" âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å òîëüêî â ïîñûë-
êå "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD ðàçëè÷íû.Óêàçàòåëü
"ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé èç ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó.
∀ABCPQ(A ∈ îòðåçîê(BC) & B ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & C ∈ ïðÿìàÿ(PQ) →
A ∈ ïðÿìàÿ(PQ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óòâåðæäåíèå "òî÷êà(B)" âî âíåøíåé çàäà÷å íå âñòðå÷àåòñÿ, à
óòâåðæäåíèå "àêòèâ(ïðÿìàÿ(PQ))" - âñòðå÷àåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 0.
∀ABCPQ(A ∈ îòðåçîê(BC) & B ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & A ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
ðàçíûåòî÷êè(A,B) → C ∈ ïðÿìàÿ(PQ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óòâåðæäåíèå "òî÷êà(C)" âî âíåøíåé çàäà÷å íå âñòðå÷àåòñÿ, à óòâåðæäå-
íèå "àêòèâ(ïðÿìàÿ(PQ))" - âñòðå÷àåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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4. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïåðïåíäèêóëÿðó.
∀ABCDEFGH(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) &
B ∈ ïëîñêîñòü(AGH) & E ∈ ïëîñêîñòü(AGH) & F ∈ ïëîñêîñòü(AGH) →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(GH) ↔ ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(GH))

Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "âíóòðïðåîáð" è âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó.
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A ïðÿìîé GH. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ïåðåõîä ê îáùåìó ïðåäñòàâèòåëþ êëàññà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) ↔
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ))

∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) ↔
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ))

Ïðèåìû âûïîëíÿþò ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà êîðíåâûõ îïåðàíäîâ íå äîïóñêàåòñÿ. Ïåðâûé
îïåðàíä ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âòîðîìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 0.

6. Îïðåäåëåíèå óãëà èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
∀ABCabc(¬(a = 0) → a∠(ABC) + b = c↔ ∠(ABC) = (c− b)/a)

Ïðèåì âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Ñìåæíûå óãëû.

∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(∠(ABD)) & àêòèâ(∠(DBC)) →
∠(DBC) = π − ∠(ABD))

Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî
äëÿ óãëà DBC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ðàâåíñòâî äëèíû îòðåçêà ñóììå äëèí ïîäîòðåçêîâ.

∀ABC(B ∈ îòðåçîê(AC) & àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
l(AC) = l(BC) + l(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, íå âñòðå÷àþùåéñÿ âî âíåø-
íåé çàäà÷å. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå
ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Áëîê àíàëèçàòîðà "îáùàëã"

Â áëîêå àíàëèçàòîðà "îáùàëã" ñîáðàíû ïðîñòåéøèå àëãåáðàè÷åñêèå ïðèåìû, íåîá-
õîäèìûå äëÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ÷èñëåííûõ ðàâåíñòâ. Âñå îíè èìåþò óêàçàòåëü
"âíóòðïðåîáð" è âûïîëíÿþò çàìåíó.

1. Âëîæåííûå óìíîæåíèÿ.
∀abc((ab)c = abc)

Ïðèåì óñòðàíÿåò âëîæåííûå óìíîæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
2. Âëîæåííûå ñóììû.
∀abc((a+ b) + c = a+ b+ c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
3. Óìíîæåíèå íà äðîáü.
∀abc(a · (b/c) = (ab)/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
4. Äåëåíèå äðîáè.
∀abc((b/c)/a = b/(ac))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
5. Óñòðàíåíèå ìíîãîýòàæíûõ äðîáåé.
∀abcd(((a/b) + c)/d = a/(bd) + c/d)

Äîïóñêàåòñÿ ìèíóñ ïåðåä äðîáüþ a/b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
6. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.
∀abc(ab+ ac = (b+ c)a)

Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

7. Îäèíàêîâûå îïåðàíäû ðàâåíñòâà.
∀a(a = a↔ èñòèíà)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ìèíóñ ïåðåä ñóììîé.
∀abc(−(a+ b) + c = −a− b+ c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ab(−(a+ b) = −a− b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
9. Îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå â ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.
∀abc(a+ b = a+ c↔ b = c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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10. Ïîäîáíûå ÷ëåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû ðàâåíñòâà.
∀abmn(a+mb = c+ nb↔ a+ (m− n)b = c)

Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Äîïóñêà-
åòñÿ îáðàùåíèå a è c â íîëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ñîêðàùåíèå ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà îáùèé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü.
∀abc(¬(a = 0) → ab = ac↔ b = c)

∀abc(¬(a = 0) → ab+ ac = 0 ↔ b+ c = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

12. Ðàâåíñòâî ñ ìèíóñàìè â îáåèõ ÷àñòÿõ.
∀abc(−a = −b− c↔ a = b+ c)

∀ab(−a = −b↔ a = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
13. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ îáùèì çíàìåíàòåëåì.

∀abc(a/b+ c/b = (a+ c)/b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
14. Äðîáü â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀abc(c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) → (a/b)c = ac/bc)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

15. Ïîäñòàíîâêà èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ.
∀acd(a = c→ ad = cd)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâûðîæäåííîå ïîäïðîèçâåäåíèå çàìåíÿåìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

16. Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà.
∀ab(0 ≤ a & 0 ≤ b→ a2 = b2 ↔ a = b)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

17. Ôîðìóëà ïðèâåäåíèÿ.
Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ àíàëèçàòîðîâ ïîíàäîáèëàñü ëèøü îäíà ôîðìóëà ïðèâåäå-
íèÿ:
∀a(sin(π + a) = − sin a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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18. Àðêñèíóñ ñèíóñà.
∀a(0 ≤ a & 0 ≤ π/2− a→ arcsin(sin a) = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

19. Ìèíóñ ïîä ñèíóñîì.
∀abc(−a sin(−b− c) = a sin(b+ c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
20. Ñîêðàùåíèå äðîáåé ñ ðàäèêàëàìè.

∀ABabcdkmnp(p = íîä(íîä(a, c), d) & a = mp & c = np & d = kp→
(a
√
b+ c)A/(dB) = (m

√
b+ n)A/(kB))

Ïåðåìåííûå a, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà" è ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïîñðåä-
ñòâåííûõ âû÷èñëåíèé. Âûðàæåíèå p îòëè÷íî îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.

21. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè äëÿ åå ñîêðàùåíèÿ.
∀abcpqr(a+ b = pq & c = pr & ¬(p = 0) → (a+ b)/c = q/r)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì óïðîùåííîãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
"ôàêòîðèçàöèÿ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Âûðàæåíèå p îòëè÷íî îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3.68 Ïðèåìû óñèëèòåëÿ, èñïîëüçóåìûå â ãåîìåòðè-

÷åñêèõ ñèíòåçàòîðàõ

Ñïåöèàëüíî äëÿ óñèëèòåëÿ áûëè ñîçäàíû äâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèíòåçàòîðà. Ïîêà îíè
èìåþò ñîâñåì ìàëî ïðèåìîâ, îäíàêî îêàçàëèñü âåñüìà ïîëåçíûìè äëÿ ðåøåíèÿ áåç
ñïåöèàëüíûõ "çàãîòîâîê" òîé çàäà÷è, èç-çà êîòîðîé âîçíèêëè.

Ïàêåòíûé ñèíòåçàòîð "ñâÿçðàññò"

Ñèíòåçàòîð "ñâÿçðàññò" îïðåäåëÿåò êîíúþíêöèþ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çàäàí-
íîå ðàññòîÿíèå ñ äðóãèìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè, óæå ðàññìàòðèâàåìûìè â çàäà÷å.
Ðåàëèçóåìîå èì óòâåðæäåíèå (øàáëîí îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó èç òåîðåì ïðèåìîâ)
èìååò âèä "ñâÿçðàññò(a, b)", ãäå a - çàäàííîå ðàññòîÿíèå, b - êîíúþíêöèÿ ñîîòíîøå-
íèé. Çàìåòèì, ÷òî ñàìî ðàññòîÿíèå a òîæå ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê ÷èñëó óæå ðàññìàò-
ðèâàåìûõ â çàäà÷å. Ñèíòåçàòîð ðàáîòàåò â ðåæèìå ïåðå÷èñëåíèÿ.

1. Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "ñâÿçðàññò".
∀ABpq(àêòèâ(l(AB)) & ñâÿçðàññò(l(AB), p) & èñõàòîìû(p, q) → q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, ðå-
øàåìûõ â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè.
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Çàìåòèì, ÷òî ñèíòåçàòîð "èñõàòîìû" ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå. Îí ïðåäïðèíèìàåò
ïîïûòêó èñêëþ÷èòü èç êîíúþíêöèè ñîîòíîøåíèé âñå íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå
àòîìû, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â çàäà÷å. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðåàëèçîâàííûé íà
ÃÅÍÎËÎÃå íîðìàëèçàòîð ÷èñëîâûõ ðàâåíñòâ "îïðåäàòîì", ðàçðåøàþùèé ñî-
îòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ
ëèøü ïðîñòåéøèå ñëó÷àè - ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ñòåïåííîå óðàâíåíèå è óðàâ-
íåíèå ñ òàíãåíñîì.
Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ". Íåâûðîæäåííûå ÷èñëî-
âûå àòîìû äîëæíû âõîäèòü â óòâåðæäåíèå q òîëüêî ïîä îïåðàöèÿìè "ðàâíî",
"ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå" ëèáî â ÷èñëèòåëå äðîáè, èìåþùåé èçâåñòíûé
çíàìåíàòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

2. Óñìîòðåíèå "ñòàðîãî" ðàññòîÿíèÿ.
∀AB(àêòèâ(l(AB)) → ñâÿçðàññò(l(AB), èñòèíà))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò òîëüêî ïðè íàëè-
÷èè êîììåíòàðèÿ "âíóòðâûâîä", îçíà÷àþùåãî, ÷òî îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó
"ñâÿçðàññò" ïðîèçîøëî èç íåãî æå ñàìîãî. Òàêèì îáðàçîì îòñåêàåòñÿ âûäà÷à
âûðîæäåííîãî îòâåòà äëÿ èñõîäíîãî ðàññòîÿíèÿ l(AB), åñëè îíî óæå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(ñâÿçðàññò(a, èñòèíà))
Âûðàæåíèå a íå èìååò çàãîëîâêà "ðàññòîÿíèå". Íåîáîõäèìî íàëè÷èå êîììåí-
òàðèÿ "âíóòðâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & ñâÿçðàññò(l(BC), a) →
ñâÿçðàññò(l(AC), a & l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Ïðè ýòîì îáðàùåíèè ñèíòåçàòîðó ïåðåäàåòñÿ
êîììåíòàðèé "âíóòðâûâîä". Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ çàöèêëèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
êîììåíòàðèé (ñòîï . . .), áëîêèðóþùèé ïîâòîðíîå ðàññìîòðåíèå ðàññòîÿíèÿ AC.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ñâÿçðàññò(l(AC), a) &
ñâÿçóãîë(∠(BAC), b) → ñâÿçðàññò(l(BC), a & b & l(BC) = sin(∠(BAC))l(AC)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è òðåòèé - ðåàëèçóþò ðå-
êóðñèâíûå îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó. Ïðè ýòèõ îáðàùåíèÿõ ïåðåäàåòñÿ êîììåí-
òàðèé "âíóòðâûâîä". Êàê è âûøå, êîììåíòàðèè (ñòîï . . .) áëîêèðóþò ïîâòîðíîå
ðàññìîòðåíèå ðàññòîÿíèÿ BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ïàêåòíûé ñèíòåçàòîð "ñâÿçóãîë"

Ñèíòåçàòîð "ñâÿçóãîë" îïðåäåëÿåò êîíúþíêöèþ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çàäàí-
íûé óãîë ñ äðóãèìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè, óæå ðàññìàòðèâàåìûìè â çàäà÷å. Ðåàëèçó-
åìîå èì óòâåðæäåíèå èìååò âèä "ñâÿçóãîë(a, b)", ãäå a - çàäàííûé óãîë, b - êîíúþíê-
öèÿ ñîîòíîøåíèé. Îáðàùåíèÿ ê ñèíòåçàòîðó "ñâÿçóãîë" ïðîèõñîäÿò èç ñèíòåçàòîðà
"ñâÿçðàññò".

1. Óñìîòðåíèå "ñòàðîãî" óãëà.
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) → ñâÿçóãîë(∠(ABC), èñòèíà))
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì ñðàáàòûâàåò ïðè íàëè÷èè êîì-
ìåíòàðèÿ "âíóòðâûâîä". Çàìåòèì, ÷òî ïðè îáðàùåíèè èç ñèíòåçàòîðà "ñâÿç-
ðàññò" òàêîé êîììåíòàðèé âîçíèêàåò àâòîìàòè÷åñêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
∀a(ñâÿçóãîë(a, èñòèíà))
Âûðàæåíèå a íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "óãîë". Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå
êîììåíòàðèÿ "âíóòðâûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ðàâåíñòâî óãëà ñóììå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ åãî óãëîâ.

∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(∠(BAD)) &
ñâÿçóãîë(∠(CAD), a) & îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) &
ðàçíûåñòîðîíû(B,D, ïðÿìàÿ(AC)) → ñâÿçóãîë(∠(BAC),
a & ∠(BAD) = ∠(CAD) + ∠(BAC)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîé îáðàáîòêè óã-
ëà BAC èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (ñòîï . . .), ïåðåäàâàåìûé ïðè ðåêóðñèâíîì
îáðàùåíèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå.

∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) →
ñâÿçóãîë(∠(BAC), tg(∠(BAC))l(AB) = l(BC)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3.69 Àâòîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ðèñóíêà â ãåîìåò-

ðè÷åñêîé çàäà÷å

Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøàòåëÿ ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ðàç-
ðàáîòàíà ïðîöåäóðà, ñîïðîâîæäàþùàÿ ââåäåííîå ëîãè÷åñêîå óñëîâèå çàäà÷è ïðèáëè-
çèòåëüíûì ÷åðòåæåì. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ÷åðòåæåé â çàäà÷íèêå ðåøàòåëÿ
ñîçäàíû èìåííî ýòîé ïðîöåäóðîé. Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîöåäóðà òðåáóåò äàëü-
íåéøåãî îáó÷åíèÿ, ÷åðòåæè áûëè ââåäåíû âðó÷íóþ. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñîçäàíèÿ
÷åðòåæà ãåîìåòðè÷åñêèì ðåäàêòîðîì ñëåäóåò ïîñëå íàáîðà óñëîâèÿ çàäà÷è íàæàòü
êëàâèøó "÷". Ýòî æå íàæàòèå ïîçâîëÿåò ñêîððåêòèðîâàòü ðàíåå ñîçäàííûé ÷åðòåæ.
×òîáû çàïóñòèòü ïðîöåäóðó àâòîìàòè÷åñêîãî ñîçäàíèÿ ÷åðòåæà, ñëóæàò êëàâèøè
"Ctr - ÷" è "×". Âòîðàÿ èç íèõ îáåñïå÷èâàåò óñèëåííûé àíàëèç çàäà÷è ïåðåä ïîñòðî-
åíèåì ÷åðòåæà è èíîãäà äàåò ëó÷øóþ êàðòèíêó, ÷åì ïåðâàÿ. Îäíàêî, îíà îáëàäàåò
òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî íà ÷åðòåæå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè, îòñóò-
ñòâîâàâøèå â ïåðâîíà÷àëüíîì óñëîâèè.

Îñíîâíóþ ðàáîòó ïðè àâòîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè ÷åðòåæà âûïîëíÿþò ïðèåìû,
ðåàëèçîâàííûå íà ÃÅÍÎËÎÃå. Îíè îòíîñÿòñÿ ê àíàëèçàòîðó "÷åðòåæ" è ñïðàâî÷-
íèêó "îïð". Äåòàëüíîìó îïèñàíèþ ïðîöåäóðû ïðåäïîøëåì êðàòêîå èçëîæåíèå åå
ñõåìû.

1. Ïðè çàïóñêå ïðîöåäóðû ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, îòëè÷àþùàÿñÿ îò
ðàññìàòðèâàåìîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è òîëüêî íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîé öå-
ëè "÷åðòåæ". Â ñëó÷àå çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî âìåñòî öåëè ââîäèòñÿ êîììåí-
òàðèé "÷åðòåæ". Åñëè áûëà íàæàòà êëàâèøà "×", òî äîïîëíèòåëüíî ââîäÿòñÿ
öåëü ëèáî êîììåíòàðèé "ãåîìôîðìàò". Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ îáû÷íîå îáðàùåíèå
ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.

2. Åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à èìåëà òèï "äîêàçàòü", òî îíà ñðàçó æå ïðåîáðàçó-
åòñÿ â çàäà÷ó íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì êîììåíòàðèè "÷åðòåæ", "ãåîìôîðìàò"
ïåðåáðàñûâàþòñÿ â ñïèñîê öåëåé. Ðàññìàòðèâàåìûå â óñëîâèè ãåîìåòðè÷åñêèå
îáúåêòû A (ïðÿìûå, îêðóæíîñòè, ðàññòîÿíèÿ è ò.ï.) ïîðîæäàþò â ïðåîáðàçî-
âàííîé çàäà÷å äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "àêòèâ(A)".

3. Íà ìàëûõ óðîâíÿõ ñêàíèðîâàíèÿ ðåàëèçóåòñÿ îáû÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðè
ýòîì öåëü "÷åðòåæ" äîïîëíèòåëüíî àêòèâèðóåò ðÿä ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ, îðè-
åíòèðîâàííûõ íà ïîñòðîåíèå ÷åðòåæà.

4. Åñëè öåëü "ãåîìôîðìàò" îòñóòñòâóåò, òî íà óðîâíå 2 ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê
ïàêåòíîìó àíàëèçàòîðó "÷åðòåæ". Äàëüíåéøåå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ýòîì îáðû-
âàåòñÿ. Ïðè íàëè÷èè öåëè "ãåîìôîðìàò" îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó âûïîëíÿåò-
ñÿ íà óðîâíå 4. Ïåðåä îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó "÷åðòåæ" ñîçäàåòñÿ êîììåíòà-
ðèé (÷åðòåæ . . .) ê ïîñûëêàì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (îíà ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé
çàäà÷åé àíàëèçàòîðà). Äàííûé êîììåíòàðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàêîïèòåëü, â
êîòîðîì ñîçäàåòñÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷åðòåæà.

5. Ðàáîòà àíàëèçàòîðà "÷åðòåæ" çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîïîëíåíèè ñõå-
ìû âû÷èñëåíèé íîâûìè ÿ÷åéêàìè. ß÷åéêè ñõåìû îáåñïå÷èâàþò ëèáî íåïîñðåä-
ñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è,
ëèáî âû÷èñëåíèå îöåíîê ðàñõîæäåíèÿ ÷åðòåæà ñ ýòèìè óñëîâèÿìè. Ïðèåì àíà-
ëèçàòîðà íå òîëüêî äîïîëíÿåò ñõåìó âû÷èñëåíèé, íî è ðåàëèçóåò îáðàùåíèå
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ê ïðîãðàììàì, èñïîëüçóþùèì åå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ è èõ èòåðàòèâíîé îïòèìèçàöèè, ìèíèìèçèðóþùåé îöåíêè ðàñõîæäåíèé.
Ôàêòè÷åñêè ïîñëåäíèå äåéñòâèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïðîöåäóðîé "âûâîä(. . .)" ïî èí-
ôîðìàöèîííûì ýëåìåíòàì (îïð . . .), ïîëó÷àåìûì îò ïðîãðàììû ïðèåìà.

6. Ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû àíàëèçàòîðà çàïóñêàåòñÿ ïðîãðàììà "ãåîìôîðìàò", ñî-
çäàþùàÿ ñòðóêòóðó äàííûõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåäàêòîðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ ÷åð-
òåæà. Ýòà ñòðóêòóðà äàííûõ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ôàéëàõ çàäà÷íèêà. Äàëåå ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ âíóòðåííèé ïåðåçàïóñê ñèñòåìû äëÿ ïîñëåäóþùåãî àâòîìàòè÷å-
ñêîãî âûõîäà íà òåêóùóþ çàäà÷ó çàäà÷íèêà. Ïðè ýòîì óæå áóäåò ïðîðèñîâàí
íîâûé ÷åðòåæ.

Äîïîëíèòåëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
÷åðòåæà

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ äî îáðàùåíèÿ ê àíàëèçàòîðó "÷åð-
òåæ". Âñå îíè ñðàáàòûâàþò òîëüêî â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "÷åð-
òåæ". Äàííûå ïðèåìû âûÿâëÿþò ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè çàäà÷è, óïðîùàþùèå ïî-
ñòðîåíèå ýñêèçà.

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé, ñîîòâåòñòâóþùåé áèññåêòðèñå.
∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
2. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêó.
∀ABCD(B ∈ îòðåçîê(AC) & C ∈ îòðåçîê(BD) → B ∈ îòðåçîê(AD) &
C ∈ îòðåçîê(AD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEF (B ∈ îòðåçîê(AC) & ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(BE) ‖ ïðÿìàÿ(CF ) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(AD)) &
E ∈ ïðÿìàÿ(DF ) → E ∈ îòðåçîê(DF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ íåãî ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêî-
ñòè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ
BE è AD, à òàêæå ïðÿìûõ BE è CF ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
∀ABCDEFGH(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & B ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & H ∈ ïðÿìàÿ(FG) & H ∈ äóãà(DBC) →
F ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CE)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & îäíàñòîðîíà(A,D,
ïðÿìàÿ(CE)) → îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â Óãîë(CDE) ↔
îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(CDE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(ABC) →
ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ïðÿìàÿ(BC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê èäåíòèôèêàöèè
âåðøèí òðåóãîëüíèêà - ïðîèçâîëüíûé. ×åðåç òî÷êóD ïðîâåäåíà íåêîòîðàÿ äðó-
ãàÿ îêðóæíîñòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ.
∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) → ∠(BAD) = π/2)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óãëû òðàïåöèè.
∀ABCDa(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(ABC) = a→ ∠(BAD) = π − a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê âåðøèí ìî-
æåò áûòü èçìåíåí íà îáðàòíûé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âû-
ðàæåíèå a - êîíñòàíòíîå. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAD - íå êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Óñìîòðåíèå ñåðåäèíû îòðåçêà.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & l(AD) = l(BD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
l(AC) = l(BC))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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7. Îêðóæíîñòè êîëüöà.
∀ABC(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AC)) & 0 ≤ l(AC)− l(AB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
âûðàæåíèÿ "êîëüöî(ABC)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ââîä òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDE(îòðåçîê(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) → E − òî÷êà &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îòðåçîê(CD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òî÷êà E êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è îò-
ðåçêà ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) → E − òî÷êà &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ëèáî íà ïðÿìîé CD íå âûäåëåíû
òî÷êè, îòëè÷íûå îò òî÷åê C è D, ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî
ïðÿìàÿ CD - êàñàòåëüíàÿ ê åùå îäíîé îêðóæíîñòè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêà-
çûâàþùàÿ íà ïðèíàäëåæíîñòü êàêîìó-ëèáî îòðåçêó òî÷êè C ëèáî òî÷êè D. Íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé CD. Òî÷êà êàñàíèÿ E ïîêà íå
ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(CD), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(FG)) →
E − òî÷êà & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

∀ABCDE(âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(CD), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(FG)) →
E − òî÷êà & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Òî÷êà êàñàíèÿ E ïîêà íå ââåäåíà,
è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ñòàíäàðòèçàöèÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
∀ABCDabcd(al(AB)/b = cl(CD)/d↔ adl(AB) = bcl(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå. Õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé b, d, à òàêæå õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé c, d è õîòÿ áû
îäíî èç âûðàæåíèé a, b îòëè÷íû îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) →
A ∈ îêðóæíîñòü(EF ))

∀ABCEF (îêðóæíîñòü(EF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) →
A ∈ îêðóæíîñòü(EF ))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïðè èäåíòèôèêàöèè äîïóñêàþòñÿ
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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11. Îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ ðàâíûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè.
∀ABCDEF (÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF )îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(ABCD) & l(AB) = l(CD) → ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Êàñàíèå îêðóæíîñòåé.
∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(EF )−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& G ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ðàçíûåñòîðîíû(A,C, ïðÿìàÿ(EF )) →
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) → E ∈ îòðåçîê(AC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(PQ)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(PQ), îêðóæíîñòü(CD)) →
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðè ïåðâûõ - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ðàâåíñòâî òðåõ óãëîâ ñ îáùåé âåðøèíîé.

∀ABCDE(∠(BAC) = ∠(CAD) & ∠(CAD) = ∠(DAE) & C ∈ îòðåçîê(BE) &
D ∈ îòðåçîê(BE) → C ∈ îòðåçîê(BD))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà ïîñëåäíèõ - óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Ñåêòîð.
∀ABC(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðå-
íèè âûðàæåíèÿ "ñåêòîð(ABC)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ôîðìàò ñõåìû âû÷èñëåíèé, îïðåäåëÿþùåé ïàðàìåòðû ÷åðòåæà

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ÷åðòåæ ñòðîèòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ñîçäàåòñÿ ñõåìà èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëÿþùàÿ ïàðàìåòðû ÷åðòåæà ïî íåêîòîðûì ïðî-
èçâîëüíî âûáðàííûì èñõîäíûì äàííûì. Ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèå ëèøü
÷àñòè óñëîâèé çàäà÷è, à äëÿ îñòàëüíûõ óñëîâèé ñõåìà âû÷èñëÿåò îöåíêó îòêëîíåíèÿ
äåéñòâèòåëüíîãî îò òðåáóåìîãî. Òàê êàê èñõîäíûå äàííûå âûáèðàþòñÿ èç íåêîòîðûõ
äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ, òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èõ âàðüèðîâàíèÿ, äëÿ ìèíèìèçàöèè
ñóììû êâàäðàòîâ îöåíîê îòêëîíåíèÿ. Íà âòîðîì ýòàïå ïðåäïðèíèìàþòñÿ îïòèìèçà-
öèÿ äàííûõ è âû÷èñëåíèå âñåõ ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà ñîãëàñíî ïîñòðîåííîé ñõåìå. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè îáà ýòàïà ðåàëèçóþòñÿ îäíîâðåìåííî: âàðüèðîâàíèå èñõîäíûõ äàí-
íûõ è ïåðåñ÷åò ïàðàìåòðîâ ïðîèñõîäÿò ïîñëå êàæäîãî øàãà äîîïðåäåëåíèÿ ñõåìû.

Ñõåìà âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êîììåíòàðèåì (÷åðòåæ A1 A2 A3 A4 A5) ê ïîñûë-
êàì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Èç ýòîé çàäà÷è ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå
ê àíàëèçàòîðó "÷åðòåæ", äëÿ êîòîðîãî îíà îêàæåòñÿ âíåøíåé çàäà÷åé. Ïåðâîíà÷àëü-
íî íàêîïèòåëè ñõåìû A1, A2, A3, A4, A5 ñóòü ïóñòûå íàáîðû. Îíè çàïîëíÿþòñÿ àíàëè-
çàòîðîì â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè òðåáîâàíèÿìè:

1. A1 - íàáîð ÿ÷ååê ñõåìû. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà çàäàåòñÿ íàáîðîì (B1, B2, B3, B4), ãäå
B1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, çàäàþùèé òèï ÿ÷åéêè; B2 - íàáîð ññûëîê íà âõîäû
ÿ÷åéêè; B3 - íàáîð êîììåíòàðèåâ ê ÿ÷åéêå; B4 - ñïèñîê âûõîäîâ ÿ÷åéêè. Âûäå-
ëÿþòñÿ âõîäíûå ÿ÷åéêè, ó êîòîðûõ òèïîì ñëóæèò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "âõîä".

2. A2 - íàáîð, îïðåäåëÿþùèé íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà. Êàæäûé
åãî ýëåìåíò - íàáîð (C1, C2, C3, C4). Çäåñü C1 - íàçâàíèå ïàðàìåòðà, C2 - çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà (÷èñëî ëèáî ïàðà ÷èñåë â ôîðìàòå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé), C3 - ññûëêà
íà ÿ÷åéêó, âû÷èñëÿþùóþ äàííûé ïàðàìåòð (â ñëó÷àå êîíñòàíòíîãî ïàðàìåòðà
- 0), C4 - ñïèñîê ÿ÷ååê, èñïîëüçóþùèõ äàííûé ïàðàìåòð â êà÷åñòâå âõîäíîãî
çíà÷åíèÿ.

3. A3 - íàáîð îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû. Êàæäûé åãî ýëåìåíò - íàáîð (D1 D2 D3),
ãäå D1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "îöåíêà", D2 - âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ îò òðåáóåìîãî
óñëîâèÿ, D3 - ññûëêà íà ÿ÷åéêó, âû÷èñëÿþùóþ âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ.

4. A4 - íàáîð êîíñòàíò. Åãî ýëåìåíòû ñóòü ïàðû (íàçâàíèå êîíñòàíòû - çíà÷åíèå
êîíñòàíòû).

5. A5 - íàáîð îáùèõ êîììåíòàðèåâ ê ñõåìå.
Çàìåòèì, ÷òî âõîäîì ÿ÷åéêè ñëóæèò ýëåìåíò íàáîðà A2, âûõîäîì - ýëåìåíò íàáîðà

A2 ëèáî A3. Ïîä ññûëêîé íà âõîä ëèáî âûõîä ïîíèìàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî ðàçðÿäà
íàáîðà (ëåâûé êðàé), ïðåäñòàâëÿþùåãî ýòîò âõîä ëèáî âûõîä.

Òèïû ÿ÷ååê ñõåìû è ñïðàâî÷íèê "îïð"

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ÿ÷ååê ñõåìû îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïðàâî÷íèêîì "îïð", ðåàëèçîâàííûì
íà ÃÅÍÎËÎÃå. Çàãîëîâîê ïðèåìà ýòîãî ñïðàâî÷íèêà èìååò âèä "âû÷(îïð A)", ãäå
A - íàçâàíèå ÿ÷åéêè ñõåìû. Óêàçàòåëü "âõîä(B1 . . . Bn)" îïðåäåëÿåò ñîâîêóïíîñòü
âõîäíûõ äàííûõ ÿ÷åéêè. Êàæäîå Bi - ëèáî ïåðåìåííàÿ, îáîçíà÷àþùàÿ ÷èñëåííûé
ïàðàìåòð, ëèáî òåðì "íàáîð(xi xj)", ãäå xi, xj - ïåðåìåííûå, îáîçíà÷àþùèå ÷èñëåí-
íûå ïàðàìåòðû. Óêàçàòåëü "âûõîä(C1 . . . Ck)" îïðåäåëÿåò ñîâîêóïíîñòü âûõîäíûõ
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çíà÷åíèé ÿ÷åéêè. Ýòè çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî âõîäíûì äàííûì òåîðåìîé ïðèåìà.
Êàæäîå Ci - ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé òåîðåìà ïðèñâàèâàåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ÷èñëî
ëèáî ïàðó ÷èñåë. Òåîðåìà ìîæåò èìåòü äèçúþíêòèâíûé êîíñåêâåíò, è òîãäà ïðèåì
îïðåäåëÿåò íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ Ci. Ðåçóëüòà-
òîì R îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "îïð" ñëóæèò íàáîð ýòèõ íàáîðîâ (äàæå åñëè àëü-
òåðíàòèâíûõ íàáîðîâ íåò). Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò ñîõðàíåí â êîììåíòàðèè (âàðèàíò
R A) ê ÿ÷åéêå, ãäå A - âõîæäåíèå â R ôàêòè÷åñêè âûáðàííîãî íà òåêóùèé ìîìåíò
âàðèàíòà çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå ïðîãðàììû ïðèåìà, ðåàëèçóþ-
ùåé âû÷èñëåíèÿ â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

Ïåðåéäåì ê ïåðå÷èñëåíèþ ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêà "îïð". Íàçâàíèåì ïóíêòà â íèæå-
ñëåäóþùåì ïåðå÷èñëåíèè ñëóæèò òåðì âèäà "A(b1 . . . bn)", ãäå A - íàçâàíèå ÿ÷åéêè;
b1, . . . , bn - âõîäíûå ïàðàìåòðû. Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ
ïðîðèñîâêè íà ýêðàíå, ò.å. îñü îðäèíàò íàïðàâëåíà ñâåðõó âíèç.

1. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè.
(a) óìíîæåíèå(b c).

∀abc(a = bc)

Âõîäíûå ïàðàìåòðû - b, c; âûõîä - a.
(b) ïëþñ(b c).

∀abc(a = b+ c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
(c) âû÷èòàíèå(a b).

∀abc(c = a− b)

(d) íîðììîäóëü(a b) - âû÷èñëÿåòñÿ ìîäóëü ðàçíîñòè.
∀abc(c = |a− b|)

2. Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ îòðåçêîì.
(a) äåëåíèåîòðåçêà(A B p) - îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè C, äëÿ êîòîðîé

îòíîøåíèå AC ê AB ðàâíî p.
∀abcdpC(C = (a+ (c− a)p, b+ (d− b)p))

Âõîäíûå ïàðàìåòðû - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëî p. Âûõîä C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó êîîðäèíàò îäíîèìåí-
íîé òî÷êè.

(b) êîíåöîòðåçêà(A B p) - íàõîæäåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî êîíöà C îòðåçêà AC,
ñîäåðæàùåãî òî÷êó B, äåëÿùóþ äàííûé îòðåçîê â îòíîøåíèè 1 ê p, ñ÷èòàÿ
îò òî÷êè A.
∀abcdpC(C = (c(p+ 1)− pa, d(p+ 1)− pb))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëî p. Âûõîä - C.

3. Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ ðàññòîÿíèÿìè.
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(a) ðàññò(A B r) - íàõîäèòñÿ òî÷êà, îòñòîÿùàÿ îò òî÷êè A íà ðàññòîÿíèå r è
ëåæàùàÿ íà ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A â íàïðàâëåíèè âåêòîðà B ïðÿìîé.
Âûäàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòà.
∀abcdmpqC(m =

√
c2 + d2 & ¬(m = 0) & p = cr/m & q = dr/m→

C = (a+ p, b+ q) ∨ C = (a− p, b− q))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
âåêòîðà B è ÷èñëî r. Âûõîä - C.

(b) ðàññòîÿíèå(A B p) - íàõîäèòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, óìíî-
æåííîå íà p.
∀abcdpr(r = p

√
(a− c)2 + (b− d)2)

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, è ÷èñëî p. Âûõîä - r.

(c) òî÷êàëó÷à(A B r) - íàõîäèòñÿ òî÷êà , ðàñïîëîæåííàÿ íà ëó÷å AB è îòñòî-
ÿùàÿ îò A íà ðàñòîÿíèå r.
∀abcdmrC(m =

√
c2 + d2 & ¬(m = 0) → C = (a+ cr/m, b+ dr/m))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëî r. Âûõîä - C.

(d) óñìäåëèò(A B p q) - íàõîäèòñÿ òî÷êà C, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé AB è òàêàÿ,
÷òî îòíîøåíèå åå ðàññòîÿíèé äî òî÷åê A è B ðàâíî p/q. Âûäàþòñÿ äâà
àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòà.
∀abcdmnpqC(m = p+ q & ¬(m = 0) & n = q − p & ¬(n = 0) →
C = ((cp+ aq)/m, (dp+ bq)/m) ∨ C = ((aq − cp)/n, (bq − dp)/n))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëà p, q. Âûõîä - C.

(e) ðàññòîÿíèÿ(A B C r) - íàõîäèòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó B è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð C, îòñòîÿùàÿ îò òî÷êè
A íà ðàññòîÿíèå r. Âûäàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòà.
∀abcdghimnpqrstD(p = c− a & q = d− b & g = m2 + n2 & 0.0001 < |g| &
i = gr2 − (mq − np)2 + 0.00001 & 0 ≤ i & h =

√
i & t = (h−mp− nq)/g &

s = −(mp+ nq + h)/g → D = (c+ tm, d+ tn) ∨ D = (c+ sm, d+ sn))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (m,n) êîîðäèíàò âåêòîðà C è ÷èñëî r. Âûõîä - D.

(f) ðàññòäîïðÿìîé(A B C) - íàõîäèòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð C.
∀abcdefpqr(p =

√
e2 + f 2 & ¬(p = 0) & q = | − af + be+ cf − de| → r = q/p)

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà êîîðäèíàò (c, d)
òî÷êè B è ïàðà (e, f) êîîðäèíàò âåêòîðà C. Âûõîä - r.

(g) ñìðàññòîÿíèå(A B p q r s) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè, îòíîøåíèå ðàñ-
ñòîÿíèé êîòîðîé äî A è B ðàâíî q/p, à îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ åå äî A ê
ðàññòîÿíèþ ìåæäó A è B ðàâíî s/r. Âûäàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ ðå-
çóëüòàòà.
∀abcdefmnpqrsx(m = (r2q + s2q − psr)/(2srq) & k = 1−m2 & 0 ≤ k &

n =
√
k & e = c−a & f = d−b→ x = (a+(em−fn)s/r, b+(fm+en)s/r) ∨

x = (a+ (em+ fn)s/r, b+ (fm− en)s/r))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, è ÷èñëà p, q, r, s. Âûõîä - x.
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(h) äëèíà(A B C D r) - íàõîäèòñÿ òî÷êà íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B
è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð C, îòñòîÿùåé îò òî÷êè A íà ðàññòîÿíèå
r è îòëè÷íîé îò òî÷êè D.
∀abcdefghikmnpqrstE(p = c− a & q = d− b & g = m2 + n2 & ¬(g = 0) &
i = gr2 − (mq − np)2 & 0 ≤ i & h =

√
i & t = (h−mp− nq)/g &

s = −(mp+ nq + h)/g & k = |c+ tm− e|+ |d+ tn− f | & k < 0.1 →
E = (c+ sm, d+ sn))

∀abcdefghikmnpqrstE(p = c− a & q = d− b & g = m2 + n2 & ¬(g = 0) &
i = gr2 − (mq − np)2 & 0 ≤ i & h =

√
i & s = (h−mp− nq)/g &

t = −(mp+ nq + h)/g & k = |c+ tm− e|+ |d+ tn− f | & k < 0.1 →
E = (c+ sm, d+ sn))

ß÷åéêà ðåàëèçóåòñÿ äâóìÿ ïðèåìàìè. Åñëè óñëîâèÿ ïåðâîãî èç íèõ âû-
ïîëíåíû, òî îí è âûäàåò ðåçóëüòàò. Èíà÷å - ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïðèåìà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âõîäíûå
äàííûå ñóòü: ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò òî÷êè B,
ïàðà (m,n) êîîðäèíàò âåêòîðà C, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè D, è ÷èñëî
r. Âûõîä - E.

(i) òî÷êàïðèâÿçêè(A B C D r k) - íàõîäèòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð C, ïðè÷åì îò-
ñòîÿùàÿ îò òî÷êè A íà ðàññòîÿíèå r, à îò òî÷êè D - íà ðàññòîÿíèå k.
∀abcdefghikmnpqrstD(p = c− a & q = d− b & g = m2 + n2 & ¬(g = 0) &
i = gr2 − (mq − np)2 + 0.00001 & 0 ≤ i & h =

√
i & t = (h−mp− nq)/g &

s = −(mp+ nq + h)/g & 0.1 < |
√

(c+ tm− e)2 + (d+ tn− f)2 − k| →
D = (c+ sm, d+ sn))

∀abcdefghikmnpqrstD(p = c− a & q = d− b & g = m2 + n2 & ¬(g = 0) &
i = gr2 − (mq − np)2 + 0.00001 & 0 ≤ i & h =

√
i & t = (h−mp− nq)/g &

s = −(mp+ nq + h)/g & 0.1 < |
√

(c+ sm− e)2 + (d+ sn− f)2 − k| →
D = (c+ tm, d+ tn))

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ÿ÷åéêà ðåàëèçóåòñÿ äâóìÿ ïðèåìàìè. Âõîä-
íûå äàííûå ñóòü: ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò òî÷-
êè B, ïàðà (m,n) êîîðäèíàò âåêòîðà C, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè D, è
÷èñëà r, k. Âûõîä - D.

(j) ïðîåêöèÿ(A B C D p) - íàõîäèòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó A â íàïðàâëåíèè âåêòîðà B è îòñòîÿùàÿ îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó C â íàïðàâëåíèè âåêòîðà D íà ðàññòîÿíèå p. Âûäàþòñÿ
äâà àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdefghpqmnijE(q = p

√
h2 + g2 & m = gd− hc & n = g(f − b) + h(a− e) &

¬(m = 0) & i = (q + n)/m & j = (n− q)/m→ E = (a+ ic, b+ id) ∨
E = (a+ jc, b+ jd))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
âåêòîðà B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C, ïàðà (g, h) êîîðäèíàò âåêòîðà
D è ÷èñëî p. Âûõîä - B.

(k) ðàçíûåòî÷êè(a b p q) - íàõîäèòñÿ ïàðà ðàññòîÿíèé îò íåêîòîðîé òî÷êè A äî
äâóõ äðóãèõ òî÷åê B,C, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿ îòíîñÿòñÿ êàê p
ê q, a - ðàññòîÿíèå ìåæäó B è C, b = l(AB)+ l(AC)− l(BC). Ôàêòè÷åñêè b
èñïîëüçóåòñÿ êàê âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð, ïîçâîëÿþùèé ðåãóëèðîâàòü ñòå-
ïåíü îòêëîíåíèÿ òî÷êè A îò ïðÿìîé BC.
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∀abcdpq(c = q(a+ b)/(p+ q) & d = p(a+ b)/(p+ q))

Âõîäíûå äàííûå - a, b, p, q. Âûõîäû - c è d.
4. Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ óãëàìè.

(a) îðóãîë(A p) - íàõîäèòñÿ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ëó÷à, ïîëó÷åííîãî ïîâîðî-
òîì ëó÷à ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì A íà óãîë p ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
∀abpqrB(q = sin p & r = cos p→ B = (ar + bq, br − aq))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò âåêòîðà A è ÷èñëî p. Âûõîä - B.
(b) áèññåêòðèñà(A B) - íàõîäèòñÿ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð áèññåêòðèñû óãëà

ìåæäó âåêòîðàìè A è B.
∀abcdmnC(m =

√
a2 + b2 & ¬(m = 0) & n =

√
c2 + d2 & ¬(n = 0) →

C = (a/m+ c/n, b/m+ d/n))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò âåêòîðà A è ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
âåêòîðà B. Âûõîä - C.

(c) óãîë(A p) - íàõîäèòñÿ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ëó÷à, ïîëó÷åííîãî ïîâîðîòîì
ëó÷à ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì A íà óãîë p. Âûäàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâ-
íûõ ðàçóëüòàòà (â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ïîâîðîòà).
∀abprsB(r = sin p & s = cos p→ B = (as−br, bs+ar) ∨ B = (as+br, bs−ar))
Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò âåêòîðà A è ÷èñëî p. Âûõîä - B.

(d) Óãîë(A B C p q) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè
óãëà ABC, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà ëó÷ BA ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé BC ðàâíà
p, à íà ëó÷ BC ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé BA - ðàâíà q.
∀abcdefpqmnD(m =

√
(a− c)2 + (b− d)2 & ¬(m = 0) & n =

√
(e− c)2 + (f − d)2

& ¬(n = 0) → D = (c+ p(a− c)/m+ q(e− c)/n, d+ p(b−d)/m+ q(f −d)/n))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C, à òàêæå ÷èñëà p, q. Âûõîä - D.

(e) íîðìóãîë(A B C) - íàõîäèòñÿ âåëè÷èíà óãëà ABC.
∀abcdefgmnp(m =

√
(a− c)2 + (b− d)2 & n =

√
(e− c)2 + (f − d)2 &

¬(m = 0) & ¬(n = 0) & g = ((a − c)(e − c) + (b − d)(f − d))/(mn) → p =
(π ïðèg ≤ −1, èíà÷å (arccos g ïðè g < 1, èíà÷å 0)))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C. Âûõîä - p.

(f) óãîëìåæäó(A B p) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè, ïîëó÷åííîé ïîâîðîòîì
òî÷êè B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A íà óãîë p. Âûäàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ
ðåçóëüòàòà.
∀abcdpC(C = (a+ (c− a) cos p+ (d− b) sin p, b+ (d− b) cos p− (c− a) sin p) ∨
C = (a+ (c− a) cos p− (d− b) sin p, b+ (d− b) cos p+ (c− a) sin p))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëî p. Âûõîä - C.

(g) ñèíóñ(a b c p) - âñïîìîãàòåëüíàÿ ÿ÷åéêà, èñïîëüçóåìàÿ ïðè îïðåäåëåíèè
âòîðîé âåðøèíû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ èçâåñòíûì óãëîì íàêëîíà
ñòîðîíû.
∀abcdepe(d = a+ p cos c & e = b− p sin c)

Âõîäíûå äàííûå - a, b, c, p. Âûõîäû - d, e.
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(h) îêð(a) - ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ òðåòüÿ âåðøèíà óãëà è öåíòð
âïèñàííîé â óãîë îêðóæíîñòè, åñëè çàäàíà âåëè÷èíà óãëà a.
∀aAD(A = (200 + 200 cos a, 700− 200 cos a) & D = (200 + 90 cos(a/2),
700− 90 sin(a/2)))

Âõîäíîå äàííîå - a. Âûõîäû - A,D.
(i) Ñèíóñ(A B p) - íàõîäèòñÿ òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ ïîâîðîòîì òî÷êè A îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè B íà îðèåíòèðîâàííûé óãîë p.
∀abcdefpC(e = a−c & f = b−d→ C = (c+e cos p+f sin p, d+f cos p−e sin p))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëî p. Âûõîä - C.

5. Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè.
(a) ëó÷(A B) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ëó÷à AB.

∀abcdC(C = (c− a, d− b))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A è ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B. Âûõîä - C.

(b) ïåðïåíäèêóëÿðíî(A) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà, îðòîãîíàëüíîãî âåê-
òîðó A.
∀abB(B = (−b, a))
Âõîäíîå äàííîå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò âåêòîðà A. Âûõîä - B.

(c) ïåðïåíäèêóëÿð(A B C) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó B è
èìåþùóþ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð C.
∀abcdefmpD(m = e2 + f 2 & ¬(m = 0) & p = (f(a− c) + e(d− b))/m→
D = (a− pf, b+ pe))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, è ïàðà (e, f) êîîðäèíàò âåêòîðà C. Âûõîä - D.

(d) îáùàÿòî÷êà(A B C D) - íàõîäèòñÿ îáùàÿ òî÷êà äâóõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç òî÷êè A è C, è èìåþùèõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû B
è D.
∀abcdefghmnE(m = dg − ch & 0.01 < |m| & n = g(f − b) + h(a− e) →
E = (a+ cn/m, b+ dn/m))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
âåêòîðà B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C, è ïàðà (g, h) êîîðäèíàò âåêòîðà
D. Âûõîä - E.

(e) ðàçíñòîð(A B C D E k) - íàõîäèòñÿ òî÷êà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð B, ëåæàùàÿ ñ òî÷êîé E ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð D. Âàðüèðîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà k ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ðàçëè÷íûå òàêèå òî÷êè.
∀abcdeghikmnpqrsF (e = −sm+ rn+ sp− rq & g = (−as+ rb+ sp− rq)e &
h = (−sc+ rd)e & ¬(h = 0) & i = −g/h− (−1 ïðè h < 0, èíà÷å 1)k →
F = (a+ ic, b+ id))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
âåêòîðà B, ïàðà (p, q) êîîðäèíàò òî÷êè C, ïàðà (r, s) êîîðäèíàò âåêòîðà
D, ïàðà (m,n) êîîðäèíàò òî÷êè E, è ÷èñëî k. Âûõîä - F .
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6. Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ òðåóãîëüíèêàìè.
(a) òðåóãîëüíèê(A B C p q) - íàõîäèòñÿ òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC,

êîîðäèíàòû êîòîðîé â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè AB è
AC ñóòü p è q.
∀abcdefpqD(D = (a+ (e− a)p+ (c− a)q, b+ (f − b)p+ (d− b)q))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò òî÷êè C, è ïàðà ÷èñåë p, q. Âûõîä - D.

(b) öåíòð(A B C) - íàõîäèòñÿ öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
∀abcdefD(D = ((a+ c+ e)/3, (b+ d+ f)/3))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, è ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C. Âûõîä - D.

7. Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ îêðóæíîñòÿìè.
(a) îêðóæíîñòü(A r p) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

A è ðàäèóñîì r, ïîëÿðíûé óãîë êîòîðîé ðàâåí p.
∀abcrp(c = (a+ r cos p, b+ r sin p))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A è ÷èñëà r, p. Âûõîä - c.
(b) êàñàòåëüíàÿ(A B C D E) - íàõîäÿòñÿ öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþ-

ùåéñÿ ïðÿìîé, îïðåäåëÿåìîé ñâîåé òî÷êîé A è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
B, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó D, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòîò öåíòð ëåæèò íà
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C è èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð E.
Ñîçäàíû äâà ïðèåìà. Ïåðâûé îðèåíòèðîâàí íà îáùèé ñëó÷àé è âûäàåò
äâà àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà. Åñëè îí íå ñðàáîòàë, ïðèìåíÿåòñÿ âòî-
ðîé ïðèåì, îðèåíòèðîâàííûé íà ñëó÷àé îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ B,E è
âûäàþùèé åäèíñòâåííûé ðåçóëüòàò.
∀abcdefghijklprstuwF (r = h(e− i)− g(f − j) & k = (a− i)(b+ d− j)−
(b− j)(a+ c− i) & p = k(kh2 + kg2 − 2dhr − 2cgr)(c2 + d2) & 0 ≤ p &
t =

√
p & u = −kdg2 + kcgh+ dcgr + hrd2 & w = kch2 − kdgh− cdhr − grc2

& s = (cg + dh)2 & ¬(s = 0) → F = ((gt+ u)/s+ i, (ht+ w)/s+ j) &
l =

√
((gt+ u)/s)2 + ((ht+ w)/s)2 ∨ F = ((u− gt)/s+ i, (w − ht)/s+ j) &

l =
√

((u− gt)/s)2 + ((w − ht)/s)2)

∀abcdefghijklmnprsF (cg + dh = 0 & p =
√
c2 + d2 & m = c/p & n = d/p &

k = (d(e− a) + c(b− f))/p & r = 2(n(e− i) +m(j − f)− k) & ¬(r = 0) &
s = ((e− i)2 + (f − j)2 − k2)/r → F = (e− ns, f +ms) & l = |k − s|)
Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
âåêòîðà B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C, ïàðà (i, j) êîîðäèíàò òî÷êè D,
è ïàðà (g, h) êîîðäèíàò âåêòîðà E. Âûõîäû - F, l.

(c) òî÷êàîêðóæíîñòè(A r B) - íàõîäèòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè, èìåþùåé
öåíòð A è ðàäèóñ r, ñ ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè B. Âûäàþòñÿ äâà
àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdmnpqrsF (c = m− a & d = n− b & s = c2 + d2 − r2 & 0 ≤ s &
p =

√
s & q = c2 + d2 → F = (a+ (dp+ cr)r/q, b+ (dr − cp)r/q) ∨

F = (a+ (cr − dp)r/q, b+ (cp+ dr)r/q))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ÷èñëî r è ïàðà (m,n)
êîîðäèíàò òî÷êè B. Âûõîä - F .
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(d) Îêðóæíîñòü(A B m n) - íàõîäèòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ñ öåí-
òðàìè A,B è ðàäèóñàìè m,n. Âûäàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdkmnpqrstC(p = c− a & q = d− b & s = ((m+ n)2− p2− q2)(p2 + q2− (m−
n)2) & 0 ≤ s & r = p2 + q2 +m2 − n2 & t =

√
s & k = 2(p2 + q2) →

C = (a+(qt+ pr)/k, b+(qr− pt)/k) ∨ C = (a+(pr− qt)/k, b+(pt+ qr)/k))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëà m,n. Âûõîä - C.

(e) ëèíèÿ(A B C r) - íàõîäèòñÿ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì r, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè B è îòëè÷íûé îò íà-
ïðàâëÿþùåãî âåêòîðà C. Ñîçäàíû äâà ïðèåìà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì âåð-
ñèÿì íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà. Ñðàáàòûâàåò òîò èç íèõ, ó êîòîðîãî îñòàâ-
øèéñÿ âåêòîð áëèçîê ê C.
∀abcdefghijmnpqrsD(c = m− a & d = n− b & s = c2 + d2 − r2 & 0 < s &
p =

√
s & q = c2 +d2 & e = a+(dp+ cr)r/q−m & f = b+(dr− cp)r/q−n &

g = a+ (cr − dp)r/q −m & h = b+ (cp+ dr)r/q − n & |ej − fi| < 0.0001 →
D = (g, h))

∀abcdefghijmnpqrsD(c = m− a & d = n− b & s = c2 + d2 − r2 & 0 < s &
p =

√
s & q = c2 +d2 & e = a+(dp+ cr)r/q−m & f = b+(dr− cp)r/q−n &

g = a+ (cr − dp)r/q −m & h = b+ (cp+ dr)r/q − n & |gj − hi| < 0.0001 →
D = (e, f))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (m,n) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (i, j) êîîðäèíàò âåêòîðà C è ÷èñëî r. Âûõîä - D.

(f) ïàðàëëåëü(A B r) - íàõîäèòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A è
ðàäèóñîì r ñ ïðÿìîé, èìåþùåé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð B. Âûäàþòñÿ äâà
àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdpqrsC(p =

√
c2 + d2 & q = dr/p & s = cr/p→ C = (a+ q, b+ s) ∨

C = (a− q, b− s))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
âåêòîðà B è ÷èñëî r. Âûõîä - C.

(g) äâîéíàÿäëèíà(A B C p q m n k g h) - íàõîäÿòñÿ öåíòðû äâóõ êàñàþùèõñÿ
âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â óãëû BAC è ABC òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ðàäèóñ âòîðîé îêðóæíîñòè îòíîñèòñÿ ê ðàäèóñó ïåðâîé êàê p
ê q; m,n, k - äëèíû ñòîðîí AC, BC è AB; g, h - âåëè÷èíû óãëîâ BAC è
ABC.
∀abcdefghijkmnpqrtuvwxyDE(i = (e− a)/m+ (c− a)/k & j = (f − b)/m+
(d− b)/k & u = (e− c)/n+ (a− c)/k & v = (f − d)/n+ (b− d)/k &
t =

√
i2 + j2 & w =

√
u2 + v2 & r = q ctg(g/2) + p ctg(h/2) + 2

√
pq &

x = tr sin(g/2) & y = qwr sin(h/2) → D = (a+ ik/x, b+ jk/x) &
E = (c+ upk/y, d+ vpk/y))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C è ÷èñëà p, q,m, n, k, g, h. Âûõîäû -
D,E.

(h) Ñìóãîë(A B C g r) - íàõîäèòñÿ öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â óãîë ñ
âåðøèíîé A è êàñàþùåéñÿ äðóãîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì C è ðàäèóñîì
r. B - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îò òî÷êè A ê èñêîìîìó öåíòðó, g - âåëè÷èíà
ðàññìàòðèâàåìîãî óãëà. Âûäàþòñÿ äâà àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
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∀abcdefghjkmnqrstDMN(q =
√
m2 + n2 & M = m/q & N = n/q & e = a− c &

f = b − d & h = sin(g/2) & t = (Me + Nf)2 + (eh −Mr)2 + (fh − Nr)2 −
e2 − f 2 & 0 ≤ t & s =

√
t & k = (s+ hr −Me−Nf)/(1− h2) &

j = (−s+ hr −Me−Nf)/(1− h2) → D = (a+Mj, b+Nj) ∨
D = (a+Mk, b+Nk))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (m,n) êîîðäèíàò
âåêòîðà B, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò òî÷êè C è ÷èñëà g, r. Âûõîä - D.

(i) ñåêòîð(A C D r) - íàõîäÿòñÿ öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â
ñåêòîð îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì r. Ãðàíè÷íûé ðàäèóñ ñåêòîðà
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó C ïîñëåäíåé îêðóæíîñòè; D - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
îò òî÷êè A ê öåíòðó èñêîìîé îêðóæíîñòè.
∀abcdefhmrstER(s =

√
e2 + f 2 & t =

√
(a− c)2 + (b− d)2 &

h = arccos((e(a− c) + f(b− d))/(st)) & m = r sinh/(1 + sinh) →
E = (a+ e(r −m)/s, b+ f(r −m)/s) & R = m)

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè C, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò âåêòîðà D è ÷èñëî r. Âûõîäû - E,R.

(j) âíåøêàñàòåëüíàÿ(A B r s) - íàõîäèòñÿ ïàðà òî÷åê êàñàíèÿ âíåøíåé êà-
ñàòåëüíîé îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè A, B è ðàäèóñàìè r, s. Âûäàþòñÿ äâà
àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdefghijmnprsCD(f = d− b & e = c− a & p =

√
e2 + f 2 & n = (r − s)/p &

m = (arccosn ïðè n < 1, èíà÷å 0) & g = (e cosm+ f sinm)/p &
h = (f cosm− e sinm)/p & i = (e cosm− f sinm)/p &
j = (f cosm+ e sinm)/p→ C = (a+ gr, b+ hr) & D = (c+ gs, d+ hs) ∨
C = (a+ ir, b+ jr) & D = (c+ is, d+ js))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, è ÷èñëà r, s. Âûõîäû - C,D.

(k) âíóòðêàñàòåëüíàÿ(A B r s) - íàõîäèòñÿ ïàðà òî÷åê êàñàíèÿ âíóòðåííåé
êàñàòåëüíîé îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè A, B è ðàäèóñàìè r, s. Âûäàþòñÿ
äâà àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdefghijmprsCD(f = d− b & e = c− a & p =

√
e2 + f 2 &

m = arccos(r+s)/p & g = (e cosm+f sinm)/p & h = (f cosm−e sinm)/p &
i = (e cosm− f sinm)/p & j = (f cosm+ e sinm)/p→
C = (a+ gr, b+ hr) & D = (c− gs, d− hs) ∨ C = (a+ ir, b+ jr) &
D = (c− is, d− js))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, è ÷èñëà r, s. Âûõîäû - C,D.

(l) óãëûâåðøèíû(A B r m e) - íàõîäÿòñÿ öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñà-
þùåéñÿ çàäàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå B è ðàäèóñîì r, à òàêæå
êàñàþùåéñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A è îáðàçóþùåé ñ ïðÿìîé
AB óãîë e. Öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè äîëæåí ëåæàòü íà îòðåçêå AB,
ïðè÷åì çàäàíî ðàññòîÿíèå m îò òî÷êè A äî äàëüíåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à AB ñ çàäàííîé îêðóæíîñòüþ.
∀abcdefgmpqrC(f = (m− 2r) sin e/(1 + sin e) & p =

√
(a− c)2 + (b− d)2 &

q = f + r → C = (c+ (a− c)q/p, d+ (b− d)q/p) & g = f)

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, è ÷èñëà r,m, e. Âûõîäû - C, g.
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(m) ïåðåñåêàþòñÿ(p q) - íàõîäÿòñÿ ðàäèóñû äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé,
öåíòðû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ (200,400) è (320,400), ïðè÷åì p -
ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîíòàëè îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äî öåíòðà ëåâîé îêðóæ-
íîñòè, q - ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî îñè öåíòðîâ. Öåíòðû îêðóæíîñòåé
ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.
∀pqrs(r =

√
p2 + q2 & s =

√
(120− p)2 + q2)

Âõîäíûå äàííûå - p, q. Âûõîäû - r, s.
(n) âíóòðêàñàþòñÿ(a b c p) - ïî çàäàííûì äâóì îêðóæíîñòÿì íàõîäèòñÿ òðå-

òüÿ, êàñàþùàÿñÿ èõ âíóòðåííèì îáðàçîì, ïðè÷åì ðåçóëüòàòîì ñòàíîâèò-
ñÿ òðîéêà: ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èñêîìîé îêðóæíîñòè äî öåíòðà ïåðâîé
îêðóæíîñòè, ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èñêîìîé îêðóæíîñòè äî öåíòðà âòîðîé
îêðóæíîñòè, è ðàäèóñ èñêîìîé îêðóæíîñòè. ×èñëà a, b ñóòü ðàäèóñû ïåð-
âûõ äâóõ îêðóæíîñòåé, c - ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè. Ïàðàìåòð p
äîîïðåäåëÿåò èñêîìóþ îêðóæíîñòü. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷åðòåæà îí âàðüèðó-
åòñÿ. Ñîçäàíû äâà ïðèåìà - îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà äâå îêðóæíîñòè
íå ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âûäàþòñÿ äâà
àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdefp(b < a+ c & a < b+ c & a+ b ≤ c→ d = p+ (b+ c− a)/2 &
e = p+ (a+ c− b)/2 & f = p+ (a+ b+ c)/2)

∀abcdefghi(b < a+ c & a < b+ c & c < a+ b & g = p/2 & h = (a+ b− c)/2 &
i = (g ïðè g < h, èíà÷å h) → d = p+ (b+ c− a)/2 & e = p+ (a+ c− b)/2 &
f = p+ (a+ b+ c)/2 ∨ d = a− i & e = b− i & f = i)

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b, c, p. Âûõîäû - d, e, f .
(o) âíåøêàñàþòñÿ(a b c p) - ïî çàäàííûì äâóì îêðóæíîñòÿì íàõîäèòñÿ òðåòüÿ,

êàñàþùàÿñÿ èõ âíåøíèì îáðàçîì, ïðè÷åì ðåçóëüòàòîì ñòàíîâèòñÿ òðîéêà:
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èñêîìîé îêðóæíîñòè äî öåíòðà ïåðâîé îêðóæíîñòè,
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èñêîìîé îêðóæíîñòè äî öåíòðà âòîðîé îêðóæíîñòè, è
ðàäèóñ èñêîìîé îêðóæíîñòè. ×èñëà a, b ñóòü ðàäèóñû ïåðâûõ äâóõ îêðóæ-
íîñòåé, c - ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè. Ïàðàìåòð p äîîïðåäåëÿåò èñêî-
ìóþ îêðóæíîñòü. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷åðòåæà îí âàðüèðóåòñÿ. Ñîçäàí òîëüêî
ïðèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îêðóæíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ.
∀abcdefp(a+ b ≤ c+ 0.00001 → d = p+ (c+ a− b)/2 & e = p+ (c+ b− a)/2 &
f = p+ (c− a− b)/2)

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b, c, p. Âûõîäû - d, e, f .
(p) ðàäèóñ(a b) - íàõîäèòñÿ ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âíóòðåííèì îáðàçîì êàñàþ-

ùåéñÿ äðóãîé îêðóæíîñòè, åñëè ðàäèóñ ïîñëåäíåé ðàâåí a, à ðàññòîÿíèå
ìåæäó öåíòðàìè ðàâíî b.
∀abc(c = (a− b ïðè b < a, èíà÷å a+ b))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b. Âûõîä - c.
(q) ñåãìåíò(A B C D r) - íàõîäèòñÿ öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíóòðåí-

íèì îáðàçîì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì C è ðàäèóñîì r à òàêæå êàñàþùåéñÿ
õîðäû AB ýòîé îêðóæíîñòè. Èçâåñòåí íàïðàâëÿþùèé âåêòîð D ëó÷à, ïðî-
âåäåííîãî èç òî÷êè A ÷åðåç öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè.
∀abcdefghijkmnpqrtuvwxE(m =

√
p2 + q2 & i = p/m & j = q/m &

g =
√

(c− a)2 + (d− b)2 & f = (i(c− a) + j(d− b))/g & x = 1− f 2 &
0 ≤ x & h =

√
x & n = e− a & k = w − b &
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t = (nh− ir)2 +(kh−jr)2− (nj− ik)2 & 0 ≤ t & u =
√
t & v = ni+kj−hr →

E = (a+ (v + u)i/(f 2), b+ (v + u)j/(f 2)))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (e, w) êîîðäèíàò òî÷êè C, ïàðà (p, q) êîîðäèíàò âåêòîðà D,
à òàêæå ÷èñëî r. Âûõîä - E.

(r) ïåðèìåòð(A C D r) - íàõîäèòñÿ öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A è êàñàþùåéñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì C è ðàäèóñîì
r. Èçâåñòåí íàïðàâëÿþùèé âåêòîð D ëó÷à, ïðîâåäåííîãî èç òî÷êè A ÷åðåç
öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè.
∀abcdefghmnqrEMN(f = a− c & g = b− d & q =

√
m2 + n2 & M = m/q &

N = n/q & h = fM + gN + r & 1 < h & e = (r2 − f 2 − g2)/(2h) →
E = (a+ eM, b+ eN))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè C, ïàðà (m,n) êîîðäèíàò âåêòîð D, è ÷èñëî r. Âûõîä - E.

(s) âíåøòî÷êà(A r p m) - íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè ðàäèóñà
p, êàñàþùåéñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì r.
Ïàðàìåòð m äîîïðåäåëÿåò èñêîìóþ îêðóæíîñòü. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷åðòåæà
îí âàðüèðóåòñÿ.
∀abmprB(B = (a+ (r + p) cosm, b+ (r + p) sinm))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, à òàêæå ÷èñëà r, p,m.
Âûõîä - B.

8. Îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ òðàïåöèÿìè.
(a) ëåâûéêðàé(A p h) - íàõîäèòñÿ ëåâàÿ âåðõíÿÿ âåðøèíû òðàïåöèè, åñëè èç-

âåñòíû åå ëåâàÿ íèæíÿÿ âåðøèíà A, êîòàíãåíñ p óãëà íàêëîíà ëåâîé áîêî-
âîé ñòîðîíû è âûñîòà h.
∀abhpB(B = (a+ ph, b− h))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A è ÷èñëà p, h. Âûõîä - B.
(b) ïðàâûéêðàé(A p h) - íàõîäèòñÿ ïðàâàÿ âåðõíÿÿ âåðøèíà òðàïåöèè, åñëè

èçâåñòíû åå ïðàâàÿ íèæåÿÿ âåðøèíà A êîòàíãåíñ p óãëà íàêëîíà ïðàâîé
áîêîâîé ñòîðîíû è âûñîòà h.
∀abhpB(B = (a− ph, b− h))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A è ÷èñëà p, h. Âûõîä - B.
(c) òðàïåöèÿ(p h a) - íàõîäÿòñÿ âåðõíÿÿ ëåâàÿ è âåðõíÿÿ ïðàâàÿ âåðøèíû òðà-

ïåöèè, íèæíèå âåðøèíû êîòîðîé èìåþò êîîðäèíàòû (200,800) è (400,800).
Çàäàíû âûñîòà òðàïåöèè h, äëèíà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ p è îòíîøåíèå a
ïðîåêöèè ëåâîé áîêîâîé ñòîðîíû íà íèæíåå îñíîâàíèå ê ñóììå ïðîåêöèé
áîêîâûõ ñòîðîí.
∀ahpBC(B = (200+a(200−p), 800−h) & C = (400− (1−a)(200−p), 800−h))
Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà p, h, a. Âûõîäû - B,C.

(d) Òðàïåöèÿ(p h a) - íàõîäÿòñÿ âåðõíÿÿ ëåâàÿ è âåðõíÿÿ ïðàâàÿ âåðøèíû òðà-
ïåöèè îáùåãî âèäà, íèæíèå âåðøèíû êîòîðîé èìåþò êîîðäèíàòû (200,800)
è (400,800). Çàäàíû âûñîòà òðàïåöèè h, äëèíà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ p è ñìå-
ùåíèå a ëåâîé âåðõíåé âåðøèíû ïî ãîðèçîíòàëè îòíîñèòåëüíî ëåâîé íèæ-
íåé.
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∀ahpBC(B = (200 + a, 800− h) & C = (200 + a+ p, 800− h))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà p, h, a. Âûõîäû - B,C.
(e) óãëû(a b p) - íàõîäÿòñÿ âåðõíÿÿ ëåâàÿ è âåðõíÿÿ ïðàâàÿ âåðøèíû òðàïåöèè,

íèæíèå âåðøèíû êîòîðîé èìåþò êîîðäèíàòû (200,800) è (400,800). Çàäàíû
óãëû a, b ïðè ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ íèæíåãî îñíîâàíèÿ, à òàêæå äëèíà p
âåðõíåé ñòîðîíû.
∀abdhpBC(d = ctg a+ ctg b & ¬(d = 0) & h = (200− p)/d→
B = (200 + h ctg a, 800− h) & C = (400− h ctg b, 800− h))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b, p. Âûõîäû - B,C.
(f) îïèñàíà(a b) - íàõîäÿòñÿ âåðõíèå âåðøèíû îïèñàííîé òðàïåöèè ñ óãëàìè

ïðè îñíîâàíèè a è b.
∀abpqBC(p = ctg(a/2) + ctg(b/2) & q = 400/p→
B = (200 + q ctg a, 400− q) & C = (400− q ctg b, 400− q))

Âõîäíûå äàííûå - a, b. Âûõîäû - B,C.
9. ïàðàëëåëîãðàìì(a b) - íàõîäÿòñÿ âåðõíèå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà, íèæíèå

âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû (200,800) è (350,800), ïðè÷åì a - ñìåùåíèå
âïðàâî îò ëåâîé íèæíåé ê ëåâîé âåðõíåé âåðøèíå, b - âûñîòà.
∀abBC(B = (200 + a, 800− b) & C = (350 + a, 800− b))

Âõîäíûå äàííûå - a, b. Âûõîäû - B,C.
10. ðîìá(a) - íàõîäÿòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ âåðøèíû ðîìáà, ñðåäíèå âåðøèíû êî-

òîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû (200,700) è (400,700), ïðè÷åì èçâåñòíà ïîëîâèíà a
âåðòèêàëüíîé äèàãîíàëè.
∀aBC(B = (300, 700− a) & C = (300, 700 + a))

Âõîäíîå äàííîå - a. Âûõîäû - B,C.
11. êâàäðàò(A B) - íàõîäÿòñÿ âåðøèíû C,D êâàäðàòà ABCD. Âûäàþòñÿ äâà àëü-

òåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòà.
∀abcdCD(C = (a+ b− d, b+ c− a) & D = (c+ b− d, d+ c− a) ∨
C = (a− b+ d, a+ b− c) & D = (c− b+ d, a+ d− c))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A è ïàðà (c, d) êîîðäèíàò òî÷êè
B. Âûõîäû - C,D.

12. ÷åòûðåõóãîëüíèê(a b c d) - íàõîäèòñÿ òðåòüÿ âåðøèíà âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà, ó êîòîðîãî (a, b) - êîîðäèíàòû âòîðîé âåðøèíû; (200, 800) è (360, 800) -
êîîðäèíàòû ïåðâîé è ÷åòâåðòîé âåðøèíû. Ïàðàìåòðû c, d äîîïðåäåëÿþò èñêî-
ìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷åðòåæà îíè âàðüèðóþòñÿ.
∀abcdmnpqrsA(m = 360− a & n = 800− b & p = a− 200 & q = b− 800 &

r =
√
m2 + n2 & s =

√
p2 + q2 → A = (a+mc/r + pd/s, b+ nc/r + qd/s))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b, c, d. Âûõîä - A.
13. ôèãóðû(a b c) - íàõîäÿòñÿ âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ âåðøèíû îïèñàííîãî ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà ñ èçâåñòíûì óãëîì a. Ïàðàìåòðû b, c äîîïðåäåëÿþò èñêîìûé
÷åòûðåõóãîëüíèê. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷åðòåæà îíè âàðüèðóþòñÿ. Ñìûñë ïàðàìåò-
ðà b - ïîëÿðíûé óãîë ÷åòâåðòîé âåðøèíû, ïàðàìåòðà c - äîëÿ, â êîòîðîé äåëèòñÿ
äóãà ìåæäó âòîðîé è ÷åòâåðòîé âåðøèíàìè.
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∀abcdABC(d = cb+ (1− c)(2a+ b) → A = (300 + 100 cos b, 400 + 100 sin b) &
B = (300 + 100 cos(2a + b), 400 + 100 sin(2a + b)) & C = (300 + 100 cos d, 400 +
100 sin d))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b, c . Âûõîäû - A,B,C.
14. ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A B C i j n) - íàõîäèòñÿ j - ÿ âåðøèíà ïðàâèëüíîãî n -

óãîëüíèêà ñ öåíòðîì A è i - é, i+ 1-é âåðøèíàìè B,C.
∀abcdefghijnpqrF (p = a− c & q = b− d & g = (e− c)q− (f − d)p & h = 2(j− i)π/n &
r = (−h ïðè g < 0, èíà÷å h) → F = (c+ p cos r + q sin r, d+ q cos r − p sin r))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò òî÷êè
B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C, à òàêæå ÷èñëà i, j, n. Âûõîä - F .

15. Îïåðàöèè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé. Çíà÷åíèåì òàêîé îïåðàöèè ñëó-
æèò íåîòðèöàòåëüíàÿ ýâðèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ñòåïåíè íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ. Äëÿ
âûïîëíåííûõ óñëîâèé îíà ðàâíà 0.
(a) ðàçíûåñòîðîíû(A B C D) - óñëîâèå ðàçìåùåíèÿ òî÷åê A,B ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C â íàïðàâëåíèè âåêòîðà D.
∀abcdefghmpqrR(m = eh− fg & p = gb− ha+m & q = gd− hc+m & r = pq →
R = (r ïðè 0.0001 < r, èíà÷å 0))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðû êîîðäèíàò (a, b), (c, d), (e, f), (g, h) òî÷åêA,B,C,D.
Âûõîä - R.

(b) îäíàñòîðîíà(A B C D) - óñëîâèå ðàçìåùåíèÿ òî÷åê A,B ïî îäíó ñòîðîíó
îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C â íàïðàâëåíèè âåêòîðà D.
∀abcdefghmpqrR(m = eh− fg & p = gb− ha+m & q = gd− hc+m & r = pq →
R = (10− r ïðè r < −0.0001, èíà÷å 0))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðû êîîðäèíàò (a, b), (c, d), (e, f), (g, h) òî÷åêA,B,C,D.
Âûõîä - R.

(c) ïðîïîðöèîíàëüíû(a b c d) - óñëîâèå ðàâåíñòâà îòíîøåíèé a ê b è c ê d.
∀abcdmp(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & m = |ad/(bc)− 1| →
p = (0 ïðè m < 0.01, èíà÷å m))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b, c, d. Âûõîä - p.
(d) ìåíüøåèëèðàâíî(a b) - íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ âåëè÷èí a, b.

∀abc(c = (0 ïðè a ≤ b+ 0.00001, èíà÷å 1 + a− b))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b. Âûõîä - c.
(e) ìåíüøå(a b) - ñòðîãîå íåðàâåíñòâî äëÿ âåëè÷èí a, b.

∀abc(c = (0 ïðè a < b, èíà÷å 1 + a− b))

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b. Âûõîä - c.
(f) íàïðàâëÿþùàÿ(A B C) - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âåêòîðû A è BC (B,C - òî÷êè)

íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó.
∀abcdefpqr(p = e − c & q = f − d → r = (1 ïðè ap < 0, èíà÷å(1 ïðè bq <
0, èíà÷å 0)))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò âåêòîðà A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C. Âûõîä - r.
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(g) ðàçíîñòü(a b) - óñëîâèå ðàâåíñòâà âåëè÷èí a è b.
∀abcd(c = |a− b| → d = (0 ïðè c < 0.01, èíà÷å c))
Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b. Âûõîä - d.

(h) ïåðïåíäèêïðÿìûå(A B C D) - óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ AB è
CD.
∀abcdefghijmn(m =

√
(c− a)2 + (d− b)2 & ¬(m = 0) & n =

√
(g − e)2 + (h− f)2

& ¬(n = 0) & i = |(c− a)(g − e) + (d− b)(h− f)|/(mn) →
j = (0 ïðè i < 0.001, èíà÷å i))
Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C è ïàðà (g, h) êîîðäèíàò òî÷êè D.
Âûõîä - j.

(i) ïàðàëëåëïðÿìûå(A B C D) - óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ AB è CD.
∀abcdefghijmn(m =

√
(c− a)2 + (d− b)2 & ¬(m = 0) & n =

√
(g − e)2 + (h− f)2

& ¬(n = 0) & i = |(c− a)(h− f)− (d− b)(g − e)|/(mn) →
j = (0 ïðè i < 0.001, èíà÷å i))
Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B, ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C è ïàðà (g, h) êîîðäèíàò òî÷êè D.
Âûõîä - j.

(j) èíòåðâàë(A B C) - óñëîâèå íåïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè C èíòåðâàëó AB.
∀abcdefg(g = (0 ïðè (e − a)(c − e) < 0, èíà÷å (0 ïðè (f − b)(d − f) <
0, èíà÷å 10)))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ïàðà (e, f) êîîðäèíàò òî÷êè C. Âûõîä - g.

(k) áëèçêèåòî÷êè(A B) - óñëîâèå ðàçìåùåíèÿ òî÷åê A è B íå â íåïîñðåäñòâåí-
íîé áëèçîñòè äðóã îò äðóãà. Ó÷èòûâàþòñÿ ìàñøòàáû ÷åðòåæà íà ýêðàíå.
∀abcdpq(p =

√
(a− c)2 + (b− d)2 → q = ((0 ïðè 12 < q, èíà÷å 1) ïðè 6 <

p, èíà÷å 10))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A è ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B. Âûõîä - q.

(l) ðàâíûåäëèíû(A B e) - óñëîâèå ðàâåíñòâà âåëè÷èíû e ðàññòîÿíèþ ìåæäó
òî÷êàìè A è B.
∀abcdemnp(m =

√
(a− c)2 + (b− d)2 & ¬(m = 0) & n = |e/m− 1| →

p = (0 ïðè n < 0.2, èíà÷å n))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A, ïàðà (c, d) êîîðäèíàò
òî÷êè B è ÷èñëî e. Âûõîä - p.

(m) âíåøêîíòðîëü(A B e) - óñèëåííûå âàðèàíò ÿ÷åéêè "ðàâíûåäëèíû(A B e).
Óñèëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â óâåëè÷åííîì çíà÷åíèè îöåíêè, äåëàþùåì âûïîë-
íåíèå äàííîãî óñëîâèÿ áîëåå ïðèîðèòåòíûì.
∀abcdemnp(m =

√
(a− c)2 + (b− d)2 & ¬(m = 0) & n = |e/m − 1| → p =

(0 ïðè n < 0.01, èíà÷å 10n)).
Âõîäíûå äàííûå - ïàðû êîîðäèíàò (a, b) è (c, d) òî÷åê A è B, à òàêæå ÷èñëî
e. Âûõîä - p.

(n) ñóììà(a b c) - óñëîâèå ðàâåíñòâà âåëè÷èíû c ñóììå âåëè÷èí a è b.
∀abcd(d = |c− a− b|/4)

Âõîäíûå äàííûå - ÷èñëà a, b, c. Âûõîä - d.
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(o) ôèãóðà(A B C D E) - óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè E âûïóêëîìó ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêó ABCD.
∀abcdefghkmnpqrs(m = ((b− d)p+ (c− a)q + ad− bc)((b− d)e+ (c− a)f + ad−
bc) & n = ((d− f)p+ (e− c)q + cf − de)((d− f)g + (e− c)h+ cf − de) &
k = ((f − h)p+ (g − e)q + he− fg)((f − h)a+ (g − e)b+ he− fg) &
r = ((h− b)p+ (a− g)q + bg − ah)((h− b)c+ (a− g)d+ bg − ah) →
s = (1 ïðè m < 0, èíà÷å (1 ïðè n < 0, èíà÷å (1 ïðè k < 0, èíà÷å (1 ïðè r <
0, èíà÷å 0)))))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðû êîîðäèíàò (a, b), (c, d), (e, f), (g, h), (p, q) òî÷åê
A,B,C,D,E. Âûõîä - s.

(p) ìîäóëü(a b c) - óñëîâèå ðàâåíñòâà âåëè÷èíû c ìîäóëþ ðàçíîñòè âåëè÷èí
a, b.
∀abcd(d = |c− |a− b||)
Âõîäíûå äàííûå - a, b, c. Âûõîä - d.

(q) íåïåðåñåê(A r B) - óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì A è ðàäèóñîì r, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè B.
∀abcdpqr(p = (c− a)2 + (d− b)2 − r2 → q = (0 ïðè 1 ≤ p, èíà÷å 10))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà êîîðäèíàò (a, b) òî÷êè A, ÷èñëî r è ïàðà (c, d)
êîîðäèíàò òî÷êè B. Âûõîä - q.

(r) îãðàíè÷åíà(A) - óñëîâèå íå ñëèøêîì áîëüøîãî óäàëåíèÿ òî÷êè A îò îáëà-
ñòè, îòîáðàæàåìîé íà ýêðàíå.
∀abc(c = (10 ïðè 1000 < |a|, èíà÷å (10 ïðè 2000 < |b|, èíà÷å 0)))

Âõîäíûå äàííûå - ïàðà (a, b) êîîðäèíàò òî÷êè A. Âûõîä - c.
16. Ïðèåìû ñïðàâî÷íèêà "îïð", ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå.

Íåñêîëüêî ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêà "îïð" îêàçàëîñü óäîáíåå ðåàëèçîâàòü íà ËÎÑå.
Ýòè ïðèåìû ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì (Ïðèåìû ðåøàòåëÿ
- Ãåîìåòðèÿ - Ïðîöåäóðû ñïðàâî÷íèêà ÎÏÐ).
(a) âõîä(a b c) - âûäàåòñÿ çíà÷åíèå a ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì

â ÿ÷åéêå ñîõðàíÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ãðàíèöàõ b, c åãî èçìåíåíèÿ.
(b) íàáîð(a1 . . . an) - âûäàåòñÿ íàáîð (a1 . . . an).
(c) ðàâíî(a) - êîïèðóåòñÿ çíà÷åíèå a.
(d) ò÷êîîðä(K A B) - íàõîäèòñÿ îöåíêà ðàçìåùåíèÿ êîíöåâîé òî÷êè B ëó÷à

AB íà ïîçèöèè K. Ó÷èòûâàþòñÿ óæå ðàçìåùåííûå ýëåìåíòû ÷åðòåæà, è
"øòðàôóþòñÿ" íåîïðàâäàííûå áëèçîñòè è ïåðåñå÷åíèÿ.

(e) òî÷êàïðÿìîé(K A B) - íàõîäèòñÿ îöåíêà ðàçìåùåíèÿ òî÷êè A ïðÿìîé B
íà ïîçèöèè K.

(f) îêðòî÷êà(K B A) - íàõîäèòñÿ îöåíêà ðàçìåùåíèÿ òî÷êè B îêðóæíîñòè A
íà ïîçèöèè K.

(g) òî÷êàîòðåçêà(A B C) - îöåíèâàåòñÿ ñòåïåíü íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè òî÷êè C îòðåçêó AB.

(h) Êðóã(A B C D r R) - íàõîäÿòñÿ öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåé-
ñÿ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè A,B è ðàäèóñàìè r, R, à òàêæå êàñàþùåéñÿ
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C â íàïðàâëåíèè âåêòîðà D.
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Îáðàáîòêà óêàçàòåëåé íà äîîïðåäåëåíèå ñõåìû âû÷èñëåíèé

Ïîñòðîåíèå ñõåìû âû÷èñëåíèé ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèçàòîðîì
"÷åðòåæ", ïðèåìû êîòîðîãî áóäóò îïèñàíû íèæå. Ýòè ïðèåìû äîáàâëÿþò ê ñïèñêó
ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è àíàëèçàòîðà óòâåðæäåíèÿ "îïð(. . .)", óêàçûâàþ-
ùèå, êàêèå ýëåìåíòû ÷åðòåæà ñòàíîâÿòñÿ îïðåäåëåíû ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ñõåìå
âû÷èñëåíèé íîâûõ ÿ÷ååê. Óêàçàòåëè íà íîâûå ÿ÷åéêè ïåðåäàþòñÿ ïðèåìîì ïðîöåäó-
ðå "âûâîä" â âèäå èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ (îïð B C). Çäåñü B - ãðóïïà íàçâàíèé
îïðåäåëÿåìûõ ÿ÷åéêîé îáúåêòîâ (òî÷åê, âåêòîðîâ, ÷èñåë), C - òåðì, ðåàëèçóþùèé îá-
ðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "îïð". Îïèøåì ôðàãìåíò ïðîöåäóðû "âûâîä", âûïîëíÿþùèé
îáðàáîòêó òàêèõ óêàçàòåëåé.

Èç êîðíÿ îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì ïåðåõîäèì ê ïîäðàçäåëó (Ïðèåìû ðåøàòåëÿ - Îá-
ùèå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ - Ïðîöåäóðà ÂÛÂÎÄ - Àíàëèçàòîð ×ÅÐ-
ÒÅÆ). Çàòåì íàæèìàåì "êóðñîð âïðàâî" è îêàçûâàåìñÿ â ôðàãìåíòå ïðîãðàììû
ËÎÑà, ñîäåðæàùåì êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(4 4)". Ïåðåä ýòîé êîíòðîëüíîé òî÷-
êîé ðàñïîëîæåí îïåðàòîð, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "âûâîä" ïðî-
èçîøëî èç àíàëèçàòîðà "÷åðòåæ". Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ âíåøíÿÿ çàäà÷à
àíàëèçàòîðà "÷åðòåæ". Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ5, êîòîðûé áóäåò çàïîëíÿòü-
ñÿ ÿ÷åéêàìè, ïðèñîåäèíÿåìûìè ê ñõåìå.

Ïîñëå îïåðàòîðà "âåòâü 2" ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ óêàçàòåëåé (îïð âûáîð(a1,
b1, c1) . . . âûáîð(an, bn, cn) t). Ýòè óêàçàòåëè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì äîîïðå-
äåëåíèè ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà. Äëÿ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ a1, . . . an óêàçûâàþòñÿ äî-
ïóñòèìûå ïðîìåæóòêè çíà÷åíèé [b1, c1], . . . , [bn, cn]. Òåðì t - îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó
"îïð", ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëèòü êà÷åñòâî âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ðàññìàò-
ðèâàåìûé óêàçàòåëü çàìåíÿåòñÿ íà ãðóïïó óêàçàòåëåé (îïð a1 âõîä(b1b1c1)), . . ., (îïð
an âõîä(bnbncn)), (îïð îöåíêà a1 . . . an t). Çàìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòðû ai

áóäóò ïîëó÷àòü èñõîäíûå çíà÷åíèÿ bi.
Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 2". Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ öèêë èçâëå÷åíèÿ èç

íàáîðà õ3 èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ (îïð B C) è ðåãèñòðàöèè îïðåäåëÿåìûõ èìè
ýëåìåíòîâ â ñõåìå âû÷èñëåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà ñõåìà õðàíèòñÿ â êîììåíòàðèè
(÷åðòåæ A1 A2 A3 A4 A5) ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ4. õ6 - òåêóùèé òàêîé ýëåìåíò. Ïåðå-
ìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì C (îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "îïð"), ïåðåìåííîé õ8 -
íàáîð B íàçâàíèé îïðåäåëÿåìûõ íîâîé ÿ÷åéêîé îáúåêòîâ.

Ïðåæäå âñåãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òåðì C çàäàåò ÷èñëåííóþ êîíñòàí-
òó. Òîãäà õ8 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî íàçâàíèÿ r. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå õ9 äàííîé
êîíñòàíòû â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Åñëè â ñïèñêå A2 çíà÷åíèé âåëè÷èí,
îïðåäåëÿåìûõ ñõåìîé, óæå èìåëñÿ íàáîð äëÿ âåëè÷èíû r, òî ðåãèñòðèðóåòñÿ åå çíà-
÷åíèå õ9, èíà÷å - â A2 çàíîñèòñÿ íîâûé íàáîð (r õ9 0 ïóñòîåñëîâî).

Åñëè òåðì C íå çàäàåò ÷èñëåííóþ êîíñòàíòó, òî ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2". Ïåðå-
ìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà C (òèï íîâîé ÿ÷åéêè), à ïåðåìåííîé õ10
- íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà B. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîììåíòàðèé
(÷åðòåæ A1A2A2A4A5), à ïåðåìåííîé õ12 - íàêîïèòåëü ññûëîê íà ýëåìåíòû íàáîðîâ
A2, A4, îïðåäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ õ10. Ññûëêîé íà íàáîð çäåñü
ñëóæèò âõîæäåíèå ïåðâîãî ýëåìåíòà íàáîðà. Äëÿ çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ12 ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ13 íàáîðà õ10. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñëåäóþùèå ñëó÷àè (â óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè):

1. Ýëåìåíò õ13 èìååò âèä "òåðì(T )". Òîãäà â õ12 çàíîñèòñÿ ñàì òåðì T .
2. Ýëåìåíò õ13 - êîíñòàíòíûé òåðì. Åñëè îí óæå çàðåãèñòðèðîâàí â íàáîðå A4
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çíà÷åíèé êîíñòàíò, òî â õ12 çàíîñèòñÿ ññûëêà íà îïðåäåëÿþùóþ åãî çíà÷åíèå
ïàðó. Èíà÷å - çíà÷åíèå õ13 (÷èñëî ëèáî ïàðà ÷èñåë â ôîðìàòå ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé) âû÷èñëÿåòñÿ, ðåãèñòðèðóåòñÿ â A4, è â õ12 çàíîñèòñÿ ññûëêà íà íîâóþ
ïàðó íàáîðà A4.

3. Åñëè â íàáîðå A2 èìååòñÿ ýëåìåíò, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå õ13, òî â õ12 çàíî-
ñèòñÿ ññûëêà íà íåãî.

4. Åñëè õ13 èìååò âèä "íàïðàâë(P Q)", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè â
A2 ýëåìåíò, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå "ëó÷(P Q)". Ïðè óäà÷å - â õ12 çàíîñèòñÿ
ññûëêà íà òàêîé ýëåìåíò.

5. Åñëè õ13 èìååò âèä "ðàññòîÿíèå(P Q)", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè
â A2 ýëåìåíò, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå "ðàññòîÿíèå(Q P )". Ïðè óäà÷å - â õ12
çàíîñèòñÿ ññûëêà.

6. Â A2 ðåãèñòðèðóåòñÿ íîâûé ýëåìåíò (õ13 0 0 ïóñòîåñëîâî), è â õ12 çàíîñèòñÿ
ññûëêà íà íåãî.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâ õ13 - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1". Çäåñü ââîäèò-
ñÿ íàáîð õ13 âèäà (õ9 õ12 ïóñòîåñëîâî ïóñòîåñëîâî) - çàãîòîâêà íîâîé ÿ÷åéêè. Îí
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå õ5 è â íàáîðå ÿ÷ååê A1. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà íàáîðà õ12,
ÿâëÿþùåãîñÿ ññûëêîé íà íåêîòîðûé ýëåìåíò (P1 P2 P3 P4) íàáîðà A2, ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ðåãèñòðàöèÿ â ñïèñêå P4 ÿ÷ååê, èñïîëüçóþùèõ âåëè÷èíó P1, ññûëêè íà ÿ÷åéêó
õ13. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1".

Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:
1. Ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8 íå ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì "îöåíêà". Òîãäà âñå ýëåìåíòû

íàáîðà õ8 ñóòü íàçâàíèÿ âû÷èñëÿåìûõ ÿ÷åéêîé îáúåêòîâ. Äëÿ òåêóùåãî òàêîãî
íàçâàíèÿ õ14 ïðîâåðÿåòñÿ, èìååòñÿ ëè â íàáîðå A2 íàáîð õ15 âèäà (õ14 P1P2P3).
Åñëè îí íàéäåí, òî ðàçðÿä P2 çàìåíÿåòñÿ ññûëêîé íà íîâóþ ÿ÷åéêó õ13, à ê
ñïèñêó âûõîäîâ ÿ÷åéêè õ13 äîáàâëÿåòñÿ ññûëêà íà õ15. Ïðè íåóäà÷å, â ñëó÷àå
õ14 = "ðàññòîÿíèå(MN)" ïîïûòêà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ òåðìà "ðàññòîÿíèå(NM)".
Íàêîíåö, åñëè â íàáîðå A2 ïîäõîäÿùåãî ýëåìåíòà íåò, òî â ýòîò íàáîð çàíîñèòñÿ
íîâûé ýëåìåíò (õ14 0 ëåâûéêðàé(õ13) ïóñòîåñëîâî). Êàê è âûøå, ññûëêà íà íåãî
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûõîäîâ ÿ÷åéêè õ13.

2. Ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8 åñòü ñèìâîë "îöåíêà". Â ñïèñêå îãðàíè÷åíèé íà
ïàðàìåòðû A3 ðåãèñòðèðóåòñÿ íîâûé íàáîð (îöåíêà 0 ëåâûéêðàé(õ13)). Ýòîò
íàáîð äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó âûõîäîâ ÿ÷åéêè õ13. Åñëè â íàáîðå õ8 ïîñëå ñèì-
âîëà "îöåíêà" ðàñïîëàãàþòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xk, òî ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé
(âûáîð x1 . . . xk) ê ÿ÷åéêå õ13. Îí îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêà âû÷èñëÿåò ôóíêöèîíàë,
çíà÷åíèå êîòîðîãî äîëæíî áûòü ìèíèìèçèðîâàíî äëÿ èíèöèàëèçàöèè çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ x1, . . . , xk.

Ïîñëå òîãî, êàê âñå ýëåìåíòû õ6 âèäà (îïð . . .), ïåðåäàííûå îïåðàòîðó "âûâîä",
îáðàáîòàíû óêàçàííûì îáðàçîì, â êîììåíòàðèè (÷åðòåæ . . .) îêàçûâàþòñÿ ñîçäà-
íû áëàíêè íîâûõ ÿ÷ååê è èõ âõîäîâ - âûõîäîâ. Òåïåðü âîçâðàùàåìñÿ ê îïåðàòîðó
"êëþ÷(õ3 îïð õ6)" è ïåðåõîäèì ÷åðåç "èíà÷å 1".

Íà÷èíàåòñÿ öèêë îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé, âû÷èñëÿåìûõ íîâûìè ÿ÷åéêàìè. Ýòè
ÿ÷åéêè ïåðå÷èñëåíû â ñïèñêå õ5. Òàê êàê îáðàáîòàííûå ÿ÷åéêè áóäóò èñêëþ÷àòüñÿ
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èç äàííîãî ñïèñêà, äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ ñîçäàåòñÿ åãî êîïèÿ õ6. Êîì-
ìåíòàðèé (÷åðòåæ . . .), õðàíÿùèé ñõåìó âû÷èñëåíèé, ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ7.
Ïîñëå îïåðàòîðà "ïîâòîðåíèå" ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÿ÷åéêè õ8 ñïèñêà õ5. Îòêàòû ê äàí-
íîìó îïåðàòîðó ïîçâîëÿò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ òåõ ÿ÷ååê, çíà÷åíèÿ âõîäîâ êîòîðûõ
áûëè íàéäåíû íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï ÿ÷åéêè õ8, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð çíà÷åíèé
åå âõîäîâ. Åñëè âñå âõîäíûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû (ò.å. â õ10 íå âõîäèò ñèìâîë 0), òî
ÿ÷åéêà õ8 èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà õ5 è ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó
"îïð", âû÷èñëÿþùåìó íàáîð õ11 àëüòåðíàòèâíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé âûõîäîâ ÿ÷åéêè.

Åñëè õ11 îêàçàëîñü ðàâíî 0, òî äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ õ9 = "òî÷êàîêðóæíî-
ñòè" ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ñêîððåêòèðîâàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà. Â
ýòîì ñëó÷àå èùåòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê äàííîé îêðóæíî-
ñòè èç äàííîé òî÷êè. Äëÿ êîððåêöèè ñîçäàåòñÿ íîâàÿ ÿ÷åéêà "íåïåðåñåê" ñ òåìè æå
âõîäíûìè äàííûìè, ÷òî è ÿ÷åéêà õ8. Îíà âû÷èñëÿåò îöåíêó, øòðàôóþùóþ ïîïûòêè
ðàçìåñòèòü âíåøíþþ òî÷êó ñëèøêîì áëèçêî ê êðóãó. Çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà
"âûáîð", îïòèìèçèðóþùàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ó÷åòîì äîáàâëåííîé îöåíêè, è ñíî-
âà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îáðàòèòüñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "îïð". Íàéäåííîå çíà÷åíèå
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11.

Äàëåå, ïðè íàëè÷èè óêàçàííîé âûøå êîððåêöèè ëèáî áåç íåå, âîçâðàùàåìñÿ ê
îïåðàòîðó "ðàâíî(õ11 ñïðàâêà(îïð õ9 õ10 õ7))", è ïåðåõîäèì ÷åðåç "âåòâü 2".

Çäåñü ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õ11 íå ðàâíî 0. Åñëè íàáîð õ11
àëüòåðíàòèâíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé èìååò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, òî ïðåäïðèíèìàþòñÿ
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ñîçäàåòñÿ ëèáî êîððåêòèðóåòñÿ êîììåíòàðèé (âàðèàíò P1 P2) ê ÿ÷åéêå õ8. Ýòîò
êîììåíòàðèé óêàçûâàåò ñïèñîê P1 àëüòåðíàòèâíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé, âû÷èñ-
ëÿåìûõ ÿ÷åéêîé, à òàêæå âõîæäåíèå P2 â íàáîð P1 òåêóùåãî èñïîëüçóåìîãî
âàðèàíòà. Åñëè òàêîé êîììåíòàðèé óæå áûë, òî P1 çàìåíÿåòñÿ íà õ11, à P2 -
íà âõîæäåíèå ïåðâîãî ýëåìåíòà P1. Åñëè åãî íå áûëî, òî îí òî÷íî òàêèì æå
îáðàçîì ñîçäàåòñÿ.

2. Åñëè õ11 èìååò äâà ýëåìåíòà E1 è E2, êîòîðûå ñóòü ïàðû êîîðäèíàò òî÷êè,
ïðè÷åì â ñïèñêå A2 óñìàòðèâàåòñÿ ïàðà êîîðäèíàò òî÷êè, ïðàêòè÷åñêè íåîòëè-
÷èìàÿ îò E1, òî óêàçàòåëü P2 òåêóùåãî âàðèàíòà â êîììåíòàðèè (âàðèàíò P1

P2) ïåðåóñòàíàâëèâàåòñÿ íà âòîðîé ýëåìåíò E2.
Ïðè ëþáîé äëèíå ñïèñêà õ11, äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2", ðàñïîëî-

æåííóþ ïåðåä îïåðàòîðîì "íå(äëèíàòåêñòà(õ11 1))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåêóùèé íàáîð çíà÷åíèé, âû÷èñëåííûõ ÿ÷åéêîé õ8. Ýòè çíà÷åíèÿ ïåðåñûëàþòñÿ â
ýëåìåíòû íàáîðîâ A2, A3, ÿâëÿþùèåñÿ âûõîäàìè ÿ÷åéêè õ8.

Âîçâðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà õ11 ðàâíÿëîñü 0 è èìåë ìåñòî ïåðåõîä ÷åðåç "èíà-
÷å 1". Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñ÷èñòêà êîììåíòàðèÿ (÷åðòåæ . . .): óäàëÿþòñÿ âñå
íîâûå ýëåìåíòû, ââåäåííûå â íåãî ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû "âûâîä", ïîñëå ÷åãî
ïðîèñõîäèò âûõîä èç äàííîé ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà âñåõ ÿ÷ååê õ8 ñïèñêà õ5 - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1". Åñëè
ñïèñîê õ5 îñòàåòñÿ íåïóñòûì, òî îòêàò ê îïåðàòîðó "ïîâòîðåíèå", è íà÷àëî ñëåäó-
þùåé èòåðàöèè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé. Åñëè ñïèñîê õ5 ïóñò, òî ðåãèñòðàöèÿ íîâûõ
ÿ÷ååê è ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé èõ âûõîäîâ çàâåðøåíû. Äàëåå ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "âûáîð", îïòèìèçèðóþùåé ïàðàìåòðû ÷åðòåæà
äëÿ òåêóùåé ñõåìû âû÷èñëåíèé, è îáðàáîòêà óêàçàòåëåé (îïð . . .) çàêàí÷èâàåòñÿ.
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Ïðîöåäóðà "âûáîð"

Ïðîöåäóðà "âûáîð(õ1)" ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå âõîäíîãî çíà÷åíèÿ õ1 êîììåíòàðèé (÷åð-
òåæ A1 A2 A3 A4 A5), îïðåäåëÿþùèé òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñõåìû âû÷èñëåíèé ïàðà-
ìåòðîâ ÷åðòåæà. Îíà âûïîëíÿåò êîððåêöèþ ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà äëÿ ìèíèìèçàöèè
çíà÷åíèé îöåíîê, õðàíÿùèõñÿ â íàáîðå A3. Â îãëàâëåíèè ïðîãðàìì ýòà ïðîöåäóðà çà-
íèìàåò ïîäðàçäåë (Ïðèåìû ðåøàòåëÿ - Ãåîìåòðèÿ - Ïðîöåäóðà ÂÛÁÎÐ). Ïðîñëåäèì
õîä âûïîëíåíèÿ åå ïðîãðàììû.

Îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå" ñëóæèò òî÷êîé îòêàòà äëÿ ïîâòîðíûõ ðàññìîòðåíèé ñïèñ-
êà îöåíîê A3. Ïåðåä íèì èíèöèèðóåòñÿ íóëåì èíäèêàòîð òðåáóùèõ ïåðåñìîòðà èç-
ìåíåíèé õ2. Åñëè ïî îêîí÷àíèè î÷åðåäíîãî öèêëà ïðîñìîòðà ïîçèöèé õ3 ñïèñêà A3

îí îñòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî ïðîñìîòð ñïèñêà A3 îáðûâàåòñÿ, è ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü
2".

Ïî òåêóùåé ïîçèöèè õ3 ñïèñêà A3 îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåííûé íà íåé íàáîð õ4.
Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðîéêó (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "îöåíêà âåëè÷èíà îöåíêè - ññûëêà
íà ÿ÷åéêó, îïðåäåëÿþùóþ îöåíêó). Ñìûñë îöåíêè - íåîòðèöàòåëüíàÿ ýâðèñòè÷åñêàÿ
âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ îò íåêîòîðîãî óñëîâèÿ íà ÷åðòåæ. Íóëåâîå çíà÷åíèå îçíà÷à-
åò âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ. Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ âåëè÷èíà îöåíêè õ4.
Åñëè îíà ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òî ïåðåõîä ê î÷åðåäíîé ïîçèöèè õ3. Èíà÷å - ïåðåìåí-
íîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ ÿ÷åéêà, âû÷èñëÿþùàÿ îöåíêó õ4, à ïåðåìåííîé õ7 - ñïèñîê
êîììåíòàðèåâ ê ÿ÷åéêå õ6.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â õ7 êîììåíòàðèÿ (âûáîð x), îçíà÷àþùåãî,
÷òî ÿ÷åéêà âû÷èñëÿåò ôóíêöèîíàë, çíà÷åíèå êîòîðîãî äîëæíî áûòü ìèíèìèçèðîâàíî
äëÿ èíèöèàëèçàöèè (ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà) ïàðàìåòðà x. Åñëè ýòî òàê, òî ïåðåìåí-
íîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë x, à ïåðåìåííîé õ10 - ýëåìåíò íàáîðà A2, îïðåäåëÿþ-
ùèé çíà÷åíèå x. Ýòîò ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòâåðêó (x - òåêóùåå çíà÷åíèå
x - ññûëêà íà ÿ÷åéêó, âû÷èñëÿþùóþ x - ñïèñîê ÿ÷ååê, èñïîëüçóþùèõ x â êà÷åñòâå
âõîäíîãî çíà÷åíèÿ). Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ÿ÷åéêà, âû÷èñëÿþùàÿ çíà÷åíèå
x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê "âõîä", è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ññûëîê íà âõîäû äàííîé ÿ÷åéêè. Â äàííîì ñëó÷àå âõîäîâ ðîâíî òðè, è âñå
îíè ñóòü êîíñòàíòû, ïðåäñòàâëåííûå â íàáîðå A5. Äâå ïîñëåäíèå êîíñòàíòû îïðå-
äåëÿþò äèàïàçîí [a, b] èçìåíåíèé ïàðàìåòðà x. Îíè ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
ïåðåìåííûì õ13 è õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ øàã h = (b− a)/10 èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðà x.

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñ øàãîì h, íà-
÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ a. Äëÿ êàæäîãî íîâîãî çíà÷åíèÿ x âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðî-
öåäóðå "ïåðåñ÷åò", ìîäèôèöèðóþùåé âñå çíà÷åíèÿ âûõîäîâ ÿ÷ååê ñõåìû ïî çàäàííûì
ñïèñêó èçìåíÿåìûõ âåëè÷èí (íàáîðîâ èç A2) è ñïèñêó èõ íîâûõ çíà÷åíèé. Ïåðåìåí-
íàÿ õ16 ñîõðàíÿåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îöåíêè õ4, à ïåðåìåííàÿ õ17 - çíà÷åíèå c
ïåðåìåííîé x, ïðè êîòîðîì îíî äîñòèãàåòñÿ. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ïðîìåæóòîê [max(a, c − h),min(b, c + h)], êîòîðûé ñíîâà äåëèòñÿ íà 10 ÷àñòåé, è
ðåàëèçóåòñÿ ïîâòîðíûé öèêë ïîèñêà íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ. Êàê è âûøå, íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ â ïåðåìåííûõ õ16 è õ17. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - ïðîöåäóðà
"ïåðåñ÷åò" ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óñòàíîâêè çíà÷åíèÿ õ17 ïåðåìåííîé x. Íåíóæíûé äàëåå
ýëåìåíò õ4 óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà A3. Åñëè ÿ÷åéêà x6 íèãäå áîëåå íå èñïîëüçîâàëàñü, òî
îíà òîæå óäàëÿåòñÿ èç ñõåìû. Çàòåì - ïåðåõîä ê î÷åðåäíîé ïîçèöèè õ3 ñïèñêà îöåíîê
A3.

Åñëè ÿ÷åéêà õ6 íå èìåëà êîììåíòàðèÿ (âûáîð x), òî ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "èíà-
÷å 4", ðàñïîëîæåííûé ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(2)". Îïåðàòîð "âõïàðàì"
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ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ8 ñïèñîê âñåõ ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè îöåíêè õ4 ÿ÷ååê,
èìåþùèõ àëüòåðíàòèâíûå âàðèàíòû âûõîäíûõ çíà÷åíèé, à ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
ññûëîê íà âñå âõîäíûå ÿ÷åéêè äëÿ ïàðàìåòðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè ýòîé
îöåíêè. Çäåñü è äàëåå èìååòñÿ â âèäó ó÷àñòèå ïî öåïî÷êå âû÷èñëåíèé. Ñíà÷àëà
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îáíóëèòü îöåíêó õ4 çà ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ àëüòåðíàòèâ-
íûõ âûõîäíûõ çíà÷åíèé ÿ÷ååê. Äëÿ ýòîãî ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ10 ñïèñêà õ8.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ âû÷èñëåííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿ÷åéêè
õ10 âåëè÷èí ñïèñêà A2 è îöåíîê ñïèñêà A3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îöåíîê â ýòîì
ñïèñêå íå ÷ðåçìåðíî âåëèêî. Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ÿ÷åéêè, âû÷èñ-
ëÿþùåé îöåíêó õ4, îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ðàçíîñòü", "ïðîïîðöèîíàëüíû", "ìîäóëü",
"ñóììà", "áëèçêèåòî÷êè". Â ýòèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíåå äîáèâàòüñÿ âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñëå ïåðå÷èñëåííûõ ïðîâåðîê -
ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2". Çäåñü ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîììåíòàðèé (âàðèàíò
P1 P2) ÿ÷åéêè õ10. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ õ14 â ñïèñîê àëüòåðíàòèâíûõ íàáî-
ðîâ çíà÷åíèé P1, îòëè÷íûå îò òåêóùåãî âõîæäåíèÿ P2. Äëÿ ïåðåóñòàíîâêè âûõîäíûõ
çíà÷åíèé ÿ÷åéêè õ10 ñîãëàñíî íàáîðó õ14 ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "ïåðåñ÷åò". Åñëè
â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå îöåíêè õ4 îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 0, òî óêàçàòåëü P2 ïåðåóñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà õ14, è ê ñïèñêó êîììåíòàðèåâ ÿ÷åéêè õ10 äîáàâëÿåòñÿ (äàæå åñëè îí
óæå òàì èìåëñÿ) ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "íîâûé". Òàêèå ñèìâîëû óêàçûâàþò êîëè÷åñòâî
ðàíåå ïðåäïðèíèìàâøèõñÿ ïîïûòîê âûáîðà àëüòåðíàòèâíîãî âûõîäíîãî íàáîðà çíà-
÷åíèé ÿ÷åéêè. Åñëè èõ ÷èñëî äîñòèãàåò 3, äàëüíåéøèå ïîïûòêè âàðüèðîâàíèÿ âûõîäà
ÿ÷åéêè áëîêèðóþòñÿ. Äàëåå - îòêàò ê âûáîðó î÷åðåäíîé ïîçèöèè õ3.

Åñëè ïðîñìîòð âõîæäåíèé õ14 çàêîí÷èëñÿ áåçðåçóëüòàòíî, òî ðåàëèçóåòñÿ îáðàùå-
íèå ê ïðîöåäóðå "ïåðåñ÷åò" äëÿ âîçâðàùåíèÿ ê èñõîäíîé âåðñèè âûõîäíûõ çíà÷åíèé
ÿ÷åéêè õ10.

Åñëè ïðîñìîòð âñåõ ÿ÷ååê õ10 ñïèñêà õ8 íå ïîçâîëèë çàíóëèòü çíà÷åíèå îöåíêè
õ4, òî ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1".

Äëÿ êàæäîé âõîäíîé ÿ÷åéêè P , ó÷àñòâóþùåé â îïðåäåëåíèè îöåíêè õ4, íàõîäèòñÿ
ñïèñîê P ′ âû÷èñëåííûõ ïðè åå èñïîëüçîâàíèè âåëè÷èí è îöåíîê. ß÷åéêè P îáðàçóþò
íàáîð õ9, ñïèñêè P ′ - íàáîð õ10. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ11 ïàð (P , P ′) äëÿ òåõ âõîäíûõ
ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê, îòëè÷íûõ îò õ4. Ïà-
ðû óïîðÿäî÷åíû â íàáîðå õ11 ïî âîçðàñòàíèþ äëèí ñïèñêîâ P ′. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç
îïåðàòîð "âåòâü 1", ðàñïîëîæåííûé ïîñëå èíèöèàëèçàöèè õ11 ïóñòûì ñëîâîì.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(6)" ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïîïûòîê óìåíüøåíèÿ îöåí-
êè õ4 çà ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåêóùàÿ ïàðà èç ñïèñêà õ11. Åå ïåðâûé ýëåìåíò õ13 - âõîæäåíèå ëåâîãî êðàÿ âõîäíîé
ÿ÷åéêè, ñîîòâåòñòâóþùåé âàðüèðóåìîìó ïàðàìåòðó x. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñàìà ýòà ÿ÷åéêà, ïåðåìåííîé õ15 - ñïèñîê åå âõîäîâ. Ïî ýòèì âõîäàì îïðåäåëÿåòñÿ
äèàïàçîí [a, b] âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ a, ïåðåìåí-
íîé õ17 - b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ øàã h = (b− a)/20 èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà.
Íàõîäèòñÿ íàáîð õ19 - âûõîä ÿ÷åéêè õ14.

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñ øàãîì h, íà-
÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ a. Äëÿ êàæäîãî íîâîãî çíà÷åíèÿ x âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê
ïðîöåäóðå "ïåðåñ÷åò", ìîäèôèöèðóþùåé âñå çíà÷åíèÿ âûõîäîâ ÿ÷ååê ñõåìû. Îòáðà-
ñûâàþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ ïîñëå ïåðåñ÷åòà çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêè âû÷èñëèòü
íå óäàëîñü. Ïåðåìåííàÿ õ20 ñîõðàíÿåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îöåíêè õ4, à ïåðåìåííàÿ
õ21 - çíà÷åíèå c ïåðåìåííîé x, ïðè êîòîðîì îíî äîñòèãàåòñÿ.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîìåæóòîê [max(a, c−h),min(b, c+h)],
êîòîðûé äåëèòñÿ íà 40 ÷àñòåé, è ðåàëèçóåòñÿ ïîâòîðíûé öèêë ïîèñêà íàèìåíüøåãî
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çíà÷åíèÿ. Êàê è âûøå, íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ â ïåðåìåííûõ õ20 è õ21. Ïî
îêîí÷àíèè - ïðîöåäóðà "ïåðåñ÷åò" ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óñòàíîâêè çíà÷åíèÿ õ21 ïåðåìåí-
íîé x. Åñëè çíà÷åíèå îöåíêè õ4 ñòàëî ðàâíûì 0, òî îòêàò ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîé
ïîçèöèè õ3. Èíà÷å - ïðîâåðÿåòñÿ, óìåíüøèëîñü ëè çíà÷åíèå ýòîé îöåíêè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ èñõîäíûì õîòÿ áû íà 0.0001. Åñëè óìåíüøèëîñü, òî óêàçàòåëü èçìåíåíèé õ2
óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 1, è îòêàò ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà õ12 ñïèñêà õ11.
Èíà÷å - âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà x, è òàêæå îòêàò ê âûáîðó
î÷åðåäíîãî õ12.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ11 - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1".
Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñïèñîê õ8 ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè îöåí-
êè õ4 ÿ÷ååê, èìåþùèõ àëüòåðíàòèâíûå âàðèàíòû âûõîäíûõ çíà÷åíèé, ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîé ÿ÷åéêè õ12, à ñïèñîê õ11 íåïóñò. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî óñòàíàâëèâà-
þòñÿ àëüòåðíàòèâíûå çíà÷åíèÿ âûõîäîâ ÿ÷åéêè õ12, è äëÿ êàæäîãî òàêîãî çíà÷åíèÿ
ïîâòîðíî çàïóñêàåòñÿ îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñïèñêà
õ11 äëÿ óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ îöåíêè õ4. Åñëè òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ çàíóëèòü îöåí-
êó õ4, òî îòêàò ê î÷åðåäíîé ïîçèöèè õ3. Åñëè îöåíêó õ4 óìåíüøèòü íå óäàåòñÿ, òî
âîññòàíàâëèâàþòñÿ èñõîäíûå çíà÷åíèÿ âûõîäîâ ÿ÷åéêè õ12.

Ïîñëå ïîïûòêè ðàññìîòðåíèÿ óêàçàííîãî ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ - ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 1". Çäåñü ñïèñîê õ9 âõîäíûõ ÿ÷ååê P , ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè îöåíêè
õ4, ïåðåóïîðÿäî÷èâàåòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ äëèí ñïèñêîâ P ′ âû÷èñëåííûõ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè P âåëè÷èí è îöåíîê. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê êîíòðîëüíîé òî÷êå
"ïðèåì(7)".

Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âàðüèðîâàòü ñðàçó âñå âõîäíûå ïàðàìåòðû, ó÷àñò-
âóþùèå â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ îöåíêè õ4, ïðè÷åì öåëüþ âàðüèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
óìåíüøåíèå íå åäèíñòâåííîé îöåíêè õ4, à ñóììû êâàäðàòîâ âñåõ îöåíîê ñõåìû. Ïðå-
æäå âñåãî, óêàçàòåëü ïåðåñìîòðà õ2 ñáðàñûâàåòñÿ íà 0. Âìåñòî ýòîãî, ââîäèòñÿ ëî-
êàëüíûé óêàçàòåëü ïåðåñìîòðà õ12, èíèöèèðóåìûé íóëåì. Äàëåå ïðîñìàòðèâàåòñÿ
ñïèñîê õ9; õ13 - òåêóùèé åãî ýëåìåíò, õ14 - ñîîòâåòñòâóþùàÿ âõîäíàÿ ÿ÷åéêà. Ïî
âõîäó ÿ÷åéêè õ14 îïðåäåëÿåòñÿ äèàïàçîí [a, b] âàðüèðîâàíèÿ åå ïàðàìåòðà x. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ a, ïåðåìåííîé õ17 - b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ øàã
h = (b − a)/25 èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà. Íàõîäèòñÿ íàáîð õ19 - âûõîä ÿ÷åéêè õ14. Âû-
÷èñëÿåòñÿ ñóììà õ20 êâàäðàòîâ çíà÷åíèé âñåõ îöåíîê ñõåìû.

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñ øàãîì h, íà-
÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ a. Äëÿ êàæäîãî íîâîãî çíà÷åíèÿ x âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðî-
öåäóðå "ïåðåñ÷åò", ìîäèôèöèðóþùåé âñå çíà÷åíèÿ âûõîäîâ ÿ÷ååê ñõåìû. Îòáðàñû-
âàþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ ïîñëå ïåðåñ÷åòà çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêè âû÷èñëèòü íå
óäàëîñü. Ïåðåìåííàÿ õ21 ñîõðàíÿåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñóììû êâàäðàòîâ çíà÷åíèé
îöåíîê, à ïåðåìåííàÿ õ22 - çíà÷åíèå c ïåðåìåííîé x, ïðè êîòîðîì îíî äîñòèãàåòñÿ.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîìåæóòîê [max(a, c−h),min(b, c+h)],
êîòîðûé äåëèòñÿ íà 20 ÷àñòåé, è ðåàëèçóåòñÿ ïîâòîðíûé öèêë ïîèñêà íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ. Êàê è âûøå, íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ â ïåðåìåííûõ õ21 è õ22.
Ïî îêîí÷àíèè - ïðîöåäóðà "ïåðåñ÷åò" ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óñòàíîâêè çíà÷åíèÿ õ22 ïå-
ðåìåííîé x. Åñëè çíà÷åíèå õ21 ñóììû êâàäðàòîâ óìåíüøèëîñü ïî ñðàâíåíèþ ñ õ20
õîòÿ áû íà 0.0001, òî õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ 1, è îòêàò ê âûáîðó î÷åðåäíîãî õ13. Èíà÷å -
âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà x, è òîæå ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó õ13.
Åñëè ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ9 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî õ12 ðàâíî 1, òî ïðîñìîòð
ïîâòîðÿåòñÿ. Èíà÷å - ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ÿ÷åéêà õ4 èìååò
çàãîëîâîê "áëèçêèåòî÷êè", ò.å. ïðîâåðÿåò, ÷òî äâå òî÷êè íà ÷åðòåæå íå "ñëèïàþòñÿ".
Òîãäà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà çàíóëèòü îöåíêó õ4 ïåðåõîäîì ê àëüòåðíàòèâíûì
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çíà÷åíèÿì âûõîäîâ ÿ÷ååê ñïèñêà õ8. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äàëåå - îòêàò ê âûáîðó î÷åðåä-
íîé ïîçèöèè õ3.

Åñëè ïðîñìîòð âñåõ ïîçèöèé õ3 çàâåðøåí, ïðè÷åì óêàçàòåëü ïåðåñìîòðà õ2 îêà-
çàëñÿ ðàâåí 0, òî ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2", ðàñïîëîæåííóþ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(1)".

Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîíòðîëü íàëè÷èÿ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ñëèøêîì
âåëèêè äëÿ îòîáðàæåíèÿ íà ýêðàíå, ëèáî ïàð ñëèøêîì áëèçêèõ òî÷åê. Äëÿ ýòèõ
ñëó÷àåâ ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îöåíêè, øòðàôóþùèå óêàçàííûå ñèòóàöèè. Îíè
âû÷èñëÿþòñÿ ÿ÷åéêàìè ñ çàãîëîâêàìè "îãðàíè÷åíà" è "áëèçêèåòî÷êè". Ñíà÷àëà íî-
âûå ÿ÷åéêè çàíîñÿòñÿ â íàêîïèòåëü õ2, à íîâûå îöåíêè - â íàêîïèòåëü õ3. Çàòåì
îíè ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñõåìå, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîöåäó-
ðå "âûáîð". ×òîáû çàáëîêèðîâàòü ïîâòîðíóþ ðåêóðñèþ, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé
"áëèçêèåòî÷êè", çàíîñèìûé â íàáîð A5 êîììåíòàðèÿ "÷åðòåæ".

Çàâåðøàåò ðàáîòó ïðîöåäóðû "âûáîð" çàíóëåíèå çíà÷åíèé âñåõ îöåíîê. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ýêîíîìèòü íà îáðàáîòêå "ñòàðûõ" îöåíîê ïðè ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ðàñøèðåíèÿ
ñõåìû âû÷èñëåíèé. Çàìåòèì, ÷òî êàê òîëüêî âàðüèðóåòñÿ ïàðàìåòð, çàòðàãèâàþùèé
çàíóëåííóþ îöåíêó, ïðîöåäóðà "ïåðåñ÷åò" âîññòàíàâëèâàåò åå êîððåêòíîå çíà÷åíèå.

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "÷åðòåæ"

Ïàêåòíûé àíàëèçàòîð "÷åðòåæ" îñóùåñòâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ñõåìû
âû÷èñëåíèé ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà äëÿ ñïèñêà ïîñûëîê òåêóùåé ïëàíèìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåä îáðàùåíèåì ê íåìó ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé (÷åðòåæ
A1 A2 A3 A4 A5) ê äàííîé çàäà÷å - íàêîïèòåëü ñõåìû âû÷èñëåíèé. Ïåðâîíà÷àëüíî âñå
ñïèñêè Ai ïóñòûå. Åñëè ýëåìåíò ÷åðòåæà P (òî÷êà, ðàññòîÿíèå, âåêòîð ëèáî ÷èñëî) ê
òåêóùåìó ìîìåíòó óæå îïðåäåëåí ñõåìîé âû÷èñëåíèé, òî â ñïèñîê ïîñûëîê âíóòðåí-
íåé çàäà÷è àíàëèçàòîðà çàíîñèòñÿ ïîñûëêà "îïð(P )". Åñëè îïðåäåëåí íàïðàâëÿþ-
ùèé âåêòîð ëó÷à, òî èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü "îïð(ëó÷(. . .))". Åñëè æå îïðåäåëåíî ëèøü
íàïðàâëåíèå ïðÿìîé, òî âìåñòî ýòîãî çàïèñûâàåòñÿ "îïð(íàïðàâë(. . .))". Óêàçàòåëü
ïðèåìà àíàëèçàòîðà "îïð(B1 . . . Bk C)" îïðåäåëÿåò ââîä íîâîé ÿ÷åéêè ñõåìû, âûõîä-
íûå îáúåêòû êîòîðîé ñóòü B1, . . . , Bk, à îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "îïð" çàäàåòñÿ
òåðìîì C. Ýòîò óêàçàòåëü îçíà÷àåò, ÷òî ðåàëèçóþùåé äåéñòâèÿ ïðèåìà ïðîöåäóðå
"âûâîä" áóäåò ïåðåäàí èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (îïð B1 . . . Bk C).

×òîáû îïèñàííàÿ âûøå ÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ, âûïîëíÿåìàÿ ïðîöåäóðîé "âû-
áîð", áûëà äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà ýâðèñòèêà ïîñòðîåíèÿ ñõå-
ìû âû÷èñëåíèé. Ïðèåìû àíàëèçàòîðà, âûïîëíÿþùèå ýòó ðàáîòó, äîëæíû îáåñïå÷è-
âàòü ãàðàíòèðîâàííîå âûïîëíåíèå êàê ìîæíî áîëüøåãî ÷èñëà óñëîâèé çàäà÷è. Ñëå-
äóåò ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ çàäà÷è èìåëè êàê ìîæíî ìåíüøèå
ïåðåñå÷åíèÿ ïî âàðüèðóåìûì ïàðàìåòðàì.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà.
1. Èíèöèàëèçàöèÿ ÷åðòåæà.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ãðóïïû ïðèåìîâ, ââîäÿùèõ â ðàññìîòðåíèå èñõîäíûå
òî÷êè ÷åðòåæà. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, äëÿ ïðèåìîâ ýòîãî ðàçäåëà ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïîñûëîê íå ñîäåðæèò óòâåðæäåíèé âèäà "îïð(. . .)".
(a) Êîíöû îòðåçêà.

∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) → îïð(A) & îïð(B))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçû-
âàþùàÿ íà ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïîäîòðåçêó îòðåçêà AB. Â çàäà÷å íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ íè òðåóãîëüíèêè, íè îêðóæíîñòè. Óêàçàòåëè "îïð(A íà-
áîð(200 200))", "îïð(B íàáîð(400 200))" îïðåäåëÿþò âûáîð òî÷åê A,B ñ
ôèêñèðîâàííûìè êîîðäèíàòàìè (200,200) è (400,200). Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

(b) Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → îïð(A) & îïð(ëó÷(AB)) & îïð(C) &
îïð(íàïðàâë(C,D)) & îïð(p))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "îïð(A íàáîð(200
400))" îïðåäåëÿåò òî÷êó A ñ ôèêñèðîâàííûìè êîîðäèíàòàìè. Óêàçàòåëü
"îïð(p âõîä(200 10 600))" îïðåäåëÿåò âàðüèðóåìûé âõîäíîé ïàðàìåòð p,
äèàïàçîí èçìåíåíèé êîòîðîãî - îò 10 äî 600, à ñòàðòîâîå çíà÷åíèå ðàâíî
200. Óêàçàòåëü "îïð(C íàáîð(p 520))" îïðåäåëÿåò òî÷êó C, àáñöèññà êî-
òîðîé ðàâíà p, à îðäèíàòà - 520. Óêàçàòåëè "îïð(ëó÷(A B)íàáîð(1 0))" è
"îïð(íàïðàâë(C D)íàáîð(1 0))" îïðåäåëÿþò ãîðèçîíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ
ïðÿìûõ AB è CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(c) Óãîë ñ áèññåêòðèñîé.
∀ABCDp(áèññåêòðèñà(BACD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(ëó÷(AC)) &
îïð(ëó÷(AD)) & îïð(p))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íå ðàññìàòðèâàþòñÿ âïèñàí-
íûå îêðóæíîñòè, âíåøíèå è âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå, à òàêæå âíåøíåå ëè-
áî âíóòðåííåå êàñàíèå îêðóæíîñòåé. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))" è
"îïð(B íàáîð(400 400))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,400)
è (400,400) òî÷åê A,B. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(äðîáü( óìíîæåíèå(2 ïè)7)
äðîáü(ïè 5)äðîáü(óìíîæåíèå 9 ïè)10))" îïðåäåëÿåò âõîäíîé ïàðàìåòð p
- âåëè÷èíó óãëà, èíèöèèðóåìóþ çíà÷åíèåì 2π/7 è èçìåíåìóþ îò π/5 äî
9π/10. Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(A B)íàáîð(1 0))" çàäàåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
ëó÷à AB. Õîòÿ ýòîò âåêòîð óæå îïðåäåëåí ïî òî÷êàì A,B, äîïîëíèòåëü-
íàÿ èíôîðìàöèÿ â ñòðóêòóðå äàííûõ ñõåìû âû÷èñëåíèé ìîæåò óïðîñòèòü
âûêëàäêè. Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(A C)îðóãîë(ëó÷(A B)p))" îïðåäåëÿåò ïðî-
âåäåíèå ëó÷à AC. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(A D)áèññåêòðèñà(ëó÷(A
C)ëó÷(A B)))" îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå áèññåêòðèñû. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

(d) Èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a→ îïð(B) & îïð(C) & îïð(ëó÷(BA)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a êîíñòàíò-
íîå. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè, ïàðàëëåëîãðàììû, òðà-
ïåöèè è ïðÿìîóãîëüíèêè. Íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå îêðóæíîñòè, íå èìå-
þùèå ñâîèì öåíòðîì òî÷êó B è íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòó òî÷êó. Íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì A ëèáî C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B.
Óêàçàòåëè "îïð(B íàáîð(200 500))" è "îïð(C íàáîð(350 500))" îïðåäåëÿ-
þò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,500) è (350,500) òî÷åê B,C. Óêàçàòåëü
"îïð(ëó÷(B C)íàáîð(1 0))" ôèêñèðóåò íàïðàâëåíèå ëó÷à BC, à óêàçàòåëü
"îïð(ëó÷(B A)îðóãîë(ëó÷(B C)a))" - íàïðàâëåíèå ëó÷à BA. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Óãîë.
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∀ABCap(a ∈ Óãîë(ABC) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(ëó÷(BC)) & îïð(a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëè "îïð(B íàáîð(200
400))" è "îïð(A íàáîð(350 400))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû
(200,400) è (350,400) òî÷åêB,A. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(äðîáü(óìíîæåíèå(2
ïè)7)äðîáü(ïè 10)äðîáü(óìíîæåíèå(9 ïè)10)))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà-
÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèé âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, ðàâíîãî âåëè÷èíå
óãëà. Óêàçàòåëè "îïð(ëó÷(B A)íàáîð(1 0))" è "îïð(ëó÷(B C)îðóãîë(ëó÷(B
A)p))" îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé BA è BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀ABCap(∠(ABC) = a→ îïð(A) & îïð(B) & îïð(ëó÷(BC)) & îïð(a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ, íî íåêîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëè "îïð(. . .) òå æå, ÷òî â
ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(f) Ïàðà òî÷åê, îïðåäåëÿþùèõ ïðÿìóþ.
∀AB(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → îïð(A) & îïð(ëó÷(AB)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ
îêðóæíîñòè. Óêàçàòåëü "îïð(A íàáîð(200 400))" ôèêñèðóåò êîîðäèíàòû
òî÷êè A, à óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(A B)íàáîð(1 0))"çàäàåò íàïðàâëåíèå ëó÷à
AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Ïàðà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.
∀ABC(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → îïð(A) & îïð(C) &
îïð(íàïðàâë(A,B)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. ×èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ â çà-
äà÷å ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé AB, íå ìåíüøå ÷èñëà òàêèõ ïðÿ-
ìûõ äëÿ ïðÿìîé AC. Äðóãèõ ïîñûëîê ñ çàãîëîâêîì "ïåðïåíäèêóëÿðíî"
íåò. Ïðÿìîóãîëüíèêè â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óêàçàòåëè "îïð(A íà-
áîð(200 600))" è "îïð(C íàáîð(300 600))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êî-
îðäèíàòû (200,600) è (300,600) òî÷åêA,C. Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(AB)íàáîð(0
1))" îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå ëó÷à AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Òðåóãîëüíèê
i. Îáùèé ñëó÷àé.
∀ABCpq(4(ABC) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(p) & îïð(q))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))"
è "îïð(C íàáîð(350 400))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû
(200,400) è (350,400) òî÷åê A,C. Óêàçàòåëè "îïð(p âõîä(230 10 520))"
è "îïð(q âõîä(300 100 380))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèà-
ïàçîíû èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ p, q - êîîðäèíàò âåðøèíû
B. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "îïð(B íàáîð(p q))" îïðåäåëÿåò âåðøèíó B.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

ii. Èçâåñòíû îòíîøåíèÿ äâóõ ïàð óãëîâ.
∀ABCabnpqrs(4(ABC) & p∠(ABC) = q∠(ACB) & r∠(ACB) = s∠(BAC)
& n = ps+ pr + qs & a = psπ/n & b = prπ/n→ îïð(A) & îïð(C) &
îïð(ëó÷(AB)) & îïð(ëó÷(CB)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, òðè ïîñëåäíèõ - âûäå-
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ëåíû óêàçàòåëåì "âû÷", ò.å. îáðàáàòûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè âû÷èñëå-
íèé â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Ïåðåìåííûå p, q, r, s èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Óêàçàòåëè "îïð(A íà-
áîð(200 400))" è "îïð(C íàáîð(400 400))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå
êîîðäèíàòû (200,400) è (400,400) òî÷åê A,C. Óêàçàòåëè "îïð(ëó÷(A
B)îðóãîë(ëó÷(A C)b))", "îïð(ëó÷(C B)îðóãîë(ëó÷(A C)ìèíóñ(a)))" è
"îïð(ëó÷(A C)íàáîð(1 0))" îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé AB, CB è
AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iii. Èçâåñòíî îòíîøåíèå äâóõ óãëîâ.
∀ABCapq(4(ABC) & p∠(BAC) = q∠(ACB) → îïð(A) & îïð(C) &
îïð(ëó÷(AB)) & îïð(ëó÷(CB)) & îïð(a) & îïð(b))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))"
è "îïð(C íàáîð(400 400))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû
(200,400) è (400,400) òî÷åêA,C. Óêàçàòåëü "îïð(a âõîä(äðîáü( óìíîæå-
íèå (ïè q) óìíîæåíèå(2 ïëþñ(p q))) 0.1 äðîáü(óìíîæåíèå(9 ïè q) óìíî-
æåíèå(10 ïëþñ(p q)))))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí
èçìåíåíèé âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà a, ðàâíîãî âåëè÷èíå îðèåíòèðî-
âàííîãî óãëà BAC. Óêàçàòåëü "îïð(b óìíîæåíèå(a ìèíóñ(äðîáü(pq)))"
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà b, ðàâíîãî âåëè÷èíå îðèåíòèðîâàí-
íîãî óãëà BCA. Óêàçàòåëè "îïð(ëó÷(A C)íàáîð(1 0))", "îïð(ëó÷(A
B)îðóãîë(ëó÷(A C)a))", "îïð(ëó÷(C B)îðóãîë(ëó÷(C A)b))"îïðåäåëÿþò
íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé AC, AB è CB. Äîïîëíèòåëüíî ââåäåí óêàçàòåëü
"îïð(ëó÷(C A)íàáîð(ìèíóñ(1)0))", îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå ëó÷à
CA. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iv. Èçâåñòíû óãîë è îòíîøåíèå ïðèëåãàþùèõ ñòîðîí.
∀ABCapq(4(ABC) & ∠(BAC) = a & pl(AB) = ql(AC) → îïð(A) &
îïð(C) & îïð(ëó÷(AB)) & îïð(B))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, p, q êîíñòàíòíûå.
Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))" è "îïð(C íàáîð(400 400))" îïðå-
äåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,400) è (400,400) òî÷åê A,C.
Óêàçàòåëè "îïð(ëó÷(A C)íàáîð(1 0))", "îïð(ëó÷(A B)îðóãîë(ëó÷(A
C)a))" îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé AC è AB. Óêàçàòåëü "îïð(B
òî÷êàëó÷à(ëó÷(A B)äðîáü(óìíîæåíèå(200 q)p)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæå-
íèå òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

v. Èçâåñòåí óãîë.
∀ABCa(4(ABC) & ∠(BAC) = a→ îïð(A) & îïð(C) & îïð(B) & îïð(p))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìóãîë". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëè "îïð(A
íàáîð(200 400))" è "îïð(C íàáîð(400 400))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàí-
íûå êîîðäèíàòû (200,400) è (400,400) òî÷åê A,C. Óêàçàòåëü "îïð(p
âõîä(110 20 300))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìå-
íåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, ðàâíîãî ðàññòîÿíèþ AB. Óêàçàòåëè
"îïð(ëó÷(A C)íàáîð(1 0))", "îïð(ëó÷(A B)îðóãîë(ëó÷(A C)a))" îïðå-
äåëÿþò íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé AC è AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
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ðàâåí 3.
vi. Èçâåñòíû äâà óãëà.

∀ABC(4(ABC) & ∠(BAC) = a & ∠(BCA) = b→ îïð(A) & îïð(C) &
îïð(ëó÷(AB)) & îïð(ëó÷(CB)))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b êîí-
ñòàíòíûå. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))" è "îïð(C íàáîð(400 400))"
îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,400) è (400,400) òî÷åê
A,C. Óêàçàòåëè "îïð(ëó÷(A C)íàáîð(1 0))", "îïð(ëó÷(AB)îðóãîë(ëó÷(A
C)a))", "îïð(ëó÷(C B)îðóãîë(ëó÷(C A)ìèíóñ(b)))"îïðåäåëÿþò íàïðàâ-
ëåíèÿ ëó÷åéAC,AB è CB. Äîïîëíèòåëüíî ââåäåí óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(C
A)íàáîð(ìèíóñ(1)0))", îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå ëó÷à CA. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

vii. Èçâåñòíî îòíîøåíèå ñòîðîí.
∀ABCmnpqrs(4(ABC) & pl(AB) = ql(BC) & rl(BC) = sl(AC) &

0 ≤ s− r & 0 ≤ p− q & m = 1 + q2/p2 − r2/s2 & n =
√

4q2/p2 −m2 →
îïð(B) & îïð(C) & îïð(A))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ p, q, r, s êîí-
ñòàíòíûå. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè, øåñòîé è ñåäüìîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "âû÷".
Óêàçàòåëè "îïð(B íàáîð(200 800))" è "îïð(C íàáîð(400 800))" îïðå-
äåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,800) è (400,800) òî÷åê B,C.
Óêàçàòåëü "îïð(A íàáîð(óìíîæåíèå(100 ïëþñ(n 2)) ïëþñ(800 ìèíóñ(
óìíîæåíèå(100 n)))))" îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

viii. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.
A. Îáùèé ñëó÷àé.

∀ABCp(4(ABC) & l(AB) = l(BC) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) &
îïð(p))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))" è "îïð(C
íàáîð(300 400))" îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,400)
è (300,400) òî÷åê A,C. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(270 100 380))" îïðå-
äåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïà-
ðàìåòðà p, ðàâíîãî îðäèíàòå òî÷êè B. Óêàçàòåëü "îïð(B íàáîð(250
p))" îïðåäåëÿåò òî÷êó B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

B. Èçâåñòíî îòíîøåíèå áîêîâîé ñòîðîíû è îñíîâàíèÿ.
∀ABCmpq(4(ABC) & l(AB) = l(BC) & pl(AB) = ql(AC) &
m = 4q2 − p2 & 0 ≤ m→ îïð(A) & îïð(B) & îïð(C))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"âû÷", ïÿòûé - óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíò-
íûå. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé AB è AC. Óêàçàòåëè
"îïð(A íàáîð(200 400))" è "îïð(C íàáîð(400 400))" îïðåäåëÿþò
ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,400) è (400,400) òî÷åê A,C. Óêà-
çàòåëü "îïð(B íàáîð(300 ïëþñ(400 ìèíóñ(äðîáü(óìíîæåíèå(100 ñòå-
ïåíü(m äðîáü(1 2)))p)))))" îïðåäåëÿåò òî÷êó B. Óðîâåíü ñðàáàòû-
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âàíèÿ ðàâåí 0.
C. Èçâåñòíûé óãîë ïðè âåðøèíå.

∀ABCa(4(ABC) & l(AB) = l(BC) & ∠(ABC) = a→ îïð(A) &
îïð(B) & îïð(C))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå è
îòëè÷íî îò π/2. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé AB è
AC. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 600))" è "îïð(C íàáîð(400 600))"
îïðåäåëÿþò ôèêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,600) è (400,600) òî-
÷åê A,C. Óêàçàòåëü "îïð(B íàáîð(300 ïëþñ(600 ìèíóñ(óìíîæåíèå(
100 òàíãåíñ(ïëþñ(äðîáü(ïè 2)ìèíóñ(äðîáü(a 2)))))))))" îïðåäåëÿåò
òî÷êó B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

D. Èçâåñòíûé óãîë ïðè îñíîâàíèè.
∀ABCa(4(ABC) & l(AB) = l(BC) & ∠(BAC) = a→ îïð(A) &
îïð(B) & îïð(C))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèé AB è AC. Óêàçàòåëè "îïð(A
íàáîð(200 600))" è "îïð(C íàáîð(400 600))" îïðåäåëÿþò ôèêñè-
ðîâàííûå êîîðäèíàòû (200,600) è (400,600) òî÷åê A,C. Óêàçàòåëü
"îïð(B íàáîð(300 ïëþñ(600 ìèíóñ(óìíîæåíèå(100 òàíãåíñ(a))))))"
îïðåäåëÿåò òî÷êó B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

E. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.
∀ABC(4(ABC) & l(AB) = l(BC) & l(AC) = l(BC) → îïð(A) &
îïð(B) & îïð(C))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðàïå-
öèè. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))", "îïð(C íàáîð(300 400))" è
"îïð(B íàáîð(250 ïëþñ(400 ìèíóñ(óìíîæåíèå(50 ñòåïåíü(3 äðîáü(1
2)))))))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê A, C, B.

ix. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
A. Îáùèé ñëó÷àé.

∀ABC(4(ABC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) → îïð(A) & îïð(B)
& îïð(C) & îïð(p))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))" è "îïð(C
íàáîð(370 800))" îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòû òî÷åê A,C. Óêàçàòåëü
"îïð(p âõîä(700 780 400))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïà-
çîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, ðàâíîãî îðäèíàòå òî÷êè
B. Óêàçàòåëü "îïð(B íàáîð(200 p))" îïðåäåëÿåò òî÷êó B. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

B. Ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.
∀ABC(4(ABC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(AB) = l(AC) →
îïð(A) & îïð(B) & îïð(C))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))",
"îïð(C íàáîð(320 800))" è "îïð(B íàáîð(200 680))" îïðåäåëÿþò
ïîëîæåíèå òî÷åê A, C, B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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C. Èçâåñòíî îòíîøåíèå äëèí êàòåòà è ãèïîòåíóçû.
∀ABCpqr(4(ABC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & pl(AB) = ql(BC)

& r =
√
p2 − q2 → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçà-
òîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "âû÷". Âûðàæå-
íèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))", "îïð(C
íàáîð(400 800))" è "îïð(B íàáîð(200 ïëþñ(800 ìèíóñ(äðîáü(óìíî-
æåíèå(200 q)r)))))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê A, C, B. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(i) Òðàïåöèÿ
i. Îáùèé ñëó÷àé.
∀ABCD(òðàïåöèÿ(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) &
îïð(a) & îïð(p) & îïð(h))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî ðàññòîÿíèé AB è CD. Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ âïèñàííàÿ â òðàïåöèþ
ABCD îêðóæíîñòü. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))" è "îïð(D íà-
áîð(400 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ íèæíåãî îñíîâàíèÿ òðà-
ïåöèè. Óêàçàòåëè "îïð(a âõîä(0.3 0 1))", "îïð(p âõîä(110 15 180))" è
"îïð(h âõîä(80 20 700))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçî-
íû èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ òðàïåöèè. Íàêîíåö, óêàçàòåëü
"îïð(B C òðàïåöèÿ(p h a))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåãî
îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

ii. Èçâåñòíû óãëû ïðè îñíîâàíèè.
∀ABCDabmpqr(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(BAD) = a & ∠(CDA) = b &
m = ctg a+ ctg b & r = 120/m & q = min(r, 100) → îïð(A) & îïð(B) &
îïð(C) & îïð(D) & îïð(p))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "âû÷", ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò - óêàçà-
òåëåì "ïðîãðàììà". Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Â çàäà÷å íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðàïåöèþ ABCD. Óêàçàòåëè
"îïð(A íàáîð(200 800))" è "îïð(D íàáîð(400 800))" îïðåäåëÿþò ïîëî-
æåíèå êîíöîâ íèæíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(q
20 äðîáü(óìíîæåíèå(3 r)2)))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèà-
ïàçîí èçìåíåíèé âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà - âûñîòû òðàïåöèè p. Íàêî-
íåö, óêàçàòåëè "îïð(B ëåâûéêðàé(A êîòàíãåíñ(a)p))" è "îïð(C ïðà-
âûéêðàé( A êîòàíãåíñ(b)p))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåãî
îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iii. Èçâåñòíû îòíîøåíèÿ äëèí ñòîðîí.
∀ABCDabchmnpqrs(òðàïåöèÿ(ABCD) & pl(AB) = ql(CD) &
rl(AB) = sl(AD) & ml(BC) = nl(AD) & a = 200s/r & b = 200n/m &
c = 200ps/(qr) & ¬(200− b = 0) &
h =

√
(a+ b+ c− 200)(a+ b− c− 200)(a+ c− b− 200)(b+ c− a− 200) :

(2(200− b)) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; âòîðîé, òðåòèé è
÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Àíòåöåäåí-
òû ñ íîìåðàìè 5,6,7,9 âûäåëåíû óêàçàòåëåì "âû÷", âîñüìîé àíòåöå-
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äåíò - óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âûðàæåíèÿ p, q, r, s,m, n êîíñòàíòíûå.
Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))" è "îïð(D íàáîð(400 800))" îïðå-
äåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ íèæíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, à óêàçàòå-
ëè "îïð(B íàáîð(ïëþñ(200 ñòåïåíü(ïëþñ(ñòåïåíü(a 2)ìèíóñ(ñòåïåíü(h
2)))äðîáü(1 2)))ïëþñ(800 ìèíóñ(h))))" è "îïð(C íàáîð(ïëþñ(400 ìè-
íóñ( ñòåïåíü(ïëþñ(ñòåïåíü(c 2)ìèíóñ(ñòåïåíü(h 2)))äðîáü(1 2))))ïëþñ(
800 ìèíóñ(h))))" - ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåãî îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

iv. Òðàïåöèÿ îáùåãî âèäà.
∀ABCD(Òðàïåöèÿ(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) &
îïð(a) & îïð(p) & îïð(h))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(
200 800))" è "îïð(D íàáîð(400 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ
íèæíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Óêàçàòåëè "îïð(a âõîä(30 ìèíóñ(150)
200))", "îïð(p âõîä(110 15 180))" è "îïð(h âõîä(80 20 700))" îïðåäå-
ëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìûõ ïà-
ðàìåòðîâ òðàïåöèè. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "îïð(B C Òðàïåöèÿ(p h a))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

v. Èçâåñòåí óãîë ïðè îñíîâàíèè.
∀ABCDap(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(BAD) = a→ îïð(A) & îïð(B) &
îïð(C) & îïð(D) & îïð(b) & îïð(p))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ, ÷òî òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
âïèñàííàÿ â ýòó òðàïåöèþ îêðóæíîñòü. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200
800))" è "îïð(D íàáîð(400 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ íèæ-
íåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Óêàçàòåëè "îïð(b âõîä(äðîáü(óìíîæåíèå(3
ïè)10)0,1 äðîáü(ïè 2)))" è "îïð(p âõîä(110 20 180))" îïðåäåëÿþò íà-
÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðàïåöèè. Íà-
êîíåö, óêàçàòåëü "îïð(B C óãëû(a b p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå êîíöîâ
âåðõíåãî îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDap(òðàïåöèÿ(ABCD) & ∠(CDA) = a→ îïð(A) & îïð(B) &
îïð(C) & îïð(D) & îïð(b) & îïð(p))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(B C óãëû(a
b p))".

vi. Ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ.
∀ABCDph(òðàïåöèÿ(ABCD) & l(AB) = l(CD) → îïð(A) & îïð(B) &
îïð(C) & îïð(D) & îïð(p) & îïð(h))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))" è
"îïð(D íàáîð(400 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ íèæíåãî îñíî-
âàíèÿ òðàïåöèè. Óêàçàòåëè "îïð(p âõîä(110 15 180))" è "îïð(h âõîä(80
15 700))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ òðàïåöèè. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "îïð(B C òðàïåöèÿ(p h 0,5))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåãî îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

vii. Îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ.
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∀ABCDEFab(òðàïåöèÿ(ABCD) & îêðóæíîñòü(EF ) âïèñàíà â
ôèãóðà(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð() & îïð(D) & îïð(a) &
îïð(b))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëè "îïð(A íà-
áîð(200 400))" è "îïð(D íàáîð(400 400))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîí-
öîâ íèæíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Óêàçàòåëè "îïð(a âõîä(äðîáü(ïè 3)
äðîáü(ïè 10) äðîáü(ïè 2)))" è "îïð(b âõîä(äðîáü(ïè 4) äðîáü(ïè 10)
äðîáü(ïè 2)))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû èçìåíå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ òðàïåöèè. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "îïð(B C îïèñàíà(a
b))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåãî îñíîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Ïàðàëëåëîãðàìì.
∀ABCDab(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D)
& îïð(a) & îïð(b))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200
800))" è "îïð(D íàáîð(350 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ íèæíåé
ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà. Óêàçàòåëè "îïð(a âõîä(70 ìèíóñ(400)400))" è
"îïð(b âõîä(100 20 500))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïàðàëëåëîãðàììà. Óêàçàòåëü "îïð(B C ïàðàëëåëî-
ãðàìì (a b))" îïðåäåëÿå ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåé ñòîðîíû ïàðàëëåëî-
ãðàììà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Ðîìá.
∀ABCDp(ðîìá(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) & îïð(p))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200
700))" è "îïð( íàáîð(400 700))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ëåâîé è ïðàâîé âåð-
øèí ðîìáà. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(50 20 400))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà-
÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p - ïîëîâèíû äëèíû âåðòèêàëüíîé
äèàãîíàëè. Óêàçàòåëü "îïð(B D ðîìá(p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðõíåé
è íèæíåé âåðøèí ðîìáà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Ïðÿìîóãîëüíèê.
∀ABCDpq(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & pl(AB) = ql(BC) & m = 200q/p →
îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "âû÷". Âûðà-
æåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 900))", "îïð(B íà-
áîð(200 ïëþñ(900 ìèíóñ(m))))", "îïð(C íàáîð(400 ïëþñ(900 ìèíóñ(m))))",
"îïð(D íàáîð(400 900))"îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDp(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) &
îïð(p))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200
800))" è "îïð(D íàáîð(350 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ íèæíåé
ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(700 780 400))"îïðåäåëÿ-
åò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p -
îðäèíàòû âåðõíåé ñòîðîíû. Óêàçàòåëè "îïð(B íàáîð(200 p))" è "îïð(C íà-
áîð(350 p))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå êîíöîâ âåðõíåé ñòîðîíû ïðÿìîóãîëü-
íèêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(m) Êâàäðàò.
∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ òðåóãîëüíèê, íè îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷-
êîé ñòîðîíû êâàäðàòà ABCD, ïðè÷åì íå ðàññìàòðèâàþòñÿ îêðóæíîñòè, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(300 800))", "îïð(B íàáîð(300
650))", "îïð(C íàáîð(450 650))" è "îïð(D íàáîð(450 800))" îïðåäåëÿþò
ïîëîæåíèå âåðøèí êâàäðàòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(n) Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.
i. Îáùèé ñëó÷àé.
∀ABCDabcd(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) &
îïð(D) & îïð(a) & îïð(b) & îïð(c) & îïð(d))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íå óñìàòðèâàåòñ ïàðàë-
ëåëüíîñòü ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Íè äëÿ îäíîãî èç óãëîâ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà íå èçâåñòíî åãî êîíñòàíòíîå çíà÷åíèå. Óêàçàòåëè "îïð(A
íàáîð(200 800))" è "îïð(D íàáîð(360 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå
âåðøèí A è D. Óêàçàòåëè "îïð(a âõîä(230 50 300))", "îïð(b âõîä(720
740 500))", "îïð(c âõîä(50 20 150))" è "îïð(d âõîä(30 5 150))" îïðåäåëÿ-
þò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà. Óêàçàòåëè "îïð(B íàáîð(a b))" è "îïð(C ÷åòûðåõóãîëüíèê(a
b c d))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå âåðøèí B è C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

ii. Ïàðàëëåëüíûå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.
∀ABCD(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) →
îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) & îïð(a) & îïð(b) & îïð(c))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëè "îïð(A íà-
áîð(200 800))" è "îïð(D íàáîð(360 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå âåð-
øèí A è D. Óêàçàòåëè "îïð(a âõîä(120 8 300))", "îïð(b âõîä(80 20
200))" è "îïð(c âõîä(30 ìèíóñ(100) 100))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà-
÷åíèÿ è äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óêàçà-
òåëü "îïð(B C Òðàïåöèÿ(a b c))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðøèí B è
C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iii. Èçâåñòíûé óãîë.
∀ABCDabcd(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ∠(BAD) = a→ îïð(A) &
îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) & îïð(b) & îïð(c) & îïð(d) & îïð(e) &
îïð(f))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Íå óñìàò-
ðèâàþòñÿ íè ïàðàëëåëüíîñòü ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà, íè ðàâåíñòâî ñòîðîí AB è CD. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200
800))" è "îïð(D íàáîð(360 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå âåðøèí A
è D. Óêàçàòåëè "îïð(b âõîä(100 30 300))", "îïð(c âõîä(50 20 150))" è
"îïð(d âõîä(30 5 150))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçî-
íû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óêàçàòåëü "îïð(e f ñè-
íóñ(200 800 a b))" îïðåäåëÿåò ïàðó êîîðäèíàò âåðøèíû B, à óêàçàòåëü
"îïð(B íàáîð(e f)) îïðåäåëÿåò ñàìó âåðøèíó B. Óêàçàòåëü "îïð(C
÷åòûðåõóãîëüíèê(e f c d))" îïðåäåëÿåò âåðøèíó C. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1290

iv. Îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ èçâåñòíûì óãëîì.
∀ABCDabc(÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ∠(BAD) = a& îêðóæíîñòü(EF )
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) → îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D)
& îïð(b) & îïð(c))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a êîíñòàíò-
íîå. Íå óñìàòðèâàþòñÿ íè ïàðàëëåëüíîñòü ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí,
íè ðàâåíñòâî ñòîðîí AB è CD. Óêàçàòåëü "îïð(A íàáîð(200 400))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðøèíûA. Óêàçàòåëè "îïð(b âõîä(ìèíóñ(äðîáü
(ïè 3))ìèíóñ(äðîáü(óìíîæåíèå(4 ïè)5))äðîáü(óìíîæåíèå(3 ïè)4)))" è
"îïð(c âõîä(0.4 0.1 0.9))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçî-
íû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Óêàçàòåëü "îïð(D B C
ôèãóðû(a b c))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðøèí D,B,C. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(o) Îêðóæíîñòü.
∀AB(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → îïð(A) & îïð(B))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, îòëè÷íàÿ îò îêðóæíîñòè AB. Åñëè îêðóæíîñòåé
íåñêîëüêî, òî ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîé îêðóæíîñòè AB, íà êîòîðîé âû-
äåëåíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè B. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(400 900))" è
"îïð(B íàáîð(500 800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê A,B. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(p) Äâå èçîëèðîâàííûå îêðóæíîñòè.
∀ABCDmnpq(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(CD)) &
pl(AB) = ql(CD) & m = 150q/(p+q) & n = 150p/(p+q) → îïð(A) & îïð(C)
& îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "âû÷". Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Òî÷êè A,C ðàçëè÷-
íû. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè. Íå âûäåëåíà îáùàÿ òî÷-
êà îêðóæíîñòåé AB è CD, è íå óêàçàíî, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà. Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåòüÿ îêðóæíîñòü. Âûäåëåííûå â çàäà÷å
õîðäû îäíîé îêðóæíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âûäåëåííûì òî÷êàì ñ äðó-
ãîé îêðóæíîñòüþ. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))" è "îïð(C íàáîð(400
800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå öåíòðîâ A è C. Óêàçàòåëè "îïð(ôèêñ(ðàñ-
ñòîÿíèå (AB))m)" è "îïð(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(CD))n)" îïðåäåëÿþò ðàäèóñû
îêðóæíîñòåé. Ñèìâîë "ôèêñ" çäåñü ââåäåí, ÷òîáû òåðì "ðàññòîÿíèå(. . .)"
íå áûë çàìåíåí íà ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿ-
íèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCD(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(CD)) → îïð(A) &
îïð(C) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òî÷êè A,C ðàçëè÷íû. Â çà-
äà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè. Íå âûäåëåíà îáùàÿ òî÷êà îêðóæ-
íîñòåé AB è CD, è íå óêàçàíî, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.
Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ðàäèóñîâ ñ êîíñòàíòíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Öåíòð îäíîé îêðóæíîñòè íå ëåæèò íà äðóãîé. Íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ òðåòüÿ îêðóæíîñòü. Âûäåëåííûå â çàäà÷å õîðäû îäíîé îêðóæíî-



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1291

ñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âûäåëåííûì òî÷êàì ñ äðóãîé îêðóæíîñòüþ. Óêà-
çàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))" è "îïð(C íàáîð(400 800))" îïðåäåëÿþò
ïîëîæåíèå öåíòðîâ A è C. Óêàçàòåëè "îïð(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(AB))60)" è
"îïð(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(CD))80)" îïðåäåëÿþò ðàäèóñû îêðóæíîñòåé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(q) Îêðóæíîñòü ñ èçâåñòíûì öåíòðàëüíûì óãëîì.
∀ABCD(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & B ∈ îêðóæíîñòü(AD) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AD) & ∠(BAC) = p→ îïð(A) & îïð(B) & îïð(C))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé
è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå p êîíñòàíòíîå. Óêàçà-
òåëè "îïð(A íàáîð(300 800))", "îïð(B íàáîð(ïëþñ(300 ìèíóñ(óìíîæåíèå(
100 ñèíóñ(äðîáü(p 2))))) ïëþñ(800 ìèíóñ(óìíîæåíèå(100 êîñèíóñ(äðîáü(p
2)))))))", "îïð(C íàáîð(ïëþñ(300 óìíîæåíèå(100 ñèíóñ(äðîáü(p 2)))) ïëþñ(
800 ìèíóñ(óìíîæåíèå(100 êîñèíóñ(äðîáü(p 2)))))))" îïðåäåëÿþò ïîëîæå-
íèå òî÷åê A,B,C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(r) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â óãîë.
∀ABCDEp(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(ABC) & ∠(ABC) = p→
îïð(B) & îïð(C) & îïð(A) & îïð(D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå p êîíñòàíòíîå. Íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âïèñàííàÿ â òîò æå óãîë îêðóæíîñòü ìåíüøåãî ðàäèóñà. Â çàäà÷å
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè. Òî÷êè A,C íå ëåæàò íà îêðóæíîñòè
DE. Òî÷êè A,B,C íå ëåæàò íà ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å îêðóæíîñòè.
Óêàçàòåëè "îïð(B íàáîð(200 700))", "îïð(C íàáîð(400 700))", "îïð(A íà-
áîð(ïëþñ(200 óìíîæåíèå(200 êîñèíóñ(p)))ïëþñ(700 ìèíóñ(óìíîæåíèå(200
ñèíóñ(p))))))", "îïð(D íàáîð(ïëþñ(200 óìíîæåíèå(70 êîñèíóñ(äðîáü(p 2))))
ïëþñ(700 ìèíóñ(óìíîæåíèå(70 ñèíóñ(äðîáü(p 2)))))))" îïðåäåëÿþò ïîëîæå-
íèå òî÷åê B,C,A,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEp(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(ABC) → îïð(B) & îïð(C) &
îïð(A) & îïð(D) & îïð(p))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íå ðàññìàòðèâàåòñÿ âïèñàííàÿ
â òîò æå óãîë îêðóæíîñòü ìåíüøåãî ðàäèóñà. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ
òðåóãîëüíèêè. Òî÷êè A,C íå ëåæàò íà îêðóæíîñòè DE. Òî÷êè A,B,C íå
ëåæàò íà ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å îêðóæíîñòè. Íå èçâåñòíà êîíñòàíòíàÿ
âåëè÷èíà óãëà ABC. Íè ïàðà òî÷åê A,B, íè ïàðà òî÷åê B,C íå ÿâëÿþò-
ñÿ êîíöàìè õîðäû îêðóæíîñòè, îòëè÷íîé îò îêðóæíîñòè DE. Óêàçàòåëè
"îïð(B íàáîð(200 700))", "îïð(C íàáîð(400 700))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå
òî÷åê B,C. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(äðîáü(óìíîæåíèå(2 ïè)9) äðîáü(ïè 7)
äðîáü(óìíîæåíèå(3 ïè)4)))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èç-
ìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p. Íàêîíåö, óêàçàòåëü "îïð(A D îêð(p))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷åê A,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEa(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(ABC) & ∠(ABC) = a→
îïð(B) & îïð(C) & îïð(A))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Õîòÿ áû îäíà èç òî-
÷åê A,C ëåæèò íà îêðóæíîñòè DE. Óêàçàòåëè "îïð(B íàáîð(200 700))",
"îïð(C íàáîð(400 700))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê B,C. Óêàçàòåëü
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"îïð(A íàáîð(ïëþñ(200 óìíîæåíèå(200 êîñèíóñ(a))) ïëþñ(700 ìèíóñ(óìíî-
æåíèå (200 ñèíóñ(a))))))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

(s) Äâå êàñàþùèåñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòè.
∀ABCDpqrs(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
pl(AB) = ql(CD) & r = 200p/(p+ q) & s = 200− r → îïð(A) & îïð(C) &
îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "âû÷". Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíò-
íûå. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè, ïàðàëëåëîãðàììû, âû-
ïóêëûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè îáùåãî âèäà, à òàêæå âïèñàííûå îêðóæíîñòè.
Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))", "îïð(C íàáîð(400 800))" îïðåäåëÿþò
ïîëîæåíèå òî÷åê A,C. Óêàçàòåëü "îïð(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(AB))s)" îïðåäå-
ëÿåò ðàäèóñ îêðóæíîñòè AB, à óêàçàòåëü "îïð(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(CD)) r)"
- ðàäèóñ îêðóæíîñòè CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDa(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) → îïð(A) &
îïð(C) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) & îïð(a))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ òðåóãîëüíèêè. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 800))", "îïð(C íàáîð(400
800))" îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê A,C. Óêàçàòåëü "îïð(a âõîä(70 20
180))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî
ïàðàìåòðà a - ðàäèóñà îêðóæíîñòèAB. Óêàçàòåëè "îïð(ðàññòîÿíèå(AB)a)",
"îïð(ðàññòîÿíèå(CD)âû÷èòàíèå(200 a)))" îïðåäåëÿþò ðàäèóñû îêðóæíî-
ñòåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(t) Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè.
∀ABCDpq(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(CD)) → îïð(p) &
îïð(q) & îïð(A) & îïð(l(AB)) & îïð(C) & îïð(l(CD)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ
îáùàÿ òî÷êà îêðóæíîñòåé AB è CD, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî öåí-
òðû îêðóæíîñòåé ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò èõ îáùåé õîðäû. Íå óêàçàíî,
÷òî îêðóæíîñòè AB, CD êàñàþòñÿ. Èõ öåíòðû ðàçëè÷íû. Íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ òðåòüÿ îêðóæíîñòü. Êðîìå òîãî, â çàäàå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðå-
óãîëüíèêè. Óêàçàòåëè "îïð(A íàáîð(200 400))", "îïð(C íàáîð(320 400))"
îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê A,C. Óêàçàòåëè "îïð(p âõîä(40 20 100))"
è "îïð(q âõîä(60 20 250))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû
èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ p, q. Óêàçàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(AB)
ðàññòîÿíèå(CD) ïåðåñåêàþòñÿ(p q))" îïðåäåëÿåò ðàäèóñû îêðóæíîñòåé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Âûáîð âûäåëÿåìûõ íà ÷åðòåæå îòðåçêîâ è îêðóæíîñòåé. Â ýòîì ïîäðàçäåëå
ñîáðàíû ïðèåìû, óêàçûâàþùèå, êàêèå îòðåçêè è îêðóæíîñòè áóäóò ïðîðèñî-
âûâàòüñÿ íà ÷åðòåæå ïîñëå òîãî, êàê ôèêñèðîâàíû ïîëîæåíèÿ òî÷åê ÷åðòåæà è
÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Äëÿ óêàçàíèÿ íà ïðîðèñîâêó îòðåçêà ââîäèòñÿ êîììåí-
òàðèé (Ñì îòðåçîê(AB)), äëÿ óêàçàíèÿ íà ïðîðèñîâêó îêðóæíîñòè - êîììåíòà-
ðèé (Ñì îêðóæíîñòü(AB)). Â êà÷åñòâå êîíñåêâåíòà òåîðåìû ïðèåìà èñïîëüçó-
åòñÿ ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà", ò.å. íèêàêèõ ñëåäñòâèé ïðèåì ôàêòè÷åñêè
íå âûâîäèò.
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(a) Ïðèíàäëåæíîñòü îòðåçêó.
∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) → èñòèíà)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íå ââåäåíû êîììåíòàðèè, óêà-
çûâàþùèå ïðîðèñîâêó îòðåçêîâ AD, BD äëÿ êàêîé-ëèáî òî÷êè D. Ââîäèò-
ñÿ êîììåíòàðèé (Ñì îòðåçîê(AB)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ñòîðîíà óãëà.
∀ABC(àêòèâ(∠(ABC)) → èñòèíà)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñì
îòðåçîê(AB)). Ïî óìîë÷àíèþ, ïðè èäåíòèôèêàöèè èãíîðèðóåòñÿ ïîðÿäîê
ñòîðîí óãëà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â Óãîë(CDE) → èñòèíà)
Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñì îòðåçîê(CD)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Âûäåëåííîå ðàññòîÿíèå.
∀AB(àêòèâ(l(AB)) → èñòèíà)
Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñì îòðåçîê(AB)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(d) Ïðÿìàÿ.
∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) → èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäóäóùåìó.

(e) Ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
∀ABCin(àêòèâ(S(ôèãóðà(A))) & n = l(A) & i ∈ {1, . . . , n} & B = A(i) &
C = A(i(mod n) + 1) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "ïðîãðàììà". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé.
Âûðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñì îòðå-
çîê (BC)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDEin(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(A) & n = l(A) & i ∈ {1, . . . , n}
& B = A(i) & C = A(i(mod n) + 1) → èñòèíà)
∀ABCDEin(îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(A) & n = l(A) &
i ∈ {1, . . . , n} & B = A(i) & C = A(i(mod n) + 1) → èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Îêðóæíîñòü.
∀AB(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) → èñòèíà)
Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Ñì îêðóæíîñòü(AB)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 0.

3. Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ÷åðòåæà.
(a) Îïðåäåëåíèå îáùåé òî÷êè äâóõ ïðÿìûõ.

∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & îïð(A) & îïð(C) &
îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(íàïðàâë(C,D)) & E − òî÷êà→ îïð(E))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è âòîðîé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî øåñòîé âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Îíè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñûëîê



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1294

"îïð(. . .)" âíóòðåííåé çàäà÷è àíàëèçàòîðà, à òàêæå ñ ïîìîùüþ êîììåíòà-
ðèÿ (÷åðòåæ . . .) ê âíåøíåé çàäà÷å àíàëèçàòîðà. Íàïðèìåð, íàëè÷èå â ïî-
ñëåäíåì êîììåíòàðèè çíà÷åíèÿ íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ëó÷à ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðÿìîé. Óêàçàòåëü "îïð(E îáùàÿòî÷êà(A íàïðàâë(AB)C íàïðàâë(CD)))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå îáùåé òî÷êè E ïðÿìûõ AB, CD. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(îïð(A) & îïð(B) & îïð(íàïðàâë(A,C)) & îïð(íàïðàâë(B,C)) →
îïð(C))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïåðâûõ -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê A,B - äâå ðàçëè÷íûå
ïåðåìåííûå. Óêàçàòåëü "îïð(C îáùàÿòî÷êà(A íàïðàâë(AC)B íàïðàâë(
BC)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABC(îïð(A) & îïð(B) & îïð(ëó÷(AC)) & îïð(ëó÷(BC)) &
îïð(íàïðàâë(A,C)) & îïð(íàïðàâë(B,C)) → îïð(C))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåä-
íèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(C îáùàÿòî÷êà(A
íàïðàâë(AC)B íàïðàâë(BC)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCD(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(C) &
îïð(íàïðàâë(C,D)) → îïð(D))

Àíòåöåäåíòû ñ íîìåðàìè 2,4,5 èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Òî÷-
êè A,C îáîçíà÷åíû ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííûìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Óêàçàòåëü "îïð(D îáùàÿòî÷êà(A íàïðàâë(
AB)C íàïðàâë(CD)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè D. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ðàññòîÿíèå.
i. Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè.
∀ABCpq(C ∈ îòðåçîê(AB) & pl(AC) = ql(BC) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(C))
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, îñòàëü-
íûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëü "îïð(C
äåëåíèåîòðåçêà(A B äðîáü(q ïëþñ(p q))))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷-
êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCpq(C ∈ îòðåçîê(AB) & pl(AB) = ql(BC) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(C))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(C äåëåíèå-
îòðåçêà (A B äðîáü(ïëþñ(q ìèíóñ(p))q)))".
∀ABCpq(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AC) = l(BC) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(C))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåí-
òå. Óêàçàòåëü "îïð(C äåëåíèåîòðåçêà(A B 0.5))" îïðåäåëÿåò ïîëîæå-
íèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Îïðåäåëåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî êîíöà îòðåçêà ïî îäíîìó êîíöó è âíóò-
ðåííåé òî÷êå, äåëÿùåé îòðåçîê â çàäàííîì îòíîøåíèè.
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∀ABCabcdpq(B ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AB) = ql(BC) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(C))
Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, îñòàëü-
íûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå.
Óêàçàòåëü "îïð(C êîíåöîòðåçêà(A B äðîáü(p q)))" îïðåäåëÿåò ïîëî-
æåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCabcdpq(B ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AB) = ql(AC) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(C))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(C êîíåö-
îòðåçêà (A B äðîáü(ïëþñ(p ìèíóñ(q))q)))".

iii. Îïðåäåëåíèå òî÷êè íà ïðÿìîé ïî îòíîøåíèþ åå ðàññòîÿíèé äî äâóõ
äðóãèõ òî÷åê.
∀ABCpq(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & pl(AB) = ql(BC) & îïð(B) & îïð(A) &
îïð(íàïðàâë(B,A)) → îïð(C) & îïð(e))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - óêàçàòåëåì
"÷åðòåæ". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëü "îïð(e ðàññòîÿíèå(A B äðîáü(
p q)))" îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèåBC. Óêàçàòåëü "îïð(C ðàññò(B íàïðàâë(
BA)e))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 3.
∀ABCpq(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & pl(AC) = ql(BC) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(C))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëü
"îïð(C óñìäåëèò(A B q p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCaepq(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AB) = qa & l(BC) = pa & îïð(B) &
îïð(A) & îïð(íàïðàâë(B,A)) → îïð(C) & îïð(e))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - óêàçàòå-
ëåì "÷åðòåæ". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ðàññòîÿíèå". Óêàçàòåëü "îïð(e ðàññòîÿíèå(A B äðîáü(p q)))" îïðå-
äåëÿåò ðàññòîÿíèå BC. Óêàçàòåëü "îïð(C ðàññò(B íàïðàâë(BA)e))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCapq(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AC) = qa & l(BC) = pa & îïð(A) &
îïð(B) → îïð(C))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå, âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "ðàññòîÿíèå". Óêàçàòåëü "îïð(C óñìäåëèò(A B q
p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iv. Îïðåäåëåíèå òî÷êè íà ïðÿìîé, íàõîäÿùåéñÿ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè
îò çàäàííîé òî÷êè.
∀ABCDE(îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,C)) & îïð(D) & îïð(l(CD)) &
îïð(E) & îïð(l(CE)) → îïð(C))
Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åð-
òåæ". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêà-
çàòåëü "îïð(C òî÷êàïðèâÿçêè(D A íàïðàâë(A C)E ðàññòîÿíèå(CD)
ðàññòîÿíèå(CE)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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∀BCDE(E ∈ îêðóæíîñòü(DC) & îïð(E) & îïð(íàïðàâë(E,B)) &
B ∈ îêðóæíîñòü(DC) & îïð(D) & îïð(l(CD)) → îïð(B))
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è ÷åòâåð-
òûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ïåðåìåííûå B,E ðàçëè÷íû. Óêàçàòåëü "îïð(B
äëèíà(D E íàïðàâë(EB)E ðàññòîÿíèå(CD)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå
òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(D) &
îïð(l(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(DC) & îïð(E) &
àêòèâ(îêðóæíîñòü(DC)) → îïð(C))
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðâûé, øåñòîé
è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(C äëèíà(D
A íàïðàâë(AB)E ðàññòîÿíèå(CD)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(D) &
îïð(l(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(DE) = l(CD) & îïð(E) &
àêòèâ(l(DE)) → îïð(C))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ABCD(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(D) &
îïð(l(CD)) → îïð(C))
Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Ïåðâé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé è ïÿòûé - óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(C ðàññòîÿíèÿ(D A íàïðàâë(AB)
ðàññòîÿíèå(CD)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCD(îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,C)) & îïð(D) & îïð(l(CD)) → îïð(C))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". A,D èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðåìåííû-
ìè. Óêàçàòåëü "îïð(C ðàññòîÿíèÿ(D A íàïðàâë(AC)ðàññòîÿíèå(CD)))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

v. Òî÷êà, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû ðàññòîÿíèÿ äî äâóõ äðóãèõ òî÷åê.
∀ABCpqrs(àêòèâ(l(AB)) & àêòèâ(l(BC)) & àêòèâ(l(AC)) &
pl(AC) = ql(BC) & rl(AC) = sl(AB) & ¬(s = 0) & ¬(r = 0) & ¬(q =
0) & îïð(A) & îïð(B) → îïð(C))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöå-
äåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèÿ p, q, r, s êîíñòàíò-
íûå. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Óêàçà-
òåëü "îïð(C ñìðàññòîÿíèå(A B p q r s))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè
C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABC(îïð(l(AB)) & îïð(l(AC)) & îïð(B) & îïð(C) → îïð(A))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííûå B,C ðàç-
ëè÷íû. Óêàçàòåëü "îïð(A Îêðóæíîñòü(B C ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòî-
ÿíèå (AC)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

vi. Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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∀ABCDapqrs(l(AB) = pa/r & l(CD) = qa/s & îïð(l(AB)) → îïð(l(CD)))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèÿ p, q, r, s êîíñòàíòíûå. Â çàäà-
÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðóæíîñòü CD. Óêàçàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(CD)
óìíîæåíèå(äðîáü(óìíîæåíèå(qr)óìíîæåíèå(ps))ðàññòîÿíèå(AB)))"
îïðåäåëÿåò ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàí åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Â ïåðâîé âåðñèè
îòáðîøåíî óñëîâèå íà îêðóæíîñòü CD, íî çàòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óæå
áûëî îïðåäåëåíî íàïðàâëåíèå ëó÷à CD è èìåëàñü ïîñûëêà "îïð(C)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 4. Âî âòîðîé âåðñèè óñëîâèå
íà îêðóæíîñòü îòáðîøåíî, à íîâûå óñëîâèÿ íå äîáàâëåíû. Åå óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

vii. Òî÷êà íà ïðÿìîé, îòñòîÿùàÿ íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå îò äðóãîé ïðÿìîé.
∀ABCDP (ïðÿìàÿ(PQ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & Q ∈ ïðÿìàÿ(CD) & îïð(A) &
îïð(íàïðàâë(A,P )) & îïð(C) & îïð(íàïðàâë(C,D)) & îïð(l(PQ)) →
îïð(P ))
Ïåðâûé, òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", øå-
ñòîé è ñåäüìîé - óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(P ïðîåêöèÿ(A
íàïðàâë(AP ) C íàïðàâë(CD) ðàññòîÿíèå(PQ)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæå-
íèå òî÷êè P . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

viii. Òî÷êà íà ëó÷å, íàõîäÿùàÿñÿ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè îò åãî íà÷àëà.
∀AB(îïð(A) & îïð(ëó÷(AB)) & îïð(l(AB)) → îïð(B))
Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(B òî÷êàëó÷à(A ëó÷(AB)
ðàññòîÿíèå(AB)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

ix. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äëÿ ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæàò ðàâíîóäàëåííûå
îò êîíöîâ îòðåçêà òî÷êè.
∀ABCDE(àêòèâ(îêðóæíîñòü(CE)) & B ∈ îêðóæíîñòü(CE) &
A ∈ îêðóæíîñòü(CE) & îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(D) & îïð(íàïðàâë(D,C)))
Ïåðâûé è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé
- óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ïåðåìåííûå A,B ðàçëè÷íû. Íà ïðÿìîé AB
íå âûäåëåíà òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò òî÷åê A,B. Ïîêà íå îïðåäå-
ëåíî ïîëîæåíèå êàêîé-ëèáî òî÷êè, ðàâíîóäàëåííîé îò òî÷åê A,B. Íà
îêðóæíîñòè CE âûäåëåíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷åê A è B, ïîëîæåíèå
êîòîðîé óæå îïðåäåëåíî. Òî÷êè A,B íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãî-
óãîëüíèêà, îêîëî êîòîðîãî îïèñàíà îêðóæíîñòü CE. Óêàçàòåëü "îïð(D
äåëåíèåîòðåçêà(A B 0.5))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êèD, à óêàçàòåëü
"îïð(íàïðàâë(DC)ïåðïåíäèêóëÿðíî(íàïðàâë(AB)))" - íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð ïðÿìîé DC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Íà ýòîé òåîðåìå
ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé îñòàâëåíû ëèøü òðåáîâà-
íèÿ ðàçëè÷èÿ òî÷åê A,B è îòñóòñòâèÿ óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî îêðóæíîñòü
CE îïèñàíà îêîëî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A,B. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 2.
∀ABCD(l(AD) = l(BD) & l(AC) = l(BC) & îïð(A) & îïð(B) &
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îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(D) → îïð(íàïðàâë(D,C)))
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé è ÷åòâåðòûé -
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì", ïÿòûé - óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ïîëîæåíèå òî÷êè C ïîêà íå
îïðåäåëåíî. Óêàçàòåëü "îïð(íàïðàâë(DC) ïåðïåíäèêóëÿðíî(íàïðàâë(
AB)))" îïðåäåëÿåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé DC. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCD(l(AC) = l(BC) & îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(A) & îïð(B) →
îïð(D) & îïð(íàïðàâë(D,C)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû - óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ïîëîæåíèå òî÷êè C ïîêà íå îïðåäåëå-
íî. Íà ïðÿìîé AB íå âûäåëåíà òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò òî÷åê A,B.
Íå îïðåäåëåíî ïîëîæåíèå êàêîé-ëèáî òî÷êè, ðàâíîóäàëåííîé îò òî-
÷åê A,B. Óêàçàòåëü "îïð(D äåëåíèåîòðåçêà(A B 0.5))" îïðåäåëÿåò ïî-
ëîæåíèå òî÷êè D, à óêàçàòåëü "îïð(íàïðàâë(DC) ïåðïåíäèêóëÿðíî(
íàïðàâë(AB)))" - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé DC. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ïåðïåíäèêóëÿð.
i. Íàïðàâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìîé.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & îïð(íàïðàâë(A,B)) →
îïð(íàïðàâë(C,D)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà â íåì. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ".
Óêàçàòåëü "îïð(íàïðàâë(CD) ïåðïåíäèêóëÿðíî(íàïðàâë(AB)))" îïðå-
äåëÿåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

ii. Ïðîâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà ê çàäàííîé ïðÿìîé èç çàäàííîé òî÷êè.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & îïð(A) &
îïð(C) & îïð(íàïðàâë(C,D)) → îïð(B))
Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Íà ïðÿìîé AB íå âûäåëåíà óæå îïðåäåëåí-
íàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷åê A,B. Óêàçàòåëü "îïð(B ïåðïåíäèêóëÿð(
A C íàïðàâë(CD)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

iii. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, èç êîòîðûõ îòðåçîê âèäåí ïîä ïðÿìûì
óãëîì.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(l(AB)) →
îïð(D) & îïð(l(CD)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿç-
êè âûáðàíà â íåì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åð-
òåæ". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþD - îáîçíà÷åíèå öåíòðà îêðóæ-
íîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ èñêîìûì ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì. Óêàçàòåëü "îïð(
D äåëåíèåîòðåçêà(A B 0.5))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè D. Óêà-
çàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(CD) óìíîæåíèå(ðàññòîÿíèå(AB)äðîáü(1 2)))"
îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè C ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè äî åå
öåíòðà D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Óãîë
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i. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îäíîé èç ñòîðîí èçâåñòíîãî óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a & îïð(B) & îïð(ëó÷(BC)) → îïð(ëó÷(BA)))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, îòëè÷íîå îò
π/2. Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(BA)óãîë(ëó÷(BC)a))" îïðåäåëÿåò íàïðàâëÿ-
þùèé âåêòîð ëó÷à BA. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

ii. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð áèññåêòðèñû óãëà.
∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) & îïð(ëó÷(BA)) & îïð(ëó÷(BC)) →
îïð(ëó÷(BD)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(BD) áèññåêòðèñà(ëó÷(
BA)ëó÷(BC)))" îïðåäåëÿåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ëó÷à BD. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Íàïðàâëåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & îïð(íàïðàâë(A,B)) →
îïð(íàïðàâë(C,D)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Íè äëÿ êàêèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê P,Q ïðÿìîé CD íå
îïðåäåëåí âåêòîð PQ. Óêàçàòåëü "îïð(íàïðàâë(CD)ðàâíî(íàïðàâë(AB)))"
îïðåäåëÿåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(f) Îêðóæíîñòü.
i. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äëÿ ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæèò öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè.
∀ABCDEFin(îêðóæíîñòü(AB)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(C) & l(C) = n &
i ∈ {1, . . . , n} & D = C(i) & E = C(i(mod n) + 1) & îïð(D) & îïð(E)
& îïð(íàïðàâë(D,E)) → îïð(F ) & îïð(íàïðàâë(F,A)))
Ïåðâûé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïîñëåäíèé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèå C èìååò çàãîëîâîê
"íàáîð". ×èñëî ïîñûëîê âèäà "îïð(íàïðàâë(XA))" íå áîëåå 1. Ïåðå-
ìåííûå D,E ðàçëè÷íû. Óêàçàòåëü "îïð(F äåëåíèåîòðåçêà(D E 0.5))"
îïðåäåëÿåò òî÷êó F , à óêàçàòåëü "îïð(íàïðàâë(FA) ïåðïåíäèêóëÿðíî(
íàïðàâë(DE)))" - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé FA. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äëÿ ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæèò öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) & îïð(ëó÷(AB)) &
îïð(ëó÷(AC)) → îïð(ëó÷(AD)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. ×èñëî ïîñûëîê âèäà "îïð(ëó÷(XD))" íå
áîëåå îäíîé. Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(AD) áèññåêòðèñà(ëó÷(AB)ëó÷(AC)))"
îïðåäåëÿåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ëó÷à AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

iii. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè.
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∀ABC(àêòèâ(îêðóæíîñòü(BC)) & A ∈ îêðóæíîñòü(BC) &
îïð(l(AB)) → îïð(l(BC)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(ðàñ-
ñòîÿíèå (BC) ðàâíî(ðàññòîÿíèå(AB)))" îïðåäåëÿåò ðàäèóñ îêðóæíî-
ñòè BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

iv. Êàñàòåëüíàÿ.
A. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ çàäàííîé ïðÿìîé è èìåþùåé çà-

äàííûé öåíòð.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & îïð(C) &
îïð(A) & îïð(ëó÷(AB)) → îïð(l(CD)))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåð-
òûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(
CD) ðàññòäîïðÿìîé(C A ëó÷(AB)))" îïðåäåëÿåò ðàäèóñ îêðóæíî-
ñòè CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

B. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äëÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â åå çàäàí-
íîé òî÷êå.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îïð(íàïðàâë(A,C)) → îïð(íàïðàâë(C,D)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Íå ñóùå-
ñòâóåò äâóõ âûäåëåííûõ íà ïðÿìîé CD ðàçëè÷íûõ òî÷åê, äëÿ êî-
òîðûõ óæå îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû. Óêàçàòåëü "îïð(íàïðàâë(CD)
ïåðïåíäèêóëÿðíî(íàïðàâë(AC)))" îïðåäåëÿåò íàïðàâëÿþùèé âåê-
òîð ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

C. Öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ çàäàííîé ïðÿìîé è ïðîõîäÿùåé
÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó, åñëè èçâåñòíà ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ëåæèò
ýòîò öåíòð.
∀ABCDEF (ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(EF ) &
D ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & îïð(íàïðàâë(C,E)) & îïð(A) &
îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(D) & îïð(C) → îïð(E) & îïð(l(EF )))
Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå -
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè
D ïðÿìîé AB. Óêàçàòåëü "îïð(E ðàññòîÿíèå(EF ) êàñàòåëüíàÿ(A
íàïðàâë(AB C D íàïðàâë(C E))))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè E
è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé EF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.

D. Òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç çàäàííîé
òî÷êè.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îïð(A) & îïð(C) &
îïð(l(AB)) → îïð(E))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå òðè ïîñëåäíèõ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Íà ïðÿìîé CD íå âûäåëåíà îòëè÷íàÿ îò C òî÷êà, ïîëîæåíèå
êîòîðîé óæå îïðåäåëåíî. Óêàçàòåëü "îïð(E òî÷êàîêðóæíîñòè(A
ðàññòîÿíèå(AB)C))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè E. Óðîâåíü ñðà-
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áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
E. Òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé, èìåþùåé çàäàííîå íàïðàâ-

ëåíèå.
∀ABCEF (ïðÿìàÿ(EF )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & îïð(A)
& îïð(l(AB)) & îïð(íàïðàâë(E,F )) → îïð(C) & îïð(íàïðàâë(C,
F )))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåä-
íèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Â çàäà÷å íå âûäåëåíà
îáùàÿ òî÷êà ïðÿìîé EF è îêðóæíîñòè AB. Íå îïðåäåëåíî ïîëî-
æåíèå íèêàêîé òî÷êè ïðÿìîé EF . Ïðèåì ââîäèò â ðàññìîòðåíèå
òî÷êó êàñàíèÿ C. Óêàçàòåëü "îïð(C ïàðàëëåëü(A íàïðàâë(EF )
ðàññòîÿíèå(AB)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C, à óêàçàòåëü
"îïð(íàïðàâë(CF ) ðàâíî(íàïðàâë(EF )))" - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
ïðÿìîé CF . Ôàêòè÷åñêè ýòè äåéñòâèÿ íóæíû òîëüêî äëÿ äîîïðå-
äåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ïðÿìîé EF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

F. Îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì îêðóæíîñòÿì.
∀ABCDEF (âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB),
îêðóæíîñòü(CD)) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD)
& îïð(A) & îïð(C) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) → îïð(E) & îïð(F ))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðå-
òèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(E F âíåøêàñà-
òåëüíàÿ(A C ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(CD)))" îïðåäåëÿåò ïî-
ëîæåíèå òî÷åê E,F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

G. Îáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê äâóì îêðóæíîñòÿì.
∀ABCDEF (âíóòðêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(EF ), îêðóæíîñòü(AB),
îêðóæíîñòü(CD)) &E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD)
& îïð(A) & îïð(C) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) → îïð(E) & îïð(F ))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(E F
âíóòðêàñàòåëüíàÿ(A C ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(CD)))"

H. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé èç
çàäàííîé òî÷êè.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & îïð(A) &
îïð(l(AB)) & îïð(C) & ïðÿìàÿ(CE)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(
AB) & îïð(íàïðàâë(C,E)) → îïð(íàïðàâë(C,D)))
Òðåòèé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ", îñòàëü-
íûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(íàïðàâë(CD)
ëèíèÿ(A C íàïðàâë(CE) ðàññòîÿíèå(AB)))" îïðåäåëÿåò íàïðàâëÿ-
þùèé âåêòîð ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

v. Òî÷êà íà îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí îïèðàþùèéñÿ íà íåå è íà
äðóãóþ òî÷êó öåíòðàëüíûé óãîë.
∀ABCQpqr(A ∈ îêðóæíîñòü(QC) & B ∈ îêðóæíîñòü(QC) &
päëèíà(äóãà(QBA)) + qäëèíà(áîëüøàÿäóãà(QBA)) = 0 & îïð(Q) &
îïð(A) & r = 2πp/(p− q) → îïð(B))
∀ABCQpqr(A ∈ îêðóæíîñòü(QC) & B ∈ îêðóæíîñòü(QC) &
päëèíà(äóãà(QAB)) + qäëèíà(áîëüøàÿäóãà(QAB)) = 0 & îïð(Q) &
îïð(A) & r = 2πp/(p− q) → îïð(B))
Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âû-
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äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ", ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò - óêàçàòåëåì "âû÷".
Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Ïåðåìåííûå A,B ðàçëè÷íû. Óêàçàòåëü
"îïð(B óãîëìåæäó(Q A r))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè B. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

vi. Êàñàíèå îêðóæíîñòåé.
A. Äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ âíåøíèì îáðàçîì äðóã äðóãà è êà-

ñàþùèåñÿ êàæäàÿ äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
∀ABCDEFGMNPQabpq(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(
FG)) & îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(MAP ) & îêðóæíîñòü(FG)
âïèñàíà â Óãîë(NBQ) & òî÷êàëó÷à(A,C,M) & òî÷êàëó÷à(B,C,N)
& òî÷êàëó÷à(A,B, P ) & òî÷êàëó÷à(B,A,Q) & pl(DE) = ql(FG) &
îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(l(AC)) & îïð(l(BC)) &
îïð(l(AB)) → îïð(D) & îïð(F ) & îïð(a) & îïð(b))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ äåâÿòîãî ïî îäèí-
íàäöàòûé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåð-
òîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", âîñüìîé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöå-
äåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíò-
íûå. Óêàçàòåëè "îïð(a íîðìóãîë(CAB))" è "îïð(b íîðìóãîë(ABC))"
îïðåäåëÿþò âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû a, b. Íàêîíåö, óêàçàòåëü
"îïð(D F äâîéíàÿäëèíà(AB C p q ðàññòîÿíèå(AC) ðàññòîÿíèå(BC)
ðàññòîÿíèå(AB)a b))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷åê D,F . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

B. Öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì äðóãîé îêðóæ-
íîñòè è êàñàþùåéñÿ çàäàííîãî ðàäèóñà ïîñëåäíåé îêðóæíîñòè, åñ-
ëè èçâåñòíà ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ëåæèò ýòîò öåíòð.

∀ABCDE(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(AC)) &
ïðÿìàÿ(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & îïð(A) & îïð(C) & îïð(íàïðàâë(A,D))
& îïð(l(AB)) → îïð(D) & îïð(l(DE)))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(D ðàññòîÿíèå(DE) ñåêòîð(A C
íàïðàâë(AD) ðàññòîÿíèå(AB)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè D.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

C. Öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíåøíèì îáðàçîì äâóõ äàííûõ
îêðóæíîñòåé è êàñàþùåéñÿ äàííîé ïðÿìîé.
∀ABCDEFGH(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(EF )) &
ïðÿìàÿ(GH)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & îïð(C) & îïð(E)
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& îïð(l(CD)) & îïð(l(EF )) & îïð(G) & îïð(íàïðàâë(G,H)) →
îïð(A) & îïð(l(AB)))
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ïåðåìåííûå C,E ðàçëè÷-
íû. Óêàçàòåëü "îïð(A ðàññòîÿíèå(AB) Êðóã(C E G íàïðàâë(GH)
ðàññòîÿíèå(CD) ðàññòîÿíèå(EF )))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå öåíòðà
îêðóæíîñòè AB è åå ðàäèóñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

D. Öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì äðóãîé îêðóæ-
íîñòè è êàñàþùåéñÿ çàäàííîé ïðÿìîé, åñëè èçâåñòíà ïðÿìàÿ, íà
êîòîðîé ëåæèò ýòîò öåíòð.
∀ABCDEP (âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(DE), îêðóæíîñòü(CP ))
& A ∈ îêðóæíîñòü(CP ) & B ∈ îêðóæíîñòü(CP ) & ïðÿìàÿ(AB)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & îïð(íàïðàâë(A,D)) &
îïð(l(CP )) & îïð(A) & îïð(C) & îïð(B) → îïð(D))
Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ïåðåìåííûå A,B ðàç-
ëè÷íû. Óêàçàòåëü "îïð(D ñåãìåíò(A B C íàïðàâë(AD) ðàññòîÿíèå
(CP )))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

E. Öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì äâóõ çàäàí-
íûõ îêðóæíîñòåé, ïðè÷åì ëåæàùèé íà çàäàííîé ïðÿìîé.
∀ABCDEFGH(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(EF )) &
A ∈ ïðÿìàÿ(GH) & îïð(G) & îïð(íàïðàâë(G,H)) & îïð(C) &
îïð(E) & îïð(l(CD)) & îïð(l(EF )) → îïð(A))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(A íîðìäóãà(G íàïðàâë(GH) C
E ðàññòîÿíèå(CD) ðàññòîÿíèå(EF )))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷-
êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

F. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ñ çàäàííûì öåíòðîì, êàñàþùåéñÿ äðóãîé îêðóæ-
íîñòè.
∀ABCD(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
îïð(C) & îïð(l(AC)) & îïð(l(AB)) → îïð(l(CD)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(CD)
ðàäèóñ(ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(AC)))" îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå
CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCD(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
îïð(C) & îïð(l(AC)) & îïð(l(AB)) → îïð(l(CD)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(CD)
âû÷èòàíèå(ðàññòîÿíèå(A) ðàññòîÿíèå(AB)))" îïðåäåëÿåò ðàññòîÿ-
íèå CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

G. Öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíåøíèì îáðàçîì äðóãîé îêðóæ-
íîñòè è êàñàþùåéñÿ çàäàííîé ïðÿìîé, åñëè èçâåñòíà ïðÿìàÿ, íà
êîòîðîé ëåæèò ýòîò öåíòð.
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∀ABCDEPQa(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CP ), îêðóæíîñòü(DQ)) &
ïðÿìàÿ(AE)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CP ) & C ∈ îòðåçîê(AB)
& B ∈ îêðóæíîñòü(DQ) & D ∈ îòðåçîê(AB) & îïð(A) & îïð(D)
& îïð(l(AB)) & îïð(l(DQ)) & îïð(E) → îïð(C) & îïð(a) &
îïð(l(CP )))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçà-
òåëü "îïð(a íîðìóãîë(E A D))" îïðåäåëÿåò âñïîìîãàòåëüíûé ïà-
ðàìåòð a, óêàçàòåëü "îïð(C ðàññòîÿíèå(CP ) óãëûâåðøèíû(A D
ðàññòîÿíèå(DQ) ðàññòîÿíèå(AB) a))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåð-
øèíû C è ðàññòîÿíèå CP . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

H. Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â óãîë è êàñàþùåéñÿ âíåøíèì îá-
ðàçîì çàäàííîé îêðóæíîñòè.
∀ABCDEFGg(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(FG), îêðóæíîñòü(DE)) &
îêðóæíîñòü(FG)âïèñàíà â Óãîë(BAC) & îïð(A) &
îïð(íàïðàâë(A,F )) & îïð(D) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(l(DE)) →
îïð(g) & îïð(F ))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(g íîðìóãîë(
B A C))" îïðåäåëÿåò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð g, óêàçàòåëü "îïð(
F Ñìóãîë(A íàïðàâë(AF ) D g ðàññòîÿíèå(DE)))" îïðåäåëÿåò ïî-
ëîæåíèå òî÷êè F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

I. Öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó è êàñàþ-
ùåéñÿ äðóãîé îêðóæíîñòè, åñëè èçâåñòíà ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ëå-
æèò ýòîò öåíòð.
∀ABCD(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(BE), îêðóæíîñòü(CD)) &
A ∈ îêðóæíîñòü(BE) & îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,B)) &
îïð(l(CD)) & îïð(C) → îïð(B))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(B ïåðèìåòð(A C íàïðàâë(AB)
ðàññòîÿíèå(C D)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè B. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

vii. Îïðåäåëåíèå öåíòðà îêðóæíîñòè ïî êîíöàì äèàìåòðà.
∀ABCD(A ∈ îêðóæíîñòü(CD) & B ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
C ∈ îòðåçîê(AB) & îïð(A) & îïð(B) → îïð(C))
Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêà-
çàòåëü "îïð(C äåëåíèåîòðåçêà(A B 0.5))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè
C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

viii. Îïðåäåëåíèå ðàäèóñà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðàâèëüíîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà.
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∀ABCDEin(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A) & l(A) = n & i ∈ {1, . . . , n} &
B = A(i) & C = A(i(mod n) + 1) & îïð(l(BC)) & îêðóæíîñòü(DE)
îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(A) → îïð(l(DE)))
Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", òðåòèé - óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Øåñòîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "íàáîð".
Íå óñìàòðèâàåòñÿ òî÷êà îêðóæíîñòè DE, äëÿ êîòîðîé óæå îïðåäåëåíî
åå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà. Óêàçàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(DE) óìíîæåíèå(
ðàññòîÿíèå(BC)äðîáü(1 óìíîæåíèå(2 ñèíóñ(äðîáü(ïè n))))))" îïðåäå-
ëÿåò ðàññòîÿíèå DE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

ix. Îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ çàäàííîé îêðóæíîñòè â çàäàííîé òî÷êå.

∀ABCDE(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & îïð(ëó÷(CE)) →
îïð(ëó÷(EA)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "÷åð-
òåæ". Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(EA) ðàâíî(ëó÷(CE)))" îïðåäåëÿåò íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð ëó÷à EA. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Äîîïðåäåëåíèå äâóõ âåðøèí êâàäðàòà.
∀ABCD(êâàäðàò(ABCD) & îïð(A) & îïð(D) → îïð(B) & îïð(C))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ öèê-
ëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí êâàäðàòà. Óêàçàòåëü "îïð(B C êâàäðàò(A
D))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðøèí B è C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2.

(h) Öåíòð êâàäðàòà.
∀ABCDE(êâàäðàò(ABCD) & öåíòð(E,ôèãóðà(ABCD)) & îïð(A) &
îïð(C) → îïð(E))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè; äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí êâàäðàòà. Óêàçàòåëü "îïð(E äåëåíèåîòðåçêà(A C
0.5))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(i) Öåíòð òðåóãîëüíèêà.
∀(öåíòð(D,ôèãóðà(ABC)) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) → îïð(D))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(D öåíòð(A
B C))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Âåðøèíà ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
∀ABCDEFijn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A) & l(A) = n & i ∈ {1, . . . , n} &
B = A(i) & C = A(i(mod n) + 1) & îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî
ôèãóðà(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) & j ∈ {1, . . . , n} & F = A(j) →
îïð(F ))
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Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé
è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âòîðîé, ÷åò-
âåðòûé, ïÿòûé è îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Íàêîíåö, àíòåöåäåíòû ñ ñåäüìîãî ïî äåâÿòûé âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(F ïðàâìíîãîóãîëüíèê(B D C i j n))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðøèíû F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDEFijn(ïðàâìíîãîóãîëüíèê(A) & l(A) = n & i ∈ {1, . . . , n} &
B = A(i) & îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(A) & îïð(B) &
îïð(D) & C = A(i(mod n) + 1) → îïð(C))

Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è âîñüìîé àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Íå îïðåäåë åíî ïîëîæåíèå âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà A, îòëè÷íûõ îò âåðøèíû B. Óêàçàòåëü "îïð(C Ñèíóñ(B D
äðîáü(óìíîæåíèå(2 ïè)n)))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðøèíû C. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðîèçâîëüíûé âûáîð íîâûõ ýëåìåíòîâ ÷åðòåæà.
Â ïðîöåññå îáðàáîòêè ïîñûëîê çàäà÷è ìîæåò ñëîæèòüñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà íîâûé
ýëåìåíò ÷åðòåæà íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî (èëè â êîíå÷íîì ÷èñëå âàðèàíòîâ)
ïî óæå íàéäåííûì ýëåìåíòàì. Òîãäà èñïîëüçóþòñÿ ïðèåìû, äîáàâëÿþùèå íî-
âûé ýëåìåíò A ñ ïîìîùüþ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ëèáî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíî - ÷åðåç óêàçàòåëü "îïð(A âõîä(. . .))", ëèáî çàäà-
þòñÿ äèàïàçîí èçìåíåíèé ïàðàìåòðà è îöåíêà, øòðàôóþùàÿ íåóäîáíûå äëÿ
âèçóàëèçàöèè ïîëîæåíèÿ òî÷åê - ÷åðåç óêàçàòåëü "îïð(âûáîð(A p q)B)". Çäåñü
[p, q] - ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà A; B - òåðì, îïðåäåëÿþùèé îöåíêó.
(a) Òî÷êà íà îòðåçêå.

∀ABCp(C ∈ îòðåçîê(AB) & îïð(A) & îïð(B) → îïð(C) & îïð(p))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïîëîæåíèå òî÷êè C ïîêà
íå îïðåäåëåíî. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ íà ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè C îòëè÷íîìó îò AB îòðåçêó PQ, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò íà îòðåçêå
AB è îòëè÷íû îò òî÷êè C. Óêàçàòåëü "îïð(âûáîð(p 0.1 0.9) òî÷êàïðÿìîé(C
òåðì(C) òåðì(ïðÿìàÿ(AB))))" îïðåäåëÿåò âûáîð ïàðàìåòðà p - îòíîøåíèÿ,
â êîòîðîì îòðåçîê AB äåëèòñÿ òî÷êîé C. Êðîìå òîãî, ïîäòåðì "òî÷êàïðÿ-
ìîé(. . .)" ââîäèò íîâóþ îöåíêó ñõåìû âû÷èñëåíèé, øòðàôóþùóþ ïëîõèå
äëÿ âèçóàëèçàöèè âûáîðû òî÷êè C. Óêàçàòåëü "îïð(C äåëåíèåîòðåçêà(A
B p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C ÷åðåç ïàðàìåòð p. Çàìåòèì, ÷òî
îöåíêà "òî÷êàïðÿìîé(. . .)" ðåàãèðóåò íà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p ëèøü êîñ-
âåííûì îáðàçîì - ÷åðåç ïîëîæåíèå òî÷êè C. Ñîçäàíû äâå âåðñèè äàííîãî
ïðèåìà, îòëè÷àþùèåñÿ óðîâíåì ñðàáàòûâàíèÿ. Åñëè òî÷êà C óïîìèíàåòñÿ
â íåêîòîðîé ïîñûëêå âèäà "âïèñàíà(. . .)", òî ñðàáàòûâàíèå èìååò ìåñòî íà
óðîâíå 5, èíà÷å - íà óðîâíå 6.

(b) Íàïðàâëåíèå ëó÷à óãëà.
∀ABCp(àêòèâ(∠(BAC)) & îïð(ëó÷(AB)) → îïð(ëó÷(AC)) & îïð(p))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ êîíñòàíòíàÿ âåëè÷èíà óãëà BAC. Íà-
ïðàâëÿþùèé âåêòîð ëó÷à AC ïîêà íå îïðåäåëåí. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(
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äðîáü(óìíîæåíèå(2 ïè)5) äðîáü(ïè 20) äðîáü(óìíîæåíèå(19 ïè)20)))" îïðå-
äåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà
p - âåëè÷èíû óãëà BAC. Óêàçàòåëü "îïð(ëó÷(AC)óãîë(ëó÷(AB)p))" îïðå-
äåëÿåò íàïðàâëåíèå ëó÷à AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(c) Âûáîð íàïðàâëÿþùåé òî÷êè ëó÷à.
∀ABp(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & îïð(A) & îïð(ëó÷(AB)) → îïð(B) & îïð(p))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ëó÷ B). Òàêîé
êîììåíòàðèé ââîäèòñÿ íåñêîëüêèìè ïðèåìàìè, èíèöèàëèçèðóþùèìè ïî-
ñòðîåíèå ÷åðòåæà è ñâÿçàííûìè ñ ðàññìîòðåíèåì óãëà ëèáî ïàðû ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Óêàçàòåëü "îïð(âûáîð(p 20 600) ò÷êîîðä(B òåðì(A)
òåðì(B)))" îïðåäåëÿåò äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, à
òàêæå îöåíêó "ò÷êîîðä(. . .)", óòî÷íÿþùóþ âûáîð åãî çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü
"îïð(B òî÷êàëó÷à(A ëó÷(AB) p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè B. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, â
êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ëó÷ B), îäíàêî òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû íå áûëî îïðåäåëåíî ïîëîæåíèå íàêàêîé òî÷êè ïðÿìîé AB, îòëè÷íîé îò
òî÷êè A. Óðîâåíü åå ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(d) Âûáîð òî÷êè íà ïðÿìîé.
∀ABp(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,B)) → îïð(B) &
îïð(p))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (ëó÷ B). Óêà-
çàòåëü "îïð(âûáîð(p 100 400) ò÷êîîðä(B òåðì(A) òåðì(B)))" îïðåäåëÿåò
äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, à òàêæå îöåíêó, óòî÷íÿ-
þùóþ âûáîð åãî çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü "îïð(B ðàññò(A íàïðàâë(AB) p))"
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäà-
íà åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, â êîòîðîé òðåáîâàíèå íàëè÷èÿ êîì-
ìåíòàðèÿ (ëó÷ B) çàìåíåíî òðåáîâàíèåì îòñóòñòâèÿ îòëè÷íîé îò A òî÷êè
ïðÿìîé AB, ïîëîæåíèå êîòîðîé áûëî áû îïðåäåëåíî íà òåêóùèé ìîìåíò.
Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p çäåñü óâåëè÷åí - îò 20 äî 600. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABC(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & îïð(A) & îïð(B) → îïð(C) & îïð(p))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé AB íåêîòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé â çàäàå ïðÿìîé,
ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó C. Èìååòñÿ ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ êîíñòàíòíîå
çíà÷åíèå íåêîòîðîãî óãëà ñ âåðøèíîé C. Óêàçàòåëü "îïð(âûáîð(p ìèíóñ(1)
0.9) òî÷êàïðÿìîé(C òåðì(C) òåðì(ïðÿìàÿ(A B))))" îïðåäåëÿåò äèàïàçîí
èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, à òàêæå îöåíêó, óòî÷íÿþùóþ âûáîð
åãî çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü "îïð(C äåëåíèåîòðåçêà(A B p))" îïðåäåëÿåò ïîëî-
æåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè
äàííîãî ïðèåìà, â êîòîðûõ îñëàáëåíî òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðà ê AB, ïðîâåäåííîãî ÷åðåç òî÷êó C. Òàêîé ïåðïåíäèêóëÿð äîëæåí
îòñóòñòâîâàòü âî âíåøíåé çàäà÷å àíàëèçàòîðà, à âî âíóòðåííåé - äîïóñòèì.
Â ïåðâîé èç äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ âåðñèé ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå êàñà-
òåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C è îòëè÷íîé îò ïðÿìîé
AB. Âî âòîðîÿ âåðñèè ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå òàêîé êàñàòåëüíîé. Ñîîò-
âåòñòâåííî, â ïåðâîé âåðñèè äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p - îò 0.1 äî



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1308

0.9, à âî âòîðîé - òàêîé æå, êàê â èñõîäíîì ïðèåìå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
îáåèõ âåðñèé ðàâíû 7.
∀ABp(àêòèâ(îïð(A) & îïð(íàïðàâë(A,B)) → îïð(B) & îïð(p))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(âûáîð(p
ìèíóñ(200) 300) ò÷êîîðä(B òåðì(A) òåðì(B)))" îïðåäåëÿåò äèàïàçîí èç-
ìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, à òàêæå îöåíêó, óòî÷íÿþùóþ âûáîð
åãî çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü "îïð(B ðàññò(A íàïðàâë(AB) p))" îïðåäåëÿåò ïî-
ëîæåíèå òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(e) Âûáîð òî÷êè íà çàäàííîé ïðÿìîé, ëåæàùåé â çàäàííîé ïîëóïëîñêîñòè.
∀ABCDEp(ðàçíûåñòîðîíû(B,E, ïðÿìàÿ(CD)) & îïð(A) &
îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(C) & îïð(íàïðàâë(C,D)) & îïð(E) → îïð(B) &
îïð(p))
Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ", îñòàëüíûå -
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Íå îïðåäåëåíî ïîëîæåíèå íèêàêîé òî÷-
êè ïðÿìîé AB, îòëè÷íîé îò òî÷åê A,B. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(0.5 0.1 3))"
îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèé âàðüèðóåìîãî ïà-
ðàìåòðà p. Óêàçàòåëü "îïð(B ðàçíñòîð(A íàïðàâë(AB) C íàïðàâë(CD) E
p))" îïðåäåëÿåò âûáîð ïîëîæåíèÿ òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 6.

(f) Âûáîð êîíöà îòðåçêà ïî çàäàííûì ïðîòèâîïîëîæíîìó êîíöó è òî÷êå îò-
ðåçêà.
∀ABCp(B ∈ îòðåçîê(AC) & îïð(A) & îïð(B) → îïð(C) & îïð(p))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòü òî÷êèB òàêîìó îòðåçêó AP , ÷òî P ëåæèò íà îòðåçêå AC è îòëè÷-
íî îò C. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(1.1 0.1 10))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷å-
íèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p. Óêàçàòåëü "îïð(C êîíåöîòðåçêà(A
B p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Òî÷êà âíóòðè óãëà.
∀ABCDab(D ∈ Óãîë(ABC) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) → îïð(D) & îïð(a)
& îïð(b))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëè "îïð(a âõîä(80
30 200))" è "îïð(b âõîä(40 30 200))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è
äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b. Óêàçàòåëü "îïð(D Óãîë(A B C a
b))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABCDab(îäíàñòîðîíà(C,D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(A,D, ïðÿìàÿ(BC))
& îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) → îïð(D) & îïð(a) & îïð(b))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðÿìûå AB, BC íå èäåí-
òè÷íû. Óêàçàòåëè "îïð" - òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(h) Òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà.
∀ABCDpq(D ∈ ôèãóðà(ABC) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) → îïð(D) &
îïð(p) & îïð(q))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëè "îïð(p âõîä(0.3
0.1 0.9))" è "îïð(q âõîä(0.4 0.1 0.9))" îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è
äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ p, q. Óêàçàòåëü "îïð(D òðåóãîëüíèê(A
B C p q))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.
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(i) Òî÷êà ïî çàäàííóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé.
∀ABCDpq(ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & îïð(A) & îïð(C) & îïð(D) →
îïð(B) & îïð(p) & îïð(q))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëè "îïð(p âõîä(ìè-
íóñ(1) ìèíóñ(0.2) ìèíóñ(2)))" è "îïð(q âõîä(0.5 0.1 14))" îïðåäåëÿþò íà-
÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ p, q. Ïîëîæåíèå òî÷-
êè B îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì "îïð(B òðåóãîëüíèê(C A D p q))". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(j) Òî÷êà íà îêðóæíîñòè.
∀ABCp(àêòèâ(îêðóæíîñòü(BC)) & A ∈ îêðóæíîñòü(BC) & îïð(B) &
îïð(l(BC)) → îïð(A) & îïð(p))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"÷åðòåæ". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A è
íåêîòîðóþ îòëè÷íóþ îò B òî÷êó, ïîëîæåíèå êîòîðîé óæå îïðåäåëåíî. Óêà-
çàòåëü "îïð(âûáîð(p ìèíóñ(ïè) ïè) îêðòî÷êà(A òåðì(A) òåðì(îêðóæíîñòü(
BC))))" îïðåäåëÿåò äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, à òàê-
æå îöåíêó, óòî÷íÿþùóþ âûáîð åãî çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü "îïð(A îêðóæ-
íîñòü (B ðàññòîÿíèå(BC)p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè A. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà,
â êîòîðîé òðåáîâàíèå î ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A, îòáðîøåíî. Åå
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.
∀ABp(îïð(A) & îïð(l(AB)) → îïð(B) & îïð(p))
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(âûáîð(p 0
óìíîæåíèå(2 ïè)) îêðòî÷êà(B òåðì(B) òåðì(îêðóæíîñòü(AB))))" îïðåäå-
ëÿåò äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà p, à òàêæå îöåíêó, óòî÷-
íÿþùóþ âûáîð åãî çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü "îïð(B îêðóæíîñòü(A ðàññòîÿíèå
(AB)p))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.

(k) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé èçâåñòåí.
∀ABp(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & îïð(A) → îïð(p) & îïð(l(AB)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(âûáîð(p
10 300) êîëüöî(p A))" îïðåäåëÿåò äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìîãî ïà-
ðàìåòðà p, à òàêæå îöåíêó, óòî÷íÿþùóþ âûáîð åãî çíà÷åíèÿ. Óêàçàòåëü
"îïð(ðàññòîÿíèå(AB) ðàâíî(p))" îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå AB. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(l) Âûáîð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ âíåøíèì îáðàçîì äðóãîé îêðóæíîñòè,
äëÿ êîòîðîé óæå âûáðàíà òðåòüÿ îêðóæíîñòü, òàêæå êàñàþùàÿñÿ åå âíåø-
íèì îáðàçîì.
∀ABCDEFp(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(EF )) & îïð(l(CD)) &
îïð(l(EF )) & îïð(l(CE)) & îïð(C) & îïð(E) → îïð(p) & îïð(l(AB)) &
îïð(l(AC)) & îïð(l(AE)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ðàññòîÿíèÿ AB, AC, AE ïîêà íå îïðåäåëå-
íû. Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(70 5 300))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è
äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p. Óêàçàòåëü "îïð(ðàññòîÿíèå(AC) ðàññòî-
ÿíèå (AE) ðàññòîÿíèå(AB) âíåøêàñàþòñÿ(ðàññòîÿíèå(CD) ðàññòîÿíèå(EF )
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ðàññòîÿíèå(CE)p))" îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèÿ AC, AE è AB. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4. ×òîáû îáåñïå÷èòü ýòîò ïðèåì âõîäíûìè äàííûìè, ñîçäàí
ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ïðèåì:
∀ABCDEF (âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(EF )) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CD), îêðóæíîñòü(EF )) & îïð(l(AB)) &
îïð(l(CD)) & îïð(A) & îïð(C) & îïð(l(EF )) → îïð(l(AE)) & îïð(l(CE)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëè "îïð(ðàññòîÿíèå(AE) ïëþñ( ðàñ-
ñòîÿíèå (AB) ðàññòîÿíèå(EF )))" "îïð(ðàññòîÿíèå(CE) ïëþñ( ðàññòîÿíèå
(CD) ðàññòîÿíèå(EF )))" îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèÿ AE è CE. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(m) Ðàäèóñû äâóõ êàñàþùèõñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòåé ñ çàäàííûìè
öåíòðàìè.
∀ABCDp(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) & îïð(A) &
îïð(C) & îïð(l(AC)) → îïð(p) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(0.4 0.1 0.9))" îïðåäåëÿåò
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèé ïàðàìåòðà p. Óêàçàòåëè "îïð(
ðàññòîÿíèå (AB) óìíîæåíèå(ðàññòîÿíèå(AC) p))" è "îïð(ðàññòîÿíèå(CD)
âû÷èòàíèå(ðàññòîÿíèå(AC) ðàññòîÿíèå(AB)))" îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèÿAB
è CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(n) Îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì äâóõ çàäàííûõ îêðóæíî-
ñòåé.
∀ABCDEFp(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(EF )) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) & îïð(l(EF )) &
îïð(l(CD)) & îïð(l(CE)) → îïð(l(AE)) & îïð(l(AC)) & îïð(l(AB)) &
îïð(p))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(p âõîä(30 0 200))" îïðåäå-
ëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p. Óêàçàòåëü
"îïð(ðàññòîÿíèå(AC) ðàññòîÿíèå(AE) ðàññòîÿíèå(AB) âíóòðêàñàþòñÿ(ðàñ-
ñòîÿíèå(CD) ðàññòîÿíèå(EF ) ðàññòîÿíèå(CE) p))" îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèÿ
AC, AE è AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(o) Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî äâóõ äðóãèõ òî÷åê, åñëè èçâåñòíî îòíîøåíèå ýòèõ
ðàññòîÿíèé.
∀ABCapq(àêòèâ(l(AC)) & àêòèâ(l(BC)) & pl(AC) = ql(BC) & îïð(A) &
îïð(B) & îïð(l(AB)) → îïð(l(AC)) & îïð(l(BC)) & îïð(a))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáà-
ðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ïîëîæåíèå òî÷êè C ïîêà íå îïðåäåëåíî. Âû-
ðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëü "îïð(a âõîä(60 10 200))" îïðåäå-
ëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà a. Óêàçàòåëü
"îïð(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(AC)) ôèêñ(ðàññòîÿíèå(BC)) ðàçíûåòî÷êè( ôèêñ(
ðàññòîÿíèå(AB)) a p q))" îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèÿ AC è BC. Ñèìâîë "ôèêñ"
â ýòîì óêàçàòåëå îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ äî îáðàáîò-
êè èõ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàññòîÿíèå", èñïîëüçóåìûì äàííûì ïðèåìîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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(p) Öåíòð îêðóæíîñòè çàäàííîãî ðàäèóñà, êàñàþùåéñÿ âíåøíèì îáðàçîì çà-
äàííîé îêðóæíîñòè.
∀ABCDm(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) & îïð(A) &
îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) → îïð(C) & îïð(m))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(m âõîä(0 ìèíóñ(äðîáü(óìíîæåíèå(4
ïè)5)) äðîáü(óìíîæåíèå(4 ïè)5)))" îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è äèà-
ïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà m. Óêàçàòåëü "îïð(C âíåøòî÷êà(A ðàññòîÿ-
íèå(AB) ðàññòîÿíèå(CD) m))" îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷êè C. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

5. Óñòàíîâêà íà ïîäáîð ïàðàìåòðîâ.
Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ââîäÿùèå îöåíêè "ñòåïåíè íåâûïîëíåíèÿ"
òåõ ïîñûëîê çàäà÷è, èñòèííîñòü êîòîðûõ íå ãàðàíòèðîâàíà ïðåäøåñòâóþùèìè
øàãàìè ðàáîòû àíàëèçàòîðà. ×òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå èìåííî ïîñûëêè çàâåäî-
ìî âûïîëíåíû íà òåêóùèé ìîìåíò ïîñòðîåíèÿ ñõåìû âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóþò-
ñÿ ñïåöèàëüíûå êîììåíòàðèè. Îíè ââîäÿòñÿ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ïðèåìàìè,
íî äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ îïóùåíû. Ïðèåìû äàííîãî ðàçäåëà ñðàáàòûâàþò
ëèøü ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóùèå êîììåíòàðèè îòñóòñòâóþò. Êàê
ïðàâèëî, êîíñåêâåíòîì òåîðåìû ïðèåìà ñëóæèò êîíñòàíòà "èñòèíà", òàê êàê
îñíîâíîå äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì "îïð".
(a) Ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ïî îäíó ëèáî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé.

∀ABCD(îäíàñòîðîíà(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) &
îïð(íàïðàâë(C,D)) → èñòèíà)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà îä-
íàñòîðîíà(A B C íàïðàâë(CD)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âû-
ïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCD(ðàçíûåñòîðîíû(A,B, ïðÿìàÿ(CD)) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) &
îïð(íàïðàâë(C,D)) → èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ðàçíûå-
ñòîðîíû(A B C íàïðàâë(CD)))".

(b) Çàäàííîå îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ.
∀ABCDpq(pl(AB) = ql(CD) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà
ïðîïîðöèîíàëüíû(ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(CD) q p))" ââîäèò îöåíêó,
êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDapqrs(l(AB) = pa/r & l(CD) = qa/s & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) →
èñòèíà)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèÿ p, q, r, s êîíñòàíòíûå. Òåðì a íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "ðàññòîÿíèå". Åñëè AB è CD ñóòü ðàäèóñû îäíîé è òîé
æå âûäåëåííîé â çàäà÷å îêðóæíîñòè, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óêàçàòåëü
"îïð(îöåíêà ïðîïîðöèîíàëüíû( ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(CD) äðîáü(p
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r) äðîáü(q s)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâûõ äâóõ
àíòåöåäåíòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀AB(îïð(l(AB)) & îïð(A) & îïð(B) → èñòèíà)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ðàâ-
íîéäëèíû ðàññòîÿíèå(AB)), óêàçûâàþùèé íà òî, ÷òî ðàññòîÿíèå AB áûëî
îïðåäåëåíî íåçàâèñèìî îò îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê A,B (íàïðèìåð,
èç íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ðàññòîÿíèé). Â ýòîì
ñëó÷àå òðåáóåòñÿ êîíòðîëü òîãî, ÷òî íàéäåííàÿ âåëè÷èíà ðàññòîÿíèÿ ñîîò-
âåòñòâóåò ôàêòè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè. Òàêîé êîíòðîëü îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ óêàçàòåëåì "îïð(îöåíêà ðàâíûåäëèíû A B ðàññòîÿíèå(AB))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Çàäàííîå îòíîøåíèå óãëîâ.
∀ABCDpq(p∠(ABC) = q∠(DEF ) & îïð(∠(ABC)) & îïð(∠(DEF )) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèÿ p, q êîíñòàíòíûå. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà
ïðîïîðöèîíàëüíû( óãîë(ABC) óãîë(DEF ) q p))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëè-
ðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.
∀ABCDpq(∠(ABC)/q = ∠(DEF )/p & îïð(∠(ABC)) & îïð(∠(DEF )) → èñ-
òèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ABCD(áèññåêòðèñà(ABCD) & îïð(∠(ABD)) & îïð(∠(DBC)) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ïðîïîðöèîíàëüíû(óãîë(ABD)
óãîë(DBC) 1 1))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî
àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Çàäàííàÿ ðàçíîñòü óãëîâ.
∀ABCDEFp(∠(ABC) = p + ∠(DEF ) & îïð(∠(ABC)) & îïð(∠(DEF )) →
èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèå p êîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà
ñóììà(óãîë(DEF ) p óãîë(ABC)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âû-
ïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(e) Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè îòðåçêó.
∀ABC(A ∈ îòðåçîê(BC) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà òî÷êàîòðåçêà(B C A))" ââî-
äèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Íåðàâåíñòâî äëÿ óãëà.
∀ABC(∠(ABC) < π/2 & îïð(∠(ABC)) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ìåíüøå(óãîë(A B C)äðîáü(óì-
íîæåíèå(49 ïè)100)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåð-
âîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABC(π/2 < ∠(ABC) & îïð(∠(ABC)) → èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ìåíü-
øå(äðîáü(óìíîæåíèå(51 ïè)100)óãîë(A B C)))".
∀ABCab(∠(ABC) = a & 0 < b− a & îïð(∠(ABC)) → èñòèíà)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèå b êîíñòàíòíîå. Óêàçàòåëü "îïð(îöåí-
êà ìåíüøå(óãîë(A B C)äðîáü(óìíîæåíèå(4 b)5)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðî-
ëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 4.
∀ABCab(∠(ABC) = a & a < b & îïð(∠(ABC)) → èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ABCab(∠(ABC) = a & 0 < a− b & îïð(∠(ABC)) → èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ìåíü-
øå(äðîáü(óìíîæåíèå(9 b)10) óãîë(A B C)))".

(g) Íàïðàâëåíèå ëó÷à.
∀AB(îïð(ëó÷(AB)) & îïð(A) & îïð(B) → èñòèíà)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå
êîîðäèíàò òî÷åê A,B íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó ëó÷à AB. Ýòó ïðîâåðêó
îáåñïå÷èâàåò óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà íàïðàâëÿþùàÿ(ëó÷(AB) A B))". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(h) Çàäàííàÿ âåëè÷èíà óãëà.
∀ABCa(∠(ABC) = a & îïð(∠(ABC)) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "÷åðòåæ". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå è îòëè÷íî îò π/2. Óêàçàòåëü
"îïð(îöåíêà ðàçíîñòü(óãîë(A B C)a))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ
âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Íåïðèíàäëåæíîñòü èíòåðâàëó.
∀ABC(¬(C ∈ èíòåðâàë(AB)) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) → èñòèíà)
∀ABC(A ∈ ëó÷(CB)) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà èíòåðâàë(A B C))" ââîäèò
îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) &
îïð(D) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â íåì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêà-
çàòåëü "îïð(îöåíêà ïåðïåíäèêïðÿìûå(A B C D))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðî-
ëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 5.

(k) Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) &
îïð(D) → èñòèíà)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì
"÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ïàðàëëåëïðÿìûå(A B C D))" ââîäèò
îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(l) Ñîîòíîøåíèå ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé.
∀ABCDp(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(AD)) &
0 < l(AD)− l(AB) & îïð(l(AB)) & îïð(l(AD)) → îïð(p))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Ëèáî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñîäåðæèò íå ìåíåå
äâóõ ñèìâîëîâ "ðàññòîÿíèå", ëèáî â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ âíåøíåå êà-
ñàíèå îêðóæíîñòåé. Óêàçàòåëü "îïð(p óìíîæåíèå(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(A D))
0.7))" îïðåäåëÿåò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð p, à óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà
ìåíüøå(ôèêñ(ðàññòîÿíèå(AB))p))" - ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âû-
ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà. Òî÷íåå, êîíòðîëèðóåòñÿ íåîáõîäèìîå äëÿ õîðîøåé
âèçóàëèçàöèè óñèëåííîå íåðàâåíñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCD(àêòèâ(îêðóæíîñòü(AB)) & àêòèâ(îêðóæíîñòü(CD)) &
0 ≤ l(CD)− l(AB) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) → èñòèíà)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê è âûøå, è äîïîëíèòåëüíîå îãðà-
íè÷åíèå - ïðåæíåå. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ìåíüøåèëèðàâíî(ôèêñ(ðàññòî-
ÿíèå(AB))ôèêñ(ðàññòîÿíèå(CD))))"ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âû-
ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(m) Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû.
∀ABCDEFp(îêðóæíîñòü(EF )âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) & îïð(E) &
îïð(l(EF )) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) & îïð(íàïðàâë(A,B)) →
îïð(p))
Òðåòèé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ", îñòàëü-
íûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðè èäåíòèôèêàöèè âåðøèí ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè. Óêàçàòåëü "îïð(p
ðàññòäîïðÿìîé(E A íàïðàâë(AB)))" îïðåäåëÿåò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðà-
ìåòð p, à óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ðàçíîñòü(p ðàññòîÿíèå(EF )))" - ââîäèò
îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ êàñàíèå îêðóæíîñòüþ ñòîðîíûAB. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(n) Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè îêðóæíîñòè.
∀ABC(A ∈ îêðóæíîñòü(BC) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(l(BC)) → èñòèíà)
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà âíåøêîíòðîëü(A B
ðàññòîÿíèå(BC)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî
àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
∀ABC(àêòèâ(îêðóæíîñòü(BA)) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(l(BA)) → èñòèíà)
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (êîíóñ A P ),
ãäå P îòëè÷íî îò B. Ýòîò êîììåíòàðèé ââîäèëñÿ ïðèåìîì, äîïóñêàþùèì
äâîÿêîå ðàçìåùåíèå òî÷êè A. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà âíåøêîíòðîëü(A B
ðàññòîÿíèå(AB)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ ñîîòâåòñòâèå ðàäèó-
ñà îêðóæíîñòè ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A,B, âû÷èñëåííîìó ÷åðåç èõ
êîîðäèíàòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(o) Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè äóãå îêðóæíîñòè.
∀ABCD(A ∈ äóãà(BCD) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) &
îïð(íàïðàâë(B,C)) & îïð(íàïðàâë(B,D)) → èñòèíà)
Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëè "îïð(îöåíêà îäíàñòîðîíà(A C
B íàïðàâë(BD)))" è "îïð(îöåíêà îäíàñòîðîíà(AD B íàïðàâë(BC)))"âîäÿò
îöåíêè, êîíòðîëèðóþùèå ðàçìåùåíèå òî÷êè A âíóòðè óãëà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî äóãå BCD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(p) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò åå öåíòðà äî âíåøíåé òî÷êè.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) &
îïð(A) & îïð(C) & îïð(l(CD)) & îïð(l(AC)) → èñòèíà)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Íå óìñòàðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè A îêðóæ-
íîñòè CD. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ìåíüøå(ðàññòîÿíèå(CD) ðàññòîÿíèå(
AC)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà äëÿ ðà-
äèóñà è ðàññòîÿíèÿ AC îò öåíòðà äî âíåøíåé òî÷êè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

(q) Âíåøíåå êàñàíèå îêðóæíîñòåé.
∀ABCD(âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD) & îïð(A) &
îïð(C) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) & îïð(l(AC)) → èñòèíà)
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ñóììà(ðàññòîÿíèå(
AB) ðàññòîÿíèå(CD) ðàññòîÿíèå(AC)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ
âûïîëíåíèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(r) Âíóòðåííåå êàñàíèå îêðóæíîñòåé.
∀ABCD(âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD) & îïð(A) &
îïð(C) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) & îïð(l(AC)) → èñòèíà)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ìîäóëü(
ðàññòîÿíèå(AB) ðàññòîÿíèå(CD) ðàññòîÿíèå(AC)))".

(s) Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ÷åòûðåõóãîëüíèêó.
∀ABCDE(E ∈ ôèãóðà(ABCD) & îïð(A) & îïð(B) & îïð(C) & îïð(D) &
îïð(E) → èñòèíà)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ôè-
ãóðà(A B C D E))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíåíèå ïåðâîãî
àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(t) Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) & îïð(A) &
îïð(íàïðàâë(A,B)) & îïð(C) & îïð(D) & îïð(l(CD)) → îïð(a))
Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "÷åðòåæ", îñòàëüíûå - èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "îïð(a ðàññòäîïðÿìîé(C A íàïðàâë(AB)))"
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà a. à óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà
ðàçíîñòü(a ðàññòîÿíèå(CD)))" ââîäèò îöåíêó, êîíòðîëèðóþùóþ âûïîëíå-
íèå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(u) Íåðàâåíñòâî äëÿ ðàññòîÿíèé.
∀ABCD(0 < l(AB)− l(CD) & îïð(l(AB)) & îïð(l(CD)) → èñòèíà)
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "÷åðòåæ". Óêàçàòåëü "îïð(îöåíêà ìåíüøå(ðàññòîÿíèå(CD)
ðàññòîÿíèå(AB)))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç ÷åðòåæà.
Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç ñïèñêà ïî-
ñûëîê âíóòðåííåé çàäà÷è àíàëèçàòîðà.
(a) Äâå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (îòðåçîê(CE)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ðàçíûåñòîðîíû(A,D, ïðÿìàÿ(CE)) &
îïð(C) & îïð(D) → îïð(F ) & áèññåêòðèñà(FCEA))

Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå -
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé CD
íàõîäèòñÿ â ñòîðîíå, ïðîòèâîïîëîæíîé ëó÷ó CD. Ïðèåì ââîäèò âñïîìî-
ãàòåëüíóþ òî÷êó F . Óêàçàòåëü "îïð(F äåëåíèåîòðåçêà(C D ìèíóñ(0.5)))"
îïðåäåëÿåò ðàçìåùåíèå òî÷êè F íà ëó÷å, ïðîòèâîïîëîæíîìó ëó÷ó CD.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(îòðåçîê(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & îòðåçîê(BC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) → áèññåêòðèñà(ABCD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(b) Êàñàòåëüíàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(DE)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) → ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðåìåííûå C,D ðàçëè÷íû. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü
ïðÿìûõ AC è DE èäåíòèôèöèðóþùèìè îïåðàòîðàìè íå óñìàòðèâàåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(CDEF ) & îïð(C) & îïð(D)
& îïð(E) & îïð(F ) → áèññåêòðèñà(DCFA) & áèññåêòðèñà(CDEA) &
ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ðàâåíñòâî äëèí äóã.
∀ABCDE(äëèíà(äóãà(ADE)) = äëèíà(äóãà(ABC)) & D ∈ îêðóæíîñòü(AF )
& B ∈ îêðóæíîñòü(AF ) → l(DE) = l(BC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(e) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òðåóãîëüíèêà.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(CDE) →4(CDE))

Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ íè òðåóãîëüíèêè, íè ðîìáû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.
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(f) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â óãîë.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â Óãîë(CDE) →
ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïîëîæåíèå òî÷êè A ïîêà íå
îïðåäåëåíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDE(ëó÷(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ëó÷(AC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(AC)) → îêðóæíîñòü(DE)âïèñàíà â Óãîë(BAC))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
∀ABCDE(ïðÿìàÿ(CD) − êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(DE) −
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & îäíàñòîðîíà(A,C, ïðÿìàÿ(DE)) &
îäíàñòîðîíà(A,E, ïðÿìàÿ(CD)) → áèññåêòðèñà(CDEA))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîëîæåíèå òî÷êè A ïîêà íå
îïðåäåëåíî. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "áèññåêòðèñà(PDQR)", ó êîòîðîé
òî÷êè P,Q ëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, íà ïðÿìûõ CD è DE. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â Óãîë(CDE) → áèññåêòðèñà(CDEA))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïîëîæåíèå òî÷êè A ïîêà íå
îïðåäåëåíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(CD)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(DE)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ îêðóæíîñòü(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
òî÷êàëó÷à(D,C, F ) & òî÷êàëó÷à(D,E,G) → áèññåêòðèñà(CDEA))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîëîæåíèå òî÷êè A ïîêà íå îïðåäåëåíî. Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "áèññåêòðèñà(PDQR)", ó êîòîðîé òî÷êè P,Q ëåæàò,
ñîîòâåòñòâåííî, íà ïðÿìûõ CD è DE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü.
∀ABCDE(îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC) & l(AB) = l(AC)
& l(AB) = l(BC) → l(AB) =

√
3l(DE))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ.
∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(EF )îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
òðàïåöèÿ(ABCD) → l(AB) = l(CD))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè âåðøèí è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïðè
èäåíòèôèêàöèè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà, à òàêæå èçìåíåíèå ïîðÿäêà âåðøèí
íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïðè èäåíòèôèêàöèè âòîðîãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(i) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ñåêòîð.
∀ABMNPQ(îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ñåêòîð(MNP ) &
N ∈ îêðóæíîñòü(MQ) → âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB),
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îêðóæíîñòü(MQ)) & ïðÿìàÿ(MN)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(MP )− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & áèññåêòðèñà(NMPA))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Óñìîòðåíèå îáùåé âíåøíåé êàñàòåëüíîé.
∀ABCDEFG(ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) &
ïðÿìàÿ(FG)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) &
âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB),
îêðóæíîñòü(CD)) & E ∈ ïðÿìàÿ(FG) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) →
âíåøêàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(FG), îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè E
îêðóæíîñòè CD. Ïåðåìåííûå A,C ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(k) Ðàñïîëîæåíèå öåíòðà îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ íåñêîëüêèõ äðóãèõ îêðóæ-
íîñòåé.
∀ABCDEF (âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(CD), îêðóæíîñòü(EF )) &
A ∈ îêðóæíîñòü(CD) & A ∈ îêðóæíîñòü(EF ) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD)) &
âíóòðêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(EF ), îêðóæíîñòü(AB)) → l(CD) = l(EF ))

Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. À.×åð÷. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó. Òîì 1. Ì.: ÈË, 1960, ñ.484.
2. Ñ.Ê.Êëèíè. Ââåäåíèå â ìåòàìàòåìàòèêó. Ì.: ÈË, 1957. 526ñ.
3. Ñ.Ê.Êëèíè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà. Ì.: Ìèð, 1973, 480ñ.
4. ×.×åíü, Ð.Ëè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è àâòîìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-

ðåì. Ì.: Ìèð, 1983, 360 ñ.
5. Ý.Ìåíäåëüñîí. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó. Ì.: Íàóêà, 1971, ñ.320.
6. Ã.Ìåòàêèäåñ, À Íåðîóä. Ïðèíöèïû ëîãèêè è ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ì.: Ôàêòîðèàë, 1998, 288ñ.
7. È.Áðàòêî. Ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÿçûêå Ïðîëîã äëÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.

Ì.: Ìèð, 1990, 560 ñ.
8. Äæ.Ìàëïàñ. Ðåëÿöèîííûé ÿçûê Ïðîëîã è åãî ïðèìåíåíèå. Ì.: Íàóêà, 1990, 464

ñ.
9. Ý.Õàíò. Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Ì.: Ìèð, 1978, 558ñ.
10. Æ.-Ë. Ëîðüåð. Ñèñòåìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ì.: Ìèð, 1991, 568ñ.
11. E.A.Bender. Mathematical methods in arti�cial intelligence. Los Alamitos, IEEE,

Comp.Society Press, 1996, 638p.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1319

12. Ä. Ïîéà. Ìàòåìàòèêà è ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1975, 463ñ.
13. Ä. Ïîéà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îòêðûòèå. Ì.: Íàóêà, 1976, 448ñ.
14. Ëàâðîâ È.À., Ìàêñèìîâà Ë.Ë., Çàäà÷è ïî òåîðèè ìíîæåñòâ, ìàòåìàòè÷åñêîé

ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèòìîâ, Ì., "Íàóêà", 1975, 232 ñ.
15. Àíòîíîâ Í.Ï., Âûãîäñêèé Ì.ß., Íèêèòèí Â.Â., Ñàíêèí À.È.. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî

ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå, Ì., "Íàóêà", 1964, 528 ñ.
16. Âàâèëîâ Â.Â., Ìåëüíèêîâ È.È., Îëåõíèê Ñ.Í., Ïàñè÷åíêî Ï.È. Çàäà÷è ïî ìà-

òåìàòèêå. Àëãåáðà. Ì., "Íàóêà", 1988, 431 ñ.
17. Âàâèëîâ Â.Â., Ìåëüíèêîâ È.È., Îëåõíèê Ñ.Í., Ïàñè÷åíêî Ï.È. Çàäà÷è ïî ìà-

òåìàòèêå. Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà. Ì., "Íàóêà", 1988, 237 ñ.
18. Ïîòàïîâ Ì.Ê., Îëåõíèê Ñ.Í., Íåñòåðåíêî Þ.Â. Êîíêóðñíûå çàäà÷è ïî ìàòåìà-

òèêå. Ì., "Íàóêà", 1992, 478 ñ.
19. Ñêàíàâè Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå. Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 1988, 431 ñ.
20. Âàõîâñêèé Å.Á., Ðûâêèí À.À. Çàäà÷è ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå. Ì., "Íàó-

êà", 1971, 360 ñ.
21. Ëèäñêèé Â.Á., Îâñÿííèêîâ Ë.Â., Òóëàéêîâ À.Í., Øàáóíèí Ì.È., Ôåäîñîâ Á.Â.

Çàäà÷è ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå. Ì., 1973, 415 ñ.
22. Ñåðãååâ È.Í. Ìàòåìàòèêà. Çàäà÷è ñ îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè. Ì., "Âûñøàÿ øêî-

ëà", 2003, 336 ñ.
23. Øàðûãèí È.Ô. Ãåîìåòðèÿ, 9-11 êëàññû. Ì., "Äðîôà", 1997, 396 ñ.
24. Øàðûãèí È.Ô., Ãîðäèí Ð.Ê. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ãåîìåòðèè. Ì., Àñòðåëü, 2001,

396 ñ.
25. Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

Ì., "Íàóêà", 1969, 544 ñ.
26. Âèíîãðàäîâà È.À., Îëåõíèê Ñ.Í., Ñàäîâíè÷èé Â.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî

ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ò.1. Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 2000, 722 ñ.
27. Ìîäåíîâ Ï.Ñ., Ïàðõîìåíêî À.Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ì., "Íàóêà", 1976, 384 ñ.
28. Ôèëèïïîâ À.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ì., "Íàó-

êà", 1965, 100 ñ.
29. Âåíòöåëü Å.Ñ., Îâ÷àðîâ Ë.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 2000, 364 ñ.
30. Ïàíòåëååâ À.Â., ßêèìîâà À.Ñ. Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è

îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ. Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 2001,
445 ñ.



Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè 1320

31. ×åðíîóöàí À.È. Ôèçèêà. Çàäà÷è ñ îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè. Ì., Êíèæíûé äîì
"Óíèâåðñèòåò", 2001, 335.

32. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Îá îðãàíèçàöèè áàç çíàíèé, îðèåíòèðîâàííûõ íà àâòîìàòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå çàäà÷. "Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà", 1990, ò.2., âûï.1., ñ. 13-30.

33. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé àë-
ãåáðå. "Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà", 1994, ò.6., âûï.4., ñ. 35-57.

34. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíûé ðåøàòåëü ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. ÄÀÍ ÐÔ,
1994, ò.335, � 4.

35. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷. Èçä-âî ÖÏÈ ïðè ìåõ.-ìàò. ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, 2001. 235 ñ.

36. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 1.
Àðõèòåêòóðà è ÿçûêè ðåøàòåëÿ çàäà÷. Ì., "Ôèçìàòëèò", 2008. 1022 ñ.

37. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Î ñàìîîáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìû. "Èíòåëëåêòóàëü-
íûå ñèñòåìû", 2014, òîì 18, âûïóñê 2, ñ. 197 - 266.


