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Ââåäåíèå

Ïîä ñëîâàìè "èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò" îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå â
êîìïüþòåðå òåõ ïðîöåññîâ ðàññóæäåíèé, êîòîðûå ñâîéñòâåííû ÷åëîâåêó. Ïî-âèäèìîìó,
ïðè ñîâðåìåííîì èñêóññòâå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàêîé èíòåëëåêò äàâíî óæå áûë áû
ñîçäàí, åñëè áû èìåëîñü ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå îò òîì, êàê ïðîèñõîäÿò ýòè ðàññóæ-
äåíèÿ. Îäíàêî, ôàêòè÷åñêèé ïðîãðåññ â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà ïîêà
íåâåëèê, è áëèæàéøèå ïåðñïåêòèâû ñîìíèòåëüíû. Íåñîìíåííûå óñïåõè â îáëàñòè
êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè äàííûõ ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ïðè-
êëàäíûõ ïðîãðàìì, îõâàòûâàþùèõ ïî÷òè âñå ìûñëèìûå îáëàñòè. Ìîæåò âîçíèê-
íóòü ñîáëàçí ñ÷èòàòü, ÷òî èõ ìíîãîîáðàçèå è åñòü èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Îäíàêî,
êàæäàÿ òàêàÿ ïðîãðàììà îðèåíòèðîâàíà íà ñâîé, äîñòàòî÷íî óçêèé êëàññ çàäà÷, è
äàæå ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè òðåáîâàíèé íóæäàåòñÿ â ðó÷íîé ïåðåäåëêå. Êîì-
ïüþòåðíûé èíòåëëåêò, êîòîðûé ìîã áû ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçðàáàòûâàòü ïðèêëàäíûå
ïðîãðàììû, äîëæåí áûë áû ïîëó÷èòü âñåñòîðîííåå ôóíäàìåíòàëüíîå îáðàçîâàíèå è
èìåòü îïðåäåëåííûå ñïîñîáíîñòè ê ñàìîðàçâèòèþ. Îí äîëæåí áûë áû óìåòü ÷èòàòü
íàó÷íóþ ëèòåðàòóðó è àäàïòèðîâàòü ïðî÷èòàííîå ê ðåøåíèþ çàäà÷. Îí äîëæåí áûë
áû íå ïðîñòî ñëåïî ïðèìåíÿòü æåñòêèå àëãîðèòìû, íî óìåòü âûðàáàòûâàòü èõ â ïðî-
öåññå ðàññóæäåíèé. Íè÷åãî ïîõîæåãî ïîêà íåò, è ïðîäîëæåíèå òðàäèöèîííîé ëèíèè
íà ðó÷íóþ ðàçðàáîòêó ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì íèêîãäà ê ýòîé öåëè íå ïðèáëèçèò.

Âðî÷åì, óòâåðæäåíèå î íàëè÷èè, ïóòü è íå ñàìîîáó÷àþùèõñÿ, ýôôåêòèâíûõ ïðè-
êëàäíûõ ïðîãðàìì "âî âñåõ ìûñëèìûõ îáëàñòÿõ" ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíî îïòèìèñòè÷-
íûì. Â òàêèõ, íàïðèìåð, âàæíåéøèõ îáëàñòÿõ, êàê ïîíèìàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçûêà è
ïîíèìàíèå èçîáðàæåíèé, ïîêà ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ñóððîãàòàìè. Çà íåèìå-
íèåì ëó÷øåãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíè óæå ñåé÷àñ ìîãóò ïðèíîñèòü îùóòèìóþ ïîëüçó.
Âðÿä ëè, îäíàêî, â áóäóùåì îíè ñìîãóò ñîñòàâèòü ñåðüåçíóþ êîíêóðåíöèþ ñèñòåìå,
âîîðóæåííîé àäåêâàòíîé ñèñòåìîé çíàíèé îá îêðóæàþùåì ìèðå è ñïîñîáíîé èñïîëü-
çîâàòü ýòè çíàíèÿ ïðè àíàëèçå ñèòóàöèé.

Íàóêè î ðàññóæäåíèÿõ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èëà áû ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå ê ëó÷øå-
ìó äàííîãî ïîëîæåíèÿ äåë, ïîêà íåò, è íà ïîâåñòêå äíÿ ñòîèò íå ñòîëüêî âîïðîñ î
íåìåäëåííîì ñîçäàíèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ñêîëüêî âîïðîñ î íà÷àëå ñèñòåìà-
òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûå ìîãëè áû ñîñòàâèòü ôóíäàìåíò ýòîé íàóêè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, êîòîðàÿ è ñîçäàâàëàñü êàê "íàóêà î ðàññóæäåíèÿõ", íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà óêàçàííóþ ðîëü, èáî îíà çàíèìàëàñü íå
ñòîëüêî âîïðîñàìè óïðàâëåíèÿ ðàññóæäåíèÿìè, ñêîëüêî èçó÷åíèåì îáùèõ ñâîéñòâ
ôîðìàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîïûòêè ïðåäëîæèòü ïðèíöèïû óïðàâëåíèÿ ðàñ-
ñóæäåíèÿìè "èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé", â îòðûâå îò ñêðóïóëåçíîãî àíàëèçà ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ê ñîçäàíèþ ñêîëü-íèáóäü ñèëüíûõ ðåøàòåëåé, ê ñîæàëå-
íèþ, íå ïðèâåëè.

Âìåñòå ñ òåì, ïîÿâëåíèå ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿåò ñòàâèòü âîïðîñ î ñîçäà-
íèè ñâîåãî ðîäà "êîìïüþòåðíîãî ìèêðîñêîïà" äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðàññóæäåíèé,
ðåàëèçóåìûõ ÷åëîâåêîì.
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Íàñòîÿùàÿ ìîíîãðàôèÿ "Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ"ïî-
ñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðåäïðèíÿòîìó ñ ïîìîùüþ êîìïüþ-
òåðíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû "Èñêðà". ×òîáû ïðîìîäåëèðîâàòü â ñèñòåìå ðåøåíèå
çàäà÷è ÷åëîâåêîì, îíî ðàçáèâàëîñü íà àòîìàðíûå øàãè, è äëÿ êàæäîãî øàãà ñîçäà-
âàëàñü íåñëîæíàÿ ïðîãðàììà, ñïîñîáíàÿ âûïîëíÿòü åãî â àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ.
Òàêèå ïðîãðàììû ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïðèåìîâ. Áûëè ïðîðàáîòàíû ìíîãèå ïðåäìåò-
íûå îáëàñòè, â ïåðâóþ î÷åðåäü ìàòåìàòè÷åñêèå, è íàêîïëåíà áàçà ïðèåìîâ, èìåþùàÿ
áîëåå 40000 ýëåìåíòîâ. Ôàêòè÷åñêè, îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðîìíóþ êîëëåêöèþ
"ôîòîñíèìêîâ" ñ òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêîâ. Â ðÿäå îáëàñòåé
áàçà ïðèåìîâ îêàçàëàñü ñïîñîáíîé ôóíêöèîíèðîâàòü êàê àâòîìàòè÷åñêèé ðåøàòåëü
çàäà÷, íåïëîõî èìèòèðóþùèé äåéñòâèÿ ÷åëîâåêà. Íî, ÷òî ãîðàçäî áîëåå âàæíî, îíà
ñòàëà èñõîäíûì ñûðüåì äëÿ àíàëèçà òîãî, êàê áàçèñíûå òåîðåìû ïðåäìåòíîé îáëàñòè
ïðåîáðàçóþòñÿ â ïðèåìû, èíûìè ñëîâàìè, äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà ñàìîîáó÷åíèÿ "ïî
êíèãàì". Áûëè ïðåäïðèíÿòû ñòàíäàðòèçàöèÿ è îïòèìèçàöèÿ ïðèåìîâ, ñîçäàíà èõ
êëàññèôèêàöèÿ. Ïî÷òè äëÿ êàæäîãî ïðèåìà óêàçàí èñòî÷íèê - íåêîòîðàÿ áàçèñíàÿ
òåîðåìà ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Èçó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè ïåðåõîäå îò
òåîðåìû ê ïðèåìó, è ïðåäëîæåíû ïðåäâàðèòåëüíûå âåðñèè àëãîðèòìîâ, âîñïðîèç-
âîäÿùèõ òàêèå äåéñòâèÿ. Ñðåäè äàííûõ àëãîðèòìîâ èìåþòñÿ ïðîöåäóðû àäàïòàöèè
ïðèåìîâ ê îáó÷àþùèì çàäà÷àì. Ðåçóëüòàòîì ÿâèëñÿ íåêîòîðûé ïðîòîòèï "ãåíåðàòî-
ðà ïðèåìîâ", ïîçâîëÿþùèé â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ñðàçó ïîëó÷àòü âïîëíå îñìûñëåííûå
ïðèåìû, â áîëåå ñëîæíûõ - ïðèõîäèòü ê íèì ïîñëå àâòîìàòè÷åñêîé äîâîäêè ïî çàäà÷-
íèêó. Cîâñåì ñëîæíûå ñëó÷àè äàþò õîðîøèé ìàòåðèàë äëÿ ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâà-
íèé. Äàííûé ãåíåðàòîð ïðèåìîâ ìîæíî óïîäîáèòü ïèðàìèäå, â îñíîâàíèè êîòîðîé
ëåæèò áàçà ïðèåìîâ, âåðøèíîé ñëóæèò ìíîæåñòâî áàçèñíûõ òåîðåì, à ïðîìåæóòî÷-
íûå ñëîè ñîîòâåòñòâóþò ýòàïàì ñèíòåçà ïðèåìà.

Â öåëîì, ïðîäåëàííàÿ ðàáîòà ïîäòâåðäèëà ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîì-
ïüþòåðíîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ èçó÷åíèÿ ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è íàìåòèëà ïóòè
ñîçäàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìû, ñïîñîáíîé áûñòðî îáó÷àòüñÿ ïî òðàäèöèîííûì
èñòî÷íèêàì íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

Îáó÷åíèå ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû "Èñêðà" áûëî ïðåäïðèíÿòî äëÿ òàêèõ ïðåäìåòíûõ
îáëàñòåé, êàê àëãåáðà ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêà, ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà, ýëåìåí-
òàðíàÿ ãåîìåòðèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïðîðàáîòàíû ìíîãèå
ðàçäåëû ëèíåéíîé àëãåáðû, îáùåé àëãåáðû, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, ýëåìåíòàðíûõ ôèçèêè è õèìèè. Ðàññìàòðèâàëèñü íåìàòåìàòè÷åñêèå îá-
ëàñòè: øàõìàòû, ïîíèìàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, àíàëèç ðèñóíêîâ. Ñðàçó çàìåòèì,
÷òî ãëàâíûì îáðàçîì èçó÷àëèñü ñòàíäàðòíûå çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà,
õîòÿ è äëÿ ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ òîæå ñîçäàâàëèñü ïðèåìû, îáåñïå÷èâàþùèå
èõ ðåøåíèå. Â íåêîòîðûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ (íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíûå àëãåáðà è
ãåîìåòðèÿ) óäàëîñü äîáèòüñÿ äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíîãî ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷, â
äðóãèõ - ëèøü ïðåäëîæåíû îáúÿñíåíèÿ îòäåëüíûõ òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ.

Ïðè ñðàâíåíèè ñ îáû÷íûìè ñèñòåìàìè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè ñòàíîâÿòñÿ î÷å-
âèäíû ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ëîãèêà íà÷èíàåò
èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Ïî ñóùåñòâó, ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó "Èñêðà" ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ñèñòåìó êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè íîâîãî òèïà,
äîïóñêàþùóþ ïîñòåïåííîå ïåðåðàñòàíèå â èíòåëëåêòóàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó.

Îáùåå ÷èñëî ïðèåìîâ ñåé÷àñ ïðåâûøàåò 42000, ÷èñëî ïðîðàáîòàííûõ çàäà÷ - ñâû-
øå 10000. Ïðè ýòîì, äàæå áåç àðõèâàöèè, ñèñòåìà çàíèìåò âñåãî îêîëî 120 Ìá. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî ñòàíäàðòíûå ðàçìåðû âíåøíåãî òâåðäîãî äèñêà â 1Òá ïîçâîëÿþò óâå-
ëè÷èòü îáúåì ðåøàòåëÿ â 8000 ðàç, áåç ñóùåñòâåííîãî çàìåäëåíèÿ åãî â òåõ îáëàñòÿõ,
ãäå îáó÷åíèå óæå çàâåðøåíî.

Ïðåäëàãàìàÿ êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòâåðòûé òîì ìîíîãðàôèè "Êîìïüþòåð-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ". Â ïåðâîì òîìå ìîíîãðàôèè [1] îïèñûâà-
þòñÿ àðõèòåêòóðà ñèñòåìû, à òàêæå ÿçûêè ËÎÑ è ÃÅÍÎËÎÃ. Âî âòîðîì òîìå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû, à òàêæå ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëåäóþùèì
ðàçäåëàì: àëãåáðà ìíîæåñòâ, ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ôóíêöèé, ìîùíîñòè ìíîæåñòâ è
êîìáèíàòîðèêà, ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà, êîìáèíàòîðíûå ôóíê-
öèè, ìíîãî÷ëåíû. Â òðåòüåì òîìå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèåìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.
Â äàííîì, ÷åòâåðòîì òîìå ìîíîãðàôèè ïðåäñòàâëåíû ïðèåìû ðåøàòåëÿ ïî àíàëèòè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè, ëèíåéíîé àëãåáðå, îáùåé àëãåáðå, êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì, êîíå÷íîçíà÷-
íûì ëîãèêàì è òåîðèè ãðàôîâ. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíà ðåàëèçàöèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå
òðàäèöèîííûõ íåëîãè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.

Ïÿòûé òîì ìîíîãðàôèè áóäåò ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷
ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå, ýëåìåíòàðíîé õèìèè, à òàêæå ïðèåìàì, âîçíèêøèì â òàêèõ
îáëàñòÿõ, êàê ïîíèìàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, øàõìàòû è àíàëèç ðèñóíêîâ. Íàêîíåö,
â øåñòîì òîìå ìîíîãðàôèè ïðåäïîëàãàåòñÿ îïèñàòü àðõèòåêòóðó ãåíåðàòîðà ïðèåìîâ
è åãî îñíîâíûå áëîêè.

Ïàðàëëåëüíî ñ íàïèñàíèåì ìîíîãðàôèè ïðîäîëæàåòñÿ ðàçâèòèå ñèñòåìû. Ïîýòî-
ìó êàæäàÿ êíèãà áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñâîåé âåðñèåé ïðîãðàììû. Âñå ýòè âåð-
ñèè, ðàñïîëîæåííûå â õðîíîëîãè÷åñêì ïîðÿäêå, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî àäðåñó
� www.intsys.msu.ru/invest/solver/logsyst.zip�. Ñáîðíèêè çàäà÷, èñïîëüçîâàííûå ïðè
îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ, ïðèâîäÿòñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü Â.Á.Êóäðÿâöåâó, ïîääåðæêà êîòîðîãî
ñäåëàëà âîçìîæíûì ïðîâåäåíèå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí òàêæå Ï.À.
Ïàíòåëååâó, îêàçàâøåìó ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè.
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Ãëàâà 1

Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Çàäà÷è ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êàê è çàäà÷è ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ðåøà-
þòñÿ îáû÷íî ïóòåì âûâîäà ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà - îáúåäèíåííîì ñïèñêå ïîñûëîê
è óñëîâèé çàäà÷è. Â îòëè÷èå îò ãåîìåòðèè, ðåøàþùèå ïðàâèëà ïðèåìîâ çäåñü áîëü-
øåé ÷àñòüþ âûðîæäåííûå: äåéñòâèå âûïîëíÿåòñÿ, êàê òîëüêî äëÿ ýòîãî âîçíèêàåò
ëîãè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü.

1.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì
â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

1.1.1 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè

Óòâåðæäåíèå "Âåêòîð(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü âåêòîð íà ïëîñêîñòè ëèáî â ïðîñòðàí-
ñòâå. Âûðàæåíèå "âåêòîð(AB)" îáîçíà÷àåò âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè A ê òî÷êå
B. Âûðàæåíèå "âåêòîð0" îáîçíà÷àåò íóëåâîé âåêòîð.

Âûðàæåíèå "ïðîåêöèÿ(A B)" îáîçíà÷àåò ïðÿìîóãîëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà A íà
ïðÿìóþ ëèáî ïëîñêîñòü B. Çàìåòèì, ÷òî ýòî æå âûðàæåíèå èñïîëüçóåòñÿ, åñëè A -
òî÷êà ëèáî ïðÿìàÿ.

Âûðàæåíèå "ìèíóñâåêò(a)" îáîçíà÷àåò âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç âåêòîðà a èçìåíåíèåì
íàïðàâëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Âûðàæåíèå "ïëþñâåêò(a1 . . . an)" îáîçíà÷àåò ñóììó âåêòîðîâ a1, . . . , an.

Âûðàæåíèå "óìíîæâåêò(a b)" îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà b íà ÷èñëî a.

Âûðàæåíèå "ñóììàâñåõâåêò(a)" îáîçíà÷àåò ñóììó âñåõ çíà÷åíèé âåêòîðíîé ôóíêöèè
a íà åå êîíå÷íîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì îíî ïðîðèñîâûâà-
åòñÿ òàê æå, êàê îáû÷íàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà.

Óòâåðæäåíèå "êîëëèíåàðíû(a b)" îçíà÷àåò êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ a, b. Óòâåðæäå-
íèå "îäíîíàïðàâëåíû(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû a, b ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà
óìíîæåíèåì íà ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò.

Óòâåðæäåíèå "êîìïëàíàðíû(a b c)" îçíà÷àåò êîìïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ a, b, c.

Âûðàæåíèå "ñêàëóìíîæ(A B)" îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ A, B.

Âûðàæåíèå "âåêòóìíîæ(a b)" îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a íà âåê-
òîð b.

4
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Âûðàæåíèå "êîíåöâåêòîðà(a b)" îáîçíà÷àåò êîíåö âåêòîðà b, íà÷àëî êîòîðîãî ðàñïî-
ëîæåíî â òî÷êå a.

Óòâåðæäåíèå "äåëåíèåîòðåçêà(A B C p q)", ãäå B - òî÷êà ïðÿìîé AC, îçíà÷àåò, ÷òî
ñêàëÿðíîå îòíîøåíèå âåêòîðà AB ê âåêòîðó BC ðàâíî p/q.

Óòâåðæäåíèå "íàïðàâëåíèå(a b c d)" îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð d íàïðàâëåí ïî îòíîøåíèþ
ê âåêòîðàì a è b â òî æå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ÷òî è âåêòîð c. Îíî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî
â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

1.1.2 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò

Óòâåðæäåíèå "ñèñòêîîðä(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè
ëèáî â ïðîñòðàíñòâå. Â ïåðâîì ñëó÷àå îíà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òðîéêîé òî÷åê (A B
C), âî âòîðîì - ñ ÷åòâåðêîé òî÷åê (A B C D). Çäåñü A - íà÷àëî êîîðäèíàò; òî÷êè
B, C, D - êîíöû êîîðäèíàòíûõ âåêòîðîâ. Òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â çàâèñèìîñòè îò
êîíòåêñòà, ìîæåò îïðåäåëÿòü ëèáî àôôèííûå, ëèáî ïîëÿðíûå, ñôåðè÷åñêèå è ò.ä.
êîîðäèíàòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðîéêà ëèáî ÷åòâåðêà òî÷åê -
îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå "ïðÿìêîîðä(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Âûðàæåíèå "êîîðä(A K)" îáîçíà÷àåò êîîðäèíàòû òî÷êè A â àôôèííîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò K, ëèáî êîîðäèíàòû âåêòîðà A â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ëèáî ìíîæåñòâî
êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê A.

Âûðàæåíèå "ò÷êîîðä(a K)" îáîçíà÷àåò òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé â àôôèííîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ðàâíû a.

Âûðàæåíèå "òî÷êè(a K)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â àô-
ôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K îáðàçóþò ìíîæåñòâî a.

Âûðàæåíèå "êðä(a K i)" îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå i-é êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî àôôèí-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K òî÷êè ëèáî âåêòîðà a.

Âûðàæåíèå "Êðä(a K i)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé i - é êîîðäèíàòû îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò K òî÷åê ëèáî âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó a.

Âûðàæåíèå "âåêòêîîðä(K a)" îáîçíà÷àåò âåêòîð, èìåþùèé â àôôèííîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò K êîîðäèíàòû a.

Óòâåðæäåíèå "êîîðäïëîñê(K p)" îçíà÷àåò, ÷òî K - òðîéêà òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
ñîáîé ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè p.

Âûðàæåíèå "ïîëêîîðä(P K)" îáîçíà÷àåò ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè P â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè - òðîéêà òî÷åê (A
B C), ãäå A ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò, ëó÷ AB îïðåäåëÿåò ïîëÿðíóþ îñü,
à íàïðàâëåíèå êðàò÷àéøåãî ïîâîðîòà îò B ê C - ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà
óãëîâ.

Âûðàæåíèå "ïîëÿðíòî÷êè(a K)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó a.

Âûðàæåíèå "öèëêîîðä(P K)" îáîçíà÷àåò öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè P â öè-
ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò - ÷åòâåðòêà
òî÷åê (A B C D), ãäå A ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò, ïîëÿðíûé óãîë îòñ÷èòûâàåòñÿ
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îò ëó÷à AB â íàïðàâëåíèè ëó÷à AC, AD - îñü îðäèíàò. Ëó÷ AD ïåðïåíäèêóëÿðåí
ïëîñêîñòè ABC.

Âûðàæåíèå "ñôåðêîîðä(P K)" îáîçíà÷àåò ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè P â ñôå-
ðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò - ÷åòâåðêà òî÷åê (A
B C D), îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Øèðîòà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò
ëó÷à AB â íàïðàâëåíèè ëó÷à AC, äîëãîòà - îò ëó÷à AD â íàïðàâëåíèè ïëîñêîñòè
ABC.

Óòâåðæäåíèÿ "âëåâî(a K)", "âïðàâî(a K)" îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîð a â òðåõìåðíîé ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K íàïðàâëåí, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîòèâîïîëîæíî îñè
OX ëèáî âäîëü ýòîé îñè. Àíàëîãè÷íî, óòâåðæäåíèÿ "âíèç(a K)", "ââåðõ(a K)" - äëÿ
îñè OZ, è óòâåðæäåíèÿ "íàçàä(a K)", "âïåðåä(a K)" - äëÿ îñè OY . Ýòè óòâåðæäåíèÿ,
êàê è âîîáùå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàññìîòðåíèåì îòäåëüíûõ êîìïîíåíò êîîðäèíàò-
íûõ íàáîðîâ, âîçíèêëè â ðåøàòåëå òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé
ôèçèêå.

Âûðàæåíèå "ãîðèçïëîñê(K)" îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü OXY òðåõìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò K. Âûðàæåíèå "âåðòïëîñê(K)" îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü OXZ.

Óòâåðæäåíèå "Âåðòïëîñê(a K)" îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòü a ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè
OY Z ïðÿìîóãîëüíîé òðåõìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K.

Óòâåðæäåíèå "âåðòèêíàïð(a K)" îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð a â ïðÿìîóãîëüíîé òðåõìåð-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî. Óòâåðæäåíèå "îäíîìåðíûé(a K)"
îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð a íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî îñè àáñöèññ ñèñòåìû K.

Óòâåðæäåíèå "âåðòïëîñêâåêò(a K)" îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð a ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè
OXZ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K. Óòâåðæäåíèå "âåðõíàïð(a K)" îçíà÷à-
åò, ÷òî âåêòîð a ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè OXZ, ïðè÷åì åãî z - êîìïîíåíòà íåîòðè-
öàòåëüíà. Óòâåðæäåíèå "ãîðèçïëîñêâåêò(a K)" îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð a ðàñïîëîæåí â
ïëîñêîñòè OXY .

Óòâåðæäåíèå "íèæíòî÷êà(a b K)" îçíà÷àåò, ÷òî a - òî÷êà ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà b,
èìåþùàÿ íàèìåíüøóþ z - êîîðäèíàòó â ïðÿìîóãîëüíîé òðåõìåðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò K. Óòâåðæäåíèå "âåðõíòî÷êà(a b K)" îçíà÷àåò, ÷òî a - òî÷êà ãåîìåòðè÷åñêîãî
òåëà b, èìåþùàÿ íàèáîëüøóþ z - êîîðäèíàòó.

Âûðàæåíèå "âåðõíèéóðîâåíü(a K)" îáîçíà÷àåò íàèáîëüøóþ èç z - êîîðäèíàò òî÷åê
ìíîæåñòâà a îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé òðåõìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K. Âûðà-
æåíèå "íèæíèéóðîâåíü(a K)" îáîçíà÷àåò íàèìåíüøóþ èç z - êîîðäèíàò òî÷åê ìíî-
æåñòâà a. Âûðàæåíèå "âûñîòàòåëà(a K)" îáîçíà÷àåò ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì è
íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿìè z - êîîðäèíàò òî÷åê ìíîæåñòâà a.

Âûðàæåíèå "îðèåíòàöèÿ(K a)" îáîçíà÷àåò îðèåíòàöèþ â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò K óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà âåêòîðîâ a. ×èñëî âåêòîðîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ñèñòå-
ìû K; îðèåíòàöèÿ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 1, åñëè îíà ïîëîæèòåëüíàÿ, è -1 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Âûðàæåíèå "îðïëîùàäü(K a b)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü ïàðàëëå-
ëîãðàììà, ñòîðîíû êîòîðîãî çàäàþòñÿ âåêòîðàìè a, b. Ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò K. Âûðàæåíèå "îðîáúåì(K a b c)" îáîçíà÷àåò îðè-
åíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû ðåáðà êîòîðîãî
çàäàþòñÿ âåêòîðàìè a, b è c.
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Âûðàæåíèå "îðóãîëìåæäó(a b K)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæ-
äó äâóìÿ âåêòîðàìè a è b, åñëè îðèåíòàöèÿ íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäè-
íàò K. Âûðàæåíèå "Îðóãîëìåæäó(a b n)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó îðèåíòèðîâàííîãî
óãëà ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè a è b, åñëè îðèåíòàöèÿ çàäàåòñÿ òðåòüèì âåêòîðîì
n, îðòîãîíàëüíûì ïëîñêîñòè âåêòîðîâ a, b. Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà óã-
ëîâ - ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n. Âûðàæåíèå
"Îðóãîë(A B C n)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó îðèåíòèðîâàííîãî óãëà â ïðîñòðàíñòâå ñ
âåðøèíîé â òî÷êå B, íà÷àëüíîé òî÷êîé A è êîíå÷íîé òî÷êîé C. Çäåñü n - âåêòîð,
îðòîãîíàëüíûé ïëîñêîñòè óãëà è çàäàþùèé îðèåíòàöèþ òàê æå, êàê è âûøå.

Âûðàæåíèå "îðóãîëïðÿì(a b K)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæäó
ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè a è b îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K
íà ïëîñêîñòè. Ýòà âåëè÷èíà ðàâíà âåëè÷èíå óãëà ïîâîðîòà ïðÿìîé a ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, íåîáõîäèìîìó äëÿ ñîâìåùåíèÿ åå ñ ïðÿìîé b. Èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π, ïðè÷åì
âñåãäà ñòðîãî ìåíüøå π.

1.1.3 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ îðèåíòèðîâàííûìè êðèâûìè

Âûðàæåíèå "Îòðåçîê(A B)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, âîçíèêàþùóþ
ïðè ïðîõîæäåíèè îòðåçêà îò òî÷êè A äî òî÷êè B.

Óòâåðæäåíèå "ïðÿìëèíïóòü(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, âîç-
íèêàþùàÿ ïðè ïðîõîæäåíèè íåêîòîðîãî îòðåçêà îò îäíîãî åãî êîíöà ê äðóãîìó.

Âûðàæåíèå "íàïðïóòè(a)" îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îðèåíòèðî-
âàííîé êðèâîé a, âîçíèêàþùåé ïðè ïðîõîæäåíèè îòðåçêà.

Âûðàæåíèå "Äóãà(A B n c)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå,
âîçíèêàþùóþ ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A, íà÷èíàþùåìóñÿ
ñ òî÷êè B, íà âåëè÷èíó îðèåíòèðîâàííîãî óãëà c. Âåêòîð n îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè
îêðóæíîñòè è çàäàåò îðèåíòàöèþ. Ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ äâèæåíèå ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n. Âûðàæåíèå "îðäóãà(A B C n)"
îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå, âîçíèêàþùóþ ïðè äâèæåíèè
ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A, íà÷èíàþùåìñÿ ñ òî÷êè B è çàêàí÷èâàþùåìñÿ
â òî÷êå C. Âåêòîð n - òàêîé æå, êàê è âûøå.

Âûðàæåíèå "îðïðÿìàÿ(A B)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷å-
ðåç òî÷êè A, B. Ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå îò A ê B.

Âûðàæåíèå "îðîêðóæíîñòü(A B n)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ îêðóæíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå, èìåþùóþ ñâîèì öåíòðîì òî÷êó A, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó B è ðàñïîëî-
æåííóþ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó n. Îðèåíòàöèÿ - ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, åñëè ñìîòðåòü â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n.

Âûðàæåíèå "Ëó÷(A B)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, âîçíèêàþùóþ ïðè
ïðîõîæäåíèè âäîëü ëó÷à AB îò åãî íà÷àëà A.

Âûðàæåíèå "îðêðèâàÿ(f K)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, îïðåäåëÿåìóþ
âåùåñòâåííîé âåêòîð-ôóíêöèåé f îäíîãî âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà (ïàðàìåòðà êðè-
âîé) â ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Íàïðàâëåíèå ïðîõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèþ
ïàðàìåòðà.

Âûðàæåíèå "ïóòü(a)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, âîçíèêàþùóþ ïðè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîì ïðîõîæäåíèè îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ íàáîðà a.
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Âûðàæåíèå "îáðàòíûéïóòü(a)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, ïîëó÷àþùóþ-
ñÿ èç îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

Óòâåðæäåíèå "îòðåçîêïóòè(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ a ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé b, ñ ñîõðàíåíèåì åå îðèåíòàöèè.

Âûðàæåíèå "îòðåçîêëèíèè(a B C)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùóþ ñîáîé îòðåçîê íåîðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a ñ íà÷àëîì â òî÷êå B è êîíöîì
â òî÷êå C.

Âûðàæåíèÿ "íà÷àëîïóòè(a)", "êîíåöïóòè(a)" îáîçíà÷àþò íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ
òî÷êè îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a.

Óòâåðæäåíèå "ïðîñòîéïóòü(a)" îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ a íå èìååò
ñàìîïåðåñå÷åíèé.

Âûðàæåíèå "îðèåíòêðèâîé(a b)"îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, âîçíèêàþùóþ
èç îáû÷íîé êðèâîé a ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ îðèåíòàöèè b. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå òèïû óêàçàòåëåé îðèåíòàöèè:

1. óáûâàåò(K i) - â ñèñòåìå êîîðäèíàò K ïîëîæåíèå òî÷êè êðèâîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åå i - é êîîðäèíàòîé, è êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ â íàïðàâëåíèè óáûâà-
íèÿ çíà÷åíèÿ ýòîé êîîðäèíàòû.

2. âîçðàñòàåò(K i) - â ñèñòåìå êîîðäèíàò K ïîëîæåíèå òî÷êè êðèâîé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ åå i - é êîîðäèíàòîé, è êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñ-
òàíèÿ çíà÷åíèÿ ýòîé êîîðäèíàòû.

3. óáûâàåò(K 0) - â ñèñòåìå êîîðäèíàò K êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

4. âîçðàñòàåò(K 0) - â ñèñòåìå êîîðäèíàò K êðèâàÿ ïðîõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè.

Óòâåðæäåíèå "âåðòèêàëü(a K)" îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ a ñîñòîèò èç
îòðåçêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà îñè OZ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Óòâåð-
æäåíèå "îáùíàïðàâë(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå a, b ñîñòàâëåíû èç
îòðåçêîâ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Âûðàæåíèå "òî÷êàïóòè(a b)" îáîçíà÷àåò òî÷êó îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a, îòñòîÿ-
ùóþ îò åå íà÷àëà íà ðàññòîÿíèè b. Ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ âäîëü êðèâîé.

Âûðàæåíèå "òî÷êèïóòè(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a.

1.1.4 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè

Èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, à òàêæå ðÿä äîïîëíè-
òåëüíûõ ïîíÿòèé, ïåðå÷èñëÿåìûõ íèæå.

Âûðàæåíèå "óãëêîýôôèöèåíò(a K)" îáîçíà÷àåò óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé a â
ñèñòåìå êîîðäèíàò K.

Óòâåðæäåíèå "äâåïðÿìûå(a b c)" õàðàêòåðèçóåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿ-
ìûõ a è b. Åñëè ëîãè÷åñêèé ñèìâîë c åñòü ñèìâîë "ðàâíî", òî ïðÿìûå ñîâïàäàþò.
Åñëè c - ñèìâîë "ïàðàëëåëüíî", òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû è íå ñîâïàäàþò; åñëè c -
ñèìâîë "ïåðåñåêàþòñÿ", òî ïðÿìûå ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ; åñëè c - ñèìâîë "ñêðå-
ùèâàþùèåñÿ", òî ïðÿìûå ñêðåùèâàþùèåñÿ.
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Óòâåðæäåíèå "òðèïðÿìûå(a b c d)"õàðàêòåðèçóåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òðåõ ïðÿ-
ìûõ a, b, c íà ïëîñêîñòè. Åñëè d = 0, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Åñëè d = 1, òî âòîðàÿ
è òðåòüÿ ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, à ïåðâàÿ - íå ïàðàëëåëüíà èì. Åñëè d = 2, òî ïåðâàÿ
è òðåòüÿ ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, à âòîðàÿ - íå ïàðàëëåëüíà èì. Åñëè d = 3, òî ïåðâàÿ
è âòîðàÿ ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, à òðåòüÿ - íå ïàðàëëåëüíà èì. Åñëè d = 4, òî òðè ïðÿ-
ìûå íå ïàðàëëåëüíû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå. Åñëè d = 5, òî òðè ïðÿìûå îáðàçóþò
òðåóãîëüíèê.

Âûðàæåíèå "ðàññòäîïëîñêîñòè(a b)" îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ïëîñêîñòè
b. Âûðàæåíèå "ðàññòäîïðÿìîé(a b)" îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ïðÿìîé b.

Óòâåðæäåíèå "äâåïëîñêîñòè(a b c)" õàðàêòåðèçóåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñ-
êîñòåé a, b. Åñëè c - ñèìâîë "ðàâíû", òî ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò. Åñëè c - ñèìâîë "ïà-
ðàëëåëüíî", òî ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû è ðàçëè÷íû. Åñëè c - ñèìâîë "ïåðåñåêàþòñÿ",
òî ïëîñêîñòè ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ.

Óòâåðæäåíèå "ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(a b c)" õàðàêòåðèçóåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿ-
ìîé a è ïëîñêîñòè b. Åñëè c - ñèìâîë "âêëþ÷àåòñÿ", òî ïðÿìàÿ åñòü ïîäìíîæåñòâî
ïëîñêîñòè. Åñëè c - ñèìâîë "ïàðàëëåëü", òî ïðÿìàÿ ëåæèò âíå ïëîñêîñòè è ïàðàë-
ëåëüíà åé. Åñëè c - ñèìâîë "ïåðåñåêàþòñÿ", òî ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïåðåñåêàþòñÿ â
åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Âûðàæåíèå "ïó÷îêïëîñêîñòåé(a b)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç îáùóþ ïðÿìóþ ïåðåñåêàþùèõñÿ è íå ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé a, b.

Óòâåðæäåíèå "íàïðàâëïðÿìîé(a K b)" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü êîîðäèíàòíûé íàáîð íà-
ïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé a â ñèñòåìå êîîðäèíàò K.

Óòâåðæäåíèå "ïëîñêáàçèñ(a b c d)" îçíà÷àåò, ÷òî a - íàáîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ
ïëîñêîñòè â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K; b - êîîðäèíàòíûé íàáîð,
îïðåäåëÿþùèé îòíîñèòåëüíî K íåêîòîðóþ òî÷êó äàííîé ïëîñêîñòè (íà÷àëî ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ïðèâÿçàííîé ê ïëîñêîñòè); c, d - êîîðäèíàòíûå íàáîðû, îïðåäåëÿþùèå
îòíîñèòåëüíî K âåêòîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà íà ïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèå "Ïëîñêáàçèñ(a b c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî
âåêòîðà íîðìàëè ê ïëîñêîñòè â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå; b, c - êîîðäè-
íàòû â òîì æå áàçèñå äâóõ åäèíè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó âåêòîðîâ, ëåæàùèõ
â ïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèå "îñüñèììåòðèè(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè
ïëîñêîé ôèãóðû ëèáî òåëà b.

1.1.5 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ êðèâûìè

Óòâåðæäåíèå "êóñãëàäêðèâàÿ(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà
ïëîñêîñòè ïðè b = 2 ëèáî â ïðîñòðàíñòâå ïðè b = 3.

Óòâåðæäåíèå "ëèíâòîðïîðÿäêà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà
ïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèÿ "ýëëèïñ(a)", "ãèïåðáîëà(a)", "ïàðàáîëà(a)" îçíà÷àþò, ÷òî ïëîñêàÿ êðè-
âàÿ a ÿâëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ýëëèïñîì, ãèïåðáîëîé è ïàðàáîëîé.

Óòâåðæäåíèå "ðàâíãèïåðáîëà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ðàâíîñòîðîííÿÿ ãèïåðáîëà.

Âûðàæåíèå "âåòâüêðèâîé(a b)"îáîçíà÷àåò âåòâü ïëîñêîé êðèâîé b, ñîäåðæàùóþ òî÷-
êó a.
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Óòâåðæäåíèå "àñèìïòîòà(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ïëîñêîé
êðèâîé b. Óòâåðæäåíèå "àñèìïòíàïðàâë(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a èìååò àñèìï-
òîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíî êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà b.

Óòâåðæäåíèå "íàïðàâëïàðàáîëû(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð b îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå
îñè ïàðàáîëû a.

Óòâåðæäåíèå "äåéñòâîñü(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâè-
òåëüíóþ îñü ãèïåðáîëû b. Óòâåðæäåíèå "ìíèìàÿîñü(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíèìóþ îñü ãèïåðáîëû b.

Óòâåðæäåíèå "ôîêóñ(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì êðèâîé âòîðîãî
ïîðÿäêà b.

Óòâåðæäåíèå "äèðåêòðèñà(a b c)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ äèðåêòðèñîé êðè-
âîé âòîðîãî ïîðÿäêà c, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîêóñó b.

Âûðàæåíèå "ôîêïàðàìåòð(a)" îáîçíà÷àåò ôîêàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà a. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âûðàæåíèå "ôîêõîðäà(a)" îáîçíà÷àåò äëèíó õîðäû êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà a, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç åå ôîêóñ ïåðïåíäèêóëÿðíî ôîêàëüíîé îñè.

Âûðàæåíèå "ïîëóîñü(a b)" îáîçíà÷àåò äëèíó ïîëóîñè ýëëèïñà b ïî íàïðàâëåíèþ åãî
îñè a. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ýëëèïñîèäà. Âûðàæåíèÿ "áîëüøàÿîñü(a)",
"ìàëàÿîñü(a)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, äëèíó áîëüøîé è ìàëîé îñåé ýëëèïñà a.

Âûðàæåíèÿ "äåéñòâïîëóîñü(a)", "ìíèìàÿïîëóîñü(a)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, äëè-
íó äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ïîëóîñåé ãèïåðáîëû a.

Âûðàæåíèå "ýêñöåíòðèñèòåò(a)" îáîçíà÷àåò ýêñöåíòðèñèòåò êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà
a.

Óòâåðæäåíèå "Äèàìåòð(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì êðèâîé
âòîðîãî ïîðÿäêà b.

Óòâåðæäåíèå "ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(a b c)" îçíà÷àåò, ÷òî íàïðàâëåíèÿ ïðÿìûõ a, b ñî-
ïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà c. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ ïîâåðõ-
íîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå ñîïðÿæåíû íàïðàâëåíèÿ ïëîñêîñòè a
è ïðÿìîé b.

Óòâåðæäåíèå "ôîêñèñòåìà(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò, íà÷àëî êîòîðîé ðàñïîëîæåíî â ôîêóñå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà b, à ïîëîæè-
òåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè àáñöèññ - ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè â ñëó÷àå ïàðàáîëû,
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íà âòîðîé ôîêóñ â ñëó÷àå ýëëèïñà, ïðîòèâîïîëîæíî íà-
ïðàâëåíèþ íà âòîðîé ôîêóñ â ñëó÷àå ãèïåðáîëû.

Óòâåðæäåíèå "êàíîíè÷êîîðä(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò äëÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà b. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Óòâåðæäåíèå "âåðøèíà(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êðèâîé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà b. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïîä âåðøèíîé ïîíèìàåòñÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà. Çàìåòèì,
÷òî ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "âåðøèíà" èñïîëüçóåòñÿ òàêæå â äðóãèõ ðàçäåëàõ - äëÿ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà ëèáî âåðøèíû ãðàôà.
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1.1.6 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîâåðõíîñòÿìè

Óòâåðæäåíèå "ïîââòîðïîðÿäêà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà.

Óòâåðæäåíèå "ñôåðà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñôåðà.

Óòâåðæäåíèå "Êîíóñ(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Óòâåðæäåíèå
"îñüêîíóñà(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ îñüþ êîíóñà b.

Óòâåðæäåíèå "Öèëèíäð(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Óòâåð-
æäåíèå "îñüöèëèíäðà(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ îñüþ öèëèíäðà b.

Óòâåðæäåíèå "êðóãëûé(a)" óòî÷íÿåò òèï êîíóñà ëèáî öèëèíäðà a.

Óòâåðæäåíèÿ "ýëëèïñîèä(a)", "ãèïåðáîëîèä(a)", "ïàðàáîëîèä(a)" îçíà÷àþò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷òî a åñòü ýëëèïñîèä, ãèïåðáîëîèä ëèáî ïàðàáîëîèä.

Óòâåðæäåíèå "ýëëèïòè÷åñêèé(a)" óòî÷íÿåò òèï öèëèíäðà ëèáî ïàðàáîëîèäà a.

Óòâåðæäåíèå "ãèïåðáîëè÷åñêèé(a)" óòî÷íÿåò òèï öèëèíäðà ëèáî ïàðàáîëîèäà a.

Óòâåðæäåíèå "ïàðàáîëè÷åñêèé(a)" óòî÷íÿåò òèï öèëèíäðà a.

Óòâåðæäåíèÿ "îäíîïîëîñòíûé(a)", "äâóïîëîñòíûé(a)" óòî÷íÿþò òèï ãèïåðáîëîèäà
a.

Óòâåðæäåíèå "íàïðàâëÿþùàÿ(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèÿ a ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé
öèëèíäðà b. Óòâåðæäåíèå "îáðàçóþùàÿ(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ îáðà-
çóþùåé öèëèíäðà ëèáî êîíóñà b.

Óòâåðæäåíèå "îñüâðàùåíèÿ(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñü
âðàùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà b.

Óòâåðæäåíèå "ñîáñòâêîîðä(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò, åäèíè÷íûå âåêòîðû êîòîðîé çàäàþò ãëàâíûå îñè ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà
b.

Óòâåðæäåíèå "äèàìåòðïëîñêîñòü(a b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòü a ÿâëÿåòñÿ äèàìåò-
ðàëüíîé ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà b.

1.2 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè
Óñìîòðåíèå âåêòîðà

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "ðîäîáúåêòà(Âåêòîð)", çàãîëîâîê ïðèåìà - "ðîäîáúåêòà".
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèÿì âèäà "Âåêòîð(a)", ãäå a îòëè÷íî îò ïåðåìåí-
íîé. Ñïðàâî÷íèê "òèï" îïðåäåëÿåò ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ a. Åñëè â ýòîì
ñïèñêå èìååòñÿ ñèìâîë "Âåêòîð", òî ðàññìàòðèâàåìîå ïîäóòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà
ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óêàçàíèé íà òèï îáúåêòà

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "ðîäîáúåêòà(Âåêòîð)", çàãîëîâîê ïðèåìà - "ðàçëè÷èìû".
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèÿì âèäà "Âåêòîð(a)", ãäå a - ïåðåìåííàÿ. Åñëè
â êîíòåêñòå íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà P (a), ãäå P - òèï îáúåêòîâ, îòëè÷íûé îò
òèïà "Âåêòîð" è íå ÿâëÿþùèéñÿ åãî ïîäòèïîì, òî ðàññìàòðèâàåìîå ïîäóòâåðæäåíèå
çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ðåãèñòðàöèÿ â àêòèâå

∀AB(àêòèâ(âåêòîð(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà(âåêòîð(AB))" èíèöèè-
ðóåò åãî ñðàáàòûâàíèå ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AB)", íå ñâÿçàí-
íîãî âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Äîïóñêàþòñÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
èññëåäîâàíèå, à òàêæå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèå öåëü "êëàññ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀AB(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Óñëîâèÿ ñðàáàòûâàíèÿ - òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî
âåêòîðà, â àêòèâå ðåãèñòðèðóåòñÿ òàêæå åãî ïðÿìàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Êîíåö âåêòîðà ëåæèò íà åãî ïðÿìîé

∀ABCDPQ(âåêòîð(AB) = âåêòîð(CD) & A ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & B ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & C ∈
ïðÿìàÿ(PQ) → D ∈ ïðÿìàÿ(PQ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "óñì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCa(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) & aâåêòîð(AB) = âåêòîð(AC) → C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé - óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé

1. Âåêòîð ñ ñîâïàäàþùèìè íà÷àëîì è êîíöîì.

∀A(âåêòîð(AA) = âåêòîð0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ â âåêòîðíûõ ñóììàõ.

Òåîðåìà ïðèåìà - "êîììóòàòèâíî(ïëþñâåêò)". Çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë "ëåê-
ñóïîðÿäî÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ âåêòîðíûõ ñóìì.

Òåîðåìà ïðèåìà òà æå, çàãîëîâîê - "ñïóñêîïåðàíäîâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

4. Âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà â ÷èñëåííîì êîýôôèöèåíòå.

∀ab((−a)b = −(ab))

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð îòîáðàæàåò âûðàæåíèå "óìíîæâåêò(A
Bb)" êàê îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå, ïðè÷åì ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò A ðàñïîëî-
æåí ñëåâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà ïåðåä âåêòîðîì, óìíîæåííûì íà ÷èñëî.

∀ab(a(−b) = −(ab))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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6. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä ñóììó âåêòîðîâ.

∀ab(−(a + b) = −a− b)

Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïîçâîëÿåò çà îäíî ñðà-
áàòûâàíèå ïðèåìà îïóñòèòü ìèíóñ íà êàæäîå ñëàãàåìîå ñóììû. "Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Äâîéíîé ìèíóñ.

∀a(−− a = a)

Çäåñü ìèíóñîì îáîçíà÷åí ñèìâîë "ìèíóñâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ñëîæåíèå ñ íóëåâûì âåêòîðîì.

∀a(a + âåêòîð0 = a)

Çäåñü èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "ïëþñâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Óìíîæåíèå íà íóëåâîé âåêòîð.

∀a(aâåêòîð0 = âåêòîð0)

Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "óìíîæâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà 0.

∀a(0 · a = âåêòîð0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

11. Ìèíóñ íóëåâîé âåêòîð.

−âåêòîð0 = âåêòîð0

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà 1.

∀a(1 · a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

13. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ âåêòîðàìè.

∀abc(ac + bc = (a + b)c)

Èìåþòñÿ â âèäó ñèìâîëû "ïëþñâåêò" è "óìíîæâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

14. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ïðè óìíîæåíèè íà âåêòîðíóþ ñóììó.

∀abcd(a(bc + d) = (ab)c + ad)

Èìåþüòñÿ â âèäó îïåðàöèè "óìíîæâåêò" è "ïëþñâåêò". Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à íå èìååòü íè öåëè "äëèíà", íè
öåëè "ðåäàêöèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(a + b(c + d) = a + bc + bd)

Îïåðàöèè - òå æå, ÷òî è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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15. Âëîæåííûå óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀abc(a(bc) = (ab)c)

Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "óìíîæâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

16. Äëèíà íóëåâîãî âåêòîðà.

äëèíà(âåêòîð0) = 0

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

17. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ â âûðàæåíèè äëÿ äëèíû
âåêòîðíîé ñóììû.

∀abc(a = bc → äëèíà(a) = |b|äëèíà(c))

Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "ïëþñâåêò". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæå-
íèÿ íà ìíîæèòåëè âåêòîðíûõ ñóìì "âåêòôàêòîðèçàöèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

18. Äëèíà ìèíóñ - âåêòîðà.

∀a(äëèíà(−a) = −äëèíà(a))

Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "ìèíóñâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

19. Ñâÿçü ðàññòîÿíèÿ ñ äëèíîé âåêòîðà.

∀AB(äëèíà(âåêòîð(AB)) = l(AB))

Â çàäà÷å èìååòñÿ ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë "ðàññòîÿíèå" ëèáî ñèìâîë "Ìå-
ñòî"(ïîñëåäíèé èñïîëüçóåòñÿ â ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå äëÿ óêàçàíèÿ ïîëîæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â çàäàííûé ìîìåíò). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abAB(a = âåêòîð(AB) & b = äëèíà(a) → l(AB) = b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â íåì. Ïðåîáðàçóåìîå
âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêå, íå èìåþùåé çàãîëîâêà "àêòèâ" è íå èìå-
þùåé âèäà "l(AB) = c". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíà". Âûðà-
æåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

20. Äëèíà ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀ab(äëèíà(ab) = |a|äëèíà(b))

Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "óìíîæâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Ïåðåñòàíîâêà êîíöîâ âåêòîðà.

∀AB(âåêòîð(BA) = −âåêòîð(AB))

Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå, ïðè÷åì íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè òåðìà "àêòèâ(. . .)". Èìååòñÿ ïîñûë-
êà, ñîäåðæàùàÿ âûðàæåíèå "âåêòîð(AB)". Äëÿ áëîêèðîâêè îáðàòíîé çàìåíû
ïðèåì ñîçäàåò ñïåöèàëüíûé êîììåíòàðèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

1. Âûðàæåíèå âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà èç ðàâåíñòâà −a = b.

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) → −a = b ↔ a = −b)

Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "ìèíóñâåêò". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, ïåðåìåííàÿ
b - ñ âûðàæåíèåì, íå ÿâëÿþùèìñÿ ïåðåìåííîé. Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñûëêîé è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ âåêòîðàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðà-
âåíñòâà.

∀ABabc(aâåêòîð(AB) = bâåêòîð(AB) + c ↔ (a− b)âåêòîð(AB) = c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ðàâåíñòâî äâóõ êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ.

∀abc(Âåêòîð(a) → ba = ca ↔ a = âåêòîð0 ∨ b = c)

Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "óìíîæâåêò". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ðàâåíñòâî íóëåâîìó âåêòîðó ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀ab(ab = âåêòîð0↔ a = 0 ∨ b = âåêòîð0)

Åñëè óòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ñâåðòêà" ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Åñëè ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêå ïîä êîð-
íåâûì îòðèöàíèåì, ëèáî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"èëè", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Èíà÷å îí ðàâåí 2.

5. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ïîñûë-
êàõ.

∀abcx(¬(a = 0) → ax + b = c ↔ x = (1/a)(c− b))

Èìåþòñÿ â âèäó îïåðàöèè "óìíîæâåêò" è "ïëþñâåêò". Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé,
ïðè÷åì x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèÿ a, b, c. Âûðàæåíèå c îòëè÷íî
îò ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Âåêòîð íóëåâîé äëèíû.

∀a(Âåêòîð(a) → äëèíà(a) = 0 ↔ a = âåêòîð0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

∀a(Âåêòîð(a) & ¬(a = âåêòîð0) → ¬(äëèíà(a) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí çàìåíÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî
ëèáî åãî îòðèöàíèå íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Êîëëèíåàðíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ.

∀abc(êîëëèíåàðíû(ac, bc))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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8. Ñîêðàùåíèå ðàâåíñòâà âåêòîðîâ íà ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü.

∀abcdefpqrs(a = pq & c = pr & e = ps & ¬(p = 0) → ab + cd = ef ↔ qb + rd = sf)

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Óñìîòðåíèå îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êâàäðàòîâ èõ äëèí.

∀ab((äëèíà(a))2 + (äëèíà(b))2 = (äëèíà(a + b))2 ↔ a ⊥ b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abc(a + b = c → (äëèíà(a))2 = (äëèíà(c))2 − (äëèíà(b))2 ↔ a ⊥ b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Ðàâåíñòâî íóëåâîìó âåêòîðó âåêòîðà, çàäàííîãî ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

∀Kabc(âåêòêîîðä(K, (a, b, c)) = âåêòîð0↔ a = 0 & b = 0 & c = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà äëÿ äëèíû âåêòîðà.

∀ab(b = äëèíà(a) ↔ äëèíà(a) = b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå b íå èìååò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòè-
ôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ âåêòîðîâ èç ðàçëè÷èÿ èõ äëèí.

∀abcd(Âåêòîð(a) & äëèíà(a) = b & äëèíà(c) = d & ¬(b− d = 0) → ¬(a = c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí çàìåíÿåò îòðèöàíèå ðàâåíñòâà, ðàñ-
ïîëîæåííîå â óñëîâèè çàäà÷è, íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïåðâûé è
÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, âòîðîé è
òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, c îòëè÷íû îò
íóëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

13. Îòáðàñûâàíèå íå èñïîëüçóåìîé òî÷êè.

∀ABa(B − òî÷êà & âåêòîð(AB) = a ↔ èñòèíà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû
ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ïåðåìåííàÿ B èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèç-
âåñòíîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåèçâåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îòñóòñòâóþò
äðóãèå ïîñûëêè, ñîäåðæàùèå äàííóþ íåèçâåñòíóþ, êðîìå, áûòü ìîæåò, ïîñûëîê
âèäà "àêòèâ(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABa(B − òî÷êà & ¬(A = B) & âåêòîð(AB) = a ↔ èñòèíà)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

14. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà â óñëîâèè êîëëèíåàðíîñòè.

∀ab(êîëëèíåàðíû(−a, b) ↔ êîëëèíåàðíû(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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15. Îòáðàñûâàíèå ìíîæèòåëÿ ëèáî äâóõ ìèíóñîâ â óñëîâèè îäíîíàïðàâëåííîñòè.

∀BCa(0 < a → îäíîíàïðàâëåíû(aB, C) ↔ îäíîíàïðàâëåíû(B, C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀ab(îäíîíàïðàâëåíû(−a,−b) ↔ îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

16. Âûðàæåíèå îäíîãî âåêòîðà ÷åðåç äðóãîé èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABab(¬(a = 0) → aA = bB ↔ A = (b/a)B)

Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "óìíîæâåêò". Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæå-
íèå A - àòîìàðíîå äëÿ òèïà "Âåêòîð", ò.å. ëèáî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ïåðåìåííîé,
ëèáî íå èìååò âåêòîðíîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà. Ýòî âûðàæåíèå íå âñòðå÷àåòñÿ
âíóòðè a, b, B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABab(¬(a = 0) → aA + bB = âåêòîð0↔ A = −(b/a)B)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

17. Ðàâåíñòâî íóëåâîìó âåêòîðó.

∀AB(âåêòîð(AB) = âåêòîð0↔ A = B)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

18. Îðòîãîíàëüíîñòü íóëåâîìó âåêòîðó.

∀a(Âåêòîð(a) → a ⊥ âåêòîð0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

19. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåêòîðà ïëîñêîñòè â òåðìèíàõ
îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ.

∀ABCabc(Âåêòîð(c) & a = âåêòîð(AB) & b = âåêòîð(AC) &
¬(êîëëèíåàðíû(a, b)) → ïëîñêîñòü(ABC) ⊥ c ↔ a ⊥ c & b ⊥ c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "âåêòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Âûâîä ñîîòíîøåíèé äëÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ

Âñå ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä".

1. Óñìîòðåíèå ðàâíûõ âåêòîðîâ.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) → âåêòîð(AB) = âåêòîð(DC))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîò-
ðåíèèâ ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà äîêàçàòåëüñòâî âûðàæåíèÿ
"âåêòîð(AB)". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå "âåêòîð(DC)" óæå âñòðå-
÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ïðÿìûõ AB è CD, ëèáî BC
è AD, ëèáî AB è AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ âåêòîðîâ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) → âåêòîð(AB) = −âåêòîð(CD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó, íî â ïîñûëêàõ âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå "âåê-
òîð (CD)".

3. Óñìîòðåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ âåêòîðîâ.

∀ABCDab(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(AC)) & àêòèâ(âåêòîð(AD)) &
al(BD) = bl(CD) & D ∈ îòðåçîê(BC) & 0 < a + b →
âåêòîð(AD) = a/(a + b) · âåêòîð(AB) + b/(a + b) · âåêòîð(AC))

∀ABCDab(àêòèâ(âåêòîð(BA)) & àêòèâ(âåêòîð(AC)) & àêòèâ(âåêòîð(AD)) &
al(BD) = bl(CD) & D ∈ îòðåçîê(BC) & 0 < a + b →
âåêòîð(AD) = −a/(a + b) · âåêòîð(BA) + b/(a + b) · âåêòîð(AC))

∀ABCDab(àêòèâ(âåêòîð(BA)) & àêòèâ(âåêòîð(CA)) & àêòèâ(âåêòîð(AD)) &
al(BD) = bl(CD) & D ∈ îòðåçîê(BC) & 0 < a + b →
âåêòîð(AD) = −a/(a + b) · âåêòîð(BA)− b/(a + b) · âåêòîð(CA))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèÿ BD è
CD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ñóììû äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ, èìåþùèõ ñ íèì
îáùåå íà÷àëî.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD)) → âåêòîð(AC) = âåêòîð(AB) +
âåêòîð(AD))
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Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ
"âåêòîð(AC)". Â ïîñûëêàõ çàäà÷è óæå âñòðå÷àåòñÿ ëèáî âåêòîð AB, ëèáî âåê-
òîð AD, áûòü ìîæåò, ñ ïåðåñòàâëåííûìè êîíöàìè. Âûðàæåíèå "âåêòîð(AC)",
ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êî-
òîðîé òðåáîâàíèå íà âåêòîðû AB, AD çàìåíåíî òðåáîâàíèåì, ÷òîáû îáà îíè
èìåëè òèï "îïðåäåëèìî". Íàïîìíèì, ÷òî ïðèåìû ïàêåòíîãî èíäèêàòîðà "îïðå-
äåëèìî" áûëè ïåðå÷èñëåíû â òðåòüåì òîìå ìîíîãðàôèè - â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé
ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîé âåðñèè òîæå ðàâåí 4.

5. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ñóììû äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ, íà÷àëî îäíîãî èç
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äðóãîãî.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(BC)) → âåêòîð(AC) = âåêòîð(AB)+
âåêòîð(BC))

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(BA)) & àêòèâ(âåêòîð(CB)) → âåêòîð(AC) = −âåêòîð(BA)−
âåêòîð(CB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ
"âåêòîð(AC)". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(AB)) → âåêòîð(AC) = âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC))

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(BC)) → âåêòîð(AC) = âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå ñâîáîäíîãî
âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AC)". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ AC, AB, BC èçâåñòåí, è õîòÿ áû îäèí - èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(BA)) → âåêòîð(AC) = −âåêòîð(BA) + âåêòîð(BC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óñëîâèå íàêëàäûâàåòñÿ íà âåêòîðû AC, BA è
BC.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(CB)) → âåêòîð(AC) = âåêòîð(AB)− âåêòîð(CB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óñëîâèå íàêëàäûâàåòñÿ íà âåêòîðû AC, AB è
CB.

6. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ñóììû òðåõ âåêòîðîâ.
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∀ABCD(àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(BD)) → âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC)+
âåêòîð(CD) + âåêòîð(DB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ
"âåêòîð(AB)". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ äëÿ âåê-
òîðîâ AC, CD, DB èìåþò òèï "êâàçèêàòèâ", ò.å. êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ, ñ
òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè êîíöîâ, âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(AC)) & âåêòîð(AB) = pâåêòîð(BC) → âåêòîð(AC) =
(1 + p)âåêòîð(BC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(AC)) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & òî÷êàëó÷à(C, B, A) &
ðàçíûåòî÷êè(A, C) → âåêòîð(BC) = (l(BC)/l(AC))âåêòîð(AC))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîä" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ
"âåêòîð(BC)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è
òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) → âåêòîð(AC) = (l(AC)/l(AB))âåêòîð(AB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èíèöèèðóåòñÿ ïðè
óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AC)".

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AC), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) &
ðàçíûåòî÷êè(A, C) → âåêòîð(CD) = (l(CD)/l(AB))âåêòîð(AB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ
"âåêòîð(CD)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà AB èìååò
òèï "êâàçèàêòèâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Âûðàæåíèå âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ ìåäèàí, ÷åðåç âåêòîðû ñòîðîí.
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∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
l(BE) = l(CE) & F ∈ îòðåçîê(BD) & F ∈ îòðåçîê(AE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) & àêòèâ(âåêòîð(AF )) →
âåêòîð(AF ) = (1/3)âåêòîð(AB) + (1/3)âåêòîð(AC))

∀ABCDEF (D ∈ îòðåçîê(AC) & l(AD) = l(CD) & E ∈ îòðåçîê(BC) &
l(BE) = l(CE) & F ∈ îòðåçîê(BD) & F ∈ îòðåçîê(AE) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CA), ïðÿìàÿ(CB)) & àêòèâ(âåêòîð(CF )) →
âåêòîð(CF ) = (1/3)âåêòîð(CA) + (1/3)âåêòîð(CB))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðåäïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Åñëè âåêòîð îðòîãîíàëåí òðåì âåêòîðàì, äâà èç êîòîðûõ íåêîëëèíåàðíû, òî
òðåòèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ äâóõ.

∀abcdpq(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) & Âåêòîð(d) & a ⊥ d & b ⊥ d &
c ⊥ d & ¬(êîëëèíåàðíû(a, b)) → p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & c = pa + qb)

Â êîíñåêâåíòå èìåþòñÿ â âèäó ñèìâîëû "óìíîæâåêò" è "ïëþñâåêò". Àíòåöå-
äåíòû ñ ïÿòîãî ïî ñåäüìîé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ êîì-
ïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ a, b, c. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå èìåþò çàãîëîâêîâ "ïðÿìàÿ",
"ïëîñêîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Âûðàæåíèå âåêòîðà äèàãîíàëè ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç âåêòîðû òðåõ ðåáåð.

∀ABCDEa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & ðåáðî(îòðåçîê(AC), a)
& ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & äèàãîíàëü(îòðåçîê(AE), a) & ðàçíûåòî÷êè(B, C)
& ðàçíûåòî÷êè(B, D) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) → âåêòîð(AE) = âåêòîð(AB) +
âåêòîð(AC) + âåêòîð(AD))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå òðè -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåðæà-
ùóþ ñèìâîë "êîîðä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âûðàæåíèå âåêòîðà ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äðóãèõ âåêòîðîâ

Âñå ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

1. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ñóììû äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ, íà÷àëî îäíîãî èç
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êîíöîì äðóãîãî.
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∀ABCDab(àêòèâ(âåêòîð(BA)) & àêòèâ(âåêòîð(BD)) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
al(BD) = bl(CD) & ¬(b = 0) → âåêòîð(AC) = −âåêòîð(BA) +
((a + b)/a)âåêòîð(BD))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåð-
âûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì,
ïÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óñëîâèå çàäà÷è ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèÿ
"âåêòîð(BA)" è "âåêòîð(BD)". Óêàçàòåëü "çàìåíàâõîæäåíèé" îáåñïå÷èâàåò îä-
íîâðåìåííóþ çàìåíó âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AC)" â óñëîâèå çàäà-
÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDab(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(BD)) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
al(BD) = bl(CD) & ¬(b = 0) → âåêòîð(AC) = âåêòîð(AB) +
((a + b)/b)âåêòîð(BD))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óñëîâèå çàäà÷è ñîäåðæàëî ïîä-
âûðàæåíèå "âåêòîð(AB)".

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(BA)) → âåêòîð(CA) = âåêòîð(BA) + âåêòîð(CB))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óñëîâèå ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî èç âûðà-
æåíèé "âåêòîð(BA)", "âåêòîð(CB)". Çàìåíà ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåì âõîæäåíèÿì
â óñëîâèå òåðìà "âåêòîð(CA)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABC(àêòèâ(âåêòîð(AB)) → âåêòîð(AC) = âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óñëîâèå çàäà÷è ñîäåðæàëî õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé "âåêòîð(AB)", "âåêòîð(BC)".

2. Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â âèäå ñóììû òðåõ âåêòîðîâ.
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∀ABCDEFabcd(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(AE)) & àêòèâ(âåêòîð(BF ))
& E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ îòðåçîê(BD) & al(AE) = bl(AC) &
cl(BF ) = dl(BD) & ¬(d = 0) & ¬(b = 0) → âåêòîð(CD) = −(a/b)âåêòîð(AE) +
âåêòîð(AB) + (c/d)âåêòîð(BF ))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåð-
âûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", øåñòîé è ñåäüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óñëîâèå çàäà÷è ñîäåðæèò âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AB)",
"âåêòîð(AE)", "âåêòîð(BF )". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFabcd(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(EF )) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
F ∈ îòðåçîê(BD) & al(AE) = bl(AC) & cl(BF ) = dl(BD) & ad− bc = 0 &
¬(b = 0) → âåêòîð(CD) = (1− (a/b))âåêòîð(AB) + (a/b)âåêòîð(EF ))

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåð-
âûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïà-
êåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê.
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óñëîâèå çàäà-
÷è ñîäåðæèò âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AB)", "âåêòîð(EF )". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îòíîøåíèÿ âåêòîðîâ, ïðîâåäåííûõ èç êîíöîâ îòðåçêà AB ê òî÷-
êå C ïðÿìîé AB, ââåäåí âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë "äåëåíèåîòðåçêà". Óòâåðæäåíèå
"äåëåíèåîòðåçêà(A, C,B, p, q)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà C ëåæèò íà ïðÿìîé AB, ïðè÷åì
ñêàëÿðíîå îòíîøåíèå âåêòîðà AC ê âåêòîðó CB ðàâíî p/q. Ïðèâîäèìûå íèæå ïðèå-
ìû âûïèñûâàþò ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ p, q; ïðè ýòîì
êîììåíòàðèé (äåëåíèåîòðåçêà A C B) áëîêèðóåò ïîâòîðíîå âûïèñûâàíèå òàêèõ ñî-
îòíîøåíèé.

1. Óñìîòðåíèå êîýôôèöèåíòîâ èç ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ âåêòîðîâ.

∀ABCabcde(aâåêòîð(AB) = bâåêòîð(BC) & äåëåíèåîòðåçêà(A, B, C, c, d) →
e− ÷èñëî & c = be & d = ae & ¬(e = 0))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Îòðåçêè, íà êîòîðûå îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà äåëèòñÿ åãî âûñîòîé, åñëè èçâåñò-
íû óãëû ïðè îñíîâàíèè òðåóãîëüíèêà.
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∀ABCDabcde(ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(BCA))
& ∠(BAC) = a & ∠(BCA) = c & äåëåíèåîòðåçêà(A, D, C, b, d) → e− ÷èñëî &
b = e tg c & d = e tg a & ¬(e = 0))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Òî÷êà äåëåíèÿ ëåæèò íà îòðåçêå.

∀ABCab(B ∈ îòðåçîê(AC) & äåëåíèåîòðåçêà(A, B, C, a, b) → c− ÷èñëî &
a = cl(AB) & b = cl(BC) & ¬(c = 0))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

4. Îòðåçêè, íà êîòîðûå îñíîâàíèå äåëèòñÿ áèññåêòðèñîé.

∀ABCDabcde(áèññåêòðèñà(BADC) & C ∈ ïðÿìàÿ(BD) & al(AB) = bl(AD) &
äåëåíèåîòðåçêà(B, C, D, c, d) → e− ÷èñëî & c = be & d = ae & ¬(e = 0))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòå-
çàòîðîì. Ââîäèòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Îïðåäåëåíèå ïðîâåäåííîãî èç çàäàííîé òî÷êè âåêòîðà, êîíåö êîòîðîãî äåëèò
îòðåçîê â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCDabp(a · âåêòîð(AB) = b · âåêòîð(BC) & àêòèâ(l(BD)) & àêòèâ(l(AD)) &
àêòèâ(l(CD)) & p = a + b & ¬(a = 0) & ðàçíûåòî÷êè(A, C) →
âåêòîð(DB) = (a/p)âåêòîð(DA) + (b/p)âåêòîð(DC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäóþùèå òðè - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", øåñòîé è ñåäüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ðàñ-
ñòîÿíèÿ AD è CD, à òàêæå óãîë ADC èìåþò òèï "îïðåäåëèìî". Âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ BD èìååò òèï "íåèçâ". Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D ïðÿìîé AC. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Óðàâíåíèÿ ñ âåêòîðàìè

1. Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Äëÿ âûäà÷è îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé åäèíñòâåííîå óñëîâèå "Âåê-
òîð(a)", ãäå a - íåèçâåñòíàÿ, ñîçäàí ïðèåì ñ òåîðåìîé "ÿâíîå(a íàáîð(Âåêòîð(a))
ïóñòîåñëîâî ïóñòîåñëîâî)". Çàãîëîâêîì ïðèåìà ñëóæèò òåðì "îòâåò(Âåêòîð(a))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîãî ïðèåìà ðàâåí 1.

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âåêòîðíîé íåèçâåñòíîé, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü ÿâíî âûðà-
æåííîé ÷åðåç îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå çàäà÷è, ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà, èìåþ-
ùèå çàãîëîâîê "îòâåòçàäà÷è". Òåîðåìà ïðèåìà çäåñü èìååò âèä êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé, èäåíòèôèöèðóåìûõ ñî âñåìè ñîäåðæàùèìè âûäåëåííóþ íåèç-
âåñòíóþ óñëîâèÿìè:

Âåêòîð(x)

Óêàçàòåëü "èñêëþ÷íåèçâ(x)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì ñâîäèò ðåøåíèå òåêóùåé çà-
äà÷è íà îïèñàíèå ê çàäà÷å, ïîëó÷åííîé èç íåå îòáðàñûâàíèåì íåèçâåñòíîé x
è âñåõ ñîäåðæàùèõ ýòó íåèçâåñòíóþ óñëîâèé. Óêàçàòåëü "ñìîòâåò(1)" îïðåäå-
ëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì êîíúþíêòèâíîì ÷ëåíå òåîðåìû ïðèåìà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Âåêòîð(x) & ñêàëóìíîæ(a, x) = 0 & ñêàëóìíîæ(b, x) = 0

Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå âõîäÿ-
ùåé â âûðàæåíèÿ a, b. Óêàçàòåëü "ñìîòâåò(2)" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿç-
êè âî âòîðîì êîíúþíêòèâíîì ÷ëåíå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Óðàâíåíèå −X = A

∀ax(Âåêòîð(x) → −x = a ↔ x = −a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Äîïóñòèìûå
çàãîëîâêè íàäóòâåðæäåíèé - "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò". Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè óòâåðæäåíèå ñîäåðæèòñÿ âíóò-
ðè äèçúþíêöèè, âûâåäåííîé äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Îí òàêæå áëîêèðóåòñÿ, åñëè
óòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, íå ÿâëÿþùèìñÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì è íå èìåþùèì êîììåíòàðèÿ "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0, åñëè ëèáî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü
"èçâåñòíî", ëèáî ðàññìàòðèâàåìûé òåðì çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíê-
öèþ. Èíà÷å ýòîò óðîâåíü ðàâåí 1.

Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîñûëêàì çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðûå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü âûäåëåíû êàê "èç-
âåñòíûå" (îíè ïåðå÷èñëÿþòñÿ â êîììåíòàðèè (èçâåñòíî . . .)). Ïðè ýòîì îñòàëü-
íûå ïåðåìåííûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåèçâåñòíûå.

3. Óðàâíåíèå X + A = B.

∀abx(Âåêòîð(x) → x + a = b ↔ x = b− a)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå
ëèáî ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåíóëåâîé ñóììîé âñåõ



26 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Îáùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòåêñò è óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ - òå æå, ÷òî â ïðåäû-
äóùåì ïðèåìå.

4. Óðàâíåíèå AX = B.

∀abx(Âåêòîð(x) & ¬(a = 0) → ax = b ↔ x = (1/a)b)

Ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäóòâåðæäåíèå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêè çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå. Èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "óìíîæâåêò". Àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå;
âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Ëèáî ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäóòâåðæäåíèå ïîñûëêè,
ëèáî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëåå îäíîé, ëèáî îòñóòñòâóåò äðóãîå óñëîâèå çàäà÷è
íà îïèñàíèå, ýâðèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ðàçðåøåíèÿ êîòîðîãî ìåíüøå,
÷åì ó òåêóùåãî óñëîâèÿ. Îáùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòåêñò - òå æå, ÷òî è âûøå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ax(ax = âåêòîð0↔ a = 0 ∨ x = âåêòîð0)

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå. Â ñïèñêå
óñëîâèé îòñóòñòâóåò äèçúþíêöèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Óðàâíåíèå XA = B.

∀abx(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & ¬(a = âåêòîð0) → xa = b ↔ êîëëèíåàðíû(a, b) &
x = ñêàëóìíîæ(a, b)/ñêàëóìíîæ(a, a))

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b
- íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Âûðàæåíèå âåêòîðà ÷åðåç äðóãèå âåêòîðû èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

∀ABabc(¬(a = 0) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) → a · âåêòîð(AB) + b = c ↔
âåêòîð(AB) = (1/a)(c− b))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðà-
æåíèÿ b, c íå èìåþò àòîìàðíûõ âåêòîðíûõ ïîäâûðàæåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïå-
ðåìåííûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, â
êîòîðîé òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàëè ïîäâûðàæåíèÿ
"âåêòîð(AB)", ïðè÷åì c íå ÿâëÿëîñü áû àòîìàðíûì âåêòîðíûì âûðàæåíèåì,
îòëè÷íûì îò ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 3.

∀bcx(x + b = c ↔ x = c− b)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïðè÷åì îíà íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ b, c. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcx(¬(a = 0) → ax + b = c ↔ x = (1/a)(c− b))

Ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäóòâåðæäåíèå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèç-
âåñòíîé, íå âõîäÿùåé â âûðàæåíèÿ a, b, c. Âûðàæåíèå c íå ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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7. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè âåêòîðàìè.

∀abxy(ax + by = âåêòîð0↔ a = 0 & by = âåêòîð0 ∨
∃c(c− ÷èñëî & x = cy & ac + b = 0))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íå ìåíåå
äâóõ íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âõîäÿùåé â
âûðàæåíèå b; ïåðåìåííàÿ y - ñ âûðàæåíèåì, íå ñîäåðæàùèì x, íî ñîäåðæàùèì
äðóãèå íåèçâåñòíûå. Èçìåíåííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Ñèñòåìà èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè âåêòîðàìè.

∀abcdefpxy(p = bd− ae & ¬(p = 0) → ax + by = c & dx + ey = f ↔
x = (b/p)f + (e/p)c & y = (d/p)c + (a/p)f)

Ïåðåìåííûå x, y, c, f ïðèíèìàþò âåêòîðíûå çíà÷åíèÿ, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå -
÷èñëåííûå. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "èçâåñòíî". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðà-
æåíèÿ x è y - ñîäåðæàò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

9. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè âñåõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ.

∀ab(Âåêòîð(a) → a = b ↔ a− b = âåêòîð0)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ê ïîñûëêå çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò àòîìàðíûõ âåêòîðíûõ ïîäâûðàæåíèé, îòëè÷íûõ îò
ïåðåìåííûõ. Îíè ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Åñëè îäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñòíóþ, íå âõîäÿùóþ â äðóãîå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Óñëîâèÿ êîìïëàíàðíîñòè è êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ.

∀ax(¬(a = âåêòîð0) → êîëëèíåàðíû(a, x) ↔ ∃y(y − ÷èñëî & x = ya))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Èçìåíåííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ax(êîëëèíåàðíû(a, x) ↔ a = âåêòîð0 ∨ ¬(a = âåêòîð0) &
∃y(y − ÷èñëî & x = ya))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abc(¬(êîëëèíåàðíû(a, b)) → êîìïëàíàðíû(a, b, c) ↔
∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & c = xa + yb))

Ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b -
íå ñîäåðæàò. Óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ.

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) → a ⊥ b ↔ ñêàëóìíîæ(a, b) = 0)
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Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó ÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ óñëîâèþ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Ïðåäñòàâëåíèå íåèçâåñòíîãî âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òðåõ èçâåñò-
íûõ íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ.

∀abcx(Âåêòîð(x) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) &
¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ∃pqr(x = pa + qb + rc & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî &
r − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ñëåäóþùèå
òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà òî÷êè ïðè-
âÿçêè. Èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4.
Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé; âûðàæåíèÿ a, b, c íåèçâåñòíûõ
íå ñîäåðæàò. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

13. Ïðåäñòàâëåíèå íåèçâåñòíîãî âåêòîðà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òðåõ èçâåñò-
íûõ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ.

∀abcx(Âåêòîð(x) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) &
¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ∃pqr(x = p · âåêòóìíîæ(a, b) + q · âåêòóìíîæ(a, c) +
r · âåêòóìíîæ(b, c) & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå,
êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé; âû-
ðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ çàäà÷è, ñîäåðæà-
ùèå ïîäâûðàæåíèÿ "ñêàëóìíîæ(x, a)" è "ñêàëóìíîæ(x, b)". Âûâîäèìîå óòâåð-
æäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

14. Óðàâíåíèå "âåêòóìíîæ(A, X) = B".

∀abx(Âåêòîð(x) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & ¬(a = âåêòîð0) →
âåêòóìíîæ(a, x) = b ↔ ñêàëóìíîæ(a, b) = 0 & ∃c(c− ÷èñëî &
x = (1/ñêàëóìíîæ(a, a)) · âåêòóìíîæ(b, a) + ca))

∀abx(Âåêòîð(x) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & ¬(a = âåêòîð0) →
âåêòóìíîæ(x, a) = b ↔ ñêàëóìíîæ(a, b) = 0 & ∃c(c− ÷èñëî &
x = (1/ñêàëóìíîæ(a, a)) · âåêòóìíîæ(a, b) + ca))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå
x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a è b - íå ñîäåðæàò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëî-
âèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Èçâëå÷åíèå âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé äëèíû âåêòîðà èç ðàâåíñòâà ñóììû
âåêòîðîâ íóëþ.

∀abx(äëèíà(a) = x & a + b = âåêòîð0→ äëèíà(b) = x)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Âûðàæåíèå x íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
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16. Ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ ê óðàâíåíèþ äëÿ èõ äëèí.

∀auvx(au = v & äëèíà(a) = x → |a|x = äëèíà(v))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, x íå èìåþò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñ áîëåå ÷åì îäíèì êîðíåâûì îïåðàíäîì. Ýòè
âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò ÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀auvw(u + aw = v & êîëëèíåàðíû(u, v) → |a|äëèíà(w) = äëèíà(v − u))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀uvw(u = v + w & îäíîíàïðàâëåíû(v,−w) → äëèíà(u) = |äëèíà(v)− äëèíà(w)|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abvw(av = bw → |a|äëèíà(v) = |b|äëèíà(w))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî"; îí
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
èëè íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ "äëèíà(v)" è "äëèíà(w)"âñòðå÷àþòñÿ â ïî-
ñûëêàõ ýòîé çàäà÷è. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

17. Ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì óñëîâèÿì.

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê ãðóïïå
âñåõ óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèõ çàäàííûå íåèçâåñòíûå, è çàìå-
íÿþò ýòó ãðóïïó íà óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ íåèçâåñòíûõ. Íåèçâåñòíûå
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êâàíòîðà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû ïðèåìà. Åñëè êîíñåêâåíò
íå èìååò âèäà ýêâèâàëåíòíîñòè, òî ãðóïïà çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó
"èñòèíà". Íåîáõîäèìîñòü â ïðèåìàõ, óñìàòðèâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà,
âîçíèêëà ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå, ñâÿçàííûõ ñ ýêñ-
òðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

∀Ka(a− ÷èñëî & ïðÿìêîîðä(K) → ∃v(Âåêòîð(v) & îäíîìåðíûé(v, K) &
êðä(v, K, 1) = a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íåèçâåñòíàÿ v íå âõîäèò â âûðàæå-
íèÿ a, K. Çàäà÷à íå èìååò öåëè "íåçàâèñèò . . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀Ka(ïðÿìêîîðä(K) → ∃v(Âåêòîð(v) & âïðàâî(v, K) & äëèíà(v) = a) ↔ 0 < a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì âìåñòî
ñèìâîëà "ïðÿìêîîðä" â çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå äîïóñêàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ñèìâîëà "ïîâåðõíçåìëè". Êðîìå òîãî, âìåñòî ñèìâîëà "âïðàâî" ìîæåò
èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ëþáîé èç ñèìâîëîâ "âëåâî", "âïåðåä", "íàçàä", "ââåðõ",
"âíèç". Çàäà÷à äîëæíà èìåòü öåëü "èñêëþ÷", ÿâíî óêàçûâàþùóþ íà íåîáõîäè-
ìîñòü èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 2.

∀abc(Âåêòîð(c) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∃r(Âåêòîð(r) & äëèíà(r) = a &
óãîëìåæäó(r, c) = b) ↔ 0 ≤ a & 0 ≤ b & b ≤ π)
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Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íåèçâåñòíàÿ r íå
âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ a, b, c. Çàäà÷à èìååò öåëü "èñêëþ÷". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCab(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & a− ÷èñëî & 0 < a → ∃u(Âåêòîð(u) &
äëèíà(u) = a & óãîëìåæäó(u, âåêòîð(AB)) = b & óãîëìåæäó(u, âåêòîð(CA)) <
π/2) ↔ 0 < b & b− ÷èñëî & b < π)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, äâà äðó-
ãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à èìååò öåëü "èñêëþ÷".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Kab(ïðÿìêîîðä(K) → ∃u(Âåêòîð(u) & âåðòïëîñêâåêò(u, K) & êðä(u, K, 1) =
a & êðä(u, K, 3) = b) ↔ a− ÷èñëî & b− ÷èñëî)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì âìåñòî
çàãîëîâêà "ïðÿìêîîðä" äîïóñêàåòñÿ çàãîëîâîê "ïîâåðõíçåìëè". Íåèçâåñòíàÿ u
íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ a, b, K. Çàäà÷à èìååò öåëü "èñêëþ÷". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Ðàâåíñòâî äâóõ âåêòîðîâ.

∀ABCD(A = C & B = D → âåêòîð(AB) = âåêòîð(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñî-
äåðæàùèì íåèçâåñòíûå óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, â êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ
ïîëó÷èòü ïîëíûé îòâåò. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé".
Ïðèåì äåëàåò ïîïûòêó ñâåñòè çàäà÷ó ê äðóãîé çàäà÷å, â êîòîðîé óñëîâèå ðàâåí-
ñòâà âåêòîðîâ çàìåíåíî äâóìÿ óñëîâèÿìè ðàâåíñòâà êîíöåâûõ òî÷åê. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

19. Êîíåö âåêòîðà, îòëîæåííîãî îò çàäàííîé òî÷êè.

(a) Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîíöà âåêòîðà.

∀ABCa(C − òî÷êà & a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå âûðàæåíèÿ "óìíîæâåêò(a âåêòîð(AB))", íå ñâÿçàííîãî âíåøíèìè
êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü öåëü "ïðÿìîéîòâåò".
Âûðàæåíèÿ A, B íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Òåêóùåå óñëîâèå ñîäåðæèò ïîä-
âûðàæåíèå "âåêòîð(. . .)", â êîòîðîì âñòðå÷àþòñÿ íåèçâåñòíûå. Îòñóòñòâó-
åò ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(óìíîæâåêò(a âåêòîð(AB)) âåêòîð(AX))". Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDE(E − òî÷êà & âåêòîð(AB) + âåêòîð(CD) = âåêòîð(AE) &
âåêòîð(BE) = âåêòîð(CD))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "ïëþñâåêò(âåêòîð(AB)
âåêòîð(CD))", íå ñâÿçàííîãî âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Âû-
ðàæåíèÿ A, B, C,D íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Òåêóùåå óñëîâèå ñîäåðæèò
ïîäâûðàæåíèå "âåêòîð(. . .)", èìåþùåå íåèçâåñòíûå. Îòñóòñòâóåò ïîñûë-
êà âèäà "ðàâíî(ïëþñâåêò(âåêòîð(AB) âåêòîð(CD)) âåêòîð(AX))". Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(b) Îòîæäåñòâëåíèå êîíöîâ êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ïðîâåäåííûõ ê ïðÿìîé
èç òî÷êè âíå ýòîé ïðÿìîé.
∀ABCDE(âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AC) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(DE)) → B = C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå; âòîðîé è òðåòèé - ñ óòâåðæäåíèÿìè
èç êîíòåêñòà ýòîãî óñëîâèÿ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ëèáî B, ëèáî C ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëü
"ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Îïðåäåëåíèå êîíöà âåêòîðà.
∀Abx(âåêòîð(Ax) = b ↔ x = êîíåöâåêòîðà(A, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; âûðàæåíèÿ A, b - íå
ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ñ ìíîæåñòâîì êîíöîâ âåêòîðîâ,
êîëëèíåàðíûõ çàäàííîìó âåêòîðó.
∀CDM(¬(D ∈ M) → ∃a(a − ÷èñëî & êîíåöâåêòîðà(C, a · âåêòîð(CD)) ∈
M) ↔ ¬(C = D) & ∃P (P ∈ M & P − òî÷êà & P ∈ ïðÿìàÿ(CD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ãðóïïå óñëîâèé çàäà÷è
íà îïèñàíèå äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé a. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ a íå âõîäèò â âûðà-
æåíèÿ C, D,M . Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà" áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû
ïðèåìà ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîåêöèè

1. Ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïðÿìóþ.

∀ABCDE(C − òî÷êà→ D − òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ ïðÿìàÿ(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D = ïðîåêöèÿ(C, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ "ïðîåêöèÿ(C ïðÿìàÿ(AB))". Àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "ðàâíî(ïðîåê-
öèÿ(C ïðÿìàÿ(AB))X)", ãäå X - ïåðåìåííàÿ. ×åðåç òî÷êó C ïîêà íå ïðîâåäåí
ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå D, E. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀Kav(ïðîåêöèÿ(av, K) = a · ïðîåêöèÿ(v, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.



32 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

3. Ïðîåêöèÿ âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîãî âåêòîðà íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü.

∀Kv(âåðòèêíàïð(v, K) → ïðîåêöèÿ(v, ãîðèçïëîñê(K)) = âåêòîð0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ïðèåì ïîíàäîáèëñÿ äëÿ çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå.

4. Ïðîåêöèÿ ãîðèçîíòàëüíî íàïðàâëåííîãî âåêòîðà íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü.

∀Kv(ãîðèçïëîñêâåêò(v, K) → ïðîåêöèÿ(v, ãîðèçïëîñê(K)) = v)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Êîîðäèíàòû ïðîåêöèè âåêòîðà íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü.

∀Kabuv(ïðîåêöèÿ(u, ãîðèçïëîñê(K)) = v → êðä(v, K, 1) = êðä(u, K, 1) &
êðä(v, K, 2) = êðä(u, K, 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

6. Óñìîòðåíèå ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïëîñêîñòü.

∀ABCDEFG(C = ïðîåêöèÿ(A, ïëîñêîñòü(EFG)) & D = ïðîåêöèÿ(B,
ïëîñêîñòü(EFG)) & àêòèâ(âåêòîð(AB)) → âåêòîð(CD) =
ïðîåêöèÿ(âåêòîð(AB), ïëîñêîñòü(EFG)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

1. Èäåíòè÷íûå âåêòîðû.

∀a(óãîëìåæäó(a, a) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç îáû÷íûé óãîë.

∀ABC(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC)) = ∠(BAC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

∀ABC(óãîëìåæäó(âåêòîð(BA), âåêòîð(AC)) = π − ∠(BAC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) &
òî÷êàëó÷à(C, E, D) → óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)) = ∠(AEC))

Ïðèåì âûïîëíÿåò çàìåíó ñëåâà íàïðàâî. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCa(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AC)) = 0 → óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), a) = ∠(BAC))

Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "âåêòîð(AC)"
÷åðåç ïîñðåäñòâî ðàâåíñòâà èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



1.2. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè 33

∀ABCa(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(CB)) = 0 → óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), a) = ∠(ABC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCab(îäíîíàïðàâëåíû(a, âåêòîð(AB)) & îäíîíàïðàâëåíû(b, âåêòîð(CB)) →
óãîëìåæäó(a, b) = ∠(ABC))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Âûðàæåíèå ñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ÷åðåç êîñèíóñ îáû÷íîãî óãëà.

∀ABCv(v ⊥ âåêòîð(AB) → sin(óãîëìåæäó(v, âåêòîð(CB))) = cos(∠(ABC)))

∀ABCv(v ⊥ âåêòîð(BA) → sin(óãîëìåæäó(v, âåêòîð(CB))) = cos(∠(ABC)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(v âåê-
òîð(CB))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Óãîë ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðàìè.

∀ab(a ⊥ b → óãîëìåæäó(a, b) = π/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

5. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ðàâåí íóëþ.

∀abcd(Âåêòîð(a) & óãîëìåæäó(a, b) = 0 → óãîëìåæäó(b, c) = óãîëìåæäó(a, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" èäåíòèôèöèðóåò
âõîæäåíèå â ïîñûëêè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(a, c)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

6. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ðàâåí ïè.

∀ABC(Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & Âåêòîð(C) & óãîëìåæäó(A, B) = π →
óãîëìåæäó(A, C) = π − óãîëìåæäó(B, C))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåì ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ
"óãîëìåæäó(A, C)". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûë-
êîé, ïåðâûå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Èñêëþ÷åíèå ìèíóñà ïåðåä âåêòîðîì.

∀AB(óãîëìåæäó(−A, B) = π − óãîëìåæäó(A, B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Èñêëþ÷åíèå ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ ïåðåä âåêòîðîì.

∀abc(¬(a = 0) → cos(óãîëìåæäó(b, ac)) = sg(a) cos(óãîëìåæäó(b, c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀abc(|a| cos(óãîëìåæäó(b, ac)) = a cos(óãîëìåæäó(b, c)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. ßâíîå âûðàæåíèå âåêòîðà ÷åðåç êîíöåâûå òî÷êè.

∀ABab(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), a) = 0 → óãîëìåæäó(a, b) =
óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Åñëè âûðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "âåêòîð", à âûðàæåíèå a - çàãîëîâîê
"ñèëà" ëèáî "Ñèëà", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Êðîìå òîãî, ïðåîáðàçóåìîå âûðàæå-
íèå íå äîëæíî ðàñïîëàãàòüñÿ ïîä ñèìâîëàìè "Íàèìåíüøèé", "Íàèáîëüøèé".
Òàêèå ñèìâîëû âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå è óêàçûâàþò
íà ýêñòðåìàëüíûå ñèòóàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè óñëîâèè èñòèííîñòè ïðî÷èõ ïî-
ñûëîê çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Âûðàæåíèå äëèíû ñóììû ëèáî ðàçíîñòè âåêòîðîâ ÷åðåç èõ äëèíû è óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè.

∀abcmn(óãîëìåæäó(a, b) = c & äëèíà(a) = m & äëèíà(b) = n →
äëèíà(a− b) =

√
m2 + n2 − 2mn cos c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå âûðà-
æåíèÿ "äëèíà(ïëþñâåêò(a ìèíóñâåêò(b)))". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ c, m, n íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcmn(óãîëìåæäó(a, b) = c & äëèíà(a) = m & äëèíà(b) = n →
äëèíà(a + b) =

√
m2 + n2 + 2mn cos c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abcpqruvw(¬(a = 0) & aw = bu + cv & óãîëìåæäó(u, v) = p &
äëèíà(u) = q & äëèíà(v) = r →
äëèíà(w) =

√
b2q2 + c2r2 + 2|b||c|qr cos(p)sg(bc)/|a|)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "äëèíà(w)" â ïîñûëêå çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, p, q, r íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcdmn(d = a + b & óãîëìåæäó(a, b) = c & äëèíà(a) = m & äëèíà(b) = n →
äëèíà(d) =

√
m2 + n2 + 2mn cos c)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ "äëèíà(d)".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ c, m, n íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âû-
ðàæåíèå äëÿ äëèíû âåêòîðà d - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abcdmn(a = b + d & óãîëìåæäó(a, b) = c & äëèíà(a) = m & äëèíà(b) = n →
äëèíà(d) =

√
m2 + n2 − 2mn cos c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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∀abc(a + b + c = âåêòîð0 & äëèíà(a) = äëèíà(b) →
äëèíà(c) = 2äëèíà(a) cos(óãîëìåæäó(a, b)/2))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

11. Äëèíà ñóììû îäíîíàïðàâëåííûõ âåêòîðîâ.

∀ab(îäíîíàïðàâëåíû(a, b) → äëèíà(a + b) = äëèíà(a) + äëèíà(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí òðåõ âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì.

∀abcmnpqr(pa + qb = rc & óãîëìåæäó(a, c) = m & óãîëìåæäó(b, c) = n &
0 ≤ p & 0 ≤ q & 0 ≤ r → p·äëèíà(a) sin m = q·äëèíà(b) sin n & r·äëèíà(c) sin m =
q · äëèíà(b) sin(m + n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåí-
òå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Â ýòîì àíòåöåäåíòå èìåþòñÿ â âèäó îïåðàöèè "óìíîæâåêò" è "ïëþ-
ñâåêò". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû òîæå èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Òåîðåìà Ïèôàãîðà â âåêòîðíîé ôîðìå.

∀abcuvw(u ⊥ w & au + bv = cw → a2(äëèíà(u))2 + c2(äëèíà(w))2 −
b2(äëèíà(v))2 = 0)

∀abcuvw(u ⊥ w & au + bv + cw = âåêòîð0→ a2(äëèíà(u))2 + c2(äëèíà(w))2 −
b2(äëèíà(v))2 = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "äëèíà(u)", "äëèíà(v)", "äëèíà(w)"
óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abcuvw(u ⊥ v & au+bv = cw → a2(äëèíà(u))2+b2(äëèíà(v))2−c2(äëèíà(w))2 = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû âûðàæåíèÿ a, b, c íå èìåëè
íå÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 10.

14. Óãîë ìåæäó ñóììîé îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ è îäíèì èç ñëàãàåìûõ.

∀abpqr(a ⊥ b & äëèíà(a) = p & äëèíà(b) = q & óãîëìåæäó(a + b, a) = r →
q cos r = p sin r)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ p, q èìåþò òèï "íåèçâ", âûðàæåíèå
r íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcp(óãîëìåæäó(a, c) = p & a + b = c & a ⊥ b → äëèíà(a) = äëèíà(c) cos p)
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Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì èç íèõ. Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèÿ "äëèíà(a)", "äëèíà(c)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûâî-
äèìîå ñîîòíîøåíèå ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcpq(óãîëìåæäó(a, c) = 0 & b ⊥ c & äëèíà(a) = p & äëèíà(b) = q & ¬(p = 0) →
óãîëìåæäó(a + b, c) = arctg(q/p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïëþñâåêò(a, b),d)". Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè; òðåòèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå
"óãîëìåæäó(ïëþñâåêò(a, b),c)" - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

15. Òàíãåíñ óãëà ìåæäó ñóììîé äâóõ âåêòîðîâ è íàïðàâëåíèåì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì
îäíîìó èç íèõ.

∀ABCDabpuv(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), u) = 0 & óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), v) = p
& óãîëìåæäó(âåêòîð(CD), u + v) = 0 & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & äëèíà(u) = a & äëèíà(v) = b → tg ∠(ACD) =
|a + b cos p|/(b sin p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåð-
âûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", øåñòîé è ñåäüìîé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

16. Ñîîòíîøåíèå äëÿ êîñèíóñîâ ïîïàðíûõ óãëîâ ìåæäó òðåìÿ âåêòîðàìè.

∀ABCab(Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & Âåêòîð(C) & cos(óãîëìåæäó(A, B)) = a &
cos(óãîëìåæäó(A, C)) = b & cos(óãîëìåæäó(B, C)) = c → a2 +b2 +c2−2abc = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, øåñòîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à èìååò ôèêòèâíóþ ïîñûëêó "ïëàíè-
ìåòðèÿ". Âûðàæåíèå a èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCab(Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & Âåêòîð(C) & cos(óãîëìåæäó(A, B)) = a &
cos(óãîëìåæäó(A, C)) = b & cos(óãîëìåæäó(B, C)) = c &
êîìïëàíàðíû(A, B, C) → a2 + b2 + c2 − 2abc = 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íàëè÷èå ïîñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ" íå òðåáóåòñÿ.
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

17. Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìîãî, îðòîãîíàëüíîãî çàäàííîìó íàïðàâëåíèþ.

∀ABCuv(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & óãîëìåæäó(v, âåêòîð(AB)) = 0 →
óãîëìåæäó(âåêòîð(CA), u + v) < π/2 ↔ óãîëìåæäó(âåêòîð(CA), u) < π/2)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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18. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀abc(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) → c = óãîëìåæäó(a, b) ↔ óãîëìåæäó(a, b) = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå
äîïóñêàåòñÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðå-
ìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

19. Ââîä ÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà äëÿ âûðàæåíèÿ îäíîãî èç êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
÷åðåç äðóãîé.

∀ABCa(ðàçíûåòî÷êè(A, B) & êîëëèíåàðíû(âåêòîð(AB), C) → a− ÷èñëî &
C = a · âåêòîð(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ
a. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå

1. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

Ïðèåì èìååò òåîðåìó "êîììóòàòèâíî(ñêàëóìíîæ)". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.

(b) Óìíîæåíèå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ.

∀ABab(ñêàëóìíîæ(a · âåêòîð(AB), b · âåêòîð(AB)) = ab(l(AB))2)

∀ABab(ñêàëóìíîæ(a · âåêòîð(AB), b · âåêòîð(BA)) = −ab(l(AB))2)

Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùèõ êîììåíòàðèé
"ñêàëóìíîæ". Òàêîé êîììåíòàðèé îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
áûëî ââåäåíî ñïåöèàëüíî. Àíàëîãè÷íàÿ áëîêèðîâêà èìååò ìåñòî äëÿ îñòàëü-
íûõ ïðèåìîâ äàííîãî ïóíêòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀a(ñêàëóìíîæ(a, a) = (äëèíà(a))2)

Âûðàæåíèå "äëèíà(a)" âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

∀AB(óãîëìåæäó(A, B) = 0 → ñêàëóìíîæ(A, B) = äëèíà(A)äëèíà(B))

∀AB(óãîëìåæäó(A, B) = π → ñêàëóìíîæ(A, B) = −äëèíà(A)äëèíà(B))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà
îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀AB(îäíîíàïðàâëåíû(A, B) → ñêàëóìíîæ(A, B) = äëèíà(A)äëèíà(B))

∀AB(îäíîíàïðàâëåíû(−A, B) → ñêàëóìíîæ(A, B) = −äëèíà(A)äëèíà(B))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åñëè çàäà÷à íå èìå-
åò òèïà "èññëåäîâàòü", ïðè÷åì òåêóùèé òåðì ñîäåðæèò õîòÿ áû åùå îäíî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
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∀abcd(êîëëèíåàðíû(a, b) & cd ≤ 0 & ¬(d = 0) → d · ñêàëóìíîæ(a, b) = c ↔
äëèíà(a)äëèíà(b)d = −c & îäíîíàïðàâëåíû(a,−b))

∀abcd(êîëëèíåàðíû(a, b) & 0 ≤ cd & ¬(d = 0) → d · ñêàëóìíîæ(a, b) = c ↔
äëèíà(a)äëèíà(b)d = c & îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óìíîæåíèå íà íóëåâîé âåêòîð.
∀a(ñêàëóìíîæ(a, âåêòîð0) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(d) Ïåðåõîä ê ñóììå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.
∀abc(ñêàëóìíîæ(a, b + c) = ñêàëóìíîæ(a, b) + ñêàëóìíîæ(a, c))

Ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâå-
òà. Êðîìå òîãî, îí áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå íàõîäèòñÿ ïîä îïèñàòå-
ëåì, ñâÿçûâàþùèì êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ âûðàæåíèÿ a è íå ñâÿçûâà-
þùèì ïåðåìåííûõ âûðàæåíèé b, c. Åñëè òåðì çàäà÷è ñîäåðæèò ñèìâîë
"âåêòóìíîæ", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, èíà÷å îí ðàâåí 1.

(e) Âûíåñåíèå ìèíóñà.
∀ab(ñêàëóìíîæ(−a, b) = −ñêàëóìíîæ(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(f) Âûíåñåíèå ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.
∀abc(ñêàëóìíîæ(ab, c) = a · ñêàëóìíîæ(b, c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.
∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB),
âåêòîð(CD)) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Äëÿ ïîñûëêè, ïîìå÷åííîé êîììåíòàðèåì "ïåðïåíäèêóëÿðíî", ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Äëÿ òîé æå òåîðåìû ñî-
çäàí ïðèåì ñ çàãîëîâêîì "âûâîä", ó êîòîðîãî àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåáóåòñÿ,
÷òîáû ñèìâîë "ñêàëóìíîæ" óæå âñòðå÷àëñÿ â çàäà÷å, à ïðÿìîóãîëüíàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò - íå ðàññìàòðèâàëàñü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè
ðàâåí 5.
∀ab(a ⊥ b → ñêàëóìíîæ(a, b) = 0)

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñûëêè âèäà "ñêàëóìíîæ(a, b) = 0"ïðèåìîì
íå çàòðàãèâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Èçìåíåíèå çíàêà âåêòîðíîé ñóììû.
∀ab(ñêàëóìíîæ(a− b, b− a) = −ñêàëóìíîæ(a− b, a− b))

Óêàçàòåëü "íîðìçíàêà" ãðóïïèðóåò âíóòðè âûðàæåíèÿ b âñå ñëàãàåìûå ñî
çíàêîì "ìèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Óìíîæåíèå íà âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè êîîðäèíàò.
∀ABK(êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1) & êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) &
ïðÿìêîîðä(K) → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), c) =
(êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3))êðä(c, K, 3))
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Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà ïåðâûõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKa(âåðòèêíàïð(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), a) =
(êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3))êðä(a, K, 3))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "êðä(B, K, 3)" è "êðä(A, K,
3)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Ðàññìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

∀ABCa(ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), a) →
ñêàëóìíîæ(a, âåêòîð(CA)) = −l(AC)äëèíà(a) cos ∠(BAC))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé.

(a) Ðàâåíñòâî ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà íóëþ.

∀a(ñêàëóìíîæ(a, a) = 0 ↔ a = âåêòîð0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ðàâåíñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ.

∀ab(ñêàëóìíîæ(a, b) = 0 ↔ a ⊥ b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, â êîòîðîé âñòðå÷à-
þòñÿ ïîíÿòèÿ èç ýëåìåíòàðíîé ôèçèêè. Âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò çàãîëîâ-
êà "Ñèëà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà,
ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå óñëîâèÿ çàäà-
÷è íà îïèñàíèå ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé
âåðñèè ðàâåí 4.

3. Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ÷åðåç èõ äëèíû è êîñèíóñ óãëà
ìåæäó íèìè.

∀abc(óãîëìåæäó(a, b) = c → ñêàëóìíîæ(a, b) = äëèíà(a)äëèíà(b) cos c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Íè
äëÿ îäíîãî èç âåêòîðîâ a, b íåò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé êîîðäèíàòû ýòîãî âåê-
òîðà. Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è íå âõîäèò â ïîñûëêó âèäà
"ñêàëóìíîæ(a, b) = p", ãäå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀ABCbcdp(∠(ABC) = p & ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & àêòèâ(∠(ABC)) &
êîëëèíåàðíû(b, âåêòîð(AB)) & cd ≤ 0 → d · ñêàëóìíîæ(âåêòîð(CA), b) = c ↔
dl(AC)äëèíà(b) sin p = −c)
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Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñëåäóþùèå äâà - óêàçà-
òåëåì "óñì". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abc(óãîëìåæäó(a, íàïðïóòè(b)) = c → ñêàëóìíîæ(a, íàïðïóòè(b)) =
äëèíà(a) cos c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå êîîðäèíàòû âåê-
òîðà "íàïðïóòè(b)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABC(ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), C) = l(AB)äëèíà(C) ·
cos(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå "äëèíà(C)" âñòðå÷àåòñÿ â
ïîñûëêàõ, ïðè÷åì îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå êîîðäèíàòû âåêòîðà
C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCD(ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)) = l(AB)l(CD) ·
cos(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðÿìûå AB è CD óæå ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ â çàäà÷å, ïðè÷åì âûäåëåíà òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 6.

4. Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû.

∀Kabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(a, K) = (b, c) & êîîðä(d,K) = (e, f) →
ñêàëóìíîæ(a, d) = be + cf)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "ñêàëóìíîæ(a, d)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèÿ b, c, e, f íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kabcdefgh(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(a, K) = (b, c, g) & êîîðä(d,K) = (e, f, h) →
ñêàëóìíîæ(a, d) = be + cf + gh)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâà-
þùàÿ íà óðîâíå 5. Ó íåå íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âûðàæåíèÿ b, c, e, f, g, h íå
íàêëàäûâàåòñÿ.

∀Kabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(a, K) = (c, 0, 0) → ñêàëóìíîæ(a, b) = c·êðä(b, K, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(a, K) = (0, 0, c) → ñêàëóìíîæ(a, b) = c·êðä(b, K, 3))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Kabcdefgh(ïðÿìêîîðä(K) & êðä(a, K, 1) = b & êðä(a, K, 2) = c &
êðä(a, K, 3) = g & êîîðä(d,K) = (e, f, h) → ñêàëóìíîæ(a, d) = be + cf + gh)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äðó-
ãèìè ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì èç íèõ. Ïîñëåä-
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íèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ b, c, e, f, g, h
íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Âûðàæåíèå äëèíû âåêòîðà ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

∀ABa(a = âåêòîð(AB) → (l(AB))2 = ñêàëóìíîæ(a, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ ëèáî âåêòîðîâ â òåð-
ìèíàõ ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & a ⊥ b → ñêàëóìíîæ(a, b) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûå äâà - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èìååòñÿ ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ êîîð-
äèíàòû îäíîãî èç âåêòîðîâ a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) → a ⊥ b ↔ ñêàëóìíîæ(a, b) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(CD), K) = (c, d) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ac + bd = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé è òðå-
òèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå ðàâåí-
ñòâî íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) ↔ ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)) =
0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 14.

7. Îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

∀ABCDEa(Âåêòîð(a) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) →
ïðîåêöèÿ(a, ïëîñêîñòü(CDE)) = a−
(ñêàëóìíîæ(a, âåêòîð(AB))/ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(AB)))·âåêòîð(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "ïðîåêöèÿ(a ïëîñêîñòü(CDE))". Ïåðâûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

8. Îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïðÿìóþ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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∀ABEFa(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(E, F ) &
Âåêòîð(a) → ïðîåêöèÿ(a, ïðÿìàÿ(AB)) =
(ñêàëóìíîæ(a, âåêòîð(EF ))/(l(EF ))2) · âåêòîð(EF ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "ïðîåêöèÿ(a ïðÿìàÿ(AB))". Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Ïîïûòêà îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî
ñîîòíîøåíèÿ, ñîäåðæàùåãîñÿ â ïîñûëêàõ.

∀abcdp(¬(p = 0) & q = ñêàëóìíîæ(a, d) − ñêàëóìíîæ(a, c) & pb + c = d →
ñêàëóìíîæ(a, b) = q/p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Âûðàæåíèÿ
p, q íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

10. Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

∀abpq(¬(p = 0) → p · ñêàëóìíîæ(a, b) = q ↔ ñêàëóìíîæ(a, b) = q/p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå
p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå q íå èìååò çàãîëîâêà "ñêàëóìíîæ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀abc(a = ñêàëóìíîæ(b, c) ↔ ñêàëóìíîæ(b, c) = a)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è. Ïðè èäåíòèôèêàöèè áëîêèðóåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "ñêàëóìíîæ"
è "âåêòóìíîæ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü äëèíó âåêòîðà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "çíà÷ñêàëóìíîæ".

∀ABa(ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(AB)) = a & àêòèâ(âåêòîð(AB)) →
l(AB) =

√
a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðàññòîÿíèå AB óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å è èìååò òèï "íåèçâ". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ "çíà÷-
ñêàëóìíîæ". Ïðèåìû ýòîãî íîðìàëèçàòîðà áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Âûðàæåíèå
a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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13. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà "çíà÷-
ñêàëóìíîæ".

∀ABCDEFa(àêòèâ(∠(BAC)) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
àêòèâ(âåêòîð(AD)) & àêòèâ(âåêòîð(AE)) & òî÷êàëó÷à(A, B, D) &
òî÷êàëó÷à(A, C,E) & ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AD), âåêòîð(AE)) = a →
a = cos(∠(BAC))l(AD)l(AE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå. Âòîðîé, òðåòèé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", è åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "çíà÷ñêàëóìíîæ". Âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ðàññòîÿíèÿ AD, AE èçâåñòíû, óãîë BAC èìååò òèï
"íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

14. Ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà äëÿ ðàññòîÿíèé ïóòåì ïåðåõîäà ê ñêàëÿð-
íîìó ïðîèçâåäåíèþ.

∀ABa(a = l(AB) → a2 = ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðè íàëè÷èè ðåæèìà óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Çàäà÷à äîëæíà èìåòü êîì-
ìåíòàðèé "ñêàëóìíîæ", ôîðñèðóþùèé èñïîëüçîâàíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäå-
íèé. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Â íåé íå òðåáóåòñÿ
íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ñêàëóìíîæ", ïðè÷åì ïðèåì íå ïðåîáðàçóåò òåêóùóþ çà-
äà÷ó, à ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, ïîëó÷àåìóþ
óêàçàííîé çàìåíîé. Âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "ñêà-
ëóìíîæ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 8.

15. Ââîä ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

∀ABCDEFGH(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿ−
ìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(CD)) &
G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(E, G) & M ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåòî÷êè(E, M) → F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(EF ) = 1 &
¬(E ∈ èíòåðâàë(FM)) & H − òî÷êà & ïðÿìàÿ(EH) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
l(EH) = 1 & îäíàñòîðîíà(H, G, ïðÿìàÿ(AB)) & ïðÿìêîîðä(K) &
K = (E, F, H))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" ïðèìåíÿåòñÿ â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ïî-
êà íå èìåþùèõ ïîñûëêè âèäà "ïðÿìêîîðä(. . .)". Ïðè óñìîòðåíèè äâóõ ïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ âûäåëåíû âåêòîðû, ïðèåì ñâÿçûâàåò ñ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò K. ×åòâåðòûé è
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ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé, âòîðîé, øåñòîé è
âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé, ñåäüìîé è äåâÿòûé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è
âñòðå÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà CD íà íåêîòîðûé âåêòîð. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå H, F, K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

16. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñêàëóìíîæ".

Â íîðìàëèçàòîðå ñîáðàíû ïðèåìû ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè ñêàëÿðíûõ ïðî-
èçâåäåíèé. Êàê è âñå íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, äàííûé íîðìàëè-
çàòîð ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû ïðèåìà èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñî âñåì òåêóùèì òåðìîì, à íå ñ åãî ïîäòåðìîì.

(a) Óìíîæåíèå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ.

∀ABab(ñêàëóìíîæ(a · âåêòîð(AB), b · âåêòîð(AB)) = ab(l(AB))2)

∀ABab(ñêàëóìíîæ(a · âåêòîð(AB), b · âåêòîð(BA)) = −ab(l(AB))2)

Ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ, åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü", ïðè÷åì
ñèìâîë "ñêàëóìíîæ" âõîäèò â åå êîììåíòàðèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(b) Óìíîæåíèå íà íóëåâîé âåêòîð.

∀a(ñêàëóìíîæ(a, âåêòîð0) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âûíåñåíèå ìèíóñà.

∀ab(ñêàëóìíîæ(−a, b) = −(ñêàëóìíîæ(a, b)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Âûíåñåíèå ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.

∀abc(ñêàëóìíîæ(ab, c) = a · ñêàëóìíîæ(b, c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB),
âåêòîð(CD)) = 0)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(óãîëìåæäó(a, b) = π/2 → ñêàëóìíîæ(a, b) = 0)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(f) Óñìîòðåíèå çíà÷åíèÿ èç ïîñûëîê.

∀abc(ñêàëóìíîæ(a, b) = c → ñêàëóìíîæ(a, b) = c)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëà "ñêàëóìíîæ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

Òåîðåìà ïðèåìà - "êîììóòàòèâíî(ñêàëóìíîæ)". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"çàìåíà(ëåêñóïîðÿäî÷åíèå íîðìñêàëóìíîæ)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

17. Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ "çíà÷ñêàëóìíîæ".



1.2. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè 45

Íîðìàëèçàòîð íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû çàìåíû
ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ïîäâûðàæåíèÿì òåêóùåãî òåðìà. Ïðèåìû äëÿ
óìíîæåíèÿ êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, óìíîæåíèÿ íà íóëåâîé âåêòîð è âûíåñå-
íèÿ ìèíóñà - òàêèå æå, êàê â íîðìàëèçàòîðå "íîðìñêàëóìíîæ". Êðîìå òîãî,
ââåäåíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

(a) Ïåðåõîä ê ñóììå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

∀abc(ñêàëóìíîæ(a, b + c) = ñêàëóìíîæ(a, b) + ñêàëóìíîæ(a, c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Âûíåñåíèå ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.

∀abc(ñêàëóìíîæ(ab, c) = a · ñêàëóìíîæ(b, c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(a = bc → ñêàëóìíîæ(a, d) = b · ñêàëóìíîæ(c, d))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì âûíåñåíèÿ ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ èç âåê-
òîðíîãî âûðàæåíèÿ "âåêòôàêòîðèçàöèÿ". Äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà òðå-
áóåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "íàïðàâë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB),
âåêòîð(CD)) = 0)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(a ⊥ b → ñêàëóìíîæ(a, b) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ÷åðåç èõ äëèíû è êîñèíóñ
óãëà ìåæäó íèìè.

∀ABCDa(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)) = a & l(AB) = b &
l(CD) = c → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)) = bc cos a)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâî-
ãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîëìåæäó". Âûðà-
æåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀abcd(a(b + c) = d → a(b + c) = d)

Èìåþòñÿ â âèäó îáû÷íûå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c
ñîäåðæèò ñèìâîë "ñêàëóìíîæ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.

∀abc((a + b)/c = a/c + b/c)

Èìåþòñÿ â âèäó îáû÷íûå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò
ñèìâîë "ñêàëóìíîæ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "êîììóòàòèâíî(ïëþñ)", çàãîëîâîê ïðèåìà - "çà-
ìåíà(ñïóñêîïåðàíäîâ çíà÷ñêàëóìíîæ)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(h) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "êîììóòàòèâíî(ñêàëóìíîæ)", çàãîëîâîê ïðèå-
ìà - "çàìåíà(ëåêñóïîðÿäî÷åíèå çíà÷ñêàëóìíîæ)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(i) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

∀abcdef (a · ñêàëóìíîæ(b, c)/d + e · ñêàëóìíîæ(b, c)/f =
(a/d + e/f)ñêàëóìíîæ(b, c))

Âûðàæåíèÿ a, d, e, f íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ñêàëóìíîæ". Äîïóñêàþòñÿ âû-
ðîæäåííûå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(j) Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ.

∀ABCDEabcde(D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, B, D)
& òî÷êàëó÷à(A, C,E) & l(AD) = a & l(AE) = b & l(DE) = c &
l(AB) = d & l(AC) = e & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB),
âåêòîð(AC)) = de(a2 + b2 + c2)/(2ab))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèå äâà -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Èñïîëüçîâàíèå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò.

∀Kabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(a, K) = (b, c) & êîîðä(d,K) = (e, f) →
ñêàëóìíîæ(a, d) = be + cf)

∀Kabcdefgh(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(a, K) = (b, c, g) & êîîðä(d,K) = (e, f, h) →
ñêàëóìíîæ(a, d) = be + cf + gh)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Âåêòîðíîå óìíîæåíèå

1. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

(a) Óìíîæåíèå íà íóëåâîé âåêòîð.

∀a(âåêòóìíîæ(a, âåêòîð0) = âåêòîð0)

∀a(âåêòóìíîæ(âåêòîð0, a) = âåêòîð0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ðàâíûå îïåðàíäû.

∀a(âåêòóìíîæ(a, a) = âåêòîð0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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(c) Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ.

∀ab(âåêòóìíîæ(a, b) = −âåêòóìíîæ(b, a))

Âûðàæåíèå "âåêòóìíîæ(b, a)" ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò èñõîäíî-
ìó âûðàæåíèþ. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòîâ çàäà÷ íà îïèñàíèå ëèáî ïðå-
îáðàçîâàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà.

∀ab(âåêòóìíîæ(a,−b) = −âåêòóìíîæ(a, b))

∀ab(âåêòóìíîæ(−b, a) = −âåêòóìíîæ(b, a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(e) Âûíåñåíèå íàðóæó ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.

∀abc(âåêòóìíîæ(ab, c) = a · âåêòóìíîæ(b, c))

∀abc(âåêòóìíîæ(c, ab) = a · âåêòóìíîæ(c, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Óìíîæåíèå íà ñóììó âåêòîðîâ.

∀abc(âåêòóìíîæ(a, b + c) = âåêòóìíîæ(a, b) + âåêòóìíîæ(a, c))

∀abc(âåêòóìíîæ(b + c, a) = âåêòóìíîæ(b, a) + âåêòóìíîæ(c, a))

Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòîâ çàäà÷ íà îïèñàíèå ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Êðîìå òîãî, îí áëîêèðóåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, åñëè a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à b, c - íå ñîäåðæàò. Íàêîíåö, íå äî-
ïóñêàåòñÿ ðàçìåùåíèå ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ îïè-
ñàòåëÿ, ñâÿçûâàþùåãî êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ âûðàæåíèÿ a è íå ñâÿçû-
âàþùåãî ïåðåìåííûõ âûðàæåíèé b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

∀abcd(ñêàëóìíîæ(âåêòóìíîæ(a, b), âåêòóìíîæ(c, d)) =
ñêàëóìíîæ(a, c)ñêàëóìíîæ(b, d)− ñêàëóìíîæ(b, c)ñêàëóìíîæ(a, d))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Óïðîùåíèå âåêòîðíîé ñóììû ñ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì îðòîãîíàëüíûõ
âåêòîðîâ.

∀abcpqr(¬(ñêàëóìíîæ(a, c) = 0) & ñêàëóìíîæ(b, c) = 0 &
r = q − ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(c, b)) · p/ñêàëóìíîæ(a, c) →
p · âåêòóìíîæ(b, c) + qc =
p · (ñêàëóìíîæ(c, c)/ñêàëóìíîæ(a, c)) · âåêòóìíîæ(b, a) + rc)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ íà ýòàïå ðåäàêòèðî-
âàíèÿ îòâåòà ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà
îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ âíóò-
ðè âûðàæåíèÿ q ïîäâûðàæåíèÿ a, îòëè÷íîãî îò âûðàæåíèé b, c è ÿâëÿþùå-
ãîñÿ îïåðàíäîì ñêàëÿðíîãî ëèáî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèå r êîðî÷å âûðàæåíèÿ q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(i) Âëîæåííûå âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

∀abc(âåêòóìíîæ(âåêòóìíîæ(a, b), c) = −(ñêàëóìíîæ(b, c) · a) +
ñêàëóìíîæ(a, c) · b)
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∀abc(âåêòóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(b, c)) = ñêàëóìíîæ(a, c) · b)−
ñêàëóìíîæ(a, b) · c)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé

(a) Ðàâåíñòâî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íóëåâîìó âåêòîðó.
∀ab(âåêòóìíîæ(a, b) = âåêòîð0↔ êîëëèíåàðíû(a, b))

Âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò çàãîëîâêà "âåêòóìíîæ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(b) Ðàâåíñòâî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íóëåâîìó âåê-
òîðó.
∀abcpqr(¬(ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(b, c)) = 0) & (¬(p = 0) ∨ ¬(q = 0) ∨
¬(r = 0)) → ¬(p·âåêòóìíîæ(a, b)+q ·âåêòóìíîæ(b, c)+r ·âåêòóìíîæ(a, c) =
âåêòîð0))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñîìíîæèòåëè âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ.
∀abc(¬(êîëëèíåàðíû(a, b)) → êîëëèíåàðíû(c, âåêòóìíîæ(a, b)) ↔
ñêàëóìíîæ(a, c) = 0 & ñêàëóìíîæ(b, c) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîìíîæèòåëÿì.

∀abc(a = âåêòóìíîæ(b, c) → óãîëìåæäó(a, b) = π/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(a, b)". Íîðìàëèçàòîð îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè íå óñìàòðèâàåò, ÷òî ýòî ïîäâûðàæåíèå ðàâíî π/2. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abc(a = âåêòóìíîæ(b, c) → óãîëìåæäó(a, ) = π/2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀bc(óãîëìåæäó(âåêòóìíîæ(b, c), b) = π/2)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "óãîë-
ìåæäó(âåêòóìíîæ(b, c),b)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀bc(óãîëìåæäó(âåêòóìíîæ(b, c), c) = π/2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abc(âåêòóìíîæ(a, b) ⊥ a)

∀abc(âåêòóìíîæ(a, b) ⊥ b)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå, ëèáî â çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "ïðèìåð", ïîäâûðàæåíèÿ "âåêòóìíîæ(a, b)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 4.



1.2. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè 49

4. Äëèíà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

∀abc(c = óãîëìåæäó(a, b) → äëèíà(âåêòóìíîæ(a, b)) = äëèíà(a)äëèíà(b) sin c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð"; åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóãîëìåæ-
äó". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

5. Âûðàæåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû.

∀ABKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) → êîîðä(âåêòóìíîæ(A, B), K) = (bf − ce, cd− af, ae−
bd))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "âåêòóìíîæ(A, B)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Âûðàæåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÷åðåç êîîðäèíàòû åãî âåðøèí â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

∀ABCKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (d, e, f) & p = bf − ce & q = cd − af & r = ae − bd →
S(ôèãóðà(ABC)) =

√
p2 + q2 + r2/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "S(ôèãóðà(ABC))". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Ïåðåä èõ îáðàáîòêîé ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîñûëêè âèäà "êîîðä(X,
K) = (u, v, w)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Âûðàæåíèå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

∀ABCD(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(AC)) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD)
& ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(BD) → S(ôèãóðà(ABDC)) =
äëèíà(âåêòóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "S(ôèãóðà(ABDC))". Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

8. Ðàçëîæåíèå íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ïî áàçèñó èç âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

∀abcpqrx(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) & ¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) &
Âåêòîð(x) → p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & x = p · âåêòóìíîæ(a, b) + q ·
âåêòóìíîæ(b, c) + r · âåêòóìíîæ(c, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(x, a)". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò"
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îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ äâóõ ðàâåíñòâ â ïîñûëêàõ, ñîäåð-
æàùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(x, b)" è "óãîëìåæäó(x, c)".
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c
ðàçëè÷íû è íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå x èìååò òèï "íåèçâ". Âû-
ðàæåíèå a ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ b, à âûðàæåíèå b -
âûðàæåíèþ c. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå p, q, r. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 8.

9. Ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè, åñëè â âûðàæåíèè
îäíîãî èç âåêòîðîâ âñòðå÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ó÷àñòèåì äðóãîãî
âåêòîðà.

∀abp(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) → óãîëìåæäó(a, b) = p ↔ äëèíà(a)äëèíà(b) cos p =
ñêàëóìíîæ(a, b) & 0 ≤ p & 0 ≤ π − p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå b èìååò ïîäâûðàæåíèå âèäà "âåêòóìíîæ(a, x)"
ëèáî "âåêòóìíîæ(x, a)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

10. Âûðàæåíèå âåêòîðà ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ.

∀ABCapq(Âåêòîð(a) & a ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & äëèíà(a) = pS(ôèãóðà(ABC)) →
a = q · âåêòóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC)) & q − ÷èñëî & |q| = p/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûå äâà - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AB)" è "âåêòîð(AC)"
óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âåêòóìíîæ".
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

(a) Îäèíàêîâûå îïåðàíäû.

∀ab(ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(a, b)) = 0)

∀ab(ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(b, a)) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ.

∀abc(ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(b, c)) = ñêàëóìíîæ(b, âåêòóìíîæ(c, a)))

∀abc(ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(c, b)) = ñêàëóìíîæ(b, âåêòóìíîæ(a, c)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò çàìåíÿåìîìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âûðàæåíèå óñëîâèÿ êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ ÷åðåç ðàâåíñòâî íóëþ ñìå-
øàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

∀abc(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) → êîìïëàíàðíû(a, b, c) ↔
ñêàëóìíîæ(a, âåêòóìíîæ(b, c)) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé b, c èìååò çàãîëîâîê
"âåêòóìíîæ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Â íåé òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû íåêîòîðàÿ ïîñûëêà ñîäåðæàëà ïîäâû-
ðàæåíèå "âåêòóìíîæ(b, c)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.
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(d) Èñêëþ÷åíèå óñëîâèÿ "íàïðàâëåíèå(. . .)" ñ ïîìîùüþ ñìåøàííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ.
∀abcd(íàïðàâëåíèå(a, b, c, d) ↔
0 < ñêàëóìíîæ(c, âåêòóìíîæ(a, b))ñêàëóìíîæ(d, âåêòóìíîæ(a, b)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Òîæäåñòâî äëÿ âåêòîðíîé ñóììû ñ ÷åòûðüìÿ ñìåøàííûìè ïðîèçâåäåíèÿ-
ìè.
∀abcd(ñêàëóìíîæ(âåêòóìíîæ(a, b), c)d = ñêàëóìíîæ(âåêòóìíîæ(d, b), c)a +
ñêàëóìíîæ(âåêòóìíîæ(d, c), a)b + ñêàëóìíîæ(âåêòóìíîæ(d, a), b)c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìûé òåðì çàäà÷è óæå
èìååò âõîæäåíèÿ ïîäâûðàæåíèé "pa, qb, rc" äëÿ ïîäõîäÿùèõ ÷èñëåííûõ
ìíîæèòåëåé p, q, r, è íå èìååò îòëè÷íîãî îò ïðåîáðàçóåìîãî âõîæäåíèÿ
ïîäâûðàæåíèÿ âèäà "sd", ãäå s - ÷èñëåííûé ìíîæèòåëü. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Óñìîòðåíèå â îïðåäåëèòåëå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñìåøàí-
íûõ ïðîèçâåäåíèé.

∀abcxyz(det

 ñêàëóìíîæ(x, a) ñêàëóìíîæ(x, b) ñêàëóìíîæ(x, c)
ñêàëóìíîæ(y, a) ñêàëóìíîæ(y, b) ñêàëóìíîæ(y, c)
ñêàëóìíîæ(z, a) ñêàëóìíîæ(z, b) ñêàëóìíîæ(z, c)

 =

ñêàëóìíîæ(âåêòóìíîæ(a, b), c)ñêàëóìíîæ(âåêòóìíîæ(x, y), z))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìâåêòóìíîæ".

(a) Óìíîæåíèå íà íóëåâîé âåêòîð.
∀a(âåêòóìíîæ(âåêòîð0, a) = âåêòîð0)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ðàâíûå îïåðàíäû.
∀a(âåêòóìíîæ(a, a) = âåêòîð0)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ.
∀ab(âåêòóìíîæ(a, b) = −âåêòóìíîæ(b, a))

Âûðàæåíèå a íå ïðåäøåñòâóåò â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âûðàæåíèþ
b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà.
∀ab(âåêòóìíîæ(−b, a) = −âåêòóìíîæ(b, a))

∀ab(âåêòóìíîæ(a,−b) = −âåêòóìíîæ(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Âûíåñåíèå íàðóæó ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.
∀abc(âåêòóìíîæ(c, ab) = a · âåêòóìíîæ(c, b))

∀abc(âåêòóìíîæ(ab, c) = a · âåêòóìíîæ(b, c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Óìíîæåíèå íà ñóììó âåêòîðîâ.
∀abc(âåêòóìíîæ(b + c, a) = âåêòóìíîæ(b, a) + âåêòóìíîæ(c, a))

∀abc(âåêòóìíîæ(a, b + c) = âåêòóìíîæ(a, b) + âåêòóìíîæ(a, c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Îðèåíòàöèÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ

1. Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ.

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) → îðèåíòàöèÿ(K, (A, B)) =
sg(ad− bc))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îðèåíòàöèÿ(K, (a, b))". Àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

∀ABCKabcdefpqr(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) & êîîðä(C, K) =

(p, q, r) → îðèåíòàöèÿ(K, (A, B, C)) = sgdet

 a b c
d e f
p q r

)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

2. Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.

∀ABKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) → îðïëîùàäü(K, A, B) = ad− bc)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îðïëîùàäü(K, A, B)". Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

∀Kaxy(ïðÿìêîîðä(K) → x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & êîîðä(a, K) = (x, y))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îðïëîùàäü(K, b, c)". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò"
îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè âûðàæåíèÿ b ëèáî c ïîä-
âûðàæåíèÿ a, èìåþùåãî çàãîëîâîê "âåêòîð". Íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè ïîêà íå ïîçâîëÿþò íàéòè êîîðäèíàòíûé íàáîð âåêòîðà a â ñèñòåìå
êîîðäèíàò K. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå x, y äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò
äàííîãî âåêòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.

∀ABCKabcdefpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f)

& êîîðä(C, K) = (p, q, r) → îðîáúåì(K, A, B, C) = det

 a b c
d e f
p q r

)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îðîáúåì(K, A, B, C)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKPabcdefpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàëëåëåïèïåä(P ) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), P )
& ðåáðî(îòðåçîê(AC), P ) & ðåáðî(îòðåçîê(AD), P ) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
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(a, b, c) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (p, q, r)
& ðàçíûåòî÷êè(B, C) & ðàçíûåòî÷êè(B, D) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) →

îáúåì(P ) = |det

 a b c
d e f
p q r

 |)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îáúåì(P )". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀Kaxyz(ïðÿìêîîðä(K) → x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & êîîðä(a, K) =
(x, y, z))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îðîáúåì(K, b, c, d)". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò"
îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè îäíîãî èç âûðàæåíèé b, c, d
ïîäâûðàæåíèÿ a, èìåþùåãî çàãîëîâîê "âåêòîð". Íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè ïîêà íå ïîçâîëÿþò íàéòè êîîðäèíàòíûé íàáîð âåêòîðà a â ñèñòåìå
êîîðäèíàò K. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå x, y, z äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîîðäè-
íàò äàííîãî âåêòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ îðèåíòàöèÿ
ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèáî îðèåíòèðîâàííûé óãîë.

∀Kabxy(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & a ⊥ b → x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & 0 < x & 0 < y & êîîðä(a, K) = (x, 0, 0) & êîîðä(b, K) = (0, y, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îðèåíòàöèÿ(K, (a, e, c))". Ïîðÿäîê ýëå-
ìåíòîâ íàáîðà (a, e, c) ïðè èäåíòèôèêàöè íåñóùåñòâåíåí. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ K âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ òîëüêî â êà÷åñòâå îïåðàí-
äà ñèìâîëîâ "ïðÿìêîîðä", "îðèåíòàöèÿ". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà a îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå x, y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Kaxy(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(a) → x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & êîîðä(a, K) =
(x, y))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "îðèåíòàöèÿ(K, (a, b))". Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ
íàáîðà (a, b) íåñóùåñòâåíåí. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå x, y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀Kaxyz(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(a) → x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
êîîðä(a, K) = (x, y, z))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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∀ABCKabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & Âåêòîð(a) &
îðóãîëìåæäó(âåêòîð(AB), a,K) = b → c−÷èñëî & êîîðä(a, K) = (c cos b, c sin b)
& 0 ≤ c)

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ
"îðóãîëìåæäó(d, e, K)". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå âåêòîðà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî çàäàííîìó âåêòîðó

∀ABCDapq(a = âåêòîð(AB) & àêòèâ(âåêòîð(CD)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, C) & pl(AB) = ql(AC) → âåêòîð(AC) = (p/q)a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äîïóñêàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé
ïîðÿäîê îïåðàíäîâ C, D. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà

∀ABa(âåêòîð(AB) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïîäâûðàæåíèÿ
"âåêòîð(AB)". Ëèáî ýòî ïîäâûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè ðàâåíñòâà, èìåþùåãî
õîòÿ áû îäíî äðóãîå âõîæäåíèå ñèìâîëà "âåêòîð", ëèáî â çàäà÷å ââåäåí ñïèñîê íåèç-
âåñòíûõ. Åñëè óñëîâèå èìååò íåñêîëüêî ïîäâûðàæåíèé "âåêòîð(. . .)", òî âûáèðàåòñÿ
èìåþùåå áîëüøå âõîæäåíèé â ïîñûëêè çàäà÷è. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ a,
êîòîðàÿ îáúÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïàðàìåòðîì, ò.å. äî îïðåäåëåíèÿ åå çíà÷åíèÿ
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èçâåñòíàÿ. Óðîâåíüñ ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDa(àêòèâ(âåêòîð(AB)) & àêòèâ(âåêòîð(CD)) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) →
a = âåêòîð(AC))



1.2. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ âåêòîðàìè 55

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "àêòèâ(âåêòîð(PQ))", òàêàÿ, ÷òî ïðÿìàÿ
PQ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé AC, à âåêòîð PQ óæå èçâåñòåí. Êîëè÷åñòâî ðàâåíñòâ â ïî-
ñûëêàõ, îïðåäåëÿþùèõ âñïîìîãàòåëüíûå âåêòîðíûå ïàðàìåòðû, ìåíüøå 2. Åñëè òèï
çàäà÷è - "äîêàçàòü", òî âûðàæåíèå "âåêòîð(AC)" íå âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâèè. Â çàäà-
÷àõ íà èññëåäîâàíèå òèïà êðèâîé ëèáî ïîâåðõíîñòè ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Âûðàæåíèÿ
"âåêòîð(AC)" è "âåêòîð(CA)" íå èçâåñòíû, íî íå èìåþò òèïà "âíåøíåèçâ". Ïðèåì
ââîäèò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 13. Â íåé äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî
ðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ ðàíåå ââåäåííûå âåêòîðíûå ïàðàìåòðû, ïîäíÿòî äî 6.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìâåêòîð"

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåí-
ñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ a ñëóæèò ñèìâîë "âåêòîð", ïðè÷åì
ýòî âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå íóëåâîãî âåêòîðà.

∀A(âåêòîð(AA) = âåêòîð0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûðàæåíèå âåêòîðà ÷åðåç âåêòîðíûå ïàðàìåòðû.

∀ABCab(âåêòîð(AB) = a & âåêòîð(AC) = b → âåêòîð(BC) = b− a)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò
ñèìâîëà "âåêòîð". Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòà-
ðèé "íîðìâåêòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìïëþñâåêò"

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "êîììóòàòèâíî(ïëþñâåêò)", çàãîëîâîê ïðèåìà - "çà-
ìåíà(ñïóñêîïåðàíäîâ íîðìïëþñâåêò)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

Òåîðåìà ïðèåìà - òà æå. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåíà(ëåêñóïîðÿäî÷åíèå íîðì-
ïëþñâåêò)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ñëîæåíèå ñ íóëåì.

∀a(a + âåêòîð0 = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ âåêòîðàìè.

∀abc(ac + bc = (a + b)c)

Ïåðâàÿ ñóììà - âåêòîðíàÿ, âòîðàÿ - îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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5. Ðàñêðûâàíèå âíóòðåííèõ ñêîáîê.

∀abcd(a + b(c + d) = a + bc + bd)

Âñå ñóììû - âåêòîðíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìóìíîæâåêò"

1. Óìíîæåíèå íà 1.

∀a(1 · a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óìíîæåíèå íà 0.

∀a(0 · a = âåêòîð0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà â ÷èñëåííîì ìíîæèòåëå.

∀ab((−a)b = −(ab))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà ïåðåä âåêòîðîì, èìåþùèì ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò.

∀ab(a(−b) = −(ab))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âëîæåííûå óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀abc(a(bc) = (ab)c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð "íîðììèíóñâåêò"

1. Äâîéíîé ìèíóñ.

∀a(Âåêòîð(a) → −− a = a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê âåêòîðíîé ñóììû.

∀ab(−(a + b) = −a− b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ìèíóñ íîëü-âåêòîð.

−âåêòîð0 = âåêòîð0

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Íîðìàëèçàòîð âûíåñåíèÿ çà ñêîáêó îáùåãî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ â âåê-
òîðíîé ñóììå "âåêòôàêòîðèçàöèÿ"

Äàííûé íîðìàëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì, ò.å. åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê
êîðíåâîìó âõîæäåíèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

1. Ñëó÷àé äâóõ ñëàãàåìûõ.

∀abcdpqrs((ap/bq)c + (ar/bs)d = (a/b)((p/q)c + (r/s)d))

Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð" îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ñóììàìè ñ äâóìÿ
ñëàãàåìûìè. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b îòëè÷íî îò åäèíèöû.

2. Ñâåäåíèå ê ñëó÷àþ ñ ìåíüøèì íà åäèíèöó ÷èñëîì ñëàãàåìûõ.

∀abcdepqrs(d = (ra/bs)e → (pa/bq)c + d = (a/b)((p/q)c + (r/s)e))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü d èìååò
çàãîëîâîê "ïëþñâåêò" è îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âåêòôàêòîðèçàöèÿ".
Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b îòëè÷íî îò åäèíèöû.

Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùìèíóñâåêò"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, âíîñÿùèé ìèíóñ â âåêòîðíîå ïðîèçâåäå-
íèå.

∀abc(−(a · âåêòóìíîæ(b, c)) = a · âåêòóìíîæ(c, b))

Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùïëþñâåêò"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ âûíåñåíèåì çà ñêîáêó îáùåãî
ìíîæèòåëÿ:

∀abcdpqrs((ap/bq)c + (ar/bs)d = (a/b)((p/q)c + (r/s)d))

Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b îòëè÷íî îò åäèíèöû.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâåêòîð"

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð èìååò ñòàíäàðòíûå ïðèåìû óñìîòðåíèÿ ðåçóëüòàòà èç áó-
ôåðà, íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ (íàëè÷èå ÿâíîãî óêàçàíèÿ íà âåêòîðíûé òèï
ïåðåìåííîé â ïîñûëêàõ ëèáî âåêòîðíûé òèï çíà÷åíèé îïåðàöèè), à òàêæå ïðèåì
óñìîòðåíèÿ èç òîæäåñòâà â ïîñûëêàõ:

∀ab(Âåêòîð(a) & b = a → Âåêòîð(b))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óñêîðÿþùèå ôèëüòðû îòáðàñûâàþò ðÿä ñëó÷àåâ, êîãäà b çàâå-
äîìî íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà "óñìíåâåêòîð0"

Êðîìå ïðèåìîâ óñìîòðåíèÿ ðåçóëüòàòà èç áóôåðà è íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ,
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèåìû:
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1. Íåíóëåâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

∀abc(¬(ñêàëóìíîæ(a, b) = 0) → ¬(a = âåêòîð0))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(ñêàëóìíîæ(a, b) = c & ¬(c = 0) → ¬(a = âåêòîð0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå èç óñëîâèÿ íåêîëëèíåàðíîñòè ëèáî íåêîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ.

∀ab(¬(êîëëèíåàðíû(a, b)) → ¬(a = âåêòîð0))

∀abc(¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ¬(a = âåêòîð0))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

∀abc(¬(âåêòóìíîæ(a, b) = 0) → ¬(a = âåêòîð0))

∀abc(¬(âåêòóìíîæ(a, b) = 0) → ¬(b = âåêòîð0))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Îòëè÷èå îò íóëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ.

∀ab(¬(êîëëèíåàðíû(a, b)) → ¬(âåêòóìíîæ(a, b) = âåêòîð0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîëëèíåàðíû"

1. Âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííûå âåêòîðû.

∀Kab(âåðòèêíàïð(a, K) & âåðòèêíàïð(b, K) → êîëëèíåàðíû(a, b))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ðàâíûå âåêòîðû.

∀a(êîëëèíåàðíû(a, a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âåêòîðû, çàäàííûå êîíöåâûìè òî÷êàìè.

∀ABCD(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → êîëëèíåàðíû(âåêòîð(AB),
âåêòîð(CD)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Íîðìàëü ê ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ è íàïðàâëåíèå îò òî÷êè ïîäâåñêè ê öåíòðó
âðàùåíèÿ.

∀BCDTabnpst(ãèáêàÿñâÿçü(a, b, s, T ) & íåïîäâ(b, T ) & Ïóòü(a, T ) = Äóãà(C, D, n, p)
& t ∈ T & B = Ìåñòî(b, t) & ðàçíûåòî÷êè(B, C) → êîëëèíåàðíû(n, âåêòîð(BC)))

Ïðèåì âîçíèê ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå. Ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà a â òå÷åíèå âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà T ïîäâåøåíà áåç ïðîâèñàíèÿ
íà ãèáêîé íåðàñòÿæèìîé íèòè s ê íåïîäâèæíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå b, ïðè÷åì
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îïèñûâàåò äóãó îêðóæíîñòè, èìåþùåé öåíòð C è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó D.
Òîãäà âåêòîð n íîðìàëè ê ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè êîëëèíåàðåí âåêòîðó BC, ãäå
B - ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè b. Âòîðîé, ÷åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Îäíîíàïðàâëåííûå âåêòîðû.

∀ab(îäíîíàïðàâëåíû(a, b) → êîëëèíåàðíû(a, b))

∀ab(îäíîíàïðàâëåíû(a,−b) → êîëëèíåàðíû(a, b))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀abk(êîëëèíåàðíû(a, b) → êîëëèíåàðíû(a, kb))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ïðè íåóäà÷å -
íåìåäëåííî âûäàåòñÿ îòêàç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ìèíóñ ïåðåä âåêòîðîì.

∀ab(êîëëèíåàðíû(a, b) → êîëëèíåàðíû(a,−b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîäíîíàïðàâëåíû"

1. Èçìåíåíèå çíàêà.

∀ABc(îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(BA),−c) → îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ðàâíûå âåêòîðû.

∀a(îäíîíàïðàâëåíû(a, a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íàïðàâëåíèå íîðìàëüíîé ðåàêöèè è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè.

∀Aabcdt(A = Ìåñòî(a, t) & íîðìíàïð(A, b, c, t) & îäíîíàïðàâëåíû(c, d) →
îäíîíàïðàâëåíû(d, íîðìðåàêöèÿ(a, b, t)))

Ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå. Â ìîìåíò t ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà a íàõîäèòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êå A. Â ýòîò æå ìîìåíò òî÷êà A
ðàñïîëîæåíà íà îðèåíòèðîâàííîé ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè b, ïðè÷åì âåêòîð
c íàïðàâëåí èç a íàðóæó ïî íîðìàëè ê b. Äëÿ ïðîâåðêè îäíîíàïðàâëåííîñòè
âåêòîðîâ d è âåêòîðà ñèëû íîðìàëüíîé ðåàêöèè, îêàçûâàåìîé îáúåêòîì b íà
îáúåêò a â ìîìåíò t, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà îäíîíàïðàâëåííîñòè âåêòîðîâ
c è d. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âåêòîðû, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè îòðåçêà ê åãî êîíöàì.

∀ABCab(A ∈ îòðåçîê(BC) & îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), a) &
îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AC), b) → îäíîíàïðàâëåíû(a,−b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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5. Íàïðàâëåíèå âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè.

∀Kab(âíèç(a, K) & âíèç(b, K) → îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

∀Kab(ââåðõ(a, K) & ââåðõ(b, K) → îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

∀Kab(âïðàâî(a, K) & âïðàâî(b, K) → îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

∀Kab(âëåâî(a, K) & âëåâî(b, K) → îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDKa(âïåðåä(a, K) & K = (A, B, C,D) → îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AC), a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Îòáðàñûâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà.

∀abk(0 < k & îäíîíàïðàâëåíû(a, b) → îäíîíàïðàâëåíû(a, kb))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀abk(0 < k & îäíîíàïðàâëåíû(a,−b) → îäíîíàïðàâëåíû(a,−(kb)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ðàâåí 0.

∀ab(óãîëìåæäó(a, b) = 0 → îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ íåêîëëèíåàðíîñòè "óñìíåêîëëèí"

1. Óñìîòðåíèå èç íåêîìïëàíàðíîñòè.

∀abc(¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ¬(êîëëèíåàðíû(a, b)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(¬(êîìïëàíàðíû(a, b, c)) → ¬(êîëëèíåàðíû(b− a, c− a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Íåíóëåâûå ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðû.

∀ab(¬(a = âåêòîð0) & ¬(b = âåêòîð0) & a ⊥ b → ¬(êîëëèíåàðíû(a, b)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ êîìïëàíàðíîñòè "óñìêîìïëàí"

1. Íóëåâîé âåêòîð.

∀ab(êîìïëàíàðíû(a, b, âåêòîð0))

∀ab(êîìïëàíàðíû(a, âåêòîð0, b))

∀ab(êîìïëàíàðíû(âåêòîð0, a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Ïðîïîðöèîíàëüíûå âåêòîðû.

∀abpq(êîìïëàíàðíû(pa, qa, b))

∀abpq(êîìïëàíàðíû(pa, b, qa))

∀abpq(êîìïëàíàðíû(b, pa, qa))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îäèí èç âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóõ äðóãèõ.

∀abcpq(êîìïëàíàðíû(a, b, pa + qb))

∀abcpq(êîìïëàíàðíû(a, pa + qb, b))

∀abcpq(êîìïëàíàðíû(pa + qb, a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðû.

∀Kabc(ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) & ãîðèçïëîñêâåêò(b, K) & ãîðèçïëîñêâåêò(c, K) →
êîìïëàíàðíû(a, b, c))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "ãîðèçïëîñêâåêò(X, K)". Ïîñëå ýòîãî àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ íåêîìïëàíàðíîñòè "óñìíåêîìïëàí"

Â ýòîì îïåðàòîðå èìååòñÿ âñåãî äâà ïðèåìà - èçâëå÷åíèÿ ðåçóëüòàòà èç áóôåðà è
íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "ñòàíäñëåäñòâèå".

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðÿìûõ è âåêòîðîâ
"óñìîðòîãîíàëüíû"

1. Óñìîòðåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.

∀abc(a = b & b ⊥ c → a ⊥ c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

∀ab(âåêòóìíîæ(a, b) ⊥ a)

∀ab(âåêòóìíîæ(a, b) ⊥ b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.

∀ab(a ⊥ b → a ⊥ −b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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4. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà óãëà íóëþ ëèáî ïè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & óãîëìåæäó(âåêòîð(CD), E) = 0 →
âåêòîð(AB) ⊥ E)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDab(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AB)) = 0 &
óãîëìåæäó(b, âåêòîð(CD)) = 0 → a ⊥ b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", äâà äðóãèõ - èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè. Âìåñòî íóëåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà äîïóñêàþòñÿ ñèìâîëû π.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abc(óãîëìåæäó(a, b) = 0 & b ⊥ c → a ⊥ c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âìåñòî íóëÿ â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë π. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Âåðòèêàëüíûé è ãîðèçîíòàëüíûé âåêòîðû.

∀Kab(ïðÿìêîîðä(K) & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) & âåðòèêíàïð(b, K) → a ⊥ b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ñèëà òðåíèÿ è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè.

∀Aabcdt(A = Ìåñòî(a, t) & íîðìíàïð(A, b, c, t) & êîëëèíåàðíû(c, d) →
d ⊥ ñèëàòðåíèÿ(a, b, t))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ðàäèóñ, ïðîâåäåííûé â òî÷êó êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDEF (îêðóæíîñòü(AB)âïèñàíà â ôèãóðà(CDE) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ ïðÿìàÿ(CE) → ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AF ))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïîðÿäîê èäåíòè-
ôèêàöèè âåðøèí òðåóãîëüíèêà - ïðîèçâîëüíûé. Ñëåäóþùèå äâà àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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1.3 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò

1.3.1 Êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

Ðàâåíñòâà äëÿ êîîðäèíàò îðèåíòèðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü ïîä-
ñòàíîâêà ÿâíûõ çíà÷åíèé ýòèõ êîîðäèíàò.

∀ABab((a, b) = êîîðä(A, B) ↔ êîîðä(A, B) = (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùåé êîììåíòàðèÿ "îðèåíòà-
öèÿðàâåíñòâà". Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ òàêèì êîììåíòàðèåì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òî÷åê â òåðìèíàõ ðàâåíñòâà êîîð-
äèíàò

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) → A = B ↔ a = c & b = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "çàìåùåíèå". Ýòî ïîäóòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b, c, d - íå ñîäåðæàò. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îòîæäåñòâëåíèå òî÷åê, èìåþùèõ îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû

∀ABKc(A = ò÷êîîðä(K, c) & B = ò÷êîîðä(K, c) → A = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Êîîðäèíàòû òî÷êè, çàäàííîé ñâîèìè êîîðäèíàòàìè

∀Ka(êîîðä(ò÷êîîðä(K, a)) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: êîîðäèíàòû ðàçëè÷íûõ òî÷åê îäèíàêîâû

∀ABKab(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (a, b) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "êîíòðîëü". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè÷è-
òåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îñè êîîðäèíàò

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ è óãëà ìåæäó íèìè.

∀ABCK(K = (A, B, C) → àêòèâ(∠(BAC)))

∀ABCK(K = (A, B, C) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCK(K = (A, B, C) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))
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Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìîâ ïðè óñìîòðåíèè
âûðàæåíèÿ "êîîðä(a, K)" â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ëèáî â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà"
áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû ïåðåä êîìïèëÿöèåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Íà÷àëî êîîðäèíàò.

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(A, K) = (0, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Òî÷êà íà îñè êîîðäèíàò.

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(B, K) = (1, 0))

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(C, K) = (0, 1))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, D) →
êîîðä(D, K) = (l(AD)/l(AB), 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ
ê ïîñûëêå âèäà "ðàâíî(êîîðä(D, K) íàáîð(. . .))". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû
1, 4 è 5.

∀ABCDK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, C,D) →
êîîðä(D, K) = (0, l(AD)/l(AC)))

∀ABCDK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A ∈ îòðåçîê(BD) →
êîîðä(D, K) = (−l(AD)/l(AB), 0))

∀ABCDK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CD) →
êîîðä(D, K) = (0,−l(AD)/l(AC)))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.



1.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò 65

∀ABCDK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → àêòèâ(l(AD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)" â çàäà÷å íà
äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "êëàññ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → àêòèâ(l(AD)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & êîîðä(D, K) = (a, b) → a = 0)

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(D, K) = (a, b) → b = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî íåêîíñòàíòíîå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îñè êîîðäèíàò.

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (0, a) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
D − òî÷êà→ D ∈ ïðÿìàÿ(AC))

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, 0) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) &
D − òî÷êà→ D ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Êîîðäèíàòû òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè êîîðäèíàò.
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∀ABCDEK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
îäíàñòîðîíà(B, E, ïðÿìàÿ(AD)) & êîîðä(E, K) = (a, b) → al(AB) = l(DE))

∀ABCDEK(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàçíûåñòîðîíû(B, E, ïðÿìàÿ(AD)) & êîîðä(E, K) = (a, b) → −al(AB) = l(DE))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è
òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ DE íå èìååò íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabcd(K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) & êîîðä(E, K) = (c, d) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) → a = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ DE è AC ðàçëè÷íû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Ïðîåêöèè òî÷åê íà îñè êîîðäèíàò.

(a) Ïðîâåäåíèå èç òî÷êè ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò.

∀ABCDEK(D − òî÷êà & K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà
âèäà "ðàâíî(êîîðä(D, X) íàáîð(. . .))", ïðè÷åì íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä"
òîæå íå íàõîäèò êîîðäèíàòíûé íàáîð "êîîðä(D, K)". Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D ïðÿìîé AC. ×åðåç ýòó òî÷êó íå ïðîâåäåíà ïðÿ-
ìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé AB è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ AC ïî âûäåëåííîé
òî÷êå. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEK(D − òî÷êà & K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) →
E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCDEK(D − òî÷êà & K = (A, B, C) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîä-
âûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Ïðî÷èå îãðàíè÷åíèÿ íà ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà - òàêèå æå, êàê è âûøå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCDEK(D − òî÷êà & K = (A, B, C) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(b) Âûðàæåíèå êîîðäèíàò ÷åðåç äëèíû ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, ðàñïîëîæåí-
íûõ ïî îñÿì êîîðäèíàò.

∀ABCDEFK(K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, C, F ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) → êîîðä(D, K) =
(l(AE)/l(AB), l(AF )/l(AC)))
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∀ABCDEFK(K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CE) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, F ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) → êîîðä(D, K) =
(l(AF )/l(AB),−l(AE)/l(AC)))

∀ABCDEFK(K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(BF ) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, C,E) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) → êîîðä(D, K) =
(−l(AF )/l(AB), l(AE)/l(AC)))

∀ABCDEFK(K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CE) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A ∈ îòðåçîê(BF ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) → êîîðä(D, K) =
(−l(AF )/l(AB),−l(AE)/l(AC)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîä-
âûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âû-
ðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)" íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä" íå èìååò çàãîëîâêà
"íàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ïðîåêöèè òî÷êè íà îñü êîîðäèíàò.
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∀ABCDEKab(K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) → êîîðä(E, K) = (a, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, äâà
ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
E äî íåêîòîðîé äðóãîé òî÷êè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D
ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDEKab(K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → êîîðä(E, K) = (0, b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè ïî êîîðäèíàòàì ïðîåêöèé.

∀ABCDEFKab(K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(D, K) = (0, b) & êîîðä(E, K) = (a, 0) → êîîðä(F, K) = (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò è äâà ïîñëåäíèõ -
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ
a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(e) Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, ëåæàùåé íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ, ïàðàë-
ëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò, åñëè íà êàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ óæå èìååòñÿ
òî÷êà ñ èçâåñòíûìè êîîðäèíàòàìè.

∀ABCDEFGHabcd(K = (D, E, F ) & ïðÿìàÿ(AH) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
ïðÿìàÿ(BG) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) →
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C − òî÷êà & C ∈ ïðÿìàÿ(AH) & C ∈ ïðÿìàÿ(BG) & êîîðä(C, K) = (a, d))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò è äâà ïîñëåäíèõ - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íà ïðÿìîé AH âûäåëåíà îòëè÷íàÿ
îò A òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Àíàëîãè÷íî, íà
ïðÿìîé BG âûäåëåíà îòëè÷íàÿ îò B òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé âñòðå÷à-
þòñÿ â ïîñûëêàõ. Òî÷êà C ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AH è BG ïîêà íå ââåäåíà,
è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Áèññåêòðèñû êîîðäèíàòíûõ óãëîâ.

∀ABCDEKab(K = (A, B, C) & áèññåêòðèñà(BACD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
êîîðä(E, K) = (a, b) → a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå óòâåð-
æäåíèå íåêîíñòàíòíîå (èìååò õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ). Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFKab(K = (A, B, C) & A ∈ îòðåçîê(BD) & áèññåêòðèñà(CADE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & êîîðä(F, K) = (a, b) → a = −b)

∀ABCDEFKab(K = (A, B, C) & A ∈ îòðåçîê(CD) & áèññåêòðèñà(BADE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AE) & êîîðä(F, K) = (a, b) → a = −b)

Ïåðâûé, òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - äëèíû êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà.

∀ABCKa(K = (A, B, C) → a = l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(X, K). Ðàññòîÿíèå AB íå èçâåñòíî è
íå èìååò òèïà "âíåøíåèçâ". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ïðÿìêîîðä(K)". Ïðèåì
ââîäèò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð a, êîòîðûé âðåìåííî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà. Åñëè ýòîò ïàðàìåòð âîéäåò â íàéäåííûé îòâåò, òî îí
áóäåò äàëåå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåèçâåñòíûé, è ðåøåíèå çàäà÷è ïðîäîëæèòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCKa(K = (A, B, C) → a = l(AC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé

1. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîé äðóãîé òî÷êå.

∀ABCDEFG(ðîìá(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
êîîðä(E, K) = (a, b) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(F, K) = (c, d) →
G− òî÷êà & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(G, K) = (2a− c, 2b− d))
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Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé, òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", øåñòîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ êîîðäèíàòû ìíî-
æåñòâà òî÷åê ïðÿìîé CD, îäíàêî óðàâíåíèå ïðÿìîé ïîêà íå íàéäåíî. Èçâåñòíû
êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé CD. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ,
÷òî êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè ýòîé ïðÿìîé ðàâíû (2a−c, 2b−d). Ïðèåì ââî-
äèò â ðàññìîòðåíèå íîâóþ òî÷êó G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCKabcd(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BC) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) → êîîðä(C, K) = (2c− a, 2d− b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(C, K)". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåí-
òà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïåðâûõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñåðåäèíû îòðåçêà.

∀ABCKabcd(B ∈ îòðåçîê(AC) & l(AB) = l(BC) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(C, K) = (c, d) → êîîðä(B, K) = ((a + c)/2, (b + d)/2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, äâà ïåðâûõ
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Êîîðäèíàòû òî÷êè, äåëÿùåé îòðåçîê â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCKabcdpq(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(C, K) = (c, d) & B ∈ îòðåçîê(AC) &
pl(AB) = ql(BC) & ¬(p + q = 0) →
êîîðä(B, K) = ((ap + cq)/(p + q), (bp + dq)/(p + q)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì, ïÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q
íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü âûâîäèìîãî
ðàâåíñòâà èìååò áîëåå 100 ñèìâîëîâ, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

∀AKabcdpq(¬(p + q = 0) → (A ∈ îòðåçîê(ò÷êîîðä(K, (a, b))ò÷êîîðä(K, (c, d))) &
pl(Aò÷êîîðä(K, (a, b))) = ql(Aò÷êîîðä(K, (c, d)))) ↔
A = ò÷êîîðä(K, ((cp + qa)/(p + q), ((dp + qb)/(p + q)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.



72 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

4. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, ëåæàùåé íà ëó÷å, åñëè èçâåñòíû îòíîøåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèé åå è äðóãîé òî÷êè ëó÷à äî íà÷àëà ëó÷à.

∀ABCKabcdpq(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
pl(AB) = ql(AC) & ¬(q = 0) → êîîðä(C, K) = (a + (c− a)p/q, b + (d− b)p/q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòå-
çàòîðîì, ïÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q íå èìåþò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Êîîðäèíàòíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îòðåçêó.

∀ABCKabcd(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(CB), K) = (c, d) → C ∈ îòðåçîê(AB) ↔ 0 ≤ ac & 0 ≤ bd)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Íå äîïóñêàþòñÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå öåëü "èññëåäîâàòü".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è òðåòèé - óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòè-
ôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Èçâëå÷åíèå íåðàâåíñòâà äëÿ êîîðäèíàò èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè îò-
ðåçêó.

∀ABCKabcdef (B ∈ îòðåçîê(AC) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (e, f) → 0 ≤ (c− a)(e− c) + (d− b)(f − d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ñóì-
ìà â ïðàâîé ÷àñòè âûâîäèìîãî íåðàâåíñòâà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå", à ñàìî íåðàâåíñòâî - íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðììåíüøåèëèðàâíî". Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïðÿìîé.

∀ABCKabcdxy(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(C, K) = (x, y) → (c− a)(y − b) = (d− b)(x− a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé x, y - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCKabcde(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(B, K) = (a, b) & êîîðä(C, K) = (a, c) &
êîîðä(A, K) = (d, e) → a = d)

∀ABCKabcde(A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(B, K) = (b, a) & êîîðä(C, K) = (c, a) &
êîîðä(A, K) = (d, e) → a = e)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòî-
ðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â ïåðâîì àíòåöåäåíòå
âìåñòî ñèìâîëà "îòðåçîê" äîïóñêàåòñÿ ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî
íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.
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8. Êîîðäèíàòû òî÷êè, ëåæàùåé íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ.

∀ABCDEKabcdpqrs(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c, d) & êîîðä(D, K) = (p, q) &
êîîðä(âåêòîð(DE), K) = (r, s) & m = cs − rd & ¬(m = 0) → êîîðä(C, K) =
(p + r(c(b− q)− d(a− p))/m, q + s(c(b− q)− d(a− p))/m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(C, K)". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q, r, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêî-
îðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ êîîðä(C, K).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé îò-
ñóòñòâóåò óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà", à òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Â îñòàëüíîì âåðñèè ñîâïàäàþò.

9. Êîîðäèíàòû òî÷åê íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDKabcdpquv(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC))
& êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b) & pl(AB) = ql(CD) & êîîðä(C, K) = (c, d) &
¬(q = 0) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (u, v) & ¬(bu − av = 0) → êîîðä(D, K) =
(c + ap/q, d + bp/q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé, øåñòîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Òðåòèé,
ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðà-
æåíèÿ a, b, c, d, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD
ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKabcdpquv(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC))
& êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b) & l(CD) = p &

√
a2 + b2 = q & êîîðä(C, K) =

(c, d) & ¬(q = 0) → êîîðä(D, K) = (c + ap/q, d + bp/q))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà òàêîé æå, êàê è âûøå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
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ìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

10. Óñìîòðåíèå öåíòðà òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà.

∀ABCKabcdefpq(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (e, f) & 3p − a − c = 0 & 3q − b − d = 0 → ò÷êîîðä(K, (p, q)) =
Öåíòð(ôèãóðà(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì. Îíî ñî-
äåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, à çàìåíÿþùåå - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Êîîðäèíàòû ìíîæåñòâà òî÷åê

1. Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ìíîæåñòâó, çàäàííîìó ÷åðåç êîîðäèíàòû.

∀AKab(ò÷êîîðä(K, (a, b)) ∈ òî÷êè(A, K) ↔ (a, b) ∈ A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKPab(êîîðä(A, K) = (a, b) & A ∈ B & êîîðä(B, K) = setxy(P (x, y)) → P (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ P - ôóíêöèîíàëüíàÿ, ò.å.
P (x, y) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì óòâåðæäåíèåì. Äëÿ áëîêèðîâêè ïî-
âòîðíûõ ñðàáàòûâàíèé ïîñûëêà, èäåíòèôèöèðîâàííàÿ ñ ïîñëåäíèì àíòåöåäåí-
òîì, ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì (íîðìêîîðä A). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

2. Óñìîòðåíèå ñîâïàäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ ïåðå-
îáîçíà÷åíèåì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ.

∀ABKf (êîîðä(A, K) = setxy(f(x, y)) & êîîðä(B, K) = setuv(f(u, v)) → A = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ f - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿ-
þùèé ðàâåíñòâî äëèí âûðàæåíèé "êëàññ(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

3. Ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ ìíîæåñòâà òî÷åê ÷åðåç ìíîæåñòâî ïàð êîîðäèíàò.

∀FKab(setX(X − òî÷êà & ∃z(êîîðä(X, K) = (a(z), b(z)) & F (z))) =
òî÷êè(setxy(∃z(F (z) & x = a(z) & y = b(z))), K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðåìåííûå a, b, F -
ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ z èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé
ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Ïåðåìåííàÿ K íå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïàðàìåò-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀KQpq(setA(∃t(A = ò÷êîîðä(K, (p(t), q(t))) & Q(t))) =
òî÷êè(setxy(∃t(Q(t) & x = p(t) & y = q(t))), K))
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Ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðåìåííûå p, q, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ
t èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

4. Óñìîòðåíèå óðàâíåíèé ïðîñòåéøèõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè.

Åñëè ÿâíî íå ãîâîðèòñÿ ïðîòèâíîå, ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "êëàññ".

(a) Óñìîòðåíèå îêðóæíîñòè.

∀Kabcdpr(ïðÿìêîîðä(K) & ¬(a = 0) & p = −d/a + (b2 + c2)/(4a2) &
0 < p & r =

√
p → setA(A− òî÷êà & ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &

êîîðä(A, K) = (x, y) & ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0)) =
îêð(ò÷êîîðä(K, (−b/(2a),−c/(2a))), r))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàç-
ðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ b, c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé âìåñòî óêà-
çàòåëåé "ïîäñòàíîâêà" èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "ãðóïïèðîâêà". Îíè îçíà-
÷àþò, ÷òî êîýôôèöèåíòû b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Â îñòàëüíîì âåðñèè ñîâïàäàþò.

∀Kabcdpr(ïðÿìêîîðä(K) & ¬(a = 0) & p = −d/a + (b2 + c2)/(4a2) →
setA(A− òî÷êà & ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & êîîðä(A, K) =
(x, y) & ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0)) =
(îêð(ò÷êîîðä(K, (−b/(2a),−c/(2a))),

√
p) ïðè 0 < p, èíà÷å

({ò÷êîîðä(K, (−b/(2a),−c/(2a)))} ïðè p = 0, èíà÷å ∅)))
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Êîýôôèöèåíòû b, c âûäåëåíû óêàçàòåëÿìè "ãðóïïèðîâ-
êà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Óñìîòðåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé îñè.

∀ABCKa(êîîðä(A, K) = setxy(x = a & y−÷èñëî) → B = ò÷êîîðä(K, (−a, 0))
& C = ò÷êîîðä(K, (−a, 1)) & A = ïðÿìàÿ(BC))

∀ABCKa(êîîðä(A, K) = setyx(x = a & y−÷èñëî) → B = ò÷êîîðä(K, (0,−a))
& C = ò÷êîîðä(K, (1,−a)) & A = ïðÿìàÿ(BC))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè". Òàêàÿ öåëü îçíà-
÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü áåñêîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê.
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "A = X", ãäå âûðàæåíèå X íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëà "òî÷êè". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå B, C. Âûâîäèìûå ðàâåí-
ñòâà ñíàáæàþòñÿ êîììåíòàðèåì "áëîê", áëîêèðóþùèì ïðèìåíåíèå ýòèõ
ðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEKa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(D, E) → setX(X − òî÷êà &
∃y(y − ÷èñëî & êîîðä(X, K) = (a, y))) = ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(DE),
ò÷êîîðä(K, (a, 0))))
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∀ABCDEKa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(D, E) → setX(X − òî÷êà &
∃x(x− ÷èñëî & êîîðä(X,K) = (x, a))) = ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(DE),
ò÷êîîðä(K, (0, a))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Êàê è óñëîâ-
ëåíî âûøå, ïîêà íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ýòî ïðèíèìàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(D, E) → setX(X − òî÷êà &
∃x(x− ÷èñëî & êîîðä(X, K) = (x, a))) = ïàðàëëåëïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(DE),
ò÷êîîðä(K, (0, a))))

∀ABCDEKa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(D, E) → setX(X − òî÷êà &
∃y(y − ÷èñëî & êîîðä(X, K) = (a, y))) = ïàðàëëåëïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(DE),
ò÷êîîðä(K, (a, 0))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Óñìîòðåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè.

∀ABKabcpqrs(êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (r, s) &
ap + bq + c = 0 & ar + bs + c = 0 & ðàçíûåòî÷êè(A, B) &
(¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0)) → setX(X − òî÷êà & ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
êîîðä(X, K) = (x, y) & ax + by + c = 0)) = ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé
a, b, c, K ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû. Ïåðåìåííûå A, B íå ÿâ-
ëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Çàìåíÿåìîå âõîæäåíèå íå ðàñ-
ïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

(d) Óñìîòðåíèå òî÷êè.

∀Kab(setX(X − òî÷êà & êîîðä(X, K) = (a, b)) = {ò÷êîîðä(K, (a, b))})
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Óñìîòðåíèå ëó÷à.

∀ABCKab(êîîðä(A, K) = setxy(x = a & b < y & y − ÷èñëî) →
B = ò÷êîîðä(K, (a, b)) & C = ò÷êîîðä(K, (a, b + 1)) & A = ëó÷(BC))

∀ABCKab(êîîðä(A, K) = setyx(x = a & b < y & y − ÷èñëî) →
B = ò÷êîîðä(K, (b, a)) & C = ò÷êîîðä(K, (b + 1, a)) & A = ëó÷(BC))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä", Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè". Îòñóòñòâóåò ïî-
ñûëêà âèäà "A = X", ãäå âûðàæåíèå X íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "òî÷êè".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå B, C. Âûâîäèìûå ðàâåíñòâà ñíàáæàþòñÿ
êîììåíòàðèåì "áëîê". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKabc(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, b) & 0 < c− a →
setX(X−òî÷êà & ∃x(x−÷èñëî & êîîðä(X,K) = (x, b) & a ≤ x)) = ëó÷(AB))
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∀ABKabc(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, b) & c− a < 0 →
setX(X − òî÷êà & ∃x(x − ÷èñëî & êîîðä(X, K) = (x, b) & a ≤ x)) =
îáðàòíûéëó÷(AB))

∀ABKabc(êîîðä(A, K) = (b, a) & êîîðä(B, K) = (b, c) & 0 < c− a →
setX(X−òî÷êà & ∃x(x−÷èñëî & êîîðä(X, K) = (b, x) & a ≤ x)) = ëó÷(AB))

∀ABKabc(êîîðä(A, K) = (b, a) & êîîðä(B, K) = (b, c) & c− a < 0 →
setX(X − òî÷êà & ∃x(x − ÷èñëî & êîîðä(X, K) = (b, x) & a ≤ x)) =
îáðàòíûéëó÷(AB))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäå-
íèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííàÿ ïåðåñòàíîâêà
÷àñòåé íåðàâåíñòâ. Ïåðåìåííûå A, B íå ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïàðà-
ìåòðàìè, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b, K ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé
ïàðàìåòð. Ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè êâàíòîðà ëè-
áî îïèñàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè ñ êðóãîì.

∀Kabcdprf (ïðÿìêîîðä(K) & 0 < a & p = −d/a + (b2 + c2)/(4a2) & 0 < p &
r =

√
p → setA(A− òî÷êà & ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &

êîîðä(A, K) = (x, y) & f(x, y) & 0 < ax2 + ay2 + bx + cy + d)) =
setA(A− òî÷êà & ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & êîîðä(A, K) = (x, y) &
f(x, y))) \ êðóãðàäèóñà(ò÷êîîðä(K, (−b/(2a),−c/(2a))), r))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñòèííîñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà ïðîâå-
ðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëè
"ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ b, c. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, ò.å. f(x, y) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì, îñòàþùèìñÿ ïîñëå èäåíòèôèêàöèè ïðî÷èõ ÷ëåíîâ êîíú-
þíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Óñìîòðåíèå ïîëóïëîñêîñòè.

∀ABCDKabc(êîîðä(A, K) = setxy(0 < ax + by + c & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& ¬(a = 0) → B = ò÷êîîðä(K, (−c/a, 0)) &
C = ò÷êîîðä(K, (−c/a + b,−a)) & D = ò÷êîîðä(K, (−c/a + sg(a), 0)) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKabc(êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c < 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& ¬(a = 0) → B = ò÷êîîðä(K, (−c/a, 0)) &
C = ò÷êîîðä(K, (−c/a + b,−a)) & D = ò÷êîîðä(K, (−c/a− sg(a), 0)) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùèõ öåëü "òî÷êè". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâó-
åò ïîñûëêà âèäà "A = X", ãäå âûðàæåíèå X íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "òî÷êè".
Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàåò âûðîæäåííîå íóëåâîå çíà÷åíèå êîýô-
ôèöèåíòà b. Âûâîäèìûå ðàâåíñòâà ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì "áëîê",
íå ðàçðåøàþùèì èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè îáîçíà÷åíèé. Ïðèå-
ìû ââîäÿò íîâûå ïåðåìåííûå B, C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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5. Òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè.

(a) Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, çàäàííîãî ÷åðåç êîîðäèíàòû, â âèäå ðàç-
íîñòè äâóõ ìíîæåñòâ.

∀ABCKfg(êîîðä(A, K) = setxy(¬(f(x, y) = 0) & g(x, y) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) → A = B \ C & êîîðä(B, K) = setxy(g(x, y) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) = setxy(f(x, y) = 0 & îäç(f(x, y))))

Ïðèåì âûâîäèò ñëåäñòâèÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëå-
äîâàòü". Òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïèñêà óòâåðæäåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ èññëåäóåìûé îáúåêò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííîé öåëåâîé óñòàíîâ-
êîé. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è íà îïðåäåëåíèå òèïà è îáùèõ
õàðàêòåðèñòèê êðèâûõ ëèáî ïîâåðõíîñòåé. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííûå f, g - ôóíêöèîíàëüíûå. Âûâîäèìûå ðàâåíñòâà
ïîìå÷àþòñÿ êîììåíòàðèåì "áëîê". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå B, C.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Óñìîòðåíèå ðàçíîñòè ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ÷åðåç óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòû
òî÷åê.

∀KPab(setX(X − òî÷êà & ∃xy((x, y) = êîîðä(X, K) & (¬(x = a) ∨
¬(y = b)) & P (x, y))) = setX(X − òî÷êà & ∃xy((x, y) = êîîðä(X, K) &
P (x, y))) \ {ò÷êîîðä(K, (a, b))})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðåìåííàÿ
P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀KPQ(setA(A − òî÷êà & ∃xy((x, y) = êîîðä(A, K) & ¬P (x, y) & Q(x, y))) =
setA(A− òî÷êà & ∃xy((x, y) = êîîðä(A, K) &Q(x, y))) \ setA(A− òî÷êà &
∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & (x, y) = êîîðä(A, K) & P (x, y))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀ABCKP (K = (A, B, C) → setX(X − òî÷êà & ∃xy((x, y) = êîîðä(X, K) &
0 < x2 + y2 & P (x, y))) = setX(X − òî÷êà & ∃xy((x, y) = êîîðä(X, K) &
P (x, y))) \ {A})
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 7.

6. Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ÷åðåç êîîðäèíàòû.

∀AKf (card(setxz(∃y(x = òî÷êè(f(y, z), K) & A(y, z)))) =
card(setxz(∃y(x = f(y, z) & A(y, z)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Ïå-
ðåìåííûå y, z èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êâàíòîðíûìè ïðèñòàâêàìè ïðîèçâîëüíîé
äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò òî÷åê ïðè îïèñàíèè âèäà îáëàñòåé.

(a) Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîëîñ.

×òîáû óñìîòðåòü ïàðàëëåëîãðàìì â ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïîëîñ, ñíà÷àëà ââî-
äÿòñÿ íåäîñòàþùèå åãî âåðøèíû, âûðàæàåìûå ÷åðåç èçâåñòíûå êîîðäèíà-
òû:

∀ABCDHKPQRSabcdefghmn(H = âíóòðåííîñòü(ïîëîñà(ïðÿìàÿ(PQ), m)) ∩
âíóòðåííîñòü(ïîëîñà(ïðÿìàÿ(RS), n)) & P = ò÷êîîðä(K, (a, b)) &
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Q = ò÷êîîðä(K, (c, d)) & R = ò÷êîîðä(K, (e, f)) & S = ò÷êîîðä(K, (g, h))
& A = g − e & B = h− f & C = c− a & D = d− b &
p = AD −BC & ¬(p = 0) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
E ∈ ïðÿìàÿ(RS) & E = ò÷êîîðä(K, ((A(aD − bC) + C(fA− eB))/p,
(B(aD − bC) + D(fA− eB))/p)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäî-
âàòü". Ñëåäóþùèå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Òî÷êà E ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ PQ è RS â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ,
è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîñëå òîãî, êàê âñå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ââåäåíû, ïðèìåíÿåòñÿ ñëå-
äóþùèé ïðèåì:
∀ABCDEFGHPQRS(A ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & A ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & B ∈ ïðÿìàÿ(EF )
& B ∈ ïðÿìàÿ(RS) & C ∈ ïðÿìàÿ(GH) & C ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
D ∈ ïðÿìàÿ(GH) & D ∈ ïðÿìàÿ(RS) → T = âíóòðåííîñòü(ïîëîñà(
ïðÿìàÿ(EF ), ïðÿìàÿ(GH))) ∩ âíóòðåííîñòü(ïîëîñà(ïðÿìàÿ(PQ),
ïðÿìàÿ(RS))) ↔ T = âíóòðåííîñòü(ôèãóðà(ABDC)) &
ïàðàëëåëîãðàìì(ABDC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì". Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "áëîê",
íå ðàçðåøàþùèì ïðèìåíåíèå ðàâåíñòâà "T = . . ." äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè
îáîçíà÷åíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Óñìîòðåíèå ñåêòîðà.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó ñëó÷àþ, ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ íåäîñòàþùèå òî÷êè,
îïðåäåëÿþùèå ñåêòîð:
∀ABCDEHKabcdmnpq(H = âíóòðåííîñòü(êðóã(AB)) ∩ âíóòðåííîñòü(Óãîë(
CAD)) & A = ò÷êîîðä(K, (a, b)) & B = ò÷êîîðä(K, (c, d)) &
C = ò÷êîîðä(K, (p, q)) & m =

√
(a− c)2 + (b− d)2 &

n =
√

(a− p)2 + (b− q)2 → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E = ò÷êîîðä(K, (a+(p−a)m/n, b+(q− b)m/n)) &
¬(A ∈ îòðåçîê(CE)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäî-
âàòü", ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáùàÿ òî÷êà E
ïðÿìîé AC è îêðóæíîñòè AB ïîêà íå ââåäåíà, è ïðèåì åå ââîäèò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEF (E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & òî÷êàëó÷à(A, C,E) & òî÷êàëó÷à(A, D, F ) →
âíóòðåííîñòü(êðóã(AB)) ∩ âíóòðåííîñòü(Óãîë(CAD)) =
âíóòðåííîñòü(ñåêòîð(AEF )))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â òîì æå êîíòåêñòå,
÷òî è ïðåäûäóùèé ïðèåì. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà.
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∀ABCDKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & A = ò÷êîîðä(K, (a, b)) & B = ò÷êîîðä(K,
(c, d)) & C = ò÷êîîðä(K, (e, f)) & (e − c)(a − c) + (f − d)(b − d) = 0 →
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) ↔ ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ìíîæåñòâà ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ êàê óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ åå êîîðäèíàò.

∀AKPQ(∃xy(x − òî÷êà & x ∈ A & êîîðä(A, K) = setuv(P (u, v)) & Q(x, y)) ↔
∃aby(Q(ò÷êîîðä(K, (a, b)), y) & P (a, b) & êîîðä(A, K) = setuv(P (u, v)) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ îñòàòêîì êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, èìåþùèì ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Ïå-
ðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "îáîáùïîäñò" áëîêèðóåò ïðîâåðêó
íåâõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè x, y â òåðìû, èäåíòèôèöèðî-
âàííûå ñ ïðî÷èìè ïåðåìåííûìè ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

1. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, ðàäèóñ - âåêòîð êîòîðîé ïðåäñòàâëåí êàê ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

∀ABCDKabpqr(K = (A, B, C) & âåêòîð(AB) = a & âåêòîð(AC) = b &
âåêòîð(AD) = p(qa + rb) → êîîðä(D, K) = (pq, pr))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäè-
íè÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ p, q, r. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòèîáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "íîðìâåêòîð". Âûðàæåíèÿ p, q, r íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(D, K)" íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä"
ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âåêòîðíîå äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCKabcdp(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & âåêòîð(AB) = p · âåêòîð(BC) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c, d) & êîîðä(B, K) = (a, b) & ¬(p = 0) →
êîîðä(C, K) = (a + c/p, b + d/p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé
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àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d, p íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Êîîðäèíàòíûé íàáîð
äëÿ "êîîðä(C, K)" íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCKabcdp(âåêòîð(AB) = p · âåêòîð(BC) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(BC), K) = (c, d) → a = pc & b = pd)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåí-
òèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "êîîðä(B, K) = (u, v)". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìàÿ êîíúþíêöèÿ íåêîíñòàíò-
íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Óñìîòðåíèå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû.

∀Kabcdefghijmpqrsuv(Âåêòîð(a) & êîîðä(a, K) = (g/h, c) & Âåêòîð(d) &
êîîðä(d,K) = (i/j, f) & g = ru & i = su & h = pv & j = qv & ¬(p = 0) &
¬(q = 0) & ¬(s = 0) & m = rq/(ps) & mf − c = 0 → a = md)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àí-
òåöåäåíòû ñ ïÿòîãî ïî âîñüìîé, à òàêæå äâà ïîñëåäíèõ âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî çàäàííîìó.

∀ABKabc(êîîðä(B, K) = (a, b) & Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & A = cB →
êîîðä(A, K) = (ac, bc))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëü-
íûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåð-
æàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(A, K)"
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

∀ABKabc(êîîðä(A, K) = (a, b) & Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & A = cB & ¬(c = 0) →
êîîðä(B, K) = (a/c, b/c))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñóììû âåêòîðîâ.

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) → êîîðä(A + B, K) =
(a + c, b + d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Âûðàæåíèå êîîðäèíàòíûõ âåêòîðîâ ÷åðåç èçâåñòíûå âåêòîðû.

∀ABCDEKab(K = (C, D,E) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (b, 0) &
âåêòîð(AB) = a & ¬(b = 0) → âåêòîð(CD) = 1/b · a)
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∀ABCDEKab(K = (C, D,E) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (0, b) &
âåêòîð(AB) = a & ¬(b = 0) → âåêòîð(CE) = 1/b · a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à ëåâûå
÷àñòè âûâîäèìûõ ðàâåíñòâ - ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Âûðàæåíèå íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ÷åðåç èçâåñòíûå êîîðäèíàòíûå âåêòîðû è èç-
âåñòíûå êîîðäèíàòû.

∀ABCDKab(Âåêòîð(A) & êîîðä(A, K) = (a, b) & K = (B, C, D) →
A = a · âåêòîð(BC) + b · âåêòîð(BD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a è b, à òàêæå âûðàæå-
íèÿ äëÿ âåêòîðîâ BC è BD íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå A ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ÷åðåç êîîðäèíàòû êîíöîâ.

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) → êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(c− a, d− b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Óñìîòðåíèå êîíöà èçâåñòíîãî âåêòîðà, îòëîæåííîãî îò èçâåñòíîé òî÷êè.

∀ABCDEKabcdef (K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) & êîîðä(E, K) = (c, d) &
e−a−c = 0 & f−b−d = 0 → ò÷êîîðä(K, (e, f)) = êîíåöâåêòîðà(A, âåêòîð(AD)+
âåêòîð(AE)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå A, D, E íå ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïàðà-
ìåòðàìè. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé e, f,K ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðà-
ìåòð. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè êâàíòîðà ëèáî îïèñà-
òåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà.

∀ABCKa(K = (A, B, C) → âåêòîð(AB) = a & Âåêòîð(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(e,K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB è AC. Âûðà-
æåíèå äëÿ âåêòîðà AB ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è íå èìååò òèïà "âíåøíåèçâ".
Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå êîîðäèíàòû ìíîæåñòâà òî-
÷åê, à òàêæå ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå êîîðäèíàòû òî÷êè è ñîäåðæàâøååñÿ â
èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è. Âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð a äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
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âåêòîðà AB ïîêà íå ââåäåí, è ïðèåì åãî ââîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

∀ABCKa(K = (A, B, C) → âåêòîð(AC) = a & Âåêòîð(a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

11. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè ñ íåèçâåñòíûìè
êîîðäèíàòàìè.

∀ABCDK(K = (A, B, C) & D − òî÷êà→ âåêòîð(AD) = a & Âåêòîð(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óðàâíåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)". Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü íåèçâåñòíóþ
âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB, AC. Â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâ-
êå çàäà÷è íå áûëè ÿâíî óêàçàíû êàêèå-ëèáî êîîðäèíàòíûå íàáîðû. Åñëè óæå
èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "âåêòîð(AD) = X", òî âûðàæåíèå X ñîäåðæèò íåâûðîæ-
äåííûå ÷èñëîâûå àòîìû. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ âñïîìîãàòåëüíóþ íåèçâåñòíóþ a.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïåðåõîä ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

1. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò òî÷êè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîðäèíàòû â
ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå íà÷àëà êîîðäèíàò è áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ñòàðîé ñèñòåìû.

∀ABCKQabcdefxy(K = (A, B, C) & êîîðä(A, Q) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), Q) =
(c, d) & êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (e, f) & êîîðä(D, K) = (x, y) & D − òî÷êà →
êîîðä(D, Q) = (a + xc + ye, b + xd + yf))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êîîðä(D, Q)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò è äâà ïî-
ñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé, òðåòèé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå K, Q
ðàçëè÷íû. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 4.

∀ABCKQabcdefxy(K = (A, B, C) & êîîðä(A, Q) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), Q) =
(c, d) & êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (e, f) & êîîðä(D, K) = (x, y) & D − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(Q) → êîîðä(D, Q) = (a + xc + ye, b + xd + yf))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò è òðè ïîñëåäíèõ àíòåöå-
äåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"ëèíèÿ". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî â çàäà÷å èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ëèíèè, çàäàííîé
ñâîèì óðàâíåíèåì. Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå K, Q ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Èäåíòèôèêàöèÿ àíàëîãè÷íàÿ, íî
äîïóñêàþòñÿ ëþáûå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà âèäà "D ∈ M", à òàêæå ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå
äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê ìíîæåñòâà M â ñèñòåìå Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé
âåðñèè ðàâåí 6.
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2. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò òî÷êè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîðäèíàòû
â ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â ñòàðîé ñèñòåìå íà÷àëà êîîðäèíàò è áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ íîâîé ñèñòåìû.

∀ABCKMTabcdefpxy(T = (A, B, C) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(c, d) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (e, f) & êîîðä(M, K) = (x, y) &
p = cf − de & ¬(p = 0) & M − òî÷êà→ êîîðä(M, T ) = ((fx− ey + be− af)/p,
(cy − dx + ad− bc)/p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(M, T )" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé, ïÿòûé è âîñüìîé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åò-
âåðòûé, à òàêæå øåñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñåäüìîé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå K,T ðàçëè÷íû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò áàçèñíûõ òî÷åê ñòàðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, åñëè èç-
âåñòíû ôîðìóëû ïåðåõîäà ê íîâîé ñèñòåìå.

∀ABCKQabcdef (Q = (A, B, C) & ∀Pxy(P − òî÷êà & êîîðä(P, Q) = (x, y) →
êîîðä(P, K) = (ax+by+c, dx+ey+f)) → êîîðä(A, K) = (c, f) & êîîðä(B, K) =
(a + c, d + f) & êîîðä(C, K) = (b + c, e + f))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ a, b, d, e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò íà÷àëà ñòàðîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî íîâîé
ñèñòåìû.

∀ABCDEFKTa(K = (A, B, C) & T = (D, E, F ) & êîîðä(M, K) = a →
àêòèâ(âåêòîð(DA)) & àêòèâ(êîîðä(A, T )))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(M, T )" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåí-
íûå K, T ðàçëè÷íû. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå äëÿ
"êîîðä(M, T ) ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åãî
êîîðäèíàòû â ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â ñòàðîé ñèñòåìå íà÷àëà êî-
îðäèíàò è áàçèñíûõ âåêòîðîâ íîâîé ñèñòåìû.

∀ABCKMTabcdef (T = (A, B, C) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(c, d) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (e, f) & êîîðä(M, K) = setxy(x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & f(x, y)) → êîîðä(M, T ) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
f(a + cx + ey, b + dx + fy)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(M, T )" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïðîèçâîëüíûì óòâåðæäåíèåì, îãðàíè÷èâàþùèì äîïóñòèìûå êîîðäèíàòû òî÷åê
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ìíîæåñòâà M . Ïåðåìåííûå K, T ðàçëè÷íû. ßâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîîðäèíàò
òî÷åê ìíîæåñòâà M â ñèñòåìå êîîðäèíàò T ïîêà îòñóòñòâóåò, è ïðèåì åãî âû-
âîäèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

6. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åãî
êîîðäèíàòû â ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå íà÷àëà êîîð-
äèíàò è áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñòàðîé ñèñòåìû.

∀ABCKMQabcdefp(K = (A, B, C) & êîîðä(A, Q) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), Q) =
(c, d) & êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (e, f) & êîîðä(M, K) = setxy(x − ÷èñëî & y −
÷èñëî & f(x, y)) & p = cf−de & ¬(p = 0) → êîîðä(M, Q) = setxy(x−÷èñëî & y−
÷èñëî & f((fx− ey + be− af)/p, (cy − dx + ad− bc)/p)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(M, Q)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé, à
òàêæå øåñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïå-
ðåìåííûå K, Q ðàçëè÷íû. ßâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê ìíîæåñòâà
M â ñèñòåìå êîîðäèíàò Q ïîêà îòñóòñòâóåò, è ïðèåì åãî âûâîäèò. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

∀ABCKMQabcdefp(K = (A, B, C) & êîîðä(A, Q) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), Q) =
(c, d) & êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (e, f) & êîîðä(M, K) = setxy(x − ÷èñëî & y −
÷èñëî & f(x, y)) & p = cf − de & ¬(p = 0) & ïðÿìêîîðä(Q) → êîîðä(M, Q) =
setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & f((fx− ey + be− af)/p, (cy − dx + ad− bc)/p)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, îáëà-
äàþùèõ öåëüþ "ëèíèÿ". Èäåíòèôèêàöèÿ ïðîèñõîäè àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ, íî óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòñóòñòâóåò, à ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå M äîëæíî èìåòü çàãîëîâîê "ïðÿ-
ìàÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò â çàäà÷å, äîïóñêàþ-
ùåé ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

∀ABCDEFKQabcdpx(K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & Q = (D, E, F ) &
ïðÿìêîîðä(Q) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(M, K) = x &
êîîðä(M, Q) = p → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
|c| = 1 & |d| = 1 & êîîðä(âåêòîð(DE), K) = (c, 0) & êîîðä(âåêòîð(DF ), K) =
(0, d) & êîîðä(D, K) = (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, îá-
ëàäàþùèõ öåëüþ "íîâïàðàì". Ýòà öåëü âîçíèêàåò â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå ëèáî
íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ òàêæå öåëü "èçâåñòíî . . .". Îíà óêàçûâàåò, ÷òî ðàçðå-
øåí ââîä äîïîëíèòåëüíûõ "èçâåñòíûõ" ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì îòâåò çàäà÷è áóäåò
ïðåäñòàâëåí â ôîðìå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ýòèì ïàðàìåòðàì. Äëÿ ó÷åòà
ââîäèìûõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿåòñÿ êîììåíòàðèé (èçâåñòíûå G H), ãäå G - ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ, H - íàáîð èñõîäíûõ óòâåðæäåíèé, îãðàíè÷èâàþùèõ çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ.

Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå "êîîðä(D, K)"
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- ñîäåðæèò. Âûðàæåíèå x èìååò òèï "íåèçâ". Ïðèåì ââîäèò äîïîëíèòåëüíûå
ïàðàìåòðû a, b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Ïåðåêëþ÷åíèå âíèìàíèÿ.

∀AMTab(êîîðä(A, T ) = (a, b) & êîîðä(M, T ) = x & êîîðä(M, K) = (c, d) &
K = (A, B, C) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ,
ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå.
Ïðèåì óìåíüøàåò äî 3 âåñ ïîñûëêè, èäåíòèôèöèðîâàííîé ñî âòîðûì àíòåöå-
äåíòîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî àôôèííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

∀ABCK(K = (A, B, C) ↔ (A, B, C) = K)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Ââîäèìàÿ èì îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà áëîêèðóåò ïî-
âñåìåñòíóþ ïîäñòàíîâêó íàáîðà (A, B, C) âìåñòî îáîçíà÷àþùåé ñèñòåìó êîîðäèíàò
ïåðåìåííîé K. Â çàäà÷å ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà "ïðÿìêîîðä(K)", ëèáî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êîîðäèíàòû êàêîé-ëèáî òî÷êè îòíîñèòåëüíî K, ëèáî âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå
"òî÷êè(X, K)". Òàêèì îáðàçîì ïðèåì ïðîâåðÿåò, ÷òî K - èìåííî ñèñòåìà êîîðäèíàò,
à íå êàêîé-ëèáî èíîé íàáîð äëèíû 3. Ïðåîáðàçîâàííîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"êëàññ"

∀AKab(ïðÿìêîîðä(K) & A− òî÷êà & êîîðä(A, K) = (a, b) → êîîðä(A, K) = (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìêîîðä". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êîîðä(A, K) = (x, y)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä".

∀ABKP (A ∈ B & êîîðä(B, K) = setxy(P (x, y)) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
êîîðä(A, K) = (a, b))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â
ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(A, K)". Îòñóòñòâóåò òàêæå
ïîñûëêà, çàäàþùàÿ êîîðäèíàòû òî÷êè A îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî äðóãîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKPabc(ðàññòäîïðÿìîé(A, B) = c & êîîðä(B, K) = setxy(P (x, y)) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & êîîðä(A, K) = (a, b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀DKabc(êîîðä(D, K) = a → b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a = (b, c))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå èìååò çàãîëîâêà "íàáîð". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè D äî íåêîòîðîé òî÷êè, äëÿ êîòîðîé ÿâíî óêàçàí êîîðäèíàòíûé íàáîð.
Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà "ðàâíî(êîîðä(D, Q)íàáîð(. . .))" è "ðàâíî(a íàáîð(. . .))".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & àêòèâ(âåêòîð(AB)) → c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
êîîðä(B, K) = (c, d))

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & àêòèâ(âåêòîð(BA)) → c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
êîîðä(B, K) = (c, d))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàò-
íûé íàáîð äëÿ "êîîðä(B, K)". Îòñóòñòâóåò òàêæå ïîñûëêà, çàäàþùàÿ êîîðäèíàòû
òî÷êè B îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî äðóãîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKabc(ïðÿìêîîðä(K) & âåêòîð(AB) = a → b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
êîîðä(a, K) = (b, c))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è íå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì
ïàðàìåòðîì. Â íåêîòîðîé ïîñûëêå âñòðå÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a íà
íåêîòîðûé âåêòîð. Èìååòñÿ ïîñûëêà "K = (P, Q,R)", ïîçâîëÿþùàÿ óñìîòðåòü, ÷òî
ñèñòåìà êîîðäèíàò K äâóìåðíàÿ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(a, K)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåí-
íûå b, c è ðåãèñòðèðóåò èõ êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû (âïëîòü äî ïîëó÷åíèÿ
îòâåòà îíè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èçâåñòíûå, à çàòåì - êàê íåèçâåñòíûå). Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKabc(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(a) → b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(a, K) = (b, c))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀ABCKPQ(K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & àêòèâ(l(PQ)) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
êîîðä(P, K) = (a, b))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ PQ èìååò òèï "âíåøíåèçâ". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(P, K)".
Îòñóòñòâóåò òàêæå ïîñûëêà, çàäàþùàÿ êîîðäèíàòû òî÷êè P îòíîñèòåëüíî êàêîé-
ëèáî äðóãîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEKabcm(K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & l(DE) = m → c− ÷èñëî & êîîðä(E, K) = (0, c))

∀ABCDEKabcm(K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(DE) = m → c− ÷èñëî & êîîðä(E, K) = (c, 0))

×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå m íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(E, K)". Îòñóòñòâóåò òàêæå ïîñûëêà, çàäàþùàÿ êî-
îðäèíàòû òî÷êè E îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî äðóãîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì ââî-
äèò íîâóþ ïåðåìåííóþ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABKPQRab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (P, Q,R) & àêòèâ(âåêòîð(AB)) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & êîîðä(A, K) = (a, b))

∀ABKPQRab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (P, Q,R) & àêòèâ(âåêòîð(AB)) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & êîîðä(B, K) = (a, b))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðå-
íèè ïîäâûðàæåíèÿ "ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB)X)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ýòî ïîäâûðàæåíèå èìååò òèï "íåèçâ". Íîðìàëèçàòîð "íîðì-
êîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(A, K)" â
ïåðâîì ïðèåìå è äëÿ "êîîðä(B, K)" âî âòîðîì. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀DKabc(êîîðä(D, K) = a & D − òî÷êà→ b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a = (b, c))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ
a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
ñèñòåìà êîîðäèíàò K - äâóìåðíàÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(a íàáîð(. . .))".
Îòñóòñòâóåò òàêæå ïîñûëêà, çàäàþùàÿ êîîðäèíàòû òî÷êè D îòíîñèòåëüíî êàêîé-
ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

1. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü îñåé êîîðäèíàò.

∀ABCK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "÷åðòåæ". Òàêèå çàäà÷è
ðåøàþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ýñêèçà, ñîïðîâîæäàþùåãî ëîãè÷åñêîå óñëîâèå ãåî-
ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
â ïîñûëêàõ ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå íå äîïóñêàþòñÿ öåëè "òî÷êè" è "ëèíèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 2.

2. Äëèíû êîîðäèíàòíûõ âåêòîðîâ.

∀ABCK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) → l(AB) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå AB óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû.

∀ABCK(K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(AB) = 1 &
l(AC) = 1 → ïðÿìêîîðä(K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Òî÷êà íà îñè êîîðäèíàò.
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∀ABCDKab(K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, D) & êîîðä(D, K) = (a, b) → a = l(AD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A, C,D) & êîîðä(D, K) = (a, b) → b = l(AD))

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
A ∈ îòðåçîê(CD) & êîîðä(D, K) = (a, b) → b = −l(AD))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó.

5. Ðàññòîÿíèå äî îñè êîîðäèíàò.

∀ABCDEKab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(C, D,
ïðÿìàÿ(AB)) → l(DE) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(DE)" â ïîñûëêå çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Çàãîëîâêîì ýòîé ïîñûëêè íå
äîëæåí ÿâëÿòüñÿ ñèìâîë "àêòèâ". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀ABCDEKab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) → l(DE) = |b|)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀ABCDEKab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & îäíàñòîðîíà(B, D,
ïðÿìàÿ(AC)) → l(DE) = a)

∀ABCDEKab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) → l(DE) = |a|)
Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì äâóì ïðèåìàì.

6. Ïðîåêöèè íà îñè êîîðäèíàò.

∀ABCDEFKab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, C,B) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
êîîðä(E, K) = (0, a) & êîîðä(F, K) = (b, 0) → êîîðä(D, K) = (b, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïîñëåäíèå
äâà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3
è 5.

7. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ëèáî äëèíà âåêòîðà.

∀ABKabpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (p, q) →
l(AB) =

√
(a− p)2 + (b− q)2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûëêå çàäà-
÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Çàãîëîâîê ýòîé ïîñûëêè îòëè÷åí
îò ñèìâîëà "àêòèâ". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëèáî óñëîâèå çàäà÷è
èìååò çàãîëîâîê "êëàññ", ëèáî õîòÿ áû îäíà èç ïåðåìåííûõ A, B ÿâëÿåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíûì ïàðàìåòðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå. Â íåé îòáðîøåíî òðåáîâàíèå íà óñëîâèå è íà ïåðåìåííûå A, B. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâíû 2 è 5.

∀Kabd(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(d) & êîîðä(d,K) = (a, b) → äëèíà(d) =
√

a2 + b2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "äëèíà(d)" â ïîñûëêå
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çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3
è 6.

∀ABCKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (e, f) & l(AB) = l(BC) → a2+b2+2ce−2ac+2df−2bd−e2−f 2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f èìåþò â ñîâîêóïíîñòè ðîâ-
íî îäíó íåèçâåñòíóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b) → l(AB) =
√

a2 + b2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûëêå çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Çàãîëîâîê ýòîé ïîñûëêè îòëè÷åí
îò ñèìâîëà "àêòèâ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

8. Òåîðåìà Ïèôàãîðà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíû êîîðäèíàòû êîíöîâ ãèïîòåíóçû
è äëèíà îäíîãî èç êàòåòîâ.

∀ABCabcd(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b)
& êîîðä(B, K) = (c, d) → l(AC)2 + l(BC)2 − (a− c)2 − (b− d)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûîä". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå,
âûäåëåííîì óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðàññòîÿíèå BC èçâåñòíî, âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ AC èìååò òèï "íåèçâ". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè íà áèññåêòðèñå óãëà.

∀ABCDEKabdepqxy(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e) & êîîðä(A, K) = (x, y) & p =

√
a2 + b2 &

q =
√

d2 + e2 & áèññåêòðèñà(BACD) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
¬(A ∈ èíòåðâàë(DE)) & êîîðä(E, K) = (x + a/p + d/q, y + b/p + e/q))
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Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîêà íå èçâåñòíû êîîðäèíàòû íèêàêîé òî÷êè ïðÿìîé
AD, îòëè÷íîé îò òî÷êè A. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ òî÷êó E íà ëó÷å AD è îïðåäå-
ëÿåò åå êîîðäèíàòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò ÷åðåç óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è îñüþ àáñöèññ.

∀ABCDKbc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB))
& êîîðä(D, K) = (b, c) → b = l(AD) cos(∠(BAD)) & c = l(AD) sin(∠(BAD)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿíèå AD è óãîë BAD óæå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Âûâîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè.

∀ABCKabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & íàïðàâëâåêòîð(B, A, K, p) & íàïðàâëâåêòîð(B, C,
K, q) & p = (a, b) & q = (c, d) → cos(∠(ABC)) = (ac + bd)/(

√
a2 + b2 ·

√
c2 + d2))

Â òåîðåìå ïðèåìà âñòðå÷àåòñÿ îòíîøåíèå "íàïðàâëâåêòîð(X, Y, Z, V )", îçíà÷à-
þùåå, ÷òî V åñòü êîîðäèíàòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò Z íåêîòîðîãî âåêòîðà, ðàñïî-
ëîæåííîãî íà ëó÷åXY . Ýòî îòíîøåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ îäíîèìåííûì ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, îïðåäåëÿþùèì V ïî çàäàííûì X, Y, Z. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ
ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "∠(ABC)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòî-
ðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, ÷åòâåð-
òûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ABC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & óãîëìåæäó(A, B) < π/2 → 0 < ac + bd)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé
è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé
è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

∀ABCKabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (c, d) & p =

√
a2 + b2 & q =

√
c2 + d2 →

cos(∠(BAC)) = (ac + bd)/(pq))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "∠(BAC)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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∀ABCKabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &

êîîðä(C, K) = (e, f) & p =
√

(c− a)2 + (d− b)2 & q =
√

(e− a)2 + (f − b)2 →
cos(∠(BAC))pq = (c− a)(e− a) + (f − b)(d− b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Èäåíòèôèêàöèÿ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåìó
ïðèåìó, îäíàêî âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f ìîãóò ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå. Óãîë
BAC èçâåñòåí. Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABKabdepq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (d, e) &
p =

√
a2 + b2 & q =

√
d2 + e2 → cos(óãîëìåæäó(A, B)) = (ad + be)/(pq))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(A, B)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

12. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé.

(a) Äëèíà êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé èç çàäàííîé òî÷êè.

∀ABQKabcdpq(¬(a = 0) & òî÷êè(setxy(ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî), K) = Q & ïðÿìàÿ(AB) − êàñàòåëüíàÿ ê Q &
A ∈ Q & êîîðä(B, K) = (p, q) & ïðÿìêîîðä(K) & 0 < b2 + c2 − 4ad →
l(AB) =

√
(ap2 + bp + aq2 + cq + d)/a)

Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé, à òàêæå øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè, ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòå-
ëè "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ b, c. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Ñóùåñòâîâàíèå êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé ÷åðåç çàäàííóþ
òî÷êó.

∀AQKabcdpq(¬(a = 0) & òî÷êè(setxy(ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî), K) = Q & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (p, q) &
0 < b2 + c2 − 4ad → ∃B(B ∈ Q & ïðÿìàÿ(AB) − êàñàòåëüíàÿ ê Q &
¬(A = B) & B − òî÷êà) ↔ 0 < a(ap2 + pb + aq2 + cq + d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è íà
îïèñàíèå è ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ B. Âòîðîé
è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà.
Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâíû 2 è 5.

(c) Èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäíîé.

∀ABFKabcpqrs(ïðÿìàÿ(AB) − êàñàòåëüíàÿ ê a & a = òî÷êè(setxy(x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & F (x, y) = 0), K) & ïðÿìêîîðä(K) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) &
êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (r, s) & A ∈ a & b = dF (p, q)/dp &
c = dF (p, q)/dq → (p− r)b + (q − s)c = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ñåäüìîé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
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íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×àñòíûå
ïðîèçâîäíûå îáðàáàòûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ íåâõîæäåíèå ñèìâîëà "÷àñòíïðîèçâ"â ðåçóëü-
òàòû b, c. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò è èõ óäàëîñü âû÷èñ-
ëèòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

13. Äëèíà êðèâîé, ðàñïàäàþùåéñÿ íà ôðàãìåíòû.

∀ABKPabf (ïðÿìêîîðä(K) & setxy((x, y) ∈ A) =
⋃n

i=1 B(i) &
êîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ(B) → äëèíà(òî÷êè(A, K)) =

∑n
i=1 äëèíà(òî÷êè(B(i), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è. Âûðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "êëàññ", ïðè÷åì äëèíà åãî ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè ðàâíà 2. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â
ýòîì àíòåöåäåíòå ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëå ýòîãî ê îïèñàòåëþ ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðì-
êëàññ". Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "ðàç-
âåðòêà" êàê îáû÷íîå îáúåäèíåíèå, ïðè÷åì n äîëæíî áûòü áîëüøå 1. Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì, êîíå÷íàÿ ñóììà âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íàÿ ñóììà. Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çäåñü óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ B ïåðåñåêàþòñÿ ïî
êîíå÷íîìó ÷èñëó òî÷åê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû äëÿ âåêòîðíîé íåèçâåñòíîé.

∀Kabcx(ïðÿìêîîðä(K) & x = a & Âåêòîð(a) & êîîðä(a, K) = (b, c) →
êîîðä(x, K) = (b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå x èìååò òèï "âíåøíåèçâ", âûðàæåíèÿ b è
c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" äî ïðèìåíåíèÿ ïðè-
åì íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(x, K)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

15. Ïîäáîð ïðèìåðà ïðè êîîðäèíàòíîì çàäàíèè êâàäðàòà.

∀Kabcdefgh(ïðÿìêîîðä(K) & a = c & d = f & g = e & b = h & d− b = e− c &
0 < d− b → êâàäðàò(ò÷êîîðä(K, (a, b)) ò÷êîîðä(K, (c, d)) ò÷êîîðä(K, (e, f))
ò÷êîîðä(K, (g, h))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïîëíûé". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îíè çàìåùàþò âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å óñëîâèå
"êâàäðàò(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

16. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ â çíàêàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ è òàí-
ãåíñà óãëà ìåæäó íèìè.
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∀ABCabcdefp(tg(∠(BAC)) = p & êîîðä(A, K) = (a, b) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & êîîðä(C, K) = (e, f) &
((c− a)(e− a) + (d− b)(f − b))p < 0 → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d, e, f, p íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò â çàäà÷àõ íà îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî-
÷åê.

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþ-
ùèõ öåëü "êëàññ". Çàäà÷à íà îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê Îáû÷íî
ôîðìàëèçóåòñÿ èìåííî â òàêîì âèäå. Ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî òî÷åê çàäàåò-
ñÿ ÷åðåç îïèñàòåëü "êëàññ". Íà ïåðâîì ýòàïå ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò, è óñëîâèå ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â êîîðäèíàòíîì âèäå. Ïîñëå óïðîùå-
íèé ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíûé ïåðåõîä ê áåñêîîðäèíàòíîìó çàäàíèþ ìíîæåñòâà.

(a) Ââîä ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä".

i. Èñïîëüçîâàíèå ïàðû òî÷åê ñ âûäåëåííûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè.
∀ABCDK(A−òî÷êà & B−òî÷êà & àêòèâ(l(AB)) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) →
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, C,D) = K & ïðÿìêîîðä(K) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ" è íå èìå-
åò ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë "êîîðä". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðå-
ìåííûå C, D,K è ðåãèñòðèðóåò èõ êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

ii. Èñïîëüçîâàíèå ïàðû ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.
∀ABCDEK(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) &
ðàçíûåòî÷êè(A, C) → D − òî÷êà & E − òî÷êà & (A, D, E) = K &
ïðÿìêîîðä(K) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
¬(A ∈ èíòåðâàë(CE)) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BD)))
Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå, âûäåëåííîì óêàçàòå-
ëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ" è íå èìååò ïîñûëîê,
ñîäåðæàùèõ ñèìâîë "êîîðä". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå D, E, K
è ðåãèñòðèðóåò èõ êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

iii. Èñïîëüçîâàíèå ïàðû òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûäåëåíû ðàññòîÿíèÿ îò âà-
ðüèðóåìîé òî÷êè.
∀ABCDK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → C − òî÷êà &
D − òî÷êà & (A, C,D) = K & ïðÿìêîîðä(K) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "ïëà-
íèìåòðèÿ" è íå èìååò ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë "êîîðä". Óñëîâèå
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çàäà÷è èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Äëÿ êàæäîé èç òî÷åê A, B â óñëî-
âèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, ëèáî
åå ðàññòîÿíèå äî íåêîòîðîé òî÷êè, ñâÿçàííîé êîðíåâûì îïèñàòåëåì.
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå C, D,K è ðåãèñòðèðóåò èõ êàê âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(b) Ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèé è âûðàæåíèé â òåðìèíàõ èçâåñòíûõ òî-
÷åê.

i. Óñìîòðåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ èçâåñòíûõ âåêòîðîâ.
∀ABCDEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
êîîðä(E, K) = (c, 0) → ac = ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AD), âåêòîð(AE)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, c ñîäåðæèò âñïîìîãà-
òåëüíû ïàðàìåòð, à ïåðåìåííûå A, D, E íå ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíû-
ìè ïàðàìåòðàìè. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè
îïèñàòåëÿ "êëàññ" ëèáî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

ii. Óñìîòðåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ èçâåñòíûìè òî÷êàìè.
∀ABCDKaxy(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (x, y) →
ax2 + ay2 = al(AD)2)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé x, y ñîäåðæèò âñïîìîãà-
òåëüíûé ïàðàìåòð. Ïåðåìåííûå A, D íå ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè
ïàðàìåòðàìè. Îòñóòñòâóåò âíåøíèé îïèñàòåëü "êëàññ" ëèáî êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABCDx(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (x, 0) →
x2 = l(AD)2)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð äîëæíî ñî-
äåðæàòü âûðàæåíèå x. Êðîìå òîãî, óêàçàòåëü "âèä" áëîêèðóåò íåÿâ-
íóþ èäåíòèôèêàöèþ ñòåïåíè: êâàäðàò âûðàæåíèÿ x óñìàòðèâàåòñÿ â
ÿâíîì âèäå.
∀ABCDKx(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (x, 0) &
0 ≤ x → x = l(AD))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïåðå-
ìåííûå A, D íå ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüûíìè ïàðàìåòðàìè. Óñëîâèå
çàäà÷è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ", íî ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x. Âû-
âîäèìîå ðàâåíñòâî ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåí-
ñòâà", òàê ÷òî âïîñëåäñòâèè âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x â óñëîâèå
îêàæóòñÿ çàìåíåíû íà l(AD). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

iii. Óñìîòðåíèå îñòðîãî, òóïîãî ëèáî ïðÿìîãî óãëà èç çíàêà àáñöèññû.
∀ABCDEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
êîîðä(E, K) = (c, 0) & 0 < c & ðàçíûåòî÷êè(A, D) → 0 < a ↔
∠(DAE) < π/2)

∀ABCDEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
êîîðä(E, K) = (c, 0) & 0 < c & ðàçíûåòî÷êè(A, D) → a = 0 ↔
∠(DAE) = π/2)



1.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò 97

∀ABCDEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
êîîðä(E, K) = (c, 0) & 0 < c & ðàçíûåòî÷êè(A, D) → a < 0 ↔
π/2 < ∠(DAE) < π/2)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåí-
òà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûé
ïàðàìåòð, à âûðàæåíèÿ A, D, E - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

(c) Ââîä êîîðäèíàòíîãî íàáîðà äëÿ èñõîäíîé òî÷êè.

∀ABCDKa(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìêîîðä(K) →
a− ÷èñëî & êîîðä(D, K) = (a, 0))

∀ABCDKa(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìêîîðä(K) →
a− ÷èñëî & êîîðä(D, K) = (0, a))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðåìåííàÿ
D íå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïàðàìåòðîì, ïðè÷åì êîîðäèíàòíûé íàáîð
äëÿ "êîîðä(D, K)" ïîêà íå ââåäåí. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ a è
ðåãèñòðèðóåò åå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & D − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & êîîðä(D, K) = (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Óñëîâèÿ íà D ïðåæíèå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b è
ðåãèñòðèðóåò èõ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Âûâîäèìîå ðà-
âåíñòâî ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

18. Ïåðåõîä ê ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

∀ABCDEKQ(Q = (A, B, C) & K = (A, D, E) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(B, K) = (a, 0) & êîîðä(C, K) = (0, b) & 0 ≤ ab →
îðóãîëìåæäó(c, d, Q) = îðóãîëìåæäó(c, d, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îò-
ñóòñòâóåò ïîñûëêà "ïðÿìêîîðä(Q)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEQK(Q = (A, B, C) & âåêòîð(AB) ⊥ âåêòîð(AC) → D − òî÷êà &
E − òî÷êà & K = (A, D, E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(B, K) = (l(AB), 0) &
êîîðä(C, K) = (0, l(AC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "îðóãîëìåæäó(a, b, Q)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "ïðÿìêîîðä(. . .)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå K, D, E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

19. Ïåðåõîä îò îäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé.
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∀ABCDEFGQKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìêîîðä(Q) & K = (B, C, D) &
Q = (E, F, G) & êîîðä(B, Q) = (a, b) & âåêòîð(BC) = âåêòîð(EF ) &
âåêòîð(BD) = âåêòîð(EG) & êîîðä(A, K) = (c, d) → êîîðä(A, Q) = (a+c, b+d))

∀ABCDEFGQKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìêîîðä(Q) & K = (B, C, D) &
Q = (E, F, G) & êîîðä(B, Q) = (a, b) & âåêòîð(BC) = âåêòîð(EG) &
âåêòîð(BD) = âåêòîð(EF ) & êîîðä(A, K) = (c, d) → êîîðä(A, Q) = (a−d, b+c))

∀ABCDEFGQKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìêîîðä(Q) & K = (B, C, D) &
Q = (E, F, G) & êîîðä(B, Q) = (a, b) & âåêòîð(BC) = âåêòîð(EG) &
âåêòîð(BD) = âåêòîð(EF ) & êîîðä(A, Q) = (c, d) → êîîðä(A, K) = (d−b, a−c))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ è ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå, øåñòîé è ñåäüìîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âû-
ðàæåíèÿ Q, K ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

1. Âûðàæåíèå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ÷åðåç óãîë è ðàññòîÿíèå.

∀ABCDK(K = (A, B, C) & îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) →
ïîëêîîðä(D, K) = (l(AD), ∠(BAD)))

∀ABCDK(K = (A, B, C) & ðàçíûåñòîðîíû(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) →
ïîëêîîðä(D, K) = (l(AD),−∠(BAD)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ëèáî âõî-
äèò â óñëîâèå, ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé ïîñûëêè âèäà "ïîëêîîðä(D, K) =
íàáîð(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè.

∀ABKabcd(ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) & ïîëêîîðä(B, K) = (c, d) →
l(AB) =

√
a2 + c2 − 2ac cos(b− d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" ïîñûëêè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ýòà ïîñûëêà íå èìååò çàãîëîâêà
"àêòèâ". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

3. Äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCKabcdefgpq(ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) & ïîëêîîðä(B, K) = (c, d) &
ïîëêîîðä(C, K) = (e, f) & C ∈ îòðåçîê(AB) & pl(AC) = ql(BC) &
g =

√
p2c2 + q2a2 + 2acpq cos(b− d)/(p + q) → e = g &

sin f = (pc sin d + qa sin b)/(g(p + q)) & cos f = (pc cos d + qa cos b)/(g(p + q)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé
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- âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, øåñòîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûâîäèìûå
óòâåðæäåíèÿ íåêîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Êîîðäèíàòû òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ëèáî îòíî-
ñèòåëüíî ïîëÿðíîé îñè.

∀ABKPQab(ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) & P ∈ îòðåçîê(AB) & K = (P, Q, R) &
l(AP ) = l(PB) & 0 ≤ b → ïîëêîîðä(B, K) = (a, b− π))

∀ABKPQab(ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) & P ∈ îòðåçîê(AB) & K = (P, Q, R) &
l(AP ) = l(PB) & b ≤ 0 → ïîëêîîðä(B, K) = (a, b + π))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàññòîÿ-
íèÿ AP è PB óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 4.

∀ABCKPQRab(ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) & C ∈ îòðåçîê(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
l(AC) = l(BC) & K = (P, Q,R) → ïîëêîîðä(B, K) = (a,−b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò ïðè ïîâîðîòå ïîëÿðíîãî ëó÷à.

∀AKMPQRSTabc(K = (P, Q, R) & M = (P, S, T ) & îðóãîë(Q,P, S) = a &
ïîëêîîðä(A, K) = (b, c) → ïîëêîîðä(A, M) = (b, c− a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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6. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû åãî âåðøèí.

∀ABCKabcdef (ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) & ïîëêîîðä(B, K) = (c, d) &
ïîëêîîðä(C, K) = (e, f) → S(ôèãóðà(ABC)) =
(ac sin(d− b) + ce sin(f − d) + ae sin(b− f))/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "S(ôèãóðà(ABC))" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

7. Ïåðåõîä îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò òî÷êè ê ïðÿìîóãîëüíûì.

∀AKab(ïðÿìêîîðä(K) & ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) → êîîðä(A, K) =
(a cos b, a sin b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, X)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò òî÷êè ê ïîëÿðíûì.

∀AKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & ïîëêîîðä(A, K) = (c, d) →
c =

√
a2 + b2 & sin d = b/

√
a2 + b2 & cos d = a/

√
a2 + b2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

9. Ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê ê ïîëÿðíûì.

∀AKf (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = setxy(f(x, y) = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) → ïîëêîîðä(A, K) = setpq(f(p cos q, p sin q) = 0 & 0 ≤ p &
− π < q & q ≤ π & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ïîëêîîðä(A, K)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. ßâíîãî âûðàæåíèÿ
äëÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà A â ïîñûëêàõ íå èìååòñÿ. Óòâåðæäåíèå
ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" â çàìåíÿþùåì âûðàæåíèè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
p, q ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6. Íà òîé æå òåîðåìå
ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, â êîòîðîì óòâåðæäåíèå ïîä çàìåíÿþùèì îïèñàòåëåì
íå ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî p, q. Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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10. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà
òî÷åê êðèâîé ïðè ïîèñêå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò.

∀EKab(ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(E, K) = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ïîëêîîðä(E, K)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ëèáî
èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(êîîðä(E, X)êëàññ(. . .))", ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà,
óêàçûâàþùàÿ, ÷òî E - ãèïåðáîëà, ýëëèïñ, ïàðàáîëà ëèáî îêðóæíîñòü. Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(êîîðä(E, K). . .)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ
c è ðåãèñòðèðóåò åå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

11. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ òî÷åê.

∀AKn(ïîëÿðíòî÷êè(
⋃n

i=1 A(i), K) =
⋃n

i=1 ïîëÿðíòî÷êè(A(i), K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçà-
òåëü "ðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ è çàïèñü êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé
êàê îáû÷íûõ îáúåäèíåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Ââîä êîîðäèíàòíîãî íàáîðà.

∀DKabc(D − òî÷êà & ïîëêîîðä(D, K) = a → b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
a = (b, c) & 0 ≤ b & 0 < π + c & 0 ≤ π − c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå èìååò çàãîëîâ-
êà "íàáîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëîê âèäà "ðàâíî(a íàáîð(. . .))" è "ðàâíî(ïîë-
êîîðä(D, X) íàáîð(. . .))". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå b, c. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

13. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîðóãîë".

(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a èìååò çà-
ãîëîâîê "îðóãîë" è íå ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Ïåðåñòàíîâ-
êà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Èñïîëüçîâàíèå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò.

∀ABKPQRabcd(ïîëêîîðä(A, K) = (a, b) & ïîëêîîðä(B, K) = (c, d) &
K = (P, Q, R) → îðóãîë(A, P, B) = d− b)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìïîëêîîðä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïîëêîîðä".

(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå a èìååò çà-
ãîëîâîê "ïîëêîîðä" è íå ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Íîðìèðîâêà óãëà.

∀apq(0 < p− q & 0 < 2q → (a, pπ/q) = (a, (p− 2q)π/q))

Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ò.å. îáðàáàòûâàþòñÿ ïóòåì
íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíÿ ðàâåí 1.

1.3.2 Êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå

Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà

∀ABabc((a, b, c) = êîîðä(A, B) ↔ êîîðä(A, B) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïðåîáðàçîâàííîå óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåí-
òàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Òàêèì îáðàçîì, îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà âî âñåõ
îñòàëüíûõ òåðìàõ çàäà÷è êîîðäèíàòíîãî íàáîðà (a, b, c) âìåñòî "êîîðä(A, B)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Îòîæäåñòâëåíèå òî÷åê, èìåþùèõ îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû

∀ABKabc(A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (a, b, c) →
A = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îñè êîîðäèíàò

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ è óãëîâ ìåæäó íèìè.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(óãîë(BAC)))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(óãîë(BAD)))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(óãîë(CAD)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìîâ ïðè óñìîòðåíèè
â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(a, K)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íà÷àëî êîîðäèíàò.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(A, K) = (0, 0, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêàì è óñëîâèÿì âèäà "ðàâíî(êîîðä(A, K)
íàáîð(0, 0, 0))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABCDEK(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABD) & E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) → E = A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Òî÷êà íà îñè êîîðäèíàò.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(D, K) = (0, 0, 1))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(C, K) = (0, 1, 0))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(B, K) = (1, 0, 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêàì è
óñëîâèÿì âèäà "ðàâíî(êîîðä(X, K) íàáîð(0, 0, 0))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & êîîðä(D, K) = (a, b, c) →
a = 0 & b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå äâà
àíàëîãè÷íûõ ïðèåìà:

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & êîîðä(D, K) = (a, b, c) →
a = 0 & c = 0)

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(D, K) = (a, b, c) →
b = 0 & c = 0)

Ñëåäóþùèå òðè ïðèåìà ââîäÿò â ðàññìîòðåíèå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò
äî òî÷êè íà îñè:

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) → àêòèâ(l(AD)))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) → àêòèâ(l(AD)))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → àêòèâ(l(AD)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñ-
ìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)" â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå, ëèáî â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
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Íå óñìàòðèâàåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A, D è íàïðàâëÿþùåé òî÷êè
ñîîòâåòñòâóþùåé îñè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & A ∈ îòðåçîê(ED) →
êîîðä(D, K) = (0, 0,−l(AD)/l(AE)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ ê
ïîñûëêàì âèäà "ðàâíî(êîîðä(D, K) íàáîð(. . .))". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû
1, 4 è 5. Ñîçäàíû åùå ïÿòü àíàëîãè÷íûõ ïðèåìîâ:

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & òî÷êàëó÷à(A, E, D) →
êîîðä(D, K) = (0, 0, l(AD)/l(AE)))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CD) →
êîîðä(D, K) = (0,−l(AD)/l(AC), 0))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, C,D) →
êîîðä(D, K) = (0, l(AD)/l(AC), 0))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A ∈ îòðåçîê(BD) →
êîîðä(D, K) = (−l(AD)/l(AB), 0, 0))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, D) →
êîîðä(D, K) = (l(AD)/l(AB), 0, 0))
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Êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABC)))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ABD)))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → àêòèâ(ïëîñêîñòü(ACD)))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè
â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(a, K)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Êîîðäèíàòû òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,D) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) →
c = 0)

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,D) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABD) →
b = 0)

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,D) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) & E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) →
a = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå íåêîíñòàíòíîå. Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 2 è 5.

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,D) & êîîðä(âåêòîð(AE), K) = (a, b, c) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) → a = 0)

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,D) & êîîðä(âåêòîð(AE), K) = (a, b, c) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABD) → b = 0)

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,D) & êîîðä(âåêòîð(AE), K) = (a, b, c) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) → c = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Íåðàâåíñòâà äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé çàäàííîìó êâàäðàíòó êî-
îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDKPab(K = (A, B, C,D) & êîîðä(P, K) = (a, b, 0) & P ∈ Óãîë(BAC) →
0 ≤ a & 0 ≤ b)

∀ABCDKPab(K = (A, B, C,D) & êîîðä(P, K) = (a, 0, b) & P ∈ Óãîë(BAD) →
0 ≤ a & 0 ≤ b)

∀ABCDKPab(K = (A, B, C,D) & êîîðä(P, K) = (0, a, b) & P ∈ Óãîë(CAD) →
0 ≤ a & 0 ≤ b)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé

1. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïðÿìîé.
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∀ABCKabcdefxyz(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(C, K) = (x, y, z) → (d− a)(y − b) = (e− b)(x− a) &
(f − c)(y − b) = (e− b)(z − c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé x, y, z ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, äåëÿùåé îòðåçîê â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCKabcdefpq(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(C, K) = (d, e, f) &
B ∈ îòðåçîê(AC) & pl(AB) = ql(BC) & ¬(p + q = 0) → êîîðä(B, K) =
((ap + dq)/(p + q), (bp + eq)/(p + q), (cp + fq)/(p + q)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèí-
òåçàòîðîì, ïÿòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, p, q íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Êîîðäèíàòû òî÷åê íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDKabcdefpquv(ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC))
& êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) & l(CD) = p &

√
a2 + b2 + c2 = q &

êîîðä(C, K) = (d, e, f) & ¬(q = 0) → êîîðä(D, K) = (d+ap/q, e+bp/q, f +cp/q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è ñåäüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðà-
æåíèÿ a, b, c, d, e, f, p íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD
ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè âíóòðè òðåóãîëüíèêà ñ ïîìîùüþ äâóõ ñîîòíîøå-
íèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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∀ABCDEFKPabcdefklmnpqrsuvw(êîîðä(âåêòîð(PA), K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(PB), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(PC), K) = (p, q, r) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ îòðåçîê(CE) & ml(BE) =
nl(AE) & kl(BD) = ll(CD) & u = lm & v = km & w = kn & u+ v +w = s & 0 <
s → êîîðä(âåêòîð(PF ), K) = ((aw+dv+pu)/s, (bw+ev+qu)/s, (cw+lv+ru)/s))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "âåêòîð(XF )" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ äåñÿòîãî ïî
òðèíàäöàòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âîñüìîé è äåâÿòûé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, p, q, r, s, u, v, w
íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ðàññòîÿíèÿ BE, AE, BD, CD óæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäâûðà-
æåíèþ "âåêòîð(FX)". Â îñòàëüíîì îíà èäåíòè÷íà ïåðâîé âåðñèè.

Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïëîñêîñòè

1. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïëîñêîìó óãëó.

∀ABCDKabcdefmnpqr(A ∈ Óãîë(BCD) & êîîðä(âåêòîð(CA), K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(CB), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(CD), K) = (p, q, r) →
m − ÷èñëî & n − ÷èñëî & 0 ≤ m & 0 ≤ n & a = md + np & b = me + nq & c =
mf + nr)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäóþùèå äâà -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïåðåìåííûìè. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå m, n. Âûâîäèìûå ñîîòíîøå-
íèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

2. Óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

∀ABCKabcdefpq(êîìïëàíàðíû(A, B, C) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(B, K) = (d, e, f) & (¬(ae− bd = 0) ∨ ¬(bf − ce = 0)) → p− ÷èñëî &
q − ÷èñëî & êîîðä(C, K) = (ap + dq, bp + eq, cp + fq))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(C, K)" íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðêîîðä" ïîêà íå íàõîäèòñÿ, è îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäåëÿþøàÿ
êîîðäèíàòû âåêòîðà C îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî èíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðè-
åì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå p, q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Êîîðäèíàòû ìíîæåñòâà òî÷åê

1. Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ìíîæåñòâó, çàäàííîìó ÷åðåç êîîðäèíàòû.
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∀ABKPabc(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = setxyz(P (x, y, z)) & P (a, b, c) →
A ∈ B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Èìååòñÿ ïîñûëêà, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà
B ñ íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé òî÷êó A. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKPabc(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & A ∈ B & êîîðä(B, K) = setxyz(P (x, y, z)) →
P (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå óïðîùàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷èíà ïðåîáðàçîâàíèå. ×òîáû çàáëîêèðîâàòü èç-
áûòî÷íûå ñðàáàòûâàíèÿ, îáà ïðèåìà èñïîëüçóþò êîììåíòàðèé (íîðìêîîðä A),
êîòîðûì ñîïðîâîæäàåòñÿ óðàâíåíèå ìíîæåñòâà B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

2. Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè.

∀AK(ïðÿìêîîðä(K) → ∃E(êîîðä(E, K) = setxyz(A(x, y, z) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî)) ↔ èñòèíà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçà-
òåëü "êâàíòîðíàÿñâåðòêà" äîïóñêàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ êâàíòîðîì îáùíîñòè,
ðàññìàòðèâàåìûì êàê îòðèöàíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

∀AK(ïðÿìêîîðä(K) → ∃E(êîîðä(E, K) = setxyz(A(x, y, z) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà" è óñòðàíÿåò íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ E
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Îáúåìû âûðîæäåííûõ òåë.

∀BCKa(îáúåì(òî÷êè({a} ×B × C, K)) = 0)

∀BCKa(îáúåì(òî÷êè(B × {a} × C, K)) = 0)

∀BCKa(îáúåì(òî÷êè(B × C × {a}, K)) = 0)

∀Kabc(îáúåì(òî÷êè({a, b, c}, K)) = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Äëèíà êðèâîé, ðàñïàäàþùåéñÿ íà ôðàãìåíòû.

∀ABKn(setxyz((x, y, z) ∈ A) =
⋃n

i=1 B(i) & êîíå÷íïåðåñå÷åíèÿ(B) →
äëèíà(òî÷êè(A, K)) =

∑n
i=1 äëèíà(òî÷êè(B(i), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óòâåðæäåíèå ïîä
îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñà-
íèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ y, z, ïîñëå ÷åãî ñàì îïèñàòåëü îáðàáàòûâàåòñÿ
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íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ îáúåäèíåíèÿ ñåìåéñòâà ñ îáû÷íûì îáúåäèíåíèåì, à òàêæå âûïèñûâàíèå
êîíå÷íîé ñóììû â âèäå îáû÷íîé. Çíà÷åíèå n íå ìåíåå äâóõ. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, óñìàòðèâàþùèì, ÷òî ëþáûå
äâà ýëåìåíòà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ B ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó òî÷åê.
Âûðàæåíèå A äîëæíî èìåòü çàãîëîâîê "êëàññ", ïðè÷åì äëèíà åãî ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè ðàâíà 3. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Îáúåì òåëà, ðàñïàäàþùåãîñÿ íà ôðàãìåíòû.

∀AKQn(setxyz((x, y, z) ∈ A) =
⋃n

i=1 Q(i) & ðàçäåëåíû(Q) →
îáúåì(òî÷êè(A, K)) =

∑n
i=1 îáúåì(òî÷êè(Q(i), K)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð, óñìàòðèâà-
þùèé, ÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ Q ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæå-
ñòâó ìåðû íîëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà - äëèíû êîîðäèíàòíîãî âåêòîðà.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → a = l(AB))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → a = l(AC))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → a = l(AD))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó èõ ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(X,K)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "ïðÿìêîîðä(K)". Âûðàæåíèå äëÿ
îáîçíà÷àåìîãî âñïîìîãàòåëüíûì ïàðàìåòðîì a ðàññòîÿíèÿ ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå è íå èìååò òèïà "âíåøíåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé - ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè ñ íåèçâåñòíûìè êî-
îðäèíàòàìè.

∀ABCDEKa(K = (A, B, C,E) & D − òî÷êà→ âåêòîð(AD) = a & Âåêòîð(a))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîò-
ðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)" â óðàâíåíèè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ñî-
äåðæàùåì íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü õîòÿ áû îäíîé
ïàðû êîîðäèíàòíûõ îñåé. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(êîîðä(D, X)p)",
ãäå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à òàêæå ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(âåêòîð(AD)x)",
ãäå x - ïåðåìåííàÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ a è ðåãèñòðèðóåò åå â
êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Âåêòîðíîå äåëåíèå îòðåçêà â çàäàííîì îòíîøåíèè.

∀ABCKabcdefp(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & âåêòîð(AB) = p · âåêòîð(BC) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f) & êîîðä(B, K) = (a, b, c) & (¬(d = 0) ∨
¬(e = 0) ∨ ¬(f = 0)) → ¬(p = 0) & êîîðä(C, K) = (a + d/p, b + e/p, c + f/p))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d, e, f, p íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Êîîðäèíàòû êîíöà âåêòîðà.

∀ABK(êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) & êîîðä(A, K) = (d, e, f) →
êîîðä(B, K) = (a + d, b + e, c + f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(B, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîð-
ìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå íàõîäèò êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(B, K)".
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà, îòëè÷àþùèõ-
ñÿ ëèøü òåì, ÷òî óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäâûðàæåíèÿì
"öèëêîîðä(B, K)" è "ñôåðêîîðä(B, K)".

5. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ñóììû ëèáî ðàçíîñòè âåêòîðîâ.

∀ABCDKabcdef (êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f) → êîîðä(âåêòîð(AB) +
âåêòîð(CD), K) = (a, b, c) ↔ êîîðä(âåêòîð(CD), K) = (a− d, b− e, c− f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDabcdefpqr(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
êîîðä(C, K) = (p, q, r) & D = âåêòîð(AB) + C → êîîðä(D, K) =
(d− a + p, e− b + q, f − c + r))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå íàõîäèò êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(D, K)". Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d, e, f, p, q, r íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & C = A + B & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(C, K) = (d, e, f) → êîîðä(B, K) = (d− a, e− b, f − c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âî âòîðîì àíòåöåäåíòå èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë
"ïëþñâåêò". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå íàõîäèò êîîð-
äèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(B, K)". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & C = A + B & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(B, K) = (d, e, f) → êîîðä(C, K) = (a + d, b + e, c + f))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íà âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íèêàêèå óñëîâèÿ íå
íàêëàäûâàþòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 9.
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6. Êîîðäèíàòû ìèíóñ-âåêòîðà.

∀Kabcd(êîîðä(−a, K) = (b, c, d) ↔ êîîðä(a, K) = (−b,−c,−d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ÷åðåç êîîðäèíàòû êîíöîâ.

∀ABKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) →
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d− a, e− b, f − c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

8. Êîîðäèíàòû âåêòîðà, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé.

∀ABCDEKPQRSxyz(D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
K = (P, Q, R, S) & ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(PQR) &
êîîðä(âåêòîð(DE), K) = (x, y, z) → z = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî íåêîíñòàíòíîå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Âåêòîð ëåæèò â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì èçâåñòåí óãîë ìåæäó íèì è
êîîðäèíàòíîé îñüþ.

∀ABCDKabcp(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(p, K) = (a, 0, b) &

óãîëìåæäó(âåêòîð(DA), p) = c & q =
√

a2 = b2 → |a| = q sin c & b = −q cos c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å óæå âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå
"óãîëìåæäó(âåêòîð(DA),p)". Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Îíî ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåõîä ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

1. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò òî÷êè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîðäèíàòû â
ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå íà÷àëà êîîðäèíàò è áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ñòàðîé ñèñòåìû.

∀ABCDEQKabcdefghkpqrxyz(K = (A, B, C,D) & êîîðä(A, Q) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(AB), Q) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (g, h, k) &
êîîðä(âåêòîð(AD), Q) = (p, q, r) & êîîðä(E, K) = (x, y, z) & E − òî÷êà →
êîîðä(E, Q) = (a + xd + eg + zp, b + xe + yh + zq, c + xf + yk + zr))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, Q)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò è äâà ïî-
ñëåäíèõ - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå K, Q ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Â íåé íå èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
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"êîíòðîëüâûâîäà", íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå èìå-
ëà öåëü "ýëëèïñîèä". Òàêàÿ öåëü ñîïðîâîæäàåò öåëü "èññëåäîâàòü"è îçíà÷à-
åò, ÷òî èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì. ×òîáû
êàê-òî èäåíòèôèöèðîâàòü íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Q, äîáàâëÿåòñÿ àíòåöåäåíò
"ïðÿìêîîðä(Q)". Â îñòàëüíîì ïðèåìû èäåíòè÷íû.

2. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò òî÷êè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîðäèíàòû
â ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â ñòàðîé ñèñòåìå íà÷àëà êîîðäèíàò è áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ íîâîé ñèñòåìû.

∀ABCDKMTabcdefghkpqrm(T = (A, B, C,D) & êîîðä(A, K) = (p, q, r) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (d, e, f) &
êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (g, h, k) & êîîðä(M, K) = (x, y, z) &

m = det

 a b c
d e f
g h k

 & ¬(m = 0) & M − òî÷êà→ êîîðä(M, T ) =

(((ek − fh)x + (fg − dk)y + (dh− eg)z + dkq + egr + fhp− dhr − ekp− fgq)/m,
((ch− bk)x + (ak − cg)y + (bg − ah)z + ahr + bkp + cgq − akq − bgr − chp)/m,
((bf − ce)x + (cd− af)y + (ae− bd)z + afq + bdr + cep− aer − bfp− cdq)/m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, øåñòîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîé ïî ïÿòûé, à òàêæå ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çà-
äà÷à èìååò ïîñûëêè "M ∈ X" è "ðàâíî(êîîðä(X, T )êëàññ(. . .))". Ïåðåìåííûå
K,T ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Íà ýòîé æå òåîðåìå ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Îíà èìååò óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà", èíèöèèðó-
þùèé ïîïûòêó ñðàáàòûâàíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(M, T )" â
ïîñûëêå çàäà÷è. Òðåáîâàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå ïîñûëîê äëÿ ìíîæåñòâà X â
ýòîé âåðñèè îòñóòñòâóåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5; â îñòàëüíîì âåðñèè
èäåíòè÷íû.

3. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò áàçèñíûõ òî÷åê ñòàðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, åñëè èç-
âåñòíû ôîðìóëû ïåðåõîäà ê íîâîé ñèñòåìå.

∀ABCDQKabcdefghkpqr(Q = (A, B, C,D) & ∀Pxyz(P − òî÷êà & êîîðä(P, Q) =
(x, y, z) → êîîðä(P, K) = (ax + by + cz + d, ex + fy + gz + h, px + qy + rz + k)) →
êîîðä(A, K) = (d, h, k) & êîîðä(B, K) = (a + d, e + h, p + k) &
êîîðä(C, K) = (b + d, f + h, q + k) & êîîðä(D, K) = (c + d, g + h, r + k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà"
ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, e, f, g, p, q, r.
Óêàçàòåëè "åäèíèöà" ðàçðåøàþò òàêæå åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåí-
òîâ è íóëåâûå çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ d, h, k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

4. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè èç-
âåñòíû åãî êîîðäèíàòû â äâóìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è êîîðäèíàòû áàçèñíûõ
òî÷åê ýòîé ñèñòåìû â òðåõìåðíîé ñèñòåìå.

∀ABCEQKabcdefghjpqr(Q = (A, B, C) & êîîðä(E, Q) = setuv(pu + qv + r = 0 &
u − ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
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(d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (g, h, j) & òî÷êàíàïðÿìîé((p, q, r), s) &
s = (m, n) → êîîðä(E, K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x−a−md−ng, y− b−me−
nh, z−c−mf−nj), (−qd+pg,−qe+ph,−qf +pj)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−
÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, K)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì "òî÷êàíàïðÿìîé". Ïî òðîéêå (p, q, r) êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-
íåíèÿ ïðÿìîé â íåêîòîðîì áàçèñå ñèíòåçàòîð îïðåäåëÿåò ïàðó s êîîðäèíàò íåêî-
òîðîé òî÷êè äàííîé ïðÿìîé â òîì æå áàçèñå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåí-
íûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ p, q. Ïåðåìåííûå Q, K ðàçëè÷íû. Óðàâ-
íåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê E â ñèñòåìå êîîðäèíàò K íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä"
ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà,
â êîòîðîé âìåñòî óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà" ââåäåí èäåíòèôèöèðóåìûé ñ ïî-
ñûëêîé àíòåöåäåíò "ïðÿìêîîðä(K)". Ýòà âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ
íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ëèíèÿ", ò.å. ïðè íàõîæäåíèè ñâîéñòâ ëèíèè,
çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì. Â îñòàëüíîì âåðñèè èäåíòè÷íû.

∀ABCDEFKPQabcdefghkmnpq(Q = (A, B, C) & êîîðä(E, Q) = setuv(P (u, v) &
u − ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (g, h, k) & (x = a + ud + vg &
y = b + ue + vh & z = c + uf + vk & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) = (u = D(x, y, z) &
v = F (x, y, z) & G(x, y, z)) → êîîðä(E, K) = setxyz(P (D(x, y, z), F (x, y, z)) &
G(x, y, z) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Ïåðåìåííûå D, F, G, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòå-
öåäåíòà âûïèñûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ x, y, z. Çàòåì îíà
ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííûõ u, v. Óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê E â ñèñòåìå êîîðäèíàò K íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé âìåñòî óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà" ââåäåí
èäåíòèôèöèðóåìûé ñ ïîñûëêîé àíòåöåäåíò "ïðÿìêîîðä(K)". Ýòà âåðñèÿ ïðè-
ìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ëèíèÿ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Â îñòàëüíîì âåðñèè èäåíòè÷íû.

5. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åãî
êîîðäèíàòû â ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå íà÷àëà êîîð-
äèíàò è áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñòàðîé ñèñòåìû.

∀ABCDFKMNPQRSabcdefmnkpqr(K = (A, B, C,D) & êîîðä(A, Q) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(AB), Q) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (m,n, k) &
êîîðä(âåêòîð(AD), Q) = (p, q, r) & êîîðä(R,K) = setxyz(F (x, y, z) & x−÷èñëî &

y−÷èñëî & z−÷èñëî) & P = det

 d m p
e n q
f k r

 & M = det

 x− a m p
y − b n q
z − c k r

 &
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N = det

 d x− a p
e y − b q
f z − c r

 & S = det

 d m x− a
e n y − b
f k z − c

 & ¬(P = 0) →

êîîðä(R,Q) = setxyz(F (M/P, N/P, S/P ) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(R,Q)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îïðåäåëèòåëè âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîïðåäåëèòåëü". Ïåðåìåííàÿ
F ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííûå Q,K ðàçëè÷íû. Óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê
R â ñèñòåìå êîîðäèíàò Q íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

6. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åãî
êîîðäèíàòû â ñòàðîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â ñòàðîé ñèñòåìå íà÷àëà êî-
îðäèíàò è áàçèñíûõ âåêòîðîâ íîâîé ñèñòåìû.

∀ABCDKMPTabcdefghpqrs(T = (A, B, C,D) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (p, q, r) &
êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (g, h, s) & êîîðä(M, K) = setxyz(P (x, y, z) & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(M, T ) = setxyz(P (a + dx +
py + gz, b + ex + qy + hz, c + fx + ry + sz) & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî & z− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(M, T )" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííûå T, K ðàçëè÷-
íû. Óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê M â ñèñòåìå êîîðäèíàò T íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò òî÷êè â òðåõìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîð-
äèíàòû â äâóìåðíîé, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû â òðåõìåðíîé ñèñòåìå íà÷àëà
êîîðäèíàò è áàçèñíûõ âåêòîðîâ äâóìåðíîé ñèñòåìû.

∀ABCQKabcdefxy(K = (A, B, C) & êîîðä(A, Q) = (a, b, g) & êîîðä(âåêòîð(AB),
Q) = (c, d, h) & êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (e, f, i) & êîîðä(D, K) = (x, y) &
D−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(Q) → êîîðä(D, Q) = (a+xc+ye, b+xd+yf, g+xh+yi))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå òðè ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå Q,K ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ïðÿìîé â äâóìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîð-
äèíàòû â òðåõìåðíîé ñèñòåìå.

∀ABCKMNQabcdefghijkmnpqrst(Q = (A, B, C) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (g, h, i) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + p, y + q, z + r), (k, m, n)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & (k = Xd + Y g & m = Xe + Y h &
n = Xf + Y i & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî) = (X = s & Y = t) & (−p = Xd + Y g +
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a & − q = Xe + Y h + b & − r = Xf + Y i + c & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî) =
(X = D & Y = E) & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), Q) = setuv(−tu +
sv + tD − sE = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êàñàòåëüíàÿ(ïðÿìàÿ(
MN)U)" ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è
ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèôèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâûå ÷àñòè øåñòîãî è ñåäüìîãî àíòåöåäåí-
òîâ ñîäåðæàò íîâûå ïåðåìåííûå X, Y . Îíè ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî X, Y ñ
ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, çàäàþ-
ùóþ óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê U â ñèñòåìå êîîðäèíàò Q, à òàêæå ïîñûëêó,
îïðåäåëÿþùóþ êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â òðåõìåðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò K. Óðàâíåíèå ïðÿìîé MN â ñèñòåìå êîîðäèíàò Q íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà. Åå óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ
ê ïîäâûðàæåíèþ "Óãîëìåæäó(U, V, ïðÿìàÿ(MN))". Ââèäó îòñóòñòâèÿ ìíîæå-
ñòâà U , òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû èìåëàñü ïîñûëêà, çàäàþùàÿ êîîðäèíàòû êàêîãî-
ëèáî ìíîæåñòâà òî÷åê îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
5; â îñòàëüíîì ïðèåìû èäåíòè÷íû.

9. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà â äâóìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî åãî êîîð-
äèíàòàì â òðåõìåðíîé ñèñòåìå.

∀ABCDEKQabcdefghijmnxy(Q = (C, D,E) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(CD), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(CE), K) = (g, h, j) &
(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & xd + yg = a & xe + yh = b & xf + yj = c) =
(x = m & y = n) & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(âåêòîð(AB), Q) = (m, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(âåêòîð(AB)Q)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà ñîäåðæèò íîâûå ïåðåìåííûå
x, y. Îíà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè è åå êîîðäèíàòàìè íà
ïëîñêîñòè, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû îïîðíûõ òî÷åê ïëîñêîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò â ïðîñòðàíñòâåííîé ñèñòåìå.

∀ABCDKQabdefghkmnp(Q = (A, B, C) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
êîîðä(D, Q) = (a, b) & êîîðä(A, K) = (d, e, f) & êîîðä(B, K) = (g, h, k) &
êîîðä(C, K) = (m, n, p) → êîîðä(D, K) = (d + a(g − d) + b(m− d),
e + a(h− e) + b(n− e), f + a(k − f) + b(p− f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòî-
ðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEKQabcdefghkmn(Q = (A, B, C) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) & êîîðä(C, K) = (g, h, k) &
êîîðä(D, K) = (p, q, r) & (x− ÷èñëî & y− ÷èñëî & p = a + x(d− a) + y(g− a) &
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q = b+x(e− b)+y(h− b) & r = c+x(f − c)+y(k− c)) = (x = m & y = n & E) →
êîîðä(D, Q) = (m, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, Q)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöå-
äåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ñîäåðæèò íîâûå ïåðåìåííûå x, y. Îíà ðàçðåøàåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî ýòèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî åãî êîîðäèíà-
òàì â íîâîé è ïî êîîðäèíàòàì áàçèñíûõ âåêòîðîâ íîâîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî
ñòàðîé ñèñòåìû.

∀ABCDFGKQabcdefghkpqrxyz(K = (A, B, C,D) & êîîðä(âåêòîð(AB), Q) = (d, e, f)
& êîîðä(âåêòîð(AC), Q) = (g, h, k) & êîîðä(âåêòîð(AD), Q) = (p, q, r) &
êîîðä(âåêòîð(FG), K) = (x, y, z) & ïðÿìêîîðä(Q) → êîîðä(âåêòîð(FG), Q) =
(xd + yg + zp, xe + yh + zq, xf + yk + zr))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñî-
èä", ò.å. îðèåíòèðîâàííîé íà îïèñàíèå ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ñâîèì
óðàâíåíèåì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïåðåìåííûå Q,K ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà

∀DKabcd(êîîðä(D, K) = a → b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & a = (b, c, d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå èìååò çàãîëîâêà "íàáîð",
ïðè÷åì îòñóòñòâóåò êàê ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(a íàáîð(. . .))", òàê è ïîñûëêà âèäà
"ðàâíî(êîîðä(D, X)íàáîð(. . .))". Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(êîîðä(P, K)íàáîð(m,
n, k))", ïðè÷åì â çàäà÷å ðàññàìòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè D, P , è
âûäåëåíû ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê D, P äî íåêîòîðîé òî÷êè Q. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Â
ïåðâîé èç íèõ óñëîâèå ïðî òî÷êó P çàìåíåíî äèçúþíêöèåé ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(êîîðä(P, K)íàáîð(m, n, k))", ïðè÷åì â çàäà÷å óæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå DP .

2. Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(K íàáîð(E, F, G, H))", ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè D îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

Âî âòîðîé âåðñèè áåðåòñÿ äèçúþíêöèÿ äâóõ äðóãèõ óñëîâèé:

1. Ñóùåñòâóþò ïîñûëêè âèäà "ðàâíî(êîîðä(P, K)íàáîð(m, n, k))" è "ðàâíî(êîîðä(
Q,K)íàáîð(u, v, w))", òàêèå, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.

2. Èìååòñÿ ïîñûëêà, â êîòîðîé âõîæäåíèå ñèìâîëà D ðàñïîëîæåíî âíóòðè ñêàëÿð-
íîãî ëèáî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(êîîðä(X, K)
íàáîð(m, n, k))".
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Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ îáåèõ âåðñèé ðàâíû 4.

∀ABKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b, c) & àêòèâ(âåêòîð(BA)) → d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & êîîðä(B, K) = (d, e, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå íà-
õîäèò êîîðäèíàòíûé íàáîð íè äëÿ "êîîðä(B, K)", íè äëÿ "êîîðä(âåêòîð(BA),K)".
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(êîîðä(B, X)íàáîð(. . .))". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïå-
ðåìåííûå d, e, f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b, c) & àêòèâ(âåêòîð(AB)) → d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & êîîðä(B, K) = (d, e, f))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCDKMQabcde(K = (A, B, C,D) & êîîðä(M, Q) = a → c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & êîîðä(D, Q) = (c, d, e))

∀ABCDKMQabcde(K = (A, B, C,D) & êîîðä(M, Q) = a → c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & êîîðä(C, Q) = (c, d, e))

∀ABCDKMQabcde(K = (A, B, C,D) & êîîðä(M, Q) = a → c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & êîîðä(B, Q) = (c, d, e))

∀ABCDKMQabcde(K = (A, B, C,D) & êîîðä(M, Q) = a → c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & êîîðä(A, Q) = (c, d, e))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûò-
êó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(M, K)" â ïîñûëêå çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå "êîîðä(M, K)",
ïðåîáðàçîâàííîå íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä", ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïðåîáðàçî-
âàííîå ýòèì íîðìàëèçàòîðîì âûðàæåíèå "êîîðä(. . . , Q)" èç êîíñåêâåíòà òåîðåìû
ïðèåìà íå èìååò çàãîëîâêà "íàáîð". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå c, d, e. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

1. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü îñåé êîîðäèíàò.

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) → ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC)) &
àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD)) → ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå äâà
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ õî-
òÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ A, B, C,D è íå èìåþùàÿ çàãîëîâêà "òî÷êà" ëèáî
"àêòèâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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2. Äëèíû êîîðäèíàòíûõ âåêòîðîâ.

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) → l(AD) = 1)

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) → l(AC) = 1)

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) → l(AB) = 1)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ðàññòîÿíèå, óïîìèíàåìîå
â âûâîäèìîì óòâåðæäåíèè, óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷åê, çàäàþùèõ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) → (A, B, C,D) = K & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ ïîäòåðì îäíîãî èç ñëå-
äóùèõ òèïîâ: "âåðòïëîñê(K)", "êðä(x, K, i)", "ðàâíî(êîîðä(x, K)íàáîð(u, v, w))".
Êðîìå òîãî, â íåêîòîðóþ ïîñûëêó âõîäèò ñèìâîë "Îðóãîë". Îòñóòñòâóåò ïîñûë-
êà âèäà "ðàâíî(K íàáîð(. . .))". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,D. Âû-
âîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & l(AB) = 1 &
l(AC) = 1 & l(AD) = 1 → ïðÿìêîîðä(K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöå-
äåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

∀A(∃K(ïðÿìêîîðä(K)))

∀A(∃K(ïîâåðõíçåìëè(K)))

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäèêàò "ïîâåðõíçåìëè(K)" óêàçûâàåò íà íåêîòîðóþ ïðÿìî-
óãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò K, ðàñïîëîæåííóþ ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè è îðèåí-
òèðîâàííóþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ýòîò ïðåäèêàò èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ ïî
ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå.

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà" è ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü íåñóùåñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ K çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå âñòðå÷àþùóþñÿ â äðóãèõ óñëîâèÿõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè, óñëîâèå íà êîòîðóþ âûðàæåíî ÷åðåç êîîðäèíàòû.

∀Kabc(ïðÿìêîîðä(K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∃B(B − òî÷êà &
B ∈ îñüàáñöèññ(K) & a · êðä(B, K, 1) + b = c) ↔ c− ÷èñëî)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàí-
òîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ B. Çàäà÷à èìååò öåëü "èñ-
êëþ÷", ò.å. ðåøàåòñÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé
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àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé ëèáî óñëîâèåì çàäà÷è, äâà äðóãèõ -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, K íå ñîäåðæàò
ïåðåìåííîé B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀K(ïðÿìêîîðä(K) → ∃B(B − òî÷êà & B ∈ îñüàáñöèññ(K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèåì èç êîíòåêñòà. Îòñóòñòâóåò öåëü "íåçàâèñèò". Ïåðåìåííàÿ B íå âõîäèò â
âûðàæåíèå K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ñèñòåìó êîîðäèíàò.

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) → K = (A, B, C,D) ↔ (A, B, C,D) = K)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿ-
ðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Òî÷êà íà îñè êîîðäèíàò.

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, D) &
ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(D, K) = (l(AD), 0, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé
è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AD íå ñî-
äåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(D, K)". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, C,D) &
ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(D, K) = (0, l(AD), 0))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & òî÷êàëó÷à(A, E, D) &
ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(D, K) = (0, 0, l(AD)))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A ∈ îòðåçîê(BD) &
ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(D, K) = (−l(AB), 0, 0))



120 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CD) &
ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(D, K) = (0,−l(AB), 0))

∀ABCDEK(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) & A ∈ îòðåçîê(ED) &
ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(D, K) = (0, 0,−l(AB)))

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå, íî óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ èõ ðàâíû 4.

9. Ïðîåêöèè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

(a) Êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè íà îñü ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

∀ABCDEFKabc(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
êîîðä(F, K) = (a, 0, 0))

∀ABCDEFKabc(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
êîîðä(F, K) = (0, b, 0))

∀ABCDEFKabc(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) →
êîîðä(F, K) = (0, 0, c))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Êîîðäèíàòíûé íàáîð â âû-
âîäèìîì óòâåðæäåíèè íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Íîðìà-
ëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð
äëÿ "êîîðä(F, K)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü.

∀ABCDEFKabc(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)
& F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) →
êîîðä(F, K) = (a, b, 0))

∀ABCDEFKabc(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)
& F ∈ ïëîñêîñòü(ABD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABD) →
êîîðä(F, K) = (a, 0, c))

∀ABCDEFKabc(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)
& F ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïëîñêîñòü(ACD) →
êîîðä(F, K) = (0, b, c))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïî-
ñëåäíèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Êîîðäèíàòíûé íàáîð â âûâîäè-
ìîì óòâåðæäåíèè íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Íîðìà-
ëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð
äëÿ "êîîðä(F, K)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(c) Êîîðäèíàòû ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïëîñêîñòü, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí âåêòîð
íîðìàëè.

∀ABCKabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & q = ïðîåêöèÿ(p, ïëîñêîñòü(ABC)) &
r ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & Âåêòîð(p) & Âåêòîð(r) & êîîðä(p, K) = (a, b, c)
& êîîðä(r, K) = (d, e, f) & m = d2 + e2 + f 2 & ¬(m = 0) &
n = −(ad + be + cf)/m → êîîðä(q, K) = (a + nd, b + ne, c + nf))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûéÞ ïÿòûé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü âîñüìîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Ýëåìåíòû êîîðäèíàòíîãî íà-
áîðà â âûâîäèìîì óòâåðæäåíèè óïðîùàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ
çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ "êîîðä(q, K)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

(d) Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü.

∀ABCDKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(âåêòîð(PQ),
K) = (a, b, c) → êîîðä(ïðîåêöèÿ(âåêòîð(PQ), ïëîñêîñòü(ABC)), K) =
(a, b, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ïðîåêöèÿ(âåê-
òîð( PQ) ïëîñêîñòü(ABC))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîð-
äèíàòíûé íàáîð äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîåêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

∀ABCDKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(âåêòîð(PQ),
K) = (a, b, c) → êîîðä(ïðîåêöèÿ(âåêòîð(PQ), ïëîñêîñòü(ABD)), K) =
(a, 0, c))

∀ABCDKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(âåêòîð(PQ),
K) = (a, b, c) → êîîðä(ïðîåêöèÿ(âåêòîð(PQ), ïëîñêîñòü(ACD)), K) =
(0, b, c))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó.

(e) Ïðîâåäåíèå íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïðè ïðÿìîóãîëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè íà
ýòó ïëîñêîñòü.

∀ABCDEKxyz(ïðÿìêîîðä(K) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (x, y, z) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ïðîåêöèÿ(c, ïëîñ-
êîñòü(CDE))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óñìàòðèâàåòñÿ âåêòîðíûé òèï
çíà÷åíèÿ c. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè CDE â çàäà÷å ïîêà íå ïðîâåäåí.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(f) Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, åñëè èçâåñòíû
ðàññòîÿíèå åå äî íà÷àëà êîîðäèíàò è îòíîøåíèå äëèí ïðîåêöèé íà îñè
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êîîðäèíàò òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîãî ëó÷à.

∀ABCDEFGHKabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, C,B,H) & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC)
& G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & l(AG) = c & òî÷êàëó÷à(A, G, D) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿ-
ìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, C, F ) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) & al(AE) = bl(AF ) &
p =

√
a2 + b2 & ¬(p = 0) → êîîðä(G, K) = (c|a|/p, c|b|/p, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðå-
òèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ íîìåðàìè îò 6 äî 12
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òðèíàäöàòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì, ïÿòíàäöàòûé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íàêîíåö,
ïÿòûé è ÷åòûðíàäöàòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óêàçàòåëü "ñäâèã" äîïóñêàåò öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó îïåðàí-
äîâ C, B, H âòîðîãî àíòåöåäåíòà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêîé îïåðàí-
äîâ êîîðäèíàòíîãî íàáîðà. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè G ïðÿìûì AB è AC. Íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ
"êîîðä(G, K)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Óãëû è íàïðàâëåíèÿ.

(a) Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì êîîðäèíàòíîé îñè.

∀ABCDEFKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & F ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
òî÷êàëó÷à(P, Q, F ) & êîîðä(âåêòîð(PF ), K) = (a, b, c) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& òî÷êàëó÷à(A, B, E) → cos(óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AE))) =
a/
√

a2 + b2 + c2)

∀ABCDEFKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & F ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
òî÷êàëó÷à(P, Q, F ) & êîîðä(âåêòîð(PF ), K) = (a, b, c) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC)
& òî÷êàëó÷à(A, ,E) → cos(óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AE))) =
b/
√

a2 + b2 + c2)

∀ABCDEFKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & F ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
òî÷êàëó÷à(P, Q, F ) & êîîðä(âåêòîð(PF ), K) = (a, b, c) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& òî÷êàëó÷à(A, D, E) → cos(óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AE))) =
c/
√

a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(âåê-
òîð(PQ), âåêòîð(AE))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 3.
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(b) Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ.

∀ABCDEKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & E ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
òî÷êàëó÷à(P, Q,E) & êîîðä(âåêòîð(PE), K) = (a, b, c) →
sin(óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), ïëîñêîñòü(ACD))) = a/

√
a2 + b2 + c2)

∀ABCDEKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & E ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
òî÷êàëó÷à(P, Q,E) & êîîðä(âåêòîð(PE), K) = (a, b, c) →
sin(óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), ïëîñêîñòü(ABD))) = b/

√
a2 + b2 + c2)

∀ABCDEKPQabc(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & E ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
òî÷êàëó÷à(P, Q,E) & êîîðä(âåêòîð(PE), K) = (a, b, c) →
sin(óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), ïëîñêîñòü(ABC))) = c/

√
a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(âåê-
òîð(PQ), ïëîñêîñòü(ABC))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè.

∀ABKabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) =

(d, e, f) & p =
√

a2 + b2 + c2 & q =
√

d2 + e2 + f 2 →
cos(óãîëìåæäó(A, B)) = (ad + be + cf)/(pq))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(A, B)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü", ò.å. ðåøàåìîé
íà ýòàïå êîíòðîëÿ âûïîëíèìîñòè ïîäñëó÷àÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà. Ïåðâàÿ èç íèõ
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Â íåé äîïóñêàþòñÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. Âìåñòî óñëîâèÿ ïðî öåëü "êîíòðîëü" òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
âûðàæåíèå äëÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè A, B èìåëî òèï "íåèçâ". Äðóãàÿ
âåðñèÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 8. Â íåé îòáðîøåíû âñå äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå íà âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f .

∀ABKbcdpqr(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & êîîðä(A, K) =
(b, c, d) & êîîðä(B, K) = (p, q, r) → (bp + cq + dr)2 =
cos(óãîëìåæäó(A, B))2(b2 + c2 + d2)(p2 + q2 + r2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(A, B)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â çàäà÷àõ, ñîäåðæàùèõ ïîíÿòèÿ èç ýëåìåíòàð-
íîé ôèçèêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCKabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) &

êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (d, e, f) & p =
√

a2 + b2 + c2 & q =
√

d2 + e2 + f 2 →
cos(∠(BAC)) = (ad + be + cf)/(pq))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
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åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "∠(BAC)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèôèðöåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âû-
ðàæåíèå äëÿ óãëà BAC èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.

∀ABKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & êîîðä(A, K) =
(a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) & óãîëìåæäó(A, B) < π/2 →
0 < ad + be + cf)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(d) Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ.

∀ABCDKQRabcdefpqrmxyz(ïðÿìêîîðä(K) & B ∈ ïëîñêîñòü(AQR) &
C ∈ ïëîñêîñòü(AQR) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (p, q, r) &
x = bf − ce & y = cd− af & z = ae− bd & m = x2 + y2 + z2 &
¬(m = 0) → sin(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AD), ïëîñêîñòü(AQR))) =
|px + qy + rz|/(

√
p2 + q2 + r2 ·

√
m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿ-
ìàÿ(AD), ïëîñêîñòü(AQR))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé
è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî äå-
ñÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(e) Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåêòîðà ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabcdef (àêòèâ(ïëîñêîñòü(CDE) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE)
& êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) & êîîðä(âåêòîð(CD), K) = (d, e, f) &
ïðÿìêîîðä(K) → ad + be + cf = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé è ÷åòâåðòûé - óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ d, e, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à
õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b, c - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 5.

∀ABCDEFKabcdef (àêòèâ(ïëîñêîñòü(CDE)) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE)
& B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & êîîðä(âåêòîð(AB), K)
& êîîðä(âåêòîð(BF ), K) = (d, e, f) & ïðÿìêîîðä(K) → ad + be + cf = 0)

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åò-
âåðòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé è øåñòîé - óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 7.

(f) Óñìîòðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.
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∀ABCDEFGMNK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) &
ïëîñêîñòü(EFG) ‖ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(MN) ‖ ïðÿìàÿ(AD) →
ïëîñêîñòü(EFG) ⊥ ïðÿìàÿ(MN))

∀ABCDEFGMNK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) &
ïëîñêîñòü(EFG) ‖ ïëîñêîñòü(ABD) & ïðÿìàÿ(MN) ‖ ïðÿìàÿ(AC) →
ïëîñêîñòü(EFG) ⊥ ïðÿìàÿ(MN))

∀ABCDEFGMNK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) &
ïëîñêîñòü(EFG) ‖ ïëîñêîñòü(ADC) & ïðÿìàÿ(MN) ‖ ïðÿìàÿ(AB) →
ïëîñêîñòü(EFG) ⊥ ïðÿìàÿ(MN))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
è ïëîñêîñòåé ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ñîîòíîøåíèé äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ.

∀abc(a/
√

a2 + b2 + c2 = p & b/
√

a2 + b2 + c2 = p & c/
√

a2 + b2 + c2 = p →
a = b & b = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè íà áèññåêòðèñå óãëà.

∀ABCDEKabcdefpqxyz(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f) & êîîðä(A, K) = (x, y, z) &
p =

√
a2 + b2 + c2 & q =

√
d2 + e2 + f 2 & áèññåêòðèñà(BACD) →

E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(DE)) & êîîðä(E, K) =
(x + a/p + d/q, y + b/p + e/q, z + c/p + f/q))

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî øå-
ñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä"
ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ êàêîé-ëèáî îò-
ëè÷íîé îò A òî÷êè ïðÿìîé AD. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ E. Åñëè
êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ òî÷êè E ñîäåðæèò ìåíåå ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ, òî
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, èíà÷å - 4.

∀ABCDEKabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (a, b, c) &

êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f) & p =
√

a2 + b2 + c2 & q =
√

d2 + e2 + f 2

& áèññåêòðèñà(BACD) → E − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
¬(A ∈ èíòåðâàë(DE)) & êîîðä(âåêòîð(AE), K) =
(a/p + d/q, b/p + e/q, c/p + f/q))

Ïåðâûé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ïÿ-
òûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðêîîðä" íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü íè êîîðäèíàòíûé íàáîð òî÷êè A, íè êîîðäèíàòû
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êàêîãî-ëèáî âåêòîðà AP äëÿ ëåæàùåé íà ïðÿìîé AD è îòëè÷íîé îò A òî÷-
êè P . Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

(i) Ñóììà êâàäðàòîâ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ðàâíà 1.

∀ABCDKPQabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) &
d = óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AB)) & e = óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ),
âåêòîð(AC)) & f = óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AD)) →
(cos d)2 + (cos e)2 + (cos f)2 = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(âåê-
òîð(PQ), âåêòîð(AB))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Óêàçàòåëè "êîíòåêñò" îáåñïå÷èâàþò ïðîâåðêó âõîæäåíèÿ â ïî-
ñûëêè ïîäâûðàæåíèé "óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AC))" è "óãîëìåæ-
äó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AD))". Íå áîëåå ÷åì îäíî èç âûðàæåíèé d, e, f ñî-
äåðæèò ñèìâîë "óãîëìåæäó". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Îïðåäåëåíèå íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî äâóì
íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì.

∀ABKabcdefrstuvwxyz(Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & êîîðä(A, K) = (ra, rb, rc)
& êîîðä(B, K) = (sd, se, sf) & ¬(êîëëèíåàðíû(A, B)) & ax + by + cz =
0 & dx+ey+fz = 0 & u = ce−bf & v = af−cd & w = bd−ae & ¬(x2+y2+z2 =
0) & ïðÿìêîîðä(K) → t− ÷èñëî & ¬(t = 0) & x = tu & y = tv & z = tw)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "x/

√
x2 + y2 + z2"

â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé, ÷åò-
âåðòûé, øåñòîé, ñåäüìîé è äâåíàäöàòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñ âîñüìîãî ïî äåñÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå x, y, z èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè.
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ t. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(k) Âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè êîîðäèíàò.

∀ABCDKx(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) → óãîëìåæäó(âåêòîð(DA),
x) = 0 ↔ êîîðä(x, K) = (0, 0,−äëèíà(x)))

∀ABCDKx(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) → óãîëìåæäó(âåêòîð(DA),
x) = 0 ↔ êîîðä(x, K) = (äëèíà(x), 0, 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDx(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) → âíèç(x, K) ↔
êîîðä(x, K) = (0, 0,−äëèíà(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëå-
äîâàíèå. Õîòÿ áû îäíà ïîñûëêà ñîäåðæèò ñèìâîë "êîîðä". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(l) Îäíîíàïðàâëåííûå âåêòîðû.
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∀ABCKabcdp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) & l(AC) = d & p =

√
a2 + b2 + c2

& ¬(p = 0) → êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (ad/p, bd/p, cd/p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(âåê-
òîð(AC), K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé, ïÿòûé
è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé è
÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p íå ñîäåðæàò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â
ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ âåêòîðà AC. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 4 è 6.

11. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ëèáî äëèíà âåêòîðà.

∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (0, 0, a) & êîîðä(B, K) = (0, 0, b) →
l(AB) = |a− b|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ðàññòîÿíèå AB óæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â çàäà÷å. Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKabcpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (p, q, r) →
l(AB) =

√
(a− p)2 + (b− q)2 + (c− r)2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûëêå çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, èìåþùàÿ çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îíà ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷
íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êðä". Òàêàÿ öåëü àêòèâèðóåò âûðàæåíèå
÷èñëîâûõ àòîìîâ ÷åðåç êîîðäèíàòû. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ äàííîé âåðñèè ðàâåí 3.

∀ABKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) →
l(AB) =

√
a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB))" â ïîñûëêå çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñóùåñòâóåò
ïîñûëêà "àêòèâ(âåêòîð(AB))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Kabcd(ïðÿìêîîðä(K) & Âåêòîð(d) & êîîðä(d,K) = (a, b, c) →
äëèíà(d) =

√
a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "äëèíà(d)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
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òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3
è 6.

∀ABKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) & àêòèâ(l(AB)) →
l(AB) =

√
a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKabcdpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &

êîîðä(B, K) = (p, q, r) & d =
√

(a− p)2 + (b− q)2 + (c− r)2 → l(AB) = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûëêå çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

12. Äëèíà ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðåçêà, çàäàííîãî ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

∀Kabcd(ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(òî÷êè(setxyz(a ≤ x & x ≤ b & x− ÷èñëî &
y = c & z = d), K)) = (b− a ïðè 0 ≤ b− a, èíà÷å 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Ïëîùàäü ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, çàäàííîãî ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

∀Kabcdp(0 ≤ b− a & 0 ≤ d− c & ïðÿìêîîðä(K) → S(òî÷êè(setxyz(z = p &
a ≤ x & x ≤ b & c ≤ y & y ≤ d & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî), K)) = (b− a)(d− c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Îáúåì òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû.

∀ABCDKPabcdefghkpqr(ïèðàìèäà(P ) & îñíîâàíèå(ôèãóðà(ABC), P ) &
Âåðøèíà(D, P ) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(B, K) = (d, e, f) & êîîðä(C, K) = (g, h, k) & êîîðä(D, K) = (p, q, r) →

îáúåì(P ) = |det


a b c 1
d e f 1
g h k 1
p q r 1

 |/6)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå
òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, g, h, k, p,
q, r íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáú-
åìà.

∀Ap(îáúåì(A) = p → îáúåì(A) = p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
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÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îáúåì". Çàäà-
÷à èìååò ïîñûëêè "ïðÿìêîîðä(K)" è "A = òî÷êè(B, K)". Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
òàêèõ ñèòóàöèé â ðàçäåëå "ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" ïðåäóñìîòðåíû ïðèåìû,
âû÷èñëÿþùèå îáúåìû ñ ïîìîùüþ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

16. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà.

(a) Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà ïðè îïðåäåëåíèè óãëà ìåæäó
âåêòîðîì è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì êîîðäèíàòíîé îñè.

∀ABCDKPQ(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & êîîðä(âåêòîð(PQ), K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(âåê-
òîð(PQ), âåêòîð(AD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ âåêòîðà PQ. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà, îò-
ëè÷àþùèåñÿ òîëüêî òåì, ÷òî óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ â íèõ
ê âûðàæåíèÿì "óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AB))" è "óãîëìåæäó(âåê-
òîð(PQ), âåêòîð(AC))".

(b) Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà äëÿ âåêòîðà, åñëè èçâåñòíû óã-
ëû, îáðàçóåìûå èì ñ ïîëîæèòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè êîîðäèíàòíûõ îñåé.

∀ABCDKPQ(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ),
âåêòîð(AB)) = a & óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AC)) = b &
óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ), âåêòîð(AD)) = c → d− ÷èñëî & 0 < d &
êîîðä(âåêòîð(PQ), K) = (d cos a, d cos b, d cos c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "îðèåíòàöèÿ(K,
X)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Âûðàæåíèå "âåêòîð(PQ)"âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå X. Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ âåê-
òîðà PQ. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà"
íå èñïîëüçóåòñÿ. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòñóòñòâîâàëà ïîñûëêà,
îïðåäåëÿþùàÿ êîîðäèíàòíûé íàáîð äëÿ âåêòîðà PQ â êàêîé-ëèáî èíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 5.

∀ABCDKp(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) &
òî÷êàëó÷à(A, D, F ) & ∠(AEF ) = p → m− ÷èñëî & 0 < m &
êîîðä(âåêòîð(FE), K) = (m cos p, 0,−m sin p))

Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè
óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "âåêòîð(FE)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Íîð-
ìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòíûé íà-
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áîð äëÿ âåêòîðà FE. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ m. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà äëÿ îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà, îïóùåííîãî íà ïëîñêîñòü.

∀ABCDEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & àêòèâ(ïëîñêîñòü(CDE)) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) →
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(B, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòîÿíèå(AB)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ýòî ïîäâûðà-
æåíèå èìååò òèï "íåèçâ". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Êîîðäèíàòíûé
íàáîð äëÿ "êîîðä(A, K)" íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä" îïðåäåëÿåòñÿ, à
äëÿ "êîîðä(B, K)" - íåò. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ êîîðäèíàò-
íûé íàáîð äëÿ òî÷êè B â êàêîé-ëèáî äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âûäåëåíà
òî÷êà ïëîñêîñòè CDE, äëÿ êîòîðîé íîðìàëèçàòîð "íîðêîîðä" óìååò îïðå-
äåëÿòü êîîðäèíàòíûé íàáîð. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

17. Ââîä ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ðàññìîòðåíèè êóáà ëèáî ïðÿìî-
óãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.

∀ABCDEFGa(êóá(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & ðåáðî(îòðåçîê(AC), a) &
ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & ðàçíûåòî÷êè(B, C) & ðàçíûåòî÷êè(B, D) &
ðàçíûåòî÷êè(C, D) → E − òî÷êà & F − òî÷êà & G− òî÷êà & K = (A, E, F, G)
& ïðÿìêîîðä(K) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& òî÷êàëó÷à(A, B, E) & òî÷êàëó÷à(A, C, F ) & òî÷êàëó÷à(A, D, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå
òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ âûðà-
æåíèå âèäà "âåêòîð(AX)". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ïðÿìêîîðä(. . .)". Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå E, F, G, K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFGa(ïàðàëëåëåïèïåä(a) & ðåáðî(îòðåçîê(AB), a) & ðåáðî(îòðåçîê(AC), a)
& ðåáðî(îòðåçîê(AD), a) & ðàçíûåòî÷êè(B, C) & ðàçíûåòî÷êè(B, D) &
ðàçíûåòî÷êè(C, D) & ïðÿìîóãîëüíûé(a) → E − òî÷êà & F − òî÷êà &
G− òî÷êà & K = (A, E, F,G) & ïðÿìêîîðä(K) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(AD) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) & òî÷êàëó÷à(A, C, F )
& òî÷êàëó÷à(A, D, G))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ ïîñûëêîé èäåíòèôèöèðóåòñÿ òàêæå è ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò.

Ðàçäåëüíîå ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò

Â çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå îêàçàëîñü óäîáíûì ðàáîòàòü íå ñ êîîðäèíàòíû-
ìè íàáîðàìè, à ñ îòäåëüíûìè êîîðäèíàòàìè ôèçè÷åñêèõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó áûëî
ââåäåíî îáîçíà÷åíèå "êðä(a, K, i)" i-é êîîðäèíàòû âåêòîðà ëèáî òî÷êè a â ñèñòåìå
êîîðäèíàò K. Óðàâíåíèÿ, âûïèñûâàåìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðèåìàìè ïî ýëåìåíòàð-
íîé ôèçèêå, ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ äàííîãî îáîçíà÷åíèÿ. Â äàííîì ïîäðàçäåëå
ñîáðàíû ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êðä".
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1. Íóëåâîé âåêòîð.

∀Ki(êðä(âåêòîð0, K, i) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ìèíóñ ïåðåä âåêòîðîì.

∀Kai(êðä(−a, K, i) = −êðä(a, K, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Âûíåñåíèå íàðóæó ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ.

∀Kabi(êðä(ab, K, i) = a · êðä(b, K, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îïåðàöèÿ "óìíîæâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ñâÿçü ñ êîîðäèíàòíûì íàáîðîì.

∀Kabpqr(êîîðä(a, K) = (p, q, r) & êðä(a, K, 1) = b → p = b)

∀Kabpqr(êîîðä(a, K) = (p, q, r) & êðä(a, K, 2) = b → q = b)

∀Kabpqr(êîîðä(a, K) = (p, q, r) & êðä(a, K, 3) = b → r = b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3. Äëÿ êàæäîãî ïðèåìà ñîçäàíû äâå
âåðñèè: îäíà ñ ïðèâÿçêîé ïî ïåðâîìó àíòåöåäåíòó, à äðóãàÿ - ïî âòîðîìó.

∀Kapqr(êîîðä(a, K) = (p, q, r) → êðä(a, K, 1) = p & êðä(a, K, 2) = q &
êðä(a, K, 3) = r)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ p, q, r íå ñîäåðæàò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå âèäà "êðä(a, K, i)" óæå âñòðå÷à-
åòñÿ â íåêîòîðîé ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Îïðåäåëåíèå òî÷êè ïî åå êîîðäèíàòàì.

∀Kabcx(êðä(x, K, 1) = a & êðä(x, K, 2) = b & êðä(x, K, 3) = c ↔
x = ò÷êîîðä(K, (a, b, c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è çàìåíÿåò ãðóïïó óñëî-
âèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, K íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðà-
æåíèå x - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ.

(a) Äëèíà âåêòîðà. Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèÿìè "ââåðõ",
"âíèç", è ò.ï., - âîçíèêëè ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå.
Ìíîãèå èç íèõ îòíîñÿòñÿ ëèøü ê îäíîìó èç òàêèõ íàïðàâëåíèé - òîìó,
êîòîðîå ôàêòè÷åñêè áûëî âîñòðåáîâàíî â äàííûõ çàäà÷àõ.

∀Ka(ââåðõ(a, K) → äëèíà(a) = êðä(a, K, 3))

∀Ka(âíèç(a, K) → äëèíà(a) = −êðä(a, K, 3))

∀Ka(âïðàâî(a, K) → äëèíà(a) = êðä(a, K, 1))

∀Ka(âëåâî(a, K) → äëèíà(a) = −êðä(a, K, 1))
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Ka(Âåêòîð(a) & âåðòèêíàïð(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) →
äëèíà(a) = |êðä(a, K, 3)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûå
äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1 è 4.

∀Ka(âïåðåä(a, K) → äëèíà(a) = êðä(a, K, 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "äëèíà(a)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kab(âïðàâî(a, K) & êðä(a, K, 1) = b → äëèíà(a) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â íåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå
a - ñîäåðæèò. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ äëÿ ïîñûëîê âèäà "ðàâíî(äëèíà(a). . .)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Ka(êðä(a, K, 1) = 0 & êðä(a, K, 2) = 0 & ïðÿìêîîðä(K) →
äëèíà(a) = |êðä(a, K, 3)|)
∀Ka(êðä(a, K, 3) = 0 & êðä(a, K, 2) = 0 & ïðÿìêîîðä(K) →
äëèíà(a) = |êðä(a, K, 1)|)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäà-
íà åùå îäíà âåðñèÿ âòîðîãî ïðèåìà, ó êîòîðîé òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî
âòîðîì àíòåöåäåíòå, à ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

∀Kabu(êðä(u, K, 1) = a & êðä(u, K, 3) = b & êðä(u, K, 2) = c &
ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(u) =

√
a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ, à âûðàæåíèå u - ñîäåðæèò. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ äëÿ ïîñûëîê âèäà
"ðàâíî(äëèíà(u)p)", ãäå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7. Â íåé
òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì îãðàíè-
÷åíèÿ íà âûðàæåíèÿ a, b, c è óêàçàííàÿ âûøå áëîêèðîâêà îòñóòñòâóþò.

∀Ka(Âåêòîð(a) & îäíîìåðíûé(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) →
äëèíà(a) = |êðä(a, K, 1)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 1)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïîñëåäíèé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íåêîòîðàÿ ïîñûëêà çàäà÷è èìååò ïîäâûðàæåíèå
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"äëèíà(a)". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.
∀Ka(âëåâî(a, K) → äëèíà(a) = −êðä(a, K, 1))

∀Ka(âïðàâî(a, K) → äëèíà(a) = êðä(a, K, 1))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèè-
ðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ
ïîäâûðàæåíèå "äëèíà(a)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀Ka(ââåðõ(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(a) = êðä(a, K, 3))

∀Ka(âïðàâî(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(a) = êðä(a, K, 1))

∀Ka(âëåâî(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(a) = −êðä(a, K, 1))

∀Ka(âíèç(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(a) = −êðä(a, K, 3))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
∀Ka(âåðòèêíàïð(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(a) = |êðä(a, K, 3)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCK(ïðÿìàÿ(BC) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & îäíîíàïðàâëåíû(a, âåêòîð(AB)) &
ïðÿìêîîðä(K) & âåðòèêíàïð(âåêòîð(BC), K) →
|êðä(a, K, 3)| = sin(∠(BAC))äëèíà(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 3)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óãîë
BAC óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Íåêîòîðàÿ ïîñûëêà ñîäåðæèò ïîäâû-
ðàæåíèå "äëèíà(a)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀Kabu(êðä(u, K, 1) = a & êðä(u, K, 3) = b & êðä(u, K, 2) = c &
ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(u) =

√
a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c
íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà,
ñîîòâåòñòâåííî âûáîðó òî÷êè ïðèâÿçêè â ïåðâîì ëèáî âòîðîì àíòåöåäåíòå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀Kav(âïðàâî(v, K) & äëèíà(v) = a → êðä(v, K, 1) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âû-
ðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀Ka(îäíîìåðíûé(a, K) → äëèíà(a) = |êðä(a, K, 1)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ åãî ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "äëèíà(a)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(b) Ìèíóñ ïåðåä âåêòîðîì â óêàçàòåëå íàïðàâëåíèÿ.

∀a(âíèç(−a, K) ↔ ââåðõ(a, K))

∀a(ââåðõ(−a, K) ↔ âíèç(a, K))

∀a(âëåâî(−a, K) ↔ âïðàâî(a, K))

∀a(âïðàâî(−a, K) ↔ âëåâî(a, K))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Íóëåâàÿ êîîðäèíàòà.

∀Ka(ïðÿìêîîðä(K) & âïðàâî(v, K) → êðä(v, K, 2) = 0)

∀Ka(ïðÿìêîîðä(K) & âïðàâî(v, K) → êðä(v, K, 3) = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêàåò çàãîëîâêè "âëåâî", "ââåðõ",
"âíèç", "îäíîìåðíûé" âòîðîãî àíòåöåäåíòà â ïåðâîì ïðèåìå è çàãîëîâêè
"âëåâî", "âïåðåä", "íàçàä", "îäíîìåðíûé" âî âòîðîì ïðèåìå. Êðîìå òî-
ãî, äîïóñêàåòñÿ çàãîëîâîê "ïîâåðõíçåìëè" ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Çíàê êîîðäèíàòû.

∀Ka(âïðàâî(a, K) → 0 ≤ êðä(a, K, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Òî÷êà îòðåçêà.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & êðä(B, K, 3) = êðä(C, K, 3) →
êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âíèç(âåêòîð(BC), K) & ïðÿìêîîðä(K) →
êðä(B, K, 3) = êðä(A, K, 3) + l(AB) & êðä(C, K, 3) = êðä(A, K, 3)− l(AC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè êîíöîâ âåêòîðà.

∀ABK(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3))

∀ABK(âëåâî(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3))

∀ABK(ââåðõ(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2))

∀ABK(ââåðõ(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ïåðâûõ òðåõ ïðèåìîâ ðàâíû 1, ïîñëåäíåãî ïðèåìà - 4.

∀ABK(âïåðåä(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1))

∀ABK(âëåâî(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2))

∀ABK(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2))
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∀ABK(âïåðåä(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèè-
ðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(A, K, i)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Çäåñü i ðàâíî 1
äëÿ ïåðâîãî ïðèåìà, 2 äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî, è 3 äëÿ ïîñëåäíåãî. Àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKa(l(AB) = a & âïðàâî(âåêòîð(AB), K) → êðä(B, K, 1) = êðä(A, K, 1)+
a)

∀ABKa(l(AB) = a & âíèç(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3) +
a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a íå
èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Âî âòîðîì ïðèåìå òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå.

∀ABK(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) → êðä(B, K, 1) = êðä(A, K, 1) + l(AB))

∀ABK(âíèç(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3) + l(AB))

∀ABK(ââåðõ(âåêòîð(AB), K) → êðä(B, K, 3) = êðä(A, K, 3) + l(AB))

∀ABK(âïåðåä(âåêòîð(AB), K) → êðä(B, K, 2) = êðä(A, K, 2) + l(AB))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ðàññòîÿíèå AB
óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðâîãî ïðèåìà ðà-
âåí 2, îñòàëüíûõ - 3.

(g) Óìíîæåíèå íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó â óêàçàòåëå íàïðàâëåíèÿ.

∀Kab(0 < a → âïðàâî(ab, K) ↔ âïðàâî(b, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(h) Èçâëå÷åíèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ.

∀Kabcdi(ab + c = d → a · êðä(b, K, i) + êðä(c, K, i) = êðä(d,K, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(b, K, i)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

∀Kabpqr(îäíîìåðíûé(p, K) & îäíîìåðíûé(q, K) & îäíîìåðíûé(r, K) →
ap + bq = r ↔ a · êðä(p, K, 1) + b · êðä(q, K, 1) = êðä(r, K, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

(i) Ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû äâóõ âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ íàïðàâëåí âíèç.

∀Kab(a + b = âåêòîð0 & âíèç(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) →
äëèíà(b) = −êðä(a, K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå "äëèíà(b)"
óæå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëûêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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(j) Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà êîîðäèíàòíóþ îñü.

∀ABCDKab(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AB)) = b & ïðÿìêîîðä(K) &
K = (A, B, C,D) → êðä(a, K, 1) = äëèíà(a) cos b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå "äëèíà(a)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûë-
êàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, íå
èñïîëüçóþùàÿ óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà". Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â ïî-
ñûëêàõ âñòðå÷àëîñü ïîäâûðàæåíèå "êðä(X, K, 1)", ãäå X ñîäåðæèò a. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀ABCDKab(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AD)) = b & ïðÿìêîîðä(K) &
K = (A, B, C,D) → êðä(a, K, 3) = äëèíà(a) cos b)

∀ABCDKab(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(DA)) = b & ïðÿìêîîðä(K) &
K = (A, B, C,D) → êðä(a, K, 3) = −äëèíà(a) cos b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè÷åì óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" ñâÿçàí ñ
ïîäâûðàæåíèåì "êðä(a, K, 3)".

∀ABCDKab(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(DA)) = b & ïðÿìêîîðä(K) &
K = (A, B, C,D) → |êðä(a, K, 1)| = äëèíà(a) sin b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" ñâÿçàí ñ âûðà-
æåíèåì "êðä(a, K, 1)".

∀ABCDKab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & 0 ≤ êðä(a, K, 1) →
êðä(a, K, 1) = äëèíà(a) sin(óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AD))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 1)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòå-
öåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "äëèíà(a)" è "óãîëìåæäó(a, âåêòîð(AD))"
óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKap(âåðòèêíàïð(âåêòîð(CB), K) & êîëëèíåàðíû(âåêòîð(AB), a) &
àêòèâ(∠(ABC)) & ∠(ABC) = p & ïðÿìêîîðä(K) →
|êðä(a, K, 3)| = äëèíà(a) cos p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 3)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è ïÿòûé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(k) Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è êîîðäèíàòíîé îñüþ.

∀ABCDEKab(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & 0 ≤ êðä(E, K, 1) &
b = tg(óãîëìåæäó(E, âåêòîð(AB))) → 0 ≤ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABCDEK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & 0 ≤ êðä(E, K, 1) →
óãîëìåæäó(E, âåêòîð(AB)) ≤ π/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(E,
âåêòîð(AB))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEKa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & óãîëìåæäó(âåêòîð(DA),
âåêòîð(EF )) = a → êðä(F, K, 3) = êðä(E, K, 3)− l(EF ) cos a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(E, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Îäíîíàïðàâëåííûå âåêòîðû.

∀ABCKipq(îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), p) & îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AC),
q) & êðä(p, K, i) = −êðä(q, K, i) & êðä(B, K, i) = êðä(C, K, i) →
êðä(A, K, i) = êðä(C, K, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì
òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì àíòåöåäåíòå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKa(îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), a) → l(AB)êðä(a, K, 3) =
äëèíà(a)(êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ åãî ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ
"l(AB)" è "äëèíà(a)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABKapq(îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), a) & êðä(B, K, 3) − êðä(A, K, 3) =
p & êðä(B, K, 1)− êðä(A, K, 1) = q → êðä(a, K, 1)p = êðä(a, K, 3)q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå "êðä(a, K, 1)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀DEFGK(âïåðåä(âåêòîð(DE), K) & ïðÿìêîîðä(K) & îäíîíàïðàâëåíû(âåê-
òîð(DE), âåêòîð(GF )) & êðä(D, K, 3) = êðä(G, K, 3) & êðä(D, K, 2) =
êðä(G, K, 2) → ðàññòìåæäó(îòðåçîê(DE), îòðåçîê(FG)) = |êðä(D, K, 1) −
êðä(G, K, 1)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(îò-
ðåçîê(DE), îòðåçîê(FG))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñ ñ ïîñûëêàìè,
ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàãîëîâîê "íàçàä" ïåðâîãî àíòåöå-
äåíòà. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åò-
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âåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(m) Ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà, ëåæàùåãî â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è èìåþùå-
ãî çàäàííóþ äëèíó.
∀Ka(∃b(Âåêòîð(b) & ãîðèçïëîñêâåêò(b, K) & äëèíà(b) = a) ↔ 0 ≤ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Îí óñòðàíÿåò íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñò-
íóþ b è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èñêëþ÷".
Âûðàæåíèÿ a, K íå ñîäåðæàò b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(n) Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà.
×òîáû îïðåäåëÿòü òðîéêó êîîðäèíàò b îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò K
íåêîòîðîãî âåêòîðà, êîëëèíåàðíîãî çàäàííîìó âåêòîðó a, ñîçäàí ïàêåòíûé
ñèíòåçàòîð "íàïðâåêòîð(a, K, b)". Åãî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå äâà ïðèåìà:
∀Kapqx(Âåêòîð(a) & íàïðâåêòîð(a, K, x) & x = (p, 0, q) & ¬(p = 0) →
êðä(a, K, 3) = êðä(a, K, 1)q/p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå "êðä(a, K, 1)" óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
â çàäà÷å. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
∀ABKapqx(íàïðâåêòîð(âåêòîð(AB), K, x) & x = (p, 0, q) & ¬(p = 0) →
êðä(B, K, 3) = êðä(A, K, 3) + (qêðä(B, K, 1)− êðä(A, K, 1))/p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(B, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò" îáåñïå÷èâàåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "âåê-
òîð(AB)" íåêîòîðîé ïîñûëêè çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ
"êðä(A, K, 3)", "êðä(B, K, 1)" è "êðä(A, K, 1)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûë-
êàõ. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(o) Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.
Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
∀Kab(ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) & îäíîíàïðàâëåíû(a, ïðîåêöèÿ(b,
ãîðèçïëîñê(K))) → ñêàëóìíîæ(a, b) = äëèíà(a)äëèíà(ïðîåêöèÿ(b,
ãîðèçïëîñê(K))))

Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïî-
ñûëêîé ëèáî óñëîâèåì. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò ýòó ïîñûëêó ëèáî
óñëîâèå â ñâîåì êîíòåêñòå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀Kuv(ââåðõ(u, K) & âíèç(v, K) & ïðÿìêîîðä(K) →
ñêàëóìíîæ(u, v) = −äëèíà(u)äëèíà(v))

∀Kuv(âíèç(u, K) & âíèç(v, K) & ïðÿìêîîðä(K) →
ñêàëóìíîæ(u, v) = äëèíà(u)äëèíà(v))
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Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà,
ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kabcuv(âåðòèêíàïð(u, K) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(v, K) = (a, b, c) →
ñêàëóìíîæ(u, v) = êðä(u, K, 3)c)

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKc(âíèç(âåêòîð(AB), K) & ïðÿìêîîðä(K) →
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), C) = −êðä(c, K, 3)l(AB))

∀ABKc(ââåðõ(âåêòîð(AB), K) & ïðÿìêîîðä(K) →
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), C) = êðä(c, K, 3)l(AB))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(p) Âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííûé âåêòîð.

i. Ìèíóñ - âåêòîð.

∀Kab(ïðÿìêîîðä(K) & âåðòèêíàïð(b, K) → a = −b ↔
âåðòèêíàïð(a, K) & êðä(a, K, 3) = −êðä(b, K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Ka(âåðòèêíàïð(−a, K) ↔ âåðòèêíàïð(a, K))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Êîîðäèíàòû ïî ãîðèçîíòàëè.

∀Ka(âåðòèêíàïð(a, K) → êðä(a, K, 1) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêàåò äâîé-
êó âìåñòî åäèíèöû â çàìåíÿåìîì âûðàæåíèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

iii. Êîîðäèíàòà ïî âåðòèêàëè.

∀ABK(ââåðõ(âåêòîð(AB), K) → êðä(âåêòîð(AB), K, 3) = l(AB))

∀ABK(âíèç(âåêòîð(AB), K) → êðä(âåêòîð(AB), K, 3) = −l(AB))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iv. Òî÷êà âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âíèç(âåêòîð(CA), K) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) → âíèç(âåêòîð(AB), K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
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v. Ñìåùåíèå êîíöîâ âåðòèêàëüíîãî âåêòîðà â ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëå-
íèÿõ.
∀ABK(âíèç(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1))

∀ABK(âíèç(âåêòîð(AB), K) → êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíè-
öèèðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ
"êðä(A, K, i)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå. Çäåñü i ðàâíî 1 äëÿ ïåðâîãî ïðèåìà è 2 äëÿ âòîðîãî. Àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ òàêæå ñèìâî-
ëû "ââåðõ" è "âåðòèêíàïð". Ïîðÿäîê èäåíòèôèêàöèè êîíöîâ âåêòîðà
íåñóùåñòâåíåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vi. Ñîîòíîøåíèå äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê, ëåæàùèõ íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé.

∀ABCDKPQ(ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & K = (A, B, C,D) &
ïðÿìêîîðä(K) → êðä(Q,K, 1) = êðä(P, K, 1) & êðä(Q,K, 2) =
êðä(P, K, 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöè-
èðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(Q,
K, i)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòî-
ðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ PQ è AD ðàçëè÷íû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCK(ïðÿìêîîðä(K) & A ∈ îòðåçîê(BC) & ââåðõ(âåêòîð(BC), K) →
l(AB) = êðä(A, K, 3)− êðä(B, K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöè-
èðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(B,
K, 3)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âû-
ðàæåíèÿ l(AB) è "êðä(A, K, 3)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vii. Óñìîòðåíèå âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîãî âåêòîðà.

∀ab(a + b = âåêòîð0 & ïîâåðõíçåìëè(K) & âåðòèêíàïð(b, K) →
âåðòèêíàïð(a, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ ïî ýëåìåí-
òàðíîé ôèçèêå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å èìååòñÿ ïîñûëêà, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò
îäèí èç ñèìâîëîâ "ââåðõ", "âíèç", "âåðòèêíàïð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

viii. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ.

∀Kab(êðä(a, K, 3) = b & b < 0 & ââåðõ(a, K) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"êîíòðîëü". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò ñèìâîë "ìèíóñ" è íå èìååò íåèçâåñòíûõ.
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Ââåäåí ñèëüíûé îðãàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

7. Êîîðäèíàòà òî÷êè îòðåçêà.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & êðä(B, K, 2) = êðä(C, K, 2) →
êðä(A, K, 2) = êðä(C, K, 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî". Îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî èëè íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKpq(C ∈ îòðåçîê(AB) & pl(AC) = ql(BC) → êðä(C, K, 2) =
(p · êðä(A, K, 2) + q · êðä(B, K, 2))/(p + q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ åãî ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(A, K, 2)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKipq(C ∈ îòðåçîê(AB) & pl(AC) = ql(BC) → êðä(C, K, i) =
(p · êðä(A, K, i) + q · êðä(B, K, i))/(p + q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(C, K, i)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Âûðà-
æåíèÿ p, q íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ "êðä(A, K,
i)" è "êðä(B, K, i)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Ïåðåìåííûå A, B, C ðàçëè÷-
íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀BCDKabim(D ∈ îòðåçîê(BC) & l(BC) = a & l(BD) = b &
êðä(D, K, i)− êðä(B, K, i) = m → êðä(C, K, i)− êðä(B, K, i) = am/b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(C, K, i)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì", ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, m íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèÿ "êðä(D, K, i)" è "êðä(B, K, i)" óæå âñòðå÷àþòñÿ
â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀BCDKapq(D ∈ îòðåçîê(BC) & l(BC) = a & êðä(D, K, 3)− êðä(C, K, 3) = p &
êðä(B, K, 3)− êðä(C, K, 3) = q & ¬(q − p = 0) → l(CD) = ap/q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(D, K, 3)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âû-
ðàæåíèÿ a, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ CD -
ñîäåðæèò. Ýòî ðàññòîÿíèå óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.
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8. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDEFKMa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) &
òî÷êàëó÷à(A, D, F ) & ∠(AEF ) = a & M ∈ îòðåçîê(EF ) →
êðä(M, K, 3) = êðä(F, K, 3)− êðä(M, K, 1) tg a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(M, K, 3)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé, âòîðîé è ïÿòûé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è øåñòîé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå èìååò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ "êðä(F, K, 3)" è "êðä(M, K, 1)" óæå ðññìàòðèâà-
þòñÿ â çàäà÷å. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè F ïðÿìîé AE. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFKMa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) &
òî÷êàëó÷à(A, D, F ) & ∠(AEF ) = a & M ∈ îòðåçîê(EF ) →
êðä(M, K, 3) = êðä(E, K, 1)− êðä(M, K, 1) tg a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî "êðä(F, K, 3)" â çàäà÷å äîëæíî âñòðå÷àòü-
ñÿ âûðàæåíèå "êðä(E, K, 1)".

9. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà îäíîé âåðòèêàëè ëèáî íà îä-
íîé ãîðèçîíòàëè.

∀ABK(ïðÿìêîîðä(K) & êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1) & êðä(A, K, 2) =
êðä(B, K, 2) → l(AB) = |êðä(A, K, 3)− êðä(B, K, 3)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûëêå çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé çàãîëîâîê "ðàâíî".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABK(ïðÿìêîîðä(K) & ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & êðä(A, K, 2) =
êðä(B, K, 2) → l(AB) = |êðä(A, K, 1)− êðä(B, K, 1)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûëêå çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé çàãîëîâîê "ðàâíî".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABK(ïðÿìêîîðä(K) & âåðòèêíàïð(âåêòîð(AB), K) →
l(AB) = |êðä(A, K, 3)− êðä(B, K, 3)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûëêå çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

10. Âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü.

(a) Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ëåæàùèìè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.
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∀ABKbc(êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3) = b & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K)
& ïðÿìêîîðä(K) & c = êðä(B, K, 1)− êðä(A, K, 1) → l(AB) =

√
b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AB)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ b, c
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB - ñîäåðæèò. Âû-
ðàæåíèÿ "êðä(B, K, 3)", "êðä(A, K, 3)", "êðä(B, K, 1)", "êðä(A, K, 1)" óæå
âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABKabc(l(AB) = a & êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3) = b &
êðä(B, K, 2) = êðä(A, K, 2) & ïðÿìêîîðä(K) & c = êðä(B, K, 1)−
êðä(A, K, 1) → c2 = a2 − b2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(A, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ
a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå c - ñîäåðæèò. Âûðàæåíèå b íå
íóëåâîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Òðè òî÷êè, ëåæàùèå â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.
∀ABCp(l(AC) = l(BC) & ∠(ACB) = p & êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3) &
êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) & êðä(B, K, 2) = êðä(C, K, 2) →
|êðä(A, K, 3)− êðä(C, K, 3)| = l(AC) cos(p/2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(C, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèôèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðà-
æåíèå "êðä(A, K, 3)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðè-
íàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé AC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCp(pl(AB) = ql(BC) & ∠(ABC) = u & êðä(A, K, 3) = êðä(C, K, 3) &
êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) & êðä(B, K, 2) = êðä(C, K, 2) &
0 ≤ êðä(C, K, 1)− êðä(A, K, 1) & v =

√
p2 + q2 − 2pq cos u →

êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1)− (q − p cos u)l(AB)/v &
êðä(C, K, 1) = êðä(B, K, 1) + p(p− q cos u)l(AB)/(qv))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(B, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, øåñòîé
- ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ×åòâåðòûé, ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè C ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCKu(∠(ABC) = u & êðä(B, K, 3) = êðä(C, K, 3) & êðä(A, K, 2) =
êðä(B, K, 2) & êðä(B, K, 2) = êðä(C, K, 2) & 0 ≤ êðä(B, K, 1)−
êðä(C, K, 1) → êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1)− l(AB) cos u)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(A, K, 1)"



144 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå u íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ "l(AB)" è "êðä(B, K, 1)" óæå âñòðå÷àþò-
ñÿ â ïîñûëêàõ. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè C ïðÿìîé AB.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Âåêòîð ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀Ka(âåðòïëîñêâåêò(−a, K) ↔ âåðòïëîñêâåêò(a, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Kv(âåðòïëîñêâåêò(v, K) → êðä(v, K, 2) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(d) Ñìåùåíèå ïî âåðòèêàëè ïðè èçâåñòíûõ ðàññòîÿíèè è ãîðèçîíòàëüíîì ñìå-
ùåíèè.

∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) &
êðä(A, K, 1)− êðä(B, K, 1) = a & l(AB) = b & 0 ≤ êðä(B, K, 3)−
êðä(A, K, 3) → êðä(B, K, 3) = êðä(A, K, 3) +

√
b2 − a2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(B, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó ñ çàãîëîâêîì "âåðòïëîñêâåêò". Âûðàæåíèÿ
a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) & êðä(A, K, 1)−
êðä(B, K, 1) = a & l(AB) = b & 0 ≤ êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3) →
êðä(B, K, 3) = êðä(A, K, 3) +

√
b2 − a2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(B, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è òðåòèé -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(e) Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è êîîðäèíàòíîé îñüþ.

∀ABCDEKa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & óãîëìåæäó(E,
âåêòîð(AB)) = a & êðä(E, K, 2) = 0 & 0 ≤ êðä(E, K, 3) &
äëèíà(E) = b → êðä(E, K, 1) = b cos a & êðä(E, K, 3) = b sin a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

∀ABKPQRSav(êîëëèíåàðíû(âåêòîð(AB), a) & K = (P, Q, R, S) &
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óãîëìåæäó(âåêòîð(PS), âåêòîð(AB)) = a & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB),
K) → |êðä(v, K, 1) cos a| = |êðä(v, K, 3)| sin a)

∀ABKPQRSav(êîëëèíåàðíû(âåêòîð(AB), a) & K = (P, Q,R, S) &
óãîëìåæäó(âåêòîð(SP ), âåêòîð(AB)) = a & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB),
K) → |êðä(v, K, 1) cos a| = |êðä(v, K, 3)| sin a)

Ïðèåìû èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèè-
ðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(v,
K, 3)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è
òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé è ÷åòâåðòûé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, â êîòîðóþ âõî-
äèò âûðàæåíèå "êðä(v, K, 1)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKa(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & óãîëìåæäó(E,
âåêòîð(AB)) = a & êðä(E, K, 2) = 0 & 0 ≤ êðä(E, K, 3) →
êðä(E, K, 3) cos a = êðä(E, K, 1) sin a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(E, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àí-
òåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå
"êðä(E, K, 3)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKPQRSa(âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ),
âåêòîð(AB)) = a & K = (P, Q,R, S) & 0 ≤ êðä(âåêòîð(AB), K, 3) →
êðä(B, K, 3) = êðä(A, K, 3) + l(AB) sin a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(B, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", ïåðâûé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Âûðàæåíèÿ "l(AB)" è "êðä(A, K, 3)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKPQRSa(âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ),
âåêòîð(AB)) = a & K = (P, Q,R, S) & 0 ≤ êðä(âåêòîð(AB), K, 3) →
êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1)− l(AB) cos a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê
ïîäâûðàæåíèþ "êðä(A, K, 1)", à â ïîñûëêàõ äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ âûðàæå-
íèå "êðä(B, K, 1)".

∀ABKPQRSa(âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & óãîëìåæäó(âåêòîð(PQ),
âåêòîð(AB)) = a & K = (P, Q, R, S) → (êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3)) cos a =
(êðä(B, K, 1)− êðä(A, K, 1)) sin a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(A, K, 1)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "âåê-
òîð(AB)" íåêîòîðîé ïîñûëêè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
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ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ "êðä(B, K, 3)", "êðä(A, K,
3)", "êðä(B, K, 1)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

∀ABKPQRSav(K = (P, Q,R, S) & óãîëìåæäó(âåêòîð(SP ), v) = a &
âåðòïëîñêâåêò(v, K) → |êðä(v, K, 1) cos a| = |êðä(v, K, 3)| sin a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(v, K, 3)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå
a íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå "êðä(v, K, 1)"
óæå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABKPQRSa(âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & óãîëìåæäó(âåêòîð(SP ),
âåêòîð(AB)) = a & K = (P, Q, R, S) & 0 ≤ êðä(âåêòîð(AB), K, 1) →
êðä(B, K, 1) = êðä(A, K, 1) + l(AB) sin a)

∀ABKPQRSa(âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & óãîëìåæäó(âåêòîð(SP ),
âåêòîð(AB)) = a & K = (P, Q, R, S) & êðä(âåêòîð(AB), K, 1) ≤ 0 →
êðä(B, K, 1) = êðä(A, K, 1)− l(AB) sin a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèè-
ðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(B,
K, 1)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèÿ "l(AB)" è "êðä(A, K, 1)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â
ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(f) Äëèíà âåêòîðà.

∀Kabu(âåðòïëîñêâåêò(u, K) & êðä(u, K, 1) = a & êðä(u, K, 3) = b &
ïðÿìêîîðä(K) → äëèíà(u) =

√
a2 + b2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "äëèíà(u)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèå äëÿ äëèíû âåêòîðà u èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà, ó êîòîðûõ
ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â ïåðâîé èç
íèõ, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 4, âìåñòî óêàçàííûõ âûøå óñëîâèé íà a, b, u
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàëè íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Âòîðàÿ âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6, èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Â íåé âñå äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íà ïàðàìåòðû îòáðîøå-
íû.

(g) Âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ãîðèçîíòàëüíîìó.

∀Kab(âëåâî(a, K) & a ⊥ b → êðä(b, K, 1) = 0)

∀Kab(âïðàâî(a, K) & a ⊥ b → êðä(b, K, 1) = 0)



1.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò 147

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) y-êîîðäèíàòà òî÷êè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè OXZ.

∀AEK(ïðÿìêîîðä(K) & E = âåðòïëîñê(K) & A ∈ E → êðä(A, K, 2) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðå-
òüåì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, ëåæàùèìè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀ABKcpq(îäíîìåðíûé(c, K) & êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3) = q &
l(AB) = p & A ∈ âåðòïëîñê(K) & B ∈ âåðòïëîñê(K) →
sin(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), c)) = |q|/p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(âåê-
òîð(AB),c)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óãëà ìåæäó âåêòîðàìè èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Êîîðäèíàòû äâóõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé âåðòèêàëè.

∀ABK(âåðòèêàëü(ïðÿìàÿ(AB), K) → êðä(B, K, 1) = êðä(A, K, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â àíòåöå-
äåíòå, êîòîðûé èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé ëèáî óñëîâèåì. Ýòà ïîñûëêà
ëèáî óñëîâèå ïðèíàäëåæèò êîíòåêñòó çàìåíÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåí-
íàÿA ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò ïåðåìåííîéB. Óêàçàòåëü "àëüòåð-
íàòèâà" äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà äëÿ âòîðûõ êîîðäèíàò òî÷åê A, B.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(k) Ñóùåñòâîâàíèå êîíöåâîé òî÷êè âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîãî âåêòîðà, èìå-
þùåé çàäàííóþ òðåòüþ êîîðäèíàòó.

∀AKabc(A− òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî
& ¬(a = 0) → ∃B(B − òî÷êà & âåðòèêàëü(ïðÿìàÿ(AB), K) & ¬(A = B) &
a · êðä(B, K, 3) + b = c) ↔ ¬(a · êðä(A, K, 3) + b = c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê ñâÿçêà è èñêëþ÷àåò íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ
B â çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èñêëþ÷". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé çàãîëîâîê
"ïîâåðõíçåìëè". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. ÏåðåìåííàÿB íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ a, b, c, A,K. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü.

(a) Âåêòîð ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀Ka(ãîðèçïëîñêâåêò(−a, K) ↔ ãîðèçïëîñêâåêò(a, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Ka(ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → êðä(a, K, 3) = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âåêòîð a âûðàæàåò
óñêîðåíèå, ñèëó ëèáî èìïóëüñ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀Ka(Âåêòîð(a) & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → êðä(a, K, 3) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(a, K, 3)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(b) Äâå òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè àáñöèññ.
∀ABK(êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) & êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3) &
0 ≤ êðä(B, K, 1)− êðä(A, K, 1) → êðä(B, K, 1) = êðä(A, K, 1) + l(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(A, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèÿ "l(AB)" è "êðä(B, K, 1)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âïðàâî(âåêòîð(BC), K) →
a · êðä(A, K, 1)− a · êðä(B, K, 1) = al(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "ñóùåñòâàòîì". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀ABCK(êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1) + a & îäíîìåðíûé(âåêòîð(AB), K) →
l(AB) = |a|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòå-
öåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ
AB - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Òðè òî÷êè, ëåæàùèå â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.
∀ABCK(ïðÿìêîîðä(K) → ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ãîðèçïëîñê(K) ↔
êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3) & êðä(B, K, 3) = êðä(C, K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è êîîðäèíàòíîé îñüþ.
∀ABCKa(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) & îäíîíàïðàâëåíû(v, âåêòîð(AC)) &
ãîðèçïëîñêâåêò(v, K) → |êðä(v, K, 1)| = äëèíà(v)| cos ∠(BAC)|)
∀ABCKa(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) & îäíîíàïðàâëåíû(v, âåêòîð(AC)) &
ãîðèçïëîñêâåêò(v, K) → |êðä(v, K, 2)| = äëèíà(v) sin ∠(BAC))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðå-
òèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "∠(BAC)" è
"äëèíà(v)" óæå âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(e) Äëèíà âåêòîðà.

∀Ka(êðä(a, K, 2) = 0 & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) →
äëèíà(a) = |êðä(a, K, 1)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, âòîðîé àíòåöåäåíò - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kabc(ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) & êðä(a, K, 1) = b & êðä(a, K, 2) = c →
äëèíà(a) =

√
b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ b, c íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå - ñîäåðæèò. Ñîçäàíû
äâå âåðñèè ïðèåìà, ó êîòîðûõ òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà, ñîîòâåòñòâåííî,
âî âòîðîì è òðåòüåì àíòåöåäåíòàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Êðîìå
òîãî, ñîçäàíà òðåòüÿ âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Ó íåå óñëîâèÿ íà
íåèçâåñòíûå îòáðîøåíû, à òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå.

∀Kab(ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → b(êðä(a, K, 1))2 + b(êðä(a, K, 2))2 =
b(äëèíà(a))2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå "äëèíà(a)" èìååò òèï
"ñóùåñòâàòîì".

∀Kabc(ïðÿìêîîðä(K) & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) & êðä(a, K, 1) = b &
êðä(a, K, 2) = c → b2 + c2 = (äëèíà(a))2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "äëèíà(a)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(f) Âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåðòèêàëüíîìó.

∀Kab(âåðòèêíàïð(K, a) & a ⊥ b → êðä(b, K, 3) = 0)

∀Kab(ââåðõ(K, a) & a ⊥ b → êðä(b, K, 3) = 0)

∀Kab(âíèç(K, a) & a ⊥ b → êðä(b, K, 3) = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Òî÷êà îòðåçêà, ïàðàëëåëüíîãî îñè àáñöèññ.

∀ABCKp(A ∈ îòðåçîê(BC) & ïðÿìêîîðä(K) & l(AB) = p &
âïðàâî(âåêòîð(BC), K) & îäíîìåðíûé(âåêòîð(BC), K) →
êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1) + p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êðä(A, K, 1)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àí-
òåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
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"èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Ãåîìåòðè÷åñêèå òåëà.

(a) Êîîðäèíàòû öåíòðà öèëèíäðà.
∀ABCDEFK(öèëèíäð(A) & îñíîâàíèå(E, A) & E = Êðóã(BCD) &
E = íèæíååîñíîâàíèå(A, K) & öåíòð(F, A) → êðä(F, K, 3) = êðä(B, K, 3)+
âûñîòà(A)/2 & êðä(F, K, 1) = êðä(B, K, 1) & êðä(F, K, 2) = êðä(B, K, 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Öåíòð êóáà.
∀ABCDEFMNK(êóá(A) & ïðÿìêîîðä(K) & ãðàíü(ôèãóðà(CDEF ), A) &
îäíîìåðíûé(âåêòîð(CD), K) & ðåáðî(îòðåçîê(MN), A) &
âåðòèêíàïð(âåêòîð(DM), K) & öåíòð(B, A) →
êðä(B, K, 1) = (êðä(C, K, 1) + êðä(D, K, 1))/2 &
êðä(B, K, 2) = (êðä(D, K, 2) + êðä(E, K, 2))/2 &
êðä(B, K, 3) = (êðä(D, K, 3) + êðä(M, K, 3))/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïÿ-
òûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âåðøèíû C, D,E, F èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé è
öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Êîîðäèíàòû âåðøèí êóáà.
∀ABCDEFMNK(êóá(A) & ïðÿìêîîðä(K) & ãðàíü(ôèãóðà(CDEF ), A) &
âïðàâî(âåêòîð(CD), K) & ðåáðî(îòðåçîê(MN), A) & ââåðõ(âåêòîð(EN),
K) & ââåðõ(âåêòîð(DM), K) → êðä(D, K, 1) = êðä(E, K, 1) &
êðä(D, K, 1) = êðä(C, K, 1) + l(CD) & êðä(D, K, 3) = êðä(E, K, 3) &
êðä(M, K, 3) = êðä(D, K, 3) + l(CD) & êðä(M, K, 3) = êðä(N, K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(d) Âåðõíèé è íèæíèé óðîâíè òåëà.
∀ABCK(êóá(A) & ðåáðî(îòðåçîê(BC), A) & ïðÿìêîîðä(K) &
ââåðõ(âåêòîð(BC), K) → âåðõíèéóðîâåíü(A, K) = êðä(C, K, 3))

∀ABCK(êóá(A) & ðåáðî(îòðåçîê(BC), A) & ïðÿìêîîðä(K) &
ââåðõ(âåêòîð(BC), K) → íèæíèéóðîâåíü(A, K) = êðä(B, K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀ABCDKP (öèëèíäð(A) & îñíîâàíèå(P, A) & P = Êðóã(BCD) &
âåðòïëîñê(âåêòîð(BC), K) & âåðòïëîñê(âåêòîð(BD), K) &
ïðÿìêîîðä(K) → âåðõíèéóðîâåíü(A, K) = êðä(B, K, 3) + l(BC))
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∀ABCDKP (öèëèíäð(A) & îñíîâàíèå(P, A) & P = Êðóã(BCD) &
âåðòïëîñê(âåêòîð(BC), K) & âåðòïëîñê(âåêòîð(BD), K) &
ïðÿìêîîðä(K) → íèæíèéóðîâåíü(A, K) = êðä(B, K, 3)− l(BC))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "âîçìðàâíî(3)"
ðàçðåøàåò àëüòåðíàòèâíóþ îáðàáîòêó òðåòüåãî àíòåöåäåíòà, êàê åñëè áû
îí áûë âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀EK(öèëèíäðè÷òåëî(E, K) → Âûñîòàïîâåðõí(íèæíååîñíîâàíèå(E, K),
K) = íèæíèéóðîâåíü(E, K))

∀EK(öèëèíäðè÷òåëî(E, K) → Âûñîòàïîâåðõí(âåðõíååîñíîâàíèå(E, K),
K) = âåðõíèéóðîâåíü(E, K))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ïîäòåðìà
"âåðõíååîñíîâàíèå(E, K)" êîñâåííûì îáðàçîì, ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûë-
êàõ. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ ëèáî âûðàæåíèå "íèæíèéóðî-
âåíü(E, K)", ëèáî âûðàæåíèå "âåðõíèéóðîâåíü(E, K)". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCK(ïàðàëëåëåïèïåä(A) & ïðÿìîóãîëüíûé(A) & ãðàíü(ôèãóðà(PQRS),
A) & ïðÿìêîîðä(K) & ââåðõ(âåêòîð(PQ), K) → âåðõíèéóðîâåíü(A, K) =
êðä(Q,K, 3))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKht(B = âåðõíÿÿ÷àñòü(A, h, K, t) → íèæíèéóðîâåíü(ìåñòî(B, t), K) =
h)

∀ABKht(B = íèæíÿÿ÷àñòü(A, h, K, t) → âåðõíèéóðîâåíü(ìåñòî(B, t), K) =
h)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöè-
èðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèé "íèæ-
íèéóðîâåíü(ìåñòî(B, t),K)" ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, "âåðõíèéóðîâåíü(ìåñòî(
B, t),K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñðåäñòâîì
"ìåñòî(B, t)" îáîçíà÷åíà ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìàÿ ìàòåðèàëüíûì
òåëîìB â ìîìåíò t. Âûðàæåíèå "âåðõíÿÿ÷àñòü(A, h, K, t)" îáîçíà÷àåò ÷àñòü
ìàòåðèàëüíîãî òåëà A, ðàñïîëîæåííóþ â ìîìåíò t íå íèæå âåðòèêàëüíî-
ãî óðîâíÿ h â ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé. Àíàëîãè÷íî - äëÿ "íèæíÿÿ÷àñòü". Âûðàæåíèå h íå èìååò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ
èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "ìåñòî(B, t)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKht(B = âåðõíÿÿ÷àñòü(A, h, K, t) → âåðõíèéóðîâåíü(ìåñòî(B, t), K) =
âåðõíèéóðîâåíü(ìåñòî(A, t), K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "âåðõíèéóðîâåíü(
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ìåñòî(B, t),K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå "âåðõíèéóðîâåíü(
ìåñòî(A, t),K)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óêàçàòåëè "ñìðàâíî" ðàçðåøà-
þò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäòåðìîâ "ìåñòî(. . .)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â
ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀KPabcde(a · âåðõíèéóðîâåíü(P, K) + b · íèæíèéóðîâåíü(P, K) = c &
ae− bd = 0 & ¬(a = 0) → d · âåðõíèéóðîâåíü(P, K) +
e · íèæíèéóðîâåíü(P, K) = cd/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, c, d íå ñîäåðæàò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Ïðÿìîóãîëüíèê â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè OXZ.

∀ABCDK(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìêîîðä(K) & ââåðõ(âåêòîð(AB), K)
& âïðàâî(âåêòîð(AD), K) → êîîðä(ôèãóðà(ABCD), K) = setxyz(x− ÷èñëî
& êðä(A, K, 1) ≤ x & x ≤ êðä(A, K, 1) + l(AD) & y = êðä(A, K, 2) &
z − ÷èñëî & êðä(A, K, 3) ≤ z & z ≤ êðä(A, K, 3) + l(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàãî-
ëîâîê "êâàäðàò" ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Äîïóñêàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòà-
íîâêà âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "ïîâåðõíçåìëè(K)"
ëèáî ïîñûëêó âèäà "K = (M, N, P, Q)", ÷òî ïîçâîëÿåò óñìîòðåòü òðåõìåð-
íóþ ñèòóàöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ïðÿìîóãîëüíèê â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè OY Z.

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1) &
êðä(C, K, 1) = êðä(B, K, 1) & êðä(D, K, 1) = êðä(B, K, 1) &
êðä(A, K, 3) = êðä(D, K, 3) & êðä(B, K, 3) = êðä(C, K, 3) &
êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) & êðä(C, K, 2) = êðä(D, K, 2) &
0 ≤ êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3) & 0 ≤ êðä(C, K, 2)− êðä(B, K, 2) →
êîîðä(ôèãóðà(ABCD), K) = setxyz(x = êðä(A, K, 1) & y − ÷èñëî &
êðä(A, K, 2) ≤ y & y ≤ êðä(A, K, 2) + l(AD) & z − ÷èñëî &
êðä(A, K, 3) ≤ z & z ≤ êðä(A, K, 3) + l(AB)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, àíòåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî âîñü-
ìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó
"ïîâåðõíçåìëè(K)" ëèáî ïîñûëêó âèäà "K = (M, N, P, Q)". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Êðóã â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé OXZ ëèáî OY Z.

∀ABCDK(P = Êðóã(ABC) & ïðÿìêîîðä(K) & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB),
K) & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AC), K) → êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî &
z − ÷èñëî & (x− êðä(A, K, 1))2 + (z − êðä(A, K, 3))2 ≤ l(AB)2 &
y = êðä(A, K, 2)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & Âåðòïëîñê(ïëîñêîñòü(MNP ), K) & l(MN) = r →
êîîðä(Êðóã(MNP ), K) = setxyz(x = êðä(M, K, 1) & y − ÷èñëî &
êðä(M, K, 2)− r ≤ y & y ≤ êðä(M, K, 2) + r & z − ÷èñëî &
êðä(M, K, 3)−

√
r2 − (êðä(M, K, 2)− y)2 ≤ z & z ≤ êðä(M, K, 3) +√

r2 − (êðä(M, K, 2)− y)2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèÿ
"Êðóã(MNP )" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

(h) Âûñîòà òåëà.
∀AK(âûñîòàòåëà(A, K) = âåðõíèéóðîâåíü(A, K)− íèæíèéóðîâåíü(A, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå. Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïîñûëêà, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò îäèí
èç ñèìâîëîâ "íèæíååîñíîâàíèå", "Äàâëñòàò", "íèæíÿÿ÷àñòü", "âåðõíÿÿ-
÷àñòü", "ïîãðóæ÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Âûðàæåíèå âåðõíåãî ëèáî íèæíåãî óðîâíÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
∀AKabc(¬(a = 0) → a · âåðõíèéóðîâåíü(A, K) + b = c ↔
âåðõíèéóðîâåíü(A, K) = (c− b)/a)

∀AKabc(¬(a = 0) → a · íèæíèéóðîâåíü(A, K) + b = c ↔
íèæíèéóðîâåíü(A, K) = (c− b)/a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîñûëêå çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå c íå èìååò ñâîèì çàãî-
ëîâêîì ñèìâîëû "âåðõíèéóðîâåíü", íèæíèéóðîâåíü", "êðä". Âûðàæåíèÿ
b, c íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "îáúåì". Ëåâàÿ ÷àñòü çàìåíÿþùåãî ðàâåíñòâà íå
âõîäèò íè â b, íè â c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Âûðàæåíèå âåðõíåãî óðîâíÿ ÷åðåç íèæíèé èç óðàâíåíèÿ.
∀ABKabc(¬(b = 0) → a/(b·(âåðõíèéóðîâåíü(A, K)−íèæíèéóðîâåíü(B, K))) =
c ↔ âåðõíèéóðîâåíü(A, K) = íèæíèéóðîâåíü(B, K) + a/(bc))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ
a, b, c íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, çàãîëîâîê êîòîðûõ îò-
ëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ðàäèóñ" è "âûñîòà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.
∀AKb(b = âåðõíèéóðîâåíü(A, K) ↔ âåðõíèéóðîâåíü(A, K) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Âûðàæå-
íèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âåðõíèéóðîâåíü". Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
∀AKb(b = íèæíèéóðîâåíü(A, K) ↔ íèæíèéóðîâåíü(A, K) = b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(l) Îáúåì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà.
∀AK(öèëèíäðè÷òåëî(A, K) → îáúåì(A) = (âåðõíèéóðîâåíü(A, K)−
íèæíèéóðîâåíü(A, K))S(íèæíååîñíîâàíèå(A, K)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå. Âûðàæåíèÿ "âåðõíèéóðîâåíü(A, K)" è "íèæíèéóðîâåíü(A, K)" óæå
âñòðå÷àþòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(m) Îáúåì ïîëóøàðà.

∀ABKa(øàð(A) & ïðÿìêîîðä(K) & öåíòð(B, A) & êðä(B, K, 3) = a →
îáúåì(setx(x ∈ A & êðä(x, K, 3) ≤ a)) = 2π(ðàäèóñ(A))3/3)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(n) Êîîðäèíàòû ëåâîé è ïðàâîé ãðàíåé êóáà.

∀ACDEFKa(êóá(A) & ãðàíü(ôèãóðà(CDEF ), A) & âïåðåä(âåêòîð(CF ), K)
& ââåðõ(âåêòîð(CD), K) & l(CF ) = a & ïðÿìêîîðä(K) →
êîîðä(ôèãóðà(CDEF ), K) = setxyz(x = êðä(C, K, 1) & y − ÷èñëî &
êðä(C, K, 2) ≤ y & y ≤ êðä(C, K, 2) + a & z − ÷èñëî & êðä(C, K, 3) ≤ z &
z ≤ êðä(C, K, 3) + a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äâà ïåðâûõ è äâà ïîñëåäíèõ àíòå-
öåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Òðåòèé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñ-
êàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ãðàíè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(o) Óñìîòðåíèå âåðòèêàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îñíîâàíèé öèëèíäðà.

∀ABCDEFGK(öèëèíäð(A) & ïðÿìêîîðä(K) & îñíîâàíèå(Êðóã(BCD), A)
& îñíîâàíèå(Êðóã(EFG), A) & âïðàâî(âåêòîð(BE), K) →
Âåðòïëîñê(ïëîñêîñòü(BCD), K) & Âåðòïëîñê(ïëîñêîñòü(EFG), K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ñìðàâ-
íî" äîïóñêàþò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèé "Êðóã(. . .)" ÷åðåç
ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(p) Âåðõíåå ëèáî íèæíåå îñíîâàíèå òåëà - åãî îñíîâàíèå.

∀abc(íèæíååîñíîâàíèå(a, b) = c → îñíîâàíèå(c, a))

∀abc(âåðõíååîñíîâàíèå(a, b) = c → îñíîâàíèå(c, a))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(q) Âûðàæåíèå âûñîòû âåðõíåãî îñíîâàíèÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

∀AKabc(¬(a = 0) → a·Âûñîòàïîâåðõí(âåðõíååîñíîâàíèå(A, K), K)+b = c ↔
Âûñîòàïîâåðõí(âåðõíååîñíîâàíèå(A, K), K) = (c− b)/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå c íå èìååò çàãîëîâ-
êà "Âûñîòàïîâåðõí". Ëåâàÿ ÷àñòü çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ íå âõîäèò â
âûðàæåíèÿ b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(r) Ïåðåñå÷åíèå êóáà ñ ïîëóïëîñêîñòüþ.

∀BDHKMNPQRSabdpq(êóá(D) & ãðàíü(ôèãóðà(MNPQ), D) &
ââåðõ(âåêòîð(MN), K) & âïåðåä(âåêòîð(MQ), K) & êðä(M, K, 1) = p &
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êðä(M, K, 2) = q & B ∩ôèãóðà(MNPQ) = ôèãóðà(MRSQ) &
âåðõíèéñëîé(B, K) = òî÷êè(setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ax + bz− d = 0), K)∩D → êîîðä(R,K) = (p, q, (d− ap)/b) & êîîðä(S, K) =
(p, q + l(MN), (d− ap)/b) & 0 ≤ b(d− ap) & (d− ap)/b ≤ l(MN))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèå äâà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí
ðàññìàòðèâàåìûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà îáðàò-
íûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(s) Êóá, îðèåíòèðîâàííûé âäîëü îñè OZ, ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì òåëîì.

∀KPQRSab(êóá(a) & ãðàíü(b, a) & b = ôèãóðà(PQRS) &
ââåðõ(âåêòîð(PQ), K) → öèëèíäðè÷òåëî(a, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "âîçìðàâíî" ðàçðåøàåò àëü-
òåðíàòèâíóþ îáðàáîòêó òðåòüåãî àíòåöåäåíòà â ðåæèìå óêàçàòåëÿ "èäåí-
òèôèêàòîð". Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ãðàíè è èç-
ìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

13. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé ñ êîîðäèíàòàìè.

(a) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

∀Kabimkpq((m · êðä(a, K, i) + b)/k + p · êðä(a, K, i)/q =
((mq + pk)êðä(a, K, i) + bq)/(kq))

Âûðàæåíèÿ k, m, p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Kabcdei(a(b + c · êðä(d,K, i)) + e · êðä(d,K, i) = ab + (ac + e)êðä(d,K, i))

Âûðàæåíèÿ a, c, e íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "êðä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

∀Kabcimkpq((a · êðä(m, K, i) + p)/b + (c · êðä(m, K, i) + q)/d =
((ad + bc)êðä(m, K, i) + pd + qb)/(bd))

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Kabcdim(a · êðä(m, K, i)/b + c · êðä(m, K, i)/d = (a/b + c/d)êðä(m, K, i))

Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Âûðàæåíèå êîîðäèíàòû èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ
â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå.

∀Kabci(¬(a = 0) → a · êðä(c, K, i) + b = d ↔ êðä(c, K, i) = (d− b)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå b íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèÿ a, d íå èìåþò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà.
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Ïåðâàÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3. Â íåé òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû âûðàæåíèå
b íå ñîäåðæàëî ñèìâîëà "êðä", âûðàæåíèå d íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, à
âûðàæåíèå a íå èìåëî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âòîðàÿ âåðñèÿ
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 5. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ b, d íå ñîäåð-
æàëè ñèìâîëà "êðä", à âûðàæåíèå a - íå èìåëî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ.

∀Kabip(êðä(a, K, i)− êðä(b, K, i) = p ↔ êðä(a, K, i) = êðä(b, K, i) + p)

Âûðàæåíèå p íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKabci(¬(a = 0) → a · êðä(A, K, i) + b = c · êðä(B, K, i) + d ↔
êðä(A, K, i) = (c · êðä(B, K, i) + d− b)/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Kacdi(¬(a = 0) → a · êðä(c, K, i) = d ↔ êðä(c, K, i) = d/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, d íå
ñîäåðæàò ñèìâîëà "êðä". Âûðàæåíèå d íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ, êðîìå, áûòü ìîæåò, àòîìîâ ñ çàãîëîâêîì "ìàññà". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABKcdi((¬(d = 0) ∨ ¬(c = 0)) → (êðä(A, K, i) − êðä(B, K, i))c = d ↔
êðä(A, K, i) = êðä(B, K, i) + d/c)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ñóùåñòâóåò åùå îä-
íà ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ âûðàæåíèÿ "êðä(A, K, i)" è "êðä(B, K, i)". Âû-
ðàæåíèå c íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûðàæåíèå d íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "êðä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKabci(¬(a = 0) → a · êðä(A, K, i) = b · êðä(B, K, i) = c ↔
êðä(A, K, i) = (c− b · êðä(B, K, i))/a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êàæäîå èç âûðà-
æåíèé a, b, c ëèáî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëèáî èìååò òèï "âíåøíåèçâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(c) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè.

∀Kabcdei(a · êðä(b, K, i) + c = 0 → d · êðä(b, K, i) + c = 0 ↔
a · êðä(b, K, i) = −dêðä(e,K, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèÿ a, d íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ, à âûðàæåíèå c - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ êîîðäèíà-
òàìè.

∀Kabcdipqr(¬(b = 0) & a + b(êðä(d,K, i))2 = c → p + q(êðä(d,K, i))2 = r ↔
pb + qc− aq − br = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé,
ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå
ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, íå âõîäÿùèõ â ïðåîáðàçóåìîå
óðàâíåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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∀Kabcdefmnpq(pn− qm = 0 & p · êðä(a, K, i) + q · êðä(b, K, i) + c = d &
¬(q = 0) → m ·êðä(a, K, i)+n ·êðä(b, K, i)+ e = f ↔ cn− eq− dn+ fq = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàìåíÿ-
þùåå óðàâíåíèå íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

(e) Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀Kabi(a = êðä(b, K, i) ↔ êðä(b, K, i) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èñêëþ÷". Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè
èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå "êðä(b, K, i)" ñîäåðæèò íåñó-
ùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Ïðåîáðàçîâàííîå
óñëîâèå ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

14. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâíèç".

Ïðèåìû ýòîãî è íèæåñëåäóþùèõ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîí-
êðåòíûìè íàïðàâëåíèÿìè âäîëü îñåé êîîðäèíàò, â îñíîâíîì, îòíîñÿòñÿ ê ýëå-
ìåíòàðíîé ôèçèêå.

(a) Ñêîðîñòü ïðè áðîñêå.

∀KTapqr(áðîñîê(a, T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & T = [p, q] & r ∈ T &
âíèç(Ñêîðîñòü(a, K, p)) → âíèç(Ñêîðîñòü(a, K, r), K))

∀KTapqr(áðîñîê(a, T ) & ïîâåðõíçåìëè(K) & T = [p, q] & r ∈ T &
Ñêîðîñòü(a, K, p) = âåêòîð0→ âíèç(Ñêîðîñòü(a, K, r), K))

Óòâåðæäåíèå "áðîñîê(a, T )" îçíà÷àåò, ÷òî òåëî a íà ïðîòÿæåíèè ïðîìå-
æóòêà T äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì òîëüêî ñèëû òÿæåñòè. Ïåðâûå òðè àí-
òåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åò-
âåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(b) Ó÷åò îäíîíàïðàâëåííîñòè.

∀Kab(îäíîíàïðàâëåíû(a, b) & âíèç(b, K) → âíèç(a, K))

∀Kab(îäíîíàïðàâëåíû(−a, b) & ââåðõ(b, K) → âíèç(a, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ìèíóñ - âåêòîð.

∀Ka(ââåðõ(a, K) → âíèç(−a, K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABK(ââåðõ(âåêòîð(AB), K) → âíèç(âåêòîð(BA), K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèôèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
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(d) Íàïðàâëåíèå ñèëû òÿæåñòè.

∀Kat(ïîâåðõíçåìëè(K) → âíèç(ñèëà(a, K, t), K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(e) Íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ äëÿ äâóõ òî÷åê.

∀Kabt(ëåæèòíà(a, b, t) & ìòî÷êà(b) & ïîâåðõíçåìëè(K) →
âíèç(íîðìðåàêöèÿ(b, a, t), K))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kabt(ëåæèòíà(a, b, T ) & t ∈ T & ìòî÷êà(b) & ïîâåðõíçåìëè(K) →
âíèç(íîðìðåàêöèÿ(b, a, t), K))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé
è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Öåíòð òÿæåñòè ñòåðæíÿ.

∀BCDabcdt(ñòåðæåíü(a) & êîíöû(a) = {b, c} & öåíòðòÿæåñòè(d, a) &
Ìåñòî(b, t) = B & Ìåñòî(c, t) = D & âíèç(âåêòîð(BC), K) →
âíèç(âåêòîð(BD), K))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Âûäåëåíèå ìîìåíòà âî âðåìåííîì ïðîìåæóòêå.

∀KTabt(âíèç(ñèëà(a, b, T ), K) & t ∈ T → âíèç(ñèëà(a, b, t), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Ñóììà âåêòîðîâ.

∀Kab(âíèç(a, K) & âíèç(b, K) → âíèç(a + b, K))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþáîãî ÷èñëà ñëà-
ãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâïðàâî".

(a) Ó÷åò îäíîíàïðàâëåííîñòè.

∀Kab(îäíîíàïðàâëåíû(a, b) & âïðàâî(b, K) → âïðàâî(a, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(b) Ìèíóñ - âåêòîð.

∀Ka(âëåâî(a, K) → âïðàâî(−a, K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABK(âëåâî(âåêòîð(AB), K) → âïðàâî(âåêòîð(BA), K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèôèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
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(c) Íàïðàâëåíèå ñèëû òÿãè.

∀Kabt(òÿíåò(a, b, t) & âïðàâî(Ñêîðîñòü(b, K, t), K) & íåïîäâ(K, t) →
âïðàâî(ñèëà(b, a, t), K))

Óòâåðæäåíèå "òÿíåò(a, b, X)" îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè
X ëèáî â ìîìåíò X âåêòîð ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ îáúåêòà a íà îáúåêò b
íàïðàâëåí îò b ê a, ïðè÷åì òåëî b äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè ýòîãî âåêòîðà.
Äàëåå áóêâîé T îáîçíà÷àþòñÿ âðåìåííûå ïðîìåæóòêè, áóêâîé t - ìîìåíòû
âðåìåíè.

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kabt(òÿíåò(a, b, T ) & âïðàâî(Ñêîðîñòü(b, K, t), K) & íåïîäâ(K, t) &
t ∈ T → âïðàâî(ñèëà(b, a, t), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

∀Kab(òÿíåò(a, b, T ) & äâèæâïðàâî(b, K, T ) & íåïîäâ(K, T ) →
âïðàâî(ñèëà(b, a, T ), K))

Óòâåðæäåíèå "äâèæâïðàâî(b, K, T )" îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà b
íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå T äâèæåòñÿ âïðàâî â ñèñòåìå êîîðäèíàò K.
Âåëè÷èíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,
îñòàâàÿñü ïîëîæèòåëüíîé.

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ñêîðîñòü ïðè äâèæåíèè âïðàâî.

∀KTat(äâèæâïðàâî(a, K, T ) & t ∈ T → âïðàâî(Ñêîðîñòü(a, K, t), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè.

∀ABCK(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) & âïðàâî(âåêòîð(BC), K) →
âïðàâî(âåêòîð(AC), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Òî÷êà îòðåçêà.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âïðàâî(âåêòîð(BC), K) →
âïðàâî(âåêòîð(BA), K))

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âïðàâî(âåêòîð(BC), K) →
âïðàâî(âåêòîð(AC), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâëåâî".

(a) Ó÷åò îäíîíàïðàâëåííîñòè. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó "óñìâïðàâî".

(b) Ìèíóñ - âåêòîð. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó "óñìâïðàâî".
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(c) Íàïðàâëåíèå ñèëû òÿãè.

∀Kabt(òîðìîçèò(a, b, t) & âïðàâî(Ñêîðîñòü(b, K, t), K) & íåïîäâ(K, t) →
âëåâî(ñèëà(b, a, t), K))

Óòâåðæäåíèå "òîðìîçèò(a, b, X)" îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè ïåðèîäà
âðåìåíè X ëèáî â ìîìåíò X ñèëà âîçäåéñòâèÿ îáúåêòà a íà îáúåêò b íà-
ïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî ñêîðîñòè îáúåêòà b.

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Kabt(òîðìîçèò(a, b, T ) & âïðàâî(Ñêîðîñòü(b, K, t), K) & íåïîäâ(K, t) &
t ∈ T → âëåâî(ñèëà(b, a, t), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(d) Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû óïðóãîé ñâÿçè.

∀KTabct(óïðóãñâÿçü(a, b, c, T ) & t ∈ T & 0 ≤ óäëèíñâÿçè(c, t) &
âïðàâî(âåêòîð(Ìåñòî(a, t)Ìåñòî(b, t)), K) → âëåâî(ñèëà(b, a, t), K))

Óòâåðæäåíèå "óïðóãñâÿçü(a, b, c, X)" îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåðèàëüíûå òî÷êè a
è b â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà X ëèáî â ìîìåíò X ñîåäèíåíû óïðóãèì ñîåäè-
íåíèåì c. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(e) Òî÷êà îòðåçêà.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âïðàâî(âåêòîð(BC), K) →
âëåâî(âåêòîð(CA), K))

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âïðàâî(âåêòîð(BC), K) →
âëåâî(âåêòîð(AB), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

17. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìââåðõ".

(a) Ó÷åò îäíîíàïðàâëåííîñòè. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó "óñìâïðàâî".

(b) Ìèíóñ - âåêòîð. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó "óñìâïðàâî".

(c) Íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ äëÿ äâóõ òî÷åê.

∀Kabt(ëåæèòíà(a, b, t) & ìòî÷êà(b) & ïîâåðõíçåìëè(K) →
ââåðõ(íîðìðåàêöèÿ(a, b, t), K))

Óòâåðæäåíèå "ëåæèòíà(a, b, X)" îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè X ëèáî â ìîìåíò X ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a íåïîäâèæíî ëåæèò íà
îðèåíòèðîâàííîé ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè ëèáî íà ìàòåðèàëüíîé òî÷êå
b. Åñëè X - ìîìåíò âðåìåíè, òî óñêîðåíèå òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè
â ýòîò ìîìåíò ðàâíî 0.

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀KTabt(ëåæèòíà(a, b, T ) & t ∈ T & ìòî÷êà(b) & ïîâåðõíçåìëè(K) →
ââåðõ(íîðìðåàêöèÿ(a, b, t), K))
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Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé
è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Öåíòð òÿæåñòè ñòåðæíÿ.

∀BCDabcdt(ñòåðæåíü(a) & êîíöû(a) = {b, c} & öåíòðòÿæåñòè(d, a) &
Ìåñòî(b, t) = B & Ìåñòî(c, t) = C & Ìåñòî(d, t) = D &
ââåðõ(âåêòîð(BC), K) → ââåðõ(âåêòîð(BD), K))

∀BCDabcdt(ñòåðæåíü(a) & êîíöû(a) = {b, c} & öåíòðòÿæåñòè(d, a) &
Ìåñòî(b, t) = B & Ìåñòî(c, t) = C & Ìåñòî(d, t) = D &
ââåðõ(âåêòîð(CB), K) → ââåðõ(âåêòîð(DB), K))

Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñåäüìîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïðè äâèæåíèè ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

∀Tab(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) →
ââåðõ(íîðìðåàêöèÿ(a, b, T ), K))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(f) Âûäåëåíèå ìîìåíòà âî âðåìåííîì ïðîìåæóòêå.

∀KTabt(ââåðõ(ñèëà(a, b, T ), K) & t ∈ T → ââåðõ(ñèëà(a, b, t), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Ñèëà ïðîòèâîäåéñòâèÿ.

∀Kabt(âíèç(ñèëà(a, b, t), K) → ââåðõ(ñèëà(b, a, t), K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Ó÷åò ïðèíàäëåæíîñòè âåðòèêàëüíîìó îòðåçêó.

∀ABCK(âíèç(âåêòîð(AB), K) & C ∈ îòðåçîê(AB) → ââåðõ(âåêòîð(CA), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâïåðåä".

Êðîìå ïðåäïîëàãàåìîãî ïî óìîë÷àíèþ ïðèåìà íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ,
îïåðàòîð èìååò ëèøü ïðèåì "ó÷åò îäíîíàïðàâëåííîñòè", àíàëîãè÷íûé ðàññìîò-
ðåííûì âûøå.

19. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíèæíèéóðîâåíü".

Åäèíñòâåííûé ïðèåì - èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê:

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì íå äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâ-
êà ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íèæíèéóðîâåíü" è íå âõî-
äèò â âûðàæåíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

20. Íîðìàëèçàòîð îáøåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìâåðõíèéóðîâåíü".

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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21. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìâûñîòàïîâåðõí".

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ñôåðè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

1. Ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè.

∀AKPQRSabc(ñôåðêîîðä(A, K) = (a, b, c) & K = (P, Q,R, S) → l(AP ) = a)

∀AKPQRSabc(öèëêîîðä(A, K) = (a, b, c) & K = (P, Q,R, S) → l(AP ) =
√

a2 + c2)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "l(AP )" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 2.

2. Óãîë ìåæäó ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç
çàäàííûå òî÷êè.

∀ABKPQRSabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & ñôåðêîîðä(A, K) = (a, b, c) &
ñôåðêîîðä(B, K) = (d, e, f) & K = (P, Q, R, S) → cos(∠(APB)) = cos c · cos f ·
cos(b− e) + sin c · sin f)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "∠(APB)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 4.

3. Ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ê ñôåðè÷åñêèì.

∀AKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & ñôåðêîîðä(A, K) =
(d, e, f) → d =

√
a2 + b2 + c2 & f = arcsin(c/

√
a2 + b2 + c2) &

cos e = a/
√

a2 + b2 & sin e = b
√

a2 + b2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

4. Ïåðåõîä îò ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê ïðÿìîóãîëüíûì.

∀AKabc(ïðÿìêîîðä(K) & ñôåðêîîðä(A, K) = (a, b, c) → êîîðä(A, K) =
(a cos c · cos b, a cos c · sin b, a sin c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

5. Ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ê öèëèíäðè÷åñêèì.

∀AKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & öèëêîîðä(A, K) =
(d, e, f) → d =

√
a2 + b2 & sine = b/

√
a2 + b2 & cos e = a

√
a2 + b2 & c = f)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.
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6. Ïåðåõîä îò öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê ïðÿìîóãîëüíûì.

∀AKabc(ïðÿìêîîðä(K) & öèëêîîðä(A, K) = (a, b, c) → êîîðä(A, K) =
(a cos b, a sin b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

7. Ââîä êîîðäèíàòíîãî íàáîðà.

∀DKabcd(ñôåðêîîðä(D, K) = a → b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
a = (b, c, d) & 0 ≤ b & 0 < π + c & 0 ≤ π − c & 0 ≤ π/2 + d & 0 ≤ π/2− d)

∀DKabcd(öèëêîîðä(D, K) = a → b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
a = (b, c, d) & 0 ≤ b & 0 < π + c & 0 ≤ π − c)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå a íå èìååò
çàãîëîâêà "íàáîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ðàâíî(a íàáîð(. . .))", à òàêæå
ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ êîîðäèíàòíûé íàáîð òî÷êè D â êàêîé-ëèáî äðóãîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

1.3.3 Êîîðäèíàòû ìíîæåñòâà òî÷åê

1. Ðàâåíñòâî äâóõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ÷åðåç êîîðäèíàòû ñâîèõ òî÷åê.

∀ABK(òî÷êè(A, K) = òî÷êè(B, K) ↔ A = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. ßâíîå âûðàæåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê ÷åðåç ìíîæåñòâî êîîðäèíàò ýòèõ òî÷åê.

∀ABKm(êîîðä(A, K) = m → A = òî÷êè(m, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óñëîâèåì, ïðè-
÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â íåì. Âûðàæåíèå A ñîäåðæèò íåñóùåñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ y, íå âõîäÿùóþ â m è K. Çàäà÷à èìååò öåëü (êëàññ P Q), ïðè-
÷åì y âõîäèò â Q. Íàïîìíèì, ÷òî äàííàÿ öåëü óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü
ïåðåôîðìóëèðîâêè óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîìó êëàññó íàáîðà çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ ñïèñêà P , ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííîìó ÷åðåç ïàðàìåòðû ñïèñêà
Q. Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îòíîøåíèÿ "ïàðàëëåëüíû"
ëèáî "ïåðïåíäèêóëÿðíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ââîä êîììåíòàðèÿ "íîðìêîîðä" ê óðàâíåíèþ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê.

∀ABK(êîîðä(A, K) = setx(B(x)) → ∅)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, íå èìåþùåé êîììåíòàðèÿ "íîðìêîîðä", è ïðèåì ââîäèò òàêîé êîììåí-
òàðèé. Ýòîò êîììåíòàðèé áëîêèðóåò ïîïûòêè ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îïèñàòåëÿ
"êëàññ" îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, íåíóæíûå äëÿ óðàâ-
íåíèé êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ ñòàíäàðòíûé âèä. Ïåðåìåííàÿ B -
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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4. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâî òî÷åê ñ çàäàííûìè êîîðäè-
íàòàìè.

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ðà-
âåíñòâó â ïîñûëêàõ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòî ðàâåíñòâî ñíàáæàåòñÿ êîììåí-
òàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 0.

∀Kab(b = òî÷êè(a, K) ↔ òî÷êè(a, K) = b)

Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ïðåîáðàçóåìîãî ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñ-
êàåòñÿ. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé.

∀Kabc(òî÷êè(a, K) = b → b = c ↔ c = b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè".
Ýòà öåëü îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü áåñêîîðäèíàòíîå îïèñàíèå íåêîòîðî-
ãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ïðåîáðàçóåìîãî ðàâåíñòâà ïðè èäåí-
òèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé.
Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, ïåðåìåííàÿ c - ñ âûðàæåíèåì,
îòëè÷íûì îò ïåðåìåííîé è íå ñîäåðæàùèì b.

∀AKa(a = êîîðä(A, K) ↔ êîîðä(A, K) = a)

Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Ëèáî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "îðèåí-
òàöèÿðàâåíñòâà", ëèáî â èñõîäíîé ñèòóàöèè a ðàñïîëîæåíî ñëåâà.

∀AKa(a = ïîëêîîðä(A, K) ↔ ïîëêîîðä(A, K) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abc(b = îðèåíòêðèâîé(a, c) ↔ îðèåíòêðèâîé(a, c) = b)

Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ïðåîáðàçóåìîãî ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñ-
êàåòñÿ. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé.

5. Ïåðåõîä îò ÿâíîãî çàäàíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê ÷åðåç êîîðäèíàòû ê çàäàíèþ ìíî-
æåñòâà êîîðäèíàò ýòèõ òî÷åê.

∀ABK(A = òî÷êè(B, K) ↔ êîîðä(A, K) = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èññëåäîâàòü". Îáû÷íî - ïðè îáùåì àíàëèçå ñâîéñòâ
êðèâîé ëèáî ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì. Âûðàæåíèå B èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ". Ïåðåìåííàÿ A èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé (îáîçíà÷àåò èññëåäó-
åìóþ êðèâóþ ëèáî ïîâåðõíîñòü). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ïåðåõîä ê óæå ââåäåííîìó îáîçíà÷åíèþ äëÿ ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ÷åðåç êîîð-
äèíàòû òî÷åê.

∀ABK(êîîðä(B, K) = A → òî÷êè(A, K) = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ äëÿ óñëîâèé çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùèõ êîììåíòàðèé (âûðàæåíèÿ B). Òàêîé êîììåíòàðèé óêà-
çûâàåò íà òåíäåíöèþ ê èñêëþ÷åíèþ òåðìà B èç óñëîâèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

7. Êîíå÷íûé ñïèñîê òî÷åê.

∀ABKab(êîîðä(A, K) = a & ¬(A = B) → B ∈ òî÷êè({a; b}, K) ↔
B ∈ òî÷êè({; b}, K))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀AKa(A ∈ òî÷êè({a}, K) ↔ êîîðä(A, K) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀AKan(êîîðä(A, K) = {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})} ↔
A = {; λi(ò÷êîîðä(K, a(i)), i ∈ {1, . . . , n})})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü". Ïåðåìåííàÿ a - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Îïèñàòåëü
"îòîáðàæåíèå" èäåíòèôèöèðóåòñÿ è âûïèñûâàåòñÿ â âèäå êîíå÷íûõ íàáîðîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABK(êîíå÷íîå(A) → S(òî÷êè(A×B, K)) = 0)

∀ABK(êîíå÷íîå(B) → S(òî÷êè(A×B, K)) = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ïîäñòàíîâêà áåñêîîðäèíàòíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê.

∀Kabcd(a = òî÷êè(b, K) & a = c → a ∩ d = c ∩ d)

∀Kabcd(a = òî÷êè(b, K) & a = c → a ∪ d = c ∪ d)

∀Kabcd(a = òî÷êè(b, K) & a = c → a \ d = c \ d)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, ïåðåìåííàÿ c - ñ âûðàæåíè-
åì, íå ÿâëÿþùèìñÿ ïåðåìåííîé è íå ñîäåðæàùèì ñèìâîëà "òî÷êè". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè.

∀ABK(êîîðä(A \B, K) = êîîðä(A, K) \ êîîðä(B, K))

∀ABK(êîîðä(A ∪B, K) = êîîðä(A, K) ∪ êîîðä(B, K))

∀ABK(êîîðä(A ∩B, K) = êîîðä(A, K) ∩ êîîðä(B, K))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
îïåðàíäîì ðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ïåðåñå÷åíèþ äâóõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ÷åðåç êîîðäèíà-
òû.

∀AKPQa(setx(P (x) & Q(x)) = a → A ∈ òî÷êè(setx(P (x)), K) &
A ∈ òî÷êè(setx(Q(x)), K) ↔ A ∈ òî÷êè(a, K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû
ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííûå
P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëè "ñìðàâíî" ðàçðåøàþò êîñâåííóþ èäåíòèôè-
êàöèþ âûðàæåíèé "òî÷êè(. . .)" ÷åðåç ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ. Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîíúþíêöèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðå-
øàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x. Ïîñëå ýòîãî
ñàì îïèñàòåëü óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äî
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ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ è îïèñàòåëåé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Îòîæäåñòâëåíèå ìíîæåñòâ òî÷åê ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè.

∀ABKa(êîîðä(A, K) = a & êîîðä(B, K) = a → A = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû îäíîãî èç îïåðàíäîâ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ,
åñëè äðóãîé îïåðàíä çàäàí â êîîðäèíàòàõ.

∀AFGK(êîîðä(A, K) = sety(G(y)) → A ∩ òî÷êè(setx(F (x)), K) =
òî÷êè(setx(F (x) & G(x)), K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðåìåííûå F, G ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

13. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óñëîâíîìó âûðàæåíèþ, çàäàþùåìó êîîðäèíàòû ìíîæåñòâà
òî÷åê.

∀ABCKP ((òî÷êè(A, K) ïðè P, èíà÷å òî÷êè(B, K)) = C → P ∨ ¬(P ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå P ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûâå-
äåííàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

1.3.4 Ïàêåòíûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ êîîðäèíàòàìè

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêîîðä"

Êàê è âñÿêèé íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, äàííûé íîðìàëèçàòîð ÿâëÿåòñÿ
êîðíåâûì, ò.å. åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê ïðåîáðàçóåìîìó òåðìó, à
íå ê åãî ñîáñòâåííûì ïîäòåðìàì.

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåí-
ñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "êîîðä" è íå âõîäèò â âû-
ðàæåíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íà÷àëî êîîðäèíàò.

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(A, K) = (0, 0))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(A, K) = (0, 0))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Êîîðäèíàòíûå îñè.

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(C, K) = (0, 1))

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(B, K) = (1, 0))
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∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(C, K) = (0, 1, 0))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(B, K) = (1, 0, 0))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(D, K) = (0, 0, 1))

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1))

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (1, 0))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðà-
âåí 1.

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, D) &
l(AD) = a & l(AB) = b & ¬(b = 0) → êîîðä(D, K) = (a/b, 0))

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, C,D) &
l(AD) = a & l(AC) = b & ¬(b = 0) → êîîðä(D, K) = (0, a/b))

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A ∈ îòðåçîê(BD) &
l(AD) = a & l(AB) = b & ¬(b = 0) → êîîðä(D, K) = (−a/b, 0))

∀ABCDKab(K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CD) &
l(AD) = a & l(AC) = b & ¬(b = 0) → êîîðä(D, K) = (0,−a/b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå
ñîäåðæàò ñèìâîëà "ðàññòîÿíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Êîîðäèíàòû òî÷êè, èç êîòîðîé îïóùåíû êîîðäèíàòû íà îñè.

∀ABCDEFK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AE) = a & l(AF ) = b & òî÷êàëó÷à(A, F,C) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) →
êîîðä(D, K) = (a, b))

∀ABCDEFK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AE) = a & l(AF ) = b & A ∈ îòðåçîê(CF ) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) →
êîîðä(D, K) = (a,−b))

∀ABCDEFK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AE) = a & l(AF ) = b & A ∈ îòðåçîê(CF ) & A ∈ îòðåçîê(BE) →
êîîðä(D, K) = (−a,−b))

∀ABCDEFK(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
l(AE) = a & l(AF ) = b & òî÷êàëó÷à(A, F,C) & A ∈ îòðåçîê(BE) →
êîîðä(D, K) = (−a, b))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñ òðå-
òüåãî ïî øåñòîé, à òàêæå äâà ïîñëåäíèõ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñåäüìîé è
âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Â ñïèñîê ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è âõîäèò óêàçàòåëü
"ïëàíèìåòðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Êîîðäèíàòû íóëåâîãî âåêòîðà.

∀K(êîîðä(âåêòîð0, K) = (0, 0, 0))

Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "êîîðä(x, K) = (a, b, c)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Êîîðäèíàòû ìèíóñ - âåêòîðà.

∀AKab(êîîðä(A, K) = (a, b) → êîîðä(−A, K) = (−a,−b))

∀AKabc(êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êîîðä(−A, K) = (−a,−b,−c))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

∀ABKab(êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b) → êîîðä(âåêòîð(BA), K) = (−a,−b))

∀ABCKab(êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) → êîîðä(âåêòîð(BA), K) = (−a,−b,
− c))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Êîîðäèíàòû ñóììû âåêòîðîâ.

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) →
êîîðä(A + B, K) = (a + c, b + d))

∀ABKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b, e) & êîîðä(B, K) = (c, d, f) →
êîîðä(A + B, K) = (a + c, b + d, e + f))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀ABCKabcdef (C = A + B & êîîðä(A, K) = (a, b, e) & êîîðä(B, K) = (c, d, f) →
êîîðä(C, K) = (a + c, b + d, e + f))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCK(êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(CB), K) = (c, d) →
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a + c, b + d))

∀ABCK(êîîðä(âåêòîð(CA), K) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(CB), K) = (c, d) →
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c− a, d− b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKabv(v = a · âåêòîð(AB) + b · âåêòîð(AC) & K = (A, B, C) →
êîîðä(v, K) = (a, b))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Êîîðäèíàòû âåêòîðà ÷åðåç êîîðäèíàòû êîíöîâ.

∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) →
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c− a, d− b))
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∀ABKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) →
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d− a, e− b, f − c))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀ABKabcdp(âåêòîð(AB) = p & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) →
êîîðä(p, K) = (c− a, d− b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êðä(B, K, 1)− a = d &
êðä(B, K, 2)− b = e & êðä(B, K, 3)− c = f → êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f))

∀ABKabcdef (êîîðä(B, K) = (a, b, c) & a− êðä(B, K, 1) = d &
b− êðä(B, K, 2) = e & c− êðä(B, K, 3) = f → êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Õîòÿ áû îäíî èç âûðà-
æåíèé a, b, c ñîäåðæèò ñèìâîë "êðä". Âûðàæåíèÿ d, e, f íå ñîäåðæàò ñèìâîëà
"êðä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Êîîðäèíàòû âåêòîðà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî äàííîìó.

∀AKabd(êîîðä(A, K) = (a, b) → êîîðä(dA,K) = (ad, bd))

∀AKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êîîðä(dA,K) = (ad, bd, cd))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

10. Êîîðäèíàòû ïðÿìîé.

(a) Îñè êîîðäèíàò.

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy(x = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(y = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y, z), (0, 0, 1)) & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî))
∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y, z), (0, 1, 0)) & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî))
∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y, z), (1, 0, 0)) & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî))
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 2.

(b) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè ñ èçâåñòíûìè êîîðäèíàòàìè.

∀ABCDKabcd(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(C, K) = (a, b) &
êîîðä(D, K) = (c, d) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy((d− b)x + (a− c)y + cb− ad = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ñëåäóþùèå äâà - óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ
"êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ABKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x−
a, y − b, z − c), (d− a, e− b, f − c)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ðàâ-
íî(êîîðä(X, Y ) íàáîð(u, v, w))". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ.Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ñòàíäàðòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

∀ab(setxy(y = ax/b & x−÷èñëî) = setxy(ax−by = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî))
∀ab(setyx(y = ax/b & x−÷èñëî) = setyx(ax−by = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(z = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(ïëîñêîñòü(ABD), K) = setxyz(y = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êîîðä(ïëîñêîñòü(ACD), K) = setxyz(x = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Âîññòàíîâëåíèå óñëîâèÿ íà òèï çíà÷åíèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé.

∀a(a−÷èñëî→ setxy(x = a & y−÷èñëî) = setxy(x−a = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî))
∀a(a−÷èñëî→ setyx(x = a & y−÷èñëî) = setyx(x−a = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî))
∀Aa(a− ÷èñëî→ setxyz(x = a & A(y, z) & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) =
setxyz(x− a = 0 & A(y, z) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀Aa(a− ÷èñëî→ setxyz(y = a & A(x, z) & x− ÷èñëî & z − ÷èñëî) =
setxyz(y − a = 0 & A(x, z) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀Aa(a− ÷èñëî→ setxyz(z = a & A(x, y) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) =
setxyz(z − a = 0 & A(x, y) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöè-
îíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ïåðåõîä îò çàäàíèÿ ïðÿìîé â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé ê êàíîíè÷å-
ñêîìó çàäàíèþ.

∀abcde(¬(b = 0) & ¬(e = 0) → setxyz(ex + a = 0 & by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y− ÷èñëî & z− ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a/e, y + d/b, z), (0,−c, b)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcde(¬(b = 0) & ¬(e = 0) → setxyz(ez + a = 0 & bx + cy + d = 0 & x− ÷èñëî &
y− ÷èñëî & z− ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + d/b, y, z + a/e), (−c, b, 0)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcde(¬(b = 0) & ¬(e = 0) → setxyz(ey + a = 0 & bx + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y− ÷èñëî & z− ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + d/b, y + a/e, z), (−c, 0, b)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))
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Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçà-
òåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò âûðîæäåííîå íóëåâîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà c.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ setxyz(x = a & y = b & z − ÷èñëî) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z), (0, 0, 1)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ setxyz(y = a & z = b & x− ÷èñëî) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y − a, z − b), (1, 0, 0)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ setxyz(x = a & z = b & y − ÷èñëî) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y, z − b), (0, 1, 0)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(¬(c = 0) → setxyz(y + a = 0 & bx + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y + a, z + d/c), (−c, 0, b)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcd(¬(c = 0) → setxyz(x + a = 0 & by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y, z + d/c), (0,−c, b)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcd(¬(c = 0) → setxyz(z + a = 0 & bx + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y + d/c, z + a), (−c, b, 0)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâ-
êà" ðàçðåøàåò âûðîæäåííîå íóëåâîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà b. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò îáùåé òî÷êè òðåõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFGHKPQabcdefghpqrs(P ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & P ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
P ∈ ïëîñêîñòü(GHQ) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz +
d = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(GHQ), K) = setXY Z(pX + qY + rZ + s = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & t = det(

 a b c
e f g
p q r

) & ¬(t = 0) &

m = det(

 d b c
h f g
s q r

) & n = det(

 a d c
e h g
p s r

) & k = det(

 a b d
e f h
p q s

) →

êîîðä(P, K) = (−m/t,−n/t,−k/t))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "ïîäñòà-
íîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, e, f,
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g, p, q, r. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, g, h, p, q, r, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îáîçíà-
÷åíèÿ òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïëîñêîñòåé ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îïðåäåëèòåëè âû-
÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîïðåäåëèòåëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 3.

15. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè.

∀ABCKPQRabcdefghkmnp(A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &

êîîðä(C, K) = (g, h, k) & m = det(

 b c 1
e f 1
h k 1

) & n = det(

 c a 1
f d 1
k g 1

) &

p = det(

 a b 1
d e 1
g h 1

) & ¬((m, n, p) = (0, 0, 0)) & q = det(

 a b c
d e f
g h k

) →

êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(mx + ny + pz − q = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé, ïÿòûé è øå-
ñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Äåñÿòûé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì; îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îïðåäåëèòåëè âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîð-
ìîïðåäåëèòåëü". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, g, h, k íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêîìó çàäàíèþ îêðóæíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

∀abcde(setxyz(ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0 & z + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) = setxyz(ax2 + ay2 + az2 + bx + cy + d− ae2 = 0 & z + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcde(setxzy(ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0 & z + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) = setxzy(ax2 + ay2 + az2 + bx + cy + d− ae2 = 0 & z + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcde(setzxy(ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0 & z + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) = setzxy(ax2 + ay2 + az2 + bx + cy + d− ae2 = 0 & z + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

17. Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðà "íîðìêðä".

∀AKabc(a = êðä(A, K, 1) & b = êðä(A, K, 2) & c = êðä(A, K, 3) →
êîîðä(A, K) = (a, b, c))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáà-
òûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêðä". Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, èìåþùàÿ ïîäâû-
ðàæåíèå âèäà "êðä(A, K, i)". Åñëè îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "êðä", òî òðåáóåò-
ñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàëè íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

18. Ñîêðàùåíèå êîîðäèíàò íà îáùèé ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü.

∀abcde(0 < b → (ab/c, 0, db/e) = (a/c, 0, d/e))
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

19. Êîîðäèíàòû òî÷êè, çàäàííîé ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

∀Kab(êîîðä(ò÷êîîðä(K, (a, b)), K) = (a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

20. Ñèëà òÿæåñòè.

∀Kact(ïîâåðõíçåìëè(K) → êîîðä(ñèëà(a, K, t), K) = (0, 0,−ìàññà(a)g))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Èìååòñÿ ïîñûëêà çàäà÷è, ñîäåð-
æàùàÿ îäèí èç ñèìâîëîâ "ìàññà", "Óñêîðåíèå", "öåíòðòÿæåñòè", "ïëîòíîñòü",
"Ñêîðîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Êîîðäèíàòû êóáà.

∀HKMNPQabp(êóá(a) & ãðàíü(ôèãóðà(MNPQ), a) & ðåáðî(îòðåçîê(MH), a) &
âïðàâî(âåêòîð(MH), K) & ââåðõ(âåêòîð(MN), K) & âïåðåä(âåêòîð(MQ), K) &
l(MN) = p & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(a, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî & êðä(M, K, 1) ≤ x & x ≤ êðä(M, K, 1) + p & êðä(M, K, 2) ≤ y &
y ≤ êðä(M, K, 2) + p & êðä(M, K, 3) ≤ z & z ≤ êðä(M, K, 3) + p))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. ×åòâåðòûé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äî-
ïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ãðàíè è èçìåíåíèå èõ ïîðÿäêà íà
îáðàòíûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêðä"

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåí-
ñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "êðä" è íå âõîäèò â âûðà-
æåíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íóëåâîé âåêòîð.

∀Ki(êðä(âåêòîð0, K, i) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íà÷àëî êîîðäèíàò.

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) → êðä(A, K, i) = 0)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Âåêòîð íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî îñè êîîðäèíàò.

∀Ka(ïðÿìêîîðä(K) & âïðàâî(a, K) → êðä(a, K, 3) = 0)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøà-
åò àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè âòîðîãî àíòåöåäåíòà "íàçàä", "âïåðåä", "âëåâî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀Ka(ïðÿìêîîðä(K) & âïðàâî(a, K) → êðä(a, K, 2) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè ñóòü "ââåðõ", "âíèç",
"âëåâî", "âåðõíàïð". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âåêòîð ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè OXZ
è èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ z - êîìïîíåíòó.

∀Ka(ïðÿìêîîðä(K) & ââåðõ(a, K) → êðä(a, K, 1) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè - "íàçàä", "âïåðåä", "âíèç".

5. Êîîðäèíàòû òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé îñè.

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) → êðä(D, K, 2) = 0)

∀ABCDEKabc(K = (A, B, C,E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AE) → êðä(D, K, 1) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Âåêòîð íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀Ka(âåðòïëîñêâåêò(a, K) → êðä(a, K, 2) = 0)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Çàäàííûé êîîðäèíàòíûé íàáîð.

∀AKabc(êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êðä(A, K, 1) = a)

∀AKabc(êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êðä(A, K, 2) = b)

∀AKabc(êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êðä(A, K, 3) = c)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ìèíóñ - âåêòîð.

∀Kai(êðä(−a, K, i) = −êðä(a, K, i))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ôèçè÷åñêèå âåêòîðû.

(a) Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû òðåíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè.

∀Kabt(äâèæåíèåïî(a, b, t) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, t) →
êðä(ñèëàòðåíèÿ(a, b, t), K, 3) = 0)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(b) Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ.

∀Kabt(ãîðèçïîâåðõí(a, K, t) & ãëàäêîå(a) & äâèæåíèåïî(b, a, t) →
êðä(ñèëà(b, a, t), K, 1) = 0)

∀Kabt(ãîðèçïîâåðõí(a, K, t) & ãëàäêîå(a) & äâèæåíèåïî(b, a, t) →
êðä(ñèëà(b, a, t), K, 2) = 0)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.



1.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò 175

(c) Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ.

∀Kat(ïîâåðõíçåìëè(K) → êðä(ñèëà(a, K, t), K, 1) = 0)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêà-
åò ðàññìîòðåíèå òàêæå è âòîðîé êîîðäèíàòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 1.

(d) Óñêîðåíèå ïðè áðîñêå.

∀KTa(ïîâåðõíçåìëè(K) & áðîñîê(a, T ) →
êðä(Óñêîðåíèå(a, K, T ), K, 1) = 0)

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äî-
ïóñêàåò ðàññìîòðåíèå âòîðîé êîîðäèíàòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

(e) Ñêîðîñòü â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè äâèæåíèè ïî âåðòèêàëè.

∀KTat(âåðòèêäâèæ(a, K, T ) & t ∈ T → êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 1) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" äîïóñêàåò êîñâåííóþ
èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèÿ "Ñêîðîñòü(. . .)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ.
Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå âòîðîé êîîðäèíàòû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Ñâÿçü âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè ïðè äâèæå-
íèè ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

∀Kabpt(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, T ) & íåïîäâ(b, T ) &
t ∈ T & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 3) = m & ¬(p = 0) & ¬(cos p = 0) →
êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 1) = m/tgp)

Çäåñü óòâåðæäåíèå "Íàêëïëîñê(b, K, p, T )" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü ïðÿìî-
óãîëüíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ íà ïðîìå-
æóòêå T ïàðàëëåëüíà îñè OY ñèñòåìû êîîðäèíàò K è ñîñòàâëÿåò ñ îñüþ
àáñöèññ óãîë p, ïðèíàäëåæàùèé ïðîìåæóòêó îò −pi/2 äî π/2.

Ïåðâûé, âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèåm íå
ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 2.

(g) y - ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñ-
êîñòè OXZ.

∀KTat(âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T ) & t ∈ T → êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 2) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî íåïîäâèæíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè.

Ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà ñðàáàòûâàþò òîëüêî ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ "âû-
ñîòàïîâåðõí".

∀KTabt(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) &
t ∈ T → êðä(Ìåñòî(a, t), K, 3) = âûñîòàïîâåðõí(b, K, T ))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.
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∀ABKTabt(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) &
t ∈ T & A = Ìåñòî(a, t) & âëåâî(âåêòîð(AB), K) →
êðä(B, K, 3) = âûñîòàïîâåðõí(b, K, T ))

Äâà ïåðâûõ è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè ïîñëåä-
íåãî àíòåöåäåíòà: "âïðàâî", "âïåðåä", "íàçàä", "ãîðèçïëîñêâåêò", "îäíî-
ìåðíûé". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Íàïðàâëåíèÿ ñèëû òÿãè è ñêîðîñòè.

∀Kabit(òÿíåò(a, b, t) & êðä(Ñêîðîñòü(b, K, t), K, i) = 0 →
êðä(ñèëà(b, a, t), K, i) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Óñêîðåíèå íåïîäâèæíîãî òåëà.

∀Kait(Íåïîäâ(a, t) → êðä(Óñêîðåíèå(a, K, t), K, i) = 0)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð "íàïðàâëâåêòîð"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "íàïðàâëâåêòîð(A B K v)", ãäå âõîäíûå äàííûå
ñóòü òî÷êè A, B è ñèñòåìà êîîðäèíàò K. Âûõîäîì ñëóæàò êîîðäèíàòû v âåêòîðà,
îäíîíàïðàâëåííîãî ñ âåêòîðîì AB.

1. Óñìîòðåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îäíîé ïðÿìîé ñ
äâóìÿ äðóãèìè.

∀ABCDEFKPQabcdefmpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) = setzw(pz + qw + r = 0 &
z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) & P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
Q ∈ ïðÿìàÿ(AB) & Q ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(P, Q) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),

ïðÿìàÿ(EF )) & m = sg((ae− bd)(aq − bp)det(

 a b c
p q r
d e f

)) →

íàïðàâëâåêòîð(P, Q,K, (bm,−am)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå ÷åòûðå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ âîñüìîãî ïî äåñÿòûé îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Óñìîòðåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷åê.

∀ABKabcd(ðàçíûåòî÷êè(A, B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) →
íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, (c− a, d− b)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ñëåäóþùèå äâà -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Â
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ïåðâîé èç íèõ, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 2, òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû âûðàæå-
íèÿ a, b, c, d â ñîâîêóïíîñòè ñîäåðæàëè íå áîëåå îäíîé íåèçâåñòíîé. Âî âòîðîé,
ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 3, íèêàêèõ òðåáîâàíèé íà ýòè âûðàæåíèÿ íå íàêëà-
äûâàåòñÿ.

∀ABCKabcd(ðàçíûåòî÷êè(A, C) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(C, K) = (c, d) &
A ∈ îòðåçîê(BC) → íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, (a− c, b− d)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ñëåäóþùèå äâà -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ïðèåìó, ñîçäàíà åùå äâå âåðñèè äàííîãî ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà
óðîâíÿõ 2 è 3.

∀ABKabcdef (ðàçíûåòî÷êè(A, B) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) =
(d, e, f) → íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, (d− a, e− b, f − c)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ñëåäóþùèå äâà
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óñìîòðåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà äëÿ ñòîðîíû óãëà, åñëè èçâåñòíû êîîðäè-
íàòû òî÷êè âíóòðè óãëà è óðàâíåíèÿ ñòîðîí óãëà.

∀ABCDEFabcdefpqr(E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ Óãîë(BED) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
êîîðä(F, K) = (p, q) & ¬(ae− bd = 0) & ¬(dp + eq + f = 0) &
r = sg((ae− bd)(dp + eq + f)) & s = (−br, ar) → íàïðàâëâåêòîð(E, B, K, s))

Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî øåñòîé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé
è âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ñåäüìîé è âîñüìîé - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, p, q íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíòåçàòîð "íàïðàâëïðÿìîé"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "íàïðàâëïðÿìîé(A K v)", ãäå âõîäíûå äàííûå
ñóòü ïðÿìàÿ A è ñèñòåìà êîîðäèíàò K. Âûõîäîì ñëóæàò êîîðäèíàòû v íàïðàâëÿþ-
ùåãî âåêòîðà ïðÿìîé A.

1. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðà ñ êîíöàìè â òî÷êàõ, îïðåäåëÿþùèõ ïðÿìóþ.

∀ABKabc(êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a, b, c) → íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K,
(a, b, c)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Óñìîòðåíèå èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

∀ABKabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c),
(d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) → íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K,
(d, e, f)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

3. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïðÿìîé.

∀ABCDKabcdef (C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) &
êîîðä(C, K) = (a, b, c) & êîîðä(D, K) = (d, e, f) →
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, (d− a, e− b, f − c)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ñ èçâåñòíûì óðàâíåíèåì.

∀ABCDEK(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, (a, b, c)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòå-
ëè "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëêè.

∀ABKa(íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, a) → íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K,
a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ.

∀ABCDKa(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, a) →
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD ðàçëè÷íû.
Äëÿ áëîêèðîâêè çàöèêëèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ïàðàëëåëüíû", ïå-
ðåäàâàåìûé ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè. Åãî íàëè÷èå áëîêèðóåò ñðàáàòûâàíèå
äàííîãî ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð "íàïðâåêòîð"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "íàïðâåêòîð(A K v)", ãäå âõîäíûå äàííûå ñóòü
âåêòîð A è ñèñòåìà êîîðäèíàò K. Âûõîäîì ñëóæàò êîîðäèíàòû v âåêòîðà, êîëëèíå-
àðíîãî âåêòîðó A.

1. Çàäàííûé óãîë ñ îñüþ àáñöèññ âåêòîðà, ëåæàùåãî â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.
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∀ABKPQRSa(âåðòïëîñê(âåêòîð(AB), K) & K = (P, Q, R, S) &
óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(PQ)) = a →
íàïðâåêòîð(âåêòîð(AB), K, (cos a, 0, sin a)))

Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" äîïóñêàåò êîñâåí-
íóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "âåêòîð(AB)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ.
Óêàçàòåëü "ìíîæåñòâî" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ýòîãî âåêòîðà ïðè ïðîèç-
âîëüíîì ïîðÿäêå òî÷åê A, B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKPQRSab(âåðòïëîñê(âåêòîð(AB), K) & K = (P, Q,R, S) &
óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(PQ)) = a & âåêòîð(AB) = b →
íàïðâåêòîð(b, K, (cos a, 0, sin a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ñ ïîñûëêàìè èäåíòèôèöèðóþòñÿ òðè ïîñëåäíèõ àí-
òåöåäåíòà.

2. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè.

∀Kabpq(ïðÿìêîîðä(K) & p ⊥ q & íàïðâåêòîð(p, K, x) & x = (a, 0, b) →
íàïðâåêòîð(q, K, (−b, 0, a)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé àíòåöåäåíò
ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîäíîìåðíûé"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "îäíîìåðíûé(a, K)", îçíà÷àþùåãî, ÷òî
âåêòîð a íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî îñè àáñöèññ òðåõìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K.

1. Ìèíóñ ïåðåä âåêòîðîì.

∀Ka(îäíîìåðíûé(a, K) → îäíîìåðíûé(−a, K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Óìíîæåíèå íà ÷èñëî.

∀Kam(îäíîìåðíûé(a, K) → îäíîìåðíûé(ma,K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3. Îäíîíàïðàâëåííûå âåêòîðû.

∀Kab(îäíîíàïðàâëåíû(a, b) & îäíîìåðíûé(a, K) → îäíîìåðíûé(b, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ñèëà òðåíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî îñè àáñöèññ.

∀Kabt(îäíîìåðíäâèæ(a, K, t) & äâèæåíèåïî(a, b, t) & íåïîäâ(b, t) →
îäíîìåðíûé(ñèëàòðåíèÿ(a, b, t), K))

Óòâåðæäåíèå "îäíîìåðíäâèæ(a, K, t)" îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè ïðîìåæóò-
êà âðåìåíè t ëèáî â ìîìåíò t ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a íàõîäèòñÿ íà îñè àáñöèññ
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â ñèñòåìå êîîðäèíàò K, à âåêòîðû åå ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ íàïðàâëåíû ïà-
ðàëëåëüíî ýòîé îñè. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

∀KSTabpq(äâèæåíèåïî(a, b, S) & äâèæåòñÿ(a, K, T ) & T = [p, q] &
îäíîìåðíûé(Ñêîðîñòü(a, K, p), K) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, S) & T ⊆ S &
íåïîäâ(b, T ) & Ñèëû(a, {b, K}, T ) → îäíîìåðíûé(ñèëàòðåíèÿ(a, c, T ), K))

Çäåñü óòâåðæäåíèå "äâèæåòñÿ(a, K, T )" îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè T ñêîðîñòü îáúåêòà a îòíîñèòåëüíî îáúåêòà K íå ðàâíà íóëþ, êðî-
ìå, áûòü ìîæåò, êðàéíèõ òî÷åê ïðîìåæóòêà. Óòâåðæäåíèå "Ñèëû(a, {b, K}, T )"
îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà a íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó a äåéñòâóþò
òîëüêî ñèëà ðåàêöèè ñî ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè b è ñèëà òÿæåñòè.

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïÿòûé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Íàïðàâëåíèå âïðàâî ëèáî âëåâî.

∀Ka(âïðàâî(a, K) → îäíîìåðíûé(a, K))

∀Ka(âëåâî(a, K) → îäíîìåðíûé(a, K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Âåêòîð ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à y - êîîðäèíàòà åãî ðàâíà 0.

∀Ka(êðä(a, K, 2) = 0 & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → îäíîìåðíûé(a, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ðàâåíñòâî âòîðûõ è òðåòüèõ êîîðäèíàò êîíöîâ.

∀ABK(êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) & êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3) →
îäíîìåðíûé(âåêòîð(AB), K))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

8. Íàïðàâëåíèå ñèëû, äåéñòâóþùåé ìåæäó äâóìÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè.

∀Kabt(îäíîìåðíûé(âåêòîð(Ìåñòî(a, t)Ìåñòî(b, t)), K) →
îäíîìåðíûé(ñèëà(a, b, t), K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "Ìåñòî(a, t)"
è "Ìåñòî(b, t)" óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè, óêàçûâà-
þùèå, ÷òî îäíà èç òî÷åê a, b ëåæèò íà äðóãîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

9. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ.

∀ABCK(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) & îäíîìåðíûé(âåêòîð(BC), K) →
îäíîìåðíûé(âåêòîð(AC), K))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðè-
àíò" äîïóñêàåò àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè "âëåâî", "îäíîìåðíûé". Âòîðîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðè èäåíòèôèêàöèè êîí-
ñåêâåíòà äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà êîíöîâ A, C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

10. Íóëåâîé âåêòîð.

∀K(îäíîìåðíûé(âåêòîð0, K))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Òî÷êà îòðåçêà.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & îäíîìåðíûé(âåêòîð(BC), K) →
îäíîìåðíûé(âåêòîð(AB), K))

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & îäíîìåðíûé(âåêòîð(BC), K) →
îäíîìåðíûé(âåêòîð(BA), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDK(A ∈ îòðåçîê(CD) & B ∈ îòðåçîê(CD) & îäíîìåðíûé(âåêòîð(CD), K) →
îäíîìåðíûé(âåêòîð(AB), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâåðòèêíàïð"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "âåðòèêíàïð(a, K)", îçíà÷àþùåãî, ÷òî
âåêòîð a íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî îñè OZ òðåõìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K. Â îñíîâ-
íîì, åãî ïðèåìû ñâÿçàíû ñ ýëåìåíòàðíîé ôèçèêîé.

1. Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ.

∀Kat(ïîâåðõíçåìëè(K) → âåðòèêíàïð(ñèëà(a, K, t), K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âåêòîð, íàïðàâëåííûé ââåðõ ëèáî âíèç.

∀Ka(ââåðõ(a, K) → âåðòèêíàïð(a, K))

∀Ka(âíèç(a, K) → âåðòèêíàïð(a, K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðà.

∀Kab(êîîðä(a, K) = (0, 0, b) → âåðòèêíàïð(a, K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïðè äâèæåíèè ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

∀Kabt(äâèæåíèåïî(a, b, t) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, t) →
âåðòèêíàïð(íîðìðåàêöèÿ(a, b, t), K))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀Kabst(äâèæåíèåïî(a, b, t) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, t) & s ⊆ t →
âåðòèêíàïð(íîðìðåàêöèÿ(a, b, s), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ñóììà âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííûõ ñèë.

∀Kabnt(Ñèëû(a, {; b}, t) & l(b) = n & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
âåðòèêíàïð(ñèëà(a, b(i), t), K)) → âåðòèêíàïð(Ñèëà(a, t), K))

Óòâåðæäåíèå "Ñèëû(a, {; b}, t)" îçíà÷àåò, ÷òî {; b} åñòü ìíîæåñòâî âñåõ îáúåê-
òîâ, âîçäåéñòâóþùèõ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó a â ìîìåíò ëèáî ïåðèîä t. Âûðà-
æåíèå "ñèëà(a, b(i), t)" îáîçíà÷àåò âåêòîð ñèëû, ñ êîòîðîé îáúåêò b(i) âîçäåé-
ñòâóåò íà òî÷êó a. Âûðàæåíèå "Ñèëà(a, t)" îáîçíà÷àåò âåêòîðíóþ ñóììó âñåõ
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êó a.

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âû-
ðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Óñêîðåíèå ïðè âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííûõ ñèëàõ.

∀Kabnt(Ñèëû(a, {; b}, t) & l(b) = n & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
âåðòèêíàïð(ñèëà(a, b(i), t), K)) → âåðòèêíàïð(Óñêîðåíèå(a, K, t), K))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

7. Íóëåâîé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, îäèí èç êîòîðûõ íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî.

∀Kab(óãîëìåæäó(a, b) = 0 & âåðòèêíàïð(a, K) → âåðòèêíàïð(b, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ìèíóñ ïåðåä âåêòîðîì.

∀Ka(âåðòèêíàïð(a, K) → âåðòèêíàïð(−a, K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀Kab(âåðòèêíàïð(a, K) & b = −a → âåðòèêíàïð(b, K))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû.

∀Kab(âåðòèêíàïð(a, K) & êîëëèíåàðíû(a, b) → âåðòèêíàïð(b, K))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â ïåðâîé èç íèõ ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, à âòîðîé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âî
âòîðîé âåðñèè ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
à âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Çäåñü äîïóñêàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé
çàãîëîâîê "îäíîíàïðàâëåíû". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3.

10. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íà äâè-
æóùååñÿ ïî íåé òåëî.
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∀KTabt(ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & äâèæåíèåïî(a, b, T ) & t ∈ T &
ãëàäêîå(b) → âåðòèêíàïð(ñèëà(a, b, t), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀Kak(âåðòèêíàïð(a, K) → âåðòèêíàïð(ka,K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀Kabk(¬(k = 0) & ka = b & âåðòèêíàïð(b, K) → âåðòèêíàïð(a, K))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Ñóììà âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííûõ âåêòîðîâ.

∀Kab(âåðòèêíàïð(a, K) & âåðòèêíàïð(b, K) → âåðòèêíàïð(a + b, K))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òåì æå ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàåò îáðàáîòêó ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ çà îäíî ñðà-
áàòûâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Ñêîðîñòü ïðè âåðòèêàëüíîì áðîñêå.

∀KTapqt(áðîñîê(a, T ) & T = [p, q] & t ∈ T & ïîâåðõíçåìëè(K) &
âåðòèêíàïð(Ñêîðîñòü(a, K, p), K) → âåðòèêíàïð(Ñêîðîñòü(a, K, t), K))

Óòâåðæäåíèå "áðîñîê(a, T )" îçíà÷àåò, ÷òî òåëî a íà ïðîòÿæåíèè ïðîìåæóòêà
âðåìåíè T äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì òîëüêî ñèëû òÿæåñòè. Ïåðâûå äâà àíòå-
öåäåíòà è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé è
ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Íóëåâîé âåêòîð.

∀K(âåðòèêíàïð(âåêòîð0, K))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Ñèëà ïðè îòñêîêå âåðòèêàëüíî ïàäàþùåãî òåëà îò ãîðèçîíòàëüíîé íåïîäâèæíîé
ïîâåðõíîñòè.

∀KTabpq(îòñêîê(a, b, T ) & T = [p, q] & ãîðèçïîâåðõí(b, K, S) & T ⊆ S &
íåïîäâ(b, T ) & âåðòèêíàïð(Ñêîðîñòü(a, K, p), K) & íåïîäâ(K, T ) →
âåðòèêíàïð(ñèëà(a, b, T ), K))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ñèëà ïðè àáñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå â ñëó÷àå âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîé ñêî-
ðîñòè.

∀KTabpq(ïàäåíèå(a, b, T ) & T = [p, q] & íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) &
âåðòèêíàïð(Ñêîðîñòü(a, K, p), K) → âåðòèêíàïð(ñèëà(a, b, T ), K))
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Óòâåðæäåíèå "ïàäåíèå(a, b, T )" îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè T
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a ñòîëêíóëàñü ñ îðèåíòèðîâàííîé ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ b è îñòàëàñü íà íåé. Äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè b ïðè ýòîì íå èçìåíèëîñü.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ñèëà ðåàêöèè îïîðû, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âðàùàåòñÿ çàêðåïëåííûé âî âíóò-
ðåííåé òî÷êå âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûé ñòåðæåíü.

∀BCKTabcdpt(ñòåðæåíü(a) & êîíöû(a) = {b, c} & d ∈ a & òî÷êàâðàùåíèÿ(d, a, p, T )
& íåïîäâ(d, T ) & Ìåñòî(b, t) = B & Ìåñòî(c, t) = C & âåðòèêíàïð(âåêòîð(BC),
K) & Ñèëû(b, {d,K}, t) & Ñèëû(c, {d,K}, t) & ïîâåðõíçåìëè(K) & t ∈ T →
âåðòèêíàïð(ñèëà(p, d, t), K))

Àíòåöåäåíòû ñ íîìåðàìè 5, 8 è 12 îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.

18. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð òðàåêòîðèè âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ.

∀KTa(âåðòèêäâèæ(a, K, T ) → âåðòèêíàïð(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K))

Âûðàæåíèå "Ïóòü(a, T )" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, ïî êîòîðîé ìà-
òåðèàëüíàÿ òî÷êà a ïåðåìåùàåòñÿ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè T .

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

19. Âåêòîð, äàþùèé íîëü â ñóììå ñ âåðòèêàíëüíî íàïðàâëåííûì âåêòîðîì.

∀ab(a + b = âåêòîð0 & âåðòèêíàïð(b, K) → âåðòèêíàïð(a, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

20. Àðõèìåäîâà ñèëà.

∀KTabd(ïîâåðõíçåìëè(K) & ïîãðóæåíî(a, b, T ) & íåïîäâ(b, T ) &
öåíòðòÿæåñòè(d, a) → âåðòèêíàïð(àðõñèëà(d, b, T ), K))

∀KTabd(ïîâåðõíçåìëè(K) & ïîãðóæåíî(a, b, T ) & íåïîäâ(b, T ) →
âåðòèêíàïð(àðõñèëà(a, b, T ), K))

Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâåðòïëîñêâåêò"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "âåðòïëîñêâåêò(a, K)", îçíà÷àþùåãî,
÷òî âåêòîð a ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè OXZ òðåõìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K.

1. Óñìîòðåíèå âåðòèêàëüíî íàïðàâëåííîãî âåêòîðà.

∀Ka(âåðòèêíàïð(a, K) → âåðòïëîñêâåêò(a, K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Ðàâåíñòâî íóëþ âòîðîé êîîðäèíàòû.

∀Ka(êðä(a, K, 2) = 0 → âåðòïëîñêâåêò(a, K))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABK(êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2) → âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Çàäàííîå íàïðàâëåíèå âäîëü îñè êîîðäèíàò.

∀Ka(âïðàâî(a, K) → âåðòïëîñêâåêò(a, K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðå-
øàåò àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè "âëåâî", "ââåðõ", "âíèç". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

4. Ñêîðîñòü òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀KTat(âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T ) & t ∈ T → âåðòïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, K, t), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñêîðåíèå òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀KTa(âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T ) → âåðòïëîñêâåêò(Óñêîðåíèå(a, K, T ), K))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "T = [c, d]". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀KTab(âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T ) & b = Óñêîðåíèå(a, K, T ) → âåðòïëîñêâåêò(b, K))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Ðàäèóñ - âåêòîð ïðè âðàùåíèè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀ACDTanpt(Ïóòü(a, T ) = Äóãà(C, D, n, p) & t ∈ T & âïåðåä(n, K) &
ïðÿìêîîðä(K) & A = Ìåñòî(a, t) → âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AC), K))

∀ACDTanpt(Ïóòü(a, T ) = Äóãà(C, D, n, p) & t ∈ T & âïåðåä(n, K) &
ïðÿìêîîðä(K) & A = Ìåñòî(a, t) → âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(CA), K))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ðàçðåøàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé çàãîëîâîê "íàçàä"
òðåòüåãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà äëÿ ñóììû âåêòîðîâ.

∀Kabcv(âåðòïëîñêâåêò(b, K) & âåðòïëîñêâåêò(c, K) & ¬(a = 0) & av + b = c →
âåðòïëîñêâåêò(v, K))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀Kav(âåðòïëîñêâåêò(v, K) → âåðòïëîñêâåêò(av, K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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9. Ñèëà òÿãè.

∀Kact(òÿíåò(c, a, t) & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 2) = 0 & Íåïîäâ(K, t) →
âåðòïëîñêâåêò(ñèëà(a, c, t), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ
èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "ñèëà(a, c, t)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Äâèæåíèå ìàÿòíèêà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀KTabcst(ãèáêàÿñâÿçü(a, b, c, T ) & íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) & t ∈ T & s ∈
T &Ïðåäøåñòâ(s, t) & âåðòïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, K, s), K) → âåðòïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, K, t), K))

Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, óêàçûâàþ-
ùàÿ, ÷òî íà îáúåêò a âîçäåéñòâóåò êàêîé-òî îòëè÷íûé îò K îáúåêò íà ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè, ïåðåñåêàþùåìñÿ ñ ïðîìåæóòêîì [s, t]. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀KTabcst(ãèáêàÿñâÿçü(a, b, c, T ) & íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) & T = [p, q] & t ∈
T & âåðòïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, K, p), K) → âåðòïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, K, t), K))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ ïîñûëêàìè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïåðâûé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû.

11. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ âåêòîðîâ.

∀abpq(pa = qb & ¬(p = 0) & âåðòïëîñêâåêò(b, K) → âåðòïëîñêâåêò(a, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïðè äâèæåíèè ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

∀KSTabp(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & íåïîäâ(b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, S) & T ⊆ S →
âåðòïëîñêâåêò(íîðìðåàêöèÿ(a, b, T ), K))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè.

∀ABK(âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) → âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "ìíîæåñòâî" ðàçðåøàåò
èäåíòèôèêàöèþ âåêòîðà AB ñ ïåðåñòàíîâêîé êîíöîâ, à óêàçàòåëü "ñìðàâíî"
ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ ýòîãî âåêòîðà ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûë-
êàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Òî÷êà îòðåçêà, ëåæàùåãî â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCK(A ∈ îòðåçîê(BC) & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(BC), K) →
âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(BA), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà êîíöîâ âåêòîðà ïðè åãî
èäåíòèôèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCDK(A ∈ îòðåçîê(BC) & D ∈ îòðåçîê(BC) & âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(BC),
K) → âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEK(A ∈ îòðåçîê(BC) & B ∈ îòðåçîê(CD) & E ∈ îòðåçîê(CD) &
âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(CD), K) → âåðòïëîñêâåêò(âåêòîð(AE), K))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìãîðèçïëîñêâåêò"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "ãîðèçïëîñêâåêò(a, K)", îçíà÷àþùåãî,
÷òî âåêòîð a ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè OXY òðåõìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K.

1. Âåêòîð íàïðàâëåí âäîëü îñè àáñöèññ.

∀ab(îäíîìåðíûé(a, b) → ãîðèçïëîñêâåêò(a, b))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïåðåñòàíîâêà êîíöîâ âåêòîðà.

∀ABK(ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(BA), K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ðàäèóñ - âåêòîð ïðè äâèæåíèè ïî äóãå îêðóæíîñòè ñ âåðòèêàëüíî íàïðàâëåí-
íûì âåêòîðîì íîðìàëè.

∀ACDKTanpt(Ïóòü(a, T ) = Äóãà(C, D, n, p) & âåðòèêíàïð(n,K) & A = Ìåñòî(a, t)
& t ∈ T → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(CA), K))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ÷åò-
âåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòà-
íîâêà êîíöîâ âåêòîðà ïðè åãî èäåíòèôèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

4. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè, ÿâíî óêàçûâàþùèé íà âåêòîð ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
ñòè.

∀ABCDK(ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& ðàçíûåòî÷êè(A, B) → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(CD), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Òî÷êè ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀BCKabct(ãîðèçïîâåðõí(a, K, t) & b ∈ a & ëåæèòíà(c, a, t) & B = Ìåñòî(b, t) &
C = Ìåñòî(c, t) → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(BC), K))

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ACKabt(äâèæåíèåïî(a, b, t) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) & t ∈ T &
öåíòðêðèâ(a, C, t) & A = Ìåñòî(a, t) → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(CA), K))
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∀ACKabt(äâèæåíèåïî(a, b, t) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) & t ∈ T &
öåíòðêðèâ(a, C, t) & A = Ìåñòî(a, t) → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AC), K))

Óòâåðæäåíèå "äâèæåíèåïî(a, b, t)" îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðå-
ìåíè t ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a äâèæåòñÿ ïî îðèåíòèðîâàííîé ìàòåðèàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè b; óòâåðæäåíèå "öåíòðêðèâ(a, C, t)" - ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ òî÷êà C â
ìîìåíò t ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êðèâèçíû òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ìàòå-
ðèàëüíàÿ òî÷êà a.

Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABKTabpt(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) &
A = Ìåñòî(a, t) & B = Ìåñòî(a, p) & t ∈ T & p ∈ T →
ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé, øåñòîé è
ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé
è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "âîçìðàíî", ò.å. ëèáî èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ëèáî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCKTabpq(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) &
p ∈ T & q ∈ T & A = Ìåñòî(a, p) & B = Ìåñòî(a, q) &
ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(CA), K) → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(CB), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå øåñòîé è ñåäüìîé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæå-
íèÿ p, q ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ñêîðîñòü ïðè äâèæåíèè ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

∀KTabt(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, S) & t ∈ T & íåïîäâ(b, T ) &
T ⊆ S → ãîðèçïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, K, t), K))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü.

∀Kabt(ãîðèçïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, K, t), K) & ãîðèçïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(b, K, t),
K) → ãîðèçïëîñêâåêò(Ñêîðîñòü(a, b, t), K))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ b, K ðàç-
ëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ.

∀Kab(a = b & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → ãîðèçïëîñêâåêò(b, K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Îäíîíàïðàâëåííûå âåêòîðû.

∀Kab(îäíîíàïðàâëåíû(a, b) & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → ãîðèçïëîñêâåêò(b, K))

∀Kab(îäíîíàïðàâëåíû(a,−b) & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → ãîðèçïëîñêâåêò(b, K))

∀Kab(óãîëìåæäó(a, b) = 0 & ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → ãîðèçïëîñêâåêò(b, K))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Ðàâíûå z - êîîðäèíàòû êîíöîâ âåêòîðà.

∀ABK(êðä(A, K, 3) = êðä(B, K, 3) → ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

11. Íóëåâàÿ z - êîîðäèíàòà âåêòîðà.

∀Ka(êðä(a, K, 3) = 0 → ãîðèçïëîñêâåêò(a, K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Âåêòîð íà íàïðàâëåí âïåðåä, íàçàä, âïðàâî ëèáî âëåâî.

∀ab(âïåðåä(a, b) → ãîðèçïëîñêâåêò(a, b))

∀ab(íàçàä(a, b) → ãîðèçïëîñêâåêò(a, b))

∀ab(âïðàâî(a, b) → ãîðèçïëîñêâåêò(a, b))

∀ab(âëåâî(a, b) → ãîðèçïëîñêâåêò(a, b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Âåêòîðû ñêîðîñòåé ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë âî âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

∀KTabpqv(ñîóäàðåíèå({a, b}, T ) & T = [p, q] & ñîóäàðêîîðä(K, a, b, T ) &
v = Ñêîðîñòü(a, K, p) → ãîðèçïëîñêâåêò(v, K))

Óòâåðæäåíèå "ñîóäàðêîîðä(K, a, b, T )" îçíà÷àåò, ÷òî K åñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ
íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ñâÿçè ñ ñîóäàðåíèåì òåë
a, b íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå T . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðîìåæóòêà îñü OX
íàïðàâëåíà îò öåíòðà ìàññ òåëà a ê öåíòðó ìàññ òåëà b, à îñü OY ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè ñêîðîñòåé ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë. Ïðè ýòîì âåêòîð ñêîðîñòè òåëà a ëåæèò â
âåðõíåé ÷àñòè ïëîñêîñòè OXY .

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì óêàçàòåëü "âîçìðàâíî"
ðàçðåøàåò àëüåðíàòèâíóþ îáðàáîòêó ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ óêà-
çàòåëÿ "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Íàòÿæåíèå ãîðèçîíòàëüíîé óïðóãîé ñâÿçè.

∀KTabcdpq(óïðóãñâÿçü(a, b, c, T ) & äâèæåíèåïî(b, d, T ) & ãîðèçïîâåðõí(d,K, T )
& íåïîäâ(d, T ) & íåïîäâ(a, T ) & T = [p, q] & A = Ìåñòî(a, p) & B = Ìåñòî(b, p)
& ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K) & t ∈ T → ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëà(b, a, t), K))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

∀KTabcd(óïðóãñâÿçü(a, b, c, T ) & äâèæåíèåïî(b, d, T ) & ãîðèçïîâåðõí(d,K, T )
& íåïîäâ(d, T ) & äâèæåíèåïî(a, d, T ) & t ∈ T → ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëà(b, a, t), K))

×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀KTabcd(óïðóãñâÿçü(a, b, c, T ) & äâèæåíèåïî(b, d, T ) & ãîðèçïîâåðõí(d,K, T )
& íåïîäâ(d, T ) & äâèæåíèåïî(a, d, T ) → ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëà(b, a, T ), K))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

15. Îòíåñåíèå ãîðèçîíòàëüíîãî âåêòîðà ñèëû ê çàäàííîìó ìîìåíòó.

∀KTabt(êîíñòñèëà(a, b, T ) & t ∈ T & ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëà(a, b, T ), K) →
ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëà(a, b, t), K))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Êîíöû âåêòîðà ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè OXY .

∀ABK(A ∈ ãîðèçïëîñê(K) & B ∈ ãîðèçïëîñê(K) →
ãîðèçïëîñêâåêò(âåêòîð(AB), K))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ñèëà, íàïðàâëåííàÿ ãîðèçîíòàëüíî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåííîãî ïðîìåæóêà.

∀KTac(∀t(t ∈ T → ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëà(a, c, t), K)) →
ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëà(a, c, T ), K))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Ìèíóñ - âåêòîð.

∀Ka(ãîðèçïëîñêâåêò(a, K) → ãîðèçïëîñêâåêò(−a, K))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

19. Ñèëà òðåíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

∀Kabt(äâèæåíèåïî(a, b, t) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, t) →
ãîðèçïëîñêâåêò(ñèëàòðåíèÿ(a, b, t), K))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìÂåðòïëîñê"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "Âåðòïëîñê(a, K)", îçíà÷àþùåãî, ÷òî
ïëîñêîñòü a ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòèOY Z ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàòK. Ïîêà
îí èìååò òîëüêî ïðîñòåéøèé ïðèåì, èäåíòèôèöèðóþùèé ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå
ñ ïîñûëêîé.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîäíîñâÿçíî"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "îäíîñâÿçíî(a)", îçíà÷àþùåãî, ÷òî
ìíîæåñòâî a êîîðäèíàò òî÷åê ïëîñêîñòè ëèáî ïðîñòðàíñòâà îäíîñâÿçíî.

1. ßâíîå ðàçðåøåíèå äëÿ îäíîé èç êîîðäèíàò.

∀f (îäíîñâÿçíî(setxy(f(y) < x & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)))

∀f (îäíîñâÿçíî(setxy(x < f(y) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.



1.4. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ îðèåíòèðîâàííûìè êðèâûìè 191

2. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîìåæóòêîâ.

∀abcdefgh(îäíîñâÿçíî([a, b]× [e, f ]))

Ïåðåìåííûå c, d, g, h, ñïðÿòàííûå ïðè ôîðìóëüíîé ïðîðèñîâêå, óêàçûâàþò òèïû
êîíöîâ ïðîìåæóòêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdefghijkl(îäíîñâÿçíî([a, b]× [e, f ]× [i, j]))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Âû÷èòàíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

∀abcdefghijklm(îäíîñâÿçíî([a, b]× [e, f ]× [i, j] \m))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

1.4 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ îðèåíòèðîâàííûìè êðèâû-
ìè

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïóòü"

Âûðàæåíèå "ïóòü(a)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, âîçíèêàþùóþ ïðè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîì ïðîõîæäåíèè îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ íàáîðà a.

1. Ñóììèðîâàíèå äëèí ôðàãìåíòîâ òðàåêòîðèè.

∀a(äëèíà(ïóòü(a)) =
∑n

i=1 äëèíà(a(i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà îïè-
ñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èñêëþ÷". Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Óêà-
çàòåëü "êîíòåêñò" ââîäèò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ êîíñòàíòû n êàê
÷èñëà îïåðàíäîâ äàííîãî íàáîðà. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñû-
âàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ çàãîëîâîê "âû-
âîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åå ïðèìåíåíèÿ ïðè
óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "ïóòü(a)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Â îñòàëüíîì ýòà âåðñèÿ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé.

2. Ââîä ñîêðàùåííîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïóòè.

∀ab(ïóòü(a) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïîä-
âûðàæåíèÿ "ïóòü(a)". Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Îòñóòñòâóåò ïî-
ñûëêà âèäà "ïóòü(a) = c", ãäå c íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ b, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñò-
íîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïóòü".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñòðàíÿþùèé ñèìâîë "ïóòü"â ñëó-
÷àå îäíîýëåìåíòíîãî íàáîðà: ∀a(ïóòü(íàáîð(a)) = a).
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Îòðåçîê"

Âûðàæåíèå "Îòðåçîê(A, B)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ïðîõîæäåíèþ îòðåçêà îò òî÷êè A äî òî÷êè B.

Ïîêà äëÿ ñèìâîëà "Îòðåçîê" ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûðàæàþùèé äëèíó
îòðåçêà ÷åðåç ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî êîíöàìè:

∀AB(äëèíà(Îòðåçîê(A, B)) = l(AB))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì"; óðîâåíü åãî ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Äóãà"

Âûðàæåíèå "Äóãà(A, B, v, c)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå,
ñîîòâåòñòâóþùóþ äâèæåíèþ ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A, íà÷èíàþùåìóñÿ
ñ òî÷êè B, íà âåëè÷èíó îðèåíòèðîâàííîãî óãëà c. Âåêòîð v îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè
îêðóæíîñòè è çàäàåò îðèåíòàöèþ: ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ äâèæåíèå ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü â íàïðàâëåíèè ýòîãî âåêòîðà.

1. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀abcde(Äóãà(b, c, d, e) = a ↔ a = Äóãà(b, c, d, e))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå. Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå ðàçðåøàåò-
ñÿ. Âûðàæåíèå a íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëà "Äóãà". Ïðåîáðàçîâàííîå
óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Êîíå÷íàÿ òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè.

∀ABCup(C = êîíåöïóòè(Äóãà(A, B, u, p)) → C ∈ Îêðóæí(A, B, u))

Âûðàæåíèå "Îêðóæí(A, B, u)" îáîçíà÷àåò îêðóæíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, èìåþùóþ ñâîèì öåíòðîì òî÷êó A, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó B è ëåæàùóþ
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó u.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôè-
êàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "Äóãà(. . .)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáðàòíûéïóòü"

Âûðàæåíèå "îáðàòíûéïóòü(a)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ, îáðàòíóþ ê
îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a.

1. Äëèíà îáðàòíîãî ïóòè ðàâíà äëèíå ïóòè.

∀ab(a = îáðàòíûéïóòü(b) → äëèíà(a) = äëèíà(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀a(äëèíà(îáðàòíûéïóòü(a)) = äëèíà(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



1.4. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ îðèåíòèðîâàííûìè êðèâûìè 193

2. ßâíîå óêàçàíèå ôðàãìåíòîâ îáðàòíîãî ïóòè, åñëè ïóòü çàäàí ïåðå÷èñëåíèåì
ôðàãìåíòîâ.

∀abcd(a = ïóòü(c) & îáðàòíûéïóòü(ïóòü(c)) = ïóòü(d) → b = îáðàòíûéïóòü(a) ↔
b = ïóòü(d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìîáðàòíûéïóòü". Âûðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "Ïóòü", ò.å.
îáîçíà÷àåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà çàäàííîì âðåìåííîì
ïðîìåæóòêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Îòðåçîê îáðàòíîãî ïóòè.

∀ab(îòðåçîêïóòè(a, b) → îòðåçîêïóòè(îáðàòíûéïóòü(a), îáðàòíûéïóòü(b)))

Óòâåðæäåíèå "îòðåçîêïóòè(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ a ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòüþ îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé b.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ "îáðàòíûéïóòü(a)" è "îáðàòíûéïóòü(b)"
óæå âñòðå÷àþòñÿ â ýòîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Íà÷àëî è êîíåö îáðàòíîãî ïóòè.

∀abc(a = îáðàòíûéïóòü(b) & c = êîíåöïóòè(a) → íà÷àëîïóòè(b) = c)

∀abc(a = îáðàòíûéïóòü(b) & c = êîíåöïóòè(b) → íà÷àëîïóòè(a) = c)

∀abc(a = îáðàòíûéïóòü(b) & c = íà÷àëîïóòè(b) → êîíåöïóòè(a) = c)

∀abc(a = îáðàòíûéïóòü(b) & c = íà÷àëîïóòè(a) → êîíåöïóòè(b) = c)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 3.

5. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîáðàòíûéïóòü".

(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà îïåðàí-
äîâ ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "îáðàòíûé-
ïóòü" è íå âõîäèò â âûðàæåíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïóòü, îáðàòíûé ê îáðàòíîìó.

∀a(îáðàòíûéïóòü(îáðàòíûéïóòü(a)) = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(a = îáðàòíûéïóòü(b) → îáðàòíûéïóòü(a) = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(c) Ïóòü, îáðàòíûé ê ïóòè, çàäàííîìó ïåðå÷èñëåíèåì ôðàãìåíòîâ.

∀ab(îáðàòíûéïóòü(ïóòü(a, b)) = ïóòü(îáðàòíûéïóòü(b), îáðàòíûéïóòü(a)))

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ äâóõýëåìåíòíîãî íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñëóæèò ñëåäóþùèé ïðèåì:



194 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

∀abc(îáðàòíûéïóòü(ïóòü(b)) = ïóòü(c) → îáðàòíûéïóòü(ïóòü(ïðåôèêñ(a,
b))) = ïóòü(ñóôôèêñ(c, îáðàòíûéïóòü(a))))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîáðàòíûéïóòü". Ïîäâûðàæåíèå "ñóô-
ôèêñ(. . .)" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìíàáîð". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ïóòü, îáðàòíûé ê îòðåçêó.

∀AB(îáðàòíûéïóòü(Îòðåçîê(A, B)) = Îòðåçîê(B, A))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îòðåçîêïóòè"

Óòâåðæäåíèå "îòðåçîêïóòè(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ a ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé b.

1. Íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ñîñòàâíîãî ïóòè âõîäèò â îòðåçîê ïóòè.

∀abcde(c = ïóòü(ïðåôèêñ(a, b)) & îòðåçîêïóòè(d, c) & 0 ≤ äëèíà(d)− äëèíà(a)
& íà÷àëîïóòè(d) = íà÷àëîïóòè(a) & ïðîñòîéïóòü(c) → d = ïóòü(a, e) &
îòðåçîêïóòè(e, ïóòü(b)) & äëèíà(e) = äëèíà(d)− äëèíà(a) &
íà÷àëîïóòè(e) = íà÷àëîïóòè(ïóòü(b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåðòûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íåò ïîñûëêè âèäà "d = ïóòü(ïðåôèêñ(a, x))".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ïîãðóæåíèå îòðåçêà ïóòè â íà÷àëüíóþ ÷àñòü ñîñòàâíîãî ïóòè.

∀abcd(c = ïóòü(ïðåôèêñ(a, b)) & äëèíà(d)− äëèíà(a) ≤ 0 &
íà÷àëîïóòè(d) = íà÷àëîïóòè(a) & ïðîñòîéïóòü(c) → îòðåçîêïóòè(d, c) ↔
îòðåçîêïóòè(d, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîòðåçîêïóòè".

(a) Èäåíòè÷íûå êðèâûå.

∀a(îòðåçîêïóòè(a, a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) ×àñòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

∀abpqr(Ïóòü(a, p) = Ïóòü(b, r) & q ⊆ r → îòðåçîêïóòè(Ïóòü(b, q),
Ïóòü(a, p)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ñìðàâíî" äîïóñêàþò êîñâåííóþ
èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèé "Ïóòü(b, q)" è "Ïóòü(a, p)" ÷åðåç ðàâåíñòâà
â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "íà÷àëîïóòè"

Âûðàæåíèå "íà÷àëîïóòè(a)" îáîçíà÷àåò íà÷àëüíóþ òî÷êó îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé
a.

1. Ñîñòàâíàÿ òðàåêòîðèÿ.

∀abc(b = ïóòü(ïðåôèêñ(a, c)) → íà÷àëîïóòè(b) = íà÷àëîïóòè(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíà÷àëîïóòè".

(a) Ñîñòàâíàÿ òðàåêòîðèÿ.
∀abc(b = ïóòü(ïðåôèêñ(a, c)) → íà÷àëîïóòè(b) = íà÷àëîïóòè(a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(b) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.
∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íà÷àëîïóòè" è
íå âõîäèò â âûðàæåíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Îðèåíòèðîâàííûé îòðåçîê.
∀AB(íà÷àëîïóòè(Îòðåçîê(A, B)) = A)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êîíåöïóòè"

Âûðàæåíèå "êîíåöïóòè(a)" îáîçíà÷àåò êîíå÷íóþ òî÷êó îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a.
Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ñîçäàí ëèøü íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêî-
íåöïóòè", èìåþùèé ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåí-
ñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "êîíåöïóòè" è íå âõîäèò â
âûðàæåíèå b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñîñòàâíàÿ òðàåêòîðèÿ.

∀abc(b = ïóòü(ïðåôèêñ(a, c)) → êîíåöïóòè(b) = êîíåöïóòè(ïóòü(c)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íàáîð c íåïóñòîé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îáðàòíûé ïóòü.

∀abc(a = îáðàòíûéïóòü(b) & íà÷àëîïóòè(a) = c → êîíåöïóòè(b) = c)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðî "íîðìîáðàòíûéïóòü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðîñòîéïóòü"

Óòâåðæäåíèå "ïðîñòîéïóòü(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ áåç ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé. Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ñîçäàí ëèøü ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïðî-
ñòîéïóòü", èìåþùèé ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Óñìîòðåíèå èç ïðîñòîòû îáðàòíîãî ïóòè.

∀ab(ïðîñòîéïóòü(a) & a = îáðàòíûéïóòü(b) → ïðîñòîéïóòü(b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå èç ïðîñòîòû íàäïóòè.

∀abc(a = ïóòü(ïðåôèêñ(b, c)) & ïðîñòîéïóòü(a) → ïðîñòîéïóòü(b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñïèñîê" ðàçðåøàåò âûáèðàòü â êà÷åñòâå
b ëþáîé ýëåìåíò íàáîðà èç ïåðâîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀abcd(ïóòü(a) = c & ïóòü(b) = d & ïðîñòîéïóòü(c) & {; b} ⊆ {; a} →
ïðîñòîéïóòü(d))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íàïîìíèì, ÷òî â ëþáîì ïðîâåðî÷íîì îïåðàòîðå, ïî óìîë÷àíèþ, ïðèñóòñòâóåò
òàêæå ïðèåì, ïðîâåðÿþùèé óòâåðæäåíèå ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî îáíàðóæå-
íèÿ åãî â ïîñûëêàõ.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáùíàïðàâë"

Óòâåðæäåíèå "îáùíàïðàâë(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå a è b ñîñòàâ-
ëåíû èç îòðåçêîâ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ñîçäàí ëèøü ïðîâå-
ðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîáùíàïðàâë", èìåþùèé (êðîìå íåïîñðåäñòâåííîãî îáíàðóæå-
íèÿ ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ â ïîñûëêàõ) åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀Kab(âåðòèêàëü(a, K) & âåðòèêàëü(b, K) → îáùíàïðàâë(a, b))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðÿìëèíïóòü"

Óòâåðæäåíèå "ïðÿìëèíïóòü(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïðîõîæäåíèþ íåêîòîðîãî îòðåçêà îò îäíîãî åãî êîíöà ê äðóãîìó. Äëÿ
äàííîãî ñèìâîëà ñîçäàí ëèøü ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïðÿìëèíïóòü", èìåþùèé
ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. Òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê.

∀AB(ïðÿìëèíïóòü(Îòðåçîê(A, B)))

∀ABa(a = Îòðåçîê(A, B) → ïðÿìëèíïóòü(a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Äâèæåíèå ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

∀KTabp(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ïîäíèìàåòñÿ(a, K, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, T ) &
âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) →
ïðÿìëèíïóòü(Ïóòü(a, T )))

Óòâåðæäåíèå "ïîäíèìàåòñÿ(a, K, T )" îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà a â òå-
÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè T äâèæåòñÿ òàê, ÷òî åå âûñîòà â ñèñòåìå êîîðäèíàò
K ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé âåêòîðíîé ñêîðîñòüþ.

∀Ta(Ðàâíäâèæ(a, T ) → ïðÿìëèíïóòü(Ïóòü(a, T )))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.

∀KSTapq(Ðàâíîóñêîðåííîå(a, K, T ) & Ñêîðîñòü(a, K, p) = âåêòîð0 & T = [p, q]
& S ⊆ T → ïðÿìëèíïóòü(Ïóòü(a, S)))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïîñòîÿííàÿ ñèëà òÿíåò çà ñîáîé ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó.

∀Tac(êîíñòñèëà(a, c, T ) & òÿíåò(c, a, T ) → ïðÿìëèíïóòü(Ïóòü(a, T )))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "íàïðïóòè"

Âûðàæåíèå "íàïðïóòè(a)" îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îðèåíòèðî-
âàííîé êðèâîé a, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îðèåíòèðîâàííûé îòðåçîê.

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî âåêòîðà íà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð òðàåê-
òîðèè.

∀ab(îäíîíàïðàâëåíû(a, íàïðïóòè(b)) → ñêàëóìíîæ(a, íàïðïóòè(b)) = äëèíà(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âåðòèêàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ.

∀KSTabp(ââåðõ(Óñêîðåíèå(a, K, T ), K) & Ðàâíîóñêîðåííîå(a, K, T ) & T = [p, q]
& Ñêîðîñòü(a, K, p) = âåêòîð0 & S ⊆ T →
êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, S)), K) = (0, 0, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Ïóòü(a, S))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòå-
öåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKTast(âåðòèêäâèæ(a, K, T ) & Ðàâíäâèæ(a, T ) & T = [s, t] & A = Ìåñòî(a, s)
& B = Ìåñòî(a, t) & 0 < êðä(B, K, 3)− êðä(A, K, 3) →
êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (0, 0, 1))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Ïóòü(a, T ))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Ka(âåðòèêàëü(a, K) & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(íàïðïóòè(a), K) =
(0, 0, sg(êðä(êîíåöïóòè(a), K, 3)− êðä(íà÷àëîïóòè(a), K, 3))))

Óòâåðæäåíèå "âåðòèêàëü(a, K)" îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ a ñîñòîèò èç îòðåç-
êîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà îñè OZ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò K.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(a)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀KTa(ââåðõ(Ñêîðîñòü(a, K, T ), K) & Ðàâíäâèæ(a, T ) →
êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (0, 0, 1))

∀KTa(âíèç(Ñêîðîñòü(a, K, T ), K) & Ðàâíäâèæ(a, T ) →
êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (0, 0,−1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Ïóòü(a, T ))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Äâèæåíèå ïî íàêëîíííîé ïëîñêîñòè.

∀KTabp(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, T ) & âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T )
& íåïîäâ(b, T ) & ïîäíèìàåòñÿ(a, K, T ) & 0 < p →
êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (cos p, 0, sin p))

Óòâåðæäåíèå "Íàêëïëîñê(b, K, p, T )" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ îðè-
åíòèðîâàííàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè T
ëèáî â ìîìåíò T ïàðàëëåëüíà îñè OY ñèñòåìû êîîðäèíàò K è ñîñòàâëÿåò ñ
îñüþ àáñöèññ óãîë p, èçìåðÿåìûé îò −π/2 äî π/2.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Ïóòü(a, T ))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöå-
äåíòà, à òàêæå ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé è
øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå
p íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀KTabpst(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, t) & âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T )
& íåïîäâ(b, T ) & T = [t, s] & Ñêîðîñòü(a, K, t) = âåêòîð0 &
êðä(Ìåñòî(a, s), K, 3)− êðä(Ìåñòî(a, t), K, 3) < 0 & Ðàâíîóñêîðåííîå(a, K, T )
& 0 < p → êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (− cos p, 0,− sin p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Ïóòü(a, T ))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåðòûé, ñåäüìîé
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è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëü-
íûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèå p íå èìååò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀KTabpst(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & Íàêëïëîñê(b, K, p, t) & âåðòïëîñêäâèæ(a, K, T )
& íåïîäâ(b, T ) & ïðÿìëèíïóòü(Ïóòü(a, T )) & êðä(Ìåñòî(a, s), K, 3)−
êðä(Ìåñòî(a, t), K, 3) < 0 & T = [t, s] → êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) =
(− cos p, 0,− sin p))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè îáðàáàòûâàþòñÿ àíòå-
öåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî øåñòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Äâèæåíèå ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

∀KTabp(äâèæåíèåïî(a, b, T ) & ãîðèçïîâåðõí(b, K, T ) & íåïîäâ(b, T ) &
Ðàâíäâèæ(a, T ) & 0 < êðä(Ñêîðîñòü(a, K, T ), K, 1) & êðä(Ñêîðîñòü(a, K, T ),
K, 2) = 0 → êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (1, 0, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Ïóòü(a, T ))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé ÷åòûðå àíòå-
öåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, øåñòîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

5. Äëèíà åäèíè÷íîãî âåêòîðà.

∀a(äëèíà(íàïðïóòè(a)) = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Äâèæåíèå âäîëü îñè êîîðäèíàò.

∀KTa(äâèæâïðàâî(a, K, T ) → êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (1, 0, 0))

∀KTa(äâèæâëåâî(a, K, T ) → êîîðä(íàïðïóòè(Ïóòü(a, T )), K) = (−1, 0, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Ïóòü(a, T ))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABK(âïðàâî(âåêòîð(AB), K) → êîîðä(íàïðïóòè(Îòðåçîê(A, B)), K) = (1, 0, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "íàïðïóòè(Îòðåçîê(A,
B))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îðîêðóæíîñòü"

Âûðàæåíèå "îðîêðóæíîñòü(A, B, v)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ îêðóæíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå, èìåþùóþ ñâîèì öåíòðîì òî÷êó A, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó B è ðàñïîëî-
æåííóþ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó v. Îðèåíòàöèÿ - ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, åñëè ñìîòðåòü â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v.

Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ïîêà ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé äëèíó îêðóæ-
íîñòè:
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∀ABu(äëèíà(îðîêðóæíîñòü(A, B, u)) = 2πl(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî ïðè-
ìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "äëèíà(îðîêðóæíîñòü(A, B, u))" â çàäà÷å íà äî-
êàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îðäóãà"

Âûðàæåíèå "îðäóãà(A, B, C, v)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ äóãó îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì â òî÷êå A, íà÷èíàþùóþñÿ â òî÷êå B è êîí÷àþùóþñÿ â òî÷êå C. Âåêòîð v îð-
òîãîíàëåí ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè è îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ: äóãà îáõîäèòñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü âäîëü âåêòîðà v.

Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ïîêà ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé äëèíó äóãè:

∀ABCu(äëèíà(îðäóãà(A, B, C, u)) = l(AB)∠(BAC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî ïðè-
ìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "äëèíà(îðäóãà(A, B, C, u))" â çàäà÷å íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

1.5 Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè
Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

∀ABCDEKMabcd(êîîðä(M, K) = (a, b) & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) & K = (C, D, E) &
M ∈ ïðÿìàÿ(AB) → c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(y + cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð
"îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB ÷åðåç
ñòàðûå ïàðàìåòðû (ïàêåòíûå èíäèêàòîðû, èñïîëüçóåìûå â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè, áóäóò îïèñàíû â êîíöå ãëàâû). Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû c, d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKP (K = (A, B, C) → ∃xy(Ïðÿìàÿ(x) & P (x, y)) ↔ ∃abcxy(êîîðä(x, K) =
setuv(au + bv + c = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(x) & P (x, y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèþ çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Îí âûïîëíÿåò ïåðåõîä îò áåñêîîð-
äèíàòíîãî ê êîîðäèíàòíîìó îïèñàíèþ. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé;
ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì ïåðå-
ìåííûõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû (âîçìîæíî, íóëåâîé). Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿ-
åò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè P (x, y) âûðàæåíèÿ "êîîðä(X, K)" ëèáî
"òî÷êè(X, K)"; òàêèì îáðàçîì óòî÷íÿåòñÿ, ÷òî òðîéêà K ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäè-
íàò. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "ïëàíèìåòðèÿ". Óòâåðæäåíèå "P (x, y)" íå èìååò êîíú-
þíêòèâíîãî ÷ëåíà âèäà "êîîðä(x, K) = . . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



1.5. Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè 201

∀AKabc(Ïðÿìàÿ(A) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûò-
êó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, K)" â ïîñûëêå çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Èç êîíòåêñòà óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò K äâóìåðíàÿ: èìååòñÿ ëèáî ïîñûëêà "ïëàíèìåòðèÿ", ëèáî ïîñûë-
êà "êîîðä(X,K) = (p, q)", ëèáî ïîñûëêà "êîîðä(X,K) = setuv(. . .)", ëèáî ïîñûëêà
"K = (P, Q,R)". Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè
âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé A ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðà-
ìåòðû a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABKabc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ¬(a2 + b2 = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB,K))" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Èç êîíòåêñòà óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
ñèñòåìà êîîðäèíàò K äâóìåðíàÿ. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò
âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿìîéAB ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé

∀AKabc(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî) →
b · óãëêîýôôèöèåíò(A, K) + a = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãëêîýôôèöèåíò(A, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè

∀ABCDKabcd(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(C, K) = (a, b) &
êîîðä(D, K) = (c, d) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy((d− b)x + (a− c)y + bc− ad = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ñîçäàíû òðè âåðñèè ïðèåìà, ïðè÷åì âñå îíè èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâàÿ âåð-
ñèÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2. Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åå
ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB),X)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Âòîðàÿ âåðñèÿ ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâêîîðä" óñìàòðèâàåò
âîçìîæíîñòü ñâÿçàòü êîîðäèíàòû ïðÿìîé AB ñ íåèçâåñòíûìè çàäà÷è. Òðåòüÿ âåðñèÿ
ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 9. Îíà àíàëîãè÷íà âòîðîé âåðñèè, íî îòáðîøåíû îãðàíè÷åíèÿ
íà ïàðàìåòðû a, b, c, d è âìåñòî ïàêåòíîãî èíäèêàòîðà "ñóùåñòâêîîðä" èñïîëüçóåòñÿ
èíäèêàòîð "ñâÿçêîîðä", äîïóñêàþùèé áîëåå êîñâåííûå ñâÿçè ñ íåèçâåñòíûìè.
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∀ABKabcd(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy((d−b)x+(a−c)y+bc−ad = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ïðÿìîé, çàäàííîé ÷åðåç êîîðäèíàòû

∀ABKPab(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(P (x, y)) → P (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåí-
íàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðàâíåíèå ïðÿìîé íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Êàæäîå èç
âûðàæåíèé a, b ëèáî ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååò
îáùóþ ïåðåìåííóþ ñ óðàâíåíèåì, ñîäåðæàùèì òàêóþ íåèçâåñòíóþ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíû åùå òðè âåðñèè äàííîãî ïðèåìà. Â ïåðâîé èç íèõ, ñðàáàòû-
âàþùåé íà óðîâíå 2, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óðàâíåíèå ïðÿìîé íå ñîäåðæàëî íåèçâåñòíûõ, à
âûðàæåíèÿ a, b - ñîäåðæàëè. Ïðè ýòîì äîëæíà èìåòüñÿ ïîñûëêà "áèññåêòðèñà(. . .)",
ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ A. Âòîðàÿ âåðñèÿ òîæå ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2. Â íåé
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàëè íåèçâåñòíûõ, à óðàâíåíèå ïðÿìîé -
ñîäåðæàëî. Ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ èìååò óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ 3 è 6. Â íåé íèêàêèõ òðå-
áîâàíèé íà êîîðäèíàòû òî÷êè A è óðàâíåíèå ïðÿìîé íå íàêëàäûâàåòñÿ.

∀ABCKabcde(¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & êîîðä(C, K) = (d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ¬(ad + be + c = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà"
äîïóñêàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, b.

Âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé - íåíóëåâîé

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä".

∀AKabcdef (Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & a = de & b = df → ¬(d = 0))

Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò îòëè÷èå d îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

∀AKac(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
¬(a = 0))

∀AKac(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ay + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
¬(a = 0))

∀ABKac(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax+c = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) → ¬(a = 0))

∀ABKac(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ay+c = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) → ¬(a = 0))
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Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò, ÷òî a íå ðàâíî 0. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKabcdefpq(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax/p + by/q + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & a = de & b = df → ¬(d = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðî÷íûé
îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò, ÷òî d íå ðàâíî 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKabc(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
¬(a2 + b2 = 0))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b
íå êîíñòàíòíûå. Óðàâíåíèå ïðÿìîé íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð
íå óñìàòðèâàåò, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ a è b îòëè÷íà îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀AKabc(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî) →
¬(a2 + b2 = 0))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èññëåäîâà-
íèå ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò, ÷òî êàêîé-ëèáî èç
êîýôôèöèåíòîâ a, b îòëè÷åí îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀AKabcd(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(∃t(x = a + bt & y = c + dt & t− ÷èñëî)) →
¬(b2 + d2 = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: óðàâíåíèå ïðÿìîé âûðîäèëîñü â òîæäåñòâî

∀ABK(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ëîæü)

∀AK(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ëîæü)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñìîòðåíèå ïðÿìîé

∀EKabc(¬(a2+b2 = 0) & êîîðä(E, K) = setxy(ax+by+c = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) →
Ïðÿìàÿ(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî àíàëèçè-
ðóåòñÿ âèä êðèâîé, çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óòî÷íåíèå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, èìåþùåãîñÿ â ïîñûëêàõ

∀abcpqr(ap+bq = 0 & ¬((a, b) = (0, 0)) → setxy(px+qy+r = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) =
setxy(−bx + ay + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ,
à âûðàæåíèÿ p, q - ñîäåðæàò. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ íåèçâåñòíóþ c, ïðè÷åì äîïîëíè-
òåëüíî ê îñíîâíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîçäàåò íîâûå ïîñûëêè "ar+cq = 0", "c−÷èñëî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñòàíäàðòèçàöèÿ âèäà óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

1. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

∀abcd(d = c → setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) =
setxy(ax + by + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå. Âíóòðè âûðàæåíèÿ c âñòðå÷àåòñÿ ñóììà, èìåþùàÿ äðîáíîå ñëàãàåìîå.
Ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ d êîðî÷å ýòîãî âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 3.

2. Èçìåíåíèå çíàêà âñåõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ.

∀abc(setxy(−ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) =
setxy(ax− by − c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìåå çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óñòðàíåíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé ÷åðåç äðóãóþ.

∀ab(setxy(y = ax/b & x− ÷èñëî) = setxy(ax− by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

∀ab(setyx(y = ax/b & x− ÷èñëî) = setyx(ax− by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðèìåíåíèå èõ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðà-
çîâàíèå áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîé

∀Kab(¬(a = 0) → ∃x(Ïðÿìàÿ(x) & êîîðä(x, K) = setcd(ac + b = 0 & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî)))

∀Kab(¬(a = 0) → ∃x(Ïðÿìàÿ(x) & êîîðä(x, K) = setcd(ad + b = 0 & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî)))

∀Kabc(¬(a2 + b2 = 0) → ∃x(Ïðÿìàÿ(x) & êîîðä(x, K) = setuv(au + bv + c = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êâàíòîðíàÿñâåðòêà" äîïóñêà-
åò èõ ïðèìåíåíèå ê êâàíòîðó îáùíîñòè, ðàññìàòðèâàåìîìó êàê îòðèöàíèå êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Kabc(∃AB(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
¬(A = B) & A− òî÷êà & B − òî÷êà) ↔ ¬(a2 + b2 = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà" è ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñò-
íûå A, B çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀AKabcde(êîîðä(A, K) = (d, e) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & ¬(c = 0) →
∃B(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
¬(A = B) & B − òî÷êà) ↔ ad + be + c = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðÿìîé, çàäàííîé ñâîèì óðàâíå-
íèåì

∀AKabc(òî÷êè(setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî), K) = A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî ïðè-
ìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "òî÷êè(setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y−÷èñëî), K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâó-
þò êàê ïîñûëêà âèäà "òî÷êè(setxy(ax+ by + c = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî), K) = X",
òàê è ïîñûëêà âèäà "êîîðä(X, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)".
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, èñïîëüçîâàííîé â îáîçíà÷åíèè ïðÿ-
ìîé

∀ABKPab(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(P (x, y)) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
êîîðä(A, K) = (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü
âõîæäåíèå A â íåêîòîðóþ ïîñûëêó, íå èìåþùåå âèäà "òî÷êà(A)", "¬(A = X)" ëèáî
"ïðÿìàÿ(AB)". Â çàäà÷å íåò ÿâíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè A â êàêîì-
ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò îáùåé òî÷êè äâóõ ïðÿìûõ

∀ABCDEKPQabcdef (C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(P, K) = (a, b) & Q ∈ ïðÿìàÿ(DE) & êîîðä(Q,K) = (c, d) →
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & êîîðä(C, K) = (e, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(DE),K)" íåêîòîðîé
ïîñûëêè. ×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è DE ðàçëè÷íû. Óêàçà-
òåëü "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè C îòíîñèòåëüíî K.
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå e, f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåõîä ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
îñè êîîðäèíàò

∀KP (∃abxy(Ïðÿìàÿ(x) & êîîðä(x, K) = setuv(au + b = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)
& a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & P (x, y)) ↔ ∃axy(Ïðÿìàÿ(x) & êîîðä(x, K) =
setuv(u + a = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & P (x, y)))
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∀KP (∃abxy(Ïðÿìàÿ(x) & êîîðä(x, K) = setuv(av + b = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)
& a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & P (x, y)) ↔ ∃axy(Ïðÿìàÿ(x) & êîîðä(x, K) =
setuv(v + a = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & P (x, y)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ, y èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ

1. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè êîîðäèíàò.

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy(x = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî))

∀ABCK(K = (A, B, C) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(y = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀AKMNPabc(Ïðÿìàÿ(A) & K = (M, N, P ) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → A ‖ ïðÿìàÿ(AB) ↔ b = 0)

∀AKMNPabc(Ïðÿìàÿ(A) & K = (M, N, P ) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → A ‖ ïðÿìàÿ(MN) ↔ a = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDKabc(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & A ‖ ïðÿìàÿ(BD) & K = (B, C, D) → b = 0)

∀ABCDKabc(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & A ‖ ïðÿìàÿ(BC) & K = (B, C, D) → a = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ
÷àñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå îáðàáîòêè ëåâîé íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä", ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabc(êîîðä(ïðÿìàÿ(AE), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(BD) & K = (B, C, D) → b = 0)

∀ABCDEKabc(êîîðä(ïðÿìàÿ(AE), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & K = (B, C, D) → a = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ çàäàííîìó âåêòîðó.

∀ABKabcpq(Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & A ‖ B & Âåêòîð(B) & êîîðä(B, K) = (p, q) → ap + bq = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKabcpq(êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y−÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ B & Âåêòîð(B) & êîîðä(B, K) = (p, q) → ap+bq = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AC),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ çàäàííîé ïðÿìîé.

∀ABCDKabcd(êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y−÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) → d−÷èñëî& êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxy(ax + by + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïàêåòíûé
èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé BC ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ d. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà, â êîòîðûõ ïà-
êåòíûé èíäèêàòîð íå èñïîëüçóåòñÿ, à ëèøü ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè,
ÿâíî çàäàþùåé óðàâíåíèå ïðÿìîé BC. Â ïåðâîé èç äàííûõ âåðñèé, ñðàáàòûâà-
þùåé íà óðîâíå 3, óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
"îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(BC),K)". Âî âòîðîé âåðñèè, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå
5, óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" íå èñïîëüçóåòñÿ. Çäåñü ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, à âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî" è èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ îäíîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè.

∀ABCDKabcdpqr(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & ðàçíûåòî÷êè(A, B)
& êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setxy(px + qy + r = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) ↔ q(d− b)− p(a− c) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Â ñëó÷àå çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü", ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîí-
òåêñòà. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðå-
òèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀ABCDEKabcdpq(êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
êîîðä(E, K) = (p, q) → êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxy(ax + by − ap− bq = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", òðåòèé - óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæå-
íèÿ a, b, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî çàäàþùàÿ
óðàâíåíèå ïðÿìîé BC. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è BC ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCKabcdef (Ïðÿìàÿ(A) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & A ‖ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → ae− bd = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → ae− bd = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé -
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) ↔ ae− bd = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Â ñëó÷àå çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü", ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé
- èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 3.

4. Ïðÿìàÿ, ðàâíîóäàëåííàÿ îò äâóõ äðóãèõ ïðÿìûõ.

∀ABCKabcd(ðàññòìåæäó(A, C) = ðàññòìåæäó(B, C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(au + bv + d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → êîîðä(C, K) =
setxy(ax + by + (c + d)/2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(C, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ðàâíî", äâà äðóãèõ - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé C. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDEabcdpq(M ∈ ïðÿìàÿ(AB) & N ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(MN) &
l(ME) = l(NE) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(au + bv + d = 0 & u− ÷èñëî
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& v − ÷èñëî) & êîîðä(E, K) = (p, q) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(MN)) → 2ap + 2bq + c + d =)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïÿòûé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óñëîâèå ðàçëè÷èÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

∀ABCDEKabcdef (E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(du+ev+f = 0 & u−÷èñëî& v−÷èñëî) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) →
¬(ae− bd = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïåðâûé è âòîðîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïÿ-
òîì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

∀ABCDKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(au + bv + d = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) =
|c− d|/

√
a2 + b2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî) & ae − bd = 0 & ¬(d = 0) →
ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) = |cd− af |/(|d|

√
a2 + b2))

∀ABCDKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî) & ae − bd = 0 & ¬(e = 0) →
ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) = |ce− bf |/(|e|

√
a2 + b2))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûë-
êè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáî-
çíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìðàññòìåæäó".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî èç ïîñû-
ëîê:

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåí-
ñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "ðàññòìåæäó" è íå âõîäèò
â âûðàæåíèå b.
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Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ

1. Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ.

∀ABCDKabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) → ad + be = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîé.

∀ABCDKabcd(êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìêîîðä(K) → d− ÷èñëî &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(bx− ay + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Èç êîíòåêñòà óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò K äâóìåðíàÿ. Ïà-
êåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé BC ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð d.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDKMabcd(êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = M & M = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìêîîðä(K) →
d− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setuv(bu− av + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîîðä". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Ïîñûëêà äëÿ óðàâíåíèÿ ïðÿìîé BC ïîêà îòñóòñòâóåò. Ïðèåì ââîäèò
íîâûé ïàðàìåòð d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü äâóõ ïðÿìûõ, îäíà èç êîòîðûõ çàäàíà óðàâíåíèåì, à äðó-
ãàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå òî÷êè ñ èçâåñòíûìè êîîðäèíàòàìè.

∀ABCDEFKabcdpqr(ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & A ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
B ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
ïðÿìêîîðä(K) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(px + qy + r = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → (a− c)q + (d− b)p = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Øåñòîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå
òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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4. Ââîä óðàâíåíèé ñòîðîí êâàäðàòà.

∀ABCDKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êâàäðàò(ABCD) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxy(−bx + ay + d = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(ax + by + e = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & (êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxy(−bx+ay+d+e−c = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxy(−bx + ay + d + c− e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â ïîñûëêàõ çàäà÷è óæå âñòðå-
÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)", "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC),K)", "êîîðä(
ïðÿìàÿ(CD),K)", "êîîðä(ïðÿìàÿ(AD),K)", ïðè÷åì íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä"
íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãî-
íàëåé êâàäðàòà â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

∀ABKMabcd(Ïðÿìàÿ(A) & A ‖ B & Âåêòîð(B) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
M ∈ A & êîîðä(M, K) = (a, b) → êîîðä(A, K) = setxy(∃t(t− ÷èñëî &
x = ct + a & y = dt + b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "âñïîìïàðàìåòð". Òàêàÿ öåëü óêàçûâàåò
íà ïðåäïî÷òèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îòâåòà â âèäå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
÷åòâåðòûé è øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå ïðÿìîé A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀AKMNabcd(Ïðÿìàÿ(A) & M ∈ A & N ∈ A & êîîðä(M, K) = (a, b) &
êîîðä(N, K) = (c, d) & (¬(c− a = 0) ∨ ¬(d− b = 0)) → êîîðä(A, K) =
setxy(∃t(t− ÷èñëî & x = (c− a)t + a & y = (d− b)t + b)))

∀AKMNabcd(Ïðÿìàÿ(A) & M ∈ A & N ∈ A & êîîðä(M, K) = (a, b) &
êîîðä(N, K) = (c, d) & ðàçíûåòî÷êè(M, N) → êîîðä(A, K) =
setxy(∃t(t− ÷èñëî & x = (c− a)t + a & y = (d− b)t + b)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(A, K)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "âñïîìïàðàìåòð". Ïåðâûå òðè
àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå ïðÿìîé
A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

1. Óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ.
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∀ABKabcpqr(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = setvw(pv + qw + r = 0 & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) → äâåïðÿìûå(A, B, ïåðåñåêàþòñÿ) ↔ ¬(aq − bp = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABKabcpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = setvw(pv + qw + r = 0 & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) & ¬(aq − bp = 0) → äâåïðÿìûå(A, B, s) ↔ s = ïåðåñåêàþòñÿ)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1, 3 è 5.

2. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ.

∀ABKabcpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = setvw(pv + qw + r = 0 & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) & aq − bp = 0 & ¬(ar − cp = 0) → äâåïðÿìûå(A, B, s) ↔
s = ïàðàëëåëüíî)

∀ABKabcpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = setvw(pv + qw + r = 0 & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) & aq − bp = 0 & ¬(br − cq = 0) → äâåïðÿìûå(A, B, s) ↔
s = ïàðàëëåëüíî)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1, 3 è 5.

3. Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ ïðÿìûõ.

∀ABKabcpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & êîîðä(A, K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = setvw(pv + qw + r = 0 & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) & aq − bp = 0 & br − cq = 0 & ar − cp = 0 → äâåïðÿìûå(A, B, s) ↔
s = ðàâíû)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1, 3 è 5.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òðåõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

1. Òðè ïðÿìûå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.

∀ABCKabcdefpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
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¬(det(

 a b c
d e f
p q r

) = 0) & ¬(ae− bd = 0) & ¬(aq− bp = 0) & ¬(dq− pe = 0) →

òðèïðÿìûå(A, B, C, s) ↔ s = 5)

Ñëó÷àé s = 5 îçíà÷àåò, ÷òî òðè ïðÿìûå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Ïðèåì èìååò çà-
ãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îïðåäåëèòåëü âû÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîïðåäåëèòåëü". Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 1, 3 è 5.

∀ABCKabcdefpqr(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → òðèïðÿìûå(A, B, C, 5) ↔

¬(det(

 a b c
d e f
p q r

) = 0) & ¬(ae− bd = 0) & ¬(aq − bp = 0) & ¬(dq − pe = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèå òðè - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFKPQRabcdefpqrst(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) = setzw(pz + qw + r = 0 &
z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) & P ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
Q ∈ ïðÿìàÿ(CD) & Q ∈ ïðÿìàÿ(EF ) & R ∈ ïðÿìàÿ(AB) & R ∈ ïðÿìàÿ(EF )
& ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåòî÷êè(P, Q) &

ðàçíûåòî÷êè(P, R) & det(

 a b c
d e f
p q r

) = st → s = 0 ↔ ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî äåâÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ñëåäóþùèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå s ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, èìåþùóþ íå ìåíåå øåñòè ñëàãàåìûõ è âêëþ÷àþùóþ âñå
ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ïðÿìûõ AB, CD è EF . Ëèøü ïðè òàêèõ, ñðàâíèòåëüíî
ðåäêèõ, ñèòóàöèÿõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Òðè ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû è èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó.

∀ABCKabcdefpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =

setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & det(

 a b c
d e f
p q r

) = 0 &

(¬(ae− bd = 0) ∨ ¬(aq − bp = 0) ∨ ¬(dq − pe = 0)) →
òðèïðÿìûå(A, B, C, s) ↔ s = 4)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ñåäüìîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1, 3 è 5.

∀ABCKabcdefpqr(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → òðèïðÿìûå(A, B, C, 4) ↔

det(

 a b c
d e f
p q r

) = 0 & (¬(ae− bd = 0) ∨ ¬(aq − bp = 0) ∨ ¬(dq − pe = 0)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåäíèå òðè - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, à òðåòüÿ ïåðåñåêàåò èõ.

∀ABCKabcdefpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ae− bd = 0 &
¬(aq − bp = 0) → òðèïðÿìûå(A, B, C, s) ↔ s = 3)

∀ABCKabcdefpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & aq − bp = 0 &
¬(ae− bd = 0) → òðèïðÿìûå(A, B, C, s) ↔ s = 2)

∀ABCKabcdefpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & dq − pe = 0 &
¬(ae− bd = 0) → òðèïðÿìûå(A, B, C, s) ↔ s = 1)

×èñëî s ðàâíî íîìåðó ïðÿìîé, íå ïàðàëëåëüíîé äâóì äðóãèì. Ïðèåìû èìå-
þò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", âîñüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 1,3 è 5.

∀ABCKabcdefpqr(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → òðèïðÿìûå(A, B, C, 3) ↔
ae− bd = 0 & ¬(aq − bp = 0))

∀ABCKabcdefpqr(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → òðèïðÿìûå(A, B, C, 2) ↔
aq − bp = 0 & ¬(ae− bd = 0))
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∀ABCKabcdefpqr(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → òðèïðÿìûå(A, B, C, 1) ↔
dq − pe = 0 & ¬(ae− bd = 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ñëåäóþùèå òðè - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Òðè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

∀ABCKabcdefpqrs(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ae− bd = 0 & aq − bp = 0 →
òðèïðÿìûå(A, B, C, s) ↔ s = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, äâà ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1, 3 è 5.

∀ABCKabcdefpqr(Ïðÿìàÿ(A) & Ïðÿìàÿ(B) & Ïðÿìàÿ(C) & êîîðä(A, K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) =
setzw(pz + qw + r = 0 & z − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → òðèïðÿìûå(A, B, C, 0) ↔
ae− bd = 0 & aq − bp = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåäíèå òðè - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

1. Òî÷êè ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé.

∀ABCDKabcdpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setxy(px + qy + r = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & 0 ≤ (ap + bq + r)(cp + dq + r) → îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(A, X)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äàííîå ïîäâûðàæå-
íèå îáîçíà÷àåò ýëåìåíò êîíå÷íîãî íàáîðà X, ñîäåðæàùèé òî÷êó A. Åñëè òà-
êèõ ýëåìåíòîâ íåñêîëüêî, áåðåòñÿ ëþáîé èç íèõ. Åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íåò, òî
áåðåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ
èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "B ∈ Y ". Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåí-
òû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå íå
óñìàòðèâàåòñÿ èç êîíòåêñòà ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ òå æå óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ. Â íåé óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäâûðàæå-
íèþ "êëàññòî÷êè(A, îáëàñòèôèãóðû(X))". Çäåñü "îáëàñòèôèãóðû(X)" îáîçíà-
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÷àåò ìíîæåñòâî îáëàñòåé, íà êîòîðûå ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ ïðÿìûìè, ïðîõî-
äÿùèìè ÷åðåç ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà X. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îòñóòñòâóåò,
çàòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû òî÷êà B âñòðå÷àëàñü â âûðàæåíèè X. Íå óñìàòðèâàåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè B ïðÿìîé CD.

∀ABCDKabcdefghp(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & êîîðä(C, K) =
(e, f) & êîîðä(D, K) = (g, h) & p = da−bc & îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) →
0 ≤ ((b− d)e + (c− a)f + p)((b− d)g + (c− a)h + p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"êîíòðîëü". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé.

∀ABCDKabcdpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setxy(px + qy + r = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & A− òî÷êà &
B−òî÷êà & (ap+ bq + r)(cp+dq + r) ≤ 0 → ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïðÿìàÿ(CD)))

Íà ýòîé òåîðåìå ñîçäàíû äâà ïðèåìà, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå äâóì ïåðâûì
ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

∀ABCDKabcdefghp(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & êîîðä(C, K) =
(e, f) & êîîðä(D, K) = (g, h) & p = da− bc & ðàçíûåñòîðîíû(C, D,
ïðÿìàÿ(AB)) → ((b− d)e + (c− a)f + p)((b− d)g + (c− a)h + p) ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïîñëåäíåìó ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

3. Òî÷êà â ïîëîñå.

∀ABCDKMabcdpq(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(au + bv + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & êîîðä(M, K) = (p, q) & (ap + bq + c)(ap + bq + d) ≤ 0 →
M ∈ ïîëîñà(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(M, X)" â
çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðå-
äåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå
"ïîëîñà(ïðÿìàÿ(AB)ïðÿìàÿ(CD))". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

4. Òî÷êà âíå ïîëîñû.

∀ABCDEKMabcdpqrs(E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(au + bv + d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(M, K) = (p, q) &
0 ≤ (ap + bq + c)(ap + bq + d) & r = |ap + bq + c| & s = |ap + bq + d| & 0 ≤ s− r →
M ∈ îáðïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), E))

Âûðàæåíèå "îáðïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB),E)" îáîçíà÷àåò ïîëóïëîñêîñòü, îã-
ðàíè÷åííóþ ïðÿìîé AB è íå ñîäåðæàùóþ òî÷êè E.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(M, X)" â
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çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðå-
äåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå
"îáðïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB),E)". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé, øå-
ñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé è
âîñüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ îòðåçêó.

∀ABCDEKabcdpqr(E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(px + qy + r = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & (ap+ bq + r)(cp+ dq + r) ≤ 0 & ¬(ap+ bq− cp− dq = 0) →
E ∈ îòðåçîê(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(M, X)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò"
îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðà-
æåíèå "îòðåçîê(AB)". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåð-
âûå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé è ñåäüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

6. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ ëó÷ó.

∀ABCDEKabcdpqrs(E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setxy(px + qy + r = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & 0 ≤ (ap + bq + c)(cp + dq + r) &
¬(ap + bq − cp− dq = 0) & s = |ap + bq + r| & t = |cp + dq + r| & 0 ≤ t− s →
E ∈ îáðàòíûéëó÷(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(E, X)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò"
îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðà-
æåíèå "îáðàòíûéëó÷(AB)". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. ×åòâåðòûé, ïÿòûé, âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé, ñåäüìîé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

7. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè ñ èçâåñò-
íûìè êîîðäèíàòàìè, åñëè íà íåé ëåæèò òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ
âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè åå îäíîìó èç ìíîæåñòâ çàäàííîãî ñïèñêà.

∀ABCDEKabcd(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(C, K) = (a, b) & êîîðä(D, K) = (c, d) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy((d− b)x + (a− c)y + bc− ad = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(E, X)" â
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ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåðòûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Äâå òî÷êè ðàñïîëîæåíû âíóòðè óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ïðÿìûìè.

∀ABCDEFGKabcdepq(E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ Óãîë(BED) &
G ∈ Óãîë(BED) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → 0 ≤ (ad + be + c)(ap + bq + c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", øåñòîé è ñåäüìîé - óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê F, G íå ñîâïàäàþò. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà.

∀ABCDKabcdepq(êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y−÷èñëî) & D ∈ ôèãóðà(ABC) & êîîðä(D, K) = (d, e) & êîîðä(B, K) = (p, q) →
0 ≤ (ad + be + c)(ap + bq + c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå äâà -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ ïðÿìûõ

∀ABCDEFKPabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) & P ∈ ïðÿìàÿ(CD) & P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(EF ),
ïðÿìàÿ(CD)) → p− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) =
setxy((a + dp)x + (b + ep)y + c + fp = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ),K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ñëåäóþùèå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äâà ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ íåêîíñòàíòíîå. Èç êîíòåê-
ñòà óñìàòðèâàåòñÿ ïëàíèìåòðè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB, CD è EF
ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé EF . Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀ABCDEFKPabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) & P ∈ ïðÿìàÿ(CD) & P ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → p− ÷èñëî & q − ÷èñëî &
êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) = setxy((pa + dq)x + (pb + eq)y + pc + fq = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ¬((p, q) = (0, 0)))

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îò-
áðîøåí è ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé íîâûé ïàðàìåòð q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæ-
íèé.

Óðàâíåíèå áèññåêòðèñû óãëà

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ áèññåêòðèñû óãëà.

∀ABCDKabcdefklmnpqrst(áèññåêòðèñà(BACD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC),
K) = setuv(du+ev+f = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî) & íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, p)
& íàïðàâëâåêòîð(A, C,K, q) & p = (mb, l) & q = (ne, t) & m = kr & n = ks &
ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxy((a · sg(r)/

√
a2 + b2 + d · sg(s)/

√
d2 + e2)x +

(b · sg(r)/
√

a2 + b2 + e · sg(s)/
√

d2 + e2)y +
c · sg(r)/

√
a2 + b2 + f · sg(s)/

√
d2 + e2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Óòâåðæäåíèå "íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, p)" îçíà÷àåò, ÷òî p åñòü êîîðäèíàòû â
ñèñòåìå êîîðäèíàò K íåêîòîðîãî âåêòîðà, îäíîíàïðàâëåííîãî ñ âåêòîðîì AB.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AD,K))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "íàïðàâëâåêòîð". Îñòàëüíûå àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èç êîíòåêñòà óñìàòðèâàåòñÿ
ïëàíèìåòðè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDKabcdefklmnpqrst(áèññåêòðèñà(BACD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, p) &
íàïðàâëâåêòîð(A, C,K, q) & p = (m, n) & q = (k, l) & rt = sg(an− bm) &
st = sg(dl − ek) & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =



220 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

setxy((ar/
√

a2 + b2 + ds/
√

d2 + e2)x + (br/
√

a2 + b2 + es/
√

d2 + e2)y +
cr/
√

a2 + b2 + fs/
√

d2 + e2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçà-
òîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðà-
æåíèÿ a, b, c, d, e, f, r, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä"
ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀ABCDKabcdefs(áèññåêòðèñà(BACD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & s = sg(ad + be) &
0 < π/2− ∠(BAC) & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxy((a/

√
a2 + b2 + ds/

√
d2 + e2)x + (b/

√
a2 + b2 + es/

√
d2 + e2)y +

c/
√

a2 + b2 + fs/
√

d2 + e2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå ïðÿìîé AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñû.

∀ABCDKabcdmnpqr(áèññåêòðèñà(BACD) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(px + qy + r = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, m) & íàïðàâëâåêòîð(A, C,K, n) & m = (a, b) &
n = (c, d) → (ad + bc)(q2 − p2) + 2pq(ac− bd) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò
è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåð-
òûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: òî÷êè íà ñòîðîíàõ óãëà ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò
áèññåêòðèñû.

∀ABCDKabcdpqr(áèññåêòðèñà(ACBD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(px + qy + r = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & ïðÿìêîîðä(K) & ðàçíûåòî÷êè(A, C) &
ðàçíûåòî÷êè(B, C) & 0 ≤ (ap + bq + r)(cp + dq + r) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ïîñëåä-
íèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d, p, q, r íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Óðàâíåíèÿ äëÿ áèññåêòðèñ óãëîâ ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè.

∀ABCDEFKabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
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êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
áèññåêòðèñà(BEDF ) & p =

√
a2 + b2 & q =

√
d2 + e2 →

êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) = setxy((aq − dp)x + (bq − ep)y + cq − fp = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) ∨
êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) = setxy((aq + dp)x + (bq + ep)y + cq + fp = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ
÷åòâåðòîãî ïî øåñòîé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì", ñåäüìîé è âîñüìîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé EF . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ äðóãîé ñòîðîíû óãëà, åñëè èçâåñòíû óðàâíåíèå
áèññåêòðèñû è ïåðâîé ñòîðîíû.

∀ABCDKabcdefp(áèññåêòðèñà(BADC) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC),
K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),
K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → p− ÷èñëî &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy((a

2d + 2abe− b2d)x + (b2e + 2abd− a2e)y +
p = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, d, e íå ñî-
äåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è AD ðàçëè÷íû. Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AD. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 5. Â íåé òîëüêî ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè, à ïîñëåäíèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â îñòàëüíîì
âåðñèè ñîâïàäàþò.

∀ABCDKabcdefp(∠(BAC) = ∠(CAD) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AD))
& ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(du + ev + f = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → p− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxy((a

2d + 2abe− b2d)x + (b2e + 2abd− a2e)y + p = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, d, e íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óãëû BAC
è CAD óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è AD ðàç-
ëè÷íû. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé AD. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.
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Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè

1. Òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè.

∀ABCDEFGKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àêòèâ(∠(FEG)) &
¬(tg(∠(FEG)) = 0) → tg(∠(FEG))(ad + be) + ae− bd = 0 ∨
tg(∠(FEG))(ad + be) + bd− ae = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé, ïÿòûé è âîñüìîé àíòå-
öåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Âòîðîé, òðåòèé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "óñì". Äåâÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB è CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

2. Êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè.

∀ABCDKabcdefm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) →
(cos(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))))2(a2 + b2)(d2 + e2)− (ad + be)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) → àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ ïîä-
âûðàæåíèå "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

3. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì.

∀ABCDEKab(ïðÿìêîîðä(K) & E = ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
cos(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))) = |(a + b)/(a− b)| & ¬(a− b = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòå-
öåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâíû
3 è 6.

∀ABCDEGHKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & E = ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(GH), K) = setuv(cu + dv = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî) →
cos(Óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(GH))) =
(a + b)/(a− b)sg(c2|b| − d2|a|) & ¬(a− b = 0))
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Âûðàæåíèå "Óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(GH))" îáîçíà÷àåò
âåëè÷èíó òîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè AB è CD, â êîòîðîì ëåæèò ïðÿìàÿ GH.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "Óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(GH))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6.

4. Óñìîòðåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
ad + be = 0 → óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) = π/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6.

5. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ïîä çàäàííûì óãëîì ê
äðóãîé ïðÿìîé.

∀ABCDKabcp(ïðÿìêîîðä(K) & tg(∠(BAC)) = p & àêòèâ(∠(BAC)) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
d− ÷èñëî & (êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy((pb + a)x + (b− pa)y + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) =
setxy((a− pb)x + (b + pa)y + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, p íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé AC. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

6. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ âòîðîé áîêîâîé ñòîðîíû ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà, åñëè äàíû óðàâíåíèÿ îñíîâàíèÿ è ïåðâîé áîêîâîé ñòîðîíû.

∀ABCKabcdefp(l(AB) = l(BC) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC)) &
ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → p − ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxy((ad2 + 2bde− ae2)x + (be2 + 2ade− bd2)y + p = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è øåñòîé - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b, d, e íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ AB è BC. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ
AB è BC ðàçëè÷íû. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå ïðÿìîé BC. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð p. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé

1. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

∀ABCKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(C, K) = (d, e) →
(ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB))2(a2 + b2) = (ad + be + c)2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿ-
ìàÿ(AB))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKabcde(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (d, e) & ïðÿìêîîðä(K) & àêòèâ(l(AB)) →
l(AB)2 = (ad + be + c)2/(a2 + b2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûé, âòîðîé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæå-
íèÿ a, b, c, d, e íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò
òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàññòîÿíèÿ îò äâóõ òî÷åê äî ïðÿìîé.

∀ABCDKabcmnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) & ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB)) = m &
ðàññòäîïðÿìîé(D, ïðÿìàÿ(AB)) = n & êîîðä(C, K) = (p, q) &
êîîðä(D, K) = (r, s) → a(pn− rm) + b(qn− sm) + c(n−m) = 0 ∨
a(pn + rm) + b(qn + sm) + c(n + m) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå
äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Òî÷êà, ðàâíîóäàëåííàÿ îò äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDEKabcdefmn(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
a2 + b2 − d2 − e2 = 0 & ðàññòäîïðÿìîé(E, ïðÿìàÿ(AB)) = ðàññòäîïðÿìîé(E,
ïðÿìàÿ(CD)) & êîîðä(E, K) = (m, n) → am + bn + c− dm− en− f = 0 ∨
am + bn + c + dm + en + f = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ñåäüìîé àíòå-
öåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", âòîðîé - óêàçà-
òåëåì "óñì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðàâ-
íåíèÿ ïðÿìûõ AB è CD ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðî-
âîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé êâàäðàòà.
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∀ABCDEKab(êâàäðàò(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = a & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = b →
ðàññòäîïðÿìîé(E, ïðÿìàÿ(AB)) = ðàññòäîïðÿìîé(E, ïðÿìàÿ(BC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòå. Âòîðîé è òðåòèé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ
êîîðäèíàòû òî÷êè E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.

∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) →
ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB)) = l(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ýòà çàäà÷à èìååò ïîñûëêó,
îïðåäåëÿþùóþ óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Äâå êàñàòåëüíûõ ê îäíîé îêðóæíîñòè.

∀ABCDKPQabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(PQ)
& ïðÿìàÿ(CD) − êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(PQ) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(P, K) = (r, s) &
¬(ae− bd = 0) & p =

√
a2 + b2 & q =

√
d2 + e2 →

(aq − dp)r + (bq − ep)s + cq − fp = 0 ∨ (aq + dp)r + (bq + ep)s + cq + fp = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé, âîñü-
ìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñåäüìîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 4.

7. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.

∀ABCDPQ(êâàäðàò(ABCD) & îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) →
P ∈ ïðÿìàÿ(AC) & P ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âåðøèíû êâàäðàòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàñ-
ïðîñòðàíÿåò ïðèåì òàêæå íà ðîìáû è ïàðàëëåëîãðàììû. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà,
ñîäåðæàùàÿ ïîäâûðàæåíèå âèäà "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) →
ðàññòäîïðÿìîé(P, ïðÿìàÿ(AB)) = l(PQ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïå-
ðåñòàíîâêè âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ ïîä-
âûðàæåíèå âèäà "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) →
ðàññòäîïðÿìîé(P, ïðÿìàÿ(AB)) = l(PQ))
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∀ABCPQ(îêðóæíîñòü(PQ)âïèñàíà â ôèãóðà(ABC) → P ∈ ôèãóðà(ABC))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìðàññòäîïðÿìîé".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî èç ïîñû-
ëîê: ∀ab(a = b → a = b). Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì
ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê
"ðàññòäîïðÿìîé" è íå âõîäèò â âûðàæåíèå b.

Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ïðÿìîé â ïó÷êå
ïðÿìûõ èç ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ

∀abcd(¬((a, b) = (0, 0)) & ac + bd = 0 & d = −a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé (íàïðàâë c d), îçíà÷àþùèé, ÷òî ïåðå-
ìåííûå c, d áûëè ââåäåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî îáùåãî ìíîæè-
òåëÿ. Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà äàííàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû ïðîïàäàåò, è êîììåíòàðèé
(íàïðàâë c d) èñêëþ÷àåòñÿ. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñëîâèå íåïðèíàäëåæíîñòè òðåõ òî÷åê îäíîé ïðÿìîé

∀ABCKabcdef (êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & êîîðä(C, K) = (e, f) &

¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) → ¬(det(

 a b 1
c d 1
e f 1

) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé è òðåòèé
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå íåêîíñòàíòíîå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ìîùíîñòè ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðÿìûìè

1. Ìîùíîñòü ïðÿìîé.

∀AB(card(ïðÿìàÿ(AB)) = êîíòèíóóì)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà ïðÿìûõ.

∀Aafg(¬(a = 0) → card(setx(∃y(x = setuv(f(y)u + g(y)v + a = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & A(y)))) = card(setx(∃y(x = (f(y), g(y)) & A(y)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì.

∀Aabc(card(setxy(ax + by + c = 0 & A(x, y) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)) =
(card(setx(A(x,−(c + ax)/b) & x− ÷èñëî)) ïðè ¬(b = 0), èíà÷å
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(card(sety(A(−c/a, y) & y − ÷èñëî)) ïðè ¬(a = 0), èíà÷å (0 ïðè ¬(c = 0),
èíà÷å card(setxy(A(x, y) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ââîä óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé îáùåãî âèäà

∀ABCEKabfpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(f(x, y) = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & a = df(p, q)/dp & b = df(p, q)/dq & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
ïðÿìàÿ(BC)−êàñàòåëüíàÿ ê E & A ∈ E & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(A, K) = (p, q) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(a(x− p) + b(y − q) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ñåäüìîé è âîñü-
ìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Äåâÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Òðåòèé, ÷åòâåðòûé
è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîèçâîäíûå âû-
÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïÿòûé è øåñòîé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èõ èñòèííîñòü îçíà÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðå-
äåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóãëêîýôôèöèåíò"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî èç ïîñûëîê:
∀ab(a = b → a = b). Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà
÷àñòåé ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "óãëêîýôôèöèåíò"
è íå âõîäèò â âûðàæåíèå b.

Ñèíòåçàòîð "òî÷êàíàïðÿìîé"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "òî÷êàíàïðÿìîé(a, b)", îçíà÷àþùåå, ÷òî a åñòü
òðîéêà êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè â íåêîòîðîì áàçèñå; b - ïàðà
êîîðäèíàò â ýòîì æå áàçèñå íåêîòîðîé òî÷êè äàííîé ïðÿìîé. Âõîäíûå äàííûå - a,
âûõîäíûå - b. Ñèíòåçàòîð èìååò âñåãî äâà ïðèåìà:

∀abc(¬(a = 0) → òî÷êàíàïðÿìîé((a, b, c), (−c/a, 0)))

∀abc(¬(b = 0) → òî÷êàíàïðÿìîé((a, b, c), (0,−c/b)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ñèíòåçàòîð "ðàññòäîïðÿìîé"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ðàññòäîïðÿìîé(a, b) = c". Âõîäíûå äàííûå - a, b.
Âûõîäíîå âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ñèíòåçàòîð èìååò äâà ïðèåìà:

1. Èç òî÷êè îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ.
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∀ABCD(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & l(AB) = a →
ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(CD)) = a)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀ABCDabc(C ∈ ïðÿìàÿ(AD) & al(AC) = bl(AD) & ðàññòäîïðÿìîé(C,
ïðÿìàÿ(AB)) = c → ðàññòäîïðÿìîé(D, ïðÿìàÿ(AB)) = ac/b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

1.6 Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå
Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, èìåþùåå âèä "(x− x0)/a =
(y − y0)/b = (z − z0)/c", áóäåì çàïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ "ïðîïîðöíàáî-
ðû((x− x0, y − y0, z − z0), (a, b, c))".

Ââîä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó

∀ABCKabcpqr(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) → p− ÷èñëî & q − ÷èñëî &
r−÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x−a, y−b, z−c), (p, q, r))
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC),K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåä-
êîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé BC ÷åðåç óæå ââå-
äåííûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû p, q, r. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, íå èñïîëüçóþùàÿ óêàçàòåëÿ "êîíòðîëü-
âûâîäà". Àíòåöåäåíòû åå îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïåðâîé âåðñèè. Òðåáóåòñÿ
íàëè÷èå ïîñûëêè, âûðàæàþùåé âêëþ÷åíèå ïðÿìîé BC â ãèïåðáîëîèä, ïàðàáîëîèä
ëèáî ýëëèïñîèä. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

Ââîä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó â çàäàííîì
íàïðàâëåíèè

∀ABCKabcdef (A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(BC),
K, (d, e, f)) → êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z − c),
(d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè

∀ABCDKabcdef (C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(C, K) = (a, b, c) &
êîîðä(D, K) = (d, e, f) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z − c), (d− a, e− b, f − c)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", ñëåäóþùèå äâà - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà
íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, íå èñïîëüçóþùàÿ óêàçàòåëÿ "êîíòðîëüâûâîäà". Ó
íåå òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è âòîðîé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, â êîòîðîé îáîçíà-
÷åíèå ïðÿìîé AB ðàñïîëîæåíî íåïîñðåäñòâåííî ïîä ñèìâîëîì "êîîðä" ëèáî "ñî-
äåðæèòñÿ". Êðîìå òîãî, â çàäà÷å äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êîîðäèíàòû êàêîé-ëèáî
ïðÿìîé ëèáî ïëîñêîñòè. Åñëè ïðÿìàÿ AB - êîîðäèíàòíàÿ îñü, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ïðÿìîé, çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì

∀ABKPabc(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyzP (x, y, z) →
P (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6.

Óñëîâèå íà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé

∀ABKabcd(¬(a = 0) → íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, (ab, ac, ad)) ↔
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, (b, c, d)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABKabcdef (íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, m) & m = (a, b, c) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, (d, e, f)) → ae− bd = 0 & bf − ce = 0 & af − cd = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìàÿ
êîíúþíêöèÿ íåêîíñòàíòíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABKabcdefp(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c),
(d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB),
K, p) → p = (d, e, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â
äðóãèõ ïîñûëêàõ, êðîìå, áûòü ìîæåò, ïîñûëîê âèäà "p = X", ãäå X - ïåðåìåííàÿ,
íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â äðóãèõ ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ êîîðäèíàò íàïðàâëÿþùå-
ãî âåêòîðà ïðÿìîé

∀ABKabcdef (êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c),
(0, de, df)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ¬(d = 0))

∀ABKabcdefgpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c),
(de/p, df/q, dg/r)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ¬(d = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ê êàíîíè÷åñêîìó

∀abcd(setxyz(x = a + by & z = c + dy & y − ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y,
z − c), (b, 1, d)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcd(setxyz(x = a+ bz & y = c+ dz & z−÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y− c,
z), (b, d, 1)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcd(setxyz(y = a + bx & z = c + dx & x− ÷èñëî) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y − a,
z − c), (1, b, d)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "çàìåíàâõîæäåíèé" îáåñ-
ïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ çàìåíó âñåõ âõîæäåíèé äàííîãî ïîäâûðàæåíèÿ â çàäà÷å.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdef (setxyz(∃t(x = a + bt & y = c + dt & z = e + ft & t− ÷èñëî)) = setxyz(ïðîïîðö-
íàáîðû((x− a, y − c, z − e), (b, d, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè. Çà-
äà÷à íå äîëæíà èìåòü íè îäíîé èç öåëåé "èçâåñòíû", "ó÷åòðåçóëüòàòà", "âñïîìïàðà-
ìåòð", óêàçûâàþùèõ íà ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ. Çàìåíÿåìîå
âõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà, èìåþùåãî â ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè
âûðàæåíèå "êîîðä(ïðÿìàÿ(. . .). . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcde(setxyz(∃t(x = a + bt & y = c + dt & t− ÷èñëî) & z = e) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x− a, y − c, z − e), (b, d, 0)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcde(setxyz(∃t(x = a + bt & z = c + dt & t− ÷èñëî) & y = e) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x− a, y − c, z − e), (b, 0, d)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abcde(setxyz(∃t(y = a + bt & z = c + dt & t− ÷èñëî) & x = e) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x− e, y − a, z − c), (0, b, d)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, ëåæàùåé íà ïðÿìîé

∀ABCKabcdefp(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → p− ÷èñëî &
êîîðä(C, K) = (−a + pd,−b + pe,−c + pf))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Òî÷êà C èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷å äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåêîòîðîé
ïðÿìîé, îòëè÷íîé îò AB. Çàìåòèì, ÷òî ñîâïàäåíèå òî÷êè C ñ êàêîé-ëèáî èç òî÷åê
A, B äîïóñêàåòñÿ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàò-
íûé íàáîð òî÷êè C. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà. Â íåé óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ. Îäíàêî, ââåäåí óêàçàòåëü "êîíòåêñò", îïðåäåëÿþùèé äîïîëíèòåëüíóþ
èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ ïîñûëêè, èìåþùåãî âèä "êîîðä(ïðÿìàÿ(CX),K)".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè X ïðÿìîé AB. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

Ââîä óðàâíåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïðÿìîé íà ïëîñêîñòü

∀ABCDEFGKabcdefgmnkpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(FG) = ïðîåêöèÿ(ïðÿìàÿ(AB),
ïëîñêîñòü(CDE)) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + e, y + f,
z + g), (p, q, r)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(au + bv + cw + d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
m = a2 +b2 +c2 & n = −ae−bf−cg+d & k = ap+bq+cr → êîîðä(ïðÿìàÿ(FG), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + e + an/m, v + f + bn/m, w + g + cn/m),
(p− ak/m, q − bk/m, r − ck/m)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåí-
òèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)= êëàññ(. . .)". Íîðìàëèçàòîð "íîðì-
êîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé FG. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

Îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ïî óðàâíåíèþ åå â ïðîñòðàí-
ñòâå

∀ABCDKMNPQabcdefghijklmnpqrst(Q = (M, N, P ) & êîîðä(M, K) = (a, b, c) &
êîîðä(âåêòîð(MN), K) = (d, e, f) & êîîðä(âåêòîð(MP ), K) = (g, h, k) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + p, y + q, z + r), (m, n, s)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & (m = du + gv & n = eu + hv &
s = fu + kv & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) = (u = i & v = j) & (−p = a + du + gv &
− q = b + eu + hv & − r = c + fu + kv & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) = (u = l & v = t) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), Q) = setuv(−ju + iv + jl − it = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),Q)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â
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ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Q. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè êîîðäèíàò.

∀ABCDKPQab(K = (A, B, C,D) & ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(PQ), K) = setxyz(y + a = 0 & z + b = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ABCDKPQab(K = (A, B, C,D) & ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(PQ), K) = setxyz(x + a = 0 & z + b = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ABCDKPQab(K = (A, B, C,D) & ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(PQ), K) = setxyz(x + a = 0 & y + b = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ñðàáàòûâàíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(PQ),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðè-
âàåò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé PQ ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû.
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé ïðÿìîé.

∀ABCDKabcdefpqr(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) → p − ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + p, v + q, w + r), (d, e, f)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå ïðÿìîé AB ïðè ïîìîùè íîðìàëèçà-
òîðà "íîðìêîîðä". Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæ-
íîñòü âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé CD ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïåðåìåííûå p, q, r. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåð-
ñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
"êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)". Â îñòàëüíîì âåðñèè îäèíàêîâû.

∀ABCDEKabcdef (ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(âåêòîð(CD), K) = (a, b, c) & êîîðä(E, K) = (d, e, f) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− d, y − e, z − f), (a, b, c)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé
è âòîðîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòî-
ÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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3. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.

∀ABCDKabcdefghkpqr(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,
w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → dq − pe = 0 &
er − qf = 0 & dr − pf = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabcdefpqrs(ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0
& u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → pd + qe + rf = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "óñì", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabcdpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(F, K) = (p, q, r) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u− p, v − q, w − r), (a, b, c)) &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", òðåòèé è ïÿòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêî-
îðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 3. Â íåé
óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"óñì", òðåòèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

∀ABCDEKabcdpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y−÷èñëî & z−÷èñëî) → p−÷èñëî & q−÷èñëî & r−÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + p, v + q, w + r), (a, b, c)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
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èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", òðåòèé -
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðè-
âàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû.
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå p, q, r. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè íà ïðÿìóþ.

∀ABCDKabcdefmnpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(C, K) = (d, e, f) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x + a, y + b, z + c), (p, q, r)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = p(a + d) + q(b + e) + r(c + f) & n = p2 + q2 + r2 & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− d, y − e, z − f),
(mp−(a+d)n,mq−(b+e)n,mr−(c+f)n)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ñåäüìîé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî øåñòîé âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, p, q, r íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé CD.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâà-
þùàÿ íà óðîâíå 4. Â íåé óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" íå èñïîëüçóåòñÿ. Àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïåðâîé âåðñèè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Â îñòàëüíîì âåðñèè îäèíàêîâû.

3. Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.

∀ABCDKabcdefghkpqr(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,
w + k), (p, q, r)) & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) →
dp + eq + fr = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïîñëåäíèé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì".
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêà-
çàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà
"êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K) = êëàññ(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGKPQRabcdefghmpqrst(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(PQ) & ïðÿìêîîðä(K) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(FGH) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(FGH), K) = setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(PQ), K) = setXY Z(ïðîïîðöíàáîðû(
(X + p, Y + q, Z + r), (s, t,m)) & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) →
(bg − cf)s + (ce− ag)t + (af − be)m = 0)

Çäåñü ïðÿìàÿ AB îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïåðåñå÷åíèþ ïëîñêîñòåé CDE è FGH, à
ïðÿìàÿ PQ çàäàíà êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(PQ),K)"
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â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé, ïÿòûé è øå-
ñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "óñì", ñåäüìîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ïðÿìàÿ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïëîñêîñòåé

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFKMNabcdefghpqr(ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(MN) ⊆
ïëîñêîñòü(DEF ) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
(ax+by+cz+d = 0 & ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) =
(x = p & y = q & z = r) & m = bg − cf & n = ce− ag & k = af − be &
¬((m, n, k) = (0, 0, 0)) → êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x− p, y − q, z − r), (m,n, k)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, àíòåöåäåíòû ñ
÷åòâåðòîãî ïî âîñüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", äåâÿòûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ëåâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöå-
äåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x, y, z ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæå-
íèÿ a, b, c, d, e, f, g, h íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îáîçíà÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ABC è
DEF ðàçëè÷íû. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíå-
íèå ïðÿìîé MN . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðè-
åìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åå ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(MN),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê â ïåðâîé âåðñèè, çà èñêëþ÷åíèåì òðåòüåãî àíòåöåäåíòà,
âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â îñòàëüíîì âåðñèè îäèíàêîâû.

∀ABCDEFKMNabcdefghpqr(ïðÿìàÿ(MN) = ïëîñêîñòü(ABC) ∩ ïëîñêîñòü(DEF ) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
(ax+by+cz+d = 0 & ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) =
(x = p & y = q & z = r) & m = bg − cf & n = ce− ag & k = af − be &
¬((m, n, k) = (0, 0, 0)) → êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x− p, y − q, z − r), (m, n, k)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé MN . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFKMNabcdefghpqr(ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(MN) ⊆
ïëîñêîñòü(DEF ) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
m = bg − cf & n = ce− ag & k = af − be & (k = 0 & m = 0 &
n = 0 & (¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0) ∨ ¬(c = 0))) = ëîæü→ p− ÷èñëî &
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q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x + p, y + q, z + r), (m, n, k)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà
óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðì-
êîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé MN . Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

2. Ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîé â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEKMNPabcdefghikmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(DE), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u+m, v +n, w + k), (g, h, i)) &
u− ÷èñëî & v− ÷èñëî & w− ÷èñëî) & M ∈ ïðÿìàÿ(BC) & M ∈ ïðÿìàÿ(AP ) &
N ∈ ïðÿìàÿ(DE) & N ∈ ïðÿìàÿ(AP ) & êîîðä(A, K) = (p, q, r) &

¬(det(

 p + a q + b c + r
d e f
g h i

) = 0) → ïðÿìàÿ(AP ) =

ïëîñêîñòü(ABC) ∩ ïëîñêîñòü(ADE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AP ),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòå-
öåäåíòà è ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Àíòåöåäåíòû ñ
òðåòüåãî ïî øåñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îïðåäåëèòåëü âû÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìîïðåäåëèòåëü". Â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäî-
âàòü" (íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì),
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3. Ïåðåõîä îò çàäàíèÿ ïðÿìîé â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé ê êàíîíè÷å-
ñêîìó çàäàíèþ.

∀abcdefghpqr((ax + by + cz + d = 0 & ex + fy + gz + h = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî
& z − ÷èñëî) = (x = p & y = q & z = r) → setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex + fy + gz + h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− p, y− q, z− r), (bg− cf, ce− ag, af − be)) & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûë-
êè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x, y, z ñ
ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "çàìåíàâõîæäåíèé" îïðåäåëÿåò îäíî-
âðåìåííóþ çàìåíó ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïî âñåé çàäà÷å. Ëèáî
êàæäîå èç óðàâíåíèé ax+by+cz+d = 0, ex+fy+gz+h = 0 èìååò íå ìåíåå äâóõ
ïåðåìåííûõ ñïèñêà x, y, z, ëèáî îäíî èç íèõ ñîäåðæèò âñå òðè ïåðåìåííûå, ëèáî
çàäà÷à èìååò öåëü "ïðîïîðöíàáîðû", óêàçûâàþùóþ íà íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà
ê êàíîíè÷åñêîìó çàäàíèþ ïðÿìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ A è B â ïðîñòðàíñòâå,
êàê è íà ïëîñêîñòè, èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå "äâåïðÿìûå(A, B, n)". Çäåñü ëîãè÷å-
ñêèé ñèìâîë n - "ðàâíî", ëèáî "ïàðàëëåëüíî", ëèáî "ïåðåñåêàþòñÿ", ëèáî "ñêðåùè-
âàþùèåñÿ". Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

1. Äâå ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ.

∀ABCDKabcdefghknpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & (¬(dq − ep = 0) ∨ ¬(dr − fp = 0) ∨

¬(er − fq = 0)) & ¬(det(

 d e f
p q r

g − a h− b k − c

) = 0) →

äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), n) ↔ n = ñêðåùèâàþùèåñÿ)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v−÷èñëî & w−÷èñëî) & (¬(q(bg−cf)−p(ce−ag) = 0) ∨ ¬(r(bg−cf)−p(af−be) =
0) ∨ ¬(r(ce− ag)− q(af − be) = 0)) & ¬((ap + bq + cr)(em + fn + gk − h)−
(pe+fq+gr)(am+bn+ck−d) = 0) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), l) ↔
l = ñêðåùèâàþùèåñÿ)

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v−÷èñëî & w−÷èñëî) & (¬(q(bg−cf)−p(ce−ag) = 0) ∨ ¬(r(bg−cf)−p(af−be) =
0) ∨ ¬(r(ce− ag)− q(af − be) = 0)) & ¬((ap + bq + cr)(em + fn + gk − h)−
(pe+fq+gr)(am+bn+ck−d) = 0) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(AB), l) ↔
l = ñêðåùèâàþùèåñÿ)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghknpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD),
ñêðåùèâàþùèåñÿ) ↔ ¬(ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (p, q, r))) &

¬(det(

 d e f
p q r

g − a h− b k − c

) = 0))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X,K) = Y ". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD),
ñêðåùèâàþùèåñÿ) ↔ ¬(ïðîïîðöíàáîðû((bg − cf, ce− ag, af − be), (p, q, r))) &
¬((ap + bq + cr)(em + fn + gk − h)− (pe + fq + gr)(am + bn + ck − d) = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ.

∀ABCDKabcdefghknpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & (¬(dq − ep = 0) ∨ ¬(dr − fp = 0) ∨

¬(er − fq = 0)) & det(

 d e f
p q r

g − a h− b k − c

) = 0 →

äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), n) ↔ n = ïåðåñåêàþòñÿ)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v−÷èñëî & w−÷èñëî) & (¬(q(bg−cf)−p(ce−ag) = 0) ∨ ¬(r(bg−cf)−p(af−be) =
0) ∨ ¬(r(ce− ag)− q(af − be) = 0)) & (ap + bq + cr)(em + fn + gk − h)−
(pe+fq+gr)(am+bn+ck−d) = 0 → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), l) ↔
l = ïåðåñåêàþòñÿ)

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v−÷èñëî & w−÷èñëî) & (¬(q(bg−cf)−p(ce−ag) = 0) ∨ ¬(r(bg−cf)−p(af−be) =
0) ∨ ¬(r(ce− ag)− q(af − be) = 0)) & (ap + bq + cr)(em + fn + gk − h)−
(pe+fq+gr)(am+bn+ck−d) = 0 → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(AB), l) ↔
l = ïåðåñåêàþòñÿ)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé è
÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghkpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD),
ïåðåñåêàþòñÿ) ↔ ¬(ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (p, q, r))) &

det(

 d e f
p q r

g − a h− b k − c

) = 0)
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v−÷èñëî& w−÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), ïåðåñåêàþòñÿ) ↔
¬(ïðîïîðöíàáîðû((bg− cf, ce− ag, af − be), (p, q, r))) & (ap + bq + cr)(em + fn +
gk − h)− (pe + fq + gr)(am + bn + ck − d) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

∀ABCDKabcdefghknpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & dq − ep = 0 & dr − fp = 0 & er − fq = 0 &
(¬((g − a)e− (h− b)d = 0) ∨ ¬((g − a)f − (k − c)d = 0) ∨
¬((h− b)f − (k − c)e = 0)) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), n) ↔
n = ïàðàëëåëüíî)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v− ÷èñëî & w− ÷èñëî) & q(bg− cf)− p(ce− ag) = 0 & r(bg− cf)− p(af − be) =
0 & r(ce−ag)−q(af−be) = 0 & ¬((ap+bq+cr)(em+fn+gk−h)−(pe+fq+gr)(am+
bn+ck−d) = 0) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), l) ↔ l = ïàðàëëåëüíî)

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v− ÷èñëî & w− ÷èñëî) & q(bg− cf)− p(ce− ag) = 0 & r(bg− cf)− p(af − be) =
0 & r(ce−ag)−q(af−be) = 0 & ¬((ap+bq+cr)(em+fn+gk−h)−(pe+fq+gr)(am+
bn+ck−d) = 0) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(AB), l) ↔ l = ïàðàëëåëüíî)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Àíòåöå-
äåíòû ñî âòîðîãî ïî ïÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghkpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD),
ïàðàëëåëüíî) ↔ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (p, q, r)) & ¬(ïðîïîðöíàáîðû((g − a,
h− b, k − c), (d, e, f))))
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v−÷èñëî& w−÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), ïàðàëëåëüíî) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((bg − cf, ce− ag, af − be), (p, q, r)) & ¬((ap + bq + cr)(em + fn +
gk − h)− (pe + fq + gr)(am + bn + ck − d) = 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Äâå ïðÿìûå ñîâïàäàþò.

∀ABCDKabcdefghknpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & dq − ep = 0 & dr − fp = 0 & er − fq = 0 &
(g − a)e − (h − b)d = 0 & (g − a)f − (k − c)d = 0 & (h − b)f − (k − c)e = 0 →
äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), n) ↔ n = ðàâíû)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v− ÷èñëî & w− ÷èñëî) & q(bg− cf)− p(ce− ag) = 0 & r(bg− cf)− p(af − be) =
0 & r(ce−ag)−q(af−be) = 0 & (ap+bq+cr)(em+fn+gk−h)−(pe+fq+gr)(am+
bn + ck − d) = 0 → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), l) ↔ l = ðàâíû)

∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v− ÷èñëî & w− ÷èñëî) & q(bg− cf)− p(ce− ag) = 0 & r(bg− cf)− p(af − be) =
0 & r(ce−ag)−q(af−be) = 0 & (ap+bq+cr)(em+fn+gk−h)−(pe+fq+gr)(am+
bn + ck − d) = 0 → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(AB), l) ↔ l = ðàâíû)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 1 è 4.

∀ABCDKabcdefghkpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD),
ðàâíû) ↔ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (p, q, r)) & ïðîïîðöíàáîðû((g − a, h− b,
k − c), (d, e, f)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X,K) = Y ". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDKabcdefghkmnpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + m, v + n, w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → äâåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), ðàâíû) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((bg− cf, ce−ag, af − be), (p, q, r)) & (ap+ bq + cr)(em+fn+gk−
h)− (pe + fq + gr)(am + bn + ck − d) = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè

∀ABCDKabcdefghmpqr(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) →
(d2 + e2 + f 2)(p2 + q2 + r2)(cos(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))))2 −
(dp + eq + fr)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäòåðìà "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî
óãëà íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðè-
åìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Åå îòëè÷èå îò ïåðâîé âåðñèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âûðàæåíèå äëÿ óãëà ìîæåò ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå.

∀ABCDKadefpqr(íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, a) & a = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, (p, q, r)) & ïðÿìêîîðä(K) →
(d2 + e2 + f 2)(p2 + q2 + r2)(cos(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))))2 −
(dp + eq + fr)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäòåðìà "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óðàâíåíèå áèññåêòðèñû óãëà

1. Ñîîòíîøåíèå äëÿ íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà áèññåêòðèñû óãëà.

∀ABCDKPQRabcdefghijkmnpqrt(áèññåêòðèñà(BACD) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + i, v + j, w + k), (g, h, t)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setXY Z(ïðîïîðöíàáîðû((X + P, Y + Q,
Z + R), (p, q, r)) & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & m =

√
d2 + e2 + f 2 &

n =
√

g2 + h2 + t2 → ïðîïîðöíàáîðû((dn + gm, en + hm, fn + mt), (p, q, r)) ∨
ïðîïîðöíàáîðû((dn− gm, en− hm, fn−mt), (p, q, r)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ äëÿ áèññåêòðèñû óãëà.

∀ABCDKabcdefpqr(áèññåêòðèñà(BACD) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
íàïðàâëâåêòîð(A, B, K, u) & íàïðàâëâåêòîð(A, C,K, v) & u = (d, e, f) &
v = (p, q, r) & ïðÿìêîîðä(K) & m =

√
d2 + e2 + f 2 & n =

√
p2 + q2 + r2 →

êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z − c),
(d/m + p/n, e/m + q/n, f/m + r/n)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AD),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåò-
íûìè ñèíòåçàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé AD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEFKabcdefghijkmnpqrst(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,
w + t), (p, q, r)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & áèññåêòðèñà(BEDF )
& E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & 0 < ∠(BED)− π/2 &
s = sg(dp + eq + fr) & m =

√
d2 + e2 + f 2 & n =

√
p2 + q2 + r2 &

êîîðä(E, K) = (i, j, k) → êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) = setXY Z(ïðîïîðöíàáîðû(
(X− i, Y − j, Z−k), (pm−dsn, qm− esn, rm−fsn)) & X−÷èñëî & Y −÷èñëî &
Z − ÷èñëî))

∀ABCDEFKabcdefghijkmnpqrst(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,
w + t), (p, q, r)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & áèññåêòðèñà(BEDF )
& E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & 0 < π/2− ∠(BED) &
s = sg(dp + eq + fr) & m =

√
d2 + e2 + f 2 & n =

√
p2 + q2 + r2 &

êîîðä(E, K) = (i, j, k) → êîîðä(ïðÿìàÿ(EF ), K) = setXY Z(ïðîïîðöíàáîðû(
(X− i, Y − j, Z−k), (pm+dsn, qm+ esn, rm+fsn)) & X−÷èñëî & Y −÷èñëî &
Z − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(
EF ),K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé
è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè., ïÿòûé è øåñòîé -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé EF . Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: áèññåêòðèñà óãëà ñ ñîâïàäàþùèìè ñòîðîíàìè.

∀ABCDKabcdefghkpqr(ïðÿìêîîðä(K) & áèññåêòðèñà(BACD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),
K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî &
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y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r))
& u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ¬(pd + qe + rf = 0) &
(¬(pe− qd = 0) ∨ ¬(qf − er = 0) ∨ ¬(pf − dr = 0)) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Òðåòèé, ÷åò-
âåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé è
ñåäüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ðàçâÿçêà"
áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ïðè êîìïèëÿöèè. Âûðàæåíèÿ d, e, f, p, q, r
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè

∀ABCDKabcdefkmnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b,
z + c), (p, q, r)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + d, v + e, w + f), (m,n, k)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî
& w − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) & s = (qk − rn)2 + (rm− pk)2 + (pn− qm)2 →

s(ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))2 − det(

 a− d b− e c− f
m n k
p q r

)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(
CD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèå s íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDKabcdefkmnp(êîîðä(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x+a, y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD),
K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (m, n, p)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî
& w − ÷èñëî) & dn− em = 0 & ep− nf = 0 & dp−mf = 0 →
(d2 + e2 + f 2)(ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))2 − (e(c− k)− f(b− h))2 −
(f(a− g)− d(c− k))2 − (d(b− h)− e(a− g))2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(
CD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé

∀ABCKabcdefpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x+a, y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) →
(d2 + e2 + f 2)(ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(BC)))2 − (e(c + r)− f(b + q))2 −
(f(a + p)− d(c + r))2 − (d(b + q)− e(a + p))2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(BC))" â
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ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, åñëè
çàäàíî åå óðàâíåíèå â äðóãîé

∀ABK(ïðÿìêîîðä(K) → àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(
CD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé CD, ïðè÷åì îïèñàòåëü "êëàññ" â ýòîì óðàâíåíèè èìååò ñâÿçûâàþùóþ
ïðèñòàâêó äëèíû 3. Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), X) = setuv(. . .)",
îäíàêî ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ âûðàæåíèå "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)", îòñóòñòâóåò. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îòáðàñûâàíèå äóáëèðóþùåãî óðàâíåíèÿ

∀AKabcdefm(êîîðä(A, K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → êîîðä(A, K) = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îïðåäåëÿåò çàìåíó
ðàâåíñòâà - ïîäóòâåðæäåíèÿ ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èñ-
ñëåäîâàòü" - íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå m èìååò çà-
ãîëîâîê "êëàññ" è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ñîâïàäàþò

∀ABCDKabcdefghipqr(¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u+g, v+h,w+i), (p, q, r))

& u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ðàíã

(
d e f
p q r

)
= 1 &

ðàíã

(
g − a h− b i− c

p q r

)
= 1 → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ
èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = set(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

1.7 Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå
Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå

∀ABCKabcd(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& d−÷èñëî& êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC),K)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåä-
êîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå ýòîé ïëîêîñòè ÷åðåç ñòàðûå
ïàðàìåòðû. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "áèññåêòðïëîñê(X, ïðÿìàÿ(PQ), Y, R)", äëÿ
êîòîðîé óñìàòðèâàëàñü áû ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê P, Q, R ïëîñêîñòè ABC. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ââîä óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè

∀ABCKPQRabcdefghkmnp(A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &

êîîðä(C, K) = (g, h, k) & m = det(

 b c 1
e f 1
h k 1

) & n = det(

 c a 1
f d 1
k g 1

)

& p = det(

 a b 1
d e 1
g h 1

) & ¬((m,n, p) = (0, 0, 0)) & q = det(

 a b c
d e f
g h k

) →

êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(mx + ny + pz − q = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". ×åòâåðòûé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûå
òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Äåñÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d, e, f, g, h, k íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îïðåäåëèòåëè âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìîïðåäåëèòåëü". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà X ïëîñêîñòè PQR,
îòëè÷íàÿ îò òî÷åê A, B, C, äëÿ êîòîðîé íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" îïðåäåëÿåò êî-
îðäèíàòíûé íàáîð, ïðè÷åì ýòîò íàáîð ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Çàäà÷à íå èìååò ïî-
ñûëêè "ïëàíèìåòðèÿ". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè PQR. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 8. Â íåé îòáðîøåíû òðåáîâàíèå íà êîîðäèíàòû
òî÷åê A, B, C, à òàêæå óñëîâèå íà êîîðäèíàòû òî÷êè X. Â îñòàëüíîì âåðñèè îäèíà-
êîâû.

Ââîä óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó è ïðÿìóþ

∀ABCDEFKabcdefpqr(êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & B ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) &
m = (b + q)f − (c + r)e & n = (c + r)d− (a + p)f & k = (a + p)e− (b + q)d &
((¬(m = 0) ∨ ¬(n = 0)) ∨ ¬(k = 0)) & C ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) →
êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) = setxyz(mx + ny + kz −mp− nq − kr = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé, ïÿòûé, øåñòîé
è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé, ÷åòâåðòûé
è äåâÿòûé àíòåöåäåíû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäå-
ëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = X".
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Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ïîêà íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
DEF . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEFKabcdefpqr(êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & A ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) & ïðÿìàÿ(BC) ⊆ ïëîñêîñòü(DEF )
& m = (b + q)f − (c + r)e & n = (c + r)d− (a + p)f & k = (a + p)e− (b + q)d &
((¬(m = 0) ∨ ¬(n = 0)) ∨ ¬(k = 0)) & C ∈ ïëîñêîñòü(DEF ) →
êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) = setxyz(mx + ny + kz −mp− nq − kr = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", âîñüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Âòîðîé, ïÿòûé, øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Â îñòàëüíîì ïðèåì ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì.

Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ïëîñêîñòè, çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì

∀ABCDKPabc(D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & êîîðä(D, K) = (a, b, c) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(P (x, y, z)) → P (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6.

Âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè - íåíóëåâîé

∀ABCKabcdefgmpqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax/p + by/q + cz/r + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & a = me & b = mf & c = mg → ¬(m = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò îòëè÷èå m îò íóëÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCKabdefmpq(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax/p + by/q + d = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & a = me & b = mf → ¬(m = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óêàçàòåëè "ýëåìåíò(õ23)" "ýëåìåíò(õ24)" îïðåäåëÿþò
ïðîèçâîëüíûé âûáîð ïåðåìåííûõ x, y ñðåäè òðåõ ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâ-
êè, âíå çàâèñèìîñòè îò èõ ôàêòè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

∀ABCKadp(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax/p + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) → ¬(a = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ åäèíñòâåííûé óêàçàòåëü "ýëåìåíò(õ23)".

∀ABCKabcd(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ¬(a = 0 & b = 0 & c = 0 & e))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíè-
åì èç êîíòåêñòà. Óêàçàòåëü "åäèíèöà" äîïóñêàåò îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíîãî óñëî-
âèÿ e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò òî÷êè, èñïîëüçîâàííîé â îáîçíà÷åíèè ïëîñ-
êîñòè

∀ABCKPabc(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(P (x, y, z)) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî
& c− ÷èñëî & êîîðä(A, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òî÷êàA èìååò âõîæäåíèå â ïîñûëêó, çàãîëî-
âîê êîòîðîé îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "òî÷êà", "àêòèâ", "òðåóãîëüíèê", "áèññåêòðïëîñê",
ïðè÷åì ýòî âõîæäåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè îáîçíà÷åíèÿ êàêîé-ëèáî ïëîñêîñòè
ëèáî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà "¬(A = X)". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ê îáùåìó óðàâíåíèþ

∀ABCabcdefpqr(A = er − qf & B = qc − br & C = bf − ce & ¬((A, B, C) = (0, 0, 0)) →
setxyz(∃uv(u−÷èñëî & v−÷èñëî & x = a+bu+cv & y = d+eu+fv & z = p+qu+rv)) =
setxyz(Ax + By + Cz − Aa−Bd− Cp = 0 x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Åñëè çàäà÷à èìååò îäíó èç öåëåé "èçâåñò-
íû", "ó÷åòðåçóëüòàòà", "âñïîìïàðàìåòð", óêàçûâàþùèõ íåöåëåñîîáðàçíîñòü îòêàçà
îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïåðâûå òðè àí-
òåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Èçìåíåíèå çíàêà âñåõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè

Ñòàíäàðòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä ê íåîòðèöàòåëüíîìó ïåð-
âîìó íåíóëåâîìó êîýôôèöèåíòó:

∀abcd(setxyz(−ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) =
setxyz(ax− by − cz − d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀abc(setxyz(−ay + bz + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) =
setxyz(ay − bz − c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2.

Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

∀ABCDEFKabcdefpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(px + qy + rz + s = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + a, v + b, w + c), (d, e, f)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
m = pd + qe + rf & ¬(m = 0) & t = (pa + qb + rc− s)/m →
êîîðä(F, K) = (dt− a, et− b, ft− c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé, ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé è ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì "óñì".
Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ
äâóõ àíòåöåäåíòîâ íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî-
÷åê A, B ïëîñêîñòè CDE. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòû òî÷êè F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Âêëþ÷åíèå ïðÿìîé â ïëîñêîñòü

∀ABCDEKabcpqrs(ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K,
(a, b, c)) & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ap + bq + cr = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabcdefpqrs(ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(CDE) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → pd + qe + rf = 0 & − pa− qb− rc + s = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 7.

Ïàðàëëåëüíîñòü ïëîñêîñòåé

1. Ïàðàëëåëüíîñòü êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì.

∀ABCDKPQRabcd(êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïëîñêîñòü(PQR) ‖ ïëîñêîñòü(ABC) &
K = (A, B, C,D) → a = 0 & b = 0)

∀ABCDKPQRabcd(êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïëîñêîñòü(PQR) ‖ ïëîñêîñòü(ABD) &
K = (A, B, C,D) → a = 0 & c = 0)

∀ABCDKPQRabcd(êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïëîñêîñòü(PQR) ‖ ïëîñêîñòü(ACD) &
K = (A, B, C,D) → b = 0 & c = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFKabcdefgh(ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(DEF ) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC),
K) = setxyz(ax+by+cz+d = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñ-
êîñòü(DEF ), K) = setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) → af − be = 0 & bg − cf = 0 & ag − ce = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè.

∀ABCDEFKabcdefgh(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) = setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & êîýôôïðîïîðö((a, b, c), (e, f, g), k) →
ðàññòìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) = |dk − h|/

√
e2 + f 2 + g2)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(ïëîñêîñòü(
ABC), ïëîñêîñòü(DEF ))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïîëîñå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè.

∀ABCDEFGKabcdefghkpqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîýôôïðîïîðö((e, f, g), (a, b, c), k) & êîîðä(G, K) = (p, q, r) →
G ∈ Ïîëîñà(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) ↔
(ap + bq + cr + d)(ap + bq + cr + h) ≤ 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

5. Ââîä óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé äâóì íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì ëèáî
äâóì íåêîëëèíåàðíûì ïðÿìûì.

∀ABKPQRabcdefmnpq(Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(B, K) = (d, e, f) & A ‖ ïëîñêîñòü(PQR) & B ‖ ïëîñêîñòü(PQR) &
m = bf − ce & n = cd− af & p = ae− bd & ¬((m, n, p) = (0, 0, 0)) →
q − ÷èñëî & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(mx + ny + pz + q = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû
ñ òðåòüåãî ïî øåñòîé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ñåäüìîé, âîñüìîé è äå-
âÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé, âòîðîé
è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïàêåò-
íûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíå-
íèå ïëîñêîñòè PQR ÷åðåç ñòàðûå ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð q.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDKPQRabcdefghkmnpqrst(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû(
(x + g, y + h, z + k), (a, b, c)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + s, v + r, w + t), (d, e, f))
& u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïëîñêîñòü(PQR) &
ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïëîñêîñòü(PQR) & m = bf − ce & n = cd− af &
p = ae− bd & ¬((m,n, p) = (0, 0, 0)) → q − ÷èñëî & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR),
K) = setXY Z(mX + nY + pZ + q = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåí-
òû, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ ïÿòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âîñüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáî-



250 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

çíà÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD ðàçëè÷íû. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå
óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè PQR ÷åðåç ñòàðûå
ïàðàìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé äàííîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDEFKabcde(ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(DEF ) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC),
K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
e− ÷èñëî & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) = setxyz(ax + by + cz + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "óñì". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíå-
íèå ïëîñêîñòè DEF . Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïëîñêîñòåé

1. Ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, è òî÷êà íà íåé ðàâíîóäà-
ëåíà îò äâóõ òî÷åê ýòîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCKPQRSabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & K = (P, Q, R, S) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC),
K) = setxyz(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & êîîðä(D, K) = (d, e, f) & l(DE) = l(DF ) &
êîîðä(E, K) = (p, q, 0) & êîîðä(F, K) = (r, s, 0) → 2d−p−r = 0 & 2e−q−s = 0)

∀ABCKPQRSabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & K = (P, Q, R, S) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC),
K) = setxzy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & êîîðä(D, K) = (d, f, e) & l(DE) = l(DF ) &
êîîðä(E, K) = (p, 0, q) & êîîðä(F, K) = (r, 0, s) → 2d−p−r = 0 & 2e−q−s = 0)

∀ABCKPQRSabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & K = (P, Q, R, S) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC),
K) = setzxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & êîîðä(D, K) = (f, d, e) & l(DE) = l(DF ) &
êîîðä(E, K) = (0, p, q) & êîîðä(F, K) = (0, r, s) → 2d−p−r = 0 & 2e−q−s = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". ×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "óñì", îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFKabcdefgh(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
ïðÿìêîîðä(K) & ïëîñêîñòü(ABC) ⊥ ïëîñêîñòü(DEF ) → ae + bf + cg = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

3. Ââîä óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ ïðÿìóþ ïåðïåíäèêóëÿð-
íî äàííîé ïëîñêîñòè.



1.7. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå 251

∀ABCDEFGHKabcdefpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(FGH) &
ïëîñêîñòü(FGH) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & ïðÿìêîîðä(K) &

ðàíã(det(

(
d e f
p q r

)
)) = 2 → êîîðä(ïëîñêîñòü(FGH), K) =

setxyz((x + a)(er − qf) + (y + b)(pf − dr) + (z + c)(dq − ep) = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïëîñêîñòü(FGH),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé è ïÿ-
òûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé, âòîðîé è øåñòîé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - óêàçàòåëåì
"óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, p, q, r íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè FGH. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ââîä óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé.

∀ABCDEKabcpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (p, q, r))
& x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) → s−÷èñëî & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
òðåòèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå
óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè CDE ÷åðåç ñòàðûå
ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabcdefghs(ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax+ by + cz +d = 0 & ex+ fy + gz +h = 0 & x−
÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → s − ÷èñëî & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) =
setuvw((bg − cf)u + (ce− ad)v + (af − be)w + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

1. Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFKabcdepqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî)
& aq − bp = 0 & ar − cp = 0 & br − cq = 0 & as− pd = 0 & bs− qd = 0 &
cs−dr = 0 → äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), e) ↔ e = ðàâíû)
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∀ABCDEFKabcdepqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî)
& aq − bp = 0 & ar − cp = 0 & br − cq = 0 & as− pd = 0 & bs− qd = 0 &
cs−dr = 0 → äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(ABC), e) ↔ e = ðàâíû)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKabcdpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ðàâíû) ↔
aq− bp = 0 & ar− cp = 0 & br− cq = 0 & as−pd = 0 & bs− qd = 0 & cs−dr = 0)

∀ABCDEFKabcdpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(ABC), ðàâíû) ↔
aq− bp = 0 & ar− cp = 0 & br− cq = 0 & as−pd = 0 & bs− qd = 0 & cs−dr = 0)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFKabcdepqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî)
& aq − bp = 0 & ar − cp = 0 & br − cq = 0 & (¬(as− pd = 0) ∨
¬(bs− qd = 0) ∨ ¬(cs− dr = 0)) → äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC),
ïëîñêîñòü(DEF ), e) ↔ e = ïàðàëëåëüíî)

∀ABCDEFKabcdepqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî)
& aq − bp = 0 & ar − cp = 0 & br − cq = 0 & (¬(as− pd = 0) ∨
¬(bs− qd = 0) ∨ ¬(cs− dr = 0)) → äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(ABC), e) ↔ e = ïàðàëëåëüíî)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïîñëåäíèé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKabcdpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïàðàëëåëüíî) ↔
aq − bp = 0 & ar − cp = 0 & br − cq = 0 & (¬(as− pd = 0) ∨
¬(bs− qd = 0) ∨ ¬(cs− dr = 0)))

∀ABCDEFKabcdpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(ABC), ïàðàëëåëüíî) ↔
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aq − bp = 0 & ar − cp = 0 & br − cq = 0 & (¬(as− pd = 0) ∨
¬(bs− qd = 0) ∨ ¬(cs− dr = 0)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFKabcdepqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî)
& (¬(aq − bp = 0) & ¬(ar − cp = 0) & ¬(br − cq = 0)) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), e) ↔ e = ïåðåñåêàþòñÿ)

∀ABCDEFKabcdepqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî)
& (¬(aq − bp = 0) & ¬(ar − cp = 0) & ¬(br − cq = 0)) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(ABC), e) ↔ e = ïåðåñåêàþòñÿ)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKabcdpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïåðåñåêàþòñÿ) ↔
(¬(aq − bp = 0) & ¬(ar − cp = 0) & ¬(br − cq = 0)))

∀ABCDEFKabcdpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
äâåïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(ABC), ïåðåñåêàþòñÿ) ↔
(¬(aq − bp = 0) & ¬(ar − cp = 0) & ¬(br − cq = 0)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

1. Óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ ïðÿìîé â ïëîñêîñòü.

∀ABCDEKabcdefnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & − ap − qb − cr + s = 0 & pd + qe + rf = 0 →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), n) ↔ n = âêëþ÷åíèå)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEKabcdefpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b,
z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
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êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v−÷èñëî & w−÷èñëî) → ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE),
âêëþ÷åíèå) ↔ −ap− qb− cr + s = 0 & pd + qe + rf = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabcdefghnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &

det(

 a b c
e f g
p q r

) = 0 & det(

 a b d
e f h
p q s

) = 0 & det(

 a c d
e g h
p r s

) = 0 &

det(

 b c d
f g h
q r s

) = 0 →

ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), n) ↔ n = âêëþ÷åíèå)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEKabcdefghnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), âêëþ÷åíèå) ↔

det(

 a b c
e f g
p q r

) = 0 & det(

 a b d
e f h
p q s

) = 0 & det(

 a c d
e g h
p r s

) = 0 &

det(

 b c d
f g h
q r s

) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabcdefnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ¬(−ap − qb − cr + s = 0) & pd + qe + rf = 0 →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), n) ↔ n = ïàðàëëåëüíî)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X, K) = Y ". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEKabcdefpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b,
z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v−÷èñëî & w−÷èñëî) → ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE),
ïàðàëëåëüíî) ↔ ¬(−ap− qb− cr + s = 0) & pd + qe + rf = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabcdefpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b,
z + c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
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K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE)) ↔ ¬(−ap− qb− cr + s = 0) &
pd + qe + rf = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCDEKabcdefghnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &

det(

 a b c
e f g
p q r

) = 0 & (¬(det(

 a b d
e f h
p q s

) = 0) ∨

¬(det(

 a c d
e g h
p r s

) = 0) ∨ ¬(det(

 b c d
f g h
q r s

) = 0)) →

ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), n) ↔ n = ïàðàëëåëüíî)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEKabcdefghnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), ïàðàëëåëüíî) ↔

det(

 a b c
e f g
p q r

) = 0 & (¬(det(

 a b d
e f h
p q s

) = 0) ∨

¬(det(

 a c d
e g h
p r s

) = 0) ∨ ¬(det(

 b c d
f g h
q r s

) = 0)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabcdefnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a,
y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ¬(pd + qe + rf = 0) →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), n) ↔ n = ïåðåñåêàþòñÿ)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "êîîðä(X,K) = Y ". Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEKabcdefpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b,
z + c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), ïåðåñåêàþòñÿ) ↔
¬(pd + qe + rf = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



256 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

∀ABCDEKabcdefghnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
¬(p(bg − cf) + q(ce− ag) + r(af − be) = 0) →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), n) ↔ n = ïåðåñåêàþòñÿ)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEKabcdefghnpqrs(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
ex+fy+gz+h = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE),
K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
ïðÿìàÿèïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDE), ïåðåñåêàþòñÿ) ↔
¬(p(bg − cf) + q(ce− ag) + r(af − be) = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òðåõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðåõ ïëîñêîñòåé a, b, c èñïîëüçóåò-
ñÿ óòâåðæäåíèå "òðèïëîñêîñòè(a, b, c, d)". Åñëè d - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "îáùàÿòî÷-
êà", òî ïëîñêîñòè èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó. Åñëè d - ñèìâîë "îáùàÿïðÿ-
ìàÿ", òî ïëîñêîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íû è èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ ïðÿìóþ. Åñ-
ëè d - ñèìâîë "ïàðàëëåëïðÿìûå", òî ïëîñêîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ è ëèíèÿ ïå-
ðåñå÷åíèÿ êàæäûõ äâóõ ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëüíà òðåòüåé ïëîñêîñòè. Åñëè d - òåðì
"ïàðàëëåëïëîñêîñòè(m, n, k)", òî äâå ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû ïðè m = "ïàðàëëåëü-
íî" ëèáî ðàâíû ïðè m = "ðàâíû", à òðåòüÿ èõ ïåðåñåêàåò ïðè n = "ïåðåñåêàþòñÿ"
ëèáî ïàðàëëåëüíà ïðè n = "ïàðàëëåëüíî". Ïðè ýòîì k - íîìåð òðåòüåé ïëîñêîñòè;
k = 1, 2, 3. Ñëó÷àé m = n = "ïàðàëëåëüíî" íå äîïóñêàåòñÿ. Åñëè d - ñèìâîë "ïàðàë-
ëåëüíî", òî ïëîñêîñòè ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû. Åñëè d - ñèìâîë "ðàâíû", òî ïëîñêîñòè
ðàâíû.

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïîäðàçäåëà èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".

1. Óñëîâèå íàëè÷èÿ åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êè.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ¬(det(

 a b c
p q r
m n k

) = 0) →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = îáùàÿòî÷êà)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé è
òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
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êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),

ïëîñêîñòü(PQR), îáùàÿòî÷êà) ↔ ¬(det(

 a b c
p q r
m n k

) = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Òðè ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ ïðÿìóþ.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y −÷èñëî & Z−÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) =

2 & ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 2 & ðàíã(

(
p q r
m n k

)
) = 2 & ðàíã(

(
a b c
m n k

)
) =

2 → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = îáùàÿïðÿìàÿ)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãîâ ìàòðèö
èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìðàíã". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKPQRabcdhkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),

ïëîñêîñòü(PQR), îáùàÿïðÿìàÿ) ↔ ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 2 & ðàíã(

(
p q r
m n k

)
) =

2 & ðàíã(

(
a b c
m n k

)
) = 2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íîðìàëèçàòîðû "íîðìðàíã" íå èñïîëüçóþòñÿ, à
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Òðè ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè îáðàçóþò ïðèçìó.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y −÷èñëî & Z−÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) =

3 & ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 2 & ðàíã(

(
p q r
m n k

)
) = 2 & ðàíã(

(
a b c
m n k

)
) =
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2 → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëïðÿìûå)

∀ABCDEFKPQRabcdhkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),

ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïðÿìûå) ↔ ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 3 & ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 2 & ðàíã(

(
p q r
m n k

)
) =

2 & ðàíã(

(
a b c
m n k

)
) = 2)

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà; åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ðàâåí 3.

4. Äâå ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, à òðåòüÿ èõ ïåðåñåêàåò.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y −÷èñëî & Z−÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) =

3 & ðàíã(

(
p q r
m n k

)
) = 1 → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),

ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔ e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ïàðàëëåëüíî, ïåðåñåêàþòñÿ, 1))

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y −÷èñëî & Z−÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) =

3 & ðàíã(

(
a b c
m n k

)
) = 1 → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),

ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔ e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ïàðàëëåëüíî, ïåðåñåêàþòñÿ, 2))

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y −÷èñëî & Z−÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) =

3 & ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 1 → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
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ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔ e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ïàðàëëåëüíî, ïåðåñåêàþòñÿ, 3))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ïàðàëëåëüíî, ïåðåñåêàþòñÿ, 1)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 3 &

ðàíã(

(
p q r
m n k

)
) = 1)

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ïàðàëëåëüíî, ïåðåñåêàþòñÿ, 2)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 3 &

ðàíã(

(
a b c
m n k

)
) = 1)

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ïàðàëëåëüíî, ïåðåñåêàþòñÿ, 3)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 3 &

ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Òðè ïëîñêîñòè ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 &
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ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
p q r s

)
) = 2 &

ðàíã(

(
p q r s
m n k h

)
) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
m n k h

)
) = 2 →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëüíî)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),

ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëüíî) ↔ ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
p q r s

)
) = 2 &

ðàíã(

(
p q r s
m n k h

)
) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
m n k h

)
) = 2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Äâå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, à òðåòüÿ èõ ïåðåñåêàåò.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
p q r s
m n k h

)
) = 1 →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïåðåñåêàþòñÿ, 1))

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
m n k h

)
) = 1 →
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òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïåðåñåêàþòñÿ, 2))

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
p q r s

)
) = 1 →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïåðåñåêàþòñÿ, 3))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïåðåñåêàþòñÿ, 1)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 &

ðàíã(

(
p q r s
m n k h

)
) = 1)

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïåðåñåêàþòñÿ, 2)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 &

ðàíã(

(
a b c d
m n k h

)
) = 1)

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïåðåñåêàþòñÿ, 3)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 2 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 &
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ðàíã(

(
a b c d
p q r s

)
) = 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Äâå ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, à òðåòüÿ èì ïàðàëëåëüíà.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
p q r s
m n k h

)
) = 1 →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïàðàëëåëüíî, 1))

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
m n k h

)
) = 1 →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïàðàëëåëüíî, 2))

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 &

ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 & ðàíã(

(
a b c d
p q r s

)
) = 1 →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïàðàëëåëüíî, 3))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
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Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïàðàëëåëüíî, 1)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 &

ðàíã(

(
p q r s
m n k h

)
) = 1)

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïàðàëëåëüíî, 2)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 &

ðàíã(

(
a b c d
m n k h

)
) = 1)

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),
ïëîñêîñòü(PQR), ïàðàëëåëïëîñêîñòè(ðàâíû, ïàðàëëåëüíî, 3)) ↔

ðàíã(

 a b c
p q r
m n k

) = 1 & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 2 &

ðàíã(

(
a b c d
p q r s

)
) = 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Òðè ïëîñêîñòè ðàâíû.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &

Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) & ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 1 →

òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), ïëîñêîñòü(PQR), e) ↔
e = ðàâíû)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEFKPQRabcdehkmnpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z(mX + nY + kZ + h = 0 & X − ÷èñëî &
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Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) → òðèïëîñêîñòè(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ),

ïëîñêîñòü(PQR), ðàâíû) ↔ ðàíã(

 a b c d
p q r s
m n k h

) = 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè

1. Òî÷êè ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabcdefpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(px + qy + rz + s = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(B, K) = (d, e, f) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
0 ≤ (ap + bq + cr)(dp + eq + fr + s) → îäíàñòîðîíà(A, B, ïëîñêîñòü(CDE)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(A X)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òàêîå ïîäâûðàæå-
íèå îáîçíà÷àåò íåêîòîðûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî íàáîðà ìíîæåñòâ X, ñîäåðæà-
ùèé òî÷êó A (ïðè îòñóòñòâèè òàêîâîãî - ïóñòîå ìíîæåñòâî). Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò, à òàêæå ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðå-
äåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå
"ïîëóïðîñòðàíñòâî(ïëîñêîñòü(CDE),B)" ëèáî "îáðïîëóïðîñòðàíñòâî(ïëîñêî-
ñòü(CDE),B)". Ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü âçàèìíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå òî÷åê A, B îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè CDE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé óêàçàòåëü "êîíòåêñò" ñâÿ-
çàí ñ ïîäâûðàæåíèåì "äâóãðÓãîë(X, Y, B, Z)", ñîäåðæàùèì ïëîñêîñòü CDE. Â
îñòàëüíîì âåðñèè îäèíàêîâû.

∀ABCDEFGHKabcdefghpqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(FGH), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîýôôïðîïîðö((e, f, g), (a, b, c), k) &
B ∈ ïëîñêîñòü(FGH) & A− òî÷êà & 0 ≤ (ap + bq + cr)(d− kh) →
îäíàñòîðîíà(A, B, ïëîñêîñòü(CDE)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êëàññòî÷êè(A X)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà,
à òàêæå øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"óñì". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçà-
òåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåð-
æàùåé ïîäâûðàæåíèå "ïîëóïðîñòðàíñòâî(ïëîñêîñòü(CDE),B)" ëèáî "îáðïîëó-
ïðîñòðàíñòâî(ïëîñêîñòü(CDE),B)". Ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå ïîçâîëÿþò óñòà-
íîâèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A, B îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè CDE. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè.
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∀ABCDEKabcdefpqrs(êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(px + qy + rz + s = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) &
êîîðä(B, K) = (d, e, f) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
(ap + bq + cr)(dp + eq + fr + s) ≤ 0 → ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïëîñêîñòü(CDE)))

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

∀ABCDEFGHKabcdefghpqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(FGH), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîýôôïðîïîðö((e, f, g), (a, b, c), k) &
B ∈ ïëîñêîñòü(FGH) & A− òî÷êà & (ap + bq + cr)(d− kh) ≤ 0 →
ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïëîñêîñòü(CDE)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

3. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé îòðåçêó.

∀ABCDEDFKabcdefpqrs(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) =
setxyz(px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) → F ∈ îòðåçîê(AB) ↔
(pa + qb + rc + s)(pd + qe + rf + s) ≤ 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, øåñòîé è ñåäüìîé -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé ëó÷ó.

∀ABCDEDFKabcdefpqrs(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) =
setxyz(px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) → F ∈ îáðàòíûéëó÷(AB) ↔
0 ≤ (pa + qb + rc + s)(pd + qe + rf + s) & |pa + qb + rc + s| < |pd + qe + rf + s|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Îòíîøåíèå, â êîòîðîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ äåëèò îòðåçîê.

∀ABCDEDFKabcdefmpqrs(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) =
setxyz(px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïëîñêîñòü(CDE) & âåêòîð(AF ) = m · âåêòîð(FB) &
n = pd + qe + rf + s & ¬(n = 0) → m = −(pa + qb + rc + s)/n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå âîñüìîé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
äåâÿòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äåñÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïó÷îê ïëîñêîñòåé

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ
äâå äðóãèå ïëîñêîñòè.
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∀ABCDEFGHKPQRabcdefghpq(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
ïðÿìàÿ(GH) ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(GH) ⊆ ïëîñêîñòü(DEF ) &

ïðÿìàÿ(GH) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & ðàíã(

(
a b c
e f g

)
) = 2 → p− ÷èñëî &

q − ÷èñëî & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz((pa + qe)x + (pb + qf)y +
(pc+qg)z +pd+qh = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & ¬((p, q) = (0, 0)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Âòîðîé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, g, h íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Îáîçíà÷åíèÿ òðåõ ïëîñ-
êîñòåé ðàçëè÷íû. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâ-
íåíèå ïëîñêîñòè PQR. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 3.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòè, ïðèíàäëåæàùåé ïó÷êó ïëîñêîñòåé.

∀ABCDEFGHKPQRabcdefghpq(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
ïëîñêîñòü(PQR) ∈ ïó÷îêïëîñêîñòåé(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF )) &

ðàíã(

(
a b c
e f g

)
) = 2 → p−÷èñëî & q−÷èñëî & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =

setxyz((pa+ qe)x+(pb+ qf)y +(pc+ qg)z +pd+ qh = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî &
z − ÷èñëî) & ¬((p, q) = (0, 0)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñ ïîñûëêàìè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïåðâûé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû, à óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" âûäåëåíû âòîðîé è ÷åòâåðòûé. Â
îñòàëüíîì ïðèåìû ñîâïàäàþò.

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè

1. Êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè.

∀ABCDEFKabcdefgh(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
ïðÿìêîîðä(K) → (cos(óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïëîñêîñòü(DEF ))))2 ·
(a2 + b2 + c2)(e2 + f 2 + g2)− (ae + bf + cg)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(
ABC), ïëîñêîñòü(DEF ))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäî-
âàíèå. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Êîñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà.

∀ABCDEFGKabcdefghipqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu+fv+gw+h = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K)
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& êîîðä(G, K) = (p, q, r) & m = ap + bq + cr + d & n = ep + fq + gr + h &
¬(m = 0) & ¬(n = 0) & (i = 0 ∨ i = 3) → cos(äâóãðóãîë(ïëîñêîñòü(ABC),
ïëîñêîñòü(DEF ), G, i))(a2 + b2 + c2)(e2 + f 2 + g2) = −sgm · sgn · (ae + bf + cg))

∀ABCDEFGKabcdefghipqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DEF ), K) =
setuvw(eu+fv+gw+h = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K)
& êîîðä(G, K) = (p, q, r) & m = ap + bq + cr + d & n = ep + fq + gr + h &
¬(m = 0) & ¬(n = 0) & (i = 1 ∨ i = 2) → cos(äâóãðóãîë(ïëîñêîñòü(ABC),
ïëîñêîñòü(DEF ), G, i))(a2 + b2 + c2)(e2 + f 2 + g2) = sgm · sgn · (ae + bf + cg))

Âûðàæåíèå "äâóãðóãîë(M, N, P, k)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó äâóãðàííîãî óãëà, îïðå-
äåëÿåìîãî ïëîñêîñòÿìè M, N , òî÷êîé P âíå ýòèõ ïëîñêîñòåé è óêàçàòåëåì k.
Åñëè k = 0, òî òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà; åñëè k = 1, òî òî÷êà
íàõîäèòñÿ âíóòðè óãëà, ñìåæíîãî ñ äàííûì îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè M . Åñ-
ëè k = 2, òî òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè óãëà, ñìåæíîãî ñ äàííûì îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè N . Åñëè k = 3, òî òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè óãëà, âåðòèêàëüíîãî ê
äàííîìó.

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "äâóãðóãîë(ïëîñêîñòü(
ABC), ïëîñêîñòü(DEF ), G, i)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè. Âòîðîé, ïÿòûé è øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âû-
âîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Áèññåêòîðíàÿ ïëîñêîñòü äâóãðàííîãî óãëà.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ äëÿ áèññåêòîðíîé ïëîñêîñòè.

∀ABCDEFKSabcdefghkmnpq(áèññåêòðïëîñê(C, ïðÿìàÿ(AB), D, E) &
ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABD), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
p =

√
a2 + b2 + c2 & q =

√
e2 + f 2 + g2 & êîîðä(F, K) = (m,n, k) &

F ∈ äâóãðàíÓãîë(C, ïðÿìàÿ(AB), D) &
S = sg((em+fn+gk+h)(am+bn+ck+d)) → êîîðä(ïëîñêîñòü(ABE), K) =
setxyz((a/p− Se/q)x + (b/p− Sf/q)y + (c/p− Sg/q)z + (d/p− Sh/q) = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Óòâåðæäåíèå "áèññåêòðïëîñê(P, Q,R,M)" îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êàM ëåæèò íà
áèññåêòîðíîé ïëîñêîñòè óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ïðÿ-
ìóþQ è (ñîîòâåòñòâåííî) ÷åðåç òî÷êè P, R. Âûðàæåíèå "äâóãðàíÓãîë(P, Q,
R)" îáîçíà÷àåò äâóãðàííûé óãîë, âåðøèíîé êîòîðîãî ñëóæèò ïðÿìàÿ Q,
ïðè÷åì ïåðâàÿ ïîëóïëîñêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé P âíå ïðÿìîé Q, à âòî-
ðàÿ - òî÷êîé R âíå ýòîé ïðÿìîé.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå âîñü-
ìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ABE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCDEKSabcdefghkmnpq(áèññåêòðïëîñê(C, ïðÿìàÿ(AB), D, E) &
ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABD), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
p =

√
a2 + b2 + c2 & q =

√
e2 + f 2 + g2 &

0 < π/2 − äâóãðàíóãîë(C, ïðÿìàÿ(AB), D) & S = sg(ae + bf + cg) →
êîîðä(ïëîñêîñòü(ABE), K) = setxyz((a/p + Se/q)x + (b/p + Sf/q)y +
(c/p + Sg/q)z + (d/p + Sh/q) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))
Âûðàæåíèå "äâóãðàíóãîë(P, Q,R)" îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó äâóãðàííîãî óã-
ëà, âåðøèíîé êîòîðîãî ñëóæèò ïðÿìàÿ Q, ïðè÷åì ïåðâàÿ ïîëóïëîñêîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé P âíå ïðÿìîé Q, à âòîðàÿ - òî÷êîé R âíå ýòîé ïðÿìîé.
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäü-
ìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñî-
ñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ABE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
∀ABCDEKSabcdefghkmnpqrst(áèññåêòðïëîñê(C, ïðÿìàÿ(AB), D,E) &
ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABD), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
p =

√
a2 + b2 + c2 & q =

√
e2 + f 2 + g2 & êîîðä(C, K) = (m, n, k) &

êîîðä(D, K) = (r, s, t) & S = sg((er + fs + gt + h)(am + bn + ck + d)) →
êîîðä(ïëîñêîñòü(ABE), K) = setxyz((a/p− Se/q)x + (b/p− Sf/q)y +
(c/p− Sg/q)z + (d/p− Sh/q) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëü-
íûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ABE. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ââîä óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíîé
äâóãðàííîãî óãëà, åñëè èçâåñòíû óðàâíåíèÿ áèññåêòðèñû óãëà è äðóãîé
ñòîðîíû.
∀ABCDEKabcdefgh(áèññåêòðïëîñê(C, ïðÿìàÿ(AB), E, D) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABD), K) = setuvw(eu + fv +
gw + h = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) →
êîîðä(ïëîñêîñòü(ABE), K) = setxyz((ae2 + 2(bf + cg)e− a(f 2 + g2))x +
(bf 2 + 2(ae + cg)− b(e2 + g2))y + (cg2 + 2(ae + bf)g − c(e2 + f 2))z +
2(ae+ bf + cg)h− d(f 2 + g2 + e2) = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïëîñêîñòü(
ABE), K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àí-
òåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä"
íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ABE. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ââîä óðàâíåíèé äëÿ áèññåêòîðíûõ ïëîñêîñòåé ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè
ïëîñêîñòÿìè.
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∀ABCDEKSabcdefghpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(ABD), K) = setuvw(eu + fv + gw + h = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & áèññåêòðïëîñê(C, ïðÿìàÿ(AB), D, E) &
p =

√
a2 + b2 + c2 & q =

√
e2 + f 2 + g2 → êîîðä(ïëîñêîñòü(ABE), K) =

setxyz((aq − pe)x + (bq − pf)y + (cq − gp)z + dq − ph = 0 & x− ÷èñëî &
y− ÷èñëî & z− ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïëîñêîñòü(ABE), K) = setxyz((aq + pe)x +
(bq + pf)y + (cq + gp)z + dq + ph = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî & z− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ABE.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ

∀ABCDEKabcdefgpqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(DE), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + e, v + f, w + g), (p, q, r)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w−÷èñëî)ïðÿìêîîðä(K) → (a2+b2+c2)(p2+q2+r2)(sin(óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC),
ïðÿìàÿ(DE))))2 − (ap + bq + cr)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïðÿ-
ìàÿ(DE))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è
òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå äëÿ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòüþ ABC è ïðÿìîé DE íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

∀ABCDEKabcdefgpqr(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(DE), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + e, v + f, w + g), (p, q, r)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî)ïðÿìêîîðä(K) → sin(óãîëìåæäó(ïëîñêîñòü(ABC), ïðÿìàÿ(DE))) =
|ap + bq + cr|/(

√
a2 + b2 + c2

√
p2 + q2 + r2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî óãëà îòáðàñûâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

1. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè.

∀ABCDEKabcdefg(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïëîñêîñòü(CDE) & B ∈ ïëîñêîñòü(CDE) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(CDE), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (e, f, g) & ïðÿìêîîðä(K) &
àêòèâ(l(AB)) → l(AB)2 = (ae + bf + cg + d)2/(a2 + b2 + c2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f, g íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB èìååò òèï "íåèçâ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDKabcdefg(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïëîñêîñòü(BCD), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (e, f, g) → ðàññòäîïëîñêîñòè(A, ïëîñêîñòü(BCD)) =
|ae + bf + cg + d|/

√
a2 + b2 + c2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòäîïëîñêîñòè(A,
ïëîñêîñòü(BCD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

2. Ïëîñêîñòü, ðàâíîóäàëåííàÿ îò äâóõ òî÷åê.

∀ABCDEF (ðàçíûåòî÷êè(C, D) & ðàññòäîïëîñêîñòè(C, ïëîñêîñòü(ABE)) =
ðàññòäîïëîñêîñòè(D, ïëîñêîñòü(ABE)) → ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïëîñêîñòü(ABE) ∨
F − òî÷êà & F ∈ îòðåçîê(CD) & l(CF ) = l(DF ) & F ∈ ïëîñêîñòü(ABE))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî"; îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî èëè íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ F . Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðîâ èñ-
ïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ðàññòäîïëîñêîñòè"ê òåêóùåé ïîñûëêå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìðàññòäîïëîñêîñòè".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî èç ïîñû-
ëîê: ∀ab(a = b → a = b). Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì
ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê
"ðàññòäîïëîñêîñòè"è íå âõîäèò â âûðàæåíèå b.

Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: óðàâíåíèå ïëîñêîñòè âûðîäèëîñü â òîæäåñòâî

∀ABCK(êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) ↔
ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî îòëè÷èþ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòà

∀ABCKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ¬(b = 0) ∨ b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Èìåþòñÿ ïîñûëêè âèäà "ïëîñêîñòü(ABC)∩
X = Y " è "êîîðä(X, Q) = set(. . .)". Ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êîîðä(Y, S) =
set(. . .)". Íå óñìàòðèâàåòñÿ îòëè÷èå îò íóëÿ êàêîãî-ëèáî èç êîýôôèöèåíòîâ a, b, c.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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Ñèíòåçàòîð "ïëîñêáàçèñ" îïðåäåëåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà íà ïëîñ-
êîñòè

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ïëîñêáàçèñ(a, b, c, d)". Âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ a
èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè P â íåêîòîðîé
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå - âûõîäíûå. Ïåðåìåííîé
b ïðèñâàèâàåòñÿ êîîðäèíàòíûé íàáîð, îïðåäåëÿþùèé íåêîòîðóþ òî÷êó ïëîñêîñòè P
(íà÷àëî êîîðäèíàò); ïåðåìåííûì c è d - êîîðäèíàòíûå íàáîðû, îïðåäåëÿþùèå âåê-
òîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà íà äàííîé ïëîñêîñòè.

1. Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ êîîðäèíàòíîé.

∀abc(c = −b/a → ïëîñêáàçèñ((a, 0, 0, b), (c, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)))

∀abc(c = −b/a → ïëîñêáàçèñ((0, a, 0, b), (0, c, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1)))

∀abc(c = −b/a → ïëîñêáàçèñ((0, 0, a, b), (0, 0, c), (1, 0, 0), (0, 1, 0)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

2. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîîðäèíàòíóþ îñü.

∀abc(c =
√

a2 + b2 → ïëîñêáàçèñ((0, a, b, 0), (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0,−b/c, a/c)))

∀abc(c =
√

a2 + b2 → ïëîñêáàçèñ((a, 0, b, 0), (0, 0, 0), (0, 1, 0), (−b/c, 0, a/c)))

∀abc(c =
√

a2 + b2 → ïëîñêáàçèñ((a, b, 0, 0), (0, 0, 0), (0, 0, 1), (−b/c, a/c, 0)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

3. Îáùèé ñëó÷àé.

∀abcdmnpqrxy(m = c2d2 + a2d2 + b2c2 & p = bc2x− ad2y & q = −abcx− bc2y − cd2y
& r = a2dx + c2dx + abdy & n = p2 + q2 + r2 & ¬(c = 0) & ¬(d = 0) →
ïëîñêáàçèñ((ax + by, cx, dy, 0), (0, 0, 0), (cd/sqrtm,−ad/sqrtm,−bc/sqrtm),
(p/sqrtn, q/sqrtn, r/sqrtn)))

Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñëåäóþùèå
äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀abcdmn(m =
√

a2 + b2 + c2 & n =
√

b2 + c2 & ¬(c = 0) → ïëîñêáàçèñ((a, b, c, d),
(0, 0,−d/c), (0, c/n,−b/n), (−n/m, ab/(mn), ac/(mn))))

∀abcdmn(m =
√

a2 + b2 + c2 & n =
√

b2 + c2 & ¬(b = 0) → ïëîñêáàçèñ((a, b, c, d),
(0,−d/b, 0), (0, c/n,−b/n), (−n/m, ab/(mn), ac/(mn))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñèíòåçàòîð "Ïëîñêáàçèñ" îïðåäåëåíèÿ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ çàäàííîìó âåêòîðó

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "Ïëîñêáàçèñ(a, b, c)". Âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ a èìå-
åò ñâîèì çíà÷åíèåì êîîðäèíàòíûé íàáîð âåêòîðà íîðìàëè ê ïëîñêîñòè P â íåêîòîðîì
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå - âûõîäíûå. Èì ïðèñâàèâàþòñÿ
êîîðäèíàòû â òîì æå áàçèñå äâóõ åäèíè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó âåêòîðîâ,
ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè P .
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1. Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ êîîðäèíàòíîé.

∀a(Ïëîñêáàçèñ((a, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)))

∀a(Ïëîñêáàçèñ((0, a, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1)))

∀a(Ïëîñêáàçèñ((0, 0, a), (1, 0, 0), (0, 1, 0)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îáùèé ñëó÷àé.

∀abcmn(m =
√

a2 + b2 + c2 & n =
√

b2 + c2 & ¬(n = 0) → Ïëîñêáàçèñ((a, b, c),
(0, c/n,−b/n), (−n/m, ab/(mn), ac/(mn))))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". òðåòèé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

1.8 Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà
Îêðóæíîñòü

1. Ââîä óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè ñ çàäàííûì öåíòðîì.

∀AKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) → c− ÷èñëî &
êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(x

2 − 2ax + y2 − 2by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(îêðóæíîñòü(AB),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàò-
ðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè AB ÷åðåç ñòàðûå ïàðà-
ìåòðû. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè, èìåþùåé çàäàííûé öåíòð è êàñàþùåéñÿ çàäàííîé
ïðÿìîé.

∀ABCDKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & ïðÿìàÿ(CD)−êàñàòåëüíàÿ
ê îêðóæíîñòü(AB) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setxy(cx + dy + e = 0 &
x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) → êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setuv(u

2 + v2 − 2au −
2bv + a2 + b2 − (ac + bd + e)2/(c2 + d2) = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(îêðóæíîñòü(AB),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è òðå-
òèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ââîä óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè, èìåþùåé çàäàííûé ðàäèóñ.

∀ABKabc(ïðÿìêîîðä(K) & l(AB) = c → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(x

2 + y2 − 2ax− 2by + a2 + b2 − c2 = 0)
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(îêðóæíîñòü(AB),
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K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä"
íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè AB. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïàðàìåòðû a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò öåíòðà îêðóæíîñòè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû åå óðàâíåíèÿ.

∀ABKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(ax2 +ay2 + bx+
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (e, f) →
b + 2ae = 0 & c + 2af = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(ax2 + ay2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → êîîðä(A, K) = (−b/(2a),−c/(2a)) &
¬(a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Âûðàæåíèå ðàäèóñà îêðóæíîñòè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.

∀ABKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(ax2 + ay2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → b2 + c2 − 4a(d + al(AB)2) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñî-
äåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå äëÿ ðàññòîÿíèÿ AB - ñîäåðæèò. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(Îêðóæíîñòü(ABC), K) = setxy(ax2 + ay2 +
bx + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → b2 + c2 − 4a(d + al(AB)2) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óñëîâèÿ íà íåèçâåñòíûå îòáðîøåíû, à óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä êâàäðàòàìè.

∀ABKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(ax2 + by2 + cx +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → a− b = 0)

∀ABCKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(Îêðóæíîñòü(ABC), K) = setxy(ax2 + by2 +
cx + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → a− b = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòà ïðè ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè.

∀ABCKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(Îêðóæíîñòü(ABC), K) = setxy(ax2 + by2 +
cxy + cd + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → c = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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8. Íåíóëåâîé êîýôôöèåíò ïðè êâàäðàòàõ.

∀ABKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(ax2 + dy2 + bx +
cy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ¬(a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "ýëåìåíò(õ23)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè xy ñ âîçìîæíîé ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ. Íå óñìàò-
ðèâàåòñÿ, ÷òî a íå ðàâíî 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ââîä óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè çàäàííûå òî÷êè.

∀ABCDEKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &

êîîðä(C, K) = (e, f) & p = det

 a b 1
c d 1
e f 1

 & ¬(p = 0) & A ∈ îêðóæíîñòü(DE)

& B ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & q = det

 a2 + b2 b 1
c2 + d2 d 1
e2 + f 2 f 1


& r = det

 a2 + b2 a 1
c2 + d2 c 1
e2 + f 2 e 1

 & s = det

 a2 + b2 a b
c2 + d2 c d
e2 + f 2 e f

 →

êîîðä(îêðóæíîñòü(DE), K) = setxy(px
2 + py2 − qx + ry − s = 0 &

x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(îêðóæíîñòü(DE),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ íîìåðàìè îò øåñòîãî äî äåâÿòîãî èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îïðåäåëèòåëè
âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîïðåäåëèòåëü". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå îêðóæíîñòè DE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

10. Êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè.

∀ABCDKabcdpq(A ∈ îêðóæíîñòü(CD) & B ∈ îêðóæíîñòü(CD) & ïðÿìêîîðä(K)
& êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) → p− ÷èñëî & q − ÷èñëî &
êîîðä(C, K) = (p, q) & 2(c− a)p + 2(d− b)q + a2 + b2 − c2 − d2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(îêðóæíîñòü(CD),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì",
ïîñëåäíèå äâà - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò
íåèçâåñòíûõ. Íà îêðóæíîñòè íå âûäåëåíî íèêàêèõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò A, B,
äëÿ êîòîðûõ íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" ìîã áû îïðåäåëèòü èõ êîîðäèíàòû,
âûðàæåííûå òîëüêî ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþ-
ùàÿ óðàâíåíèå îêðóæíîñòè CD. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû p, q. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ââîä óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ çàäàííîé ïðÿìîé â çàäàííîé òî÷êå.
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∀ABCDEKabcdepq(ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) &
A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & A ∈ îêðóæíîñòü(DE) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(cx + dy + e = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) → p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & − dp + cq + ad− bc = 0 &
êîîðä(îêðóæíîñòü(DE), K) = setuv(u

2 + v2 − 2pu− 2qv + 2ap− a2 +
2bq − b2 = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(D, K) = (p, q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(îêðóæíîñòü(DE),
K)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è ïÿòûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé è øåñòîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñî-
ñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè DE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

12. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îêðóæíîñòè è ïðÿìîé.

(a) Îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ.

∀ABCDKabcdpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(px+qy+r = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî) & êîîðä(îêðóæíîñòü(CD), K) =
setuv(au2 + av2 + bu + cv + d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) →
íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(AB), îêðóæíîñòü(CD)) ↔
0 < (pb + qc− 2ar)2 − (b2 + c2 − 4ad)(p2 + q2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèå
öåëü "èññëåäîâàòü". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè.

∀ABCDKabcdpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(px+qy+r = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî) & êîîðä(îêðóæíîñòü(CD), K) =
setuv(au2 + av2 + bu + cv + d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) →
ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD) ↔
(pb + qc− 2ar)2 − (b2 + c2 − 4ad)(p2 + q2) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

13. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.

∀ABCDKabcdmnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (p, q) &
êîîðä(îêðóæíîñòü(CD), K) = setxy(ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD)
& n = b2 + c2 − 4ad & m =

√
n(4a2p2 + 4abp + 4a2q2 + 4acq + 4ad) &

r = c2 − 4ad− b2 − 4abp & s = −(2ap + b)(2aq + c) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv((v − q)r − (u− p)(s + m) = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv((v − q)r −
(u− p)(s−m) = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò,



276 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

à òàêæå òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Ðåçóëüòàò ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê â âûðàæåíèè "ap2 + aq2 + bp + cq + d" íå
òîæäåñòâåííî íóëåâîé. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

14. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ êàñàòåëüíûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.

∀ABCDEKabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(îêðóæíîñòü(BC),
K) = setxy(ax2 + ay2 + bx + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
ïðÿìàÿ(AE)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(BC) & ïðÿìàÿ(AD)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(BC) & E ∈ îêðóæíîñòü(BC) & D ∈ îêðóæíîñòü(BC) &
ðàçíûåòî÷êè(D, E) → êîîðä(ïðÿìàÿ(DE), K) = setuv(u(b + 2ap) + v(c + 2aq) +
cq + bp + 2d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(DE),K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò,
à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé è ñåäüìîé -
óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé DE. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè.

∀ABCKa(êàíîíè÷êîîðä(K, a) & îêðóæí(a) & K = (A, B, C) → öåíòð(A, a))

Óòâåðæäåíèå "îêðóæí(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îêðóæíîñòü; óòâåðæäåíèå "êà-
íîíè÷êîîðä(K, a)" - ÷òî K åñòü êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò äëÿ îêðóæíî-
ñòè a.

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Ââîä êîîðäèíàò öåíòðà îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

∀ABCKabc(ïðÿìêîîðä(K) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(A, K) =
(a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "Îêðóæíîñòü(A, B, C)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ê äàííîé
îêðóæíîñòè. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäè-
íàòû òî÷êè A. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

17. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: óðàâíåíèå îêðóæíîñòè âûðîäèëîñü â òîæäåñòâî.

∀ABCK(êîîðä(Îêðóæíîñòü(ABC), K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.
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Îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

1. Ââîä îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀EKabcdef (ëèíâòîðïîðÿäêà(E) & ïðÿìêîîðä(K) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

∀EKabcdef (ýëëèïñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî) & b2 − 4ac < 0)

∀EKabcdef (ãèïåðáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) → a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
0 < b2 − 4ac & ¬(4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 = 0))

∀EKabcdef (ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
b2 − 4ac = 0 & ¬(4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 = 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð
"îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòè âûðàçèòü óðàâíåíèå êðèâîé E ÷åðåç
ñòàðûå ïàðàìåòðû. Ââîäÿòñÿ íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c, d, e, f . Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.

2. Ýëåìåíò êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà - òî÷êà.

∀AB(ëèíâòîðïîðÿäêà(B) & A ∈ B → A− òî÷êà)

∀AB(ýëëèïñ(B) & A ∈ B → A− òî÷êà)

∀AB(ãèïåðáîëà(B) & A ∈ B → A− òî÷êà)

∀AB(ïàðàáîëà(B) & A ∈ B → A− òî÷êà)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âåðøèíà êðèâîé ïðèíàäëåæèò êðèâîé.

∀AE(âåðøèíà(A, E) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) → A ∈ E)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå àëüòåðíàòèâíûõ çàãîëîâêîâ
âòîðîãî àíòåöåäåíòà: "ýëëèïñ", "ãèïåðáîëà", "ïàðàáîëà". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

4. Íåâûðîæäåííîñòü óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀KPabc(a = bc & ëèíâòîðïîðÿäêà(P ) & êîîðä(P, K) = setxy(a = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) → ¬(b = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "ôàêòîðèçàöèÿ". Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
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b ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîìíîæèòåëåé, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ x, y. Óêà-
çàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ëèíâòîðïîðÿäêà" íà ëþáîé èç
ñèìâîëîâ "ýëëèïñ", "ãèïåðáîëà", "ïàðàáîëà". Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå óñìàò-
ðèâàåò, ÷òî çíà÷åíèå b íåíóëåâîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Èçìåíåíèå çíàêà ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè óðàâíåíèÿ êðèâîé
âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀af (setxy(−ax2 + f(x, y) = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) = setxy(ax2 − f(x, y) =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, ò.å. f(x, y)
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì âûðàæåíèåì. Ýòî âûðàæåíèå íå äîëæíî
èìåòü ñëàãàåìûõ, äåëÿùèõñÿ íà x2. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Îòîæäåñòâëåíèå äâóõ êðèâûõ ïî èõ âêëþ÷åíèþ.

∀EFKabcdefmnpqrs(E ⊆ F & ãèïåðáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + by2 + cxy +dx+ ey + f = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & êîîðä(F, K) =
setuv(mu2 + nv2 + puv + qu + rv + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) →
an− bm = 0 & bp− cn = 0 & ap− cm = 0 & dm− aq = 0 & br − ne = 0 &
as− fm = 0 & bs− nf = 0 & es− fr = 0 & ar −me = 0 & cq − dp = 0 &
cr − ep = 0 & bq − dn = 0 & cs− fp = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðå-
øàåò çàìåíó ñèìâîëà "ãèïåðáîëà" íà ëþáîé èç ñèìâîëîâ "ïàðàáîëà", "ýëëèïñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ ïåðåõîäà ê ãëàâíûì îñÿì êðèâîé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà.

∀ABCEKQabcdefmpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx +

ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & m = a− b +
√

(a− b)2 + c2 &

p = m/
√

m2 + c2 & q = c/
√

m2 + c2 → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
(A, B, C) = Q & êîîðä(A, K) = (0, 0) & êîîðä(B, K) = (p, q) &
êîîðä(C, K) = (−q, p) & ïðÿìêîîðä(Q) & êîîðä(E, Q) =
setuv((m

2a + m2c + bc2)u2 + (m2b−mc2 + ac2)v2 + (md + ce)
√

m2 + c2u +
(em− cd)

√
m2 + c2v + fm2 + fc2 = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå òðè
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êîýôôèåíò c íåíóëåâîé, îñòàëüíûå
êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çà-
äàþùàÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå êðèâîé E áåç ñìåøàííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Ëèáî çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü", ëèáî èìååò öåëü "ëèíèÿ"(ò.å.
àíàëèçèðóåòñÿ òèï êðèâîé), ëèáî â ïîñûëêàõ óïîìèíàþòñÿ ôîêóñ, èëè äèðåê-
òðèñà, èëè ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, èëè ôîêàëüíàÿ õîðäà, èëè ýêñöåíòðèñèòåò
êðèâîé E. Åñëè ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå ÷ðåçìåðíî äëèííîå (áîëåå 380 ñèì-
âîëîâ), òî âûâîä áëîêèðóåòñÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,Q. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Óñìîòðåíèå òèïà êðèâîé.
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(a) Óñìîòðåíèå âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ (òî÷êà ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî)

∀AEKabcdefp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & p = b2 − 4ac & p < 0 &
4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 = 0 → A− òî÷êà & {A} = E &
êîîðä(A, K) = ((2cd− be)/p, (2ae− bd)/p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òàêàÿ
öåëü îçíà÷àåò, ÷òî èññëåäóþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ëèíèè, çàäàííîé ñâîèì
óðàâíåíèåì. Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "E = {X}". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ A.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀EKabcdefp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & p = b2 − 4ac & p < 0 &
0 < a(4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2) → E = ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òðå-
òèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"E = ∅". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & b2 − 4ac = 0 & ¬(a = 0) &
cd2 − ae2 = 0 & d2 − 4af < 0 → E = ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" âûäåëåíû òðå-
òèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû, à ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè îáðàáàòûâàþòñÿ
÷åòâåðòûé è øåñòîé.

∀EKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by + c = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & b2 − 4ac < 0 → E = ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå ñîäåðæèò ëèøü ïåðåìåííóþ x,
ó÷òåí â ïðåäûäóùåìó ïðèåìå, ãäå óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò çà-
íóëåíèå êîýôôèöèåíòîâ b, c, d, e.

(b) Óñìîòðåíèå îäíîé ïðÿìîé.

∀ABEKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 +by2 +cxy+dx+ey+
f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & b2 − 4ac = 0 & 2cd− be = 0 &
e2 − 4cf = 0 & ¬(c = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) = E & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(bu + 2cv + e = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Àí-
òåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "E = ïðÿìàÿ(XY )". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
A, B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + c = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & b2 − 4ac = 0 & ¬(a = 0) → A− òî÷êà
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& B − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) = E & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(2au + b = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" âûäåëåí òîëü-
êî òðåòèé àíòåöåäåíò.

(c) Óñìîòðåíèå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

∀ABCDEKabcdefp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx+
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & b2 − 4ac = 0 & 2cd− be = 0 &
p = e2 − 4cf & 0 < p & ¬(c = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) = E & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(bu+2cv+e+

√
p = 0 & u−÷èñëî& v−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =

setuv(bu + 2cv + e−√p = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Àíòå-
öåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", äâà
ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îò-
ñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "E = ïðÿìàÿ(XY ) ∪ ïðÿìàÿ(ZV )". Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & d = b2 − 4ac & 0 < d & ¬(a = 0) →
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) = E & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(2au+b+

√
d = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =

setuv(2au + b−
√

d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" âûäåëåí òîëü-
êî òðåòèé àíòåöåäåíò.

(d) Óñìîòðåíèå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

∀ABCDEFKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 & b2c + d2a − 4ace = 0 →
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & F − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) = E & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2

√
|a|u + 2

√
|c|v + bsg(a)/

√
|a|+

dsg(c)/
√
|c| = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =

setuv(2
√
|a|u− 2

√
|c|v + bsg(a)/

√
|a| − dsg(c)/

√
|c| = 0 & u− ÷èñëî) &

êîîðä(F, K) = (−b/(2a),−d/(2c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êî-
îðä(X, E)", à òàêæå ïîñûëêà âèäà "E = ïðÿìàÿ(XY )∪ïðÿìàÿ(ZV )". Ïðè-
åì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,D, F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKMabcdefp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy +
dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & p = b2 − 4ac & 0 < p &
4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 = 0 → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) = E & M − òî÷êà
& M ∈ ïðÿìàÿ(AB) & M ∈ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv((b +

√
p)u + 2cv + e + (be− 2cd)/

√
p = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &

êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv((b−
√

p)u + 2cv + e + (2cd− be)/
√

p = 0 &
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u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(M, K) = ((2cd− be)/
√

p, (2ae− bd)/
√

p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òðå-
òèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åò-
âåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà
âèäà "E = ïðÿìàÿ(XY ) ∪ ïðÿìàÿ(ZV )". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
A, B, C,D,M . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(e) Óñìîòðåíèå ýëëèïñà.

∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & b2 − 4ac < 0 &
(a + c)(4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2) < 0 → ýëëèïñ(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé
è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå ÿâíîãî óêàçàíèÿ íà òèï êðèâîé E (ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà,
îáúåäèíåíèå äâóõ ïðÿìûõ). Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò îáðàùå-
íèå â òîæäåñòâåííûé íîëü ëþáîãî èç êîýôôèöèåíòîâ, îäíàêî äîïîëíèòåëü-
íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàåòñÿ ëèáî ÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, ëèáî ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Óñìîòðåíèå ãèïåðáîëû.

∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx
+ ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < b2 − 4ac &
¬(4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 = 0) → ãèïåðáîëà(E))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Óñìîòðåíèå ïàðàáîëû.

∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & b2 − 4ac = 0 &
¬(4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 = 0) → ïàðàáîëà(E))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð".

(h) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñìîòðåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû ëèáî ïàðàáîëû.

∀EKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy+e = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) → 0 < ac ∨ ac < 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ", ïîñëåä-
íèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ
ac ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè íå óñìàòðèâàåòñÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âè-
äà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)". Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀EKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → a = 0 ∨ ¬(a = 0))

∀EKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → c = 0 ∨ ¬(c = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Â ïåðâîì ñëó÷àå
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íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a íå ðàâíî 0, âòîðîì - ÷òî c íå ðàâíî 0. Îòñóòñòâó-
åò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)". Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâî-
æäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀EKabcdefp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cxy + dx +
ey+f = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & p = b2−4ac → 0 < p ∨ p = 0 ∨ p < 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ", ïî-
ñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
ÿâíîãî óêàçàíèÿ íà òèï êðèâîé E (ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà, ðàâåí-
ñòâî ñ E â îäíîé èç ÷àñòåé). Ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò çíàê
âûðàæåíèÿ p, ïðè÷åì ýòî âûðàæåíèå - íå òîæäåñòâåííûé íîëü. Âûâîäè-
ìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(i) Óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïðÿ-
ìûõ.

∀ABCDEKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 +by2 +cx+dy+e =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & E = ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) → ab <
0 & e = c2/(4a) + d2/(4b) ∨ a = 0 ∨ b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïðîâåðî÷íûé
îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò, ÷òî ab ìåíüøå íóëÿ. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

∀ABCDEKabc(E = ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 +

b = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ab < 0 & c =
√

b/a & ïðÿìêîîðä(K) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(x−c = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(x + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(x + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(x− c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â ïîñûëêàõ íå ïðèâå-
äåíû óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ AB è CD. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(j) Ðåãèñòðàöèÿ â ñïèñêå óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ
èññëåäîâàíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âñå ïðèåìû ýòîãî ïóíêòà èìåþò çàãîëîâîê "çàìåùåíèåóñëîâèé" è ïðèìå-
íÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü". Îíè âû-
ïîëíÿþò äîáàâëåíèå ê ñïèñêó óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ãðóï-
ïó ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, çàâåðøàåòñÿ
àíàëèç êðèâîé è ïðîèñõîäèò îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ åå õàðàêòåðèçàöèè â
îòâåòå çàäà÷è íà îïèñàíèå. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "çàìåùåíèåóñëîâèé(A)",
ãäå A - âèä ïîñûëêè, îáðàçóþùåé ÿäðî óêàçàííîé ãðóïïû ïîñûëîê. Ê íåé
äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèâîäèìûõ íèæå ïðèåìîâ ðàâåí 7.

i. çàìåùåíèåóñëîâèé(ýëëèïñ(a)).
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Ëèáî a - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ ïî-
ñûëêà âèäà "c = d", ãäå c - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è, à âûðàæåíèå
d ñîäåðæäèò ïåðåìåííóþ a.

ii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ãèïåðáîëà(a)).

iii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ïàðàáîëà(a)).

iv. çàìåùåíèåóñëîâèÿ(îêðóæí(a)).

v. çàìåùåíèåóñëîâèé(öåíòð(b a)).
Âñå ýòè ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïåðâîìó.

vi. çàìåùåíèåóñëîâèé(êàíîíè÷êîîðä(a b)).
Ëèáî b - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ ïî-
ñûëêà âèäà "c = b ∪ d", ãäå c - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è.

vii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(êîîðä(a b)c)).
Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(b a)". Ëèáî a - íåèçâåñòíàÿ âíåø-
íåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "d = a ∪ e", ãäå d
- íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "a = {X}".
Ñîçäàíû åùå íåñêîëüêî âåðñèé äàííîãî ïðèåìà:

A. Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì èìååòñÿ ïîñûëêà
âèäà K = (A, B, C), ãäå a åñòü îäíà èç ïåðåìåííûõ A, B, C. Ñóùå-
ñòâóåò ïîñûëêà "êàíîíè÷êîîðä(K, X)", è ëèáî X ÿâëÿåòñÿ íåèç-
âåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà
"Y = X ∪ P", ãäå Y - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è.

B. Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà
"X = a∪Y ", ãäå X - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îò-
ñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà "ðàâíî(êîîðä(a K)p)", "êàíîíè÷êîîðä(K
a)", ãäå K íå ðàâíî b, à p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.

C. Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà
"A = B ∪ C", ãäå A - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå,
ïðè÷åì â ñïèñîê ïîñûëîê âõîäÿò óòâåðæäåíèÿ "a ∈ B" è "a ∈ C".

D. Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Èìååòñÿ ïîñûëêà âè-
äà "X = A, ãäå a - ïîäâûðàæåíèå âûðàæåíèÿ A, à X - íåèç-
âåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà
"ðàâíî(êîîðä(a K)p)", "êàíîíè÷êîîðä(K a)", ãäå K íå ðàâíî b, à
p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.

E. Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñò-
íàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå c ñîäåðæèò ñèìâîë
"ïðîïîðöíàáîðû".

F. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêè
"öåíòð(a, e)" è "P = Q", ãäå e ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæå-
íèÿ Q, à P - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

viii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(a íàáîð(b c d))).
Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(a X)". Ëèáî X ÿâëÿåòñÿ íåèç-
âåñòíîé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "Y =
X ∪ P", ãäå Y - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è.

ix. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(áîëüøàÿîñü(a)b)).
Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ëèáî a - íåèçâåñòíàÿ âíåø-
íåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "c = d", ãäå c -
íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è, à âûðàæåíèå d ñîäåðæäèò ïåðåìåííóþ a.
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x. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(ìàëàÿîñü(a)b)).

xi. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(äåéñòâïîëóîñü(a)b)).

xii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(ìíèìàÿïîëóîñü(a)b)).

xiii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(ôîêõîðäà(a)b)).

xiv. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(ðàäèóñ(a)b)).
Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

xv. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(a îáúåäèíåíèå(b c))).
Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

xvi. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(a ïðÿìàÿ(b c))).

xvii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(a ïåðå÷åíü(íàáîð(b)))).

xviii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(a ïóñòî)).

xix. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(a ëó÷(b c))).

xx. çàìåùåíèåóñëîâèé(Ïðÿìàÿ(a)).
Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

9. Îñè ñèììåòðèè êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ êðèâîé, ó êîòîðîé îñü ñèììåòðèè ñîâïàäàåò ñ îñüþ êîîð-
äèíàò.

∀ABCDEFKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & ëèíâòîðïîðÿäêà(F ) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(DE), F ) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) →
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & êîîðä(F, K) =
setxy(ax2 + by2 + cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

∀ABCDEFKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) & ëèíâòîðïîðÿäêà(F ) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(DE), F ) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(DE) →
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & êîîðä(F, K) =
setxy(ax2 + by2 + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé è øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò
óðàâíåíèå êðèâîé F îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(y = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî
& d− ÷èñëî & êîîðä(E, K) = setuv(au2 + bv2 + cu + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî))

∀ABEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(x = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî
& d− ÷èñëî & êîîðä(E, K) = setuv(au2 + bv2 + cv + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åò-
âåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò
óðàâíåíèå êðèâîé E îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(b) Ââîä óðàâíåíèÿ êðèâîé, ó êîòîðîé îáå îñè ñèììåòðèè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè
êîîðäèíàò.

∀ABCDEFGKPabc(ïðÿìêîîðä(K) & ëèíâòîðïîðÿäêà(P ) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(FG), P ) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(DE), P ) &
K = (A, B, C) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) & B ∈ ïðÿìàÿ(DE) & A ∈ ïðÿìàÿ(FG)
& C ∈ ïðÿìàÿ(FG) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(P, K) =
setxy(ax2 + by2 + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïîñëåäíèå ÷åòûðå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò
óðàâíåíèå êðèâîé P îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû êðèâîé, ó êîòîðîé îñü êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ
îñüþ ñèììåòðèè.

∀ABCDEFKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(DF ), E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
ëèíâòîðïîðÿäêà(E) & A ∈ ïðÿìàÿ(DF ) & B ∈ ïðÿìàÿ(DF ) →
b = 0 & e = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïî-
ñëåäíèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêàåò
ðàññìîòðåíèå âìåñòî ñèìâîëà "ëèíâòîðïîðÿäêà" ñèìâîëîâ "ýëëèïñ", "ãè-
ïåðáîëà", "ïàðàáîëà". Âûâîäèìûå ðàâåíñòâà ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Óðàâíåíèå îñè ñèììåòðèè.

∀ABCDEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(BC), E) &
A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(A, K) = (e, 0) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + by2 + cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
¬(e = 0) → êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setuv(v = 0 & u− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ÷åòâåðòûé -
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäå-
ëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé BC. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

10. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé

(a) Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå óñëîâèÿ êàñàíèÿ.

∀AEKabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
A− êàñàòåëüíàÿ ê E ↔ ∃gh(g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & êîîðä(A, K) =
setuv((2ag + ch + d)u + (2bh + cg + e)v + dg + eh + 2f = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) & ag2 + bh2 + cgh + dg + eh + f = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
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èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå A ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íîð-
ìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé A.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ââîä óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäàííîé òî÷êå
ýòîé êðèâîé.

∀AEKMNabcdefpq(ïðÿìêîîðä(K) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) & ïðÿìàÿ(MN)−
êàñàòåëüíàÿ ê E & A ∈ E & A ∈ ïðÿìàÿ(MN) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p, q) → êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) = setxy((2ap + cq + d)x +
(2bq + cp + e)y + dp + eq + 2f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå òðåòèé, ÷åò-
âåðòûé è øåñòîé, èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ñåäüìîé - óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò óðàâíåíèå ïðÿìîé MN îòíîñè-
òåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Óñëîâèå íà êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà â çàäàííîé òî÷êå ýòîé
êðèâîé.

∀AEKMNabcdefmnkpq(ïðÿìêîîðä(K) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) & ïðÿìàÿ(MN)−
êàñàòåëüíàÿ ê E & A ∈ E & A ∈ ïðÿìàÿ(MN) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) = setuv(mu + nv + k = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → (2ap + cq + d)n− (2bq + cp + e)m = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå øå-
ñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì",
ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü
"âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ëèíâòîðïîðÿäêà" íà ñèìâîëû "ýë-
ëèïñ", "ãèïåðáîëà", "ïàðàáîëà". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 4.

(d) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCEKab(ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê E & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) &
ïðÿìêîîðä(K) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
C ∈ E & êîîðä(C, K) = (a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì äîïóñ-
êàåòñÿ çàìåíà ñèìâîëà "ëèíâòîðïîðÿäêà" íà ñèìâîëû "ýëëèïñ", "ãèïåðáî-
ëà", "ïàðàáîëà". Îáùàÿ òî÷êà ïðÿìîé MN è êðèâîé E ïîêà íå ââåäåíà.
Èìååòñÿ óðàâíåíèå êðèâîé E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Êàñàòåëüíàÿ ê ïëîñêîé êðèâîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè ýòîé êðèâîé.

∀ABCEPQ(E ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) &
ïðÿìàÿ(PQ)− êàñàòåëüíàÿ ê E → ïðÿìàÿ(PQ) ⊆ ïëîñêîñòü(ABC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì äîïóñêà-
åòñÿ çàìåíà ñèìâîëà "ëèíâòîðïîðÿäêà" íà ñèìâîëû "ýëëèïñ", "ãèïåðáîëà",
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"ïàðàáîëà". Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå óñìàòðèâàåò âêëþ÷åíèå ïðÿìîé PQ
â ïëîñêîñòü ABC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ôîêóñû è äèðåêòðèñû.

(a) Êîîðäèíàòû ôîêóñîâ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀ABEKabcdempq(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) & ¬(a = 0) &
¬(c = 0) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & m = 4ace− cb2 − ad2 & p = −b/(2a) & q = −d/(2c) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) → 0 < m(c−a) & êîîðä(A, K) = (p, q+

√
(c− a)m/(2ac))

& êîîðä(B, K) = (p, q−
√

(c− a)m/(2ac)) ∨ 0 ≤ m(a− c) & êîîðä(A, K) =

(p +
√

(a− c)m/(2ac), q) & êîîðä(B, K) = (p−
√

(a− c)m/(2ac), q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñ ñåäüìîãî ïî äåâÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Ïåðåìåííûå A, B âõîäÿò â ñïèñîê ïîñûëîê ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì.
Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷åê
A, B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀AEKabcdempq(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & ¬(c = 0) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
¬(a = 0) & m = 4ace− cb2 − ad2 & p = −b/(2a) & q = −d/(2c) →
0 < m(c− a) & (êîîðä(A, K) = (p, q +

√
(c− a)m/(2ac)) ∨

êîîðä(A, K) = (p, q −
√

(c− a)m/(2ac))) ∨ 0 ≤ m(a− c) & (êîîðä(A, K) =

(p +
√

(a− c)m/(2ac), q) ∨ êîîðä(A, K) = (p−
√

(a− c)m/(2ac), q)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòâåðòûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñ øåñòîãî ïî âîñüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðå-
äåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

∀AEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax + by2 + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ¬(a = 0)
& ¬(b = 0) → êîîðä(A, K) = (−c/(2b), (c2 − 4bd− a2)/(4ab)))

∀AEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & êîîðä(E, K) =
setyx(ax + by2 + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ¬(a = 0)
& ¬(b = 0) → êîîðä(A, K) = ((c2 − 4bd− a2)/(4ab),−c/(2b)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êî-
îðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀AEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax + by2 + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p, q) → 4abp + 4bd + a2 = c2 & 2bq + c = 0)

∀AEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & êîîðä(E, K) =
setyx(ax + by2 + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p, q) → 4abq + 4bd + a2 = c2 & 2bp + c = 0)
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀AEKabcdempqr(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& p = −b/(2a) & q = −d/(2c) & êîîðä(A, K) = (p, r) &
m = 4ace− cb2 − ad2 → 4a2c2(r − q)2 − (c− a)m = 0)

∀AEKabcdempqr(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& p = −b/(2a) & q = −d/(2c) & êîîðä(A, K) = (r, q) &
m = 4ace− cb2 − ad2 → 4a2c2(r − p)2 − (c− a)m = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Òðå-
òèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Àíòåöåäåíòû ñ øåñòîãî ïî äåâÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè.

∀ABEKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) →
l(AB) =

√
|(c− a)(4ace− b2c− d2a)|/(ac))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöå-
äåíòà, à òàêæå ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëü-
íûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(c) Óðàâíåíèå äèðåêòðèñû äëÿ çàäàííîãî ôîêóñà.

∀ACDEKabcders(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(CD),
A, E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) & êîîðä(A, K) = (r, s) &
2ar + b = 0 & ¬(2cs + d = 0) → êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(2(2cs + d)acv + 2ascd− b2c + 4ace = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

∀ACDEKabcders(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(CD),
A, E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) & êîîðä(A, K) = (r, s) &
2cs + d = 0 & ¬(2ar + b = 0) → êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(2(2ar + b)acu + 2arbc− d2a + 4ace = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå. Ïÿòûé, øåñòîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè, ñåäüìîé è âîñüìîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax + by2 + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ¬(a = 0) &
¬(b = 0) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), A,E) → êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setuv(4abu− a2 − c2 + 4bd = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
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∀ABCEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) & êîîðä(E, K) =
setyx(ax + by2 + cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ¬(a = 0) &
¬(b = 0) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), A,E) → êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setuv(4abu− a2 − c2 + 4bd = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå
ïðÿìîé BC. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Êîîðäèíàòû ôîêóñà äëÿ çàäàííîé äèðåêòðèñû.

∀ABCEKabcdemn(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), A,E) &
ôîêóñ(A, E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setuv(mu + n = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) → êîîðä(A, K) =
((4cem− d2m− 2bcn)/(2c(2an−mb)),−d/(2c)))

∀ABCEKabcdemn(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setyx(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), A,E) &
ôîêóñ(A, E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setuv(mu + n = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) → êîîðä(A, K) =
(−d/(2c), (4cem− d2m− 2bcn)/(2c(2an−mb))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íîðìàëèçàòîð "íîðì-
êîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñû.

∀ABCDK(äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(AB), C,D) → àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(D), K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå
"êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)" íå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6.

(f) Óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûìè ôîêóñîì è äèðåêòðèñîé.

∀ABCEFGHKQabcemnpq(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) &
äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), A,E) & êîîðä(A, K) = (p, q) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& m = ap + bq + c & n =

√
a2 + b2 & ýêñöåíòðèñèòåò(E) = e →

F − òî÷êà & G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, G, H) = Q &
êîîðä(F, K) = (p− aem/((1 + e)n), q − bem/((1 + e)n)) & êîîðä(G, K) =
(p− a(me + e + 1)/((1 + e)n), q− b(me + e + 1)/((1 + e)n)) & êîîðä(H, K) =
(p−(aem+be+b)/((1+e)n), q−(bem−ae−a)/((1+e)n)) & ïðÿìêîîðä(Q) &
êîîðä(E, Q) = setuv(nv2 +2emu+(1− e2)nu2 = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è âîñüìîé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå
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êðèâîé E îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íî-
âûå ïåðåìåííûå F, G, H, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCEGHKQabcdmnpq(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) &
äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), A,E) & êîîðä(A, K) = (p, q) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& m =

√
a2 + b2 & n = ap + bq + c → G− òî÷êà & H − òî÷êà &

(A, G, H) = Q & êîîðä(G, K) = (p + a/m, q + b/m) & êîîðä(H, K) =
(p−b/m, q+a/m) & ïðÿìêîîðä(Q) & d−÷èñëî & (¬(d = 0) & êîîðä(E, Q) =
setuv(dm2u2 +2m(d−1)nu+m2v2 +(d−1)n2 = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî) ∨
êîîðä(E, Q) = setuv(m

2v2 − 2mnu− n2 = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëü-
íûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "ôî-
êóñ(X, E", çàäàþùàÿ çàâåäîìî äðóãîé ôîêóñ X êðèâîé E. Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà, âûðàæàþùàÿ ýêñöåíòðèñèòåò ýòîé êðèâîé ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðà-
ìåòðû. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîì-ëèáî
áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå G, H, Q, d, Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
∀ABCDEGHKQabcdmnpq(ïðÿìêîîðä(K) & ôîêóñ(A, E) &
äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), A,E) & êîîðä(A, K) = (p, q) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& m =

√
a2 + b2 & n = ap + bq + c & ôîêóñ(D, E) & ðàçíûåòî÷êè(A, D) →

G− òî÷êà & H − òî÷êà & (A, G, H) = Q & êîîðä(G, K) = (p + a/m,
q + b/m) & êîîðä(H, K) = (p− b/m, q + a/m) & ïðÿìêîîðä(Q) &
d− ÷èñëî & ¬(d = 0) & êîîðä(E, Q) = setuv(dm2u2 + 2m(d− 1)nu + m2v2 +
(d− 1)n2 = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è âîñüìîé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", äåâÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, âûðàæàþùàÿ ýêñöåíòðèñèòåò ýòîé êðèâîé
÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå
êðèâîé E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå G, H, Q, d,
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ïåðïåíäèêóëÿðíî äèðåêòðèñå, ÿâëÿåòñÿ
îñüþ ñèììåòðèè êðèâîé.
∀ABCDEFKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & öåíòð(A, E) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC),
F, E) & êîîðä(A, K) = (d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → D − òî÷êà &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AD), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setuv(−bu + av + bd− ae = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, äâà
ïîñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà âèäà "îñüñèììåòðèè(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ D.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(h) Ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé êðèâîé è äèðåêòðèñû.
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∀ABCEKabcdefg(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(AB), C, E) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(uf + g = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
m = b2c + d2a− 4ace & ¬(a = 0) & ¬(c = 0) → (c− a)(bf − 2ag)2−mf 2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåð-
òûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé
è ñåäüìîé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó è ôîêóñ, ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè
êðèâîé.
∀ABE(âåðøèíà(A, E) & ôîêóñ(B, E) → îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) &
àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðó-
åò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, K)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðÿìàÿ AB â çàäà÷å ïîêà íå óïîìèíà-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Åñëè îäèí èç ôîêóñîâ ïðèíàäëåæèò îñè ñèììåòðèè êðèâîé, òî è äðóãîé
ôîêóñ ïðèíàäëåæèò ýòîé îñè.
∀ABCDE(ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) &
A ∈ ïðÿìàÿ(CD) → B ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåð-
òûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêàåò çàìåíó
ñèìâîëà "îñüñèììåòðèè" íà "äåéñòâîñü". Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòü òî÷êè B ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(k) Óðàâíåíèå äèðåêòðèñû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ
ñèììåòðèè êðèâîé.
∀ABCDEKPQabcpq(ïðÿìêîîðä(K) & äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(PQ), D,E) &
C ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(C, K) = (p, q) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → êîîðä(ïðÿìàÿ(PQ), K) = setuv(−bu + av +
bp− aq = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì", øåñòîé
è ñåäüìîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ïðÿìîé PQ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

(l) Åñëè êðèâàÿ èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ôîêóñà, òî åå óðàâíåíèå â ãëàâíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ èìååò íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ïðè âòîðûõ ñòåïåíÿõ.
∀ABEKabcde(ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → ¬(a = 0) & ¬(c = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
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ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç
êîýôôèöèåíòîâ a, c íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îí íåíóëåâîé. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(m) Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè äâóõ ôîêóñîâ.

∀ABEKabcdepqrs(ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) &
ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 &
x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (r, s) →
a(p + r) + b = 0 & c(q + s) + d = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ÷åò-
âåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, øåñòîé è ñåäüìîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(n) Êðèâàÿ èìååò íå áîëåå äâóõ ôîêóñîâ.

∀ABCDE(ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) &
äèðåêòðèñà(C, D,E) → D = A ∨ D = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ A, B, D ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâîäèìàÿ äèçú-
þíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

(o) Ôîêóñ ïðèíàäëåæèò îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè.

∀AEKabcdepq(ôîêóñ(A, E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p, q) → 2ap + b = 0 ∨ 2cq + d = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåð-
òûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

(p) Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò ôîêóñà â ãëàâíûõ íàïðàâëåíèÿõ êðèâîé.

∀AEKQabcdepq(ôîêóñ(A, E) & ïðÿìêîîðä(K) & ïðÿìêîîðä(Q) &
êîîðä(E, Q) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (p, q) → àêòèâ(êîîðä(A, Q)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà çà-
äà÷è, îïðåäåëÿþùàÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò K óðàâíåíèå êðèâîé E, íå èìå-
þùåå ÷ëåíà ñî ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì. Âûðàæåíèå "êîîðä(A, Q)" íå
âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(q) Ñâÿçü ôîêàëüíîãî ïàðàìåòðà è ôîêàëüíîé õîðäû.

∀E(ôîêïàðàìåòð(E) = ôîêõîðäà(E)/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
ïîñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå è èìååò óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ 4.
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12. Öåíòð è äèàìåòðû êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

(a) Öåíòð êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀AEKabcdefp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx +
ey + f = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & p = 4ac − b2 & öåíòð(A, E) →
êîîðä(A, K) = ((be− 2cd)/p, (bd− 2ae)/p) & ¬(p = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîð-
ìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1,2 è 4.

∀AEKabcdefmn(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx +
ey+f = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & öåíòð(A, E) & êîîðä(A, K) = (m,n) →
2am + bn + d = 0 & 2cn + bm + e = 0 & ¬(4ac− b2 = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. ×åò-
âåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâíû 1, 2 è 4.

(b) Ââîä â ðàññìîòðåíèå öåíòðà êðèâîé, åñëè âûäåëåíà ñåðåäèíà íåêîòîðîé
õîðäû.

∀ABCDE(ãèïåðáîëà(E) & A ∈ E & B ∈ E & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
l(AC) = l(BC) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) → D − òî÷êà & öåíòð(D, E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåð-
òûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêàåò çàìåíó
ñèìâîëà "ãèïåðáîëà" íà "ýëëèïñ". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "öåíòð(X, E)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Äèàìåòð ãèïåðáîëû ëèáî ýëëèïñà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð.

∀ABCE(ãèïåðáîëà(E) & Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) & öåíòð(C, E) →
C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "âà-
ðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ãèïåðáîëà" íà "ýëëèïñ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCE(ãèïåðáîëà(E) & Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) → C − òî÷êà &
öåíòð(C, E) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Èäåíòèôèêàöèÿ òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Îòñóòñòâóåò ïîñûë-
êà âèäà "öåíòð(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ C. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ââîä óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííîãî íàïðàâëåíèÿ.

∀ABCDEKabcdefmnkpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), E) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(pu + qv + r = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)
& m = bp− 2aq & n = 2cp− bq & ¬(b2 − 4ac = 0) → k − ÷èñëî &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setXY (mX+nY +k = 0 & X−÷èñëî & Y −÷èñëî))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäóþ-
ùèå òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å îòñóòñòâóåò ïîñûëêà,
îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé CD îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 2.

(e) Ñîîòíîøåíèå äëÿ ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé.

∀ABCDEKabcdefmnkpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 +
dx+ey+f = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïðÿìàÿ(AB),
ïðÿìàÿ(CD), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(pu + qv + r = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setzw(mz+nw+k = 0 & z−÷èñëî& w−÷èñëî) → 2aqn+2cmp−bmq−bnp = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäó-
þùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 2 è 5.

(f) Óñìîòðåíèå ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé.

∀ABCDEFGPQ(Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) & öåíòð(D, E) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& C ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & F ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & G ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & F ∈ E &
G ∈ E & l(CP ) = l(CQ) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(PQ)) →
ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(PQ), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ñåäáìîé
è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDE(öåíòð(A, E) & C ∈ E & D ∈ E & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
l(BC) = l(BD) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) & ðàçíûåòî÷êè(C, D) →
ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäó-
þùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåäíèõ àíòå-
öåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

(g) Åñëè êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âïèñàíà â ïàðàëëåëîãðàìì, òî íàïðàâëåíèÿ
åãî ñòîðîí - ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî êðèâîé.

∀ABCDE(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
ýëëèïñ(E) → ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(BC), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âåðøèíû ïàðàë-
ëåëîãðàììà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEF (ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & E âïèñàíà â ôèãóðà(ABCD) &
ýëëèïñ(E) → F − òî÷êà & öåíòð(F, E) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BD))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "öåíòð(X, E)". Ïðè-
åì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ F .

(h) Óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ äèàìåòðà ïàðàáîëû.
∀ABCDEKabcdefpqr(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(CD), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(pu + qv + r = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) → bp− 2aq = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - óêàçàòåëåì "óñì".
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 5.
∀ABEKcdefpqr(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(cy

2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(pu + qv + r = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) → p = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâíû 2 è 5.

(i) Äèàìåòð ïàðàáîëû ïàðàëëåëåí åå îñè.
∀ABCDE(ïàðàáîëà(E) & Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Óðàâíåíèå äèàìåòðà ïàðàáîëû.
∀ABEKabcdefp(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) & ¬(a = 0) → p− ÷èñëî &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2au + bv + p = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà,
îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé AB îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABEKcdefp(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(cy

2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) → p− ÷èñëî & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(v + p = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïî-
ñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé AB îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(k) Êàñàòåëüíàÿ ê êîíöåâîé òî÷êå äèàìåòðà.
∀ABCDEFPQ(ýëëèïñ(E) & Äèàìåòð(ïðÿìàÿ(AB), E) &
ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD), E) & ïðÿìàÿ(PQ)−



296 Ãëàâà 1. Ïðèåìû ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

êàñàòåëüíàÿ ê E & F ∈ ïðÿìàÿ(PQ) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ E → ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå
ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêàåò çàìåíó ñèìâîëà "ýë-
ëèïñ" íà ñèìâîëû "ãèïåðáîëà", "ïàðàáîëà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

13. Êðèâàÿ, îïèñàííàÿ îêîëî ìíîãîóãîëüíèêà ëèáî âïèñàííàÿ â ìíîãîóãîëüíèê.

∀Enx(Eîïèñàíà îêîëî ôèãóðà(x) → ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i) ∈ E))

∀Enx(Eâïèñàíà â ôèãóðà(x) → ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ïðÿìàÿ(x(i)x(i(mod n)+1))−
êàñàòåëüíàÿ ê E))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ x ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèìâîë "íàáîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" äîîïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
ïåðåìåííîé n ñ ÷èñëîì îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà. Ïåðåìåííàÿ E èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå ðåçóëüòè-
ðóþùåé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â âèäå êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

14. Àêòèâèçàöèÿ ðàññìîòðåíèÿ â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò äâóõ êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà.

∀EFKa(ïðÿìêîîðä(K) & ëèíâòîðïîðÿäêà(E) & ëèíâòîðïîðÿäêà(F ) →
àêòèâ(êîîðä(F, K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, K)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöå-
äåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó çàãîëîâêà òðåòüåãî àíòå-
öåäåíòà íà ëþáîé èç ñèìâîëîâ "ýëëèïñ", "ãèïåðáîëà", "ïàðàáîëà". Âûðàæåíèå
"êîîðä(F, X)" â ïîñûëêàõ íå âñòðå÷àåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

15. Óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

∀EK(ôîêñèñòåìà(K, E) → ïîëêîîðä(E, K) =
setxy(y = ôîðêõîðäà(E)/(2− 2ýêñöåíòðèñèòåò(E) cos x) & x− ÷èñëî &
− π < x & x ≤ π))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ïîëêîîðä(E, K)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå êðèâîé E îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò K. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀AEKQabcep(ôîêñèñòåìà(Q,E) & ïîëêîîðä(E, Q) = setxy(y = a/(b + c cos x) &
A(x) & − π < x & x ≤ π & x− ÷èñëî) & êàíîíè÷êîîðä(K, E) & e = −c/b &
p = a/b & ¬(b = 0) → e− 1 = 0 & êîîðä(E, K) = setuv(v

2 = 2pu & u− ÷èñëî &
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v − ÷èñëî) ∨ ¬(e− 1 = 0) & êîîðä(E, K) =
setuv((1− e2)2u2 + (1− e2)v2 − p2 = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåðòûé è ïÿòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèå A(x)
äîëæíî èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ëèáî ñ êîíñòàíòîé "èñòèíà", ëèáî ñ óòâåðæäåíèåì
"¬(b + c cos x = 0)". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå êðèâîé E â ñèñòåìå êîîðäèíàò K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Îòîæäåñòâëåíèå ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïëîñêóþ êðèâóþ â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

∀ABCDEFG(ïàðàáîëà(G) & G ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & G ⊆ ïëîñêîñòü(DEF ) →
ïëîñêîñòü(ABC) = ïëîñêîñòü(DEF ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" äîïóñêàåò èçìåíåíèå ñèìâîëà "ïàðàáîëà" íà ñèìâîëû
"ýëëèïñ", "ãèïåðáîëà". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 5.

17. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìëèíâòîðïîðÿäêà".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "ëèíâòîðïîðÿäêà(A)".

(a) Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå.

∀A(ýëëèïñ(A) → ëèíâòîðïîðÿäêà(A))

∀A(ãèïåðáîëà(A) → ëèíâòîðïîðÿäêà(A))

∀A(ïàðàáîëà(A) → ëèíâòîðïîðÿäêà(A))

∀AB(ëèíâòîðïîðÿäêà(îêðóæíîñòü(AB)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Óñìîòðåíèå èç óðàâíåíèÿ.

∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& ¬(4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 = 0) → ëèíâòîðïîðÿäêà(E))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìôîêïàðàìåòð".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé âåëè÷èíó ôîêàëü-
íîãî ïàðàìåòðà èç ðàâåíñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîñûëêàõ: ∀ab(a = b → a = b).
Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå ðàçðåøàåòñÿ. Âûðàæå-
íèå a èìååò çàãîëîâîê "ôîêïàðàìåòð" è íå âõîäèò â âûðàæåíèå b.

Ýëëèïñ

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïñà ïî äâóì èçâåñòíûì âåðøèíàì åãî, ëåæàùèì íà îäíîé
îñè.

∀ABEKabcdp(ýëëèïñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & âåðøèíà(A, E) & âåðøèíà(B, E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d)
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& ðàçíûåòî÷êè(A, B) → p− ÷èñëî & 0 < p & êîîðä(E, K) =
setxy(((c− a)(2x− a− c) + (d− b)(2y − b− d))2 +
p((c− a)(2y − b− d)− (d− b)(2x− a− c))2 −
((c− a)2 + (d− b)2)2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé è ñåäüìîé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âîñüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå êðèâîé E.
Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, îñè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.

∀ABCEKPQabcd(ýëëèïñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) &
ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(PQ), E) →
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & êîîðä(E, K) =
setxy(a(x− c)2 + b(y − d)2 − ab = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
0 < a & 0 < b)

∀ABCEKPQabcd(ýëëèïñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & K = (A, B, C) &
ïðÿìàÿ(PQ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(PQ), E) →
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & êîîðä(E, K) =
setxy(a(x− c)2 + b(y − d)2 − ab = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
0 < a & 0 < b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ
óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïà-
ðàìåòðû a, b, c, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïñà ïî óðàâíåíèÿì åãî îñåé.

∀ABCDEFGHKQabcdefmnpq(ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñ(E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
ad + be = 0 → F − òî÷êà & G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, G, H) = Q &
m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & am + bn + c = 0 & dm + en + f = 0 &
êîîðä(F, K) = (m,n) & êîîðä(G, K) = (m− b, n + a) &
êîîðä(H, K) = (m− e, n + d) & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî &
êîîðä(E, Q) = setXY (pX2 + qY 2 − pq = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî)
& 0 < p & 0 < q & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâ-
íåíèå êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåí-
íûå F, G, H, Q, m, n, p, q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïñà ñ çàäàííûìè ôîêóñàìè.

∀ABEFGHKQabcdmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñ(E) & ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E)
& êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & p = (a + c)/2 &
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q = (b + d)/2 & r = (c− a)2 + (d− b)2 & ¬(r = 0) → F − òî÷êà & G− òî÷êà
& H − òî÷êà & (F, G, H) = Q & êîîðä(F, K) = (p, q) &
êîîðä(G, K) = (p + (c− a)/

√
r, q + (d− b)/

√
r) &

êîîðä(H, K) = (p− (d− b)/
√

r, q + (c− a)/
√

r) & ïðÿìêîîðä(Q) & m− ÷èñëî
& 0 < m & êîîðä(E, Q) = setxy(4mx2 + (4m + r)y2 −m(4m + r) = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäóþùèå
ïÿòü - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå
êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
F, G, H, Q, m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, çàäàþùåãî ýëëèïñ ñ çàäàííîé äëèíîé
ïîëóîñè.

∀ABCDEFKabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñ(E) & ïîëóîñü(ïðÿìàÿ(AB), F ) = d &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), F ) & Q = (C, D, E) & êîîðä(F, Q) = setxy(ax2 +
by2 + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(âåêòîð(CE), K) = (p, q) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → c(p2 + q2) + ad2 = 0)

∀ABCDEFKabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñ(E) & ïîëóîñü(ïðÿìàÿ(AB), F ) = d &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), F ) & Q = (C, D, E) & êîîðä(F, Q) = setxy(ax2 +
by2 + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(âåêòîð(CD), K) = (p, q) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) → c(p2 + q2) + bd2 = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñåäüìîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "óñì". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

6. Ñâîáîäíûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ ýëëèïñà ëèáî ãèïåðáîëû â ãëàâíûõ îñÿõ - íåíóëåâîé.

∀EKabcdem(ýëëèïñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & m = b2c + d2a− 4ace → ¬(m = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èññëåäîâàíèå ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå,
ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ýëëèïñ" íà ñèìâîë
"ãèïåðáîëà". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå
óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî m îòëè÷íî îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýë-
ëèïñà.

∀ABCEKQabcdempq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & m = b2c + d2a− 4ace
& 0 ≤ m(c− a) & p = −b/(2a) & q = −d/(2c) & 0 < mc → A− òî÷êà
& B−òî÷êà& C−òî÷êà& (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q, E)
& êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (p + 1, q) & êîîðä(C, K) =
(p, q + 1) & êîîðä(E, Q) = setuv(4a

2cu2/m + 4ac2v2/m = 1 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) & áîëüøàÿîñü(E) = 2

√
m/(4a2c) & ìàëàÿîñü(E) = 2

√
m/(4c2a))

∀ABCEKQabcdempq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & m = b2c + d2a− 4ace
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& m(c− a) ≤ 0 & p = −b/(2a) & q = −d/(2c) & 0 < mc → A− òî÷êà
& B−òî÷êà& C−òî÷êà& (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q, E)
& êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(C, K) = (p + 1, q) & êîîðä(B, K) =
(p, q + 1) & êîîðä(E, Q) = setuv(4a

2cu2/m + 4ac2v2/m = 1 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) & ìàëàÿîñü(E) = 2

√
m/(4a2c) & áîëüøàÿîñü(E) = 2

√
m/(4c2a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè" ëèáî öåëü "ëèíèÿ".
Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü áåñêîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà òî-
÷åê, âî âòîðîì - ïðîâåñòè îáùåå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ëèíèè, çàäàííîé ñâîèì
óðàâíåíèåì. Àíòåöåäåíòû ñ íîìåðàìè ÷åòûðå, øåñòü è ñåìü âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X,E)". Õîòÿ áû îäèí èç êîýô-
ôèöèåíòîâ b, d íåíóëåâîé. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,Q. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 6.

∀EKace(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + cy2 + e = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) & 0 < ac & 0 ≤ e(a− c) & ce < 0 → êàíîíè÷êîîðä(K, E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè" ëèáî "ëèíèÿ".
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, K)". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è
6.

8. Ââîä êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïñà.

∀ABCDEFGHKab(ýëëèïñ(E) & a = ïîëóîñü(ïðÿìàÿ(AB), E) &
b = ïîëóîñü(ïðÿìàÿ(CD), E) → F − òî÷êà & G− òî÷êà & H − òî÷êà &
(F, G, H) = K & ïðÿìêîîðä(K) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(E, K) =
setxy(x

2/a2 + y2/b2 = 1 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå F, G, H, K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABEKab(ýëëèïñ(E) & ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) →
ïðÿìêîîðä(K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a & 0 < b & 0 < a− b &
êîîðä(A, K) = (

√
a2 − b2, 0) & êîîðä(B, K) = (−

√
a2 − b2, 0) &

êîîðä(E, K) = setxy(x
2/a2 + y2/b2 = 1 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàêàÿ-ëèáî ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåí-
íûå a, b, K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀EKab(ýëëèïñ(E) & áîëüøàÿîñü(E) = a & ìàëàÿîñü(E) = b → ïðÿìêîîðä(K)
& 0 < a & 0 < b & 0 < a− b & êîîðä(E, K) = setxy(4x

2/a2 + 4y2/b2 = 1
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàò-
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ðèâàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ
ïåðåìåííóþ K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀EKab(ýëëèïñ(E) → ïðÿìêîîðä(K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a &
0 < b & 0 < a−b & êîîðä(E, K) = setxy(x

2/a2+y2/b2 = 1 & x−÷èñëî& y−÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â çàäà÷å ïîêà íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå K, a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCDEFKab(ýëëèïñ(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AD), E) → ïðÿìêîîðä(K)
& K = (F, B, C) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & F − òî÷êà & B ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a & 0 < b &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 = ab & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëè "èçâåñòíî" è "íîâïàðàì". Ïîñëåäíÿÿ
öåëü ðàçðåøàåò ââîä äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì îòâåò áóäåò èìåòü
âèä êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî òàêèì ïàðàìåòðàì. Â ïîñûëêàõ îòñóòñòâóåò ðà-
âåíñòâî, çàäàþùåå óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b, B, C, F, K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

9. Äëèíû áîëüøîé è ìàëîé îñåé.

∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ýëëèïñ(E) & m = b2c + d2a →
áîëüøàÿîñü(E) = max(

√
m/(a2c),

√
m/(ac2)) & 0 < ma & 0 < ac)

∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ýëëèïñ(E) & m = b2c + d2a →
ìàëàÿîñü(E) = min(

√
m/(a2c),

√
m/(ac2)) & 0 < ma & 0 < ac)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëè "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóþò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "áîëüøàÿîñü(E)"
ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, "ìàëàÿîñü(E)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ êàæäîãî ïðèåìà ðàâíû 2 è 4.

10. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà.

∀EKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac → ýêñöåíòðèñèòåò(E) =
(
√

(c− a)/c ïðè 0 < c(c− a), èíà÷å
√

(a− c)/a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ýêñöåíòðèñèòåò(E)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâîäèìîå óòâåð-
æäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Äëèíà ôîêàëüíîé õîðäû ýëëèïñà.
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∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & m = b2c + d2a− 4ace →
0 < m(c−a) & ôîêõîðäà(E) =

√
m/c3 ∨ m(c−a) ≤ 0 & ôîêõîðäà(E) =

√
m/a3)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ôîêõîðäà(E)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Âåðøèíà ýëëèïñà ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó.

∀AB(ýëëèïñ(B) & âåðøèíà(A, B) → a ∈ B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Âåðøèíà ýëëèïñà, ïðèíàäëåæàùàÿ ôîêàëüíîé îñè.

∀ABCEKabcdempq(ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñ(E) & âåðøèíà(A, E) & ôîêóñ(B, E)
& ôîêóñ(C, E) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & ðàçíûåòî÷êè(B, C) &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)
& p = −b/(2a) & q = −d/(2c) & m = b2c + d2a− 4ace → 0 < m(c− a) &
(êîîðä(A, K) = (p−

√
m/(4a2c), q) ∨ êîîðä(A, K) = (p +

√
m/(4a2c), q)) ∨

m(c− a) ≤ 0 & (êîîðä(A, K) = (p, q −
√

m/(4a2c)) ∨ êîîðä(A, K) =

(p, q +
√

m/(4a2c))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ è âîñüìîé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ñåäüìîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

14. Òî÷êè ýëëèïñà, ðàâíîóäàëåííûå îò åãî âåðøèíû, ëåæàùåé íà ôîêàëüíîé îñè.

∀ABCEFGKabcdemnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñ(E) & âåðøèíà(A, E) &
l(AB) = l(AC) & B ∈ E & C ∈ E & ðàçíûåòî÷êè(B, C) &
êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (m,n) & êîîðä(B, K) = (p, q) & êîîðä(C, K) = (r, s) &
2cn + d = 0 & ôîêóñ(F, E) & ôîêóñ(G, E) & A ∈ ïðÿìàÿ(FG) →
p = r & a(q + s) + b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû ñ íîìåðàìè 1,2,3,5,6,8,13,14 èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Êâàäðàò ëèáî ïðÿìîóãîëüíèê, âïèñàííûé â ýëëèïñ.

∀ABCDEFKabcdemnpqrst(ýëëèïñ(E) & êâàäðàò(ABCD) & A ∈ E & B ∈ E &
C ∈ E & D ∈ E & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
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& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (m,n) & êîîðä(B, K) = (p, q)
& F ∈ îòðåçîê(AB) & êîîðä(F, K) = (r, 0) & êîîðä(C, K) = (s, t)
& ïðÿìêîîðä(K) → m = r & p = r & n = −q − d/c & q = t)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû ñ íîìåðàìè 1,2,7,13 èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòå-
öåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî øåñòîé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, äå-
ñÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Âîñüìîé, äåâÿòûé, îäèííàäöàòûé
è äâåíàäöàòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

16. Ïàðàëëåëîãðàìì, âïèñàííûé â ýëëèïñ.

∀ABCDEP (ýëëèïñ(E) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & A ∈ E & B ∈ E
& C ∈ E & D ∈ E → P − òî÷êà & öåíòð(P, E) & P ∈ îòðåçîê(AC)
& P ∈ îòðåçîê(BD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàþòñÿ
íè îáùàÿ òî÷êà ïðÿìûõ AC è BD, íè öåíòð êðèâîé E. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ
ïåðåìåííóþ P . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEP (ýëëèïñ(E) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & A ∈ E & B ∈ E
& C ∈ E & D ∈ E & öåíòð(P, E) → P ∈ îòðåçîê(AC) & P ∈ îòðåçîê(BD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
îáùàÿ òî÷êà ïðÿìûõ AC è BD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEP (ýëëèïñ(E) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & A ∈ E & B ∈ E
& C ∈ E & D ∈ E & P ∈ îòðåçîê(AC) & P ∈ îòðåçîê(BD) → öåíòð(P, E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå
äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ öåíòð êðèâîé
E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ îðèåíòàöèè ôîêàëüíîé îñè.

∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & m = b2c + d2a− 4ace & ¬(m = 0) →
0 < m(c− a) ∨ m(c− a) ≤ 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òðåòèé è ïÿòûé àí-
òåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ íè îäíî èç íåðàâåíñòâ âûâî-
äèìîé äèçúþíêöèè. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò êðèâîé E. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé â
òðåõìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ýëëèïñà, òî÷êè è ìíèìîãî ýëëèïñà.

∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & m = b2c + d2a− 4ace →
0 < m(c + a) ∨ m(c + a) < 0 ∨ m = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òðåòèé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ íè îäíî èç íåðàâåíñòâ âûâîäèìîé
äèçúþíêöèè. Âûðàæåíèå m íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Â çàäà÷å íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò êðèâîé E. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ
ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
4.

19. Îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì.

∀ABC(ýëëèïñ(Îêðóæíîñòü(ABC)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî
ïðèìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "Îêðóæíîñòü(ABC)" â ëåâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà, çàäàþùåãî óðàâíåíèå ýòîé îêðóæíîñòè. Òåêóùàÿ çàäà÷à - íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

20. Óñìîòðåíèå îêðóæíîñòè.

∀ab(ýëëèïñ(a) & áîëüøàÿîñü(a) = b & ìàëàÿîñü(a) = b ↔ îêðóæí(a) &
ðàäèóñ(a) = b/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Îí âûïîëíÿåò ýêâèâà-
ëåíòíóþ çàìåíó ãðóïïû ïîñûëîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ãèïåðáîëà

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû ïî çàäàííîé äåéñòâèòåëüíîé îñè.

∀ABEKabc(ãèïåðáîëà(E) & äåéñòâîñü(ïðÿìàÿ(AB), E) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(y = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & 0 < b & êîîðä(E, K) = setuv(bu

2 − 2bcu− av2 +
bc2 − ab = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü óðàâíåíèå êðèâîé E, ïðè÷åì îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ ýòî
óðàâíåíèå â êàêîé-ëèáî äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ñèìâî-
ëû a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKab(ãèïåðáîëà(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(y = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuv(u = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) →
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < ab & êîîðä(E, K) =
setXY (aX2 − bY 2 − ab = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé è ïÿ-
òûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå êðèâîé E, ïðè÷åì îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çà-
äàþùàÿ ýòî óðàâíåíèå â êàêîé-ëèáî äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ñèìâîëû a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABEFGHKQabcpq(ãèïåðáîëà(E) & äåéñòâîñü(ïðÿìàÿ(AB), E) & ïðÿìêîîðä(K)
& êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
F − òî÷êà & G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, G, H) = Q & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî
& d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 < p & 0 < q & êîîðä(F, K) = (d, e) &
êîîðä(G, K) = (d − b, e + a) & êîîðä(H, K) = (d + a, e + b) & êîîðä(E, Q) =
setuv(pu

2 − qv2 − pq = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & ad + be + c = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå
êðèâîé E îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå F, G, H, Q, d, e, p, q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû ïî çàäàííîé ìíèìîé îñè.

∀ABEFGHKQabcpq(ãèïåðáîëà(E) & ìíèìàÿîñü(ïðÿìàÿ(AB), E) & ïðÿìêîîðä(K)
& êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
F − òî÷êà & G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, H, G) = Q & p− ÷èñëî & q− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 < p & 0 < q & êîîðä(F, K) = (d, e) & êîîðä(G, K) =
(d− b, e + a) & êîîðä(H, K) = (d + a, e + b) & êîîðä(E, Q) =
setuv(pu

2 − qv2 − pq = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & ad + be + c = 0)

Àíàëîãè÷íî ïîñëåäíåìó ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

3. Ââîä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû ñ çàäàííûìè ôîêóñàìè.

∀ABEFGHKQabcdmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ãèïåðáîëà(E) & ôîêóñ(A, E) &
ôîêóñ(B, E) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & p = (a + c)/2
& q = (b + d)/2 & r = (c− a)2 + (d− b)2 & ¬(r = 0) → F − òî÷êà
& G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, G, H) = Q & êîîðä(F, K) = (p, q) &
êîîðä(G, K) = (p + (c− a)/

√
r, q + (d− b)/

√
r) & êîîðä(H, K) =

(p− (d− b)/
√

r, q + (c− a)/
√

r) & ïðÿìêîîðä(Q) & m− ÷èñëî & 0 < m
& 0 < r − 4m & êîîðä(E, Q) = setxy(4mx2 − (r − 4m)y2 −m(r − 4m) = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäóþùèå
ïÿòü - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå
êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
F, G, H, Q, m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ââîä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû ïî çàäàííûì àñèìïòîòàì.

∀ABCDEKabcdp(ïðÿìêîîðä(K) & ãèïåðáîëà(E) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E)
& àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(CD), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setvw(cv + dw = 0
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ad + bc = 0 & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) →
p−÷èñëî & êîîðä(E, K) = setXY (a2X2−b2Y 2−p = 0 & X−÷èñëî & Y −÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäóþùèå
òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå
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óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü óðàâíåíèå êðèâîé E â ñèñòåìå êîîðäèíàò
K. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFGHKQabcdefmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ãèïåðáîëà(E) &
àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(CD), E) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(du + ev + f = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
p = ae− bd & ¬(p = 0) & q = (bf − ce)/p & r = (cd− af)/p → F − òî÷êà &
G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, G, H) = Q & êîîðä(F, K) = (q, r) &
êîîðä(G, K) = (q − b, r + a) & êîîðä(H, K) = (q − e, r + d) & m− ÷èñëî &
êîîðä(E, Q) = setXY (XY = m & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âîñüìîé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå êðèâîé E
â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå F, G, H, Q, m.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû, èìåþùåé çàäàííóþ
äåéñòâèòåëüíóþ ëèáî ìíèìóþ ïîëóîñü.

∀EKabcdem(ãèïåðáîëà(E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cx + dy + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) & m = bc2 + ad2 − 4abe & 0 ≤ a →
0 ≤ m & m + 4a2b(ìíèìàÿïîëóîñü(E))2 = 0 ∨
m ≤ 0 & m + 4ab2(ìíèìàÿïîëóîñü(E))2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ìíèìàÿïîëóîñü(E)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå òðè àí-
òåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûâîäè-
ìîå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Îíî ïîìå÷àåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàç-
áîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀EKabcdem(ãèïåðáîëà(E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 + cx + dy + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) & m = bc2 + ad2 − 4abe & 0 ≤ a →
m ≤ 0 & m− 4a2b(äåéñòâïîëóîñü(E))2 = 0 ∨
0 ≤ m & m− 4ab2(äåéñòâïîëóîñü(E))2 = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, çàäàþùåãî ðàâíîñòîðîííþþ ãèïåðáîëó.

∀ABCEKQabcdemnpq(ðàâíãèïåðáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & Q = (A, B, C) &
êîîðä(E, Q) = setxy(ax2 + by2 + cx + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (m,n) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (p, q) &
mp + nq = 0 → a(p2 + q2) + b(m2 + n2) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñëåäóþùèå
òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâíû 3 è 5.

∀EKabcdef (ðàâíãèïåðáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + by2 +
cxy + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → a + b = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðàâíåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

7. Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãè-
ïåðáîëû.

∀ABCEKQabcdempq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 & m = b2c + d2a− 4ace &
0 < mc & p = −b/(2a) & q = −d/(2c) → A− òî÷êà & B − òî÷êà
& C − òî÷êà & (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E) &
êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (p + 1, q) & êîîðä(C, K) = (p, q + 1)
& êîîðä(E, Q) = setuv(4a

2cu2/m + 4ac2v2/m = 1 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)
& äåéñòâïîëóîñü(E) =

√
m/(4a2c) & ìíèìàÿïîëóîñü(E) =

√
−m/(4c2a))

∀ABCEKQabcdempq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 & m = b2c + d2a− 4ace &
mc < 0 & p = −b/(2a) & q = −d/(2c) → A− òî÷êà & B − òî÷êà
& C − òî÷êà & (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E) &
êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (p + 1, q) & êîîðä(C, K) = (p, q + 1)
& êîîðä(E, Q) = setuv(4a

2cu2/m + 4ac2v2/m = 1 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)
& ìíèìàÿïîëóîñü(E) =

√
−m/(4a2c) & äåéñòâïîëóîñü(E) =

√
m/(4c2a))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè" ëèáî "ëè-
íèÿ". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà
âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,Q. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ââîä êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû.

∀ABEKab(ãèïåðáîëà(E) & ôîêóñ(A, E) & ôîêóñ(B, E) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) →
ïðÿìêîîðä(K) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & 0 < a & 0 < b & êîîðä(A, K) =
(
√

a2 + b2, 0) & êîîðä(B, K) = (−
√

a2 + b2, 0) & êîîðä(E, K) = setxy(x
2/a2 −

y2/b2 = 1 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ïðÿìêîîðä(X)".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b, K. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀EKab(ðàâíãèïåðáîëà(E) → ïðÿìêîîðä(K) & a−÷èñëî & 0 < a & êîîðä(E, K) =
setxy(x

2/a2 − y2/a2 = 1 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"ïðÿìêîîðä(X)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, K. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

∀EKab(ãèïåðáîëà(E)ïðÿìêîîðä(K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a &
0 < b & êîîðä(E, K) = setxy(x

2/a2 − y2/b2 = 1 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
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"ïðÿìêîîðä(X)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b, K. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

9. Ââîä óðàâíåíèé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñåé ãèïåðáîëû.

∀ABEKabcde(äåéñòâîñü(ïðÿìàÿ(AB), E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2+bx+cy2+dy+e = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & m = b2c+d2a−4ace →
0 < mc & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2cv +d = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî) ∨
mc < 0 & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2au + b = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

∀ABEKabcde(ìíèìàÿîñü(ïðÿìàÿ(AB), E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2+bx+cy2+dy+e = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & m = b2c+d2a−4ace →
mc < 0 & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2cv +d = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî) ∨
0 < mc & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2au + b = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòî-
ÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Íåðàâåíñòâà â âûâîäèìîé äèçúþíêöèè
îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììåíüøå", êîòîðûé â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ
çàìåíÿåò åãî íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà" ëèáî "ëîæü". Âñÿ äèçúþíêöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã". Åñëè â ðåçóëüòàòå äèçúþíêöèÿ èñ-
÷åçàåò, òî ðàçðåøàåòñÿ óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 3, èíà÷å - óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5.

10. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ îñè ñóòü îñè ñèììåòðèè.

∀AB(äåéñòâîñü(A, B) → îñüñèììåòðèè(A, B))

∀AB(ìíèìàÿîñü(A, B) → îñüñèììåòðèè(A, B))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñ ëèáî öåíòð è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê äèðåêòðè-
ñå, ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ ãèïåðáîëû.

∀ABCDEFKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & ãèïåðáîëà(K) & ôîêóñ(A, E) &
äèðåêòðèñà(ïðÿìàÿ(BC), F, E) & êîîðä(A, K) = (d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
D − òî÷êà & äåéñòâîñü(ïðÿìàÿ(AD), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setuv(−bu + av + bd− ae = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, äâà ïî-
ñëåäíèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàç-
ðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ôîêóñ" íà ñèìâîë "öåíòð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêî-
îðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå êðèâîé E. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè
âèäà "äåéñòâîñü(X,E)", "ìíèìàÿîñü(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ
D. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 4.

12. Ââîä óðàâíåíèÿ àñèìïòîòû ãèïåðáîëû.

∀ABCEKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) &
àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AC), E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0

& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ãèïåðáîëà(E) & m =
√
−c/a &
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ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(AC)) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(2acu + 2acmv + ad + mbc = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setuv(2acu− 2acmv + ad−mbc = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, øåñòîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ AB è
AC îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òî÷êè B, C âõîäÿò â çàäà÷ó
ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) &
àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(CD), E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0

& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ãèïåðáîëà(E) & m =
√
−c/a &

ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(2acu + 2acmv + ad + mbc = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(2acu− 2acmv + ad−mbc = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2acu− 2acmv + ad−mbc = 0
& u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(2acu + 2acmv +
ad + mbc = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ñèììåòðè÷íîå
âõîæäåíèå â çàäà÷ó ïðÿìûõ AB, CD íå óñìàòðèâàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

∀ABEKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ãèïåðáîëà(E)

& m =
√
−c/a → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2acu + 2acmv +

ad + mbc = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setuv(2acu− 2acmv + ad−mbc = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïÿòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòî-
ÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

13. Ââîä óðàâíåíèÿ âòîðîé àñèìïòîòû äëÿ ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû.

∀ABCDEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ðàâíãèïåðáîëà(E) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E)
& êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
C − òî÷êà & D − òî÷êà & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(CD), E) & d− ÷èñëî &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuv(−bu + av + d = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "àñèìïòîòà(X, E)",
ãäå X - ïðÿìàÿ, îòëè÷íàÿ îò ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
C, D, d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

14. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âòîðîé àñèìïòîòû, åñëè èçâåñòíû îäíà àñèìïòîòà è îñü
ñèììåòðèè.

∀ABCDEFGHI(ãèïåðáîëà(E) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) → F − òî÷êà & G− òî÷êà & H − òî÷êà
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& I − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& I ∈ ïðÿìàÿ(CD) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(FG), E) & áèññåêòðèñà(HFGI))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"àñèìïòîòà(X,E)", ãäå X - ïðÿìàÿ, îòëè÷íàÿ îò ïðÿìîé AB. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïåðåìåííûå F, G, H, I. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

15. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ àñèìïòîòû ãèïåðáîëû.

∀ABEK(àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) → àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, K)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),X)" â ïîñûëêàõ íå âñòðå÷àåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

16. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ àñèìïòîòû ãèïåðáîëû.

∀ABEKabcdefpqr(ãèïåðáîëà(E) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(pu + qv + r = 0 & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî) →
aq2 − bpq + cp2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABEKabcdefpqr(ãèïåðáîëà(E) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(pu + qv + r = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
¬(q = 0) → 2rcp− bqr − epq + dq2 = 0)

∀ABEKabcdefpqr(ãèïåðáîëà(E) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(pu + qv + r = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
¬(p = 0) → 2raq − bpr − dpq + ep2 = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

17. Óãîë ìåæäó àñèìïòîòàìè.

∀ABCDEKabcdepq(ïðÿìêîîðä(K) & ãèïåðáîëà(K) & àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AB), E)
& àñèìïòîòà(ïðÿìàÿ(AC), E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & D ∈ Óãîë(BAC) &
êîîðä(D, K) = (p, q) & 2cq + d = 0 & àêòèâ(∠(BAC)) →
(a + c) tg ∠(BAC)− 2sgc ·

√
−ac = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ñåäüìîé è
âîñüìîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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18. Ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû.

∀EKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 → ýêñöåíòðèñèòåò(E) =
(
√

(c− a)/c ïðè 0 < c(b2c + d2a− 4ace), èíà÷å
√

(a− c)/a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ýêñöåíòðèñèòåò(E)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

19. Äëèíà ôîêàëüíîé õîðäû ãèïåðáîëû.

∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 & m = b2c + d2a− 4ace →
0 < cm & ôîêõîðäà(E) =

√
m/c3 ∨ cm < 0 & ôîêõîðäà(E) =

√
m/a3)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ôîêõîðäà(E)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ãèïåðáîëà(E) & m = b2c + d2a− 4ace →
0 < cm & ôîêõîðäà(E) =

√
m/c3 ∨ cm < 0 & ôîêõîðäà(E) =

√
m/a3)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé.

20. Óñìîòðåíèå âåðøèíû ãèïåðáîëû.

∀AEKabcdemn(ïðÿìêîîðä(K) & ãèïåðáîëà(E) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx +
cy2 + dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & A ∈ E & êîîðä(A, K) = (m,n) &
(2am + b = 0 ∨ 2cn + d = 0) → âåðøèíà(A, E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïÿòûé è
øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.

21. Âåðøèíà ãèïåðáîëû ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå.

∀AB(ãèïåðáîëà(B) & âåðøèíà(A, B) → A ∈ B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

22. Âåðøèíà ãèïåðáîëû ïðèíàäëåæèò åå îñè ñèììåòðèè.

∀ABCE(ãèïåðáîëà(E) & âåðøèíà(A, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(BC), E) →
A ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

23. Êîîðäèíàòû âåðøèíû ãèïåðáîëû, çàäàííîé óðàâíåíèåì â àñèìïòîòàõ.
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∀ABCDEKabmn(ãèïåðáîëà(E) & K = (A, B, C) & êîîðä(E, K) =
setxy(xy + a = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & âåðøèíà(D, E) &
m = l(AB) & n = l(AC) → b− ÷èñëî & êîîðä(D, K) = (b,−bsga ·m/n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïÿòûé è
øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðà-
ìåòð b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

24. Òî÷êè âåòâè ãèïåðáîëû, ðàâíîóäàëåííûå îò åå âåðøèíû.

∀ABCEKabcdemnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ãèïåðáîëà(E) & âåðøèíà(A, E) &
l(AB) = l(AC) & B ∈ âåòâüêðèâîé(A, E) & C ∈ âåòâüêðèâîé(A, E) &
ðàçíûåòî÷êè(B, C) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (m,n) & êîîðä(B, K) = (p, q)
& êîîðä(C, K) = (r, s) & 2cn + d = 0 → p = r & a(q + s) + b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïÿòûé, øå-
ñòîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

25. Åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò âåòâè êðèâîé, òî îíà ïðèíàäëåæèò êðèâîé.

∀ABC(A ∈ âåòâüêðèâîé(B, C) → A ∈ C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

26. Ðàâíîñòîðîííÿÿ ãèïåðáîëà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé.

∀a(ðàâíãèïåðáîëà(a) → ãèïåðáîëà(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

27. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ îðèåíòàöèè ãèïåðáîëû.

∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bx + cy2 + dy + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 & m = b2c + d2a− 4ace →
0 < mc ∨ mc < 0 ∨ m = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ". Òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå ïîçâîëÿþò óñìîòðåòü
íè îäèí èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âûâîäèìîãî óòâåðæäåíèÿ. Îòñóòñòâóåò ïî-
ñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X,E)". Äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðè-
åì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

28. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ãèïåðáîëû ëèáî ïàðû ïðÿìûõ.

∀EKabcdefp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < b2 − 4ac &
p = 4acf + bde− ae2 − cd2 − fb2 → p = 0 ∨ ¬(p = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Èäåíòèôèêàöèÿ òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì
ïðèåìå. Â óðàâíåíèå êðèâîé E âõîäèò õîòÿ áû îäèí ÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè. Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî óêàçûâàþùàÿ, ÷òî E - ýëëèïñ, ãèïåðáîëà ëèáî ïàðàáîëà.
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Íå óñìàòðèâàåòñÿ èñòèííîñòü êàêîãî-ëèáî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà âûâîäèìî-
ãî óòâåðæäåíèÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

29. Íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäåéñòâïîëóîñü", "íîðììíèìàÿïî-
ëóîñü". Êàæäûé èç ýòèõ íîðìàëèçàòîðîâ èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, èñïîëüçó-
þùèé ðàâåíñòâî èç ïîñûëîê, ÿâíî çàäàþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîëóîñè.

Ïàðàáîëà

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû ïî óðàâíåíèÿì åå îñè.

∀ABEFGHKQabcmnp(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB),
E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(ax+ by + c = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) →
F − òî÷êà & G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, G, H) = Q & m− ÷èñëî &
n− ÷èñëî & êîîðä(F, K) = (m, n) & êîîðä(G, K) = (m− b, n + a) &
êîîðä(H, K) = (m + a, n + b) & p− ÷èñëî & êîîðä(E, Q) =
setuv(v

2 + pu = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & am + bn + c = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ
óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïå-
ðåìåííûå F, G, H, Q, m, n, p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåðøèíû è óðàâ-
íåíèå îñè ñèììåòðèè.

∀ABCDEFKQabcmnp(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & âåðøèíà(A, E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(BC), E) & êîîðä(A, K) = (m, n) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
D − òî÷êà & F − òî÷êà & (A, D, F ) = Q & êîîðä(D, K) = (m− b, n + a) &
êîîðä(F, K) = (m + a, n + b) & p− ÷èñëî & êîîðä(E, Q) =
setuv(v

2 − pu = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & ¬(p = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå
äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäå-
ëÿþùàÿ óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïåðåìåííûå D, F, Q, p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ââîä óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû ïî êîîðäèíàòàì ôîêóñà è íàïðàâëåíèþ îñè.

∀ABEGHKQabmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & ôîêóñ(A, E) &
êîîðä(A, K) = (a, b) & íàïðàâëïàðàáîëû(E, B) & êîîðä(B, K) = (p, q)
& r = p2 + q2 → G− òî÷êà & H − òî÷êà & (A, G, H) = Q &
êîîðä(G, K) = (a + p/

√
r, b + q/

√
r) & êîîðä(H, K) = (a− q/

√
r, b + p/

√
r)

& ïðÿìêîîðä(Q) & m− ÷èñëî & 0 < m & êîîðä(E, Q) =
setxy(y

2 − 2mx−m2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûë-
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êà, îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå G, H, Q, m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ââîä óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, êîîð-
äèíàòû âåðøèíû è íàïðàâëåíèå îñè.

∀ABEKabcp(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & âåðøèíà(A, E) &
êîîðä(A, K) = (a, b) & ôîêïàðàìåòð(E) = p & íàïðàâëïàðàáîëû(E, B)
& êîîðä(B, K) = (c, 0) & ¬(c = 0) → êîîðä(E, K) =
setxy((y − b)2 − 2psg(c) · (x− a) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå, ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå êðèâîé E. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABEFGHKQabcdmp(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & âåðøèíà(A, E) &
êîîðä(A, K) = (a, b) & ôîêïàðàìåòð(E) = p & íàïðàâëïàðàáîëû(E, B)
& êîîðä(B, K) = (c, d) & m =

√
c2 + d2 & ¬(m = 0) → F − òî÷êà &

G− òî÷êà & H − òî÷êà & (F, G, H) = Q & êîîðä(F, K) = (a, b) &
êîîðä(G, K) = (a + c/m, b + d/m) & êîîðä(H, K) = (a− d/m, b + c/m) &
êîîðä(E, Q) = setxy(y

2 − 2px = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå êðèâîé
E â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå F, G, H, Q.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïàðàáîëû.

∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ïàðàáîëà(E) → b2 − 4ac = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû ïðè âòîðîé ñòåïåíè îäíîé ïåðåìåííîé è
ïåðâîé ñòåïåíè äðóãîé îòëè÷íû îò íóëÿ (äëÿ óðàâíåíèÿ â ãëàâíûõ íàïðàâëå-
íèÿõ).

∀EKabcd(ïàðàáîëà(E) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by + cx + d = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî) → ¬(a = 0) & ¬(c = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Õîòÿ áû îäíî èç âûâîäèìûõ
óòâåðæäåíèé íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

7. Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïà-
ðàáîëû.
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∀ABCEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by + cx + d = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 & p = (b2 − 4ad)/(4ac) & q = −b/(2a) →
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (p + 1, q) &
êîîðä(C, K) = (p, q + 1) & êîîðä(E, Q) = setuv(v

2 + cu/a = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) & ôîêïàðàìåòð(E) = −c/(2a))

∀ABCEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setyx(ay2 + by + cx + d = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ac < 0 & p = (b2 − 4ad)/(4ac) & q = −b/(2a) →
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (q, p) & êîîðä(B, K) = (q, p + 1) &
êîîðä(C, K) = (q + 1, p) & êîîðä(E, Q) = setvu(v

2 + cu/a = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) & ôîêïàðàìåòð(E) = −c/(2a))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè" ëèáî öåëü "ëè-
íèÿ". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé
è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âè-
äà "êàíîíè÷êîîðä(X,E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,Q. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by + cx + d = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & p = (b2 − 4ad)/(4ac) & q = −b/(2a) →
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (p, q) & êîîðä(B, K) = (p− 1, q) &
êîîðä(C, K) = (p, q + 1) & êîîðä(E, Q) = setuv(v

2 − cu/a = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) & ôîêïàðàìåòð(E) = c/(2a))

∀ABCEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setyx(ay2 + by + cx + d = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & p = (b2 − 4ad)/(4ac) & q = −b/(2a) →
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & (A, B, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (q, p) & êîîðä(B, K) = (q, p− 1) &
êîîðä(C, K) = (q + 1, p) & êîîðä(E, Q) = setvu(v

2 − cu/a = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî) & ôîêïàðàìåòð(E) = c/(2a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Ââîä êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû.

∀AEKp(ïàðàáîëà(E) & ôîêóñ(A, E) → ïðÿìêîîðä(K) & p− ÷èñëî & 0 < p &
êîîðä(E, K) = setxy(y

2 − 2px = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = (p/2, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"ïðÿìêîîðä(X)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå K, p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀EKp(ïàðàáîëà(E) → ïðÿìêîîðä(K) & p− ÷èñëî & 0 < p &
êîîðä(E, K) = setxy(y

2 − 2px = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Íàïðàâëåíèå îñè ïàðàáîëû.
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∀BEKabcd(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ay2 + by + cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
íàïðàâëïàðàáîëû(E, B) → êîîðä(B, K) = (−sg(ac), 0))

∀BEKabcd(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setyx(ay2 + by + cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
íàïðàâëïàðàáîëû(E, B) → êîîðä(B, K) = (0,−sg(ac)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêî-
îðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû âåêòîðà B. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 2 è 5.

∀AEKabcdefm(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & íàïðàâëïàðàáîëû(E, A)
& êîîðä(A, K) = (0, m) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → b = 0 & c = 0)

∀AEKabcdefm(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & íàïðàâëïàðàáîëû(E, A)
& êîîðä(A, K) = (m, 0) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 + dx +
ey + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → b = 0 & a = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

∀BEKabcd(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by +
cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & íàïðàâëïàðàáîëû(E, B) &
êîîðä(B, K) = (p, q) → p = −sg(ac) & q = 0)

∀BEKabcd(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setyx(ay2 + by +
cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & íàïðàâëïàðàáîëû(E, B) &
êîîðä(B, K) = (p, q) → p = 0 & q = −sg(ac))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

10. Óðàâíåíèå îñè ñèììåòðèè ïàðàáîëû.

∀ABEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E)
& êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by + cx + d = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(2av + b = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

∀ABEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E)
& êîîðä(E, K) = setyx(ay2 + by + cx + d = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setvu(2av + b = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêî-
îðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀ABEKabcdpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E)
& êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by + cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setuv(pu + qv + r = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) →
p = 0 & bq − 2ar = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïÿòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà îñè ïàðàáîëû.

∀ABCEK(ïàðàáîëà(E) & íàïðàâëïàðàáîëû(E, âåêòîð(AB)) & êîîðä(E, K) = C
& ïðÿìêîîðä(K) → àêòèâ(êîîðä(âåêòîð(AB), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå C èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Ýêñöåíòðèñèòåò ïàðàáîëû.

∀E(ïàðàáîëà(E) → ýêñöåíòðèñèòåò(E) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Äëèíà ôîêàëüíîé õîðäû ïàðàáîëû è åå ôîêàëüíûé ïàðàìåòð.

∀EKabcd(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by +
cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ôîêõîðäà(E) = |c/a|)

∀EKabcd(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setyx(ay2 + by +
cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ôîêõîðäà(E) = |c/a|)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ôîêõîðäà(E)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåíû 3 è 5.

∀EKabcd(ïàðàáîëà(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by +
cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) → ôîêïàðàìåòð(E) = |c/(2a)|)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäâû-
ðàæåíèþ "ôîêïàðàìåòð(E)".

14. Êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû.

∀AEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by +
cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & âåðøèíà(A, E) →
êîîðä(A, K) = ((b2 − 4ad)/(4ac),−b/(2a)))

∀AEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & êîîðä(E, K) = setyx(ay2 + by +
cx + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & âåðøèíà(A, E) →
êîîðä(A, K) = (−b/(2a), (b2 − 4ad)/(4ac)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêî-
îðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

15. Âåðøèíà ïàðàáîëû ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå.

∀AB(ïàðàáîëà(B) & âåðøèíà(A, B) → A ∈ B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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16. Âåðøèíà ïàðàáîëû ïðèíàäëåæèò åå îñè ñèììåòðèè.

∀ABCE(ïàðàáîëà(E) & âåðøèíà(A, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(BC), E) →
A ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Òî÷êè ïàðàáîëû, ðàâíîóäàëåííûå îò åå âåðøèíû.

∀ABCEKabcdmnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëà(E) & âåðøèíà(A, E) & B ∈ E &
C ∈ E & l(AB) = l(AC) & êîîðä(E, K) = setxy(ay2 + by + cx + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = (m, n) & êîîðä(C, K) = (p, q) &
êîîðä(A, K) = (r, s) → m = p & n + q = 2s)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âñå åãî àíòåöåäåíòû, êðîìå øåñòîãî, èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

18. Ðàññòîÿíèå îò ïàðàáîëû äî ïðÿìîé.

∀ABCDEK(ïàðàáîëà(E) & íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(AB), E) → C − òî÷êà & D − òî÷êà
& ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê E & ïðÿìàÿ(CD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), E) = ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàññòìåæäó(ïðÿìàÿ(
AB),E)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìîé AB óæå ðàññìàòðèâàå-
ìîé â çàäà÷å êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå E. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå C, D.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Ââîä äâóìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ðàññìîòðåíèè ïàðàáîëû â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

∀ABCEGHKMNQabcdefkmnpqrt(ïðÿìêîîðä(K) & âåðøèíà(A, E) & ïàðàáîëà(E) &
êîîðä(A, K) = (a, b, c) & íàïðàâëïàðàáîëû(E, âåêòîð(GH)) &
êîîðä(âåêòîð(GH), K) = (d, e, f) & ïðÿìàÿ(BC)− êàñàòåëüíàÿ ê E &
A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(BC), K, t) & t = (p, q, r) &
m =

√
d2 + e2 + f 2 & n =

√
p2 + q2 + r2 → M − òî÷êà & N − òî÷êà &

(A, M, N) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êîîðä(M, K) = (a + d/m, b + e/m, c + f/m)
& êîîðä(N, K) = (a + p/n, b + q/n, c + r/n) & k − ÷èñëî &
êîîðä(E, Q) = setxy(x− ky2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < k &
êîîðä(âåêòîð(GH), Q) = (m, 0) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(BC), Q, (0, n))
& E ⊆ ïëîñêîñòü(AMN) & àêòèâ(êîîðä(ïëîñêîñòü(AMN), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ñåäüìîé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", äåâÿòûé - îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "íàïðàâëïðÿìîé", îïèñàííûì ðàíåå â ðàçäåëå
"ñèñòåìû êîîðäèíàò". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå êðèâîé E â êàêîé-ëèáî
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå M, N, Q. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
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1.9 Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà
Ñôåðà

1. Óñëîâèå íà óðàâíåíèå ñôåðû.

∀EKabcdefghpq(ñôåðà(E) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 +by2 +cz2 +dxy+exz +fyz +
gx + hy + pz + q = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) →
a = b & b = c & d = 0 & e = 0 & f = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðàâíåíèå ñôåðû ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå ñôåðû.

∀EKabcde(¬(a = 0) & 0 < b2 + c2 + d2 − 4ae & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxyz(ax2+ay2+az2+bx+cy+dz+e = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) →
ñôåðà(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûå
äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

3. Öåíòð ñôåðû.

∀DEKabcde(¬(a = 0) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + ay2 + az2 +
bx + cy + dz + e = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & öåíòð(D, E) →
êîîðä(D, K) = (−b/(2a),−c/(2a),−d/(2a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñî-
ñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðàäèóñ ñôåðû.

∀EKabcdep(¬(a = 0) & p = b2 + c2 + d2 − 4ae & 0 < p & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + ay2 + az2 + bx + cy + dz + e = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ðàäèóñ(E) =

√
p/(2|a|))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðàäèóñ(E)" â ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé è òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀EKabcdep(¬(a = 0) & p = b2 + c2 + d2 − 4ae & ñôåðà(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + ay2 + az2 + bx + cy + dz + e = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ðàäèóñ(E) =

√
p/(2|a|) & 0 < p)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé.
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5. Öåíòð îêðóæíîñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ.

∀AEKabcdemnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 +ay2 +az2 + bx+ cy +
dz + e = 0 & px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & öåíòð(A, E) & n = p2 + q2 + r2 & ¬(a = 0) &
m = (bp + cq + dr − 2as)/n → êîîðä(A, K) =
((mp− b)/(2a), (mq − c)/(2a), (mr − d)/(2a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïÿòûé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé è øåñòîé - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ.

∀AEKabcdekmnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 +ay2 +az2 +bx+cy+
dz + e = 0 & px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & öåíòð(A, E) & êîîðä(A, K) = (m, n) →
ðàäèóñ(E) =

√
b2 + c2 + d2 − 4ae− (2am + b)2 − (2an + c)2 − (2ak + d)2/(2|a|))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð íîðìàëè.

∀ABCEKPQRabcdefgpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ïëîñêîñòü(ABC)− êàñàòåëüíàÿ ê E &
êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + ay2 + az2 + bx + cy + dz + e = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïëîñêîñòü(ABC) ‖ ïëîñêîñòü(PQR) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → M − òî÷êà & M ∈ E & M ∈ ïëîñêîñòü(ABC)
& f − ÷èñëî & êîîðä(M, K) = (−b/(2a) + pf,−c/(2a) + qf,−d/(2a) + rf))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", ïÿòûé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ òî÷êà ñôåðû E è ïëîñêîñòè ABC. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

8. Ââîä óðàâíåíèÿ ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ îêðóæíîñòü.

∀ABCEKabcdemnkpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ñôåðà(E) & Îêðóæíîñòü(ABC) ⊆ E &
êîîðä(Îêðóæíîñòü(ABC), K) = setxyz(ax2 + ay2 + az2 + bx + cy +
dz + e = 0 & px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
n = p2 + q2 + r2 & m = (bp + cq + dr − 2as)/n → k − ÷èñëî & ¬(n = 0) &
êîîðä(E, K) = setuvw((2au−mp+b−pk)2 +(2av−mq+c−qk)2 +(2aw−mr+d−
rk)2− b2− c2− d2 + 4ae + m2n− k2n = 0 & u− ÷èñëî & v− ÷èñëî & w− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå òðè -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñî-
ñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ñôåðû E. Ïðèåì ââîäèò íîâûé ïàðàìåòð k. Ëå-
âàÿ ÷àñòü âûâîäèìîãî óðàâíåíèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀EKabcdefghpq(ïîââòîðïîðÿäêà(E) & ïðÿìêîîðä(K) → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî &
p−÷èñëî & q−÷èñëî & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 +dxy + exz + fyz +
gx + hy + pz + q = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, K)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ïî-
ââòîðïîðÿäêà" íà ëþáîé èç ñèìâîëîâ "ýëëèïñîèä", "ïàðàáîëîèä", "ãèïåðáî-
ëîèä", "Êîíóñ". Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä" íå óñìàòðèâàåò âîçìîæ-
íîñòè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû
a, b, c, d, e, f, g, h, p, q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû öåíòð è
òðè îñè ñèììåòðèè.

∀ABCDEFGHKMNPQRSTUabcdefghijkmnst(ïîââòîðïîðÿäêà(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
öåíòð(H, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD),
E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(TU), E) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) &
t = (a, b, c) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, i) & i = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(TU), K, j) & j = (g, h, s) & ad + be + cf = 0 &
ag + bh + cs = 0 & dg + eh + fs = 0 & m =

√
a2 + b2 + c2 & n =

√
d2 + e2 + f 2

& k =
√

g2 + h2 + s2 → F − òî÷êà & G− òî÷êà & M − òî÷êà &
(H, F,G, M) = N & ïðÿìêîîðä(N) & êîîðä(âåêòîð(HF ), K) = (a/m, b/m, c/m)
& êîîðä(âåêòîð(HG), K) = (d/n, e/n, f/n) & êîîðä(âåêòîð(HM), K) =
(g/k, h/k, s/k) & P − ÷èñëî & Q− ÷èñëî & R− ÷èñëî & S − ÷èñëî &
êîîðä(E, N) = setxyz(Px2+Qy2+Rz2+S = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäüìîé, äå-
âÿòûé è îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå F, G, M, N, P, Q, R, S. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Íåâûðîæäåííîñòü óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀KPabc(a = bc & ïîââòîðïîðÿäêà(P ) & êîîðä(P, K) = setxyz(a = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) → ¬(b = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èññëåäîâàíèå ëèáî ïðåîáðàçî-
âàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü
"âàðèàíò" ðàçðåøàåò àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè âòîðîãî àíòåöåäåíòà: "ïàðàáî-
ëîèä", "Êîíóñ", "Öèëèíäð", "ãèïåðáîëîèä". "ýëëèïñîèä". Óêàçàòåëü "îáîáù-
ïîäñò" ðàçðåøàåò çàâèñèìîñòü âûðàæåíèÿ a îò ïåðåìåííûõ x, y, z. Ëåâàÿ ÷àñòü
ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì óñêîðåííîãî ðàçëîæåíèÿ
íà ìíîæèòåëè "ôàêòîðèçàöèÿ". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ìíîæèòåëü b íåíóëåâîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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4. Èçìåíåíèå çíàêà ñëàãàåìûõ ëåâîé ÷àñòè äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè óðàâíåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòè.

∀af (setxyz(−ax2 + f(x, y, z) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) =
setxyz(ax2 − f(x, y, z) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðà-
æåíèå f(x, y, z) íå èìååò ñëàãàåìîãî, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå kx2, ãäå ìíîæèòåëü
k ìîæåò çàâèñåòü îò x, y, z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé äëÿ óñòðàíåíèÿ ñìåøàííûõ
ïðîèçâåäåíèé.

∀ABCDEKQabcdefghm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 +dxy +
ex + fy + gz + h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = a− b +

√
(a− b)2 + d2 & p = m/

√
m2 + d2 & q = d/

√
m2 + d2 →

A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q &
êîîðä(A, K) = (0, 0, 0) & êîîðä(B, K) = (p, q, 0) & êîîðä(C, K) = (−q, p, 0) &
êîîðä(D, K) = (0, 0, 1) & ïðÿìêîîðä(Q) & êîîðä(E, Q) = setuvw((am2 + bd2 +
md2)u2 + (ad2 + bm2 − md2)v2 + c(m2 + d2)w2 + (em + fd)

√
m2 + d2u + (fm −

ed)
√

m2 + d2v+g(m2+d2)w+hm2+hd2 = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî))
∀ABCDEKQabcdefghm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxzy(ax2 + by2 + cz2 +dxy +
ex + fy + gz + h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = a− b +

√
(a− b)2 + d2 & p = m/

√
m2 + d2 & q = d/

√
m2 + d2 →

A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q &
êîîðä(A, K) = (0, 0, 0) & êîîðä(B, K) = (p, 0, q) & êîîðä(C, K) = (−q, 0, p) &
êîîðä(D, K) = (0, 1, 0) & ïðÿìêîîðä(Q) & êîîðä(E, Q) = setuvw((am2 + bd2 +
md2)u2 + (ad2 + bm2 − md2)v2 + c(m2 + d2)w2 + (em + fd)

√
m2 + d2u + (fm −

ed)
√

m2 + d2v+g(m2+d2)w+hm2+hd2 = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî))
∀ABCDEKQabcdefghm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setzyx(ax2 + by2 + cz2 +dxy +
ex + fy + gz + h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = a− b +

√
(a− b)2 + d2 & p = m/

√
m2 + d2 & q = d/

√
m2 + d2 →

A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q &
êîîðä(A, K) = (0, 0, 0) & êîîðä(B, K) = (0, q, p) & êîîðä(C, K) = (0, p,−q) &
êîîðä(D, K) = (1, 0, 0) & ïðÿìêîîðä(Q) & êîîðä(E, Q) = setuvw((am2 + bd2 +
md2)u2 + (ad2 + bm2 − md2)v2 + c(m2 + d2)w2 + (em + fd)

√
m2 + d2u + (fm −

ed)
√

m2 + d2v+g(m2+d2)w+hm2+hd2 = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä", ñëåäóþùèå
òðè - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íàïîìíèì, ÷òî öåëü "ýëëèïñîèä"
óêàçûâàåò íà èññëåäîâàíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííîé ñâîèì óðàâ-
íåíèåì. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,D,Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

6. Ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè.

∀ABCDEKQabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + bx + cy +
dz + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & p = c/

√
c2 + d2

& q = d/
√

c2 + d2 → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
(A, B, C,D) = Q & êîîðä(A, K) = (0, 0, 0) & êîîðä(B, K) = (1, 0, 0) &
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êîîðä(C, K) = (0, p, q) & êîîðä(D, K) = (0,−q, p) & ïðÿìêîîðä(Q) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + bu +

√
c2 + d2v + e = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî

& w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setzyx(ax2 + bx + cy +
dz + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & p = c/

√
c2 + d2

& q = d/
√

c2 + d2 → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
(A, B, C,D) = Q & êîîðä(A, K) = (0, 0, 0) & êîîðä(B, K) = (0, 0, 1) &
êîîðä(C, K) = (q, p, 0) & êîîðä(D, K) = (p,−q, 0) & ïðÿìêîîðä(Q) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + bu +

√
c2 + d2v + e = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî

& w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setzxy(ax2 + bx + cy +
dz + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & p = c/

√
c2 + d2

& q = d/
√

c2 + d2 → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
(A, B, C,D) = Q & êîîðä(A, K) = (0, 0, 0) & êîîðä(B, K) = (0, 1, 0) &
êîîðä(C, K) = (q, 0, p) & êîîðä(D, K) = (p, 0,−q) & ïðÿìêîîðä(Q) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + bu +

√
c2 + d2v + e = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî

& w − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä", ñëåäóþùèå
äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
A, B, C,D,Q. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ñðàáàòûâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëü-
íûé êîììåíòàðèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ââîä ñèñòåìû êîîðäèíàò, çàäàþùåé íàïðàâëåíèÿ ãëàâíûõ îñåé ïîâåðõíîñòè.

∀EHKPQRSabcdefghikmnpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ñîáñòâåêòïîâ(E, p,K, (a, b, c)) &
ñîáñòâåêòïîâ(E, m,K, (d, e, f)) & ñîáñòâåêòïîâ(E, q, K, (g, h, i)) & ¬(p− q = 0)
& ¬(p−m = 0) & ¬(q −m = 0) & n =

√
d2 + e2 + f 2 & r =

√
g2 + h2 + i2 &

k =
√

a2 + b2 + c2 → P − òî÷êà & Q− òî÷êà & R− òî÷êà & S − òî÷êà &
(P, Q, R, S) = H & ïðÿìêîîðä(H) & ñîáñòâêîîðä(H, E) & êîîðä(P, K) = (0, 0, 0)
& êîîðä(âåêòîð(PQ), K) = (a/k, b/k, c/k) & êîîðä(âåêòîð(PR), K) =
(d/n, e/n, f/n) & êîîðä(âåêòîð(PS), K) = (g/r, h/r, i/r) & àêòèâ(êîîðä(E, H)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä", ñëå-
äóþùèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïîñëåäíèå òðè -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñûëêè "ñîáñòâåêòïîâ(E, X, K, Y )",
îçíà÷àþùèå, ÷òî Y åñòü êîîðäèíàòû â ñèñòåìå K ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïîâåðõ-
íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà E, îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ X, ñîçäàþòñÿ
ïðèåìàìè ñëåäóþùåãî ïóíêòà. Îòñóòñòâóåò ïîñûêà âèäà "ñîáñòâêîîðä(Z,E)".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå P, Q, R, S, H. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCEHPQRSabcdefghikmnpqr(ïðÿìêîîðä(K) & ñîáñòâåêòïîâ(E, p,K, (a, b, c)) &
ñîáñòâåêòïîâ(E, p,K, (d, e, f)) & ñîáñòâåêòïîâ(E, q, K, (g, h, i)) & ¬(p− q = 0)
& m = ad + be + cf & n = d2 + e2 + f 2 & r =

√
g2 + h2 + i2 &

A = (an−md)/n & B = (bn−me)/n & C = (cn−mf)/n & k =
√

A2 + B2 + C2 →
P − òî÷êà & Q− òî÷êà & R− òî÷êà & S − òî÷êà & (P, Q,R, S) = H &
ïðÿìêîîðä(H) & ñîáñòâêîîðä(H, E) & êîîðä(P, K) = (0, 0, 0) &
êîîðä(âåêòîð(PQ), K) = (A/k, B/k, C/k) & êîîðä(âåêòîð(PR), K) =
(d/
√

n, e/
√

n, f/
√

n) & êîîðä(âåêòîð(PS), K) = (g/r, h/r, i/r) &
àêòèâ(êîîðä(E, H)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä", ïÿòûé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûêà âèäà "ñîáñòâêîîðä(Z,E)". Ïðèåì ââî-
äèò íîâûå ïåðåìåííûå P, Q,R, S, H. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïîâåðõíîñòè.

∀AEKPabcdefghpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy +
exz + fyz + gx + hy + pz + q = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
(ñîáñòâçíà÷åíèå(A, u, v) & ñîáñòâåêòîð(A, u, w)) = P →
∀uvw(P → ñîáñòâåêòïîâ(E, u, K,w)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä", òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Õîòÿ áû äâà èç êîýôôèöèåíòîâ d, e, f
îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïåðåä îáðàáîòêîé ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ââîäÿòñÿ íîâûå ïå-
ðåìåííûå A, u, v, w. Çàòåì ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûë-
êà:

A =

 a d/2 e/2
d/2 b f/2
e/2 f/2 c

.

Íåèçâåñòíûìè çàäà÷è ñëóæàò u, v, w. Îòâåòîì ñòàíîâèòñÿ ÿâíîå îïèñàíèå P
ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A. Ïðèå-
ìû, îáåñïå÷èâàþùèå ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷, ïðèâîäÿòñÿ â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé
ëèíåéíîé àëãåáðå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 3. ×òîáû èñ-
ïîëüçîâàòü âûâåäåííóþ êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, ñîçäàíû ñëåäóþùèå äîïîë-
íèòåëüíûå ïðèåìû:

∀abcd(∀x(x ∈ ëèíêîìáèíàöèè({a}) → ñîáñòâåêòïîâ(b, c, d, x)) ↔
ñîáñòâåêòïîâ(b, c, d, a))

∀abcde(∀x(x ∈ ëèíêîìáèíàöèè({a, d}) → ñîáñòâåêòïîâ(b, c, e, x)) ↔
ñîáñòâåêòïîâ(b, c, e, a) & ñîáñòâåêòïîâ(b, c, e, d))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîñûëêàì çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä". Óðîâåíü èõ ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïó-
òåì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò.

(a) Òðè êâàäðàòà â óðàâíåíèè ïîâåðõíîñòè.

∀ABCDEKQabcdefgmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 +by2 +cz2 +
dx + ey + fz + g = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = bcd2 + ace2 + abf 2 − 4abcg & ¬(a = 0) & p = −d/(2a) & q = −e/(2b)
& r = −f/(2c) & ¬(b = 0) & ¬(c = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(1, 0, 0) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) =
(0, 0, 1) & êîîðä(E, Q) = setuvw(4a2bcu2 + 4ab2cv2 + 4abc2w2 = m &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä".
×åòâåðòûé, âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïå-
ðåìåííûå A, B, C,D, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Äâà êâàäðàòà â óðàâíåíèè ïîâåðõíîñòè.

∀ABCDEKQabcdfmpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 +
cx + dy + ez + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = bc2 + ad2 − 4abf & ¬(m = 0) & p = −c/(2a) & q = −d/(2b) &
¬(a = 0) & ¬(b = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E)
& êîîðä(A, K) = (p, q, 0) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (1, 0, 0) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (0, 0, 1) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(4a2bu2/m + 4ab2v2/m = 1 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî
& w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcdefgm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxzy(ax2 + by2 +
cx + dy + ez + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = bc2 + ad2 − 4abf & ¬(m = 0) & p = −c/(2a) & q = −d/(2b) &
¬(a = 0) & ¬(b = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & (A, B, D, C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E)
& êîîðä(A, K) = (p, 0, q) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (1, 0, 0) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (0, 0, 1) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(4a2bu2/m + 4ab2v2/m = 1 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî
& w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcdefgm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setzyx(ax2 + by2 +
cx + dy + ez + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
m = bc2 + ad2 − 4abf & ¬(m = 0) & p = −c/(2a) & q = −d/(2b) &
¬(a = 0) & ¬(b = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & (A, D, C,B) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E)
& êîîðä(A, K) = (0, q, p) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (1, 0, 0) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (0, 0, 1) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(4a2bu2/m + 4ab2v2/m = 1 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî
& w − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä".
×åòâåðòûé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìèè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïå-
ðåìåííûå A, B, C,D,Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEKQabcdfmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cx +
dy + ez + f = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & m = bc2 + ad2 −
4abf & ¬(e = 0) & p = −c/(2a) & q = −d/(2b) & r = m/(4abe) &
¬(a = 0) & ¬(b = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E) &
êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (1, 0, 0) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (0, 0, 1) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(au2+bv2+ew = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî))
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∀ABCDEKQabcdfmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxzy(ax2 + by2 + cx +
dy + ez + f = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & m = bc2 + ad2 −
4abf & ¬(e = 0) & p = −c/(2a) & q = −d/(2b) & r = m/(4abe) &
¬(a = 0) & ¬(b = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & (A, B, D,C) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E) &
êîîðä(A, K) = (p, r, q) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (1, 0, 0) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (0, 0, 1) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(au2+bv2+ew = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî))
∀ABCDEKQabcdfmpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setzyx(ax2 + by2 + cx +
dy + ez + f = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & m = bc2 + ad2 −
4abf & ¬(e = 0) & p = −c/(2a) & q = −d/(2b) & r = m/(4abe) &
¬(a = 0) & ¬(b = 0) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & (A, D, C, B) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) & êàíîíè÷êîîðä(Q,E) &
êîîðä(A, K) = (r, q, p) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (1, 0, 0) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (0, 0, 1) &
êîîðä(E, Q) = setuvw(au2+bv2+ew = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ÷åòâåðòûé, âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû.

(c) Îäèí êâàäðàò â óðàâíåíèè ïîâåðõíîñòè.

∀ABCDEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0)
& p = −b/(2a) & q = (b2 − 4ad)/(4ac) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (p, q, 0) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(1, 0, 0) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) =
(0, 0, 1) & êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + cv = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxzy(ax2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0)
& p = −b/(2a) & q = (b2 − 4ad)/(4ac) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (p, 0, q) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(1, 0, 0) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 0, 1) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) =
(0, 1, 0) & êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + cv = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setyxz(ax2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0)
& p = −b/(2a) & q = (b2 − 4ad)/(4ac) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (q, p, 0) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (1, 0, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) =
(0, 0, 1) & êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + cv = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setyzx(ax2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0)
& p = −b/(2a) & q = (b2 − 4ad)/(4ac) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q,E) & êîîðä(A, K) = (q, 0, p) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
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(0, 0, 1) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (1, 0, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) =
(0, 1, 0) & êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + cv = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setzxy(ax2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0)
& p = −b/(2a) & q = (b2 − 4ad)/(4ac) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q, E) & êîîðä(A, K) = (0, p, q) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 0, 1) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) =
(1, 0, 0) & êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + cv = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

∀ABCDEKQabcdpq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setzyx(ax2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(a = 0) & ¬(c = 0)
& p = −b/(2a) & q = (b2 − 4ad)/(4ac) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & (A, B, C,D) = Q & ïðÿìêîîðä(Q) &
êàíîíè÷êîîðä(Q, E) & êîîðä(A, K) = (0, q, p) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(0, 0, 1) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (0, 1, 0) & êîîðä(âåêòîð(AD), K) =
(1, 0, 0) & êîîðä(E, Q) = setuvw(au2 + cv = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä".
Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìèè îïåðà-
òîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâó-
åò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
A, B, C,D, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Óñìîòðåíèå òèïà ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

(a) Óñìîòðåíèå ýëëèïñîèäà.

∀EKabcdefgm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dx +
ey + fz + g = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & m = bcd2 + ace2 +
abf 2 − 4abcg & 0 < ab & 0 < ac & 0 < m → ýëëèïñîèä(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðå-
òèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî
óêàçûâàþùàÿ òèï ïîâåðõíîñòè E. Êîýôôèöèåíòû a, b, c íå äîëæíû ñîâïà-
äàòü, òàê êàê óñìîòðåíèå ñôåðû îáåñïå÷èâàåòñÿ äðóãèì ïðèåìîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Óñìîòðåíèå ãèïåðáîëîèäà.

∀EKabcdefgm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2+by2+cz2+dx+ey+
fz + g = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & m = bcd2 +ace2 +abf 2−
4abcg & 0 < ab & bc < 0 & m < 0 → ãèïåðáîëîèä(E) & îäíîïîëîñòíûé(E))

∀EKabcdefgm(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2+by2+cz2+dx+ey+
fz + g = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & m = bcd2 +ace2 +abf 2−
4abcg & 0 < ab & bc < 0 & 0 < m → ãèïåðáîëîèä(E) & äâóïîëîñòíûé(E))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðå-
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òèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî
óêàçûâàþùàÿ òèï ïîâåðõíîñòè E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀DEKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 +dxy +
exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
D = 4abc + def − af 2 − be2 − cd2 & ¬(D = 0) & g = 4ab + 4bc + 4ac− d2 −

e2 − f 2 & (D(a + b + c) ≤ 0 ∨ g ≤ 0) & 0 < det


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

 →

ãèïåðáîëîèä(E) & îäíîïîëîñòíûé(E))

∀DEKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 +dxy +
exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
D = 4abc + def − af 2 − be2 − cd2 & ¬(D = 0) & g = 4ab + 4bc + 4ac− d2 −

e2 − f 2 & (D(a + b + c) ≤ 0 ∨ g ≤ 0) & det


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

 < 0 →

ãèïåðáîëîèä(E) & äâóïîëîñòíûé(E))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðå-
òèé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé, øåñòîé
è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îò-
ñóòñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî óêàçûâàþùàÿ òèï ïîâåðõíîñòè E. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Óñìîòðåíèå ïàðàáîëîèäà.

∀EKacdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + ay2 + cx + dy +
ez + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(e = 0) & ¬(a = 0) →
ïàðàáîëîèä(E) & êðóãëûé(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïî-
ñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà, ÿâíî óêàçûâàþùàÿ òèï ïîâåðõíîñòè E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cx + dy +
ez + f = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(e = 0) & 0 < ab →
ïàðàáîëîèä(E) & ýëëèïòè÷åñêèé(E))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû a, b íå ñîâïàäàþò.

∀EKabcdef (ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cx + dy +
ez + f = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(e = 0) & ab < 0 →
ïàðàáîëîèä(E) & ãèïåðáîëè÷åñêèé(E))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Óñìîòðåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

i. Êðóãëûé öèëèíäð.
∀EKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + ay2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & e = b2 + c2 − 4ad
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& ¬(a = 0) & 0 < e → Öèëèíäð(E) & êðóãëûé(E))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, ïîñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îò-
ñóòñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî óêàçûâàþùàÿ òèï ïîâåðõíîñòè E. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð.
∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cx +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & m = bc2 +
ad2 − 4abe & 0 < ab & 0 < am → Öèëèíäð(E) & ýëëèïòè÷åñêèé(E))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð.
∀EKabcdem(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cx +
dy + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & m = bc2 +
ad2−4abe & ab < 0 & ¬(m = 0) → Öèëèíäð(E) & ãèïåðáîëè÷åñêèé(E))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iv. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð.
∀EKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + bx +
cy + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ¬(a = 0)
& ¬(c = 0) → Öèëèíäð(E) & ïàðàáîëè÷åñêèé(E))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

v. Óñìîòðåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò öèëèíäðà.
∀EKab(Öèëèíäð(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxyz(ax2 + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
êàíîíè÷êîîðä(K, E))
∀EKab(Öèëèíäð(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxyz(ax2 + by2 + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
êàíîíè÷êîîðä(K, E))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä". Îò-
ñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(e) Óñìîòðåíèå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.
∀EKacdefg(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + ay2 + cz2 + dx + ey +
fz + g = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ac < 0 & cd2 + ce2 +
af 2 − 4acg = 0 → Êîíóñ(E) & êðóãëûé(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä".
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîñëåäíèé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî óêà-
çûâàþùàÿ òèï ïîâåðõíîñòè E. Óêàçàòåëü "ýëåìåíò(z)" ðàçðåøàåò èäåíòè-
ôèêàöèþ ïåðåìåííîé z áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀EKabcdefg(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dx+ ey +
fz + g = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & 0 < ab &
ac < 0 & bcd2 + ace2 + abf 2 − 4abcg = 0 → Êîíóñ(E))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè îáðàáàòûâàþò-
ñÿ òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû.
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(f) Óñìîòðåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé.

∀ABEKfgh(f(x, y, z) = gh & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 & x− ÷èñëî
& y−÷èñëî & z−÷èñëî) → A− set & B− set & A∪B = E & êîîðä(A, K) =
setxyz(g = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) =
setxyz(h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä", âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå". Ïåðåìåí-
íàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(X, E)".
Êàæäîå èç âûðàæåíèé g, h ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ x, y, z.
Â óðàâíåíèè ïîâåðõíîñòè âñòðå÷àåòñÿ ÷ëåí ñ êâàäðàòîì ïåðåìåííîé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(g) Óñìîòðåíèå ïëîñêîñòè.

∀Aabcd(¬(a2 + b2 + c2 = 0) & êîîðä(A, K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → Ïëîñêîñòü(A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä", ïåðâûé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2. Âîçìîæíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ïîäãîòàâëèâàåòñÿ ïðåäû-
äóùèì ïðèåìîì, îáåñïå÷èâàâøèì ðàçëîæåíèå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî-
âåðõíîñòè íà ìíîæèòåëè,

(h) Ðåãèñòðàöèÿ â ñïèñêå óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ
èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ýòîò ïóíêò àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó ïóíêòó äëÿ êðèâûõ. Âñå ïðè-
åìû èìåþò çàãîëîâîê "çàìåùåíèåóñëîâèé" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà
èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü". Îíè âûïîëíÿþò äîáàâëåíèå
ê ñïèñêó óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ãðóïïó ïîñûëîê òåêóùåé çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "çàìåùåíèåóñëîâèé(A)",
ãäå A - âèä ïîñûëêè, îáðàçóþùåé ÿäðî óêàçàííîé ãðóïïû ïîñûëîê. Ê íåé
äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 7.

i. çàìåùåíèåóñëîâèé(ýëëèïñîèä(a)).
Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

ii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ñôåðà(a)).

iii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ãèïåðáîëîèä(a)).

iv. çàìåùåíèåóñëîâèé(ïàðàáîëîèä(a)).

v. çàìåùåíèåóñëîâèé(Öèëèíäð(a)).

vi. çàìåùåíèåóñëîâèé(Êîíóñ(a)).

vii. çàìåùåíèåóñëîâèé(Ïëîñêîñòü(a)).
Ëèáî a - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ ïî-
ñûëêà âèäà "x = a ∪ b", ãäå x - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è.

viii. çàìåùåíèåóñëîâèé(êðóãëûé(a)).

ix. çàìåùåíèåóñëîâèé(îäíîïîëîñòíûé(a)).

x. çàìåùåíèåóñëîâèé(äâóïîëîñòíûé(a)).

xi. çàìåùåíèåóñëîâèé(ýëëèïòè÷åñêèé(a)).
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xii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ãèïåðáîëè÷åñêèé(a)).

xiii. çàìåùåíèåóñëîâèé(ïàðàáîëè÷åñêèé(a)).

xiv. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(K íàáîð(ABCD))).
Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êàíîíè÷êîîðä(K, X)", ïðè÷åì ëèáî X -
íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìååòñÿ òàêæå ïîñûëêà
Y = X ∪ Z, ãäå Y - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è.

xv. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(êîîðä(A, K)b)).
Âûðàæåíèÿ b, K íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. A - íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè.

xvi. çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(êîîðä(âåêòîð(AB),K)c)).
Âûðàæåíèÿ c, K íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. A - íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè, B - îäèí èç êîíöîâ åå
áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

11. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ íà òèï ïîâåðõíîñòè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíå-
íèÿ.

(a) Ýëëèïñîèä.

∀EKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy +
exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
ýëëèïñîèä(E) ↔ 0 < (4abc + def − af 2 − be2 − cd2)(a + b + c) &

det


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

 < 0 & 0 < 4ab + 4bc + 4ac− d2 − e2 − f 2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è,
çà èñêëþ÷åíèåì çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü". Àíòåöå-
äåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ãèïåðáîëîèä.

∀DEKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & D = 4abc + def − af 2 − be2 − cd2 &
êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz + px+ qy + rz + s = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ãèïåðáîëîèä(E) &
äâóïîëîñòíûé(E) ↔ ¬(D = 0) & (D(a + b + c) ≤ 0 ∨ 4ab + 4bc + 4ac− d2−

f 2 − e2 ≤ 0) & det


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

 < 0)

∀DEKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & D = 4abc + def − af 2 − be2 − cd2 &
êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz + px+ qy + rz + s = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ãèïåðáîëîèä(E) &
îäíîïîëîñòíûé(E) ↔ ¬(D = 0) & (D(a + b + c) ≤ 0 ∨ 4ab + 4bc + 4ac −

d2 − f 2 − e2 ≤ 0) & 0 < det


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è,
çà èñêëþ÷åíèåì çàäà÷ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "èññëåäîâàòü". Ïåðâûé
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è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(c) Ïàðàáîëîèä.

∀EKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy +
exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
ïàðàáîëîèä(E) & ýëëèïòè÷åñêèé(E) ↔

4abc + def − af 2 − be2 − cd2 = 0 & det


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

 < 0)

∀EKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy +
exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
ïàðàáîëîèä(E) & ãèïåðáîëè÷åñêèé(E) ↔

4abc + def − af 2 − be2 − cd2 = 0 & 0 < det


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ýëëèïñîèäà.

12. Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò âåðøèíû.

∀AEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & âåðøèíà(A, E) & ãèïåðáîëîèä(E) → a− ÷èñëî & b−
÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(A, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðå-
øàåò çàìåíó ñèìâîëà "ãèïåðáîëîèä" íà ñèìâîëû "ýëëèïñîèä", "ïàðàáîëîèä".
Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A.
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïàðàìåòðû a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

13. Öåíòð ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

(a) Åäèíñòâåííîñòü öåíòðà.

∀ABE(öåíòð(A, E) & öåíòð(B, E) & ýëëèïñîèä(E) → A = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ýëëèïñîèä" íà
"ãèïåðáîëîèä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ñîîòíîøåíèå äëÿ êîîðäèíàò öåíòðà ïîâåðõíîñòè.

∀AEKabcdefpqrsijk(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2+by2+cz2+dxy+
exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & öåíòð(A, E) → i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî &
êîîðä(A, K) = (i, j, k) & 2ai + dj + ek + p = 0 &
di + 2bj + fk + q = 0 & ei + fj + 2ck + r = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Ïðèåì ââî-
äèò íîâûå ïàðàìåòðû i, j, k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀AEKabcdefpqrsijk(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2+by2+cz2+dxy+
exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & öåíòð(A, E) & êîîðä(A, K) = (i, j, k) →
2ai + dj + ek + p = 0 & di + 2bj + fk + q = 0 & ei + fj + 2ck + r = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåð-
òûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

14. Îñè è ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

(a) Îñü âðàùåíèÿ.
∀AE(Êîíóñ(E) & êðóãëûé(E) & îñüâðàùåíèÿ(A, E) → îñüêîíóñà(A, E))

∀AE(öèëèíäð(E) & êðóãëûé(E) & îñüâðàùåíèÿ(A, E) →
îñüöèëèíäðà(A, E))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ïåðïåíäèêóëÿð ê îñè ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà ëèáî ãèïåðáîëîèäà, ïðîâå-
äåííûé â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ÷åðåç öåíòð, ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè.
∀ABCDEFPQRabcdefgpqr(ïðÿìêîîðä(K) &
ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) & ãèïåðáîëîèä(E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(PQ), E) & öåíòð(D, E) & êîîðä(D, K) = (p, q, r)
& íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, t) & t = (a, b, c) & ad + be + cf = 0
& êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(dx + ey + fz + g = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → F − òî÷êà & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(DF ), E)
& êîîðä(ïðÿìàÿ(DF ), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u− p, v − q, w − r),
(bf − ce, cd− af, ae− bd)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ãèïåðáîëîèä"
íà "ýëëèïñîèä". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçà-
òîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å ïîêà
íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñü ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè E, îòëè÷íàÿ îò PQ. Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Äâå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ïåðåñåêàþòñÿ ïî îñè ñèììåòðèè.
∀ABCEMNPQRabcdpqrs(ýëëèïñîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) & ïëîñêîñòüñèììåò-
ðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) & ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(PQR), E)
& ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ap + bq + cr = 0 →
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(MN), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ýëëèïñîèä" íà
ñèìâîëû "ãèïåðáîëîèä", "ïàðàáîëîèä", "ïîââòîðïîðÿäêà". Òðè ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
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∀ABCEMNPQRabcdpqrs(ýëëèïñîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) & ïëîñêîñòüñèììåò-
ðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) & ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(PQR), E)
& êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(pu + qv +
rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ap + bq + cr = 0 →
M − òî÷êà & N − òî÷êà & ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) &
ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(MN), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ýëëèïñîèä" íà
ñèìâîëû "ãèïåðáîëîèä", "ïàðàáîëîèä", "ïîââòîðïîðÿäêà". Òðè ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ îáùàÿ ïðÿìàÿ ïëîñêîñòåé ABC è PQR. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(d) Öåíòð ïîâåðõíîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè îñåé ñèììåòðèè.

∀ABCDEFGHabcdefijkmnpqrt(ïîââòîðïîðÿäêà(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(FG), E) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t)
& t = (a, b, c) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, i) & i = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(FG), K, j) & j = (p, q, r) & ad + be + cf = 0 &
ap + bq + cr = 0 & dp + eq + fr = 0 → H − òî÷êà & öåíòð(H, E) &
m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & k − ÷èñëî & êîîðä(H, K) = (m, n, k) &
H ∈ ïðÿìàÿ(AB) & H ∈ ïðÿìàÿ(CD) & H ∈ ïðÿìàÿ(FG))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïðè÷åì óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ïîââòîðïîðÿä-
êà" íà ñèìâîëû "ãèïåðáîëîèä", "ýëëèïñîèä". Øåñòîé, âîñüìîé è äåñÿòûé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà
âèäà "öåíòð(X,E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå H, M, N, K. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Äèàìåòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòè è ïðÿìîé ñîïðÿæåííîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ.

∀EFKMabcdefijkpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 +
dxy + exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & äèàìåòðïëîñêîñòü(F, E) & ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(F, M, E) →
i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî & êîîðä(M, K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y, z), (i, j, k)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & êîîðä(F, K) = setuvw((2ai + dj + ek)u + (di + 2bj + fk)v +
(ei + fj + 2ck)w + pi + qj + rk = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü íè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè F , íè
óðàâíåíèå ïðÿìîé M . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðÿìîé ñîïðÿæåííîãî íàïðàâëåíèÿ.
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∀ABCDEPQ(äèàìåòðïëîñêîñòü(ïëîñêîñòü(ABC), E) → P − òî÷êà &
Q− òî÷êà & ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïëîñêîñòü(ABC), ïðÿìàÿ(PQ), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïî-
ñûëêà âèäà "ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(ïëîñêîñòü(ABC), X, E)". Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïåðåìåííûå P, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ñîîòíîøåíèå äëÿ íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, êîòîðîé ñîïðÿæåíà äàí-
íàÿ äèàìåòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü.

∀ABCDEFKMabcdefijkpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 +
cz2 + dxy + exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & äèàìåòðïëîñêîñòü(F, E) & êîîðä(F, K) = setuvw(Au + Bv +
Cw + D = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &
ñîïðÿæíàïðàâëåíèÿ(F, M, E) → i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî &
êîîðä(M, K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x, y, z), (i, j, k)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïðîïîðöíàáîðû((A, B, C,D), (2ai + dj + ek,
di + 2bj + fk, ei + fj + 2ck, pi + qj + rk)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé M . Êðîìå
ïîñûëêè, èäåíòèôèöèðîâàííîé ñ ïÿòûì àíòåöåäåíòîì, à òàêæå ïîñûëêè
"àêòèâ(M)", óïîìèíàíèå î ïðÿìîé M ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî â ïîñûëêå
âèäà "íàïðàâëïðÿìîé(M, K,X)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå i, j, k.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè â çàäàííîé åå òî÷êè.

∀ABCEKabcgr(ïðÿìêîîðä(K) & ïëîñêîñòü(ABC) − êàñàòåëüíàÿ ê E &
êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz + gx+hy + pz + q = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & D ∈ E & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
êîîðä(D, K) = (m,n, k) → êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz((2am + dn + ek + g)x + (dm + 2bn + fk + h)y + (em + fn + 2ck + p)z +
gm + hn + pk + 2q = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì", øåñòîé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâ-
íåíèå ïëîñêîñòè ABC. Â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E âõîäèò õîòÿ áû îäèí
íåëèíåéíûé ÷ëåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ââîä â ðàññìîòðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEKabc(ïëîñêîñòü(ABC) − êàñàòåëüíàÿ ê E & ïðÿìêîîðä(K) →
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ E &
êîîðä(D, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Â
çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ABC è ïîâåðõíîñòè E.
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Èìååòñÿ ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì ââîäèò íî-
âûå ïåðåìåííûå a, b, c, D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ââîä â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàò òî÷êè êàñàíèÿ.

∀ABCDEKabc(ïëîñêîñòü(ABC) − êàñàòåëüíàÿ ê E & ïðÿìêîîðä(K) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & D ∈ E → a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
êîîðä(D, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè D. Èìååòñÿ
ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðå-
ìåííûå a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Óñëîâèå íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü.

∀ABCEKabcgr(ïðÿìêîîðä(K) & ïëîñêîñòü(ABC) − êàñàòåëüíàÿ ê E &
êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz + gx+hy + pz + q = 0
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & D ∈ E & D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
êîîðä(D, K) = (m, n, k) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setXY Z(PX+QY +
RZ + S = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) &
F = 2am+dn+ ek + g & G = dm+2bn+ fk +h & H = em+ fn+2ck + p →
GP − FQ = 0 & HP − FR = 0 & HQ−GR = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàùàÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ïî äâóì ïðÿìîëè-
íåéíûì îáðàçóþùèì, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé.

∀ABCDEFGH(ïàðàáîëîèä(E) & E ∩ ïëîñêîñòü(ABC) = ïðÿìàÿ(DH) ∪
ïðÿìàÿ(FG) → ïëîñêîñòü(ABC) − êàñàòåëüíàÿ ê E)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Èìååòñÿ ïîñûë-
êà, îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

∀ABCDEFGHI(ãèïåðáîëîèä(E) & E ∩ ïëîñêîñòü(ABC) = ïðÿìàÿ(DH) ∪
ïðÿìàÿ(FG) & I ∈ ïðÿìàÿ(DH) & I ∈ ïðÿìàÿ(FG) → ïëîñêîñòü(ABC) −
êàñàòåëüíàÿ ê E)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äîáàâëåíû äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòû, âû-
äåëåííûõ óêàçàòåëåì "óñì".

∀ABCDEFGP (ãèïåðáîëîèä(E) & ïðÿìàÿ(DH) ⊆ E & ïðÿìàÿ(FG) ⊆ E &
P ∈ ïðÿìàÿ(DH) & P ∈ ïðÿìàÿ(FG) → A− òî÷êà & B − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(DH) ⊆ ïëîñêîñòü(ABP ) & ïðÿìàÿ(FG) ⊆ ïëîñêîñòü(ABP ) &
ïëîñêîñòü(ABP ) − êàñàòåëüíàÿ ê E)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåä-
íèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Èìååòñÿ ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîñòü, ñîäåð-
æàùàÿ ïðÿìûå DH è FG. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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17. Ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü.

(a) Ââîä äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ ïëîñêîé êðèâîé â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
∀ABCDEKabcdfghkmnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax + by +
cz + d = 0 & f(x, y, z) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
ïëîñêáàçèñ((a, b, c, d), t, e, j) & t = (p, q, r) & e = (m, n, k) & j = (g, h, s) →
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & (A, B, C) = D & ïðÿìêîîðä(D) &
êîîðä(A, K) = (p, q, r) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (m, n, k) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (g, h, s) & êîîðä(E, D) = setuv(f(p + mu + gv,
q + nu + hv, r + ku + sv) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ"; òðåòèé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ïëîñêáàçèñ". Âõîäíûì äàííûì
çäåñü ñëóæèò íàáîð (a, b, c, d) êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, âûõîä-
íûìè äàííûìè - êîîðäèíàòû íà÷àëà êîîðäèíàò è áàçèñíûõ âåêòîðîâ äâó-
ìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà äàííîé ïëîñêîñòè. Ïîñëåä-
íèå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ
f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ óðàâíåíèå ìíî-
æåñòâà òî÷åê E â äâóìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðå-
ìåííûå A, B, C,D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåð-
ñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â ïðîèçâîëüíûõ çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Ëèáî óðàâíåíèå äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê E ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, ëèáî óêàçàíî, ÷òî îíî âêëþ÷àåòñÿ â äðóãîå ìíîæåñòâî, óðàâíåíèå
êîòîðîãî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèå f(x, y, z) äîëæíî ñîäåðæàòü
ëèáî êâàäðàò îäíîé èç ïåðåìåííûõ x, y, z, ëèáî ïðîèçâåäåíèå äâóõ òàêèõ
ïåðåìåííûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîé âåðñèè ðàâåí 5.
∀ABCDEFKPQRabcdefghjkmnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ïëîñêîñòü(PQR) ∩ E = F &
êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(au + bv + cw + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ïëîñêáàçèñ((a, b, c, d), t, e, j) & t = (p, q, r) &
e = (m,n, k) & j = (g, h, s) → A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
(A, B, C) = D & ïðÿìêîîðä(D) & êîîðä(A, K) = (p, q, r) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (m, n, k) & êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (g, h, s)
& êîîðä(F, D) = setXY (f(p + mX + gY, q + nX + hY, r + kX + sY ) &
X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ"; ïÿòûé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ïëîñêáàçèñ". Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ
öåíòð ëèáî ôîêóñ êðèâîé F , ïðè÷åì îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ óðàâ-
íåíèå äàííîé êðèâîé â äâóìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âûðàæåíèå f(x, y, z)
ñîäåðæèò ëèáî êâàäðàò îäíîé èç ïåðåìåííûõ x, y, z, ëèáî ïðîèçâåäåíèå
äâóõ òàêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C,D. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé
óñëîâèå íà öåíòð ëèáî ôîêóñ îòáðîøåíî, íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû õîòÿ áû îäíî
èç óðàâíåíèé äëÿ ïîâåðõíîñòè E ëèáî ïëîñêîñòè PQR ñîäåðæàëî íåèçâåñò-
íûå. Â ýòîé âåðñèè äîïîëíèòåëüíî âûâîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà î.ä.ç âûðàæåíèé
e, j. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîé âåðñèè òîæå ðàâåí 5.
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(b) Ââîä óðàâíåíèÿ ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè, åñëè íà ïëîñêîñòè óæå âû-
áðàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.
∀ABCEFGKMPQabcdefghi(E ⊆ F & Q = (A, B, C) & êîîðä(E, Q) = M &
êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (d, e, f) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (g, h, i) & êîîðä(F, K) = setxyz(P (x, y, z)
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → E ⊆ G &
F ∩ ïëîñêîñòü(ABC) = G & êîîðä(G, Q) =
setuv(P (a + du + gv, b + eu + hv, c + fu + iv) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ñåäü-
ìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Âûðàæåíèå M èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Ëèáî îíî, ëèáî óðàâ-
íåíèå ïîâåðõíîñòè F ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà
"E ⊆ X, X = F ∩ Y, êîîðä(X, Q) = set(. . .)". Âûðàæåíèå F íå èìååò çàãî-
ëîâêà "ïëîñêîñòü". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ G. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Öåíòð êðèâîé, ïîëó÷àåìîé ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ.
∀ABCDEFKMabcdefijkpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 +
cz2 + dxy + exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî) & F = ïëîñêîñòü(PQR) ∩ E & öåíòð(D, F ) &
êîîðä(D, K) = (m, n, k) → A− ÷èñëî & B − ÷èñëî & C − ÷èñëî &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(Ax + By + Cz − Am − Bn − Ck =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïðîïîðöíàáîðû((A, B, C),
(2am + dn + ek + p, dm + 2bn + fk + q, em + fn + 2ck + r)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêî-
îðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè PQR. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïåðåìåííûå A, B, C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïîïûòêà íàéòè äâå ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî ïåðåñå÷åíèå äâóõ
ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà.
∀EFGKabcdefghijkmnp(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 &
g(x, y, z) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & f(x, y, z) =
mh + i & g(x, y, z) = nh + j & ¬(m = 0) & q = mj − ni & q = au2 + buv +
cv2 +du+ ev +k & p = b2−4ac & 0 < p & 4ack + bde−ae2− cd2−kb2 = 0 →
E = F ∪G & êîîðä(F, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 & (b +

√
p)u + 2cv +

(be− 2cd)/
√

p + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(G, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 & (b−√p)u + 2cv +
(2cd− be)/

√
p + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ"; ïÿòûé
è äåâÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò"
îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïàðû ïåðåìåííûõ u, v ñðåäè
ïåðåìåííûõ x, y, z èç óñëîâèÿ âõîæäåíèÿ èõ â âûðàæåíèå q. Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ E â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, è ñàìî
âûðàæåíèå E íå èìååò çàãîëîâêà "îáúåäèíåíèå". Êàæäîå èç âûðàæåíèé
f(x, y, z), g(x, y, z) èìååò âõîæäåíèå êâàäðàòà ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé
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ïðèñòàâêè xyz, ëèáî âõîæäåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d, e, k,m, n íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ x, y, z, à âûðàæåíèå h - ñîäåð-
æèò. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå F, G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

∀EFGKabfghijmnq(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 &
g(x, y, z) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & f(x, y, z) =
mh + i & g(x, y, z) = nh + j & ¬(m = 0) & q = mj − ni &
(q = 0) = (u = a ∨ u = b) → E = F ∪G & êîîðä(F, K) =
setxyz(f(x, y, z) = 0 & u = a & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(G, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 & u = b & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ëèíèÿ"; ïÿòûé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé u ñðåäè ïåðåìåííûõ x, y, z
èç óñëîâèÿ âõîæäåíèÿ â âûðàæåíèå q. Ëåâàÿ ÷àñòü ñåäüìîãî àíòåöåäåíòà
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî u ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ E â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
ìíîæåñòâ, è ñàìî âûðàæåíèå E íå èìååò çàãîëîâêà "îáúåäèíåíèå". Ïå-
ðåìåííûå x, y, z, îòëè÷íûå îò u, íå âõîäÿò â q. Êàæäîå èç âûðàæåíèé
f(x, y, z), g(x, y, z) èìååò âõîæäåíèå êâàäðàòà ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè xyz, ëèáî âõîæäåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Âûðàæåíèÿ
m,n íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ x, y, z, à âûðàæåíèå h - ñîäåðæèò. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå F, G. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé ïî óðàâíåíèÿì åå ïëîñ-
êîñòè è ïîâåðõíîñòè.

∀ABEKPQRabcdfgh(ïðÿìàÿ(AB) ∪ ïðÿìàÿ(CD) = E ∩ ïëîñêîñòü(PQR) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(au + bv + cw + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 &
x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & ¬(a = 0) & f(−(d+ by + cz)/a, y, z) =
gh/m → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 &
g = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & h = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî & z− ÷èñëî) ∨
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & h = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & g = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
âòîðîé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Êàæäîå èç âûðàæåíèé g, h ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ
y, z. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü íè óðàâíåíèå
ïðÿìîé AB, íè óðàâíåíèå ïðÿìîé CD. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABEKPQRabcdfgh(ïðÿìàÿ(AB) ⊆ E & ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(au + bv + cw + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 &
x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & ¬(a = 0) & f(−(d+ by + cz)/a, y, z) =
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gh/m → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & g = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ABEKPQRabcdfgh(ïðÿìàÿ(AB) ⊆ E & ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(au + bv + cw + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 &
x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & ¬(a = 0) & f(x,−(d+ax+ cz)/b, z) =
gh/m → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & g = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

∀ABEKPQRabcdfgh(ïðÿìàÿ(AB) ⊆ E & ïðÿìàÿ(AB) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(au + bv + cw + d = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 &
x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî) & ¬(a = 0) & f(x, y,−(d+ax+by)/c, y, z) =
gh/m → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & g = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & h = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòâåðòûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé è øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïå-
ðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Êàæäîå èç âûðàæåíèé g, h ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäíó èç ïåðåìåííûõ y, z. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(f) Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàò òî÷êè ïðÿìîé, âêëþ÷à-
þùåéñÿ â ýòó ïîâåðõíîñòü.

∀ABEKabcdefg(A ⊆ E & ïàðàáîëîèä(E) & êîîðä(E, K) =
setxyz(g(x, y, z) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(A, K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + a, v + b, w + c), (d, e, f))
& u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) → g(−a,−b,−c) &
g(−a + d,−b + e,−c + f) & g(−a− d,−b− e,−c− f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ÷åò-
âåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ g ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ïàðàáîëîèä" íà
"ãèïåðáîëîèä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

18. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàçëîæåíà íà äâà ìíîæèòå-
ëÿ.

∀EKfg(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëîèä(E) & êîîðä(E, K) =
setxyz(f(x)g(y, z) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ïåðåìåííûå f, g ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "ýëåìåíò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé x ñ
ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàç-
ðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ïàðàáîëîèä" íà ëþáîé èç ñèìâîëîâ "ýëëèïñîèä", "ãè-
ïåðáîëîèä", "Êîíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Öèëèíäð

1. Ââîä óðàâíåíèÿ êðóãëîãî öèëèíäðà.

∀ABEKabcdefr(Öèëèíäð(E) & îñüöèëèíäðà(ïðÿìàÿ(AB), E) & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êðóãëûé(E) → r − ÷èñëî & 0 < r &
êîîðä(E, K) = setuvw((d2+e62+f 2)r−(e(c+w)−f(b+v))2−(f(a+u)−d(c+w))2−
(d(b+v)−e(a+u))2 = 0 & u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî) & ðàäèóñ(E) =

√
r)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðì-
êîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì ââîäèò
íîâûé ïàðàìåòð r. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 5.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ öèëèíäðà ïî óðàâíåíèþ åãî íàïðàâëÿþùåé è íàïðàâëÿþùåìó
âåêòîðó îáðàçóþùåé.

∀ABEFKabcdfpqr(Öèëèíäð(E) & ïðÿìêîîðä(K) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E)
& íàïðàâëÿþùàÿ(F, E) & êîîðä(F, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 &
ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & m = ap + bq + cr & t = (p, q, r) →
¬(m = 0) & êîîðä(E, K) = setuvw(f(u− p(au + bv + cw + d)/m,
v − q(au + bv + cw + d)/m, w − r(au + bv + cw + d)/m) = 0 &
u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, øåñòîé
- îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 3 è 7.

3. Îáðàçóþùàÿ ïàðàëëåëüíà îñè öèëèíäðà.

∀ABCDE(Öèëèíäð(E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îñüöèëèíäðà(ïðÿìàÿ(CD), E) → ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðà.

∀AEK(íàïðàâëÿþùàÿ(A, E) & Öèëèíäð(E) → àêòèâ(êîîðä(A, K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "êîîðä(E, K)" â ïîñûë-
êå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèå "êîîðä(A, K)" â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Öèëèíäð, îïèñàííûé îêîëî ñôåðû.
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(a) Ðàäèóñ öèëèíäðà, îïèñàííîãî îêîëî ñôåðû.

∀EF (Öèëèíäð(E) & ñôåðà(F ) & E îïèñàíà îêîëî F →
ðàäèóñ(E) = ðàäèóñ(F ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Îñü öèëèíäðà, îïèñàííîãî îêîëî ñôåðû, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ñôåðû.

∀ABCEF (Öèëèíäð(E) & ñôåðà(F ) & E îïèñàíà îêîëî F → A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & öåíòð(A, F ) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
îñüöèëèíäðà(ïðÿìàÿ(BC), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïî-
ñûëêà âèäà "îñüöèëèíäðà(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûåA, B, C.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Öèëèíäð, îïèñàííûé îêîëî ñôåðû - êðóãëûé.

∀EF (Öèëèíäð(E) & E îïèñàíà îêîëî F & ñôåðà(F ) → êðóãëûé(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Êîíóñ

1. Êðóãëûé êîíóñ.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ êðóãëîãî êîíóñà ïî åãî âåðøèíå è íàïðàâëÿåíèÿì îñè è
îáðàçóþùåé.

∀ABCDEFKabcdefghmnp(Êîíóñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(BC),
E) & âåðøèíà(A, E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(DF ), E) & êîîðä(A, K) =
(d, e, f) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(BC), K, g) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(DF ), K, h) & g = (a, b, c) & h = (m, n, p)
& êðóãëûé(E) → êîîðä(E, K) = setxyz(((x−d)a+(y−e)b+(z−f)c)2 ·(m2 +
n2 + p2)− (am + bn + cp)2((x− d)2 + (y − e)2 + (z − f)2) = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ è ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïà-
êåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå
ïîâåðõíîñòè E. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 2 è 6.

(b) Ââîä óðàâíåíèÿ êîíóñà ïî âåðøèíå è íàïðàâëåíèþ îñè.

∀ABCDEKabcdefgp(Êîíóñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(BC), E)
& âåðøèíà(A, E) & êîîðä(A, K) = (d, e, f) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(BC),
K, g) & g = (a, b, c) & êðóãëûé(E) → p− ÷èñëî & 0 < p & p < 1 &
D − òî÷êà & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AD), E) & êîîðä(E, K) =
setxyz(((x− d)a + (y − e)b + (z − f)c)2 − p2((x− d)2 + (y − e)2 + (z − f)2) ·
(a2 + b2 + c2) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
cos(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AD), ïðÿìàÿ(BC))) = p)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçà-
òîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå p, D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Óãëû ìåæäó îáðàçóþùèìè êîíóñà è åãî îñüþ ðàâíû.

∀ABCDEPQ(Êîíóñ(E) & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(CD), E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(PQ), E) &
êðóãëûé(E) → óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)) =
óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(PQ)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óãîëìåæäó(ïðÿ-
ìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD))" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èñ-
ñëåäîâàíèå. Îáîçíà÷åíèÿ ïðÿìûõ CD è PQ ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ êàñàþùåéñÿ êîíóñà ïëîñêîñòè è ñîäåðæà-
ùàÿ îáðàçóþùóþ êîíóñà, ñîäåðæèò îñü êîíóñà.

∀ABCEFGMNP (Êîíóñ(E) & ïëîñêîñòü(ABC)− êàñàòåëüíàÿ ê E &
ïðÿìàÿ(FG) ⊆ E & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
êðóãëûé(E) → P − òî÷êà & ïëîñêîñòü(FGP ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) &
M − òî÷êà & N − òî÷êà & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(MN), E) &
ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(FGP ) & àêòèâ(êîîðä(ïëîñêîñòü(FGP ), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì".
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûë-
êè âèäà "ïðÿìêîîðä(K)". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "îñüêîíóñà(X, E)".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå M, N, P . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCEFGMNP (Êîíóñ(E) & ïëîñêîñòü(ABC)− êàñàòåëüíàÿ ê E &
ïðÿìàÿ(FG) ⊆ E & F ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & G ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(MN), E) & êðóãëûé(E) → P − òî÷êà &
ïëîñêîñòü(FGP ) ⊥ ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(FGP )
& àêòèâ(êîîðä(ïëîñêîñòü(FGP ), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è äâà ïîñëåä-
íèõ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Óêà-
çàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè
âèäà "ïðÿìêîîðä(K)". Â çàäà÷å íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè ABC è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè F, G. Ïðèåì ââîäèò
íîâóþ ïåðåìåííóþ P . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Îïðåäåëåíèå îñè ñèììåòðèè êîíóñà ïî äâóì ðàçëè÷íûì îáðàçóþùèì, ëå-
æàùèì â îäíîé ïëîñêîñòè ñ îñüþ ñèììåòðèè.

∀ABCDEFGHKPQRabcdefghkmnpqrs(Êîíóñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(BC), E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(DF ), E) &
âåðøèíà(A, E) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(GH), E) &
ïðÿìàÿ(GH) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
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setxyz(px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(BC), K, t) & t = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(DF ), K, j) & j = (m,n, k) &

ðàíã(

(
d e f
m n k

)
) = 2 & pd + qe + rf = 0 & pm + qn + rk = 0 &

g =
√

d2 + e2 + f 2 & h =
√

m2 + n2 + k2 & êðóãëûé(E) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(GH), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u− a, v − b, w − c),
(d/g +m/h, e/g +n/h, f/g + k/h)) & u− ÷èñëî & v− ÷èñëî & w− ÷èñëî) ∨
êîîðä(ïðÿìàÿ(GH), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u− a, v − b, w − c),
(d/g −m/h, e/g − n/h, f/g − k/h)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå ñåäü-
ìîé, âîñüìîé è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Äåñÿòûé è äâåíàäöàòûé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñî-
ñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé GH. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.

(f) Îñü ñèììåòðèè êîíóñà ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îá-
ùåé ïëîñêîñòè äâóõ ðàçëè÷íûõ îáðàçóþùèõ è äåëÿùåé ïîïîëàì óãîë ìåæ-
äó ýòèìè îáðàçóþùèìè.

∀ABCDEKPQRSabcdefghjmnst(ïðÿìêîîðä(K) & Êîíóñ(E) &
îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(CD), E) &
âåðøèíà(P, E) & êîîðä(P, K) = (g, h, s) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB),
K, t) & t = (a, b, c) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, j) & j = (d, e, f) &

ðàíã(

(
a b c
d e f

)
) = 2 & m =

√
a2 + b2 + c2 & n =

√
d2 + e2 + f 2 &

êðóãëûé(E) → Q−òî÷êà& R−òî÷êà& S−òî÷êà& îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(PS),
E) & ïðÿìàÿ(PS) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & (êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
setxyz((a/m − d/n)(x − g) + (b/m − e/n)(y − h) + (c/m − f/n)(z − s) =
0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
setxyz((a/m + d/n)(x − g) + (b/m + e/n)(y − h) + (c/m + f/n)(z − s) =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "îñüêîíóñà(X, E)".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå P, Q, R. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàáæà-
åòñÿ êîîìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEKMNPQRabcdefghjmnst(ïðÿìêîîðä(K) & Êîíóñ(E) &
îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(CD), E) &
âåðøèíà(P, E) & êîîðä(P, K) = (g, h, s) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB),
K, t) & t = (a, b, c) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, j) & j = (d, e, f) &

ðàíã(

(
a b c
d e f

)
) = 2 & m =

√
a2 + b2 + c2 & n =

√
d2 + e2 + f 2 &

îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(MN), E) & êðóãëûé(E) → Q− òî÷êà & R− òî÷êà &
ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & (êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
setxyz((a/m − d/n)(x − g) + (b/m − e/n)(y − h) + (c/m − f/n)(z − s) =



1.9. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà 345

0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) ∨ êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
setxyz((a/m + d/n)(x − g) + (b/m + e/n)(y − h) + (c/m + f/n)(z − s) =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå äâà
ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå Q, R. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(g) Îñü ñèììåòðèè êîíóñà ïðèíàäëåæèò áèññåêòîðíîé ïëîñêîñòè äâóãðàííî-
ãî óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ê
êîíóñó.

∀ABCDEFGKMNPQRabcdmnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & Êîíóñ(E) &
ïëîñêîñòü(ABC)−êàñàòåëüíàÿ ê E & ïëîñêîñòü(DFG)−êàñàòåëüíàÿ ê E
& êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DFG), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) &

m =
√

a2 + b2 + c2 & n =
√

p2 + q2 + r2 & ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 2

& êðóãëûé(E) → M − òî÷êà & N − òî÷êà & P − òî÷êà & Q− òî÷êà
& R− òî÷êà & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(MN), E) &
ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & (êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
setXY Z((a/m− p/n)X + (b/m− q/n)Y + (c/m− r/n)Z +
d/m− s/n = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) ∨
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z((a/m + p/n)X + (b/m + q/n)Y +
(c/m + r/n)Z + d/m− s/n = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "îñüêîíóñà(X, E)".
Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå M, N, P, Q, R. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 5.

∀ABCDEFGKMNPQRabcdmnpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & Êîíóñ(E) &

n =
√

p2 + q2 + r2 & ïëîñêîñòü(ABC)− êàñàòåëüíàÿ ê E &
ïëîñêîñòü(DFG)− êàñàòåëüíàÿ ê E & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(DFG), K) = setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & m =

√
a2 + b2 + c2 &

ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 2 & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(MN), E) & êðóãëûé(E) →

P − òî÷êà & Q− òî÷êà & R− òî÷êà & ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR)
& (êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z((a/m − p/n)X + (b/m − q/n)Y +
(c/m− r/n)Z + d/m− s/n = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) ∨
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setXY Z((a/m + p/n)X + (b/m + q/n)Y +
(c/m + r/n)Z + d/m− s/n = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ÷åòâåð-
òûé, ïÿòûé è äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
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âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
P, Q, R. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(h) Ïðîåêöèÿ îñè êîíóñà íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé êî-
íóñà.

∀ABCDEFPQ(îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(AB), E) & Êîíóñ(E) &
ïëîñêîñòü(CDF )− êàñàòåëüíàÿ ê E & êðóãëûé(E) → P − òî÷êà &
Q− òî÷êà & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(PQ), E) &
ïðÿìàÿ(PQ) = ïðîåêöèÿ(ïðÿìàÿ(AB), ïëîñêîñòü(CDF )))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè "ïðÿìêîîðä(K)". Íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêîîðä" íàõîäèò óðàâíåíèÿ ïðÿìîé AB è ïëîñêîñòè CDF îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò K. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå P, Q. Äëÿ
áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ âûâîäîâ èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "îáðàçóþùàÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(i) Êîíóñ, îïèñàííûé îêîëî ñôåðû.

∀ABCEF (Êîíóñ(E) & ñôåðà(F ) & E îïèñàíà îêîëî F & âåðøèíà(A, E) →
B − òî÷êà & C − òî÷êà & öåíòð(B, F ) & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AC), E) & sin(óãîëìåæäó(ïðÿìàÿ(AC),
ïðÿìàÿ(AB)))l(AB) = ðàäèóñ(F ) & àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K)) &
àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)) & êðóãëûé(E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè "ïðÿìêîîðä(K)". Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà âèäà "îñüêîíóñà(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå B, C.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ êîíóñà ïî çàäàííûì êîîðäèíàòàì âåðøèíû è óðàâíåíèþ íà-
ïðàâëÿþùåé.

∀AEFKMNPQRabcdefghjkmnt(Êîíóñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & âåðøèíà(A, E) &
íàïðàâëÿþùàÿ(F, E) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(F, K) = setxyz(dx2+ey2+
fz2 +mxy +nxz +kyz + gx+hy + tz + j = 0 & px+ qy + rz + s = 0 & x−÷èñëî &
y−÷èñëî & z−÷èñëî) & M = (x−a)p+(y−b)q+(z−c)r & N = s+ap+bq+cr &
P = aM −N(x− a) & Q = bM −N(y − b) & R = cM −N(z − c) →
êîîðä(E, K) = setxyz(dP 2 + eQ2 + fR2 + mPQ + nPR + kQR + gPM + hQM +
tRM + jM2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñóììà â ëåâîé ÷àñòè âû-
âîäèìîãî óðàâíåíèÿ êîíóñà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêî-
áîê. Õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ d, e, f, k, m, n íåíóëåâîé; õîòÿ áû îäèí
èç êîýôôèöèåíòîâ p, q, r íåíóëåâîé. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè
îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ êîíóñà.

∀EKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & Êîíóñ(E) & êîîðä(F, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 +
dxy + exz + fyz + px + qy + rz + s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
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det(


2a d e p
d 2b f q
e f 2c r
p q r 2s

) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðàâíåíèå êîíóñà ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

4. Ââîä îáðàçóþùåé êîíóñà, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ çàäàííîé ïëîñêî-
ñòüþ.

∀ABCEKPQRabcfkmnpqrs(Êîíóñ(E) & âåðøèíà(A, E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(BC),
E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(E, K) =
setxyz(f(x, y, z) = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
ïðÿìàÿ(BC) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
setuvw(pu + qv + rw + s = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & k − ÷èñëî & f(a + m, b + n, c + k) = 0 &
pm + qn + rk = 0 & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setXY Z(ïðîïîðöíàáîðû((X − a,
Y − b, Z − c), (m, n, k)) & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå øå-
ñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü
óðàâíåíèå ïðÿìîé BC. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå m, n, k. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ íà êîíóñå, ÿâëÿåòñÿ åãî îáðàçóþùåé.

∀ABE(ïðÿìàÿ(AB) ⊆ E & Êîíóñ(E) → îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

6. Òî÷êà íà îáðàçóþùåé ïðèíàäëåæèò êîíóñó.

∀ABCEKabcfkmn(Êîíóñ(E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) & âåðøèíà(C, E) &
êîîðä(C, K) = (a, b, c) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & t = (m, n, k) &
êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y, z) = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
f(a + m, b + n, c + k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå ñåäüìîé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà
èññëåäîâàíèå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, ÷åò-
âåðòûé è øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 4 è 7.

7. Âåðøèíà êîíóñà ïðèíàäëåæèò åãî îáðàçóþùåé.

∀ABCE(Êîíóñ(E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(BC), E) & âåðøèíà(A, E) →
A ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.
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8. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåðøèíû êîíóñà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì.

∀AEKabcdefg(âåðøèíà(A, E) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dx + ey +
fz+g = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) & Êîíóñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) →
êîîðä(A, K) = (−d/(2a),−e/(2b),−f/(2c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀AEKabcdefg(Êîíóñ(E) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + dx + ey +
fz + g = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ïðÿìêîîðä(K) →
A− òî÷êà & âåðøèíà(A, E) & êîîðä(A, K) = (−d/(2a),−e/(2b),−f/(2c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"âåðøèíà(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

9. Âåðøèíà êîíóñà ïðèíàäëåæèò åãî îñè.

∀ABCE(Êîíóñ(E) & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(BC), E) & âåðøèíà(A, E) →
A ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

10. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âåðøèíû êîíóñà êàê îáùåé òî÷êè äâóõ îáðàçóþùèõ.

∀ABCDEFpqr(Êîíóñ(E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(CD), E) & ïðÿìêîîðä(K) → F − òî÷êà & âåðøèíà(F, E)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî
& r − ÷èñëî & êîîðä(F, K) = (p, q, r))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"âåðøèíà(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå p, q, F . Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

11. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âåðøèíû êîíóñà êàê îáùåé òî÷êè åãî îáðàçóþùåé è îñè.

∀ABCDEFpqr(Êîíóñ(E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(CD), E) & ïðÿìêîîðä(K) → F − òî÷êà & âåðøèíà(F, E)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî
& r − ÷èñëî & êîîðä(F, K) = (p, q, r))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

12. Îïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèÿ îñè êîíóñà, åñëè èçâåñòíû äâå îáðàçóþùèõ è íàïðàâ-
ëåíèå îñè ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòèì îáðàçóþùèì.

∀ABCDEKMNPQabcdefmnpqr(Êîíóñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) & îáðàçóþùàÿ(ïðÿìàÿ(CD), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(MN), E) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) &
t = (a, b, c) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, k) & k = (d, e, f) &

íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(MN), K, j) & j = (p, q, r) & ðàíã(

(
a b c
d e f

)
) = 2 &
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ap + bq + cr = 0 & dp + eq + fr = 0 & m =
√

a2 + b2 + c2 & n =
√

d2 + e2 + f 2 →
P − òî÷êà & Q− òî÷êà & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(PQ), E) &
(íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, (a/m− d/n, b/m− e/n, c/m− f/n)) ∨
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, (a/m + d/n, b/m + e/n, c/m + f/n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé, âîñüìîé
è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå
- âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "îñüêîíó-
ñà(X,E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå P, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

13. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è óðàâíåíèÿ â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò íàïðàâëÿþùåé êîíóñà, åñëè èçâåñòíû îñü êîíóñà è ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ åé îñü ñèììåòðèè.

∀ABCDEFGKPQRSabcdefijmnkpqr(Êîíóñ(E) & îñüêîíóñà(ïðÿìàÿ(AB), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) & ïðÿìêîîðä(K) & âåðøèíà(G, E) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & t = (a, b, c) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, s) & s = (d, e, f) & p = bf − ce
& q = cd− af & r = ae− bd & m =

√
a2 + b2 + c2 & n =

√
d2 + e2 + f 2

& k =
√

p2 + q2 + r2 → P − òî÷êà & R− òî÷êà & S − òî÷êà &
êîîðä(âåêòîð(GP ), K) = (d/m, e/m, f/m) & êîîðä(âåêòîð(GR), K) =
(p/k, q/k, r/k) & êîîðä(âåêòîð(GS), K) = (a/n, b/n, c/n) & (G, P, R, S) = Q
& ïðÿìêîîðä(Q) & íàïðàâëÿþùàÿ(F, E) & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & 0 < i
& 0 < j & êîîðä(F, Q) = setxyz(z = 1 & ix2 + jy2 = 1 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & àêòèâ(êîîðä(F, K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé è âîñüìîé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "íàïðàâëÿþ-
ùàÿ(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå P, Q, R, S, F, i, j. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

14. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: óðàâíåíèå êîíóñà íå ñîäåðæèò îäíîé èç ïåðåìåííûõ.

∀EKf (Êîíóñ(E) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(f(x, y) = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîíòðîëü". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöè-
îíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "ýëåìåíò" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé z ñ ïðî-
èçâîëüíûì ýëåìåíòîì ñâàÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

Ýëëèïñîèä

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïñîèäà ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè öåíòðà è îñüþ ñèììåò-
ðèè.

∀ABCEKPQRSabcdefgmnpqrt(ýëëèïñîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & öåíòð(C, E) & êîîðä(C, K) = (a, b, c) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & Ïëîñêáàçèñ(t,m, n) & t = (d, e, f) &
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g =
√

d2 + e2 + f 2 → P − òî÷êà & Q− òî÷êà & S − òî÷êà &
(C, P, Q, S) = R & ïðÿìêîîðä(R) & êîîðä(âåêòîð(CP ), K) = m &
êîîðä(âåêòîð(CQ), K) = n & êîîðä(âåêòîð(CS), K) = (d/g, e/g, f/g) &
p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & 0 < p & 0 < q & 0 < r &
êîîðä(E, R) = setxyz(x

2/p2+y2/q2+z2/r2 = 1 & x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé è
ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñèíòåçàòîð "Ïëîñêáàçèñ(t,m, n)" ïî-
ëó÷àåò â êà÷åñòâå âõîäíîãî äàííîãî êîîðäèíàòû t íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íîð-
ìàëè ê ïëîñêîñòè è âûäàåò êîîðäèíàòû m, n äâóõ åäèíè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ
äðóã äðóãó âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ýòîé ïëîñêîñòè. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè,
îïðåäåëÿþùåé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò
íîâûå ïåðåìåííûå P, Q,R, S, p, q, r. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïñîèäà ïî íàïðàâëåíèÿì äâóõ îñåé ñèììåòðèè è êîîðäè-
íàòàì öåíòðà.

∀ABCEGHKMNabcdefghjkmnt(ýëëèïñîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & öåíòð(C, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(DI), E)
& íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & t = (a, b, c) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(DI), K, j) & j = (d, e, f) & g =

√
a2 + b2 + c2 &

h =
√

d2 + e2 + f 2 & ad + be + cf = 0 → M − òî÷êà & N − òî÷êà &
G−òî÷êà & êîîðä(âåêòîð(CM), K) = (a/g, b/g, c/g) & êîîðä(âåêòîð(CN), K) =
(d/h, e/h, f/h) & êîîðä(âåêòîð(CG), K) = ((bf − ce)/(gh), (cd− af)/(gh),
(ae− bd)/(gh)) & (C, M, N,G) = H & ïðÿìêîîðä(H) & m− ÷èñëî &
n− ÷èñëî & k − ÷èñëî & 0 < m & 0 < k & 0 < n & êîîðä(E, H) =
setuvw(u2/m2 + v2/k2 + w2/n2 = 1 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé è âîñüìîé
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé óðàâ-
íåíèå ïîâåðõíîñòè E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
M, N, G, H, k,m, n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ ñ çàäàííîé îñüþ âðàùåíèÿ.

∀ABCEKabcdefmnpq(ýëëèïñîèä(E) & êðóãëûé(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îñüâðàùåíèÿ(ïðÿìàÿ(AB), E) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, q) &
q = (d, e, f) & p = d2 + e2 + f 2 → m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & 0 < m
& 0 < n & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(E, K) =
setuvw(n2((e(w− c)− f(v− b))2 + (f(u− a)− d(w− c))2 + (d(v− b)− e(u− a))2) +
m2(d(u− a) + e(v − b) + f(w − c))2 −m2n2p2 = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) & C − òî÷êà & öåíòð(C, E) & êîîðä(C, K) = (a, b, c) &
âûñîòà(E) = 2n & ðàäèóñ(E) = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïÿòûé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, øåñòîé è ñåäüìîé - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿ-
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íèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
a, b, c, m, n, C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Îïðåäåëåíèå öåíòðà ïî äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì âåðøèíàì.

∀ABCDEKPabcdef (âåðøèíà(A, E) & âåðøèíà(B, E) & ýëëèïñîèä(E) &
êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD),
E) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàçíûåòî÷êè(A, B) →
öåíòð(P, E) & êîîðä(P, K) = ((a + d)/2, (b + e)/2, (c + f)/2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñåäüìîé è
âîñüìîé - óêàçàòåëåì "óñì". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "öåòð(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ
ïåðåìåííóþ P . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âåðøèíà ýëëèïñîèäà ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó.

∀AE(âåðøèíà(A, E) & ýëëèïñîèä(E) → A ∈ E)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Öåíòð ýëëèïñîèäà ïðèíàäëåæèò åãî îñè ñèììåòðèè.

∀ABCEK(ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñîèä(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) →
C − òî÷êà & öåíòð(C, E) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & êîîðä(C, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"öåòð(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå C, a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀ABCE(ýëëèïñîèä(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & öåíòð(C, E) → C ∈
ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

7. Îòîæäåñòâëåíèå îñåé ñèììåòðèè.

∀ABCDEGHKMNabcdefijpqr(ýëëèïñîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(CD), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(GH), E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(MN), E) &
ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(MN), ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåïðÿìûå(ïðÿìàÿ(MN),
ïðÿìàÿ(CD)) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & t = (a, b, c) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, j) & j = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(GH), K, i) & i = (p, q, r) & ap + bq + cr = 0 &
dp + eq + fr = 0 & ad + be + cf = 0 → ïðÿìàÿ(GH) = ïðÿìàÿ(MN))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäüìîé è
âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äåâÿòûé,
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îäèííàäöàòûé è òðèíàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèí-
òåçàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

∀EKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 + d = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & 0 < a & 0 < b & 0 < c →
d < 0 ∨ d = 0 ∨ 0 < d & E = ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä". Òàêàÿ öåëü
îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ ñâîèì óðàâíåíèåì.
Òðè ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îò-
ñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ýëëèïñîèä(E)" ëèáî "ñôåðà(E)". Ïðîâåðî÷íûå îïåðà-
òîðû íå óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü íåðàâåíñòâà 0 < d ëèáî d < 0. Âûðàæåíèå d íå
òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Óñìîòðåíèå òî÷êè.

∀EKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2 + by2 + cz2 = 0 & x− ÷èñëî
& y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & 0 < a & 0 < b & 0 < c → A− òî÷êà &
{A} = E & êîîðä(A, K) = (0, 0, 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ýëëèïñîèä". Òðè ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûë-
êà âèäà E = {X}. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Ãèïåðáîëîèä

1. Ââîä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëîèäà ïî çàäàííûì öåíòðó è äâóì îñÿì ñèììåòðèè.

∀ABCDEFKMPQRSabcdefghkmn(ãèïåðáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
äâóïîëîñòíûé(E) & öåíòð(A, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(PQ), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(RS), E) & M ∈ E & M ∈ ïðÿìàÿ(PQ) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, t) & t = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(RS), K, j) & j = (a, b, c) & ad + be + cf = 0
& g =

√
d2 + e2 + f 2 & h =

√
a2 + b2 + c2 → B − òî÷êà & C − òî÷êà

& D − òî÷êà & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a/h, b/h, c/h) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = ((bf − ce)/(gh), (cd− af)/(gh), (ae− bd)/(gh))
& êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (d/g, e/g, f/g) & (A, B, C,D) = F &
ïðÿìêîîðä(F ) & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & k − ÷èñëî & 0 < m & 0 < n
& 0 < k & êîîðä(E, F ) = setuvw(u2/m2 + v2/n2 − w2/k2 + 1 = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ñåìü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âîñüìîé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "óñì". Äåâÿòûé è îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå B, C, D, F,m, n, k. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀ABCDEFKPQRSabcdefghkmnpqr(ãèïåðáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îäíîïîëîñòíûé(E) & öåíòð(A, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(PQ), E) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(RS), E) & íåïåðåñåê(E, ïðÿìàÿ(PQ)) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, t) & t = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(RS), K, j) & j = (a, b, c) & ad + be + cf = 0
& g =

√
d2 + e2 + f 2 & h =

√
a2 + b2 + c2 → B − òî÷êà & C − òî÷êà

& D − òî÷êà & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (a/h, b/h, c/h) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = ((bf − ce)/(gh), (cd− af)/(gh), (ae− bd)/(gh))
& êîîðä(âåêòîð(AD), K) = (d/g, e/g, f/g) & (A, B, C,D) = F &
ïðÿìêîîðä(F ) & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & k − ÷èñëî & 0 < m & 0 < n
& 0 < k & êîîðä(E, F ) = setuvw(u2/m2 + v2/n2 − w2/k2 − 1 = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ñåäüìîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âîñüìîé è äåñÿòûé àí-
òåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé óðàâ-
íåíèå ïîâåðõíîñòè E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
B, C, D, F,m, n, k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ââîä ãëàâíîé îñè ñèììåòðèè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïî äâóì ïåðåñåêà-
þùèìñÿ ïðÿìîëèíåéíûì îáðàçóþùèì.

∀ABCDEKabcdefghkmnpqr(ãèïåðáîëîèä(E) & îäíîïîëîñòíûé(E) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊆ E & ïðÿìàÿ(CD) ⊆ E & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f))
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî

& w − ÷èñëî) & ðàíã(

(
d e f
p q r

)
) = 2 & det(

 d e f
p q r

g − a h− b k − c

) = 0

& m =
√

d2 + e2 + f 2 & n =
√

p2 + q2 + r2 → P − òî÷êà & Q− òî÷êà &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(PQ), E) & íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(PQ), E) &
(íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, (d/m + p/n, e/m + q/n, f/m + r/n)) ∨
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, (d/m− p/n, e/m− q/n, f/m− r/n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, îñòàëüíûå -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè, çàäàþùåé
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E ÷åðåç èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âè-
äà "îñüñèììåòðèè(X, E)", äëÿ êîòîðîé óñìàòðèâàåòñÿ íåïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé X
ñ ïîâåðõíîñòüþ E. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå P, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

3. Âåðøèíà äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëîèäó.

∀AE(âåðøèíà(A, E) & ãèïåðáîëîèä(E) → A ∈ E)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, ÿâëÿåòñÿ åãî ñîüþ
ñèììåòðèè.
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∀ABE(âåðøèíà(A, E) & âåðøèíà(B, E) & ãèïåðáîëîèä(E) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) → îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Öåíòð äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
åãî âåðøèíû.

∀ABCEKabcdef (âåðøèíà(A, E) & âåðøèíà(B, E) & ãèïåðáîëîèä(E) &
ðàçíûåòî÷êè(A, B) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) →
C − òî÷êà & öåíòð(C, E) & êîîðä(C, K) = ((a + d)/2, (b + e)/2, (c + f)/2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è øåñòîé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâà-
íèå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïÿòûé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Öåíòð ãèïåðáîëîèäà ïðèíàäëåæèò åãî îñè ñèììåòðèè.

∀ABCE(ãèïåðáîëîèä(E) & öåíòð(C, E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) →
C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

∀ABCEKabc(ãèïåðáîëîèä(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) &
ïðÿìêîîðä(K) → C − òî÷êà & öåíòð(C, E) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî
& c− ÷èñëî & êîîðä(C, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"öåíòð(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå C, a, b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

Ïàðàáîëîèä

1. Óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïàðàáîëîèäà.

∀EKabcdefpqrs(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëîèä(E) & êîîðä(E, K) = setxyz(ax2+by2+
cz2+dxy+exz+fyz+px+qy+rz+s = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) →
4abc + def − af 2 − be2 − cd2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïî îñè, âåðøèíå è îñè ñèì-
ìåòðèè ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî îñè ïàðàáîëîèäà.

∀ABCEFGHKMNPQRabcdefghjmnpqrst(ïàðàáîëîèä(E) & ýëëèïòè÷åñêèé(E) &
ïðÿìêîîðä(K) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & âåðøèíà(C, E) &
ïëîñêîñòü(PQR) ∩ E = F & ýëëèïñ(F ) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(DI), F )
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& íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & t = (a, b, c) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setxyz(px + qy + rz + s = 0

& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & ðàíã(

(
a b c
p q r

)
) = 1 &

íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(DI), K, j) & j = (d, e, f) & g =
√

a2 + b2 + c2

& h =
√

d2 + e2 + f 2 → M − òî÷êà & N − òî÷êà & G− òî÷êà &
êîîðä(âåêòîð(CM), K) = (a/g, b/g, c/g) & êîîðä(âåêòîð(CN), K) =
(d/h, e/h, f/h) & êîîðä(âåêòîð(CG), K) = ((bf − ce)/(gh), (cd− af)/(gh),
(ae− bd)/(gh)) & (C, N,G,M) = H & ïðÿìêîîðä(H) & m− ÷èñëî &
n− ÷èñëî & 0 < mn & êîîðä(E, H) = setuvw(u2/m + v2/n = 2w
& u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå âîñåìü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Äåâÿòûé è òðèíàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòå-
çàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå
èìååò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E â êàêîì-ëèáî áà-
çèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå M, N, G, H, m, n. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ââîä óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïî âåðøèíå è äâóì ïëîñêî-
ñòÿì ñèììåòðèè.

∀ABDEGHKMNPQRabcdefghmnpqrst(ïàðàáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
âåðøèíà(D, E) & ýëëèïòè÷åñêèé(E) & êîîðä(D, K) = (r, s, t)
& ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) &
ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(PQR), E) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + p = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(du + ev + fw + q = 0 & u− ÷èñëî
& v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & g =

√
a2 + b2 + c2 & h =

√
d2 + e2 + f 2 &

ad + be + cf = 0 → M − òî÷êà & N − òî÷êà & G− òî÷êà &
êîîðä(âåêòîð(DM), K) = (a/g, b/g, c/g) & êîîðä(âåêòîð(DN), K) =
(d/h, e/h, f/h) & êîîðä(âåêòîð(DG), K) = ((bf − ce)/(gh), (cd− af)/(gh),
(ae− bd)/(gh)) & (D, N, M, G) = H & ïðÿìêîîðä(H) & m− ÷èñëî &
n− ÷èñëî & 0 < mn & êîîðä(E, H) = setXY Z(X2/m + Y 2/n = 2Z &
X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå øå-
ñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðå-
ìåííûå M, N, G, H, m, n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëèäà ïåðåñåêàþòñÿ ïî åãî îñè.

∀ABCEKMNPQR(ïàðàáîëîèä(E) & ýëëèïòè÷åñêèé(E) & ïëîñêîñòüñèììåò-
ðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) & ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(PQR), E) &
ïðÿìêîîðä(K) → M − òî÷êà & N − òî÷êà & ïðÿìàÿ(MN) ⊆
ïëîñêîñòü(ABC) & ïðÿìàÿ(MN) ⊆ ïëîñêîñòü(PQR) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(MN), E) & àêòèâ(êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Çàäà÷à íå èìå-
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åò ïîñûëêè âèäà "îñüñèììåòðèè(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
M, N . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïî äâóì ïëîñêîñòÿì ñèì-
ìåòðèè è ñåäëîâîé òî÷êå.

∀ABDEGHKMNPQRabcdefghmnpqrst(ïàðàáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
âåðøèíà(D, E) &ãèïåðáîëè÷åñêèé(E) & êîîðä(D, K) = (r, s, t)
& ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) &
ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(PQR), E) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + p = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) = setuvw(du + ev + fw + q = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & g =

√
a2 + b2 + c2 & h =

√
d2 + e2 + f 2 &

ad + be + cf = 0 → M − òî÷êà & N − òî÷êà & G− òî÷êà &
êîîðä(âåêòîð(DM), K) = (a/g, b/g, c/g) & êîîðä(âåêòîð(DN), K) =
(d/h, e/h, f/h) & êîîðä(âåêòîð(DG), K) = ((bf − ce)/(gh), (cd− af)/(gh),
(ae− bd)/(gh)) & (D, N, M, G) = H & ïðÿìêîîðä(H) & m− ÷èñëî &
n− ÷èñëî & mn < 0 & êîîðä(E, H) = setXY Z(X2/m + Y 2/n = 2Z &
X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå øå-
ñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E â êàêîì-ëèáî áàçèñå. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðå-
ìåííûå M, N, G, H, m, n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Îïðåäåëåíèå ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè ïî äâóì ïðÿìîëèíåéíûì îáðàçóþùèì,
ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷êó.

∀ABCDEFGHKPQRabdefghkmnpqr(ïàðàáîëîèä(E) & ãèïåðáîëè÷åñêèé(E) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊆ E & ïðÿìàÿ(CD) ⊆ E & ïðÿìêîîðä(K) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, a) & a = (d, e, f) &
íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(CD), K, b) & b = (p, q, r) & âåðøèíà(F, E) &

F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ðàíã(

(
d e f
p q r

)
) = 2 &

m =
√

d2 + e2 + f 2 & n =
√

p2 + q2 + r2 → G− òî÷êà & H − òî÷êà
& P − òî÷êà & Q− òî÷êà & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî &
ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(FGH), E) & ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñ-
êîñòü(FPQ), E) & êîîðä(ïëîñêîñòü(FGH), K) = setxyz((d/m + p/n)x +
(e/m + q/n)y + (f/m + r/n)z + g = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî)êîîðä(ïëîñêîñòü(FPQ), K) = setxyz((d/m− p/n)x +
(e/m− q/n)y +(f/m− r/n)z +h = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ è äåñÿòûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî
íà èññëåäîâàíèå. Øåñòîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåò-
íûìè ñèíòåçàòîðàìè, îäèííàäöàòûé è äâåíàäöàòûé - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "óñì". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "ïëîñêîñòüñèììåòðèè(X, E)". Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå G, H, P, Q, g, h. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(c) Ñåäëîâàÿ òî÷êà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðèíàäëåæèò åãî ïëîñêî-
ñòè ñèììåòðèè.

∀ABCED(ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) & ïàðàáîëîèä(E) &
ãèïåðáîëè÷åñêèé(E) & âåðøèíà(D, E) → D ∈ ïëîñêîñòü(ABC))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCEDabc(ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) & ïàðàáîëîèä(E) &
ãèïåðáîëè÷åñêèé(E) & ïðÿìêîîðä(K) → D − òî÷êà & âåðøèíà(D, E) &
D ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
êîîðä(D, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïî-
ñûëêà âèäà "âåðøèíà(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå D, a, b, c.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Åñëè ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì ïëîñêîñòÿì ñèììåòðèè ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà è ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì ïî ïàðå òî÷åê, òî îíà ïðîõîäèò
÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷êó.

∀ABCDEFGHKMNPQRSTabcdfghipqrs(ïàðàáîëîèä(E) & ãèïåðáîëè÷åñêèé(E) &
âåðøèíà(D, E) & ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(ABC), E) &
ïëîñêîñòüñèììåòðèè(ïëîñêîñòü(FGH), E) & E ∩ ïëîñêîñòü(PQR) =
ïðÿìàÿ(MN) ∪ ïðÿìàÿ(ST ) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) =
setxyz(ax + by + cz + d = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) &
êîîðä(ïëîñêîñòü(FGH), K) = setuvw(fu + gv + hw + i = 0 & u− ÷èñëî &
v− ÷èñëî & w− ÷èñëî) & af + bg + ch = 0 & êîîðä(ïëîñêîñòü(PQR), K) =
setXY Z(pX + qY + rZ + s = 0 & X − ÷èñëî & Y − ÷èñëî & Z − ÷èñëî) &
ap+bq+cr = 0 & fp+gq+rh = 0 & ïðÿìêîîðä(K) → D ∈ ïëîñêîñòü(PQR))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ è ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Åñëè äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïåðåñåêàþòñÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíû
îñè ñèììåòðèè, òî îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷êó.

∀ABCDEFKPQabcdefghijkmnpqrst(ïàðàáîëîèä(E) & ãèïåðáîëè÷åñêèé(E) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊆ E & ïðÿìàÿ(CD) ⊆ E & ïðÿìêîîðä(K) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x+a, y + b, z + c), (d, e, f))
& x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v + h, k + w), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &

v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & ðàíã(

(
d e f
p q r

)
) = 2 &

det(

 d e f
p q r

g − a h− b k − c

) = 0 & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(PQ), E)

& íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(PQ), K, j) & j = (i, s, t) & âåðøèíà(F, E)
& id+se+tf = 0 & ip+sq+tr = 0 → F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ è äåñÿòûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
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áî íà èññëåäîâàíèå. Îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ïàðàáîëèä âðàùåíèÿ.

(a) Ââîä óðàâíåíèÿ ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ ñ çàäàííûì íàïðàâëåíèåì îñè.

∀ABCEKabcdefm(ïàðàáîëîèä(E) & êðóãëûé(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
íàïðàâëïàðàáîëîèäà(E, K, (d, e, f)) & p = d2 + e2 + f 2 → m− ÷èñëî &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < m & êîîðä(E, K) =
setuvw((e(w− c)− f(v − b))2 + (f(u− a)− d(w− c))2 + (d(v − b)− e(u− a))2

−m
√

p(d(u− a) + e(v − b) + f(w − c)) = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî) & C − òî÷êà & âåðøèíà(C, E) & êîîðä(C, K) = (a, b, c) &
ôîêõîðäà(E) = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå.
Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð
"íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè E. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b, c, m, C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ââîä óðàâíåíèÿ ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ ñ çàäàííîé îñüþ ñèììåòðèè.

∀ABCEKabcdefmn(ïàðàáîëîèä(E) & êðóãëûé(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & p = d2 + e2 + f 2 → m− ÷èñëî & n− ÷èñëî &
¬(m = 0) & êîîðä(E, K) = setuvw((e(c+w)−f(b+v))2+(f(a+u)−d(c+w))2+
(d(b+v)−e(a+u))2−m

√
p(d(u+a)+e(v+b)+f(w+c)+n) = 0 & u−÷èñëî &

v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & C − òî÷êà & âåðøèíà(C, E) & êîîðä(C, K) =
(−a− nd/p,−b− ne/p,−c− nf/p) & ôîêõîðäà(E) = |m| & íàïðàâëïàðàáî-
ëîèäà(E, K, (md, me, mf)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïÿ-
òûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîð-
ìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
E. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûåm, n,C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

(c) Îñü ñèììåòðèè ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ, â ñå÷åíèè êîòîðîãî ïëîñêîñòüþ ïî-
ëó÷àåòñÿ çàäàííàÿ îêðóæíîñòü.

∀ABCDEFKMNabcpqrs(ïàðàáîëîèä(E) & êðóãëûé(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
Îêðóæíîñòü(ABC) ⊆ E & Îêðóæíîñòü(ABC) ⊆ ïëîñêîñòü(DFG) &
êîîðä(A, K) = (a, b, c) & êîîðä(ïëîñêîñòü(DFG), K) = setxyz(px+ qy + rz +
s = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) → M − òî÷êà &
N − òî÷êà & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(MN), E) & êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) =
setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u− a, v − b, w − c), (p, q, r)) & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî & w − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïîñëåäíèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îòñóòñòâóåò ïî-
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ñûëêà âèäà "îñüñèììåòðèè(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå M, N .
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ôîêàëüíàÿ õîðäà ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ.

∀EKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & ïàðàáîëîèä & êîîðä(K) = setxyz(ax2 + bx+ay2 +
cy+dz+e = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî) → ôîêõîðäà(E) = |d/a|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ôîêõîðäà(E)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïàðàáîëîèäà âðàùå-
íèÿ ñ ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî îñè.

∀ABCDEKMNPabcdef (ïàðàáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
Îêðóæíîñòü(MNP ) = E ∩ ïëîñêîñòü(ABC) & êîîðä(E, K) =
setxyz(ax2 + bx + ay2 + cy + dz + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî) & êîîðä(ïëîñêîñòü(ABC), K) = setuvw(w + f = 0 &
u−÷èñëî & v−÷èñëî & w−÷èñëî) → 4adf−4ae+b2+c2−4a2(l(MN))2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïîñëåäíèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀ABCDEKMNPabcdef (ïàðàáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) &
Îêðóæíîñòü(MNP ) = E ∩ ïëîñêîñòü(ABC) & âåðøèíà(D, E) &
êîîðä(M, K) = (a, b, c) & êîîðä(D, K) = (d, e, f) →
l(MN)2 −ôîêõîðäà(E)

√
(a− d)2 + (b− e)2 + (c− f)2 = 0 &

íàïðàâëïàðàáîëîèäà(E, K, (a− d, b− e, c− f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå,
ïîñëåäíèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Íàïðàâëåíèå îñè ïàðàáîëîèäà.

∀EKabcdef (íàïðàâëïàðàáîëîèäà(E, K, (a, b, c)) &
íàïðàâëïàðàáîëîèäà(E, K, (d, e, f)) → 0 < ad + be + cf)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

6. Ââîä óðàâíåíèÿ îñè ïàðàáîëîèäà ïî êîîðäèíàòàì âåðøèíû è íàïðàâëåíèþ îñè.

∀ABCEKabcdef (ïàðàáîëîèä(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) &
âåðøèíà(C, E) & íàïðàâëïðÿìîé(ïðÿìàÿ(AB), K, t) & t = (d, e, f) &
êîîðä(C, K) = (a, b, c) & ïðÿìêîîðä(K) → êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z − c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî
& z − ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, ïÿòûé
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è øåñòîé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä"
íå â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé AB. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.

7. Åäèíñòâåííîñòü âåðøèíû ïàðàáîëîèäà.

∀ABE(âåðøèíà(A, E) & âåðøèíà(B, E) & ïàðàáîëîèä(E) → A = B).

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ïàðàáîëîèä" íà "ïàðàáî-
ëà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëîèäà.

∀AEKabcdef (ïàðàáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) & âåðøèíà(A, E) & êîîðä(E, K) =
setxyz(ax2 + bx + cy2 + dy + ez + f = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî) →
êîîðä(A, K) = (−b/(2a),−d/(2c), (b2c + d2a− 4acf)/(4ace)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Âåðøèíà ïàðàáîëîèäà ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëîèäó.

∀AE(âåðøèíà(A, E) & ïàðàáîëîèä(E) → A ∈ E)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Âåðøèíà ïàðàáîëîèäà ëåæèò íà åãî îñè.

∀ABCE(ïàðàáîëîèä(E) & îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & âåðøèíà(C, E) →
C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Íîðìàëèçàòîð "íîðìêîîðä" íå
â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEabc(îñüñèììåòðèè(ïðÿìàÿ(AB), E) & ïàðàáîëîèä(E) & ïðÿìêîîðä(K) →
D − òî÷êà & âåðøèíà(D, E) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & êîîðä(D, K) = (a, b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"âåðøèíà(X, E)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå a, b, c, D. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

1.10 Ïàêåòíûå èíäèêàòîðû, ïðèìåíÿåìûå â ïðèåìàõ
ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ïàêåòíûå èíäèêàòîðû áûëè ââåäåíû äëÿ ïðèåìîâ ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Îíè
ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿþùèå ðåêóðñèâíûì îáðàçîì
âîçìîæíîñòü öåïî÷êè øàãîâ, ïðåäïîëîæèòåëüíî ïðèâîäÿùèõ ê òðåáóåìîìó ðåçóëü-
òàòó. Ïðèìåíåíèå òàêèõ îïåðàòîðîâ â ôèëüòðàõ ïðèåìîâ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì óâå-
ëè÷èâàåò öåëåñîîáðàçíîñòü äåéñòâèé ðåøàòåëÿ. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîêà
ñîçäàíû âñåãî òðè íåáîëüøèõ ïàêåòíûõ èíäèêàòîðà, ïðèâîäèìûõ íèæå.
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Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä"

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "îïðåäêîîðä(õ1 õ2 õ3 õ4)" óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñ-
ëèòü â òåêóùåì êîíòåêñòå êîîðäèíàòû îáúåêòà ëèáî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ õ1. Çäåñü
õ2 - íàáîð ïîñûëîê, õ3 - íàáîð êîììåíòàðèåâ, õ4 - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Êîíñåêâåíò òåîðåìû ïðèåìà èíäè-
êàòîðà èìååò âèä "îïðåäêîîðä(õ1)"; àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò àíòåöåäåíòû, ðåàëèçó-
þùèå ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Ïðèåìû èíäèêàòîðà áûëè ñôîðìèðîâàíû íà ìàëîì
÷èñëå çàäà÷, è åãî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïîïîëíèòü.

1. Ðàâåíñòâî èç ïîñûëîê, îáîçíà÷àþùåå êîîðäèíàòó.

∀AKa(a = êîîðä(A, K) & îïðåäêîîðä(êîîðä(A, K)) → îïðåäêîîðä(a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Êîîðäèíàòû îïðåäåëåíû ïîñûëêîé.

∀AKMP (êîîðä(A, K) = setx(P (x)) → îïðåäêîîðä(êîîðä(A, M)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ" äîïóñêàåò ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó x ïðîèç-
âîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Áèññåêòðèñà äâóõ ïðÿìûõ ñ îïðåäåëèìûìè êîîðäèíàòàìè.

∀ABCD(áèññåêòðèñà(BADC) & îïðåäêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)) &
îïðåäêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K)) → îïðåäêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, äâà äðóãèõ - ðåàëèçóþò ðå-
êóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé, çàäàííîé ñâîèì óðàâíåíèåì.

∀ABCDKP (ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê C & êîîðä(C, K) = setxy(P (x, y)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ C & êîîðä(D, K) = (a, b) →
îïðåäêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå òðåòüåãî, âûäåëåííîãî óêàçàòåëåì "óñì", èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

5. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé.

∀ABCKMPQ(êîîðä(A, K) = setx(P (x)) & êîîðä(B, K) = sety(Q(y)) & C = A∩B →
îïðåäåëèìî(êîîðä(C, M)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëü-
íûå. Óêàçàòåëè "êîðòåæïåðåìåííûõ" äîïóñêàþò ñâÿçûâàþùèå ïðèñòàâêè x, y
ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâêîîðä"

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñóùåñòâêîîðä(õ1 õ2 õ3 õ4)" óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñâÿçàòü
êîîðäèíàòû õ1 íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ñ íåèçâåñòíûìè çàäà÷è. Êàê è âûøå,
õ2 - íàáîð ïîñûëîê, õ3 - íàáîð êîììåíòàðèåâ, õ4 - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê. Êîíñåêâåíò òåîðåìû ïðèåìà èíäè-
êàòîðà èìååò âèä "ñóùåñòâêîîðä(õ1)"; àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò àíòåöåäåíòû, ðåàëè-
çóþùèå ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèâîäèìûõ íèæå ïðèåìîâ
ðàâíû 1.

1. Ïåðåñå÷åíèå ïî íåèçâåñòíîé òî÷êå ñ ïðÿìîé, óðàâíåíèå êîòîðîé èçâåñòíî.

∀ABCDKPa(àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & P ∈ ïðÿìàÿ(CD) & P ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = a → ñóùåñòâêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå òðè - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à êîîðäèíàòû òî÷êè
P - ñîäåðæàò.

2. Ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, óðàâíåíèå êîòîðîé ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå
ïàðàìåòðû.

∀ABCDKa(àêòèâ(ïðÿìàÿ(CD)) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = a → ñóùåñòâêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â íåì íå âñòðå÷àåòñÿ
ñèìâîë "êîîðä".

3. Ðàâåíñòâî êîîðäèíàòû íåèçâåñòíîé.

∀AKa(êîîðä(A, K) = a → ñóùåñòâêîîðä(êîîðä(A, K)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñòíàÿ.

4. Íåèçâåñòíàÿ.

ñóùåñòâêîîðä(a)

Ïåðåìåííàÿ a ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé.

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñâÿçêîîðä"

Ïàêåòíûé èíäèêàòîð "ñâÿçêîîðä(õ1 õ2 õ3 õ4)" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðñèþ ïðåäûäó-
ùåãî èíäèêàòîðà "ñóùåñòâêîîðä", îðèåíòèðîâàííóþ íà îñëàáëåííûå ñâÿçè ñ íåèç-
âåñòíûìè. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

1. Èçâåñòíûé óãîë ìåæäó äàííîé ïðÿìîé è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ñ
íåèçâåñòíûìè êîîðäèíàòàìè.

∀ABCDEKabcd(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & àêòèâ(∠(DCE)) &
êîîðä(C, K) = (c, d) & êîîðä(E, K) = (a, b) →
ñâÿçêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûå òðè - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì
õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b èìååò òèï "íåèçâ". Â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ðàâåí-
ñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à äðóãàÿ - ñîäåðæèò
âûðàæåíèå "óãîë(DCE)".
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2. Èçâåñòíûé óãîë ìåæäó äàííîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé òî÷êó ñ íåèçâåñòíûìè êî-
îðäèíàòàìè, è ïðÿìîé, óðàâíåíèå êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ïàðå òî÷åê.

∀ABCDEFKabcdmn(C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
àêòèâ(∠(DCE)) & êîîðä(C, K) = (c, d) & êîîðä(E, K) = (a, b) &
êîîðä(F, K) = (m, n) → ñâÿçêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçåòåëåì "óñì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé m, n èìååò òèï "íåèçâ". Â ïîñûëêàõ èìååòñÿ ðàâåíñòâî,
îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à äðóãàÿ - ñîäåðæèò âûðà-
æåíèå "óãîë(DCE)".

3. Ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé òî÷êó ñ íåèçâåñòíûìè êîîðäè-
íàòàìè.

∀ABCDE(ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
êîîðä(E, K) = (a, b) → ñâÿçêîîðä(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K)))

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "óñì". Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b èìååò òèï "íåèçâ". Óðàâíå-
íèå ïðÿìîé CD íå âûâåäåíî ëèáî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå.



Ãëàâà 2

Ïðèåìû ïî ëèíåéíîé àëãåáðå

Ñòàíäàðòíûå óïðàæíåíèÿ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, èìåþùèåñÿ â çàäà÷íèêàõ, çíà÷è-
òåëüíî ïðîùå àëãîðèòìèçèðóþòñÿ, ÷åì óïðàæíåíèÿ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, íå
ãîâîðÿ óæå î çàäà÷àõ ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ïîýòîìó ïðèåìû ðåøàòåëÿ çäåñü,
êàê ïðàâèëî, âîñïðîèçâîäÿò õîðîøî èçâåñòíûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû, äåêîì-
ïîçèðóÿ èõ "íà òåîðåìû".

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêèå ïðèåìû ñãðóïïèðîâàíû â ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïàêåòû
- êàê äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ (íîðìàëèçàòîðû, ñèíòåçàòîðû, ïðîâåðî÷íûå
îïåðàòîðû), òàê è äëÿ òåõíè÷åñêèõ ËÎÑîâñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ. Ôàêòè÷åñêè, ïî-
ñëåäíèå ìàëî ÷åì îòëè÷àþòñÿ îò òðàäèöèîííûõ ïðîãðàìì. Â ýòîì îòíîøåíèè ïðåä-
ìåòíàÿ îáëàñòü îêàçàëàñü ïîëåçíîé äëÿ ðàçâèòèÿ òåõíèêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÃÅ-
ÍÎËÎÃå îáû÷íûõ âû÷èñëåíèé. Âïðî÷åì, ýòîìó âîïðîñó áóäåò ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ
ãëàâà, à çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ.

Ñðåäè âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ íåñêîëüêî îñîáíÿêîì ñòîèò ãðóïïà çàäà÷, ñâÿçàí-
íûõ ñ íàõîæäåíèåì îïðåäåëèòåëåé n - ãî ïîðÿäêà, ãäå ñèòóàöèÿ ïðèîáðåòàåò ýâðèñòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Åùå áîëåå èíòåðåñíû òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è ïî ëèíåéíîé àëãåáðå,
îäíàêî èõ ïðîðàáîòêà íàõîäèòñÿ íà ñàìîì íà÷àëüíîì ýòàïå.

2.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì
â ëèíåéíîé àëãåáðå

2.1.1 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåðåñòàíîâêàìè

Óòâåðæäåíèå "ïåðåñòàíîâêà(p, A)" îçíà÷àåò, ÷òî p åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå íà÷àëüíîãî îòðåçêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A.

Âûðàæåíèå "÷èñëîèíâåðñèé(p)" îáîçíà÷àåò ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå p, èìåþ-
ùåé ÷èñëîâóþ îáëàñòü çíà÷åíèé. Óòâåðæäåíèå "÷åòíïåðåñòàíîâêà(p)" îçíà÷àåò, ÷òî
÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå p ÷åòíîå. Âûðàæåíèå "÷åòíîñòü(p)" îáîçíà÷àåò ÷åò-
íîñòü ïåðåñòàíîâêè p - 0 â ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà èíâåðñèé è 1 â ñëó÷àå íå÷åòíîãî.

Âûðàæåíèå "òðàíñïîçèöèÿ(i, j, n)" îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà {1, . . . , n},
ìåíÿþùóþ ìåñòàìè ýëåìåíòû i è j. Ïðè i = j - òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà.

Âûðàæåíèå "òðàíñïîçèöèè(n)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñïîçèöèé, îïðåäåëåí-
íûõ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}.
Âûðàæåíèå "öèêëïåðåñò(a)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå ýëå-
ìåíòîâ ðàçíîçíà÷íîãî íàáîðà a è ïåðåñòàâëÿþùóþ èõ "ïî öèêëó" â ñîîòâåòñòâèè ñ
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ðàçìåùåíèåì â íàáîðå (ïîñëåäíèé ýëåìåíò íàáîðà ïåðåõîäèò â ïåðâûé).

Óòâåðæäåíèå "ðàçëîæöèêëû(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îòîáðà-
æåíèé, îïðåäåëåííûõ íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâàõ è çàäàþ-
ùèõ â îáúåäèíåíèè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ,
à b - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäñòàíîâîê, çàäàþùåå òî æå
ñàìîå îòîáðàæåíèå.

Óòâåðæäåíèå "öåïüçíà÷åíèé(a, b, c, d)" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé ñ îäíîýëåìåíòíûìè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ; c -
íàáîð, íà÷èíàþùèéñÿ ñ îáúåêòà a è òàêîé, ÷òî êàæäûé ïîñëåäóþùèé åãî ýëåìåíò
ïîëó÷åí èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåíåíèåì íåêîòîðîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà b; d - ïîäìíî-
æåñòâî ôóíêöèé ñïèñêà b, íå èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîñòðîåíèè c. Ïðè îïðåäåëåíèè
íàáîðà c êàæäàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà b ïðèìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíîêðàòíî.

2.1.2 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìàòðèöàìè

Óòâåðæäåíèå "ìàòðèöà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà). Óòâåðæäåíèå "ìàòð(a, b, m, n)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìàòðèöà ñ ýëå-
ìåíòàìè èç ìíîæåñòâà b, èìåþùàÿm ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Âûðàæåíèå "Ìàòðèöà(a, m,
n)" îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, èìåþùóþ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, ïîðîæäåííóþ íàáîðîì a.
Ñòðîêè ìàòðèöû ôîðìèðóþòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå îòðåçêè íàáîðà a.

Âûðàæåíèå "ñòðîêè(a)" îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò íàáîð a. Âû-
ðàæåíèå "ñòîëáöû(a)" îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþè íàáîð a. Ïðè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé àâòîìàòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ ïåðåõîä îò çàäàíèÿ
ïî ñòîëáöàì ê çàäàíèþ ïî ñòðîêàì.

Óòâåðæäåíèå "ñòîëáåö(a, m, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìàòðèöà ðàçìåðàìè âm ñòðîê è â
1 ñòîëáåö, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó b. Óòâåðæäåíèå "ñòðîêà(a, m,
b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìàòðèöà ðàçìåðàìè â 1 ñòðîêó è â m ñòîëáöîâ, ýëåìåíòû
êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó b.

Óòâåðæäåíèå "êâàäðìàòð(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

Âûðàæåíèå "åäèíè÷íìàòð(n)" îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ÷èñëîâóþ ìàòðèöó ðàçìåðà
n × n. Âûðàæåíèå "äèàãìàòð(a)" îáîçíà÷àåò äèàãîíàëüíóþ êâàäðàòíóþ ÷èñëîâóþ
ìàòðèöó, ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì a. Óòâåðæäå-
íèå "Äèàãìàòð(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êâàäðàòíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Óòâåðæäåíèå "ñèììåòðè÷ìàòð(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñèììåòðè÷åñêàÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà. Óòâåðæäåíèå "êîñîñèììåòðè÷(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.

Âûðàæåíèå "òðàíñïîíèð(a)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû a.
Âûðàæåíèå "òðàíñïñòðîê(a, m, n)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè â ìàòðèöå a
ñòðîê ñ íîìåðàìè m è n.

Âûðàæåíèå "óìíîæìàòð(a, b)" îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö
a, b. Âûðàæåíèå "Óìíîæìàòð(a, b, K)" îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö a, b íàä
êîëüöîì K. Âûðàæåíèå "ñòåïåíüìàòð(a, n)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ êâàä-
ðàòíîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû â öåëî÷èñëåííóþ ñòåïåíü n.

Âûðàæåíèå "îïðåäåëèòåëü(a)" îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû a.
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Âûðàæåíèå "ðàíã(a)" îáîçíà÷àåò ðàíã ìàòðèöû ëèáî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a.

Óòâåðæäåíèå "ñîáñòâåêòîð(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðè-
öû, ëèáî ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, ëèáî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a, îòâå÷àþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ b. Óòâåðæäåíèå "Ñîáñòâåêòîð(a, b, K, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü
ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû a íàä êîëüöîì K, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ b. Óòâåðæäåíèå "ñîáñòâçíà÷åíèå(a, b, m)" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ìàòðèöû, ëèáî ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, ëèáî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a,
èìåþùåå êðàòíîñòü m. Âûðàæåíèå "ñîáñòâçíà÷åíèÿ(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåùå-
ñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàäðàòíîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû a. Óòâåðæäåíèå
"ñîáñòâåêòîðû(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ
ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû ëèáî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ b. Óòâåðæäåíèå "ñîáñòâáàçèñ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c
åñòü ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò ñîáñòâåííûé áàçèñ äëÿ ìàòðèöû a, ïðè÷åì
b - íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàì ìàòðèöû c.

Óòâåðæäåíèå "õàðàêòìí(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
êâàäðàòíîé ìàòðèöû a. Âûðàæåíèå "ñëåäìàòðèöû(a)" îáîçíà÷àåò ñëåä êâàäðàòíîé
ìàòðèöû a.

Âûðàæåíèå "ëèíêîìáèíàöèè(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ âå-
ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìàòðèö, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî a. Âûðàæåíèå "Ëèí-
êîìáèíàöèè(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ìàòðèö, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî a. Âûðàæåíèå "Ëèíêîìá(a, K)" îáîçíà-
÷àåò ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ìàòðèö, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî a, ó êîòîðûõ
êîýôôèöèåíòû áåðóòñÿ èç êîëüöà K.

Óòâåðæäåíèå "êàíìàòð(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìíîãî÷ëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà,
èìåþùàÿ êàíîíè÷åñêèé âèä. Óòâåðæäåíèå "êàíîíè÷ìàòðèöà(a, x, b)" îçíà÷àåò, ÷òî
c åñòü êàíîíè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ, åñëè ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû a ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííîé x. Èñïîëüçóåòñÿ êàê
ýëåìåíò èíòåðôåéñà ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è íà ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Óòâåðæäåíèå "êàíïðåäñòàâë(a, b, c, d)" îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàò-
íàÿ ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà a ïðåäñòàâèìà â âèäå "b−1cd−1", ãäå b, c, d - êâàäðàòíûå
ìíîãî÷ëåííûå ìàòðèöû, ïðè÷åì ìàòðèöà c èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä. Óòâåðæäåíèå
"æîðäôîðìà(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà êâàäðàòíîé
ìàòðèöû a, ïðè÷åì c - ìàòðèöà, òðàíñôîðìèðóþùàÿ a â b (ò.å. ïðîèçâåäåíèå ìàòðè-
öû, îáðàòíîé ê c, a è c, ðàâíî b).

Âûðàæåíèå "ïðåîáðñòîëáöîâ(a, K)" îáîçíà÷àåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòîëáöîâ,
îñóùåñòâëÿåìîå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé a íàä êîëüöîì K.

Âûðàæåíèå "ýêñïìàòð(a)" îçíà÷àåò ýêñïîíåíòó îò êâàäðàòíîé ìàòðèöû a.

Âûðàæåíèå "ïðÿìàÿñóììà(a)" îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó íàáîðà ìàòðèö a.

2.1.3 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè

Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íàä âåùåñòâåííûì ïîëåì áóäåì çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ
"îòîáðàæåíèå". Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çäåñü ôàêòè÷åñêè îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ôóíêöèåé. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ëåãêî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì, êàê ôîðìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ïðîäóáëèðîâàâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèåìû.
Âûðàæåíèå "ìàòðèöàôîðìû(a)" îáîçíà÷àåò ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a.
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Óòâåðæäåíèå "êàíîíè÷âèä(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû a íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; b - ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå, âûïîëíÿþùåå ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. a, b, c ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè; ïðîèçâåäåíèå (ñóïåðïîçèöèÿ) a è b ðàâíî c. Óòâåðæäåíèå
"Êàíîíè÷âèä(a, K)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ, ïðè-
íèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â êîëüöåK, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé óìíîæåííûõ
íà êîýôôèöèåíòû êâàäðàòîâ ïåðåìåííûõ.

Óòâåðæäåíèå "íîðìâèä(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû a íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ê íîðìàëüíîìó âèäó (êîýôôèöè-
åíòû ïðè êâàäðàòàõ ðàâíû ±1); b - ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, âûïîëíÿþùåå ïåðåõîä ê
íîðìàëüíîìó âèäó. Ñóïåðïîçèöèÿ a è b ðàâíà c.

Óòâåðæäåíèå "îðòêàíîíè÷âèä(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû a íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; b - îðòîãî-
íàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, âûïîëíÿþùåå ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ñóïåðïîçèöèÿ
a è b ðàâíà c.

Âûðàæåíèå "ïîëîæèòèíäåêñ(a)" îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû a. Âûðàæåíèå "îòðèöàòèíäåêñ(a)" îáîçíà÷àåò îòðèöàòåëüíûé èí-
äåêñ èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a. Âûðàæåíèå "ñèãíàòóðà(a)" îáîçíà÷àåò ñèãíà-
òóðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a. Óòâåðæäåíèå "ïîëîæèòîïðåä(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Óòâåðæäåíèå "îòðèöàòîïðåä(a)"
îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

2.1.4 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè

Óòâåðæäåíèå "ëèíïðîñòðàíñòâî(a, P )" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì P .

Óòâåðæäåíèå "íóëüâåêò(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íóëåâîé âåêòîð ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà b.

Óòâåðæäåíèå "ëèíïîäïðîñò(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî a ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b.

Âûðàæåíèå "ëèíêîìá(a, b)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó a.

Óòâåðæäåíèå "íåçàâèñèìû(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñåìåéñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b.

Óòâåðæäåíèå "áàçèñ(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð b ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçèñ ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà a. Óòâåðæäåíèå "Áàçèñ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð a ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà b ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà c. Âûðàæåíèå "ðàçìåðíîñòü(a)"
îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà a. Âûðàæåíèå "Ðàçìåðíîñòü(a, b)"
îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà a ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b.

Âûðàæåíèå "ëèíêîîðä(a, b, c)" îáîçíà÷àåò êîîðäèíàòû âåêòîðà a ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà c îòíîñèòåëüíî íàáîðà âåêòîðîâ b.

Âûðàæåíèå "ìàòðïåðåõîäà(a, b, c)" îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà b ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà a ê áàçèñó c. Êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà îòíî-
ñèòåëüíî ñòàðîãî áàçèñà ðàñïîëîæåíû ïî ñòîëáöàì.
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Óòâåðæäåíèå "îðòîãîíàëèçàöèÿ(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàä âåùåñòâåííûì ïîëåì, ïîäïðîñòðàíñòâî
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû âåêòîðîâ a.

Óòâåðæäåíèå "Ëèíïðåîáð(a, K)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå íàáîðîâ ýëåìåíòîâ êîëüöà K.

Âûðàæåíèå "ßäðî(a)" îáîçíà÷àåò ÿäðî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáðàç êîòîðîãî
ñîñòîèò èç ÷èñëîâûõ íàáîðîâ. Äîïóñêàþòñÿ ñëó÷àè ïîëåé âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë, à òàêæå êîëåö âû÷åòîâ. Â êàæäîì ñëó÷àå áåðåòñÿ ïðîîáðàç íàáîðà íóëåé.

Âûðàæåíèå "ãåîìâåêò" îáîçíà÷àåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå âñåìè âåê-
òîðàìè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âûðàæåíèå "âåêòïðîñò(P, n)" îáîçíà÷àåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P , îáðà-
çîâàííîå íàáîðàìè ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîëÿ, èìåþùèìè äëèíó n.

Âûðàæåíèå "ìàòðïðîñò(P, m, n)" îáîçíà÷àåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P ,
îáðàçîâàííîå ìàòðèöàìè ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîëÿ, èìåþùèìè m ñòðîê è n ñòîëáöîâ.

Âûðàæåíèå "ìíîãî÷ëïðîñò(P, n)" îáîçíà÷àåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n íàä ïîëåì P .

Âûðàæåíèå "ëèíïðîñòôóíê(a, P )" îáîçíà÷àåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ íà ìíîæåñòâå a è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïîëå P . Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå
- ïîòî÷å÷íûå.

2.2 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïåðåñòàíîâêàìè

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà èíâåðñèé äëÿ ïåðåñòàíîâêè, çàäàííîé â ÿâíîì âèäå

∀amn(m = ÷èñëîèíâåðñèé(a) → ÷èñëîèíâåðñèé(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})) = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü
"ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå" ñ òåðìàìè âèäà "íà-
áîð(. . .)". Ýòè òåðìû íå äîëæíû ñîäåðæàòü ïåðåìåííûõ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "ïðîãðàììà". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòîì ïðîäóêöèé "÷èñëî-
èíâåðñèé", êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è íàõîäèò ÷èñëî èíâåðñèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀abcn(óïîðÿäòàáëèöà(a, b) & b = λi(i → c(i), i ∈ {1, . . . , n}) →
÷èñëîèíâåðñèé(òàáëèöà({; a})) = ÷èñëîèíâåðñèé(λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n})))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå "i → c(i)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ,
îïðåäåëåííóþ â åäèíñòâåííîé òî÷êå i è ïðèíèìàþùóþ â íåé çíà÷åíèå c(i). Óêàçàòåëè
"ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå" è ôîðìèðîâàíèå òà-
êîãî òåðìà â âèäå âûðàæåíèé "íàáîð(. . .)". Ïåðåìåííàÿ c ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "óïîðÿäòàáëèöà". Îí ïðèìåíÿ-
åòñÿ ê íàáîðó ôóíêöèé fi, îïðåäåëåííûõ êàæäàÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå pi. Ðåçóëü-
òàòîì ñëóæèò íàáîð ýòèõ æå ôóíêöèé, ïåðåóïîðÿäî÷åííûé ïî íåóáûâíèþ çíà÷åíèé
pi. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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×èñëî èíâåðñèé äëÿ ïåðåñòàíîâêè â îáùåì ñëó÷àå

∀an(÷èñëîèíâåðñèé(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})) = card(setij(i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {i + 1, . . . , n} & a(j) < a(i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëè
"ðàçâåðòêà" íå èñïîëüçóþòñÿ. Íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è ïðèåì áëîêè-
ðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀an(l(a) = n → ÷èñëîèíâåðñèé(a) = card(setij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {i + 1, . . . , n} &
a(j) < a(i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà". Óêà-
çàòåëè "ðàçâåðòêà" íå èñïîëüçóþòñÿ. Íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, òî ëèáî ýòî æå óñëîâèå ñîäåðæèò âûðàæåíèå âèäà "a(x), ëèáî ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè êîíå÷íûõ ñóììû èëè ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè
ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî íå â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, òî
åãî ïåðåìåííûå íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

×èñëî èíâåðñèé äëÿ êîíêàòåíàöèè äâóõ íàáîðîâ

∀abmn(l(a) = m & l(b) = n → ÷èñëîèíâåðñèé(a; b) = ÷èñëîèíâåðñèé(a) +
÷èñëîèíâåðñèé(b) + card(setij(i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n} & b(j) < a(i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïðåäåëåíèå ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè ïóòåì ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà èí-
âåðñèé

∀an(n = ÷èñëîèíâåðñèé(a) → ÷åòíîñòü(a) = (0 ïðè n− even, èíà÷å 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ñèìâîë
"òàáëèöà". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ðåçóëüòàò n íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëà "÷èñëîèíâåðñèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

×åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê

∀Afgn(ïåðåñòàíîâêà(f, A) & A = {1, . . . , n} & ïåðåñòàíîâêà(ïðîèçâåäåíèå(g),
{1, . . . , n}) → ÷åòíîñòü(ïðîèçâåäåíèå(ïðåôèêñ(f, g))) =
(÷åòíîñòü(f) + ÷åòíîñòü(ïðîèçâåäåíèå(g)))(mod 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "ñìïåðåñòàíîâêà", óñìàòðèâàþùèì ïåðåñòàíîâêó è îïðåäåëÿþùèì åå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé A. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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×åòíîñòü îáðàòíîé ïåðåñòàíîâêè

∀Afn(ïåðåñòàíîâêà(f, A) & A = {1, . . . , n} → ÷åòíîñòü(îáðôóíêöèÿ(f)) = ÷åòíîñòü(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

Òðàíñïîçèöèè

1. Òðàíñïîçèöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò.

∀fgmn(n−m = 1 → f ∈ òðàíñïîçèöèè(n) & f(n) = n &
ñóæåíèå(f, {1, . . . ,m}) = g ↔ g ∈ òðàíñïîçèöèè(m) & f = òàáëèöà({g, n → n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îí ðåàëèçóåò çàìåíó
ãðóïïû óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííûå g è n
- ñ âûðàæåíèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

2. Ïîïûòêà ïîäáîðà òðàíñïîçèöèè.

∀fmnp(f = òðàíñïîçèöèÿ(n, p,m) → f(n) = p & f ∈ òðàíñïîçèöèè(m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïðèåì ïðåäïðèíèìàåò
ïîïûòêó çàìåíèòü èõ íà ïåðâûé àíòåöåäåíò. Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ íåèçâåñòíîé; âûðàæåíèÿ n, p ðàçëè÷íû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Çíà÷åíèå òðàíñïîçèöèè.

∀ijk(òðàíñïîçèöèÿ(i, j, k)(i) = j)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ äëÿ ýëåìåíòà ìíîæåñòâà òðàíñïîçèöèé.

∀nx(n− íàòóðàëüíîå→ x ∈ òðàíñïîçèöèè(n) ↔ ∃ij(i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = j) & x = òðàíñïîçèöèÿ(i, j, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå x ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, à n - íå ñîäåðæèò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäà-
åòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ñîáñòâåííîìó ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà-
÷è íà îïèñàíèå. Â íåé âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è îòëè÷íî îò ïå-
ðåìåííîé, à âûðàæåíèå n - íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðåæíèé.

5. Âûðàæåíèå ÷åðåç ñèìâîë "òàáëèöà".

∀ijn(òðàíñïîçèöèÿ(i, j, n) = òàáëèöà({i → j, j → i,
òîæäôóíê({1, . . . , n} \ {i, j})}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìûé òåðì çàäà÷è ñîäåðæèò
ñèìâîë "òàáëèöà". Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ âî âñåõ
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ñëó÷àÿõ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 5.

Ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ñ ïîìîùüþ
ñèíòåçàòîðà "ðàçëîæöèêëû"

∀ab(ðàçëîæöèêëû(a, b) → òàáëèöà(a) = òàáëèöà(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà-
÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "öèêëïåðåñò". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ñèìâîë
"Ñì çàãîëîâîê îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â åäèíñòâåííîé òî÷êå è ïðèíèìà-
þùåé â íåé çàäàííîå çíà÷åíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì
"ðàçëîæöèêëû", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Âîçâåäåíèå ïåðåñòàíîâêè â ñòåïåíü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ íà íåçàâèñè-
ìûå öèêëû

∀abcmn(ðàçëîæöèêëû(a, b) & b = {; λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n})} → (òàáëèöà(a))m =
òàáëèöà({; λi((c(i))

m, i ∈ {1, . . . , n})}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà-
÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ c ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêà-
çàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæå-
íèå" êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè

∀amn(l(a) = n → (öèêëïåðåñò(a))m = òàáëèöà({; λi(a(i) → a((i + m− 1)(mod n) + 1),
i ∈ {1, . . . , n})}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò
ôîðìèðîâàíèå òåðìà "îòîáðàæåíèå" â âèäå íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñ âàðüèðóåìîé ïåðåñòàíîâêîé ê
ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ ñ âàðüèðóåìûì íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì

∀Pin(n−íàòóðàëüíîå & i ∈ {1, . . . , n} → ∃xy(P (x(i)) & ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , n})) ↔
∃xy(x ∈ {1, . . . , n} & P (x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíè-
òåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè ïðåîáðàçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ "x(i)".
Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò" ïðîâåðÿåò, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ x âñòðå÷àåòñÿ âíóòðè P (. . .) òîëüêî â âèäå x(i). Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì ïåðåìåííûõ,
èìåþùèì ïðîèçâîëüíóþ äëèíó (âîçìîæíî, íóëåâóþ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀Pin(n− íàòóðàëüíîå & i ∈ {1, . . . , n} → ∃xy(P (îáðôóíêöèÿ(x)(i)) &
ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , n})) ↔ ∃xy(x ∈ {1, . . . , n} & P (x)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îòíîñèòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ "îáð-
ôóíêöèÿ(x)(i)".
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Ñóùåñòâîâàíèå ïåðåñòàíîâêè, óäîâëåòâîðÿþùåé ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ∃f (ïåðåñòàíîâêà(f, {1, . . . , n}) & ÷åòíîñòü(f) = 0))

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ∃f (ïåðåñòàíîâêà(f, {1, . . . , n}) & ÷åòíîñòü(f) = 1) ↔ 2 ≤ n)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀Fmnp(∃x(ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , n}) & ¬(x(m) = F (x(p)))) ↔ ¬(m = p) &
∃ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = j) & ¬(i = F (j))) ∨
m = p & ∃i(¬(i = F (i)) & i ∈ {1, . . . , n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ
èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè F (x(p)) ïîäâûðàæåíèÿ "x(p)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

∀abijn(n−íàòóðàëüíîå& i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n}& ïåðåñòàíîâêà(a, {1, . . . , n}) →
∃c(ïåðåñòàíîâêà(c, {1, . . . , n}) & c(i) = j & b = ïðîèçâåäåíèå(a, c)) ↔
ïåðåñòàíîâêà(b, {1, . . . , n}) & b(i) = a(j))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abijn(n−íàòóðàëüíîå& i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n}& ïåðåñòàíîâêà(a, {1, . . . , n}) →
∃c(ïåðåñòàíîâêà(c, {1, . . . , n}) & c(i) = j & b = ïðîèçâåäåíèå(c, a)) ↔
ïåðåñòàíîâêà(b, {1, . . . , n}) & b(îáðôóíêöèÿ(a)(i)) = j)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà óñëîâèÿ óáûâàíèÿ ïåðåñòàíîâêè

∀fmnk(k = n−m + 1 & ïåðåñòàíîâêà(f, {m, . . . , n}) → ∀ij(i ∈ {1, . . . , k} &
j ∈ {i + 1, . . . , k} → 0 < f(i)− f(j)) ↔ f = λi(n− i + 1, i ∈ {1, . . . , k}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü
"êâàíòîðíàÿñâåðòêà" äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê êâàíòîðó ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòåì
åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â êâàíòîð îáùíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà ëèáî ìèíèìóìà ïî ìíîæåñòâó ïåðåñòàíîâîê: âà-
ðüèðîâàíèå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîìîùüþ òðàíñïîçèöèè

∀ABgnyz(cardB = n & Max(g, setx(ïåðåñòàíîâêà(x, B)), y, z) & g = λf (A(f),
ïåðåñòàíîâêà(f, B)) → y ⊆ setp(ïåðåñòàíîâêà(p, B) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n}
& i < j → 0 ≤ A(p)− A(λk((p(i) ïðè k = j, èíà÷å (p(j) ïðè(k = i, èíà÷å p(k))),
k ∈ {1, . . . , n}))))))
∀ABgnyz(cardB = n & Min(g, setx(ïåðåñòàíîâêà(x, B)), y, z) & g = λf (A(f),
ïåðåñòàíîâêà(f, B)) → y ⊆ setp(ïåðåñòàíîâêà(p, B) & ∀ij(i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n}
& i < j → 0 ≤ A(λk((p(i) ïðè k = j, èíà÷å (p(j) ïðè(k = i, èíà÷å p(k))),
k ∈ {1, . . . , n})))− A(p))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèå y íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à
âûðàæåíèå n - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíîé ïåðåñòàíîâêè ïî íàéäåííûì åå ðàçðÿäàì

∀fn(ïåðåñòàíîâêà(f, {1, . . . , n}) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → f(i) = t(i)) ↔
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & f = òàáëèöà({; λi(i → t(i), i ∈ {1, . . . , n})}))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèÿì çà-
äà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà îáù-
íîñòè ñ ãðóïïîé ðàâåíñòâ è ôîðìèðîâàíèå òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)" â âèäå íàáîðà.
Ïåðåìåííàÿ t ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, âû-
ðàæåíèÿ n è t íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð óñìîòðåíèÿ ïåðåñòàíîâêè "ñìïåðåñòàíîâêà"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ïåðåñòàíîâêà(f, A)", ïîëó÷àÿ íà âõîä îáîçíà÷à-
þùåå ôóíêöèþ âûðàæåíèå f è îïðåäåëÿÿ ìíîæåñòâî A çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè.
Îäíîâðåìåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé.

1. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.

∀ab(ïåðåñòàíîâêà(a, b) → ïåðåñòàíîâêà(a, b))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.

∀abn(ïåðåñòàíîâêà(a, b) & b = {1, . . . , n} → ïåðåñòàíîâêà(îáðôóíêöèÿ(a), b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ñóïåðïîçèöèÿ.

∀fghn(Dom(g) = {1, . . . , n} & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → g(i) = f(h(i))) &
ïåðåñòàíîâêà(f, a) & a = {1, . . . , n} & ïåðåñòàíîâêà(λi(h(i), i ∈ {1, . . . , n}), b)
& b = {1, . . . , n} → ïåðåñòàíîâêà(g, {1, . . . , n}))
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òðåòèé è ïÿòûé àí-
òåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, ÷åòâåðòûé è øåñòîé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ h ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ïåðåñòàíîâêà(λi(i, i ∈ {1, . . . , n}), {1, . . . , n}))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

5. Ïðîòèâîïîëîæíûé ïîðÿäîê.

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ïåðåñòàíîâêà(λi(n + 1− i, i ∈ {1, . . . , n}), {1, . . . , n}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Êîíå÷íàÿ òàáëèöà.

∀abcn(a = {; λi(b(i) → c(i), i ∈ {1, . . . , n})} & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(òàáëèöà(a))
& {; λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n})} ⊆ {; λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n})} →
ïåðåñòàíîâêà(òàáëèöà(a), {; λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n})}))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", äâà äðóãèõ - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå b, c ôóíêöèîíàëüíûå. Óêà-
çàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è çàïèñü òåðìîâ "îòîáðàæå-
íèå" â âèäå íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíòåçàòîð ðàçëîæåíèÿ ïåðåñòàíîâêè â íåçàâèñèìûå öèêëû "ðàçëîæöèê-
ëû"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ðàçëîæöèêëû(a, b)". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé a ñëóæèò âûðàæåíèå äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé, îïðåäåëåííûõ
íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâàõ è çàäàþùèõ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé b ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåçàâèñèìûõ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê, çàäà-
þùèõ òî æå ñàìîå îòîáðàæåíèå.

1. Øàã ðàçëîæåíèÿ.

∀abcdef (ðàçëîæöèêëû(e, f) & öåïüçíà÷åíèé(b, {; c}, d, e) →
ðàçëîæöèêëû({a → b; c}, {öèêëïåðåñò(ïðåôèêñ(a, d))} ∪ f))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "öåïüçíà÷åíèé", îïèñûâàåìûì íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

2. Çàâåðøåíèå ðàçëîæåíèÿ.

ðàçëîæöèêëû(∅, ∅)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð íàõîæäåíèÿ ðåçóëüòàòà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèìåíåíèé îòîá-
ðàæåíèÿ "öåïüçíà÷åíèé"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "öåïüçíà÷åíèé(a, b, c, d)". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïå-
ðåìåííîé b ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé B ñ îäíîýëå-
ìåíòíûìè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ, çíà÷åíèåì âõîäíîé
ïåðåìåííîé a - âûðàæåíèå äëÿ íåêîòîðîãî îáúåêòà A. Çíà÷åíèåì âûõîäíîé ïåðå-
ìåííîé c ñëóæèò âûðàæåíèå äëÿ íàáîðà, íà÷èíàþùåãîñÿ c A è òàêîãî, ÷òî êàæäûé
ïîñëåäóþùèé åãî ýëåìåíò ïîëó÷åí èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåíåíèåì íåêîòîðîé ôóíêöèè
ìíîæåñòâà B. Åñëè âîçíèêàåò ýëåìåíò, óæå èìåþùèéñÿ â íàáîðå, òî îí íå äîáàâëÿ-
åòñÿ, è íàáîð îáðûâàåòñÿ. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé d ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ
ïîäìíîæåñòâà ôóíêöèé ìíîæåñòâà B, íå èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîñòðîåíèè c.

1. Øàã ðåêóðñèè.

∀abcde(öåïüçíà÷åíèé(b, {; c}, d, e) → öåïüçíà÷åíèé(a, {a → b; c}, ïðåôèêñ(a, d), e))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óêàçàòåë "ñïèñîê" îïðåäåëÿåò
âûáîð ýëåìåíòà "a → b" íà ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Çàâåðøåíèå öåïî÷êè.

∀ab(öåïüçíà÷åíèé(a, b, ïóñòîåñëîâî, b))

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 2, êîãäà âîçìîæíîñòè ñðàáàòûâàíèÿ ïðåäûäóùå-
ãî ïðèåìà èñ÷åðïàíû.
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Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìöèêëïåðåñò"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåíåñåíèå â íà÷àëî
ñïèñêà íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà:

∀anij(òî÷êàìèí(a, i, j) & ¬(i = 1) → öèêëïåðåñò(λk(a(k), k ∈ {1, . . . , n})) =
öèêëïåðåñò(λk((a(k + i− 1) ïðè k ≤ n− i + 1, èíà÷å a(k−n + i− 1)), k ∈ {1, . . . , n})))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿ-
þò èäåíòèôèêàöèþ è çàïèñü òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" â âèäå íàáîðîâ. Ïðè ýòîì
èñõîäíûé íàáîð ñîñòîèò èç äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë è èìååò äëèíó áîëåå åäèíèöû. Óêàçà-
òåëü "íîðìâàðèàíò" îáåñïå÷èâàåò ïðîãðàììíîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ óñëîâíîãî âû-
ðàæåíèÿ â çàìåíÿþùåì òåðìå.

Ñèíòåçàòîð ïåðå÷èñëåíèÿ ïåðåñòàíîâîê íà çàäàííîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
"ñìïåðåñòàíîâêè"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ïåðåñòàíîâêà(a, b)". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé b ñëóæèò âûðàæåíèå äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ïåðå÷èñëåíèåì
ýëåìåíòîâ. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ a ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ íàáîðîâ - âñåâîç-
ìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê äàííîãî ìíîæåñòâà.

1. Îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.

∀a(ïåðåñòàíîâêà((a), {a}))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Øàã ðåêóðñèè.

∀abf (ïåðåñòàíîâêà(f, {; b}) → ïåðåñòàíîâêà(ïðåôèêñ(a, f), {a; b}))
Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óêàçàòåëü "ñïèñîê" îïðåäåëÿåò
âûáîð ýëåìåíòà a íà ïðîèâçîëüíîé ïîçèöèè íàáîðà. Â ñëó÷àå ïóñòîãî îñòàòî÷-
íîãî ñïèñêà b ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2.3 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìàòðèöàìè
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå ïðè ñêàíèðîâàíèè çàäà÷è ëèáî â ïàêåòíûõ
îïåðàòîðàõ ëîãè÷åñêîãî óðîâíÿ. Äëÿ áûñòðûõ âû÷èñëåíèé ñîçäàíû òàêæå ïàêåòû
ïðîäóêöèé, ðàáîòàþùèõ ñ ìàòðèöàìè, ïðåäñòàâëåííûìè êàê íàáîðû íàáîðîâ ÷èñåë.
Îáðàùåíèå ê íèì îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è. Âñå
ýòè "íåëîãè÷åñêèå" âû÷èñëåíèÿ áóäóò ðàññìîòðåíû â îòäåëüíîé ãëàâå äàííîé êíèãè.
Êàê è ëîãè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ, îíè ðåàëèçîâàíû íà ÃÅÍÎËÎÃå.

Óñìîòðåíèå ìàòðèöû

Ïðèåì óñìàòðèâàåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé âèäà "ìàòðèöà(A)", àíàëèçèðóÿ çàãîëî-
âîê âûðàæåíèÿ A. Åãî òåîðåìà èìååò âèä "ðîäîáúåêòà(ìàòðèöà)". Ïðèåì èñïîëüçóåò
ñïðàâî÷íèê "òèï" äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïèñêà òèïîâ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ A, è åñëè â
ýòîò ñïèñîê ïîïàäàåò ñèìâîë "ìàòðèöà", òî çàìåíÿåò óòâåðæäåíèå "ìàòðèöà(A)" íà
ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû ñ çàäàííûìè ðàçìåðàìè

∀Amn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå→ ∃x(ìàòð(x, A, m, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Óñìîòðåíèå ìàòðèöû çàäàííûõ ðàçìåðîâ íàä çàäàííûì ìíîæåñòâîì

∀ABmnk(ìàòð(A, R, m, k) & ìàòð(B, R, m, k) → ìàòð(A + B, R, m, k))

Çíàêîì + îáîçíà÷åí ñèìâîë "ïëþñôóíê". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àí-
òåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ABmnk(ìàòð(A, R, m, k) & ìàòð(B, R, m, k) → ìàòð(A ·B, R, m, k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òî÷êîé îáîçíà÷åí ñèìâîë "óìíîæìàòð".

∀Aamn(ìàòð(a, A,m, n) → ìàòð(a, A,m, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Mamnpq(∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} → a(i, j) ∈ M) & n = p & m = q →
ìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}), M, p, q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" çàäàåò èäåíòèôèêàöèþ
òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèåì, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèì ïðÿìî-
óãîëüíóþ ìàòðèöó ÷åðåç åå ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà äðóãèõ - çàäàíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Aan(l(a) = n & Val(a) ⊆ A → ìàòð(äèàãìàòð(a), A, n, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀afmn(ìàòð(f, a,m, n) ↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} &
Val(f) ⊆ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåõîä îò çàäàíèÿ ìàòðèöû ñòîëáöàìè ê çàäàíèþ åå ñòðîêàìè

∀amn(l(a(1)) = m → ñòîëáöû(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})) =
ñòðîêè(λj(a(i)(j), j ∈ {1, . . . , n}), j ∈ {1, . . . ,m}))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü
"ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ è çàïèñü âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ â òåîðåìå ïðè-
åìà òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" ÷åðåç íàáîðû. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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Ïîäñòàíîâêà ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ñîãëàñíî ðàâåíñòâó èç ïî-
ñûëîê

∀ABC(B = C → AB = AC)

∀ABC(B = C → BA = CA)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Âûðàæåíèå C èìååò çàãîëîâîê "ñòðîêè", à âûðàæåíèå B íå èìååò òàêîãî çàãîëîâêà.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðàâåíñòâî ìàòðèö

∀abmn(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}) = λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . ,m}) ↔ ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} → a(i, j) = b(i, j)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ
òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìî-
óãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè. Òî÷êîé ïðèâÿçêè ïðèåìà ñëóæèò ñèìâîë "ðàâ-
íî". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè â çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè êàê êîíúþíêöèè ðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä ìàòðèöó

∀amn(−(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}) = λij(−a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . ,m}))

Ïîñðåäñòâîì çíàêà - â ëåâîé ÷àñòè îáîçíà÷åí ñèìâîë "ìèíóñôóíê". Óêàçàòåëè "ìàò-
ðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðà-
æåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðî-
êè ëèáî ñòîëáöû. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îäíîé èç îïåðàöèé
"ïëþñôóíê", "ýêñïìàòð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Óìíîæåíèå ìàòðèöû íà êîýôôèöèåíò

∀abmn(bλij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}) = λij(ba(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . ,m}))

Ïîñðåäñòâîì çíàêà "óìíîæåíèå" â ëåâîé ÷àñòè îáîçíà÷åí ñèìâîë "÷èñëêîýôô". Ïðå-
îáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îäíîé èç îïåðàöèé "ïëþñôóíê", "ìèíó-
ñôóíê", "óìíîæìàòð", "ñòåïåíüìàòð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀a(1 · a = a)

Ïîñðåäñòâîì çíàêà "óìíîæåíèå" îáîçíà÷åí ñèìâîë "÷èñëêîýôô". Ïðèåì èìååò çàãî-
ëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñëîæåíèå ìàòðèö

∀abmn(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) + λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n}) = λij(a(i, j) + b(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ
è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðå-
äåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, äëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî
ñëó÷àåâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëîæåíèå ìàòðèö îáåñïå÷èâàåòñÿ îïåðàöèåé "ïëþñôóíê".
Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå äëÿ ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö, âìåñòî îïåðàöèè "ïëþñ", èñ-
ïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ "Ïëþñ". Ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ ïî íàëè÷èþ ìíèìîé åäèíèöû
â çàìåíÿåìîì òåðìå.

Óìíîæåíèå ìàòðèö

∀abmnk(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) · λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , k}) = λij(

∑n
p=1 a(i, p)b(p, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , k}))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ
è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðå-
äåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óêàçàòåëü "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû â çàìåíÿþùåé ÷àñòè êàê îáû÷íîé
ñóììû. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà - äëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî ñëó÷àåâ. Âî
âòîðîì ñëó÷àå çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñïîëüçóåò êîìïëåêñíîçíà÷íûå îïåðàöèè "Ïëþñ"
è "Óìíîæåíèå". Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöû çàäàíû íåïîñðåäñòâåííî îïèñàòåëÿìè
"îòîáðàæåíèå", ñîçäàíà åùå è òðåòüÿ âåðñèÿ. Â íåé óêàçàòåëè "ìàòðèöà" è "ðàçâåðò-
êà" îòñóòñòâóþò, à ïåðåìåííûå a, b âûäåëåíû êàê ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâíè ñðàáà-
òûâàíèÿ âñåõ âåðñèé ðàâíû 3.

Ñòåïåíü ìàòðèöû

1. Ñòåïåíü åäèíèöà.

∀A(A1 = A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ïîíèæåíèå ñòåïåíè.

∀ABn(0 ≤ n− 2 & B = An−1 → An = AB)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íà-
òóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 50. Ìàòðèöà A çàäàíà ïåðå÷èñëåíèåì ñòðîê
ëèáî ñòîëáöîâ. Åñëè îíà íåêîíñòàíòíàÿ, òî n íå ïðåâîñõîäèò 3. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì âîçâåäå-
íèÿ ìàòðèöû â ñòåïåíü "íîðìñòåïåíüìàòð". Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö "íîðìóìíîæìàòð". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ñòåïåíü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀abn(0 < n →
(

a b
0 a

)n

=

(
an nan−1b
0 an

)
)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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4. Ñòåïåíü ìàòðèöû ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè.

∀an(0 < n →
(

cos a − sin a
sin a cos a

)n

=

(
cos(an) − sin(an)
sin(an) cos(an)

)
)

∀an(0 < n →
(

cos a sin a
− sin a cos a

)n

=

(
cos(an) sin(an)
− sin(an) cos(an)

)
)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ñòåïåíü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀abn(0 < a & 0 < n →
(

a b
−b a

)n

=

(a2 + b2)n/2

(
cos(n arctg(b/a)) sin(n arctg(b/a))
− sin(n arctg(b/a)) cos(n arctg(b/a))

)
)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "îòðèöàíèå" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó çíàêîâ
"ìèíóñ" ìåæäó äâóìÿ âõîæäåíèÿìè ïåðåìåííîé b ïðè èäåíòèôèêàöèè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óðàâíìàòð".

∀Banx((λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})x = λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) = (x = B) → (λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))−1 = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòè-
ôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïî-
ñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî
ñòîëáöû. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íîâîé ïåðåìåííîé. Ëåâàÿ ÷àñòü àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé "óðàâíìàòð", êîòîðîìó ñîîáùàåòñÿ, ÷òî íåèç-
âåñòíîé ñëóæèò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ
ñîçäàíà îòäåëüíàÿ âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûé
íîðìàëèçàòîð "Óðàâíìàòð". Ñëó÷àè ðàçëè÷àþòñÿ ïî íàëè÷èþ ìíèìîé åäèíèöû
â çàìåíÿåìîì òåðìå.

7. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå
äîïîëíåíèÿ åå ýëåìåíòîâ.

∀adn(d = det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) →
(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 =
((1/d)λij((−1)i+jdet(λpq(((a(p, q) ïðè q < i, èíà÷å a(p, q + 1)) ïðè p < j,
èíà÷å (a(p + 1, q) ïðè q < i, èíà÷å a(p + 1, q + 1))), p ∈ {1, . . . , n− 1} &
q ∈ {1, . . . , n−1})), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ïðè ¬(d = 0), èíà÷å íåîïðåä))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôè-
êàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåä-
ñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëá-
öû. Óñëîâèÿ âûðàæåíèé "âàðèàíò" îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîãðàììûíì îáðàçîì, òàê
÷òî ìàòðèöû âûïèñûâàþòñÿ áåç ñèìâîëîâ "âàðèàíò". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà íå êîíñòàíòíàÿ.
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Îïðåäåëèòåëè âû÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå,
ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îïðåäåëèòåëü". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ýêñïîíåíòå.

∀A((exp A)−1 = exp(−A))

Èìåþòñÿ â âèäó îïåðàöèè "ñòåïåíüìàòð" è "ýêïìàòð". Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòî-
ðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû

∀amn(l(a(1)) = m → òðàíñïîíèð(ñòðîêè(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}))) =
ñòðîêè(λj(λi(a(i)(j), i ∈ {1, . . . , n}), j ∈ {1, . . . ,m})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòè-
ôèêàöèþ è çàïèñü òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" â âèäå íàáîðîâ. Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöè-
îíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Ñëåä ìàòðèöû

∀an(ñëåäìàòðèöû(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
∑n

i=1 a(i, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" çàäàåò èäåíòèôèêàöèþ
òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèåì, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèì ïðÿìî-
óãîëüíóþ ìàòðèöó ÷åðåç åå ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïðè ýòîì óêàçàòåëü "ñìðàâíî"
ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ òàêîé ìàòðèöû, ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ.
Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

1. Ñóììà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

∀abn(l(a) = n & l(b) = n → äèàãìàòð(a) + äèàãìàòð(b) =
äèàãìàòð(λi(a(i) + b(i), i ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

∀abn(l(a) = n & l(b) = n → äèàãìàòð(a) · äèàãìàòð(b) =
äèàãìàòð(λi(a(i)b(i), i ∈ {1, . . . , n})))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê äèàãîíàëüíîé.

∀an(l(a) = n & ¬(a(i) = 0) → (äèàãìàòð(a))−1 =
äèàãìàòð(λi(1/a(i), i ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðè
ýòîì â êà÷åñòâå i áåðåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, è ê ñïèñêó ïîñûëîê îïåðàòîðà
ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "i ∈ {1, . . . , n}". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



2.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìàòðèöàìè 381

4. Îïðåäåëèòåëü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.

∀an(l(a) = n → det(äèàãìàòð(a)) =
∏n

i=1 a(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó çàäàíèþ.

∀Aan(ìàòð(a, A, n, n) → Äèàãìàòð(a) ↔ ∃b(b− ñëîâî & l(b) = n &
Val(b) ⊆ A & a = äèàãìàòð(b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ëèáî çàäà÷è íà îïèññàíèå, íå èìåþ-
ùåé öåëè "ïðÿìîéîòâåò". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ
ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæå-
íèÿ A, n - íå ñîäåðæàò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 2.

6. Óñìîòðåíèå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.

∀a(Äèàãìàòð(äèàãìàòð(a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Ðàâåíñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

∀ab(äèàãìàòð(a) = äèàãìàòð(b) ↔ a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû

1. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀an(n− íàòóðàëüíîå & Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} &
ñèììåòðè÷ìàòð(a) → ∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} → a(i, j) = a(j, i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

∀an(n− íàòóðàëüíîå & Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & Val(a) ⊆ R &
êîñîñèììåòðè÷ìàòð(a) → ∀ij(i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n} → a(i, j) = −a(j, i)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì îáðàáàòûâàþòñÿ ïåð-
âûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû.

2. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀an(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → ñèììåòðè÷ìàòð(a) ↔
∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} → a(i, j) = a(j, i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
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îòðèöàíèåì. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâíè ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâíû 6 è 7 (ïåðâûé - äëÿ êîðíåâîãî ñëó÷àÿ, âòîðîé - äëÿ ñëó÷àÿ
îòðèöàíèÿ).

∀an(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & Val(a) ⊆ R → êîñîñèììåòðè÷ìàòð(a) ↔
∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} → a(i, j) = −a(j, i)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó; âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì.

3. Ñèììåòðè÷íîñòü åäèíè÷íîé ìàòðèöû.

∀n(ñèììåòðè÷ìàòð(åäèíè÷íìàòð(n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ðàçâåðòêà óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ÿâíî çàäàííîé ìàòðèöû.

∀an(ñèììåòðè÷ìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) ↔
∀i(i ∈ {2, . . . , n} → ∀j(j ∈ {1, . . . , i− 1} → a(i, j) = a(j, i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" çàäàåò èäåíòèôè-
êàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèåì, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþ-
ùèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ÷åðåç åå ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óêàçàòåëè "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå êâàíòîðîâ îáùíîñòè â âèäå êîíúþíêöèé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðåäåë ìàòðèöû

∀abcmn(limx→b\c λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) =
λij(limx→b\c a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêà-
öèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî
îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcfmn(limx→b\c f(x)λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) =
limx→b\c f(x)λij(limx→b\c a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ.

Îïðåäåëèòåëè

1. Îïðåäåëèòåëè ìàëûõ ïîðÿäêîâ.

(a) Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå.

∀a(det(a) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïîñðåäñòâîì a ïðîðèñîâàí òåðì
"ñòðîêè(íàáîð(íàáîð(a)))", çàäàþùèé ìàòðèöó ïîðÿäêà 1×1. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(det

(
a b
c d

)
= ad− bc)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(b) ∀abcdefpqr(det

 a b c
d e f
p q r

 = aer + dqc + pbf − pec− dbr − afq)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

i. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå èìåþùàÿ íàäçàäà÷è (ââåäåí-
íàÿ íåïîñðåäñòâåííî èç çàäà÷íèêà), ëèáî èìåþùàÿ öåëü "îïðåäåëè-
òåëü".

ii. Ìàòðèöà èìååò íå áîëåå òðåõ íå÷èñëîâûõ ýëåìåíòîâ.
iii. Ìàòðèöà èìååò íå áîëåå 3 ïàðàìåòðîâ.

Åñëè â çàìåíÿþùåé ñóììå èìåþòñÿ äðîáíûå ñëàãàåìûå, òî îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâà-
íèå. Åñëè ïðåîáðàçóåòñÿ óñëîâèå îòëè÷èÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû îò íóëÿ,
òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å îí ðàâåí 8. Çàìåíÿþùàÿ ñóììà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ââåäåí ñðåäíèé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

∀abcdef (det

 a b c
d e f

ce− bf af − cd bd− ae

 = −((bf − ce)2 + (af − cd)2 +

(bd− ae)2))

∀abcdef (det

 −ce + bf −af + cd −bd + ae
d e f
a b c

 = −((bf−ce)2 +(af−cd)2 +

(bd− ae)2))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
Íîðìàëèçàòîð "âèäóìíîæåíèå" íå èñïîëüçóåòñÿ.

(c) Âûíåñåíèå çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ ýëåìåíòîâ ñòðîêè.

∀abcdefghip(det

 ap bp cp
d e f
g h i

 = p det

 a b c
d e f
g h i

)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ñäâèã" ðàçðåøàåò îäíî-
âðåìåííóþ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó ñòðîê îáîèõ îïðåäåëèòåëåé. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìûõ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ äðóãîé ñòðîêå.

∀abcdefmpqr(det

 a + md b + me c + mf
d e f
p q r

 = det

 a b c
d e f
p q r

)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ðàçðåøàþòñÿ îäíîâðåìåííûå îäè-
íàêîâûå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê îïðåäåëèòåëåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

(e) Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê.

∀abcdefpqr(det

 a b c
d e f
p q r

 = − det

 d e f
a b c
p q r

)

∀abcdefpqr(det

 p q r
a b c
d e f

 = − det

 p q r
d e f
a b c

)
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì", Ïåðåñòàíîâêè ñòðîê âûïîëíÿþò-
ñÿ äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ñòàíäàðòèçàöèè îïðåäåëèòåëåé, åñëè íåïîñðåä-
ñòâåííîå èõ âû÷èñëåíèå íåöåëåñîîáðàçíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàâíûå ñòðîêè.

∀ab(det(ñòðîêè(a, a; b) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ñïèñîê" îïðåäåëÿåò èäåíòè-
ôèêàöèþ ïàðû ñòðîê â íàáîðå áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ íàáîðà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ïåðåõîä îò çàäàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ êîíñòàíòíîãî ïîðÿäêà ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîá-
ðàæåíèå" ê çàäàíèþ åãî ÷åðåç íàáîð ñòðîê.

∀An(det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
det(ñòðîêè(λk(λl(A(k, l), l ∈ {1, . . . , n}), k ∈ {1, . . . , n}))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ, ïåðåìåííàÿ n èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò
çàïèñü òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" â çàìåíÿþùåé ÷àñòè â âèäå íàáîðîâ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå.

∀amn(m ∈ {1, . . . , n} → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =∑n
k=1(a(m, k)(−1)m+k det(λij(((a(i, j) ïðè j < k, èíà÷å a(i, j + 1)) ïðè i < m,

èíà÷å (a(i + 1, j) ïðè j < k, èíà÷å a(i + 1, j + 1))), i ∈ {1, . . . , n− 1} &
j ∈ {1, . . . , n− 1}))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé
êîíñòàíòîé, áîëüøåé 3. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà"; îí ïåðå-
÷èñëÿåò íîìåðà ñòðîê, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ áóäåò ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàç-
ëîæåíèÿ. Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå
òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè
ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà"
îïðåäåëÿåò çàïèñü êîíå÷íîé ñóììû â âèäå îáû÷íîé. Ëèáî çàäà÷à íå èìååò öå-
ëè "îïðåäåëèòåëü", ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìûé îïðåäåëèòåëü íåêîíñòàíòíûé, ëèáî
âûáðàííàÿ m-ÿ ñòðîêà èìååò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íóëåé. Êðîìå òîãî, åñëè
çàäà÷à íå èìååò öåëè "îïðåäåëèòåëü" è èìååò íàäçàäà÷ó, òî íèêàêàÿ ñòðîêà,
êðîìå m-é, íå äîëæíà èìåòü íåêîíñòàíòíûå ýëåìåíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

5. Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìûõ ñòðîêè, ïðîïîðöèîíàëüíûõ äðóãîé ñòðîêå.

∀abckmn(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) &
∀p(p ∈ {1, . . . , n} → a(k, p) = b(p) + ca(m, p)) → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})) = det(λij((a(i, j) ïðè ¬(i = k), èíà÷å b(j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôè-
êàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåä-
ñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëá-
öû. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ÷åòâåðòûé -
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óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ êîýôôèöèåíòà c, ïðåäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå "a(k, 1)" â âèäå "X + ca(m, 1)".
Ïåðåìåííàÿ b ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óñëîâíîå âûðàæåíèå â çàìåíÿþùåì òåðìå èñ-
êëþ÷àåòñÿ ïóòåì ïðîãðàììíîé ïðîâåðêè óñëîâèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
3.

6. Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìûõ ñòîëáöà, ïðîïîðöèîíàëüíûõ äðóãîìó ñòîëáöó.

∀abckmn(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) &
∀p(p ∈ {1, . . . , n} → a(p, k) = b(p) + ca(p, m)) → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})) = det(λij((a(i, j) ïðè ¬(j = k), èíà÷å b(i)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "êîíòåêñò"ïðåäñòàâëÿåò âûðàæåíèå
"a(1, k)" â âèäå "X + ca(1, m)".

7. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö.

∀ab(êâàäðìàòð(a) & êâàäðìàòð(b) → det(ab) = det(a) det(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Îïðåäåëèòåëè â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìîïðåäåëèòåëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Îïðåäåëèòåëü îáðàòíîé ìàòðèöû.

∀a(êâàäðìàòð(a) & ¬(det(a) = 0) → det(a−1) = 1/(det(a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

9. Ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû ñ çàäàííûì îïðåäåëèòåëåì.

∀an(a− ÷èñëî & n− íàòóðàëüíîå→ ∃x(ìàòð(x, R, n, n) & det(x) = a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, èìåþùàÿ çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Îïðåäåëèòåëè ìàòðèö, ðàçìåð êîòîðûõ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé n-ãî ïîðÿäêà.
Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå òàêèõ îïðåäåëèòåëåé ðåøàþòñÿ îò÷àñòè ñ ïîìîùüþ ñòàí-
äàðòíûõ øàáëîíîâ îïðåäåëèòåëåé, îò÷àñòè - çà ñ÷åò âûâîäà â ïîñûëêàõ ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâîäÿùèõ îïðåäåëèòåëü ê îïðåäåëèòåëÿì ìåíüøèõ ïî-
ðÿäêîâ. Îáó÷åíèå ëèøü íà÷àòî, è ïðèâîäèìûé äàëåå ìàòåðèàë èìååò, ãëàâíûì
îáðàçîì, èëëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð. Äëÿ îïèñàíèÿ âèäà îïðåäåëèòåëåé ïðèõî-
äèòñÿ èñïîëüçîâàòü ãðîìîçäêèå òåðìû ñî âëîæåííûìè óñëîâíûìè âûðàæåíèÿ-
ìè. Âîçìîæíî, öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, â êîòîðîì
"ãåîìåòðè÷åñêîå ñòðîåíèå" îïðåäåëèòåëÿ îïèñûâàëîñü áû íå âûðàæåíèåì, à
ãðóïïîé óòâåðæäåíèé.

(a) Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåìûå îïðåäåëèòåëè.

i. Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.
∀an(a(i, j) = 0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =∏n

i=1 a(i, i))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ëèáî çàìåíÿåìûé òåðì íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ëèáî
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- â ïîñûëêå, íå èìåþùåé êîììåíòàðèÿ (îïðåäåëèòåëü Çàìåíà). Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìýëåìåíò", êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "i ∈ {1, . . . , n}", "j ∈ {1, . . . , n}", "j < i". Ïå-
ðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü òåêóùåé çàäà÷è
íå ìåíåå 5. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, â êîòîðî âìåñòî ïîñûëêè "j < i" ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñûëêà
"i < j".

∀an(a(i, j) = 0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
(−1)n(n−1)/2

∏n
i=1 a(i, n + 1− i))

Ýòî - ñëó÷àé òðåóãîëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.
Îí àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàþòñÿ ïîñûëêè
"i ∈ {1, . . . , n}", "j ∈ {1, . . . , n− i}". Âî âòîðîé âåðñèè ïðèåìà áåðóòñÿ
ïîñûëêè "i ∈ {1, . . . , n}", "j ∈ {n− i + 2, . . . , n}".

ii. Ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿñÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé ñ êðàéíåé ñòðîêîé ëèáî êðàéíèì ñòîëáöîì.
∀akmnp(a(1, 1) = kp & a(i, 1) = km & ¬(p = 0) & pa(i, j) − ma(1, j) =
0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
k

∏n
i=2(pa(i, i)−ma(1, i))/(pn−2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ëèáî çàìåíÿåìûé òåðì íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ëèáî
- â ïîñûëêå, íå èìåþùåé êîììåíòàðèÿ (îïðåäåëèòåëü Çàìåíà). Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Âûðàæåíèÿ a(. . .) â àíòåöåäåíòàõ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
"íîðìýëåìåíò" è "íîðì". Ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(i, 1) èñïîëüçóåò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {2, . . . , n}", ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ
a(i, j) - ïîñûëêè "i ∈ {2, . . . , n}"è "j ∈ {1, . . . , i − 1}", ïðè îáðàáîòêå
âûðàæåíèÿ a(1, j) - ïîñûëêà "j ∈ {1, . . . , n− 1}". Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåð-
òîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìâàðèàíòû"
è "íîðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀akmnp(a(1, 1) = kp & a(1, j) = km & ¬(p = 0) & pa(i, j) − ma(i, 1) =
0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
k

∏n
i=2(pa(i, i)−ma(1, i))/(pn−2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íàáîðû äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê ïðè
îáðàáîòêå âûðàæåíèé a(1, j), a(i, j) è a(i, 1) ñóòü, ñîîòâåòñòâåííî,
"j ∈ {2, . . . , n}"; "i ∈ {1, . . . , n− 1}", "j ∈ {i + 1, . . . , n}", è
"i ∈ {1, . . . , n− 1}".
∀akmnp(a(n, n) = kp & a(i, n) = km & ¬(p = 0) & pa(i, j) −ma(n, j) =
0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
k

∏n−1
i=1 (pa(i, i)−ma(n, i))/(pn−2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Íàáîðû äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê ñóòü:
"i ∈ {1, . . . , n− 1}"; "i ∈ {1, . . . , n− 1}", "j ∈ {i + 1, . . . , n}", è
"j ∈ {2, . . . , n}".
∀akmnp(a(1, n) = kp & a(i, n) = km & ¬(p = 0) & pa(i, j) − ma(1, j) =
0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
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(−1)n(n−1)/2k
∏n

i=2(pa(i, n + 1− i)−ma(1, n + 1− i))/(pn−2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Íàáîðû äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê ñóòü:
"i{2, . . . , n}"; "i ∈ {2, . . . , n}", "j ∈ {n− i + 2, . . . , n}", è
"j ∈ {1, . . . , n− 1}".

iii. Ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿñÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé ñîñåäíèõ ñòðîê ëèáî ñòîëáöîâ.
∀an(¬(a(i, n) = 0) & a(i, j)a(i + 1, n)− a(i, n)a(i + 1, j) = 0 →
det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) = (−1)n(n−1)/2a(1, n)×∏n−1

i=1 (a(i + 1, n− i)a(i, n)− a(i, n− i)a(i + 1, n))/
∏n−1

i=1 a(i, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ëèáî çàìåíÿåìûé òåðì íàõîäèòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ëèáî
- â ïîñûëêå, íå èìåþùåé êîììåíòàðèÿ (îïðåäåëèòåëü Çàìåíà). Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëü-
íàÿ. Âûðàæåíèÿ a(. . .) îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìýëå-
ìåíò" è "íîðì". Â ñëó÷àå âûðàæåíèé a(i, n), a(i + 1, n), a(i + 1, n− i)
è a(i, n − i) ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n − 1}"; â
ñëó÷àå âûðàæåíèé a(i, j) è a(i + 1, j) - ïîñûëêè "i ∈ {1, . . . , n − 1}"
è "j ∈ {n − 1 − i, . . . , n − 1}". Ïðè ïðîâåðêå ïåðâîãî àíòåöåäåíòà òî-
æå ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n − 1}". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀akmnp(a(i + 1, 1) = kp & a(i, 1) = km & ¬(m = 0) &
a(i + 1, j)m− a(i, j)p = 0 →
det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
a(1, 1)

∏n−1
i=1 (a(i + 1, i + 1)m− a(i, i + 1)p)/

∏n−1
i=1 m)

Êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó, à òàêæå íîðìàëèçàòîðàì, îáðà-
áàòûâàþùèì âûðàæåíèÿ a(i + 1, 1), a(i, 1), a(i + 1, i + 1), a(i, i + 1),
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i{1, . . . , n − 1}". Ïðè îáðàáîòêå
âûðàæåíèé a(i + 1, j) è a(i, j) èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè
"i{1, . . . , n − 1}"è "j ∈ {1, . . . , n − 1}". Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ m, p,
âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iv. Ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿñÿ ê âèäó, ó êîòîðîãî íåíóëåâûå ýëåìåíòû âñòðå-
÷àþòñÿ òîëüêî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íà êðàéíèõ ñòðîêå è ñòîëáöå.
∀abcn(a(i, j)− a(1, j) = 0 & a(i, n + 1− i)− a(1, n + 1− i) = b(i) &
a(i, n)− a(1, n) = c(i) →
det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
(−1)n(n−1)/2(a(1, n)

∏n
i=2 b(i)−∑n−1

i=1 (a(1, i)c(n + 1− i)
∏

j,j∈{2,...,n}\{n+1−i} b(j))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðè îáðàáîòêå íîðìà-
ëèçàòîðàìè âûðàæåíèÿ a(1, j) èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà
"j ∈ {1, . . . , n−1}"; ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèé a(i, n+1− i), a(1, n1− i)
è a(i, n) - ïîñûëêà "i ∈ {2, . . . , n}"; ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(i, j) -
îáå ýòè ïîñûëêè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀abcn(a(i, j) − a(1, j) = 0 & a(i, i) − a(1, i) = b(i) & a(i, 1) − a(1, 1) =
c(i) → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
a(1, 1)

∏n
i=2 b(i)−

∑n
i=2(a(1, i)c(i)

∏
j,j∈{2,...,n}\{i} b(j)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(1, j) èñïîëü-
çóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "j ∈ {2, . . . , n}"; ïðè îáðàáîòêå âûðà-
æåíèé a(i, i), a(1, i) è a(i, 1) - ïîñûëêà "i ∈ {2, . . . , n}"; ïðè îáðàáîòêå
âûðàæåíèÿ a(i, j) - ïîñûëêè "i{2, . . . , n}", "j ∈ {2, . . . , n}" è "¬(j = i)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

v. Ìàòðèöà, ó êîòîðîé íåíóëåâûå ýëåìåíòû âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè, íà ïðèìûêàþùåé ê íåé äèàãîíàëè è íà êðàéíåì ñòîëá-
öå ëèáî êðàéíåé ñòðîêå.
∀an(a(i, j) = 0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =∑n−1

i=0 ((−1)ia(n, n− i)
∏n−i−1

j=1 a(j, j)
∏i

j=1 a(n− j, n− j + 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà-
÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðè îáðàáîòêå íîðìàëèçà-
òîðàìè âûðàæåíèÿ a(n, n − i) èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûë-
êà "i ∈ {1, . . . , n − 1}"; ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(j, j) - ïîñûëêà
"j ∈ {1, . . . , n}"; ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(n− j, n− j + 1) - ïîñûë-
êà "j ∈ {1, . . . , n − 1}", è ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(i, j) - ïîñûëêè
"i ∈ {1, . . . , n−1}", "j ∈ {1, . . . , n}", "¬(j = i)", "¬(j = i+1)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀an(a(i, j) = 0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =∑n
i=1((−1)i+1a(1, i)

∏i
j=2 a(j, j − 1)

∏n
j=i+1 a(j, j)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðè îáðàáîòêå íîðìàëèçàòîðàìè âûðàæå-
íèÿ a(1, i) èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n}"; ïðè
îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(j, j − 1) - ïîñûëêè "j ∈ {1, . . . , i}" è
"i ∈ {1, . . . , n}"; ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(j, j) - ïîñûëêè
"j ∈ {i+1, . . . , n}" è "i ∈ {1, . . . , n}", è ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(i, j)
- ïîñûëêè "i ∈ {2, . . . , n}", "j ∈ {1, . . . , n}", "¬(j = i)", "¬(j = i− 1)".

∀an(a(i, j) = 0 → det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =∑n
i=1((−1)i+1a(i, 1)

∏i−1
j=1 a(j, j + 1)

∏n
j=i+1 a(j, j)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðè îáðàáîòêå íîðìàëèçàòîðàìè âûðàæå-
íèÿ a(i, 1) èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n}"; ïðè
îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(j, j + 1) - ïîñûëêè "j ∈ {1, . . . , i− 1}" è
"i ∈ {1, . . . , n}"; ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(j, j) - ïîñûëêè
"j ∈ {i+1, . . . , n}" è "i ∈ {1, . . . , n}", è ïðè îáðàáîòêå âûðàæåíèÿ a(i, j)
- ïîñûëêè "i ∈ {1, . . . , n}", "j ∈ {2, . . . , n}", "¬(j = i)", "¬(j = i + 1)".

vi. Ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿñÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ ê
êàæäîé ñòðîêå âñåõ ïðåäûäóùèõ ñòðîê.
∀an(a(1, 2) + a(2, 2) + a(3, 2) = 0 &

∑i
k=1 a(k, j) = 0 →

det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
∏n

i=1

∑i
k=1 a(k, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", ïðè÷åì ïåðâûé èç íèõ èãðàåò ðîëü óñêîðÿþùåãî ôèëüòðà. Ïåðå-
ìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Êîíå÷íàÿ ñóììà â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå
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óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "i ∈ {2, . . . , n}", "j ∈ {1, . . . , i−1}". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀an(a(1, 2) + a(2, 2) + a(3, 2) = 0 &
∑i

l=1 a(l, j) = 0 →
det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
det(λij((

∑i
k=1 a(k, 1) ïðè j = 1, èíà÷å (

∑i
k=1 a(k, j) ïðè 0 ≤ j−i, èíà÷å 0)),

i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})))

Èäåíòèôèêàöèÿ òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, íî êîíå÷íàÿ
ñóììà â ïîñëåäíåì àíòåöåäåíòå îáðàáàòûâàåòñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè
ïîñûëêàìè "i ∈ {2, . . . , n}" è "j ∈ {2, . . . , i − 1}". Âûðàæåíèå a(k, 1)
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìýëåìåíò" è "íîðì" ïðè äîïîë-
íèòåëüíîé ïîñûëêå "k ∈ {1, . . . , n}", âûðàæåíèå a(k, j) - ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ ïîñûëêàõ "i ∈ {1, . . . , n}", "j ∈ {1, . . . , i}" è "k ∈ {1, . . . , i}".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vii. Ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ îäèíàêîâû
è âñå ýëåìåíòû íàä ýòîé äèàãîíàëüþ îäèíàêîâû.
∀abcn(a(2, 1) = a(3, 1) & a(i, j) = b & a(i, j) = c →
det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
1/(c− b) · (c

∏n
i=1(a(i, i)− b)− b

∏n
i=1(a(i, i)− c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèè çàäà-
÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Íîðìàëèçàòîðàì, îáðàáà-
òûâàþùèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïåðâîãî àíòåöåäåíòà, ïåðåäàåòñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "3 ≤ n". Ïðàâûå ÷àñòè âòîðîãî è òðåòüå-
ãî àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðìýëåìåíò" è
"íîðì", ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïî-
ñûëêè "i ∈ {2, . . . , n}" è "j ∈ {1, . . . , i − 1}", âî âòîðîì - ïîñûëêè
"i ∈ {1, . . . , n − 1}" è "j ∈ {i + 1, . . . , n}". Ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè b, c
ðàçëè÷íû è íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ i, j. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 3.

(b) Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà an + b, ãäå a, b - öåëî÷èñëåí-
íûå êîíñòàíòû.

Ââîäèìîå ïðèåìîì îáîçíà÷åíèå ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî âûâî-
äà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.

∀ABab(∀n(n− íàòóðàëüíîå→ det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , an + b} &
j ∈ {1, . . . , an + b})) = B(n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäâûðàæåíèÿ "det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , an + b} & j ∈ {1, . . . , an + b}))".
Ëèáî ýòî âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è, ëèáî - â ïîñûëêå, íå
èìåþùåé êîììåíòàðèÿ "(îïðåäåëèòåëü Çàìåíà)". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöè-
îíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé; a è b - ñ öåëî-
÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ B, ðåãèñòðè-
ðóÿ åå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå ïå-
ðåìåííûå íå äîëæíû âõîäèòü â îòâåò çàäà÷è. Âûâîäèìàÿ êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèÿìè "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà" (áëîêèðîâ-
êà ïîïûòîê èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà) è "(îïðåäåëèòåëü
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Çàìåíà)" (áëîêèðîâêà ïîïûòîê âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà). Â äîïîëíåíèå ê îñíîâíîìó äåéñòâèþ ïðèåìà âûâîäèòñÿ ðàâåí-
ñòâî "B(0) = 1". Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé "(îïðåäåëèòåëü îáîçíà÷åíèå B)"
ê çàäà÷å, óêàçûâàþùèé, ÷òî ïåðåìåííàÿ B ââåäåíà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïðå-
äåëèòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî êðàéíåé ñòðîêå.

∀ABCabm(∀n(n− íàòóðàëüíîå→ det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , an + b} &
j ∈ {1, . . . , an + b})) = B(n)) & seti(i ∈ {1, . . . , an + b} &
¬(A(1, i) = 0)) = {; C} & l(C) = m → ∀n(n − íàòóðàëüíîå & 2 ≤ n →
B(n) =

∑m
k+1(A(1, C(k))(−1)C(k)+1 det(λij((A(i + 1, j) ïðè j < C(k), èíà÷å

A(i + 1, j + 1)), i ∈ {1, . . . , an + b− 1} & j ∈ {1, . . . , an + b− 1})))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, äâà äðóãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëü-
íîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ b - ñ öåëî÷èñëåííîé. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöè-
îíàëüíàÿ. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû óñòàíàâëèâàþò ÷èñëî m íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
m - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ îáðàáîòêè îïèñàòåëÿ "êëàññ" âî âòîðîì
àíòåöåäåíòå ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíî ñîçäàííûé äëÿ ýòîãî íîðìàëèçàòîð
"íîðìíåíóëè". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé
ñóììû êàê îáû÷íîé. Âûâîäèìîå ñîîòíîøåíèå áóäåò ïðåîáðàçîâàíî â ðåêóð-
ðåíòíîå, åñëè ïîñëåäóþùèì ïðèåìàì óäàñòñÿ âûðàçèòü åãî îïðåäåëèòåëè
÷åðåç ðàíåå ââåäåííûå âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
7. Â íåé íîðìàëèçàòîðó "íîðìíåíóëè" ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óòâåð-
æäåíèå î ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè.

∀ABCabm(∀n(n− íàòóðàëüíîå→ det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , an + b} &
j ∈ {1, . . . , an + b})) = B(n)) & seti(i ∈ {1, . . . , an + b} & ¬(A(an + b, i) =
0)) = {; C} & l(C) = m → ∀n(n− íàòóðàëüíîå & 2 ≤ n → B(n) =∑m

k+1(A(an + b, C(k))(−1)C(k)+an+b det(λij((A(i, j) ïðè j < C(k), èíà÷å
A(i, j + 1)), i ∈ {1, . . . , an + b− 1} & j ∈ {1, . . . , an + b− 1})))))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ðàññìàòðèâàåòñÿ íå ïåðâàÿ, à ïîñëåäíÿÿ
ñòðîêà.

(d) Óñìîòðåíèå îïðåäåëèòåëÿ, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà-
÷åíèå.

∀ABabcmpq(∀n(n− íàòóðàëüíîå→ det(λij(A(i, j, n), i ∈ {1, . . . , an + b} &
j ∈ {1, . . . , an + b})) = p(n)) & b − c = aq & A(k, l, m − q) = B(k, l, m) →
det(λkl(B(k, l, m), k ∈ {1, . . . , am + c} & l ∈ {1, . . . , am + c})) = p(m− q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì
ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè, à m
- ñ ïåðåìåííîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", òðå-
òèé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå p, A, B ôóíêöèîíàëüíûå.
Îáå ÷àñòè òðåòüåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì",
êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "k ∈ {1, . . . , am + c}" è
"l ∈ {1, . . . , am + c}". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Åñëè ïîñëå ïðèìå-
íåíèÿ äàííîãî ïðèåìà â ïîñûëêàõ âîçíèêàåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
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äëÿ îïðåäåëèòåëÿ, òî îíî ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ
ðàçðåøåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, îïèñàííûõ â äðóãèõ ðàçäåëàõ.

(e) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ âñïîìîãàòåëüíûì îáîçíà÷åíèåì.
∀abft(af(t) + bf(t) = (a + b)f(t))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íàïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé êîììåíòàðèé "(îïðåäåëèòåëü
îáîçíà÷åíèå f)". Ïåðåìåííàÿ f íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Ïîäñòàíîâêà íàéäåííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ.
∀Afgt(A(t) & ∀n(A(n) → f(n) = g(n)) → f(t) = g(t))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ëåãêîâèäåòü". Ïåðåìåííûå
A, g ôóíêöèîíàëüíûå. Çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé "(îïðåäåëèòåëü îáîçíà-
÷åíèå f)". Âûðàæåíèå g(n) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îïðåäåëèòåëü". Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî êâàíòîðíîå ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ âîçíèêëî ïîñëå ðàçðåøå-
íèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ïîëó÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ, ó êîòîðîãî íåêîòîðàÿ ñòðîêà ëèáî íåêîòîðûé
ñòîëáåö èìåþò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò.

i. Êðàéíèå ñòðîêà ëèáî ñòîëáåö ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì.

∀Amn(seti(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(A(1, i) = 0)) = {m} →
det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
A(1, m)(−1)m+1 det(λij((A(i + 1, j) ïðè j < m, èíà÷å A(i + 1, j + 1)),
i ∈ {1, . . . , n− 1} & j ∈ {1, . . . , n− 1})))
∀Amn(seti(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(A(n, i) = 0)) = {m} →
det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
A(n,m)(−1)n+m det(λij((A(i, j) ïðè j < m, èíà÷å A(i, j + 1)),
i ∈ {1, . . . , n− 1} & j ∈ {1, . . . , n− 1})))
∀Amn(seti(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(A(i, 1) = 0)) = {m} →
det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) =
A(m, 1)(−1)m+1 det(λij((A(i, j + 1) ïðè i < m, èíà÷å A(i + 1, j + 1)),
i ∈ {1, . . . , n− 1} & j ∈ {1, . . . , n− 1})))
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå A(. . .) â åãî ëåâîé ÷àñòè îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìýëåìåíò", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n}", ïðè÷åì ñàìà ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìíåíóëè". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

ii. Ïðèáàâëåíèå âñåõ ñòîëáöîâ ê ïåðâîìó ñòîëáöó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòîëáöà
ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì.
∀amn(seti(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(

∑n
j=1 a(i, j) = 0)) = {m} →

det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & J ∈ {1, . . . , n})) =∑n
j=1 a(m, j)(−1)m+1 det(λij((a(i, j + 1) ïðè i < m, èíà÷å

a(i + 1, j + 1)), i ∈ {1, . . . , n− 1} & j ∈ {1, . . . , n− 1})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Êîíå÷íàÿ ñóììà â ëåâîé ÷àñòè
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àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ââåäåí
ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(h) Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê îïðåäåëèòåëþ ñ ïî÷òè êîíñòàíòíûìè ñòðîêàìè.

∀abklmnpqr(a(i, j)− a(i− 1, j) = (p(j) ïðè kj + m = l, èíà÷å q) &
r = (l−m)/k & det(λij((a(1, j) ïðè i = 1, èíà÷å (p(r) ïðè j = r, èíà÷å q)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) = b & ¬(k = 0) →
det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåäíèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âíóòðè âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî îáùèé ÷ëåí ìàòðèöû, âñòðå-
÷àåòñÿ ïîäâûðàæåíèå âèäà "di + e", ãäå d, e íå ñîäåðæàò i. Ëåâàÿ ÷àñòü
ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "íîðì" è "íîðìâà-
ðèàíòû". Îïðåäåëèòåëü â ëåâîé ÷àñòè òðåòüåãî àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äî óðîâíÿ 7. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(i) Íîðìàëèçàòîð óïðîùåíèÿ ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå
ëèáî ñòîëáöó "íîðìñëàãàåìîå".

Íîðìàëèçàòîð ñâÿçàí ñ îïèñàííûì âûøå ïðèåìîì ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëè-
òåëÿ ïî ñòðîêå. Îí îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå ïîä ñóììîé â çàìåíÿþùåì
òåðìå äàííîãî ïðèåìà è îðèåíòèðîâàí íà èñêëþ÷åíèå è ñòàíäàðòèçàöèþ
óñëîâíûõ ïîäâûðàæåíèé. Òàêàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ íåîáõîäèìà äëÿ ïîñëåäó-
þùåãî óñìîòðåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ, äîïóñêàþùåãî âûðàæåíèå ÷åðåç ðàíåå
ââåäåííîå âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå. Íîðìàëèçàòîð íåêîðíåâîé, ò.å.
åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ïîäòåðìàì ïðåîáðàçóåìîãî òåð-
ìà. Âñå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

i. Óìíîæåíèå íà óñëîâíîå âûðàæåíèå.

∀abcd((a ïðè b, èíà÷å c)d = (ad ïðè b, èíà÷å cd))

ii. Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì ïîä óñëîâíûì âû-
ðàæåíèåì.

∀abcipq(¬(a = 0) → (p(i) ïðè ai + b = c, èíà÷å q(i)) =
(p((c− b)/a) ïðè i = (c− b)/a, èíà÷å q(i)))

Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, i - ïåðåìåííàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå p, q ôóíêöèîíàëüíûå.

iii. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà ïîä âàðèàíòîì.

∀abcd(0 ≤ a− b → (c ïðè a < b, èíà÷å d) = d)

∀abcd(0 < b− a → (c ïðè a < b, èíà÷å d) = c)

Âûðàæåíèÿ a, b íåíóëåâûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ýòîìó îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ ñïèñîê ïîñûëîê, ïîïîëíåí-
íûé êîíòåêñòîì òåêóùåãî âõîæäåíèÿ. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

iv. Ãðóïïèðîâêà íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ ðàâåíñòâà â îäíîé ÷àñòè.

∀ab(a = b ↔ a− b = 0)

Âûðàæåíèÿ a, b íåíóëåâûå.
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(j) Íîðìàëèçàòîð âûáîðà ýëåìåíòà ìàòðèöû "íîðìýëåìåíò". Íîðìàëèçàòîð
ïðåäíàçíà÷åí äëÿ èñêëþ÷åíèÿ óñëîâíûõ âûðàæåíèé â òåðìå, çàäàþùåì
îáùèé âèä ýëåìåíòà ìàòðèöû. Åìó îáû÷íî ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ïîñûëêè, óòî÷íÿþùèå îáëàñòü, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí ýëåìåíò. Íîðìàëè-
çàòîð íåêîðíåâîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà ðà-
âåí 1.

i. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà â óñëîâíîì âûðà-
æåíèè.

∀abcd(0 ≤ a− b → (c ïðè a < b, èíà÷å d) = d)

∀abcd(0 < b− a → (c ïðè a < b, èíà÷å d) = c)

∀abcd(0 < a− b → (c ïðè a ≤ b, èíà÷å d) = d)

∀abcd(0 ≤ b− a → (c ïðè a ≤ b, èíà÷å d) = c)

Âûðàæåíèÿ a, b íåíóëåâûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ ñïèñîê ïîñûëîê, ïîïîëíåííûé êîí-
òåêñòîì òåêóùåãî âõîæäåíèÿ. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.

ii. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè ëèáî ëîæíîñòè ðàâåíñòâà ïîä âàðèàíòîì.

∀abc((a ïðè b = b, èíà÷å c) = a)

∀abc((a ïðè ¬(b = b), èíà÷å c) = c)

∀abcd((a ïðè b = b & c, èíà÷å d) = (a ïðè c, èíà÷å d))

Ïåðå÷èñëåííûå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.

∀abcde(0 < a− b → (c ïðè a = b & e, èíà÷å d) = d)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

∀abcde(¬(a = b) → (c ïðè a = b & e, èíà÷å d) = d)

∀abcde(¬(a− b = 0) → (c ïðè a = b & e, èíà÷å d) = d)

∀abcde(¬(b− a = 0) → (c ïðè a = b & e, èíà÷å d) = d)
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà.

iii. Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà â óñëîâíîì âûðàæåíèè.

∀abc((a ïðè ëîæü & c, èíà÷å b) = b)

∀ab((a ïðè èñòèíà, èíà÷å b) = a)

iv. Îäèíàêîâûå àëüòåðíàòèâíûå âûðàæåíèÿ.

∀ab((a ïðè b, èíà÷å a) = a)

(k) Íîðìàëèçàòîð îòáîðà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöà "íîðì-
íåíóëè". Íîðìàëèçàòîð îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå "êëàññ(. . .)", çàäàþùåå
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûõ â íåêî-
òîðîé åå îáëàñòè. Ôàêòè÷åñêè îòáðàñûâàþòñÿ ëèøü çàâåäîìî íóëåâûå ýëå-
ìåíòû, è â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âûäàåòñÿ ñïèñîê îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â
ïðèåìàõ ïîêà âîñòðåáîâàí ëèøü ñëó÷àé îäíîýëåìåíòíîãî ñïèñêà. Íîðìàëè-
çàòîð êîðíåâîé - åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ ëèøü ê ñàìîìó ïðåîáðàçóåìîìó
òåðìó, à íå ê åãî ïîäòåðìàì.
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i. Îòáîð íåíóëåâûõ âàðèàíòîâ.

∀ABCDq(setx(A & (B ∨ C & ¬((0 ïðè D, èíà÷å q) = 0))) =
setx(A & (B ∨ C & ¬D & ¬(q = 0))))

∀ABCDp(setx(A & (B ∨ C & ¬((p ïðè D, èíà÷å 0) = 0))) =
setx(A & (B ∨ C & D)))

Óêàçàòåëü "îáîáùïîäñò" ðàçðåøàåò âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â âûðà-
æåíèÿ A, B, C,D, p, q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDpq(setx(A & (B ∨ C & ¬((p ïðè D, èíà÷å q) = 0))) =
setx(A & (B ∨ C & D ∨ C & ¬D & ¬(q = 0))))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. ßâíîå ðàçðåøåíèå ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà êëàññà.

∀ABCabc(¬(a = 0) → setx(A & (B & ax + b = c ∨ C)) =
setx(A & (x = (c− b)/a ∨ C)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ x
íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b, c. Ëèáî a îòëè÷íî îò 1, ëèáî b îòëè÷íî îò
íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iii. Âûäåëåíèå îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

∀ABa(a ∈ A → setx(x ∈ A & (x = a ∨ B)) = {a} ∪ setx(x ∈ A & B))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ x
íå âõîäèò â âûðàæåíèå a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABac(a ∈ A & ¬(a + c = 0) → setx(x ∈ A & ¬(x + c = 0) &
(x = a ∨ B)) = {a} ∪ setx(x ∈ A & ¬(x + c = 0) & B))

∀ABac(a ∈ A & ¬(a− c = 0) → setx(x ∈ A & ¬(x = c) &
(x = a ∨ B)) = {a} ∪ setx(x ∈ A & ¬(x = c) & B))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåí-
íàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iv. Ïóñòîå ìíîæåñòâî.

setx(ëîæü) = ∅)

∀Pa(setx(¬(x− a = 0) & x = a & P (x)) = ∅)

Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Aamn(0 < m− a → setx(x = a & x ∈ {m, . . . , n} & A(x)) = ∅)

∀Aamn(0 < a− n → setx(x = a & x ∈ {m, . . . , n} & A(x)) = ∅)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, Ïåðåìåííàÿ A
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(l) Íîðìàëèçàòîð "íîðìâàðèàíòû" òåðìîâ ñ óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè, âîçíè-
êàþùèõ ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé. Íîðìàëèçàòîð íå êîðíåâîé.

i. Ïåðåõîä ê ðàâåíñòâó â óñëîâíîì âûðàæåíèè.

∀imnpq(i ∈ {m, . . . , n} → (p ïðèm < i, èíà÷å q) = (q ïðè i = m, èíà÷å p))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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ii. ßâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ðàâåíñòâà â óñëîâíîì âû-
ðàæåíèè.

∀abcdei(¬(c = 0) → (a ïðè ci + d = e, èíà÷å b) =
(a ïðè i = (e− d)/c, èíà÷å b))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ i
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåé â âûðàæåíèÿ c, d, e. Âû-
ðàæåíèå e íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Ëèáî c îòëè÷íî îò 1, ëèáî d îòëè÷íî
îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iii. Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè àëüòåðíàòèâàìè.

∀ab((a ïðè b, èíà÷å a) = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

iv. Óñëîâíîå âûðàæåíèå - ñîìíîæèòåëü ñëàãàåìîãî.

∀abcdpq(a + (b ïðè p < q, èíà÷å c)d = (a + bd ïðè p < q, èíà÷å a + cd))

∀abcdpq(a + (b ïðè p ≤ q, èíà÷å c)d = (a + bd ïðè p ≤ q, èíà÷å a + cd))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcdipq(a(i) + (b(i) ïðè i = p, èíà÷å c)d(i) = (a(p) + b(p)d(p) ïðè
i = p, èíà÷å a(i)) + cd(i))

Ïåðåìåííûå a, b, d ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåé â âûðàæåíèå p. Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð"
áëîêèðóåò ââîä äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî ïðè êîìïèëÿöèè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

v. Ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ïîä óñëîâíûì âûðàæåíèåì.

∀abc((a ïðè èñòèíà, èíà÷å c) = a)

∀abc((a ïðè ëîæü, èíà÷å c) = c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

vi. Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, åñëè åãî óñëîâèå ëèáî îòðèöàíèå
óñëîâèÿ èìåþòñÿ â ïîñûëêàõ.

∀Aab((a ïðè A, èíà÷å b) = a)

Óòâåðæäåíèå A âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

∀Aab((a ïðè A, èíà÷å b) = b)

Îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ A, îáðàáîòàííîå íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã",
âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

vii. Ðàâåíñòâî ñ ñîâïàäàþùèìè ÷àñòÿìè.

∀a(a = a ↔ èñòèíà)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

viii. Ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû.

∀a(a ∨ ëîæü↔ a)

∀a(a & ëîæü↔ ëîæü)

∀a(a ∨ èñòèíà↔ èñòèíà)
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∀a(a & èñòèíà↔ a)

¬èñòèíà = ëîæü

¬ëîæü = èñòèíà

ix. Óñìîòðåíèå ëîæíîãî ðàâåíñòâà.

∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(a = b))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñèëü-
íûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

x. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà ïîä óñëîâíûì âûðàæåíèåì.

∀abcd(c ≤ d & 0 ≤ b− d + c− a → a ≤ b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà,
âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

xi. Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâ âî âëîæåííûõ óñëîâíûõ âûðàæåíèÿõ ê ðàâåí-
ñòâó.

∀abcdefp(b− öåëîå & c− öåëîå & d− öåëîå & e− öåëîå &
e − d − c + b − 1 = 0 → (a ïðè b ≤ c, èíà÷å (p ïðè d ≤ e, èíà÷å f)) =
(a ïðè b ≤ c, èíà÷å (p ïðè d = e, èíà÷å f)))

Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè, ïÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

xii. Âëîæåííûå óñëîâíûå âûðàæåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ýëåìåíòàìè.

∀abpq((a ïðè p, èíà÷å (b ïðè q, èíà÷å a)) = (b ïðè q, èíà÷å a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ "ïðîïîðöíàáîðû".

Íàïîìíèì, ÷òî óòâåðæäåíèå "ïðîïîðöíàáîðû(a, b)" îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñè-
ìîñòü ÷èñëîâûõ íàáîðîâ a è b, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû. Òàê êàê ýòè óòâåðæäåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ ïîêà ëèøü â çàäà÷àõ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, äàëåå ðàññìîò-
ðåí ñëó÷àé íàáîðîâ äëèíû 3.

(a) Îòáðàñûâàíèå ñëàãàåìûõ, îáðàçóþùèõ íàáîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé âòîðîìó
íàáîðó.

∀abckmnp(ïðîïîðöíàáîðû((a + mn, b + mk, c + mp), (n, k, p)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (n, k, p)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Îòáðàñûâàíèå íåíóëåâîãî îáùåãî ìíîæèòåëÿ.

∀abcdefmpqr(¬(m = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (dm/p, em/q, fm/r)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d/p, e/q, f/r)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå m îòëè÷íî îò åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀abcdefmpqr(ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (p/(dm), q/(em), r/(fm))) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (p/d, q/e, r/f)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abcdef (ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (−d,−e,−f)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f)))

∀abcd(¬(d = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (0, 0, d)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (0, 0, 1)))

∀abcd(¬(d = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (0, d, 0)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (0, 1, 0)))

∀abcd(¬(d = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, 0, 0)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (1, 0, 0)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Íàáîð ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì.

∀abcd(¬(d = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (0, 0, d)) ↔ a = 0 & b = 0)

∀abcd(¬(d = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (0, d, 0)) ↔ a = 0 & c = 0)

∀abcd(¬(d = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, 0, 0)) ↔ b = 0 & c = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Íàáîð ñ äâóìÿ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè.

∀abcde(¬(d = 0) & ¬(e = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (0, d, e)) ↔
be− cd = 0 & a = 0)

∀abcde(¬(d = 0) & ¬(e = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, 0, e)) ↔
ae− cd = 0 & b = 0)

∀abcde(¬(d = 0) & ¬(e = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, 0)) ↔
ae− bd = 0 & c = 0)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ïåðåõîä ê ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

∀abcdef (ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f)) ↔ ae− bd = 0 & bf − ce = 0 &
af − cd = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ d, e, f êîíñòàíòíûå. Çà-
ìåíÿåìûé ïîäòåðì - êîðíåâîé ëèáî ðàñïîëîæåí ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòî-
ðîé óñëîâèå êîíñòàíòíîñòè îòáðîøåíî. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abcdpqrs(ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c, d), (p, q, r, s)) ↔ aq− bp = 0 & ar− cp = 0 &
as− dp = 0 & br − cq = 0 & bs− dq = 0 & cs− dr = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(f) Óñòðàíåíèå çíàìåíàòåëÿ.

∀abcdpqr(¬(b = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (a/b, c, d)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (a, bc, bd)))

∀abcdpqr(¬(b = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (c, a/b, d)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (bc, a, bd)))

∀abcdpqr(¬(b = 0) → ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (c, d, a/b)) ↔
ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (bc, bd, a)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óðàâíåíèÿ ñ ìàòðèöàìè

1. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óðàâíìàòð".

Äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà ax = b ëèáî xa = b ñîçäàí íîðìà-
ëèçàòîð "óðàâíìàòð", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Çäåñü ïðèâåäåì ïðèåìû,
îáðàùàþùèåñÿ ê äàííîìó íîðìàëèçàòîðó:

∀abcx((ax = b) = (x = c) → ax = b ↔ x = c)

∀abcx((xa = b) = (x = c) → xa = b ↔ x = c)

Óìíîæåíèå îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ "óìíîæìàòð". Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Êàæäîå èç âûðàæå-
íèé a, b èìååò çàãîëîâîê "ñòðîêè" ëèáî "ñòîëáöû" è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìàòð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óìíîæåíèå íà îáðàòíóþ ìàòðèöó ïðè ðåøåíèè ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé.

∀abx(êâàäðìàòð(a) & ¬(det(a) = 0) → ax = b ↔ x = a−1b)

∀abx(êâàäðìàòð(a) & ¬(det(a) = 0) → xa = b ↔ x = b−1a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæå-
íèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCX(C = A−1 → AX = B ↔ X = CB)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Âûðàæå-
íèå X ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ A, B - íå ñîäåðæàò. Êàæäîå èç âûðà-
æåíèé A, C èìååò çàãîëîâîê "ñòðîêè" ëèáî "ñòîëáöû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

3. Óðàâíåíèå ñ èçâåñòíîé ìàòðèöåé è íåèçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè.

∀abmn(a = λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}) ↔
∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} → a(i, j) = b(i, j)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà - ñîäåð-
æèò. Ïåðåìåííàÿ b ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòè-
ôèêàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèåì, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿ-
þùèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ÷åðåç åå ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óêàçàòåëü "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè èç çàìåíÿåìîé ÷àñòè â
âèäå êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé ïðè ïîäáîðå ïðèìåðà

1. Ïîïûòêà ðàññìîòðåíèÿ ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà.

∀an(0 ≤ n− 2 & ∃pqrs(a = ïðÿìàÿñóììà(

(
p q
r s

)
, åäèíè÷íìàòð(n− 2)) &

p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & s− ÷èñëî) → ìàòð(a, R, n, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" ëèáî íå èìåþùåé öåëè "ïîëíûé". Ïåðå-
ìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Âîç-
íèêàþùåå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, îïðåäåëÿåìîå
ýòèì àíòåöåäåíòîì, ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

2. Ïîïûòêà ðàññìîòðåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.

∀an(∃b(b− ñëîâî & l(b) = n & Val(b) ⊆ R & a = äèàãìàòð(b) → ìàòð(a, R, n, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ - òàêîé æå,
êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðÿìàÿ ñóììà ìàòðèö

1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðÿìûõ ñóìì.

∀abc(êâàäðìàòð(c) → ïðÿìàÿñóììà(a, c)ïðÿìàÿñóììà(b, c) = ïðÿìàÿñóììà(ab, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñèììåòðè÷íîñòü ïðÿìîé ñóììû.

∀an(ñèììåòðè÷ìàòð(ïðÿìàÿñóììà(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}))) ↔
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ñèììåòðè÷ìàòð(a(i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçà-
òåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå" ñ íàáîðîì
è âûïèñûâàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè â âèäå êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Ðàíã ìàòðèöû

1. Ñâåäåíèå ê ðàíãó ìåíüøåé ìàòðèöû ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ ê ñòðîêàì âåêòîðîâ,
ïðîïîðöèîíàëüíûõ çàäàííîé ñòðîêå.
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∀akmn(k ∈ {1, . . . , n} & ¬(a(1, k) = 0) → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n})) = ðàíã(λij((a(i + 1, j)a(1, k)− a(1, j)a(i + 1, k) ïðè j < k,
èíà÷å a(i + 1, j + 1)a(1, k)− a(1, j + 1)a(i + 1, k)), i ∈ {1, . . . ,m− 1} &
j ∈ {1, . . . , n− 1})) + 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòè-
ôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïî-
ñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî
ñòîëáöû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ïåðå÷èñëÿ-
åò íîìåðà k ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè
êîíñòàíòàìè, áîëüøèìè åäèíèöû. Çàìåíÿþùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìðàíã", à çàòåì - âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Îòáðàñûâàíèå íóëåâîé ñòðîêè.

∀akmn(k ∈ {1, . . . ,m} → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})) =
ðàíã(λij((a(i, j) ïðè i < k, èíà÷å a(i+1, j)), i ∈ {1, . . . ,m−1} & j ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôè-
êàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåä-
ñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëá-
öû. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé
ýëåìåíò ñòðîêè ñ íîìåðîì k ðàâåí 0. Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, ïðè÷åì m áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

3. Ìàòðèöà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè.

∀akmn(k ∈ {1, . . . , n} & ¬(a(1, k) = 0) & m = 1 →
ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" çàäàåò èäåíòèôè-
êàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèåì, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþ-
ùèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ÷åðåç åå ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå m, n
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

∀amn(m = 1 → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" çàäàåò èäåíòèôè-
êàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèåì, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþ-
ùèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ÷åðåç åå ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà òîæäåñòâåí-
íî íóëåâàÿ. Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

1. Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "ñîáñòâçíà-
÷åíèÿ".
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∀Aabc(ñîáñòâçíà÷åíèÿ(A, a, b) = ((a, b) ∈ c) → ñîáñòâçíà÷åíèå(A, a, b) ↔
(a, b) ∈ c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "ñòðîêè" ëèáî ñòîëáöû è íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "ñîáñòâçíà÷åíèÿ", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà ñëóæèò óòâåðæäåíèå âèäà "(a, b) ∈ c", ãäå c - âûðàæå-
íèå äëÿ ìíîæåñòâà ïàð "ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå - åãî êðàòíîñòü".

2. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âåùåñòâåííîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

∀Nabmnx(N = λij(0, i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , 1}) & (λij((a(i, j)− b
ïðè i = j, èíà÷å a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})x = N) =
(x ∈ ëèíêîìáèíàöèè(m)) & b− ÷èñëî→ ñîáñòâåêòîð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}), b, x) ↔ x ∈ ëèíêîìáèíàöèè(m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ
"îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìî-
óãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "íîðìâàðèàíò" îïðåäåëÿåò èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âû-
ðàæåíèÿ âî âòîðîì àíòåöåäåíòå ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè åãî óñëî-
âèÿ. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèå
x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå b - íå ñîäåðæèò. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé
"óðàâíìàòð" (îïèñûâàåòñÿ íèæå). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âåùåñòâåííîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîìïëåêñíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî â òåîðåìå ïðèåìà ñèìâîëû "ïëþñ", "ìèíóñ",
"ëèíêîìáèíàöèè" çàìåíåíû íà êîìïëåêñíûå àíàëîãè "Ïëþñ", "Ìèíóñ", "Ëèí-
êîìáèíàöèè". Âìåñòî íîðìàëèçàòîðà "óðàâíìàòð" èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð
"Óðàâíìàòð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îòáðîøåí.

4. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîìó ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíè, â ñëó÷àå ìàòðèöû íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.

∀Nabmnpx(N = λij(0, i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , 1}) &
(Óìíîæìàòð(λij(((a(i, j)− b)(mod p) ïðè i = j, èíà÷å a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}), x,mod(p)) = N) = (x ∈ Ëèíêîìá(m,mod(p))) →
Ñîáñòâåêòîð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), b,mod(p), x) ↔
x ∈ Ëèíêîìá(m,mod(p)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

Íàõîæäåíèå êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöû äëÿ çàäàííîé ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû

∀Abcdnxy(A = bcd → êàíîíè÷ìàòðèöà(A, x, y) ↔ y = c)



402 Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî ëèíåéíîé àëãåáðå

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåò-
ñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêàíìàòð" ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû ê êàíîíè÷å-
ñêîé ìàòðèöå, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ íèæå. Ðåçóëüòàò èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ
ìàòðèö, èç êîòîðûõ ñðåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, à äâå êðàéíèå - îáåñïå÷èâàþò
ïåðåõîä ê íåé îò èñõîäíîé ìàòðèöû. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé,
âûðàæåíèå y ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ìàòðèöà A îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ñ çàãî-
ëîâêîì "ñòðîêè" ëèáî "ñòîëáöû", íå ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûõ. Åå ýëåìåíòû (âûðà-
æåíèÿ) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìíîãî÷ëåíû îò x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà ê ñòàíäàðòíîìó âèäó

∀abcdn((a + b)nc = d → (a + b)nc = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, ðàñïîëîæåííîìó âíóòðè óòâåðæäåíèÿ "êàíîíè÷ìàòðèöà(A, x, y)",
ïðè÷åì âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ñîäåðæàò òîëüêî ïåðåìåííóþ x. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáåñïå÷èâàåò ðàñêðûâàíèå ñêîáîê,
íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòàíäàðòíîãî âèäà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

Íàõîæäåíèå æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû

∀Mabcdemnpqrsvxyz(λij((a(i, i)−x ïðè i = j, èíà÷å a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n}) =
b−1cd−1 & ýëåìäåëèòåëè(c, e) &æîðäìàòðèöà(e, M) & M = λij(m(i, j), i ∈ {1, . . . , n}&
j ∈ {1, . . . , n}) & λij((m(i, i)− x ïðè i = j, èíà÷å m(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) = pqr & ìàòðìíîãî÷ëåí(dr, s) & s = v(x) & y = M & z = v(M) →
æîðäôîðìà(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), y, z))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííûå y, z èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè.
Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðà-
æåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàò-
ðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé, ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé, òðåòèé è øåñòîé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Íàêîíåö, äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Ïåðåìåííûå y, z íå äîëæíû âõîäèòü â ïðî÷èå
íåâûðîæäåííûå óñëîâèÿ çàäà÷è. Â êà÷åñòâå x âûáèðàåòñÿ êàêàÿ-òî íîâàÿ ïåðåìåí-
íàÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé òàêîâà. Ñíà÷àëà ïåðâûé àíòåöåäåíò ôîðìèðóåò
íà îñíîâå èñõîäíîé ìàòðèöû âñïîìîãàòåëüíóþ ìíîãî÷ëåííóþ ìàòðèöó, è íîðìàëèçà-
òîð "íîðìêàíìàòð" ïðåîáðàçóåò åå ê âèäó êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöû c. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò îïðåäåëÿåò íàáîð e ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé äëÿ ìàòðèöû c. Òðåòèé àíòåöåäåíò
ñòðîèò æîðäàíîâó ìàòðèöó M ïî íàáîðó e ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé. ×åòâåðòûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåò ýëåìåíòû m(i, j) ìàòðèöû M . Ïÿòûé àíòåöåäåíò ñòðîèò âòî-
ðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ìíîãî÷ëåííóþ ìàòðèöó ïî ýëåìåíòàì m(i, j) è ïðåîáðàçóåò åå
ê êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöå q. Çäåñü ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìêàíìàòð",
ïðè÷åì óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ. Øåñòîé ìíîãî÷ëåí ïåðå-
õîäèò îò ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû dr ê ìíîãî÷ëåíó îò ìàòðèöû s. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò
îïðåäåëÿåò øàáëîí v(x), íåîáõîäèìûé äëÿ ïîäñòàíîâêè â ìíîãî÷ëåí x ìàòðèöû M
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âìåñòî ïåðåìåííîé x. Íàêîíåö, äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà çàìåíÿþò èñõîäíîå óñëî-
âèå "æîðäôîðìà(. . .)" â òîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, ê êîòîðîé ïðèåì ñâîäèò òåêó-
ùóþ çàäà÷ó. Âñå èñïîëüçîâàííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå ïàêåòû îïèñûâàþòñÿ íèæå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóìíîæìàòð"

Íîðìàëèçàòîð èìååò ïðèåì, óñòðàíÿþùèé âëîæåííûå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, à òàê-
æå ÷åòûðå ïðèåìà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Òåîðåìà ïîñëåäíèõ
ïðèåìîâ ïðîðèñîâûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∀abmnk(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) · λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , k}) = λij(

∑n
p=1 a(i, p)b(p, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , k}))

Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæå-
íèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðè-
öû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâà-
íèå êîíå÷íîé ñóììû â âèäå îáû÷íîé. Äâà èç ÷åòûðåõ ïðèåìîâ îðèåíòèðîâàíû íà
âåùåñòâåííûå ìàòðèöû è äâà - íà êîìïëåêñíûå. Ñîîòâåòñòâåííî, â òåîðåìå áåðóò-
ñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñóììà è ïðîèçâåäåíèå. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"êîìïëåêñíîå". Â êàæäîé ïàðå ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà îäíîé è òîé æå òåîðåìå,
ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "ìàòðìíîãî÷ëåí". Åñëè òàêîé êîììåíòàðèé åñòü,
òî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, îáðàáàòûâàþùèé ñóììó íîðìàëèçàòîðàìè ðàñêðûâàíèÿ ñêî-
áîê è ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó. Èíà÷å - ñóììà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ".

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñòåïåíüìàòð"

Íîðìàëèçàòîð âîçâîäèò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó â êîíñòàíòíóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü.
Îí èìååò âñåãî äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èç ýòèõ ïðèåìîâ âîçâîäèò ìàòðèöó â åäèíè÷íóþ
ñòåïåíü, âòîðîé - ïîíèæàåò ñòåïåíü:

∀ABn(0 ≤ n− 2 & B = An−1 → An = AB)

Çäåñü âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàìåíÿþ-
ùèé òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìóìíîæìàòð". Êîíñòàíòà n äîëæíû
áûòü ìåíüøå 50. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âîçâåäåíèÿ â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ÷èñëîâûõ ìàò-
ðèö èñïîëüçóåòñÿ íå íîðìàëèçàòîð, à ïàêåò ïðîäóêöèé "ñòåïåíüìàòðèöû", â êîòîðîì
ðåàëèçîâàíà îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà ìíîãîêðàòíîãî êâàäðèðîâàíèÿ.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìòðàíñïñòðîê"

Íîðìàëèçàòîð âûïîëíÿåò ïåðåñòàíîâêó äâóõ çàäàííûõ ñòðîê â ìàòðèöå, çàäàííîé ïå-
ðå÷èñëåíèåì ñòðîê ëèáî ñòîëáöîâ. Ðåçóëüòàò ïåðå÷èñëÿåòñÿ ïî ñòðîêàì. Åäèíñòâåí-
íûé ïðèåì èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀amnpq(p ≤ m & q ≤ m → òðàíñïñòðîê(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}),
p, q) = λij((a(p, j) ïðè i = q, èíà÷å (a(q, j) ïðè i = p, èíà÷å a(i, j))), i ∈ {1, . . . ,m}
& j ∈ {1, . . . , n}))

Ïåðåñòàâëÿþòñÿ ñòðîêè ñ íîìåðàìè p, q. Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêà-
öèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî
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îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïåðåìåí-
íûå m,n, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíòû âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

Íîðìàëèçàòîð ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé â âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñëàõ "óðàâíìàòð"

Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà "Ax = B" ëèáî "xA = B"
ê âèäó "∃y(y ∈ ëèíêîìáèíàöèè({; C}) & x = c + y)", ãäå C - íàáîð âåêòîðîâ, îáðà-
çóþùèõ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, c - ÷àñòíîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî. Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ðåçóëüòàò èìååò âèä "x = c", â
ñëó÷àå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ - âèä "x ∈ ëèíêîìáèíàöèè(. . .)". Ïðèâîäèìûå íèæå
ïðèåìû ïðè ðàáîòå ñ òåðìàìè "îòîáðàæåíèå" èñïîëüçóþò óêàçàòåëè "ìàòðèöà".

1. Âû÷èòàíèå êðàòíûõ çàäàííîãî ñòîëáöà.

∀abkmnrx(r ∈ {1, . . . , min(m, n)} & ¬(a(r, r) = 0) → xλij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n}) = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . , k} & q ∈ {1, . . . , n}) ↔
xλij(((a(i, j)a(r, r)− a(i, r)a(r, j))/a(r, r) ïðè ¬(j = r), èíà÷å a(i, j)),
i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) = λpq(((b(p, q)a(r, r)− a(r, q)b(p, q))/a(r, r) ïðè
¬(q = r), èíà÷å b(p, q)), p ∈ {1, . . . , k} & q ∈ {1, . . . , n}))
Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âñå ýëåìåíòû ìàòðèö a, b êîíñòàíòíûå.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò, ïåðå÷èñëÿþùèé íîìåðà r äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âòîðîé àíòåöåäåíò, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî âûäå-
ëåííûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò íåíóëåâîé, îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Â ñòðîêàõ, ïðåäøåñòâóþùèõ ñòðîêå ñ íîìåðîì r, îòñóòñòâóþò íåíóëå-
âûå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Â r-é ñòðîêå èìååòñÿ íåíóëåâîé íåäèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âû÷èòàíèå êðàòíûõ çàäàííîé ñòðîêè.

∀abkmnrx(r ∈ {1, . . . , min(m,n)} & ¬(a(r, r) = 0) → λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n})x = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}) ↔
λij(((0 ïðè j = r, èíà÷å (a(i, j)a(r, r)− a(i, r)a(r, j))/a(r, r)) ïðè ¬(i = r),
èíà÷å a(i, j)), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})x =
λpq(((b(p, q)a(r, r)− a(p, r)b(r, q))/a(r, r) ïðè ¬(p = r), èíà÷å b(p, q)),
p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó.

3. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ.

∀abkmnrs(r ∈ {1, . . . , n} & a(r, r) = 0 & s ∈ {r + 1, . . . , n} & ¬(a(r, s) = 0) →
xλij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . , k} &
q ∈ {1, . . . , n}) ↔ xλij((a(i, r) ïðè j = s, èíà÷å (a(i, s) ïðè j = r, èíà÷å a(i, j))),
i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) = λpq((b(p, r) ïðè q = s, èíà÷å
(b(p, s) ïðè q = r, èíà÷å b(p, q))), p ∈ {1, . . . , k} & q ∈ {1, . . . , n}))
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé -
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; âñå ýëåìåíòû ìàòðèö a, b êîí-
ñòàíòíûå. Ïðèåì íàõîäèò íîìåð r ñòðîêè ìàòðèöû a, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè
ñòîèò íóëåâîé ýëåìåíò, ïðè÷åì ïðàâåå åãî â s -ì ñòîëáöå èìååòñÿ íåíóëåâîé
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ýëåìåíò, è ïåðåñòàâëÿåò ñòîëáöû ñ íîìåðàìè r, s. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ïðåäûäóùèå ñòðîêè ìàòðèöû a íå èìåþò íåíóëåâûõ íåäèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê.

∀abkmnrs(r ∈ {1, . . . ,m} & a(r, r) = 0 & s ∈ {r + 1, . . . ,m} & ¬(a(s, r) = 0) →
λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})x = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m} &
q ∈ {1, . . . , k}) ↔ λij((a(r, j) ïðè i = s, èíà÷å (a(s, j) ïðè i = r, èíà÷å a(i, j))),
i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})x = λpq((b(r, q) ïðè p = s, èíà÷å
(b(s, q) ïðè p = r, èíà÷å b(p, q))), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäûäóùèå ñòîëáöû ìàòðèöû
a íå èìåþò íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

5. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ â ñëó÷àå, êîãäà íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü ðàñïîëî-
æåí ñïðàâà.

∀abckmnrs(r ∈ {1, . . . ,m} & a(r, r) = 0 & s ∈ {r + 1, . . . , n} & ¬(a(r, s) = 0) &
(λij((a(i, r) ïðè j = s, èíà÷å (a(i, s) ïðè j = r, èíà÷å a(i, j))), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n})x = b) = (x ∈ ëèíêîìáèíàöèè({; c})) & k = l(c) →
λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})x = b ↔
x ∈ ëèíêîìáèíàöèè({; λp(òðàíñïñòðîê(c(p), r, s), p ∈ {1, . . . , k})}))

Ðàññìîòðåí ëèøü ñëó÷àé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà îòâåòîì ñëóæèò ëèíåé-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèö. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå
ïîñëåäíåãî òåðìà "îòîáðàæåíèå" â âèäå íàáîðà. Ïåðâûé, òðåòèé è øåñòîé àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìàòð". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óñìîòðåíèå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñ êâàäðàòíûìè ìàòðè-
öàìè.

∀abmnx(∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = j) → a(i, j) = 0) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(a(i, i) = 0)) → xλij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , n}) ↔
x = λpq(b(p, q)/a(q, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , n}))

∀abmnx(∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = j) → a(i, j) = 0) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(a(i, i) = 0)) → xλij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , n}) ↔
x = λpq(b(p, q)/a(q, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , n}))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ïðîâåðÿåò, ÷òî
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà a èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ìàòðèöû a, b êîíñòàíòíûå; âûðàæåíèå x
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Âûíåñåíèå íàðóæó îáùåãî äåëèòåëÿ âñåõ çíàìåíàòåëåé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

∀amnpx(x = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) ↔
x = (1/p)λij(pa(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}))
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Ïðèåì îáåñïå÷èâàåò ðåäàêòèðîâàíèå óæå íàéäåííîãî îòâåòà. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ p ñ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÷èñëåí-
íûõ ìíîæèòåëåé çíàìåíàòåëåé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî p íå
ðàâíî 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Îòáðàñûâàíèå íóëåâîé ñòðîêè â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ.

∀abkmnr(r ∈ {1, . . . ,m} & ∀s(s ∈ {1, . . . , n} → a(r, s) = 0) &
∀s(s ∈ {1, . . . , k} → b(r, s) = 0) → λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})x =
λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . m} & q ∈ {1, . . . , k}) ↔ λij((a(i, j) ïðè i < r, èíà÷å
a(i + 1, j)), i ∈ {1, . . . ,m− 1} & j ∈ {1, . . . , n})x = λpq((b(p, q) ïðè p < r, èíà÷å
b(p + 1, q)), p ∈ {1, . . . ,m− 1} & q ∈ {1, . . . , k}))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé è òðåòèé - óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

∀abkmnx(m < n & ∀ij(i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . ,m} & ¬(i = j) →
a(i, j) = 0) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ¬(a(i, i) = 0)) →
λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})x = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m}
& q ∈ {1, . . . , k}) ↔ ∃y(y ∈ ëèíêîìáèíàöèè(setz(∃ij(i ∈ {1, . . . , n−m} &
j ∈ {1, . . . , k} & z = λpq(((−a(p, m + i)/a(p, p) ïðè p ≤ m, èíà÷å
(1 ïðè p = m+ i, èíà÷å 0)) ïðè q = j, èíà÷å 0), p ∈ {1, . . . , n} & q ∈ {1, . . . , k}))))
& x = y+λpq((b(p, q)/a(p, p) ïðè p ≤ m, èíà÷å 0), p ∈ {1, . . . , n}& q ∈ {1, . . . , k})))

Óêàçàòåëü "èëè" îïðåäåëÿåò ðàçâåðòêó âíóòðåííåãî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ
çàìåíÿþùåé ÷àñòè â äèçúþíêöèþ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ñëó÷àé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî
íóëåâûì, è âíåøíèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â ïðåäûäóùåì ïðèåìå ìîæíî îò-
áðîñèòü:

∀Ax(∃y(y ∈ A & x = y) ↔ x ∈ A)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé â êîìïëåêñíûõ
÷èñëàõ "Óðàâíìàòð"

Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âìåñòî âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûõ îïåðàöèé èñïîëüçóþòñÿ èõ êîìïëåêñíîçíà÷íûå àíàëîãè.

Íîðìàëèçàòîð ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé íàä âû÷åòàìè
ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ "óðàâíìàòðìîä"

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ñëó÷àé, êîãäà íåèçâåñòíûé ìíîæèòåëü ðàñïîëîæåí ñïðàâà.
Âûðàæåíèå "Óìíîæìàòð(A, B, s)" îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A, B íàä êîëü-
öîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ s. Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàêåòîâ.
Ïîýòîìó äàëåå ïðèâîäèì ëèøü òåîðåìû ýòèõ ïðèåìîâ.
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1. Âû÷èòàíèå êðàòíûõ çàäàííîé ñòðîêè.

∀abkmnrstx(r ∈ {1, . . . , min(m, n)} & ¬(a(r, r) = 0) & (ta(r, r))( mod s) = 1 →
Óìíîæìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}), x, mod (s)) =
λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}) ↔
Óìíîæìàòð(λij(((0 ïðè j = r, èíà÷å (a(i, j)− ta(i, r)a(r, j))( mod s)) ïðè
¬(i = r), èíà÷å a(i, j)), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}), x, mod (s)) =
λpq(((b(p, q)− ta(p, r)b(r, q))( mod s) ïðè ¬(p = r), èíà÷å b(p, q)),
p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}))

2. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ.

∀abckmnrstx(r ∈ {1, . . . ,m} & a(r, r) = 0 & s ∈ {r + 1, . . . , n} &
¬(a(r, s) = 0) & (Óìíîæìàòð(λij((a(i, r) ïðè j = s, èíà÷å
(a(i, s) ïðè j = r, èíà÷å a(i, j))), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}), x, t) = b) =
(x ∈ Ëèíêîìá({; c}, t)) & k = l(c) → Óìíîæìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n}), x, t) = b ↔ x ∈ Ëèíêîìá({; λp(òðàíñïñòðîê(c(p), r, s),
p ∈ {1, . . . , k})}, t))

3. Ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê.

∀abkmnrstx(r ∈ {1, . . . ,m} & a(r, r) = 0 & s ∈ {r + 1, . . . ,m} & ¬(a(s, r) = 0) →
Óìíîæìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}), x, t) = λpq(b(p, q),
p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}) ↔ Óìíîæìàòð(λij((a(r, j) ïðè i = s,
èíà÷å (a(s, j) ïðè i = r, èíà÷å a(i, j))), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}), x, t) =
λpq((b(r, q) ïðè p = s, èíà÷å (b(s, q) ïðè p = r, èíà÷å b(p, q))), p ∈ {1, . . . ,m} &
q ∈ {1, . . . , k}))

4. Íóëåâûå ìàòðèöû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ.

∀abkmnrx(∀ij(i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n} → a(i, j) = 0) & ∀pq(p ∈ {1, . . . ,m} &
q ∈ {1, . . . , k} → b(p, q) = 0) → Óìíîæìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n}), x, mod (r)) = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}) ↔
x ∈ Ëèíêîìá(setz(∃ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , k} & z = λpq((1 ïðè p = i &
q = j, èíà÷å 0), p ∈ {1, . . . , n} & q ∈ {1, . . . , k}))), mod (r)))

5. Îòáðàñûâàíèå íóëåâîé ñòðîêè â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ.

∀abckmnrx(r ∈ {1, . . . ,m} & ∀s(s ∈ {1, . . . , n} → a(r, s) = 0) & ∀s(s ∈ {1, . . . , k} →
b(r, s) = 0) → Óìíîæìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}), x, c) =
λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . m} & q ∈ {1, . . . , k}) ↔ Óìíîæìàòð(λij((a(i, j)ïðè i < r,
èíà÷å a(i + 1, j)), i ∈ {1, . . . ,m− 1} & j ∈ {1, . . . , n}), x, c) = λpq((b(p, q)
ïðè p < r, èíà÷å b(p + 1, q)), p ∈ {1, . . . ,m− 1} & q ∈ {1, . . . , k}))

6. Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

∀abkmnstx(m < n & ∀ij(i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . ,m} & ¬(i = j) →
a(i, j) = 0) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ¬(a(i, i) = 0)) &
t = λi(÷àñòíìîä(1, a(i, i), s), i ∈ {1, . . . ,m}) →
Óìíîæìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}), x, mod (s)) =
λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . ,m} & q ∈ {1, . . . , k}) ↔
∃y(y ∈ Ëèíêîìá(setz(∃ij(i ∈ {1, . . . , n−m} & j ∈ {1, . . . , k} &
z = λpq(((−t(p)a(p, m+ i))( mod s) ïðè p ≤ m, èíà÷å (1 ïðè p = m+ i, èíà÷å 0)
ïðè q = j, èíà÷å 0), p ∈ {1, . . . , n} & q ∈ {1, . . . , k}))), mod (s)) &
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x = ïëþñôóíêìîä(y, λpq(((t(p)b(p, q))( mod s) ïðè p ≤ m, èíà÷å 0),
p ∈ {1, . . . , n} & q ∈ {1, . . . , k}), s)))

7. Ñëó÷àé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

∀Ay(∃x(x ∈ A & y = x) ↔ y ∈ A)

Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû "íîðìðàíã"

Â ïðèåìàõ íîðìàëèçàòîðà èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "ìàòðèöà", çàäàþùèå èäåíòèôè-
êàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî
îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Êðîìå òî-
ãî, èç ñîîáðàæåíèé óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé áëîêèðóåòñÿ îáðàáîòêà íîðìàëèçàòîðîì
íåêîíñòàíòíûõ ìàòðèö. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàíãà ïîñëåäíèõ ñëóæàò ïðèåìû ñêàíèðî-
âàíèÿ çàäà÷è.

1. Ìàòðèöà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ñòðîêè ëèáî èç åäèíñòâåííîãî ñòîëáöà.

∀amn(m = 1 → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})) = 0)

Ñïåöèàëüíûé ôèëüòð ïðîâåðÿåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû íóëåâûå. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀akmn(k ∈ {1, . . . , n} & ¬(a(1, k) = 0) & m = 1 → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m}
& j ∈ {1, . . . , n})) = 1)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ïåðå÷èñëÿåò íîìåðà
k ýëåìåíòîâ åäèíñòâåííîé ñòðîêè ìàòðèöû. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀akmn(k ∈ {1, . . . ,m} & ¬(a(k, 1) = 0) & n = 1 → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m}
& j ∈ {1, . . . , n})) = 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

2. Îòáðàñûâàíèå íóëåâîé ñòðîêè.

∀akmn(k ∈ {1, . . . ,m} → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})) =
ðàíã(λij((a(i, j) ïðè i < k, èíà÷å a(i+1, j)), i ∈ {1, . . . ,m−1} & j ∈ {1, . . . , n})))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ñïåöèàëüíûé ôèëüòð ïðîâåðÿåò,
÷òî âñå ýëåìåíòû k-é ñòðîêè íóëåâûå. Êðîìå òîãî, ïðîÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ñòðîê
áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ñâåäåíèå ê ðàíãó ìåíüøåé ìàòðèöû ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ ê ñòðîêàì âåêòîðîâ,
ïðîïîðöèîíàëüíûõ çàäàííîé ñòðîêå.

∀akmn(k ∈ {1, . . . , n} & ¬(a(1, k) = 0) → ðàíã(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , n})) = ðàíã(λij((a(i + 1, j)a(1, k)− a(1, j)a(i + 1, k) ïðè j < k,
èíà÷å a(i + 1, j + 1)a(1, k)− a(1, j + 1)a(i + 1, k)), i ∈ {1, . . . ,m− 1} &
j ∈ {1, . . . , n− 1})) + 1)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïàðàìåòðû m,n áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.
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4. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.

∀ab(ðàíã(a) = b → ðàíã(a) = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ðàíã". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû "ñîáñòâçíà÷å-
íèÿ"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, à çàòåì íàõîäèò
ìíîæåñòâî ïàð "êîðåíü ìíîãî÷ëåíà - åãî êðàòíîñòü".

∀aden(d = det(λij((a(i, i)− w ïðè i = j, èíà÷å a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))
& íàáîðêîðíåé(d, e) → ñîáñòâçíà÷åíèå(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}),
x, y) ↔ (x, y) ∈ e)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â êà÷åñòâå w âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷àëà íîðìàëèçàòîðîì "âèäÓìíî-
æåíèå" ðàçëîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè, à çàòåì - íîðìàëèçàòîðîì "Êîðíè",
ïðåîáðàçóþùèì ýòè ìíîæèòåëè ê âèäó ñòåïåíåé äâó÷ëåíîâ w+ b. Âòîðîé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, îïðåäåëÿþùèì ïî ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé
äâó÷ëåíîâ w+b íàáîð ïàð "êîðåíü - êðàòíîñòü". Ïåðå÷èñëåííûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå
ïàêåòû áóäóò îïèñàíû â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì êîìïëåêñíîìó àíàëèçó.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîïðåäåëèòåëü"

1. Îïðåäåëèòåëè ìàëûõ ïîðÿäêîâ.

∀abcd(det

(
a b
c d

)
= ad− bc)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdefpqr(det

 a b c
d e f
p q r

 = aer + dqc + pbf − pec− dbr − afq)

Ëèáî âñå ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ - äåñÿòè÷íûå ÷èñëà, ëèáî èìååòñÿ êîììåíòà-
ðèé "íîðìîïðåäåëèòåëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2 â ïåðâîì ñëó÷àå è 3
âî âòîðîì.

2. Îäèíàêîâûå ñòðîêè.

∀ab(det(ñòðîêè(a, a; b)) = 0)

Óêàçàòåëü "ñïèñîê" îïðåäåëÿåò óñìîòðåíèå ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ íà ïðîèç-
âîëüíûõ ïîçèöèÿõ íàáîðà ñòðîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïåðåõîä îò çàäàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ êîíñòàíòíîãî ïîðÿäêà ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîá-
ðàæåíèå" ê çàäàíèþ åãî ÷åðåç íàáîð ñòðîê.

∀An(det(λij(A(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) = det(ñòðîêè(λk(λl(A(k, l),
l ∈ {1, . . . , n}), k ∈ {1, . . . , n}))))
Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñû-
âàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" èç çàìåíÿþùåé ÷àñòè â âèäå íàáîðîâ. Ïåðåìåííàÿ
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n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðì÷èñëêîýôô"

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ óìíîæåíèåì ìàòðèöû íà åäè-
íèöó.

Íîðìàëèçàòîð ïðèâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
"íîðìêàíìàòð"

Ïåðåìåííàÿ x, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, ïåðåäàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðó ÷åðåç êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Åñëè ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçà-
òîðó íå ââåäåí êîììåíòàðèé "ìèíóñ", òî â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöà ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó "óìíîæìàòð(ñòåïåíüìàòð(A, ìèíóñ(1)), B, ñòåïåíüìàòð(C, ìèíóñ(1)))",
ãäå B - êàíîíè÷åñêàÿ ìàòðèöà; A, C - íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Ïðè íà-
ëè÷èè êîììåíòàðèÿ "ìèíóñ" îíà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó "óìíîæìàòð(A, B, C)", ãäå B
- êàíîíè÷åñêàÿ ìàòðèöà; A, C - íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Ïðèâåäåííûé
âûøå ïðèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå èñïîëüçóåò
ñíà÷àëà îáðàùåíèå ïåðâîãî òèïà, à çàòåì, ïðè îòûñêàíèè òðàíñôîðìèðóþùåé ìàò-
ðèöû, - âòîðîãî. Â ïðèâîäèìûõ äàëåå ïðèåìàõ èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "ìàòðèöà".

1. Ââîä èñõîäíûõ ïðàâîãî è ëåâîãî ìíîæèòåëÿ.

∀an(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) = (λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
(λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1)

Êîììåíòàðèé "ìèíóñ" îòñóòñòâóåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀an(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) = λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))
Êîììåíòàðèé "ìèíóñ" èìååòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.

2. Èñõîäíàÿ íîðìàëèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

∀bcdn(bλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})c = bλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})c)
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòàðèÿ (ïåðåìåííàÿ
x). Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ìàòðèöû d, äîïóñêàþùèé íåâûðîæäåííîå ðàñêðûâà-
íèå ñêîáîê îòíîñèòåëüíî ñóììû ñ ïåðåìåííîé x. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò ýòîé
ìàòðèöû îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ" è
íîðìàëèçàòîðîì "Íîðììíîãî÷ëåí", âûïîëíÿþùèì ãðóïïèðîâêó ïî ñòåïåíÿì
ïåðåìåííîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ äëÿ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.

∀abdkmn(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) → aλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})(λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 =
aλij((d(i, m) ïðè j = k, èíà÷å (d(i, k) ïðè j = m, èíà÷å d(i, j))), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})(λij((b(i, m) ïðè j = k, èíà÷å (b(i, k) ïðè j = m, èíà÷å b(i, j))),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1)
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòàðèÿ (ïåðåìåííàÿ
x). Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà d(k, k)
ñòðîãî áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà d(k,m). Îáà ìíîãî÷ëåíà íåíóëåâûå. Â ïåð-
âûõ k − 1 ñòîëáöàõ âñå ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ íóëåâûå; â ïåðâûõ
k − 1 ñòðîêàõ âñå ýëåìåíòû ñïðàâà îò ãëàâíîé äèàãîíàëè íóëåâûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abdkmn(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) → aλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) = aλij((d(i, m) ïðè
j = k, èíà÷å (d(i, k) ïðè j = m, èíà÷å d(i, j))), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij((b(m, j) ïðè i = k, èíà÷å (b(k, j) ïðè i = m, èíà÷å b(i, j))), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äëÿ âèäà ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî êîììåíòàðèþ "ìèíóñ".

4. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.

∀abdkmn(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) → (λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n}))−1λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})a = (λij((b(m, j) ïðè
i = k, èíà÷å (b(k, j) ïðè i = m, èíà÷å b(i, j))), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 ·
λij((d(m, j) ïðè i = k, èíà÷å (d(k, j) ïðè i = m, èíà÷å d(i, j))), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})a)

Àíàëîãè÷íî ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ, íî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà d(k, k) ñòðîãî áîëü-
øå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà d(m, k).

∀abdkmn(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) → λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})a = λij((b(i, m) ïðè
j = k, èíà÷å (b(i, k) ïðè j = m, èíà÷å b(i, j))), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij((d(m, j) ïðè i = k, èíà÷å (d(k, j) ïðè i = m, èíà÷å d(i, j))), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})a)

Ïðèåì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êîììåíòàðèÿ "ìèíóñ".

5. Âû÷èòàíèå êðàòíîãî ñòðîêè.

∀abdekmnpqr(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) & ÷àñòíîåìíîãî÷ëå-
íîâ(λx(d(m, k), x− ÷èñëî), λx(d(k, k), x− ÷èñëî), p, q) & q = λx(e(x), x− ÷èñëî)
& p = λx(r(x), x− ÷èñëî) → (λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 ·
λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})a = (λij((b(m, j)− r(x)b(k, j) ïðè
i = m, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1λij(((e(x) ïðè
j = k, èíà÷å d(m, j)− r(x)d(k, j)) ïðè i = m, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})a)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòàðèÿ (ïåðåìåííàÿ
x). Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". ×åòâåðòûé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëå-
íîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèè, çàäàííûå îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Äâà
ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ìíîãî÷ëåíû
d(k, k) è d(m, k) íåíóëåâûå. Â ïåðâûõ k− 1 ñòîëáöàõ âñå ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé
äèàãîíàëüþ íóëåâûå; â ïåðâûõ k − 1 ñòðîêàõ âñå ýëåìåíòû ñïðàâà îò ãëàâíîé
äèàãîíàëè íóëåâûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abdekmnpqr(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) & ÷àñòíîåìíîãî÷ëå-
íîâ(λx(d(m, k), x− ÷èñëî), λx(d(k, k), x− ÷èñëî), p, q) & q = λx(e(x), x− ÷èñëî)
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& p = λx(r(x), x− ÷èñëî) → λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})a = λij((b(i, k) + r(x)b(i, m) ïðè
j = k, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(((e(x) ïðè
j = k, èíà÷å d(m, j)− r(x)d(k, j)) ïðè i = m, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})a)

∀abdekmnpqr(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) & ÷àñòíîåÌíîãî÷ëå-
íîâ(λx(d(m, k), x− êîìïëåêñíîå), λx(d(k, k), x− êîìïëåêñíîå), p, q) &
q = λx(e(x), x− êîìïëåêñíîå) & p = λx(r(x), x− êîìïëåêñíîå) →
λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n})a = λij((b(i, k) + r(x)b(i, m) ïðè j = k, èíà÷å
b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(((e(x) ïðè j = k, èíà÷å
d(m, j)− r(x)d(k, j)) ïðè i = m, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â ïåðâîì ïðèåìå ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñî-
äåðæèò ìíèìîé åäèíèöû, è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âåùåñòâåííîçíà÷íûå. Âî
âòîðîì ïðèåìå ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíèöó, è àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè êîìïëåêñíîçíà÷íûå.

6. Âû÷èòàíèå êðàòíîãî ñòîëáöà.

∀abdekmnpqr(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) & ÷àñòíîåìíîãî÷ëå-
íîâ(λx(d(k,m), x− ÷èñëî), λx(d(k, k), x− ÷èñëî), p, q) & q = λx(e(x), x− ÷èñëî)
& p = λx(r(x), x− ÷èñëî) → aλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
(λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 = aλij(((e(x) ïðè i = k, èíà÷å
d(i, m)− r(x)d(i, k)) ïðè j = m, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
(λij((b(i, m)− r(x)b(i, k) ïðè j = m, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))−1)

∀abdekmnpqr(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) & ÷àñòíîåìíîãî÷ëå-
íîâ(λx(d(k,m), x− ÷èñëî), λx(d(k, k), x− ÷èñëî), p, q) & q = λx(e(x), x− ÷èñëî)
& p = λx(r(x), x− ÷èñëî) → aλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) = aλij(((e(x) ïðè i = k, èíà÷å
d(i, m)− r(x)d(i, k)) ïðè j = m, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij((b(k, j) + r(x)b(m, j) ïðè i = k, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))
∀abdekmnpqr(k ∈ {1, . . . , n} & m ∈ {1, . . . , n} & ¬(m = k) & ÷àñòíîåÌíîãî÷ëå-
íîâ(λx(d(k,m), x− êîìïëåêñíîå), λx(d(k, k), x− êîìïëåêñíîå), p, q) &
q = λx(e(x), x− êîìïëåêñíîå) & p = λx(r(x), x− êîìïëåêñíîå) →
aλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) = aλij(((e(x) ïðè i = k, èíà÷å d(i, m)− r(x)d(i, k)) ïðè
j = m, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij((b(k, j) + r(x)b(m, j) ïðè
i = k, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))
Àíàëîãè÷íî âû÷èòàíèþ êðàòíîãî ñòðîêè.

7. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íåíóëåâîãî
ýëåìåíòà.

∀bcdknpq(k ∈ {1, . . . , n} & p ∈ {k + 1, . . . , n} & q ∈ {k + 1, . . . , n} &
d(k, k) = 0 → (λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 ·
λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})(λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))−1 = (λij((b(p, j) ïðè i = k, èíà÷å (b(k, j) ïðè i = p, èíà÷å b(i, j))),
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i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1λij(((d(k, k) ïðè j = q, èíà÷å (d(k, q) ïðè
j = k, èíà÷å d(k, j))) ïðè i = p, èíà÷å ((d(p, k) ïðè j = q, èíà÷å (d(p, q) ïðè
j = k, èíà÷å d(p, j))) ïðè i = k, èíà÷å (d(i, k) ïðè j = q, èíà÷å (d(i, q) ïðè
j = k, èíà÷å d(i, j))))), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
(λij((c(i, q) ïðè j = k, èíà÷å (c(i, k) ïðè j = q, èíà÷å c(i, j))), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))−1)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòàðèÿ (ïåðåìåííàÿ
x). Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ÷åòâåðòûé âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ìíîãî÷ëåí d(p, q) íåíóëåâîé, ïðè÷åì èìå-
þùèé íàèìåíüøóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â ïîäìàòðèöå {k +
1, . . . , n} × {k + 1, . . . , n}. Â ïåðâûõ k − 1 ñòîëáöàõ âñå ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé
äèàãîíàëüþ íóëåâûå; â ïåðâûõ k − 1 ñòðîêàõ âñå ýëåìåíòû ñïðàâà îò ãëàâíîé
äèàãîíàëè íóëåâûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀bcdknpq(k ∈ {1, . . . , n} & p ∈ {k + 1, . . . , n} & q ∈ {k + 1, . . . , n} &
d(k, k) = 0 → λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) = λij((b(i, p) ïðè j = k, èíà÷å (b(i, k) ïðè j = p, èíà÷å b(i, j))),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(((d(k, k) ïðè j = q, èíà÷å (d(k, q) ïðè
j = k, èíà÷å d(k, j))) ïðè i = p, èíà÷å ((d(p, k) ïðè j = q, èíà÷å (d(p, q) ïðè
j = k, èíà÷å d(p, j))) ïðè i = k, èíà÷å (d(i, k) ïðè j = q, èíà÷å (d(i, q) ïðè
j = k, èíà÷å d(i, j))))), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij((c(q, j) ïðè i = k, èíà÷å (c(k, j) ïðè i = p, èíà÷å c(i, j))), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))−1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè
- ñëó÷àé íåíóëåâîãî îñòàòêà.

∀bcdknpqrs(k ∈ {1, . . . , n− 1} & ÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(d(k + 1, k + 1), x− ÷èñëî),
λx(d(k, k), x− ÷èñëî), p, q) & p = λx(r(x), x− ÷èñëî) & q = λx(s(x), x− ÷èñëî) →
(λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})(λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 =
(λij((b(k, j)+b(k+1, j) ïðè i = k, èíà÷å b(i, j))i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 ·
λij((s(x) ïðè i = k & j = k + 1, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
(λij((c(i, k + 1)− r(x)c(i, k) ïðè j = k + 1, èíà÷å c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))−1)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòàðèÿ (ïåðåìåííàÿ
x). Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ìàòðèöà d äèàãîíàëüíàÿ. Ìíîãî÷ëåí d(k+1, k+1) íå äåëèòñÿ
íà ìíîãî÷ëåí d(k, k). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀bcdknpqrs(k ∈ {1, . . . , n− 1} & ÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(d(k + 1, k + 1), x− ÷èñëî),
λx(d(k, k), x− ÷èñëî), p, q) & p = λx(r(x), x− ÷èñëî) & q = λx(s(x), x− ÷èñëî) →
λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) =
λij((b(i, k+1)−b(i, k) ïðè j = k+1, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})·
λij((s(x) ïðè i = k & j = k + 1, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij((c(k, j)+r(x)c(k+1, j) ïðè i = k, èíà÷å c(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n}))



414 Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî ëèíåéíîé àëãåáðå

∀bcdknpqrs(k ∈ {1, . . . , n−1} & ÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(λx(d(k+1, k+1), x−êîìïëåê-
ñíîå), λx(d(k, k), x− êîìïëåêñíîå), p, q) & p = λx(r(x), x− êîìïëåêñíîå) &
q = λx(s(x), x− êîìïëåêñíîå) → λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) = λij((b(i, k + 1)− b(i, k) ïðè j = k + 1, èíà÷å b(i, j)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij((s(x) ïðè i = k & j = k + 1, èíà÷å d(i, j)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij((c(k, j)+r(x)c(k+1, j) ïðè i = k, èíà÷å c(i, j)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê âåùåñòâåííûì ìàòðè-
öàì, âòîðîé - ê êîìïëåêñíûì.

9. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè
- ñëó÷àé íóëåâîãî îñòàòêà.

∀bcdknpqr(k ∈ {1, . . . , n− 1} & ÷àñòíîåìíîãî÷ëåíîâ(λx(d(k + 1, k + 1), x− ÷èñëî),
λx(d(k, k), x − ÷èñëî), p, q) & p = λx(r(x), x − ÷èñëî) & q = λx(0, x − ÷èñëî) →
bλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})c = bλij((d(k, k)r(x) ïðè i = k + 1 &
j = k + 1, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})c)
∀bcdknpqr(k ∈ {1, . . . , n−1} & ÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(λx(d(k+1, k+1), x−êîìïëåê-
ñíîå), λx(d(k, k), x− êîìïëåêñíîå), p, q) & p = λx(r(x), x− êîìïëåêñíîå) &
q = λx(0, x − êîìïëåêñíîå) → bλij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})c =
bλij((d(k, k)r(x) ïðè i = k + 1 & j = k + 1, èíà÷å d(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})c)
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ íåíóëåâîãî îñòàòêà.

10. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà, ðàñïîëîæåííîãî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, íà åãî ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò.

∀abcdekmn(k ∈ {1, . . . , n} & d(k, k) = axm + e & ¬(a = 0) →
(λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})c = (λij((b(k, j)/a ïðè i = k, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}))−1λij(((d(k, k)/a ïðè j = k, èíà÷å 0) ïðè i = k, èíà÷å d(i, j)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})c)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé - óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñòàð-
øèé÷ëåí" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî àíòåöåäåíòà ïóòåì
âûäåëåíèÿ ñòàðøåãî ÷ëåíà. Ìíîãî÷ëåí d(k, k) íåíóëåâîé. Ìàòðèöà d äèàãîíàëü-
íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdekmn(k ∈ {1, . . . , n} & d(k, k) = axm + e & ¬(a = 0) →
λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})λij(d(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})c = λij((ab(i, k) ïðè j = k, èíà÷å b(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n})λij(((d(k, k)/a ïðè j = k, èíà÷å 0) ïðè i = k, èíà÷å d(i, j)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà - îäíà äëÿ âåùåñòâåí-
íûõ ìàòðèö, äðóãàÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììàòðèöà"

Ïî óìîë÷àíèþ, âñå ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû èìåþò ïðèåì íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîò-
ðåíèÿ èñòèííîñòè (íàëè÷èå ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ â ïîñûëêàõ) è ïðèåì, èçâëå-
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êàþùèé ðåçóëüòàò èç áóôåðà, êóäà îí áûë çàíåñåí ïðè ïðåäûäóùèõ îáðàùåíèÿõ.

1. Óñìîòðåíèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè íà÷àëüíûõ îòðåç-
êîâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà.

∀amn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå→ λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . ,m})− ìàòðèöà)

Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" è "ðàçâåðòêà" íå èñïîëüçóþòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïîñûëêà, îïðåäåëÿþùàÿ ðàçìåðû ìàòðèöû.

∀Aamn(ìàòð(a, A,m, n) → a− ìàòðèöà)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììàòð"

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ "ìàòð(a, A,m, n)", îçíà÷àþùåãî, ÷òî a
åñòü ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà A, èìåþùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

1. Ñóììà ìàòðèö.

∀ABkmn(ìàòð(A, R, m, k) & ìàòð(B, R, m, k) → ìàòð(A + B, R, m, k))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, ïðè÷åì óêàçàòåëü "äèñòðè-
áðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàåò îáðàáîòêó ñóììû ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ.
Çíàêîì "+" îáîçíà÷åí ñèìâîë "ïëþñôóíê".

2. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

∀ABkmn(ìàòð(A, R, m, k) & ìàòð(B, R, m, k) → ìàòð(AB, R, m, k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äëÿ ñèìâîëà "óìíîæìàòð".

3. Ñòåïåíü ìàòðèöû.

∀Amn(ìàòð(A, R, n, n) → ìàòð(Am, R, n, n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë "ñòåïåíüìàòð".

4. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

∀Aan(l(a) = n & Val(a) ⊆ A → ìàòð(äèàãìàòð(a), A, n, n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêâàäðìàòð"

1. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

∀n(êâàäðìàòð(åäèíè÷íìàòð(n)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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2. Óñìîòðåíèå ðàçìåðîâ ìàòðèöû èç êîíòåêñòà.

∀abn(ìàòð(a, b, n, n) → êâàäðìàòð(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ñòåïåíü êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

∀an(êâàäðìàòð(a) → êâàäðìàòð(an))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö.

∀ab(êâàäðìàòð(a) & êâàäðìàòð(b) → êâàäðìàòð(ab))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.

Ñèíòåçàòîð "òèïìàòðèöû"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ìàòð(A, x, y, z)". Âõîäíîå äàííîå - ìàòðèöà A.
Âûõîäíûì ïåðåìåííûì x, y, z ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî, ê êîòîðî-
ìó îòíîñÿòñÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû A, ÷èñëî ñòðîê è ÷èñëî ñòîëáöîâ äàííîé ìàòðèöû.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà ðàâíû 1.

1. Ïðÿìîóãîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà.

∀amn(∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} → a(i, j)− ÷èñëî) →
ìàòð(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}), R, n, m))

Èäåíòèôèêàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïðîèñõîäèò ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàòåëÿ
"ìàòðèöà". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì.

2. ßâíîå óêàçàíèå òèïà è ðàçìåðîâ ìàòðèöû â ïîñûëêàõ.

∀abmn(ìàòð(a, b, m, n) → ìàòð(a, b, m, n))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

Ñèíòåçàòîð "ýëåìäåëèòåëè"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ýëåìäåëèòåëè(a, b)". Âõîäíûì äàííûì ñëóæèò
ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà a, ïðèâåäåííàÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Ïåðåìåííàÿ x, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, ïåðåäàåòñÿ ñèíòåçàòîðó ÷åðåç êîììåí-
òàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Âûõîäíîé ïåðåìåííîé b ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ýëåìåíòàðíûõ
äåëèòåëåé ìàòðèöû a.

Ñèíòåçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀ab(ýëåìäåëèòåëè(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), b))

Ïðè èäåíòèôèêàöèè ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ìàòðèöà". Óêàçàòåëè "êîí-
òåêñò" îïðåäåëÿþò ïåðåìåííóþ x, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî-
÷ëåíû, à òàêæå òåðì b âèäà "íàáîð(c1 . . . ck)", ãäå ci - âñåâîçìîæíûå ìíîæèòåëè âèäà
"(x+r)s" ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè íåêîíñòàíòíûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû a
íîðìàëèçàòîðàìè "âèäÓìíîæåíèå" è "Êîðíè". Ýòè íîðìàëèçàòîðû áóäóò îïèñàíû â
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ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì êîìïëåêñíîìó àíàëèçó. Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-
çíà÷íûì àíàëîãîì íîðìàëèçàòîðà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå", âòî-
ðîé - ïðåîáðàçóåò ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ê âèäó ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé äâó÷ëåíîâ
x + r è îòáðàñûâàåò êîíñòàíòíûé êîýôôèöèåíò.

Ñèíòåçàòîð ïåðåõîäà îò ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû ê ìíîãî÷ëåíó îò ìàòðèöû
"ìàòðìíîãî÷ëåí"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ìàòðìíîãî÷ëåí(a, b)". Âõîäíûì äàííûì ñëóæèò
ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà a, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ, îò êîòîðîé áåðóòñÿ ìíîãî÷ëåíû, çà-
äàåòñÿ ïåðåäàâàåìûì ñèíòåçàòîðó êîììåíòàðèåì (ïåðåìåííàÿ x). Âûõîäíîé ïåðå-
ìåííîé b ïðèñâàèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ñêàëÿðíîé
ïåðåìåííîé x, âîçíèêàþùèé ïðè "ãðóïïèðîâêå" ìíîãî÷ëåíîâ ìàòðèöû a. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà ðàâåí 1.

1. Êîíñòàíòíàÿ ìàòðèöà.

∀a(ìàòðìíîãî÷ëåí(a, a))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" èäåíòèôèöèðóåò êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò x.

2. Âûäåëåíèå ìàòðè÷íîãî îäíî÷ëåíà.

∀abcknpx(∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} → a(i, j) = b(i, j)xk + c(i, j)) &
ìàòðìíîãî÷ëåí(λij(c(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), p) →
ìàòðìíîãî÷ëåí(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), p + λij(b(i, j),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})xk))

Óêàçàòåëè "êîíòåêñò" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòàðèÿ (ïåðåìåííàÿ
x) è ñëàãàåìîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû a, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îäíî÷ëåí ñòåïåíè
k îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ
è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî
îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè ýòîì óêàçàòåëü "êî-
ýôôèöèåíò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ b(i, j) ñ ñóììîé âñåõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðè xk. Çäåñü äîïóñêàþòñÿ ñëó÷àè äðîáíûõ êîýôôèöèåíòîâ è îòñóòñòâèÿ ÷ëåíîâ
k -é ñòåïåíè. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ", ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà - äëÿ âåùåñòâåííîãî è
êîìïëåêñíîãî ñëó÷àåâ.

Ñèíòåçàòîð ïîñòðîåíèÿ æîðäàíîâîé ìàòðèöû ïî íàáîðó ýëåìåíòàðíûõ äå-
ëèòåëåé ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû "æîðäìàòðèöà"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "æîðäìàòðèöà(a, b)". Âõîäíûì äàííûì ñëóæèò
íàáîð a ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöû. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé b
ïðèñâàèâàåòñÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà, ïîñòðîåííàÿ ïî íàáîðó a. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà ðàâíû 1.

1. Æîðäàíîâà êëåòêà.

∀anx(æîðäìàòðèöà(((x+a)n), λij((−a ïðè i = j, èíà÷å (1 ïðè j = i+1, èíà÷å 0)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})))
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Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" èäåíòèôèöèðóåò êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Ïåðåìåí-
íàÿ x íå âõîäèò â âûðàæåíèå a. Ïðè ôîðìèðîâàíèè ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "ìàòðèöà".

2. Ðàçáèåíèå íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé íà äâà ïîäíàáîðà.

∀ABabkmnpqr(l(p) = n & m = [n/2] & 1 < n &æîðäìàòðèöà(λi(p(i), i ∈ {1, . . . ,m}),
A) & A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , k} & j ∈ {1, . . . , k}) &
æîðäìàòðèöà(λi(p(m + i), i ∈ {1, . . . , n−m}), B) & B = λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . , r}
& j ∈ {1, . . . , r}) → æîðäìàòðèöà(p, λij(((a(i, j) ïðè j ≤ k, èíà÷å 0) ïðè
i ≤ k, èíà÷å (0 ïðè j ≤ k, èíà÷å b(i− k, j − k))), i ∈ {1, . . . , k + r} &
j ∈ {1, . . . , k + r})))
Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ è ôîðìèðîâàíèå òåðìîâ "λij(. . .)"
ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷å-
ðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Ïåðâûé, ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "ïðîãðàììà". ×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå
îáðàùåíèÿ. Ïðè ýòîì óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå òåðìîâ
"λi(. . .)" â âèäå íàáîðîâ.

Ñèíòåçàòîð îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè "êîýôôïðî-
ïîðö"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "êîýôôïðîïîðö(a, b, c)". Âõîäíûå äàííûå ñóòü
âûðàæåíèÿ a, b, çàäàþùèå ÷èñëîâûå íàáîðû îäèíàêîâîé äëèíû. Âûõîäíîé ïåðåìåí-
íîé c ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, íà êîòîðîå íàäî äîìíîæèòü ïåðâûé íàáîð, ÷òîáû
ïîëó÷èòü âòîðîé.

Ñèíòåçàòîð èìååò âñåãî äâà ïðèåìà, ïîçâîëÿþùèå ñðàâíèâàòü òðåõìåðíûå âåêòîðû:

∀abcdef (¬(a = 0) & bd− ae = 0 & cd− af = 0 → êîýôôïðîïîðö((a, b, c), (d, e, f), d/a))

∀abcdef (¬(a = 0) & bd− ae = 0 & cd− af = 0 → êîýôôïðîïîðö((b, a, c), (e, d, f), d/a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà äðóãèõ - âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

2.4 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ëèáî êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë áóäåò çàäàâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" è ôàêòè÷å-
ñêè îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ôóíêöèåé. Ðàáîòà ñ ôîðìàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè íåñêîëüêî
óñëîæíèëà áû çàïèñü ïðèåìîâ.

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "êâàäðêàíîíè÷âèä" äëÿ ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

∀AGHfghpqry(f = λx(p(x), A(x)) & êâàäðêàíîíè÷âèä(x, p(x), y, q, r) &
G = ÷èñëîòîáð(x, y, r) & H = ÷èñëôóíê(y, q) & g = G & h = H → êàíîíè÷âèä(f, g, h))

Óòâåðæäåíèå "êàíîíè÷âèä(f, g, h)" îçíà÷àåò, ÷òî h åñòü ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû f íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; g - ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå, âûïîëíÿþùåå ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ò.å. f(g(x)) = h(x).
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå g, h èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Îí îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå p(x), çàäàþùåå çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "êâàäðêàíîíè÷âèä". Âõîäíûìè äàí-
íûìè çäåñü ñëóæàò íàáîð ïåðåìåííûõ x è âûðàæåíèå p(x). Ñèíòåçàòîð îïðåäåëÿåò
âûðàæåíèå q äëÿ çíà÷åíèé ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè-
÷åñêîìó âèäó, ñïèñîê y ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ áåðåòñÿ ýòîò ðåçóëüòàò,
è ñïèñîê r ðàâåíñòâ, âûðàæàþùèõ ïåðåìåííûå x ÷åðåç ïåðåìåííûå y. Ñïèñêè x, y
ïðåäñòàâëåíû êàê òåðìû "íàáîð(. . .)". Îïèñàíèå ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà áóäåò ïðèâå-
äåíî íèæå.

Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îíè îáðàùà-
þòñÿ ê ïðîãðàììíûì âûðàæåíèÿì "÷èñëîòîáð" è "÷èñëôóíê", ðåàëèçîâàííûì íà
ËÎÑå. Ïðîöåäóðà "÷èñëîòîáð" ïîëó÷àåò òåðìû "íàáîð(. . .)" äëÿ ñïèñêîâ ïåðåìåííûõ
x, y, à òàêæå êîíúþíêöèþ r ðàâåíñòâ, âûðàæàþùèõ ïåðåìåííûå x ÷åðåç ïåðåìåííûå
y. Îíà âûäàåò òåðì, îïðåäåëÿþùèé ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå âåùåñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ y â ïåðåìåííûå x. Ïðîöåäóðà "÷èñëôóíê" ïîëó÷àåò òåðì "íàáîð(. . .)" äëÿ
ñïèñêà ïåðåìåííûõ y, à òàêæå âûðàæåíèå q. Îíà âûäàåò òåðì, îïðåäåëÿþùèé ôóíê-
öèþ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ y, çíà÷åíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî q.

Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îíè ïåðå-
äàþò âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ðàâåíñòâà äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé G, H íåèçâåñòíûõ
g, h.

Ïåðåìåííûå p, A ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ" ðàçðåøàåò ñâÿ-
çûâàþùóþ ïðèñòàâêó x ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Íåèçâåñòíûå g, h íå âñòðå÷àþòñÿ â
îñòàëüíûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è, çà èñêëþ÷åíèåì òåðìîâ äëèíû 2 è îòðèöàíèé ðàâåíñòâà
ýòèõ íåèçâåñòíûõ êàêèì-ëèáî âûðàæåíèÿì, îòëè÷íûì îò G, H. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "êâàäðíîðìâèä" äëÿ ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû ê íîðìàëüíîìó âèäó

∀AGHfghpqry(f = λx(p(x), A(x)) & êâàäðíîðìâèä(x, p(x), y, q, r) &
G = ÷èñëîòîáð(x, y, r) & H = ÷èñëôóíê(y, q) & g = G & h = H → íîðìâèä(f, g, h))

Óòâåðæäåíèå "íîðìâèä(f, g, h)" îçíà÷àåò, ÷òî h åñòü ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû f íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ê íîðìàëüíîìó âèäó; g - ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, âûïîëíÿþùåå ïåðåõîä ê íîðìàëüíîìó âèäó, ò.å. f(g(x)) = h(x).

Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðèåìó ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îäíó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â äðó-
ãóþ

∀ABFGHXcdfgmpqrsvxyz(f = λx(p(x), A(x)) & g = λy(q(y), B(y)) &
êâàäðêàíîíè÷âèä(x, p(x), z, c, d) & êâàäðêàíîíè÷âèä(y, q(y), v, r, s) &
ýêâôîðìû(z, v, c, r, m) & F = ÷èñëîòîáð(x, z, d) & G = ÷èñëîòîáð(y, v, s)
& H = ÷èñëîòîáð(z, v, m) & X = ïðîèçâåäåíèå(F, H, îáðôóíêöèÿ(G)) →
ïðîèçâåäåíèå(f, X) = g & Ëèíïðåîáð(X, âåùåñòâïîëå))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëî-
âèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ X ïðè ýòîì èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè
ñèíòåçàòîðàìè. Ñèíòåçàòîð "ýêâôîðìû(z, v, c, r, m)" ïî çàäàííûì âûðàæåíèÿì c, r
ïðèâåäåííûõ ê íîðìàëüíîìó âèäó ýêâèâàëåíòíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåííûõ ñïèñêîâ z, v íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåò êîíúþíêöèþ
m ðàâåíñòâ, âûðàæàþùèõ ïåðåìåííûå z ÷åðåç ïåðåìåííûå v ïðè ïðåîáðàçîâàíèè c â
r. Ïðèåìû ýòîãî ñèíòåçàòîðà áóäóò îïèñàíû íèæå. Øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Íàêîíåö, äåâÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äëÿ óñòàíîâëå-
íèÿ åå ïîëîæèòåëüíîé ëèáî îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

∀AGpqry(êâàäðêàíîíè÷âèä(x, p(x), y, q, r) & G = ÷èñëôóíê(y, q) →
ïîëîæèòîïðåä(λx(p(x), A(x))) ↔ ïîëîæèòîïðåä(G))

∀AGpqry(êâàäðêàíîíè÷âèä(x, p(x), y, q, r) & G = ÷èñëôóíê(y, q) →
îòðèöàòîïðåä(λx(p(x), A(x))) ↔ îòðèöàòîïðåä(G))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îíè ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ" îïðåäå-
ëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé x ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëè-
íû. Ïåðåìåííûå p, A ôóíêöèîíàëüíûå. Ðàññìàòðèâàåìàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå
èìååò êàíîíè÷åñêîãî âèäà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé ëèáî îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû, èìåþùåé êàíîíè÷åñêèé âèä

∀Aan(l(x) = n → ïîëîæèòîïðåä(λx(
∑n

i=1(a(i)(x(i))2), A(x))) ↔
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → 0 < a(i)))

∀Aan(l(x) = n → îòðèöàòîïðåä(λx(
∑n

i=1(a(i)(x(i))2), A(x))) ↔
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) < 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåí-
òèôèêàöèþ êîíå÷íîé ñóììû ñ îáû÷íîé ñóììîé è âûïèñûâàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè
â âèäå êîíúþíêöèè. Ïðè èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ a(i) èñïîëüçóåòñÿ óêàçà-
òåëü "êîýôô", îáåñïå÷èâàþùèì ó÷åò íóëåâûõ çíà÷åíèé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå a, b, A ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçà-
òåëü "êîðòåæïåðåìåííûõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ãëàâíûì îñÿì

Â ïðèåìàõ äàííîãî ïîäðàçäåëà èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå "îðòêàíîíè÷âèä(a, b, c)",
îçíà÷àþùåå, ÷òî c åñòü ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû a íàä ïîëåì âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; b - îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, âûïîë-
íÿþùåå ïåðåõîä ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. a, b, c ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè, ïðè÷åì
a(b(x)) = c(x).
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1. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

∀fgxy(g = f → îðòêàíîíè÷âèä(f, x, y) ↔ îðòêàíîíè÷âèä(g, x, y))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå g èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáûòâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêâàäðôîðìà", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

∀fgxy(îðòêàíîíè÷âèä(λx(u(x), v(x)), a, b) ↔ îðòêàíîíè÷âèä(g, a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèå λx(u(x), v(x)) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì âûáèðàåò íî-
âóþ ïåðåìåííóþ g è ââîäèò äîïîëíèòåëüíóþ ïîñûëêó "λx(u(x), v(x)) = g". Ýòà
ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà", áëîêèðóþùèì
ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà, à òàêæå êîììåíòàðèåì "îïðåäåëåíèåïàðàìåò-
ðà". Ïåðåìåííàÿ g ðåãèñòðèðóåòñÿ â öåëè (îáîçíà÷åíèå . . .). Ïåðåìåííûå u, v
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

∀fgh(f = h & ìàòðèöàôîðìû(h) = g → ìàòðèöàôîðìû(f) = g)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäóòâåðæäåíèÿ "îðòêàíîíè÷âèä(f, x, y)"
â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå x, y ñóòü íåèçâåñòíûå; f èäåíòè-
ôèöèðîâàíî ñ ïåðåìåííîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
ïðè÷åì çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ h ñëóæèò ñèìâîë "îòîáðàæåíèå". Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí îáðàùàåòñÿ ê ðåàëèçîâàííîé íà
ËÎÑå ïðîöåäóðå "ìàòðèöàôîðìû", îïðåäåëÿþùåé ïî òåðìó "îòîáðàæåíèå(. . .)",
çàäàþùåìó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, òåðì "ñòðîêè(. . .)", çàäàþùèé ìàòðèöó ýòîé
ôîðìû. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿ-
ðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

∀Acfnuvxy(ìàòðèöàôîðìû(f) = A & ñîáñòâçíà÷åíèå(A, u, v) = ((u, v) ∈ {; c}) &
l(c) = n → ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ñîáñòâçíà÷åíèå(f, c(i)(1), c(i)(2))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîäóòâåð-
æäåíèÿ "îðòêàíîíè÷âèä(f, x, y)", ãäå ïåðåìåííûå x, y ñóòü íåèçâåñòíûå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå A èìååò çà-
ãîëîâîê "ñòðîêè". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïðè ýòîì âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå u, v. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðî-
ãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñîáñòâçíà÷åíèÿ". Çàãîëîâêîì
âûðàæåíèÿ c ñëóæèò ñèìâîë "íàáîð". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âû-
ïèñûâàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè êàê êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

5. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

∀Nabmnx(ñîáñòâçíà÷åíèå(f, b, k) & ìàòðèöàôîðìû(f) = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . , n}) & N = λij(0, i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
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(λij((a(i, i)− b ïðè i = j, èíà÷å a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})x = N) =
(x ∈ ëèíêîìáèíàöèè(m)) & m = {; p} & l(p) = k →
ñîáñòâåêòîðû(f, b, {; λi(λj(p(i)(j, 1), j ∈ {1, . . . , n}), i ∈ {1, . . . , k})}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîäóòâåð-
æäåíèÿ "îðòêàíîíè÷âèä(f, y, z)", ãäå ïåðåìåííûå y, z ñóòü íåèçâåñòíûå. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "óðàâíìàòð" ñ íåèçâåñòíîé x, â êà÷åñòâå êîòîðîé âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" çàäàþò èäåíòèôèêàöèþ è ôîðìèðî-
âàíèå òåðìîâ "λij(. . .)" ñ âûðàæåíèÿìè, íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùèìè ïðÿ-
ìîóãîëüíûå ìàòðèöû ÷åðåç èõ ñòðîêè ëèáî ñòîëáöû. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà"
îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" èç âûâîäèìîãî óòâåðæäåíèÿ â
âèäå íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Îðòîãîíàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

∀abcf (ñîáñòâåêòîðû(f, a, b) & îðòîãîíàëèçàöèÿ(b, c) → îðòîãîíàëèçàöèÿ(b, c))

Êàê çàìå÷àëîñü âûøå, óòâåðæäåíèå "îðòîãîíàëèçàöèÿ(b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàä âåùåñòâåí-
íûì ïîëåì, ïîäïðîñòðàíñòâî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû
âåêòîðîâ b.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîäóòâåð-
æäåíèÿ "îðòêàíîíè÷âèä(f, y, z)", ãäå ïåðåìåííûå y, z ñóòü íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "îðòîãîíàëèçàöèÿ", êîòîðûé áóäåò îïèñàí â ðàçäåëå, ïîñâÿùåí-
íîì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâàì. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "îðòîãîíàëèçà-
öèÿ(b, X)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ñîñòàâëåíèå ñîáñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

∀Aabcdefgmnx(∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ñîáñòâåêòîðû(f, a(i), b(i))) & f = λx(g(x), A(x))
&

∑m
i=1 card(b(i)) = l(x) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → îðòîãîíàëèçàöèÿ(b(i), {; c(i)}))

& d = ñòðîêè(Êîíêàòåíàöèÿ(c)) & e = Êîíêàòåíàöèÿ(λi(λj(a(i),
j ∈ {1, . . . , card(b(i))}), i ∈ {1, . . . ,m})) → ñîáñòâáàçèñ(f, e, d))

Óòâåðæäåíèå "ñîáñòâáàçèñ(f, e, d)" îçíà÷àåò, ÷òî d åñòü ìàòðèöà, ñòðîêè êîòî-
ðîé îáðàçóþò ñîáñòâåííûé áàçèñ äëÿ ìàòðèöû f , ïðè÷åì e - íàáîð ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàì ìàòðèöû d.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîäóòâåð-
æäåíèÿ "îðòêàíîíè÷âèä(f, y, z)". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò
èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðîâ îáùíîñòè ñ ãðóïïîé ïîñûëîê. Îñòàëüíûå àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â íèõ èñïîëüçóþòñÿ íîðìàëè-
çàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ "íîðììîùíîñòü".
Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷-
íîé, à òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ. Ïåðåìåííûå a, b, c, g, A
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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8. Çàêëþ÷èòåëüíîå îïðåäåëåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ.

∀Aabfghnp(f = λx(p(x), A(x)) & l(x) = n & ñîáñòâáàçèñ(f, λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}),
λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) & g = λx(λi(

∑n
j=1(a(j, i)x(j)),

i ∈ {1, . . . , n}), A(x)) & h = λx(
∑n

i=1(b(i)(x(i))2), A(x)) → îðòêàíîíè÷âèä(f, g, h))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííûå g, h ñóòü íåèç-
âåñòíûå. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé"; îíè îïðåäåëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, èñêî-
ìûå îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå g è êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó h. Óêà-
çàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîá-
ðàæåíèå" ïî íà÷àëüíîìó îòðåçêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êàê íàáîðîâ è âûïèñû-
âàíèå êîíå÷íûõ ñóìì êàê îáû÷íûõ. Ïðè èäåíòèôèêàöèè òðåòüåãî àíòåöåäåíòà
èñïîëüçóåòñÿ òàêæå óêàçàòåëü "ìàòðèöà". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïðî÷èõ ñó-
ùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà íåèçâåñòíûå g, h. Ïåðåìåííûå a, b, p, A ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îäíîâðåìåííîå ïðèâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìû ê íîð-
ìàëüíîìó âèäó è äðóãîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

∀ABFGUV cdefgnpqrsuv(l(x) = n & êâàäðíîðìâèä(x, p(x), y, r, s) & F = ÷èñëôóíê(y, r)
& G = ÷èñëîòîáð(x, y, s) & F = λz(

∑n
i=1(z(i))2, B(z)) & h = ïðîèçâåäåíèå(q, G)

& îðòêàíîíè÷âèä(h, u, v) = (u = U & v = V ) & c = ïðîèçâåäåíèå(G, U) & d = F
& e = V & f = λx(p(x), A(x)) & g = q → íîðìâèä(f, c, d) & êàíîíè÷âèä(g, c, e) &
{f, g} = {λx(p(x), A(x)), q})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëî-
âèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííûå c, d, e, f, g ñóòü
íåèçâåñòíûå. Îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ýòè íåèçâåñòíûå.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ ïÿòîãî ïî ñåäüìîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü øåñòîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå, ëåâàÿ ÷àñòü ñåäüìîãî - ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ u, v ñ ïî-
ìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â êà÷åñòâå u, v âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïîñëåäíèå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïîä-
áîðçíà÷åíèé"; îíè çàìåùàþò èñõîäíûå óñëîâèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Óêàçà-
òåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû â âèäå îáû÷íîé ñóììû.
Äëèíû ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê x, z ðàâíû. Ïåðåìåííûå p, A, B ôóíêöèîíàëüíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíòåçàòîð "êâàäðêàíîíè÷âèä" ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíî-
íè÷åñêîìó âèäó

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "êâàäðêàíîíè÷âèä(a, b, c, d, e)". Âõîäíûå äàííûå
ñóòü íàáîð ïåðåìåííûõ a è âûðàæåíèå b, îïðåäåëÿþùåå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò-
íîñèòåëüíî ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ñèíòåçàòîð îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå d, ÿâëÿþùååñÿ ðå-
çóëüòàòîì ïðèâåäåíèÿ ôîðìû b ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è çàâèñÿùåå îò íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ c, ïðè÷åì çíà÷åíèåì âûõîäíîé ïåðåìåííîé e ñòàíîâèòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ,
âûðàæàþùèõ èñõîäíûå ïåðåìåííûå ÷åðåç íîâûå.
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1. Èìååòñÿ ñëàãàåìîå ñ êâàäðàòîì ïåðåìåííîé.

∀abpxz(p = az2/b → êâàäðêàíîíè÷âèä(x, p, x, p, èñòèíà))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ z âõîäèò â ñïè-
ñîê x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdfpqrxyz(x = f(z) & p = az2/d + bz + c & ¬(a = 0) & êâàäðêàíîíè÷âèä(f(v),
c−db2/(4a), y, q, r) → êâàäðêàíîíè÷âèä(x, p, y, dv2/a+q, r & z = dv/a−db/(2a)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ
z èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñïèñêà x. Ïðè âûáîðå z ïðåäïî÷òåíèå îòäà-
åòñÿ ñëó÷àÿì, êîãäà d = 1 è a = ±1. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Çäåñü v
- íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïðè èäåíòèôèêàöèè b èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîýôôè-
öèåíò", îáåñïå÷èâàþùèé ó÷åò äðîáíûõ êîýôôèöèåíòîâ è íåîáõîäèìóþ ãðóïïè-
ðîâêó. Òàêèì îáðàçîì, ãàðàíòèðóåòñÿ íåâõîæäåíèå ïåðåìåííîé z â îñòàòî÷íóþ
ñóììó c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ â ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.

∀abdfmpqrxyzuv(p = azv/d + b(z, v) & x = f(z, v) & ¬(a = 0) &
êâàäðêàíîíè÷âèä(f(u, w), au2/d− aw2/d + b(u + w, u− w), y, q, r) →
êâàäðêàíîíè÷âèä(x, p, y, q, r & z = u + w & v = u− w))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå
z, v èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè ñïèñêà x. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùå-
íèå. Â êà÷åñòâå u, v áåðóòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

3. Êîíñòàíòà íîëü.

∀abpxz(êâàäðêàíîíè÷âèä(x, 0, x, 0, èñòèíà))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíòåçàòîð "êâàäðíîðìâèä" ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê íîðìàëü-
íîìó âèäó

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "êâàäðíîðìâèä(a, b, c, d, e)". Âõîäíûå äàííûå ñóòü
íàáîð ïåðåìåííûõ a è âûðàæåíèå b, îïðåäåëÿþùåå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëü-
íî ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ñèíòåçàòîð îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå d, ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì
ïðèâåäåíèÿ ôîðìû b ê íîðìàëüíîìó âèäó è çàâèñÿùåå îò íîâûõ ïåðåìåííûõ c, ïðè-
÷åì çíà÷åíèåì âûõîäíîé ïåðåìåííîé e ñòàíîâèòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ, âûðàæàþùèõ
èñõîäíûå ïåðåìåííûå ÷åðåç íîâûå. Åãî ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî
ñèíòåçàòîðà.

1. Èìååòñÿ ñëàãàåìîå ñ êâàäðàòîì ïåðåìåííîé.

∀apxz(p = az2 → êâàäðíîðìâèä(x, p, x, p, èñòèíà))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ z âõîäèò â ñïè-
ñîê x. Êîýôôèöèåíò a ðàâåí ±1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abfnpvx(x = f(z) & p = az2/b & n = sg(ab) → êâàäðíîðìâèä(x, p, f(v), nv2,

z =
√
|b|v/

√
|a|))
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöè-
îíàëüíàÿ; v - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííàÿ z âõîäèò â ñïèñîê x. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcdfnpqrxyz(x = f(z) & p = az2/d + bz + c & ¬(a = 0) & n = sg(ad) &
êâàäðíîðìâèä(f(v), c− db2/(4a), y, q, r) → êâàäðíîðìâèä(x, p, y, nv2 + q,
r & z = n

√
|d|v/

√
|a| − db/(2a)))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ z èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñïèñêà x. Ïðè âû-
áîðå z ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ñëó÷àÿì, êîãäà d = 1 è a = ±1. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïÿòûé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ â ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.

∀abdfmpqrxyzuv(p = azv/d + b(z, v) & x = f(z, v) & ¬(a = 0) &
êâàäðíîðìâèä(f(u, w), au2/d− aw2/d + b(u + w, u− w), y, q, r) →
êâàäðíîðìâèä(x, p, y, q, r & z = u + w & v = u− w))

Ïðèåì ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ñèíòå-
çàòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Êîíñòàíòà íîëü.

∀x(êâàäðíîðìâèä(x, 0, x, 0, èñòèíà))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñèíòåçàòîð "ýêâôîðìû" óñìîòðåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì, ïðèâåäåííûõ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ýêâôîðìû(a, b, c, d, e)". Âõîäíûå äàííû ñóòü íà-
áîðû ïåðåìåííûõ a è b, à òàêæå âûðàæåíèÿ c è d äëÿ çíà÷åíèé ïðèâåäåííûõ ê íîð-
ìàëüíîìó âèäó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ýòèõ íàáîðîâ. Ýòè
ôîðìû ýêâèâàëåíòíû, è ñèíòåçàòîð îïðåäåëÿåò êîíúþíêöèþ e ðàâåíñòâ, âûðàæàþ-
ùèõ ïåðåìåííûå a ÷åðåç ïåðåìåííûå b ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïåðâîé ôîðìû âî âòîðóþ.
Ñïèñêè ïåðåìåííûõ a, b ïðåäñòàâëåíû â âèäå òåðìîâ "íàáîð(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà ðàâåí 1.

1. Ñîïîñòàâëåíèå äâóõ ÷ëåíîâ îäíîãî çíàêà.

∀abcdmpqrsuvxy(p = ax2/c+r & q = by2/d+s & 0 < abcd & ýêâôîðìû(u, v, r, s,m) →
ýêâôîðìû(u, v, p, q, m & x =

√
bc/(ad)y))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå
x, y âõîäÿò, ñîîòâåòñòâåííî, â ñïèñêè u è v. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

2. Íóëåâûå ôîðìû.

∀uv(ýêâôîðìû(u, v, 0, 0, èñòèíà))
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Íîðìàëèçàòîð "íîðìêâàäðôîðìà" îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

1. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀Aabcde(λx((a(x)+b(x))c(x)/d+e(x), A(x)) = λx((a(x)c(x)+b(x)c(x))/d+e(x), A(x)))

Âûðàæåíèå a(x) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
x. Ïåðåìåííûå a, b, c, e, A ôóíêöèîíàëüíûå. ×èñëèòåëü äðîáè â çàìåíÿþùåì
âûðàæåíèè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïåðåõîä ê ñóììå äðîáåé.

∀Aabcd(λx((a(x) + b(x))/c + d(x), A(x)) = λx(a(x)/c + b(x)/c + d(x), A(x)))

Ïåðåìåííûå a, b, d, A ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ãðóïïèðîâêà.

∀Aabcdep(λx(ab(x)/c + db(x)/e + p(x), A(x)) = λx((ae + cd)b(x)/(ce) + p(x), A(x)))

Ïåðåìåííûå b, p, A ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.

∀Aabc(λx(−(a(x) + b(x)) + c(x), A(x)) = λx(−a(x)− b(x) + c(x), A(x)))

Âûðàæåíèå a(x) ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñïèñêà x. Ïåðåìåííûå a, b, c, A ôóíêöè-
îíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2.5 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëèíïðîñòðàíñòâî"

Íàïîìíèì, ÷òî óòâåðæäåíèå "ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F )" èñòèííî, åñëè L åñòü ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . ×òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèé, ïðè ðàáîòå ñ
ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
÷èñëî, à òàêæå îïåðàöèè ïîëÿ F îáîçíà÷àþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Òà-
êîé æå ïðèíöèï áóäåò èñïîëüçîâàí â îáùåé àëãåáðå. Àëüòåðíàòèâîé ìîãëî áû ñòàòü
èñïîëüçîâàíèå êàêîãî-òî îáùåãî îáîçíà÷åíèÿ "îáùïëþñ(x, y, A)" äëÿ ñóììû â àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A. Îäíàêî, òàêàÿ òðåõìåñòíàÿ îïåðàöèÿ óæå íå îáëàäàëà áû
ñâîéñòâàìè àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè, è ïåðåíåñåíèå íà íåå ñòàíäàðòíûõ
ïðèåìîâ ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû îêàçàëîñü áû íåâîçìîæíûì. Èñïîëüçîâàíèå âñïîìî-
ãàòåëüíîé ïåðåìåííîé, ñâÿçûâàåìîé ñ A óòâåðæäåíèÿìè òåêóùåãî êîíòåêñòà, âñå-
òàêè, áîëåå óäîáíî.

1. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.

∀FLf (ëèíïðîñòðàíñòâî(L.F ) → ñëîæ(f, L))

Óòâåðæäåíèå "ñëîæ(f, L)" îçíà÷àåò, ÷òî äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îïå-
ðàöèåé ñëîæåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå L. Ñèìâîë "ñëîæ" áóäåò ââåäåí â
ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ïðèåìàì ïî îáùåé àëãåáðå.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî,
ïðè÷åì âûðàæåíèå F íåêîíñòàíòíîå. Ñèíòåçàòîð "óñìñëîæ" íå â ñîñòîÿíèè
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îïðåäåëèòü ÿâíîå çàäàíèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â L ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ñëîæ(X, L)". Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

∀FLf (ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) → óìíîæ(f, L))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óòâåðæäåíèå "óìíîæ(f, L)" îçíà÷àåò, ÷òî äâóìåñò-
íàÿ îïåðàöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå L.
Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ïåðâûé ñîìíîæèòåëü áåðåòñÿ èç ïîëÿ, âòî-
ðîé - èç íîñèòåëÿ ïðîñòðàíñòâà.

3. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â ïîëå.

∀FLf (ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) → óìíîæ(f, F ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Òî÷íî òàê æå óñòðîåí ïðèåì, îáîçíà÷àþùèé îïåðà-
öèþ ñëîæåíèÿ â ïîëå.

4. Èñïîëüçîâàíèå äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ ñòàíäàðòèçàöèè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
âåêòîðîâ.

∀FLabfgn(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) & óìíîæ(f, L) & ñëîæ(g, L) & a ∈ íîñèòåëü(F )
& b(i) ∈ íîñèòåëü(L) → f(a, g(λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}))) = g(λi(f(a, b(i)),
i ∈ {1, . . . , n})))
Ïðè îïðåäåëåíèè âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(g, x)" áûëî ââåäåíî ñîãëàøåíèå, ÷òî
äâóìåñòíàÿ àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ g ïðåäïîëàãàåòñÿ äîîïðåäåëåííîé íà ìíî-
æåñòâå íàáîðîâ ïðîèçâîëüíîé äëèíû, íå ìåíüøåé 2.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ b ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "óñìïîëå", îïðåäåëÿþùèì ïîëå F
ïðîñòðàíñòâà L. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèÿìè èç êîíòåêñòà, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n}".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ.

∀FLabcfg(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) & óìíîæ(f, L) & a ∈ íîñèòåëü(F ) &
b ∈ íîñèòåëü(F ) & c ∈ íîñèòåëü(L) & óìíîæ(g, F ) → f(a, f(b, c)) = f(g(a, b), c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ðàçáèåíèå ñóììû êîíêàòåíàöèè äâóõ íàáîðîâ âåêòîðîâ íà äâå ïîäñóììû.

∀FLabf (ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) & ñëîæ(f, L) → f(a; b) = f(f(a), f(b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b èìåþò çàãîëîâêè "îòîá-
ðàæåíèå". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

(a) Ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ íàáîðîâ çàäàííîé äëèíû.
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i. Ñëîæåíèå.
∀abfn(ñëîæ(f, âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n)) → f(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}),
λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n})) = λi(a(i) + b(i), i ∈ {1, . . . , n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â
êîòîðîé óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïè-
ñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ.

ii. Óìíîæåíèå íà ÷èñëî.
∀abfn(óìíîæ(f, âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n)) →
f(a, λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n})) = λi(ab(i), i ∈ {1, . . . , n}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Óñìîòðåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
∀n(ëèíïðîñòðàíñòâî(âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n), âåùåñòâïîëå))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíè-
öèèðóåò åãî ïðèìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "âåêò-
ïðîñò(âåùåñòâïîëå, n)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö.

i. Ñëîæåíèå.
∀abfmn(ñëîæ(f,ìàòðïðîñò(âåùåñòâïîëå, m, n)) →
f(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}),
λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})) =
λij(a(i, j) + b(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòî-
ðîé óêàçàòåëè "ìàòðèöà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå
òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" êàê ìàòðèö, çàäàííûõ ïåðå÷èñëåíèåì ñòðîê ëè-
áî ñòîëáöîâ.

ii. Óìíîæåíèå íà ÷èñëî.
∀abfmn(óìíîæ(f,ìàòðïðîñò(âåùåñòâïîëå, m, n)) →
f(a, λij(b(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n})) =
λij(ab(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(c) Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

i. Ñëîæåíèå
∀abcfn(ñëîæ(f,ìíîãî÷ëïðîñò(a, n)) → f(b, c) = b + c)
Çäåñü çíàêîì "+" îáîçíà÷åí ñèìâîë "ïëþñìí". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Óìíîæåíèå íà ÷èñëî.
∀abcfn(óìíîæ(f,ìíîãî÷ëïðîñò(a, n)) → f(b, c) = bc)
Çäåñü èìååòñÿ â âèäó âûðàæåíèå "äîìíîæìí(b, c)". Â îñòàëüíîì àíà-
ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Ñèíòåçàòîð "óñìïîëå".

Ñèíòåçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ, íàä êîòîðûì ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Îí ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ëèíïðîñòðàíñòâî(A, F )",
ãäå A - âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, F - âûõîäíàÿ.
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(a) Êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

∀An(ëèíïðîñòðàíñòâî(âåêòïðîñò(A, n), A))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ.

ëèíïðîñòðàíñòâî(ãåîìâåêò, âåùåñòâïîëå)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö.

∀Amn(ëèíïðîñòðàíñòâî(ìàòðïðîñò(A, m, n), A))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Óñìîòðåíèå èç ïîñûëêè.

∀ab(ëèíïðîñòðàíñòâî(a, b) → ëèíïðîñòðàíñòâî(a, b))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

9. Ñèíòåçàòîð "óñìëèíïðîñòôóíê" óñìîòðåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, îá-
ðàçóþùèõ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "a = ëèíïðîñòôóíê(b, c)". Çäåñü a - âõîä-
íàÿ ïåðåìåííàÿ, çíà÷åíèåì êîòîðîé ñëóæèò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå b è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïîëå c. Ïåðåìåííàÿ c
òîæå âõîäíàÿ; ïåðåìåííàÿ b - âûõîäíàÿ. Ïîêà ñèíòåçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé
ïðèåì:

∀n(âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n) = ëèíïðîñòôóíê({1, . . . , n}, âåùåñòâïîëå))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "áàçèñ"

Óòâåðæäåíèå "áàçèñ(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ b ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà a.

1. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà â íîâîì áàçèñå.

∀ABabcdnx(ëèíïðîñòðàíñòâî(A, âåùåñòâïîëå) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
ëèíêîîðä(a(i), B, A) = b(i)) & ëèíêîîðä(x, B, A) = c &
(y · ñòðîêè(b) = ñòðîêè(c)) = (y = ñòðîêè(d)) →
ëèíêîîðä(x, λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}), A) = d)

Âûðàæåíèå "ëèíêîîðä(X,Y, Z)" îáîçíà÷àåò êîîðäèíàòû âåêòîðà X ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà Z îòíîñèòåëüíî íàáîðà âåêòîðîâ Y .

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåí-
òèôèêàöèþ âòîðîãî àíòåöåäåíòà ñ êîíúþíêöèåé ðàâåíñòâ è èäåíòèôèêàöèþ
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ñ íàáîðîì. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì
âûðàæåíèÿ b(i) êîíñòàíòíûå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Â åãî ëåâîé ÷àñòè òî÷êîé îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ "óìíîæìàòð"; y -
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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2. Óñìîòðåíèå áàçèñà.

∀ABabcdnx(ëèíïðîñòðàíñòâî(A, âåùåñòâïîëå) & áàçèñ(A, B) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
ëèíêîîðä(a(i), B, A) = b(i)) & l(b(1)) = n & ðàíã(ñòðîêè(b)) = n →
áàçèñ(A, λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç
êîíòåêñòà. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ âòîðîãî àíòå-
öåäåíòà ñ êîíúþíêöèåé ðàâåíñòâ è èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ñ
íàáîðîì. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì âûðàæåíèÿ b(i) êîíñòàíò-
íûå. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî èç íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìðàíã".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Áàçèñ - íàáîð âåêòîðîâ.

∀abc(Áàçèñ(a, b, c) → a− ñëîâî & {; a} ⊆ b)

Óòâåðæäåíèå "Áàçèñ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ a ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà b ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà c. Çàìåòèì, ÷òî ëèíåé-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî íîñèòåëÿ ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî åãî îïåðàöèé, è ñàìî ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Äåêîìïîçèöèÿ ïîèñêà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå íàáîðîâ.

∀Pmnpqv(Áàçèñ(v, setx(P (x)), âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, m− 1)) = (v = q) &
p = λz(Âñòàâêà(q(z), n, t(q(z))), z ∈ Dom(q)) →
Áàçèñ(p, setx(∃y(x = Âñòàâêà(y, n, t(y)) & P (y))), âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, m)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí íàõîäèò áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ, ïîëó÷åííûõ èç óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííîìó óñëîâèþ P âåêòîðîâ y
âñòàâêîé íà n - þ ïîçèöèþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè t(y) ðàçðÿäîâ ýòèõ âåêòîðîâ.
Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ïðèìåð", ïðè÷åì p - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðåìåííûå t, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå ñ íåèçâåñòíîé v, è òàêèì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñ q â ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ y. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí çàìåùàåò òåêóùåå óñëîâèå âî âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷å, ñâÿçûâàÿ íàéäåííûé áàçèñ q ñ èñêîìûì áàçèñîì p. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Pbmnpqv(Áàçèñ(v, setx(P (x)), âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n−m)) = (v = q) &
p = λz(íàëîæåíèå(λi(0, i ∈ {1, . . . ,m}), q(z), b), z ∈ Dom(q)) →
Áàçèñ(p, setx(∃y(x = íàëîæåíèå(λi(0, i ∈ {1, . . . ,m}), y, b) & P (y))),
âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n)))

Âûðàæåíèå "íàëîæåíèå(X, Y, Z)" îáîçíà÷àåò íàáîð, ïîëó÷åííûé èç íàáîðîâ X
è Y òàêèì âûïèñûâàíèåì èõ ýëåìåíòîâ, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò íåêîòîðîå
÷åðåäîâàíèå èçâëå÷åíèÿ èçX è Y (ïîðÿäîê ïðîñìîòðà íàáîðîâ - ñëåâà íàïðàâî),
ïðè÷åì â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòû íàáîðà X îêàçûâàþòñÿ ðàçìåùåíû íà ïîçèöèÿõ,
íîìåðà êîòîðûõ îáðàçóþò íàáîð Z. Íóìåðàöèÿ ïîçèöèé íà÷èíàåòñÿ ñ 1.
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Ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî âñòàâêè íà åäèíñòâåííóþ ïîçèöèþ
âåêòîðà y ëèíåéíîé êîìáèíàöèè åãî ðàçðÿäîâ ïðåäïðèíèìàåòñÿ âñòàâêà íóëåé
íà çàäàííîå ìíîæåñòâî ïîçèöèé âåêòîðà y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Áàçèñ n - ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

∀n(n− íàòóðàëüíîå & x = λi(λj((1 ïðè j = i, èíà÷å 0), j ∈ {1, . . . , n}),
i ∈ {1, . . . , n}) → Áàçèñ(x, sety(êîðòåæ(y, n, R)), âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ íåèç-
âåñòíîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö.

∀mn(m − íàòóðàëüíîå & n − íàòóðàëüíîå & x = λi(λjk((1 ïðè (j − 1)n + k =
i, èíà÷å 0), j ∈ {1, . . . ,m} & k ∈ {1, . . . , n}), i ∈ {1, . . . ,mn}) →
áàçèñ(ìàòðïðîñò(âåùåñòâïîëå, m, n), x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé" âûäåëåí òðåòèé
àíòåöåäåíò.

7. Ââîä îáîçíà÷åíèé äëÿ íóëÿ è åäèíèöû ïîëÿ.

∀FLa(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) → Íîëü(a, F ))

∀FLa(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) → Åäèíèöà(a, F ))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å óòâåðæäåíèÿ "Áàçèñ(d, e,
L)". Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà "Íîëü(X, L)" è "Åäèíèöà(X, L)" ñîîòâåòñòâåí-
íî. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåñóùåñòâåííûõ íåèç-
âåñòíûõ. Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìàòðïåðåõîäà"

Âûðàæåíèå "ìàòðïåðåõîäà(a, b, c)" îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà b ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà a ê áàçèñó c. Êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà îòíî-
ñèòåëüíî ñòàðîãî áàçèñà ðàñïîëîæåíû ïî ñòîëáöàì.

Ïîêà â ýòîì ðàçäåëå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé ìàòðèöó ïåðåõîäà
ê íîâîìó áàçèñó, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû îáîèõ áàçèñîâ â òðåòüåì áàçèñå:

∀ABCabcdnx(ëèíïðîñòðàíñòâî(A, âåùåñòâïîëå) & áàçèñ(A, B) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
ëèíêîîðä(a(i), B, A) = b(i)) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ëèíêîîðä(c(i), B, A) = d(i)) &
(ñòðîêè(d) = x · ñòðîêè(b)) = (x = C) → ìàòðïåðåõîäà(A, λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}),
λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n})) = òðàíñïîíèð(C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòè-
ôèêàöèþ êàæäîãî êâàíòîðà îáùíîñòè ñ ãðóïïîé óòâåðæäåíèé, à òåðìîâ "îòîáðàæå-
íèå" - ñ íàáîðàìè. Ïåðåìåííûå a, b, c, d ôóíêöèîíàëüíûå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x. Çäåñü òî÷êîé îáîçíà÷åíà
îïåðàöèÿ "óìíîæìàòð", ïðè÷åì x - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Íàáîðû b, d êîíñòàíòíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



432 Ãëàâà 2. Ïðèåìû ïî ëèíåéíîé àëãåáðå

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëèíïîäïðîñò"

Óòâåðæäåíèå "ëèíïîäïðîñò(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ a ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b. Çàìåòèì, ÷òî a ñàìî íå ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, õîòÿ è îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ íîñèòåëåì a è îïåðàöèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñóæåíèÿìè îïåðàöèé ïðîñòðàíñòâà b.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABLfg(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, B) & ñëîæ(f, L) & óìíîæ(g, L) →
ëèíïîäïðîñò(A, L) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ A → f(x, y) ∈ A) &
∀xy(x ∈ íîñèòåëü(B) & y ∈ A → g(x, y) ∈ A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ÿâëÿþùåìóñÿ êîðíåâûì ëèáî ðàñïîëîæåííûì
ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçà-
òîðàìè. Åñëè ïîäóòâåðæäåíèå êîðíåâîå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, èíà-
÷å îí ðàâåí 3.

2. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ.

∀AL(ëèíïîäïðîñò(A, L) → A− set & A ⊆ íîñèòåëü(L))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëèíêîìá"

Âûðàæåíèå "ëèíêîìá(a, b)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó a. Åäèíñòâåííûé ïðèåì, îò-
íîñÿùèéñÿ ê ýòîìó ïîíÿòèþ, âûïîëíÿåò ðàñøèôðîâêó ïî îïðåäåëåíèþ:

∀ABFLgx(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) & íîñèòåëü(F ) = B & ñëîæ(f, L) & óìíîæ(g, L) →
x ∈ ëèíêîìá(A, L) ↔ ∃cny(n− íàòóðàëüíîå & êîðòåæ(y, n, A) & êîðòåæ(c, n,B) &
x = f(λi(g(c(i), y(i)), i ∈ {1, . . . , n}))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ðàçìåðíîñòüþ

Âûðàæåíèå "ðàçìåðíîñòü(a)" îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà a. Âû-
ðàæåíèå "Ðàçìåðíîñòü(a, b)" îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà a
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b.

1. Ââîä áàçèñà ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

∀ALa(Áàçèñ(a, A, L) & Ðàçìåðíîñòü(A, L) = l(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò åãî
ïðèìåíåíèå ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "Ðàçìåðíîñòü(A, L)". Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "Áàçèñ(X, A,L)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ a. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ, äëèíà êîòîðîé ïðåâîñõîäèò ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà.

∀FLa(àêòèâ(l(a)) & ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) & {; a} ⊆ íîñèòåëü(L) &
0 < l(a)− ðàçìåðíîñòü(L) → ¬(íåçàâèñèìû(a, L)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "íóëüâåêò"

Óòâåðæäåíèå "íóëüâåêò(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íóëåâîé âåêòîð ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà b. Íåïîñðåäñòâåííî ñ äàííûì ïîíÿòèåì ïîêà ñâÿçàí åäèíñòâåííûé
ïðèåì, âûïîëíÿþùèé îðèåíòàöèþ ðàâåíñòâà:

∀Labf (íóëüâåêò(a, L) → a = f(b) ↔ f(b) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêàì. Àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôè-
êàöèè áëîêèðóåòñÿ. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðè-
åíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "íåçàâèñèìû"

Óòâåðæäåíèå "íåçàâèñèìû(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñåìåéñòâî (ò.å. ôóíêöèÿ,
îòîáðàæàþùàÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íà ýëåìåíòû ñåìåéñòâà) ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà b.

(a) Ðàñøèôðîâêà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.

∀BFLabcfgn(¬(íåçàâèñèìû(a, L)) & ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) & l(a) = n &
{; a} ⊆ íîñèòåëü(L) & íîñèòåëü(F ) = B & ñëîæ(f, L) & óìíîæ(g, L) &
Íîëü(b, F ) & íóëüâåêò(c, L) → ∃x(êîðòåæ(x, n,B) & c = f(λi(g(x(i), a(i)),
i ∈ {1, . . . , n})) & ¬(x = êîíñòíàáîð(b, n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòûðå ïîñëåä-
íèõ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â
ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(b) Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íóëÿ ïîëÿ.

∀FLa(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) → Íîëü(a, F ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèè-
ðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å ïîäóòâåðæäåíèÿ
"íåçàâèñèìû(X,L)". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "Íîëü(Y, L)".
Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåí-
òàìè íå ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

∀AFLabfgnpq(ëèíïðîñòðàíñòâî(L, F ) & íóëüâåêò(a, L) & ñëîæ(f, L) &
óìíîæ(g, L) & A = íîñèòåëü(F ) & êîðòåæ(p, n,A) & Íîëü(b, F ) &
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¬(p = êîíñòíàáîð(b, n)) & íåçàâèñèìû(q, L) & h = λi(g(p(i), q(i)),
i ∈ {1, . . . , n}) → ¬(f(h) = a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå ïîäâûðàæåíèÿ "f(h)".
Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå àíòåöåäåíòû ñ øåñòîãî ïî âîñüìîé
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïÿòûé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", äåâÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåçàâèñèìû".

Îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ïîäìíîæåñòâî áà-
çèñà:

∀ALpq(Áàçèñ(p, A, L) & q ⊆ p → íåçàâèñèìû(q, L))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(e) Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "îðòîãîíàëèçàöèÿ".

∀acx(îðòîãîíàëèçàöèÿ({; a}, c) & x = c → îðòîãîíàëèçàöèÿ({; a}, x))

Óòâåðæäåíèå "îðòîãîíàëèçàöèÿ(X, Y )" îçíà÷àåò, ÷òî Y åñòü îðòîíîðìè-
ðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàä âåùåñòâåííûì ïî-
ëåì, ïîäïðîñòðàíñòâî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû âåê-
òîðîâ X.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x -
íåèçâåñòíàÿ. Îòñóòñòâóþò ïðî÷èå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàþùèå ñóùåñòâåííûå
îãðàíè÷åíèÿ íà x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçà-
òîðîì "îðòîãîíàëèçöèÿ", îïèñûâàåìûì íèæå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ñèíòåçàòîð "îðòîãîíàëèçàöèÿ" îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàä âåùåñòâåííûì ïîëåì.

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "îðòîãîíàëèçàöèÿ(a, b)". Âõîäíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ - a, âûõîäíàÿ - b.

i. Îäíîýëåìåíòíàÿ ñèñòåìà.
∀abcn(l(a) = n & b =

∑n
i=1(a(i))2 & ¬(b = 0) & c =

√
b →

îðòîãîíàëèçàöèÿ({a}, {λi(a(i)/c, i ∈ {1, . . . , n})}))
Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ðàçâåðò-
êà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé è òåðìà
"îòîáðàæåíèå" - â âèäå íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Øàã îðòîãîíàëèçàöèè.
∀abcdemnp(îðòîãîíàëèçàöèÿ({; b}, q) & q = {; c} & l(c) = m &
l(a) = n & d = a−

∑m
i=1

∑n
j=1(c(i)(j)a(j))c(i) & e =

∑n
j=1(d(j))2 &

¬(e = 0) & p =
√

e →
îðòîãîíàëèçàöèÿ({a; b}, {λi(d(i)/p, i ∈ {1, . . . , n}); c}))
Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó, ñåäüìîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
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ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñû-
âàíèå êîíå÷íûõ ñóìì êàê îáû÷íûõ, à òåðìà "îòîáðàæåíèå" - â âèäå
íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



Ãëàâà 3

Ïðèåìû ïî îáùåé àëãåáðå

Ïðîðàáîòêà çàäà÷ ïî îáùåé àëãåáðå â ðåøàòåëå ïîêà èìååò ëèøü ïðåäâàðèòåëüíûé
õàðàêòåð. Ðàññìàòðèâàëèñü îñíîâíûå ñâîéñòâà áèíàðíûõ îïåðàöèé è ïðîñòåéøèå çà-
äà÷è ïî òåîðèè ãðóïï.

3.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì
â îáùåé àëãåáðå

3.1.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìà-

ìè è áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè

Âûðàæåíèå "àëãñèñò(A, f1, . . . , fn)" îáîçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, îáðàçîâàí-
íóþ ìíîæåñòâîì A ñ íàáîðîì ôóíêöèé f1, . . . , fn. Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëå-
íà ëèáî íà íàäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà A, ëèáî íà ïðîèçâåäåíèè íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ,
õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A. Îòíîñèòåëüíî ìíî-
æåñòâ çíà÷åíèé ôóíêöèé íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé íå äåëàåòñÿ. Ìíîæåñòâî A íàçû-
âàåòñÿ íîñèòåëåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

Âûðàæåíèå "íîñèòåëü(a)" îáîçíà÷àåò íîñèòåëü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû a.

Óòâåðæäåíèå "áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà
ìíîæåñòâå A, ò.å. ôóíêöèÿ èç A× A â A.

Åñëè f - áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A è M = (A1, . . . , An) - íà-
áîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, òî âûðàæåíèå "Çíà÷åíèå(f, M)" îáîçíà÷àåò ìíîæå-
ñòâî ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè f ê íàáîðàì (a1, . . . , an) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ
A1, . . . , An. Åñëè îïåðàöèÿ f àññîöèàòèâíà, òî n - ëþáîå íàòóðàëüíîå, íå ìåíüøåå 2;
èíà÷å n ðàâíî 2.

Óòâåðæäåíèå "àññîöèàòèâíî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
êâàäðàòå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è îïðåäåëÿþùàÿ íà íåì àññîöèàòèâíóþ îïåðàöèþ.

Óòâåðæäåíèå "êîììóòàòèâíî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
êâàäðàòå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è îïðåäåëÿþùàÿ íà íåì êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ.

Óòâåðæäåíèå "ëåâîáðàòèìî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êâàä-
ðàòå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ëåâîé îáðàòèìîñòè: äëÿ ëþ-
áûõ a, b èç A ñóùåñòâóåò x èç A, òàêîå, ÷òî f(x, a) = b. Àíàëîãè÷íî, óòâåðæäåíèå
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"ïðàâîáðàòèìî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðàâîé îáðàòèìîñòè. Óòâåð-
æäåíèå "îáðàòèìî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f îáëàäàåò êàê ëåâîé, òàê è ïðàâîé îáðàòèìî-
ñòüþ.

Óòâåðæäåíèå "ëåâñîêðàòèìî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
êâàäðàòå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ëåâîé ñîêðàòèìîñòè: äëÿ
ëþáûõ a, b, x èç A ñîîòíîøåíèå f(x, a) = f(x, b) âëå÷åò a = b. Àíàëîãè÷íî, óòâåðæäå-
íèå "ïðàâñîêðàòèìî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðàâîé ñîêðàòèìîñòè.
Óòâåðæäåíèå "ñîêðàòèìî(f)" îçíà÷àåò, ÷òî f îáëàäàåò êàê ëåâîé, òàê è ïðàâîé ñî-
êðàòèìîñòüþ.

Óòâåðæäåíèÿ "ëåâåäèíèöà(a, f)" è "ïðàâåäèíèöà(a, f)" îçíà÷àþò, ÷òî a åñòü, ñîîò-
âåòñòâåííî, ëåâàÿ è ïðàâàÿ åäèíèöû äâóìåñòíîé îïåðàöèè f .

Óòâåðæäåíèå "Åäèíèöà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò (îäíîâðåìåííî
ëåâûé è ïðàâûé) äâóìåñòíîé îïåðàöèè b, ëèáî åäèíè÷íûé ýëåìåíò êîëüöà b. Âûðà-
æåíèå "åäèíèöà(f)" îáîçíà÷àåò åäèíèöó (îäíîâðåìåííî ëåâóþ è ïðàâóþ) äâóìåñòíîé
îïåðàöèè f .

Óòâåðæäåíèå "Íîëü(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà b.

Óòâåðæäåíèå "îáðàòèìñëåâà(a, b, f)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A, è äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ýòîãî ìíîæåñòâà ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò x, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ f(x, a) = b. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ââîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "îáðàòèìñïðàâà(a, b, f)". Óòâåðæäåíèå "îáðàòèì(a, f)" îçíà-
÷àåò, ÷òî a åñòü äâóñòîðîííå îáðàòèìûé îòíîñèòåëüíî äâóñòîðîííåé åäèíèöû ýëåìåíò
ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ f .

Âûðàæåíèå "îáðýëåìåíò(a, f)" îáîçíà÷àåò ýëåìåíò, îáðàòíûé ê ýëåìåíòó a äëÿ äâó-
ìåñòíîé îïåðàöèè f .

Óòâåðæäåíèå "èäåìïîòåíò(a, f)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì èäåì-
ïîòåíòíîñòè ýëåìåíò ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ f .

Óòâåðæäåíèå "ñëîæ(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ a ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå b.

Óòâåðæäåíèå "óìíîæ(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ a ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé
óìíîæåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå b. Åñëè b - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïåðâûé
ñîìíîæèòåëü áåðåòñÿ èç ïîëÿ, âòîðîé - èç íîñèòåëÿ ïðîñòðàíñòâà.

Óòâåðæäåíèå "èäåàë(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü èäåàë àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû b (ò.å.
ëåâûé ëèáî ïðàâûé èäåàë). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ëåâûéèäå-
àë(a, b)" è "ïðàâûéèäåàë(a, b)". Äëÿ äâóñòîðîííåãî èäåàëà ââåäåíî óòâåðæäåíèå "äâó-
ñòîðèäåàë(a, b)".

Óòâåðæäåíèå "çàìêíóòî(a, f)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî a çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
äâóìåñòíîé îïåðàöèè f , â îáëàñòü äåéñòâèÿ êîòîðîé îíî âêëþ÷àåòñÿ.

Âûðàæåíèå "Çàìûêàíèå(a, b)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà a ïðèìåíåíèåì ê íèì êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç îïåðàöèé
ìíîæåñòâà b.

Âûðàæåíèå "àëãñòåïåíü(a, f, n)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò n - êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ê
ýëåìåíòó a àññîöèàòèâíîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè f . Åñëè ýòà îïåðàöèÿ îáëàäàåò äâó-
ñòîðîííåé åäèíèöåé, òî äîïóñòèì ñëó÷àé n = 0; åñëè îïåðàöèÿ äâóñòîðîííå îáðàòèìà,
òî äîïóñòèìû ëþáûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ n.
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Óòâåðæäåíèå "ãîìîìîðôèçì(f, a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû a â àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó b. Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ââîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "èçîìîðôèçì(f, a, b)". Óòâåðæäåíèå "àâòîìîðôèçì(f, a)"
îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû a. Óòâåðæäåíèå "èçî-
ìîðôíû(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû a è b èçîìîðôíû.

3.1.2 Îáùèå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïîèäàìè

Óòâåðæäåíèå "ãðóïïîèä(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííîé íà íåì
äâóìåñòíîé ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â òîì æå ìíîæåñòâå.

Âûðàæåíèå "îïåðàöèÿ(a)" îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ãðóïïîèäà a.

Óòâåðæäåíèå "ïîëóãðóïïà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ãðóïïîèä ñ àññîöèàòèâíîé îïåðà-
öèåé.

Óòâåðæäåíèå "ïîðîæäýëåìåíò(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò
ïîäãðóïïîèäà b ãðóïïîèäà c. Åñëè îïåðàöèÿ ãðóïïîèäà îáðàòèìàÿ, ðàçðåøàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ýëåìåíòà.

3.1.3 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïàìè

Óòâåðæäåíèå "ãðóïïà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ãðóïïà - ãðóïïîèä ñ àññîöèàòèâíîé
îáðàòèìîé îïåðàöèåé.

Óòâåðæäåíèå "ïîäãðóïïà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïîäìíîæåñòâî íîñèòåëÿ ãðóïïû
b, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè è îïåðàöèè îáðàùåíèÿ ýëåìåíòà.

Âûðàæåíèå "Ïîäãðóïïà(a, b)" îáîçíà÷àåò ïîäãðóïïó ãðóïïû b, îïðåäåëÿåìóþ ïîä-
ãðóïïîâûì ìíîæåñòâîì a åå íîñèòåëÿ.

Âûðàæåíèå "èíäåêñïîäãðóïïû(a, b)" îáîçíà÷àåò èíäåêñ ïîäãðóïïû a ãðóïïû b.

Óòâåðæäåíèå "àáåëåâà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.

Âûðàæåíèå "êîììóòàòîð(a, b, c)" îáîçíà÷àåò êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ a, b ãðóïïû c.

Âûðàæåíèå "êîììóòàíò(a)" îáîçíà÷àåò êîììóòàíò ãðóïïû a.

Âûðàæåíèå "öåíòðãðóïïû(a)" îáîçíà÷àåò öåíòð ãðóïïû a.

Óòâåðæäåíèå "ëåâñìåæíêëàññ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ëåâûé ñìåæíûé êëàññ
ãðóïïû b ïî ïîäãðóïïå c. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "ïðàâñìåæí-
êëàññ(a, b, c)". Óòâåðæäåíèå "ñìåæíûéêëàññ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñìåæíûé
êëàññ àáåëåâîé ãðóïïû b ïî ïîäãðóïïå c.

Óòâåðæäåíèå "íîðìïîäãðóïïà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû b.

Âûðàæåíèå "ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, b)" îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ãðóïïû b.

Óòâåðæäåíèå "ïåðèîäè÷ãðóïïà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Âû-
ðàæåíèå "ïåðèîäãðóïïû(a)" îáîçíà÷àåò ïåðèîä ãðóïïû a (êîíå÷íûé ëèáî ñèìâîë
"ïëþñáåñê").

Âûðàæåíèå "öèêëïîäãðóïïà(a, b)" îáîçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû b, ïî-
ðîæäåííóþ ýëåìåíòîì a. Óòâåðæäåíèå "öèêëãðóïïà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü öèê-
ëè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì b.
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Âûðàæåíèå "öèêëïîêàçàòåëü(a, b, c)" îáîçíà÷àåò ïîêàçàòåëü ýëåìåíòà a öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû b îòíîñèòåëüíî îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà c.

Âûðàæåíèå "ïåðåñòàíîâêè(n)" îáîçíà÷àåò ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê ñòåïåíè n. Âûðàæå-
íèå "Ïåðåñòàíîâêè(A)" îáîçíà÷àåò ãðóïïó âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíî-
æåñòâà A íà ñåáÿ.

Âûðàæåíèå "÷åòíïåðåñòàíîâêè(n)" îáîçíà÷àåò ãðóïïó ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê ñòåïåíè
n.

Âûðàæåíèå "öåëûåñëîæ" îáîçíà÷àåò ãðóïïó öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ. Âûðàæåíèÿ
"âåùñëîæ" è "êîìïëñëîæ" îáîçíà÷àþò ãðóïïû, ñîîòâåòñòâåííî, âåùåñòâåííûõ è êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ. Âûðàæåíèÿ "âåùóìíîæ" è "êîìïëóìíîæ" îáîçíà÷àþò
ãðóïïû íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

Âûðàæåíèå "ìàòðóìíîæ(a, n)" îáîçíà÷àåò ãðóïïó íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàò-
ðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì a.

3.2 Ïðîñòåéøèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàè÷åñêè-
ìè ñèñòåìàìè è áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "íîñèòåëü"

1. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀ab(a = íîñèòåëü(b) ↔ íîñèòåëü(b) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Ïåðåìåííàÿ a
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòè-
ôèêàöèè íå ðàçðåøàåòñÿ. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âåùåñòâåííîå ïîëå.

íîñèòåëü(âåùåñòâïîëå) = R

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíîñèòåëü".

Îáû÷íî íîñèòåëü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ èìåííî ýòèì íîðìàëèçà-
òîðîì. Ïåðå÷èñëèì åãî ïðèåìû:

(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

Ñîçäàíû äâà ïðèåìà ñ òåîðåìîé ∀ab(a = b → a = b). Â êàæäîì èç íèõ
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé; a åñòü âûðàæåíèå, çàãîëîâêîì
êîòîðîãî ñëóæèò ñèìâîë "íîñèòåëü", ïðè÷åì a íå ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì
âûðàæåíèÿ b. Â ïåðâîì ïðèåìå, ñðàáàòûâàþùåì íà óðîâíå 1, íå äîïóñêà-
åòñÿ ïåðåñèàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè åãî èäåíòèôèêàöèè. Âî âòîðîì
ïðèåìå, ñðàáàòûâàþùåì íà óðîâíå 2, ýòî îãðàíè÷åíèå îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðè
ýòîì âûðàæåíèå b íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "îáúåäèíåíèåâñåõ"
ëèáî "ïåðåñå÷åíèåâñåõ".

Âñå îñòàâøèåñÿ ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1.
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(b) Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê.

∀n(íîñèòåëü(ïåðåñòàíîâêè(n)) = setx(ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , n})))
∀a(íîñèòåëü(Ïåðåñòàíîâêè(a)) = setx(Ïåðåñòàíîâêà(x, a)))

(c) Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

íîñèòåëü(öåëûåñëîæ) = Z
(d) Ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

íîñèòåëü(âåùñëîæ) = R
(e) Ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

íîñèòåëü(âåùóìíîæ) = R {0}
(f) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

íîñèòåëü(êîìïëñëîæ) = C
(g) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

íîñèòåëü(êîìïëóìíîæ) = C{0}
(h) Ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ íîñèòåëü(ìàòðóìíîæ(âåùåñòâïîëå, n)) =
setx(ìàòð(x, R, n, n) & ¬(det(x) = 0)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(i) Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàáîðîâ çàäàííîé äëèíû.

∀AFn(A = íîñèòåëü(F ) & n − íàòóðàëüíîå → íîñèòåëü(âåêòïðîñò(F, n)) =
setx(êîðòåæ(x, A, n)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìíîñèòåëü". Âòîðîé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(j) Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.

∀AFn(A = íîñèòåëü(F ) & m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå→
íîñèòåëü(ìàòðïðîñò(F, M, n)) = setx(ìàòð(x, A, m, n)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", äâà äðóãèõ -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(k) Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ çàäàííîé ñòåïåíè.

∀Fn(n− íàòóðàëüíîå→ íîñèòåëü(ìíîãî÷ëïðîñò(F, n)) =
setx(Ìíîãî÷ëåí(x) & êîëüöîìí(x) = F & deg(x) ≤ n))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(l) Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

∀AB(íîñèòåëü(ïðÿìïðîèçâìåòð(A, B)) = íîñèòåëü(A)× íîñèòåëü(B))

(m) Âåùåñòâåííîå ïîëå.

íîñèòåëü(âåùåñòâïîëå) = R

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñëîæ"

Íåïîñðåäñòâåííî ñ äàííûì ñèìâîëîì ïîêà ñâÿçàí òîëüêî ñèíòåçàòîð "óñìñëîæ". Îí
ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ñëîæ(a, b)", ïðè÷åì âõîäíûì äàííûì ñëóæèò àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà b, à âûõîäíûì - åå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ a. Ñèíòåçàòîð áûë ââåäåí ïðè
ðàññìîòðåíèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è èìååò âñåãî òðè ïðèåìà:
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1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

∀An(ñëîæ(λxy(x + y, êîðòåæ(x, n, R) & êîðòåæ(y, n, R)),
âåêòïðîñò(âåùåñòâïîëå, n)))

Çíàêîì "+" îáîçíà÷åí ñèìâîë "ïëþñôóíê".

∀An(ñëîæ(λxy(x + y,Âåêòîð(x) & Âåêòîð(y)), ãåîìâåêò))

Çíàêîì "+" îáîçíà÷åí ñèìâîë "ïëþñâåêò".

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

2. Èçâëå÷åíèå ðåçóëüòàòà èç ïîñûëêè.

∀af (ñëîæ(f, a) → ñëîæ(f, a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "óìíîæ"

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ ñèìâîëîì ïîêà ñâÿçàí òîëüêî ñèíòåçàòîð "óñìóìíîæ".
Îí ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "óìíîæ(a, b)", ïðè÷åì âõîäíûì äàííûì ñëóæèò àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ñèñòåìà b, à âûõîäíûì - åå îïåðàöèÿ óìíîæåíèå a. Ïðèåìû ñèíòåçàòîðà
àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèíòåçàòîðà "óñìñëîæ".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "àññîöèàòèâíî"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → àññîöèàòèâíî(f) ↔ ∀xyz(x ∈ A & y ∈ A &
z ∈ A → f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì ëèáî
ñîâïàäàþùèì ñ óñëîâèåì. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì.
Åñëè ïîäóòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îòðèöàíèåì, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5, èíà÷å îí ðàâåí 4. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, ïðèìåíÿå-
ìûé ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé íåèçâåñòíûõ.
Òàêèå çàäà÷è îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ëèáî ëîæíî-
ñòè óòâåðæäåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 5.

2. Ïðîâåðêà àññîöèàòèâíîñòè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & àññîöèàòèâíî(f) = a → (àññîöèàòèâíî(f) ↔ a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Òàêèå çàäà÷è èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ çàäàííîé îïåðàöèè, îáîçíà÷àåìîé ñ ïîìî-
ùüþ íåèçâåñòíîé. Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîâåðêà" è íå èìåþùåé íåèçâåñòíûõ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòîì a ñëóæèò ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ëèáî
"ëîæü". Âûâîäèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
ëîã". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Îòáîð óòâåðæäåíèåé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ïðèåì "çàìåùåíèåóñëîâèé(àññîöèàòèâíî(a))" óñìàòðèâàåò â çàäà÷å íà èññëå-
äîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ", ïîñûëêó "àññîöèàòèâíî(a)", ãäå a - íåèç-
âåñòíàÿ, è ïåðåäàåò åå â ñïèñîê óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, êîòîðàÿ,
ñîáñòâåííî, è òðåáîâàëà îïðåäåëåíèå ñâîéñòâ îïåðàöèè a. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 7.

4. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìàññîöèàòèâíî".

Íà óðîâíå 1 ñðàáàòûâàåò îáùèé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ïîñûëêó, ÿâíî óêàçû-
âàþùóþ íà àññîöèàòèâíîñòü. Îñòàëüíûå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 2:

(a) Èñïîëüçîâàíèå ñïðàâî÷íèêà "àññîöèàòèâíî".

∀Af (àññîöèàòèâíî(λxy(f(x, y), A(x) & A(y))))

Óêàçàòåëü "ñèìâîë" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f ñ ëîãè÷åñêèì ñèìâî-
ëîì. Ôèëüòð "ðàâíî(ñïðàâêà(àññîöèàòèâíî f)1)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòîò ñèì-
âîë îáëàäàåò â î.ä.ç. ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèî-
íàëüíàÿ.

(b) Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè (ïðîèçâåäåíèå) ôóíêöèé.

∀A(àññîöèàòèâíî(λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y), A(x) & A(y))))

Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ.

(c) Îïåðàöèÿ ãðóïïû.

∀Af (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → àññîöèàòèâíî(f))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

∀Af (ãðóïïà(A) → àññîöèàòèâíî(îïåðàöèÿ(A)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êîììóòàòèâíî"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → êîììóòàòèâíî(f) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ A → f(x, y) =
f(y, x)))

Ñîçäàíû äâà ïðèåìà, àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àþ ðàñøèôðîâêè àññîöèàòèâíîñòè: îäèí
äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, äðóãîé - äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, íå èìåþùåé íåèçâåñòíûõ.

2. Ïðîâåðêà êîììóòàòèâíîñòè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & êîììóòàòèâíî(f) = a → (êîììóòàòèâíî(f) ↔
a))

Àíàëîãè÷íî ïðèåìó ïðîâåðêè àññîöèàòèâíîñòè.

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ïðèåì "çàìåùåíèåóñëîâèé(êîììóòàòèâíî(a))" àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó
ïðèåìó äëÿ àññîöèàòèâíîñòè.
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4. Óñìîòðåíèå ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ñ ïîìîùüþ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè èç ïîñûëîê.

∀Pafghpq(∀x(P (x) → f(g(x), h(x)) = f(h(x), g(x))) & P (a) & (p, q) = (g(a), h(a)) →
f(p, q) = f(q, p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îïðåäåëÿåò,
÷òî äåéñòâèå ïðèåìà ñîñòîèò íå â òîæäåñòâåííîì ïðåîáðàçîâàíèè, à â çàìåíå ðà-
âåíñòâà íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííûå g, h, P ôóíêöèîíàëüíûå. Òðåòèé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí óñìàòðèâàåò, ÷òî p, q ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå g(a), h(a) äëÿ ïîäõîäÿùåãî âûðàæåíèÿ a. Âòîðîé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîììóòàòèâíî".

(a) Èñïîëüçîâàíèå ñïðàâî÷íèêà "êîììóòàòèâíî".

∀fpq(f = λxy(p(x, y), q(x) & q(y)) → êîììóòàòèâíî(f))

∀pq(êîììóòàòèâíî(λxy(p(x, y), q(x) & q(y))))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "ñèìâîë" îïðåäåëÿ-
åò èäåíòèôèêàöèþ p ñ ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì. Ôèëüòð "ðàâíî(ñïðàâêà(êîì-
ìóòàòèâíî p)1)" ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòîò ñèìâîë îáëàäàåò â î.ä.ç. ñâîéñòâîì
êîììóòàòèâíîñòè. Ïåðåìåííàÿ q ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(b) Îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ îò êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè.

∀fgpq(g = λxy(f(p(x, y)), q(x) & q(y)) & êîììóòàòèâíî(λxy(p(x, y),
q(x) & q(y))) → êîììóòàòèâíî(g))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå p, q ôóíêöèîíàëüíûå, f - ëî-
ãè÷åñêèé ñèìâîë. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀fpq(êîììóòàòèâíî(λxy(p(x, y), q(x) & q(y))) → êîììóòàòèâíî(λxy(f(p(x, y)),
q(x) & q(y))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(c) Óìíîæåíèå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

∀Afn(f = λxy(xy,ìàòð(x, R, n, n) & ìàòð(y, R, n, n) & Äèàãìàòð(x) &
Äèàãìàòð(y) & A(x, y)) → êîììóòàòèâíî(f))

Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Òåðì, âûðàæåííûé ÷åðåç êîììóòàòèâíûå îïåðàöèè.

∀fpq(f = λxy(p(x, y), q(x) & q(y)) → êîììóòàòèâíî(f))

Ïåðåìåííûå p, q ôóíêöèîíàëüíûå. Ôèëüòð "ïîäîáíûåòåðìû" ïðîâåðÿåò,
÷òî òåðìû p(x, y) è p(y, x) ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé îïå-
ðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Îïåðàöèÿ àáåëåâîé ãðóïïû.

∀Gf (f = îïåðàöèÿ(G) & àáåëåâà(G) & ãðóïïà(G) → êîììóòàòèâíî(f))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëåâîáðàòèìî"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → ëåâîáðàòèìî(f) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ A →
∃z(z ∈ A & f(z, x) = y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì ëèáî
ñîâïàäàþùèì ñ óñëîâèåì. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì.
Åñëè ïîäóòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îòðèöàíèåì, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 5, èíà÷å îí ðàâåí 4. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, ïðèìåíÿå-
ìûé ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé íåèçâåñòíûõ.
Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ïðîâåðêà ëåâîé îáðàòèìîñòè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & ëåâîáðàòèìî(f) = a → ëåâîáðàòèìî(f) ↔ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Ïåðåìåííàÿ f èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ïðîâåðêà" è íå èìåþùåé íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòîì a ñëóæèò
ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ëèáî "ëîæü". Âûâîäèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ïðèåì "çàìåùåíèåóñëîâèé(ëåâîáðàòèìî(a))" àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðè-
åìó äëÿ àññîöèàòèâíîñòè.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðàâîáðàòèìî"

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → ïðàâîáðàòèìî(f) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ A →
∃z(z ∈ A & f(x, z) = y)))

2. Ïðîâåðêà ïðàâîé îáðàòèìîñòè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & ïðàâîáðàòèìî(f) = a → ïðàâîáðàòèìî(f) ↔ a)

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(ïðàâîáðàòèìî(a))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáðàòèìî"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀f (îáðàòèìî(f) ↔ ïðàâîáðàòèìî(f) & ëåâîáðàòèìî(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîâåð-
êà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.



3.2. Ïðîñòåéøèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè445

∀f (êîììóòàòèâíî(f) → îáðàòèìî(f) ↔ ïðàâîáðàòèìî(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî â çàäà÷å èíîãî òèïà, íå èìåþùåé öåëè "îïåðàöèÿ". Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ïðîâåðêà îáðàòèìîñòè êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & ëåâîáðàòèìî(f) = a & êîììóòàòèâíî(f) →
îáðàòèìî(f) ↔ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Ïåðå-
ìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîâåðêà" è íå èìåþùåé íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðå-
çóëüòàòîì a ñëóæèò ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ëèáî "ëîæü". Âûâîäèìàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ïðèåì "çàìåùåíèåóñëîâèé(îáðàòèìî(a))" àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèå-
ìó äëÿ àññîöèàòèâíîñòè.

4. Óñìîòðåíèå îáðàòèìîñòè â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.

∀f (ëåâîáðàòèìî(f) & ïðàâîáðàòèìî(f) ↔ îáðàòèìî(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå ïî-
ñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîáðàòèìî".

Ïîìèìî ïðèåìà, îñóùåñòâëÿþùåãî íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê,
îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ îïåðàöèåé ãðóïïû:

∀Af (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → îáðàòèìî(f))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèâìîëîì "ëåâñîêðàòèìî"

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "ëåâîáðàòèìî", ïîýòîìó ïðèâîäèì ëèøü èõ
òåîðåìû.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → ëåâñîêðàòèìî(f) ↔ ∀xyz(x ∈ A & y ∈ A &
z ∈ A & f(z, x) = f(z, y) → x = y))

2. Ïðîâåðêà ëåâîé ñîêðàòèìîñòè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & ëåâñîêðàòèìî(f) = a → ëåâñîêðàòèìî(f) ↔ a)

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(ëåâñîêðàòèìî(a))
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèâìîëîì "ïðàâñîêðàòèìî"

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → ïðàâñîêðàòèìî(f) ↔ ∀xyz(x ∈ A & y ∈ A &
z ∈ A & f(x, z) = f(y, z) → x = y))

2. Ïðîâåðêà ïðàâîé îáðàòèìîñòè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & ïðàâñîêðàòèìî(f) = a → ïðàâñîêðàòèìî(f) ↔
a)

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(ïðàâñîêðàòèìî(a))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñîêðàòèìî"

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "îáðàòèìî", ïîýòîìó ïðèâîäèì òîëüêî èõ òåî-
ðåìû.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀f (ñîêðàòèìî(f) ↔ ïðàâñîêðàòèìî(f) & ëåâñîêðàòèìî(f))

2. Ïðîâåðêà ñîêðàòèìîñòè êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè.

∀Aafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & ëåâñîêðàòèìî(f) = a & êîììóòàòèâíî(f) →
ñîêðàòèìî(f) ↔ a)

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(ñîêðàòèìî(a))

4. Óñìîòðåíèå ñîêðàòèìîñòè â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.

∀f (ëåâñîêðàòèìî(f) & ïðàâñîêðàòèìî(f) ↔ ñîêðàòèìî(f))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëåâåäèíèöà"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → ëåâåäèíèöà(a, f) ↔ a ∈ A & ∀x(x ∈ A → f(a, x) =
x))

Êàê è âûøå, ñîçäàíû äâà ïðèåìà - äëÿ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è çàäà÷ íà
îïèñàíèå, íå èìåþùèõ íåèçâåñòíûõ.

2. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀Aaf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) & ëåâåäèíèöà(a, f) → a ∈ A & ∀x(x ∈ A → f(a, x) =
x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ëèáî çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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3. Ïîèñê ëåâûõ åäèíèö.

∀ABPQafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) &
(a ∈ B & g(a, x) = x) = P (a, x) & ∀x(x ∈ B → P (a, x)) = Q(a) →
∀a(Q(a) ↔ ëåâåäèíèöà(a, f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Ïåðåìåííàÿ f -
íåèçâåñòíàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, òðå-
òèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå g, A, P ,
Q ôóíêöèîíàëüíûå. Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
çàäà÷è íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé a. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-
íîé ïîñûëêè èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå "x ∈ B". Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àí-
òåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå Q(a) íå ñîäåðæèò êâàíòîðà îáùíîñòè. Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìå-
íåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè "êîììóòàòèâíî(f)". Âûâîäèìîå
óòâåðæäåíèå óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(ëåâåäèíèöà(b, a))

5. Ëåâàÿ åäèíèöà äëÿ îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

∀ABafgx(ëåâåäèíèöà(a, f) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) &
g = λyz(f [y, z], B(y) & B(z)) & y ⊆ A & z ⊆ A & x = {a} → ëåâåäèíèöà(x, g))

Ïîñðåäñòâîì f [y, z] îáîçíà÷åí òåðì "Çíà÷åíèå(f íàáîð(y, z))", ò.å. ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè f ê ïàðå ïîäìíîæåñòâ y, z íîñèòåëÿ ýòîé îïåðàöèè.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ.
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà,
÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ñóùå-
ñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà íåèçâåñòíóþ x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðàâåäèíèöà"

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîýòîìó ïðèâîäèì ëèøü èõ òåî-
ðåìû:

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Aaf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → ïðàâåäèíèöà(a, f) ↔ a ∈ A & ∀x(x ∈ A →
f(x, a) = x))

2. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀Aaf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) & ïðàâåäèíèöà(a, f) → a ∈ A & ∀x(x ∈ A → f(x, a) =
x))

3. Ïîèñê ïðàâûõ åäèíèö.

∀ABPQafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) &
(a ∈ B & g(x, a) = x) = P (a, x) & ∀x(x ∈ B → P (a, x)) = Q(a) →
∀a(Q(a) ↔ ïðàâåäèíèöà(a, f)))
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4. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(ïðàâåäèíèöà(b, a))

5. Ïðàâàÿ åäèíèöà äëÿ îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

∀ABafgx(ïðàâåäèíèöà(a, f) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) &
g = λyz(f [y, z], B(y) & B(z)) & y ⊆ A & z ⊆ A & x = {a} → ïðàâåäèíèöà(x, g))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "åäèíèöà"

1. Óñìîòðåíèå åäèíèöû â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.

∀f (ëåâåäèíèöà(a, f) & ïðàâåäèíèöà(a, f) ↔ Åäèíèöà(a, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Îí çàìåíÿåò ïàðó ïîñû-
ëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Óìíîæåíèå íà åäèíèöó

∀af (f(a, åäèíèöà(f)) = a)

∀af (f(åäèíèöà(f), a) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "àññîöèàòèâ-
íî(f)", îçíà÷àþùèé, ÷òî äëÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè f èäåíòèôèêàöèÿ âûïîë-
íÿåòñÿ ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ ïîäíàáîðà îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ïîèñê åäèíèöû êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè.

∀ABPQafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) &
(a ∈ B & g(a, x) = x) = P (a, x) & ∀x(x ∈ B → P (a, x)) = Q(a) &
êîììóòàòèâíî(f) → ∀a(Q(a) → Åäèíèöà(a, f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Ïåðå-
ìåííàÿ f ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíîé
ïåðåìåííîé a ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî - óïðî-
ùàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀ABPafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) &
(a ∈ B & g(a, x) = x) = P (a, x) & ∃x(x ∈ B & ¬(P (a, x))) & êîììóòàòèâíî(f) →
¬(∃a(Åäèíèöà(a, f))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóþòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Èñòèííîñòü ÷åòâåðòîãî
àíòåöåäåíòà ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðå-
äàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "a ∈ B". Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà
ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "Åäèíèöà(X, f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

4. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(Åäèíèöà(b, a))
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5. Åäèíèöà äëÿ îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

∀ABafgx(Åäèíèöà(a, f) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) &
g = λyz(f [y, z], B(y) & B(z)) & y ⊆ A & z ⊆ A & x = {a} → Åäèíèöà(x, g))

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àÿì ëåâîé è ïðàâîé åäèíèö.

6. Åäèíèöà äëÿ óìíîæåíèÿ ÷èñåë.

∀A(åäèíèöà(λxy(xy,A(x) & A(y))) = 1)

Â òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë "Óìíîæåíèå" äëÿ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ñìðàâíî",
îáåñïå÷èâàþùèé ó÷åò ñëó÷àåâ, êîãäà îòîáðàæåíèå çàäàíî îòäåëüíîé ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìåäèíèöà".

Ïîêà íîðìàëèçàòîð èìååò ïîêà âñåãî äâà ïðèåìà. Ïåðâûé èç íèõ äóáëèðóåò
ïðåäûäóùèé ïðèåì äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÷èñåë. Âòîðîé ñâÿçàí ñ óìíîæå-
íèåì ïåðåñòàíîâîê:

∀a(åäèíèöà(λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y), ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , a}) &
ïåðåñòàíîâêà(y, {1, . . . , a}))) = λx(x, x ∈ {1, . . . , a}))
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Òåðì "îòîáðàæå-
íèå" â çàìåíÿþùåé ÷àñòè âûïèñûâàåòñÿ â âèäå íàáîðà.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáðàòèìñëåâà"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Aabf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) & a ∈ A & b ∈ A → îáðàòèìñëåâà(a, b, f) ↔ ∃x(x ∈
A & f(x, a) = b))

Êàê è âûøå, ñîçäàíû äâà ïðèåìà - äëÿ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è çàäà÷ íà
îïèñàíèå, íå èìåþùèõ íåèçâåñòíûõ.

2. Ïîèñê ýëåìåíòîâ, îáðàòèìûõ ñëåâà.

∀ABQafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) & ëåâåäèíèöà(a, f)
& (x ∈ B & ∃y(y ∈ B & g(y, x) = a)) = Q(x) → ∀x(Q(x) ↔ îáðàòèìñëåâà(x, a, f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Ïåðåìåí-
íàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò àëüòåðíàòèâíûå çàãîëîâêè
"ïðàâåäèíèöà", "Åäèíèöà" ó òðåòüåãî àíòåöåäåíòà. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî y ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî àíòåöåäåí-
òà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò Q(x) íå ñîäåðæèò êâàí-
òîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè "ëåâîáðàòèìî(f)", "îáðàòèìî(f)",
"êîììóòàòèâíî(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDQaf (f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) &
∀a(ëåâåäèíèöà(a, f) ↔ ∃z(a = C(z) & D(z))) & (x ∈ B & D(z) &
∃y(y ∈ B & g(y, x) = C(z))) = Q(x, z) → ∀xz(D(z) → îáðàòèìñëåâà(x, C(z), f) ↔
Q(x, z)))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåòèé àíòåöåäåíò, èäåíòèôèöèðóåìûé ñ ïîñûë-
êîé, èìååò âèä êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(îáðàòèìñëåâà(b, d, a))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáðàòèìñïðàâà"

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ïîýòîìó ïðèâîäèì òîëüêî òåîðåìû ïðèåìîâ.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Aabf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) & a ∈ A & b ∈ A → îáðàòèìñïðàâà(a, b, f) ↔ ∃x(x ∈
A & f(a, x) = b))

2. Ïîèñê ýëåìåíòîâ, îáðàòèìûõ ñïðàâà.

∀ABQafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) & ëåâåäèíèöà(a, f)
& (x ∈ B & ∃y(y ∈ B & g(x, y) = a)) = Q(x) → ∀x(Q(x) ↔ îáðàòèìñïðàâà(x, a, f)))

∀ABCDQafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) &
∀a(ëåâåäèíèöà(a, f) ↔ ∃z(a = C(z) & D(z))) & (x ∈ B & D(z) &
∃y(y ∈ B & g(x, y) = C(z))) = Q(x, z) → ∀xz(D(z) → îáðàòèìñïðàâà(x, C(z), f) ↔
Q(x, z)))

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(îáðàòèìñïðàâà(b, d, a))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáðàòèì"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Aaf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) & a ∈ A → îáðàòèì(a, f) ↔
∃xy(Åäèíèöà(x, f) & y ∈ A & f(a, y) = x & f(y, a) = x))

Êàê è âûøå, ñîçäàíû äâà ïðèåìà - äëÿ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî è çàäà÷ íà
îïèñàíèå, íå èìåþùèõ íåèçâåñòíûõ.

2. Ïîèñê îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.

∀ABQafg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) & Åäèíèöà(a, f) &
(x ∈ B & ∃y(y ∈ B & g(y, x) = a)) = Q(x) & êîììóòàòèâíî(f) →
∀x(Q(x) ↔ îáðàòèì(x, f)))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó ïîèñêà ýëåìåíòîâ, îáðàòèìûõ ñëåâà.

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(äëÿëþáîãî(b åñëè çíà÷åíèå(c, b) òî îáðàòèì(b, a)))

çàìåùåíèåóñëîâèé(îáðàòèì(b, a))

4. Óñìîòðåíèå îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.

∀Paf (Åäèíèöà(a, f) → ∀x(P (x) → îáðàòèìñëåâà(x, a, f)) &
∀y(P (y) → îáðàòèìñïðàâà(y, a, f)) ↔ ∀x(P (x) → îáðàòèì(x, f)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå ïî-
ñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ". Ïåðåìåííàÿ f èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé; ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìîáðàòèì".

Êðîìå ïðèåìà, óñìàòðèâàþùåãî îáðàòèìîñòü íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñûëêè, îïå-
ðàòîð èìååò ëèøü ïðèåì ïðî îáðàòèìîñòü ãðóïïîâîé îïåðàöèè:

∀Aaf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) → îáðàòèì(a, f))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáðýëåìåíò"

1. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáðàòíîìó ýëåìåíòó.

∀f (îáðýëåìåíò(a, f) = b ↔ f(a, b) = åäèíèöà(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, ó êîòîðîãî b - íåèçâåñòíàÿ, à âûðàæåíèÿ a, f íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Îí òàêæå áëîêèðóåòñÿ, åñëè a - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â b. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà îáðàòíûé ê íåìó.

∀af (f(îáðýëåìåíò(a, f), a) = åäèíèöà(f))

∀af (f(a, îáðýëåìåíò(a, f)) = åäèíèöà(f))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "àññîöèàòèâíî(f)" îïðåäå-
ëÿåò, â ñëó÷àå àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè f , èäåíòèôèêàöèþ ñ ïðîèçâîëüíûìè
äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè îïåðàíäàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ýëåìåíò, îáðàòíûé ê ïðîèçâåäåíèþ.

∀Afxy(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → îáðýëåìåíò(f(x, y), f) =
f(îáðýëåìåíò(y, f), îáðýëåìåíò(x, f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "àññîöèàòèâíî(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Îáðàòíûé ýëåìåíò â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé.

∀Af (îáðýëåìåíò(f, λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y), A(x, y))) = îáðôóíêöèÿ(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Îáðàòíûé ýëåìåíò â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

∀Af (îáðýëåìåíò(f, λxy(x · y, A(x, y))) = f−1)

Òî÷êîé îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ "óìíîæìàòð". Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå èìååò âèä
"ñòåïåíüìàòð(f , −1)".

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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6. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîáðýëåìåíò".

Ïîêà íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì - ïðî ýëåìåíò, îáðàòíûé ê îá-
ðàòíîìó:

∀af (îáðýëåìåíò(îáðýëåìåíò(a, f), f) = a)

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "èäåìïîòåíò"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Aaf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) & a ∈ A → èäåìïîòåíò(a, f) ↔ f(a, a) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "îïå-
ðàöèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé -
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ïîèñê èäåìïîòåíòîâ.

∀ABPfg(f = λxy(g(x, y), A(x, y)) & áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) &
(x ∈ B & g(x, x) = x) = P (x) → ∀x(P (x) → èäåìïîòåíò(x, f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îïåðàöèÿ", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ
f - íåèçâåñòíàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì,
òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî x âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå g, A, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

çàìåùåíèåóñëîâèé(èäåìïîòåíò(b, a))

Ïðèìåíåíèå áèíàðíîé îïåðàöèè ê íàáîðó ïîäíîæåñòâ

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ f ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ê íàáîðóA1, . . . , An ïîäìíîæåñòâ ñâîåãî íî-
ñèòåëÿ; ðåçóëüòàòîì ñëóæèò ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ f(a1, . . . , an), ÷òî a1 ∈ A1, . . . , an ∈
An. Â ñëó÷àå àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè n - ëþáîå, áîëüøåå èëè ðàâíîå 2, èíà÷å n ðàâíî
2. Äàííûé ðåçóëüòàò îáîçíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì òåðìà "Çíà÷åíèå(f , íàáîð(A1, . . . , An))"
è ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì êàê "f [A1, . . . , An]". Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
àññîöèàòèâíûõ äâóìåñòíûõ îïåðàöèé f âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f , íàáîð(a1, . . . , an))"
åñòåñòâåííûì îáðàçîì äîîïðåäåëÿåòñÿ ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, áîëüøèõ 1.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABfn(∃y(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i) ∈ A(i)) & x = f(y)) = B(x) →
f [λi(A(i), i ∈ {1, . . . , n})] = setx(B(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óòâåðæäåíèå ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî y ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïîñëå ÷åãî ñàì êâàíòîð óïðîùàåòñÿ çà-
äà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå"ñ íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè â âèäå
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êîíúþíêöèè. Ïðè îáðàáîòêå àíòåöåäåíòà ïðèåì ââîäèò êîðòåæ íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ y, èìåþùèé äëèíó n, à òàêæå íîâóþ ïåðåìåííóþ x. Ïåðåìåííûå A, B ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óòâåðæäåíèå B(x) íå ñîäåðæèò êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè òåðìà ñ çàãîëîâêîì "ôóíêãðàôèê"
ëèáî "ôóíêöèîíàëüíî". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Afn(f [λi(A(i), i ∈ {1, . . . , n})] = setx(∃y(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i) ∈ A(i)) &
x = f(y))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" èñïîëüçóþòñÿ
òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåì
ââîäèò êîðòåæ íîâûõ ïåðåìåííûõ y. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæå-
íî âíóòðè òåðìà ñ çàãîëîâêîì "ôóíêãðàôèê" ëèáî "ôóíêöèîíàëüíî". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Âêëþ÷åíèå ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ äâóìåñòíîé îïåðàöèè ê êîíå÷íîìó ñïèñêó.

∀ABCafnx(x = {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})} & B = λi(f(a(1), a(i)), i ∈ {1, . . . , n}) &
C = λi(f(a(i), a(1)), i ∈ {1, . . . , n}) → f [x, x] ⊆ A ↔ {; B} ⊆ A &
{; C} ⊆ A & f [{; λi(a(i), i ∈ {2, . . . , n})}, {; λi(a(i), i ∈ {2, . . . , n})}] ⊆ A)

Äëÿ êîíå÷íîãî ñïèñêà x ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îïå-
ðàöèè, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò ïåðâûé ýëåìåíò ýòîãî ñïèñêà, à çàòåì ýòîò ýëåìåíò
îòáðàñûâàåòñÿ.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿ-
þò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íûõ íàáî-
ðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïóñòîé ñïèñîê ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî.

∀f (f [ïóñòîåñëîâî] = ∅)

∀af (f [a, ∅] = ∅)

∀af (f [∅, a] = ∅)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Çàìûêàíèå"

1. Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà ñòåïåíåé íåêîòîðîãî ýëåìåíòà êàê çàìûêàíèÿ îäíî-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

∀Afgm(f(n) = àëãñòåïåíü(A, g, m) & m = n → Çàìûêàíèå({A}, {g}) =
setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå & x = f(n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "setx(∃n(n− íàòóðàëüíîå &
x = f(n)))", íå ñâÿçàííîãî âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Ïåðåìåííàÿ
f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòî-
ðîì "âèäñòåïåíü", êîòîðûé áóäåò îïèñàí äàëåå. Ýòîìó ñèíòåçàòîðó ïåðåäàåòñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "íàòóðàëüíîå(n)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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2. Àêòèâèçàöèÿ àíàëèçàòîðà "Çàìûêàíèå".

×òîáû îïðåäåëÿòü çàìûêàíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî êî-
íå÷íîãî ñïèñêà îïåðàöèé, ñîçäàí àíàëèçàòîð "Çàìûêàíèå". Îí âûâîäèò ñëåä-
ñòâèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, ñïèñîê ïîñûëîê êîòîðîé èç-
íà÷àëüíî ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è. Ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî åãî ñîáñòâåííûå ïðèåìû. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ïðèåìû âûáè-
ðàþò ñðåäè ïîëó÷åííûõ ñëåäñòâèé íàèáîëåå èíòåðåñíûå, è ïåðåäàþò èõ îáðàòíî
â òåêóùóþ çàäà÷ó. Äëÿ çàïóñêà àíàëèçàòîðà "Çàìûêàíèå" ñëóæèò ñëåäóþùèé
ïðèåì:

∀Aab(A = Çàìûêàíèå({; a}, {; b}) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Óêàçàòåëü "àíàëèçàòîð(Çàìûêàíèå óðîâåíü(2)ëèìèò(6000000))" îïðåäåëÿ-
åò, ÷òî ïðèåì âûïîëíèò îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó "Çàìûêàíèå", ïðè÷åì âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à àíàëèçàòîðà áóäåò ðåøàòüñÿ äî óðîâíÿ 2. Íà ðàáîòó àíà-
ëèçàòîðà áóäåò îòâåäåíî 6000000 øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà. Ïî èñ÷åðïàíèè
ýòîãî ëèìèòà âñå îòîáðàííûå àíàëèçàòîðîì ñëåäñòâèÿ ïåðåäàþòñÿ â òåêóùàóþ
çàäà÷ó, è ðàáîòà àíàëèçàòîðà çàâåðøàåòñÿ. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîâòîðíûõ
îáðàùåíèé ê àíàëèçàòîðó èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (àíàëèçàòîð Çàìûêàíèå).
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Àíàëèçàòîð "Çàìûêàíèå".

Àíàëèçàòîð ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îïðåäåëèòü êîíå÷íîå çàìûêàíèå çàäàííî-
ãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîãî ñïèñêà àëãåáðàè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé. Ïîêà îí èìååò ëèøü ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àþ çàìûêàíèÿ
îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé îïåðàöèè - äðóãèõ ñëó-
÷àåâ â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ íå âîçíèêàëî. Íàïîìíèì, ÷òî óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà, êàê è ïðèåìîâ ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, íà÷èíàþòñÿ
ñ 0.

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïîðîæäåíèÿ ñåðèè ñòåïåíåé.
∀ABaf (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, B) & àññîöèàòèâíî(f) &
Çàìûêàíèå({a}, {f}) = A → àëãñòåïåíü(a, f, 1) = a)

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïðèåì âûâîäèò ðàâåíñòâî, êîòîðîå èíèöèèðóåò ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé ñòåïåíè.
∀APabfgi(Çàìûêàíèå({a}, {f}) = A & f = λxy(g(x, y), P (x) & P (y)) &
P (a) & P (b) & àëãñòåïåíü(a, f, i) = b & j = i + 1 →
àëãñòåïåíü(a, f, j) = g(a, b))

Ïåðâûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå g, P ôóíêöè-
îíàëüíûå. Èñòèííîñòü òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìûõ äî óðîâíÿ 4. Øåñòîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïðàâàÿ ÷àñòü âûâîäèìîãî ðàâåí-
ñòâà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Åñëè óæå èìåëàñü ïîñûëêà
âèäà "àëãñòåïåíü(a, f, j) = X", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.



3.2. Ïðîñòåéøèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè455

(c) Óñìîòðåíèå çàöèêëèâàíèÿ.
∀Aabcfmn(Çàìûêàíèå({a}, {f}) = A & àëãñòåïåíü(a, f,m) = b &
àëãñòåïåíü(a, f, n) = b & m < n &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → àëãñòåïåíü(a, f, i) = c(i)) →
A = {; λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n− 1})})
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè, ïðè÷åì óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà
îáùíîñòè ñ ãðóïïîé ïîñûëîê. Ïåðåìåííàÿ c ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííûå
m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â òðåòüåì àíòåöåäåíòå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "ïðîãðàììà". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "àëãñòåïåíü(a, f, k) = X", ó
êîòîðîé n < k. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå îïèñàòåëÿ
"îòîáðàæåíèå" â âûâîäèìîì ðàâåíñòâå êàê êîíå÷íîãî ñïèñêà. Óêàçàòåëü
"îáðûâ" çàâåðøàåò ðàáîòó àíàëèçàòîðà è îïðåäåëÿåò ïåðåíåñåíèå âûâåäåí-
íîãî ðàâåíñòâà â ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "çàìêíóòî"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (çàìêíóòî(A, f) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ A → f(x, y) ∈ A))

Ñîçäàíû òðè ïðèåìà, èìåþùèõ çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé èç íèõ ïðå-
îáðàçóåò ïîäóòâåðæäåíèå óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî è èìååò óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ 3 ëèáî 4 - â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîäóòâåðæäåíèå
êîðíåâûì ëèáî ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Âòîðîé ïðèåì ïðåîá-
ðàçóåò ïîäóòâåðæäåíèå, ðàñïîëîæåííîå ïîä êâàíòîðîì. Åãî óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4. Òðåòèé ïðèåì Ïðåîáðàçóåò ïîäóòâåðæäåíèå óñëîâèÿ çàäà÷è íà
îïèñàíèå - êîðíåâîå ëèáî ðàñïîëîæåííîå ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Åãî óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ïîïûòêà îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ïàð ýëåìåíòîâ, ïðèìåíåíèå ê êîòîðûì îïåðàöèè
âûâîäèò çà ðàìêè ìíîæåñòâà.

∀APf ((x ∈ A & y ∈ A & ¬(f(x, y) ∈ A)) = P (x, y) → çàìêíóòî(A, f) ↔
¬(∃xy(P (x, y))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ëèáî âûðàæåíèå f èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå", ëèáî â êîíòåêñòå
èìååòñÿ ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå f ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ x, y ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ P
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

3. Çàìêíóòîñòü êîíå÷íîãî ñïèñêà.

∀Af (çàìêíóòî({; A}, f) ↔ f [{; A}, {; A}] ⊆ {; A})
Íàïîìíèì, ÷òî {; A} îáîçíà÷àåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî îïðå-
äåëÿþòñÿ íàáîðîì A.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðî-
âåðêà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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4. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ñïèñêà ïåðåä ïðîâåðêîé çàìêíóòîñòè.

Â äàííîì ïóíêòå ñîáðàíû ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå ðàçëè÷íûå çàäàþùèå îòîá-
ðàæåíèÿ òåðìû ê âèäó êîíå÷íûõ òàáëèö ïðè ïðîâåðêå çàìêíóòîñòè ãðóïïû
òàêèõ îòîáðàæåíèé.

∀abcf (b = òàáëèöà({; a}) → çàìêíóòî({òàáëèöà({; a}); c}, f) ↔
çàìêíóòî({b; c}, f))

Íàïîìíèì, ÷òî {A; B} îáîçíà÷àåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî îïðå-
äåëÿþòñÿ íàáîðîì B, ê êîòîðîìó äîáàâëåí â íà÷àëå ýëåìåíò A. Â äàííîì ïðèå-
ìå îáîçíà÷åíèå èñïîëüçîâàíî äëÿ âûäåëåíèÿ â íàáîðå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
A è îñòàâøåéñÿ ÷àñòè B, òàê êàê óêàçàòåëü "ñïèñîê" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ íàáîðà.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð"; îäèí èç ýëå-
ìåíòîâ ýòîãî íàáîðà - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "öèêëïåðåñò", çàäàþùåå öèêëè-
÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäòàáëèöà" è "íîðìòàáëè-
öà". Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëèçàòîð "ñòàíäòàáëèöà" ïðåîáðàçóåò öèêëè÷åñêèå
ïåðåñòàíîâêè ê âèäó îáúåäèíåíèÿ îäíîòî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé "x → y". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀cfn(çàìêíóòî({òîæäôóíê({1, . . . , n}); c}, f) ↔
çàìêíóòî({òàáëèöà({; λi(i → i, i ∈ {1, . . . , n})}); c}, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå òåðìà
"îòîáðàæåíèå" â âèäå êîíå÷íîãî íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀acfn(çàìêíóòî({öèêëïåðåñò(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})); c}, f) ↔
çàìêíóòî({òàáëèöà({a(n) → a(1); λj(a(j) → a(j + 1), j ∈ {1, . . . , n− 1})}); c}, f))

∀abcfn(çàìêíóòî({òàáëèöà({òîæäôóíê({; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})}); b}); c}, f) ↔
çàìêíóòî({òàáëèöà({òàáëèöà({; λi(a(i) → a(i), i ∈ {1, . . . , n})}); b}); c}, f))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìçàìêíóòî".

Êðîìå ïðèåìà, íåïîñðåäñòâåííî óñìàòðèâàþùåãî çàìêíóòîñòü èç ïîñûëêè, îïå-
ðàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ïðîâåðêó çàìêíóòîñòè ïî îïðå-
äåëåíèþ:

∀APf (f(x, y) ∈ A → çàìêíóòî(A, λxy(f(x, y), P (x, y))))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x ∈ A", "y ∈ A", "P (x, y)". Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöè-
îíàëüíûå.

6. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåçàìêíóòî".

Îïåðàòîð èìååò òîëüêî ïðèåì, íåïîñðåäñòâåííî óñìàòðèâàþùåãî íåçàìêíóòîñòü
èç ïîñûëêè.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "àëãñòåïåíü"

1. Óñìîòðåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíè.

∀af (àññîöèàòèâíî(f) → f(a, a) = àëãñòåïåíü(a, f, 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "àññîöèàòèâíî(f)" ðàçðåøàåò
èäåíòèôèêàöèþ äâóõ îäèíàêîâûõ èäóùèõ ïîäðÿä îïåðàíäîâ â áîëåå äëèííîì
ñïèñêå îïåðàíäîâ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Óñìîòðåíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

∀afn(0 < n− 1 & àëãñòåïåíü(a, f, n) = åäèíèöà(f) → îáðýëåìåíò(a, f) =
àëãñòåïåíü(a, f, n− 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé.

∀afmn(f(àëãñòåïåíü(a, f,m), àëãñòåïåíü(a, f, n)) = àëãñòåïåíü(a, f,m + n))

∀afn(f(a, àëãñòåïåíü(a, f, n)) = àëãñòåïåíü(a, f, n + 1))

∀afn(f(àëãñòåïåíü(a, f, n), a) = àëãñòåïåíü(a, f, n + 1))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "àññîöèàòèâíî(f)" ðàçðå-
øàåò èäåíòèôèêàöèþ äâóõ îäèíàêîâûõ èäóùèõ ïîäðÿä îïåðàíäîâ â áîëåå äëèí-
íîì ñïèñêå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ.

∀abcfn(n− íàòóðàëüíîå & f(c, a) = d → àëãñòåïåíü(f(a, b, c), f, n) =
f(a, àëãñòåïåíü(f(b, d), f, n− 1), b, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ðå-
çóëüòàò d íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abfn(îáðàòèì(b, f) & n− íàòóðàëüíîå→ àëãñòåïåíü(f(b, a), f, n) =
f(b, àëãñòåïåíü(f(a, b), f, n), îáðýëåìåíò(b, f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Âûðàæåíèå "àëãñòåïåíü(f(a, b), f, n)" âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ, à âûðà-
æåíèå "àëãñòåïåíü(f(b, a), f, n)" - íå âñòðå÷àåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 3.

5. Ðàâåíñòâî ñòåïåíåé îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà.

∀Afmnx(ãðóïïà(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) →
àëãñòåïåíü(x, f, m) = àëãñòåïåíü(x, f, n) ↔ àëãñòåïåíü(x, f, m−n) = åäèíèöà(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
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ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé òðåòèé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, à ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.

6. Ïîâòîðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

∀fmnx(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & àññîöèàòèâíî(f) →
àëãñòåïåíü(àëãñòåïåíü(x, f, m), f, n) = àëãñòåïåíü(x, f, mn))

∀fmnx(m− öåëîå & n− öåëîå & àññîöèàòèâíî(f) & îáðàòèìî(f) →
àëãñòåïåíü(àëãñòåïåíü(x, f, m), f, n) = àëãñòåïåíü(x, f, mn))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì.

∀Aafnx(öèêëãðóïïà(A, a) & f = îïåðàöèÿ(A) → x = àëãñòåïåíü(a, f, n) ↔
n = öèêëïîêàçàòåëü(x, A, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ôóíêöèîíàëüíî". Âûðàæåíèå n ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ A, a, x - íå ñîäåðæàò. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Öåëü "ôóíêöèîíàëüíî" òðåáóåò ëèøü óñòàíîâëåíèÿ ôàêòà
îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïî èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì; â ïðî÷èõ
ñèòóàöèÿõ ïåðåõîä ê ñèìâîëó "öèêëïîêàçàòåëü" ìîæåò ïðèâåñòè ê íåæåëàòåëü-
íîìó óñëîæíåíèþ çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Aafmn(ãðóïïà(A) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = n & f = îïåðàöèÿ(A) &
n− ÷èñëî & m− öåëîå→ àëãñòåïåíü(a, f,m) = åäèíèöà(f) ↔ n|m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ðåçóëüòàò n îáðàáîòêè åãî ëåâîé ÷àñòè íîðìàëèçàòîðîì îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè íå èìååò çàãîëîâêà "ïîðÿäîêýëåìåíòà". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ñïåöèàëüíûå îïåðàöèè.

(a) Ñóììà
∀Aan(A(a) → àëãñòåïåíü(a, λxy(x + y, A(x) & A(y)), n) = na)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëè-
âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííàÿ A ôóíê-
öèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðîèçâåäåíèå
∀Aan(A(a) → àëãñòåïåíü(a, λxy(xy,A(x) & A(y)), n) = an)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà - äëÿ âåùåñòâåí-
íîãî è êîìïëåêñíîãî ñëó÷àåâ.

9. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìàëãñòåïåíü".

(a) Ïîêàçàòåëü 0.
∀af (àëãñòåïåíü(a, f, 0) = åäèíèöà(f))
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(b) Ïîêàçàòåëü 1.

∀af (àëãñòåïåíü(a, f, 1) = a)

10. Ñèíòåçàòîð "öèêëçíà÷".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "öèêëçíà÷(a, b, c)". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïå-
ðåìåííîé a ñëóæèò àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, âõîäíîé ïåðåìåí-
íîé b - íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé îòíîñèòåëüíî a
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé c ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîäîëæàþùèé b
ìàêñèìàëüíûé òàêîé íàáîð.

(a) Øàã âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

∀Aabcfnpz(f = λxy(p(x, y), A(x, y)) & a = λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}) &
c = p(b(1), b(n)) & ¬(c ∈ {; a}) & öèêëçíà÷(f, ñóôôèêñ(a, c), z) →
öèêëçíà÷(f, a, z))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ
÷àñòü òðåòüåãî èç íèõ óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçî-
âàíèå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
ïÿòûé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îáåñïå-
÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ îòîáðàæåíèÿ èç ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî àíòåöåäåíòà
ñ êîíå÷íûì íàáîðîì.

(b) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.

∀Aabcfnp(f = λxy(p(x, y), A(x, y)) & a = λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}) &
c = p(b(1), b(n)) & c ∈ {; a} → öèêëçíà÷(f, a, a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå àíòåöåäåíòû
ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "èçîìîðôèçì"

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëàìè "ãîìîìîðôèçì", "èçîìîðôèçì", "àâòîìîðôèçì",
ãëàâíûì îáðàçîì, ïðèâîäÿòñÿ â ðàçäåëàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê êîíêðåòíûì àëãåáðàè÷å-
ñêèì ñèñòåìàì. Çäåñü æå ïðèâåäåì äâà ïðîñòåéøèõ ïðèåìà.

1. Âûâîä ñëåäñòâèé.

∀ABf (èçîìîðôèçì(f, A,B) → ãîìîìîðôèçì(f, A,B))

∀ABf (èçîìîðôèçì(f, A,B) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀AB(èçîìîðôíû(A, B) ↔ ∃f (èçîìîðôèçì(f, A,B)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, âî âòîðîì - 2.
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Ñèíòåçàòîð óñìîòðåíèÿ íîñèòåëÿ áèíàðíîé îïåðàöèè "áèíàðíîïåðàöèÿ"

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A)". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïå-
ðåìåííîé f ñëóæèò áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé A ïðèñâàèâàåòñÿ åå
íîñèòåëü. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ñèíòåçàòîðà ðàâíû 1.

1. Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.

∀Af (áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A) → áèíàðíîïåðàöèÿ(f, A))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

2. ßâíîå çàäàíèå ôóíêöèè.

∀Pfg(f = λxy(g(x, y), P (x) & P (y)) → áèíàðíîïåðàöèÿ(f, setx(P (x))))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííûå g, P ôóíêöèîíàëüíûå.

∀Pfg(áèíàðíîïåðàöèÿ(λxy(g(x, y), P (x) & P (y)), setx(P (x))))

3. Îïåðàöèÿ ãðóïïîèäà.

∀A(ãðóïïîèä(A) → áèíàðíîïåðàöèÿ(îïåðàöèÿ(A), íîñèòåëü(A)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

Ñèíòåçàòîð "âèäñòåïåíè", óñìàòðèâàþùèé àëãåáðàè÷åñêóþ ñòåïåíü

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "x = àëãñòåïåíü(a, f, n)". Âõîäíîé ïåðåìåííîé
x ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé îáúåêò. Ñèíòåçàòîð ïûòàåòñÿ ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå
"àëãñòåïåíü(a, f, n)" è âûäàåò íàéäåííûå a, f, n. Ïîêà ñèíòåçàòîð èìååò åäèíñòâåí-
íûé ïðèåì, ñâÿçàííûé ñî ñòåïåíüþ ìàòðèöû:

∀Abkmn(ìàòð(A, b, k, n) & k = n & b = R → Am = àëãñòåïåíü(A, λxy(xy,
ìàòð(x, R, n, n) & ìàòð(y, R, n, n)), m))

Çäåñü Am - âûðàæåíèå "ñòåïåíüìàòð(A, m)"; xy - âûðàæåíèå "óìíîæìàòð(x, y)".

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé è òðåòèé - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

Íîðìàëèçàòîð "íîðìçíà÷" èñêëþ÷åíèÿ âûðîæäåííûõ çí÷åíèé äâóìåñò-
íîé îïåðàöèè íà åäèíñòâåííîì îïåðàíäå

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì "∀af (f(a) = a)".

3.3 Îáùèå ñâîéñòâà ãðóïïîèäîâ
Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îïåðàöèÿ"

1. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀ab(a = îïåðàöèÿ(b) ↔ îïåðàöèÿ(b) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå, ó êîòîðîé a
- ïåðåìåííàÿ. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêà-
åòñÿ. Ïðåîáðàçîâàííîå ðàâåíñòâî ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåí-
ñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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2. Åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

∀APfg(f = λxy(g(x, y), P (x, y)) → îïåðàöèÿ(àëãñèñò(A, f)) =
λxy(g(x, y), P (x, y) & x ∈ A & y ∈ A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå g, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîïåðàöèÿ".

Âñå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1.

(a) Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëî-
âîê "îïåðàöèÿ" è íå ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Ïåðåñòàíîâêà
÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå îòáðîøåíî, ïðè÷åì âû-
ðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå".

(b) Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê.

∀a(îïåðàöèÿ(Ïåðåñòàíîâêè(a)) = λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y),
Ïåðåñòàíîâêà(x, a) & Ïåðåñòàíîâêà(y, a)))

∀a(îïåðàöèÿ(ïåðåñòàíîâêè(a)) = λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y),
ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , a}) & ïåðåñòàíîâêà(y, {1, . . . , a})))

(c) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

îïåðàöèÿ(êîìïëóìíîæ) = λxy(xy, x− êîìïëåêñíîå & ¬(x = 0) &
y − êîìïëåêñíîå & ¬(y = 0))

(d) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

îïåðàöèÿ(êîìïëñëîæ) = λxy(x + y, x− êîìïëåêñíîå & y − êîìïëåêñíîå)

(e) Ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

îïåðàöèÿ(âåùñëîæ) = λxy(x + y, x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)

(f) Ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

îïåðàöèÿ(âåùóìíîæ) = λxy(xy, x− ÷èñëî & ¬(x = 0) & y − ÷èñëî &
¬(y = 0))

(g) Ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.

∀An(n− íàòóðàëüíîå & A = íîñèòåëü(ìàòðóìíîæ(âåùåñòâïîëå, n)) →
îïåðàöèÿ(ìàòðóìíîæ(âåùåñòâïîëå, n)) = λxy(xy, x ∈ A & y ∈ A))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìíîñèòåëü".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "íîñèòåëü"

1. Íåïóñòîòà íîñèòåëÿ.

∀A(ãðóïïîèä(A) → ¬(íîñèòåëü(A) = ∅))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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2. Ïðèíàäëåæíîñòü íîñèòåëþ çíà÷åíèÿ îïåðàöèè ãðóïïîèäà.

∀ABa(ãðóïïîèä(A) & íîñèòåëü(A) ⊆ B → îïåðàöèÿ(A)(a) ∈ B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íîñèòåëü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

∀Af (íîñèòåëü(àëãñèñò(A, f)) = A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ãðóïïîèä"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (ãðóïïîèä(àëãñèñò(A, f)) ↔ ¬(A = ∅) & ∀xy(x ∈ A & y ∈ A →
(x, y) ∈ Dom(f) & f(x, y) ∈ A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìãðóïïîèä".

Êðîìå ïðèåìà, âûïîëíÿþùåãî íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå èç ïîñûëêè âèäà
"ãðóïïîèä(. . .)", îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀A(ãðóïïà(A) → ãðóïïîèä(A))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "èäåàë"

1. Ðàçáîð ñëó÷àåâ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.

∀ab(èäåàë(a, b) ↔ ëåâûéèäåàë(a, b) ∨ ïðàâûéèäåàë(a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîòèâîðå÷èå". Ïðåîá-
ðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ êîììóòàòèâíîãî ñëó÷àÿ.

∀AMf (êîììóòàòèâíî(f) & ãðóïïîèä(M) & îïåðàöèÿ(M) = f &
A ⊆ íîñèòåëü(M) → èäåàë(A, M) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ íîñèòåëü(M) →
f(x, y) ∈ A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, òðåòèé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ çàäà÷àìè íà
äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå äâå âåðñèè ïðèå-
ìà. Â ïåðâîé èç íèõ îòáðîøåíî òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ íåèçâåñòíûõ ó òåêóùåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå
è ëèáî êîðíåâîå, ëèáî ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 5. Âòîðàÿ âåðñèÿ îòíîñèòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòî ïîäóòâåðæäåíèå êîðíåâîå, òî óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6; åñëè îíî ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì, òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëåâûéèäåàë"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀AMf (ãðóïïîèä(M) & îïåðàöèÿ(M) = f & A ⊆ íîñèòåëü(M) →
ëåâûéèäåàë(A, M) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ íîñèòåëü(M) → f(y, x) ∈ A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Â êîðíåâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4,
èíà÷å îí ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîäóòâåð-
æäåíèþ êâàíòîðà îáùíîñòè ëèáî ñóùåñòâîâàíèÿ. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

2. Ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà èäåàëà íîñèòåëþ.

∀AMb(b ∈ A & ëåâûéèäåàë(A, M) → b ∈ íîñèòåëü(M))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé.

∀AMaf (ãðóïïîèä(M) & ëåâûéèäåàë(A, M) & a ∈ A & b ∈ íîñèòåëü(M) &
f = îïåðàöèÿ(M) → f(b, a) ∈ A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "ïðèìåð". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïÿòûé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ñóùåñòâóåò ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ
ïîäâûðàæåíèå "f(b, a)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå îäíà âåð-
ñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû f(b, a) âñòðå÷àëîñü â ïîñûëêàõ. Åå
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðàâûéèäåàë"

Òàê êàê ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, ïðèâîäèì òîëüêî èõ
òåîðåìû.

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀AMf (ãðóïïîèä(M) & îïåðàöèÿ(M) = f & A ⊆ íîñèòåëü(M) →
ïðàâûéèäåàë(A, M) ↔ ∀xy(x ∈ A & y ∈ íîñèòåëü(M) → f(x, y) ∈ A))

2. Ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà èäåàëà íîñèòåëþ.

∀AMb(b ∈ A & ïðàâûéèäåàë(A, M) → b ∈ íîñèòåëü(M))

3. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé.

∀AMaf (ãðóïïîèä(M) & ïðàâûéèäåàë(A, M) & a ∈ A & b ∈ íîñèòåëü(M) &
f = îïåðàöèÿ(M) → f(a, b) ∈ A)
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâóñòîðèäåàë"

Ïîêà ñîçäàíû òîëüêî äâà ïðèåìà äëÿ ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ. Îíè îñíîâàíû
íà òåîðåìå "∀ab(äâóñòîðèäåàë(a, b) ↔ ëåâûéèäåàë(a, b) & ïðàâûéèäåàë(a, b))" è èìå-
þò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ, äàæå åñëè òåêóùåå
óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Âòîðîé - ïðèìåíÿåòñÿ â ëþ-
áûõ ñëó÷àÿõ, íî íå ðàçðåøàåòñÿ íàðóøàòü ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. Óðîâíè ñðàáàòû-
âàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ðàâíû 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ãîìîìîðôèçì"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABfgh(ãðóïïîèä(A) & ãðóïïîèä(B) & g = îïåðàöèÿ(A) & h = îïåðàöèÿ(B) →
ãîìîìîðôèçì(f, A,B) ↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = íîñèòåëü(A) &
Val(f) ⊆ íîñèòåëü(B) & ∀xy(x ∈ íîñèòåëü(A) & y ∈ íîñèòåëü(A) →
f(g(x, y)) = h(f(x), f(y))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â êîðíåâîì
ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3, èíà÷å îí ðàâåí 4. Ñîçäàíà åùå îäíà âåð-
ñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé.

∀ABfpq(ãðóïïîèä(A) & ãðóïïîèä(B) & ãîìîìîðôèçì(f, A,B) & p ∈ íîñèòåëü(A)
& q ∈ íîñèòåëü(A) → f(îïåðàöèÿ(A)(p, q)) = îïåðàöèÿ(B)(f(p), f(q)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "f(îïåðàöèÿ(A)(p, q))" â
óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé
óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ "îïåðàöèÿ(B)(f(p),
f(q))". Â ýòîé âåðñèè ëèøü òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
à îñòàëüíûå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ òîò æå.

3. Ïåðåõîä îò îáðàçà îïåðàöèè ê îïåðàöèè íàä îáðàçàìè.

∀ABfpq(ãðóïïîèä(A) & ãðóïïîèä(B) & ãîìîìîðôèçì(f, A,B) & p ∈ íîñèòåëü(A)
& q ∈ íîñèòåëü(A) → f(îïåðàöèÿ(A)(p, q)) = îïåðàöèÿ(B)(f(p), f(q)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ãîìîìîðôèçìû àääèòèâíîé ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

∀AQf (ãðóïïà(Q) & íîñèòåëü(Q) = Q & îïåðàöèÿ(Q) = λxy(x + y, x− rational &
y − rational) & ãðóïïà(A) → ãîìîìîðôèçì(f, Q, A) ↔ f −ôóíêöèÿ &
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Dom(f) = Q & ∃b(b ∈ íîñèòåëü(A) & ∀x(x− rational→
àëãñòåïåíü(f(x), îïåðàöèÿ(A), çíàìåíàòåëü(x)) = àëãñòåïåíü(b, îïåðàöèÿ(A),
÷èñëèòåëü(x)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëî-
æåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, âòîðîé è òðåðèé - âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "èçîìîðôèçì"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABf (ãðóïïîèä(A) & ãðóïïîèä(B) → èçîìîðôèçì(f, A,B) ↔
f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & Val(f) = íîñèòåëü(B) &
ãîìîìîðôèçì(f, A,B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîâåð-
êà". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ñîäåðæàùå-
ìó íåèçâåñòíûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå - êîðíåâîìó ëèáî
ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Âûâîä ïðîñòåéøèõ ñëåäñòâèé.

∀ABf (ãðóïïîèä(A) & ãðóïïîèä(B) & èçîìîðôèçì(f, A,B) →
Dom(f) = íîñèòåëü(A) & Val(f) = íîñèòåëü(B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûå äâà - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "àâòîìîðôèçì"

Ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ ðàñøèôðîâêîé ïî îïðåäåëåíèþ:

∀Af (ãðóïïîèä(A) → àâòîìîðôèçì(f, A) ↔ èçîìîðôèçì(f, A,A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïîëóãðóïïà"

Ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ ðàñøèôðîâêîé ïî îïðåäåëåíèþ:

∀A(ãðóïïîèä(A) → ïîëóãðóïïà(A) ↔ àññîöèàòèâíî(îïåðàöèÿ(A)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîâåðêà". Àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3.4 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïàìè
Îáùèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïàìè

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀A(ãðóïïîèä(A) → ãðóïïà(A) ↔ àññîöèàòèâíî(îïåðàöèÿ(A)) &
îáðàòèìî(îïåðàöèÿ(A)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðî-
âåðêà". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀A(ãðóïïà(A) ↔ ãðóïïîèä(A) & àññîöèàòèâíî(îïåðàöèÿ(A)) &
îáðàòèìî(îïåðàöèÿ(A)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëî-
æåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Ïåðåìåííàÿ A íå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ñîêðàùåíèå ðàâåíñòâà äëÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè.

∀Aabf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(a, b) = a ↔ b = åäèíèöà(f) &
a ∈ íîñèòåëü(A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå
óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü a íîñèòåëþ ãðóïïû A. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀Aabf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) → f(a, b) = a ↔
b = åäèíèöà(f))

∀Aabf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) → f(b, a) = a ↔
b = åäèíèöà(f))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

∀Axyz(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(ïðåôèêñ(x, y)) = f(ïðåôèêñ(x, z)) ↔
f(y) = f(z))

∀Axyz(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(ñóôôèêñ(y, x)) = f(ñóôôèêñ(z, x)) ↔
f(y) = f(z))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óêàçàòåëü "îïåðàöèÿ(f)" îïðåäåëÿåò, ÷òî ïðè âûïèñûâàíèè òåðìà âèäà f(X)
â ñëó÷àåâ îäíîýëåìåíòíîãî íàáîðà X çíàê îïåðàöèè îòáðàñûâàåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Aabfmnq(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → àëãñòåïåíü(f(ïðåôèêñ(a, b)), f, n) =
f(ïðåôèêñ(àëãñòåïåíü(a, f,m), q)) ↔
f(ñóôôèêñ(b, àëãñòåïåíü(f(ïðåôèêñ(a, b)), f, n− 1))) =
f(ïðåôèêñ(àëãñòåïåíü(a, f,m− 1), q)))
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∀Afnxyz(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(ñóôôèêñ(y, x)) =
f(ñóôôèêñ(z, àëãñòåïåíü(x, f, n))) ↔
f(y) = f(ñóôôèêñ(z, àëãñòåïåíü(x, f, n− 1))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïåðàöèÿ(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ñîêðàùåíèå ðàâåíñòâà äëÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè, èñïîëüçóþùåå äðóãîå ðàâåí-
ñòâî.

∀Gabcdef (ãðóïïà(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & f(ïðåôèêñ(c, e)) = a &
f(ïðåôèêñ(a, b)) = f(ïðåôèêñ(c, d)) → f(e; b) = f(d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïð÷èåì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ÷åòâåð-
òîì àíòåöåäåíòå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñ-
ïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïåðàöèÿ(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Èñêëþ÷åíèå îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ â ðàâåíñòâàõ.

∀Aabcf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(ïðåôèêñ(îáðýëåìåíò(a, f), b)) = c ↔
f(b) = f(a, c) & c ∈ íîñèòåëü(A))

∀Aabcf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(ñóôôèêñ(b, îáðýëåìåíò(a, f))) = c ↔
f(b) = f(c, a) & c ∈ íîñèòåëü(A))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â ñëó-
÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, ëè-
áî õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b, f èõ ñîäåðæèò. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"îïåðàöèÿ(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Èñêëþ÷åíèå îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ â îïèñàíèè êëàññà.

∀AGPf (ãðóïïà(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & A = íîñèòåëü(G) →
∃x(x ∈ A & P (îáðýëåìåíò(x, f))) ↔ ∃x(x ∈ A & P (x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ P
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè.

∀Aabfx(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(a, x) = b ↔ x = f(îáðýëåìåíò(a, f), b))

∀Aabfx(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(x, a) = b ↔ x = f(b, îáðýëåìåíò(a, f)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ; x - íåèçâåñòíàÿ, íà êîòî-
ðóþ íå íàêëàäûâàåòñÿ ïðî÷èõ íåâûðîæäåííûõ îãðàíè÷åíèé. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíû äîïîëíèòåëü-
íûå âåðñèè ïðèåìîâ, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 5. Â íèõ äîïóñêàþòñÿ ïðî÷èå
îãðàíè÷åíèÿ íà íåèçâåñòíóþ x.
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7. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

∀Gafx(ãðóïïà(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & a ∈ íîñèòåëü(G) & x ∈ íîñèòåëü(G) →
a = îáðýëåìåíò(x, f) ↔ x = îáðýëåìåíò(a, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì
èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, f
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå x - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

8. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè íååäèíè÷íûõ ìíîæèòåëåé äîêàçûâàåìîãî ðàâåí-
ñòâà.

∀Aacf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → f(a) = b ↔
f(ñóôôèêñ(a, îáðýëåìåíò(b, f))) = åäèíèöà(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âûðàæåíèå b íå
èìååò çàãîëîâêà "åäèíèöà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Ïåðåõîä ê íîâîé ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé â êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

∀ABGPQaf (ãðóïïà(G) & A = íîñèòåëü(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & B ⊆ A &
a ∈ A → ∀xy(x ∈ A & P (x, y) & f(x, a) ∈ B → Q(x, y)) ↔
∀xy(x ∈ B & P (f(x, îáðýëåìåíò(a, f)), y) → Q(f(x, îáðýëåìåíò(a, f)), y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, òðåòèé âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íà-
áîðîì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèì ïðîèçâîëüíóþ äëèíó (âêëþ÷àÿ íóëå-
âóþ). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà.

∀AGPfyz(ãðóïïà(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & A = íîñèòåëü(G) & f(z) ∈ A →
∃x(y = f(ïðåôèêñ(x, z)) & P (x)) ↔ y ∈ A & P (f(y, îáðýëåìåíò(f(z), f))))

∀AGPfyz(ãðóïïà(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & A = íîñèòåëü(G) & f(z) ∈ A →
∃x(y = f(ñóôôèêñ(z, x)) & P (x)) ↔ y ∈ A & P (f(îáðýëåìåíò(f(z), f), y)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÿâëÿþùåìóñÿ êîíñåêâåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé è
÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îïåðàöèÿ(f)".
Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàöèè ãðóïïû.

∀Gf (îïåðàöèÿ(G) = f)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "îïåðàöèÿ(G)" â çàäà÷å íà
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äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "ãðóïïà(G)" è íå èìååò ïîñûëêè âè-
äà "îïåðàöèÿ(G) = X", ãäå X - ïåðåìåííàÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ
f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Âûäà÷à îòâåòà.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "ÿâíîå(a íàáîð(ãðóïïà(a)àáåëåâà(a)) ïóñòîåñëîâî ïó-
ñòîåñëîâî)". Ïðèåì óñìàòðèâàåò â êà÷åñòâå ÿâíîãî îïèñàíèÿ íåèçâåñòíîé a ëþ-
áîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïàðû óòâåðæäåíèé "ãðóïïà(a)", "àáåëåâà(a)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êîììóòàòîð"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Axy(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → êîììóòàòîð(x, y, A) =
f(x, y, îáðýëåìåíò(x, f), îáðýëåìåíò(y, f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Îáðàòíûé ýëåìåíò.

∀Afxy(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) &
y ∈ íîñèòåëü(A) → îáðýëåìåíò(êîììóòàòîð(x, y, A), f) = êîììóòàòîð(y, x, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Âûíåñåíèå îïåðàöèè íàðóæó.

∀Afxyz(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & y ∈ íîñèòåëü(A) &
z ∈ íîñèòåëü(A) → êîììóòàòîð(f(x, y), z, A) = f(x, êîììóòàòîð(y, z, A),
îáðýëåìåíò(x, f), êîììóòàòîð(x, z, A)))

∀Afxyz(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & y ∈ íîñèòåëü(A) &
z ∈ íîñèòåëü(A) → êîììóòàòîð(z, f(x, y), A) = f(êîììóòàòîð(z, x, A), x,
êîììóòàòîð(z, y, A), îáðýëåìåíò(x, f)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà èìååòñÿ óñòàíîâ-
êà íà ñîêðàùåííóþ çàïèñü óñëîâèÿ çàäà÷è, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðè ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì, ñâÿ-
çûâàþùèì êàêîå-ëèáî èç âûðàæåíèé f, x, z, A, íî íå ñâÿçûâàþùèì e. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðàâåíñòâî êîììóòàòîðà åäèíèöå.

∀Afxy(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & y ∈ íîñèòåëü(A) →
êîììóòàòîð(x, y, A) = åäèíèöà(f) ↔ f(x, y) = f(y, x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
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äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êîììóòàíò"

Ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûâîäÿùèé óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè êîììóòàíòó:

∀Gabcf (ãðóïïà(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & c = îáðýëåìåíò(a, f) →
f(a, b, c, îáðýëåìåíò(b, f)) ∈ êîììóòàíò(G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "f(a, b, c)" â óñëîâèè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåðæàùóþ âûðàæåíèå "êîììóòàíò(G)".
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "öåíòðãðóïïû"

Ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ðàñøèôðîâêó ïî îïðåäåëåíèþ:

∀AGf (ãðóïïà(G) & A = íîñèòåëü(G) & f = îïåðàöèÿ(G) →
öåíòðãðóïïû(G) = setx(x ∈ A & ∀y(y ∈ A → f(x, y) = f(y, x))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è íå ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóàöèÿõ, îðèåíòèðîâàí-
íûõ íà ïîëó÷åíèå ñîêðàùåííîé çàïèñè óñëîâèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ àáåëåâûìè ãðóïïàìè

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀a(àáåëåâà(a) ↔ ∀xy(x ∈ íîñèòåëü(a) & y ∈ íîñèòåëü(a) →
îïåðàöèÿ(a)(x, y) = îïåðàöèÿ(a)(y, x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, âî âòîðîì - 7.

2. Óñìîòðåíèå àáåëåâîé ãðóïïû.

Íà ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñîçäàí åùå îäèí ïðèåì, èìåþùèé çàãîëîâîê "ïåðâûé-
òåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìàáåëåâà".

(a) Ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

àáåëåâà(âåùñëîæ)

(b) Ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

àáåëåâà(âåùóìíîæ)

(c) Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

àáåëåâà(öåëûåñëîæ)
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(d) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

àáåëåâà(êîìïëñëîæ)

(e) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

àáåëåâà(êîìïëóìíîæ)

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïîäãðóïïàìè

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Aaf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → ïîäãðóïïà(a, A) ↔
a ⊆ íîñèòåëü(A) & ∀xy(x ∈ a & y ∈ a → f(x, y) ∈ a) &
∀x(x ∈ a → îáðýëåìåíò(x, f) ∈ a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåãî ïåðåìåííûõ. Çàäà÷à èìååò íåèçâåñòíûå
è ðåøàåòñÿ íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Íà òîé æå òåîðåìå ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî -
êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, âî âòîðîì - 7.

∀APf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → ïîäãðóïïà(setx(P (x)), A) ↔
∀x(P (x) → x ∈ íîñèòåëü(A)) & ∀xy(P (x) & P (y) → P (f(x, y))) &
∀x(P (x) → P (îáðýëåìåíò(x, f))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðå-
ìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå,
åñëè A - íåèçâåñòíàÿ, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Êðîìå òîãî, îí áëîêèðóåòñÿ äëÿ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ó êîòîðîãî A íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå
"setx(P (x))" - ñîäåðæèò. Íàêîíåö, ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ïðåîáðàçóåìîå
óòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì ïî ïåðåìåííîé A è
ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â "setx(P (x))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Âûâîä î ïðèíàäëåæíîñòè íîñèòåëþ ãðóïïû èç ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå.

∀GHa(a ∈ H & ïîäãðóïïà(H, G) → a ∈ íîñèòåëü(G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ñðåäè ïîñûëîê âñòðå÷àåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòîì âèäà "x ∈ íîñèòåëü(G)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íîñèòåëÿ ãðóïïû.

∀Hbn(ïîäãðóïïà(H, ïåðåñòàíîâêè(n)) & {; b} = sety(ïåðåñòàíîâêà(y,
{1, . . . , n})) → íîñèòåëü(ïåðåñòàíîâêè(n)) = {; b} & H ⊆ {; b})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà, ìåíüøàÿ
5, à H ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ÿâíîå ïåðå÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâîê
äëèíû n â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðàáòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀GH(ïîäãðóïïà(H, G) → H ⊆ íîñèòåëü(G))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå H ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå G
íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå çíà÷åíèÿ îïåðàöèè.

∀Aabx(ïîäãðóïïà(x, A) & a ∈ x & îïåðàöèÿ(A)(b) ∈ íîñèòåëü(A) →
îïåðàöèÿ(A)(ïðåôèêñ(a, b)) ∈ x ↔ îïåðàöèÿ(A)(b) ∈ x)

∀Aabx(ïîäãðóïïà(x, A) & b ∈ x & îïåðàöèÿ(A)(a) ∈ íîñèòåëü(A) →
îïåðàöèÿ(A)(ïðåôèêñ(a, b)) ∈ x ↔ îïåðàöèÿ(A)(a) ∈ x)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Êîììåíòàðèé "íîðìíàáîð" ê ïðåîáðàçóåìîé ïîñûëêå áëîêèðóåò ïðèìåíå-
íèå ïðèåìà. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ òåðìà
"îïåðàöèÿ(A)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Aax(ïîäãðóïïà(x, A) & a ∈ íîñèòåëü(A) → îáðýëåìåíò(a, îïåðàöèÿ(A)) ∈ x ↔
a ∈ x)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Â ñëó÷àå ïîäóòâåðæäåíèÿ ïîñûëêè, êîðíåâîãî ëèáî ðàñïîëîæåííîãî ïîä
êîðíåâûì îòðèöàíèåì, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïðèíàäëåæíîñòü åäèíèöû.

∀Gha(ïîäãðóïïà(H, G) & a = åäèíèöà(îïåðàöèÿ(G)) → a ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à âûðàæåíèå H ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå
âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïðèíàäëåæíîñòü ïîäãðóïïå çíà÷åíèÿ îïåðàöèè íà äâóõ ýëåìåíòàõ ïîäãðóïïû.

∀GHbdfp(ïîäãðóïïà(H, G) & d ∈ H & b ∈ H & f = îïåðàöèÿ(G) & p = f(d, b) →
p ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Ïåðåìåííàÿ
H èäåíòèôèöèðóåñòÿ ñ íåèçâåñòíîé, âûðàæåíèå G íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ó êîòîðîé òî÷êà
ïðèâÿçêè âûáðàíà â òðåòüåì àíòåöåäåíòå.

∀GHbfp(ïîäãðóïïà(H, G) & b ∈ H & f = îïåðàöèÿ(G) & p = f(b, b) → p ∈ H)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð".

∀Aabfp(ïîäãðóïïà(p, A) & a ∈ p & f(b) ∈ p & f = îïåðàöèÿ(A) →
f(ïðåôèêñ(a, b)) ∈ p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
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"èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", âûðàæåíèå a íå èìå-
åò çàãîëîâêà "çíà÷åíèå". Â óñëîâèè çàäà÷è âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå f(X), òàêîå,
÷òî íàáîð îïåðàíäîâ "ïðåôèêñ(a, b)" ÿâëÿåòñÿ ïîäîòðåçêîì íàáîðà îïåðàíäîâ
X. Âûâîäèìàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "íîðìíàáîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Aabfp(ïîäãðóïïà(p, A) & b ∈ p & f(a) ∈ p & f = îïåðàöèÿ(A) →
f(ñóôôèêñ(a, b)) ∈ p)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀Aabfp(ïîäãðóïïà(p, A) & a ∈ p & b ∈ p & f = îïåðàöèÿ(A) → f(a, b) ∈ p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "f(a, b)" â çàäà÷å íà äî-
êàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ëèáî â çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ïðèìåð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Aabfpq(ïîäãðóïïà(p, A) & a ∈ p & b ∈ p & p ⊆ q & f = îïåðàöèÿ(A) →
f(a, b) ∈ q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîòèâîðå÷èå". Ïÿòûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b ðàçëè÷íû.
×èñëî ïîñûëîê âèäà "X ∈ p" íå ïðåâîñõîäèò 5. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

7. Ïðèíàäëåæíîñòü ïîäãðóïïå îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

∀Aabfp(ïîäãðóïïà(p, A) & a ∈ p & f = îïåðàöèÿ(A) → îáðýëåìåíò(a, f) ∈ p)

∀Aabfp(ïîäãðóïïà(p, A) & ¬(a ∈ p) & f = îïåðàöèÿ(A) →
¬(îáðýëåìåíò(a, f) ∈ p))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "îáðýëå-
ìåíò(a, f)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Óñìîòðåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå èç ðàâåíñòâà äëÿ çíà÷åíèÿ îïåðàöèè.

∀GHabcf (ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) & a ∈ H & b ∈ H & f(a, c) = b →
c ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé, âòîðîé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïÿòîì àíòåöåäåíòå. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Íåïóñòîòà ïîäãðóïïû.

∀GH(ïîäãðóïïà(H, G) → ¬(H = ∅))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Íîñèòåëü ïîäãðóïïû.

∀GH(íîñèòåëü(Ïîäãðóïïà(H, G)) = H)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Îïåðàöèÿ ïîäãðóïïû.

∀GHabf (îïåðàöèÿ(G) = f & a ∈ H & b ∈ H → îïåðàöèÿ(Ïîäãðóïïà(H, G))(a, b) =
f(a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀GH(îïåðàöèÿ(Ïîäãðóïïà(H, G)) = ñóæåíèå(îïåðàöèÿ(G), H ×H))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Óñìîòðåíèå ïîäãðóïïû ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

∀ab(ïîäãðóïïà(a, b) → ïîäãðóïïà(a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà.

∀Gaf (f = îïåðàöèÿ(G) → öèêëïîäãðóïïà(a, G) = setx(∃n(n− öåëîå &
0 ≤ n & x = àëãñòåïåíü(a, f, n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî
íà îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà, ïðèíàä-
ëåæàùèõ ïîäãðóïïå.

∀ABfmn(ïîäãðóïïà(B, A) & f = îïåðàöèÿ(A) & àëãñòåïåíü(a, f,m) ∈ B &
àëãñòåïåíü(a, , f, n) ∈ B & m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå→
∃pk(p−öåëîå& k−öåëîå& np+k = m & 0 ≤ k & k < n & àëãñòåïåíü(a, f, k) ∈ B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à òàêæå òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïÿòûé è øåñòîé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàäà÷à èìååò öåëü (íåçàâèñèò x1 . . . xs)
ïåðåìåííûå êîòîðîé íå âõîäòÿ â âûðàæåíèå n, íî âõîäÿò â m. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 5.

15. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå.

∀AGHabcf (ãðóïïà(G) & ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) & f(a, b) ∈ H &
A = íîñèòåëü(G) & a ∈ A & b ∈ A & f(c) ∈ H → f(a, b; c) ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿ-
òûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Øåñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âîñüìîé - âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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16. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû â êâàíòîðíîå òîæäåñòâî.

∀GHafg(ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) & ∀x(x ∈ H → f(a, x) = g(a, x)) →
a = g(a, åäèíèöà(f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Ïåðåìåííàÿ g ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû
äâå âåðñèè ïðèåìà, äëÿ òî÷åê ïðèâÿçêè â ïåðâîì è òðåòüåì àíòåöåäåíòàõ.

17. Ïîïûòêà ðàçâåðòêè - ñâåðòêè ïîñûëêè "ïîäãðóïïà(. . .)".

∀Aaf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & ïîäãðóïïà(a, A) &
∀xy(x ∈ A & y ∈ a → f(x, y) ∈ a) = b → b)

∀Aaf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & ïîäãðóïïà(a, A) &
∀x(x ∈ A → îáðýëåìåíò(x, f) ∈ a) = b → b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì a - íå ïåðåìåííàÿ è íå èìååò çà-
ãîëîâêà "çíà÷åíèå". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ
÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, èìåþùåé öåëè "óïðîñòèòü" è "ðàçâåðòêà", èíèöèèðóþùèå ðàñøèôðîâêó
ïî îïðåäåëåíèÿì. Çàòåì ýòà ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâåðòêà"è ðåàëèçóþùåé îáðàòíûé ïðîöåññ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå b íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå.

∀GHPabf (ãðóïïà(G) & f = îïåðàöèÿ(G) & ïîäãðóïïà(H, G) &
∀x(P (x) → f(x, a) ∈ H) & P (îáðýëåìåíò(f(b), f)) →
f(ïðåôèêñ(îáðýëåìåíò(a, f), b)) ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿ-
òûé - îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëü-
íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

19. Ëþáûå äâå ïîäãðóïïû îäíîé è òîé æå ãðóïïû ïåðåñåêàþòñÿ.

∀ABG(ïîäãðóïïà(A, G) & ïîäãðóïïà(B, G) → ¬(íåïåðåñåê(A, B)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

20. Óïðîùåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå çíà÷åíèÿ îïåðàöèè, èñïîëüçó-
þùåå òîæäåñòâî èç ïîñûëîê.

∀GHabcdef (f(b, c) = f(d, e) & e ∈ H & ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) →
f(a, b, c) ∈ H ↔ f(a, d) ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

21. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðî-
èçâåäåíèÿ ïîäãðóïïå.
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∀GHafx(ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) →
f(ïðåôèêñ(îáðýëåìåíò(x, f), a)) ∈ H ↔ ∃y(y ∈ H & x = f(ñóôôèêñ(a, y))))

∀GHafx(ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) →
f(îáðýëåìåíò(a, f), x) ∈ H ↔ ∃y(y ∈ H & x = f(a, y)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ïàðàìåòðèçàöèÿ". Ëåâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" ëèáî
"ïàðàìåòðèçàöèÿ". Çàòåì ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîëó-
÷åííàÿ èç òåêóùåé çàìåíîé äàííîãî óñëîâèÿ íà ãðóïïó ïîäêâàíòîðíûõ óòâåð-
æäåíèé ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííàÿ y äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó
íåèçâåñòíûõ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ðåøåíà, òî
èç åå îòâåòà èñêëþ÷àåòñÿ y, è âûäàåòñÿ îòâåò íà òåêóùóþ çàäà÷ó.

Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, íå âõîäÿùåé â a, f,H. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

22. Äâà ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå çíà÷åíèÿ îïåðàöèè.

∀GHabf (ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) & f(îáðýëåìåíò(a, f), b) ∈ H →
f(îáðýëåìåíò(b, f), a) ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

23. Ïîäáîð ïðèìåðà.

∀GHfx(x = åäèíèöà(f) & ïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) → x ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ.
Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïîäáîðçíà÷åíèé"; íà íåãî òåêóùååå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷å. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòñóòñòâóþò ïðî÷èå íåâûðîæäåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà
íåèçâåñòíóþ x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

24. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïîäãðóïïà".

Âñå ïðèåìû îïåðàòîðà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Ïîäìíîæåñòâî ïîäãðóïïû.

∀GHP (P ⊆ H & ïîäãðóïïà(P, G) & ïîäãðóïïà(H, G) →
ïîäãðóïïà(P,Ïîäãðóïïà(H, G)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(b) Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

∀n(n− öåëîå→ ïîäãðóïïà(setx(∃m(x = mn & m− öåëîå)), öåëûåñëîæ))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(c) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

ïîäãðóïïà(setx(∃mn(m− öåëîå & n− öåëîå & x = m + ni)), êîìïëñëîæ)

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå - êîìïëåêñíûå.
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(d) Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

ïîäãðóïïà(setx(|x| = 1 & x− êîìïëåêñíîå), êîìïëóìíîæ)

(e) Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê.

∀an(a ∈ {1, . . . , n} → ïîäãðóïïà(setx(ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , n}) &
x(a) = a), ïåðåñòàíîâêè(n)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(f) Ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï.

∀ABC(ïîäãðóïïà(A, C) & ïîäãðóïïà(B, C) → ïîäãðóïïà(A ∩B, C))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàåò îäíîøàãîâóþ îáðàáîòêó ïåðåñå÷åíèé ñ ëþ-
áûì ÷èñëîì îïåðàíäîâ.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà ãðóïïû

1. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀abc(c = ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, b) ↔ ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, b) = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Ïåðåìåííàÿ c
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòè-
ôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ðàñøèôðîâêà ðàâåíñòâà ïîðÿäêîâ.

∀Aabf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) & b ∈ íîñèòåëü(A) →
ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = ïîðÿäîêýëåìåíòà(b, A) ↔
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ àëãñòåïåíü(a, f, n) = åäèíèöà(f) ↔
àëãñòåïåíü(b, f, n) = åäèíèöà(f)))

∀Aabf (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) & b ∈ íîñèòåëü(A) →
ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A)− ïîðÿäîêýëåìåíòà(b, A) = 0 ↔
∀n(n− íàòóðàëüíîå→ àëãñòåïåíü(a, f, n) = åäèíèöà(f) ↔
àëãñòåïåíü(b, f, n) = åäèíèöà(f)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëü-
íûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â êîðíåâîì ñëó÷àå óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, èíà÷å îí ðàâåí 7.

3. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ýëåìåíòà åäèíèöå ðàâíà òîëüêî åãî íóëåâàÿ
ñòåïåíü.

∀Afnx(ãðóïïà(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = ∞→ àëãñòåïåíü(x, f, n) = åäèíèöà(f) ↔ n = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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4. Íàòóðàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà äåëèò ëþáóþ ñòåïåíü, âîçâåäåíèå â êîòîðóþ
ýòîãî ýëåìåíòà ðàâíî åäèíèöå.

∀Afmnx(ãðóïïà(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = n & n− íàòóðàëüíîå &
àëãñòåïåíü(x, f, m) = åäèíèöà(f) → n|m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Afmnx(ãðóïïà(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = n & n− íàòóðàëüíîå &
n|m → àëãñòåïåíü(x, f, m) = åäèíèöà(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Afmnx(ãðóïïà(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = n & n− íàòóðàëüíîå &
m− öåëîå→ àëãñòåïåíü(x, f, m) = åäèíèöà(f) ↔ n|m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ýëåìåíòà ïóòåì ÿâíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ
ñòåïåíåé, âîçâåäåíèå â êîòîðûå äàííîãî ýëåìåíòà äàåò åäèíèöó.

∀APfx(ãðóïïà(A) & x ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
setn(àëãñòåïåíü(x, f, n) = åäèíèöà(f) & n− íàòóðàëüíîå) = P →
ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = (∞ ïðè P = ∅, èíà÷å inf P ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè, ñëåäóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óòâåðæäåíèÿ
ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî n ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, ïîñëå ÷åãî ñàì îïèñàòåëü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ".
Âûðàæåíèå P íå ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèÿ "ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

6. Ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ýëåìåíòà, èìåþùåãî êîíå÷íûé ïîðÿäîê.

∀Gaf (f = îïåðàöèÿ(G) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G)− ÷èñëî→
card(setx(∃n(n ≤ ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G)− 1 & 0 ≤ n & n− öåëîå &
x = àëãñòåïåíü(a, f, n)))) = ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Gaf (f = îïåðàöèÿ(G) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G)− ÷èñëî→
setx(∃n(n− öåëîå & 0 ≤ n & x = àëãñòåïåíü(a, f, n))) =
setx(∃n(n ∈ {0, . . . , ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G)− 1} & x = àëãñòåïåíü(a, f, n))))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀AGaf (f = îïåðàöèÿ(G) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G)− ÷èñëî &
setx(∃n(n ≤ ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G)− 1 & 0 ≤ n & n− öåëîå &
x = àëãñòåïåíü(a, f, n))) = A → cardA = ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Â çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå "ìîùíîñòü(A)". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ïîðÿäîê ñòåïåíè ýëåìåíòà.

∀Afkn(ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) & n = ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) &
k − öåëîå→ ïîðÿäîêýëåìåíòà(àëãñòåïåíü(a, f, k), A) = n/íîä(k, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Aafmnx(ãðóïïà(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = mn & n− íàòóðàëüíîå & m− íàòóðàëüíîå &
x = àëãñòåïåíü(a, f, n) → x ∈ íîñèòåëü(A) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèç-
âåñòíàÿ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé"; íà íåãî òå-
êóùèå óñëîâèÿ çàìåíÿþòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

8. Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìîãî ïîñûëêîé.

∀Aan(ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = n → ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè áëîêèðóåòñÿ.
Âûðàæåíèå n íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ðàâåíñòâî ñòåïåíè ýëåìåíòà åäèíèöå.

∀Aafn(ãðóïïà(A) & n− öåëîå & a ∈ íîñèòåëü(A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A)− ÷èñëî→ àëãñòåïåíü(a, f, n) = åäèíèöà(f) ↔
ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A)|n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Ðàâåíñòâî ïîðÿäêà ýëåìåíòà ãðóïïû åäèíèöå.

∀Aa(ãðóïïà(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) → ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = 1 ↔
a = åäèíèöà(îïåðàöèÿ(A)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Af (ãðóïïà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → ïîðÿäîêýëåìåíòà(åäèíèöà(f), A) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà àáåëåâîé ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí çàäàííîìó
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó.

∀Akmnp(ãðóïïà(A) & àáåëåâà(A) & n =
∏k

i=1(p(i))m(i) & êîðòåæ(p, k, N) &
∀i(i ∈ {1, . . . , k} → ïðîñòîå(p(i))) & k − íàòóðàëüíîå & ðàçëè÷íû(p) &
∀i(i ∈ {1, . . . , k} → ∃x(x ∈ íîñèòåëü(A) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = (p(i))m(i))) →
∃x(x ∈ íîñèòåëü(A) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Îí âûïîëíÿåò ïîïûòêó ïîäáîðà çíà÷åíèé
íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Îòëè÷èå îò ïðèåìîâ "ïîäáîðçíà÷åíèé" çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñíàáæàåòñÿ ãðóïïîé äîïîëíèòåëüíûõ
ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ íîâûå ïåðåìåííûå. Ýòè æå ïåðåìåííûå ìîãóò âñòðå÷àòü-
ñÿ â çàìåùàþùåì óñëîâèè.

Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ êîíñåêâåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî âñåìè óñëî-
âèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ x. Âñå
íåèçâåñòíûå ýòîé çàäà÷è - íåñóùåñòâåííûå. Âûðàæåíèå n íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ è íå èìååò çàãîëîâêà "ñòåïåíü". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Àíòåöåäåíòû ñ òðåòüåãî ïî âîñüìîé
ïîðîæäàþò óòâåðæäåíèÿ, çàíîñèìûå â ñïèñîê ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà-
÷è. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí çàìåùàåò
ãðóïïó ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ x óñëîâèé âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Ïðèåì
ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå k, m, p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

12. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïîðÿäîêýëåìåíòà".

(a) Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëî-
âîê "ïîðÿäîêýëåìåíòà" è íå ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

∀Aa(öèêëãðóïïà(A, a) → ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = card(íîñèòåëü(A)))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû

Ñîçäàíû ëèøü ïðèåìû, âûïîëíÿþùèå ðàñøèôðîâêó ïî îïðåäåëåíèþ. Îíè èìåþò
îáùóþ òåîðåìó:

∀AGaf (f = îïåðàöèÿ(G) & a ∈ íîñèòåëü(G) & A ⊆ íîñèòåëü(G) & ãðóïïà(G) →
ïîðîæäýëåìåíò(a, A,G) ↔ a ∈ A & ∀x(x ∈ A → ∃n(n−öåëîå& x = àëãñòåïåíü(a, f, n))))
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Çàãîëîâîê ïðèåìîâ - "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èññëåäîâàòü". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Âòîðîé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå.
Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîæå ðàâåí 4. Íàêîíåö, òðåòèé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïî-
äóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó
ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Â êîðíåâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å
îí ðàâåí 5.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðóïïàìè

Ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ïåðèîäè÷åñêþó ãðóïïó ïî êâàíòîðíî-
ìó òîæäåñòâó äëÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ ãðóïïû:

∀A(ãðóïïà(A) & f(x)−÷èñëî& ∀x(x ∈ íîñèòåëü(A) & ¬(x = åäèíèöà(îïåðàöèÿ(A))) →
ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A) = f(x)) → ïåðèîäè÷ãðóïïà(A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Åìó ïåðåäàþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "x ∈ íîñèòåëü(A)", "¬(x = åäèíèöà(îïåðàöèÿ(A)))". Ïåðå-
ìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïåðèîäîì ãðóïïû

1. Ïåðèîä êîíå÷íîé ãðóïïû ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ïîðÿäêîâ åå
ýëåìåíòîâ.

∀A(ãðóïïà(A) & êîíå÷íîå(íîñèòåëü(A)) → ïåðèîäãðóïïû(A) =
íîêâñåõ(setn(∃x(x ∈ íîñèòåëü(A) & n = ïîðÿäîêýëåìåíòà(x, A)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "ïåðèîäãðóïïû(A)".
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

2. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀ab(b = ïåðèîäãðóïïû(a) ↔ ïåðèîäãðóïïû(a) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Ïåðåñòàíîâêà
÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò
ñèìâîëîâ "ïåðèîäãðóïïû" è "ïîðÿäîêýëåìåíòà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.

3. Ïåðèîä êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ðàâåí ïîðÿäêó åå îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà.

∀Aa(öèêëãðóïïà(A, a) & êîíå÷íîå(íîñèòåëü(A)) → ïåðèîäãðóïïû(A) =
ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



482 Ãëàâà 3. Ïðèåìû ïî îáùåé àëãåáðå

4. Ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí
ïåðèîäó ãðóïïû.

∀Aa(ãðóïïà(A) & àáåëåâà(A) & êîíå÷íîå(íîñèòåëü(A)) →
a ∈ íîñèòåëü(A) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = ïåðèîäãðóïïû(A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "ïåðèîäãðóïïû(A)".
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ïîðÿäîêýëåìåíòà(X, A) = ïåðèîäãðóïïû(A)". Ïðè-
åì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñî ñìåæíûìè êëàññàìè

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABx(f = îïåðàöèÿ(A) → ëåâñìåæíêëàññ(x, A, B) ↔
∃y(y ∈ íîñèòåëü(A) & x = setz(∃u(u ∈ B & z = f(y, u)))))

∀ABx(f = îïåðàöèÿ(A) → ïðàâñìåæíêëàññ(x, A, B) ↔
∃y(y ∈ íîñèòåëü(A) & x = setz(∃u(u ∈ B & z = f(u, y)))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèç-
âåñòíûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïî-
ëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíû òðè äîïîëíèòåëüíûå âåð-
ñèè ïðèåìîâ. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ ê îïåðàíäó îïèñàòåëÿ "êëàññ", ðàñ-
ïîëîæåííîìó â ïîñûëêå ëèáî â óñëîâèè çàäà÷è, íå èìåþùåé òèïà "ïðåîáðàçî-
âàòü". Âòîðàÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Óðîâ-
íè ñðàáàòûâàíèÿ ýòèõ âåðñèé ðàâíû 3. Íàêîíåö, òðåòüÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ëèáî çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïðÿìîéîòâåò". Åå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀ABx(àáåëåâà(A) & f = îïåðàöèÿ(A) → ñìåæíûéêëàññ(x, A, B) ↔
∃y(y ∈ íîñèòåëü(A) & x = setz(∃u(u ∈ B & z = f(y, u)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëî-
æåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðèìåíÿ-
åòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå,
à âûðàæåíèÿ A, B - íå ñîäåðæàò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåí-
òàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 3. Âòîðàÿ âåðñèÿ
ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâî-
ìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7, âî âòîðîì - 6.

2. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ.

∀AGH(seta(ëåâñìåæíêëàññ(a, G, H)) = A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "seta(ëåâñìåæíêëàññ(a,
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G, H))" â çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
îïåðàíäîì ïðè ñèìâîëå "ìîùíîñòü". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå ïîñûëêè
âèäà "seta(ëåâñìåæíêëàññ(a, G, H)) = X", ãäå X - ïåðåìåííàÿ. Ïðèåì ââîäèò
íîâóþ ïåðåìåííóþ A. Âûâåäåííîå ðàâåíñòâî ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðè-
åíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀AGH(seta(ïðàâñìåæíêëàññ(a, G, H)) = A)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ñìåæíûå êëàññû îáðàçóþò ðàçáèåíèå íîñèòåëÿ ãðóïïû.

∀ABGH(ãðóïïà(G) & seta(ëåâñìåæíêëàññ(a, G, H)) = A & íîñèòåëü(G) = B →
ðàçáèåíèå(B, A))

∀ABGH(ãðóïïà(G) & seta(ïðàâñìåæíêëàññ(a, G, H)) = A & íîñèòåëü(G) = B →
ðàçáèåíèå(B, A))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ïîäãðóïïà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ñìåæíûõ êëàññîâ.

∀GHa(ïîäãðóïïà(H, G) & setx(ëåâñìåæíêëàññ(x, G, H)) = a → H ∈ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà "ëåâñìåæíêëàññ" íà "ïðàâ-
ñìåæíêëàññ" ëèáî "ñìåæíûéêëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ñìåæíîãî êëàññà ïîäãðóïïå.

∀GHa(ïîäãðóïïà(H, G) & a ∈ íîñèòåëü(G) & f = îïåðàöèÿ(G) →
setx(∃y(x = f(a, y) & y ∈ H)) = H ↔ a ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

6. Íåïðèíàäëåæíîñòü ïîäãðóïïå ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà, íå ïåðåñåêàþ-
ùåãîñÿ ñ äàííîé ïîäãðóïïîé.

∀AGHaf (A = setx(∃y(y ∈ H & x = f(a, y))) & ïîäãðóïïà(H, G) &
f = îïåðàöèÿ(G) & a ∈ íîñèòåëü(G) & íåïåðåñåê(A, H) → ¬(a ∈ H))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Äâà ïîñëåä-
íèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Èíäåêñ ïîäãðóïïû.

∀GH(ïîäãðóïïà(H, G) → èíäåêñïîäãðóïïû(H, G) =
card(setx(ëåâñìåæíêëàññ(x, G, H))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀GH(ïîäãðóïïà(H, G) & A = íîñèòåëü(G) & f = îïåðàöèÿ(G) →
íîðìïîäãðóïïà(H, G) ↔ ∀xy(x ∈ H & y ∈ A → f(îáðýëåìåíò(y, f), x, y) ∈ H))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
äîêàçàòåëüñòâî, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â
êîðíåâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4, èíà÷å îí ðàâåí 5. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ êîíñòàíòíîãî óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ åå ðàâåí
0.

2. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

∀GH(íîðìïîäãðóïïà(H, G) → ïîäãðóïïà(H, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

3. Âûâîä óñëîâèÿ íåïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå.

∀GHbcf (íîðìïîäãðóïïà(H, G) & íîñèòåëü(G) = {b; c} & ¬(d ∈ H) &
f = îïåðàöèÿ(G) & p = f(îáðýëåìåíò(b, f), d, b) → ¬(p ∈ H))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïîñëåäíèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ H - íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèå G íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âûâîä óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïîäãðóïïå.

∀GHbcf (íîðìïîäãðóïïà(H, G) & íîñèòåëü(G) = {b; c} & d ∈ H &
f = îïåðàöèÿ(G) & p = f(îáðýëåìåíò(b, f), d, b) → p ∈ H)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

∀GHabf (íîðìïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) & a ∈ H & b ∈ íîñèòåëü(G) →
f(b, a, îáðýëåìåíò(b, f)) ∈ H)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "f(b, a, îáðýëå-
ìåíò(b, f))". Çàäà÷à - íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ëèáî íà îïèñà-
íèå è èìååò öåëü "ïðèìåð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé è ÷åòâåðòûé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "àññîöèàòèâíî", â ñëó÷àå àñ-
ñîöèàòèâíîé îïåðàöèè f , ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ âûäåëåíèåì ïîäãðóïïû
ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèõ îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀GHabf (íîðìïîäãðóïïà(H, G) & f = îïåðàöèÿ(G) & a ∈ H & b ∈ íîñèòåëü(G) →
f(îáðýëåìåíò(b, f), a, b) ∈ H)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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Ãðóïïû ñïåöèàëüíûõ òèïîâ

1. Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê.

(a) Óñìîòðåíèå ãðóïïû.

∀a(ãðóïïà(Ïåðåñòàíîâêè(a)))

∀a(ãðóïïà(ïåðåñòàíîâêè(a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Íîñèòåëü.

∀n(íîñèòåëü(ïåðåñòàíîâêè(n)) = setx(ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â ñëó÷àå ïîäâûðàæåíèÿ ïîñûëêè,
ñíàáæåííîé êîììåíòàðèåì "íîñèòåëü", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀a(íîñèòåëü(Ïåðåñòàíîâêè(a)) = setx(Ïåðåñòàíîâêà(x, a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Îïåðàöèÿ.

∀a(îïåðàöèÿ(Ïåðåñòàíîâêè(a)) = λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y),
Ïåðåñòàíîâêà(x, a) & Ïåðåñòàíîâêà(y, a)))

∀a(îïåðàöèÿ(ïåðåñòàíîâêè(a)) = λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y),
ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , a}) & ïåðåñòàíîâêà(y, {1, . . . , a})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ýëåìåíòà ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïåðåñòàíîâêè â
öèêëû.

∀abmn(ðàçëîæöèêëû(a, b) & b = {; λi(c(i), i ∈ {1, . . . , n})} →
ïîðÿäîêýëåìåíòà(òàáëèöà(a), ïåðåñòàíîâêè(m)) =
íîêâñåõ({; λi(ïîðÿäîêýëåìåíòà(c(i), ïåðåñòàíîâêè(m)), i ∈ {1, . . . , n})}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåð-
ìîâ "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ. Ïåðåìåííàÿ c ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀am(ïîðÿäîêýëåìåíòà(öèêëïåðåñò(a), ïåðåñòàíîâêè(m)) = l(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

2. Ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê.

(a) Óñìîòðåíèå ãðóïïû.

∀a(ãðóïïà(÷åòíïåðåñòàíîâêè(a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Íîñèòåëü.

∀n(íîñèòåëü(÷åòíïåðåñòàíîâêè(n)) = setx(ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , n}) &
÷åòíîñòü(x) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(c) Îïåðàöèÿ.

∀a(îïåðàöèÿ(÷åòíïåðåñòàíîâêè(a)) = λxy(ïðîèçâåäåíèå(x, y),
ïåðåñòàíîâêà(x, {1, . . . , a}) & ÷åòíîñòü(x) = 0 &
ïåðåñòàíîâêà(y, {1, . . . , a}) & ÷åòíîñòü(y) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

Ïîêà ñîçäàíû òîëüêî íåñêîëüêî ïðèåìîâ, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåíèåì ïîðÿäêà
ýëåìåíòà:

∀ab(b = |a| & ¬(b− 1 = 0) → ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, êîìïëóìíîæ) = ∞)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

∀ab(|a|−1 = 0 & b = arg(a)/π & b−rational→ ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, êîìïëóìíîæ) =
(çíàìåíàòåëü(b) ïðè ÷èñëèòåëü(b)− even, èíà÷å 2çíàìåíàòåëü(b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(b = arg(a)/π & ¬(b− rational) → ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, êîìïëóìíîæ) = ∞)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

(a) Íîñèòåëü ãðóïïû.

∀Aafn(n = card(íîñèòåëü(A)) & öèêëãðóïïà(A, a) & f = îïåðàöèÿ(A) →
x ∈ íîñèòåëü(A) ↔ ∃i(i ∈ {0, . . . , n− 1} & x = àëãñòåïåíü(a, f, i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèå A íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà,
ïåðâûé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðåîáðàçîâàí-
íîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

∀Aafn(n = card(íîñèòåëü(A)) & öèêëãðóïïà(A, a) & f = îïåðàöèÿ(A) →
íîñèòåëü(A) = setx(∃i(i ∈ {0, . . . , n− 1} & x = àëãñòåïåíü(a, f, i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ òàê
æå, êàê âûøå. Âûðàæåíèå n íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "íîñèòåëü". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïîðÿäîê îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà.

∀Aan(n = card(íîñèòåëü(A)) & öèêëãðóïïà(A, a) →
ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) = n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïåðâûé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå n íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"íîñèòåëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(c) Ýëåìåíò íîñèòåëÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïðåäñòàâèì â âèäå ñòåïåíè îáðà-
çóþùåãî ýëåìåíòà.

∀Aabf (öèêëãðóïïà(A, a) & f = îïåðàöèÿ(A) & B ⊆ íîñèòåëü(A) & b ∈ B →
∃n(n− íàòóðàëüíîå & b = àëãñòåïåíü(a, f, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è, íå èìåþùåé òèïà "ïðåîáðàçîâàòü". Â ñëó÷àå çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðÿìîéòâåò", òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå íåèçâåñòíûå
áûëè íåñóùåñòâåííûìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà çàäà÷è, èìåþùàÿ ïîäóòâåðæäåíèå âèäà "b = àëãñòåïåíü(a, f, c)",
äëÿ êîòîðîãî âñå íàäóòâåðæäåíèÿ èìåþò òîëüêî çàãîëîâêè "è" è "ñóùå-
ñòâóåò". Âûðàæåíèå b íå èìååò âèäà "àëãñòåïåíü(a, f, c)". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Ââîä â ðàññìîòðåíèå îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà.

∀A(Öèêëãðóïïà(A) ↔ ∃a(öèêëãðóïïà(A, a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Óñìîòðåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

∀Aa(öèêëãðóïïà(A, a) → Öèêëãðóïïà(A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀Aa(ãðóïïà(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) & ïîðÿäîêýëåìåíòà(a, A) =
card(íîñèòåëü(A)) → öèêëãðóïïà(A, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ñóùåñòâîâàíèå íàòóðàëüíîé ñòåïåíè îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû, ïðèíàäëåæàùåé ïîäãðóïïå.

∀ABaf (öèêëãðóïïà(A, a) & ïîäãðóïïà(B, A) & f = îïåðàöèÿ(A) →
∃n(àëãñòåïåíü(a, f, n) ∈ B & n− íàòóðàëüíîå))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ïîäêâàíòîðíîãî
óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå,
ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ n. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

∀ABabfmn(öèêëãðóïïà(A, a) & f = îïåðàöèÿ(A) & n = card(íîñèòåëü(A)) &
m− íàòóðàëüíîå & m|n & b = àëãñòåïåíü(a, f,m/n) → ïîäãðóïïà(B, A) &
card(B) = m ↔ B = setx(∃k(k ∈ {0, . . . ,m− 1} & x = àëãñòåïåíü(b, f, k))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê
ïàðå óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå B ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ
m è A - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABafn(öèêëãðóïïà(A, a) & f = îïåðàöèÿ(A) & n = card(íîñèòåëü(A)) →
ïîäãðóïïà(B, A) ↔ ∃k(k − íàòóðàëüíîå & k|n &
B = öèêëïîäãðóïïà(àëãñòåïåíü(a, f, k), A)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîí-
òåêñòà, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðà-
æåíèå B ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a è A - íå ñîäåðæàò. Ïðåîá-
ðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABabfmn(öèêëãðóïïà(A, a) & ïîäãðóïïà(B, A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
n = card(íîñèòåëü(A)) & m = card(B) & b = àëãñòåïåíü(a, f,m/n) →
setx(∃k(k ∈ {0, . . . ,m− 1} & x = àëãñòåïåíü(b, f, k))) = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Âûðàæåíèå m íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ìîùíîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

(h) Ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

∀ABafm(öèêëãðóïïà(A, a) & ïîäãðóïïà(B, A) & f = îïåðàöèÿ(A) &
m = inf(setx(àëãñòåïåíü(a, f, x) ∈ B & x− íàòóðàëüíîå)) →
ïîðîæäýëåìåíò(àëãñòåïåíü(a, f,m), B, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Âûðàæåíèå
m ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà-
÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Íàèìåíüøèé íåíóëåâîé ïîêàçàòåëü ýëåìåíòà ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

∀ABaf (öèêëãðóïïà(A, a) & ïîäãðóïïà(B, A) & f = îïåðàöèÿ(A) →
inf(setx(àëãñòåïåíü(a, f, x) ∈ B & x− íàòóðàëüíîå))|card(íîñèòåëü(A)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìãðóïïà"

1. Ãðóïïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

ãðóïïà(êîìïëóìíîæ)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

∀Aa(öèêëãðóïïà(A, a) → ãðóïïà(A))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

ãðóïïà(öåëûåñëîæ)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

ãðóïïà(âåùñëîæ)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.



3.5. Ïðèìåðû çàäà÷ ïî îáùåé àëãåáðå, íà êîòîðûõ ïðîâîäèëîñü îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ489

5. Ïîäãðóïïà.

∀GH(ïîäãðóïïà(H, G) → ãðóïïà(Ïîäãðóïïà(H, G)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

6. Ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê.

∀a(ãðóïïà(ïåðåñòàíîâêè(a)))

∀a(ãðóïïà(÷åòíïåðåñòàíîâêè(a)))

∀a(ãðóïïà(Ïåðåñòàíîâêè(a)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.

∀an(n− íàòóðàëüíîå→ ãðóïïà(ìàòðóìíîæ(a, n)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3.5 Ïðèìåðû çàäà÷ ïî îáùåé àëãåáðå, íà êîòîðûõ
ïðîâîäèëîñü îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ

×òîáû ëó÷øå ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, êàê ðàáîòàþò ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðèåìû, ðàñ-
ñìîòðèì òðè ïðîñòûõ ïðèìåðà.

1. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè:

f = λxy(íîä(x, y), x− íàòóðàëüíîå & y − íàòóðàëüíîå)

Çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ êàê çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ óñëîâèÿ "f−ôóíêöèÿ"
è "f = λxy(íîä(x, y), x−íàòóðàëüíîå & y−íàòóðàëüíîå)". Åäèíñòâåííîé ïîñûë-
êîé ñëóæèò ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "èññëåäîâàòü", "îïåðàöèÿ", "íåèçâåñòíûå f".

Ïåðâûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé
ñëóæàò ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ è ïîñûëêè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Öåëè -
"íåèçâåñòíûå f", "èññëåäîâàòü" è "îïåðàöèÿ".

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ïðîâåðÿþùèé êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè. Îí îáðà-
ùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå, èìåþùåé òå æå ïîñûëêè, ÷òî
è çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, è åäèíñòâåííîå óñëîâèå "êîììóòàòèâíî(f)". Öåëè
ýòîé çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ïðîâåðêà", "âñïîìîïèñàíèå".
Îòâåòîì áóäåò ñëóæèòü ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, òàê ÷òî ïðèåì ðàñïîçíàåò êàê
êîììóòàòèâíîñòü, òàê è íåêîììóòàòèâíîñòü.

Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íà îïèñàíèå áóäóò ïðåäïðèíÿòû ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ïîïûòêè äîêàçàòü è îïðîâåðãíóòü êîììóòàòèâíîñòü. Ïåðâàÿ èç íèõ
ïîðîæäàåò âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùóþ òå æå ñàìûå
ïîñûëêè è óñëîâèå, ÷òî è çàäà÷à íà îïèñàíèå.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî, ÷òî ïðèâîäèò ê íîâîìó óñëîâèþ:

"∀ab(a ∈ N & b ∈ N → f(a, b) = f(b, a))"
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Èñïîëüçóÿ ñîäåðæàùååñÿ â ïîñûëêàõ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f , ðåøàòåëü ïðåîá-
ðàçóåò óñëîâèå ê âèäó:

∀ab(íàòóðàëüíîå(a) & íàòóðàëüíîå(b) → íîä(a, b) = íîä(a, b))

Ïîñëåäíåå ñâîäèòñÿ ê ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòå "èñòèíà", è ðåøåíèå çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ. Âîçâðàùàÿñü ê îñíîâíîé çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå,
ðåøàòåëü ââîäèò íîâóþ ïîñûëêó "êîììóòàòèâíî(f)".

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñìàòðèâàåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè f . Ïðè ïðîâåð-
êå ñîêðàòèìîñòè îïåðàöèè, ñ ó÷åòîì óæå óñòàíîâëåííîé åå êîììóòàòèâíîñòè,
ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ëåâàÿ ñîêðàòèìîñòü. Ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
åå äîêàçàòü, íî îíà îêàçûâàåòñÿ íåóäà÷íîé. Òîãäà ââîäèòñÿ çàäà÷à íà äîêàçà-
òåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ "¬(ëåâñîêðàòèìî(f))". Ïîñëå ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëå-
íèþ è ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçíèêàåò óñëîâèå "∃abc(¬(a = b) & −íîä(a, c)+
íîä(b, c) = 0 & a− íàòóðàëüíîå & b− íàòóðàëüíîå & c− íàòóðàëüíîå)".

Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò êîíúþíêòèâ-
íûå ÷ëåíû ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ, à íåèçâåñòíûå ñóòü a, b, c. Òàê êàê
òðåáóåòñÿ ëèøü óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå èõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, âñå ýòè
íåèçâåñòíûå - íåñóùåñòâåííûå. Ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè ïîäáîðà çíà÷åíèé.
×òîáû èñêëþ÷èòü âûðàæåíèå "íîä(a, c)", ïîëàãàåòñÿ a = 1. Ïîñëå ýòîãî óñìàò-
ðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íàòóðàëüíîãî c ÷òî íîä(b, c) = 1. Íàêîíåö,
äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèÿ ¬(a = b) ïîëàãàåòñÿ b = a + 1. Â ðåçóëüòà-
òå óòâåðæäåíèå "¬(ëåâñîêðàòèìî(f))" îêàçûâàåòñÿ äîêàçàííûì, è óòâåðæäåíèå
"¬(ñîêðàòèìî(f))" çàíîñèòñÿ â ïîñûëêè îñíîâíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "¬(îáðàòèìî(f))", "∀x(x−
íàòóðàëüíîå → èäåìïîòåíò(x, f))" è "∀a(¬(Åäèíèöà(a, f)))". Ïî çàâåðøåíèè
öèêëà ïðîâåðîê îñíîâíûõ ñâîéñòâ, âñå íàéäåííûå óòâåðæäåíèÿ ïåðåäàþòñÿ â
ñïèñîê óñëîâèé ðåøàåìîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, è îòâåò ôîðìèðóåòñÿ êàê êîíú-
þíêöèÿ ýòèõ óñëîâèé.

2. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îäíà èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé. Çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ êàê
çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå óñëîâèå:

∀xy(ïîäãðóïïà(x, A) & ïîäãðóïïà(y, A) → ïîäãðóïïà(x∪y, A) ↔ x ⊆ y ∨ y ⊆ x)

Ïîñûëêîé çàäà÷è ñëóæèò óòâåðæäåíèå "ãðóïïà(A)".

Ïîñëå ñåðèè ëîãè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèîáðå-
òàåò âèä êîíúþíêöèè òðåõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé:

∀xy(¬(x ⊆ y) & x− set & y − set & ïîäãðóïïà(x, A) & ïîäãðóïïà(y, A) &
ïîäãðóïïà(x ∪ y, A) → y ⊆ x)

∀xy(x− set & y − set & x ⊆ y & ïîäãðóïïà(x, A) & ïîäãðóïïà(y, A) →
ïîäãðóïïà(x ∪ y, A))

∀xy(x− set & y − set & y ⊆ x & ïîäãðóïïà(x, A) & ïîäãðóïïà(y, A) →
ïîäãðóïïà(x ∪ y, A))

Ýòè èìïëèêàöèè äîêàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûìè çàäà÷àìè íà
äîêàçàòåëüñòâî.

Â ïåðâîé èç íèõ, ïðåæäå âñåãî, èñêëþ÷àþòñÿ èçáûòî÷íûå àíòåöåäåíòû "x−set"
è "y− set". Çàòåì ââîäèòñÿ çàäà÷à ñ ïîñûëêàìè "¬(x ⊆ y)", "ïîäãðóïïà(x, A)",
" ïîäãðóïïà(y, A)", "ïîäãðóïïà(x ∪ y, A)", "ãðóïïà(A)" è óñëîâèåì "y ⊆ x".
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Â ýòîé çàäà÷å ñðàáàòûâàåò ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ïîñûëêó "ïîäãðóïïà(x ∪
y, A)", è ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó ñíà÷àëà ìàñêèìàëüíî ðàçâåðíóòü åå "ïî
îïðåäåëåíèÿì", óïðîñòèòü, à çàòåì ñíîâà ñâåðíóòü. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
"∀ab(a ∈ x∪y & b ∈ x∪y → îïåðàöèÿ(A)(a, b) ∈ x∪y)" ïîñëå öåïî÷êè íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèòñÿ ê ïàðå êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé: ∀ab(a ∈ y & b ∈
x ∪ y → îïåðàöèÿ(A)(a, b) ∈ x ∪ y); ∀b(¬(b ∈ x) & biny → x ⊆ y). Âòîðàÿ
èç íèõ ñðàçó çàìåíÿåòñÿ íà "x ⊆ y ∨ y ⊆ x". Ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ â êîí-
òåêñòå îòðèöàíèÿ ïåðâîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, îñòàåòñÿ ëèøü óòâåðæäåíèå
y ⊆ x. Ïåðâàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïîñëå äàëüíåéøåé ðàñøèôðîâêè ïî
îïðåäåëåíèÿì, ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíñòàíòó "èñòèíà". Òàêèì îáðàçîìÞ ïîñûëêà
"ïîäãðóïïà(x∪ y, A)" ïîñëå ðàçâåðòêè - ñâåðòêè äàåò âêëþ÷åíèå "y ⊆ x", êîòî-
ðîå çàíîñèòñÿ â ïîñûëêè è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè. Âòîðàÿ è
òðåòüÿ ÷àñòè î÷åâèäíû, òàê êàê çäåñü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ îäíèì
èç íèõ.

3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ïåðåñåêàþòñÿ ïî åäèíèöå, òî ëþ-
áîé ýëåìåíò îäíîé èç íèõ ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì äðóãîé. Èìååì
çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîñûëêàìè "ãðóïïà(G)", "íîðìïîäãðóïïà(A, G)",
"íîðìïîäãðóïïà(B, G)", "f = îïåðàöèÿ(G)" è "A ∩ B = {åäèíèöà(f)}". Óñëî-
âèåì çàäà÷è ñëóæèò óòâåðæäåíèå "∀xy(x ∈ A & y ∈ B → f(x, y) = f(y, x))".

Ïðåæäå âñåãî, ðàâåíñòâî äëÿ îïåðàöèè ãðóïïû ïåðåîðèåíòèðóåòñÿ:
"îïåðàöèÿ(G) = f". Òàêèì îáðàçîì, äàëåå â çàäà÷å âñå âûðàæåíèÿ "îïåðàöèÿ(G)"
áóäóò çàìåíÿòüñÿ íà ïåðåìåííóþ f .

Çàòåì âûâîäÿòñÿ ïîñûëêè "ïîäãðóïïà(A, G)" è "ïîäãðóïïà(B, G)".

Òåêóùàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê äðóãîé, ïîñûëêè êîòîðîé ïîïîë-
íåíû àíòåöåäåíòàìè "x ∈ A", "y ∈ B"äîêàçûâàåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè,
à óñëîâèåì ñëóæèò åå êîíñåêâåíò "f(x, y) = f(y, x)".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ãðóïïèðîâêà íååäèíè÷íûõ ìíîæèòåëåé äîêàçûâïåìîãî ðà-
âåíñòâà â ëåâîé ÷àñòè: "f(y, x, îáðýëåìåíò(f(x, y), f)) = åäèíèöà(f)".

Ýëåìåíò,îáðàòíûé ê ïðîèçâåäåíèþ, çàìåíÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå îáðàòíûõ ýëå-
ìåíòîâ: "f(y, x, f(îáðýëåìåíò(y, f), îáðýëåìåíò(x, f))) = åäèíèöà(f)".

Âûâîäÿòñÿ ïîñûëêè "îáðýëåìåíò(y, f) ∈ B", "îáðýëåìåíò(x, f) ∈ A". Óñëîâèå
íîðìàëüíîñòè ïîäãðóïïû äàåò íîâóþ ïîñûëêó: "f(y, x, îáðýëåìåíò(y, f)) ∈ A",
è äàëåå âûâîäèòñÿ "f(y, x, îáðýëåìåíò(y, f), îáðýëåìåíò(x, f)) ∈ A". Àíàëîãè÷-
íî âûâîäÿòñÿ ïîñûëêè "f(x, îáðýëåìåíò(y, f), îáðýëåìåíò(x, f)) ∈ B",
"f(y, x, îáðýëåìåíò(y, f), îáðýëåìåíò(x, f)) ∈ B".

Íàêîíåö, èñïîëüçóåòñÿ ïîñûëêà, óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ïîäãðóïïû ïåðåñåêàþòñÿ ïî
åäèíèöå, è âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå: "f(y, x, îáðýëåìåíò(y, f), îáðýëåìåíò(x, f)) =
åäèíèöà(f)". Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷ íà ãðóïïû, ïî êîòîðûì ïðåäïðèíèìà-
ëîñü îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ, íå ðàçáèðàÿ õîä èõ ðåøåíèÿ:

1. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïîé ìíîæåñòâî âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îòîáðàæåíèé.

2. Îïðåäåëèòü, çàìêíóòî ëè ìíîæåñòâî òðàíñïîçèöèé íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n},
n ≥ 3.
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3. Îïèñàòü âñå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå x → x2 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì.

4. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ýëåìåíòà i/2−
√

3/2 â ãðóïïå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíî-
æåíèþ.

5. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà xk, åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòà x ðàâåí n.

6. Ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ðàâåí pn, ãäå p - ïðîñòîå. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ,
ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí pm, ãäå m ≤ n - íàòóðàëüíîå.

7. Â íåîäíîýëåìåíòíîé ãðóïïå ïîðÿäîê êàæäîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ðàâåí íà-
òóðàëüíîìó ÷èñëó m. Äîêàçàòü, ÷òî m ïðîñòîå.

8. Äîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, ïîðÿäîê êîòî-
ðîãî ðàâåí ïåðèîäó ãðóïïû.

9. Íàéòè ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà n ïî ïîäãðóïïå
ïåðåñòàíîâîê, ñîõðàíÿþùèõ ýëåìåíò n.

10. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî K íîñèòåëÿ ãðóïïû îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ
ëþáûõ åãî ýëåìåíòîâ x, y, z ýëåìåíò xy−1z ñíîâà ëåæèò â K. Äîêàçàòü, ÷òî K
ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñìåæíûì êëàññîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäãðóïïû.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ çàäà÷àì ïî îáùåé àëãåáðå íàõîäèòñÿ
íà íà÷àëüíîé ñòàäèè. Ïðåäëàãàåìàÿ ñåðèÿ ïðèåìîâ ëèøü èëëþñòðèðóåò îñîáåííîñòè
ïðîðàáîòêè äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.



Ãëàâà 4

Ïðèåìû ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

Îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ êîìïëåêñíîìó àíàëèçó ïðîâîäèëîñü ïî ñòàíäàðòíûì çàäà÷àì
âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà, âçÿòûì èç ðàçëè÷íûõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé. Òåîðåòè÷åñêèå
çàäà÷è ïîêà íå ðàññìàòðèâàëèñü.

4.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì
â êîìïëåêñíîì àíàëèçå

Õîòÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà è îòîæäåñòâëÿþòñÿ â ðåøàòåëå ñ ïîäìíîæåñòâîì êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë, èìåþùèõ íóëåâóþ ìíèìóþ ÷àñòü, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îñíîâíûõ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûõ îïåðàöèé ââîäÿòñÿ äâîéíèêè ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, îáîçíà÷àþùèõ âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûå îïåðàöèè. Íàçâàíèå òàêîãî äâîéíèêà ïîëó÷àåòñÿ èç íàçâàíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî âåùåñòâåííîãî îðèãèíàëà èçìåíåíèåì ïåðâîé áóêâû ñëîâà íà áîëüøóþ.
Íàïðèìåð, "ïëþñ" ïðåîáðàçóåòñÿ â "Ïëþñ", "äðîáü" - â "Äðîáü", "ñèíóñ" - â "Ñèíóñ"
è ò.ä.

4.1.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Óòâåðæäåíèå "êîìïëåêñíîå(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Óòâåðæäå-
íèå "Êîìïëåêñíîå(a)" îáîçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ëèáî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ëèáî ýëåìåíò
"ïëþñáåñê" ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âûðàæåíèå "êîìïëåêñíûå" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Âûðàæåíèå
"êîìïëåêñíïîëå" îáîçíà÷àåò ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Âûðàæåíèå "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü(a)" îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî
÷èñëà a. Âûðàæåíèå "ìíèìàÿ÷àñòü(a)" îáîçíà÷àåò ìíèìóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà a. Åñëè ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñîâïàäàåò ñî ñâîåé âå-
ùåñòâåííîé ÷àñòüþ è ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì. Âûðàæåíèå "Âåùåñòâåííàÿ÷àñòü(a)"
îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû a.
Âûðàæåíèå "Ìíèìàÿ÷àñòü(a)" îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ìíèìûìè ÷àñòÿ-
ìè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû a.

Âûðàæåíèå "ìíèìàÿåäèíèöà" îáîçíà÷àåò ìíèìóþ åäèíèöó. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð
ïðîðèñîâûâàåò åå îáû÷íûì îáðàçîì, êàê íåñêîëüêî ñòèëèçîâàííóþ áóêâó "i".

Âûðàæåíèå "Ìîäóëü(a)" îáîçíà÷àåò ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a. Âûðàæåíèå "àð-
ãóìåíò(a)" îáîçíà÷àåò ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a êîòîðîå
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áåðåòñÿ èç ïðîìåæóòêà (−π, π]. Âûðàæåíèå "Àðãóìåíò(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a. Äëÿ íîðìèðîâêè àðãóìåíòîâ ââå-
äåíî âûðàæåíèå "íîðìàðã(x)", ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé âåëè÷èíó, îòëè÷àþùóþñÿ îò
âåùåñòâåííîãî x íà êðàòíîå äâóõ ïè è íàõîäÿùóþñÿ â ïðîìåæóòêå (−π, π].

Âûðàæåíèå "ñîïðÿæåííîå(a)" îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ÷èñëó a.

Âûðàæåíèå "êîìïëôîðìà(A)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a + bi, ó
êîòîðûõ ïàðû (a, b) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A, ëèáî êîìïëåêñíîå ÷èñëî a + bi îïðå-
äåëÿåìîå ïàðîé A âèäà (a, b).

Âûðàæåíèå "âåùôîðìà(A)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïàð (a, b) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî a+ bi ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, ëèáî ïàðó (a, b), îïðåäåëÿåìóþ
êîìïëåêñíûì ÷èñëîì A = a + bi.

Óòâåðæäåíèå "êîìïëöåëîå(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ öåëî÷èñëåí-
íûìè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè. Âûðàæåíèå "âû÷åòêîìïë(a1, a2)" îáîçíà÷àåò
âû÷åò êîìïëåêñíîãî öåëîãî ÷èñëà a1 ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ a2 (áåðóòñÿ âû÷åòû
ïî ìîäóëþ a2 âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé).

Âûðàæåíèå "êîìïëãðàíèöà(A)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïîäìíîæå-
ñòâà A êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âûðàæåíèå "Ïëþñ(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò ñóììó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a1, . . . , an. Ýòà
ñóììà ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê æå, êàê âåùåñòâåííàÿ. Äëÿ
óòî÷íåíèÿ ñëåäóåò ïåðåõîäèòü ê òåêñòîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ òåðìîâ. Åãî æå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ êîððåêöèè ââåäåííûõ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì êîìïëåêñíîçíà÷-
íûõ âûðàæåíèé. Âïðî÷åì, ïðåäóñìîòðåíà è íåêîòîðàÿ àâòîìàòè÷åñêàÿ êîððåêöèÿ -
äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà êîìïëåêñíîçíà÷íûé ñëó÷àé ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ èç êîíòåêñòà

Âûðàæåíèå "Ìèíóñ(a)" îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåìîå èç a èçìåíåíèåì
çíàêà.

Âûðàæåíèå "Óìíîæåíèå(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
a1, . . . , an.

Âûðàæåíèå "Äðîáü(a1, a2)" îáîçíà÷àåò ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a1 íà
íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî a2.

Âûðàæåíèå "Ñòåïåíü(a1, a2)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
a1 â êîìïëåêñíóþ ñòåïåíü a2. Áåðåòñÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå ñòåïåíè. ×òîáû ðàññìàòðè-
âàòü âñå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè, ââåäåíî òàêæå âûðàæåíèå "âåòâüñòåïåíè(a1, a2, a3)". Îíî
îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå a3 - é âåòâè a2 -é ñòåïåíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a1. Çäåñü a3 -
ïðîèçâîëüíîå öåëîå; ïðè a3 = 0 èìååì ãëàâíîå çíà÷åíèå ñòåïåíè.

Âûðàæåíèÿ "Ñèíóñ(a)", "Êîñèíóñ(a)", "Òàíãåíñ(a)" è "Êîòàíãåíñ(a)" îáîçíà÷àþò,
ñîîòâåòñòâåííî, ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a.

Âûðàæåíèå "Ëîãàðèôì(a1, a2)" îáîçíà÷àåò ëîãàðèôì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a2 ïî êîì-
ïëåêñíîìó îñíîâàíèþ a1. Áåðåòñÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå. Âûðàæåíèå "Íàòóðëîã(a1, a2)"
îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå a2-é âåòâè êîìïëåêñíîãî íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà êîìïëåêñíî-
ãî ÷èñëà a1. Çäåñü a2 - ïðîèçâîëüíîå öåëîå, ïðè÷åì a2 = 0 äàåò ãëàâíîå çíà÷åíèå
ëîãàðèôìà.

Âûðàæåíèÿ "Ãèïñèíóñ(a)", "Ãèïêîñèíóñ(a)", "Ãèïòàíãåíñ(a)", "Ãèïêîòàíãåíñ(a)" îáî-
çíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà a.
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Âûðàæåíèÿ "Àðêñèíóñ(a)", "Àðêêîñèíóñ(a)", "Àðêòàíãåíñ(a)", "Àðêêîòàíãåíñ(a)"
îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ, àðêòàíãåíñ è àðêêîòàíãåíñ êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà a. Áåðóòñÿ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ. Âûðàæåíèÿ "âåòâüàðêñèíóñà(a1, a2)",
"âåòâüàðêêîñèíóñà(a1, a2)", "âåòâüàðêòàíãåíñà(a1, a2)" è "âåòâüàðêêîòàíãåíñà(a1, a2)"
îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèå a2-é âåòâè àðêñèíóñà, àðêêîñèíóñà, àðêòàíãåí-
ñà è àðêêîòàíãåíñà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a1. Âåòâè íóìåðóþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè; â
ñëó÷àå ñèíóñà è êîñèíóñà ÷åòíûå è íå÷åòíûå íîìåðà ñîîòâåòñòâóþò çíàêàì "ïëþñ"
ëèáî "ìèíóñ" äëÿ ðàäèêàëà ïîä ëîãàðèôìîì.

Âûðàæåíèÿ "Àðêãèïñèíóñ(a)", "Àðêãèïêîñèíóñ(a)", "Àðêãèïòàíãåíñ(a)", "Àðêãèï-
êîòàíãåíñ(a)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ãèïåðáîëè÷åñêèå àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ,
àðêòàíãåíñ è àðêêîòàíãåíñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a. Áåðóòñÿ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ. Âû-
ðàæåíèÿ "âåòâüàðêãèïñèíóñà(a1, a2)", "âåòâüàðêãèïêîñèíóñà(a1, a2)", "âåòâüàðêãèï-
òàíãåíñà(a1, a2)" è "âåòâüàðêãèïêîòàíãåíñà(a1, a2)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, çíà-
÷åíèå a2-é âåòâè ãèïåðáîëè÷åñêèõ àðêñèíóñà, àðêêîñèíóñà, àðêòàíãåíñà è àðêêîòàí-
ãåíñà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a1. Âåòâè íóìåðóþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè; â ñëó÷àå ñèíóñà è
êîñèíóñà ÷åòíûå è íå÷åòíûå íîìåðà ñîîòâåòñòâóþò çíàêàì "ïëþñ" ëèáî "ìèíóñ" äëÿ
ðàäèêàëà ïîä ëîãàðèôìîì.

Âûðàæåíèå "Ñóììàâñåõ(a)" îáîçíà÷àåò ñóììó çíà÷åíèé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíê-
öèè a íà åå êîíå÷íîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Âûðàæåíèå "Ïðîèçâåäåíèåâñåõ(a)" îáî-
çíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè a íà åå êîíå÷íîé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ýòè âûðàæåíèÿ ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì òàê
æå, êàê èõ âåùåñòâåííûå àíàëîãè.

4.1.2 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ êðèâûìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè

Óòâåðæäåíèå "êîìïëêðèâ(a1, a2, a3)" îçíà÷àåò, ÷òî a1 åñòü íåçàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàä-
êàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, èìåþùàÿ ñâîèì íà÷àëîì
òî÷êó a2, à êîíöîì - òî÷êó a3.

Âûðàæåíèå "êîìïëîòðåçîê(a1, a2)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïðè-
íàäëåæàùèõ îòðåçêó ñ êîìïëåêñíûìè êîíöàìè a1 è a2. Âûðàæåíèå "êîìïëèíòåð-
âàë(a1, a2)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó ñ
êîìïëåêñíûìè êîíöàìè a1 è a2.

Âûðàæåíèå "Êîìïëîòðåçîê(a1, a2)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííûé êîìïëåêñíûé îòðå-
çîê ñ íà÷àëîì a1 è êîíöîì a2.

Âûðàæåíèå "êîìïëïóòü(a)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, âîçíèêàþùóþ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðîõîæäåíèè êîìïëåêñíûõ îðèåí-
òèðîâàííûõ êðèâûõ íàáîðà a.

Âûðàæåíèå "Îðêðèâàÿ(a)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìóþ çàäàííîé íà âåùåñòâåííîì ïðîìåæóòêå êîìïëåêñíîçíà÷-
íîé ôóíêöèåé a. Íàïðàâëåíèå ïðîõîæäåíèÿ êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèþ àð-
ãóìåíòà.

Âûðàæåíèå "Îðêðèâ(a1, a2)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷àåìóþ èç íåîðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a1 âûáîðîì îðèåí-
òàöèè a2. Çíà÷åíèå 1 îçíà÷àåò äâèæåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, çíà÷åíèå -1 - äâè-
æåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Âûðàæåíèå "Îðèåíò(a)" îáîçíà÷àåò íàïðàâëåíèå îðèåíòàöèè çàìêíóòîé îðèåíòèðî-
âàííîé êðèâîé a íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Åñëè êðèâàÿ îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ýòî íàïðàâëåíèå ðàâíî 1, èíà÷å îíî ðàâíî -1.

Âûðàæåíèå "âåùêðèâàÿ(a1, a2)" îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ íà ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìóþ êîìïëåêñíîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a1 è çàäàííîé
íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò a2.

Âûðàæåíèå "êîìïëòî÷êè(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé
a íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèå "Êîíòóð(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî îáëàñòü a2 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
îãðàíè÷åíà çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a1.

Óòâåðæäåíèå "êîìïëêîíòóð(a)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî a òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè îáðàçóåò çàìêíóòóþ íåîðèåíòèðîâàííóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ.

Âûðàæåíèå "êîìïëâíóòð(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè çàìêíóòîé íåîðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöû a. Òî÷êè ñàìîé ãðà-
íèöû íå âêëþ÷àþòñÿ.

Óòâåðæäåíèå "êîìïëîäíîñâÿçíî(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

4.1.3 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðå-

ìåííîãî

Óòâåðæäåíèå "âåù÷àñòüôóíê(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî a2 åñòü ôóíêöèÿ äâóõ âåùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ x, y, ÿâëÿþùàÿñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ôóíêöèè a1 êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî x + iy.

Óòâåðæäåíèå "ìíèì÷àñòüôóíê(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî a2 åñòü ôóíêöèÿ äâóõ âåùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x, y, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ôóíêöèè a1 êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî x + iy.

Óòâåðæäåíèå "âåù÷àñòüôóíêïîë(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî a2 åñòü ôóíêöèÿ äâóõ âåùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x, y, ÿâëÿþùàÿñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ôóíêöèè a1 êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî, èìåþùåãî ìîäóëü x è àðãóìåíò y.

Óòâåðæäåíèå "ìíèì÷àñòüôóíêïîë(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî a2 åñòü ôóíêöèÿ äâóõ âåùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x, y, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ôóíêöèè a1 êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî, èìåþùåãî ìîäóëü x è àðãóìåíò y.

Óòâåðæäåíèå "äðîáëèíôóíê(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Âûðàæåíèå "Ïðåäåë(a1, a2, a3)" îáîçíà÷àåò ïðåäåë êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè a1

â òî÷êå a3 àñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ëèáî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå a3 = "ïëþñáåñê"). Óêàçàòåëü a2 òèïà ïðå-
äåëà ðàâåí 0, åñëè ïðåäåë áåðåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé íà îêðåñòíîñòü, ëèáî ðàâåí òîìó
ìíîæåñòâó, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ïðåäåë. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò êîì-
ïëåêñíûé ïðåäåë òàê æå, êàê è âåùåñòâåííûé.

Óòâåðæäåíèå "Áåñêìàëàÿ(a1, a2, a3, a4)" îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ôóíêöèé a1 è a2

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê òî÷êå a3. Óêà-
çàòåëü a4 òàêîé æå, êàê è âûøå.
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Óòâåðæäåíèå "Ñõîäèòñÿ(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Óòâåðæäåíèå "Íåïðåðûâíî(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ a1 íå-
ïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå a2. Óòâåðæäåíèå "ëîêÍåïðåðûâíî(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ a1 êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî íåïðåðûâíà â êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè òî÷êè a2.

Óòâåðæäåíèå "òî÷êàâåòâëåíèÿ(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî a1 åñòü òî÷êà âåòâëåíèÿ ôóíê-
öèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî a2.

Âûðàæåíèå "êîìïëïðîèçâîäíàÿ(a1, a2)" îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
a1 êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî â òî÷êå a2. Åñëè ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå îïðåäåëåíà, òî äàí-
íûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë "íåîïðåä". Âûðàæåíèå "êîìïëÏðîèçâîäíàÿ(a1, a2, a3)"
îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà a2 ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî a1 â òî÷êå
a3.

Óòâåðæäåíèå "Äèôôåðåíöèðóåìà(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ a1 êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a2. Óòâåðæäåíèå "àíàëèòè÷åñêàÿ(a1, a2)" îçíà-
÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî a1 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà ìíîæå-
ñòâå a2.

Óòâåðæäåíèå "íåòîæäíîëü(a)" îçíà÷àåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ a êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ.

Óòâåðæäåíèå "íåòîæäêîíñò(a)" îçíà÷àåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ a êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî íå ðàâíà òîæäåñòâåííî êîíñòàíòå.

Óòâåðæäåíèå "óñòðàíèìîñîáàÿ(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî a1 åñòü óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà
ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî a2.

Óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâîñîáàÿ(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî a1 åñòü ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà
ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî a2.

Óòâåðæäåíèå "Ïîëþñ(a1, a2, a3)" îçíà÷àåò, ÷òî a1 åñòü ïîëþñ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî a2, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí a3, ëèáî, ïðè a3 = 0, óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ
òî÷êà.

Óòâåðæäåíèå "íåèçîëèðîñîáàÿ(a1, a2)" îçåíà÷àåò, ÷òî a1 åñòü íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî a2.

Â çàäà÷àõ èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå "îñîáåííîñòü(a1, a2)", îçíà÷à-
þùåå, ÷òî a2 åñòü ïîäìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,
òðåáóþùåå ñïåöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ òèïà.

Âûðàæåíèå "êîìïëèíòåãðàë(a1, a2)" îáîçíà÷àåò èíòåãðàë îò ôóíêöèè a1 êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî âäîëü êîìïëåêñíîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé a2.

Âûðàæåíèå "êîìïëâû÷åò(a1, a2)" îáîçíà÷àåò âû÷åò ôóíêöèè a1 êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî â òî÷êå a2.

Âûðàæåíèå "ðàäèóññõîäèìîñòè(a)" îáîçíà÷àåò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ñ
êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, îáðàçóþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a.

Âûðàæåíèå "ãîäîãðàô(a1, a2)" îáîçíà÷àåò êðèâóþ (âåêòîð - ôóíêöèþ âåùåñòâåí-
íîãî ïàðàìåòðà), îïðåäåëÿþùóþ íåîáõîäèìûé äëÿ îöåíêè ÷èñëà êîðíåé ôóíêöèè
a1 êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî íà îáëàñòè a2 îáðàç ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè. Âûðàæå-
íèå "âåðòèêïåðåñå÷(a1, a2, a3)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ãîäîãðàôà
ôóíêöèè a1 îòíîñèòåëüíî a2 áîëüøèõ a3, â êîòîðûõ ýòîò ãîäîãðàô ïåðåñåêàåò îñü



498 Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

îðäèíàò. Âûðàæåíèå "ãîðèçïåðåñå÷(a1, a2, a3)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà ãîäîãðàôà ôóíêöèè a1 îòíîñèòåëüíî a2 áîëüøèõ a3, â êîòîðûõ ýòîò ãîäîãðàô
ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ.

Óòâåðæäåíèå "âíóòðêîðíè(a1, a2)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ a1 êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-
íîãî íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè a2.

Âûðàæåíèå "ïðåîáðëàïëàñà(a)" îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè a, îïðå-
äåëåííîé íà íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. Âûðàæåíèå "îáðïðåîáðëàïëàñà(a)" îáîçíà-
÷àåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî a.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè.

Âûðàæåíèå "âåù÷àñòüìí(a)" îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷àå-
ìûé èç ìíîãî÷ëåíà a íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë çàìåíîé âñåõ êîýôôèöèåíòîâ íà
èõ âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Âûðàæåíèå "ìíèì÷àñòüìí(a)" îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷à-
åìûé èç ìíîãî÷ëåíà a íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë çàìåíîé âñåõ êîýôôèöèåíòîâ
íà èõ ìíèìûå ÷àñòè.

4.2 Îáùèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè

Â òåîðåìàõ ïðèåìîâ ýòîãî ðàçäåëà, ïî óìîë÷àíèþ, áóäóò ïîäðàçóìåâàòüñÿ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå âåðñèè îïåðàöèé. Ñëó÷àè âåùåñòâåííîçíà÷íûõ îïåðàöèé áóäóò îãîâàðè-
âàòüñÿ îñîáî.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êîìïëåêñíîå"

1. Óñìîòðåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Äëÿ óñìîòðåíèÿ òîãî, ÷òî çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñïðàâî÷íèê "òèï", àíàëèçèðóþùèé çàãîëîâîê âûðà-
æåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèåìà èìååò çàãîëîâîê "ðîäîáúåêòà" è îñíîâàí íà
òåîðåìå "ðîäîáúåêòà(êîìïëåêñíîå)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Åñëè óñëîâèå íà êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå âñòðå÷àåòñÿ â êîíúþíêöèè ñ óñëîâèåì
íà äðóãîé ÷èñëîâîé òèï çíà÷åíèÿ, òî îíî îòáðàñûâàåòñÿ:

∀z(z − êîìïëåêñíîå & z − öåëîå↔ z − öåëîå)

∀z(z − êîìïëåêñíîå & z − ÷èñëî↔ z − ÷èñëî)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñìêîìïëåêñíîå".

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ a− êîìïëåêñíîå)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Òàê êàê íåïîñðåäñòâåííîå óêàçàíèå òèïà çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íîé áûâàåò íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., ïðèìåíåíèå
äàííîãî ïðèåìà, óñòðàíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ âèäà "a− êîìïëåêñíîå", ñîïðîâî-
æäàåòñÿ ñåðèåé îãðàíè÷åíèé. Ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ó êîòîðîãî a - íåèçâåñòíàÿ. Îí íå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ê
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ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñíàáæåííîìó êîììåíòàðèåì "ñå-
ðèÿ". Íàêîíåö, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè óòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé a, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñïîëîæåí ïîä
îïèñàòåëåì "êëàññ". Óêàçàòåëü "íîâûé" áëîêèðóåò ââîä ôèëüòðà "íîâûé" ïðè
êîìïèëÿöèè. Òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàþòñÿ ïîâòîðíûå ïîïûòêè óñìîòðåíèÿ
èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ ïðè èçìåíåíèÿõ åãî êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

3. Ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

∀a(a ∈ C ↔ a− êîìïëåêñíîå)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

setz(z − êîìïëåêñíîå) = C
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óêàçàíèé íà òèï îáúåêòà.

Åñëè â êîíòåêñòå óòâåðæäåíèÿ "a− êîìïëåêñíîå", ãäå a - ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷à-
åòñÿ óòâåðæäåíèå P (a), ïðè÷åì ñïðàâî÷íèê "ðîäîáúåêòà" óñìàòðèâàåò, ÷òî ñèì-
âîë P - îòëè÷íîå îò ñèìâîëà "êîìïëåêñíîå" íàçâàíèå òèïà îáúåêòà, à ñïðàâî÷-
íèê "ðîä" óñòàíàâëèâàåò îòñóòñòâèå íàäòèïà "êîìïëåêñíîå" òèïà P , òî óòâåð-
æäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ëîã÷åñêóþ êîíñòàíòó "ëîæü". Âûïîëíÿþùèé äàííûå
äåéñòâèÿ ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ðàçëè÷èìû" è îñíîâàí íà òåîðåìå "ðîäîáú-
åêòà(êîìïëåêñíîå)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(c = 0) → ¬(a = b + ci))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Çàìåíà ðàâåíñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà äâà ðàâåíñòâà äëÿ èõ âåùåñòâåííîé è
ìíèìîé ÷àñòåé.

∀abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a + bi = c + di
↔ a = c & b = d)

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a + bi = c ↔ a = c & b = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Óñëîâèå îòëè÷èÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îò íóëÿ.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ¬(a + bi = 0) ↔ ¬(a2 + b2 = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå íåêîíñòàíòíîå.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(¬(a cos b + (a sin b)i = 0) ↔ ¬(a = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ äàæå ê óòâåðæäåíèÿì,
èñïîëüçóåìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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8. Óñìîòðåíèå îòëè÷èå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îò íóëÿ.

∀az(a = Im(z) & ¬(a = 0) → ¬(z = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíè-
öó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììíèìàÿ÷àñòü". Âûðàæåíèå a íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà "ìíèìàÿ÷àñòü". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ÷åðåç ìîäóëü è àðãóìåíò.

∀z(z − êîìïëåêñíîå & ¬(z = 0) → ∃ab(z = a cos b + (a sin b)i & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & 0 < a & − π < b & b ≤ π))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöè-
èðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè âûðàæåíèÿ "àðãóìåíò(z)" â
óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ z - íåèç-
âåñòíàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûâåäåí-
íîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Ïðè íàëè÷èè â ñïèñêå óñëî-
âèé äèçõþíêöèè ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ÷åðåç âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ
÷àñòè.

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, íå íàõîäÿùåéñÿ íà ýòàïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Ïåðåìåííàÿ z - íåèç-
âåñòíàÿ, âõîäÿùàÿ õîòÿ áû â îäíî óðàâíåíèå çàäà÷è. Ñóùåñòâóåò òàêæå óñëîâèå,
ñîäåðæàùåå ïîäâûðàæåíèå "Ìîäóëü(a)", ãäå âûðàæåíèå a ñîäåðæèò z. Ïðåîá-
ðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

11. Óñòðàíåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà.

∀z(∃cd(z = c + di & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî) ↔ z − êîìïëåêñíîå)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí íå ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèÿì çàäà÷
íà îïèñàíèå, ñîïðîâîæäàåìûì êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

∀z(∃ab(z = a exp(bi) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & 0 < a & − π < b & b ≤ π) ↔
z − êîìïëåêñíîå)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Óñòðàíåíèå êâàíòîðà îáùíîñòè.

¬(∀x(x− êîìïëåêñíîå→ x− ÷èñëî))

¬(∀z(z − êîìïëåêñíîå))

¬(∀z(z − êîìïëåêñíîå→ z = a))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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13. Ïåðåõîä ê âåùåñòâåííîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé â êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

∀AB(∀xy(x− êîìïëåêñíîå & A(|x|, y) → B(|x|, y)) ↔
∀xy(x− ÷èñëî & 0 ≤ x & A(x, y) → B(x, y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Óêà-
çàòåëè "íîâàðãóìåíò" îðãàíèçóåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â
ïîäóòâåðæäåíèÿ A(. . .), B(. . .) òîëüêî ïîä ìîäóëåì. Óêàçàòåëü "êîðòåæïåðå-
ìåííûõ" ðàçðåøàåò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ñïèñêå y. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Óñìîòðåíèå îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Ñëåäóþùèå îïèñàíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé íåèçâåñòíîé ñ÷èòàþòñÿ ÿâíûìè:

(a) Óñëîâèå "êîìïëåêñíîå(z)", ñîïðîâîæäàåìîå íåñêîëüêèìè óòâåðæäåíèÿìè
âèäà "¬(z = a)". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "ÿâíîå(õ1 íàáîð(êîìïëåêñ-
íîå(õ1)) íàáîð(íå(ðàâíî(õ1 õ2)))ïóñòîåñëîâî)".

(b) Óñëîâèÿ "êîìïëåêñíîå(z)", "|z + p| < a", "b < |z + p|", ñîïðîâîæäàåìûå
íåñêîëüêèìè óòâåðæäåíèÿìè âèäà "¬(z = c)". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä
"ÿâíîå(õ1 íàáîð(êîìïëåêñíîå(õ1) ìåíüøå(Ìîäóëü(Ïëþñ(õ1 õ5))õ2) ìåíü-
øå(õ3 Ìîäóëü(Ïëþñ(õ1 õ5)))) íàáîð(íå(ðàâíî(õ1 õ4)))ïóñòîåñëîâî)".

(c) Óñëîâèÿ "êîìïëåêñíîå(z)", "|z + p| ≤ a", "b ≤ |z + p|", ñîïðîâîæäàå-
ìûå íåñêîëüêèìè óòâåðæäåíèÿìè âèäà "¬(z = c)". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
âèä "ÿâíîå(õ1 íàáîð(êîìïëåêñíîå(õ1) ìåíüøåèëèðàâíî(Ìîäóëü(Ïëþñ(õ1
õ5))õ2) ìåíüøåèëèðàâíî(õ3 Ìîäóëü(Ïëþñ(õ1 õ5)))) íàáîð(íå(ðàâíî(õ1 õ4))
)ïóñòîåñëîâî)".

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ñïèñêà óêàçàííûõ óòâåðæäåíèé
òîæå ñ÷èòàåòñÿ ÿâíûì îïèñàíèåì. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåìåäëåííîãî ñðàáàòû-
âàíèÿ, íà êàæäîé òåîðåìå ñîçäàíî ñòîëüêî âåðñèé ïðèåìà, ñêîëüêî èìååò
âîçìîæíûõ òî÷åê ïðèâÿçêè.

15. Ïîäáîð ïðèìåðà.

∀a(a− êîìïëåêñíîå & a = i → ¬(a− ÷èñëî))

Ïðèìåð èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð", ïðè÷åì a - íåèçâåñò-
íàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòî-
ðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Íåèçâåñòíàÿ a íå âñòðå÷àåòñÿ â
ïðî÷èõ (ïîìèìî ïåðâîãî àíòåöåäåíòà) óñëîâèÿõ çàäà÷è. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçà-
òåëü "íîâûé", îáåñïå÷èâàþùèé ïîâòîðíûå ïîïûòêè ñðàáàòûâàíèÿ ïðè ëþáûõ
èçìåíåíèÿõ ñïèñêà óñëîâèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

16. Íîðìàëèçàòîð ðàâåíñòâ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè "íîðìêîìïë".

Íîðìàëèçàòîð àíàëîãè÷åí âåùåñòâåííîçíà÷íîìó íîðìàëèçàòîðó "íîðì÷èñëî"
è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèåìàõ, âûïîëíÿþùèõ ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ëèáî âûâîä ñëåäñòâèÿ, êàê ôîíîâûé íîðìàëèçàòîð êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ðà-
âåíñòâ.

(a) Ðàâåíñòâî ñ ñîâïàäàþùèìè ÷àñòÿìè.

∀a(a = a)
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Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îáåñïå÷èâàåò çàìåíó ðàâåíñòâà íà êîíñòàíòó
"èñòèíà".

(b) Ñîêðàùåíèå îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà îáùèé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü.

∀abc(¬(a = 0) → ab = ac ↔ b = c)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "êîì-
ïëåêñíîå" îáåñïå÷èâàåò èãíîðèðîâàíèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó âåùåñòâåííûìè è
êîìïëåêñíûìè âåðñèÿìè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè èäåíòèôèêàöèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè ðàâåíñòâà ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñìíå0".

∀ab(¬(a− b = 0) → ¬(a = b))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðè èäåíòèôèêà-
öèè ðàâåíñòâà íå äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà åãî ÷àñòåé. Ââåäåí ñðàâíèòåëü-
íî ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ "âûâîä"
áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ðàâåíñòâî ñ ìèíóñîì â îäíîé ÷àñòè è íóëåì â äðóãîé.

∀a(−a = 0 ↔ a = 0)

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Îòáðàñûâàíèå ìèíóñîâ â îáîèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.

∀ab(−a = −b ↔ a = b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Ðàâåíñòâî ñòåïåíè íóëþ.

∀ab(a
b = 0 ↔ a = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Ðàâåíñòâî äðîáè íóëþ.

∀ab(¬(b = 0) → a = 0 ↔ a/b = 0)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ.

∀ab(ab = 0 ↔ a = 0 ∨ b = 0)

Ðàâåíñòâà â çàìåíÿþùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ òåì æå íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìêîìïë", à çàòåì äèçúþíêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
ëîã". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

(i) Ïåðåñòàíîâêà íåèçâåñòíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âëåâî.

∀ab(a = b ↔ b = a)

Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå òåêóùåé çàäà÷è, à âûðàæåíèå a - íå
ñîäåðæèò. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêà-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîìïëåêñíîå".

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.
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(a) Âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
∀a(a− ÷èñëî→ a− êîìïëåêñíîå)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(b) Ìíèìàÿ åäèíèöà.
i− êîìïëåêñíîå

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü"

1. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Re(a) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ÷èñòî ìíèìîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Re(ai) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ñóììó ÷èñëà è ñîïðÿæåííîãî ñ íèì.

∀z(Re(z) = (z + ñîïðÿæåííîå(z))/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ìíèìàÿ÷àñòü". Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò
ïðè íàõîæäåíèè îáðàçîâ ìíîæåñòâ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âûðàæåíèå
z ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ñðåäè óñëîâèé çàäà÷è èìååòñÿ óðàâíåíèå ñ íåèçâåñò-
íûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ìèíóñ ïåðåä âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

∀z(Re(−z) = −Re(z))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ñóììû.

∀ab(Re(a + b) = Re(a) + Re(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðîèçâåäåíèÿ.

∀az(a− ÷èñëî→ Re(az) = aRe(z))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

7. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü íàòóðàëüíîé ñòåïåíè.

∀abcn(b = |a| & c = arg(a) & n− íàòóðàëüíîå→ Re(an) = bn cos(cn))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èç ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü", à âûðà-
æåíèå c - îòëè÷íî îò 0 è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò". Òðåòèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a - âåùåñòâåí-
íîå. Åñëè n - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, ìåíüøàÿ 5, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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8. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü äðîáè.

∀ab(b− ÷èñëî→ Re(a/(bi)) = Im(a)/b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ab(b− ÷èñëî→ Re(a/b) = Re(a)/b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(c− ÷èñëî→ Re(a/(bc)) = Re(a/b)/c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abcd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî → Re((a + bi)/(c + di)) =
(ac + bd)/(c2 + d2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò îáðàùåíèå b â íîëü.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABabcdepr(A = a− ce & B = b− de & ¬(c = 0) & p = A · ñîïðÿæåííîå(c) +
c·ñîïðÿæåííîå(A) & ¬(p = 0) & r = (B·ñîïðÿæåííîå(c)+d·ñîïðÿæåííîå(A))/p →
Re((az + b)/(cz + d)) = e ↔ |z + r| = |Ad−Bc|/|p|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå,
èìåþùèõ êîììåíòàðèé (ñîïðÿæåííîå y). Òàêîé êîììåíòàðèé èñïîëüçóåòñÿ â
çàäà÷àõ, ðåøàåìûõ äëÿ îòûñêàíèÿ îáðàçà ìíîæåñòâà X ïðè êîìïëåêñíîì îòîá-
ðàæåíèè. Íåèçâåñòíîé ñëóæèò òî÷êà ìíîæåñòâà X, à y - èçâåñòíûé ïàðàìåòð,
ðàâíûé çíà÷åíèþ îòîáðàæåíèÿ â äàííîé òî÷êå. Ïåðåìåííàÿ y íå âõîäèò â âû-
ðàæåíèÿ a, b, c, d, íî âõîäèò â z. Ïåðâûé, âòîðîé, ÷åòâåðòûé è øåñòîé àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò íóëåâîå çíà-
÷åíèå a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðè-
ìåíÿåìàÿ â ëþáûõ çàäà÷àõ. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ a, b, c, d áûëè
êîíñòàíòûìè, à z - íåêîíñòàíòíûì. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî
âíóòðè âûðàæåíèÿ "âåùôîðìà(. . .)"; â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ìàê-
ñèìàëüíûé óðîâåíü äîëæåí áûòü áîëåå 4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè
ïðåæíèé.

∀ABabcdempr(A = a− ce & B = b− de & ¬(c = 0) & p = A · ñîïðÿæåííîå(c) +
c·ñîïðÿæåííîå(A) & ¬(p = 0) & r = (B·ñîïðÿæåííîå(c)+d·ñîïðÿæåííîå(A))/p &
m = Re(a/c)− e & ¬(m = 0) → e < Re((az + b)/(cz + d)) ↔
0 < (|z + r| − |Ad−Bc|/|p|)sg(m))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó; êàê è âûøå, ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Óêàçà-
òåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ"óêàçàòåëü
"äðîáü" - ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.

∀ABabcde(A = a−ce & B = b−de & A ·ñîïðÿæåííîå(c)+c ·ñîïðÿæåííîå(A) = 0 →
Re((az + b)/(cz + d)) = e ↔ Re(A · ñîïðÿæåííîå(d) + B · ñîïðÿæåííîå(c))Re(z)−
Im(A · ñîïðÿæåííîå(d)−B · ñîïðÿæåííîå(c))Im(z)+Re(B · ñîïðÿæåííîå(d)) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå,
èìåþùèõ êîììåíòàðèé (ñîïðÿæåííîå y). Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ y íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b, c, d, íî âõîäèò â z.
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Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò íóëåâîå çíà÷åíèå a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â ëþáûõ çàäà÷àõ. Ó íåå
âûðàæåíèÿ a, b, c, d äîëæíû áûòü êîíñòàíòûìè, à z - íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè òîò æå.

∀ABabcde(A = a−ce & B = b−de & A ·ñîïðÿæåííîå(c)+c ·ñîïðÿæåííîå(A) = 0 →
e < Re((az+b)/(cz+d)) ↔ 0 < Re(A·ñîïðÿæåííîå(d)+B·ñîïðÿæåííîå(c))Re(z)−
Im(A · ñîïðÿæåííîå(d)−B · ñîïðÿæåííîå(c))Im(z) + Re(B · ñîïðÿæåííîå(d)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèåìàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíû
äâå âåðñèè.

9. Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíòû.

∀abc(b = Re(a) & c = Im(a) → Re(exp(a)) = exp(b) cos c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíè-
ìàÿ÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé äðîáè.

∀abcdepqr(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & e = (az + b)/(cz + d) & r − ÷èñëî→
pIm(e) + qRe(e) + r = 0 ↔ Re(((qa− pai)z + qb− pbi)/(cz + d)) = −r)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå,
èìåþùèõ êîììåíòàðèé (ñîïðÿæåííîå y). Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Ïåðåìåííàÿ y íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b, c, d, íî âõîäèò â z. Óêàçàòåëü
"ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò îáðàùåíèå a â íîëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdepqr(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & e = (az + b)/(cz + d) & r − ÷èñëî→
0 < pIm(e) + qRe(e) + r ↔ −r < Re(((qa− pai)z + qb− pbi)/(cz + d)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå
íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ"óêàçàòåëü "äðîáü" - ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.

11. Íåðàâåíñòâî äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè äðîáè.

∀abc(Re(a/b) < c ↔ 0 < c(Re(b))2 + c(Im(b))2 − Re(a)Re(b)− Im(a)Im(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâå-
òà â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìåþùèõ öåëü "ìíèìàÿ÷àñòü". Òàêàÿ öåëü èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè íàõîæäåíèè îáðàçà ìíîæåñòâà òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òåêóùèé
òåðì çàäà÷è íå äîëæåí ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

12. Óñëîâèå ðàâåíñòâà âåùåñòâåííîé ÷àñòè íóëþ.

∀az(a− ÷èñëî & z − êîìïëåêñíîå→ Re(a/z) = 0 ↔ Re(z) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ Re(zi) = 0 ↔ Im(z) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abcdz(a−÷èñëî &-
	
÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & z−êîìïëåêñíîå→ Re((azi+

b)/(cz + d)) = 0 ↔ bcRe(z)− adIm(z) + bd = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ ÷èñëà îò íóëÿ èç íåðàâåíñòâà äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀abpqz(pRe(z) + qIm(z) < 0 & ap + bq ≤ 0 → ¬(z + a + bi = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïåðåìåííûå a, b, p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Óñìîòðåíèå ëîæíîñòè íåðàâåíñòâà äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè.

∀abcz(|z + a| < b & b + c + Re(a) < 0 → ¬(Re(z) ≤ c))

∀abcz(|z + a| < b & b− c + Re(a) < 0 → ¬(c + Re(z) ≤ 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî â ïåðâîì àíòåöå-
äåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Äåêîìïîçèöèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñ äâóìÿ âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè
ïóòåì ðàçäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀ABPQcd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî→
∃mn(A = B + cm + dni & P (m) & Q(n)) ↔ ∃m(Re(A) = Re(B) + cm & P (m)) &
∃n(Im(A) = Im(B) + dn & Q(n)) & A− êîìïëåêñíîå)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè. Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

16. Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì ê ïàðàìåò-
ðè÷åñêîìó îïèñàíèþ ñ äâóìÿ âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè.

∀P (∃z(z−êîìïëåêñíîå& P (Re(z), Im(z))) ↔ ∃xy(x−÷èñëî& y−÷èñëî& P (x, y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ z âñòðå÷àåòñÿ â "P (Re(z),
Im(z))" òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé Re(z), Im(z). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

17. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìâåùåñòâåííàÿ÷àñòü".

(a) Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Re(a) = a)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàãîëîâîê âûðàæå-
íèÿ a îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "Ïëþñ", "Óìíîæåíèå", "Ìèíóñ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ÷èñòî ìíèìîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Re(ai) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(c) Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ñóììû.

∀ab(Re(a + b) = Re(a) + Re(b))

Ñóììà êîìïëåêñíàÿ; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ìèíóñ ïîä âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

∀z(Re(−z) = −Re(z))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü íàòóðàëüíîé ñòåïåíè.

∀abcn(b = |a| & c = arg(a) & n− íàòóðàëüíîå→ Re(an) = bn cos(cn))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ àí-
òåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âû-
ðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü", âûðàæåíèå c - îòëè÷íî îò íóëÿ
è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a - ÷èñëî. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü äðîáè.

∀ab(b− ÷èñëî→ Re(a/b) = Re(a)/b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíòû.

∀abc(b = Re(a) & c = Im(a) → Re(exp(a)) = exp(b) cos(c))

íòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ b, c íå ñî-
äåðæàò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíèìàÿ÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè.

∀az(Re(z) = a → Re(z) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíèìàÿ÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

18. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÂåùåñòâåííàÿ÷àñòü".

Â íîðìàëèçàòîðå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ïåðåõîä ê ìàò-
ðèöå âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé:

∀amn(Re(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . ,m})) = λij(Re(a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . ,m}))
Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîá-
ðàæåíèå" â âèäå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìíèìàÿ÷àñòü"

1. Ìèíèìàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Im(a) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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2. Ìíèìàÿ ÷àñòü ÷èñòî ìíèìîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Im(ai) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ðàçíîñòü ÷èñëà è ñîïðÿæåííîãî ñ íèì.

∀z(Im(z) = (z − ñîïðÿæåííîå(z))/(2i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ìíèìàÿ÷àñòü".
Â òî æå ñàìîå óñëîâèå âõîäèò âûðàæåíèå "ñîïðÿæåííîå(z)". Çàäà÷à èìååò õîòÿ
áû îäíî óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ìèíóñ ïîä ìíèìîé ÷àñòüþ.

∀a(Im(−a) = −Im(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ìíèìàÿ ÷àñòü ñóììû.

∀ab(Im(a + b) = Im(a) + Im(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ìíèìàÿ ÷àñòü ïðîèçâåäåíèÿ.

∀az(a− ÷èñëî→ Im(az) = aIm(z))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

7. Ìíèìàÿ ÷àñòü äðîáè.

∀ab(b− ÷èñëî→ Im(a/b) = Im(a)/b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ Im(1/z) = −Im(z)/(|z|2))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî → Im((a + bi)/(c + di)) =
(bc− ad)/(c2 + d2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò íóëåâîå çíà÷åíèå b.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABabcdepr(A = a− cei & B = b− dei & ¬(c = 0) & p = A · ñîïðÿæåííîå(c)−
c·ñîïðÿæåííîå(A) & ¬(p = 0) & r = (B·ñîïðÿæåííîå(c)−d·ñîïðÿæåííîå(A))/p →
Im((az + b)/(cz + d)) = e ↔ |z + r| = |Ad−Bc|/|p|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ëèáî âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e êîíñòàíòíûå, à z - íåêîíñòàíòíîå, ëèáî
çàìåíÿåìîå ïîäâûðàæåíèå âõîäèò â óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé êîì-
ìåíòàðèé (ñîïðÿæåííîå y), ïðè÷åì y íå âõîäèò â a, , b, c, d, e è âõîäèò â z. Çàìå-
íÿåìîå ïîäâûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè âûðàæåíèÿ "âåùôîðìà(. . .)". Â
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ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü áîëæåí áûòü áîëüøå
4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABabcdempr(A = a− cei & B = b− dei & ¬(c = 0) & p = A · ñîïðÿæåííîå(c)−
c ·ñîïðÿæåííîå(A) & ¬(p = 0) & r = (B ·ñîïðÿæåííîå(c)−d ·ñîïðÿæåííîå(A))/p
& m = Im(a/c)− e & ¬(m = 0) → e < Im((az + b)/(cz + d)) ↔
0 < (|z + r| − |Ad−Bc|/|p|)sg(m))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå
íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ"óêàçàòåëü "äðîáü" - ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.

∀ABabcde(A = a−cei & B = b−dei & A·ñîïðÿæåííîå(c)−c·ñîïðÿæåííîå(A) = 0 →
Im((az + b)/(cz + d)) = e ↔ Im(A · ñîïðÿæåííîå(d) + B · ñîïðÿæåííîå(c))Re(z) +
Re(A · ñîïðÿæåííîå(d)−B · ñîïðÿæåííîå(c))Im(z)+ Im(B · ñîïðÿæåííîå(d)) = 0)

∀ABabcde(A = a−cei & B = b−dei & A·ñîïðÿæåííîå(c)−c·ñîïðÿæåííîå(A) = 0 →
e < Im((az+b)/(cz+d)) ↔ 0 < Im(A·ñîïðÿæåííîå(d)+B·ñîïðÿæåííîå(c))Re(z)+
Re(A · ñîïðÿæåííîå(d)−B · ñîïðÿæåííîå(c))Im(z) + Im(B · ñîïðÿæåííîå(d)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð".

8. Ìíèìàÿ ÷àñòü íàòóðàëüíîé ñòåïåíè.

∀abcn(b = |a| & c = arg(a) & n− íàòóðàëüíîå→ Im(an) = bn sin(cn))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü", à âûðà-
æåíèå c - îòëè÷íî îò 0 è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò". Íå óñìàòðèâàåòñÿ,
÷òî a âåùåñòâåííîå. Åñëè n - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, òî åå çíà÷åíèå áîëüøå 4.
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ìíèìàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíòû.

∀abc(b = Re(a) & c = Im(a) → Im(exp a) = exp(b) sin(c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíè-
ìàÿ÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ìíèìîé ÷àñòè íóëþ.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ Im(zi) = 0 ↔ Re(z) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììíèìàÿ÷àñòü".

Âñå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà ñðàðàáûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Ìíèìàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Im(a) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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(b) Ìíèìàÿ ÷àñòü ÷èñòî ìíèìîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ Im(ai) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(c) Ìíèìàÿ ÷àñòü ñóììû.

∀ab(Im(a + b) = Im(a) + Im(b))

(d) Ìèíóñ ïîä ìíèìîé ÷àñòüþ.

∀a(Im(−a) = −Im(a))

(e) Ìíèìàÿ ÷àñòü íàòóðàëüíîé ñòåïåíè.

∀abcn(b = |a| & c = arg(a) & n− íàòóðàëüíîå→ Im(an) = bn sin(cn))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðà-
âûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âû-
ðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü", à âûðàæåíèå c - îòëè÷íî îò 0 è
íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a âåùåñòâåííîå.
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(f) Ìíèìàÿ ÷àñòü äðîáè.

∀ab(b− ÷èñëî→ Im(a/b) = Im(a)/b)

(g) Ìíèìàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíòû.

∀abc(b = Re(a) & c = Im(a) → Im(exp a) = exp(b) sin(c))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ b, c íå
ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíèìàÿ÷àñòü".

(h) Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè.

∀az(Im(z) = a → Im(z) = a)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëîâ "ìíèìàÿ÷àñòü", "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü".

12. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÌíèìàÿ÷àñòü".

Â íîðìàëèçàòîðå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ïåðåõîä ê ìàò-
ðèöå ìíèìûõ ÷àñòåé:

∀amn(Im(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . ,m})) = λij(Im(a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}
& j ∈ {1, . . . ,m}))

Óêàçàòåëè "ìàòðèöà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîá-
ðàæåíèå" â âèäå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ìîäóëü"

Êîìïëåêñíûé è âåùåñòâåííûé ìîäóëè ïðîðèñîâûâàþòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäêàòîðîì
îäèíàêîâûì îáðàçîì. Â äàííîì ðàçäåëå, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, èìååòñÿ â âèäó
êîìïëåêñíûé ìîäóëü.

1. Ðàâåíñòâî ìîäóëÿ íóëþ.

∀a(|a| = 0 ↔ a = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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2. Ïîëîæèòåëüíîñòü ìîäóëÿ.

∀z(0 < |z| ↔ ¬(z = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñìîòðåíèå îòëè÷èÿ ÷èñëà îò íóëÿ èç îòëè÷èÿ îò íóëÿ åãî ìîäóëÿ.

∀az(|z| = a & ¬(a = 0) → ¬(z = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòå-
öåäåíòå, âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀az(a < |z| → ¬(z = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòå-
öåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ìîäóëü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = |a|)
Ïåðâûé ìîäóëü êîìïëåêñíûé, âòîðîé - âåùåñòâåííûé. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âû÷èñëåíèå ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìå.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ |a + bi/c| =
√

a2c2 + b2/|c|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Êîýôôèöèåíòû b, c ìîãóò îáðàùàòüñÿ â åäèíèöó. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.

∀a(| − a| = |a|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀az(| − z + a| = |z − a|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî z âåùåñòâåííîå.
Ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a âåùåñòâåííîå, ëèáî âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå, à z -
íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ.

∀ab(|ab| = |a||b|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ìîäóëü äðîáè.

∀ab(|a/b| = |a|/|b|)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

9. Ìîäóëü ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûì ïîêàçàòåëåì.

∀n(n− ÷èñëî→ |zn| = |z|n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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10. Ìîäóëü ñîïðÿæåííîãî ÷èñëà.

∀z(|ñîïðÿæåííîå(z)| = |z|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåí ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Ìîäóëü ýêñïîíåíòû.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ | exp(a + bi)| = exp a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(b− ÷èñëî→ | exp(a + bi)| = | exp(a)|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ab(a− ÷èñëî→ | exp(ab)| = | exp(b)|a)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀z(| exp(z)| = exp(Re(z)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

12. Ìîäóëü ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

∀ab(|b cos a + ib sin a| = |b|)
∀ab(|b cos a− ib sin a| = |b|)
∀ab(|b sin a + ib cos a| = |b|)
∀ab(|b sin a− ib cos a| = |b|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ áåç ó÷åòà ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîìïëåêñíûìè è âåùåñòâåííûìè
îïåðàöèÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

13. Óñìîòðåíèå êâàäðàòà ìîäóëÿ â ñóììå êâàäðàòîâ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀ab(a(Im(b))2 + a(Re(b))2 = a|b|2)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, èìåþùèõ öåëü "êîìïëåêñíîå". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò óñòàíîâêó íà èñêëþ÷å-
íèå ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü", "ìíèìàÿ÷àñòü". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå
ðàñïîëîæåíî âíóòðè íåêîòîðîãî ëîãàðèôìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcz(¬(c = 0) → c(Re(z))2+aRe(z)+c(Im(z))2+bIm(z) = c(|z+a/(2c)+bi/(2c)|)2−
(a2 + b2)/(4c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî
âíóòðè ðàâåíñòâà ëèáî íåðàâåíñòâà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ a, b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

14. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ, âåùåñòâåííîé ÷àñòè è ìíèìîé ÷àñòè.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(c = 0) → aIm(z) + bRe(z) + c|z|2 =
c(|z + b/(2c) + ai/(2c)|)2 − (a2 + b2)/(4c))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ a, b, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ äîëæåí áûòü
îòëè÷åí îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâà äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ ê íåðàâåíñòâó äëÿ ìîäóëÿ.

∀abc(0 ≤ a & 0 ≤ b → a < b(|c|)2 ↔
√

a <
√

b|c|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâ è ïåðåõîä ê
íåñòðîãèì íåðàâåíñòâàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Ðàâåíñòâî ìîäóëåé.

∀abz(|z + a| = |z + b| ↔ 2Re(b− a)Re(z) + 2Im(b− a)Im(z) + (|a|)2 − (|b|)2 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå, z - íåêîí-
ñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè ìîäóëåé.

∀abz(a−÷èñëî & b−÷èñëî→ 0 < |z+ai|−|z+bi| ↔ 0 < (Im(z)−(a+b)/2)sg(a−b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcdefp(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f−÷èñëî & d <
0 & 0 < a & 0 < b & 0 < e & ab + de = 0 & p = −(bf + ce)/(2be) →
0 < a|bz + c|+ d|ez + f | ↔ 0 < (Re(z)− p)sg(ec− bf))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè âûðàæåíèÿ ñ çà-
ãîëîâêîì "âåùôîðìà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcd(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & 0 < c & ¬(a− c = 0) & p = a2 − c2 &
e = (a2b− c2d)/p → 0 < a|z + b| − c|z + d| ↔ ac|b− d|/p < sg(p)|z + e|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abhmnpqrsuvz(m = Re(a) & n = Im(a) & p = Re(b) & q = Im(b) &
s = −(m + p)/2 & r = −(n + q)/2 & u = m− p & v = n− q &
h = (m2 + n2 − p2 − q2)/2 → 0 < |z + a| − |z + b| ↔
0 < (uRe(z) + vIm(z) + h)sg(h− pu− qv))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, z - íåèçâåñòíàÿ. Àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ m, p íå ñîäåðæàò ñèìâî-
ëà "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü", à âûðàæåíèÿ n, q - ñèìâîëà "ìíèìàÿ÷àñòü". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Âûíåñåíèå êîýôôèöèåíòà ïðè íåèçâåñòíîé èç-ïîä ìîäóëÿ.

∀abz(¬(a = 0) → |az + b| = |a||z + b/a|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, z - íåèçâåñòíàÿ.
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

19. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ ðàâåíñòâà ìîäóëÿ êîíñòàíòå.

∀az(0 ≤ a → z − êîìïëåêñíîå & |z| = a ↔ ∃x(x− ÷èñëî & z = a exp(ix)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, z - íåèçâåñòíàÿ. Íà ýòàïå ðåäàê-
òèðîâàíèÿ îòâåòà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè îòñóòñòâóåò óñëîâèå, ñîäåðæàùåå z
íå â êà÷åñòâå îïåðàíäà ñèìâîëîâ "Ìîäóëü" ëèáî "êîìïëåêñíîå". Çàìåíÿþùåå
óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

20. Ñîêðàùåíèå ëèíåéíî çàâèñèìûõ ìîäóëåé.

∀abcd(a|b| − c|d| = 0 → p|b|n/(q|d|n) = pcn/(qan))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, c íå ñîäåðæàò ñèìâîëà
"Ìîäóëü". Ðàçðåøàþòñÿ îäíîâðåìåííûå ïåðåñòàíîâêè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòå-
ëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

21. Îòñå÷åíèå ñëó÷àåâ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ.

∀abcdpz(|z + c + di| < p & 0 ≤ (a + c)2 + (b + d)2 − p2 → ¬(z = a + bi))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p êîíñòàíòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì àíòåöåäåíòå. Óêàçà-
òåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ b, d. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

22. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ.

∀abcdpz((a + c)2 + (b + d)2 − p2 < 0 & z = a + bi → |z + c + di| < p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà,
ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p êîí-
ñòàíòíûå; z - íåèçâåñòíàÿ. Äîïóñêàåòñÿ íóëåâîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà d. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

23. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ëèáî îïèñàòåëÿ.

∀a(a− ÷èñëî→ setz(z − êîìïëåêñíîå & |z| = a) = ∅ ↔ a < 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ
ïðè èäåíòèôèêàöèè íà íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ≤. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
0.

∀a(a− ÷èñëî→ setz(z − êîìïëåêñíîå & |z| ≤ a & ¬(z = 0)) = ∅ ↔ a ≤ 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó íåñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà ïîä îïèñàòåëåì íà ñòðîãîå.

∀a(a− ÷èñëî→ ∀z(z − êîìïëåêñíîå→ ¬(|z| = a)) ↔ a < 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀a(a− ÷èñëî→ ∀z(z − êîìïëåêñíîå & |z| = a → z = 0) ↔ a ≤ 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ
íà íåðàâåíñòâà ≤ ëèáî <. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abn(a− ÷èñëî→ ∃z(z − êîìïëåêñíîå & |z| < a & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
¬(z = b(i)))) ↔ 0 < a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ êâàíòîðà îáùíîñòè êàê êîíúþíêöèè. Ïåðåìåííàÿ b ôóíêöèîíàëü-
íàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(∀z(z − êîìïëåêñíîå & |z| ≤ a → |z| ≤ b) ↔ a ≤ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

24. Èñêëþ÷åíèå íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé.

∀a(∃z(z − êîìïëåêñíîå & |z| ≤ a & ¬(z = 0)) ↔ 0 < a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåñóùåñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ z. Ðàçðåøàåòñÿ çàìåíà íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íà ñòðîãîå. Ïåðå-
ìåííàÿ z íå âõîäèò â âûðàæåíèå a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abcn(b− ÷èñëî & 0 ≤ b → ∃z(z − êîìïëåêñíîå & |z| ≤ a & b < |z| &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ¬(z = c(i)))) ↔ b < a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåñóùåñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ z. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà
îáùíîñòè êàê êîíúþíêöèè. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ c ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

25. Ïåðåõîä îò êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà ê âåùåñòâåííîìó.

∀P (∃xy(P (|x|) & x− êîìïëåêñíîå) ↔ ∃xy(x− ÷èñëî & P (x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ âíóòðè çàìåíÿåìîãî ïîäòåðìà âûðàæåíèÿ "Ìîäóëü(x)". Ïåðåìåí-
íàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â ïîäòåðìå P (. . .) òîëüêî ïîä êîìïëåêñíûì ìîäóëåì. Ïåðå-
ìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñïèñêîì ïåðå-
ìåííûõ, èìåþùèì ïðîèçâîëüíóþ äëèíó (âêëþ÷àÿ íóëåâóþ). Óêàçàòåëü "îáîá-
ùïîäñò" îòìåíÿåò ïðîâåðêó íåâõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
â òåðìû, èäåíòèôèöèðîâàííûå ñ ïðî÷èìè ïåðåìåííûìè ïîä êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

26. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÌîäóëü".

Òàê êàê ïðèåìû íîðìàëèçàòîðû àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå ïðèåìàì ñêà-
íèðîâàíèÿ çàäà÷è, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïåðå÷èñëåíèåì èõ íàçâàíèé:

(a) Âû÷èñëåíèå ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â ñòàíäàðòíîé
ôîðìå.
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(b) Ìîäóëü ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

(c) Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ.

(d) Ìîäóëü äðîáè.

(e) Ìîäóëü ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûì ïîêàçàòåëåì.

(f) Ìîäóëü ñîïðÿæåííîãî ÷èñëà.

(g) Ìîäóëü ýêñïîíåíòû.

(h) Ó÷åò ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê, ÿâíî çàäàþùåãî çíà÷åíèå ìîäóëÿ.

(i) Ìîäóëü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

(j) Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.

(k) Ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "|∞| = ∞".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "àðãóìåíò"

Íàïîíèì, ÷òî ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ïðîðèñîâûâàåòñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòî-
ðîì êàê arg(z); ïîëíûé àðãóìåíò - ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà - îáîçíà÷àåòñÿ
Arg(z).

1. Àðãóìåíò âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî & 0 ≤ a → arg(a) = 0)

∀a(a− ÷èñëî & a < 0 → arg(a) = π)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀a(a− ÷èñëî→ arg(a) = (0 ïðè 0 ≤ a, èíà÷å π))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

∀abc(a < 0 & 0 ≤ bc & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî → arg(a + bi/c) =
arctg(b/(ac)) + π)

∀abc(a < 0 & bc < 0 & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî → arg(a + bi/c) =
arctg(b/(ac))− π)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ arg(ai/b) = sg(ab)π/2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abc(0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ arg(a + bi/c) = arctg(b/(ac)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïîëíûé àðãóìåíò.

∀a(Arg(a) = setx(∃i(i− öåëîå & x = arg(a) + 2πi)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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4. Ó÷åò ìèíóñà.

∀ab(arg(a) = b → arg(−a) = (b− π ïðè 0 < b, èíà÷å b + π))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð"; åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè. Ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ.

∀ab(a− ÷èñëî & 0 < a → arg(ab) = arg(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abc(c = arg(a) + arg(b) → arg(ab) = (c− 2π ïðè 0 ≤ c− π, èíà÷å
(c + 2π ïðè π + c < 0, èíà÷å c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a ëèáî b âåùåñòâåííîå. Âûðàæåíèå c íå ñî-
äåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò". Ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå
ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 3. Â
íåé îòáðîøåíî òðåáîâàíèå íà a, b.

6. Àðãóìåíò äðîáè.

∀abc(c = arg(a)− arg(b) → arg(a/b) = (c− 2π ïðè 0 ≤ c− π, èíà÷å
(c + 2π ïðè π + c < 0, èíà÷å c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò". Ïðèìåíåíèå ïðè-
åìà ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Àðãóìåíò öåëî÷èñëåííîé ñòåïåíè.

∀mnz(n− öåëîå & m = n arg(z) → arg(zn) = m + 2π[(π −m)/(2π)])

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðà-
æåíèå m íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Àðãóìåíò êîðíÿ.

∀nz(n− íàòóðàëüíîå→ arg(z1/n) = arg(z)/n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Àðãóìåíò ýêñïîíåíòû.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ arg(exp(a + bi)) = b + 2π[(π − b)/(2π)])

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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10. Àðãóìåíò ñóììû.

∀abcde(arg(−b) = c & |b| = d & e = −b → arg(a + b) = c & ¬(a = e) ↔
arg(a) = c & d < |a|)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåïóñòîé ñóììîé âñåõ íåêîí-
ñòàíòíûõ ñëàãàåìûõ. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà b íå òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Àðãóìåíò ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

∀ab(0 ≤ b + π & 0 ≤ π − b & 0 < a → arg(a sin b− (a cos b)i) =
(b− π/2 ïðè 0 < 2b + π, èíà÷å b + 3π/2))

∀ab(0 ≤ b + π & 0 ≤ π − b & 0 < a → arg(−a sin b− (a cos b)i) =
(3π/2− b ïðè 0 < 2b− π, èíà÷å − (π/2 + b)))

∀ab(0 ≤ b + π & 0 ≤ π − b & 0 < a → arg(a sin b + (a cos b)i) =
(π/2− b ïðè 0 < 2b + π, èíà÷å − (b + 3π/2)))

∀ab(0 ≤ b + π & 0 ≤ π − b & 0 < a → arg(−a cos b + (a sin b)i) =
(π − b ïðè 0 ≤ b, èíà÷å − (b + π)))

∀ab(0 ≤ b + π & 0 ≤ π − b & 0 < a → arg(−a cos b− (a sin b)i) =
(b− π ïðè 0 < b, èíà÷å b + π))

∀ab(0 ≤ b + π & 0 ≤ π − b & 0 < a → arg(−a sin b + (a cos b)i) =
(b + π/2ïðè 0 ≤ 2b− π, èíà÷å b− 3π/2))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå" îïðåäåëÿåò èãíîðèðîâàíèå
ðàçëè÷èé ìåæäó âåùåñòâåííûìè è êîìïëåêñíûìè îïåðàöèÿìè ïðè èäåíòèôè-
êàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(0 ≤ b + π & 0 < π − b & 0 < a → arg(a cos b− (a sin b)i) = −b)

∀ab(0 < b + π & 0 ≤ π − b & 0 < a → arg(a cos b + (a sin b)i) = b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

12. Ðàâåíñòâî àðãóìåíòà çàäàííîìó ÷èñëó.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ arg(a + bi) = 0 ↔ b = 0 & 0 < a)

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ arg(a + bi) = π/2 ↔ a = 0 & 0 < b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀z(arg(z) = 0 ↔ Im(z) = 0 & 0 < Re(z))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå z íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "êîìïëïðîèçâîäíàÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ àðãóìåíòà ê äâóì íåðàâåíñòâàì äëÿ àðãó-
ìåíòà.

∀afP (setx(| arg(f(x))| < a & P (x)) = setx(−a < arg(f(x)) & arg(f(x)) < a & P (x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ðàç-
ðåøàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Âîçìîæåí ñëó÷àé íåñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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14. Ñâåðòêà àðêòàíãåíñà â àðãóìåíò.

∀a(arctg(Im(a)/Re(a)) = arg(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷àõ íà
ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîìïëåêñíîå". Òàêàÿ öåëü äàåò óñòàíîâêó íà
èñêëþ÷åíèå ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíèìàÿ÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

15. Âîññòàíîâëåíèå ÷èñëà ïî ìîäóëþ è àðãóìåíòó.

∀abx(|x| = a & arg(x) = b ↔ x = a exp(bi))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, à âûðà-
æåíèå x - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó çàäàíèþ îáëàñòè.

∀P (setz(z − êîìïëåêñíîå & ¬(z = 0) & P (arg(z), z)) =
setz(∃ar(r − ÷èñëî & 0 < r & a− ÷èñëî & z = r exp(ai) & − π < a &
a ≤ π & P (a, r exp(ai)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Òåðì
"P (arg(z), z)" íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü", "ìíèìàÿ÷àñòü", íî
ñîäåðæèò ñèìâîë "àðãóìåíò". Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âòîðûì îïåðàí-
äîì òåðìà "îáðàç(f, . . .)", ãäå f íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

17. Èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ îáëàñòè.

∀Aa(setz(∃xy(z = x exp(iy) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & 0 < x & a < y &
y < a + 2π & A(x))) = setz(z − êîìïëåêñíîå & ¬(z = 0) &
¬(arg(z) = íîðìàðã(a)) & A(|z|)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âòîðûì îïåðàíäîì ñèìâîëà "îáðàç". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀cd(0 < c + π & 0 ≤ π − d → setz(∃ab(z = a exp(bi) & c < b & b < d & 0 < a &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî)) = setz(z − êîìïëåêñíîå & ¬(z = 0) & c < arg(z) &
arg(z) < d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âòîðûì îïåðàíäîì
ñèìâîëà "îáðàç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

18. ßâíîå ðàçðåøåíèå íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà.

∀abz(0 < a → 0 < a · arg(z) + b ↔ −b/a < arg(z))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ êâàí-
òîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ëèáî îïèñàòåëÿ "êëàññ" ïî ïåðåìåííîé z. Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ðàçðåøàþòñÿ ïåðåõîä ê íåñòðîãèì íåðà-
âåíñòâàì è ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Ïåðåõîä îò êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà ê âåùåñòâåííîìó.

∀P (∃xy(P (arg(x)) & ¬(x = 0) & x− êîìïëåêñíîå) ↔ ∃xy(x ∈ (−π, π] & P (x)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(. . .)" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ â çàìåíÿåìîì òåðìå ïîäâûðàæåíèÿ "arg(x)". Ïåðåìåííàÿ P
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷åíèå" ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå "P (. . .))"
ê òàêîìó âèäó, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ x âòðå÷àåòñÿ òîëüêî ïîä ñèìâîëîì "arg".
Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîðòåæåì ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèì
ïðîèçâîëüíóþ (â òîì ÷èñëå íóëåâóþ) äëèíó. Óêàçàòåëü "îáîáùïîäñò" áëîêèðó-
åò ïðîâåðêó íåâõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êâàíòîðà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ â òåðìû, èäåíòèôèöèðîâàííûå ñ ïðî÷èìè ïåðåìåííûìè ïîä ýòèì
êâàíòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

20. Èñïîëüçîâàíèå ñèìâîëà "íîðìàðã" ïðè âû÷èñëåíèè àðãóìåíòà íåèçâåñòíîãî âû-
ðàæåíèÿ.

(a) Âåëè÷èíà îò ìèíóñ ïè äî ïè.

∀a(0 < a + π & 0 ≤ π − a → íîðìàðã(a) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀a(íîðìàðã(arg(a)) = arg(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Óñòðàíåíèå ìèíóñà.

∀a(arg(−a) = íîðìàðã(arg(a) + π))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèç-
âåñòíûå ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

(c) Óñòðàíåíèå óìíîæåíèÿ.

∀ab(arg(ab) = íîðìàðã(arg(a) + arg(b)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Óñòðàíåíèå äðîáè.

∀ab(arg(a/b) = íîðìàðã(arg(a)− arg(b)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Âëîæåííûå âõîæäåíèÿ.

∀ab(íîðìàðã(a + íîðìàðã(b)) = íîðìàðã(a + b))

∀ab(íîðìàðã(a− íîðìàðã(b)) = íîðìàðã(a− b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(f) Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ.

∀ab(íîðìàðã(−a) = b ↔ íîðìàðã(a) = íîðìàðã(−b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèç-
âåñòíûå ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(íîðìàðã(a + b) = c ↔ íîðìàðã(a) = íîðìàðã(c− b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåïóñòîé
ïîäñóììîé âñåõ íåèçâåñòíûõ ñëàãàåìûõ. Îñòàòî÷íîå âûðàæåíèå b íåíóëå-
âîå; c íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



4.2. Îáùèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè 521

(g) Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìíîðìàðã".

Ïîêà íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀a(0 < a + π & 0 ≤ π − a → íîðìàðã(a) = a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

21. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìàðãóìåíò".

Òàê êàê ïðèåìû íîðìàëèçàòîðû àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå ïðèåìàì ñêà-
íèðîâàíèÿ çàäà÷è, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïåðå÷èñëåíèåì èõ íàçâàíèé:

(a) Àðãóìåíò âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

(b) Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

(c) Àðãóìåíò ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííîãî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

(d) Ó÷åò ìèíóñà.

(e) Àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ.

(f) Àðãóìåíò äðîáè.

(g) Àðãóìåíò ñòåïåíè ñ öåëî÷èñëåííûì ïîêàçàòåëåì.

(h) Àðãóìåíò êîðíÿ.

(i) Àðãóìåíò ýêñïîíåíòû.

(j) Ó÷åò ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "∀ab(a = b →
arg(a) = arg(b))". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå
a íåêîíñòàíòíîå, à âûðàæåíèå a - êîíñòàíòíîå.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñîïðÿæåííîå"

1. Ñîïðÿæåííîå ê âåùåñòâåííîìó ÷èñëó.

∀a(a− ÷èñëî→ ñîïðÿæåííîå(a) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñîïðÿæåííîå ê ÷èñòî ìíèìîìó ÷èñëó.

∀a(a− ÷èñëî→ ñîïðÿæåííîå(ai) = −ai)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ñîïðÿæåííîå ê ñóììå.

∀ab(ñîïðÿæåííîå(a + b) = ñîïðÿæåííîå(a) + ñîïðÿæåííîå(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ñîïðÿæåííîå ê ïðîèçâåäåíèþ.

∀ab(ñîïðÿæåííîå(ab) = ñîïðÿæåííîå(a)ñîïðÿæåííîå(b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Ñîïðÿæåííîå ê äðîáè.

∀ab(ñîïðÿæåííîå(a/b) = ñîïðÿæåííîå(a)/ñîïðÿæåííîå(b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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6. Ñîïðÿæåííîå ê íàòóðàëüíîé ñòåïåíè.

∀an(n−íàòóðàëüíîå & a−êîìïëåêñíîå→ ñîïðÿæåííîå(an) = ñîïðÿæåííîå(a)n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ñóììà ÷èñëà è ñîïðÿæåííîãî ñ íèì ÷èñëà.

∀ab(a− êîìïëåêñíîå & b− êîìïëåêñíîå→ ab + ñîïðÿæåííîå(a)b = 2Re(a)b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ìíèìàÿ-
÷àñòü", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è â óñëî-
âèÿõ çàäà÷è ïðèñóòñòâóåò óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíûìè. Îí òàêæå áëîêèðóåòñÿ
â ñëó÷àå çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "ìíèìàÿ÷àñòü". Íàïîìíèì,
÷òî öåëü "ìíèìàÿ÷àñòü" óêàçûâàåò íà çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îáðàçà ìíîæåñòâà
òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ðàçíîñòü ÷èñëà è ñîïðÿæåííîãî ñ íèì ÷èñëà.

∀abc(b + c = 0 → ab + ñîïðÿæåííîå(a)c = 2iIm(a)b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

9. Ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà íà ñîïðÿæåííîå ñ íèì ÷èñëî.

∀a(a · ñîïðÿæåííîå(a) = |a|2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdn(n− öåëîå & b = ci & d = a2 + c2 → (a + b)n(a− b)n = dn)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà äðóãèõ - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â
ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå
ìíîæèòåëè, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Âûðàæåíèå d íå èìååò âèäà ñóììû. Ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ
äðîáè. Óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå" îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ ñ èãíîðèðîâà-
íèåì ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîìïëåêñíûìè è âåùåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ðàâåíñòâî ñîïðÿæåííîãî ÷èñëà íóëþ.

∀z(ñîïðÿæåííîå(z) = 0 ↔ z = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå.

∀az(ñîïðÿæåííîå(z) = a ↔ z = ñîïðÿæåííîå(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå a -
íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Ðàâåíñòâî ÷èñëà ñîïðÿæåííîìó ñ íèì.

∀z(z − ñîïðÿæåííîå(z) = 0 ↔ Im(z) = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â ñëó÷àå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ìíèìàÿ÷àñòü", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè z ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò äðóãîå óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé ðàâåíñòâî ñ íåèçâåñòíûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñîïðÿæåííîå".

Â íîðìàëèçàòîðå èìååòñÿ âñåãî òðè ïðèåìà, àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì âûøå
ïðèåìàì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è: "ñîïðÿæåííîå ê âåùåñòâåííîìó ÷èñëó", "ñîïðÿ-
æåííîå ê ÷èñòî ìíèìîìó ÷èñëó" è "ñîïðÿæåííîå ê ñóììå.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìíèìàÿåäèíèöà"

1. Ñòåïåíü ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì.

i0 = 1

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀mnk(n = 2m + k → in = (−1)mik)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öå-
ëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò 0. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀mn(n− öåëîå→ i2n+m = (−1)nim)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Óïðîùåíèå àíòåöåäåíòà.

∀AB(∀xy(x−êîìïëåêñíîå& ix−÷èñëî& A(x, y) → B(x, y)) ↔ ∀xy(x−÷èñëî& A(ix, y) →
B(ix, y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíîé ñóììîé

Åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, èìåþòñÿ â âèäó êîìïëåêñíûå âåðñèè àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé.

1. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "êîììóòàòèâíî(Ïëþñ)". Çàãîëîâîê ïðèåìà - "ëåêñó-
ïîðÿäî÷åíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.

Òåîðåìà ïðèåìà òà æå ñàìàÿ. Çàãîëîâîê - "ñïóñêîïåðàíäîâ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ñëîæåíèå ñ íóëåì.

∀a(a + 0 = a)

Ïðèåìà èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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4. Ïåðåõîä ê âåùåñòâåííîé ñóììå.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + b = a + b)

Ëåâàÿ ñóììà êîìïëåêñíàÿ, ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââåäåí
óñêîðÿþùèé ôèëüòð, ïðîâåðÿþùèé îòñóòñòâèå â ñóììå ìíèìûõ åäèíèö. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óñëîâèå âåùåñòâåííîçíà÷íîñòè êîìïëåêñíîé ñóììû.

∀ab(a− ÷èñëî→ (a + b)− ÷èñëî↔ b− ÷èñëî)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè.

∀abcd(d = b + c → ab + ac = ad)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". b, c - äåñÿòè÷íûå ÷èñëà. Âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò ñèìâîëîâ áåñêîíå÷íîñòè è ñèìâîëà "Î". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå" äîïóñêàåò êàê âåùåñòâåííûå,
òàê è êîìïëåêñíûå âåðñèè îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è èçìåíåíèÿ çíàêà ïðè èäåí-
òèôèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdefgh(f = ae + cd & h = ce → ab/(cg) + db/(eg) = (f/h) · (b/g))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, c, d, e èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè. Âûðàæåíèÿ b, g íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "Î". Àíòåöåäåí-
òû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå",
äîïóñêàþùèé êàê êîìïëåêñíûå, òàê è âåùåñòâåííûå âåðñèè îïåðàöèé óìíîæå-
íèÿ, äåëåíèÿ è èçìåíåíèÿ çíàêà ïðè èäåíòèôèêàöèè. Ïåðâàÿ äðîáü â çàìåíÿþ-
ùåì òåðìå âåùåñòâåííàÿ. Çàìåòèì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ äðîáü, â êà÷åñòâå ñîìíî-
æèòåëÿ êîìïëåêñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îáû÷íî íå ïðåîáðàçóåòñÿ â êîìïëåêñíóþ
äðîáü. Îíà èãðàåò ðîëü âåùåñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà. Ëèøü íà ýòàïå ðåäàêòè-
ðîâàíèÿ îòâåòà ïðîèñõîäèò óñòðàíåíèå òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

∀abcde(e = a + cd → ab/c + db = e/c · b)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Î". Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå", äî-
ïóñêàþùèé êàê êîìïëåêñíûå, òàê è âåùåñòâåííûå âåðñèè îïåðàöèé óìíîæåíèÿ,
äåëåíèÿ è èçìåíåíèÿ çíàêà ïðè èäåíòèôèêàöèè. Äðîáü â çàìåíÿþùåì òåðìå âå-
ùåñòâåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ íåèçâåñòíûìè.

∀abc(ab + ac = a(b + c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òèï òåêóùåé çàäà÷è îòëè÷åí îò "äî-
êàçàòü". Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ b, c - íå ñîäåðæàò.
Îòñóòñòâóåò öåëü (íåçàâèñèò . . .), ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííûå òåðìîâ b, c. Ïåðåìåí-
íûå çàìåíÿåìîãî òåðìà íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè.
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd((ad)b + ac = a(db + c))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îïåðàöèÿ "óìíîæåíèå" â ïðîèçâåäå-
íèè ad - âåùåñòâåííàÿ, âíåøíåå óìíîæåíèå - êîìïëåêñíîå. Çàìåòèì, ÷òî îá-
ùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ïðåäóñìàòðèâàåò ãðóïïèðîâêó âåùåñòâåííûõ ìíîæèòåëåé
êîìïëåêñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîä çíàê âåùåñòâåííîãî óìíîæåíèÿ. Â îñòàëüíîì
ïðèåì àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

∀abcde((ad)b + (ae)c = a(db + ce))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðîèçâåäåíèÿ ad, ae - âåùåñòâåííûå.

8. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ äëÿ âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ êîìïëåêñíûõ
ñëàãàåìûõ.

∀abcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d = b + c → ab + ac = ad)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåùåñòâåííàÿ. ×èñëî ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ d ìåíüøå
ñóììàðíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ âûðàæåíèé b, c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

9. Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìèíóñà âñåõ ñëàãàåìûõ.

∀ab(−a− b = −(a + b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ñóììà ðàñïîëîæåíà ïîä îïåðàöèåé, îáåñ-
ïå÷èâàþùåé äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå ìèíóñà íàðóæó ëèáî åãî èñêëþ÷åíèå -
"Ìèíóñ", "Óìíîæåíèå", "Äðîáü", "Ìîäóëü", "Ñèíóñ", è ò.ï. Èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)", îáåñïå÷èâàþùèé îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþáî-
ãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, à òàêæå óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

10. Ãðóïïèðîâêà ÷èñòî ìíèìûõ ñëàãàåìûõ.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ai + bi = (a + b)i)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ "X + A = B".

∀abc(a + b = c ↔ a = c− b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåïóñòîé ñóììîé âñåõ ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûõ
ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà b íåïóñòàÿ. Âûðàæåíèå c
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ. Çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ òîëüêî âíóòðè
ïîäóòâåðæäåíèé ñ çàãîëîâêàìè "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò". Ê ïàðàìåòðè÷åñêèì
îïèñàíèÿì ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùàÿ öåëü "èçâåñòíî", ëèáî òåêóùèé òåðì çàäà÷è èìååò çàãîëîâîê "èëè", òî
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Èíà÷å îí ðàâåí 1.

12. Ãðóïïèðîâêà âñåõ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

∀ab(a− êîìïëåêñíîå & b− êîìïëåêñíîå→ a = b ↔ a− b = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b îòëè÷íû îò êîíñòàíòû 0. Äîïîëíèòåëüíî
íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

(a) Ëèáî çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì, ëèáî
îíî ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè, ëèáî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëå-
äîâàíèå.

(b) Âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

i. Òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü".

ii. Çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Íå âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå òðåáîâàíèÿ: îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿ-
ùàÿ â äðóãóþ ÷àñòü; ëèáî òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü
"ðåäàêöèÿ", ëèáî ðàâåíñòâî íå ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì îòðèöàíè-
åì.

iii. Òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü "ðåäóöèðîâàíèå". Òàêàÿ öåëü
èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå òåîðåì. Çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî
ïîä îòðèöàíèåì. Ëèáî ýòî îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ àíòåöåäåíòîì êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè, ëèáî çàäà÷à èìååò öåëü "íàáîðàíòåöåäåíòîâ".

iv. Çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà, çàãîëîâîê êî-
òîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ñóùåñòâóåò", "äëÿëþáîãî", "è", "èëè",
"íå".

(c) Åñëè èìååò ìåñòî ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, òî îò-
ñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "ñòàíäìåíüøå".

(d) Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "îïèñàòü", òî îíà íå èìååò öåëè "èçâåñòíî
. . .".

(e) Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü", òî îíà íå èìååò öåëåé "àíà-
ëèçôðàçû", "òåêñòîâàÿçàäà÷à", âîçíèêàþùèõ ïðè ðàáîòå ñ òåêñòàìè åñòå-
ñòâåííîãî ÿçûêà.

(f) Åñëè îäíà èç ÷àñòåé çàìåíÿåìîãî ðàâåíñòâà - ïåðåìåííàÿ, òî îíà íå ñâÿçàíà
âíåøíèì êâàíòîðîì ëèáî îïèñàòåëåì.

(g) Ëèáî òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü", à çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî ðàñ-
ïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è è åãî ïåðåìåííûå íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàí-
òîðàìè è îïèñàòåëÿìè, ëèáî íåâåðíî, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà
- íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, íå âõîäÿùèé â äðóãóþ ÷àñòü. Äàííûé
ôèëüòð íåîáõîäèì äëÿ áëîêèðîâêè ïðèåìà â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ a, b.

(h) Ëèáî òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "äîêàçàòü", à çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî ðàñ-
ïîëîæåíî â åå óñëîâèè è åãî ïåðåìåííûå íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè
è îïèñàòåëÿìè, ëèáî çàìåíÿåìîå ðàâåíñòâî íåêîíñòàíòíîå, ëèáî íè îäíà èç
÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíûì íåâûðîæäåííûì ÷èñëî-
âûì àòîìîì, ïðè÷åì íåâåðíî, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé ñîäåðæèò íåâûðîæäåí-
íûé êîíñòàíòíûé ÷èñëîâîé àòîì, à äðóãàÿ - íå ñîäåðæèò.

(i) Äëÿ îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî åå çíà÷åíèå - äâîè÷-
íîå.

(j) Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "ïðåîáðàçîâàòü", òî îíà íå èìååò öåëè
"íîðìòåîðåìà". Òàêàÿ öåëü èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè òåîðåì, ãå-
íåðèðóåìûõ ñèñòåìîé ëîãè÷åñêîãî âûâîäà.
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(k) Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à èìååò òèï "èññëåäîâàòü", òî îíà íå èìååò öåëè "òåî-
ðåìàïðèåìà". Êðîìå òîãî, òåêóùàÿ ïîñûëêà íå èìååò êîììåíòàðèÿ "èñ-
êëþ÷". Îáà îãðàíè÷åíèÿ ñâÿçàíû ñ ïðîöåäóðàìè âûâîäà òåîðåì.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

13. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè âñåõ ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ.

∀ab(a = b ↔ a− b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, íå èìåþùèõ
öåëè "èçâåñòíî". Âûðàæåíèÿ a è b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, ïðè÷åì íè îäíî èç
ýòèõ âûðàæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, íå âõîäÿùåé â äðóãîå âûðàæåíèå.
Çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ a ñëóæèò îäèí èç ñèìâîëîâ "Ïëþñ", "Äðîáü", "Ñòå-
ïåíü", "Óìíîæåíèå", "Ìèíóñ". Äîïóñòèìûìè çàãîëîâêàìè íàäòåðìîâ çàìåíÿå-
ìîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû "ñóùåñòâóåò", "è", "èëè". Íå èìååò ìåñòà
ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

14. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "âèäÓìíîæåíèå" äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.

∀abc(c = a + b → a + b = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ðàçëîæèòüíàìíîæèòåëè". Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "âèäÓìíîæåíèÿ" ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âûðàæå-
íèé. Ëèáî, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà "Ìèíóñ", âûðàæåíèå c èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì
îäèí èç ñèìâîëîâ "Äðîáü", "Óìíîæåíèå", "Ñòåïåíü", ëèáî îíî êîðî÷å èñõîäíîé
ñóììû è íå èìååò çàãîëîâêà "Ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà
åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà âåùåñòâåííóþ ñóììó a+b. Çàäà÷à,
êðîìå öåëè "ðàçëîæèòüíàìíîæèòåëè", èìååò öåëü "âèäÓìíîæåíèå", ÿâíî óêà-
çûâàþùóþ íà ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíûõ ìíîæèòåëåé. Ëèáî, ñ òî÷íîñòüþ äî
çíàêà, âûðàæåíèå c èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "Äðîáü", "Óìíî-
æåíèå", "Ñòåïåíü", "äðîáü", "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", ëèáî îíî êîðî÷å èñõîäíîé
ñóììû è íå èìååò çàãîëîâêîâ "Ïëþñ", "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

15. Ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè.

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ a +∞ = ∞)

∀ab(a− êîìïëåêñíîå→ a + b = ∞↔ b = ∞)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

∀uv(v−êîìïëåêñíîå→ ∃x(x−÷èñëî & u = v +x) ↔ u−êîìïëåêñíîå & Im(u) =
Im(v))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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17. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÏëþñ".

Òàê êàê ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå ïðèåìàì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è,
ïðèâåäåì òîëüêî èõ íàçâàíèÿ:

(a) Ñëîæåíèå ñ íóëåì.

(b) Ïåðåõîä ê âåùåñòâåííîé ñóììå.

(c) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.

(d) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

(e) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè.

18. Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùÏëþñ".

(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííîé îïåðàöèè âåùåñòâåííîãî ñëîæåíèÿ.
∀abc((a + b) + c = a + b + c)

Âíóòðåííÿÿ ñóììà â ëåâîé ÷àñòè âåùåñòâåííàÿ, âíåøíÿÿ - êîìïëåêñíàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(d) Óñìîòðåíèå ýêñïîíåíòû.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a cos b + ia sin b = a exp(bi))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

19. Íîðìàëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäÏëþñ".

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèåì àíàëîãè÷åí óæå ïðèâåäåííîìó âûøå ïðèåìó ñêà-
íèðîâàíèÿ çàäà÷è, îãðàíè÷èâàåìñÿ åãî íàçâàíèåì.

(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé.

(b) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

(c) Ñëîæåíèå ñ íóëåì.

(d) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abc(ab + ac = a(b + ac))

Çàìåíà ïðîèñõîäèò ñïðàâà íàëåâî. Óêàçàòåëü "íàáîð(ïåðâûéòåðì)" îáåñ-
ïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå" - äëÿ èãíîðèðîâà-
íèÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîìïëåêñíûìè è âåùåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè. Äëÿ åå
ñðàáàòûâàíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû íîðìàëèçàòîð èìåë êîììåíòàðèè "ìàòðì-
íîãî÷ëåí" è "ïåðåìåííàÿ x", ãäå x âõîäèò â b + c. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
îáåèõ âåðñèé ðàâíû 1.

(e) Âîçâåäåíèå â ÷åòíóþ ñòåïåíü.
∀abmn(n = 2m → (a + b)n = (a2 + 2ab + b2)m)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Îñíîâàíèå ñòåïåíè â çàìåíÿþùåì òåðìå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäÏëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(f) Âîçâåäåíèå â íå÷åòíóþ ñòåïåíü.

∀abmn(n = 2m + 1 → (a + b)n = (a2 + 2ab + b2)m)(a + b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.

∀ab(−(a + b) = −a− b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.

∀abc(¬(c = 0) & c− ÷èñëî→ a/c + b/c = (a + b)/c)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "íàáîð(ïåðâûéòåðì)" è
"êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Óñìîòðåíèå âåùåñòâåííîãî äðîáíîãî ñëàãàåìîãî.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a/b + c = a/b + c)

Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äðîáü êîìïëåêñíàÿ, à â çàìåíÿþùåé - âåùåñòâåííàÿ.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè èìåþòñÿ
êîììåíòàðèè "ÍîðìÌíîãî÷ëåí" è "ïåðåìåííàÿ x", ãäå x âõîäèò â äðîáü
a/b, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

∀abcde(e = a + cd → ab/c + bd = e/c · b)
Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíàÿ, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîíñåêâåíòà - âåùå-
ñòâåííûå. Ïåðåìåííûå a, c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè.
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "Î". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ
ïðèåìà, â êîòîðîé âñå îïåðàöèè êîíñåêâåíòà, êðîìå äðîáè â çàìåíÿþùåé
÷àñòè, êîìïëåêñíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.

forallabcdefgh(f = ae + cd & h = ce → ab/(cg) + bd/(eg) = (f/h) · (b/g))

Ïåðâàÿ äðîáü â çàìåíÿþùåé ÷àñòè âåùåñòâåííàÿ, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîí-
ñåêâåíòà - êîìïëåêñíûå. Ïåðåìåííûå a, c, d, e èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿ-
òè÷íûìè ÷èñëàìè. Âûðàæåíèÿ b, g íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "Î". Àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäà-
íà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíàÿ, à
îñòàëüíûå îïåðàöèè êîíñåêâåíòà - âåùåñòâåííûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
òîò æå.

∀abcd(d = b + c → ab + ac = ad)

Âñå îïåðàöèè êîíñåêâåíòà êîìïëåêñíûå, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîì-
ïëåêñíîå", îáåñïå÷èâàþùèé èãíîðèðîâàíèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîìïëåêñíû-
ìè è âåùåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ïðè èäåíòèôèêàöèè. Ïåðåìåííûå b, c
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "Î", à òàê-
æå ñèìâîëîâ áåñêîíå÷íîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Íîðìàëèçàöèÿ äðîáíûõ ñëàãàåìûõ.

∀abc(a · (b/c) = ab/c)

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâî-
ëà "ìíèìàÿåäèíèöà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(l) Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
Îáû÷íî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè êîììåíòàðèÿ
"âèäóìíîæåíèå". Ñëó÷àé, êîãäà îí íå òðåáóåòñÿ, îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî.

i. Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ.
∀abcd(c = a− b & d = a + b → sin a sin b = cos c/2− cos d/2)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Ïðîèçâåäåíèå ñèíóñà íà êîñèíóñ.
∀abcd(c = a− b & d = a + b → sin a cos b = sin d/2 + sin c/2)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀ab(b = 2a → sin a cos a = sin b/2)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íå òðåáóåòñÿ íàëè-
÷èå êîììåíòàðèÿ "âèäóìíîæåíèå", íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåêîòîðîå ñëà-
ãàåìîå ðàññìàòðèâàåìîé ñóììû èìåëî ñâîèì ñîìíîæèòåëåì "Ñèíóñ(b)".
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

iii. Ïðîèçâåäåíèå êîñèíóñîâ.
∀abcd(c = a− b & d = a + b → cos a cos b = cos c/2 + cos d/2)
Àíàëîãè÷íî ïðîèçâåäåíèþ ñèíóñîâ.

iv. Êâàäðàò ñèíóñà.
∀abc(a = 2b → (sin c)a = (1− cos(2c))b/2b)
Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîì-
ïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

v. Êâàäðàò êîñèíóñà.
∀abc(a = 2b → (cos c)a = (1 + cos(2c))b/2b)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

vi. Êóá ñèíóñà.
∀abc(a = 3b → (sin b)3 = (3 sin b− sin a)/4)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

vii. Êóá êîñèíóñà.
∀abc(a = 3b → (cos b)3 = (3 cos b + cos a)/4)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

viii. Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ñèíóñà.
∀ab((sin a)b = (sin a)b−2/2− (sin a)b−2 cos(2a)/2)
Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé
3. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

ix. Ïîíèæåíèå ñòåïåíè êîñèíóñà.
∀ab((cos a)b = (cos a)b−2/2 + (cos a)b−2 cos(2a)/2)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

20. Ñèíòåçàòîð äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè "÷àñòíî-
åÌíîãî÷ëåíîâ".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(a, b, c, d)". Âõîäíûå
äàííûå ñóòü êîìïëåêñíûå ìíîãî÷ëåíû a, b, çàäàííûå ÷åðåç îïèñàòåëè "îòîáðà-
æåíèå" è ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Âûõîäíûå
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äàííûå ñóòü íåïîëíîå ÷àñòíîå c è îñòàòîê d, çàäàííûå â òàêîì æå ôîðìàòå.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

(a) Ñòåïåíü äåëèìîãî ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ.

∀abcdefgh(a = λx(bx
c + f(x), x− êîìïëåêñíîå) &

d = λx(ex
g + h(x), x− êîìïëåêñíîå) & 0 < g − c →

÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(a, d, λx(0, x− êîìïëåêñíîå), a))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ñììíîãî÷ëåí" îïðå-
äåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííûõ a, d, f, h ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåí-
íîé x, çàäàííûìè â âèäå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå(. . .)". Ôàêòè÷åñêè, ïðîãðàì-
ìà ïðèåìà íàõîäèò íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäå-
ëÿþò ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà è ñóììó îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ. Èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

(b) Ñòåïåíü äåëèìîãî íå ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ.

∀abcdefghiju(a = λx(bx
c + f(x), x− êîìïëåêñíîå) &

d = λx(ex
g + h(x), x− êîìïëåêñíîå) & i = c− g & 0 ≤ i & ¬(e = 0) &

÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(λx(f(x)− (bxih(x)/e), x− êîìïëåêñíîå), d, u, j) →
÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(a, d, λx(b/e · xi + u(x), x− êîìïëåêñíîå), j))

Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåð-
òûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Øåñòîé àíòå-
öåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óêàçàòåëè "ñììíîãî÷ëåí" îïðå-
äåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííûõ a, d, f, h ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåí-
íîé x. Óêàçàòåëü "ôóíêöèÿ(u, x)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé
u ñ òåðìîì "îòîáðàæåíèå(x . . .)". Ýòî ïîçâîëÿåò êîìïèëÿòîðó èçâëå÷ü çíà-
÷åíèå u(x) êàê ïîñëåäíèé îïåðàíä äàííîãî òåðìà. Ñòåïåíü c ñòàðøåãî ÷ëå-
íà ìíîãî÷ëåíà a îòëè÷íà îò íóëÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

(c) Äâå êîíñòàíòû.

∀ab(¬(b = 0) → ÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(λx(a, x− êîìïëåêñíîå),
λx(b, x− êîìïëåêñíîå), λx(a/b, x− êîìïëåêñíîå), λx(0, x− êîìïëåêñíîå)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

21. Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ê âèäó êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà îò
çàäàííîé ïåðåìåííîé "ÍîðìÌíîãî÷ëåí".

Íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), è îí ïðåäïðèíèìàåò
ïîïûòêó ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó êîìïëåêñíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà - ñóììå ïðîèçâåäåíèé ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ïåðåìåííîé x íà
êîýôôèöèåíòû, íå ñîäåðæàùèå x. Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé, ò.å. ïðèåìû ïðèìå-
íÿþòñÿ òîëüêî êî âñåìó ïðåîáðàçóåìîìó òåðìó, à íå ê åãî ñîáñòâåííûì ïîäòåð-
ìàì.

(a) Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.

∀ab(−a− b = −(a + b))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óêàçàòåëü "íàáîð(ïåðâûéòåðì)" îïðå-
äåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Èñïîëüçóåòñÿ
òàêæå óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(b) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

∀abcdnx(axn/c + bxn/d = (a/c + b/d)xn)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé åäèíèöå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d
íå ñîäåðæàò x. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcdnx(i · (axn/c) + bxn/d = (i · (a/c) + b/d)xn)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀a(a + 0 = a)

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀abc(ab + ac = a(b + c))

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x),
ãäå x âñòðå÷àåòñÿ êàê â a, òàê è â b + c. Óêàçàòåëü "íàáîð(ïåðâûéòåðì)"
îïðåäåëÿåò ïðèìåíèìîñòü ïðèåìà ê ëþáîìó ÷èñëó ñëàãàåìûõ. Èñïîëüçó-
åòñÿ òàêæå óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(a(b + c) + d = ab + ac + d)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), ãäå x âõîäèò â b + c. Èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abkn(n = 2k → (a + b)n = (a + b)k(a + b)k)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé 2.
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîì-
ïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abn((a + b)n = (a + b)(a + b)n−1)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé 1.
Èìååòñÿ óêàçàòåëü (ïåðåìåííàÿ x), ãäå x âõîäèò â a + b. Èìååòñÿ òàêæå
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Îòáðàñûâàíèå âûñøèõ ñòåïåíåé.

Êîììåíòàðèé (ñòåïåíü m) èíèöèèðóåò îòáðàñûâàíèå ñòåïåíåé, áîëüøèõ m.
Íàïðèìåð, òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò ñëîæèòüñÿ ïðè ïîëó÷åíèè ïåðâûõ ÷ëåíîâ
ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä.

∀abcnx(axn/c + b = b)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ñòåïåíü m). Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íà-
òóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé m. Èìååòñÿ òàêæå êîììåíòàðèé (ïåðåìåí-
íàÿ x), ãäå x íå âõîäèò â a, c. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.

∀abcde(e(a + b)/c + d = ae/c + be/c + d)

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), ãäå x âõîäèò â a + b. Èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

(f) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.

Ñîçäàíû äâà ïðèåìà ñ çàãîëîâêàìè "çàìåíà(ñïóñêîïåðàíäîâ ÍîðìÌíîãî-
÷ëåí)", èìåþùèå òåîðåìû "êîììóòàòèâíî(Ïëþñ)" è "êîììóòàòèâíî(ïëþñ)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Êðîìå òîãî, ñîçäàí ïðèåì ñ òåîðåìîé:
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∀abc((a + b) + c = a + b + c)

Çäåñü ñóììà a + b âåùåñòâåííàÿ, à îñòàëüíûå ñóììû - êîìïëåêñíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

(g) Ïåðåõîä ê âåùåñòâåííîé ñóììå.

∀av(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + b = a + b)

Ëåâàÿ ñóììà êîìïëåêñíàÿ, à ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "íàáîð(ïåðâûéòåðì)"
îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü ïðèåìà ê ëþáîìó ÷èñëó ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ìèíóñ"

1. Äâîéíîé ìèíóñ.

∀a(−− a = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âåùåñòâåííûé îïåðàíä.

∀a(a− ÷èñëî→ −a = −a)

Ëåâûé ìèíóñ êîìïëåêñíûé, ïðàâûé - âåùåñòâåííûé. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå.

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ −a− ÷èñëî↔ a− ÷èñëî)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.

∀ab(−(a + b) = −a− b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óðàâíåíèå −X = A.

∀ab(a = −b ↔ b = −a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå b
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Íå èìååò ìåñòà ýòàï ðå-
äàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Çàãîëîâêàìè íàäòåðìîâ çàìåíÿåìîãî
òåðìà ìîãóò áûòü òîëüêî ñèìâîëû "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò". Ïðåîáðàçóåìûé
òåðì çàäà÷è íå ðàñïîëîæåí âíóòðè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì è íå âûäåëåííîãî êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Åñëè ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî", ëèáî òåêóùèé òåðì
çàäà÷è èìååò çàãîëîâîê "èëè", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Èíà÷å îí ðà-
âåí 1.

6. Èñêëþ÷åíèå ìèíóñà èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

∀abc(∃n(n− öåëîå & a = −(nc)b) ↔ ∃n(n− öåëîå & a = (nc)b))



534 Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

Â ïðîèçâåäåíèè "nc" áåðåòñÿ ñèìâîë âåùåñòâåííîãî óìíîæåíèÿ, ïðî÷èå îïåðà-
öèè - êîìïëåêñíûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÌèíóñ".

Òàê êàê ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà âîñïðîèçâîäÿò îäíîèìåííûå ïðèåìû ñêàíèðî-
âàíèÿ çàäà÷è, îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì èõ íàçâàíèé.

(a) Äâîéíîé ìèíóñ.

(b) Âåùåñòâåííûé îïåðàíä.

(c) Âíåñåíèå ìèíóñà ïîä çíàê ñóììû.

8. Íîðìàëèçàòîð "óïðîùÌèíóñ".

Ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà îáåñïå÷èâàþò âíåñåíèå ìèíóñà â ñîìíîæèòåëü âèäà
(A−B).

∀abcde(a− rational & ¬(÷èñëèòåëü(a)− ÷åòíîå) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− ÷åòíîå) →
−((b− c)ad/e) = (c− b)ad/e)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îáðàùåíèå çíàìå-
íàòåëÿ â åäèíèöó íå äîïóñêàåòñÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

∀abcd(a− rational & ¬(÷èñëèòåëü(a)− ÷åòíîå) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− ÷åòíîå) →
−((b− c)ad) = (c− b)ad)

∀abcde(a− rational & ¬(÷èñëèòåëü(a)− ÷åòíîå) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− ÷åòíîå) →
−b/(c(d− e)a) = b/(c(e− d)a))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Óìíîæåíèå"

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ óìíîæåíèé.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

3. Âåùåñòâåííûå ìíîæèòåëè.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = ab)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëåâîå óìíîæåíèå êîìïëåêñíîå, ïðàâîå -
âåùåñòâåííîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñî-
ìíîæèòåëè íå èìåþò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "Ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

4. Ìíîæèòåëü åäèíèöà.

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ 1 · a = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ìíîæèòåëü íîëü.

∀a(a · 0 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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6. Óñëîâèå âåùåñòâåííîçíà÷íîñòè êîìïëåêñíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

∀a(a− ÷èñëî→ ai− ÷èñëî↔ a = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ab(a− ÷èñëî→ ab− ÷èñëî↔ b− ÷èñëî ∨ a = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê óìíîæåíèÿ.

∀ab((−a)b = −ab)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò êàê êîì-
ïëåêñíóþ, òàê è âåùåñòâåííóþ âåðñèþ ëåâîãî ìèíóñà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

8. Ãðóïïèðîâêà âåùåñòâåííûõ ìíîæèòåëåé.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ abc = (ab)c)

Ïðîèçâåäåíèå ab âåùåñòâåííîå, îñòàëüíûå ñèìâîëû óìíîæåíèÿ - êîìïëåêñíûå.
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ñîìíîæèòåëè a, b íå èìåþò çàãîëîâêà "Ïëþñ". Â ñëó÷àå çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé êîììåíòàðèé "äëèíà", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ïîëó÷åíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà èç ëèíåéíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ.

∀abc(¬(a = 0) → ab + c = 0 ↔ b = −(c/a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûõ. Ýòî ïîäóòâåðæäåíèå -
ëèáî êîðíåâîå, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà
óñëîâèÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ b
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåé â âûðàæåíèÿ a, c. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀abc(c = a + b → a + b = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîìïëåêñíîå". Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "ñòàíäÏëþñ". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò ñîìíîæèòåëåì íåêîòîðîãî
ñâîåãî ñëàãàåìîãî ñòåïåíü ñóììû, ïîêàçàòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíàÿ
êîíñòàíòà (âîçìîæíî, ðàâíàÿ åäèíèöå). Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

11. Ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ.

∀ab(ab = 0 ↔ a = 0 ∨ b = 0)



536 Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "ñâåðòêà", ëèáî â íå ñîäåðæàùåì íåèçâåñòíûõ óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, èìåþùåé öåëü "ñîåäèíåíèå", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ äàæå
ê óòâåðæäåíèÿì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Åñëè óòâåðæäå-
íèå ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêå ïîä êîðíåâûì îòðèöàíèåì, ëèáî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èëè", òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
Èíà÷å îí ðàâåí 2. Íàïîìíèì, ÷òî öåëü "èëè" áëîêèðóåò ñâåðòêó äèçúþíêöèé
ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà.

12. Óðàâíåíèÿ.

(a) Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ AX = B.

∀abz(z − êîìïëåêñíîå & ¬(a = 0) → az = b ↔ z = b/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå z èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåïóñòûì
ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå ñîìíîæèòåëåé. Âûðàæåíèå
b íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abz(az = b ↔ ¬(a = 0) & z = b/a ∨ a = 0 & b = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ñ íåèçâåñòíûìè ñëàãàåìûìè.

∀abcdfg(f = a(b + c)d → a(b + c)d = g ↔ f = g)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå b + c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðåìåííàÿ d èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 6 è,âîçìîæíî, ðàâíîé
åäèíèöå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäÏëþñ". Âûðàæåíèå g íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ è îòëè÷íî îò 0. Ëèáî çàäà÷à èìååò íå ìåíåå äâóõ íåèç-
âåñòíûõ, ëèáî ïðè ðàñêðûâàíèè ñêîáîê ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà âõîæäåíèé
íåèçâåñòíîé óìåíüøàåòñÿ, ëèáî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ðàâåí åäèíèöå, à îáà
ñîìíîæèòåëÿ ëèíåéíû ïî íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé. Ëèáî ÷èñëî íåèçâåñò-
íûõ ðàâíî 1, ëèáî âûðàæåíèå a íå èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü ñ
íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì è äðîáíûì ïîêàçàòåëåì. Ëèáî a, ëèáî d îòëè÷íî
îò åäèíèöû. Çàäà÷à íå èìååò öåëè (èçâåñòíî . . .). Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"êîìïëåêñíîå". Åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå åäèíèöû, ëèáî ñóì-
ìà â îñíîâàíèè ñòåïåíè èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2. Èíà÷å îí ðàâåí 3.

∀abcdefg(f = a(b + c)d + e → a(b + c)d + e = g ↔ f = g)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå b + c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðåìåííàÿ d èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 6 è,âîçìîæíî, ðàâíîé
åäèíèöå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäÏëþñ". Âûðàæåíèå g íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå a íå èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì ñòåïåíü
ñ íåèçâåñòíûì îñíîâàíèåì è äðîáíûì ïîêàçàòåëåì. Âûðàæåíèå e íå òîæäå-
ñòâåííî íóëåâîå è íå èìååò äðîáíûõ ñëàãàåìûõ. Ëèáî a, ëèáî d îòëè÷íî îò
åäèíèöû. Çàäà÷à íå èìååò öåëåé (èçâåñòíî . . .), (íåçàâèñèò . . .). Èñïîëüçó-
åòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Åñëè ÷èñëî íåèçâåñòíûõ çàäà÷è áîëåå åäè-
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íèöû, ëèáî ñóììà â îñíîâàíèè ñòåïåíè èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå, òî óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Èíà÷å îí ðàâåí 3.

(c) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ðàçíîñòè ÷àñòåé óðàâíåíèÿ.

∀abc(c = a− b & a− êîìïëåêñíîå & b− êîìïëåêñíîå→ a = b ↔ c = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëåé âèäà (èçâåñòíî . . .) è (íåçàâèñèò . . .). Íå èìååò
ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ âåùåñòâåííûå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå è îòëè÷íî îò ïå-
ðåìåííîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå". Ñëåäó-
þùèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ëèáî
âûðàæåíèå b íåíóëåâîå, ëèáî a íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëû "Óìíî-
æåíèå", "Ñòåïåíü", "Äðîáü". Âûðàæåíèå c, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, èìååò
ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "Ñòåïåíü" ëèáî "Óìíîæåíèå". Ââåäåí ñðåäíèé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Âûðàæåíèå íåèçâåñòíîé èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â çàäà÷å ñ öåëüþ "ïðè-
ìåð".

∀abcx(x− êîìïëåêñíîå & ¬(a = 0) → ax + b = c ↔ x = (c− b)/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íåèçâåñòíîé, íå âõîäÿùåé â âûðàæåíèÿ a, b, c. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê ñ ìíèìîé åäèíèöåé.

∀abcdpq(a(b + ic) + d = p + iq & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî→ a(b + ic) + d = 0 ↔
p = 0 & q = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

13. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

∀uv(v − êîìïëåêñíîå→ ∃z(z − êîìïëåêñíîå & u = zv & |z| = 1) ↔
u− êîìïëåêñíîå & |u| = |v|)
∀uv(u− êîìïëåêñíîå & ¬(u = 0) → ∃x(x− ÷èñëî & 0 < x & v = ux) ↔
v − êîìïëåêñíîå & ¬(v = 0) & arg(u) = arg(v))

∀uv(u − êîìïëåêñíîå & ¬(u = 0) → ∃x(x − ÷èñëî & ¬(x = 0) & v = ux) ↔
v − êîìïëåêñíîå & ¬(v = 0) & Îñòàòîê(arg(u), π) = Îñòàòîê(arg(v), π))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå "Îñòàòîê(A, B)" îáîçíà÷àåò íåîòðèöàòåëü-
íîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà B è îòëè÷àþùååñÿ îò
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà A íà öåëîå êðàòíîå B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

14. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäÏëþñ" äëÿ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ âûðà-
æåíèé.
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∀abcden(e = (a + bi)nc + d & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + bi)nc + d = e)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íà-
òóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 7 (âîçìîæíî, ðàâíîé 1). Ëèáî n, ëèáî c îòëè÷-
íî îò åäèíèöû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäÏëþñ" è áëîêîì "íîðì"
íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ:

(a) Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "âèäÓìíîæåíèå", ïðè÷åì d åñòü 0.

(b) Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì ëèáî çíàìåíàòåëåì êîì-
ïëåêñíîé äðîáè, âûðàæåíèå d åñòü 0, ïðè÷åì âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò
ìíèìîé åäèíèöû.

(c) Âûðàæåíèå c èìååò äðîáíîå ñëàãàåìîå.

(d) Òåêóùàÿ çàäà÷à íå èìååò òèïà "äîêàçàòü", ïðè÷åì âûðàæåíèå c ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèÿ a, b - íå ñîäåðæàò.

(e) Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì, ñâÿçûâàþùèì êàêóþ-
ëèáî ïåðåìåííóþ âûðàæåíèÿ c è íå ñâÿçûâàþùèì ïåðåìåííûõ âûðàæåíèé
a, b.

(f) Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä èíòåãðàëîì, ïðè÷åì d åñòü 0.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2.

15. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÓìíîæåíèå".

(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ óìíîæåíèé.

(b) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàöèé.

(c) Ìíîæèòåëü åäèíèöà.

(d) Ìíîæèòåëü íîëü.

(e) Âåùåñòâåííûå ìíîæèòåëè.

(f) Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê óìíîæåíèÿ.

(g) Ãðóïïèðîâêà âåùåñòâåííûõ ìíîæèòåëåé.

(h) Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì.

∀amn(aman = am+n)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îñíîâàíèÿìè, îòëè÷àþùèìèñÿ çíàêîì.

∀amn(n− öåëîå & m− öåëîå→ (−a)man = (−1)mam+n)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Óìíîæåíèå íà äðîáü.

∀abc(a · (b/c) = (ab)/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(k) Óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ êîíñòàíò.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a(b + ci) = ab + (ac)i)

Â ïðîèçâåäåíèÿõ ab è ac îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåùåñòâåííàÿ. Îñòàëüíûå
îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Ïåðåìåííûå a, b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíò-
íûìè âûðàæåíèÿìè. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcde(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e = ac − bd →
(a + bi)(c + di) = e + (bc + ad)i)

Â âûðàæåíèÿõ ac− bd è bc+ad îïåðàöèè âåùåñòâåííûå. Îñòàëüíûå îïåðà-
öèè êîìïëåêñíûå. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè.

∀a(a− êîìïëåêñíîå & ¬(a = 0) → a · ∞ = ∞)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

16. Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé ïåðåçàïèñè "óïðîùóìíîæåíèå".

(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîìïëåêñíûõ óìíîæåíèé.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííîé îïåðàöèè âåùåñòâåííîãî óìíîæåíèÿ.

∀abc((ab)c = abc)

Ïðîèçâåäåíèå ab âåùåñòâåííîå, îñòàëüíûå óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûå.

(c) Ïåðåõîä ê êîìïëåêñíîé äðîáè ñ âåùåñòâåííûì çíàìåíàòåëåì.

∀abc((a/b) · c = (ac)/b)

Ëåâàÿ äðîáü âåùåñòâåííàÿ, ïðàâàÿ - êîìïëåêñíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

17. Íîðìàëèçàòîð ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäÓìíîæåíèå".

(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì.

(b) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀abcde(a = cd & b = ce → a + bi = c(d + ei))

Óìíîæåíèÿ â àíòåöåäåíòàõ âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñ-
íûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ âåùåñòâåííûì íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíî-
æèòåëè "âèäóìíîæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ñóììà êâàäðàòîâ.

∀ab(a
2 + b2 = (a + bi)(a− bi))

Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), ãäå x âõîäèò â b. Óêàçàòåëü
"ìîäèôèêàòîð" îáåñïå÷èâàåò ïðîâåðêó ïðî÷èõ ñëàãàåìûõ ñóììû. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ab(b− ÷èñëî & 0 < b → a2 + b = (a +
√

bi)(a−
√

bi))
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∀ab(b−÷èñëî& 0 < b → a2+bi = (a−
√

b/
√

2+
√

b/
√

2i)(a+
√

b/
√

2−
√

b/
√

2i))

∀ab(b−÷èñëî& 0 < b → a2−bi = (a−
√

b/
√

2−
√

b/
√

2i)(a+
√

b/
√

2+
√

b/
√

2i))

Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "ìîäèôèêàòîð" è "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Âåùåñòâåííàÿ ñóììà.

∀abc(c = a + b → a + b = c)

Çíàê ñëîæåíèÿ âåùåñòâåííûé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäóìíîæåíèå". Çàãîëîâêîì ðåçóëüòàòà c
íå ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë "ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ.

i. Êâàäðàò ñóììû.
∀ab(a

2 + 2ab + b2 = (a + b)2)
Èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "ìîäèôèêàòîð" è "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Êâàäðàò ðàçíîñòè.
∀ab(a

2 − 2ab + b2 = (a− b)2)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.
∀ab(a

2 − b2 = (a− b)(a + b))
Åñëè òåêóùàÿ çàäà÷à - íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìååò êîììåíòàðèé "ðÿä-
òåéëîðà", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùå-
ìó.

iv. Ñóììà êóáîâ.
∀abpqz(p = 3

√
a & q = 3

√
b → az3 + b = (pz + q)(p2z2 − pqz + q2))

Íîðìàëèçàòîð èìååò êîììåíòàðèé (íîðìêîìïëâû÷åò z). Ïåðåìåííàÿ z
íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
Ñòåïåíü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí.

∀abcde(¬(a = 0) & e =
√

b2 − 4ac → ad2+bd+c = (2ad+b−e)(2ad+b+e)/(4a))

Íîðìàëèçàòîð èìååò êîììåíòàðèé (íîðìêîìïëâû÷åò d). Ïåðåìåííàÿ d íå
âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b, c. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçà-
òåëü "ãðóïïèðîâêà(b)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êîýôôèöèåíòà b ïóòåì
ãðóïïèðîâêè âñåõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ìíîæèòåëü d. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçà-
òåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abcdef (¬(a = 0) & f = b2 − 4ac & e = (
√

f ïðè 0 ≤ f, èíà÷å
√
−fi) →

ad2 + bd + c = (2ad + b− e)(2ad + b + e)/(4a))

Âñå îïåðàöèè çàìåíÿåìîãî âûðàæåíèÿ, à òàêæå âñå îïåðàöèè àíòåöåäåíòîâ,
êðîìå óìíîæåíèÿ íà ìíèìóþ åäèíèöó, - âåùåñòâåííûå. Êîýôôèöèåíòû a, b
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè íåîáõîäèìûõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà äðóãèõ - âûäå-
ëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå d íåêîíñòàíòíîå. Îíî íå
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èìååò âèäà ñòåïåíè, îñíîâàíèå êîòîðîé âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè b ëèáî c,
à òàêæå ñàìî íå âõîäèò â ýòè âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abcde(¬(a = 0) & e =
√

b2 − 4ac & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî →
ad2 + bd + c = (2ad + b− e)(2ad + b + e)/(4a))

Âñå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå (êðîìå äðîáè 1/2 â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè). Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñ-
íîå". Âûðàæåíèå d íåêîíñòàíòíîå. Îíî íå èìååò âèäà ñòåïåíè, îñíîâàíèå
êîòîðîé âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè b ëèáî c, à òàêæå ñàìî íå âõîäèò â ýòè
âûðàæåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(g) Êâàäðàòíûé äâó÷ëåí.

∀abcdx(a− ÷èñëî &-
	
÷èñëî & c = sg(b)

√
(
√

a2 + b2 − a)/2 &

d =
√

(
√

a2 + b2 + a)/2 → x2 + a + bi = (x + c− di)(x− c + di))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ñëå-
äóþùèå äâà - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå x íåêîí-
ñòàíòíîå. Îíî íå èìååò âèäà ñòåïåíè (áûòü ìîæåò, ñ ïîêàçàòåëåì åäèíè-
öà), îñíîâàíèå êîòîðîé âõîäèò õîòÿ áû â îäíî èç âûðàæåíèé a, b. Óêàçàòåëü
"ìîäèôèêàòîð" íå äîïóñêàåò íàëè÷èå äðóãèõ ñëàãàåìûõ â çàìåíÿåìîé ñóì-
ìå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀acde(¬(a = 0) & e =
√
−ac → ad2 + c = (ad− e)(ad + e)/a)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Íîðìàëèçàòîð èìååò êîììåíòàðèé
(íîðìêîìïëâû÷åò d). Âûðàæåíèå ïîä ðàäèêàëîì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Äîðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ, óæå èìåþùåãî òðå-
áóåìûé âèä.

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ýòîãî ïóíêòà ðàâíû 1.

i. Ñîìíîæèòåëü.
∀abc(a = b → ac = bc)
Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â îäíîé èç íèõ îáà óìíîæåíèÿ êîìïëåêñ-
íûå, â äðóãîé - ëåâîå óìíîæåíèå âåùåñòâåííîå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (êîí-
òåêñò v). Çäåñü v - âõîæäåíèå ïðåîáðàçóåìîãî ñîìíîæèòåëÿ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ (ïîâòîðåíèå êîðåíü), ïðè÷åì ýòîò êîì-
ìåíòàðèé ïåðåäàåòñÿ íîðìàëèçàòîðó, îáðàáàòûâàþùåìó ñîìíîæèòåëü
a. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Ðåçóëüòàò b äîðàçëîæåíèÿ a îòëè÷åí
îò a.

ii. ×èñëèòåëü.
∀abc(a = b → a/c = b/c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â îäíîé âåðñèè ïðèåìà îáå äðîáè êîìïëåêñ-
íûå, â äðóãîé - ëåâàÿ äðîáü âåùåñòâåííàÿ. Â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ äðî-
áåé âûðàæåíèå a ìîæåò áûòü êîíñòàíòíûì.

iii. Ìèíóñ.
∀ab(a = b → −a = −b)
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â îäíîé èç íèõ
îáà ìèíóñà êîìïëåêñíûå, â äðóãîé - îáà âåùåñòâåííûå. Íå òðåáóåòñÿ,
÷òîáû a áûëî íåêîíñòàíòíûì.

iv. Îñíîâàíèå ñòåïåíè.
∀abc(a = b → ac = bc)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â îäíîé èç
íèõ îáå ñòåïåíè êîìïëåêñíûå, â äðóãîé - ëåâàÿ ñòåïåíü âåùåñòâåííàÿ.

(i) Ïåðåõîä îò êîìïëåêñíûõ îïåðàöèé ê âåùåñòâåííûì.

∀ab(b− ÷èñëî→ a− b = a− b)

Ìèíóñ â ïðàâîé ÷àñòè âåùåñòâåííûé, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå.
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a + bc = a + bc)

Óìíîæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè âåùåñòâåííîå, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñ-
íûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàãîëîâ-
êàìè âûðàæåíèé b, c íå ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû "Ïëþñ", "Ìèíóñ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcn(c− ÷èñëî & 0 < c & n− ÷èñëî→ a + bcn = a + bcn)

Ñòåïåíü â ïðàâîé ÷àñòè âåùåñòâåííàÿ, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå.
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + b = a + b)

Â ëåâîé ÷àñòè ñóììà êîìïëåêñíàÿ, â ïðàâîé - âåùåñòâåííàÿ. Àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Çàìåòèì, ÷òî a èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íåêîòîðûì ñëàãàåìûì, à b - ñ ñóììîé îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Çà-
ãîëîâêàìè âûðàæåíèé a, b íå ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû "Óìíîæåíèå", "Ìèíóñ",
"Äðîáü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Ñëîæåíèå äðîáåé.

∀abcdef (¬(c = 0) & ¬(d = 0) & ¬(f = 0) → ab/(cd) + ae/(cf) =
a(bf + de)/(cdf))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûáèðàþòñÿ
äâà ñàìûõ êîðîòêèõ äðîáíûõ ñëàãàåìûõ ñóììû. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abcd(¬(b = 0) → ad/b + cd = (a + bc)d/b)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âòîðîå ñëàãàåìîå
íå äðîáíîå. Åñëè a, b, d âåùåñòâåííûå, ïðè÷åì c èìååò âèä ei, ãäå e âåùå-
ñòâåííîå, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(k) Âñïîìîãàòåëüíîå ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀ab(b = a → a = b)

Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò íåêîðíåâîå âõîæäåíèå ñèìâîëà "Ïëþñ".
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ñíà-
÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäÏëþñ", à çàòåì - îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé
"ñòàíä". Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå a íå èìååò ñâîèì
çàãîëîâêîì íè îäèí èç ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ "Óìíîæåíèå", "óìíîæåíèå",
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"Ñòåïåíü", "ñòåïåíü", "Äðîáü", "äðîáü", "Ìèíóñ", "ìèíóñ". Îòñóòñòâó-
åò êîììåíòàðèé "ñòàíä". Âûðàæåíèÿ a, b ðàçëè÷íû. Óêàçàòåëü "âûõîä"
îáåñïå÷èâàåò çàâåðøåíèå ðàáîòû íîðìàëèçàòîðà ñðàçó ïîñëå ñðàáàòûâà-
íèÿ äàííîãî ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(l) Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ.
∀abc(ab + ac = a(b + c))

Óêàçàòåëü "íàáîð(âòîðîéòåðì)" îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó
ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Ëèáî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé "êîíñòàíòà", ëè-
áî a íåêîíñòàíòíîå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(m) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñóìì ïî äâà ñëàãàåìûõ.
∀abcd(ac + ad + bc + bd = (a + b)(c + d))

Ââåäåí óñêîðÿþùèé ôèëüòð, òðåáóþùèé, ÷òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå ðàñïî-
ëàãàëîñü â ñóììå ïîñëå ïåðâîãî. Óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð" çàïðåùàåò íà-
ëè÷èå äðóãèõ ñëàãàåìûõ. Óêàçàòåëü "ïåðåñå÷åíèåñïèñêîâ" áëîêèðóåò ïðè-
ìåíåíèå êîìïèëÿòîðîì ñðàâíèòåëüíî òðóäîåìêîé ïðîöåäóðû "àëãåáðïåðå-
ñå÷åíèå", çàìåíÿÿ åå íåïîñðåäñòâåííûì ïåðåñå÷åíèåì ãðóïï ñîìíîæèòåëåé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ îáùåé ÷àñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(n) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.

i. Ðàçíîñòü ñèíóñîâ.
∀abcde(d = cos((a + b)/2) & e = sin((a− b)/2) → c sin a− c sin b = 2cde)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå íåêîíñòàíòíîå. Äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå îò-
ñóòñòâóþò. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Ñóììà ñèíóñîâ.
∀abcde(d = cos((a− b)/2) & e = sin((a + b)/2) → c sin a + c sin b = 2cde)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Ðàçíîñòü êîñèíóñîâ
∀abcde(d = sin((a + b)/2) & e = sin((a− b)/2) → c cos a− c cos b = −2cde)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iv. Ñóììà êîñèíóñîâ.
∀abcde(d = cos((a + b)/2) & e = cos((a− b)/2) → c cos a + c cos b = 2cde)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

v. Ïåðåõîä îò ãèïåðáîëè÷åñêîé ôóíêöèè ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé.
∀abcx(c = a + b cos(ix) → a + b ch x = c)
∀abcx(c = a− b sin(ix) → a + b sh x = c)
Ñîìíîæèòåëåì âûðàæåíèÿ a ñëóæèò êîìïëåêñíûé ñèíóñ ëèáî êîñè-
íóñ. Äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå íå ðàçðåøàþòñÿ. Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò c, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ëèáî ñòåïåíü. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçà-
òåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

vi. Ñóììà ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcde(d = sin(π/4 + a/2− b/2) & e = cos(a/2 + b/2− π/4) →
c sin a + c cos b = 2cde)
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðåîáðàçóåìîå
âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòûå òåêóùåé çàäà÷è. Äîïîëíèòåëüíûå ñëà-
ãàåìûå îòñóòñòâóþò. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

vii. Ðàçíîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà.
∀abcde(d = cos(a/2− b/2 + π/4) & e = cos(a/2 + b/2− π/4) →
c sin a− c cos b = 2cde)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(o) Îáðàùåíèå ê ïàêåòó ïðîäóêöèé "êîìïëêîðíè" äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðàçëî-
æåíèÿ íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

∀abcfnpqr(a = f(x) & òî÷íîñòü(p) & êîìïëêîðíè(f, p, q, r) & l(q) = n →
a =

∏n
i=1(x− q(i))r(i))

Ïîñðåäñòâîì f(x) îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå "çíà÷åíèåìí(f, x)" - çíà÷åíèå
ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå x. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
ïðè÷åì p - äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå óðîâåíü òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïåðå-
ìåííîé x êàê íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî x ðàñïîëîæåíî â îñíîâàíèè êàêîé-ëèáî ñòåïåíè. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "çíà÷åíèåìí(f)"
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ íàáîðà êîíñòàíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî-
÷ëåíà f èç ðàññìîòðåíèÿ âûðàæåíèÿ, èìåþùåãî âèä ñóììû. Òðåòèé è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïåðâûé èç íèõ
îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòîì ïðîäóêöèé "êîìïëêîðíè", êîòîðûé áóäåò îïèñàí
â ðàçäåëå äàííîãî òîìà, ïîñâÿùåííîì âû÷èñëåíèÿì íà ÃÅÍÎËÎÃå. Ïàêåòó
ïåðåäàþòñÿ íàáîð êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f è òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèé p. Îïðåäåëÿþòñÿ íàáîð q êîðíåé è íàáîð r èõ êðàòíîñòåé.
Óêàçàòåëü "îêðóãë" îïðåäåëÿåò îêðóãëåíèå êîðíåé äî òî÷íîñòè p. Êîíå÷-
íîå ïðîèçâåäåíèå â çàìåíÿþùåì âûðàæåíèè âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íîå
ïðîèçâåäåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

18. Íîðìàëèçàòîð "Êîðíè".

Ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè íà êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè ê âèäó, ïîçâîëÿþùåìó îïðåäåëèòü
êîðíè è èõ êðàòíîñòè. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 1. Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé, ò.å. åãî ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî
êî âñåìó ïðåîáðàçóåìîìó òåðìó, à íå ê ïîäòåðìàì.

(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ óìíîæåíèé.

Ñîçäàíû äâà ïðèåìà - äëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèé.

(b) Îòáðàñûâàíèå çíàìåíàòåëÿ.

∀ab(a/b = a)

(c) Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.

∀a(−a = a)

(d) Íîðìàëèçàöèÿ êîìïëåêñíîãî ìíîæèòåëÿ.

∀abckx(¬(a = 0) → (axi + b)kc = (x− b/a · i)kc)
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Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Ïåðåìåííàÿ
x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî êîììåíòàðèþ (ïåðåìåííàÿ x), ââîäèìîìó ïðè îá-
ðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì.

∀abcdk(¬(a = 0) → ((ax + b) + ci)kd = (x + (b + ci)/a)kd)

Ïîäâûðàæåíèå ax+b èìååò âåùåñòâåííûå îïåðàöèè; ïðî÷èå îïåðàöèè êîì-
ïëåêñíûå. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

∀abcdk(a−÷èñëî & ¬(a = 0) & b−÷èñëî→ (ax+b+ci)kd = (x+(b+ci)/a)kd)

Ïðîèçâåäåíèå ax âåùåñòâåííîå, ïðî÷èå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Àíòåöåäåí-
òû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó.

∀abcdek(¬(a = 0) & ¬(b = 0) → (a(bx + d) + ci)ke = (x + d/b + ci/(ab))ke)

Ïîäâûðàæåíèÿ a(bx + d), d/b è ab èìåþò âåùåñòâåííûå îïåðàöèè; ïðî÷èå
îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Íîðìàëèçàöèÿ âåùåñòâåííîãî ìíîæèòåëÿ.

∀abdk(¬(a = 0) → (ax + b)kd = (x + b/a)kd)

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà. Â îäíîé èç íèõ âíåøíåå óìíîæåíèå êîìïëåêñ-
íîå, â äðóãîé - âåùåñòâåííîå. Ïðî÷èå îïåðàöèè - âåùåñòâåííûå. Ïåðåìåí-
íàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Ïåðåìåííàÿ x èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ïî êîììåíòàðèþ (ïåðåìåííàÿ x), ââîäèìîìó ïðè îáðàùåíèè
ê íîðìàëèçàòîðó. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abn((a− x)nb = (x− a)nb)

Âñå îïåðàöèè âåùåñòâåííûå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî êîììåí-
òàðèþ (ïåðåìåííàÿ x) è íå âõîäèò â âûðàæåíèå a. Óðîâåíü ñðàáàòûâíèÿ
ðàâåí 2.

(f) Îòáðàñûâàíèå ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

∀ab(ab = b)

Óìíîæåíèå âåùåñòâåííîå. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x, âûäå-
ëåííîé êîììåíòàðèåì (ïåðåìåííàÿ x).

(g) Îáðàáîòêà óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ.

∀abP ((a ïðè P, èíà÷å b) = (a ïðè P, èíà÷å b))

Ïîäâûðàæåíèÿ a, b îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "Êîðíè". Äëÿ áëî-
êèðîâêè ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "âà-
ðèàíòû".

19. Ñèíòåçàòîð "íàáîðêîðíåé" ïîëó÷åíèÿ ïî ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè íàáîðà ïàð
(êîðåíü - êðàòíîñòü). Ôîðìàò îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðó èìååò âèä "íàáîð-
êîðíåé(a, b)". Çäåñü a - ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ ìíîæèòåëåé, ïîäãîòîâëåííîå
íîðìàëèçàòîðîì "Êîðíè", b - ðåçóëüòèðóþùèé íàáîð ïàð. Äîïîëíèòåëüíî ñèí-
òåçàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), óêàçûâàþùèé ïåðåìåííóþ
ìíîãî÷ëåíà.

(a) Âåùåñòâåííûé ìíîæèòåëü.

∀abcd(íàáîðêîðíåé(c, d) → íàáîðêîðíåé((x + a)bc, d ∪ {(−a, b)}))



546 Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, ó îäíîé èç êîòîðûõ óìíîæåíèå êîìïëåêñíîå,
à ó äðóãîé - âåùåñòâåííîå. Îñòàëüíûå îïåðàöèè âåùåñòâåííûå. Àíòåöåäåíò
ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Êîìïëåêñíûé ìíîæèòåëü.
∀abcd(íàáîðêîðíåé(c, d) → íàáîðêîðíåé((x + a)bc, d ∪ {(−a, b)}))
Âñå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(c) Åäèíèöà.
íàáîðêîðíåé(1, ∅)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Äðîáü"

1. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

(a) Âåùåñòâåííûå îïåðàíäû.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a/b = a/b)

Ëåâàÿ äðîáü êîìïëåêñíàÿ, ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì".Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Çíàìåíàòåëü åäèíèöà.
∀a(a− êîìïëåêñíîå→ a/1 = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) ×èñëèòåëü íîëü.
∀a(0/a = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(d) Âåùåñòâåííûé çíàìåíàòåëü.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ai/b = a/b · i)
Âòîðàÿ äðîáü âåùåñòâåííàÿ, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Ïðèåì èìå-
åò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "äëèíà", ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ñîêðàùåíèå äðîáåé.
∀abcd(a(b− c)/(d(c− b)) = −(a/d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñ-
íîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(¬(a = 0) → ab/(ac) = b/c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcdmnkpq(m = íîä(a, b) & n = íîä(c, d) & k = íîä(m,n) →
(a + bi)p/((c + di)q) = (a/k + (b/k)i)p/((c/k + (d/k)i)q))

Äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì k âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè - êîìïëåêñ-
íûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, b, c, d èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "ïðîãðàììà". Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò íóëåâîå çíà÷åíèå
d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(f) Äåëåíèå íà äðîáü.

∀abc(a/(b/c) = ac/b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(g) Äåëåíèå äðîáè.

∀abc((a/b)/c = a/(bc))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abcd(((a/b)c)/d = ac/(bd))

Äðîáü a/b âåùåñòâåííàÿ, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Ïðèåì èìååò
çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Óìíîæåíèå äðîáåé.

∀abcd((a/b) · (c/d) = ac/(bd))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(i) Óìíîæåíèå íà äðîáü.

∀abc(a · (b/c) = ab/c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò
ñëó÷àé âåùåñòâåííîé äðîáè, íî òîëüêî äëÿ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìå-
þùèõ öåëü "êîìïëåêñíîå", è ïðè óñëîâèè, ÷òî a íå ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé åäè-
íèöåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(j) Ìèíóñ â ÷èñëèòåëå.

∀ab(−a/b = −(a/b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(k) Ìèíóñ â çíàìåíàòåëå.

∀ab(a/(−b) = −(a/b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(l) Îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå çíàêà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

∀abcd((−a + b)/(−c + d) = (a− b)/(c− d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ b, d êîíñòàíòíûå, à õîòÿ
áû îäíî èç âûðàæåíèé a, c íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(m) Äåëåíèå ñóììû äðîáåé.

∀abcde((a/b + c/d)/e = a/(be) + c/(de))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Çíàìåíàòåëü e íå èìååò ñóììó ñâî-
èì îáîáùåííûì ñîìíîæèòåëåì (äîñòèæèìûì èç íåãî ÷åðåç âåùåñòâåííûå
ëèáî êîìïëåêñíûå îïåðàöèè "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ìîäóëü" è
÷åðåç îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàâåíñòâî äðîáè íóëþ.

∀ab(¬(b = 0) → a = 0 ↔ a/b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïåðâûéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óòâåðæäåíèå
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñ-
íîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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3. Óñëîâèå âåùåñòâåííîçíà÷íîñòè êîìïëåêñíîé äðîáè.

∀ab(b− ÷èñëî→ a/b− ÷èñëî↔ a− ÷èñëî)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

4. Óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîé äðîáüþ â îäíîé ÷àñòè.

∀abcdepqrs(a/b = dp/(es) & c = pq/(rs) & ¬(b = 0) → a/b = c ↔ p = 0 ∨ dr = eq)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå ëèáî ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a/b ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, à âûðàæåíèå c - íå ñîäåðæèò. Åñëè c - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â a/b,
òî îòñóòñòâóåò âíåøíèé êâàíòîð ëèáî îïèñàòåëü ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ
a, b, c îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäÓìíî-
æåíèå". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëü-
çóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(a/b = c ↔ a = bc & ¬(b = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ïëþñáåñê". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ñëîæåíèå íåèçâåñòíûõ äðîáåé â îäíîé èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ.

∀abcde(e = a/b + c → a/b + c = d ↔ e = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Êàæäîå èç âûðàæåíèé a/b, c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à d - íå ñîäåðæèò.
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå". Îòñóòñòâóåò äðóãîå óñëîâèå çàäà-
÷è, ñîäåðæàùåå ðàâåíñòâî âèäà x = t, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ, íå âõîäÿùàÿ â t,
íî âõîäÿùàÿ â òåêóùåå óñëîâèå, ïðè÷åì ýòî ðàâåíñòâî - êîðíåâîå ëèáî ðàñïî-
ëîæåíî òîëüêî âíóòðè òåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "è", "ñóùåñòâóåò". Èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Â ñëó÷àå çàäà÷è ñ åäèíòñâåííîé íåèçâåñòíîé óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å îí ðàâåí 3.

6. Äîìíîæåíèå çíàìåíàòåëÿ íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî.

∀abcdn(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(b + ci = 0) → a/((b + ci)nd) =
a(b− ci)n/((b2 + c2)nd))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñâÿçàíî âíåøíèìè êâàí-
òîðàìè è îïèñàòåëÿìè, òî âûâîäèòñÿ ñîïðîâîæäàþùàÿ ïîñûëêà ¬(b2 + c2 = 0).
Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Åñëè âûðàæå-
íèÿ b, c êîíñòàíòíûå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å îí ðàâåí 3.

7. Ïîïûòêà ñëîæåíèÿ äðîáåé ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèÿ.

∀abcd(d = a/b + c → a/b + c = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Àíòåöåäåíò âûäåëåí



4.2. Îáùèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè 549

óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "âèäÓìíîæåíèå". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè äðó-
ãîé ñóììû ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì, ê êîòîðîé ïîêà íå ïðåäïðèíèìàëàñü ïîïûòêà
ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà. Îíî òàêæå íå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "îòîá-
ðàæåíèå". Âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

(a) Çàäà÷à èìååò öåëü "ñëîæèòüäðîáè".

(b) Âûðàæåíèå d êîðî÷å èñõîäíîé ñóììû.

(c) Âûðàæåíèå d - êîíñòàíòíîå è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ïëþñ".

(d) Çàäà÷à èìååò öåëü "ðåäàêöèÿ".

(e) Âûðàæåíèå d íå èìååò âèäà ñóììû, ïðè÷åì ïðåîáðàçóåìûé òåðì - ñîìíî-
æèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ, ëèáî îïåðàíä äðîáè, ëèáî îñíîâàíèå ñòåïåíè.

(f) Âûðàæåíèå d íå èìååò âèäà äðîáè ëèáî ñóììû ñ äðîáíûì ñëàãàåìûì.

Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé "ñîêðàùåíèå", òî ââîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà äëèíó
óñëîâèÿ çàäà÷è è ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Áåçîòíîñèòåëüíî ê ýòîìó, ââåäå-
íû íåñêîëüêî áîëåå ñëàáûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáà ïàðàìåòðà. Óðîâíè ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâíû 3 è 7. Åñëè óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä A2 + B, ãäå A - ïðåîáðàçóåìîå
âûðàæåíèå, òî íà óðîâíå 3 ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Íà óðîâíå 7 îí ïðèìåíÿåòñÿ
ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èìåëà ìåñòî íåóäà÷íàÿ ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ äàííî-
ãî ïðèåìà ê íàäâûðàæåíèþ òåêóùåé ñóììû.

8. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû - îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ
÷èñëèòåëÿ äðîáè.

∀abcdefn(f = b + c → a(d(b + c)n)/e = a(dfn)/e)

Îïåðàöèè âûðàæåíèé d(b + c)n è dfn âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè - êîì-
ïëåêñíûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæå-
íèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Ïåðåìåí-
íàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé åäèíè-
öå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò f îòëè÷åí îò èñõîäíîé
ñóììû. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîáðà-
æåíèå". Òåðì b + c íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü
"èçâåñòíû" è âûðàæåíèÿ b, c íåêîíñòàíòíûå, òî îíè èìåþò îáùèé ïàðàìåòð.
Ââåäåí ñðåäíèé îðãàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcefn(f = b + c → a(b + c)n/e = afn/e)

Âñå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Èñïîëüçó-
åòñÿ íîðìàëèçàòîð "âèäÓìíîæåíèå". Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå - îïåðàíä
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

9. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû - îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñîìíîæèòåëÿ
çíàìåíàòåëÿ äðîáè.

∀abcdef (¬(b + c = 0) & f = b + c → a/((b + c)de) = a/(fde))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé åäèíèöå. Ïåðâûé
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àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü íåêîíñòàíòíàÿ è îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "âèäÓìíîæåíèå". Ðåçóëüòàò f îòëè÷åí îò èñõîäíîé ñóììû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

10. Ðàçäåëåíèå äðîáè ñ âåùåñòâåííûì çíàìåíàòåëåì è êîìïëåêñíîé ñóììîé â ÷èñ-
ëèòåëå íà âåùåñòâåííîå è ìíèìîå ñëàãàåìîå.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ (a + bi)/c = a/c + (b/c)i)

Äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè - êîìïëåêñíûå. Ïðèåì
èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Çàíåñåíèå ìíèìîé åäèíèöû â ÷èñëèòåëü äðîáè, óæå ñîäåðæàùåé ñëàãàåìûå ñ
ìíèìîé åäèíèöåé.

∀abc((a + bi)/c · i = (ai− b)/c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Ñëîæåíèå äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè.

∀abc(ai/b + ci/b = (a + c)i/b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(a/b + c/b = (a + c)/b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëèáî âûðàæåíèå b ñîäåðæèò ìíèìóþ
åäèíèöó, ëèáî âûðàæåíèÿ a, åå íå ñîäåðæàò, ëèáî êàæäîå èç âûðàæåíèé a, b
èìååò çàãîëîâîê "Ïëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ äàííîãî ïðèåìà, èìåþùàÿ òîò æå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ. Â íåé âñå îïå-
ðàöèè âåùåñòâåííûå, êðîìå ëåâîé ñóììû. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ áåç îãðàíè÷åíèé.

13. Âûäåëåíèå âåùåñòâåííûõ ñëàãàåìûõ.

∀abcd(a− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ (ab + c)/b + d = c/b + d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî b âåùåñòâåííîå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

14. Ïîïûòêà ñîêðàùåíèÿ âåùåñòâåííûõ ìíîæèòåëåé.

∀abcd(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a/c = p/q → ab/(cd) = bp/(dq))

Äðîáè â àíòåöåäåíòå âåùåñòâåííûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåð-
âûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Óêàçàòåëè "âàðèàíò" ðàçðåøàþò âåùåñòâåííûå
ïðîèçâåäåíèÿ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ïðåîáðàçóåìîé äðîáè. Âûðàæåíèÿ a, b
îòëè÷íû îò äåñÿòè÷íûõ êîíñòàíò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè.

∀ab(a/b = ∞↔ ¬(a = 0) & b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà - äëÿ êîì-
ïëåêñíîé è âåùåñòâåííîé äðîáåé.
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16. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäðîáü".

Òàê êàê ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà àíàëîãè÷íû îäíîèìåííûì ïðèåìàì ñêàíèðîâà-
íèÿ çàäà÷è, äàëåå ïðèâîäèì ëèøü èõ íàçâàíèÿ.

(a) Âåùåñòâåííûå îïåðàíäû.

(b) Çíàìåíàòåëü åäèíèöà.

(c) ×èñëèòåëü íîëü.

(d) Ñîêðàùåíèå äðîáåé.

(e) Ðàçäåëåíèå äðîáè ñ âåùåñòâåííûì çíàìåíàòåëåì è êîìïëåêñíîé ñóììîé â
÷èñëèòåëå íà âåùåñòâåííîå è ìíèìîå ñëàãàåìîå.

(f) Äåëåíèå äðîáè.

(g) Äåëåíèå íà äðîáü.

(h) Ìèíóñ â ÷èñëèòåëå.

(i) Ìèíóñ â çíàìåíàòåëå.

(j) Äåëåíèå êîìïëåêñíûõ êîíñòàíò.
∀abcde(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e = c2 + d2 &
¬(e = 0) → (a + bi)/(c + di) = (ac + bd)/e + i · (bc− ad)/e)

Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ c, d êîíñòàíòíûå.
Îïåðàöèè â äðîáíûõ âûðàæåíèÿõ çàìåíÿþùåé ÷àñòè âåùåñòâåííûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀acde(a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e = c2 + d2 & ¬(e = 0) →
a/(c + di) = ac/e− i · ad/e)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
∀acde(c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e = c2 + d2 & ¬(e = 0) → ai/(c + di) =
ad/e + i · ac/e)

Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ c, d êîíñòàíòíûå.
Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a âåùåñòâåííîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀acde(c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e = c2 + d2 & ¬(e = 0) → a/(c + di) =
ac/e− iad/e)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âûðàæåíèå a íå èìååò âèäà ñóììû.

(k) Âûäåëåíèå âåùåñòâåííîãî ìíîæèòåëÿ.
∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ai/b = a/b · i)
Äðîáü â çàìåíÿþùåé ÷àñòè âåùåñòâåííàÿ. Îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñ-
íûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(l) Ñîêðàùåíèå ýêñïîíåíò.
∀abcd(a exp(b)/(c exp(d)) = a exp(b− d)/c)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

17. Íîðìàëèçàòîð "Ïðîñòåéøèåäðîáè". Íîðìàëèçàòîð ñëóæèò äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âûðàæåíèÿ ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Îí ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âå-
ùåñòâåííîãî íîðìàëèçàòîðà "ïðîñòåéøèåäðîáè". Ïåðåìåííàÿ x, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå äðîáè, ïåðåäàåòñÿ íîðìàëèçàòîðó ÷åðåç
êîììåíòàðèé (âõîä x).
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(a) Ìèíóñ ïåðåä äðîáüþ.
∀ab(a = b → −b = −a)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "Ïðîñòåéøèåäðîáè". Ðåçóëüòàò, ñ òî÷íîñòüþ
äî çíàêà, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âûäåëåíèå ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, íå çàâèñÿùèõ îò ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ïåðåìåííîé.
∀abcde(d/c = e → ad/(bc) = a/b · e)
Óêàçàòåëü "âõîä" îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ x, ïî êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ïðè-
âåäåíèå. Âûðàæåíèÿ c, d èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ ÷ëå-
íîâ, ñîäåðæàùèõ x. Õîòÿ áû îäíî èç îñòàòî÷íûõ ïðîèçâåäåíèé a, b íå ðàâ-
íî 1. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "Ïðîñòåéøèåäðîáè". Èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Óñòðàíåíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî â ÷èñëèòåëå.
∀abcd((a + b/c)/d = a/d + b/(cd))

Âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè c. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ñïåöèàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñóììå ïðîñòåéøèõ äðîáåé.
∀abcdefg(c = d − b & ¬(c = 0) → e/(f(a + bg)(a + dg)) = e/(fcg(a + bg)) −
e/(fcg(a + dg)))

Âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè a, êîòîðîå ïîñëå ðàñêðû-
âàíèÿ ñêîáîê ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíà îò x, èìåþùåãî ñòåïåíü,
áîëüøóþ åäèíèöû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ïðèìåíåíèå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû, ïîíèæàþùåé ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ.
∀afghpuvw(÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(λx(f(x), x− êîìïëåêñíîå), λx(g(x),
x− êîìïëåêñíîå), h, u) & ÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(λx(v(x), x− êîìïëåêñíîå),
λx(g(x), x− êîìïëåêñíîå), w, p) → f(x)/(g(x)av(x)) =
(h(x)p(x)− u(x)w(x))/(p(x)(g(x))a−1v(x)) + u(x)/(p(x)g(x)a))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 5.
Óêàçàòåëü "ñììíîãî÷ëåí" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ g(x) ñ ìíîãî÷ëå-
íîì îò âõîäíîé ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííûå f, v ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè. Óêàçàòåëè
"ôóíêöèÿ" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííûõ h, u, w, p ñ òåðìàìè
âèäà "îòîáðàæåíèå(. . .)". Ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â âûðàæåíèÿ g(x), v(x).
Ýòè âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê âèäó ìíîãî÷ëåíîâ îò x, ïðè-
÷åì ñòåïåíü âòîðîãî èç íèõ íå ìåíüøå ñòåïåíè ïåðâîãî. Âûðàæåíèå p(x) íå
òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ çàìåíÿþùåé ñóììû ïðåîáðà-
çóåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "Ïðîñòåéøèåäðîáè". Ïîñëå ýòîãî ñóììà îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäÏëþñ" è "íîðìÏëþñ". Ïðèåì èñïîëüçóåò
òàêæå íîðìàëèçàòîð "ñîêðàùÏëþñ", åäèíñòâåííûé ïðèåì êîòîðîãî çàìå-
íÿåò ïðîèçâåäåíèå ñóììû è ðàçíîñòè äâóõ âûðàæåíèé íà ðàçíîñòü êâàäðà-
òîâ. Ýòî èíîãäà ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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(f) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ.

∀abfghu(÷àñòíîåÌíîãî÷ëåíîâ(λx(f(x), x− êîìïëåêñíîå), λx(g(x),
x− êîìïëåêñíîå), h, u) → f(x)/(bg(x)a) = h(x)/(bg(x)a−1) + u(x)/(bg(x)a))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëü
"ñììíîãî÷ëåí" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ g(x) ñ íåêîíñòàíòíûì ìíîãî-
÷ëåíîì îò âõîäíîé ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðà-
æåíèÿ g(x), f(x) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó ìíîãî÷ëåíîâ îò x, ïðè÷åì
ñòåïåíü âòîðîãî èç íèõ íå ìåíüøå ñòåïåíè ïåðâîãî. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"êîìïëåêñíîå". Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ çàìåíÿþùåé ñóììû ïðåîáðàçóåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "Ïðîñòåéøèåäðîáè". Ïîñëå ýòîãî ñóììà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíäÏëþñ" è "íîðìÏëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ñòåïåíü"

1. Ïåðåõîä ê âåùåñòâåííîé ñòåïåíè.

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) → ab = ab)

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ a → ab = ab)

Ëåâàÿ ñòåïåíü êîìïëåêñíàÿ, ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Åäèíèöà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ a1 = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Íîëü â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ a0 = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå a íå åñòü íîëü. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé íóëåâîãî îñíî-
âàíèÿ ñòåïåíè è íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ îòñåêàåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà î.ä.ç., ïî-
ýòîìó â ïðèåìàõ åãî ìîæíî èãíîðèðîâàòü. Åñëè æå îãðàíè÷åíèÿ íà î.ä.ç. íàðó-
øåíû è ïîñûëêè ëîæíû, òî äîïóñòèìû ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèÿ, ñîõðàíÿþùèå
ëîæíîñòü ïîñûëîê. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

4. Åäèíèöà â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀a(1
a = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Íîëü â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀a(0
a = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì.

∀amn(aman = am+n)
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Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà, â îäíîé èç êîòîðûõ îáå ëåâûå ñòåïåíè êîìïëåêñ-
íûå, à â äðóãîé - âòîðàÿ ñòåïåíü âåùåñòâåííàÿ. Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Óìíîæåíèå ñòåïåíåé ñ îñíîâàíèÿìè, îòëè÷àþùèìèñÿ çíàêîì.

∀abmn((a− b)n(b− a)m = (a− b)m+n(−1)m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íà-
òóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ìèíóñ â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

∀ab(¬(a = 0) → a−b = 1/ab)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "ðÿä-
Òåéëîðà", òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ìèíóñ â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀a((−a)n = an)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ÷åò-
íîé íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Âûíåñåíèå íàðóæó îáùåãî ìèíóñà âñåõ ñëàãàåìûõ îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé âû-
ðàæåíèÿ ïîä ðàäèêàëîì.

∀abcd(
√

(a− b)c/d = i
√

(b− a)c/d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âñå ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ a − b èìåþò
ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "Ìèíóñ" ëèáî "ìèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

11. Âûíåñåíèå ñòåïåíè ìíèìîé åäèíèöû â îòäåëüíûé ìíîæèòåëü.

∀abn(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ ab → (ai/b)n = (a/b)nin)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öå-
ëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

12. Óìíîæåíèå íà ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû.

∀kmn(n− öåëîå→ (−1)m+nak+n = (−1)k+m(−a)k+n)

Îïåðàöèè âûðàæåíèé (−1)m+n, k + n è (−1)k+m âåùåñòâåííûå. Îñòàëüíûå îïå-
ðàöèè êîìïëåêñíûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå k,m
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå.
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

13. Ñòåïåíü ìèíóñ åäèíèöû óìíîæàåòñÿ íà ñóììó ñòåïåíåé ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì.

∀abcdnpqrs(n− öåëîå→ (r(a− b)n+p + s(c− d)n+q)(−1)n = r(b− a)n+p(−1)p +
s(d− c)n+q(−1)q)
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Ñóììû n + p è n + q âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Ïðèåì
èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

14. Ãðóïïèðîâêà â âèäå ñòåïåíè ñ äðîáíûì îñíîâàíèåì.

∀cdefi(i− öåëîå & d− öåëîå→ e/(fcdi) = e(1/cd)i/f)

Ïðîèçâåäåíèå di âåùåñòâåííîå, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Ïðèåì èìååò
çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è. Óêà-
çàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ âíåøíåãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæå-
íèå" ïî ïåðåìåííîé i. Ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ c, d. Â çàäà÷àõ íà
ðàçëîæåíèå â ðÿä òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé c ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Ïîâòîðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

∀an(n− íàòóðàëüíîå→ (a1/n)n = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ab(a− ÷èñëî & 0 < π + a & 0 ≤ π − a → (exp(ai))b = exp(abi))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀mnz(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå→ (zm)n = zmn)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

16. Ïðîèçâåäåíèå â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀abn((ab)n = anbn)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî-
÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí
òàêæå áëîêèðóåòñÿ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

∀abn(n− öåëîå→ (ab)n = anbn)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî n - ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå, à óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ (a exp(bi))c = ac exp(bci))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

17. Ãðóïïèðîâêà ïîä îáùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè ñóììèðîâàíèè.

∀abcdefghi(hadg+f/(iebg+c) = haf (ad/eb)g/(iec))

Îïåðàöèè âûðàæåíèé dg + f è bg + c âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè - êîì-
ïëåêñíûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæå-
íèþ óñëîâèÿ çàäà÷è. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ íàäâû-
ðàæåíèÿ - êîíå÷íîé ñóììû ïî ïåðåìåííîé j, âõîäÿùåé â g è íå âõîäÿùåé â
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âûðàæåíèÿ a, b, c, d, e, f . Âûðàæåíèÿ a, e íå èìåþò ñâîèì ìíîæèòåëåì ôàêòî-
ðèàë. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abcdepq(c− öåëîå & ¬(a = 0) & neg(b = 0) → apc+dbqc+e = adbe(apbq)c)

Îïåðàöèè âûðàæåíèé pc + d è qc + e âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè - êîì-
ïëåêñíûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæå-
íèþ óñëîâèÿ çàäà÷è. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ íàä-
âûðàæåíèÿ - êîíå÷íîé ñóììû ïî ïåðåìåííîé j, âõîäÿùåé â è íå âõîäÿùåé
â âûðàæåíèÿ a, b, d, e, p, q. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Åñëè îäíî èç âûðàæåíèé ap, bq èìååò ïàðàìåòð, íå âñòðå÷àþùèéñÿ â
òåêóùåì òåðìå çàäà÷è âíå ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ, à äðóãîå - íå èìååò, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Âûðàæåíèÿ a, b íå èìåþò ñâîèì ìíîæèòåëåì ôàêòîðèàë.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Èñïîëü-
çóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

18. Äðîáü â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀abn(n− öåëîå→ (a/b)n = an/bn)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí òàêæå
áëîêèðóåòñÿ, åñëè âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ïî
ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â n. Åñëè âûðàæåíèå n íåêîíñòàíòíîå, òî íå ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ðÿäà ïî ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀az((1/z)a = 1/za)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä êîíå÷-
íîé ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

19. Ðàâåíñòâî ñòåïåíè íóëþ.

∀nz(z − êîìïëåêñíîå→ zn = 0 ↔ z = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

20. Ñîêðàùåíèå êîìïëåêñíûõ ñòåïåíåé.

∀abcpq(pa
b/(qac) = pab−c/q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

21. Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ñòåïåíåé ñ óñìîòðåíèåì ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí.

∀abcdefp(c = ae & d + be = 0 & b = fi & p = a2 + f 2 & n − öåëîå → (a + b)nc +
(a + b)nd = ep(a + b)n−1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå p íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîì-
ïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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22. Êâàäðàòíûé êîðåíü èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî & a < 0 →
√

a =
√
−ai)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & ¬(b = 0) →
√

a + bi = sg(b)
√√

a2 + b2 + a/
√

2 +√√
a2 + b2 − a/

√
2i)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀t(t− ÷èñëî→
√

i sin t + cos t = i sin(t/2) + cos(t/2))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

23. Êîðåíü èç ÷èñòî ìíèìîãî ÷èñëà (ãëàâíîå çíà÷åíèå).

∀an(0 < a & a − ÷èñëî & n − íàòóðàëüíîå → (ai)1/n = a1/n cos(π/(2n)) +
ia1/n sin(π/(2n)))

∀an(a < 0 & a − ÷èñëî & n − íàòóðàëüíîå → (ai)1/n = (−a)1/n cos(π/(2n)) +
i(−a)1/n sin(π/(2n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

24. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + bi)2 = a2 − b2 + 2abi)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íåêîíñòàíòíîå, òî îíî íå
ðàñïîëîæåíî ïîä èíòåãðàëîì. Ïðè ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

25. Âîçâåäåíèå â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ïî ôîðìóëå Ìóàâðà.

∀abcn(b = |a| & c = arg(a) & n− íàòóðàëüíîå→ an = bn cos(cn) + ibn sin(cn))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a âåùåñòâåííîå. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëà "Ìîäóëü"; âûðàæåíèå c íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"àðãóìåíò". Åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ëèáî íà èññëåäîâàíèå, òî âû-
ðàæåíèå n íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè íà
ìíîæèòåëè, à òàêæå ïîä êîíå÷íûìè ñóììàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

26. Ôîðìóëà Ýéëåðà.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ exp(a + bi) = exp a cos b + i exp a sin b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä îïèñàòåëåì.
Ïðè ïåðåõîäå ê ñîêðàùåííîé çàïèñè âûðàæåíèé ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Åñëè ïðå-
îáðàçóåòñÿ ñîìíîæèòåëü ñëàãàåìîãî êîðíåâîé ñóììû, ïðè÷åì èìååòñÿ äðóãîé
ñîìíîæèòåëü âèäà c + di, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, èíà÷å îí ðàâåí 2.
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Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ ïðè óðîâíå 1. Â íåé ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå - êîíñòàíòíîå è ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîáðà-
æåíèå".

∀ab(b− ÷èñëî→ exp(a + bi) = (cos b + i sin b) exp a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî a âåùåñòâåííîå. Ïðåîáðàçóåìîå âû-
ðàæåíèå íå ðàñïîëîæåíî ïîä êîíå÷íîé ñóììîé. Ïðè ïåðåõîäå ê ñîêðàùåííîé
çàïèñè ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí òàêæå áëîêèðóåòñÿ â çàäà÷àõ íà îïèñàíèå, èìå-
þùèõ öåëü "èññëåäîâàòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

27. Ãëàâíîå çíà÷åíèå ñòåïåíè.

∀az(¬(a = 0) → az = exp(z ln a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò êîíñòàíòû e. Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò
ìíèìóþ åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

28. Ïåðèîäè÷íîñòü ñòåïåíè.

∀abc(a− ÷èñëî & 0 < a & c− ÷èñëî & c ln a− even→ ab+icπ = ab)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

29. Óðàâíåíèÿ ñî ñòåïåíÿìè.

(a) Ïðîñòåéøåå ñòåïåííîå óðàâíåíèå.

∀abz(az2 = b ↔ ¬(a = 0) & (z =
√

b/a ∨ z = −
√

b/a) ∨ a = 0 & b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå z íå èìååò âèäà c + di è ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå;
âûðàæåíèÿ a è b - íå ñîäåðæàò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abmnz(n− íàòóðàëüíîå & m = arg(b)− arg(a) → azn = b ↔
¬(a = 0) & ∃k(k ∈ {0, . . . , n− 1} & z = |b|1/n(cos((m + 2πk)/n) +
i sin((m + 2πk)/n))/(|a|1/n)) ∨ a = 0 & b = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ a è b - íå ñîäåðæàò. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò 2. Óêàçàòåëü "èëè" îïðå-
äåëÿåò ðàçâåðòêó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.

∀abcdep(e = b2 + 4ac & p =
√

e → ad2 + bd = c ↔ ¬(a = 0) &
(d = (p− b)/(2a) ∨ d = −((p + b)/(2a))) ∨ bd = c & a = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå d - ñî-
äåðæèò. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(c) Óðàâíåíèå äëÿ ýêñïîíåíòû.

∀az(exp z = a → ¬(a = 0) & ∃n(n− öåëîå & z = Ln(a, n)))

Ïîñðåäñòâîì Ln(a, n) îáîçíà÷åí "Íàòóðëîã(a, n)" çíà÷åíèå a2-é âåòâè êîì-
ïëåêñíîãî íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a1. Ïðèåì èìååò
çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âû-
ðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, z - ñîäåðæèò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëî-
âèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(d) Ñòàíäàðòèçàöèÿ ðàöèîíàëüíîãî êîìïëåêñíîãî îñíîâàíèÿ ñòåïåíè ñ íåèç-
âåñòíûì öåëî÷èñëåííûì ïîêàçàòåëåì.

∀abmnpqrs(n− íàòóðàëüíîå & m = íîä(q, s) → (p/q + r/s · i)na = b ↔
(pm/q + rm/s · i)na = bmn)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå n ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå; âû-
ðàæåíèÿ p, q, r, s èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

30. Ñòàíäàðòèçàöèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

∀Abc(¬(b = 0) & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ setz(∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
0 < x & z = x exp(iby/c) & A(x, y))) = setz(∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
0 < x & z = x exp(iy) & A(x, cy/b))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

31. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÑòåïåíü".

(a) Ïåðåõîä ê âåùåñòâåííîé ñòåïåíè.

(b) Åäèíèöà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

(c) Íîëü â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

(d) Åäèíèöà â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

(e) Íîëü â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

(f) Ñòåïåíü ìíèìîé åäèíèöû.

(g) Âûíåñåíèå ñòåïåíè ìíèìîé åäèíèöû â îòäåëüíûé ìíîæèòåëü.

(h) Êâàäðàòíûé êîðåíü èç âåùåñòâåííîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà.

∀a(a− ÷èñëî & a < 0 →
√

a =
√
−ai)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(i) Ïðîèçâåäåíèå â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀abn((ab)n = anbn)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Èñïîëüçó-
åòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

(j) Äðîáü â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀abn((a/b)n = an/bn)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé.
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(k) Ïîâòîðíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

∀amn((am)n = amn)

Ïåðåìåííûå m, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.

(l) Âîçâåäåíèå â êâàäðàò êîìïëåêñíîé êîíñòàíòû.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + bi)2 = a2 − b2 + 2abi)

Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòíûìè âûðàæåíèÿìè. Àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(m) Ìèíóñ â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

∀ab(b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ (−a)b = ab)

∀a(a− ÷èñëî→
√
−a = i

√
a)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(n) Êîðåíü èç ÷èñòî ìíèìîãî ÷èñëà.

(o) Êâàäðàòíûé êîðåíü èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ñèíóñ"

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ sin a = sin a)

Ñëåâà ñèíóñ êîìïëåêñíûé, ñïðàâà - âåùåñòâåííûé. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. ×èñòî ìíèìûé àðãóìåíò.

∀x(x− ÷èñëî→ sin(ix) = i sh x)

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ âåùåñòâåííûé, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Ïðè-
åì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ sin z = (exp(iz)− exp(−iz))/(2i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñëå-
äóþùèõ óñëîâèé:

(a) Òåêóùàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò öåëü "áûñòðïðåîáð"ëèáî "êîì-
ïëåêñíîå".

(b) Òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü "èññëåäîâàòü" ëèáî "ðåäàêöèÿ".

(c) Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä êîìïëåêñíûì èíòåãðàëîì.

(d) Çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé "ðÿäòåéëîðà", óêàçûâàþùèé, ÷òî ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.

(e) Òåêóùàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå èìååò öåëü "ôîðìóëàòåéëîðà . . .".

(f) Âûðàæåíèå âõîäèò â ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå è ñâÿçàíî âíåøíèìè
êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè.

(g) Âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè òåðìà "êîìïëâû÷åò(. . .)".
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

4. Ñèíóñ ñóììû.

∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ìíè-
ìóþ åäèíèöó. Â ñëó÷àå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèÿ óñëîâèÿ çàäà-
÷è íà îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Âûíåñåíèå ìèíóñà.

∀a(sin a = − sin a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ìíîæèòåëü àðãóìåíòà - ìíèìàÿ åäèíèöà.

∀x(sin(ix) = i sh x)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Óðàâíåíèå äëÿ ñèíóñà.

∀az(sin z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arcsin(a, n)))

Ïîñðåäñòâîì Arcsin(a, n) îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå "âåòâüàðêñèíóñà(a, n)" - çíà-
÷åíèå n-é âåòâè àðêñèíóñà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäà-
åòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.

∀abcdefn(f = (a + b)nc/d + e → sin((a + b)nc/d + e) = sin f)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê "ñòàíäÏëþñ". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàí-
òîé, ìåíüøåé 4. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé c, d, n íå òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîå.
Â ñëó÷àå ïîäâûðàæåíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè
a, b èçâåñòíû, à c ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÑèíóñ".

Â íîðìàëèçàòîðå èìåþòñÿ âñåãî äâà ïðèåìà, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå
- "Âåùåñòâåííûé îïåðàíä" è "×èñòî ìíèìûé îïåðàíä".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Êîñèíóñ"

Òàê êàê ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ñèìâîëà "Ñèíóñ", îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü óêà-
çàíèåì èõ òåîðåì.

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ cos a = cos a)

2. ×èñòî ìíèìûé àðãóìåíò.

∀x(x− ÷èñëî→ cos(ix) = ch x)
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3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ cos z = (exp(iz) + exp(−iz))/2)

4. Êîñèíóñ ñóììû.

∀ab(cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b)

5. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.

∀a(cos(−a) = cos a)

6. Ìíîæèòåëü àðãóìåíòà - ìíèìàÿ åäèíèöà.

∀x(cos(ix) = ch x)

7. Óðàâíåíèå äëÿ êîñèíóñà.

∀az(cos z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arccos(a, n)))

8. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáíîãî ñëàãàåìîãî àðãóìåíòà ê âèäó ñóììû äðîáåé.

9. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÊîñèíóñ".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Òàíãåíñ"

Àíàëîãè÷íî äâóì ïðåäûäóùèì ðàçäåëàì.

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî & tg a = tg a)

2. ×èñòî ìíèìûé àðãóìåíò.

∀x(x− ÷èñëî→ tg(ix) = i th x)

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ tg z = (exp(iz)− exp(−iz))/(exp(iz) + exp(−iz)))

4. Óðàâíåíèå äëÿ òàíãåíñà.

∀az(tg z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arctg(a, n)))

5. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÒàíãåíñ".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì "Âåùåñòâåííûé îïåðàíä".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Êîòàíãåíñ"

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ ctg a = ctg a)

2. ×èñòî ìíèìûé àðãóìåíò.

∀x(x− ÷èñëî→ ctg(ix) = −i cth x)

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ ctg z = (exp(iz) + exp(−iz))/(exp(iz)− exp(−iz)))
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4. Óðàâíåíèå äëÿ êîòàíãåíñà.

∀az(ctg z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arcctg(a, n)))

5. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÊîòàíãåíñ".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì "Âåùåñòâåííûé îïåðàíä".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Àðêñèíóñ"

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ arcsin a = arcsin a)

Ëåâûé àðêñèíóñ êîìïëåêñíûé, ïðàâûé - âåùåñòâåííûé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç ëîãàðèôì.

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ arcsin x = −i ln(ix +
√

1− x2))

Ó êîìïëåêñíîãî ëîãàðèôìà áåðåòñÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Âåòâü àðêñèíóñà.

∀nz(Arcsin(z, n) = −i ln(iz + (−1)n
√

1− z2) + 2[n/2]π)

Ïîñðåäñòâîì Arcsin(z, n) îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå "âåòâüàðêñèíóñà(a, n)" - çíà÷å-
íèå n -é âåòâè àðêñèíóñà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Ëèáî âûðàæåíèå z èìååò âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå, ëèáî îíî ñîäåðæèò
ìíèìóþ åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Àðêêîñèíóñ"

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó.

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ arccos a = arccos a)

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç ëîãàðèôì.

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ arccos x = −i ln(x +
√

x2 − 1))

3. Âåòâü àðêêîñèíóñà.

∀nz(Arccos(z, n) = −i ln(z + (−1)n
√

z2 − 1) + 2[n/2]π)

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Àðêòàíãåíñ"

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ arctg a = arctg a)

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç ëîãàðèôì.

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ arctg x = −(i ln((1 + ix)/(1− ix))/2))

3. Âåòâü àðêêîñèíóñà.

∀nz(Arctg(z, n) = −(i ln((1 + iz)/(1− iz))/2) + πn)
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Àðêêîòàíãåíñ"

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ arcctg a = arcctg a)

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç ëîãàðèôì.

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ arcctg x = i ln((x− i)/(x + i))/2)

3. Âåòâü àðêêîñèíóñà.

∀nz(Arctg(z, n) = i ln((z − i)/(z + i))/2 + πn)

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ëîãàðèôì"

1. Âåùåñòâåííûé àðóãìåíò.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a & 0 < b & ¬(a− 1 = 0) → loga b = loga b)

Ëåâûé ëîãàðèôì êîìïëåêñíûé, ïðàâûé - âåùåñòâåííûé. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ãëàâíîå çíà÷åíèå.

∀z(ln z = ln |z|+ i arg(z))

Ëåâûé ëîãàðèôì êîìïëåêñíûé, ïðàâûé - âåùåñòâåííûé. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíèöó. Â çàäà÷àõ íà ïðåîáðà-
çîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "êîìïëåêñíîå", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

3. Âåòâü íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.

∀nz(Ln(z, n) = ln|z|+ (arg(z) + 2πn)i)

Ëîãàðèôì â çàìåíÿþùåé ÷àñòè âåùåñòâåííûé. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå z èìååò âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå,
ëèáî ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

4. Óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìîì.

∀z(ln z = a ↔ z = exp a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò.

5. Óñìîòðåíèå ëîãàðèôìà.

∀abcpz(iap− c = 0 → p(a ln |z|+ b) + c arg(z) = p(a ln z + b))

Ëåâûé ëîãàðèôì âåùåñòâåííûé, ïðàâûé - êîìïëåêñíûé. Ïðèåì èìååò çàãîëî-
âîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü
"êîìïëåêñíîå". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìËîãàðèôì".
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(a) Îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà.

∀z(ln z = ln |z|+ i arg(z))

Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíèöó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âåùåñòâåííûé îïåðàíä.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ loga b = loga b)

Ïðåîáðàçóåìûé òåðì íå ñîäåðæèò ìíèìîé åäèíèöû. Àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìÍàòóðëîã".

Íîðìàëèçàòîð îáðàáàòûâàåò âûðàæåíèå Ln(z, n) äëÿ n-é âåòâè ëîãàðèôìà. Îí
èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀nz(Ln(z, n) = ln |z|+ (arg(z) + 2πn)i)

Ëèáî âûðàæåíèå z ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíèöó, ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî åãî
çíà÷åíèå âåùåñòâåííîå.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ sh a = sh a)

∀a(a− ÷èñëî→ ch a = ch a)

∀a(a− ÷èñëî→ th a = th a)

∀a(a− ÷èñëî→ cth a = cth a)

Ëåâàÿ îïåðàöèÿ êîìïëåêñíàÿ, ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. ×èñòî ìíèìûé àðãóìåíò.

∀x(x− ÷èñëî→ sh(ix) = i sin x)

∀x(x− ÷èñëî→ ch(ix) = cos x)

∀x(x− ÷èñëî→ th(ix) = i tg x)

∀x(x− ÷èñëî→ cth(ix) = −i ctg x)

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ âåùåñòâåííàÿ, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñ-
íûå. Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûðàæåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíòó.

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ sh z = (exp(z)− exp(−z))/2)

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ ch z = (exp(z) + exp(−z))/2)

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ th z = (exp(z)− exp(−z))/(exp(z) + exp(−z))

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ cth z = (exp(z) + exp(−z))/(exp(z)− exp(−z))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
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(a) Â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîìïëåêñíîå".

(b) Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå.

(c) Ïðè íàëè÷èè â çàäà÷å íà îïèñàíèå ëèáî íà èññëåäîâàíèå öåëè "îñîáûåòî÷-
êè", îçíà÷àþùåé, ÷òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà îñîáûå
òî÷êè.

(d) Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âûðàæåíèÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü â ðÿä Òåé-
ëîðà.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 4.

4. Ìèíóñ ïîä ôóíêöèåé.

∀a(sh(−a) = − sh a)

∀a(ch(−a) = ch a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ôóíêöèÿ îò ñóììû.

∀ab(sh(a + b) = sh a ch b + ch a sh b)

∀ab(ch(a + b) = ch a ch b + sh a sh b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ñóììà ñîäåðæèò ìíèìóþ åäèíèöó.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è
íà îïèñàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ìíîæèòåëü àðãóìåíòà ìíèìàÿ åäèíèöà.

∀z(sh(iz) = i sin z)

∀z(ch(iz) = cos z)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ñóììà è ðàçíîñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà.

∀ab(a sh b + a ch b = a exp b)

∀ab(−a sh b + a ch b = a exp(−b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Óðàâíåíèå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêé ôóíêöèè.

∀az(sh z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arsh(a, n)))

∀az(ch z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arch(a, n)))

∀az(th z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arth(a, n)))

∀az(cth z = a ↔ ∃n(n− öåëîå & z = Arcth(a, n)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèå z ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå a - íå ñîäåðæèò.
Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíûìè îáðàòíûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè

1. Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ arsha = arsha)

∀a(a− ÷èñëî→ archa = archa)

∀a(a− ÷èñëî→ artha = artha)

∀a(a− ÷èñëî→ arcctha = arcctha)

Ëåâàÿ îïåðàöèÿ êîìïëåêñíàÿ, ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê
"âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç ëîãàðèôì.

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ arshx = ln(x +
√

1 + x2))

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ archx = ln(x +
√

x2 − 1))

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ arthx = ln((1 + x)/(1− x))/2)

∀x(x− êîìïëåêñíîå→ arccthx = ln((1 + x)/(x− 1))/2)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Âåòâü îáðàòíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ôóíêöèè.

∀nz(Arsh(z, n) = ln(z + (−1)n
√

1 + z2) + 2[n/2]πi)

∀nz(Arch(z, n) = ln(z + (−1)n
√

z2 − 1) + 2[n/2]πi)

∀nz(Arth(z, n) = ln((1 + z)/(1− z))/2 + 2πni)

∀nz(Arcth(z, n) = ln((z + 1)/(z − 1))/2 + 2πni)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëèáî âûðàæåíèå z ñîäåðæèò ìíèìóþ
åäèíèöó, ëèáî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî åãî çíà÷åíèå âåùåñòâåííîå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìíîæåñòâàìè òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

1. Ïåðåõîä ê êîìïëåêñíûì êîîðäèíàòàì ìíîæåñòâà òî÷åê îò âåùåñòâåííûõ êîîð-
äèíàò.

∀f (êîìïëôîðìà(setxy(f(x, y) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)) =
setz(f((z + ñîïðÿæåííîå(z))/2, (ñîïðÿæåííîå(z)− z)i/2) & z − êîìïëåêñíîå))

∀f (êîìïëôîðìà(setxy(x = a & f(y) & y − ÷èñëî)) =
setz((z+ñîïðÿæåííîå(z))/2 = a & f((ñîïðÿæåííîå(z)−z)i/2) & z−êîìïëåêñíîå))

∀f (êîìïëôîðìà(setxy(y = a & f(x) & x− ÷èñëî)) =
setz((ñîïðÿæåííîå(z)−z)i/2 = a & f((z+ñîïðÿæåííîå(z))/2) & z−êîìïëåêñíîå))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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2. Ïåðåõîä ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó îò ïàðû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ êîìïëôîðìà((a, b)) = a + bi)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè.

∀AB(êîìïëôîðìà(A \B) = êîìïëôîðìà(A) \ êîìïëôîðìà(B))

∀AB(êîìïëôîðìà(A ∪B) = êîìïëôîðìà(A) ∪ êîìïëôîðìà(B))

∀AB(êîìïëôîðìà(A ∩B) = êîìïëôîðìà(A) ∩ êîìïëôîðìà(B))

∀ab(a ⊆ R & b ⊆ R → êîìïëôîðìà(a× b) = setz(z − êîìïëåêñíîå &
Re(z) ∈ a & Im(z) ∈ b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâ òî÷åê.

(a) Äóãà îêðóæíîñòè.

∀ABCKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & êîìïëôîðìà(êîîðä(C, K)) = c &
d = {arg(b− a), arg(c− a)} → êîìïëôîðìà(êîîðä(äóãà(ABC), K)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & |z − a| = − b| & inf d ≤ arg(z) & arg(z) ≤ sup d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Èõ âûðàæåíèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèÿ a, b, c íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "êîîðä" è
"êîìïëôîðìà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Îêðóæíîñòü.

∀ABKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & = |b− a| →
êîìïëôîðìà(êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K)) = setz(z − êîìïëåêñíîå &
|z − a| = c))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(c) Ëó÷.

∀ABCKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(C, K)) = b & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) →
êîìïëôîðìà(êîîðä(ëó÷(AB), K)) = setz(z − êîìïëåêñíîå & ¬(z = a) &
arg(z − a) = arg(b− a)) ∪ {a})
∀ABCKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(C, K)) = b & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) →
êîìïëôîðìà(êîîðä(âíóòðåííîñòü(ëó÷(AB)), K)) = setz(z− êîìïëåêñíîå &
¬(z = a) & arg(z − a) = arg(b− a)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé è òðåòèé âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "êîîðä" è
"êîìïëôîðìà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(d) Îòðåçîê.
∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & arg(a) = arg(b) & c = |a| & d = |b| &
0 < d− c & 0 < c → êîìïëôîðìà(êîîðä(îòðåçîê(AB), K)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & arg(z) = arg(a) & c ≤ |z| & |z| ≤ d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "êîîðä" è
"êîìïëôîðìà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & c = Re(a) & c = Re(b) & d = Im(a) &
e = Im(b) & 0 < e− d → êîìïëôîðìà(êîîðä(îòðåçîê(AB), K)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & Re(z) = c & d ≤ Im(z) & Im(z) ≤ e))

∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & c = Im(a) & c = Im(b) & d = Re(a) &
e = Re(b) & 0 < e− d → êîìïëôîðìà(êîîðä(îòðåçîê(AB), K)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(z) = c & d ≤ Re(z) & Re(z) ≤ e))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì îáðàáàòûâàåòñÿ
òîëüêî ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò.
∀ABKab(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b → êîìïëôîðìà(êîîðä(îòðåçîê(AB), K)) =
setz(z−êîìïëåêñíîå& ¬(z = a) & arg(z−a) = arg(b−a) & |z| ≤ |b−a|)∪{a})
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Óãîë.
∀ABCKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & êîìïëôîðìà(êîîðä(C, K)) = c &
p = arg(b− a) & q = arg(c− a) & 0 < q − p & q − p ≤ π →
êîìïëôîðìà(êîîðä(âíóòðåííîñòü(Óãîë(BAC)), K)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & ¬(z = a) & p < arg(z − a) & arg(z − a) < q))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Ñåêòîð.
∀ABCKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & êîìïëôîðìà(êîîðä(C, K)) = c &
p = arg(b− a) & q = arg(c− a) & 0 < q − p & q − p ≤ π →
êîìïëôîðìà(êîîðä(âíóòðåííîñòü(ñåêòîð(BAC)), K)) =
setz(z−êîìïëåêñíîå & ¬(z = a) & p < arg(z−a) & arg(z−a) < q & |z−a| <
|b− a|))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Ïîëóïëîñêîñòü.
∀ABCKabcdefpqr(ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d)
& êîîðä(C, K) = (e, f) & p = d − b & q = a − c & r = ad − bc →
êîìïëôîðìà(êîîðä(âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), C)), K)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < (pRe(z) + qIm(z)− r)(pe + qf − r)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(h) Ïîëóêðóã.

∀ABC(ïîëóêðóã(ABC) = ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(AB), C) ∩ êðóã(AB))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïî-
ëîæåíî âíóòðè òåðìà "êîìïëôîðìà(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Êðóã.

∀ABKabc(ïðÿìêîîðä(K) & êîìïëôîðìà(êîîðä(A, K)) = a &
êîìïëôîðìà(êîîðä(B, K)) = b & c = |b− a| →
êîìïëôîðìà(êîîðä(âíóòðåííîñòü(êðóã(AB)), K)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & |z − a| < c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, äâà ïîñëåäíèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "êîîðä" è
"êîìïëôîðìà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïåðåõîä îò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ê ïàðå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ âåùôîðìà(a + bi) = (a, b))

∀a(a− ÷èñëî→ âåùôîðìà(a) = (a, 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ïóñòîå ìíîæåñòâî.

âåùôîðìà(∅) = ∅
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê.

∀ab(âåùôîðìà({a; b}) = {âåùôîðìà(a)} ∪ âåùôîðìà({; b}))
Íàïîìíèì, ÷òî {a; b} îáîçíà÷àåò "ïðåôèêñ(a, b)". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ïåðåõîä îò êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê ê âåùåñòâåííûì êîîðäè-
íàòàì.

∀P (âåùôîðìà(setz(P (z) & z − êîìïëåêñíîå)) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
P (x + iy)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:

(a) Òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü "òî÷êè". Òàêàÿ öåëü çàäà÷è íà
îïèñàíèå ëèáî íà èññëåäîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü áåñêîîð-
äèíàòíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê.

(b) Òåêóùàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå èìååò öåëü "òî÷êè", ïðè÷åì ïðåîáðàçó-
åìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé êîðíåâîãî ðàâåíñòâà, à äðóãàÿ
÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà - ïåðåìåííàÿ X. Ëèáî èìååòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êè
âèä X), îçíà÷àþùèé, ÷òî óæå ïîëó÷åíî áåñêîîðäèíàòíîå îïèñàíèå äëÿ X,
ëèáî çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "X = T , ãäå çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ T îòëè÷åí
îò ñèìâîëà "òî÷êè".
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 4.

9. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç êîì-
ïëåêñíûå êîîðäèíàòû.

(a) Ðàâåíñòâî ìîäóëåé ñóìì.

∀ABCKab(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(|z + a| = |z + b| &
z − êîìïëåêñíîå)), K) → B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a)) &
C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) & A = ïåðïåíäèêóëÿð(ïðÿìàÿ(BC),
äîëÿîòðåçêà(B, C, 1/2)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùåé öåëü "òî÷êè". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ïîëó÷èòü áåñêîîð-
äèíàòíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, îáîçíà÷åííîãî íåèçâåñòíîé. Àíòåöå-
äåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå
B, C. Ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé (òî÷êè âèä A). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 2.

(b) Óñìîòðåíèå ïðÿìîé ñ ïðîêîëîòîé òî÷êîé.

∀ABCKab(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(¬(z + a = 0) &
z − êîìïëåêñíîå & 2| arg(z + a) + b| − π = 0)), K) → B = ò÷êîîðä(K,
âåùôîðìà(−a)) & C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a + sin b + i cos b)) &
A = ïðÿìàÿ(BC) \ {B} & B − òî÷êà & C − òî÷êà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "A = P", ãäå âûðàæåíèå P íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "òî÷êè". Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå B, C. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óñìîòðåíèå êðóãà ëèáî îêðóæíîñòè.

∀ABCEKbc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(|z + b| < c &
z − êîìïëåêñíîå & P (z))), K) → B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) &
C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(c− b)) & E = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(P (z) &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
A = E ∩ âíóòðåííîñòü(êðóã(BC)))

∀ABCKbc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(|z + b| < c &
z − êîìïëåêñíîå)), K) → B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) &
C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(c− b)) & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
A = âíóòðåííîñòü(êðóã(BC)))

∀ABCKbc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(|z + b| ≤ c &
z − êîìïëåêñíîå)), K) → B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) &
C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(c− b)) & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
A = êðóã(BC))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùèõ öåëü "òî÷êè". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå B, C, E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 3.

(d) Óñìîòðåíèå êîëüöà.

∀ABCDEFKabc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(a < |z + b| &
|z + b| < c & z − êîìïëåêñíîå & P (z))), K) →
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B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) & C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(a− b)) &
D = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(c− b)) & E = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(P (z) &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
A = E ∩ âíóòðåííîñòü(êîëüöî(BCD)))

∀ABCDEFKabc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(a ≤ |z + b| &
|z + b| ≤ c & z − êîìïëåêñíîå & P (z))), K) →
B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) & C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(a− b)) &
D = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(c− b)) & E = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(P (z) &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
A = E ∩ êîëüöî(BCD))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùèõ öåëü "òî÷êè". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå B, C, D,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìîâ ðàâåí 2.

(e) Óñìîòðåíèå ïîëóïëîñêîñòè.

∀ABCDKab(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(aIm(z) < b &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & 0 < a → B = ò÷êîîðä(K, (0, b/a)) &
C = ò÷êîîðä(K, (1, b/a)) & D = ò÷êîîðä(K, (0, b/a− 1)) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKab(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(b < aIm(z) &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & 0 < a → B = ò÷êîîðä(K, (0, b/a)) &
C = ò÷êîîðä(K, (1, b/a)) & D = ò÷êîîðä(K, (0, b/a + 1)) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKab(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(aRe(z) < b &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & 0 < a → B = ò÷êîîðä(K, (b/a, 0)) &
C = ò÷êîîðä(K, (b/a, 1)) & D = ò÷êîîðä(K, (b/a− 1, 0)) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKab(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(b < aRe(z) &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & 0 < a → B = ò÷êîîðä(K, (b/a, 0)) &
C = ò÷êîîðä(K, (b/a, 1)) & D = ò÷êîîðä(K, (b/a + 1, 0)) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKabcde(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(¬(z = a + bi)
& z − êîìïëåêñíîå & | arg(cz + d)| < e)), K) & 0 < c &
d + ac + bci = 0 & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→
B = ò÷êîîðä(K, (a, b)) & C = ò÷êîîðä(K, (a + cos e, b + sin e))
& D = ò÷êîîðä(K, (a + 1, b)) & A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿ-
ìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKabc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(c < aRe(z)+ bIm(z)
& z − êîìïëåêñíîå)), K) & ¬(a = 0) → B = ò÷êîîðä(K, (c/a, 0)) &
C = ò÷êîîðä(K, (c/a + b,−a)) & D = ò÷êîîðä(K, (c/a + sg(a))) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKabc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(aRe(z)+ bIm(z) < c
& z − êîìïëåêñíîå)), K) & ¬(a = 0) → B = ò÷êîîðä(K, (c/a, 0)) &
C = ò÷êîîðä(K, (c/a + b,−a)) & D = ò÷êîîðä(K, (c/a− sg(a))) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

∀ABCDKabc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(b < arg(z + a) &
arg(z + a) < c & z − êîìïëåêñíîå & ¬(z + a = 0))), K) & c − b = π →
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B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a)) & C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a+cos c+
i sin c)) & D = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a+cos((b+c)/2)+i sin((b+c)/2))) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëóïëîñêîñòü(ïðÿìàÿ(BC), D)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Óñìîòðåíèå óãëà.
∀ABCDKabc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(b < arg(z + a) &
arg(z + a) < c & z − êîìïëåêñíîå & ¬(z + a = 0))), K) & c − b < π →
B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a)) & C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a+cos c+
i sin c)) & D = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−a + cos b + i sin b)) & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & A = âíóòðåííîñòü(Óãîë(CBD)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä"è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå,
èìåþùèõ öåëü "òî÷êè". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "A = P , ãäå âûðàæåíèå
P íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "òî÷êè". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââîäÿòñÿ
íîâûå ïåðåìåííûå B, C, D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Óñìîòðåíèå ïîëîñû.
∀ABCDEKabc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(|a + bRe(z)| < c &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) →
B = ò÷êîîðä(K, ((c− a)/b, 0)) & C = ò÷êîîðä(K, ((−c− a)/b, 0)) &
D = ò÷êîîðä(K, ((c− a)/b, 1)) & E = ò÷êîîðä(K, ((−c− a)/b, 1)) &
A = âíóòðåííîñòü(ïîëîñà(ïðÿìàÿ(BD), ïðÿìàÿ(CE))))

∀ABCDEKabcd(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(|a + bRe(z) +
cIm(z)| < d & z − êîìïëåêñíîå)), K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & ¬(c = 0) → B = ò÷êîîðä(K, (0, (d− a)/c)) & C = ò÷êîîðä(K,
(1, (d− a− b)/c)) & D = ò÷êîîðä(K, (0, (−d− a)/c)) & E = ò÷êîîðä(K,
(1, (−d−a−b)/c)) & A = âíóòðåííîñòü(ïîëîñà(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(DE))))

∀ABCDEKPabcd(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(|a + bRe(z) +
cIm(z)| < d & P (z) & z − êîìïëåêñíîå)), K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & ¬(c = 0) → B = ò÷êîîðä(K, (0, (d− a)/c)) & C = ò÷êîîðä(K,
(1, (d− a− b)/c)) & D = ò÷êîîðä(K, (0, (−d− a)/c)) & E = ò÷êîîðä(K,
(1, (−d−a−b)/c)) & F = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(P (z) & z−êîìïëåêñíîå)), K)
& A = âíóòðåííîñòü(ïîëîñà(ïðÿìàÿ(BC), ïðÿìàÿ(DE)))∩F & B−òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùèõ öåëü "òî÷êè". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ââî-
äÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå B, C, D,E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Óñìîòðåíèå âíåøíîñòè êðóãà.
∀ABCEKbc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(c < |z + b| &
z − êîìïëåêñíîå & P (z))), K) → B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) &
C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(c− b)) & E = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(P (z) &
z − êîìïëåêñíîå)), K) & A = E ∩ âíåøíîñòü(êðóã(BC)))

∀ABCKbc(ïðÿìêîîðä(K) & A = òî÷êè(âåùôîðìà(setz(c < |z + b| &
z − êîìïëåêñíîå)), K) → B = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(−b)) &
C = ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(c− b)) & A = âíåøíîñòü(êðóã(BC)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâà-
íèå, èìåþùèõ öåëü "òî÷êè". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
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ìè. Ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå B, C, E. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 3.

(i) Ïåðåäà÷à ðåçóëüòàòîâ õàðàêòåðèçàöèè âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå.
Òåîðåìû ïðèåìîâ ýòîãî ðàçäåëà èìåþò âèä "çàìåùåíèåóñëîâèé(A)", ãäå A -
ïîñûëêà, ïåðåäàâàåìàÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó. Çàãîëîâêè ïðèåìîâ - "çàìåùå-
íèåóñëîâèé". Ïðèåìû ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ
öåëü "èññëåäîâàòü". Âñå óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 7.

i. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = ïåðïåíäèêóëÿð(bc))
a - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

ii. Ñîïðîâîæäàþùàÿ îïèñàíèå òî÷êà.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = ò÷êîîðä(b, c))
Ïåðåìåííàÿ a âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêå âèäà x = t, ãäå x - íåèçâåñòíàÿ
âíåøíåé çàäà÷è.

iii. Ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå ìíîæåñòâî òî÷åê ÷åðåç òåîðåòèêî-ìíîæåñò-
âåííûå îïåðàöèè.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = b \ c)
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = b ∩ c)
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = b ∪ c)
Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñòíàÿ âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

iv. Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = âíóòðåííîñòü(b))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

v. Âíåøíîñòü ìíîæåñòâà.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = âíåøíîñòü(b))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

vi. Ïîëóïëîñêîñòü.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = ïîëóïëîñêîñòü(bc))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

vii. Êðóã.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = êðóã(bc))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

viii. Ïîëîñà.
çàìåùåíèåóñëîâèé(a = ïîëîñà(bc))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

ix. Ïðÿìîóãîëüíèê.
çàìåùåíèåóñëîâèé(ïðÿìîóãîëüíèê(abcd))
Íåêîòîðàÿ ïîñûëêà ñîäåðæèò êàê íåèçâåñòíóþ âíåøíåé çàäà÷è, òàê è
âûðàæåíèå "ôèãóðà(íàáîð(abcd))".

(j) Îòáðàñûâàíèå â çàäà÷å íà îïèñàíèå èñõîäíîãî çàäàíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê.
∀ABK(A = òî÷êè(âåùôîðìà(B), K))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "òî÷êè". Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî" îçíà÷àåò,
÷òî ðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
äðóãîãî óñëîâèÿ, ñîäåðæàùåãî A. Òàêîå óñëîâèå âîçíèêíåò ïîñëå òîãî, êàê
â áëîêå àíàëèçà òåêóùåé çàäà÷è áóäåò ñôîðìèðîâàí îòâåò, êîòîðûé äàëåå
îêàæåòñÿ ïåðåíåñåí â ñïèñîê óñëîâèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 12.
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(k) Ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
âíåøíåãî îïèñàòåëÿ.
∀abx(0 < b → 0 < a + bx ↔ −a/b < x)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿ-
åò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ íàäâûðàæåíèÿ "êëàññ(. . .)". Àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå a íå ñîäåð-
æèò ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ "êëàññ". Âûðàæåíèå b
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ ýòîé
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ñîìíîæèòåëåé. Îñòàòî÷íîå ïðîèçâåäåíèå x èìå-
åò ïîäâûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "Ìîäóëü", ëèáî "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü", ëè-
áî "ìíèìàÿ÷àñòü", ëèáî "àðãóìåíò", çàâèñÿùåå îò ïåðåìåííûõ ñâÿçûâà-
þùåé ïðèñòàâêè. Çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå íå èìååò íàäâûðàæåíèÿ âèäà
"ðàâíî(îáðàç(A, B)C)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abx(b < 0 → 0 < a + bx ↔ x < −a/b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

10. Êîìïëåêñíûå êðèâûå.

(a) Îðèåíòèðîâàííûé îòðåçîê.
∀Kab(âåùêðèâàÿ(Êîìïëîòðåçîê(a, b), K) =
Îòðåçîê(ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(a)), ò÷êîîðä(K, âåùôîðìà(b))))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Öåïü êðèâûõ.
∀Kan(âåùêðèâàÿ(êîìïëïóòü(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})), K) =
ïóòü(λi(âåùêðèâàÿ(a(i), K), i ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿ-
þò èäåíòèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íûõ
íàáîðîâ. Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Îðèåíòàöèÿ êðèâîé, çàäàííîé êàê "Îðêðèâ(. . .)".
∀Ka(Îðèåíò(Îðêðèâ(K, a)) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêîìïëâíóòð".

Ïîêà íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé âíóòðåííîñòü
ïðÿìîóãîëüíèêà:

∀abcdpqrs(p = Re(a) & p = Re(d) & q = Re(b) & q = Re(c) & r = Im(d) &
r = Im(c) & s = Im(a) & s = Im(b) → êîìïëâíóòð(êîìïëîòðåçîê(a, b) ∪
êîìïëîòðåçîê(b, c) ∪ êîìïëîòðåçîê(c, d) ∪ êîìïëîòðåçîê(d, a)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & min(p, q) < Re(z) & Re(z) < max(p, q) &
min(r, s) < Im(z) & Im(z) < max(r, s)))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

12. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîìïëêîíòóð".

Êðîìå ïðèåìà íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè èç ïîñûëîê, îïåðàòîð
èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì äëÿ ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêà:

∀ab(êîìïëêîíòóð(êîìïëãðàíèöà(setz(z − êîìïëåêñíîå & |Re(z)| < a &
|Im(z)| < b))))
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13. Ñèíòåçàòîð "êîíòóð" îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé êðèâîé íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "Êîíòóð(A, B)". Âõîäíûì äàííûì ñëóæèò
âûðàæåíèåA, îïðåäåëÿþùåå çàìêíóòóþ îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé B ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé ýòîé êðèâîé.

(a) Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.

∀AB(Êîíòóð(A, B) → Êîíòóð(A, B))

Óðîâåíò ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âíóòðåííîñòü îêðóæíîñòè.

∀abc(¬(a = 0) → Êîíòóð(Îðêðèâ(setz(|az + b| = c & z − êîìïëåêñíîå), d),
setz(|z + b/a| < c/|a| & z − êîìïëåêñíîå)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Âíóòðåííîñòü ìíîãîóãîëüíèêà.

∀APabn(P = êîìïëïóòü(λi(Êîìïëîòðåçîê(a(i), b(i)), i ∈ {1, . . . , n})) &
a(1) = b(n) & A = êîìïëâíóòð(

⋃n
i=1 êîìïëîòðåçîê(a(i), b(i))) →

Êîíòóð(P, A))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ðàçâåðò-
êà" îïðåäåëÿåò ðàññìîòðåíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íîãî íà-
áîðà è êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ êàê îáû÷íîãî. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèî-
íàëüíûå. Âûðàæåíèå A, ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè, íå èìååò çàãîëîâêà "êîìïëâíóòð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(d) Âíóòðåííîñòü ñåãìåíòà.

∀abcde(¬(a = 0) → Êîíòóð(Îðêðèâ(setz(|az + b| = c & d ≤ Im(z) &
z − êîìïëåêñíîå) ∪ setz(d = Im(z) & |az + b| ≤ c & z − êîìïëåêñíîå), e),
setz(|z + b/a| < c/|a| & d ≤ Im(z) & z − êîìïëåêñíîå)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

14. Îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ëó÷åé.

∀ABCabcdefmnpqrst(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & (ax + by + c = 0 &
dx + ey + f = 0) = (x = m & y = n) & (Ax + By + C = 0 &
px + qy + r = 0) = (x = s & y = t) & ds + et + f < 0 & pm + qn + r < 0 &
aB − Ab = 0 & aC − Ac = 0 & bC −Bc = 0 →
setz(z − êîìïëåêñíîå & aRe(z) + bIm(z) + c = 0 & 0 < dRe(z) + eIm(z) + f) ∪
setz(z − êîìïëåêñíîå & ARe(z) + BIm(z) + C = 0 & 0 < pRe(z) + qIm(z) + r) =
setz(aRe(z) + bIm(z) + c = 0 & z − êîìïëåêñíîå) \ êîìïëîòðåçîê(m + in, s + it))

∀ABCabcdefmnpqrst(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & (ax + by + c = 0 &
dx + ey + f = 0) = (x = m & y = n) & (Ax + By + C = 0 &
px + qy + r = 0) = (x = s & y = t) & ds + et + f < 0 & pm + qn + r < 0 &
aB − Ab = 0 & aC − Ac = 0 & bC −Bc = 0 →
setz(z − êîìïëåêñíîå & aRe(z) + bIm(z) + c = 0 & 0 ≤ dRe(z) + eIm(z) + f) ∪
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setz(z − êîìïëåêñíîå & ARe(z) + BIm(z) + C = 0 & 0 ≤ pRe(z) + qIm(z) + r) =
setz(aRe(z) + bIm(z) + c = 0 & z− êîìïëåêñíîå) \ êîìïëèíòåðâàë(m + in, s + it))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà, à òàêæå øå-
ñòîé è ñåäüìîé îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå - âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâûå ÷àñòè ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî àíòåöå-
äåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ çàäà÷àìè íà îïèñàíèå, ðàçðåøàþùèìè èõ îòíîñèòåëü-
íî âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x, y. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âû-
ðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ a, b, d, e, p, q, A, B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ
ðàâåí 2.

15. Óñìîòðåíèå îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ òî÷åê.

z − êîìïëåêñíîå & a < bRe(z) + cIm(z) & ¬(z = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "îòâåòçàäà÷è". Òåîðåìà ïðèåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíúþíêöèþ òåðìîâ, èäåíòèôèöèðóåìûõ ñî âñåìè ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûå
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáèðàåòñÿ âî âòîðîì êîíú-
þíêòèâíîì ÷ëåíå. Òðåòèé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ
íåñêîëüêèìè óñëîâèÿìè. Ïåðåìåííàÿ z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñòíóþ; âûðà-
æåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò
íóëåâûå çíà÷åíèÿ b, c, íî õîòÿ áû îäíî èç íèõ äîëæíî áûòü íåíóëåâûì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

z − êîìïëåêñíîå & bRe(z) + cIm(z) < a & ¬(z = d)

z − êîìïëåêñíîå & |z + a| = b & ¬(z = c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

16. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêîìïëôîðìà".

Íîðìàëèçàòîð ïîêà èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ïåðåõîä ê êîì-
ïëåêñíîìó ÷èñëó îò ïàðû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë:

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ êîìïëôîðìà((a, b)) = a + bi)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèâìîëîì "êîìïëöåëîå"

1. Óñìîòðåíèå íåâûïîëíèìîñòè óðàâíåíèÿ â öåëûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ ñ ïîìî-
ùüþ ìîäóëÿðíîé àðèôìåòèêè.

∀ABabcnp(a(n)+ b(n) = c & ïðîñòîå(p) & êîìïëöåëîå(a(n)) & êîìïëöåëîå(b(n)) &
êîìïëöåëîå(c) & n− íàòóðàëüíîå & A = setx(∃d(d− íàòóðàëüíîå &
x = âû÷åòêîìïë(a(d), p))) & B = setx(∃d(d− íàòóðàëüíîå &
x = âû÷åòêîìïë(c− b(d), p))) & íåïåðåñåê(A, B) → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíè-
òåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ â åãî ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ñòåïåíè fn ñ êîí-
ñòàíòíûì îñíîâàíèåì f . Ïåðåìåííàÿ n - íåèçâåñòíàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ïåðå÷èñëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñ-
ëà p. Ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðàâûå ÷àñòè ñåäü-
ìîãî è âîñüìîãî àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "îïðêëàññ",
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ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó ïðåîáðàçîâàòü îïèñàòåëü "êëàññ" ê âèäó êîíå÷íîãî
ñïèñêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïîïûòêè óñïåøíûå. âåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìêîìïëöåëîå".

Âñå ïðèåìû îïåðàòîðà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Êîìïëåêñíîå ÷èñëî çàäàíî ÿâíûì îáðàçîì.

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ êîìïëöåëîå(m + ni))

∀n(n− öåëîå→ êîìïëöåëîå(n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(b) Âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

∀n(n− ÷èñëî & n− öåëîå→ êîìïëöåëîå(n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(c) Ñóììà.

∀ab(êîìïëöåëîå(a) & êîìïëöåëîå(b) → êîìïëöåëîå(a + b))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþáîãî ÷èñëà ñëà-
ãàåìûõ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

(d) Ïðîèçâåäåíèå.

∀ab(êîìïëöåëîå(a) & êîìïëöåëîå(b) → êîìïëöåëîå(ab))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Ìèíóñ.

∀a(êîìïëöåëîå(a) → êîìïëöåëîå(−a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(f) Ñòåïåíü.

∀an(êîìïëöåëîå(a) & n− íàòóðàëüíîå→ êîìïëöåëîå(an))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Âû÷åò öåëîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ

Ñ ñèìâîëîì "âû÷åòêîìïë" ïîêà ñâÿçàí òîëüêî íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
"íîðìâû÷åòêîìïë". Îí èìååò ñëåäóþùèå ïðèåìû:

1. ×èñëî çàäàíî â ÿâíîì âèäå.

∀mnk(âû÷åòêîìïë(m + ni, k) = m(mod k) + n(mod k)i)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî è âñåõ îñòàëüíûõ ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà ðàâåí
1.

2. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

∀kn(n− ÷èñëî→ âû÷åòêîìïë(n, k) = n(mod k))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
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3. Óìíîæåíèå.

∀abmnk(âû÷åòêîìïë(m, k) = a & âû÷åòêîìïë(n, k) = b → âû÷åòêîìïë(mn, k) =
âû÷åòêîìïë(ab, k))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ðåàëèçóþò ðåêóðñèâ-
íîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "âû÷åò-
êîìïë".

Êîìïëåêñíàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà

1. Âûðîæäåííîå ñóììèðîâàíèå.

∀fx(
∑x

n=x f(n) = f(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀fmn(0 < m− n →
∑n

i=m f(i) = 0)

Ïðèå èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ëèáî âûðàæåíèå n êîíñòàíòíîå,
ëèáî m íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ñóììû.

∀afg(
∑

x,f(x)(−g(x)) = −
∑

x,f(x) g(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ðàñïîëî-
æåíî âíóòðè óòâåðæäåíèÿ "Ñõîäèòñÿ(. . .)". Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå.
Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x èìååò ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä ñóììû.

∀afgh(
∑

x,f(x)(ag(x)/h(x)) = a
∑

x,f(x)(g(x)/h(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Ñîêðàùåíèå çíàìåíàòåëÿ âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé è âíåøíåãî ìíîæèòåëÿ.

∀afgP (¬(a = 0) → a
∑

i,P (i)(f(i)/(ag(i))) =
∑

i,P (i)(f(i)/g(i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, g, P ôóíêöèîíàëüíûå.
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Pafg(¬(a = 0) & a = bp → a
∑

i,P (i)(f(i)/(bh(i)g(i))) =
∑

i,P (i)(f(i)/(bh(i)−pg(i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, b èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Ïåðåìåííûå f, g, h, P ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Êîìïëåêñíîå êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ïîêà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåõîä ê âåùå-
ñòâåííîìó êîíå÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ:

∀fkm(f(n)− ÷èñëî→
∏

n = mkf(n) =
∏

n = mkf(n))
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Ëåâîå êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíîå, ïðàâîå - âåùåñòâåííîå. Ïðèåì èìååò çàãî-
ëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìâåùåñòâ" ïåðåõîäà ê îïåðàöèÿì äëÿ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë

1. Ñóììà.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + b = a + b)

Ëåâàÿ îïåðàöèÿ êîìïëåêñíàÿ, ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïðîèçâåäåíèå.

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = ab)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ìèíóñ.

∀a(a− ÷èñëî→ −a = −a)

4. Ñòåïåíü.

∀ab(a− ÷èñëî & 0 ≤ a & b− ÷èñëî→ ab = ab)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀an(a− ÷èñëî & a < 0 → an = i(−a)n)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé ÷åòíûé çíàìåíà-
òåëü. Ïðàâàÿ ñòåïåíü âåùåñòâåííàÿ, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀an(a− ÷èñëî→ an = (an ïðè 0 ≤ a, èíà÷å i(−a)n))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîñòîé äðîáüþ, èìåþùåé ÷åòíûé çíàìå-
íàòåëü. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îáå ïðàâûå ñòå-
ïåíè âåùåñòâåííûå, îñòàëüíûå îïåðàöèè êîìïëåêñíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

5. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ âåùåñòâåííûõ ñóìì.

6. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ âåùåñòâåííûõ ïðîèçâåäåíèé.

7. Âûíåñåíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ íàðóæó.

∀Pabc(a + (b ïðè P, èíà÷å c) = (a + b ïðè P, èíà÷å a + c))

Âñå ñóììû êîìïëåêñíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Pabc(a(b ïðè P, èíà÷å c) = (ab ïðè P, èíà÷å ac))

∀Pab(−(a ïðè P, èíà÷å b) = (−a ïðè P, èíà÷å − b))

∀Pabc((b ïðè P, èíà÷å c)/a = (b/a ïðè P, èíà÷å c/a))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó.
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8. Âëîæåííûå óñëîâíûå âûðàæåíèÿ.

∀Pabc(((a ïðè P, èíà÷å b) ïðè P, èíà÷å c) = (a ïðè P, èíà÷å c))

∀Pabc((a ïðè P, èíà÷å (b ïðè P, èíà÷å c)) = (a ïðè P, èíà÷å c))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4.3 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî

Óñëîâèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè

1. Ñëîæåíèå ñ êîíñòàíòîé.

∀Paf (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z) + a, P (z))) ↔
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z), P (z))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó.

∀Paf (¬(a = 0) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(af(z), P (z))) ↔
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z), P (z))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ìèíóñ.

∀Pf (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(−f(z), P (z))) ↔
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z), P (z))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè.

∀Pabfg(¬(a = 0) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(af(z)/(bg(z)), P (z))) ↔
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z)/g(z), P (z))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Êîíñòàíòà â ÷èñëèòåëå.

∀Paf (¬(f(z) = 0) & ¬(a = 0) → âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(a/f(z), P (z))) ↔
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z), P (z))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëü-
ñòâî, âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäî-
åìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü.

∀Pfn(n− íàòóðàëüíîå & ¬(∃abuv(P (u) & P (v) & f(u) = a cos b + (a sin b)i &
f(v) = a cos(b + 2π/n) + (a sin(b + 2π/n))i & 0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî)) →
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z)n, P (z))) ↔ âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z), P (z))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî.
Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀Pfn(n− íàòóðàëüíîå & ∃abuv(P (u) & P (v) & f(u) = a cos b + (a sin b)i &
f(v) = a cos(b + 2π/n) + (a sin(b + 2π/n))i & 0 < a & a− ÷èñëî & b − ÷èñëî) →
¬(âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λz(f(z)n, P (z)))))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïðèåìó.

Îïðåäåëåíèå îáðàçà ïðè êîìïëåêñíîì îòîáðàæåíèè ïóòåì ðåøåíèÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå

∀Pafg((x ∈ a & g(x) & y = f(x) & y−êîìïëåêñíîå) = P (x, y) & f(x)−êîìïëåêñíîå→
îáðàç(λx(f(x), g(x)), a) = sety(∃x(P (x, y))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ìíèìàÿ÷àñòü". Ïðè ýòîì x ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé. Âòîðîé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî f(x) âåùå-
ñòâåííîå. Óòâåðæäåíèå P (x, y) íå ñîäåðæèò ïîäâûðàæåíèé âèäà "ìíèìàÿ÷àñòü(X)",
"âåùåñòâåííàÿ÷àñòü(X)", ãäå X îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "àðãóìåíò" è íå èìååò âèäà "setz(∃u(z = A(u) & B(u)))". Ïåðåìåííûå f, g, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Â êà÷åñòâå y âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

∀Aafg((p + qi ∈ a & g(p + qi) & b + ci = f(p + qi) & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
p− ÷èñëî & q − ÷èñëî) = A(b, c, p, q) & f(x)− êîìïëåêñíîå→
îáðàç(λx(f(x), x− êîìïëåêñíîå & g(x)), a) = setz(∃pq(A(Re(z), Im(z), p, q) &
z − êîìïëåêñíîå)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì"è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî p, q âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Ïðè ýòîì p, q
ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè íåèçâåñòíûìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî f(x) âåùåñòâåííîå. Âûðàæåíèå a íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "àðãóìåíò" è íå èìååò âèäà "setz(∃u(z = A(u) & B(u)))". Ïåðå-
ìåííûå f, g, A ôóíêöèîíàëüíûå. Â êà÷åñòâå b, c, p, q âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìÍåïðåðûâíî".

Âñå ïðèåìû îïåðàòîðà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Êîíñòàíòà.

∀abf (Íåïðåðûâíî(λx(a, f(x)), b))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû.

(b) Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀bf (Íåïðåðûâíî(λx(x, f(x)), b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî x - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ.
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(c) Ïëþñ.
∀afgh(Íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & Íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
Íåïðåðûâíî(λx(f(x) + g(x), h(x)), a))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíê-
öèîíàëüíûå. Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x èìååò ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

(d) Óìíîæåíèå.
∀afgh(Íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & Íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
Íåïðåðûâíî(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Ìèíóñ.
∀afh(Íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) → Íåïðåðûâíî(λx(−f(x), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Äðîáü.
∀afgh(¬(g(x) = 0) & Íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) &
Íåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) → Íåïðåðûâíî(λx(f(x)/g(x), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Ñòåïåíü.
∀afhp(p− íàòóðàëüíîå & Íåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) →
Íåïðåðûâíî(λx(f(x)p, h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

2. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìëîêÍåïðåðûâíî".

Ïðèåìû àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïðåäûäóùåãî îïåðàòîðà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1.

(a) Êîíñòàíòà.
∀abf (ëîêÍåïðåðûâíî(λx(a, f(x)), b))

(b) Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀bf (ëîêÍåïðåðûâíî(λx(x, f(x)), b))

(c) Ïëþñ.
∀afgh(ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x) + g(x), h(x)), a))

(d) Óìíîæåíèå.
∀afgh(ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

(e) Ìèíóñ.
∀afh(ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) → ëîêÍåïðåðûâíî(λx(−f(x), h(x)), a))

(f) Äðîáü.
∀afgh(¬(g(x) = 0) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) &
ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) → ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x)/g(x), h(x)), a))

(g) Ñòåïåíü.
∀afhp(p− íàòóðàëüíîå & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a) →
ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x)p, h(x)), a))
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-
íîãî

1. Îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì "óñìòî÷êàâåòâëåíèÿ", "óñìíåòî÷êàâåòâ-
ëåíèÿ".

∀ab(òî÷êàâåòâëåíèÿ(a, b) → òî÷êàâåòâëåíèÿ(a, b))

∀ab(¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(a, b)) → ¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(a, b)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìòî÷êàâåòâëåíèÿ".

(a) Ìèíóñ.

∀afh(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a) →
òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(−f(x), h(x)), a))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå f, h ôóíêöè-
îíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(b) Ïëþñ.

∀afgh(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a) &
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x), h(x)), a)) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x) + g(x), h(x)), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå
f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óìíîæåíèå.

∀afgh(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a) &
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x), h(x)), a)) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a)
& ¬(g(a) = 0) → òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x)g(x), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Äðîáü.

∀afgh(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a) &
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x), h(x)), a)) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x)/g(x), h(x)), a))

∀afgh(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a) &
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x), h(x)), a)) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a)
& ¬(g(a) = 0) → òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x)/f(x)), h(x)), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Ñòåïåíü.

∀abghmnp(p− rational & ¬(n = 0) & n− êîìïëåêñíîå & m− íàòóðàëüíîå &
¬(çíàìåíàòåëü(p)|m) & can + b = 0 & ¬(h(a) = 0) &
ëîêÍåïðåðûâíî(λx(h(x), g(x)), a) & ¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(h(x), g(x)), a)) →
òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(((cx

n + b)mh(x))p, g(x)), a))

Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå g, h
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ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀afgp(òî÷êàâåòâëåíèÿ(¬(f(a) = 0) & λx(f(x), g(x)), a) & p − rational →
òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x)p, g(x)), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå
f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåòî÷êàâåòâëåíèÿ".

(a) Êîíñòàíòà.

∀abf (¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(a, f(x)), b)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x ïðîèç-
âîëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀abf (¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(x, f(x)), b)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî x - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ.

(c) Ìèíóñ.

∀afh(¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a)) →
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(−f(x), h(x)), a)))

Ïåðåìåííûå f, h ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ïëþñ.

∀afgh(¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a)) &
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x), h(x)), a)) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a)
& ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x) + g(x), h(x)), a)))

Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Ñëàãàåìîå
f(x) - ïåðâîå â ñóììå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Óìíîæåíèå.

∀afgh(¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a)) &
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x), h(x)), a)) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a)
& ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x)g(x), h(x)), a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Äðîáü.

∀afgh(¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), h(x)), a)) &
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(g(x), h(x)), a)) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), h(x)), a)
& ëîêÍåïðåðûâíî(λx(g(x), h(x)), a) →
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x)/g(x), h(x)), a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü.
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∀afgn(n− íàòóðàëüíîå & ¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), g(x)), a)) &
ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), g(x)), a) →
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x)n, g(x)), a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(h) Äðîáíàÿ ñòåïåíü.

∀afgp(p− rational & ¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), g(x)), a)) &
¬(f(a) = 0) & ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), g(x)), a) →
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x)p, g(x)), a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abfgnp(p− rational & ¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(f(x), g(x)), b)) &
¬(f(b) = 0) & n− íàòóðàëüíîå & çíàìåíàòåëü(p)|n & a + b = 0 &
ëîêÍåïðåðûâíî(λx(f(x), g(x)), b) →
¬(òî÷êàâåòâëåíèÿ(λx(((x + a)nf(x))p, g(x)), b)))

Øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëü-
íûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 3.

Ðÿäû ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè

1. Óñìîòðåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

∀fg(g(i) = |f(i)| & ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 g(i), n− íàòóðàëüíîå)) →
Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Ëåâûé ðÿä âåùåñòâåííûé, ïðàâûé - êîìïëåêñíûé. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü".
Èñòèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà êîïèÿ ïðèåìà, ñðàáàòû-
âàþùàÿ íà óðîâíå 5. Ó íåå îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè ñóùåñòâåííî îñëàáëåí.

2. Ñäâèã îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ.

∀abf (
∑∞

i=a f(i + b) =
∑∞

i=a+b f(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçà-
òåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè ñóììèðó-
åìîãî âûðàæåíèÿ ïîäòåðìà "i+ b". Ïîñëå ýòîãî èäåíòèôèêàöèÿ øàáëîíà f(. . .)
âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ "íîâàðãóìåíò(f ,i,èçâëå÷åíèå)", ãðóïïèðóþ-
ùåãî âñå âõîæäåíèÿ i ïîä ñóììû i + b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ðàñõîäèìîñòü ðÿäà, ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà êîòîðîãî íå ðàâåí 0.

∀fg(g(i) = |f(i)| & b = limi→∞{g(i)} & ¬(b = 0) →
¬(Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i), n− íàòóðàëüíîå))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü". Ïðàâàÿ ÷àñòü
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âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå f, g ôóíê-
öèîíàëüíûå. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

4. Óñìîòðåíèå ðàñõîäèìîñòè ðÿäà ïóòåì âûäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷à-
ñòåé.

∀fg(g(i) = Re(f(i)) & ¬(ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 g(i), n− íàòóðàëüíîå))) →
¬(Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i), n− íàòóðàëüíîå))))

∀fg(g(i) = Im(f(i)) & ¬(ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 g(i), n− íàòóðàëüíîå))) →
¬(Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 f(i), n− íàòóðàëüíîå))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ðå-
çóëüòàò íå ñîäåðæèò, ñîîòâåòñòâåííî, ñèìâîëà "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíèìà-
ÿ÷àñòü". Èñòèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Óñìîòðåíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ äëÿ âåùå-
ñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀fgh(g(i) = Re(f(i)) & h(i) = Im(f(i)) & ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 g(i), n−íàòóðàëüíîå))
& ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 h(i), n− íàòóðàëüíîå)) →

Ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

i=1 f(i), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Èõ ïðàâûå ÷àñòè óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ðåçóëüòàòû
íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíèìàÿ÷àñòü" ñîîòâåòñòâåííî.
Èñòèííîñòü òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè
çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Ââåäåí ñëàáûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

6. Âûíåñåíèå ìèíóñà íàðóæó ïðè àíàëèçå ñõîäèìîñòè.

∀af (Ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

m=a−f(m), n− íàòóðàëüíîå)) ↔
Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
m=a f(m), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Âûíåñåíèå íàðóæó êîíñòàíòíîãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ.

∀abfg(¬(a = 0) → Ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

m=b af(m)/g(m), n− íàòóðàëüíîå)) ↔
Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
m=b f(m)/g(m), n− íàòóðàëüíîå)))

∀abfg(¬(a = 0) → Ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

m=b f(m)/(ag(m)), n− íàòóðàëüíîå)) ↔
Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
m=b f(m)/g(m), n− íàòóðàëüíîå)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì g(m) ìîæåò áûòü
òîæäåñòâåííîé åäèíèöåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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8. Óñìîòðåíèå ðàñõîäèìîñòè ðÿäà, îáðàùàþùåãîñÿ â ãàðìîíè÷åñêèé.

∀az(|z| = 1 → Ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

m=1 zm/(m + a), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ ¬(z = 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÌîäóëü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé.

∀afgn(
∑∞

i=n(a ïðè i = n, èíà÷å f(i))g(i) = ag(n) +
∑∞

i=n+1 f(i)g(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Pafgn(
∑∞

i=n(a ïðè i = n ∨ P (i), èíà÷å f(i))g(i) =
ag(n) +

∑∞
i=n+1(a ïðè P (i), èíà÷å f(i)g(i)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

10. Ñîêðàùåíèå âíåøíåãî ìíîæèòåëÿ ñ âíóòðåííèì.

∀afgkmp(k − öåëîå & p(n)− öåëîå→ ak
∑∞

n=m f(n)/(g(n)ap(n)) =∑∞
n=m f(n)/(g(n)ap(n)−k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Ïåðåìåííûå f, g, p
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ.

(a) Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "Ñóììàðÿäà".

∀abf (b =
∑∞

i=a f(i) →
∑∞

i=a f(i) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "Ñóììàðÿäà". Ýòîò íîðìàëèçàòîð, îïèñûâà-
åìûé íèæå, ïîêà ìîæåò ñóììèðîâàòü ëèøü ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ñóììàâñåõ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïåðåîáîçíà÷åíèå ïàðàìåòðà.

∀Aabfn((x → 0) &
∑∞

i=n f(x) = A(x) →
∑∞

i=n f(ax/b) = A(ax/b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿ-
åò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ â ñóììèðóåìîì âûðàæåíèè ïîäòåðìà
"ax/b", ãäå x - ïåðåìåííàÿ. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò" ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòà
ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â äàííîì âûðàæåíèè òîëüêî â îêðóæåíèè "ax/b".
Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b íå òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîå. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò A(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"Ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ïîïûòêà ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà.

∀Aabcdefghpq(b = ad/c− 1 &
∑∞

i=e(ci + d)p−1f(i)xai+b+1/g(i) = h(x) &
s(x) = dh(x)/dx & 0 ≤ ae + b & 0 < a &
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r = ðàäèóññõîäèìîñòè(λi((ci + d)p−1f(i)/g(i), i− íàòóðàëüíîå)) &
0 < r1/a − |A| →

∑∞
i=e(ci + d)pf(i)Aai+q/g(i) = cs(A)Aq−b/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öå-
ëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, à ïåðåìåííàÿ p - ñ íàòóðàëüíîé. Ïåðâûå òðè àí-
òåöåäåíòà è øåñòîé àíòåöåäåíò âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðàâûå ÷àñòè
ïåðâîãî, òðåòüåãî è øåñòîãî àíòåöåäåíòîâ óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, ðåøàåìûìè äî óðîâíÿ 4. Ïðè îáðàáîòêå ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî
àíòåöåäåíòà çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ðåøàåòñÿ äî óðîâíÿ 5, ïðè÷åì åé
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "x → 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàò h(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ñóììàâñåõ". Ïðè ðàçëîæåíèè â ñòåïåííîé
ðÿä ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Ïåðåìåííûå f, g, h, s ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçó-
åòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Â êà÷åñòâå x âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Íîðìàëèçàòîð "Ñóììàðÿäà".

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà ðàâíû 1.

i. Âûíåñåíèå íàðóæó êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ.
∀abcfgs(s =

∑∞
i=c f(i)/g(i) →

∑∞
i=c af(i)/(bg(i)) = as/b)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå f, g ôóíê-
öèîíàëüíûå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b íå òîæäåñòâåííî åäèíè÷-
íîå. Âûðàæåíèå s íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ñóììàâñåõ".

ii. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðàññèÿ.
∀abc(0 ≤ c & 0 < 1 − |a| & b − öåëîå & d − öåëîå →

∑∞
i=c abi+d =

ad/(1− ab)−
∑c−1

i=0 abi+d)
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ïðåäåëû êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

1. Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì ðàçäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âå-
ùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀ABabf (Re(f(n)) = a(n) & Im(f(n)) = b(n) & limn→∞{a(n)} = A &
limn→∞{b(n)} = B & A− ÷èñëî & B − ÷èñëî→ limn→∞{f(n)} = A + Bi)

Ôèãóðíûå ñêîáêè ïîä ïðåäåëàìè îçíà÷àþò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè íà-
òóðàëüíîãî àðãóìåíòà n. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå ÷åòû-
ðå àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïîñëåäíèå äâà - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå a, b, f ôóíêöèîíàëüíûå.
Âûðàæåíèÿ a(n), b(n) íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü" è "ìíèìàÿ-
÷àñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀af (Re(f(n)) = a(n) & limn→∞{a(n)} = íåîïðåä→ limn→∞{f(n)} = íåîïðåä)

∀af (Im(f(n)) = a(n) & limn→∞{a(n)} = íåîïðåä→ limn→∞{f(n)} = íåîïðåä)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

2. Îáðàùåíèå ê êîìïëåêñíîçíà÷íîìó îïåðàòîðó "íîðìÏðåäåë".

∀abcf (a = limx→b\cf(x) → limx→b\cf(x) = a)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìÏðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå èìååò çàãîëîâêà "Ïðåäåë". Ïå-
ðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "íîðìçàäà÷à" îáåñïå÷èâàåò ïåðåäà÷ó
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà î.ä.ç., íàéäåííûõ íîðìàëèçàòîðîì ïðè âû÷èñëåíèè
ïðåäåëà, â òåêóùóþ çàäà÷ó. Ïîä óñëîâíûì âûðàæåíèåì ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íîðìàëèçàòîð "íîðìÏðåäåë" âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî.

(a) Ïðåäåë êîíñòàíòû.
∀abc(limx→c\ab = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðåäåë òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè.
∀ab(limx→b\ax = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ïðåäåëà.
∀abcf (c = limx→b\af(x) & c− êîìïëåêñíîå→ limx→b\a(−f(x)) = −c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ðåàëèçóåò
ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Åãî èñòèííîñòü ìîæíî óñìîòðåòü ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà
íîðìàëèçàòîð óñïåøíî âû÷èñëèëè ïðåäåë. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abf (limx→b\af(x) = ∞→ limx→b\a(−f(x)) = ∞)

∀abf (limx→b\af(x) = íåîïðåä→ limx→b\a(−f(x)) = íåîïðåä)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïðåäåë ñóììû.

i. Êîíå÷íûå ïðåäåëû ñëàãàåìûõ.
∀abcdfg(c = limx→b\af(x) & c− êîìïëåêñíîå & d = limx→b\ag(x) &
d− êîìïëåêñíîå→ limx→b\a(f(x) + g(x)) = c + d)
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ,
âòîðîé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñ-
íîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë îäíîãî ñëàãàåìîãî è êîíå÷íûé ïðåäåë ñóììû îñòàëü-
íûõ ñëàãàåìûõ.
∀bcdfg(limx→b\ag(x) = ∞ & = limx→d\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå→
limx→d\b(f(x) + g(x)) = ∞)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iii. Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë ìíîãî÷ëåíà.
∀afn(¬(a = 0) → limz→∞(azn + f(z)) = ∞)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ n èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëü-
íàÿ. Êàæäîå ñîäåðæàùåå z ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé ñóììû f(z) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îäíî÷ëåí ñòåïåíè, ìåíüøåé n. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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iv. Ñóììà äðîáåé.
∀apqfg(limz→ag(z) = 0 & limz→a = 0 &
limz→a(f(z)q(z) + p(z)g(z))/(g(z)q(z)) = b →
limz→a(f(z)/g(z) + p(z)/q(z)) = b)
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë". Âûðàæåíèå b íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ïðåäåë". Ïåðåìåííûå f, g, p, q ôóíêöèîíàëüíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(e) Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ.

i. Êîíå÷íûå ïðåäåëû ñîìíîæèòåëåé.
∀abcdfg(c = limx→b\af(x) & c− êîìïëåêñíîå & d = limx→b\ag(x) &
d− êîìïëåêñíîå→ limx→b\a(f(x)g(x)) = cd)
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ,
âòîðîé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ëèáî âûðàæåíèå f(x) èäåíòèôè-
öèðîâàíî ñ ïåðâûì ñîìíîæèòåëåì, ëèáî âû÷èñëåííûé åãî ïðåäåë c
íå òîæäåñòâåííî íóëåâîé. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 2.

ii. Áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
∀bcdfg(limx→d\bf(x) = ∞ & c = limx→d\bg(x) &
(c = ∞ ∨ c− êîìïëåêñíîå & ¬(c = 0)) → limx→d\b(f(x)g(x)) = ∞)
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, òðåòèé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèî-
íàëüíûå. Âûðàæåíèå c íå èìååò çàãîëîâêà "Ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Ïðåäåë äðîáè.

i. Êîíå÷íûå ïðåäåëû ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, ñ íåíóëåâûì ïðåäåëîì
çíàìåíàòåëÿ.
∀abcdefg(a = limx→c\df(x) & a− êîìïëåêñíîå & b = limx→c\dg(x) &
b− êîìïëåêñíîå & e = b & ¬(e = 0) → limx→c\d(f(x)/g(x)) = a/e)
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"
è ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Ïÿòûé àíòåöåäåíò òîæå âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ
e ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ïðîâåðêó óñëîâèÿ "b−êîìïëåêñíîå" äî óïðîùå-
íèÿ âûðàæåíèÿ b. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Íåíóëåâîé ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ è íóëåâîé - çíàìåíàòåëÿ.
∀abcdfg(a = limx→c\df(x) & (a = ∞ ∨ a− êîìïëåêñíîå &
¬(a = 0)) & limx→c\dg(x) = 0 → limx→c\d(f(x)/g(x)) = ∞)
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ,
âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iii. Êîíå÷íûé ïðåäåë ÷èñëèòåëÿ è áåñêîíå÷íûé - çíàìåíàòåëÿ.
∀abcdfg(a = limx→c\df(x) & a − êîìïëåêñíîå & limx→c\dg(x) = ∞ →
limx→c\d(f(x)/g(x)) = 0)
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

iv. Ïîïûòêà ñîêðàùåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, åñëè èõ ïðåäåëû ðàâ-
íû 0.
∀abfgmnpq(limx→a\bf(x) = 0 & limx→a\bg(x) = 0 & f(x+a) = m(x)xp/r(x)
& g(x + a) = n(x)xq/s(x) → limx→a\b(f(x)/g(x)) =
limx→a\b(m(x− a)s(x− a)(x− a)p−q/(r(x− a)n(x− a))))
Âûðàæåíèå a íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðà-
ùåíèÿ. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû òîæå âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ êîìïëåêñíûì íîð-
ìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè "âèäÓìíîæåíèå". Äðîáü ïîä
ïðåäåëîì íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "Ñèíóñ", "Êîñèíóñ", "Ëîãàðèôì". Åå
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "Äðîáü". Ïåðåìåííûå
f, g, m, n, r, sôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

v. Âûäåëåíèå ãëàâíîãî ÷ëåíà ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíàìåíàòåëÿ.
∀abfghp(Áåñêìàëàÿ(λz(g(z), z−êîìïëåêñíîå), λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå),
a, b) → limx→a\b((g(z) + f(z))p(z)/h(z)) = limx→a\b(f(z)p(z)/h(z)))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå f,
g, h, p ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀cfhmnp(limz→∞((czn + f(z))mp(z)/h(z)) = limz→∞(cmzmnp(z)/h(z)))
Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè.
Ïåðåìåííûå f, h, p ôóíêöèîíàëüíûå. Êàæäîå ñîäåðæàùåå z ñëàãàåìîå
âûðàæåíèÿ f(z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî÷ëåí îò z, ñòåïåíü êîòîðî-
ãî ìåíüøå n. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

vi. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.
∀afgpqr(limz→af(z) = 0 & limz→ag(z) = 0 & p(z) = df(z)/dz &
q(z) = dg(z)/dz & limz→ap(z)/q(z) = r & r − êîìïëåêñíîå→
limz→af(z)/g(z) = r)
∀afgpqr(limz→af(z) = ∞ & limz→ag(z) = ∞ & p(z) = df(z)/dz &
q(z) = dg(z)/dz & limz→ap(z)/q(z) = r & r − êîìïëåêñíîå→
limz→af(z)/g(z) = r)
Ïðîèçâîäíûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïëåêñíûå. Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåí-
òîâ âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", øåñòîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ àíòåöåäåíòîâ îá-
ðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë", ïîñëå ÷åãî óïðîùàþòñÿ
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðàâûå ÷àñòè òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî àí-
òåöåäåíòîâ óïðîùàþòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàòû íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "êîìïëïðîèçâîäíàÿ". Íàêîíåö, ëåâàÿ
÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðå-
äåë", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "êîìïëïðîèçâîäíàÿ". Ýòîò
êîììåíòàðèé ðåãóëèðóåò ÷èñëî ïîïûòîê ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíå-
íèÿ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Åñëè ÷èñëî òàêèõ êîììåíòàðèåâ áîëüøå 3, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

vii. Âûäåëåíèå ìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, èìåþùèõ íåíóëåâîé
êîíå÷íûé ïðåäåë.
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∀abcfgh(limz→af(z) = b & ¬(b = 0) & limz→a(g(z)/h(z)) = c &
b− êîìïëåêñíîå & (c− êîìïëåêñíîå ∨ c = ∞) →
limz→a(f(z)g(z)/h(z)) = bc)
∀abcfgh(limz→af(z) = b & ¬(b = 0) & limz→a(g(z)/h(z)) = c &
b− êîìïëåêñíîå & (c− êîìïëåêñíîå ∨ c = ∞) →
limz→a(g(z)/(f(z)h(z))) = c/b)
Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð"
è ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

viii. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ çàìåíà äëÿ ñèíóñà - ìíîæèòåëÿ ÷èñëèòåëÿ ëèáî çíà-
ìåíàòåëÿ.
∀fgp(¬(p = 0) → limz→0f(z)/(g(z)(sin z)p) = limz→0f(z)/(g(z)zp))
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå f, g
ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷èñëè-
òåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò çàìåíó ñèìâîëà
"Ñèíóñ" íà "Ãèïñèíóñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ïðåäåë ñòåïåíè.

i. Íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü.
∀abcfn(a = limz→b\cf(z) & a− êîìïëåêñíîå & n− íàòóðàëüíîå→
limz→b\c(f(z))n = an)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, îñòàëüíûå - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
∀bcfn(limz→b\cf(z) = ∞ & n− íàòóðàëüíîå→ limz→b\c(f(z))n = ∞)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

ii. Ýêñïîíåíòà.
∀abcf (a = limz→b\cf(z) & a− êîìïëåêñíîå→ limz→b\c exp(f(z)) = exp a)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(h) Ïðåäåë ìîäóëÿ.

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå→ limx→a\b|f(x)| = |c|)
Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

limz→∞|z| = ∞
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Ïðåäåë ñèíóñà.

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå→ limx→a\b sin f(x) = sin c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Ïðåäåë êîñèíóñà.

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå→ limx→a\b cos f(x) = cos c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(k) Ïðåäåë òàíãåíñà.
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∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå & ¬(cos c = 0) →
limx→a\b tg f(x) = tg c)

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå & cos c = 0 →
limx→a\b tg f(x) = ∞)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âî âòîðîì - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð".

∀abfgh(limz→a\b(f(z) tg g(z)/h(z)) = limz→a\b(f(z) sin g(z)/(h(z) cos g(z))))

Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðå-
ñòàíîâêó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(l) Ïðåäåë êîòàíãåíñà.

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå & ¬(sin c = 0) →
limx→a\b ctg f(x) = ctg c)

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå & sin c = 0 →
limx→a\b ctg f(x) = ∞)

∀abfgh(limz→a\b(f(z) ctg g(z)/h(z)) = limz→a\b(f(z) cos g(z)/(h(z) sin g(z))))

Àíàëîãè÷íî ïðèåìàì äëÿ òàíãåíñà.

(m) Ïðåäåë ëîãàðèôìà.

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå & (¬(Im(c) = 0) ∨ 0 < Re(c)) &
¬(c = 0) → limx→a\b ln f(x) = ln c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, îñòàëüíûå - îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(n) Ïðåäåë ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå→ limx→a\b sh f(x) = sh c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(o) Ïðåäåë ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà.

∀abcf (c = limx→a\bf(x) & c− êîìïëåêñíîå→ limx→a\b ch f(x) = ch c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(p) Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì ðàçäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀ABabf (Re(f(n)) = a(n) & Im(f(n)) = b(n) & limn→∞{a(n)} = A &
limn→∞{b(n)} = B & A− ÷èñëî & B − ÷èñëî→ limn→∞{f(n)} = A + Bi)

∀af (Re(f(n)) = a(n) & limn→∞{a(n)} = ∞→ limn→∞{f(n)} = ∞)

∀af (Im(f(n)) = a(n) & limn→∞{a(n)} = ∞→ limn→∞{f(n)} = ∞)

Àíàëîãè÷íî îäíîèìåííûì ïðèåìàì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è, îïèñàííûì âû-
øå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "Áåñêìàëàÿ".

(a) Êîíñòàíòà è ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀abfn(limz→a\bf(z) = ∞ & n− íàòóðàëüíîå→
Áåñêìàëàÿ(λz(c, z − êîìïëåêñíîå), λv((f(v))n, v − êîìïëåêñíîå), a, b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ.
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(b) Ñóììà.
∀abfgh(Áåñêìàëàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), h, a, b) &
Áåñêìàëàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), h, a, b) →
Áåñêìàëàÿ(λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå), h, a, b))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "äèñ-
òðèáðàçâåðòêà" îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþáîãî ÷èñëà ñëà-
ãàåìûõ. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå.

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìêîìïëïðîèçâîäíàÿ".

∀abc(c = êîìïëïðîèçâîäíàÿ(a, b) → êîìïëïðîèçâîäíàÿ(a, b) = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ëèáî íå ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè (ñâÿçêà . . .). Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìêîìïëïðîèçâîäíàÿ". Åñëè a èìååò âèä "îòîáðàæåíèå(x1 . . . xkA)",
ïðè÷åì A ñîäåðæèò ïîäòåðì "çíà÷åíèå(f, t)", ãäå t çàâèñèò îò x1, . . . , xk, òî ïðè-
åì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(d = ÷àñòíïðîèçâ(a, b, c) → ÷àñòíïðîèçâ(a, b, c) = d)

Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò êàê "÷àñòíïðîèçâ(a, b, c)" âûðàæåíèå
"êîìïëÏðîèçâîäíàÿ(a, b, c)". Â îñòàëüíîì - àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñ-
ïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìêîìïëÏðîèçâîäíàÿ".

2. Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé "íîðìêîìïëïðîèçâîäíàÿ".

(a) Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû.
∀a(da/db = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðîèçâîäíàÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè.
∀a(da/da = 1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó.

(c) Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä ïðîèçâîäíîé.
∀abf (df(a)/da = b & b− êîìïëåêñíîå→ d(−f(a))/da = −b)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èñïîëü-
çóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Âûíåñåíèå êîýôôèöèåíòà èç-ïîä ïðîèçâîäíîé.
∀abcf (df(b)/db = c & c− êîìïëåêñíîå→ d(af(b))/db = ac)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû.
∀abcfg(a = df(c)/dc & b = dg(c)/dc & a− êîìïëåêñíîå &
b− êîìïëåêñíîå→ d(f(c) + g(c))/dc = a + b)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, ñëåäóþùèå
äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå f, g ôóíê-
öèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.
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(f) Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ.

∀abcfg(a = df(c)/dc & b = dg(c)/dc & a− êîìïëåêñíîå &
b− êîìïëåêñíîå→ d(f(c)g(c))/dc = ab)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Ïðîèçâîäíàÿ äðîáè.

∀abfgx(a = df(x)/dx & b = dg(x)/dx & a− êîìïëåêñíîå &
b− êîìïëåêñíîå→ d(f(x)/g(x))/dx = (ag(x)− bf(x))/g(x)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(h) Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåíè.

∀abfy(b = df(y)/dy & b− êîìïëåêñíîå & ¬(a = 0) → daf(y)/dy = ln(a)baf(y))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé è òðåòèé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

∀abfy(b = df(y)/dy & b− êîìïëåêñíîå & 0 ≤ Re(a)− 1 →
df(y)a/dy = baf(y)a−1)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abfgx(a = df(x)/dx & a− êîìïëåêñíîå & b = dg(x)/dx &
b− êîìïëåêñíîå→ d(f(x)g(x))/dx = f(x)g(x)(b ln f(x) + g(x)a/f(x)))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, îñòàëü-
íûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå f, g ôóíê-
öèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 4.

(i) Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìà.

∀abf (¬(f(a) = 0) & b = df(a)/da & b−êîìïëåêñíîå→ d ln f(a)/da = b/f(a))

Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, ïåðâûé è òðåòèé
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

(j) Ïðîèçâîäíàÿ ñèíóñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå→ d sin f(a)/da = b cos f(a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(k) Ïðîèçâîäíàÿ êîñèíóñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå→ d cos f(a)/da = −b sin f(a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(l) Ïðîèçâîäíàÿ òàíãåíñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå & ¬(cos f(a) = 0) →
d tg f(a)/da = b(cos f(a))2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(m) Ïðîèçâîäíàÿ êîòàíãåíñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå & ¬(sin f(a) = 0) →
d ctg f(a)/da = −b(sin f(a))2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(n) Ïðîèçâîäíàÿ àðêñèíóñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå & ¬(f(a) + 1 = 0) &

¬(f(a)− 1 = 0) → d arcsin f(a)/da = b/
√

1− f(a)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(o) Ïðîèçâîäíàÿ àðêêîñèíóñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå & ¬(f(a) + 1 = 0) &

¬(f(a)− 1 = 0) → d arcsin f(a)/da = −b/
√

1− f(a)2)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(p) Ïðîèçâîäíàÿ àðêòàíãåíñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå→ d arctg f(a)/da = b/(1 + f(a)2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(q) Ïðîèçâîäíàÿ àðêêîòàíãåíñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå→ d arcctg f(a)/da = −b/(1 + f(a)2))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(r) Ïðîèçâîäíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå→ d sh f(a)/da = b ch f(a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(s) Ïðîèçâîäíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà.

∀abf (b = df(a)/da & b− êîìïëåêñíîå→ d ch f(a)/da = b sh f(a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè F íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå, èìåþùàÿ óñëîâèå âèäà "Äèôôåðåíöèðóåìà(F, a)", ãäå a - íåèçâåñò-
íàÿ.

(a) Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.

∀afu(Äèôôåðåíöèðóåìà(λz(u(z), z − êîìïëåêñíîå), a) ↔
Äèôôåðåíöèðóåìà(f, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èññëåäîâàòü". Ïåðåìåííàÿ u ôóíêöèîíàëü-
íàÿ. Âûðàæåíèå u(z) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ f , ïðè÷åì îäíîâðåìåííî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì óñëîâèÿ â ñïèñîê ïîñû-
ëîê çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå "λz(u(z), z−êîìïëåêñíîå) = f". Ýòî óòâåðæäå-
íèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "óïðîñòèòü", áëîêèðóþùèì ïîïûòêè
óïðîùåíèÿ, à òàêæå êîììåíòàðèåì "îïðåäåëåíèåïàðàìåòðà". Ïåðåìåííàÿ
f ðåãèñòðèðóåòñÿ â öåëè "îáîçíà÷åíèå . . .". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà âñå ññûëêè íà èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ
áóäóò äåëàòüñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ f .

(b) Ââîä îáîçíà÷åíèé äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ôóíêöèè.

∀fgru(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & r = Re(g(x + iy)) →
λxy(r, x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & îäç(r)) = u & âåù÷àñòüôóíê(f, u))

∀fgru(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & r = Im(g(x + iy)) →
λxy(r, x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & îäç(r)) = u & ìíèì÷àñòüôóíê(f, u))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èññëåäîâàòü", íî èìå-
þùåé óñëîâèå âèäà "Äèôôåðåíöèðóåìà(f, . . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå r íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ìíèìàÿåäèíèöà". Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ u, îáîçíà÷àþùóþ,
ñîîòâåòñòâåííî, âåùåñòâåííóþ ëèáî ìíèìóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ÷àñòü èñ-
ñëåäóåìîé ôóíêöèè. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêîå îáîçíà÷åíèå
ïîêà íå ââåäåíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Åñëè âû÷èñëåíèå âåùåñòâåííîé èëè ìíèìîé ÷àñòåé ôóíêöèè ïðè çàäàíèè
àðãóìåíòà "â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ" íå óäàåòñÿ, òî ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ ïîïûòêà çàäàòü àðãóìåíò â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

∀fgru(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & r = Re(g(x exp(iy))) →
λxy(r, x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & 0 < x & 0 < y + π & 0 ≤ π − y &
îäç(r)) = u & âåù÷àñòüôóíêïîë(f, u))

∀fgru(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & r = Im(g(x exp(iy))) →
λxy(r, x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & 0 < x & 0 < y + π & 0 ≤ π − y &
îäç(r)) = u & ìíèìà÷àñòüôóíêïîë(f, u))

Àíàëîãè÷íî ïåðâûì äâóì ïðèåìàì, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïðè-
åìû ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè õîòÿ áû îäíîé èç äâóõ ïîñûëîê
"âåù÷àñòüôóíê(f, . . .)", "ìíèì÷àñòüôóíê(f, . . .)".

(c) Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé.

∀afghiux(f = λx(g(x), u(x)) & i ∈ {1, . . . , 2} & a = dg(x)/dx(i) →
λx(a, u(x) & îäç(a)) = h & ×àñòíïðîèçâ(f, i, h))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå âèäà "Äèôôåðåíöèðóå-
ìà(F, X)" è ïîñûëêó "âåù÷àñòüôóíê(F, f)" ëèáî "ìíèì÷àñòüôóíê(F, f)".
Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ íàëè÷èå îáåèõ ïîñûëîê âèäà "âåù÷àñòüôóíê(F, G)"
è "ìíèì÷àñòüôóíê(F, G)". Çàäà÷à íå äîëæíà èìåòü öåëü "èññëåäîâàòü".
Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà"; îí ïåðå÷èñëÿåò â
êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ i íîìåð ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèç-
âîäíàÿ", à çàòåì - óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå g, u
ôóíêöèîíàëüíûå. Ïðèåì âûáèðàåò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âû÷èñëåííîé ïðîèç-
âîäíîé íîâóþ ïåðåìåííóþ h. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå óæå
ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ðàññìîòðåíèå ïî-
ñûëîê "âåù÷àñòüôóíêïîë(F, f)" è "ìíèì÷àñòüôóíêïîë(F, f)". Åå óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Îïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê.

∀fghpq(âåù÷àñòüôóíê(f, g) & ìíèì÷àñòüôóíê(f, g) & ∀i(i ∈ {1, . . . , 2} →
×àñòíïðîèçâ(g, i, p(i))) & ∀i(i ∈ {1, . . . , 2} → ×àñòíïðîèçâ(h, i, q(i))) &
A(x, y) = (x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & (x, y) ∈ âíóòðåííîñòü(Dom(g)) &
(x, y) ∈ âíóòðåííîñòü(Dom(h)) & ¬((x, y) ∈ Dom(p(1)) ∩Dom(p(2)) ∩
Dom(q(1)) & Dom(q(2)))) → îñîáûåòî÷êè(f) = setz(∃xy(A(x, y) &
z = x + iy)))



4.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 599

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "èññëåäîâàòü"
è èìåþùåé óñëîâèå âèäà "Äèôôåðåíöèðóåìà(f, X)". Óêàçàòåîè "ðàçâåðò-
êà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòîâ ñ ïà-
ðàìè ïîñûëîê. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ
x, y ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûâîäèìàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀fghpq(âåù÷àñòüôóíêïîë(f, g) & ìíèì÷àñòüôóíêïîë(f, g) &
∀i(i ∈ {1, . . . , 2} → ×àñòíïðîèçâ(g, i, p(i))) &
∀i(i ∈ {1, . . . , 2} → ×àñòíïðîèçâ(h, i, q(i))) &
A(x, y) = (x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & (x, y) ∈ âíóòðåííîñòü(Dom(g)) &
(x, y) ∈ âíóòðåííîñòü(Dom(h)) & ¬((x, y) ∈ Dom(p(1)) ∩Dom(p(2)) ∩
Dom(q(1)) & Dom(q(2)))) → îñîáûåòî÷êè(f) = setz(∃xy(A(x, y) &
z = x + iy)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà.
∀ABCDEFGHPQRSabcdfghmu(âåù÷àñòüôóíê(f, g) & ìíèì÷àñòüôóíê(f, h) &
g = λij(A(i, j), B(i, j)) & h = λkl(C(k, l), D(k, l)) & ×àñòíïðîèçâ(g, 1, a) &
×àñòíïðîèçâ(g, 2, b) & ×àñòíïðîèçâ(h, 1, c) & ×àñòíïðîèçâ(h, 2, d) &
a = λnp(E(n, p), F (n, p)) & b = λqr(G(q, r), H(q, r)) & c = λst(P (s, t), Q(s, t))
& d = λvw(R(v, w), S(v, w)) & îñîáûåòî÷êè(f) = m &
u(x, y) = (x− ÷èñëî & y− ÷èñëî & B(x, y) & D(x, y) & F (x, y) & H(x, y) &
Q(x, y) & S(x, y) & E(x, y) = R(x, y) & G(x, y) = −P (x, y)) →
Äèôôåðåíöèðóåìà(f, z) ↔ ∃xy(u(x, y) & äèôôåðåíöèðóåìà(g, (x, y)) &
äèôôåðåíöèðóåìà(h, (x, y)) & z = x + iy ∨
z ∈ m & Äèôôåðåíöèðóåìà(f, z)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Âûðàæåíèå f íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå z - ñîäåðæèò.
Âñå àíòåöåäåíòû, êðîìå ïîñëåäíåãî, èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïå-
ðåìåííûå u, A, B, C,D, E, F, G, H, P, Q, R, S ôóíêöèîíàëüíûå. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàç-
ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x, y çàäà÷åé íà îïè-
ñàíèå. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABCDEFGHPQRSabcdfghmu(âåù÷àñòüôóíêïîë(f, g) & ìíèì÷àñòüôóíêïîë(f, h)
& g = λij(A(i, j), B(i, j)) & h = λkl(C(k, l), D(k, l)) & ×àñòíïðîèçâ(g, 1, a) &
×àñòíïðîèçâ(g, 2, b) & ×àñòíïðîèçâ(h, 1, c) & ×àñòíïðîèçâ(h, 2, d) &
a = λnp(E(n, p), F (n, p)) & b = λqr(G(q, r), H(q, r)) & c = λst(P (s, t), Q(s, t))
& d = λvw(R(v, w), S(v, w)) & îñîáûåòî÷êè(f) = m &
u(x, y) = (x− ÷èñëî & y− ÷èñëî & B(x, y) & D(x, y) & F (x, y) & H(x, y) &
Q(x, y) & S(x, y) & E(x, y) = R(x, y)/x & G(x, y) = −xP (x, y)) →
Äèôôåðåíöèðóåìà(f, z) ↔ ∃xy(u(x, y) & äèôôåðåíöèðóåìà(g, (x, y)) &
äèôôåðåíöèðóåìà(h, (x, y)) & z = x exp(iy) ∨
z ∈ m & Äèôôåðåíöèðóåìà(f, z)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Îãðàíè÷åíèå îáëàñòè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ
ïî íàïðàâëåíèÿì.
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Ïðèåì ñëóæèò äëÿ îòáðàñûâàíèÿ îñîáûõ òî÷åê.

∀abfghk(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & Äèôôåðåíöèðóåìà(f, a + bi) &
âåù÷àñòüôóíê(f, g) & g = λxy(h(x, y), p(x, y)) &
c(k) = limu→0+0((h(a + u, b + ku)− h(a, b))/u) &
C = ¬(∃k(k − ÷èñëî & (¬(c(k)− ÷èñëî) ∨ ¬(c(k) = c(0))))) → C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò
âûðîæäåííîå íóëåâîå çíà÷åíèå b, à óêàçàòåëü "åäèíèöà" - íóëåâîå çíà÷å-
íèå a. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè,
ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Øåñòîé è ñåäü-
ìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü
øåñòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë", ïðè-
÷åì ÷èñëèòåëü äðîáè ïîä ïðåäåëîì ïðåäâàðèòåëüíî óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå â ñåäüìîì àíòåöåäåíòå ðàç-
ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî k ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëå ýòîãî âñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðåäåë ïî íàïðàâëåíèþ âû÷èñëèòü íå óäàëîñü, òî çàäà-
÷à íà îïèñàíèå âûäàñò îòêàç, è ïðèåì íå ñðàáîòàåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

4. Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ êðàòíîé êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé "íîðìêîìïëÏðî-
èçâîäíàÿ"

(a) Ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

∀fx(df(x)/dx = df(x)/dx)

Ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä "êîìïëÏðîèçâîäíàÿ(λa(f(a), a−êîìïëåêñíîå),
1, x)", ïðàâàÿ - "êîìïëïðîèçâîäíàÿ(λa(f(a), a−êîìïëåêñíîå), x)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà.

∀fgmnx(m = n− 1 & 0 < m & g(z) = dmf(z)/dzm → dnf(x)/dxn = dg(x)/dx)

Ïåðâûå äâå ïðîèçâîäíûå âûðàæåíû ÷åðåç ñèìâîë "êîìïëÏðîèçâîäíàÿ",
ïîñëåäíÿÿ - ÷åðåç ñèìâîë "êîìïëïðîèçâîäíàÿ". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Òðåòèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1. Îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìàíàëèòè÷åñêàÿ".

∀ab(àíàëèòè÷åñêàÿ(a, b) → àíàëèòè÷åñêàÿ(a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "îòîáðà-
æåíèå". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "êîìïëîñîáûåòî÷êè".

∀af (Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a →
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êîìïëîñîáû-
åòî÷êè". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå èìååò çàãîëîâêà "Îñîáûåòî÷êè". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëèçàòîð "êîìïëîñîáûåòî÷êè"
ëèøü îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê, à èõ êëàññèôèêàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ
äðóãèìè ñðåäñòâàìè.

3. Âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî åå âåùåñòâåííîé ëèáî ìíèìîé ÷à-
ñòè.

∀ABCDPfpqruv(ãàðìîíè÷åñêàÿ(λxy(u(x, y), x− ÷èñëî & y − ÷èñëî), B) &
C = âíóòðåííîñòü(B) & p ∈ C & p = (q, r) &
v(x, y) =

∫ y

r
(du(x, w)/dx)dw −

∫ x

q
(du(w, y)/d(y = 0))dw &

g = λz(u(Re(z), Im(z)) + iv(Re(z), Im(z)) + ci, z − êîìïëåêñíîå) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(g,D) & A = D & ∃c(c− ÷èñëî & f = g) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & âåù÷àñòüôóíê(f, λxy(u(x, y), P (x, y))))

∀ABCDPfpqruv(ãàðìîíè÷åñêàÿ(λxy(v(x, y), x− ÷èñëî & y − ÷èñëî), B) &
C = âíóòðåííîñòü(B) & p ∈ C & p = (q, r) &
u(x, y) =

∫ x

q
(du(w, y)/d(y = 0))dw −

∫ y

r
(dv(x, w)/dx)dw &

g = λz(u(Re(z), Im(z)) + iv(Re(z), Im(z)) + c, z − êîìïëåêñíîå) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(g,D) & A = D & ∃c(c− ÷èñëî & f = g) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & ìíèì÷àñòüôóíê(f, λxy(v(x, y), P (x, y))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíòû èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïîëíûé". Âûðàæåíèå
A ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòå-
çàòîðîì, è òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî B, íà êîòîðîì âûïîëíåíî
óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", îïðåäåëÿåò âíóòðåííîñòü C ìíîæåñòâà B ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì,
âûáèðàåò íåêîòîðóþ òî÷êó p ìíîæåñòâà C. ×åòâåðòûé, ïÿòûé è øåñòîé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àí-
òåöåäåíòà è âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" â øåñòîì àíòåöåäåíòå
îáðàáàòûâàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì è íàõîäèò îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè D âîññòàíîâ-
ëåííîé ôóíêöèè g. Íàêîíåö, âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îíè çàìåùàþò èñõîäíûå óñëîâèÿ òåêóùåé çàäà÷è
âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Äåâÿòûé àíòåöåäåíò ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà îñîáûå òî÷êè.

(a) Îïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê.
∀af (Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a &
g = λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå) → Îñîáûåòî÷êè(g) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè". Ïåðå-
ìåííàÿ g - íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êîì-
ïëîñîáûåòî÷êè", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿ-
åòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "Îñîáûåòî÷êè(g) = c", ãäå c íå ñîäåðæèò



602 Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

íåèçâåñòíûõ. Åñëè çàäà÷à èìååò öåëü "(Îñîáûåòî÷êè X)", âûäåëÿþùóþ
êîíêðåòíóþ îñîáóþ òî÷êó, òèï êîòîðîé òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, òî ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïîäðàçáèåíèå ñåðèè îñîáûõ òî÷åê.
∀Afgmp(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & h(p(n)) = 0 &
(r(p(n)) = 0 & A(n) & n− öåëîå) = B(n) &
C = setx(∃n(B(n) & x = p(n))) &
D = setx(∃n(A(n) & n− öåëîå & ¬(B(n)) & x = p(n))) →
setx(∃n(n− öåëîå & A(n) & x = p(n))) = C ∪D)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè" è íå èìåþ-
ùåé öåëè "âû÷åòû". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïî-
ñûëêîé, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäå-
ëÿåò èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè g(z) ïîäâûðàæåíèÿ "Äðîáü(r(z), h(z))". Àí-
òåöåäåíòû ñî âòîðîãî ïî ïÿòûé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ñíà÷àëà âòîðîé àíòåöåäåíò, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå, óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîé ñåðèè òî÷åê
çíàìåíàòåëü h(z) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òðåòèé àíòåöåäåíò, ëåâàÿ ÷àñòü êî-
òîðîãî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî n çàäà÷åé íà îïèñàíèå, îïðåäåëÿåò óñëî-
âèå B(n) íà îáðàùåíèå â íîëü ÷èñëèòåëÿ r(z). ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòå-
öåäåíòû ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî C
òî÷åê ðàññìàòðèâàåìîé ñåðèè, ãäå ÷èñëèòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü, è ìíîæå-
ñòâîD îñòàëüíûõ òî÷åê ñåðèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê, îïðåäåëåííîãî ïîñûëêîé
"Îñîáûåòî÷êè(f) = . . .". Â ñëó÷àÿõ, êîãäà B(n) îáðàùàåòñÿ â ëîãè÷åñêóþ
êîíñòàíòó "èñòèíà" ëèáî "ëîæü", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò ïåðâîé
ëèøü òåì, ÷òî óêàçàòåëü "êîíòåêñò" âûäåëÿåò âíóòðè g(z) äâå äðîáè -
"Äðîáü(u(z), h(z))" è "Äðîáü(v(z), r(z))".
∀Afgmp(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & sin h(p(n)) = 0 &
(r(p(n)) = 0 & A(n) & n− öåëîå) = B(n) &
C = setx(∃n(B(n) & x = p(n))) &
D = setx(∃n(A(n) & n− öåëîå & ¬(B(n)) & x = p(n))) →
setx(∃n(n− öåëîå & A(n) & x = p(n))) = C ∪D)

Ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò äâóõ ïðåäûäóùèõ òåì, ÷òî óêàçàòåëü "êîíòåêñò" âû-
äåëÿåò âíóòðè g(z) ïîäâûðàæåíèå âèäà r(z)(ctg h(z))k. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óñìîòðåíèå óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè.
∀abcdfg(Îñîáûåòî÷êè(f) = {a; b} ∪ d & f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
limz→ag(z) = c & c− êîìïëåêñíîå→ óñòðàíèìîñîáàÿ(a, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè" è
íå èìåþùåé öåëè "âû÷åòû". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñò-
íîé. Ïåðåìåííàÿ g ôóíêöèîíàëüíàÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìÏðåäåë". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðûõ îãðàíè÷èòåëü
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òðóäîåìêîñòè îñëàáëåí. Îíà ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3, ïðè÷åì ïðåäâàðè-
òåëüíî óñòàíàâëèâàåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè, çàäàþùåé òèï îñîáîé òî÷êè
("ñóùåñòâîñîáàÿ", "íåèçîëèðîñîáàÿ", "óñòðàíèìîñîáàÿ", "Ïîëþñ").

∀fgc(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & limz→∞g(z) = c & c− êîìïëåêñíîå→
óñòðàíèìîñîáàÿ(∞, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè" è íå
èìåþùåé öåëè "âû÷åòû". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀af (Ïîëþñ(a, f, 0) ↔ óñòðàíèìîñîáàÿ(a, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀acfg(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & limz→ag(z) = c & c− êîìïëåêñíîå→
óñòðàíèìîñîáàÿ(a, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè" è íå
èìåþùåé öåëè "âû÷åòû". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ öåëè "Îñîáûåòî÷êè a", îçíà÷àþùåé, ÷òî òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü òèï
îñîáîé òî÷êè a. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà,
çàäàþùàÿ òèï îñîáîé òî÷êè a. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(d) Óñìîòðåíèå íåèçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè.

∀Pabfr(Îñîáûåòî÷êè(f) = {a; b} ∪ setz(∃n(P (n) & z = r(n))) &
limn→∞{r(n)} = a & ∀e(e− íàòóðàëüíîå→ ∃m(m− íàòóðàëüíîå &
e < m & P (m))) → íåèçîëèðîñîáàÿ(a, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè" è íå
èìåþùåé öåëè "âû÷åòû", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Îòñóòñòâó-
åò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ òèï îñîáîé òî÷êè a. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñòèííîñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áëîêèðîâêè íåíóæ-
íûõ äåéñòâèé èç åå ïîñûëîê èñêëþ÷àþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå
ñèìâîëû "Îñîáûåòî÷êè", "Ïîëþñ", "îòîáðàæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀Pafr(Îñîáûåòî÷êè(f) = a ∪ setz(∃n(P (n) & z = r(n))) &
limn→∞{r(n)} = ∞ & ∀e(e− íàòóðàëüíîå→ ∃m(m− íàòóðàëüíîå &
e < m & P (m))) → íåèçîëèðîñîáàÿ(∞, f))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Îáðàùåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó îïåðàòîðó "óñìñóùåñòâîñîáàÿ".

∀abdfg(Îñîáûåòî÷êè(f) = {a; b} ∪ d & f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) → ñóùåñòâîñîáàÿ(a, f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè"
è íå èìåþùåé öåëè "âû÷åòû". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì "óñìñóùåñòâîñîáàÿ",
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êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ òèï îñîáîé
òî÷êè a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀fg(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
ñóùåñòâîñîáàÿ(∞, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) → ñóùåñòâîñîáàÿ(∞, f))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀Afgmp(Îñîáûåòî÷êè(f) = setx(∃n(n− öåëîå & A(n) & x = p(n))) ∪m &
f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
ñóùåñòâîñîáàÿ(p(n), λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
∀n(n− öåëîå & A(n) → ñóùåñòâîñîáàÿ(p(n), f)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4. Ïðîâåðî÷-
íîìó îïåðàòîðó ïåðåäàþòñÿ ïîñûëêè "n− öåëîå, A(n)".

∀afg(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) → ñóùåñòâîñîáàÿ(a, f))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ öåëè "(Îñîáûåòî÷êè a)".
Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(f) Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "óñìÏîëþñ".

∀abdfgn(Îñîáûåòî÷êè(f) = {a; b} ∪ d & f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), n) → Ïîëþñ(a, f, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè"
è íå èìåþùåé öåëè "âû÷åòû". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "óñìÏîëþñ", óñìàòðèâàþùèì, ÷òî
òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì è îïðåäåëÿþùèì ïîðÿäîê n ýòîãî ïîëþñà. Ñèí-
òåçàòîð "óñìÏîëþñ" áóäåò îïèñàí íèæå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, çàäàþùàÿ
òèï îñîáîé òî÷êè a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀fgn(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
Ïîëþñ(∞, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), n) → Ïîëþñ(∞, f, n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀Afgkmp(Îñîáûåòî÷êè(f) = setx(∃n(n− öåëîå & A(n) & x = p(n))) ∪m &
f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
Ïîëþñ(p(n), λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), k) →
∀n(n− öåëîå & A(n) → Ïîëþñ(p(n), f, k)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀afgn(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), n) → Ïîëþñ(a, f, n))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ öåëè "(Îñîáûåòî÷êè a)".
Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ïîëþñà ëèáî óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè.

∀afn(Ïîëþñ(a, f, n) → n = 0 ∨ 1 ≤ n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè". Âûðàæåíèå n
íåêîíñòàíòíîå, ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îíî áîëüøå íóëÿ. Âûâîäè-
ìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ êðàòíîñòè ïîëþñà, ñîäåðæàùåãî óñëîâíîå ïîä-
âûðàæåíèå.
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∀Aabcf (c(m) = b(m) → ∀m(A(m) → Ïîëþñ(a(m), f, b(m))) ↔
∀m(A(m) → Ïîëþñ(a(m), f, c(m))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè". Âûðàæå-
íèå b(m) ñîäåðæèò ñèìâîë "âàðèàíò", íî íå èìååò çàãîëîâêà "âàðèàíò".
Ïåðåìåííûå a, b, c, A ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ëèáî ðåçóëüòàò c(m) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âàðèàíò",
ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê "âàðèàíò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Ïîäðàçáèåíèå ñåðèè äëÿ çíà÷åíèé êðàòíîñòè ïîëþñà.

∀ABafpq(∀m(A(m) → Ïîëþñ(a(m), f, (p(m) ïðè B(m), èíà÷å q(m)))) ↔
∀m(A(m) & B(m) → Ïîëþñ(a(m), f, p(m))) &
∀m(A(m) & ¬B(m) → Ïîëþñ(a(m), f, q(m))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè". Ïåðåìåí-
íûå a, p, q, A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Â ïðèâîäèìûõ íèæå ïðèåìàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñûëêà çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå,èìåþùåé öåëè "èññëåäîâàòü" è "îñîáûåòî÷êè". Ïåðåìåííàÿ a èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

"çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(Îñîáûåòî÷êè(a)b))"

"çàìåùåíèåóñëîâèé(ñóùåñòâîñîáàÿ(b, a))"

"çàìåùåíèåóñëîâèé(óñòðàíèìîñîáàÿ(b, a))"

"çàìåùåíèåóñëîâèé(Ïîëþñ(b, a, c))"

"çàìåùåíèåóñëîâèé(íåèçîëèðîñîáàÿ(b, a))"

Ñëåäóþùèé ïðèåì îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ òîëüêî òåì, ÷òî íåèçâåñòíîé
ÿâëÿåòñÿ c:

"çàìåùåíèåóñëîâèé(äëÿëþáîãî(a åñëè öåëîå(a) òî Ïîëþñ(b(a), c, d(a))))"

(k) Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìñóùåñòâîñîáàÿ".

i. Ñóììà ôóíêöèé.
∀abfg(limz→a g(z) = b & (b− êîìïëåêñíîå ∨ b = ∞) &
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(g(z) + f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë". Âòîðîé è òðå-
òèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðà-
æåíèå g(z) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ñëàãàåìûì. Óêàçàòåëü
"ñïóñê(2)" îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå îáðàáîòêè âòîðîãî àíòåöåäåíòà ïðîâåð-
êà óñëîâèÿ ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òðåòüåãî àíòåöåäåíòà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀afgk(Ïîëþñ(a, λz(g(z), z−êîìïëåêñíîå), k) & ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z), z−
êîìïëåêñíîå)) → ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(g(z) + f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé
- ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ñïóñê(1)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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ii. Óñìîòðåíèå ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ïðåäå-
ëîâ ïî íàïðàâëåíèÿì.
∀acdgpq(limx→0+0 Re(g(a + x)) = c & limx→0+0 Im(g(a + x)) = p &
limx→0+0 Re(g(a + ix)) = d & limx→0+0 Im(g(a + ix)) = q &
((c = ∞ ∨ c = −∞ ∨ p = −∞ ∨ p = ∞) & d− ÷èñëî & q − ÷èñëî ∨
(d = ∞ ∨ d = −∞ ∨ q = −∞ ∨ q = ∞) & c− ÷èñëî & p− ÷èñëî ∨
c− ÷èñëî & p− ÷èñëî & d− ÷èñëî & q − ÷èñëî & (¬(c− d = 0) ∨
¬(p− q = 0))) → ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

∀acdgpq(limx→0+0 Re(g(a + x)) = c & limx→0+0 Im(g(a + x)) = p &
limx→0+0 Re(g(a + ix)) = d & limx→0+0 Im(g(a + ix)) = q &
((c = íåîïðåä ∨ p = íåîïðåä) & (c− ÷èñëî ∨ c = íåîïðåä) &
(p− ÷èñëî ∨ p = íåîïðåä) ∨ (d = íåîïðåä ∨ q = íåîïðåä) &
(d− ÷èñëî ∨ d = íåîïðåä) & (q − ÷èñëî ∨ q = íåîïðåä)) →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

∀cdgpq(limx→∞Re(g(x)) = c & limx→∞ Im(g(x)) = p &
limx→∞Re(g(ix)) = d & limx→∞ Im(g(ix)) = q &
((c = íåîïðåä ∨ p = íåîïðåä) & (c− ÷èñëî ∨ c = íåîïðåä) &
(p− ÷èñëî ∨ p = íåîïðåä) ∨ (d = íåîïðåä ∨ q = íåîïðåä) &
(d− ÷èñëî ∨ d = íåîïðåä) & (q − ÷èñëî ∨ q = íåîïðåä)) →
ñóùåñòâîñîáàÿ(∞, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

∀cdgpq(limx→∞Re(g(x)) = c & limx→∞ Im(g(x)) = p &
limx→∞Re(g(ix)) = d & limx→∞ Im(g(ix)) = q &
((c = ∞ ∨ c = −∞ ∨ p = −∞ ∨ p = ∞) & d− ÷èñëî & q − ÷èñëî ∨
(d = ∞ ∨ d = −∞ ∨ q = −∞ ∨ q = ∞) & c− ÷èñëî & p− ÷èñëî ∨
c− ÷èñëî & p− ÷èñëî & d− ÷èñëî & q − ÷èñëî & (¬(c− d = 0) ∨
¬(p− q = 0))) → ñóùåñòâîñîáàÿ(∞, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Âûðàæåíèå g(z) íå èìååò âèäà ñóììû. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâà-
þòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ðåçóëüàòû íå ñîäåðæàò ñèìâîëà
"ïðåäåë". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iii. Óñìîòðåíèå ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ñòå-
ïåííîé ðÿä.
∀abcgmpqr(0 < p & g(1/z) = c

∑∞
n=m a(n)/(b(n)zpn+q)+ r & ¬(a(n) = 0) →

ñóùåñòâîñîáàÿ(∞, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé
öåëü "(ðÿäòåéëîðà z 0)", à çàòåì - íîðìàëèçàòîðîì "ãëàâí÷àñòü", êî-
òîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "(ðÿäòåéëîðà z 0)". Ýòîò íîðìàëèçà-
òîð îòáðàñûâàåò ïðàâèëüíóþ ÷àñòü ðÿäà è áóäåò îïèñàí íèæå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàòî÷íàÿ ñóììà r íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ñóììàâñåõ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

iv. Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé.
∀abfg(limz→a g(z) = b & b− êîìïëåêñíîå &
(¬(b = 0) ∨ íåòîæäíîëü(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå))) &
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ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë". Îñòàëüíûå àí-
òåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå
g(z) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ñîìíîæèòåëåì. Âûðàæåíèå
f(z) äîëæíî ñîäåðæàòü íåàðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ ëèáî ñòåïåíü ñ íå
íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ñïóñê(3)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀afgk(Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), k) &
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) & 0 < k →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ñïóñê(1)". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

v. Äðîáíîå âûðàæåíèå.
∀abfg(limz→a g(z) = b & b− êîìïëåêñíîå &
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

∀afgk(Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), k) &
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Àíàëîãè÷íî ïðèåìàì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.
vi. Ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ.

∀afn(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & 0 < n →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(exp(f(z)), z − êîìïëåêñíîå)))

∀afn(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & 0 < n →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(sin(f(z)), z − êîìïëåêñíîå)))

∀afn(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & 0 < n →
ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(cos(f(z)), z − êîìïëåêñíîå)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé -
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀afn(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & n = 0 →
¬(ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(sin(f(z)), z − êîìïëåêñíîå))))

∀afn(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & n = 0 →
¬(ñóùåñòâîñîáàÿ(a, λz(cos(f(z)), z − êîìïëåêñíîå))))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "íå" îïðåäåëÿåò
íåìåäëåííûé âûõîä èç ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ïî èñòèííîñòíîìó çíà-
÷åíèþ "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(l) Ñèíòåçàòîð îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ïîëþñà "óñìïîëþñ".
Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "Ïîëþñ(a, b, c)". Âõîäíûå äàííûå ñóòü
êîìïëåêñíîå ÷èñëî a è ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî b. Ïåðåìåííîé c
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîðÿäîê a êàê ïîëþñà ôóíêöèè b, ëèáî, â ñëó÷àå óñòðàíèìîé
îñîáîé òî÷êè, íîëü.
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i. Óñìîòðåíèå ïîëþñà ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà ñòåïåííîãî
ðÿäà.

∀adgnpq(g(z) = p/(q(z + d)n) & 0 ≤ n & a + d = 0 →
Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), n))

∀adgnpq(g(z) = p(z + d)n/q & 0 ≤ n & a + d = 0 →
Ïîëþñ(a, λz(1/g(z), z − êîìïëåêñíîå), n))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷àëà íîðìà-
ëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëîðà" ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä (Òåéëîðà ëèáî
Ëîðàíà), çàòåì - óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, è çàòåì - îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ãëàâí÷ëåí" âûäåëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëå-
íà ñòåïåííîãî ðÿäà. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀adgnpq(g(z) = p/(q(z + d)n) & 0 ≤ n & ¬(a + d = 0) →
Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), 0))

∀abgnpq(g(z) = p(z + d)n/q & 0 ≤ n & ¬(a + d = 0) →
Ïîëþñ(a, λz(1/g(z), z − êîìïëåêñíîå), 0))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", äâà äðóãèõ
- îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

∀n(Ïîëþñ(∞, λz(z
n, z − êîìïëåêñíîå), n))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëÿ.

∀bcfghn(f(z) = (bz + c)ng(z)/h(z) & ab + c = 0 & ¬(h(a) = 0) &
¬(g(a) = 0) & n− íàòóðàëüíîå→
Ïîëþñ(a, λz(1/f(z), z − êîìïëåêñíîå), n))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëå-
âàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âè-
äÓìíîæåíèå"Ïîñëåäíèå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iii. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé äëÿ óñìîòðåíèÿ ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

∀abf (f(a) = 0 & df(a)/da = b & ¬(b = 0) →
Ïîëþñ(a, λz(1/f(z), z − êîìïëåêñíîå), 1))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ
ëåâûå ÷àñòè óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

iv. Áåñêîíå÷íîóäàëåííàÿ òî÷êà êàê ïîëþñ ìíîãî÷ëåíà.

∀afn(¬(a = 0) → Ïîëþñ(∞, λz(azn + f(z), z − êîìïëåêñíîå), n))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Êàæäîå
ñîäåðæàùåå z ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ f(z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî÷ëåí
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îòíîñèòåëüíî z, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå n. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

v. Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå ïîëþñà.

∀abc(a− êîìïëåêñíîå→ Ïîëþñ(a, λz(bz + c, z − êîìïëåêñíîå), 0))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Aab((a + b = 0) = A →
Ïîëþñ(a, λz(1/(z + b), z − êîìïëåêñíîå), (1 ïðè A, èíà÷å 0)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé ñ öåëüþ "ðåäàêöèÿ". Âû-
ðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Aamn((ma/(nπ)− öåëîå) = A →
Ïîëþñ(a, λz(1/ sin(mz/n), z − êîìïëåêñíîå), (1 ïðè A, èíà÷å 0)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

vi. Ïåðåõîä ê áîëåå ïðîñòîìó âûðàæåíèþ.

A. Ïëþñ.

∀abfgk(limz→a f(z) = b & b− êîìïëåêñíîå & Ïîëþñ(a, λz(g(z),
z−êîìïëåêñíîå), k) → Ïîëþñ(a, λz(f(z)+g(z), z−êîìïëåêñíîå), k))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë". Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Îñòàòî÷íàÿ ñóììà g(z) ñîäåðæèò
ïåðåìåííóþ z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀afgkm(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), m) & Ïîëþñ(a, λz(g(z),
z − êîìïëåêñíîå), k) & 0 < k −m → Ïîëþñ(a, λz(f(z) + g(z),
z − êîìïëåêñíîå), k)

Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ
ê ñèíòåçàòîðó, òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Êàæäîå èç âûðàæåíèé f(z), g(z) ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ z. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abfgkm(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå), m) & Ïîëþñ(a, λz(g(z),
z − êîìïëåêñíîå), k) & k = m & b = limz→a f(z)(z − a)k &
b− êîìïëåêñíîå & c = limz→a g(z)(z − a)k & c− êîìïëåêñíîå &
¬(b + c = 0) → Ïîëþñ(a, λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå), k))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Òðå-
òèé, ÷åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïðåäåëû âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðå-
äåë". Ïÿòûé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀Aabfgkm(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå), m) &Ïîëþñ(a, λz(g(z),
z− êîìïëåêñíîå), k) & (k−m = 0) = A & b = limz→a f(z)(z− a)k &
b− êîìïëåêñíîå & c = limz→a g(z)(z − a)k & c− êîìïëåêñíîå &
¬(b + c = 0) → Ïîëþñ(a, λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå),
(k ïðè A, èíà÷å max(k,m))))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò âû-
áîð íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà d âûðàæåíèé m, k, îòíîñèòåëüíî êîòîðî-
ãî è ðàçðåøàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

B. Äðîáü.

∀abfgk(limz→a f(z) = b & b− êîìïëåêñíîå & ¬(b = 0) &
Ïîëþñ(a, λz(1/g(z), z − êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), k))

×èñëèòåëü f(z) íå òîæäåñòâåííî åäèíè÷íûé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé è òðåòèé - îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abfgk(limz→a g(z) = b & b− êîìïëåêñíîå & ¬(b = 0) &
Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), k))

∀abfgn(f(a) = b & b− êîìïëåêñíîå & ¬(b = 0) &
Ïîëþñ(a, λz(1/g(z), z − êîìïëåêñíîå), n) →
Ïîëþñ(a, λz(1/(f(z)g(z)), z − êîìïëåêñíîå), n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abfg(limz→a g(z) = ∞ & limz→a f(z) = b & b − êîìïëåêñíîå →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), 0))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abfgkm(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), m) &
Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), k) & 0 < m− k &
b = limz→a g(z) & ¬(b = 0) →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), m− k))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, òðå-
òèé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åò-
âåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëèáî a
åñòü ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî g(a), ïîñëå óïðîùåíèÿ çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå, íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀abcfgmn(Ïîëþñ(a, λz(1/f(z), z − êîìïëåêñíîå), m) &
Ïîëþñ(a, λz(1/g(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & b = limz→a f(z) &
b− êîìïëåêñíîå & c = limz→a g(z) & c− êîìïëåêñíîå→
Ïîëþñ(a, λz(1/(f(z)g(z)), z − êîìïëåêñíîå), m + n))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, òðå-
òèé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé
è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀abcfgkm(Ïîëþñ(a, λz(1/f(z), z − êîìïëåêñíîå), m) &
Ïîëþñ(a, λz(1/g(z), z − êîìïëåêñíîå), k) & b = limz→a f(z) &
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b− êîìïëåêñíîå & c = limz→a g(z) & c− êîìïëåêñíîå→
Ïîëþñ(a, λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå),
(k −m ïðè 0 ≤ k −m, èíà÷å 0)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî f(a) 6= 0, òî
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

C. Óìíîæåíèå.

∀abfgk(limz→a f(z) = b & ¬(b = 0) & b− êîìïëåêñíîå &
Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå), k))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé
è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåð-
òûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀afgmn(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), m) &
Ïîëþñ(a, λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & ¬(m = 0) & ¬(n = 0) →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå), m + n)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, ïî-
ñëåäíèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀afgmn(limz→a g(z) = 0 & Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), m) &
Ïîëþñ(a, λz(1/g(z), z − êîìïëåêñíîå), n) & 0 ≤ m− n →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå), m− n)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé
è òðåòèé - ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

D. Ìèíóñ.

∀afk(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(−f(z), z − êîìïëåêñíîå), k))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

E. Íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü.

∀afkn(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), k) & n − íàòóðàëüíîå →
Ïîëþñ(a, λz(f(z)n, z − êîìïëåêñíîå), kn))

∀afkn(Ïîëþñ(a, λz(1/f(z), z−êîìïëåêñíîå), k) & n−íàòóðàëüíîå→
Ïîëþñ(a, λz(1/f(z)n, z − êîìïëåêñíîå), kn))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

F. Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ.

∀afgkn(Ïîëþñ(a, λz((cos f(z))n/((sin f(z))ng(z)), z−êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(1/((tg f(z))ng(z)), z − êîìïëåêñíîå), k))
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∀afgkn(Ïîëþñ(a, λz((sin f(z))n/(cos f(z))n, z − êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(tg f(z))n, z − êîìïëåêñíîå), k))

∀afgkn(Ïîëþñ(a, λz((cos f(z))n/(sin f(z))n, z − êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(ctg f(z))n, z − êîìïëåêñíîå), k))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

G. Ñèíóñ.

∀afgk(limz→a f(z) = 0 & Ïîëþñ(a, λz(1/f(z), z − êîìïëåêñíîå), k) →
Ïîëþñ(a, λz(1/ sin f(z), z − êîìïëåêñíîå), k)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé
- ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

H. Êîñèíóñ.

∀afgkn(limz→a f(z) = πk/2 & k − öåëîå & ¬(k − even) &
Ïîëþñ(a, λz(1/(f(z)− πk/2), z − êîìïëåêñíîå), n) →
Ïîëþñ(a, λz(1/ cos f(z), z − êîìïëåêñíîå), n)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé
è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåä-
íèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(m) Íîðìàëèçàòîð âûäåëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà ñòåïåííîãî ðÿäà "ãëàâí÷ëåí".
Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé. Ïðè îáðàùåíèè åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ðÿä-
òåéëîðà z a), óêàçûâàþùèé ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ z è òî÷êó ðàçëîæåíèÿ
a.

i. Áåñêîíå÷íàÿ ñóììà ïî âîçðàñòàþùèì ñòåïåíÿì.

∀bkmnpqr(r = −(kn + m) & 0 ≤ r & 0 < k & ¬(p(n) = 0) →∑∞
i=n p(i)(z + b)ki+m/q(i) = p(n)/(q(n)(z + b)r))

∀bkmnpqr(r = kn + m & 0 ≤ r & 0 < k & ¬(p(n) = 0) →∑∞
i=n p(i)(z + b)ki+m/q(i) = p(n)(z + b)r/q(n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀bkmnpqr(r = kn + m & 0 ≤ r & 0 < k & p(n) = 0 →∑∞
i=n p(i)(z + b)ki+m/q(i) =

∑∞
i=n+1 p(i)(z + b)ki+m/q(i))

Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð", âòîðîé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Îòáðàñûâàíèå êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî.

∀bnpqrsz(n− íàòóðàëüíîå→ p/(q(z + b)n) + r + s = p/(q(z + b)n) + s)

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ r ñ íåïóñòîé ñóììîé
âñåõ íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ z ñëàãàåìûõ. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.
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iii. Îòáðàñûâàíèå ìëàäøåãî ÷ëåíà.

∀Abmnpqrsz(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & 0 < n−m →
p/(q(z + b)n) + r/(s(z + b)m) + A = p/(q(z + b)n) + A)

∀Abmnpqrsz(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & 0 < m− n →
p(z + b)n/q + r(z + b)m/s + A = p(z + b)n/q + A)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæå-
íèÿ b, p, q, r, s íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

iv. Îòáðàñûâàíèå ìèíóñà.

∀afn(
∑∞

i=n f(i) = a → −
∑∞

i=n = −a)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ðåçóëüòàò a íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà "Ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

v. Âûäåëåíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî áåñêîíå÷íîé ñóììû.

∀abckmnpqr(0 < k & c = a + p(n)(z + b)kn+m/q(n) →
a +

∑∞
i=n p(i)(z + b)ki+m/q(i) = c +

∑∞
i=n+1 p(i)(z + b)ki+m/q(i))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ñíà÷àëà
óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, à çàòåì îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "ãëàâí÷ëåí". ×èñëî ñëàãàåìûõ ðåçóëüòàòà c íå ïðåâîñõî-
äèò ÷èñëà ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

vi. Îòáðàñûâàíèå áåñêîíå÷íîé ñóììû.

∀abckmnpqs(0 < k & 0 < kn + m− s & ¬(a = 0) →
a(z + b)s/c +

∑∞
i=n p(i)(z + b)ki+m/q(i) = a(z + b)s/c)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåí-
íàÿ s èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèÿ a, b, c
íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé ðàçëîæåíèÿ z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

∀abckmnpq(0 < k & 0 < kn + m & ¬(a = 0) →
a +

∑∞
i=n p(i)(z + b)ki+m/q(i) = a

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(n) Íîðìàëèçàòîð âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè ñòåïåííîãî ðÿäà "ãëàâí÷àñòü".

Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ðÿäòåéëî-
ðà z s), óêàçûâàþùèé íà ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ z è òî÷êó ðàçëîæåíèÿ
s. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

i. Îòáðàñûâàíèå ñòåïåííîãî ñëàãàåìîãî.
∀abcdnz(n− íàòóðàëüíîå→ a(z + b)n/c + d = d)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

ii. Îòáðàñûâàíèå êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî.

∀ab(a + b = b)

Óêàçàòåëü "ïåðå÷åíü" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ a ñ íåïóñòîé ñóì-
ìîé ñëàãàåìûõ, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé ðàçëîæåíèÿ z.
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iii. Îòáðàñûâàíèå áåñêîíå÷íîé ñóììû, îòíîñÿùåéñÿ ê ïðàâèëüíîé ÷àñòè.

∀abckmpqrz(0 < p & (n− öåëîå & 0 ≤ pn + q) = (k ≤ n) →∑∞
n=m a(n)(z + b)pn+q/c(n) + r =

∑k−1
n=m a(n)(z + b)pn+q/c(n) + r)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî n âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ k
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëü "ðàçâåðò-
êà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû â çàìåíÿþùåé ÷àñòè êàê
îáû÷íîé ñóììû.

(o) Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåòîæäíîëü".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "íåòîæäíîëü(a)", îçíà÷àþùåå, ÷òî àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ a êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî íå ðàâíà òîæäåñòâåííî
íóëþ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

i. Êîíñòàíòà.

∀a(¬(a = 0) → íåòîæäíîëü(λz(a, z − êîìïëåêñíîå)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

ii. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

íåòîæäíîëü(λz(z, z − êîìïëåêñíîå))

iii. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀fn(íåòîæäíîëü(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
íåòîæäíîëü(λz(f(z)n, z − êîìïëåêñíîå)))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

iv. Òàíãåíñ.

∀fn(íåòîæäêîíñò(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
íåòîæäíîëü(λz(tg f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(p) Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "íåòîæäêîíñò".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "íåòîæäêîíñò(a)", îçíà÷àþùåå, ÷òî a
åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, íå ðàâíàÿ òîæ-
äåñòâåííî êîíñòàíòå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

i. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

íåòîæäêîíñò(λz(z, z − êîìïëåêñíîå))

ii. Ïðîèçâåäåíèå íà êîíñòàíòó.

∀a(¬(a = 0) & íåòîæäêîíñò(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) →
íåòîæäêîíñò(λz(af(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

5. Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "îáëàíàëèòè÷íîñòè".

∀afx(àíàëèòè÷åñêàÿ(f, a) → àíàëèòè÷åñêàÿ(f, x) ↔ x = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" ëèáî íå èìåþùåé öåëè "ïîëíûé". Ïåðåìåííàÿ



4.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 615

x - íåèçâåñòíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "îáëàíà-
ëèòè÷íîñòè", îïðåäåëÿþùèì íåêîòîðóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ çàâåäîìî
àíàëèòè÷íà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìàíàëèòè÷åñêàÿ".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "àíàëèòè÷åñêàÿ(f , a)", îçíà÷àþùåå, ÷òî ôóíê-
öèÿ f êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà ìíîæåñòâà a.

(a) Êîíñòàíòà.

∀ab(a− êîìïëåêñíîå→ àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(a, z − êîìïëåêñíîå), b))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïåðåìåííàÿ.

∀a(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(z, z − êîìïëåêñíîå), a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ìèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(−f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(d) Ñóììà.

∀afg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(e) Ïðîèçâåäåíèå.

∀afg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Äðîáü.

∀afg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) & ¬(g(z) = 0) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðè îáðàáîòêå
âòîðîãî àíòåöåäåíòà èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "z−êîìïëåêñ-
íîå" è "z ∈ a". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀afg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), {a}) & ¬(g(a) = 0) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), {a}) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), {a}))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ñòåïåíü.
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∀afn(n− íàòóðàëüíîå & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)n, z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), b) & ¬(a = 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(a

f (z), z − êîìïëåêñíîå), b))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀afg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
¬(∃z(z − êîìïëåêñíîå & z ∈ a & Im(f(z)) = 0 & Re(f(z)) ≤ 0)) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, èñòèí-
íîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Ëîãàðèôì.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
¬(∃z(z − êîìïëåêñíîå & z ∈ a & Im(f(z)) = 0 & Re(f(z)) ≤ 0)) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(ln f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, èñòèííîñòü âòîðîãî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Ñèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(sin f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Êîñèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(cos f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(k) Òàíãåíñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) & ¬(cos f(z) = 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(tg f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(l) Êîòàíãåíñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) & ¬(sin f(z) = 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(ctg f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(m) Ãèïñèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(sh f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(n) Ãèïêîñèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(ch f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(o) Ãèïòàíãåíñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) & ¬(ch f(z) = 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(th f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(p) Ãèïêîòàíãåíñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) & ¬(sh f(z) = 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(cth f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

7. Íîðìàëèçàòîð îïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
"êîìïëîñîáûåòî÷êè".

Íîðìàëèçàòîð ïðåîáðàçóåò âûðàæåíèå "Îñîáûåòî÷êè(f)", îáîçíà÷àþùåå íåêî-
òîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðûõ âêëþ÷àåòñÿ â îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f , ïðè÷åì êàæäàÿ òàêàÿ òî÷-
êà, ãäå íàðóøàåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü f , ïðèíàäëåæèò äàííîìó ìíîæåñòâó. Áåñêî-
íå÷íîóäàëåííàÿ òî÷êà â äàííîå ìíîæåñòâî íå âêëþ÷àåòñÿ.

(a) Êîíñòàíòà.

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ Îñîáûåòî÷êè(λz(a, z − êîìïëåêñíîå)) = ∅)
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïåðåìåííàÿ.

Îñîáûåòî÷êè(λz(z, z − êîìïëåêñíîå)) = ∅
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ìèíóñ.

∀f (Îñîáûåòî÷êè(λz(−f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ñóììà.

∀abfg(Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a &
Îñîáûåòî÷êè(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) = b →
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a ∪ b)

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(e) Ïðîèçâåäåíèå.

∀abfg(Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a &
Îñîáûåòî÷êè(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) = b →
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a ∪ b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(f) Äðîáü.

∀abfg(Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a &
Îñîáûåòî÷êè(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) = b →
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
a ∪ b ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & g(z) = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Ñòåïåíü.

∀fn(n− íàòóðàëüíîå→ Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z)n, z − êîìïëåêñíîå)) =
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

∀af (¬(a = 0) → Îñîáûåòî÷êè(λz(a
f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =

Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀abfg(Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a &
Îñîáûåòî÷êè(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå)) = b →
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
a ∪ b ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(f(z)) = 0 & Re(f(z)) ≤ 0))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(h) Ëîãàðèôì.

∀af (Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a →
Îñîáûåòî÷êè(λz(ln f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
a ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(f(z)) = 0 & Re(f(z)) ≤ 0))

Àíàëîãè÷íî ïîñëåäíåìó ïðèåìó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

(i) Ñèíóñ.

∀f (Îñîáûåòî÷êè(λz(sin f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Êîñèíóñ.

∀f (Îñîáûåòî÷êè(λz(cos f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó.

(k) Òàíãåíñ.

∀af (Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a →
Îñîáûåòî÷êè(λz(tg f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
a ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & cos f(z) = 0))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(l) Êîòàíãåíñ.

∀af (Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a →
Îñîáûåòî÷êè(λz(ctg f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
a ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & sin f(z) = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(m) Ãèïñèíóñ.

∀f (Îñîáûåòî÷êè(λz(sh f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(n) Ãèïêîñèíóñ.

∀f (Îñîáûåòî÷êè(λz(ch f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(o) Ãèïòàíãåíñ.

∀af (Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a →
Îñîáûåòî÷êè(λz(th f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
a ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & ch f(z) = 0))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(p) Ãèïêîòàíãåíñ.

∀af (Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = a →
Îñîáûåòî÷êè(λz(cth f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
a ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & sh f(z) = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8. Ñèíòåçàòîð îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè "îáëàíàëèòè÷íîñòè".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "àíàëèòè÷åñêàÿ(a, b)". Âõîäíûì äàííûì
ñëóæèò âûðàæåíèå a äëÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, âûõîäíûì - âû-
ðàæåíèå b, îïðåäåëÿþùåå íåêîòîðîå (âîçìîæíî áîëåå ïîëíîå) ìíîæåñòâî òî÷åê,
íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà.

(a) Êîíñòàíòà.

∀a(a− êîìïëåêñíîå→ àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(a, z − êîìïëåêñíîå), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïåðåìåííàÿ.

àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(z, z − êîìïëåêñíîå), C)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ìèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(−f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(d) Ñóììà.

∀abfg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), b) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå), a ∩ b))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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(e) Ïðîèçâåäåíèå.

∀abfg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), b) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå), a ∩ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Äðîáü.

∀abcfg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), b) &
c = setz(z − êîìïëåêñíîå & g(z) = 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), a ∩ b) \ c)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ñòåïåíü.

∀afn(n− íàòóðàëüíîå & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)n, z − êîìïëåêñíîå), a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀af (¬(a = 0) & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), b) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(a

f(z), z − êîìïëåêñíîå), b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcfg(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), b) &
c = setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(f(z)) = 0 & Re(f(z)) ≤ 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)g(z), z − êîìïëåêñíîå), a ∩ b) \ c)

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, òðåòèé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Ëîãàðèôì.

∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(f(z)) = 0 & Re(f(z)) ≤ 0) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(ln f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Ñèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(sin f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(j) Êîñèíóñ.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(cos f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(k) Òàíãåíñ.
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∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(cos f(z) = 0 & z − êîìïëåêñíîå) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(tg f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(l) Êîòàíãåíñ.
∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(sin f(z) = 0 & z − êîìïëåêñíîå) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(ctg f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(m) Àðêñèíóñ.
∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(f(z)) = 0 & 1 ≤ |Re(f(z))|) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(arcsin f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(n) Àðêêîñèíóñ.
∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(f(z)) = 0 & 1 ≤ |Re(f(z))|) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(arccos f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(o) Àðêòàíãåíñ.
∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(z − êîìïëåêñíîå & Re(f(z)) = 0 & 1 ≤ |Im(f(z))|) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(arctg f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(p) Àðêêîòàíãåíñ.
∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(z − êîìïëåêñíîå & Re(f(z)) = 0 & 1 ≤ |Im(f(z))|) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(arcctg f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(q) Ãèïñèíóñ.
∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(sh f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(r) Ãèïêîñèíóñ.
∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(ch f(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(s) Ãèïòàíãåíñ.
∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(ch f(z) = 0 & z − êîìïëåêñíîå) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(th f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

Àíàëîãè÷íî òàíãåíñó.
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(t) Ãèïêîòàíãåíñ.

∀abf (àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) &
b = setz(sh f(z) = 0 & z − êîìïëåêñíîå) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(cth f(z), z − êîìïëåêñíîå), a \ b))

9. Íîðìàëèçàòîð "Ñòàíäêîìïë" ñòàíäàðòèçàöèè êîìïëåêñíûõ âûðàæåíèé, îðèåí-
òèðîâàííîé íà èñêëþ÷åíèå âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé.

Íîðìàëèçàòîð ñíà÷àëà èñêëþ÷àåò âñå ìíèìûå ÷àñòè, à çàòåì ïóòåì ðàñêðûâà-
íèÿ ñêîáîê è íåêîòîðûõ ñîïóòñòâóþùèõ ñòàíäàðòèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïûòàåòñÿ èçáàâèòüñÿ è îò âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé.

(a) Âûðàæåíèå ìíèìîé ÷àñòè ÷èñëà ÷åðåç ýòî ÷èñëî è âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.

∀a(Im(a) = −ia + iRe(a))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ îïåðàíäîâ.

Èìåþòñÿ äâà ïðèåìà - äëÿ âëîæåííûõ êîìïëåêñíûõ ïðîèçâåäåíèé è êîì-
ïëåêñíûõ ñóìì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

(c) Ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ñóììû.

∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

∀ab(cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ñóììû.

∀ab(sh(a + b) = sh a ch b + ch a sh b)

∀ab(cos(a + b) = ch a ch b + sh a sh b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ìíîæèòåëü àðãóìåíòà ìíèìàÿ åäèíèöà.

∀z(sin(iz) = i sh z)

∀z(cos(iz) = ch z)

∀z(ch(iz) = cos z)

∀z(sh(iz) = i sin z)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îïåðàöèè.

∀z(sin(−z) = − sin z)

∀z(cos(−z) = cos z)

∀z(sh(−z) = − sh z)

∀z(ch(−z) = ch z)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Âûíåñåíèå ìèíóñà çà çíàê óìíîæåíèÿ.

∀ab((−a)b = −ab)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Äâîéíîé ìèíóñ.

∀a(−− a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(i) Âåùåñòâåííûé àðãóìåíò.

∀a(a− ÷èñëî→ cos a = cos a)

∀a(a− ÷èñëî→ sin a = sin a)

∀a(a− ÷èñëî→ ch a = ch a)

∀a(a− ÷èñëî→ sh a = sh a)

∀a(a− ÷èñëî→ −a = −a)

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) → ab = ab)

Ëåâàÿ îïåðàöèÿ êîìïëåêñíàÿ, ïðàâàÿ - âåùåñòâåííàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðà-
áàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(j) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀abc(c = a + b → a + b = c)

Ïðåîáðàçóåìàÿ ñóììà èìååò ñëàãàåìîå âèäà "(p(q+r)n)", ãäå n - íàòóðàëü-
íîå, áûòü ìîæåò, ðàâíîå 1. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäÏëþñ", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé
"êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Äëÿ ïîèñêà àíàëèòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îäíî ìíîæåñòâî òî÷åê
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â äðóãîå, èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ óñëîâèåì âèäà
îáðàç(f, A) = B, ãäå A, B - âûðàæåíèÿ áåç íåèçâåñòíûõ, f - íåèçâåñòíàÿ. Ýòà çà-
äà÷à èìååò öåëü "ïðèìåð". Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ "êàíîíè÷åñêèå"îáëàñòè
C, D, â êîòîðûå äîëæíû áûòü îòîáðàæåíû A, B. Ïîñëå ïîäáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòîáðàæåíèé îñòàåòñÿ îòîáðàçèòü C â D.

1. Ïðåîáðàçîâàíèå íåðàâåíñòâà, çàäàþùåãî îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ê âè-
äó ñ íóëåì â ëåâîé ÷àñòè.

∀Afg(setz(z − êîìïëåêñíîå & f(z) < g(z) & A(z)) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < g(z)− f(z) & A(z)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæå-
íî âíóòðè ðàâåíñòâà âèäà "îáðàç(X) = Y ". Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íåíóëå-
âàÿ. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèé, ñâîäÿùèõ îáëàñòè ê êàíîíè÷åñêèì.

∀ABCDEFfghpq(êàíîíè÷îáëàñòü(A, C) & êàíîíè÷îáëàñòü(B, D) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(f, P ) & (îáðàç(g, A) = C & àíàëèòè÷åñêàÿ(g, E)) =
(g = λw(p(w), w − êîìïëåêñíîå)) & (îáðàç(h,D) = B & àíàëèòè÷åñêàÿ(h, F )) =
(h = λv(q(v), v − êîìïëåêñíîå)) → îáðàç(f, A) = B ↔
∃u(äðîáëèíôóíê(u) & f = λz(q(u(p(z))), z − êîìïëåêñíîå) & îáðàç(u, C) = D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèÿ A, B íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, f - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, îïðåäåëÿþùèì êàíîíè-
÷åñêèå îáëàñòè C, D. Ýòîò ñèíòåçàòîð "êàíîíè÷îáëàñòü" áóäåò îïèñàí íèæå.
Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è. ×åòâåðòûé è ïÿòûé
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àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè ðàçðåøà-
þòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ g, E
è h, F ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì íåèçâåñòíûå E, F íåñóùåñòâåííûå. Ýòè çàäà÷è,
êàê è òåêóùàÿ çàäà÷à, èìåþò öåëü "ïðèìåð". Â êà÷åñòâå g, h, E, F áåðóòñÿ íîâûå
ïåðåìåííûå. Ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùåå f óñëîâèå, îòëè÷íîå îò ïðåîáðàçóåìîãî è
íå èìåþùåå âèäà "àíàëèòè÷åñêàÿ(. . .)" ëèáî âèäà "X ⊆ îáëàñòü(f)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

(a) Îáðàç îòðåçêà ëèáî èíòåðâàëà.

∀abcd(îáðàç(λz(az + b, z − êîìïëåêñíîå), êîìïëîòðåçîê(c, d)) =
êîìïëîòðåçîê(ac + b, ad + b))

∀abcd(îáðàç(λz(az + b, z − êîìïëåêñíîå), êîìïëèíòåðâàë(c, d)) =
êîìïëèíòåðâàë(ac + b, ad + b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îäíó ïðÿìóþ â äðó-
ãóþ.

∀PQRfpqr(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & P − ÷èñëî & Q− ÷èñëî &
R− ÷èñëî & àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & ¬(p2 + q2 = 0) & ¬(P 2 + Q2 = 0) &
(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & b(pP + qQ) =
a(pQ− qP ) & Pcp + Qdp + Rp = Pra + Qrb & Pcq + Qdq + Rq =
Qra− Prb & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & (¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0))) =
(a = e & b = h & c = i & d = j) &
f = λz((e + hi)z + i + ji, z − êîìïëåêñíîå) →
îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & pRe(z) + qIm(z) + r = 0)) =
setw(w − êîìïëåêñíîå & PRe(w) + QIm(w) + R = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Îáà îïèñàòåëÿ
"êëàññ" íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, f - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûå øåñòü àíòå-
öåäåíòîâ, à òàêæå âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è, äåñÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëü-
íûõ ïåðåìåííûõ a, b, c, d. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"ïîäáîðçíà÷åíèé", çàìåùàåò â íîâîé çàäà÷å òåêóùåå óñëîâèå. Óêàçàòåëè
"ïîäñòàíîâêà" äîïóñêàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ p, q, P, Q. Êàæäîå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé f â ïðî÷èå óñëîâèÿ èìååò
âèä "ôóíêöèÿ(f)" ëèáî "îáëàñòü(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀PQRabcdpqruy(p−÷èñëî & q−÷èñëî & r−÷èñëî & P −÷èñëî & Q−÷èñëî &
R− ÷èñëî & ¬(p2 + q2 = 0) & ¬(P 2 + Q2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & u = a + bi & y = c + di →
îáðàç(λv(uv+y, v−êîìïëåêñíîå), setz(z−êîìïëåêñíîå & pRe(z)+qIm(z)+
r = 0)) = setw(w − êîìïëåêñíîå & PRe(w) + QIm(w) + R = 0) ↔
b(pP + qQ) = a(pQ− qP ) & Pcp + Qdp + Rp = Pra + Qrb &
Pcq + Qdq + Rq = Qra− Prb & (¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-



4.3. Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 625

çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäÏëþñ". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå uv+y ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ p, q, P, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀PQRfpqr(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & P − ÷èñëî & Q− ÷èñëî &
R− ÷èñëî & îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & pRe(z) + qIm(z) + r = 0)) =
setw(w − êîìïëåêñíîå & PRe(w) + QIm(w) + R = 0) &
∃abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
f = λz((a + bi)z + c + di, z − êîìïëåêñíîå)) → àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f -
íåèçâåñòíàÿ. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óñëîâèåì,
ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Âîñüìîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí çàìåùàåò
òåêóùåå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, ïðè÷åì ñíàáæàåòñÿ êîììåíòà-
ðèåì "ñåðèÿ". Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ p, q, P, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îäíó îêðóæíîñòü â
äðóãóþ.
∀abcdf (b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 < b &
f = λz((d/b)z + ad/b− c, z − êîìïëåêñíîå) →
îáðàç(f, setz(|z + a| = b & z − êîìïëåêñíîå)) = setz(|z + c| = d &
z − êîìïëåêñíîå))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îáà îïèñàòåëÿ "êëàññ" íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ, f - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷å-
íèé". Îòñóòñòâóþò âõîæäåíèÿ f â äðóãèå óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âè-
äà "ôóíêöèÿ(f)", ëèáî âèäà "îáëàñòü(f)", ëèáî âèäà "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ïîëóïëîñêîñòü â
ïîëóïëîñêîñòü.
∀PQRfpqr(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & P − ÷èñëî & Q− ÷èñëî &
R− ÷èñëî & àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & ¬(p2 + q2 = 0) & ¬(P 2 + Q2 = 0) &
(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
b(pP + qQ) = a(pQ− qP ) & Pcp + Qdp + Rp = Pra + Qrb &
Pcq + Qdq + Rq = Qra− Prb & 0 ≤ (Pa + Qb)p & 0 ≤ (Qa− Pb)q &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & (¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0))) =
(a = e & b = h & c = i & d = j) & f = λz((e+hi)z+i+ji, z−êîìïëåêñíîå) →
îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 ≤ pRe(z) + qIm(z) + r)) =
setw(w − êîìïëåêñíîå & 0 ≤ PRe(w) + QIm(w) + R))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Îáà îïèñàòåëÿ
"êëàññ" íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, f - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûå øåñòü àíòåöå-
äåíòîâ, à òàêæå âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è, äåñÿòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
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ðàçðåøàåòñÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ a, b, c, d. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷å-
íèé", çàìåùàåò â íîâîé çàäà÷å òåêóùåå óñëîâèå. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà"
äîïóñêàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ p, q, P, Q. Óêà-
çàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Êàæ-
äîå âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé f â ïðî÷èå óñëîâèÿ èìååò âèä "ôóíêöèÿ(f)"
ëèáî "îáëàñòü(f)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀PQRabcdpqruy(p−÷èñëî & q−÷èñëî & r−÷èñëî & P −÷èñëî & Q−÷èñëî &
R− ÷èñëî & ¬(p2 + q2 = 0) & ¬(P 2 + Q2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & u = a + bi & y = c + di →
îáðàç(λv(uv + y, v − êîìïëåêñíîå), setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 ≤ pRe(z) +
qIm(z) + r)) = setw(w − êîìïëåêñíîå & 0 ≤ PRe(w) + QIm(w) + R) ↔
b(pP + qQ) = a(pQ− qP ) & Pcp + Qdp + Rp = Pra + Qrb &
Pcq + Qdq + Rq = Qra− Prb & 0 ≤ (Pa + Qb)q & 0 ≤ (Qa− Pb)q &
(¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëåäíèå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäÏëþñ". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå uv+y ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ p, q, P, Q. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðå-
íèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îäíó ïîëîñó â äðó-
ãóþ.

∀KMNPQRfkmnpqr(p−÷èñëî & q−÷èñëî & r−÷èñëî & P−÷èñëî & Q−÷èñëî &
R− ÷èñëî & ∃abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
f = λz((a+bi)z+c+di, z−êîìïëåêñíîå)) & îáðàç(f, setz(z−êîìïëåêñíîå &
0 ≤ pRe(z)+qIm(z)+r)) = setw(w−êîìïëåêñíîå & 0 ≤ PRe(w)+QIm(w)+
R) & îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 ≤ kRe(z) + mIm(z) + n)) =
setw(w − êîìïëåêñíîå & 0 ≤ KRe(w) + MIm(w) + N) →
àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & îáðàç(f, setz(z−êîìïëåêñíîå& 0 ≤ pRe(z)+qIm(z)+
r & 0 ≤ kRe(z) + mIm(z) + n)) = setw(w − êîìïëåêñíîå & 0 ≤ PRe(w) +
QIm(w) + R & 0 ≤ KRe(w) + MIm(w) + N))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåí-
íàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ïîäáîðçíà÷åíèé". Ïðè ýòîì ñåäüìîé àíòåöåäåíò ñîïðîâîæäàåòñÿ âî âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷å êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óêàçàòåëè "ïîäñòàíîâêà" äî-
ïóñêàþò âûðîæäåííûå íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ k, m, p, q,K, M ,
P, Q. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Äëÿ ñëó÷àÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ñî-
çäàí àíàëîãè÷íûé ïðèåì.

(f) Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îäèí êðóã â äðóãîé.

∀abcdf (b−÷èñëî& d−÷èñëî& 0 < b & f = λz((d/b)z+ad/b, z−êîìïëåêñíîå) →
îáðàç(f, setz(0 < −|z + a|+ b & z − êîìïëåêñíîå)) =
setz(0 < −|z + c|+ d & z − êîìïëåêñíîå))
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∀abcdf (b−÷èñëî& d−÷èñëî& 0 < b & f = λz((d/b)z+ad/b, z−êîìïëåêñíîå) →
îáðàç(f, setz(0 < |z + a| − b & z − êîìïëåêñíîå)) =
setz(0 < |z + c| − d & z − êîìïëåêñíîå))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îáà îïèñàòåëÿ "êëàññ" íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ, f - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷å-
íèé". Îòñóòñòâóþò âõîæäåíèÿ f â äðóãèå óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âè-
äà "ôóíêöèÿ(f)", ëèáî âèäà "îáëàñòü(f)", ëèáî âèäà "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)".
Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Äðîáíî - ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

(a) Ïåðåâîä âíóòðåííîñòè èëè âíåøíîñòè êðóãà â ïîëóïëîñêîñòü, åñëè îáðàç
íåîãðàíè÷åí.

Åñëè òðåáóåòñÿ îòîáðàçèòü âíóòðåííîñòü ëèáî âíåøíîñòü êðóãà â íåîãðà-
íè÷åííóþ îáëàñòü, òî ïðåäïðèíèàåòñÿ ïîïûòêà ñíà÷àëà îòîáðàçèòü åå â
ïîëóïëîñêîñòü. Ýâðèñòè÷åñêèì ïðèçíàêîì íåîãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè ñëó-
æèò îòñóòñòâèå ñèìâîëà "Ìîäóëü" â åå çàäàíèè.

∀ABMabfgh(b− ÷èñëî & 0 < b & àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) &
(îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < 2bRe(z)− 1)) = M &
àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) = (g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) →
îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < b− |z + a|)) = M ↔
f = λz(h(1/(z + a + b)), z − êîìïëåêñíîå))

∀ABMabfgh(b− ÷èñëî & 0 < b & àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) &
(îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < 1− 2bRe(z))) = M &
àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) = (g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) →
îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < |z + a| − b)) = M ↔
f = λz(h(1/(z + a + b)), z − êîìïëåêñíîå))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ, ïðè-
÷åì îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ñîäåðæàùèå f óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âè-
äà "ôóíêöèÿ(f)", "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)", "ñîäåðæèòñÿ(. . . , îáëàñòü(f))".
Âûðàæåíèå M íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ g,B
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ B - íåñóùå-
ñòâåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïåðåâîä âíóòðåííîñòè îäíîãî êðóãà âî âíåøíîñòü äðóãîãî.

∀abcdf (b−÷èñëî& d−÷èñëî& 0 < b & f = λz(bd/(z+a)−c, z−êîìïëåêñíîå) →
îáðàç(f, setz(0 < −|z + a|+ b & z − êîìïëåêñíîå)) =
setz(0 < −d + |z + c| & z − êîìïëåêñíîå))

∀abcdf (b−÷èñëî& d−÷èñëî& 0 < b & f = λz(bd/(z+a)−c, z−êîìïëåêñíîå) →
îáðàç(f, setz(0 < |z + a| − b & z − êîìïëåêñíîå)) =
setz(0 < d− |z + c| & z − êîìïëåêñíîå))
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå. Îáà îïèñàòåëÿ "êëàññ" íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ, ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Îòñóòñòâóþò âõîæäåíèÿ f â äðóãèå
óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âèäà "ôóíêöèÿ(f)", ëèáî âèäà "îáëàñòü(f)",
ëèáî âèäà "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîä-
áîðçíà÷åíèé". Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå íåñòðî-
ãèõ íåðàâåíñòâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ïåðåâîä ðàçíîñòè äâóõ êàñàþùèõñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì êðóãîâ â ïîëîñó,
åñëè îáðàç íåîãðàíè÷åí.

∀AMPabcdfghpq(b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 < b & 0 < d &
b− d = |a− c| & ¬(b− d = 0) & àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) &
p = Re((b− d)/(a− c)) & q = Im((b− d)/(a− c)) &
(îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < −1− 2bpRe(z)− 2bqIm(z) &
0 < 1 + 2dpRe(z) + 2dqIm(z) & P (1/z + (ad− bc)/(b− d)))) = M &
àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) = (g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) →
îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < b− |z + a| & 0 < |z + c| − d & P (z))) =
M ↔ f = λz(h((b− d)/((b− d)z − ad + bc)), z − êîìïëåêñíîå))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ, ïðè-
÷åì îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ñîäåðæàùèå f óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âè-
äà "ôóíêöèÿ(f)", "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)", "ñîäåðæèòñÿ(. . . , îáëàñòü(f))".
Âûðàæåíèå M íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü". Ñåäüìîé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è, ïåðâûå ÷åòûðå è øåñòîé - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò è òðè ïîñëåäíèõ
àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâûå ÷àñòè âîñü-
ìîãî è äåâÿòîãî àíòåöåäåíòîâ óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ g,B âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ B -
íåñóùåñòâåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ïåðåâîä ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êðóãîâ â óãîë.

∀ABMPabcdfghmnpqrs(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < b & 0 < c &
(b = |z + a| & c = |z + d| & z − êîìïëåêñíîå) = (z = p ∨ z = q) &
¬(q − p = 0) & (a + p)/(a + q) = m + ni & (d + p)/(d + q) = r + si &
m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & r − ÷èñëî & s− ÷èñëî & àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A)
& (îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < sgs((r + 1)Im(z)− sRe(z)) &
0 < sgn((m + 1)Im(z)− nRe(z)) & P ((zq − p)/(z − 1)))) = M &
àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) = (g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) &
¬(n = 0) & ¬(s = 0) → îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < b− |z + a| &
0 < c− |z + d| & P (z))) = M ↔ f = λz(h((z− p)/(z− q)), z− êîìïëåêñíîå))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Âûðàæå-
íèå M íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü". Îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ñîäåðæàùèå f
óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âèäà "ôóíêöèÿ(f)", "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)",
"ñîäåðæèòñÿ(. . . , îáëàñòü(f))". Òðèíàäöàòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, øåñòîé àíòåöåäåíò, àí-
òåöåäåíòû ñ äåâÿòîãî ïî äâåíàäöàòûé, à òàêæå äâà ïîñëåäíèõ îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé, ñåäüìîé, âîñüìîé è ÷åòûðíàäöà-
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òûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâûå ÷àñòè
ñåäüìîãî è âîñüìîãî àíòåöåäåíòîâ óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Ëåâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîé z âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòûðíàäöàòîãî
àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ g,B, ïðè÷åì íåèçâåñò-
íàÿ B íåñóùåñòâåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ïåðåâîä ñåãìåíòà â óãîë.
∀ABMPabcdfghmnpqr(b− ÷èñëî & 0 < b & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
(b = |z + a| & cRe(z) + dIm(z) = 0 & z − êîìïëåêñíîå) =
(z = p ∨ z = q) & ¬(q − p = 0) & (a + p)/(a + q) = m + ni &
r = c(Im(q)− Im(p)) + d(Re(p)− Re(q)) & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî &
àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & (îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < sgrIm(z) &
0 < sgn((m + 1)Im(z)− nRe(z)) & P ((zq − p)/(z − 1)))) = M &
àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) = (g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) &
¬(n = 0) → îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < b− |z + a| &
0 < cRe(z) + dIm(z) & P (z))) = M ↔
f = λz(h((z − p)/(z − q)), z − êîìïëåêñíîå))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Âûðàæå-
íèå M íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü". Îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ñîäåðæàùèå f
óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âèäà "ôóíêöèÿ(f)", "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)",
"ñîäåðæèòñÿ(. . . , îáëàñòü(f))". Îäèííàäöàòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå øåñòîé, äå-
âÿòûé, äåñÿòûé è òðèíàäöàòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé, ñåäüìîé, âîñüìîé è äâåíàäöàòûé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé z âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïè-
ñàíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü äâåíàäöàòîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ g,B, ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ B íåñóùåñòâåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
∀ABMPabcdfghpqr(b− ÷èñëî & 0 < b & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
(b = |z + a| & cRe(z) + dIm(z) = 0 & z − êîìïëåêñíîå) =
(z = p ∨ z = q) & ¬(q − p = 0) & (a + p)/(a + q) = −1 &
r = c(Im(q)− Im(p)) + d(Re(p)− Re(q)) & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî &
àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & (îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < sgrIm(z) &
Re(z) < 0 & P ((zq − p)/(z − 1)))) = M & àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) =
(g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) → îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå &
0 < b− |z + a| & 0 < cRe(z) + dIm(z) & P (z))) = M ↔
f = λz(h((z − p)/(z − q)), z − êîìïëåêñíîå))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äåâÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è. Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå øåñòîé îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé, ñåäüìîé, âîñüìîé è äåñÿòûé àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(f) Ïåðåâîä êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè ðàçðåçàìè, ëåæà-
ùèìè íà îáùåé ïðÿìîé, â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ îäíèì ðàçðåçîì.
∀ABMabfghpqr(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) &
(îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå & ¬(z = 0) & ¬(arg(z) = π))) = M &
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àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) = (g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) →
îáðàç(f, C \ setz(z − êîìïëåêñíîå & pRe(z) + qIm(z) + r = 0) ∪
êîìïëèíòåðâàë(a, b)) = M ↔ f = λz(h((a− z)/(z − b)), z − êîìïëåêñíîå))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Âûðàæå-
íèå M íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ìîäóëü". Îòñóòñòâóþò ïðî÷èå ñîäåðæàùèå f
óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âèäà "ôóíêöèÿ(f)", "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)",
"ñîäåðæèòñÿ(. . . , îáëàñòü(f))". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ g,B, ïðè÷åì íåèç-
âåñòíàÿ B íåñóùåñòâåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(g) Íàõîæäåíèå äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî îáðàçàì òðåõ ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê.
∀abcdfgpq(¬(a− c = 0) & ¬(a− p = 0) & ¬(p− c = 0) & ¬(b− q = 0) &
¬(d− q = 0) & ¬(b− d = 0) & ((w − b)(q − d)/((w − d)(q − b)) =
(z − a)(p − c)/((z − c)(p − a)) & w − êîìïëåêñíîå) = (w = g(z) & A(z)) →
f(a) = b & f(c) = d & f(p) = q & äðîáëèíôóíê(f) ↔
f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è çàìåíÿåò ãðóïïó
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b, c, d, p, q íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ, âûðàæåíèå f - ñîäåðæèò. Ïåðâûå øåñòü àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ñåäüìîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå z, w,
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Ýòîé çàäà÷å
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "êîìïëåêñíîå(z)". Ïåðåìåííûå g, A
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà â ñåáÿ.
∀f (äðîáëèíôóíê(f) & îáðàç(f, setz(0 < 1 − |z| & z − êîìïëåêñíîå)) =
setw(0 < 1− |w| & w − êîìïëåêñíîå) ↔
∃uv(u− êîìïëåêñíîå & v − êîìïëåêñíîå & |v| = 1 & |u| < 1 &
f = λz(v(z − u)/(1− z · ñîïðÿæåííîå(u)), z − êîìïëåêñíîå)))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ãðóï-
ïå óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Çàìåíÿþùåå
óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

(i) Îáùèé âèä äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â
åäèíè÷íûé êðóã.
∀f (äðîáëèíôóíê(f) & îáðàç(f, setz(0 < Im(z) & z − êîìïëåêñíîå)) =
setw(0 < 1− |w| & w − êîìïëåêñíîå) ↔
∃uv(u− êîìïëåêñíîå & v − êîìïëåêñíîå & |v| = 1 & 0 < Im(u) &
f = λz(v(z − u)/(z − ñîïðÿæåííîå(u)), z − êîìïëåêñíîå)))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(j) Îáùèé âèä äðîáíî- ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â
ñåáÿ.
∀f (äðîáëèíôóíê(f) & îáðàç(f, setz(0 < Im(z) & z − êîìïëåêñíîå)) =
setw(0 < Im(w) & w − êîìïëåêñíîå) ↔ ∃abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
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c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 < ad− bc & f = λz((az + b)/(cz + d),
z − êîìïëåêñíîå)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(k) Íîðìàëèçàòîð "íîðìáåñê" èñêëþ÷åíèÿ ñèìâîëà áåñêîíå÷íîñòè â óðàâíå-
íèè äëÿ äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè ïîñòðîåíèè äðîáíî-
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ïî îáðàçàì òðåõ òî÷åê (ñì. âûøå) âñòðå÷àþòñÿ
óñëîâèÿ íà åãî çíà÷åíèÿ, ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íîóäàëåííóþ òî÷êó. Óðîâíè
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

i. Ñóììà.
∀a(a +∞ = ∞)

ii. Ìèíóñ.
−∞ = ∞

iii. Äðîáü.
∀ab(a∞/(b∞) = a/b)

5. Ñòåïåííîå îòîáðàæåíèå.

(a) Ïåðåâîä óãëà â ïëîñêîñòü.

∀ABCDEMabcdfghmnpqr(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
m = sg(bc− ad) & E =

√
a2 + b2 & D =

√
c2 + d2 &

n = π − arccos((bd + ac)/(DE)) & ¬(π − n = 0) & ¬(n = 0) &
p = π/n arccos(bm/E)sg(am) & C =

√
(b− d)2 + (c− a)2 &

q = π/n arccos((b− d)m/C)sg((c− a)m) & r = sg(sin(q − p)) &
àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & (îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå &
0 < r(cos(p)Im(z)− sin(p)Re(z)))) = M & àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) =
(g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) → îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå &
0 < aRe(z) + bIm(z) & 0 < cRe(z) + dIm(z))) = M ↔
f = λz(h(zπ/n), z − êîìïëåêñíîå))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ. Îòñóò-
ñòâóþò ïðî÷èå ñîäåðæàùèå f óñëîâèÿ çàäà÷è, íå èìåþùèå âèäà "ôóíê-
öèÿ(f)", "àíàëèòè÷åñêàÿ(f, . . .)", "ñîäåðæèòñÿ(. . . , îáëàñòü(f))". Ïðåäïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Ïåðâûå ÷åòû-
ðå àíòåöåäåíòà, à òàêæå äåâÿòûé è äåñÿòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ g,B, ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ B íåñóùåñòâåííàÿ.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ÷åòûðíàäöàòîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Ïðàâûå ÷àñòè îñòàëüíûõ âûäåëåííûõ óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð" àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Ïåðåâîä ïëîñêîñòè ñ áåñêîíå÷íûì ðàçðåçîì â ïîëóïëîñêîñòü.

∀ABMfgh(àíàëèòè÷åñêàÿ(f, A) & (îáðàç(g, setz(z − êîìïëåêñíîå &
0 < Re(z))) = M & àíàëèòè÷åñêàÿ(g,B)) =
(g = λw(h(w), w − êîìïëåêñíîå)) → îáðàç(f, setz(z − êîìïëåêñíîå &
¬(z = 0) & ¬(arg(z) = π))) = M ↔ f = λz(h(

√
z), z − êîìïëåêñíîå))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ñèíòåçàòîð âûáîðà êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè "êàíîíè÷îáëàñòü".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "êàíîíè÷îáëàñòü(A, B)". Âõîäíûì äàííûì
ñëóæèò âûðàæåíèå A, çàäàþùåå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â
çàâèñèìîñòè îò âèäà ýòîãî âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü B, ê
êîòîðîé áóäåò ïðåîáðàçîâàíî A. Â êà÷åñòâå òàêîé îáëàñòè âûñòóïàåò åäèíè÷íûé
êðóã ëèáî âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü.

(a) Âûáîð åäèíè÷íîãî êðóãà äëÿ îáëàñòè, â îïèñàíèè êîòîðîé ó÷àñòâóåò ìî-
äóëü.

∀A(êàíîíè÷îáëàñòü(setz(A(z) & z − êîìïëåêñíîå), setz(|z| < 1 &
z − êîìïëåêñíîå)))

Ñóùåñòâóåò òàêîå âõîæäåíèå â A(z) âûðàæåíèÿ âèäà "Ìîäóëü(b)", êîòî-
ðîå ïîä÷èíåíî ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó, ïðè÷åì åñëè ýòî íåðàâåíñòâî èìååò
âèä "0 < |z + d| + e", òî íå ñóùåñòâóåò ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæå-
íèå F (−d). Çäåñü A - ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, F - îáû÷íàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âûáîð âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â êà÷åñòâå îñòàòî÷íîé àëüòåðíàòèâû.

∀A(êàíîíè÷îáëàñòü(A, setz(0 < Im(z) & z − êîìïëåêñíîå)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1. Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíîãî èíòåãðàëà ïóòåì ñâåäåíèÿ åãî ê êðèâîëèíåéíîìó.

∀ABCKfpquv(u(x, y) = Re(f(x + iy)) & v(x, y) = Im(f(x + iy)) &
B = âåùêðèâàÿ(A, K) & p =

∫
C

u(x, y)dx− v(x, y)dy &
q =

∫
C

v(x, y)dx + u(x, y)dy →
∫

A
f(z)dz = p + qi)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Âûðàæåíèÿ u(x, y) è v(x, y) íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ "âåùåñòâåííàÿ÷àñòü", "ìíè-
ìàÿ÷àñòü", à âûðàæåíèÿ p, q - ñèìâîëà "Êðèâèíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6, òàê êàê ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûå ïîïûòêè âû÷èñëå-
íèÿ (íàïðèìåð, ÷åðåç âû÷åòû).

2. Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíîãî èíòåãðàëà âäîëü êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.

∀ACabfgpq(C = îðêðèâàÿ(λt(g(t), A(t))) & A(t) = (a ≤ t & t ≤ b & t− ÷èñëî) &

f(g(t))dg(t)/dt = p + iq & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî→
∫

C
f(z)dz =

∫ b

a
pdt + i

∫ b

a
qdt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî t âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî - óïðî-
ùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò âûðîæäåííîå
íóëåâîå çíà÷åíèå q. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ óïðîùàåòñÿ
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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3. Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíîãî èíòåãðàëà îò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

∀ABCGabfg(êîìïëêðèâ(C, a, b) & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), A) &
êîìïëòî÷êè(C) ⊆ A &

∫
f(z)dz = λz(g(z), z − ÷èñëî) & G(z) = g(z) &

àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(G(z), z − êîìïëåêñíîå), B) & êîìïëòî÷êè(C) ⊆ B →∫
C

f(z)dz = G(b)−G(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì a, b òëè÷íû îò ñèìâîëà "ïëþñáåñê". Âòî-
ðîé è øåñòîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, òðåòèé
è ñåäüìîé - ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ÷åòâåð-
òîì àíòåöåäåíòå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âåùòåðì", âûïîëíÿþùèì
ïåðåõîä îò êîìïëåêñíûõ îïåðàöèé ê èõ âåùåñòâåííûì àíàëîãàì. Ëåâàÿ ÷àñòü
÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë âåùåñòâåííîãî íåîïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðà-
âàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êîìïëòåðì",
îáåñïå÷èâàþùèì îáðàòíûé ïåðåõîä îò âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé ê êîìïëåêñíûì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíîãî èíòåãðàëà âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ñ ïîìîùüþ âû-
÷åòîâ.

∀ABDf (Êîíòóð(A, B) & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), D) &
setz(z − êîìïëåêñíîå & z ∈ B \D) = ∅ →

∫
A

f(z)dz = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, îáðàáàòûâàåìûé ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì "Êîíòóð", îïðåäåëÿåò îáëàñòü B ïî îãðàíè÷èâàþùåìó åå
êîíòóðó A. Âòîðîé àíòåöåäåíò òîæå îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì è
îïðåäåëÿåò îáëàñòü D àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f . Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìêëàññ" ïîñëå òîãî, êàê óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì îêàçûâàåòñÿ ðàçðå-
øåíî îòíîñèòåëüíî z âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDfnp(Êîíòóð(A, B) & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), D) &
setz(z − êîìïëåêñíîå & z ∈ B \ D) = {; λi(p(i), i ∈ {1, . . . , n})} & C = f(z) →∫

A
f(z)dz = 2πÎðèåíò(A)i

∑n
i=1 res(λz(C, z − êîìïëåêñíîå), p(i)))

Ïîñðåäñòâîì "Îðèåíò(A)" îáîçíà÷åí óêàçàòåëü îðèåíòàöèè çàìêíóòîé îðèåí-
òèðîâàííîé êðèâîé A íà ïëîñêîñòè. Åñëè êðèâàÿ îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, òî îí ðàâåí 1, èíà÷å -1.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, òðåòèé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå,
êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò ðàññìîòðåíèå
ïðàâîé ÷àñòè òðåòüåãî àíòåöåäåíòà êàê êîíå÷íîãî ñïèñêà, à êîíå÷íîé ñóììû â
çàìåíÿþùåì òåðìå - êàê îáû÷íîé ñóììû. Ïðàâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êîìïëåêñíîå". Òà-
êàÿ öåëü îðèåíòèðóåò íà óñòðàíåíèå ïîäâûðàæåíèé âèäà "Re(. . .)", "Im(. . .)".
Âû÷åòû ïîä ñóììîé âû÷èñëÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëâû÷åò". Ðåçóëü-
òèðóþùåå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êîìïëâû÷åò". Ëèáî n ìåíüøå 4,
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ëèáî D íå èìååò âèäà "C \ {q1, . . . , qk}", ãäå k < 2n. Åñëè äàííîå óñëîâèå íàðó-
øåíî, òî ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê âíå êîíòóðà ìåíüøå ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê âíóòðè
êîíòóðà, è ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ðàâåí 2.

∀ABCDabfn(Êîíòóð(A, B) & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), D) &
{∞} ∪ setz(z − êîìïëåêñíîå & z ∈ {; b} \B) = {; a} & D = C{; b} & l(a) = n &
C = f(z) →

∫
A

f(z)dz = −2πÎðèåíò(A)i
∑n

i=1 res(λz(C, z − êîìïëåêñíîå), a(i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è âòîðîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Îïèñàòåëü "êëàññ" è ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòû-
âàþòñÿ òàê æå, êàê âûøå. Êîíå÷íàÿ ñóììà â çàìåíÿþùåì òåðìå âûïèñûâàåòñÿ
êàê îáû÷íàÿ ñóììà. Çàìåíÿþùèé òåðì íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êîìïëâû÷åò".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDfnp(A = êîìïëãðàíèöà(B) & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå), D)
& B \D = {; λi(p(i), i ∈ {1, . . . , n})} & C = f(z) & êîìïëêîíòóð(A) →∫
Îðêðèâ(A,s)

f(z)dz = 2πsi
∑n

i=1 res(λz(C, z − êîìïëåêñíîå), p(i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" äîïóñêàåò èäåí-
òèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ "Îðêðèâ(. . .)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â êîíòåêñòå. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïîñëå ýòîãî îáðàáàòûâàþòñÿ òðåòèé è ÷åòâåðòûé
àíòåöåäåíòû, òàêæå âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ðàçíîñòü B \D
óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå; ïðàâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëåè "ðàçâåðòêà". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíîãî èíòåãðàëà âäîëü íåçàìêíóòîé êðèâîé ïóòåì ââîäà
âñïîìîãàòåëüíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà.

∀ABCDGabfgp(àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå), B) & êîìïëêðèâ(A, a, b) &
êîìïëòî÷êè(A) ⊆ B & êîìïëèíèÿ(b, a, C,D) &

∫
f(z)dz = λz(g(z), z−÷èñëî) &

G(z) = g(z) & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(G(z), z − êîìïëåêñíîå), C) &
p =

∫
êîìïëïóòü(A,D)

f(z)dz →
∫

A
f(z)dz = p + G(b)−G(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðâûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïàêåòíûìè ñèíòåçàòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. ×åòâåð-
òûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "êîìïëèíèÿ", âûáè-
ðàþùèì íåêîòîðóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ D íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íà-
÷èíàþùóþñÿ â òî÷êå b, êîí÷àþùóþñÿ â òî÷êå a è ñîäåðæàùóþñÿ â îáëàñòè
C. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïÿòûé, øå-
ñòîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èíòåãðàë
â ïÿòîì àíòåöåäåíòå âåùåñòâåííûé, ïðè÷åì åãî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âåùòåðì", îáåñïå÷èâàþùèì
ïåðåõîä îò êîìïëåêñíûõ îïåðàöèé ê èõ âåùåñòâåííûì àíàëîãàì. Øåñòîé àíòå-
öåäåíò ðåàëèçóåò îáðàòíûé ïåðåõîä - åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "êîìïëòåðì". Èíòåãðàë â âîñüìîì àíòåöåäåíòå êîìïëåêñíûé. Îáà
èíòåãðàëà âû÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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6. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî ïóòåì ñâåäå-
íèÿ èõ ê êîìïëåêñíîçíà÷íûì èíòåãðàëàì.

(a) Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ çàìåíà.

∀Cafg(g(z) = f(1/2 · (z + 1/z), 1/(2i) · (z − 1/z))/(zi) &
C = Îðêðèâ(setz(|z| = 1 & z − êîìïëåêñíîå), 1) & a =

∫
C

g(z)dz →∫ 2π

0
f(cos x, sin x)dx = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò" îáåñïå-
÷èâàåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì
âûðàæåíèè òîëüêî ïîä ñèíóñàìè è êîñèíóñàìè. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå "f(. . .)" â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâî-
ãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êîìïëòåðì", ïðåîáðàçó-
þùèì âåùåñòâåííûå îïåðàöèè â èõ êîìïëåêñíûå àíàëîãè. Ïîñëå ýòî âñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè òðåòüåãî àíòåöåäåíòà âû÷èñëÿåòñÿ çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êîì-
ïëèíòåãðàë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

∀abfghn(¬(g(x) = 0) & h(x) = f(x)/g(x) & {; a} = Îñîáûåòî÷êè(λx(h(x),
x− êîìïëåêñíîå)) & setx(x ∈ {; a} & 0 < Im(x)) = {; b} & l(b) = n &
2n ≤ l(a) →

∫∞
−∞ f(x)/g(x)dx =

2πi
∑n

i=1 res(λx(h(x), x− êîìïëåêñíîå), b(i)))

∀abfghn(¬(g(x) = 0) & h(x) = f(x)/g(x) & {; a} = Îñîáûåòî÷êè(λx(h(x),
x− êîìïëåêñíîå)) & setx(x ∈ {; a} & Im(x) < 0) = {; b} & l(b) = n &
2n ≤ l(a) →

∫∞
−∞ f(x)/g(x)dx =

− 2πi
∑n

i=1 res(λx(h(x), x− êîìïëåêñíîå), b(i)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ. Âûðàæåíèÿ f(x), g(x) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíîâ îò x, ïðè-
÷åì ñòåïåíü âòîðîãî ìíîãî÷ëåíà áîëüøå ñòåïåíè ïåðâîãî. Èñòèííîñòü ïåð-
âîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
øåñòîãî - ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåí-
òà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êîìïëòåðì", ïðàâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî -
íîðìëèçàòîðîì "êîìïëîñîáûåòî÷êè". Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêëàññ". Êîíå÷íàÿ ñóììà â çàìåíÿ-
þùåé ÷àñòè âûïèñûâàåòñÿ â âèäå îáû÷íîé ñóììû. Åå ñëàãàåìûå îáðàáàòû-
âàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëâû÷åò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âû÷åòû
óäàëîñü âû÷èñëèòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêóþ.

∀abcfghn(¬(g(x) = 0) & h(x) = f(x) exp(icx)/g(x) &
{; a} = Îñîáûåòî÷êè(λx(h(x), x− êîìïëåêñíîå)) & setx(x ∈ {; a} &
0 < Im(x)) = {; b} & l(b) = n & 0 < c →∫∞
−∞ f(x) sin(cx)/g(x)dx = 2πRe(

∑n
i=1 res(λx(h(x), x− êîìïëåêñíîå), b(i))))
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∀abcfghn(¬(g(x) = 0) & h(x) = f(x) exp(icx)/g(x) &
{; a} = Îñîáûåòî÷êè(λx(h(x), x− êîìïëåêñíîå)) & setx(x ∈ {; a} &
0 < Im(x)) = {; b} & l(b) = n & 0 < c →∫∞
−∞ f(x) cos(cx)/g(x)dx = −2πIm(

∑n
i=1 res(λx(h(x), x−êîìïëåêñíîå), b(i))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

(d) Óñìîòðåíèå ÷åòíîé ôóíêöèè.

∀af (÷åòíàÿôóíêöèÿ(λx(f(x), x− ÷èñëî)) & a =
∫∞
−∞ f(x)dx →∫∞

0
f(x)dx = a/2)

Ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ÷èñòî âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ, íî ïîäãîòàâëèâàåò âîç-
ìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ, èñïîëüçóþùèõ êîìïëåêñíûå
èíòåãðàëû. Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì"; îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâû-
ðàæåíèþ óñëîâèÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èíòåãðàë â åãî
ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

7. Íîðìàëèçàòîð ïåðåõîäà îò êîìïëåêñíûõ îïåðàöèé ê âåùåñòâåííûì "âåùòåðì".

Íîðìàëèçàòîð èìååò ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå êîìïëåêñíûå îïåðàöèè "Ïëþñ",
"Ìèíóñ", "Óìíîæåíèå", "Äðîáü", "Ñòåïåíü", "Ëîãàðèôì", "Ñèíóñ", "Êîñèíóñ"
â èõ âåùåñòâåííûå àíàëîãè.

8. Íîðìàëèçàòîð ïåðåõîäà îò âåùåñòâåííûõ îïåðàöèé ê êîìïëåêñíûì "êîìïë-
òåðì".

Íîðìàëèçàòîð èìååò ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå âåùåñòâåííûå îïåðàöèè "ïëþñ",
"ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü", "ëîãàðèôì", "ñèíóñ", "êîñèíóñ",
"àðêñèíóñ", "àðêêîñèíóñ", "àðêòàíãåíñ", "àðêêîòàíãåíñ" â èõ êîìïëåêñíûå àíà-
ëîãè. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ïðèåì, îòáðàñûâàþùèé âåùåñòâåííûå ìîäóëè.

9. Ñèíòåçàòîð "êîìïëèíèÿ" îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî - ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé êðè-
âîé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîåäèíÿþùåé äâå çàäàííûå òî÷êè è ðàñïîëîæåí-
íîé â çàäàííîé îáëàñòè.

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "êîìïëèíèÿ(a, b, c, d)". Âõîäíûå äàííûå ñóòü
òî÷êè a, b è îáëàñòü c íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé d ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â îáëàñòè c, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå
a è êîíöàþùàÿñÿ â òî÷êå b. Ïîêà ñèíòåçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñìàò-
ðèâàþùèé ÿâíîå óïîìèíàíèå èñêîìîé êðèâîé â ïîñûëêàõ:

∀ABab(êîìïëêðèâ(A, a, b) & êîìïëòî÷êè(A) ⊆ B → êîìïëèíèÿ(a, b, B, A))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû â êîìïëåêñíîçíà÷íîì ñëó÷àå

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ðÿäÒåéëîðà", âûïîëíÿþùåìó ðàçëîæåíèå â ñòå-
ïåííîé ðÿä.

Ïðèåì ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå è çàêðåïëåí çà òèïîì çàäà÷è "ïðåîáðàçîâàòü". Åñëè
ýòà çàäà÷à èìååò öåëü (ðÿäòåéëîðà z a), ïðè÷åì íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå
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ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ - óñëîâèÿ äàííîé çàäà÷è - âåùåñòâåííîå, òî ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ðÿäÒåéëîðà". Ýòîìó íîðìàëèçàòîðó
ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ðÿäòåéëîðà z a), óòî÷íÿþùèé, ÷òî ðàçëîæåíèå âûïîë-
íÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé z, â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Çàìåòèì, ÷òî öåëü (ðÿäòåéëîðà
z a) - òàêàÿ æå, êàê äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîãî ñëó÷àÿ.

2. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà.

∀abf (limn→∞ |f(n+1)/f(n)| = a → Ñõîäèòñÿ(λm(
∑m

n=b f(n), m−íàòóðàëüíîå)) ↔
(a− 1 < 0 ∨ a− 1 = 0 & Ñõîäèòñÿ(λm(

∑m
n=b f(n), m− íàòóðàëüíîå))) & A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåìó ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà äîëæåí èìåòü îáîá-
ùåííûé ñîìíîæèòåëü (äîïóñêàþòñÿ ïåðåõîäû â ÷èñëèòåëè ëèáî çíàìåíàòåëè
äðîáåé, à òàêæå â îñíîâàíèÿ ñòåïåíåé), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñòåïåíü ñ çà-
âèñÿùèì îò n ïîêàçàòåëåì. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ
èäåíòèôèêàöèþ óòâåðæäåíèÿ A âèäà "îäç(λm(

∑m
n=b f(n), m − íàòóðàëüíîå))",

ïðè÷åì ôàêòè÷åñêè âìåñòî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áåðåòñÿ êîíúþíêöèÿ óñëîâèé íà
î.ä.ç., îïðåäåëÿåìàÿ îïåðàòîðîì "Îäç". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë".
Ïðåäâàðèòåëüíî âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò a îòëè÷åí îò åäèíèöû è íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ
"ïðåäåë", "íåîïðåä". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Ñõîäèìîñòü ñóììû ðÿäîâ.

∀PQfg(Ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

m=1 f(m), n− íàòóðàëüíîå)) = P &
Ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
m=1 g(m), n− íàòóðàëüíîå)) = Q & (P ∨ Q) →

Ñõîäèòñÿ(λn(
∑n

m=1 f(m) + g(m), n− íàòóðàëüíîå)) ↔ (P & Q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè ðàçðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
òåêóùåé çàäà÷è âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà îïèñàíèå. Èñòèííîñòü òðåòüåãî
àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

∀ab(b = limn→∞{|a(n)|1/n} → ðàäèóññõîäèìîñòè(λn(a(n), n − íàòóðàëüíîå)) =
(∞ ïðè b = 0, èíà÷å 1/b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü âû÷èñëÿåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ñäâèã îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ.

∀afgkmz(
∑∞

n=k f(n)(z + a)n+m/g(n) =
∑∞

n=m+k f(n−m)(z + a)n/g(n−m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü (ðÿäòåéëîðà z b), Òàêàÿ öåëü óêàçû-
âàåò íà ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ïî ïåðåìåííîé z â îêðåñòíîñòè òî÷êè b.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.



638 Ãëàâà 4. Ïðèåìû ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó

6. Ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êè.

∀fgz(g(z) = f(1/z) → f(z) = g(1/z))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü (ðÿäòåéëîðà z ïëþñáåñê). Òàê êàê ïåðåìåííàÿ f
ôóíêöèîíàëüíàÿ, íåâîçìîæíî îáåñïå÷èòü ïðèâÿçêó ê êàêîìó-ëèáî ñèìâîëó ïðå-
îáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîðåíü", çàäàþùèé
ïðèâÿçêó ê òèïó çàäà÷è - ñèìâîëó "ïðåîáðàçîâàòü". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
äâóìÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå - ñíà÷àëà ñ öåëüþ "óïðîñòèòü", à çàòåì ñ öå-
ëüþ (ðÿäòåéëîðà z 0). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíîå âûðàæåíèå f(z) íå ñîäåðæàëî
ñèìâîëà "Ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Èñêëþ÷åíèå ñòåïåíè åäèíèöû, äåëåííîé íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ.

∀fgkmpz(
∑∞

n=k f(n)(1/z)pn+m/g(n) =
∑∞

n=k f(n)/(g(n)zpn+m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü (ðÿäòåéëîðà z b). Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

8. Íîðìàëèçàòîð "ðÿäÒåéëîðà" ðàçëîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ñòåïåííîé
ðÿä.

Íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé. Ñëó÷àè ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà îáú-
åäèíåíû.

(a) Ìèíóñ.

∀dfghklpqx(f(x) =
∑∞

i=d g(i)(x + p)ik+l/h(i) & p = −q → −f(x) =∑∞
i=d−(g(i)(x + p)ik+l/h(i)))

∀dfghklpqx(f(x) =
∑∞

i=d g(i)/(h(i)(x + p)ik+l) & p = −q → −f(x) =∑∞
i=d−(g(i)/(h(i)(x + p)ik+l)))

Èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ðÿäòåéëîðà x q). Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëîðà", ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî - íîðìàëèçàòîðîì îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Êîíñòàíòíûé ìíîæèòåëü.

∀abdfghklpqrx(f(x)/r(x) =
∑∞

i=d g(i)(x + p)ik+l/h(i) & p = −q →
af(x)/br(x) =

∑∞
i=d ag(i)(x + p)ik+l/(bh(i)))

∀adfghklpqx(f(x) =
∑∞

i=d g(i)(x + p)ik+l/h(i) & p = −q →
af(x) =

∑∞
i=d ag(i)(x + p)ik+l/h(i))

∀adfghklpqx(f(x) =
∑∞

i=d g(i)/(h(i)(x + p)ik+l) & p = −q →
af(x) =

∑∞
i=d ag(i)/(h(i)(x + p)ik+l))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(c) Ñòåïåííîé ìíîæèòåëü.

∀abcfhklmpx(c = −b & f(x) =
∑∞

i=a h(i)(x + c)ik+l/p(i) & m− öåëîå→
(x + c)mf(x) =

∑∞
i=a h(i)(x + c)ik+l+m/p(i))
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∀abcfhklmpx(c = −b & f(x) =
∑∞

i=a h(i)/(p(i)(x + c)ik+l) & m − öåëîå →
(x + c)mf(x) =

∑∞
i=a h(i)/(p(i)(x + c)ik+l−m))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì
âòîðîé ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

∀abcfghklmpx(c = −b & f(x)/g(x) =
∑∞

i=a h(i)(x + c)ik+l/p(i) & m − öåëîå →
(x + c)mf(x) =

∑∞
i=a h(i)(x + c)ik+l+m/p(i))

∀abcfghklmpx(c = −b & f(x)/g(x) =
∑∞

i=a h(i)(x + c)ik+l/p(i) & m − öåëîå →
f(x)/((x + c)mg(x)) =

∑∞
i=a h(i)(x + c)ik+l−m/p(i))

∀abcfghklmpx(c = −b & f(x)/g(x) =
∑∞

i=a h(i)/(p(i)(x + c)ik+l) & m− öåëîå→
f(x)/((x + c)mg(x)) =

∑∞
i=a h(i)/(p(i)(x + c)ik+l+m))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Ñóììà.

Ïðèåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðèåìàìè
ïîñëåäóþùåé ãðóïïèðîâêè ðÿäîâ:

i. Ðàçëîæåíèå â ðÿä êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ.

∀abcd(a = b & c = d → a + c = b + d)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷à-
ñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëîðà". Âûðàæåíèå a íå
èìååò çàãîëîâêà "Ñóììàâñåõ", âûðàæåíèå b ëèáî íå ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íîé ðàçëîæåíèÿ x, ëèáî èìååò çàãîëîâîê "Ñóììàâñåõ". Âûðàæåíèå d
ëèáî èìååò çàãîëîâîê "Ñóììàâñåõ", ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäíî÷ëåíû îò x ñ
öåëî÷èñëåííûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîì-
ïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

ii. Çàíåñåíèå ñëàãàåìîãî ïîä çíàê ñóììèðîâàíèÿ.

∀abcfgpx(c = −b →
∑∞

i=0 f(i)(x + c)pi/g(i) + a =∑∞
i=0(f(0)/g(0) + a ïðè i = 0, èíà÷å f(i)/g(i))(x + c)pi)

Êîììåíòàðèé (ðÿäòåéëîðà x b) îïðåäåëÿåò òî÷êó ðàçëîæåíèÿ b è ïå-
ðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ x. Âûðàæåíèå a íå çàâèñèò îò x. Ïåðåìåííàÿ
p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcdfgx(c = −b →
∑∞

i=0 f(i)(x + c)i/g(i) + a(x + c)/e + d =∑∞
i=0(f(1)/g(1) + a/e ïðè i = 1, èíà÷å f(i)/g(i))(x + c)i + d)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â a, d, e.

∀abcdefgkmx(c = −b & k < 0 & k+m ≤ 0 →
∑∞

i=k f(i)(x+c)i/g(i)+a/(e(x+
c)m) + d =

∑∞
i=k(f(−m)/g(−m) + a/e ïðè i = −m, èíà÷å f(i)/g(i))(x +

c)i + d)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", äâà äðó-
ãèõ - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííàÿ x íå
âõîäèò â a, d, e. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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iii. Ñëîæåíèå äâóõ ðÿäîâ.

∀abcfghklp(c = −b →
∑∞

i=a f(i)(x+ c)ki+l/g(i)+
∑∞

i=a p(i)(x+ c)ki+l/h(i) =∑∞
i=a(f(i)/g(i) + p(i)/h(i))(x + c)ki+l)

∀abcfghklp(c = −b →
∑∞

i=a f(i)/(g(i)(x + c)ki+l) +∑∞
i=a p(i)/(h(i)(x + c)ki+l) =

∑∞
i=a(f(i)/g(i) + p(i)/h(i))/(x + c)ki+l)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ x íå
âõîäèò â c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcfghklp(c = −b & 0 < d− a →
∑∞

i=a f(i)/(g(i)(x + c)ki+l) +∑∞
i=d p(i)/(h(i)(x + c)ki+l) =

∑∞
i=a(f(i)/g(i) ïðè i ≤ d− 1, èíà÷å

f(i)/g(i) + p(i)/h(i))/(x + c)ki+l)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

iv. Âûäåëåíèå ñòåïåííûõ ñëàãàåìûõ.
∀abcdefx(f = −e & c = d → ax/b + c = a(x + f)/b− (af/b) + d)
Êîììåíòàðèé "âõîä" îïðåäåëÿåò òî÷êó ðàçëîæåíèÿ e è ïåðåìåííóþ
ðàçëîæåíèÿ x. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò x, âûðàæåíèå c - ñîäåðæèò.
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü âòî-
ðîãî èç íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëîðà". Ëèáî ðå-
çóëüòàò d èìååò çàãîëîâîê "Ñóììàâñåõ", ëèáî îí íå ñîäåðæèò x. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abcd(c = d → axk/b + c = axk/b + d)
∀abcd(c = d → a/(bxk) + c = a/(bxk) + d)
Êîììåíòàðèé "âõîä" îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå â íóëå è ïåðåìåííóþ ðàç-
ëîæåíèÿ x. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò x. Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèå c èìååò ñëàãàåìîå,
ñîäåðæàùåå x è íå ÿâëÿþùååñÿ îäíî÷ëåíîì îò x, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
êîòîðîãî öåëî÷èñëåííûé. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëî-
ðà". Âûðàæåíèå d ñîäåðæèò ñèìâîë "Ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

v. Óìíîæåíèå ðÿäîâ.

∀abcdefgkl(f(x) =
∑∞

i=k a(i)xi/b(i) & g(x) =
∑∞

i=l c(i)x
i/d(i) &

e(i) =
∑i

j=0 a(j + k)c(i + l − j)/(b(j + k)d(i + l − j)) →
f(x)g(x) =

∑∞
i=0 e(i)xi+k+l)

∀abcdefghkl(f(x) =
∑∞

i=k a(i)xi/b(i) & g(x)/h(x) =
∑∞

i=l c(i)x
i/d(i) &

e(i) =
∑i

j=0 a(j + k)c(i + l − j)/(b(j + k)d(i + l − j)) →
f(x)g(x)/h(x) =

∑∞
i=0 e(i)xi+k+l)

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - 0. Ïåðåìåííûå k, l
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòà-
ìè. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâûå ÷à-
ñòè ïåðâûõ äâóõ èç íèõ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëî-
ðà", ïðàâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî - óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

vi. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò.

∀abcfkn(f(x) =
∑∞

i=k a(i)xni+m/b(i) &

c = λi(
∑i

j=0 a(j + k)a(i + k − j)/(b(j + k)b(i + k − j)), i− öåëîå) →
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f(x)2 =
∑∞

i=0 c(i)xni+2kn+2m)

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - 0. Ïåðåìåííàÿ k èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåîòðèöàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåí-
íàÿ m - ñ ïðîèçâîëüíîé öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ n - ñ
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "ðÿäÒåéëîðà", êîíå÷íà ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óïðîùàåòñÿ
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

vii. Ýêñïîíåíòà.

∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b → exp(a(x + c)k/d) =∑∞
i=0 ai(x + c)ki/(di · i!))

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b. âûðàæåíèÿ a, c, d, k
íå ñîäåðæàò x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñïîëüçóåò-
ñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

viii. Ëîãàðèôì.

∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & b = −c & ¬(a = 0) → ln(1 + a(x + b)k/d) =∑∞
i=1(−1)i−1ai(x + b)ki/(dii))

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - c. âûðàæåíèÿ a, b, d, k
íå ñîäåðæàò x. Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

ix. Ñèíóñ.

∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b → sin(a(x + c)k/d) =∑∞
i=1(−1)i−1a2i−1(x + c)(2i−1)k/((2i− 1)!d2i−1))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b.

x. Êîñèíóñ.

∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b → cos(a(x + c)k/d) =∑∞
i=0(−1)ia2i(x + c)2ik/((2i)!d2i))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

xi. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

∀abcdkmx(k−íàòóðàëüíîå & c = −b & ¬(a = 0) → (1+a(x+ c)k/d)m =∑∞
i=0(a

i
∏i−1

j=0(m− j) · (x + c)ki/(dii!))

∀abcdekmx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b & ¬(d = 0) & ¬(a = 0) →
1/(d + a(x + c)k/e)m = 1/dm ·

∑∞
i=0((−a)i

∏i−1
j=0(m + j) · (x + c)ki/(dieii!))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

xii. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ.

∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b → sh(a(x + c)k/d) =∑∞
i=1 a2i−1(x + c)(2i−1)k/((2i− 1)!d2i−1))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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xiii. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

∀abcdkx(k − íàòóðàëüíîå & c = −b → ch(a(x + c)k/d) =∑∞
i=1 a2i(x + c)2ik/((2i)!d2i))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

xiv. ßâíîå óêàçàíèå ñåðèé íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèåìîâ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïðîìå-
æóòî÷íûé ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä, âîçíèêàþùèé ïðè ðåêóðñèâ-
íîì îáðàùåíèè, èìååò ñòàíäàðòíûé âèä: ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ñóòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ íóëÿ. Äëÿ òàêîé ñòàí-
äàðòèçàöèè ñëóæàò ñïåöèàëüíûå ïðèåìû. Ïðèâåäåì ïåðâûé èç íèõ:

∀abcdfgkmnpx(m = kp + n & d = −c → b +
∑

i=a∞f(i)(x + d)ki+m/g(i) =
b+

∑∞
i=ka+m(f((i−m)/k)/g((i−m)/k) ïðè i(mod k) = n, èíà÷å 0)(x+d)i)

Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåí-
íàÿ m - ñ öåëî÷èñëåííîé. Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ- x, òî÷êà ðàçëîæå-
íèÿ - c. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", âòîðîé
- óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

xv. Äîáàâëåíèå òîæäåñòâåííî íóëåâûõ ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.

∀abcfx(c = −b → a +
∑∞

i=1(f(i) ïðè i(mod 2) = 1, èíà÷å 0)(x + c)i =
a +

∑∞
i=0(f(i) ïðè i(mod 2) = 1, èíà÷å 0)(x + c)i)

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b. Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀bcdefgx(b − öåëîå & 0 ≤ b & c = −d → e +
∑∞

i=b f(i)(x + c)i/g(i) =
e +

∑∞
i=0(0 ïðè i < b, èíà÷å f(i)/g(i))(x + c)i)

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - d. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå b îòëè÷íî îò òîæäåñòâåííî-
ãî íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀abcdefgx(b − öåëîå & 0 ≤ b & c = −d → e +
∑∞

i=b f(i)(x + c)i+a/g(i) =
e +

∑∞
i=0(0 ïðè i < a + b, èíà÷å f(i− a)/g(i− a))(x + c)i)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòîé.

xvi. Îòáðàñûâàíèå òîæäåñòâåííî íóëåâûõ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ïðè îòðèöàòåëü-
íûõ ñòåïåíÿõ.

∀bcdefgx(b− öåëîå & b < 0 & c = −d & f(b) = 0 →
e +

∑∞
i=b f(i)(x + c)i/g(i) = e +

∑∞
i=b+1 f(i)(x + c)i/g(i))

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - d. Ïåðâûå äâà àíòåöå-
äåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî
àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé äî ìàê-
ñèìàëüíîãî óðîâíÿ 3. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

xvii. Íîðìàëèçàöèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.

∀acfgkmnpr(p = r + kn →
∑∞

i=m f(i)(x + c)ki+p/g(i) + a =∑∞
i=m+n f(i− n)(x + c)ki+r/g(i− n) + a)
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∀acfgkmnpr(p = r + kn →
∑∞

i=m f(i)/(g(i)(x + c)ki+p) + a =∑∞
i=m+n f(i− n)/(g(i− n)(x + c)ki+r) + a)

Ïåðåìåííûå k, p èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè.
Àíòåöåäåíò, âûïîëíÿþùèé äåëåíèå ñ îñòàòêîì, âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî r íå ðàâíî p. Ïåðåìåííûå f, g ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

xviii. Ïåðåõîä ê ðàçëîæåíèþ â íóëå.

∀bfgxy(f(y + b) = g(y) → f(x) = g(x− b))

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b. Âûðàæåíèå b íå
òîæäåñòâåííî íóëåâîå è îòëè÷íî îò ñèìâîëà "ïëþñáåñê". Ïåðåìåííûå
f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"Ñóììàâñåõ". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü ñíà÷àëà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé
êîììåíòàðèé "ðÿäòåéëîðà", à çàòåì îáðàáàòûàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ðÿäÒåéëîðà". Ïåðåìåííîé ðàçëîæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ y, à òî÷êîé ðàçëî-
æåíèÿ - 0. Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

xix. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà äëÿ ïðîèçâîäíîé.

∀abcfgkmpqx(g = λx(df(x)/dx, x− êîìïëåêñíîå) &
g(x) =

∑∞
i=a p(i)(x + c)ik+m/q(i) & c = −b →

f(x) = f(b) +
∑∞

i=a p(i)(x + c)ik+m+1/(q(i) · (ik + m + 1)))

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - b. Ïåðåìåííàÿ k èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ m - ñ öåëî÷èñ-
ëåííîé. Ëèáî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí
èç ñèìâîëîâ "Àðêòàíãåíñ", "Àðêñèíóñ", "Àðêêîñèíóñ", "Ëîãàðèôì",
ëèáî èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííîé íà âûðàæåíèå ñ òàêèì çàãî-
ëîâêîì. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîèç-
âîäíàÿ â ïåðâîì èç íèõ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðîì "ðÿäÒåéëîðà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

xx. Óñìîòðåíèå çàâèñèìîñòè îò íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé.

∀afgkmnpq(g(xk) = f(x) & g(x) =
∑∞

i=a p(i)xmi+n/q(i) →
f(x) =

∑∞
i=a p(i)xkmi+kn/q(i))

Ïåðåìåííûå k, m èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè,
ïåðåìåííàÿ n - ñ öåëî÷èñëåííîé. Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà
ðàçëîæåíèÿ - 0. Ïåðåìåííàÿ x èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â ïðå-
îáðàçóåìîå âûðàæåíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôè-
êàöèþ k ñ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì íàòóðàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé
ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ïðè x, âñòðå÷àþùèõñÿ â ýòîì âûðàæåíèè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî k íå ðàâíî 1. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Èäåíòèôèêàöèÿ øàáëîíà g(. . .) îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì
"íîâàðãóìåíò(g x èçâëå÷åíèå)". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëîðà". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåð-
ñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 6. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû k áûëî íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
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èäåíòèôèêàöèþ k êàê ïîêàçàòåëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðè x. Çäåñü òàê-
æå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"Ñóììàâñåõ".

∀afgkmnpq(g(xk) = f(x) & g(x) =
∑∞

i=a p(i)/(q(i)xmi+n) →
f(x) =

∑∞
i=a p(i)/(q(i)xkmi+kn))

Àíàëîãè÷íî ïåðâîé âåðñèè ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, íî óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

xxi. Ïåðåõîä ê îáðàòíîìó àðãóìåíòó ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà.

∀bfghmpq(f(x) =
∑∞

n=m g(n)xpn+q/h(n) →
f(1/x) =

∑∞
n=m g(n)/(h(n)xpn+q))

Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - 0. Óêàçàòåëü "êîí-
òåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ â ïðåîáðàçóåìîì âûðàæåíèè ïîä-
òåðìà âèäà "A/(B(x + C)D)", ãäå C ìîæåò îáðàùàòüñÿ â 0, à B è D
- â åäèíèöû. Øàáëîí f(. . .) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè óêàçàòå-
ëÿ "íîâàðãóìåíò(f x èçâëå÷åíèå)". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ðÿäÒåéëîðà". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå èìååò çàãîëîâêà "Ïëþñ"
è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ñóììàâñåõ". Ïåðåä îáðàáîòêîé àíòåöåäåíòà
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â åãî ëåâóþ ÷àñòü
èìååò òîëüêî òàêèå íàäîïåðàöèè, êîòîðûå ëèáî èìåþò çàãîëîâîê èç
ñïèñêà "Ñèíóñ", "Êîñèíóñ", "Ãèïñèíóñ", "Ãèïêîñèíóñ", "Ïëþñ", Óìíî-
æåíèå", "Ìèíóñ", ëèáî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàòóðàëüíûå ñòåïåíè èëè
ýêñïîíåíòû, ëèáî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðîáè, ó êîòîðûõ äàííîå âõî-
æäåíèå x ðàñïîëîæåíî â ÷èñëèòåëå èëè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ìíîæè-
òåëåì çíàìåíàòåëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

xxii. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäøåñòâóþùèå ðàçëîæåíèþ â ðÿä.
Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëèçàòîð êîðíåâîé, è âñå íèæåñëåäóþùèå ïðèåìû
ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê êîðíåâîìó âõîæäåíèþ.

A. Ïðåîáðàçîâàíèå ýêñïîíåíòû ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.
∀abfx(a

f(x)+b = ab exp(ln(a)f(x)))
Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x. Âûðàæåíèå b ãðóïïèðóåòñÿ êàê ñóì-
ìà âñåõ íå ñîäåðæàùèõ x ñëàãàåìûõ. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò x.
Ëèáî a îòëè÷íî îò ÷èñëà e, ëèáî b íåíóëåâîå. Ïåðåìåííàÿ f ôóíê-
öèîíàëüíàÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

B. Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè.
∀abc(a = b/c → b/c = a)
Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì íîðìàëèçàòîðîì "Ïðîñòåéøèåäðî-
áè" ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Ýòîìó íîðìà-
ëèçàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x), ãäå x - ïåðåìåí-
íàÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî b, c ìîãóò
áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó ìíîãî÷ëåíîâ îò x, ïðè÷åì ñòåïåíü âòîðîãî
èç íèõ áîëüøå 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

C. Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.
∀abc((a + b)/c = a/c + b/c)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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D. Ïðåîáðàçîâàíèå ëîãàðèôìà ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.
∀af (limz→d f(z) = 0 & (0 < Re(a) ∨ ¬(Im(a) = 0)) & ¬(a = 0) →
ln(f(z) + a) = ln a + ln(1 + f(z)/a))
Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - z, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - d. Âûðàæåíèå a
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåïóñòîé ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ, íå ñîäåðæà-
ùèõ z. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë".
Ñëåäóþùèå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

E. Ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ñóììû.
∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)
∀ab(cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b)
Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ, à âûðàæåíèå b -
íå ñîäåðæèò. Ðàçëîæåíèå ïðåäïðèíèìàåòñÿ â íóëå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

F. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abcdn(a = (b + c)nd → (b + c)nd = a)
Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ âõîäèò õîòÿ áû â îäíî èç âûðàæåíèé b, c.
Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíü-
øåé 5. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäÏëþñ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

G. Âûíåñåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä ýêñïîíåíòû.
∀fgpq(¬(q = 0) → exp((pf(x) + g(x))/(qf(x))) =
exp(p/q) exp(g(x)/(qf(x))))
Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - x. Îíà íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèÿõ
p, q. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

H. Ïåðåõîä ê ñèíóñó ëèáî êîñèíóñó ñóììû.
∀abcdf (¬(c = 0) & cf(g) + d = 0 → sin((af(z) + b)/(cf(z) + d)) =
sin(a/c + (bc− ad)/(c(cf(z) + d))))
∀abcdf (¬(c = 0) & cf(g) + d = 0 → cos((af(z) + b)/(cf(z) + d)) =
cos(a/c + (bc− ad)/(c(cf(z) + d))))
Ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ - z, òî÷êà ðàçëîæåíèÿ - g. Âûðàæåíèÿ
a, b, c, d íå ñîäåðæàò z. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâà-
íèÿ ñêîáîê "ñòàíäÏëþñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

I. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê âè-
äó ñóììû.
∀abdkm((cos d)m(sin a)k = b → (cos d)m(sin a)k = b)
Ïåðåìåííûå k,m èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòà-
ìè. Âûðàæåíèÿ a, d ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäÏëþñ", êîòîðîìó ïåðåäàåò-
ñÿ êîììåíòàðèé "âèäóìíîæåíèå", àêòèâèðóþùèé òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ïðèåìû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abk((sin a)k = b → (sin a)k = b)
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∀abk((cos a)k = b → (cos a)k = b)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè îò-
ëè÷åí îò 1.

Ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîé ôîðìóëû Òåéëîðà

∀afn(a ∈ setx(îäç(f(x))) & x−êîìïëåêñíîå→ f(x) = f(a)+
∑n

i=1 dif(a)/dai(x−a)i/i!)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü (ôîðìóëàòåéëîðà x a n), îçíà÷àþùåé, ÷òî òðåáóåòñÿ ðàç-
ëîæèòü âûðàæåíèå ïî ïåðåìåííîé x â ðÿä Òåéëîðà îêîëî òî÷êè a ñ òî÷íîñòüþ äî
÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, âòîðîãî - ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Ïåðå-
ìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû
êàê îáû÷íîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

Âû÷åòû

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìêîìïëâû÷åò" ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèè íà
îñîáûå òî÷êè.

∀abcdf (Îñîáûåòî÷êè(f) = {a; b} ∪ c & f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &
res(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), a) = d → res(f, a) = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè", à òàêæå öåëü "âû÷åò" ëèáî "âû÷åòû". Íàëè÷èå öåëè
"âû÷åò" óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü íàéòè âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ, à òàêæå
îïðåäåëèòü òèïû ýòèõ òî÷åê. Â ñëó÷àå öåëè "âû÷åòû" òðåáóåòñÿ ëèøü íàéòè
âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ, íå îïðåäåëÿÿ òèïîâ ýòèõ òî÷åê. Ïåðåìåííàÿ f - íåèç-
âåñòíàÿ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé -
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ "íîðìêîìïëâû÷åò". Ðåçóëüòàò d íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "êîìïëâû÷åò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îïðåäåëåíèå âû÷åòà â áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êå.

∀abfn(Îñîáûåòî÷êè(f) = {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})} &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → res(f, a(i)) = b(i)) → res(f,∞) = −

∑n
i=1 b(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, èìå-
þùåé öåëü "îñîáûåòî÷êè", à òàêæå öåëü "âû÷åò" ëèáî "âû÷åòû". Ïåðåìåííàÿ f
- íåèçâåñòíàÿ. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëè "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ âòîðîãî àíòåöåäåíòà ñ ãðóïïîé ïîñûëîê è
âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû â âèäå îáû÷íîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìêîìïëâû÷åò" äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà.

∀abf (res(λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå), a) = b → res(λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå), a) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
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íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëâû÷åò". Ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êîìïë-
âû÷åò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Îòáîð óòâåðæäåíèé äëÿ îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Òåîðåìà ïðèåìà - "çàìåùåíèåóñëîâèé(ðàâíî(êîìïëâû÷åò(a b)c))", çàãîëîâîê -
"çàìåùåíèåóñëîâèé". Ïðèåì óñìàòðèâàåò ïîñûëêó "ðàâíî(êîìïëâû÷åò(a b)c)"
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëè "èññëåäîâàòü" è "îñîáûåòî÷êè", à òàêæå
"âû÷åò" ëèáî "âû÷åòû". Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñòíàÿ. Ýòà ïîñûëêà ïåðåäàåòñÿ
â ñïèñîê óñëîâèé âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

5. Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ.

(a) Ââîä îáîçíà÷åíèé äëÿ ôóíêöèè è ìíîæåñòâà.

∀APQf (card(setz(P (z) = 0 & z − êîìïëåêñíîå & Q(z))) = card(roots(f, A)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëè "ïîñûëêà(. . .)" îïðåäåëÿþò îäíîâðåìåííûé
ââîä íîâûõ ïîñûëîê "λz(P (z), z − êîìïëåêñíîå & îäç(P (z))) = f" è
"setz(Q(z) & z−êîìïëåêñíîå) = A", ñîïðîâîæäàåìûõ êîììåíòàðèåì "îðè-
åíòàöèÿðàâåíñòâà". Çäåñü A, f - íîâûå ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííûå P, Qôóíê-
öèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(b) Îïðåäåëåíèå ãîäîãðàôà.

∀AQfg(f = λz(g(z), Q(z)) & A = setz(z − êîìïëåêñíîå & Re(z) < 0) →
ãîäîãðàô(f, A) = λt((Re(g(it)), Im(g(it))), t ∈ R))

∀AQfg(f = λz(g(z), Q(z)) & A = setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < Re(z)) →
ãîäîãðàô(f, A) = λt((Re(g(−it)), Im(g(−it))), t ∈ R))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöè-
èðóåò ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèè çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ "card(roots(f, A))". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííûå g,Q ôóíêöèîíàëüíûå. Âåùåñòâåííûå è
ìíèìûå ÷àñòè â âûâîäèìîì ðàâåíñòâå óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Îïðåäåëåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãîäîãðàôà ñ îñÿìè êîîðäèíàò (ñëó÷àé ìíî-
ãî÷ëåíà).

∀ABfgh(ãîäîãðàô(f, A) = λt((h(t), g(t)), t− ÷èñëî) &
òî÷íîñòü(êîðíèìí(h), 0.000000001) = B → âåðòèêïåðåñå÷(f, A,−∞) = B)

∀ABfgh(ãîäîãðàô(f, A) = λt((h(t), g(t)), t− ÷èñëî) &
òî÷íîñòü(êîðíèìí(g), 0.000000001) = B → ãîðèçïåðåñå÷(f, A,−∞) = B)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèè-
ðóåò ïîïûòêè èõ ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "card(roots(
f, A))" â óñëîâèè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëü "çíà÷åíèåìí" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ h ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, g ñ ìíîãî÷ëåíîì îò t, èìå-
þùèì êîíñòàíòíûå êîýôôèöèåíòû. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ìíîæåñòâà êîðíåé âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ çäåñü
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èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò ïðîäóêöèé "êîðíèìí". Óêàçàòåëü "îêðóãë" îïðåäåëÿåò
îêðóãëåíèå ýëåìåíòîâ B ñ òî÷íîñòüþ äî 9-ãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Óñòàíîâëåíèå îòñóòñòâèÿ êîðíåé íà ãðàíèöå îáëàñòè.

∀BCaf (ãîðèçïåðåñå÷(f, A,−∞) = {; λi(B(i), i ∈ {1, . . . , n})} &
âåðòèêïåðåñå÷(f, A,−∞) = {; λj(C(j), j ∈ {1, . . . ,m})} &
∀ij(i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m} → 0.00000001 < |B(i) − C(j)|) →
âíóòðêîðíè(f, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óêàçàòå-
ëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå" â
ïåðâûõ äâóõ àíòåöåäåíòàõ ñ íàáîðàìè. Ïåðåìåííûå B, C ôóíêöèîíàëüíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀BCaf (ãîðèçïåðåñå÷(f, A,−∞) = ∅ → âíóòðêîðíè(f, A))

∀BCaf (âåðòèêïåðåñå÷(f, A,−∞) = ∅ → âíóòðêîðíè(f, A))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(e) Ïîëÿðíûé óãîë ãîäîãðàôà â íà÷àëå êðèâîé.

∀Afpq(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) & deg(q) < deg(p) →
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A),−∞, (0 ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(p)(−1)deg(p),
èíà÷å π), 0))

∀Afpq(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) & deg(p) < deg(q) →
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A),−∞, (π/2 ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(q)(−1)deg(q),
èíà÷å π/2), 0))

Óòâåðæäåíèå "òåêâðàùåíèå(a, b, c, d)" îçíà÷àåò, ÷òî a - ïàðàìåòðè÷åñêè çà-
äàííàÿ êðèâàÿ (âåêòîð-ôóíêöèÿ), b - çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ýòîé êðèâîé, c -
ïîëÿðíûé óãîë äëÿ òî÷êè êðèâîé, îïðåäåëåííîé çíà÷åíèåì b (áîëüøå −π
è íå áîëüøå π), d - ïîëíîå èçìåíåíèå ïîëÿðíîãî óãëà ñ íà÷àëà êðèâîé äî
òî÷êè b.

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè
"çíà÷åíèåìí" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ p(t), q(t) ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò t,
èìåþùèìè êîíñòàíòíûå êîýôôèöèåíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Afpqr(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) & deg(p) = deg(q) &
r = arctg(ñòàðøêîýôô(q)/ñòàðøêîýôô(p)) →
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A),−∞, (r ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(p)(−1)deg(p),

èíà÷å (π + r ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(q)(−1)deg(q), èíà÷å r − π)), 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, âòîðîé è òðåòèé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëåè "çíà÷åíèåìí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(f) Ïåðåñå÷åíèå ãîäîãðàôà ñ îñüþ àáñöèññ.

∀ABCdfhmpquv(d = inf(B) & ∀x(x ∈ C → d < x) & ãîäîãðàô(f, A) =
λt((p(t), q(t)), t−÷èñëî) & m = p(d) → òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A), h, u, v)
& ãîðèçïåðåñå÷(f, A, h) = B & âåðòèêïåðåñå÷(f, A, h) = C ↔
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A), d, (0 ïðè 0 < m, èíà÷å π), v − u +
(0 ïðè 0 < m, èíà÷å πsgu)) & ãîðèçïåðåñå÷(f, A, d) = B \ {d} &
âåðòèêïåðåñå÷(f, A, d) = C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ãðóï-
ïå ïîñûëîê. Âûðàæåíèå B èìååò çàãîëîâîê "ïåðå÷åíü". Òðåòèé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèíô". Ðåçóëüòàò d ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòíîå
âûðàæåíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìâû÷", îïðåäåëÿþùèì ÷èñëåííîå çíà÷åíèå m ïðè ïîìî-
ùè âû÷èñëåíèé â ìàøèííîì ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Èñòèííîñòü
âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ïåðåñå÷åíèå ãîäîãðàôà ñ îñüþ îðäèíàò.

∀ABCdfhmpquv(d = inf(B) & ∀x(x ∈ C → d < x) & ãîäîãðàô(f, A) =
λt((p(t), q(t)), t−÷èñëî) & m = q(d) → òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A), h, u, v)
& ãîðèçïåðåñå÷(f, A, h) = C & âåðòèêïåðåñå÷(f, A, h) = B ↔
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A), d, (π/2 ïðè 0 < m, èíà÷å − π/2),
v + (π/2− u ïðè 0 < m, èíà÷å |u| − π/2)) & ãîðèçïåðåñå÷(f, A, d) =
C \ {d} & âåðòèêïåðåñå÷(f, A, d) = B \ {d})

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(h) Ïîëÿðíûé óãîë ãîäîãðàôà â êîíöå êðèâîé.

∀Afpq(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) &
ãîðèçïåðåñå÷(f, A, h) = ∅ & âåðòèêïåðåñå÷(f, A, h) = ∅ &
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A), h, u, v) & deg(p) < deg(q) →
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A),∞, (π/2 ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(q),
èíà÷å − π/2), v + (π/2− u ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(q), èíà÷å − π/2 + |u|)))

∀Afpq(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) &
ãîðèçïåðåñå÷(f, A, h) = ∅ & âåðòèêïåðåñå÷(f, A, h) = ∅ &
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A), h, u, v) & deg(q) < deg(p) →
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A),∞, (0 ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(p),
èíà÷å π), v − u + (0 ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(p), èíà÷å πsgu)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïÿòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óêàçàòåëè "çíà÷åíèåìí" îáåñïå÷èâàþò èäåíòèôèêàöèþ p(t), q(t) ñ ìíîãî-
÷ëåíàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Afpqr(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) & deg(p) = deg(q) &
r = arctg(ñòàðøêîýôô(q)/ñòàðøêîýôô(p)) & ãîðèçïåðåñå÷(f, A, h) = ∅ &
âåðòèêïåðåñå÷(f, A, h) = ∅ & òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A), h, u, v) →
òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A),∞, (r ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(p), èíà÷å
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(π + r ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(q), èíà÷å r − π)), v + r + (−u ïðè 0 <
ñòàðøêîýôô(p), èíà÷å (π− u ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(q), èíà÷å − π + |u|))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "çíà÷åíèåìí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(i) Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîðíåé â ïîëóïëîñêîñòè ïî âðàùåíèþ ãîäîãðàôà.

∀Afgknuv(f = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) & A = setz(z − êîìïëåêñíîå &
0 < Re(z)) & òåêâðàùåíèå(ãîäîãðàô(f, A),∞, u, v) & n = deg(g) &
k = v/(2π) & âíóòðêîðíè(f, A) → card(roots(f, A)) = k + n/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà è ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "äðîáü" ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà âî âòîðîì àíòåöåäåíòå. Óêàçàòåëü "çíà÷åíèåìí" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ g(z) ñ ìíîãî÷ëåíîì, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî - êîíñòàíòû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(j) Ñëó÷àé íàëè÷èÿ êîðíåé íà ãðàíèöå.

∀AFQfghpqrsuv(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) &
A = setz(z − êîìïëåêñíîå & Re(z) < 0) & f = λz(g(z), Q(z)) &
r = ÍÎÄ(p, q) & 1 ≤ deg(r) & r(−it) = h(t) & g(z) = s(z) &
÷àñòíîåìí(s, h, u, v) → card(roots(f, A)) = card(roots(F, A)))

∀AFQfghpqrsuv(ãîäîãðàô(f, A) = λt((p(t), q(t)), t− ÷èñëî) &
A = setz(z − êîìïëåêñíîå & 0 < Re(z)) & f = λz(g(z), Q(z)) &
r = ÍÎÄ(p, q) & 1 ≤ deg(r) & r(it) = h(t) & g(z) = s(z) &
÷àñòíîåìí(s, h, u, v) → card(roots(f, A)) = card(roots(F, A)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà "âíóòðêîðíè(f, A)".
Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. ×åòâåðòûé, øå-
ñòîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðà-
âàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì âû÷èñ-
ëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ "íîðìÍÎÄ". Ëåâàÿ
÷àñòü øåñòîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ëåâàÿ
÷àñòü ñåäüìîãî - îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "âåùòåðì" è "íîðì".
Ïÿòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âîñüìîé - ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ F , êîòîðóþ ñîïðî-
âîæäàåò íîâîé ïîñûëêîé "λz(u(z), z−êîìïëåêñíîå) = F". Çäåñü âûðàæåíèå
u(z) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êîìïëòåðì" è óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëè "çíà÷åíèåìí" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ
p, q, h, s êàê ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîíñòàíòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Íîðìàëèçàòîð âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ "íîðìêîìïëâû÷åò".

(a) Ïðîñòîé ïîëþñ.
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∀abcfg(ac + b = 0 & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), {a}) &
¬(c = 0) → res(λz(f(z)/((cz + b)g(z)), z − êîìïëåêñíîå), a) = f(a)/(cg(a)))

Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "ïëþñáåñê". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Çàìåíÿ-
þùåå âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Íåîñîáàÿ òî÷êà.

∀af (àíàëèòè÷åñêàÿ(f, {a}) → res(f, a) = 0)

Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "ïëþñáåñê". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abf (limz→a f(z) = b & b− êîìïëåêñíîå→
res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) = 0)

Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "ïëþñáåñê". Âûðàæåíèå f(z) ñîäåðæèò òîëü-
êî ñèìâîëû àðèôìåòè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ îïåðàöèé è êîìïëåêñíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏðå-
äåë". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(c) Êðàòíûé ïîëþñ.

∀abfg(a + b = 0 & àíàëèòè÷åñêàÿ(λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå), {a}) &
p = dn−1(f(a)/g(a))/dan−1 & ¬(f(a) = 0) → res(λz(f(z)/((z + b)ng(z)),
z − êîìïëåêñíîå), a) = p/(n− 1)!)

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, îòëè÷íîé îò
åäèíèöû. Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "ïëþñáåñê". Ïåðâûé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç
íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏëþñ", ïðàâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî
- íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëÏðîèçâîäíàÿ". Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöå-
äåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

∀abfgkn(a + b = 0 & Ïîëþñ(a, λz(f(z)/((z + b)ng(z)), z − êîìïëåêñíîå), k) &
p = limz→a dk−1(f(z)/(g(z)(z + b)n−k))/dzk−1 → res(λz(f(z)/((z + b)ng(z)),
z − êîìïëåêñíîå), a) = p/(k − 1)!)

Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "ïëþñáåñê". Ïåðåìåííûå k, n èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè, îòëè÷íûìè îò åäèíèöû. Ïåðâûé è òðåòèé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðîèçâîäíàÿ â íèõ
âû÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëÏðîèçâîäíàÿ", à ïðåäåë - íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî p íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êîìïëÏðîèçâîä-
íàÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀afk(Ïîëþñ(a, λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), k) & p = res(λz(f(z),
z − êîìïëåêñíîå), a) → res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) = p)
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Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "ïëþñáåñê". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âû÷åòâïîëþñå", êîòî-
ðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (Ïîëþñ k). Ýòîò íîðìàëèçàòîð áóäåò îïèñàí
íèæå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êîìïëâû÷åò".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(d) Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëÿ.

∀afghkp(g(z) = p(z) → res(λz(f(z)/(g(z)kh(z)), z − êîìïëåêñíîå), a) =
res(λz(f(z)/(p(z)kh(z)), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì íîðìàëèçàòîðîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè
"âèäÓìíîæåíèå", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íîðìêîìïëâû÷åò z).
Èñõîäíîå âûðàæåíèå g(z) èìååò çàãîëîâîê "Ïëþñ", íî íå èìååò âèäà "Az+
B", ãäå A, B íå ñîäåðæàò z. Ðåçóëüòàò p(z) íå èìååò çàãîëîâêà "Ïëþñ".
Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ðàçëîæåíèå â ðÿä.

∀abcdf (f(z) = b/(c(z + d)) → res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) = b/c)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ñíà÷à-
ëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëîðà", îáåñïå÷èâàþùèì ðàç-
ëîæåíèå f(z) â ñòåïåííîé ðÿä, à çàòåì - íîðìàëèçàòîðîì "èçâëå÷âû÷åò",
âûäåëÿþùèì â ñòåïåííîì ðÿäå ÷ëåí ñòåïåíè -1. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèî-
íàëüíàÿ. Âûðàæåíèå a îòëè÷íî îò "ïëþñáåñê". Âûðàæåíèÿ b, c, d íå ñîäåð-
æàò z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀a,f (f(z) = 0 → res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïîñëå îáðàáîòêè ëåâîé ÷àñòè àíòåöåäåíòà
âîçíèêàåò êîíñòàíòà 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀abcf (f(1/z) = g(z) & g(1/z) = b/(cz) → res(λz(f(z), z−êîìïëåêñíîå),∞) =
−(b/c))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî
èç íèõ ñíà÷àëà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, çàòåì - îáðàáàòû-
âàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ðÿäÒåéëîðà". Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà
ñíà÷àëà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, çàòåì - îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "èçâëå÷âû÷åò". Âûðàæåíèÿ b, c íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé
z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀fg(f(1/z) = g(z) & g(1/z) = 0 → res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå),∞) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Îïðåäåëåíèå âû÷åòà â áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êå ïóòåì ïðåäâàðèòåëüíî-
ãî âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ â êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷êàõ.

∀abfn(Îñîáûåòî÷êè(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = {; a} & l(a) = n &
b =

∑n
i=1 res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a(i)) →

res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå),∞) = −b)
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Àíòåöåäåíòû âûäåëåíÿ óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâî-
ãî èç íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "êîìïëîñîáûåòî÷êè". Ïðàâàÿ
÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â îáû÷íóþ ñóììó, ïðè÷åì
ñëàãàåìûå îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëâû÷åò". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(g) Âû÷åò ñóììû.

∀afg(res(λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå), a) =
res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) + res(λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì f(z) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåð-
âûì ñëàãàåìûì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀fghp(p(z) = (f(z) + g(z))h(z) → res(λz((f(z) + g(z))h(z),
z − êîìïëåêñíîå), a) = res(λz(p(z), z − êîìïëåêñíîå), a))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñîáîê "ñòàíäÏëþñ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Âû÷åò â áåñêîíå÷íîóäàëåííîé òî÷êå, åñëè îíà óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ.

∀abf (limz→∞ f(z) = a & a− êîìïëåêñíîå & b = limz→∞(a− f(z))z &
b− êîìïëåêñíîå→ res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå),∞) = b)

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç íèõ è ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë". Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷âû÷åò" âûäåëåíèÿ ÷ëåíà ðÿäà, èìåþùåãî ñòåïåíü -1.

Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ z),
óêàçûâàþùèé ïåðåìåííóþ ðàçëîæåíèÿ. Âñå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Âûäåëåíèå ÷ëåíà áåñêîíå÷íîé ñóììû.

∀abcpqs((ip + q = −1) = (i = s) & s− öåëîå & 0 ≤ s−m →∑∞
i=m a(i)(z + c)ip+q/b(i) = a(s)/(b(s)(z + c)))

∀abcpqs((ip + q = 1) = (i = s) & s− öåëîå & 0 ≤ s−m →∑∞
i=m a(i)/(b(i)(z + c)ip+q) = a(s)/(b(s)(z + c)))

Ïåðåìåííûå p, q èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðå-
øàåòñÿ îòíîñèòåëüíî i çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

∀abcpqs((ip + q = 1) = (i = s) & (¬(s − öåëîå) ∨ & 0 < m − s) →∑∞
i=m a(i)/(b(i)(z + c)ip+q) = 0

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(b) Êîíå÷íàÿ ñóììà.

∀abcd(a = c & b = d → a + b = c + d)

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îá-
ðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "èçâëå÷âû÷åò". Õîòÿ áû îäèí èç ðåçóëüòà-
òîâ îòëè÷åí îò èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ. Çàìåíÿþùàÿ ñóììà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÏëþñ".

(c) Êîíñòàíòà.

∀a(a = 0)

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé z è íå èìååò çàãîëîâêà "ïëþñ".

(d) Îäíî÷ëåí.

∀abn(0 < n → a(z + b)n = 0)

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò z. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì.

∀abn(¬(n + 1 = 0) → a(z + b)n = 0)

∀abcn(0 < n → a(z + c)n/b = 0)

∀abcn(¬(n + 1 = 0) → a(z + c)n/b = 0)

∀abcn(¬(n− 1 = 0) → a/(b(z + c)n) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Ìèíóñ.

∀ab(a = b → −a = −b)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è ðåàëèçóåò ðåêóðñèâ-
íîå îáðàùåíèå.

8. Íîðìàëèçàòîð îïðåäåëåíèÿ âû÷åòà â ïîëþñå èëè óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå "âû-
÷åòâïîëþñå".

Ïðè îáðàùåíèè ê íîðìàëèçàòîðó åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (Ïîëþñ k), ãäå
k - êðàòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé îñîáîé òî÷êè a êàê ïîëþñà.

(a) Óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

∀af (res(f, a) = 0)

Êðàòíîñòü ïîëþñà k ðàâíà 0. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïðîñòîé ïîëþñ.

∀af (res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) = limz→a f(z)(z − a))

Êðàòíîñòü ïîëþñà k ðàâíà 1. Çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìÏðåäåë", ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà "Ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Êðàòíûé ïîëþñ.

∀abcfgkm(k = m− 1 & ac + b = 0 & ¬(g(a) = 0) & ¬(c = 0) →
res(λz(f(z)/((cz + b)ng(z)), z − êîìïëåêñíîå), a) =
1/(k!cn)(dk(f(a)/g(a))/dak))

Êðàòíîñòü ïîëþñà k îòëè÷íà îò 0 è 1 è âûðàæåíà äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ñëåäóþ-
ùèå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðîèçâîäíàÿ âû-
÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëÏðîèçâîäíàÿ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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∀afk(k = b− 1 → res(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå), a) =
1/k! limz→a dk(f(z)(z − a)b)/dzk)

Êðàòíîñòü ïîëþñà - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò 0 è 1. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðåäåë âû÷èñëÿåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðìÏðåäåë", ïðîèçâîäíàÿ - íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêîìïëÏðîèçâîä-
íàÿ". Ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "Ïðåäåë". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(d) Óñëîâíîå âûðàæåíèå äëÿ êðàòíîñòè ïîëþñà.

∀Aabknpq(res(f, a) = p & b = a & res(f, b) = q & t = (k ïðè A, èíà÷å m) →
res(f, a) = (p ïðè A, èíà÷å q))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êðàòíîñòü ïîëþñà
îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì t. Ëåâûå ÷àñòè ïåðâîãî è òðåòüåãî àí-
òåöåäåíòîâ ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ, ïðè÷åì êîììåíòàðèé (Ïî-
ëþñ t) çàìåíÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà (Ïîëþñ k) è (Ïîëþñ m), à ê ïîñûë-
êàì äîáàâëÿþòñÿ A ëèáî ¬(A). Ïåðåìåííàÿ b ââåäåíà, ÷òîáû êîìïèëÿòîð
ñóìåë ðàçëè÷èòü äâà ïîäñëó÷àÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìïðåîáðëàïëàñà".

∀fg(ïðåîáðëàïëàñà(f) = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) →
ïðåîáðëàïëàñà(f) = λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå f èìååò çàãîëîâîê "îòîá-
ðàæåíèå". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà "íîðì-
ïðåîáðëàïëàñà", êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå. Ïåðåìåííàÿ g ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìîáðïðåîáðëàïëàñà".

∀fg(îáðïðåîáðëàïëàñà(f) = λx(g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x) →
îáðïðåîáðëàïëàñà(f) = λx(g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-
ïëàñà èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìîáðïðåîáðëàïëàñà".

3. Íîðìàëèçàòîð "íîðìïðåîáðëàïëàñà".

(a) Íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå èçîáðàæåíèÿ.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïåðå÷èñëÿåìûõ íèæå ïðèåìîâ ðàâåí 1.

i. Êîíñòàíòà.
∀c(ïðåîáðëàïëàñà(λx(c, x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(c/z, z − êîìïëåêñíîå))

ii. Ñèãíóì.
∀c(ïðåîáðëàïëàñà(λx(Sg(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(1/z, z − êîìïëåêñíîå))

iii. Íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü.
∀n(ïðåîáðëàïëàñà(λx(x

n, x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(n!/zn+1, z − êîìïëåêñíîå))
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Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áûòü ìî-
æåò, ðàâíîé åäèíèöå. Â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ïðèåìàõ ðàçäåëà èñïîëü-
çóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".

iv. Ýêñïîíåíòà.
∀abc(c− ÷èñëî & 0 < c & ¬(c− 1 = 0) →
ïðåîáðëàïëàñà(λx(c

ax/b, x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(b/(bz − a ln c), z − êîìïëåêñíîå))
Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

v. Ñèíóñ.
∀ab(ïðåîáðëàïëàñà(λx(sin(ax/b), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(ab/(b2z2 + a2), z − êîìïëåêñíîå))

vi. Êîñèíóñ.
∀ab(ïðåîáðëàïëàñà(λx(cos(ax/b), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(b

2z/(b2z2 + a2), z − êîìïëåêñíîå))

vii. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ.
∀ab(ïðåîáðëàïëàñà(λx(sh(ax/b), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(ab/(b2z2 − a2), z − êîìïëåêñíîå))

viii. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.
∀ab(ïðåîáðëàïëàñà(λx(ch(ax/b), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(b

2z/(b2z2 − a2), z − êîìïëåêñíîå))

(b) Ìèíóñ.

∀afg(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) →
ïðåîáðëàïëàñà(λx(−f(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(−g(z), z − êîìïëåêñíîå))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîì-
ïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ñóììà.

∀fgpq(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(p(z), z − êîìïëåêñíîå) & ïðåîáðëàïëàñà(λx(g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λu(q(u), u− êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x) + g(x), x− ÷èñëî &
0 ≤ x)) = λz(p(z) + q(z), z − êîìïëåêñíîå))

Óêàçàòåëü "îïåðàíä" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f(x) ñ îòäåëüíûì ñëà-
ãàåìûì. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò
ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó.

∀cdfgp(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(p(z), z − êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(cf(x)/(dg(x)), x− ÷èñëî &
0 ≤ x)) = λz(cp(z)/d, z − êîìïëåêñíîå))

∀cdfp(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(p(z), z − êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(cf(x)/d, x− ÷èñëî &
0 ≤ x)) = λz(cp(z)/d, z − êîìïëåêñíîå))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.
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(e) Óìíîæåíèå íà ýêñïîíåíòó.

∀abfgp(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(p(z), z − êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(exp(ax/b)f(x)/g(x),
x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) = λz(p(z − a/b), z − êîìïëåêñíîå))

∀abfgp(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(p(z), z − êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/(exp(ax/b)g(x)),
x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) = λz(p(z + a/b), z − êîìïëåêñíîå))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Çàïàçäûâàíèå.

∀afg(a ≤ 0 & ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x− a), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)Sg(x + a),
x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) = λz(exp(az)g(z), z − êîìïëåêñíîå))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Óìíîæåíèå íà ñòåïåííóþ ôóíêöèþ.

∀fgn(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(x

nf(x),
x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) = λz((−1)ndng(z)/dzn, z − êîìïëåêñíîå))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò
ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Äåëåíèå íà ñòåïåííóþ ôóíêöèþ.

∀fghn(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/xn−1, x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) &

∫∞
u

g(y)dy = h(u) →
ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/xn, x−÷èñëî & 0 ≤ x)) = λz(h(z), z−êîìïëåêñíîå))

Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé èç íèõ ðåà-
ëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà-
÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(i) Ïåðåíåñåíèå ýêñïîíåíòû â ÷èñëèòåëü.

∀abfg(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/(exp(ax/b)g(x)), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(exp(−(ax/b))f(x)/g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Óìíîæåíèå íà ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ.

∀fg(ïðåîáðëàïëàñà(λx(ch(f(x))g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx((exp(f(x))g(x)+exp(−f(x))g(x))/2, x−÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀fg(ïðåîáðëàïëàñà(λx(sh(f(x))g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx((exp(f(x))g(x)− exp(−f(x))g(x))/2, x−÷èñëî & 0 ≤ x)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(k) Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììû.

∀fgn(ïðåîáðëàïëàñà(λx((sin f(x))ng(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx((sin f(x))ng(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀fgn(ïðåîáðëàïëàñà(λx((cos f(x))ng(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx((cos f(x))ng(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀fgh(ïðåîáðëàïëàñà(λx(sin f(x) sin g(x)h(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(sin f(x) sin g(x)h(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀fgh(ïðåîáðëàïëàñà(λx(sin f(x) cos g(x)h(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(sin f(x) cos g(x)h(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀fgh(ïðåîáðëàïëàñà(λx(cos f(x) cos g(x)h(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(cos f(x) cos g(x)h(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

Âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "Ñòàíäïëþñ", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé
"âèäóìíîæåíèå", àêòèâèðóþùèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïå-
ðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, áîëüøåé åäèíè-
öû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(l) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀fghn(ïðåîáðëàïëàñà(λx((f(x) + g(x))nh(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx((f(x) + g(x))nh(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî,
ðàâíîé åäèíèöå. Â îñòàëüíîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(m) Ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ñóììû.

∀af (ïðåîáðëàïëàñà(λx(sin(f(x) + a), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(sin f(x) cos a + cos f(x) sin a, x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀af (ïðåîáðëàïëàñà(λx(cos(f(x) + a), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(cos f(x) cos a + sin f(x) sin a, x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(n) Óñëîâíîå âûðàæåíèå.

∀fg(ïðåîáðëàïëàñà(λx((f(x) ïðè x < a, èíà÷å g(x)), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x) + (g(x)− f(x))Sg(x− a), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀fg(ïðåîáðëàïëàñà(λx((g(x) ïðè a < x, èíà÷å f(x)), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x) + (g(x)− f(x))Sg(x− a), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(o) Âûäåëåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ ýêñïîíåíòû.

∀afgh(ïðåîáðëàïëàñà(λx(exp(h(x) + a)f(x)/g(x), x − ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(exp a exp(h(x))f(x)/g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

∀afgh(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/(exp(h(x) + a)g(x)), x − ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x)/(exp a exp(h(x))g(x)), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(p) Èíòåãðèðîâàíèå.

∀fgn(ïðåîáðëàïëàñà(λx(f(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) =
λz(g(z), z − êîìïëåêñíîå) → ïðåîáðëàïëàñà(λx(

∫ x

0
f(y)dy, x− ÷èñëî &

0 ≤ x)) = λz(g(z)/z, z − êîìïëåêñíîå))

Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îá-
ðàùåíèå. Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "êîìïëåêñíîå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

4. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîáðïðåîáðëàïëàñà".

(a) Íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå îðèãèíàëà.

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ýòîãî ðàçäåëà, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâ-
íîå, ðàâåí 1.

i. Óñìîòðåíèå êîíñòàíòû.

∀a(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/z, z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(a, x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

ii. Óñìîòðåíèå ýêñïîíåíòû.

∀ab(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/(z + b), z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(a exp(−bx), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

iii. Åäèíèöà, äåëåííàÿ íà íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü ïåðåìåííîé, áîëüøóþ åäè-
íèöû.

∀abn(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/(z + b)n, z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(axn−1 exp(−bx)/(n− 1)!, x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".

iv. Åäèíèöà, äåëåííàÿ íà êâàäðàòíûé äâó÷ëåí.

∀ab(0 < b & b− ÷èñëî→ îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/(z2 + b),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a sin(

√
bx)/

√
b, x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

∀ab(b < 0 & b− ÷èñëî→ îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/(z2 + b),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a sh(

√
−bx)/

√
−b, x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

v. Ïåðåìåííàÿ, äåëåííàÿ íà êâàäðàòíûé äâó÷ëåí.

∀ab(0 < b & b− ÷èñëî→ îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(az/(z2 + b),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a cos(

√
bx), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

∀ab(b < 0 & b− ÷èñëî→ îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(az/(z2 + b),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a ch(

√
−bx), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

vi. Åäèíèöà, äåëåííàÿ íà êâàäðàò êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà.

∀ab(b− ÷èñëî & 0 < b → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/(z2 + b)2,
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a(sin(

√
bx)−

√
bx cos(

√
bx))/(2b

√
b),

x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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vii. Ïåðåìåííàÿ, äåëåííàÿ íà êâàäðàò êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà.

∀ab(b− ÷èñëî & 0 < b → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(az/(z2 + b)2,
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a sin(

√
bx)/(2

√
b), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
viii. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, äåëåííàÿ íà êâàäðàò êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà.

∀ab(b− ÷èñëî & 0 < b → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(az2/(z2 + b)2,
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a(sin(

√
bx) +

√
bx cos(

√
bx))/(2

√
b),

x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
ix. Åäèíèöà, äåëåííàÿ íà äâó÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.

∀ab(b− ÷èñëî & 0 < b → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/(z4 + b),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(a(sin( 4

√
b/4x) ch( 4

√
b/4x)−

cos( 4
√

b/4x) sh( 4
√

b/4x))(
√

2b3/4), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ñóììà.

∀fguv(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) = λx(u(x), x− ÷èñëî &
0 ≤ x) & îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(g(z), z−êîìïëåêñíîå)) = λx(v(x), x−÷èñëî&
0 ≤ x) → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z) + g(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(u(x) + v(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óêàçàòåëü "îïåðàíä".
îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f(z) ñ îòäåëüíûì ñëàãàåìûì, à g(z) - ñ îñòà-
òî÷íîé ñóììîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó.
∀abfgu(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z)/g(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(u(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x) → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(af(z)/(bg(z)),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(au(x)/b, x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

∀abfu(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(u(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x) → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(af(z)/b,
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(au(x)/b, x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæå-
íèé a, b íå òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Óäàëåíèå ìèíóñà â çíàìåíàòåëå ïåðåä íåêîíñòàíòíûì ÷ëåíîì.
∀abf (îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(a/(b− f(z)), z − êîìïëåêñíîå)) =
îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(−a/(f(z)− b), z − êîìïëåêñíîå)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ñìåùåíèå.
∀afg(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x) → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z + a),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(g(x)exp(−ax), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè ïðåîáðàçóåìîãî
âûðàæåíèÿ ñóììû z+a. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè øàáëîíà f(. . .) äàëåå èñïîëü-
çóåòñÿ óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(f z ôèêñ)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.
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(f) Çàïàçäûâàíèå.

∀afgh(a− ÷èñëî & a ≤ 0 & îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z)/h(z),
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x) →
îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(exp(az)f(z)/h(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(g(x + a)Sg(x + a), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðå-
òèé - ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

∀fghp(g(z) = h(z) & f(z)/h(z) = p → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z)/g(z),
z − êîìïëåêñíîå)) = îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(p, z − êîìïëåêñíîå)))

Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî f(z) è g(z) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó ìíîãî÷ëåíîâ îò z, ïðè-
÷åì ëèáî ñòåïåíü âòîðîãî áîëüøå åäèíèöû, ëèáî ñòåïåíü ïåðâîãî áîëü-
øå ñòåïåíè âòîðîãî. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç íèõ ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðàìè "âåùòåðì" (ïåðåõîä ê âåùåñòâåííûì âåðñèÿì îïåðàöèé), "íîðì"
(îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ) è "âèäóìíîæåíèå" (ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò h(z) íå èìååò ñîìíîæèòåëåé, îñíîâàíèå ñòå-
ïåíè êîòîðûõ - ìíîãî÷ëåí îò z ñòåïåíè áîëüøå 2. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî
àíòåöåäåíòà ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ïðîñòåé-
øèåäðîáè" (ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé), "êîìïë-
òåðì" (ïåðåõîä ê êîìïëåêñíûì âåðñèÿì îïåðàöèé) è "íîðì". Ïðåäâàðè-
òåëüíî âûðàæåíèå f(z) îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "âåùòåðì". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Ïðåîáðàçîâàíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà â êâàäðàòíûé äâó÷ëåí.

∀abcfgk(¬(a = 0) & îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z − b/(2a))/(az2 + c− b2/(4a))k,
z − êîìïëåêñíîå)) = λx(g(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x) →
îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z)/(az2 + bz + c)k, z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(g(x) exp(−bx/(2a)), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - ðå-
àëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ñ ñóììîé â ÷èñëèòåëå ê âèäó ñóììû äðîáåé.

∀fgh(îáðïðåîáðëàïëàñà(λz((f(z) + g(z))/h(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z)/h(z) + g(z)/h(z), z − êîìïëåêñíîå)))

Âûðàæåíèå f(z) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì ñëàãàåìûì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(j) Èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä.

∀abfghkmn(f(z) = a
∑∞

i=k g(i)/(h(i)zmi+n)/b →
îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z), z − êîìïëåêñíîå)) =
λx(

∑∞
i=k ag(i)xmi+n−1/(bh(i)(mi + n− 1)!), x− ÷èñëî & 0 ≤ x))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü (ðÿäòåéëîðà z ïëþ-
ñáåñê). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(k) Âûíåñåíèå êîýôôèöèåíòà.

∀abfmn(¬(a = 0) → îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z)/(azm+b)n, z−êîìïëåêñíîå)) =
îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(f(z)/(an(zm + b/a)n), z − êîìïëåêñíîå)))
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.



Ãëàâà 5

Ïðèåìû ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ ïîêà èñïîëüçîâàëèñü çàäà÷è èç ïåðâûõ ïÿòè ãëàâ ñáîðíèêà
"Å.Ñ.Âåíòöåëü, Ë.À.Îâ÷àðîâ. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé". Òåî-
ðåòè÷åñêèå çàäà÷è íå ðàññìàòðèâàëèñü.

5.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì
â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

5.1.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ âåðîÿòíîñòÿìè

Óòâåðæäåíèå "âåðïðîñòðàíñòâî(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Óòâåðæäåíèå "ñîáûòèå(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñîáûòèå â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå b.

Âûðàæåíèå "ýëåìñîáûòèÿ(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà a.

Âûðàæåíèå "ñîáûòèÿ(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ñîáûòèé âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà a.

Âûðàæåíèå "âåðîÿòíîñòü(a, b)" îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ a â âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "óñëâåðîÿòí(a, b, c)" îáîçíà÷àåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ a ïðè íà-
ëè÷èè ñîáûòèÿ b â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå c.

Óòâåðæäåíèå "íåçàâñîáûòèÿ(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ ñåìåéñòâà a â âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå b ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Óòâåðæäåíèå "óñëíåçàâèñ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå èç ñîáûòèé ñåìåéñòâà a ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäñîáûòèåì ñîáûòèÿ b, ïðè÷åì ñîáûòèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà â ñóæåíèè âåðîÿò-
íîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà c íà ñîáûòèå b ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Óòâåðæäåíèå "íåçàâñåðèÿ(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñåìåéñòâî F ñåìåéñòâ F (i) ñîáû-
òèé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà b, èìåþùèõ îäíó è òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D.
Äëÿ êàæäîãî d èç D ýòî ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåò ãðóïïó ñîáûòèé F (i)(d), ïðè÷åì ëþáûå
ñîáûòèÿ Aj, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
îïåðàöèé èç ñîáûòèé îäíîé è òîé æå ãðóïïû, íî äëÿ ðàçíûõ Aj èõ ãðóïïû ðàçëè÷-
íû, - íåçàâèñèìû.
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Óòâåðæäåíèå "óñëíåçàâñåðèÿ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñåìåéñòâî F ñåìåéñòâ F (i)
ñîáûòèé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà c, èìåþùèõ îäíó è òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
D. Äëÿ êàæäîãî d èç D ýòî ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåò ãðóïïó ñîáûòèé F (i)(d), ïðè÷åì
ëþáûå äâà ñîáûòèÿ, ïîñòðîåííûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè èç ñîáû-
òèé äâóõ òàêèõ ðàçëè÷íûõ ãðóïï, óñëîâíî íåçàâèñèìû îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ b.

Óòâåðæäåíèå "íåçàâãðóïïû(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñåìåéñòâî ñåìåéñòâ ñîáûòèé
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà b, ïðè÷åì ñîáûòèÿ, ïîëó÷åííûå èç ñîáûòòèé ðàçëè÷íûõ
ñåìåéñòâ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè, íåçàâèñèìû.

Óòâåðæäåíèå "îòíîñèòíåçàâèñ(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a è b ñóòü äâà ñåìåéñòâà ñîáûòèé
âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà c, ïðè÷åì ëþáûå äâà ñîáûòèÿ ñåìåéñòâà a íåçàâèñèìû
â ñóæåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà c íà ëþáóþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ êîì-
áèíàöèþ ñîáûòèé ñåìåéñòâà b.

Âûðàæåíèå "âåðñî÷åòàíèÿ(a, b, c)" îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïîëíå-
íèÿ ðîâíî c íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé èç ñïèñêà, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ñïèñêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
÷èñëó n - âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ n íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðî-
èñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ b.

Óòâåðæäåíèå "íåñîâìåñòíû(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ñîáûòèÿ ñå-
ìåéñòâà a ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "ðàâíîâåð(a)" îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå a èç ñîãëàøåíèÿ î ðàâíîâåðîÿòíîñòè åãî ýëåìåíòîâ (ñîáûòèÿ-
ìè ñëóæàò âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà a), ëèáî âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå íà ìíîæåñòâå a áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëå-
ìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èç ñîãëàøåíèÿ î ðàâíîâåðîÿòíîñòè äëÿ êàæäîãî íàòó-
ðàëüíîãî n åãî ñîáûòèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ôèêñàöèè ïåðâûõ n ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

Âûðàæåíèå "âåðïðîèçâ(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ
ïðîñòðàíñòâ a1, . . . , an.

5.1.2 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè

Óòâåðæäåíèå "ñëó÷âåëè÷èíà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà b.

Óòâåðæäåíèå "äèñêðâåëè÷èíà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Óòâåðæäåíèå "íåïðâåëè÷èíà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Óòâåðæäåíèå "íåçàâñëó÷âåë(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñåìåéñòâà a â
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Âûðàæåíèå "ôóíêðàñïðåä(a, b)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû a, çàäàííîé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "ðÿäðàñïðåä(a, b)" îáîçíà÷àåò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû a â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b (ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå
çíà÷åíèé âåëè÷èíû a è ïðèíèìàþùóþ â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðîÿòíîñòè).
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Âûðàæåíèå "ïëîòíðàñïðåä(a, b)" îáîçíà÷àåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû a íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "ìîäà(a, b)" îáîçíà÷àåò ìîäó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû a, çàäàííîé íà âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b, ò.å. òî÷êó, â êîòîðîé åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà.

Âûðàæåíèå "ìàòîæèäàíèå(a, b)" îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû a, îïðåäåëåííîé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "öåíòðèðîâàíèå(a, b)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò öåíòðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû a, îïðåäåëåííîé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "äèñïåðñèÿ(a, b)" îáîçíà÷àåò äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû a, îïðåäå-
ëåííîé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "ñðåäêâàäðîòêë(a, b)" îáîçíà÷àåò ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû a, îïðåäåëåííîé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "íà÷ìîìåíò(a, b, c)" îáîçíà÷àåò íà÷àëüíûé ìîìåíò b - ãî ïîðÿäêà ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû a, îïðåäåëåííûé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå c.

Âûðàæåíèå "öåíòðìîìåíò(a, b, c)" îáîçíà÷àåò öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà b ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû a, îïðåäåëåííîé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå c.

Óòâåðæäåíèå "Ïóàññîí(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà a â âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå b ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì c.

Óòâåðæäåíèå "ïîêàçàòçàêîí(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà a â âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b ðàñïðåäåëåíà ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì c.

Óòâåðæäåíèå "íîðìðàñïðåä(a, b, c, d)" îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà a â âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì c è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì d.

Âûðàæåíèå "Íîðìðàñïðåä(a)" îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå â òî÷êå a íîðìàëüíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 0 è ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëî-
íåíèÿ 1.

Âûðàæåíèå "îáðíîðìðàñïðåä(a)" îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå â òî÷êå a ôóíêöèè, îáðàòíîé
ê íîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 0 è ñðåäíåãî
êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ 1.

Óòâåðæäåíèå "ñëó÷ïîòîê(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñëó÷àéíûé ïîòîê, ðàññìàòðèâà-
åìûé êàê ñåìåéñòâî ñîáûòèé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå b, ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî
â çàäàííûé ìîìåíò íàñòóïàåò ñîáûòèå ïîòîêà, ëèáî êàê ñåìåéñòâî ñîáûòèé â âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî â çàäàííîì ìåñòå ÷èñëîâîé ïðÿìîé
ðàñïîëîæåíà òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.

Âûðàæåíèå "÷èñëîñîáûòèé(a, b)" îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó ñî-
áûòèé ñëó÷àéíîãî ïîòîêà a, ïðîèçîøåäøèõ íà ìíîæåñòâå ìîìåíòîâ âðåìåíè b.

Óòâåðæäåíèå "ïðîñòåéøèéïîòîê(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àéíûé
ïîòîê, õàðàêòåðèçóåìûé ïàðàìåòðîì b.

Óòâåðæäåíèå "ñëó÷ïîëå(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñëó÷àéíîå ïîëå, ðàññìàòðèâàå-
ìîå êàê ñåìåéñòâî ñîáûòèé â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå c, ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî â
çàäàííîì ìåñòå ïëîñêîñòè (ïðè b = 2) ëèáî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðè b = 3)
ðàñïîëàãàåòñÿ òî÷êà ïîëÿ.
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Âûðàæåíèå "÷èñëîòî÷åê(a, b)" îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó òî÷åê
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ a, ïîïàäàþùèõ â ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè ëèáî òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà b.

Óòâåðæäåíèå "ðàâíîìåðíîåïîëå(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ðàâíîìåðíîå ñëó÷àéíîå
ïîëå ñ ïëîòíîñòüþ b.

Óòâåðæäåíèå "íåçàâñîáûòèå(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñëó÷àéíûé ïîòîê ëèáî ñëó÷àé-
íîå ïîëå â íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå; b - ñîáûòèå â ýòîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå, íåçàâèñèìîå îò ëþáîãî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ÷èñëî òî÷åê
ïîòîêà ëèáî ïîëÿ, ïîïàäàþùèõ íà äàííûé ïðîìåæóòîê (â äàííóþ îáëàñòü), ðàâíî
äàííîé âåëè÷èíå.

Âûðàæåíèå "äëèíàïàóçû(a)" îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ïàóçå ìåæ-
äó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñîáûòèÿìè â ñëó÷àéíîì ïîòîêå a ëèáî ðàññòîÿíèþ îò
òî÷êè äî áëèæàéøåé ê íåé â ñëó÷àéíîì ïîëå.

5.2 Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòåé
Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

∀ABa(a = card(B) & ¬(a = 0) → âåðîÿòíîñòü(A, ðàâíîâåð(B)) = card(A)/a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âòîðîé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâíû 2 è 3.

Âåðîÿòíîñòü ïóñòîãî ñîáûòèÿ

∀A(âåðîÿòíîñòü(∅, A) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïîëíîå ñîáûòèå

∀A(âåðîÿòíîñòü(A, ðàâíîâåð(A)) = 1)

∀A(âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(A), A) = 1)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀AB(B = ýëåìñîáûòèÿ(A) → âåðîÿòíîñòü(B, A) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíè-
åì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâà ïåðåñòàíîâîê

∀ABP (B ⊆ A → âåðîÿòíîñòü(setf (ïåðåñòàíîâêà(f, A) & f −ôóíêöèÿ &
P (âûáîðêà(f, B))), ðàâíîâåð(setf (ïåðåñòàíîâêà(f, A)))) =
âåðîÿòíîñòü(setf (ïåðåñòàíîâêà(f, B) & f −ôóíêöèÿ & P (f)),
ðàâíîâåð(setf (ïåðåñòàíîâêà(f, B)))))
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Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå "âûáîðêà(f, B)" îáîçíà÷àåò íàáîð, ïîëó÷åííûé èç íàáîðà
f îòáðàñûâàíèåì âñåõ ðàçðÿäîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó B. Ïðèåì èìååò çà-
ãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ â çàìåíÿåìîì âûðàæåíèè ïîäòåðìà "âûáîðêà(f, B)". Ïîñëå
ýòîãî øàáëîí äëÿ P (. . .) îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàòåëåì "íîâàðãóìåíò(P ,
f , èçâëå÷ôóíê)". Íîðìàëèçàòîð "èçâëå÷ôóíê" îðèåíòèðîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèå òåð-
ìîâ ñ çàãîëîâêàìè "çíà÷åíèå", "îáðàç", "ïðîîáðàç" ê âèäó, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ
çàäàííûé ïîäòåðì. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïîäòåðì "âûáîðêà(f, B)". Àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê ïðîñòðàíñòâó íàáîðîâ

∀Afn(âåðîÿòíîñòü(setx(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, A) & f(ñóæåíèå(x, {1, . . . , n}))),
ðàâíîâåð(sety(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(y, A)))) = âåðîÿòíîñòü(setx(êîðòåæ(x, n,A)
& f(x)), ðàâíîâåð(setx(êîðòåæ(x, n,A)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôè-
êàöèþ ïîä ïåðâûì îïèñàòåëåì "êëàññ" ïîäâûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(x, n)". Ïåðåìåííàÿ
f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Øàáëîí f(. . .) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè óêàçàòåëÿ "íîâàðãó-
ìåíò(f , x, èçâëñóæåíèå)". Íîðìàëèçàòîð "èçâëñóæåíèå" îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå
òåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "îáðàç", "çíà÷åíèå" ê âèäó, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò çàäàííûé
òåðì "ñóæåíèå(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç êîíòåêñòà

∀ABp(âåðîÿòíîñòü(A, B) = p → âåðîÿòíîñòü(A, B) = p)

∀ABCp(óñëâåðîÿòí(A, B, C) = p → óñëâåðîÿòí(A, B, C) = p)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
ïðè÷åì ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæå-
íèå p íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

Óñìîòðåíèå âåðîÿòíîñòè èç êâàíòîðíîé ïîñûëêè

∀ABCPQpt(∀x(C(x) → âåðîÿòíîñòü(A(x), B(x)) = p(x)) & (A(t), B(t)) = (P, Q) &
C(t) → âåðîÿòíîñòü(P, Q) = p(t))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì äîïóñ-
êàåòñÿ êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà x ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Ïåðåìåííûå A, B, C, p ôóíê-
öèîíàëüíûå. Ïîäâûðàæåíèå p(t) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âåðîÿòíîñòü". Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñòèííîñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà
óñìàòðèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "î÷åâèäíî", îáðàùàþùåãîñÿ ê íåîáõîäèìûì
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDPQRpt(∀x(D(x) → óñëâåðîÿòí(A(x), B(x), C(x)) = p(x)) &
(A(t), B(t), C(t)) = (P, Q,R) & D(t) → óñëâåðîÿòí(P, Q,R) = p(t))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïîäâûðàæåíèå p(t) íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "âåðîÿòíîñòü"
è "óñëâåðîÿòí".
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∀ABCjn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → óñëâåðîÿòí(A(i), C(i), B) = p(i)) & j ∈ {1, . . . , n} →
óñëâåðîÿòí(A(j), C(j), B) = p(j))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îïðåäåëÿåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(A(j), B)". Ïåðåìåííûå
p, C - ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A - îáû÷íàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîäâûðàæåíèå
p(i) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "óñëâåðîÿòí". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ñâÿçàíî âíåø-
íèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîáûòèé â ïðîèçâåäåíèè âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ

∀ABCD(âåðîÿòíîñòü(A×B, C ×D) = âåðîÿòíîñòü(A, C)âåðîÿòíîñòü(B, D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìâåðîÿòíîñòü"

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "âå-
ðîÿòíîñòü" è íå âõîäèò â âûðàæåíèå b. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè
èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âåðîÿòíîñòü ïóñòîãî ñîáûòèÿ.

∀A(âåðîÿòíîñòü(∅, A) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà.

∀ABPmn(∀ij(P (i, j) → âåðîÿòíîñòü(A(i, j), B) = p(i, j)) & P (m, n) →
âåðîÿòíîñòü(A(m, n), B) = p(m, n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííûå P, p ôóíêöèî-
íàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A îáû÷íàÿ. Èñòèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "î÷åâèäíî", îáðàùàþùåãîñÿ ê íåîáõîäèìîìó ïðî-
âåðî÷íîìó îïåðàòîðó. Âûðàæåíèå p(i, j) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âåðîÿòíîñòü".
Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöè "íîðìýëåìñîáûòèÿ"

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà ðàâåí 1.

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "ýëåì-
ñîáûòèÿ" è íå âõîäèò â âûðàæåíèå b. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåí-
òèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ.
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2. Ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

∀AB(ýëåìñîáûòèÿ(A×B) = ýëåìñîáûòèÿ(A)× ýëåìñîáûòèÿ(B))

3. Ïðîñòðàíñòâî ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé.

∀A(ýëåìñîáûòèÿ(ðàâíîâåð(A)) = A)

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìâåðïðîñòðàíñòâî"

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ îïåðàòîðà ðàâåí 1.

1. Ïðîñòðàíñòâî ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé.

∀A(A− set→ âåðïðîñòðàíñòâî(ðàâíîâåð(A)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

2. Ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

∀AB(âåðïðîñòðàíñòâî(A) & âåðïðîñòðàíñòâî(B) → âåðïðîñòðàíñòâî(A×B))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

5.3 Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé

∀ABC(âåðîÿòíîñòü(A ∪B, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C) + âåðîÿòíîñòü(B, C)−
âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëèáî îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "íåñîâìåñò-
íû(. . .)", ëèáî èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "âåðîÿòíîñòü(P, C) = Q, ãäå P è A∪B çàâèñÿò
îò îáùåé ïåðåìåííîé, ëèáî íåò òàêîé ïîñûëêè âèäà "óñëâåðîÿòí(P, R,C) = Q", ÷òî
P è A ∪B çàâèñÿò îò îáùåé ïåðåìåííîé. A - ñàìûé êîðîòêèé îïåðàíä îáúåäèíåíèÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ
íà óðîâíå 6. Ó íåå ïðèâåäåííîå âûøå îãðàíè÷åíèå íà ïîñûëêè çàäà÷è îòáðîøåíî.

∀ABCD(óñëâåðîÿòí(A ∪B, C, D) = óñëâåðîÿòí(A, C,D) + óñëâåðîÿòí(B, C, D)−
óñëâåðîÿòí(A ∩B, C, D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(D = A ∪ B → âåðîÿòíîñòü(D, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C) + âåðîÿòíîñòü(B, C) −
âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâíû 2 è 4. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòû-
âàþùàÿ íà óðîâíå 5. Â íåé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäîáúåäèíåíèå", ïðåîáðàçóþùèì
âûðàæåíèÿ ê âèäó ñòàíäàðòíîé ôîðìû "îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé".
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Âåðîÿòíîñòü ðàçíîñòè ñîáûòèé

∀AB(âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(B) \ A, B) = 1− âåðîÿòíîñòü(A, B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCD(óñëâåðîÿòí(A \B, D, C) = óñëâåðîÿòí(A, D, C)− óñëâåðîÿòí(A ∩B, D, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(íåçàâñîáûòèÿ((A, B), C) → âåðîÿòíîñòü(A \B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C)(1− âåðîÿòíîñòü(B, C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(âåðîÿòíîñòü(A \B, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C)− âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé

∀AB(âåðîÿòíîñòü(A ∩ ýëåìñîáûòèÿ(B), B) = âåðîÿòíîñòü(A, B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABC(B = ýëåìñîáûòèÿ(A) → âåðîÿòíîñòü(B ∩ C, A) = âåðîÿòíîñòü(C, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíè-
åì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABC(âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C)óñëâåðîÿòí(B, A, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåðæàùóþ ëèáî ïîä-
âûðàæåíèå "óñëâåðîÿòí(X, A,C)", ëèáî ïîäóòâåðæäåíèå "óñëíåçàâèñ(X, A,C)", ëèáî
ïîäóòâåðæäåíèå "óñëíåçàâñåðèÿ(X, A,C)". Âûðàæåíèå "A∩B" íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ïðîîáðàç". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDQp(D = A∩(B∪C) & p = âåðîÿòíîñòü(D, Q) → âåðîÿòíîñòü(A∩(B∪C), Q) = p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç íèõ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíä-
îáúåäèíåíèå", ïðåîáðàçóþùèì ê âèäó "îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé", ïîñëå ÷åãî óïðî-
ùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âåðîÿòíîñòü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Âåðîÿòíîñòü êîíå÷íîãî ñïèñêà

∀AQabcp(A = {; a} & âåðîÿòíîñòü(A, Q) = p & {; b} ⊆ {; a} & {; c} = {; a} \ {; b} →
âåðîÿòíîñòü({; b}, Q) = p− âåðîÿòíîñòü({; c}, Q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûå ïîäâûðàæåíèÿ "âåðîÿò-
íîñòü({; b}, Q)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûå
äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è, ïðè÷åì âûðàæåíèå p íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè

∀ABabcd(a(b·âåðîÿòíîñòü(A, B)+c)+d·âåðîÿòíîñòü(A, B) = (ab+d)âåðîÿòíîñòü(A, B)+
ac)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b, d íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "âå-
ðîÿòíîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABabcd(a·âåðîÿòíîñòü(A, B)/b+c·âåðîÿòíîñòü(A, B)/d = (a/b+c/d)âåðîÿòíîñòü(A, B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b, c, d íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

1. Âûðàæåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ÷åðåç áåçóñëîâíûå.

∀ABC(íåïåðåñåê(A, B) → óñëâåðîÿòí(A, B, C) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABC(¬(âåðîÿòíîñòü(A, C) = 0) & a = âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C) →
óñëâåðîÿòí(B, A, C) = a/âåðîÿòíîñòü(A, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâåðîÿòíîñòü". Ðåçóëüòàò a íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïåðåñå÷åíèå". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "óñëâåðîÿòí(B, A,
C) = p", ãäå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ââåäåí ñðàâíèòåëüíî ñèëüíûé îãðà-
íè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(íåçàâñîáûòèÿ((A, B), C) → óñëâåðîÿòí(A, B, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCabcpq(p = âåðîÿòíîñòü(A, C) & q = âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C) &
¬(âåðîÿòíîñòü(A, C) = 0) → óñëâåðîÿòí(B, A, C) = q/p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ïðàâûå ÷àñòè óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ðåçóëüòàòû p, q íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæå-
íèå íå ñâÿçàíî âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëåâîé
÷àñòü ðàâåíñòâà, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Åñëè ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ ïîñûëêó âèäà "óñëâåðîÿòí(X, Y, C) = Z",
ãäå ïàðàìåòðû X ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè A ëèáî B, íî íå èìåþùàÿ ïî-
ñûëêè âèäà "âåðîÿòíîñòü(U,C) = V ", ãäå ïàðàìåòðû U ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìè A ëèáî B, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABCp(óñëâåðîÿòí(B, A, C) = p → p·âåðîÿòíîñòü(A, C) = âåðîÿòíîñòü(A∩B, C))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûõ, à âûðàæåíèå "âåðîÿòíîñòü(A ∩ B, C)" - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ïîäñîáûòèå.

∀ABC(A ⊆ B → óñëâåðîÿòí(B, A, C) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

∀AQnp(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → óñëâåðîÿòí(A(i), ýëåìñîáûòèÿ(Q) \
⋃i−1

j=1 A(j), Q) =

p(i)) → ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → âåðîÿòíîñòü(A(i), Q) = p(i)
∏i−1

j=1(1− p(j))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîðíîé
ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå A, p
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀AQnp(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → óñëâåðîÿòí(A(i),
⋂i−1

j=1 A(j), Q) = p(i)) →
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → âåðîÿòíîñòü(A(i), Q) =

∏i
j=1 p(j)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDq(A ⊆ B & B ⊆ C & q = óñëâåðîÿòí(A, B, D) → óñëâåðîÿòí(A, C,D) =
q · óñëâåðîÿòí(B, C, D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïîä-
âûðàæåíèÿ "óñëâåðîÿòí(A, C,D)". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå q íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ "óñëâåðîÿòí(A, C,D)" íîðìàëèçàòîðîì "íîð-
ìóñëâåðîÿòí" ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCp(óñëâåðîÿòí(A, B, C) = p & A ⊆ B → âåðîÿòíîñòü(A, C) =
p · âåðîÿòíîñòü(B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå p íå
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûðàæåíèå "âåðîÿòíîñòü(A, C)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCp(óñëâåðîÿòí(A, ýëåìñîáûòèÿ(C) \B, C) = p & íåïåðåñåê(A, B) →
âåðîÿòíîñòü(A, C) = p(1− âåðîÿòíîñòü(B, C)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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4. Âû÷èòàíèå ñîáûòèÿ, íå ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ òåì ñîáûòèåì, îòíîñèòåëüíî êîòî-
ðîãî áåðåòñÿ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü.

∀ABCDE(D \ A = B & íåïåðåñåê(A, C) → óñëâåðîÿòí(D, C, E) =
óñëâåðîÿòí(B, C, E))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "óñëâåðîÿòí(D, C, E)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå B èìååò ñâîáîäíóþ ïåðå-
ìåííóþ, íå âõîäÿùóþ â D. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé.

∀ABC(óñëâåðîÿòí(A ∩B, A, C) = óñëâåðîÿòí(B, A, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ABCD(íåçàâñîáûòèÿ((A, B), D) & B ⊆ C → óñëâåðîÿòí(A ∩B, C, D) =
âåðîÿòíîñòü(A, D)óñëâåðîÿòí(B, C, D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî íà
ïðåîáðàçîâàíèå ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(íåçàâñîáûòèÿ((B, C), D) → óñëâåðîÿòí(A ∩B, C, D) =
âåðîÿòíîñòü(B, D)óñëâåðîÿòí(A, B ∩ C, D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

∀ABCk(∀i(i ∈ {1, . . . , k} → óñëâåðîÿòí(A, B(i), C) = p(i)) & A ⊆
⋃k

i=1 B(i) &
íåñîâìåñòíû(λi(B(i), i ∈ {1, . . . , k}), C) → âåðîÿòíîñòü(A, C) =∑k

i=1(p(i)âåðîÿòíîñòü(B(i), C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêà-
çàòåëåì "ðàçâåðòêà", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé óòâåðæäåíèé èç êîíòåêñòà,
èìåþùåé áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíè-
òåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "óñëâåðîÿòí(A, X,C) = Y ". Èñòèííîñòü
âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèÿ è ñóììû êàê îáû÷-
íûõ, à òàêæå âûïèñûâàíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" â òðåòüåì àíòåöåäåíòå
êàê êîíå÷íîãî íàáîðà. Ïðè îáðàáîòêå âòîðîãî àíòåöåäåíòà èñïîëüçóåòñÿ ñðåä-
íèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABC(âåðîÿòíîñòü(A, C) = óñëâåðîÿòí(A, B, C)âåðîÿòíîñòü(B, C) +
óñëâåðîÿòí(A, ýëåìñîáûòèÿ(C) \B, C)(1− âåðîÿòíîñòü(B, C)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîë-
íèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ ïîñûëêè "óñëâåðîÿòí(X, ýëåìñîáû-
òèÿ(C)\B, C)", íå ðàñïîëîæåííîãî â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ëèáî îïèñàòåëÿ
ïî ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â B. Äëÿ êàæäîãî íå÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà âûðàæå-
íèÿ A äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêèå ïîäâûðàæåíèÿ ïîñûëîê "óñëâåðîÿòí(X, B,
C)" è "óñëâåðîÿòí(Y, ýëåìñîáûòèÿ(C) \B, C)",÷òî ýòîò ïàðàìåòð âõîäèò â X è
â Y . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEk(∀i(i ∈ {1, . . . , k} → óñëâåðîÿòí(A, B(i), C) = p(i)) &
E = ýëåìñîáûòèÿ(C) \

⋃k
i=1 B(i) & íåñîâìåñòíû(λi(B(i), i ∈ {1, . . . , k}), C) →

âåðîÿòíîñòü(A, C) =
∑k

i=1(p(i)âåðîÿòíîñòü(B(i), C)) +
óñëâåðîÿòí(A, E, C)âåðîÿòíîñòü(E, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(A, C)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"ðàçâåðòêà", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé ïîñûëîê, èìåþùåé áîëåå îäíîãî ýëå-
ìåíòà. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ
÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâà-
íèå êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèÿ è ñóììû êàê îáû÷íûõ, à òàêæå âûïèñûâàíèå îïè-
ñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" â òðåòüåì àíòåöåäåíòå êàê êîíå÷íîãî íàáîðà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEFk(∀i(i ∈ {1, . . . , k} → óñëâåðîÿòí(A, B(i), C) = p(i)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , k} → B(i) ⊆ D) & E = D \

⋃k
i=1 B(i) &

íåñîâìåñòíû(λi(B(i), i ∈ {1, . . . , k}), C) → óñëâåðîÿòí(A, D, C) =∑k
i=1(p(i)óñëâåðîÿòí(B(i), D,C)) + óñëâåðîÿòí(A, E, C)óñëâåðîÿòí(E, D, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "óñëâåðîÿòí(A, D, C)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòå-
ëåì "ðàçâåðòêà", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé ïîñûëîê, èìåþùåé áîëåå îäíîãî
ýëåìåíòà. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèå E íå åñòü ñèìâîë
ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDEPkps(∀ij(i ∈ {1, . . . , k} & P (j) → óñëâåðîÿòí(A(j), B(i, j), C) = p(i, j)) &

E = ýëåìñîáûòèÿ(C) \
⋃k

i=1 B(i, s) & íåñîâìåñòíû(λi(B(i, s), i ∈ {1, . . . , k}), C)

& P (s) → âåðîÿòíîñòü(A(s), C) =
∑k

i=1(p(i, s)âåðîÿòíîñòü(B(i, s), C)) +
óñëâåðîÿòí(A(s), E, C)âåðîÿòíîñòü(E, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(A(s),C)"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ýòî ïîäâûðàæåíèå íå ñâÿçàíî âíåøíèìè
êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé çàäà÷è, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü
óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèå E íå åñòü ñèìâîë ïóñòîãî
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ìíîæåñòâà. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, èñ-
òèííîñòü ÷åòâåðòîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
ðåøàåìîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Ïåðåìåííûå A, B, P, p ôóíêöèîíàëüíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCRk(∀i(R(i) → óñëâåðîÿòí(A, B(i), C) = p(i)) & A ⊆
⋃

i,R(i) B(i) &

íåñîâìåñòíû(λi(B(i), R(i)), C) & êîíå÷íîå(seti(R(i))) → âåðîÿòíîñòü(A, C) =∑
i,R(i)(p(i)âåðîÿòíîñòü(B(i), C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Ïåðåìåííûå B, R, p ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 3.

∀ABCn(íåñîâìåñòíû(B, C) & l(B) = n → âåðîÿòíîñòü(A, C) =∑n
i=1(óñëâåðîÿòí(A, B(i), C)âåðîÿòíîñòü(B(i), C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïîä-
âûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(A, C)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå B èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "íîðìäëèíàíàáîðà". Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà X íàáîðà B èìååò-
ñÿ ïîñûëêà âèäà "óñëâåðîÿòí(Y,X, C) = Z". Ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ
"âåðîÿòíîñòü(A, C)" íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâåðîÿòíîñòü" ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀ABCDEPkmpqs(∀ij(i ∈ {m, . . . , k} & P (j) → óñëâåðîÿòí(A(j), B(i), C) = q(i, j)) &

E = ýëåìñîáûòèÿ(C) \
⋃k

i=m B(i) & íåñîâìåñòíû(λi(B(i), i ∈ {m, . . . , k}), C) &
óñëâåðîÿòí(D, B(s), C) = p(s) → âåðîÿòíîñòü(D, C) =∑k

i=m(p(i)âåðîÿòíîñòü(B(i), C)) + óñëâåðîÿòí(D, E, C)âåðîÿòíîñòü(E, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïîä-
âûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(D, C)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ
÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåä îáðàáîòêîé ëåâîé
÷àñòè ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïå-
ðåìåííàÿ s, è çàäà÷å ïåðåäàåòñÿ ïîñûëêà "s ∈ {m, . . . , k}". Ðåçóëüòàò p(s) íå
ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "âåðîÿòíîñòü", "óñëâåðîÿòí". Âûðàæåíèå D íå èìååò âèäà
A(n). Ïåðåìåííûå A, B, P, p, q ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 5.

7. Ôîðìóëà Áàéåñà.

∀ABC(óñëâåðîÿòí(A, B, C)âåðîÿòíîñòü(B, C) = óñëâåðîÿòí(B, A, C) ·
âåðîÿòíîñòü(A, C))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè óñìîòðåíèè íå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûõ ïîäâû-
ðàæåíèÿ "óñëâåðîÿòí(A, B, C)" â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå
5. Â íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîäâûðàæåíèå "óñëâåðîÿòí(A, B, C)" íå ñîäåðæà-
ëî íåèçâåñòíûõ, îäíàêî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåêîòîðàÿ ïîñûëêà ñîäåðæàëà òàêîå
ïîäâûðàæåíèå "óñëâåðîÿòí(X, Y, Z)", ÷òî B è X èìåþò îáùóþ ñâîáîäíóþ ïå-
ðåìåííóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Ïåðåõîä îò áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ê óñëîâíîé.

∀ABCp(âåðîÿòíîñòü(A, C) = p → âåðîÿòíîñòü(B \ A, C) =
(1− p)óñëâåðîÿòí(B, ýëåìñîáûòèÿ(C) \ A, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìâåðîÿò-
íîñòü". Ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âåðîÿòíîñòü". Äëÿ êàæäîé ïåðåìåí-
íîéX âûðàæåíèÿB ñóùåñòâóåò ïîñûëêà âèäà "óñëâåðîÿòí(X, ýëåìñîáûòèÿ(C)\
A, C) = Y ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(A ⊆ C → âåðîÿòíîñòü(A, B) = âåðîÿòíîñòü(C, B)óñëâåðîÿòí(A, C,B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîë-
íèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäóòâåðæäåíèÿ "óñëâåðîÿòí(X,C, B) = Y " íåêî-
òîðîé ïîñûëêè. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåîá-
ðàçóåìîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ êîðíåâîãî ðàâåíñòâà, ïðàâàÿ
÷àñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèÿ A, C ðàçëè÷íû; A íå èìå-
åò âèäà "C ∩ Z". Â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "âåðñî÷å-
òàíèÿ", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀ABCd(d = óñëâåðîÿòí(A, B, C) ↔ óñëâåðîÿòí(A, B, C) = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è. Ïåðå-
ñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå d íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "óñëâåðîÿòí". Ïðåîáðàçîâàííîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåò-
ñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàäñîáûòèÿ.

∀ABCDp(A ⊆ D & D ⊆ B & óñëâåðîÿòí(A, D, C) = p → óñëâåðîÿòí(A, B, C) =
p · óñëâåðîÿòí(D, B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóñëâåðîÿòí".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
óñëîâíîé âåðîÿíîñòè â âèäå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.



5.3. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé 677

Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABC(íåçàâñîáûòèÿ((A, B), C) ↔ âåðîÿòíîñòü(A, C) = óñëâåðîÿòí(A, B, C) &
âåðîÿòíîñòü(B, C) = óñëâåðîÿòí(B, A, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

∀ACn(íåçàâñîáûòèÿ(A, C) → âåðîÿòíîñòü(
⋂n

i=1 A(i), C) =∏n
i=1 âåðîÿòíîñòü(A(i), C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ êîíå÷-
íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáû÷íûì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå
îáû÷íîãî. Ïàðàìåòð n áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(íåçàâñîáûòèÿ((A, B), C) → âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C)âåðîÿòíîñòü(B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îò-
ëè÷èå äàííîãî ïðèåìà îò ïðåäûäóùåãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïåðåñå÷åíèè
ìíîãèõ ñîáûòèé ëèøü îäíî èç íèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåçàâèñèìûì îò äðóãèõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ACP (êîíå÷íîå(seti(P (i))) & íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)), C) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
i,P (i) A(i), C) =

∏
i,P (i) âåðîÿòíîñòü(A(i), C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå A, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà"
îòñóòñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCn(óñëíåçàâèñ(A, B, C) → óñëâåðîÿòí(
⋂n

i=1 A(i), B, C) =∏n
i=1 óñëâåðîÿòí(A(i), B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" ïðåîáðàçóþò êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèå è
ïðîèçâåäåíèå â îáû÷íûå. Ïàðàìåòð n áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀ABCn(óñëíåçàâèñ(λi(A(i), i ∈ {1, . . . , n}), B, C) → óñëâåðîÿòí(
⋂n

i=1 A(i), B, C) =∏n
i=1 óñëâåðîÿòí(A(i), B, C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îò-
ñóòñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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3. Âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

∀ACn(íåçàâñîáûòèÿ(A, C) → âåðîÿòíîñòü(
⋃n

i=1 A(i), C) =
1−

∏n
i=1(1− âåðîÿòíîñòü(A(i), C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" ïðåîáðàçóþò êîíå÷íûå îáúåäèíåíèå è
ïðîèçâåäåíèå â îáû÷íûå. Ïàðàìåòð n áîëüøå åäèíèöû. ââåäåí ñðåäíèé îãðàíè-
÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ACP (êîíå÷íîå(seti(P (i))) & íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)), C) →
âåðîÿòíîñòü(

⋃
i,P (i) A(i), C) = 1−

∏
i,P (i)(1− âåðîÿòíîñòü(A(i), C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå A, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà"
îòñóòñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCn(óñëíåçàâèñ(λi(A(i), i ∈ {1, . . . , n}), B, C) →
óñëâåðîÿòí(

⋂n
i=1 A(i), B, C) = 1−

∏n
i=1(1− óñëâåðîÿòí(A(i), B, C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îò-
ñóòñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCn(óñëíåçàâèñ(A, B, C) → óñëâåðîÿòí(
⋃n

i=1 A(i), B, C) =
1−

∏n
i=1(1− óñëâåðîÿòí(A(i), B, C)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" ïðåîáðàçóþò êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèå è
ïðîèçâåäåíèå â îáû÷íûå. Ïàðàìåòð n áîëüøå åäèíèöû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

4. Ðàçëîæåíèå ñîáûòèÿ íà íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ïîäñîáûòèé.

∀MNPQmn(card(setb(Q(a, b))) = m & card(setd(N(c, d))) = n →
âåðîÿòíîñòü(setab(P (a) & Q(a, b)), ðàâíîâåð(setcd(M(c) & N(c, d)))) =
m · âåðîÿòíîñòü(seta(P (a)), ðàâíîâåð(setc(M(c))))/n)

∀MNPQmn(card(setb(Q(a, b))) = m & card(setd(N(c, d))) = n →
âåðîÿòíîñòü(setba(P (a) & Q(a, b)), ðàâíîâåð(setdc(M(c) & N(c, d)))) =
m · âåðîÿòíîñòü(seta(P (a)), ðàâíîâåð(setc(M(c))))/n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëè "ïåðå÷åíü" îïðåäåëÿþò èäåí-
òèôèêàöèþ N(c, d) ñ êîíúþíêöèåé âñåõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ d, à Q(a, b) - ñ
êîíúþíêöèåé âñåõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ b. Îñòàòî÷íûå êîíúþíêöèè P (a) è M(c)
íåâûðîæäåííûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü". Âû-
ðàæåíèå m íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé a, à âûðàæåíèå n - ïåðåìåííîé c. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåçàâñîáûòèÿ".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "íåçàâñîáûòèÿ(A, B)", ãäå A - ñåìåéñòâî ñî-
áûòèé, B - âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.
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(a) Âêëþ÷åíèå â ÿâíî óêàçàííûé ñïèñîê íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

∀ABC(íåçàâñîáûòèÿ(A, C) & âêëþ÷àåòñÿ(B, A) → íåçàâñîáûòèÿ(B, C))

Óòâåðæäåíèå "âêëþ÷àåòñÿ(B, A)" îçíà÷àåò âêëþ÷åíèå ñåìåéñòâà B â ñå-
ìåéñòâî A, ò.å. ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ìíî-
æåñòâà èíäåêñîâ ïåðâîãî ñåìåéñòâà íà ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ âòîðîãî,
ñîõðàíÿþùåãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ñåìåéñòâî ïåðåñå÷åíèé.

∀ABCDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)); C, D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) ∩B(i)), P (i)); C, D)

∀ABDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)), D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) ∩B(i)), P (i)), D)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå A, B, P ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCPQ(íåçàâñîáûòèÿ(λij(A(i, j), P (i, j) & Q(i)); B, C) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(

⋂
j,P (i,j) A(i, j), Q(i)); B, C))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå A, P, Q ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "ìíîæåñòâî" îïðåäåëÿåò âûáîð ïåðåñå÷åíèÿ íà
ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèè íàáîðà. Îñòàòî÷íàÿ ÷àñòü B ìîæåò áûòü ïóñòîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABDP (íåçàâñåðèÿ((λi(A(i), P (i)), λi(B(i), P (i))), D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) ∩B(i), P (i)), D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â ïîñûëêàõ èìååò-
ñÿ óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "íåçàâñåðèÿ". Ïåðåìåííûå A, B, P ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ñåìåéñòâî îáúåäèíåíèé.

∀ABCDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)); C, D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) ∪B(i)), P (i)); C, D)

∀ABDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)), D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) ∪B(i)), P (i)), D)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå A, B, P ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCPQ(íåçàâñîáûòèÿ(λij(A(i, j), P (i, j) & Q(i)); B, C) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(

⋃
j,P (i,j) A(i, j), Q(i)); B, C))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå A, P, Q ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "ìíîæåñòâî" îïðåäåëÿåò âûáîð ïåðåñå÷åíèÿ íà
ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèè íàáîðà. Îñòàòî÷íàÿ ÷àñòü B ìîæåò áûòü ïóñòîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABDP (íåçàâñåðèÿ((λi(A(i), P (i)), λi(B(i), P (i))), D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) ∪B(i), P (i)), D))
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Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â ïîñûëêàõ èìååò-
ñÿ óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "íåçàâñåðèÿ". Ïåðåìåííûå A, B, P ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ñåìåéñòâî ðàçíîñòåé.

∀ABCDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)); C, D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) \B(i)), P (i)); C, D)

∀ABDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)), D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) \B(i)), P (i)), D)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå A, B, P ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABDP (íåçàâñåðèÿ((λi(A(i), P (i)), λi(B(i), P (i))), D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i) \B(i), P (i)), D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â ïîñûëêàõ èìååò-
ñÿ óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "íåçàâñåðèÿ". Ïåðåìåííûå A, B, P ôóíêöèî-
íàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Âûäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ.

∀ABCPn(l(A) = n & íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(B, λi((A(i)), i ∈ {1, . . . , n})), C) →
íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋃
i,P (i) B(i), A), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò
âûïèñûâàíèå òåðìà "îòîáðàæåíèå" âî âòîðîì àíòåöåäåíòå êàê êîíå÷íîãî
íàáîðà. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå - îáû÷íûå.
Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íà-
áîðà. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó ñ çàãîëîâêîì "íåçàâãðóïïû". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCD(íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(A, C), D) & íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(B, C), D)
& íåïåðåñåê(A, B) → íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(A ∪B, C), D))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îáúåäèíåíèå
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Âûðàæåíèÿ A, B
íå âñòðå÷àþòñÿ âíóòðè âûðàæåíèÿ C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(íåçàâñîáûòèÿ(A, B; C, D) → íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(A ∪B, C), D))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(B(i), P (i)); A, C) →
íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋃
i,P (i) B(i), A), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå B, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(B(i), P (i)); D; A, C) →
íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋃
i,P (i) B(i), D); A, C))



5.3. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé 681

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðî-
èçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà, à ýòîò íàáîð - ñ ïðîèçâîëüíûì îïåðàíäîì
êîíêàòåíàöèè.

∀ABCPn(l(A) = n & íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(λi(B(i), P (i)),
λi((A(i)), i ∈ {1, . . . , n})), C) → íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋃
i,P (i) B(i), A), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò
âûïèñûâàíèå âòîðîãî òåðìà "îòîáðàæåíèå" âî âòîðîì àíòåöåäåíòå êàê êî-
íå÷íîãî íàáîðà. Ïåðåìåííûå B, P ôóíêöèîíàëüíûå, îñòàëüíûå ïåðåìåí-
íûå - îáû÷íûå. Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì
ýëåìåíòîì íàáîðà. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè ñ çàãîëîâêîì "íåçàâãðóïïû".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Âûäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ.

∀ABCPn(l(A) = n & íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(B, λi((A(i)), i ∈ {1, . . . , n})), C) →
íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋂
i,P (i) B(i), A), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò
âûïèñûâàíèå òåðìà "îòîáðàæåíèå" âî âòîðîì àíòåöåäåíòå êàê êîíå÷íîãî
íàáîðà. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå - îáû÷-
íûå. Êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì
íàáîðà. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó ñ çàãîëîâêîì "íåçàâãðóïïû". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(B(i), P (i)); A, C) →
íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋂
i,P (i) B(i), A), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå B, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDP (íåçàâñîáûòèÿ(λi(B(i), P (i)); D; A, C) →
íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋂
i,P (i) B(i), D); A, C))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABCD(íåçàâñîáûòèÿ(A, B; C, D) → íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(A ∩B, C), D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ A, B íå
âñòðå÷àþòñÿ â âûðàæåíèè C. Ïåðåñå÷åíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCPn(l(A) = n & íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(λi(B(i), P (i)), λi((A(i)),
i ∈ {1, . . . , n})), C) → íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(

⋂
i,P (i) B(i), A), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò
âûïèñûâàíèå âòîðîãî òåðìà "îòîáðàæåíèå" âî âòîðîì àíòåöåäåíòå êàê êî-
íå÷íîãî íàáîðà. Ïåðåìåííûå B, P ôóíêöèîíàëüíûå, îñòàëüíûå ïåðåìåí-
íûå - îáû÷íûå. Êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì
ýëåìåíòîì íàáîðà. Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëêè ñ çàãîëîâêîì "íåçàâãðóïïû".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(g) Âûäåëåíèå ðàçíîñòè.

∀ABCD(íåçàâñîáûòèÿ(A, B; C, D) → íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(A \B, C), D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ A, B íå
âñòðå÷àþòñÿ â âûðàæåíèè C. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî.

∀ABCDP (íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = B × C & i ∈ B &
∀j(P (j) → j ∈ C) → íåçàâñîáûòèÿ(λj(A(i, j), P (j)), D))

∀ABCDP (íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = B × C & j ∈ C &
∀i(P (i) → j ∈ B) → íåçàâñîáûòèÿ(λj(A(i, j), P (i)), D))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñòèííîñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = B × C &
∀i(P (i, j) → i ∈ B) & ∀j(Q(j) → j ∈ C) →
íåçàâñîáûòèÿ(λj(

⋃
i,P (i,j) A(i, j), Q(j)), D))

∀ABCDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = B × C &
∀i(P (i, j) → j ∈ C) & ∀i(Q(i) → i ∈ B) →
íåçàâñîáûòèÿ(λj(

⋃
i,P (i,j) A(i, j), Q(i)), D))

∀ABCDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = B × C &
∀i(P (i, j) → i ∈ B) & ∀j(Q(j) → j ∈ C) →
íåçàâñîáûòèÿ(λj(

⋂
i,P (i,j) A(i, j), Q(j)), D))

∀ABCDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = B × C &
∀i(P (i, j) → j ∈ C) & ∀i(Q(i) → i ∈ B) →
íåçàâñîáûòèÿ(λj(

⋂
i,P (i,j) A(i, j), Q(i)), D))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñòèííîñòü äâóõ ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòîâ
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî.

∀ABDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = setij(B(i, j)) &
∀ij(Q(i) & P (i, j) → B(i, j)) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(

⋃
j,P (i,j) A(i, j), Q(i)), D))

∀ABDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = setij(B(i, j)) &
∀ij(Q(j) & P (i, j) → B(i, j)) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(

⋃
j,P (i,j) A(i, j), Q(j)), D))

∀ABDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = setij(B(i, j)) &
∀ij(Q(i) & P (i, j) → B(i, j)) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(

⋂
j,P (i,j) A(i, j), Q(i)), D))

∀ABDPQ(íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = setij(B(i, j)) &
∀ij(Q(j) & P (i, j) → B(i, j)) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(

⋂
j,P (i,j) A(i, j), Q(j)), D))

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñòèííîñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå B, P, Q ôóíê-
öèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀ABDP (íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = setij(B(i, j)) &
∀j(P (j) → B(i, j)) → íåçàâñîáûòèÿ(λj(A(i, j), P (j)), D))

∀ABDP (íåçàâñîáûòèÿ(A, D) & Dom(A) = setij(B(i, j)) &
∀i(P (i) → B(i, j)) → íåçàâñîáûòèÿ(λj(A(i, j), P (i)), D))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Èñòèííîñòü òðå-
òüåãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Ïåðåõîä ê ïîëíîìó ñåìåéñòâó.

∀ABCP (íåçàâñîáûòèÿ(B; A, C) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(B(i), P (i)); A, C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ P ôóíê-
öèîíàëüíàÿ, à B - îáû÷íàÿ. Âûðàæåíèå A íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé B. Ïå-
ðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé
äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀BCP (íåçàâñîáûòèÿ(B, C) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(B(i), P (i)), C))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(j) Îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ.

∀ABCDj(¬(B(j)) & íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), B(i) ∨ i = j); C, D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), B(i)); A(j); C, D))

Ïåðåìåííûå A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òåðì "îòîáðàæåíèå"â êîíñåêâåíòå èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì êîíêàòåíàöèè. Ââåäåí ñèëüíûé
îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEfg(¬(f(i)−g(j) = 0) & íåçàâñîáûòèÿ(λk(A(k),∃i(k = f(i) & B(i)) ∨
∃j(k = g(j) & C(j))); D, E) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(f(i)), B(i));
λj(A(g(j)), C(j)); D, E))

Ïåðåìåííûå f, g, B, C ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A - îáû÷íàÿ. Èñòèí-
íîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè B(i), C(j). Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEk(¬(B(k, j)) & íåçàâñîáûòèÿ(λij(A(i, j), B(i, j) ∨ i = k & C(j)); D,
E) → íåçàâñîáûòèÿ(λij(A(i, j), B(i, j)); λs(A(k, s), C(s)); D, E))

∀ABCDEk(¬(B(k, j)) & íåçàâñîáûòèÿ(λji(A(j, i), B(i, j) ∨ i = k & C(j)); D,
E) → íåçàâñîáûòèÿ(λji(A(j, i), B(i, j)); λs(A(s, k), C(s)); D, E))

Ïåðåìåííûå B, C ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A - îáû÷íàÿ. Èñòèííîñòü
ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òåðìû "îòîáðàæå-
íèå"â êîíñåêâåíòå èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè êîí-
êàòåíàöèè. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(k) Íåçàâèñèìûå ñåðèè ñîáûòèé.

∀ABPQRf (íåçàâñåðèÿ(λj(λi(A(i, j), P (i)), Q(j)), B) & P (k) →
íåçàâñîáûòèÿ(λk(A(k, f(k)), R(k)), B))

Ïåðåìåííûå f, P, Q, R ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Èñòèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïî-
ñûëêà R(k). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABPQabn(íåçàâñåðèÿ(λj(λi(A(i, j), P (i)), Q(j)), B) & ∀k(k ∈ {1, . . . , n} →
Q(b(k))) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λk(a(k), k ∈ {1, . . . , n})) →
íåçàâñîáûòèÿ(λk(A(a(k), b(k)), k ∈ {1, . . . , n}), B))

Ïåðåìåííûå a, b, P, Q ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A - îáû÷íàÿ. Ïåðâûé
àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Èñòèííîñòü âòîðîãî è òðåòüåãî
àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. ×åò-
âåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ
n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà"
îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" â êîíñåêâåíòå è â ÷åòâåð-
òîì àíòåöåäåíòå êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ, à êâàíòîðîâ îáùíîñòè âî âòîðîì
è òðåòüåì àíòåöåäåíòàõ - êàê êîíúþíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀ABCP (íåçàâñåðèÿ(ïðåôèêñ(A, B), C) → íåçàâñîáûòèÿ(λi(A(i), P (i)), C))

Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Íåçàâèñèìûå ãðóïïû ñîáûòèé.

∀ABCDEF (íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(A, B), ïðåôèêñ(C, D); E, F ) →
íåçàâñîáûòèÿ((A, C), F ))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ýëåìåíòû A, B áåðóò-
ñÿ íà ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèè íàáîðîâ (êîòîðûå ìîãóò áûòü çàäàíû ÿâíî
ëèáî íåÿâíî), à ñàìè ýòè íàáîðû - ïðîèçâîëüíûå îïåðàíäû êîíêàòåíàöèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(íåçàâãðóïïû(A, B) & ñåìåéñòâîýëåìåíòîâ(A, C) →
íåçàâñîáûòèÿ(C, B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(íåçàâãðóïïû(((A), (B)), C) → íåçàâñîáûòèÿ((A, B), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êàæäàÿ îáùàÿ ïå-
ðåìåííàÿ âûðàæåíèé A, B èìååò òàêîå âõîæäåíèå õîòÿ áû â îäíî èç ýòèõ
âûðàæåíèé, êîòîðîå ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà, èìåþùåãî ñâîèì çà-
ãîëîâêîì ñèìâîë, îòëè÷íûé îò ñèìâîëîâ "îáúåäèíåíèå", "ïåðåñå÷åíèå",
"ðàçíîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(m) Óñìîòðåíèå çàâèñèìûõ ñîáûòèé.

∀ab(¬(íåçàâñîáûòèÿ(a, b)))
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Âûðàæåíèå a - íàáîð, èìåþùèé õîòÿ áû äâà ñîâïàäàþùèõ ðàçðÿäà. Óêà-
çàòåëü "íå" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííûé âûõîä èç ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ïî
çíà÷åíèþ "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(n) Ñëîé ñåìåéñòâà.

∀ABCi(íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(B, A), C) →
íåçàâñîáûòèÿ((B, ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(C), i)), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîäâûðàæåíèå
"ñëîéñåìåéñòâà(. . .)" èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì ïàðû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(íåçàâãðóïïû(D, C) & âëîæèìûåñåìåéñòâà(((B), A), D) →
íåçàâñîáûòèÿ((B, ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(C), i)), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîäâûðàæåíèå "ñëîéñåìåéñòâà(. . .)" èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì ïàðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

∀ABCij(íåçàâãðóïïû((A, B), C) → íåçàâñîáûòèÿ((ñëîéñåìåéñòâà(A,
ýëåìñîáûòèÿ(C), i), ñëîéñåìåéñòâà(B, ýëåìñîáûòèÿ(C), j)), C))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïîäâûðàæåíèÿ "ñëîéñåìåéñò-
âà(. . .)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

(o) Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé, ïîðîæäåííûõ ñëó÷àéíûìè ïîòîêàìè.

∀ABCDn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → A(i) = ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(C(i), M), N)) &
l(A) = n & íåçàâãðóïïû(C, D) → íåçàâñîáûòèÿ(A, D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ A îáû÷íàÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(p) Èñïîëüçîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

∀ABCDE(íåçàâñëó÷âåë(D, E) & âêëþ÷àåòñÿ(λi(A(i), C(i)), D) →
íåçàâñîáûòèÿ(λi(ïðîîáðàç(A(i), B(i)), C(i)), E))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå A, B, C ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåçàâãðóïïû".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "íåçàâãðóïïû(A, B)", ãäå A - ñåìåéñòâî ñå-
ìåéñòâ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà B: ñîáûòèÿ, ïîëó÷åííûå èç ñîáûòèé ðàç-
ëè÷íûõ ñåìåéñòâ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè, äîëæíû áûòü íåçà-
âèñèìû.

(a) Ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà íåçàâèñèìûõ ñåìåéñòâ.

∀ABCDab(íåçàâãðóïïû(C, D) & âêëþ÷àåòñÿ(A; B, C) →
íåçàâãðóïïû((A(a), B(b)), D))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííûå A, B îáû÷íûå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABC(íåçàâãðóïïû(A, C) & âêëþ÷àåòñÿ(B, A) → íåçàâãðóïïû(B, C))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(b) Âûäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ.

∀ABCDE(íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((A, B; C), D), E) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(ïðåôèêñ(A ∪B, C), D), E))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "A ∪
B"è "ïðåôèêñ(A∪B,C)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCP (íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(B, A), C) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(

⋃
i,P (i) B(i), A), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êîíå÷íîå îáúåäè-
íåíèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Ïåðåìåííàÿ
P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èìååòñÿ ïîñûëêà ñ çàãîëîâêîì "íåçàâãðóïïû". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âûäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ.

∀ABCDE(íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((A, B; C), D), E) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(ïðåôèêñ(A ∩B, C), D), E))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "A ∩
B"è "ïðåôèêñ(A∩B,C)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCP (íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(B, A), C) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(

⋂
i,P (i) B(i), A), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Êîíå÷íîå ïåðåñå÷å-
íèå èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Ïåðåìåííàÿ P
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èìååòñÿ ïîñûëêà ñ çàãîëîâêîì "íåçàâãðóïïû". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ñåìåéñòâî ðàçíîñòåé.

∀ABCDEP (íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)); C), D), E) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λi(A(i) \B(i), P (i)); C), D), E))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ÏåðåìåííûåA, B, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" â êîíñåêâåíòå èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀ABDEP (íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i))), D), E) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λi(A(i) \B(i), P (i))), D), E))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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∀ABCDE(íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(A, B; C, D), E) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(A \B, C), D), E)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ "A \
B"è "ïðåôèêñ(A\B,C)" èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ñåìåéñòâî îáúåäèíåíèé.

∀ABCDEP (íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λj(A(j),∃i(B(i) & P (i, j))); C), D), E) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λi(

⋃
j,P (i,j) A(j), B(i)); C), D), E))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ÏåðåìåííûåA, B, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûì îïåðàíäîì êîíêàòåíàöèè, à ñàìà êîíêàòåíàöèÿ - ñ ïðîèçâîëüíûì
ýëåìåíòîì âíåøíåãî íàáîðà. Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîð-
íîé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Îáúåäèíåíèå ïîäñåìåéñòâ.

∀ABCDEF (íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λi(A(i), B(i) ∨ C(i)); D), E), F ) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((λi(A(i), B(i)); λj(A(j), C(j)); D), E), F ))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ÏåðåìåííûåA, B, C
ôóíêöèîíàëüíûå. Îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûì îïåðàíäîì êîíêàòåíàöèè, à ñàìà êîíêàòåíàöèÿ - ñ ïðîèçâîëüíûì
ýëåìåíòîì âíåøíåãî íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ïåðåõîä ê ïîëíîìó ñåìåéñòâó.

∀ABCD(íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(A, C), D) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(λi(A(i), B(i)), C), D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ÏåðåìåííàÿB ôóíê-
öèîíàëüíàÿ, à ïåðåìåííàÿ A - îáû÷íàÿ. Îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(h) Èñïîëüçîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé.

∀ABCk(¬(B(k)) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C) →
íåçàâãðóïïû((λi(A(i), B(i)), (A(k))), C))

Èñòèííîñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì, ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé, áëîêèðóþùèé âñòðå÷íîå îáðàùå-
íèå. Ïåðåìåííàÿ B ôóíêöèîíàëüíàÿ, à ïåðåìåííàÿ A - îáû÷íàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABC(íåçàâñîáûòèÿ(ïðåôèêñ(B, A), C) → íåçàâãðóïïû((A, (B)), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì èñïîëüçó-
åòñÿ êîììåíòàðèé, áëîêèðóþùèé âñòðå÷íîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Ñëîè ñåìåéñòâà.
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∀ABCDEi(íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ((A; B), D), E) →
íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(ïðåôèêñ(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(E), i), B),
D), E))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå "ñëîé-
ñåìåéñòâà" èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà, à ñàì
ýòîò íàáîð - ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì âíåøíåãî íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Âëîæèìûå ñåìåéñòâà.

∀ABC(íåçàâãðóïïû(A, B) & âëîæèìûåñåìåéñòâà(C, A) →
íåçàâãðóïïû(C, B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(k) Ãðóïïû ñîáûòèé, ïîðîæäåííûõ ñëó÷àéíûìè ïîòîêàìè.

∀ABCDn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → A(i) = ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(C(i), M), N))
& l(A) = n & íåçàâãðóïïû((C; B), D) → íåçàâãðóïïû(ïðåôèêñ(A, B), D))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Ýëåìåíò A èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåí-
òîì íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDn(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → A(i) = ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(C(i), M), N))
& l(A) = n & íåçàâãðóïïû((C; B; E), D) → íåçàâãðóïïû((ïðåôèêñ(A, B);
E), D))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåçàâñåðèÿ".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "íåçàâñåðèÿ(A, B)", ãäå A - ñåìåéñòâî ñå-
ìåéñòâ A(i) ñîáûòèé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà B, èìåþùèõ îäíó è òó æå
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D. Äëÿ êàæäîãî d èç D ýòî ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåò ãðóïïó
ñîáûòèé A(i)(d), ïðè÷åì ëþáûå ñîáûòèÿ S1, S2, ïîñòðîåííûå ïðè ïîìîùè òåî-
ðåòèêî - ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé èç ñîáûòèé ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òàêèõ
ãðóïï, äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû.

(a) Ïåðåõîä ê ïîëíûì íàáîðàì.

∀ABCD(íåçàâñåðèÿ((A, B), D) → íåçàâñåðèÿ((λi(A(i), C(i)), λj(B(j), C(j))),
D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ C, à
ïåðåìåííûå A, B îáû÷íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Âêëþ÷åíèå ñåðèé.

∀ABC(íåçàâñåðèÿ(A, C) & âêëþ÷àåòñÿ(B, A) → íåçàâñåðèÿ(B, C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(c) Ñåðèè, ïîðîæäàåìûå íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

∀ABCmn(íåçàâñëó÷âåë(A, B) & l(A) = n & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} →
∀j(j ∈ {i + 1, . . . ,m} → íåïåðåñåê(C(i), C(j)))) →
íåçàâñåðèÿ(λj(λi(ïðîîáðàç(A(i), C(j)), i ∈ {1, . . . , n}), j ∈ {1, . . . ,m}), B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Ïåðåìåííàÿ C ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííûå m,n èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
íàòóðàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòè-
ôèêàöèþ âíåøíåãî "îòîáðàæåíèÿ" â êîíñåêâåíòå ñ êîíå÷íûì íàáîðîì, à
òàêæå ñâåäåíèå êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé â òðåòüåì àíòåöåäåíòå ê êîíú-
þíêöèÿì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìóñëíåçàâèñ".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "óñëíåçàâèñ(A, B, C)", îçíà÷àþùåå, ÷òî êàæ-
äîå èç ñîáûòèé ñåìåéñòâà A ÿâëÿåòñÿ ïîäñîáûòèåì ñîáûòèÿ B, ïðè÷åì ñîáûòèÿ
ýòîãî ñåìåéñòâà â ñóæåíèè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà C íà ñîáûòèå B ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè.

(a) Âêëþ÷åíèå â ÿâíî óêàçàííûé ñïèñîê íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

∀ABC(óñëíåçàâèñ(A, D, C) & âêëþ÷àåòñÿ(A, D, C) & âêëþ÷àåòñÿ(B, A) →
óñëíåçàâèñ(B, D, C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Íåçàâèñèìûå ñåðèè ñîáûòèé.

∀ABCDEij(óñëíåçàâñåðèÿ(((A, B); D), E, C) & ¬(i = j) →
óñëíåçàâèñ((A(i), B(j)), E, C))

∀ABCDij(óñëíåçàâñåðèÿ(ïðåôèêñ(A, B), D, C) & ¬(i = j) →
óñëíåçàâèñ((A(i), A(j)), D,C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, èñòèííîñòü âòîðîãî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå A, B
îáû÷íûå. Â ïåðâîì ïðèåìå ïàðà ýëåìåíòîâ A, B êîíå÷íîãî íàáîðà, à âî
âòîðîì - ýëåìåíò A èäåíòèôèöèðóþòñÿ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîçèöèÿõ. Ââå-
äåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Ñåìåéñòâî ðàçíîñòåé.

∀ABDP (óñëíåçàâñåðèÿ((λi(A(i), P (i)), λi(B(i), P (i))), C,D) →
óñëíåçàâèñ(λi(A(i) \B(i), P (i)), C,D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. ÏåðåìåííûåA, B, P
ôóíêöèîíàëüíûå. Èìååòñÿ ïîñûëêà ñ çàãîëîâêîì "óñëíåçàâñåðèÿ".

∀ABDEP (óñëíåçàâèñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i))), E, D) →
óñëíåçàâèñ(λi(A(i) \B(i), P (i)), E, D))

∀ABCDEP (óñëíåçàâèñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)); C), E, D) →
óñëíåçàâèñ((λi(A(i) \B(i), P (i)); C), E, D))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òðåáîâàíèå î ïîñûëêå ñ çàãîëîâêîì "óñëíå-
çàâñåðèÿ" îòáðîøåíî.
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(d) Ñåìåéñòâî ïåðåñå÷åíèé.

∀ABDEP (óñëíåçàâèñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i))), E, D) →
óñëíåçàâèñ(λi(A(i) ∩B(i), P (i)), E, D))

∀ABCDEP (óñëíåçàâèñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)); C), E, D) →
óñëíåçàâèñ((λi(A(i) ∩B(i), P (i)); C), E, D))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì äâóì ïðèåìàì.

(e) Ñåìåéñòâî îáúåäèíåíèé.

∀ABDEP (óñëíåçàâèñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i))), E, D) →
óñëíåçàâèñ(λi(A(i) ∪B(i), P (i)), E, D))

∀ABCDEP (óñëíåçàâèñ((λi(A(i), P (i)); λi(B(i), P (i)); C), E, D) →
óñëíåçàâèñ((λi(A(i) ∪B(i), P (i)); C), E, D))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Âûäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ.

∀ABCDE(óñëíåçàâèñ(A, B; C, E, D) → óñëíåçàâèñ(ïðåôèêñ(A∩B, C), E, D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåñå÷åíèå èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Âûðàæåíèå C íå ñîäåð-
æèò ïîäâûðàæåíèé A, B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Âûäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ.

∀ABCDE(óñëíåçàâèñ(A, B; C, E, D) → óñëíåçàâèñ(ïðåôèêñ(A∪B, C), E, D))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó.

(h) Âûäåëåíèå ðàçíîñòè.

∀ABCDE(óñëíåçàâèñ(A, B; C, E, D) → óñëíåçàâèñ(ïðåôèêñ(A \B, C), E, D))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäûùåìó.

(i) Îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûå ñåìåéñòâà ñîáûòèé.

∀ABCk(îòíîñèòíåçàâèñ(A, B, C) → óñëíåçàâèñ(A, ñëîéñåìåéñòâà(B,
ýëåìñîáûòèÿ(C), k), C))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

9. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìóñëíåçàâñåðèÿ".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå "óñëíåçàâñåðèÿ(A, B, C)", ãäå A åñòü ñåìåé-
ñòâî ñåìåéñòâ A(i) ñîáûòèé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà C, èìåþùèõ îäíó è
òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D. Äëÿ êàæäîãî d èç D ýòî ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåò
ãðóïïó ñîáûòèé A(i)(d), ïðè÷åì ëþáûå äâà ñîáûòèÿ, ïîñòðîåííûå òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè èç ñîáûòèé äâóõ òàêèõ ðàçëè÷íûõ ãðóïï, óñëîâíî
íåçàâèñèìû îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ b.
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(a) Ïåðåõîä ê ïîëíûì íàáîðàì.

∀ABCDE(óñëíåçàâñåðèÿ((A, B), E, D) → óñëíåçàâñåðèÿ((λi(A(i), C(i)),
λj(B(j), C(j))), E, D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ C ôóíê-
öèîíàëüíàÿ; ïåðåìåííûå A, B îáû÷íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Âêëþ÷åíèå ñåðèé.

∀ABCD(óñëíåçàâñåðèÿ(A, D, C) & âêëþ÷àåòñÿ(B, A) →
óñëíåçàâñåðèÿ(B, D, C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ

1. Ïåðåõîä ê íåñîâìåñòíûì ñîáûòèÿì.

∀ABCPQ(A ⊆ B → âåðîÿòíîñòü(setx(x ⊆ B & x−set& ¬(íåïåðåñåê(x, A)) & P (x))
∪ setx(x− set & x ⊆ B & Q(x)), C) = âåðîÿòíîñòü(setx(x ⊆ B & x− set &
¬(íåïåðåñåê(x, A)) & P (x)), C)+âåðîÿòíîñòü(setx(x−set& x ⊆ B\A & Q(x)), C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

2. Âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

∀ABCn(íåñîâìåñòíû(λi(A(i), B(i)), C) → âåðîÿòíîñòü(
⋃

i,B(i) A(i), C) =∑
i,B(i) âåðîÿòíîñòü(A(i), C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàç-
ðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ÷åðåç ðàâåíñòâî â
êîíòåêñòå. Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðî-
èçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABC(ôóíêöèîíàëüíî(setxn(B(x, n) & A(x) & n− íàòóðàëüíîå)) →
âåðîÿòíîñòü(setx(A(x) & ∃n(B(x, n) & n− íàòóðàëüíîå)), C) =∑∞

n=1 âåðîÿòíîñòü(setx(A(x) & B(x, n)), C))

Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå "ôóíêöèîíàëüíî(X)" èñòèííî, åñëè X åñòü ìíîæåñòâî
íàáîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû, íå ñîäåðæàùåå äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ, ó êîòîðûõ
ñîâïàäàþò âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðÿäû, êðîìå ïîñëåäíèõ.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Èñ-
òèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ïåðåñå÷åíèå íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

∀ABCDE(íåñîâìåñòíû((A, B), D) → âåðîÿòíîñòü(A ∩B ∩ C ∪ E, D) =
âåðîÿòíîñòü(E, D))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ABCD(íåñîâìåñòíû((A, B), D) → âåðîÿòíîñòü(A ∩B ∩ C, D) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ðàñùåïëåíèå ñîáûòèÿ.

∀ABCDEab(íåñîâìåñòíû((B, E), D) & A ⊆ B ∪ E &
óñëâåðîÿòí(A ∩B, C, D) = a & óñëâåðîÿòí(A ∩ E, C, D) = b →
óñëâåðîÿòí(A, C,D) = a + b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèÿ
a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè.
Âûðàæåíèå "óñëâåðîÿòí(A, C,D)" âõîäèò â íåêîòîðóþ ïîñûëêó è ïîêà íå èç-
âåñòíî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìíåñîâìåñòíû".

(a) Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå.

∀ABC(íåñîâìåñòíû(A, C) → íåñîâìåñòíû(λi(A(i), B(i)), C))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ B ôóíêöèîíàëü-
íàÿ, à ïåðåìåííàÿ A îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ñåìåéñòâî ïåðåñå÷åíèé ñ íåñîâìåñòíûìè ñîáûòèÿìè.

∀ABCD(íåñîâìåñòíû(A, C) & ∀i(D(i) → i ∈ Dom(A)) →
íåñîâìåñòíû(λi(A(i) ∩B(i), D(i)), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, èñòèííîñòü
âòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåí-
íûå B, D ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(c) Ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

∀ABCn(l(A) = n & i ∈ {1, . . . , n} & íåñîâìåñòíû(A, C) →
íåñîâìåñòíû(λi(A(i), B(i)), C))

Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñòèííîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ ïîñûëêà "B(i)". Ïåðåìåííàÿ B ôóíêöèîíàëüíàÿ, ïåðåìåííàÿ A -
îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCD(íåñîâìåñòíû((A, B; C), D) → íåñîâìåñòíû((A, B), D))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ýëåìåíòû A, B èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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∀ABCDE(íåñîâìåñòíû(ïðåôèêñ(A, B), C) & íåñîâìåñòíû(ïðåôèêñ(A, E),
C) → íåñîâìåñòíû(ïðåôèêñ(A ∩D, E), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèÿ A è A∩D èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè íàáîðîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABC(íåñîâìåñòíû(A, B) & âêëþ÷àåòñÿ(C, A) → íåñîâìåñòíû(C, B))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABPQmnk(P (k) & Q(m) & Q(n) & ¬(m = n) & ∀i(P (i) →
íåñîâìåñòíû(λj(A(i, j), Q(j)), B)) → íåñîâìåñòíû((A(k, m), A(k, n)), B))

Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, èñòèííîñòü ïåðâûõ ÷å-
òåðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå
P, Q ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

(d) Ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé.

∀ABC(íåïåðåñåê(A(i), A(j)) → íåñîâìåñòíû(λi(A(i), B(i)), C))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ââîäÿòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "B(i), B(j),¬(i = j)". Ïåðåìåííûå A, B ôóíê-
öèîíàëüíûå. Ïðèåì âûáèðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ j. Ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå óñìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "÷èñëî(i)", äàæå
ïðè äîïîëíèòåëüíîé ïîñûëêå B(i). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABC(i− ÷èñëî & íåïåðåñåê(A(i), A(j)) → íåñîâìåñòíû(λi(A(i), B(i)), C))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðâîìó èç íèõ
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà B(i), âòîðîìó - ïîñûëêè B(i), B(j),
0 < j − i. Â êà÷åñòâå j âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííûå A, B
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCD(A(i) ⊆ B(j) → íåñîâìåñòíû(λi(A(i) \B(i), C(i)), D))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì èñïîëüçó-
þòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè C(i), C(j),¬(i = j). Â êà÷åñòâå j âûáè-
ðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííûå A, B, C ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABC(íåñîâìåñòíû(ïðåôèêñ(A, B), C))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Ñåìåéñòâî ïåðåñå÷åíèé äëÿ ñåðèé íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

∀APQ(Dom(f) = seti(P (i)) & íåïåðåñåê(A(i, f(j)), A(i, f(k))) →
íåñîâìåñòíû(λf (

⋂
i,P (i) A(i, f(i)), Q(f)), B))

Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷ íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Ïðè ýòîì ïåðâîìó àíòåöåäåíòó ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïî-
ñûëêà Q(f), à âòîðîìó - ïîñûëêè P (i), P (j), P (k),¬(f(i) = f(j)), Q(f). Ïå-
ðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ A - îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(f) Îäíîýëåìåíòíûé íàáîð.

∀AB(íåñîâìåñòíû((A), B))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Óñìîòðåíèå èç êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

∀ABCDm(∀i(D(i) → íåñîâìåñòíû(λj(A(i, j), B(j)), C)) & D(m) →
íåñîâìåñòíû(λk(A(m, k), B(k)), C))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, èñòèííîñòü âòîðîãî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííûå B, D
ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðåñå÷åíèé ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâ íåñîâ-
ìåñòíûõ ñîáûòèé.

∀ABCPQR(íåñîâìåñòíû(λi(A(i), P (i)), C) & íåñîâìåñòíû(λj(B(j), Q(j)), C) →
íåñîâìåñòíû(λij(A(i) ∩B(j), P (i) & Q(j) & R(i, j)), C))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïåðåìåííûå
A, B, P, Q, R ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèå P (i) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíú-
þíêöèåé âñåõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ i è íå ñîäåðæàùèõ j, à âûðàæåíèå Q(j)
- ñ êîíúþíêöèåé âñåõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ j è íå ñîäåðæàùèõ i. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Ñåìåéñòâî ñëîåâ.

∀ABCP (íåñîâìåñòíû(λi(ñëîéñåìåéñòâ(A, B, i), P (i)), C))

Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

5.4 Ïîâòîðåíèå îïûòîâ
Îïûòû ñ äâóìÿ èñõîäàìè

1. Ðàâíîâåðîÿòíûå íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ.

∀ABinp(l(A) = n & íåçàâñîáûòèÿ(A, B) & j ∈ {0, . . . , n} &
âåðîÿòíîñòü(A(k), B) = p → âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), j),
B) = Cj

np
j(1− p)n−j)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Â êà÷åñòâå k ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïå-
ðåìåííóþ. Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, à ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî - çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùåé öåëè "óïðîñòèòü", "óñëâåðîÿòí" è "(çíà÷åíèå k)". Ïîñëåäíÿÿ öåëü
èíèöèèðóåò âûâîä ñëåäñòâèé èç êâàíòîðíûõ ïîñûëîê, èìåþùèõ ïîäâûðàæå-
íèÿ âèäà "X(k). Çàäà÷å ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "k ∈ {1, . . . , n}".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé k. Âòîðîé è òðåòèé àíòå-
öåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.
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∀ABCinp(l(A) = n & óñëíåçàâèñ(A, C,B) & j ∈ {0, . . . , n} &
óñëâåðîÿòí(A(k), C,B) = p → óñëâåðîÿòí(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), j),
C, B) = Cj

np
j(1− p)n−j)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀ABinp(l(A) = n & íåçàâñîáûòèÿ(A, B) & j ∈ {0, . . . , n} &
∀k(k ∈ {1, . . . , n} → âåðîÿòíîñòü(A(k), B) = p) & âåðîÿòíîñòü(A(1), B) = p →
âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), j), B) = Cj

np
j(1− p)n−j)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïÿòûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïîñëå ýòîãî ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà", èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé ïîñûëîê. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïîñëå îáðàáîòêè åãî ëåâîé ÷à-
ñòè íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âîçíèêàåò íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà
n. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDjmn(l(A) = n & j ∈ {0, . . . , n} & íåçàâñåðèÿ((A, D), B) & l(D) = n &
âåðîÿòíîñòü(A(m), B) = p & âåðîÿòíîñòü(D(m), B) = q & íåïåðåñåê(A(m),
D(m)) → âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B) \

⋃n
i=1 D(i), j), B) =

Cj
np

j(1− p− q)n−j)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ D îáû÷íàÿ. Òðåòèé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò, à
òàêæå àíòåöåäåíòû ñ ÷åòâåðòîãî ïî øåñòîé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Ëåâûå ÷àñòè ïÿòîãî è øåñòîãî àíòåöåäåíòîâ óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, êîòîðûì ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "m ∈ {1, . . . , n}".
Ðåçóëüòàòû p è q íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé m. Âòîðîé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñ-
ïîëüçóåòñÿ òà æå äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Äâå íåçàâèñèìûõ ñåðèè ñîáûòèé.

∀ABCiknpq(íåçàâñåðèÿ((A, B), C) & l(A) = n & l(B) = n & i ∈ {0, . . . , 2n} &
âåðîÿòíîñòü(A(k), C) = p & óñëâåðîÿòí(B(k), ýëåìñîáûòèÿ(C) \ A(k), C) = q &
íåïåðåñåê(A(k), B(k)) → âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A; B, ýëåìñîáûòèÿ, i), C) =∑i

j=0(C
j
np

j(1− p)n−jCi−j
n qi−j(1− q)n−i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Âòîðîé, òðåòèé, ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâûå ÷àñòè ïÿòîãî è øåñòîãî àíòåöå-
äåíòîâ óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðûì ïåðåäàåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ ïîñûëêà k ∈ {1, . . . , n}. Ðåçóëüòàòû p, q íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé k.
×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñòèííîñòü
ñåäüìîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ òà æå äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.

3. Ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé.
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∀ABabknp(íåçàâñîáûòèÿ(A, B) & l(A) = n &
λi(âåðîÿòíîñòü(A(i), B), i ∈ {1, . . . , n}) = p &

∏n
i=1(1− p(i) + p(i)x) = axk + b →

âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), k), B) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëå-
âàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè, ðåçóëüòàòîì ñëóæèò íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà n. Îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå" â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî àíòåöåäåíòà âûïèñûâàåñÿ â âèäå êîíå÷íîãî íàáîðà.
Ïðåäâàðèòåëüíî âåðîÿòíîñòè óïðîùàþòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì
ðåçóëüòàòû òàêîãî óïðîùåíèÿ ñóòü äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Êîíå÷íîå ïðîèçâå-
äåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íîå, ïîñëå
÷åãî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïå-
ðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, êîýôôèöèåíò a - ñ
äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé, âîçìîæíî, ðàâíîé 0. Â êà÷åñòâå x âûáèðàåòñÿ íîâàÿ
ïåðåìåííàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABabnp(íåçàâñîáûòèÿ(A, B) & l(A) = n &
λi(âåðîÿòíîñòü(A(i), B), i ∈ {1, . . . , n}) = p &

∏n
i=1(1 − p(i) + p(i)x) = a + b →

âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), 0), B) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ ñëà-
ãàåìûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðåæíèé.

∀ABfmnp(âåðîÿòíîñòü(A(i, j), B) = p & íåçàâñåðèÿ(λj(λi(A(i, j), i ∈ {1, . . . , n}),
j ∈ {1, . . . ,m}), B) & êîðòåæ(f, n, {1, . . . ,m}) →
âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(λj(

⋃
i,j=f(i),i∈{1,...,n} A(i, j), j ∈ {1, . . . ,m}),

ýëåìñîáûòèÿ(B), k), B) = âåðñî÷åòàíèÿ(êîìïëåêò(f), p, k))

Âûðàæåíèå "êîìïëåêò(f)" îáîçíà÷àåò íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ñîáîé óïîðÿäî÷åííûå ïî íåâîçðàñòàíèþ êðàòíîñòè ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ñåìåéñòâà f . Âûðàæåíèå "âåðñî÷åòàíèÿ(a, b, c)" îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü îäíî-
âðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ðîâíî c íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé èç ñïèñêà, äëèíà êîòîðî-
ãî ðàâíà äëèíå íàáîðà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
ñïèñêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëó n - âåðîÿòíîñòè îáúåäèíåíèÿ n íåçàâèñèìûõ
ñîáûòèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ b.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîé
ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "i{1, . . . , n}", "j ∈ {1, . . . ,m}". Ðåçóëüòàò
p íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ i, j. Ïåðåìåííàÿ A îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

4. Ïåðåõîä ê äîïîëíèòåëüíûì ñëîÿì.

∀ABkn(l(A) = n → âåðîÿòíîñòü(
⋃n

i=k ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), i), B) =
1−

∑n
i=1 âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), i− 1), B))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíü-
øåé 3. Êîíå÷íàÿ ñóììà âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

5. Âåðîÿòíîñòü íóëåâîãî ñëîÿ.

∀ABn(âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), 0), B) =
1− âåðîÿòíîñòü(

⋃n
i=1 A(i), B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Âûðàæåíèå A èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

6. Ãðóïïîâûå èñïûòàíèÿ.

∀ABCknpq(íåñîâìåñòíû(λj(B(i, j), j ∈ {1, . . . , k}), C) &

∀i(i ∈ {1, . . . , n} → A(i) =
⋃k

j=1 B(i, j)) & âåðîÿòíîñòü(A(i), C) = p &
óñëâåðîÿòí(B(i, j), A(i), C) = q & íåçàâñåðèÿ(λi(λj(B(i, j), j ∈ {1, . . . , k}),
i ∈ {1, . . . , n}), C) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → óñëíåçàâèñ(λj(B(i, j), j ∈ {1, . . . , k}),
A(i), C)) → âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(λj(

⋃n
i=1 B(i, j), j ∈ {1, . . . , k}),

ýëåìñîáûòèÿ(C), 1), C) = k
∑n

m=1 Cm
n (pq)m(1− p)n−m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò, à òàêæå ïÿòûé è øå-
ñòîé àíòåöåäåíüû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåí-
íûå A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n}".
Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ
ëåâûå ÷àñòè óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðûì ïåðåäàþòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "i ∈ {1, . . . , n}" è "j ∈ {1, . . . , k}" (ïîñëåäíÿÿ - òîëüêî
äëÿ ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà). Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé i, à âûðà-
æåíèå q - ïåðåìåííûõ i, j. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "íîðìâåðñî÷åòàíèÿ".

×òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ "âåðñî÷åòàíèÿ(. . .)", ââîäèìîãî ïðèâå-
äåííûì âûøå ïðèåìîì, èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìâåðñî÷åòàíèÿ". Îá-
ðàùåíèå ê íåìó âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:

∀abip(b = âåðñî÷åòàíèÿ(a, p, i) → âåðñî÷åòàíèÿ(a, p, i) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âåðñî÷åòàíèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

8. Íîðìàëèçàòîð "íîðìâåðñî÷åòàíèÿ".

(a) Ïóñòîé íàáîð.

∀a(âåðñî÷åòàíèÿ(ïóñòîåñëîâî, a, 0) = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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∀ab(0 < b → âåðñî÷åòàíèÿ(ïóñòîåñëîâî, a, b) = 0)

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Øàã ðåêóðñèè.

∀abip(âåðñî÷åòàíèÿ(ïðåôèêñ(a, b), p, i) = (1− (1− p)a)âåðñî÷åòàíèÿ(b, p,
i− 1) + (1− p)aâåðñî÷åòàíèÿ(b, p, i))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèÿ
"âåðñî÷åòàíèÿ(. . .)" â çàìåíÿþùåì âûðàæåíèè îáðàáàòûâàþòñÿ òåì æå
íîðìàëèçàòîðîì. Ïðî÷èå ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ îáðà-
áàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ñîáûòèé.

∀aip(i < 0 → âåðñî÷åòàíèÿ(a, p, i) = 0)

Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îïûòû ñ íåñêîëüêèìè èñõîäàìè

1. Ðàâíîâåðîÿòíûå ñîáûòèÿ.

∀ABNkmnpq(l(A) = m & íåçàâñåðèÿ(A, B) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → l(A(i)) = n) &
ðàçáèåíèÿ(A) & p = λi(âåðîÿòíîñòü(A(i)(j), B), i ∈ {1, . . . ,m}) & k =

∑m
i=1 N(i)

& q =
∑m

i=1 p(i) → âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâ(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), N), B) =
n!(1− q)n−k

∏m
i=1 p(i)N(i)/((n− k)!

∏m
i=1 N(i)!))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ A, N èìåþò çàãîëîâîê "íà-
áîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïî-
ñûëêè âèäà "l(b) = n", ãäå b - ïîäâûðàæåíèå âûðàæåíèÿ A. Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì m - íàòóðàëüíàÿ êîí-
ñòàíòà. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç
êîíòåêñòà; óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òðåòüåãî àíòåöå-
äåíòà ñ ãðóïïîé ðàâåíñòâ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Îí îçíà÷àåò, ÷òî A - ñåìåéñòâî ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ îä-
íó è òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñëåäíèå
òðè àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "ðàçâåðò-
êà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå îòîáðàæåíèÿ â ïÿòîì àíòåöåäåíòå êàê êîíå÷íîãî
íàáîðà, à êîíå÷íûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé - êàê îáû÷íûõ. Âåðîÿòíîñòè â ïÿòîì
àíòåöåäåíòå âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæåíèå p
íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé j. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé.

∀ABNabmnpuz(l(A) = m & íåçàâñåðèÿ(A, B) &
∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → l(A(i)) = n) & ðàçáèåíèÿ(A) &
b =

∏n
j=1(

∑m
i=1(âåðîÿòíîñòü(A(i)(j), B)(z(i) − 1)) + 1) & ñìêîýôô(b, z, N, a) →

âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâ(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), N), B) = a)
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Âûðàæåíèå "ñëîéñåìåéñòâ(X, Y, Z)" îïðåäåëåíî äëÿ íàáîðà X = (X1, . . . , Xn)
ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ îáùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà ýòîé îáëàñòè îáðàçóþùèõ n ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Y ; Z = (Z1, . . . , Zn) - íàáîð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòî âû-
ðàæåíèå îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y , ïðèíàäëåæàùèõ
ðîâíî Z1 ìíîæåñòâàì ñåìåéñòâà X1, ðîâíî Z2 ìíîæåñòâàì ñåìåéñòâà X2, è ò.ä.
âïëîòü äî n.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ A, N èìåþò çàãîëîâîê "íà-
áîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïî-
ñûëêè âèäà "l(d) = n", ãäå d - ïîäòåðì òåðìà A, n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà.
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåê-
ñòà, ïðè÷åì óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òðåòüåãî àíòå-
öåäåíòà ñ ãðóïïîé ðàâåíñòâ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ
m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî êîíå÷íûå ñóììà è ïðîèçâåäåíèå âûïèñûâà-
þòñÿ êàê îáû÷íûå; ïðåäâàðèòåëüíî âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíû-
ìè çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ñîìíîæèòåëè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðàâîé
÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Â
êà÷åñòâå z ïðèåì âûáèðàåò íàáîð íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèé äëèíó m. Ïî-
ñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ñìêîýôô". Âõîä-
íûìè äàííûìè ñëóæàò íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N , íàáîð ïåðåìåííûõ z è
âûðàæåíèå b, îïðåäåëÿþùåå, ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê, ìíîãî÷ëåí îò ýòèõ ïå-
ðåìåííûõ. Ñèíòåçàòîð âû÷èñëÿåò êîýôôèöèåíò a îäíî÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñòåïåíÿì N ïåðåìåííûõ z. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABNabmnpuz(l(A) = m & íåçàâñåðèÿ(A, B) &
∀i(i ∈ {2, . . . ,m} → l(A(i)) = n) & ðàçáèåíèÿ(A) &
b =

∏n
j=1(

∑m
i=1(âåðîÿòíîñòü(A(i)(j), B)(z(i)− 1)) + 1) & ñìêîýôô(b, z, N, a) &

l(A(1)) = n → âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâ(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), N), B) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ A, N èìåþò çàãîëîâîê "íà-
áîð". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåð-
âûé, òðåòèé, ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ïðàâàÿ ÷àñòü ïÿòîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå, êàê è âûøå.
Âòîðîé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè,
øåñòîé - ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5.5 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Ïðîñòåéøàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

1. Ïåðåõîä ê ñóììå îòîáðàæåíèé.

∀fgP (λx(f(x) + g(x), P (x)) = λx(f(x), P (x)) + λx(g(x), P (x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
- ðàâåíñòâà t = R, ïðè÷åì äàííîå ïîäâûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî âíóòðè R, à t -
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ÷èñëåí-
íàÿ ëèáî ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñ-
ïåðñèÿ, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ëèáî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïåðåìåííûå f, g, P
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ôóíêöèîíàëüíûå. Çíàê ñëîæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà îáîçíà÷àåò ñèì-
âîë "ïëþñôóíê". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé
ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âûíåñåíèå ìèíóñà èç-ïîä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".

∀fP (λx(−f(x), P (x)) = −λx(f(x), P (x)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë "ìè-
íóñôóíê".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

1. Èçâåñòåí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀AXabcdn(ðÿäðàñïðåä(X, A) = òàáëèöà({; a}) & óïîðÿäòàáëèöà(a, b) &
b = λi(c(i) 7→ d(i), i ∈ {1, . . . , n}) → ôóíêðàñïðåä(X,A) =
òàáëèöà({êîíñò((−∞, c(1)), 0), êîíñò((c(n),∞), 1); λi(êîíñò((c(i), c(i + 1)],∑i

j=1 d(j)), i ∈ {1, . . . , n− 1})}))
Óòâåðæäåíèå "óïîðÿäòàáëèöà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàáîð ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ êàæäàÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå, à b - íàáîð ýòèõ æå ôóíêöèé, ïåðåóïî-
ðÿäî÷åííûé ïî íåóáûâàíèþ èõ òî÷åê îïðåäåëåíèÿ. Çàïèñü "p 7→ q" îáîçíà÷àåò
ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â åäèíñòâåííîé òî÷êå p è ïðèíèìàþùóþ â íåé çíà÷å-
íèå q. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò åå ñòðåëêó íåñêîëüêî
èíà÷å - òàê æå, êàê èìïëèêàöèþ, íî ñëåâà è ñïðàâà îñòàâëÿþòñÿ ïðîáåëû.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ôóíêðàñïðåä(X, A)".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âûïîëíÿþùèì ïåðåóïîðÿäî÷åíèå. Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåí-
òèôèêàöèþ è âûïèñûâàíèå òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ, à
òàêæå âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Ïåðåìåííûå c, d ôóíêöèî-
íàëüíûå. Âûâåäåííîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöè-
ÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀PXan(ðÿäðàñïðåä(X,P ) = λi(a(i), i − öåëîå & n ≤ i) → ôóíêðàñïðåä(X, P ) =

λx(
∑−[x]−1

j=n a(j), x− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ôóíêðàñïðåä(X, P )".
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ aôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

2. Èçâåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀ABfgh(ïëîòíðàñïðåä(A, B) = λt(f(t), h(t)) & g(t) =
∫ t

−∞ f(x)dx →
ôóíêðàñïðåä(A, B) = λt(g(t), t− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ôóíêðàñïðåä(A, B)".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé íå ñî-
äåðæèò íåèçâåñòíûõ, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðà-
âàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîé ïåðåäà-
åòñÿ äîïîîíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "÷èñëî(t)". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ôóíêðàñ-
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ïðåä(A, B) = C", ãäå C íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííûå f, g, h ôóíêöè-
îíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà çàäàííûé ïðîìå-
æóòîê.

forallABabcdf (ôóíêðàñïðåä(A, B) = λt(f(t), t− ÷èñëî) →
âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(A, [a, b]), B) = f(b)− f(a))

Ïðîìåæóòîê ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè òèïàìè êîíöîâ. Ïðèåì èìååò
çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷å íà îïèñàíèå ëèáî íà èññëå-
äîâàíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì
ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Çàäà÷à
èìååò ïîñûëêó âèäà "ïëîòíðàñïðåä(A, B) = C". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

4. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû.

∀abc(b = ôóíêðàñïðåä(a, c) ↔ ôóíêðàñïðåä(a, c) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Ïåðåñòàíîâêà
÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "ôóíêðàñïðåä". Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

1. Ïðèáàâëåíèå êîíñòàíòû ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå.

∀ABCa(ïëîòíðàñïðåä(A, C) = λt(f(t), t− ÷èñëî) &
B = A + λx(a, x ∈ ýëåìñîáûòèÿ(C)) → ïëîòíðàñïðåä(B, C) =
λt(f(t− a), t− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ïëîòí-
ðàñïðåä(B, C) = îòîáðàæåíèå(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀BXfg(ñëó÷âåëè÷èíà(X, B) & ïëîòíðàñïðåä(X, B) = λx(f(x), g(x)) →∫∞
−∞ f(x)dx = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì ïåðåìåííûå f, g
ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèå f(x) ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Â íåì îòñóòñòâóþò
íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀AXab(ôóíêðàñïðåä(X, A) = λx(a(x), x− ÷èñëî) & b(x) = da(x)/dx →
ïëîòíðàñïðåä(X, A) = λx(b(x), x− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðî-
ùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå, ïðè÷åì
b(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ïëîòí-
ðàñïðåä(X, A) = îòîáðàæåíèå(. . .)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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4. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà çàäàííûé ïðîìå-
æóòîê.

∀ABabfgkl(ïëîòíðàñïðåä(A, B) = λx(f(x), g(x)) →
âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(A, [a, b]), B) =

∫ b

a
f(x)dx)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà
âèäà "ôóíêðàñïðåä(A, B) = ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû.

∀abc(b = ïëîòíðàñïðåä(a, c) ↔ ïëîòíðàñïðåä(a, c) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Ïåðåñòàíîâêà
÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Âûðàæåíèå b íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "ïëîòíðàñïðåä". Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ äâà çíà÷åíèÿ.

∀APabp(¬(a− b = 0) & B = ýëåìñîáûòèÿ(A) & X = λx((a ïðè P (x), èíà÷å b),
x ∈ B) & p = âåðîÿòíîñòü(setx(P (x)), A) → ðÿäðàñïðåä(X, A) =
òàáëèöà({a 7→ p, b 7→ 1− p}))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âòîðîé è ÷åòâåð-
òûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âåðîÿòíîñòü âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿ-
åò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå âèäà
f(X, . . . , A), ãäå f - ñèìâîë èç ñïèñêà "ðÿäðàñïðåä", "ôóíêðàñïðåä", "ìàòîæè-
äàíèå", "äèñïåðñèÿ", "ñðåäêâàäðîòêë", "íà÷ìîìåíò", "öåíòðìîìåíò". Ïåðåìåí-
íàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíà ìîùíîñòè ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â
çàäàííîì îòíîøåíèè ñ òî÷êîé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

∀ABPXn(cardA = n & X = λx(card(sety(y ∈ A & P (x, y))), x ∈ ýëåìñîáûòèÿ(B)) →
ðÿäðàñïðåä(X, B) = òàáëèöà({; λi(i 7→ âåðîÿòíîñòü(setx(x ∈ ýëåìñîáûòèÿ(B) &
card(sety(y ∈ A & P (x, y))) = i), B), i ∈ {0, . . . , n})}))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíè-
òåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå âèäà f(X, . . . , B),
ãäå f - ñèìâîë èç ñïèñêà "ðÿäðàñïðåä", "ôóíêðàñïðåä", "ìàòîæèäàíèå", "äèñ-
ïåðñèÿ", "ñðåäêâàäðîòêë", "íà÷ìîìåíò", "öåíòðìîìåíò". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íà-
òóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" â âûâîäèìîì ðàâåíñòâå âû-
ïèñûâàåòñÿ êàê êîíå÷íûé íàáîð. Âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà-
÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.
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∀ABXn(l(A) = n & X = λx(card(sety(y ∈ {1, . . . , n} & x ∈ A(y))), x ∈ ýëåìñîáû-
òèÿ(B)) → ðÿäðàñïðåä(X, B) =
λi(âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), i), B), i ∈ {0, . . . , n}))

∀ABXn(l(A) = n & X = λx(card(sety(y ∈ {1, . . . , n}& ¬(x ∈ A(y)))), x ∈ ýëåìñîáû-
òèÿ(B)) → ðÿäðàñïðåä(X, B) =
λi(âåðîÿòíîñòü(ñëîéñåìåéñòâà(A, ýëåìñîáûòèÿ(B), n− i), B), i ∈ {0, . . . , n}))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíè-
òåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå âèäà f(X, . . . , B),
ãäå f - ñèìâîë èç ñïèñêà "ðÿäðàñïðåä", "ôóíêðàñïðåä", "ìàòîæèäàíèå", "äèñ-
ïåðñèÿ", "ñðåäêâàäðîòêë", "íà÷ìîìåíò", "öåíòðìîìåíò". Ïåðâûé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì â ïåðâîì ïðèåìå n èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ íåêîíñòàíòíûì òåðìîì. Âî âòîðîì ïðèåìå îãðàíè÷åíèÿ íà n îòñóò-
ñòâóþò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà êîíñòàíòó.

∀BPXY fgm(¬(m = 0) & X = λx(f(x)/m, P (x)) → Y = λx(f(x), P (x)) &
g = ðÿäðàñïðåä(Y, B) & ðÿäðàñïðåä(X, B) = λx(g(mx),∃y(y ∈ Dom(g) &
x = y/m)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ðÿäðàñïðåä(X, B)" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ïðèåì âûáèðàåò íîâûå ïåðåìåííûå
g, Y . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ïåðå÷èñëåíèåì ìíîæåñòâ è ïðèíèìàåìûõ íà íèõ
êîíñòàíòíûõ çíà÷åíèé.

∀ABXbn(X = òàáëèöà({; λi(êîíñò(A(i), b(i)), i ∈ {1, . . . , n})}) &
∀k(k ∈ {1, . . . , n} → ∀j(j ∈ {k + 1, . . . , n} → ¬(b(k)− b(j) = 0))) →
ðÿäðàñïðåä(X, B) = òàáëèöà({; λi(b(i) 7→ âåðîÿòíîñòü(A(i), B), i ∈ {1, . . . , n})}))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé. Ïåðåìåííûå A, b ôóíêöèîíàëüíûå, n - íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà. Óêàçà-
òåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåð-
æàùåé ïîäâûðàæåíèå âèäà f(X, . . . , B), ãäå f - ñèìâîë èç ñïèñêà "ðÿäðàñïðåä",
"ôóíêðàñïðåä", "ìàòîæèäàíèå", "äèñïåðñèÿ", "ñðåäêâàäðîòêë", "íà÷ìîìåíò",
"öåíòðìîìåíò". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ è çàïèñü òåðìîâ "îòîáðà-
æåíèå" êàê êîíå÷íûõ íàáîðîâ. Êâàíòîðû îáùíîñòè âî âòîðîì àíòåöåäåíòå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCPX(X = òàáëèöà(setf (∃i(f = êîíñò(A(i), B(i)) & P (i)))) &
∀ij(P (i) & P (j) & ¬(i = j) → ¬(B(i) − B(j) = 0)) → ðÿäðàñïðåä(X, C) =
òàáëèöà(setf (∃i(P (i) & f = (B(i) 7→ âåðîÿòíîñòü(A(i), C))))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé. Ïåðåìåííûå A, B, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿ-
åò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå âèäà
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f(X, . . . , C), ãäå f - ñèìâîë èç ñïèñêà "ðÿäðàñïðåä", "ôóíêðàñïðåä", "ìàòîæè-
äàíèå", "äèñïåðñèÿ", "ñðåäêâàäðîòêë", "íà÷ìîìåíò", "öåíòðìîìåíò". Èñòèí-
íîñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABCDXbn(X = òàáëèöà({; λi(êîíñò(A(i), b(i)), i ∈ {1, . . . , n})} ∪
setf (∃j(f = êîíñò(C(j), D(j)) & P (j)))) & ∀k(k ∈ {1, . . . , n} →
∀p(p ∈ {k + 1, . . . , n} → ¬(b(k) − b(p) = 0))) & ∀jk(P (j) & P (k) & ¬(j = k) →
¬(D(j) − D(k) = 0)) & ∀j(j ∈ {1, . . . , n} → ∀k(P (k) → ¬(b(j) − D(k) = 0))) →
ðÿäðàñïðåä(X, B) = òàáëèöà({; λi(b(i) 7→ âåðîÿòíîñòü(A(i), B), i ∈ {1, . . . , n})}∪
setf (∃j(P (j) & f = (D(j) 7→ âåðîÿòíîñòü(C(j), B))))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé. Ïåðåìåííûå A, C,D, P, b ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíè-
òåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå âèäà f(X, . . . , B),
ãäå f - ñèìâîë èç ñïèñêà "ðÿäðàñïðåä", "ôóíêðàñïðåä", "ìàòîæèäàíèå", "äèñ-
ïåðñèÿ", "ñðåäêâàäðîòêë", "íà÷ìîìåíò", "öåíòðìîìåíò". Âòîðîé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Èñòèííîñòü òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. Îïèñàòåëè
"îòîáðàæåíèå" ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíå÷íûå íàáîðû, à êâàíòîðû îáùíîñòè -
êàê êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

1. Êîíñòàíòà.

∀APa(ìàòîæèäàíèå(λx(a, x ∈ A), P ) = a)

∀APa(ìàòîæèäàíèå(êîíñò(A, a), P ) = a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ñóììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

∀APfg(A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → ìàòîæèäàíèå(λx(f(x) + g(x), x ∈ A), P ) =
ìàòîæèäàíèå(λx(f(x), x ∈ A), P ) + ìàòîæèäàíèå(λx(g(x), x ∈ A), P ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

3. Óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó.

∀APaf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → ìàòîæèäàíèå(λx(af(x), x ∈ A), P ) =
a · ìàòîæèäàíèå(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Èçìåíåíèå çíàêà.

∀APf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → ìàòîæèäàíèå(λx(−f(x), x ∈ A), P ) =
− ìàòîæèäàíèå(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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5. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé èç-
âåñòåí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀PXabn(ðÿäðàñïðåä(X, P ) = òàáëèöà({; λi(a(i) 7→ b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) →
ìàòîæèäàíèå(X, P ) =

∑n
i=1 a(i)b(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëü-
íûå. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëè
"ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ñ êîíå÷íûì
íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Âûðàæåíèÿ a, b (íàáî-
ðû) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåðæàùóþ ïîäâûðàæå-
íèå âèäà "f(X, . . .)", ãäå f - ñèìâîë, ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó "ìàòîæèäàíèå",
"äèñïåðñèÿ", "öåíòðìîìåíò". Âûðàæåíèå "ìàòîæèäàíèå(X, P )", ïîñëå îáðàáîò-
êè åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðììàòîæèäàíèå", ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABXf (ðÿäðàñïðåä(X, B) = λx(f(x), A(x)) → ìàòîæèäàíèå(X, B) =∑
x,A(x)(xf(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëü-
íûå. Òåðìû f(x) è A(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåð-
æàùóþ ïîäâûðàæåíèå âèäà "f(X, . . .)", ãäå f - ñèìâîë, ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó
"ìàòîæèäàíèå", "äèñïåðñèÿ", "öåíòðìîìåíò". Âûðàæåíèå "ìàòîæèäàíèå(X,P )",
ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðììàòîæèäàíèå", ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀APXabcdn(ðÿäðàñïðåä(X, P ) = òàáëèöà({; λi(a(i) 7→ b(i), i ∈ {1, . . . , n})} ∪
setf (∃j(A(j) & f = (c(j) 7→ d(j))))) → ìàòîæèäàíèå(X,P ) =∑n

i=1 a(i)b(i) +
∑

j,A(j) c(j)d(j))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå a, b, c, d, A ôóíêöè-
îíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé. Óêà-
çàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ñ êî-
íå÷íûì íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Òåðìû a, b, c, d, A
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåðæàùóþ ïîäâûðàæåíèå
âèäà "f(X, . . .)", ãäå f - ñèìâîë, ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó "ìàòîæèäàíèå", "äèñ-
ïåðñèÿ", "öåíòðìîìåíò". Âûðàæåíèå "ìàòîæèäàíèå(X, P )", ïîñëå îáðàáîòêè
åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðììàòîæèäàíèå", ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀PXab(ðÿäðàñïðåä(X, P ) = òàáëèöà(setf (∃i(i− íàòóðàëüíîå &
f = (a(i) 7→ b(i))))) → ìàòîæèäàíèå(X, P ) =

∑∞
i=1 a(i)b(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëü-
íûå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåð-
æàùóþ ïîäâûðàæåíèå âèäà "f(X, . . .)", ãäå f - ñèìâîë, ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó
"ìàòîæèäàíèå", "äèñïåðñèÿ", "öåíòðìîìåíò". Âûðàæåíèå "ìàòîæèäàíèå(X, P )",
ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðììàòîæèäàíèå", ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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6. Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé èç-
âåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀ABfg(ïëîòíðàñïðåä(A, B) = λt(f(t), g(t)) → ìàòîæèäàíèå(A, B) =
∫∞
−∞ tf(t)dt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëü-
íûå. Âûðàæåíèå f(t) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåð-
æàùóþ ïîäâûðàæåíèå âèäà "f(A, . . .)", ãäå f - ñèìâîë, ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó
"ìàòîæèäàíèå", "äèñïåðñèÿ", "öåíòðìîìåíò". Âûðàæåíèå "ìàòîæèäàíèå(A, B)",
ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðììàòîæèäàíèå", ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABfg(ïëîòíðàñïðåä(A, B) = λt(f(t), g(t)) & ìàòîæèäàíèå(A, B) = a →
a =

∫∞
−∞ tf(t)dt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Îáà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöè-
îíàëüíûå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, f(t) ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íè îäíî
èç íèõ íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììàòîæèäàíèå".

Â íîðìàëèçàòîðû ïðîäóáëèðîâàíû ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû äëÿ êîíñòàíòíîé
âåëè÷èíû, ñóììû âåëè÷èí, ïðîèçâåäåíèÿ âåëè÷èíû íà êîíñòàíòó è èçìåíåíèÿ
çíàêà âåëè÷èíû. Êðîìå òîãî, ââåäåí ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàâåíñòâî èç ïîñû-
ëîê:

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "ìà-
òîæèäàíèå" è íå ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì âûðàæåíèÿ b. Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ äèñïåðñèåé

1. Êîíñòàíòà.

∀APa(äèñïåðñèÿ(λx(a, x ∈ A), P ) = 0)

∀APa(äèñïåðñèÿ(êîíñò(A, a), P ) = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ñëîæåíèå ñ êîíñòàíòîé.

∀APaf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → äèñïåðñèÿ(λx(f(x) + a, x ∈ A), P ) =
äèñïåðñèÿ(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó.

∀APaf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → äèñïåðñèÿ(λx(af(x), x ∈ A), P ) =
a2 · äèñïåðñèÿ(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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4. Èçìåíåíèå çíàêà.

∀APf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → äèñïåðñèÿ(λx(−f(x), x ∈ A), P ) =
äèñïåðñèÿ(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí ðÿä ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

∀PXabmn(ðÿäðàñïðåä(X,P ) = òàáëèöà({; λi(a(i) 7→ b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) &
ìàòîæèäàíèå(X,P ) = m → äèñïåðñèÿ(X, P ) =

∑n
i=1((a(i)−m)2b(i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ "äèñïåðñèÿ(X, P )" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîí-
ñòàíòîé. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîá-
ðàæåíèå" ñ êîíå÷íûì íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé.
Âûðàæåíèÿ a, b (íàáîðû), à òàêæå âûðàæåíèå m íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âû-
ðàæåíèå "äèñïåðñèÿ(X, P )", ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèñ-
ïåðñèÿ", ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABXfm(ðÿäðàñïðåä(X, B) = λx(f(x), A(x)) & ìàòîæèäàíèå(X, B) = m →
äèñïåðñèÿ(X, B) =

∑
x,A(x)((x−m)2f(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ "äèñïåðñèÿ(X, B)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Òåðìû f(x), A(x) è
m íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå "äèñïåðñèÿ(X, B)", ïîñëå îáðàáîòêè
åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðäèñïåðñèÿ", ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 3.

6. Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíà ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀ABfgm(ïëîòíðàñïðåä(A, B) = λt(f(t), g(t)) & ìàòîæèäàíèå(A, B) = m →
äèñïåðñèÿ(A, B) =

∫∞
−∞(t−m)2f(t)dt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ "äèñïåðñèÿ(A, B)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ f(t), m
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå "äèñïåðñèÿ(A, B)", ïîñëå îáðàáîòêè åãî
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèñïåðñèÿ", ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

∀ABafgm(ïëîòíðàñïðåä(A, B) = λt(f(t), g(t)) & ìàòîæèäàíèå(A, B) = m &
äèñïåðñèÿ(A, B) = a → a =

∫∞
−∞(t−m)2f(t)dt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëü-
íûå. Õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, f(t), m ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Íè îäíî èç
íèõ íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 4.
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7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäèñïåðñèÿ".

Â íîðìàëèçàòîðå ïðîäóáëèðîâàíû ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû äëÿ êîíñòàíòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èçìíåíåíèÿ çíàêà âåëè÷èíû, óìíîæåíèÿ åå íà êîíñòàíòó
è ñëîæåíèÿ ñ êîíñòàíòîé.

Ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

1. Êîíñòàíòà.

∀APa(ñðåäêâàäðîòêë(λx(a, x ∈ A), P ) = 0)

∀APa(ñðåäêâàäðîòêë(êîíñò(A, a), P ) = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ñëîæåíèå ñ êîíñòàíòîé.

∀APaf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → ñðåäêâàäðîòêë(λx(f(x) + a, x ∈ A), P ) =
ñðåäêâàäðîòêë(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó.

∀APaf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → ñðåäêâàäðîòêë(λx(af(x), x ∈ A), P ) =
|a| · ñðåäêâàäðîòêë(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Èçìåíåíèå çíàêà.

∀APf (A = ýëåìñîáûòèÿ(P ) → ñðåäêâàäðîòêë(λx(−f(x), x ∈ A), P ) =
ñðåäêâàäðîòêë(λx(f(x), x ∈ A), P ))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Âûðàæåíèå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ÷åðåç äèñïåðñèþ.

∀PXm(äèñïåðñèÿ(X, P ) = m → ñðåäêâàäðîòêë(X, P ) =
√

m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïîä-
âûðàæåíèÿ "ñðåäêâàäðîòêë(X, P )". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Âûðàæåíèå m íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ
êîòîðîé èçâåñòåí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀PXabmn(ðÿäðàñïðåä(X, P ) = òàáëèöà({; λi(a(i) 7→ b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) &
ìàòîæèäàíèå(X,P ) = m → ñðåäêâàäðîòêë(X, P ) =

√∑n
i=1(a(i)−m)2b(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ "ñðåäêâàäðîòêë(X, P )"
â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåí-
íîé êîíñòàíòîé. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ
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"îòîáðàæåíèå" ñ êîíå÷íûì íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷-
íîé. Âûðàæåíèÿ a, b (íàáîðû), à òàêæå âûðàæåíèå m íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèå "ñðåäêâàäðîòêë(X, P )", ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðîì
"ñðåäêâàäðîòêë", ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìñðåäêâàäðîòêë".

Â íîðìàëèçàòîðå ïðîäóáëèðîâàíû ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû äëÿ êîíñòàíòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èçìíåíåíèÿ çíàêà âåëè÷èíû, óìíîæåíèÿ åå íà êîíñòàíòó
è ñëîæåíèÿ ñ êîíñòàíòîé.

Íà÷àëüíûå ìîìåíòû

Ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ïî åå ðÿäó ðàñïðåäåëåíèÿ:

∀PXabn(ðÿäðàñïðåä(X, P ) = òàáëèöà({; λi(a(i) 7→ b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) →
íà÷ìîìåíò(X, k, P ) =

∑n
i=1 a(i)kb(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ñ êî-
íå÷íûì íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû

1. Âû÷èñëåíèå öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí
ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀PXabkmn(ðÿäðàñïðåä(X, P ) = òàáëèöà({; λi(a(i) 7→ b(i), i ∈ {1, . . . , n})}) &
ìàòîæèäàíèå(X, P ) = m → öåíòðìîìåíò(X, k, P ) =

∑n
i=1(a(i)−m)kb(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì ïåðåìåííûå a, b - ôóíêöèîíàëüíûå. Óêàçà-
òåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ñ êî-
íå÷íûì íàáîðîì è âûïèñûâàíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðììàòîæèäàíèå". Ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀APXfkm(ðÿäðàñïðåä(X, B) = λx(f(x), x ∈ A) & ìàòîæèäàíèå(X, P ) = m →
öåíòðìîìåíò(X, k, P ) =

∑
x,x∈A((x−m)kf(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå m íå ñîäåðæèò
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Âû÷èñëåíèå öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíà
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀ABfmn(ïëîòíðàñïðåä(A, B) = λt(f(t), t − ÷èñëî) & ìàòîæèäàíèå(A, B) = m →
öåíòðìîìåíò(A, n, B) =

∫∞
−∞(t−m)nf(t)dt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ "öåíòðìîìåíò(A, n, B)" â
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ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèÿ f(t), m, n
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âûðàæåíèå "öåíòðìîìåíò(A, n, B)"ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ìîäà

Â ðàçäåëå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîäû ïðè èçâåñòíîé ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

∀ABXfgmnp(ïëîòíðàñïðåä(X,A) = λx(f(x), g(x)) & Max(λx(f(x), g(x)),
setx(x− ÷èñëî & g(x)), m, n) = (m = {p} & B(n)) → ìîäà(X, A) = p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Âòîðîé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûå
ïåðåìåííûå m, n è ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íèõ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Ïåðåìåííàÿ B ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Çàêîí Ïóàññîíà

1. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀PXa(Ïóàññîí(X,P, a) → ðÿäðàñïðåä(X, P ) = λi(a
i/i! exp(−a), i ∈ N+))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè,
ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå "f(X, . . . , P )", ãäå f - ñèìâîë èç ñïèñêà "ðÿäðàñ-
ïðåä", "ôóíêðàñïðåä", "ìàòîæèäàíèå", "äèñïåðñèÿ", "ñðåäêâàäðîòêë", "íà÷ìî-
ìåíò", "öåíòðìîìåíò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â çàäàííîå ìíîæåñòâî.

∀MPXa(Ïóàññîí(X, P, a) → âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(X, M), P ) =∑
i,i∈M∩N+ ai exp(−a)/i!)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. ×èñëî ñîáûòèé íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè â ïðîñòåéøåì ïîòîêå.

∀ABabc(ïðîñòåéøèéïîòîê(A, a) & ñëó÷ïîòîê(A, B) →
Ïóàññîí(÷èñëîñîáûòèé(A, [b, c]), B, a(c− b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè íå ñâÿçàííîãî âíåøíèìè êâàíòîðàìè è
îïèñàòåëÿìè ïîäâûðàæåíèÿ "÷èñëîñîáûòèé(A, [b, c])" â ïîñûëêå çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABab(ïðîñòåéøèéïîòîê(A, a) & ñëó÷ïîòîê(A, B) →
Ïóàññîí(÷èñëîñîáûòèé(A, b), B, aäëèíà(b)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îòíîñèòñÿ ê ïîäâû-
ðàæåíèþ "÷èñëîñîáûòèé(A, b)", ãäå b íå èìååò çàãîëîâêà "ïðîìåæóòîê". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABMabcnpq(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ñëó÷ïîòîê(A(i), B)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ïðîñòåéøèéïîòîê(A(i), a)) &
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∀i(i ∈ {1, . . . , n} → Q(i) = ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(A(i), [p, q]), M)) &
b = a(q − p) & c =

∑
i,i∈M∩N+ bi exp(−b)/i! →

∀i(i ∈ {1, . . . , n} → âåðîÿòíîñòü(Q(i), B) = c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Êî-
íå÷íàÿ ñóììà óïðîùàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îòñóòñòâóåò
ïîñûëêà âèäà "∀k(k ∈ {1, . . . , n} → âåðîÿòíîñòü(Q(k), B) = d". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABCDEPMabm(ñëó÷ïîòîê(A, B) & ïðîñòåéøèéïîòîê(A, m) &
∀i(P (i) → C(i) = ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(A, D(i)), E(i))) & a(i) = m·äëèíà(D(i))
& b(i) =

∑
j,j∈E(i),j−öåëîå exp(−a(i))a(i)j/j! →

∀i(P (i) → âåðîÿòíîñòü(C(i), B) = b(i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. ×èñëî òî÷åê â çàäàííîé îáëàñòè ðàâíîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.

∀ABab(ðàâíîìåðíïîëå(A, a) & ñëó÷ïîëå(A, 2, B) →
Ïóàññîí(÷èñëîòî÷åê(A, b), B, aS(b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" îïðåäåëÿåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "÷èñëîòî÷åê(A, b)" â ïî-
ñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå. Àíòåöåäåíòû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Äëèíà ïàóçû äëÿ ïðîñòåéøåãî ïîòîêà ëèáî ïîëÿ.

∀ABmn(ñëó÷ïîòîê(A, B) & ïðîñòåéøèéïîòîê(A, n) &
ïëîòíðàñïðåä(äëèíàïàóçû(A), B) = λx((0 ïðè x < 0, èíà÷å m · exp(−mx)),
x− ÷èñëî) → m = n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ABm(ñëó÷ïîëå(A, 2, B) & ðàâíîìåðíîåïîëå(A, m) →
ïëîòíðàñïðåä(äëèíàïàóçû(A), B) = λx((0 ïðè x < 0, èíà÷å 2πmx exp(−πmx2)),
x− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "äëèíàïàóçû(A)".
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ëèáî ïîòîêà ïðè ïåðåñå÷åíèè ñîáûòèé.

∀ABCDEbcdm(ñëó÷ïîëå(A, m, C) & ðàâíîìåðíïîëå(A, b) &
íåçàâãðóïïû((A, ïðåôèêñ(B, E)), C) → ñëó÷ïîëå(D, m, C) &
ðàâíîìåðíîåïîëå(D, b · âåðîÿòíîñòü(B, C)) &
âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(÷èñëîòî÷åê(A, c), d) ∩B, C) =
âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(÷èñëîòî÷åê(D, c), d), C))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëè-
áî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(÷èñëîòî÷åê(A, c), d)∩
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B, C)". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì ñîáûòèå B âû-
áèðàåòñÿ êàê ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò íàáîðà. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ
D. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀ABCDEbcd(ñëó÷ïîòîê(A, C) & ïðîñòåéøèéïîòîê(A, b) &
íåçàâãðóïïû((A, ïðåôèêñ(B, E)), C) → ñëó÷ïîòîê(D, C) &
ïðîñòåéøèéïîòîê(D, b · âåðîÿòíîñòü(B, C)) &
âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(A, c), d) ∩B, C) =
âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(D, c), d), C))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

7. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ñîáûòèé íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè
äëÿ ïðîñòåéøåãî ïîòîêà.

∀ABpt(ñëó÷ïîòîê(A, B) & ïðîñòåéøèéïîòîê(A, p) →
ìàòîæèäàíèå(÷èñëîñîáûòèé(A, t), B) = päëèíà(t))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Íåçàâèñèìîñòü ñåìåéñòâà ñîáûòèé â ïðîñòåéøåì ïîòîêå, îòíåñåííûõ ê íåïåðå-
ñåêàþùèìñÿ ïðîìåæóòêàì âðåìåíè.

∀ABCDEPm(ñëó÷ïîòîê(A, B) & ïðîñòåéøèéïîòîê(A, m) &
∀i(P (i) → C(i) = ïðîîáðàç(÷èñëîñîáûòèé(A, D(i)), E(i))) &
Dom(C) = seti(P (i)) & ∀ij(P (i) & P (j) & ¬(i = j) → íåïåðåñåê(D(i), D(j))) →
íåçàâñîáûòèÿ(C, B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ëèáî íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå D, E, P
ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ C - îáû÷íàÿ. Èñòèííîñòü äâóõ ïîñëåäíèõ àíòå-
öåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîêàçàòåëüíûé çàêîí

Â ðàçäåëå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé óñìîòðåíèå ïðîñòåéøåãî ïî-
òîêà:

∀ABc(ñëó÷ïîòîê(A, B) → ïîêàçàòçàêîí(äëèíàïàóçû(A), B, c) ↔
ïðîñòåéøèéïîòîê(A, 1/c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Íîðìàëüíûé çàêîí

1. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â çàäàííûé ïðîìåæóòîê.

∀ABabcdms(íîðìðàñïðåä(A, B, m, s) → âåðîÿòíîñòü(ïðîîáðàç(A, [a, b]), B) =
Íîðìðàñïðåä((b−m)/s)−Íîðìðàñïðåä((a−m)/s))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 5.
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2. Óñòðàíåíèå ìèíóñà ïåðåä íîðìàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀a(Íîðìðàñïðåä(−a) = 1−Íîðìðàñïðåä(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(Íîðìðàñïðåä((a− b)c/d) = 1−Íîðìðàñïðåä((b− a)c/d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåí-
òèôèêàöèþ â ïðåîáðàçóåìîì òåðìå ïîäâûðàæåíèÿ "Íîðìðàñïðåä((b− a)c/d)".
Âûðàæåíèå b ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò âûðàæåíèþ a. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Íîðìðàñïðåä(∞) = 1

Íîðìðàñïðåä(−∞) = 0

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Óðàâíåíèå ñ íîðìàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀ab(0 < b & 0 < 1− b → Íîðìðàñïðåä(a) = b ↔ a = îáðíîðìðàñïðåä(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå ëèáî ïîñûëêè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Âûðàæåíèå a
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à b - íå ñîäåðæèò. Äîïóñòèìûìè çàãîëîâêàìè íàäóòâåð-
æäåíèé ïðåîáðàçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ ñëóæàò ñèìâîëû "è", "èëè", "ñóùåñòâó-
åò". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ öåëü "èçâåñòíî", ëèáî òåêóùèé òåðì çàäà÷è
- äèçúþíêöèÿ, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Èíà÷å îí ðàâåí 1.

5. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ.

∀ABms(íîðìðàñïðåä(A, B, m, s) → ìàòîæèäàíèå(A, B) = m)

∀ABms(íîðìðàñïðåä(A, B, m, s) → äèñïåðñèÿ(A, B) = s2)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

∀ABms(íîðìðàñïðåä(A, B, m, s) → ïëîòíðàñïðåä(A, B) =
λx(1/(s

√
2π) exp−(x−m)2/(2s2), x− ÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ëèáî íà èññëåäîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ "ïëîòíðàñïðåä(A, B)". Àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé ïîñûëêîé. Âûðàæåíèÿ m, s íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ èíòåãðàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè

Çàäà÷à íà ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â ðåøàòåëå òàê æå, êàê
çàäà÷à íà ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ: âìåñòî ðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé
çàïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ èõ çíà÷åíèé, à ê ñïèñêó öåëåé äîáàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû
(ñâÿçêà x), âûäåëÿþùèå âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñðàçó æå
ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ öåëü (èíòåãðàë y1 . . . yn), îçíà÷àþùàÿ, ÷òî ðåøàþòñÿ èí-
òåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé y1, . . . , yn. Ýòî îáåñïå÷è-
âàåòñÿ ðåàëèçîâàííûì íà ËÎÑå ïðèåìîì ñèìâîëà "èíòåãðàë", ñðàáàòûâàþùèì íà
óðîâíå 0.

6.1 Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà

Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∀afghpq((h(x)r(x)dz(x)/dx + g(x)f(x)z(x) = g(x)p(x) & z − ôóíêöèÿ & z(a) = 0) =
(z(x) = q(x)) → f(x)

∫ x

a
(g(t)y(t)/r(t))dt + h(x)y(x) = p(x) ↔

y(x) = (−f(x)q(x) + p(x))/h(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ."è íåèçâåñòíóþ y. Äîïóñêàþòñÿ âûðîæäåííûå åäèíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ f, g, h, r, îäíàêî ñëàãàåìîå ñ h(x) íå òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Ïåðåìåí-
íûå f, g, h, p, q, r ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a, f(x), g(t), r(t), h(x), p(x) íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò íè â g(t), íè â r(t). Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z ïðè ïî-
ìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, êîïèðóþùåé öåëü (ñâÿçêà . . .) òåêóùåé
çàäà÷è. Â êà÷åñòâå z ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

∀afghp(p(a) = 0 → f(x)
∫ x

a
g(t)y(t)/h(t)dt = p(x) ↔ y(x) = h(x)d(p(x)/f(x))/dx/g(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ."è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g, h, p ôóíêöèîíàëüíûå.
Âûðàæåíèÿ a, f(x), g(t), h(t), p(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò
íè â g(t), íè â h(t). Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû, åñëè ÿäðî ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò t

∀Afghnpqrsuz(g(x)f(x, x− z)/(h(z)r(x, x− z)) =
∑n

i=1(q(i)z
i−1) &

(dnu(x)/dxn −
∑n

i=1(q(i)(i− 1)!dn−iu(x)/dxn−i) = 0 &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → di−1u(t)/dti−1 = (1 ïðè i = n, èíà÷å 0))) = (u(x) = b(x, t) & A(t))
& dnb(x, t)/dxn = c(x, t) →
g(x)

∫ x

s
(f(x, t)y(t)/r(x, t))dt + h(x)y(x) = p(x) ↔

y(x) = p(x)/h(x) +
∫ x

s
(c(x, t)p(t)/h(t))dt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå b, c, f, g, h, p, r, A ôóíêöèî-
íàëüíûå. Âûðàæåíèÿ s, g(x), h(x), p(x), f(x, t), r(x, t) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòå-
öåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà
ñíà÷àëà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, à çàòåì îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Â êà÷åñòâå z áåðåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí îò z; ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Êîýôôèöèåíòû q(i) íå ñîäåðæàò z. Ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî
àíòåöåäåíòà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî u ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå, êîòîðîé
ïåðåäàåòñÿ öåëü (ñâÿçêà . . .) òåêóùåé çàäà÷è. Óêàçàòåëè "ðàçâåðêà" îïðåäåëÿþò ðàñ-
ñìîòðåíèå êîíå÷íîé ñóììû êàê îáû÷íîé, à êâàíòîðà îáùíîñòè - êàê êîíúþíêöèè.
Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû, åñëè ÿäðî ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x

∀Afghnpqrsuz(g(t− z)f(t− z, t)/(h(t− z)r(t− z, t)) =
∑n

i=1(q(i)z
i−1) &

(dnu(t)/dtn +
∑n

i=1(q(i)(i− 1)!dn−iu(t)/dtn−i) = 0 &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → di−1u(x)/dxi−1 = (1 ïðè i = n, èíà÷å 0))) = (u(t) = b(x, t) & A(x))
& dnb(x, t)/dxn = c(x, t) →
g(x)

∫ x

s
(f(x, t)y(t)/r(x, t))dt + h(x)y(x) = p(x) ↔

y(x) = p(x)/h(x)−
∫ x

s
(c(x, t)p(t)/h(t))dt)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå ïåðåäàåòñÿ öåëü
(ñâÿçêà t).

Ðåøåíèå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ

∀abf (0 < b & 0 < 1 − b → f(x)
∫ x

a
(y(t)/(x − t)b)dt = g(x) ↔ y(x) = (sin(bπ)/π) ·

(g(a)/(f(a)(x− a)1−b) +
∫ x

a
(d(g(t)/f(t))/dt/(x− t)1−b)dt))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå.
Âûðàæåíèÿ a, b, g(x), f(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀bc(0 ≤ c & 0 < b + 1 & n = [b + 1] & ∀i(i ∈ {0, . . . , n} → ¬(c − b + i = 0)) →∫ x

0
(x− t)by(t)dt = xc ↔ y(x) = Γ(c + 1)xc−b−1/(Γ(b + 1)Γ(c− b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå.
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Âûðàæåíèÿ b, c êîíñòàíòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀bc(0 ≤ c & 0 < b + 1 & n = [b + 1] & ∀i(i ∈ {0, . . . , n} → ¬(c − b + i = 0)) →∫ x

0
(t− x)by(t)dt = xc ↔ y(x) = Γ(c + 1)xc−b−1/(Γ(b + 1)Γ(c− b)))

∀bc(0 ≤ c & 0 < b + 1 & n = [b + 1] & ∀i(i ∈ {0, . . . , n} → ¬(c − b + i = 0)) →∫ x

0
(t− x)by(t)dt = xc ↔ y(x) = −Γ(c + 1)xc−b−1/(Γ(b + 1)Γ(c− b)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïåðâûé ïðèåì îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà b - ðàöèîíàëü-
íîå ñ íå÷åòíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì, à âòîðîé - ê ñëó÷àþ, êîãäà ÷èñëèòåëü
÷åòíûé.

Äåêîìïîçèöèÿ óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü èìå-
åò âèä ñóììû

∀abcfghpq((h(x)
∫ x

a
(f(x, t)y(t)/g(x, t))dt = p(x)) = (y(x) = b) &

(h(x)
∫ x

a
(f(x, t)y(t)/g(x, t))dt = q(x)) = (y(x) = c) →

h(x)
∫ x

a
(f(x, t)y(t)/g(x, t))dt = p(x) + q(x) ↔ y(x) = b + c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g, h, p, q ôóíêöèîíàëü-
íûå. Âûðàæåíèÿ a, g(x, t), h(x), p(x), f(x, t), q(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâûå ÷àñòè àíòåöåäåíòîâ ðàçðåøà-
þòñÿ îòíîñèòåëüíî y ñ ïîìîùüþ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

Îòáðàñûâàíèå ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà
ïåðâîãî ðîäà

∀abcfghp((h(x)
∫ x

a
(f(x, t)y(t)/g(x, t))dt = p(x)) = (y(x) = b) →

h(x)
∫ x

a
(f(x, t)y(t)/g(x, t))dt = cp(x) ↔ y(x) = cb)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ â ñëó÷àå
íàòóðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè

∀afgn(g(a) = 0 & p = dg(x)/dx & q = df(x)/dx → f(x)
∫ x

a
(x − t)ny(t)dt = g(x) ↔

nf(x)2
∫ x

a
(x− t)n−1y(t)dt = pf(x)− qg(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a, f(x), g(x)
íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàí-
òîé. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç
íèõ è ïðàâûå ÷àñòè äâóõ äðóãèõ óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàæå-
íèÿ p, q íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.



6.2. Óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 717

Èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà

∀efghmpqrs(ïðåîáðëàïëàñà(λx(p(x)/e(x), x−÷èñëî & 0 ≤ x)) = λz(q(z), z−êîìïëåêñíîå)
& ïðåîáðëàïëàñà(λx(mg(x)/h(x), x− ÷èñëî & 0 ≤ x)) = λz(r(z), z − êîìïëåêñíîå) &
îáðïðåîáðëàïëàñà(λz(q(z)/(1− r(z)), z − êîìïëåêñíîå)) = λw(s(w), w − ÷èñëî &
0 ≤ w) & f(x)/e(x) = m → f(x)

∫ x

0
(g(x− t)y(t)/h(x− t))dt + e(x)y(x) = p(x) ↔

y(x) = s(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå e, f, g, h, p, q, r, s ôóíêöè-
îíàëüíûå. Óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíîâ g(x− t),
h(x − t) ñ òåðìàìè, ïðåîáðàçóåìûìè íîðìàëèçàòîðîì "èçâëå÷åíèå"ê âèäó, ãäå ïå-
ðåìåííûå x, t âõîäÿò òîëüêî âíóòðè ðàçíîñòåé x − t. Âûðàæåíèÿ f(x), p(x), g(x −
t), h(x − t) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìïðåîáðëàïëàñà", ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî - íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîáðïðåîáðëà-
ïëàñà". Ïðåäâàðèòåëüíî âûðàæåíèÿ ïîä îïèñàòåëÿìè "îòîáðàæåíèå" óïðîùàþòñÿ
çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäðîáü". Ðåçóëüòàò m íå ñîäåðæèò ïå-
ðåìåííîé x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà

∀Abfghpqr(q(x) = d(p(x)/h(x))/dx & r(x, t) = d(f(x, t)/g(x, t))/dx &
(f(x, x)y(x) + g(x, x)

∫ x

b
r(x, t)y(t)dt = g(x, x)q(x)) = A(x) →

h(x)
∫ x

b
(f(x, t)y(t)/g(x, t))dt = p(x) ↔ A(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g, h, p, q, r, A ôóíêöè-
îíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ b, h(x), p(x), f(x, t), g(x, t) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöå-
äåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ àíòåöå-
äåíòîâ óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå, ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî àíòåöåäåíòà
- ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y çàäà÷åé íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå r(x, t) íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ". Ñîçäàíûå äâå âåðñèè ïðèåìà, ñ ó÷åòîì òîãî, âõîäèò ëè ñèì-
âîë "çíà÷åíèå" â âûðàæåíèå p(x). Åñëè âõîäèò, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà
ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäèôô", èíà÷å ýòîãî íå ïðî-
èñõîäèò. Ñîîòâåòñòâåííî, â ïåðâîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû q(x) íå ñîäåðæàëî
ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ", èíà÷å - òðåáóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ðàâåí 5.

6.2 Óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
Ñëó÷àé âûðîæäåííîãî ÿäðà

1. ßäðî ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

∀Aabfghpy(
∫ b

a
(g(x)h(x)/(p(x)q(x)))dx = A →

p(x)y(x) + g(x)
∫ b

a
(h(t)y(t)/q(t))dt = f(x) ↔

y(x) = f(x)/p(x)− g(x)/(p(x)(1 + A))
∫ b

a
(f(t)h(t)/(p(t)q(t)))dt)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g, h, p, q
ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a, b, f(x), g(x), h(t), p(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèÿ a, b, h(t) íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x. Âûðàæåíèå f(x) íå òîæäå-
ñòâåííî íóëåâîå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. ßäðî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ
îò îäíîé ïåðåìåííîé.

∀ABCKabfghpy(K(x, t) = g(x)h(x, t)/p(x) & A =
∫ b

a
K(x, x)dx &

B(x, t) = AK(x, t)−
∫ b

a
K(x, s)K(s, t)ds & C =

∫ b

a
B(x, x)dx &

h(x, t) = c + d → p(x)y(x) + g(x)
∫ b

a
h(x, t)y(t)dt = f(x) ↔

y(x) = f(x)/p(x)−
∫ b

a
((K(x, t) + B(x, t))f(t)/((1 + A + C/2)p(t)))dt)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g, h, p, B,K
ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a, b, f(x), g(x), h(x, t), p(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x. Âûðàæåíèå f(x) íå òîæäå-
ñòâåííî íóëåâîå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðàâàÿ
÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè. Ïðàâûå ÷àñòè âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòîâ óïðîùàþòñÿ
çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïÿòûé àíòåöåäåíò óñòàíàâëèâàåò ïðåäñòàâèìîñòü
h(x, t) â âèäå ñóììû äâóõ òàêèõ ïðîèçâåäåíèé c, d, ó êîòîðûõ êàæäûé ñîäåðæà-
ùèé x ñîìíîæèòåëü íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé t. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäâàðèòåëüíî
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì íèæå íîðìàëèçàòîðîì "íîðìÿäðî". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3.

3. Îáùèé ñëó÷àé.

∀Aabcdfghnpryz(âûðîæäÿäðî(g(x)h(x, t)/(p(x)q(x, t)), c, d) & c = u(x) &
l(c) = n & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →∑n

j=1(((1 ïðè j = i, èíà÷å 0) +
∫ b

a
(u(t)(j)d(i))dt)z(j)) =

∫ b

a
(d(i)f(t)/p(t))dt) =

(∀j(j ∈ {1, . . . , n} → z(j) = r(j)) & A) →
p(x)y(x) + g(x)

∫ b

a
(h(x, t)y(t)/q(x, t))dt = f(x) ↔

y(x) = f(x)/p(x)−
∑n

i=1(r(i)c(i)) & A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ñâÿçêà x . . ." è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g, h, p, q, r, u
ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a, b, f(x), g(x), h(x, t), p(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñò-
íûõ. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "âûðîæäÿäðî", óñìàòðèâàþùèì âûðîæäåí-
íîå ÿäðî è îïðåäåëÿþùèì äâà íàáîðà c, d ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò x è
òîëüêî îò t, òàêèõ, ÷òî äàííîå ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé ïàð ôóíê-
öèé c(i), d(i). Ýòîò ñèíòåçàòîð ïðèâîäèòñÿ íèæå. Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé
àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ n èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî z ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïîñëå ÷åãî ïðå-
îáðàçóåòñÿ ê âèäó äèçúþíêöèè êîíúþíêöèé è îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðîì "äîïíåèçâ". Â êà÷åñòâå z âûáèðàåòñÿ íàáîð íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèé
äëèíó n. Óêàçàòåëè "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿþò âûïèñûâàíèå êîíå÷íûõ ñóìì êàê
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îáû÷íûõ è êâàíòîðîâ îáùíîñòè êàê êîíúþíêöèé. Óêàçàòåëü "äèçúþíêò÷ëåí"
îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïðàâîé ÷àñòè ÷åòâåðòîãî àíòå-
öåäåíòà ñ êàæäûì èç ïîëó÷åííûõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ëåâîé ÷àñòè. Ïðè
ýòîì èòîãîâîå çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ïðèåìà ôîðìèðóåòñÿ êàê äèçúþíêöèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ òàêèõ óòâåðæäåíèé. Íîðìàëèçàòîð "äîïíå-
èçâ", ïðèâîäèìûé íèæå, ïîëó÷àåò âõîäíîé êîììåíòàðèé (íåèçâåñòíûå z). Ïðè
íåîáõîäèìîñòè îí ââîäèò ôèêòèâíûå ðàâåíñòâà äëÿ ïåðåìåííûõ z(j), ÷òîáû
îêàçàëàñü âîçìîæíîé èäåíòèôèêàöèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ àíòåöåäåíòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

4. Ñèíòåçàòîð "âûðîæäÿäðî" óñìîòðåíèÿ âûðîæäåííîãî ÿäðà è îïðåäåëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ äâóõ íàáîðîâ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "âûðîæäÿäðî(a, b, c)". Âõîäíûì äàííûì ñëó-
æèò âûðàæåíèå a äëÿ ÿäðà ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Âû-
õîäíûì ïåðåìåííûì b, c ïðèñâàèâàþòñÿ íàáîðû ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îò x è îò t, òàêèå, ÷òî ÿäðî ïðåäñòàâèìî êàê ñóììà ïðîèçâåäåíèé
ôóíêöèé b(i), c(i). Ïðè îáðàùåíèè ñèíòåçàòîðó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè (ïåðå-
ìåííàÿ x) è (ïàðàìåòð t).

(a) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

∀abcdpq(a = bc → âûðîæäÿäðî(a, (b), (c)))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ b èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîìíîæèòåëåé, ñîäåðæàùèõ x. Ýòî ïðî-
èçâåäåíèå íå ñîäåðæèò t. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Îòäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

∀abcdpq(a = bc + d & âûðîæäÿäðî(d, p, q) →
âûðîæäÿäðî(a, ïðåôèêñ(b, p), ïðåôèêñ(c, q)))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð" è îáðàáàòûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó. Âòîðîé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀abcdpqr(a = bc/r + d & âûðîæäÿäðî(d, p, q) →
âûðîæäÿäðî(a, ïðåôèêñ(b, p), ïðåôèêñ(c/r, q)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âûðàæåíèå r íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x.

5. Íîðìàëèçàòîð "äîïíåèçâ" ââîäà ðàâåíñòâ äëÿ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ â ñëó-
÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

∀abcx(a ∨ b ↔ a & x = c & c− ÷èñëî ∨ b)

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòà-
ðèÿ (íåèçâåñòíûå . . .) è ïåðåìåííîé x, óïîìèíàåìîé â ýòîì êîììåíòàðèè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå a íå ñîäåðæèò x. Â êà÷åñòâå c âûáèðàåòñÿ íîâàÿ
ïåðåìåííàÿ. Óêàçàòåëü "òåêïåðåìåííûå" ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ïðè âûáîðå íî-
âîé ïåðåìåííîé ñïèñîê ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â êîììåíòàðèè.

∀FGcx(F (x) ∨ G ↔ F (c) & x = c & c− ÷èñëî ∨ G)

Ïåðåìåííàÿ F ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" òàêîé æå, êàê â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî F (x) ñîäåðæèò x, íî íå èìååò êîíúþíêòèâíîãî
÷ëåíà âèäà "x = . . .". Â êà÷åñòâå c âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ

Êàê è ëþáàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, çàäà÷à íà ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â
íåêîòîðûé ìîìåíò ìîæåò ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ñâîåãî áëîêà àíàëèçà. Ïðè ýòîì
áóäóò âûâîäèòüñÿ ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèÿ, îðèåíòèðîâàííûå íà îïðåäåëåíèå íåèçâåñò-
íûõ. Îäèí èç ïðèåìîâ òàêîãî âûâîäà ñëåäñòâèé - äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ.

∀afgy(ay(x) + f(x) = g(x) → ady(x)/dx + df(x)/dx = dg(x)/dx)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà-
÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà x . . .) è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g
ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèå f(x) ñîäåðæèò îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, ïîäûíòåãðàëü-
íîå âûðàæåíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò y. Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò x. Îáå ÷àñòè âûâî-
äèìîãî ðàâåíñòâà óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

∀afgy(ady(x)/dx + f(x) = g(x) → ad2y(x)/dx2 + df(x)/dx = dg(x)/dx)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀afgy(ay(x) + f(x) = g(x) → ady(x)/dx + da/dx · y(x) + df(x)/dx = dg(x)/dx)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âûðàæåíèå a ñîäåðæèò x, è óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4. Ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà: â îäíîé èç íèõ âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ïðèìåíåíèåì íîðìàëèçàòîðà "íîðìäèôô", à â äðóãîé - íåò.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùàÿ èñêëþ÷èòü èíòåãðàë

∀abcdefpqrs(a
∫ c

b
f(t)dt + d = e & s = pe− pd + aq − ar → p

∫ c

b
f(u)du + q = r ↔ s = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èññëåäî-
âàíèå, èìåþùåé öåëü (èíòåãðàë . . .). Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé
ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðà-
áàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê. Ðåçóëüòàò s íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"èíòåãðàë" è îòëè÷åí îò íóëÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îòáðàñûâàíèå âûðîæäåííîãî ïîäñëó÷àÿ

∀AB(A ∨ B ↔ A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü (èíòåãðàë . . .). Âûðàæåíèå A ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå, à âûðàæåíèå B - íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè

Ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïóòåì âûâîäà ñëåäñòâèé, â áëîêå àíàëèçà ìî-
ãóò âîçíèêàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îíè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì:

∀Aabcn((adny(x)/dxn + b = c) = A & adny(x)/dxn + b = c → A)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà x . . .)è íåèçâåñòíóþ y. Ýòà ïîñûëêà íå
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ñîäåðæèò îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ñ íåèçâåñòíûìè. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî y ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïðè ðåäàêòèðîâàíèè ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

∀atxy(y(x) = t(x) → y(a) = t(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè (èíòåãðàë . . .), (ñâÿçêà x . . .) è "ó÷åòîòâåòà". Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öåëü óêàçûâàåò íà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ. Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèì èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííàÿ t ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Èñêëþ÷åíèå ìîäóëÿ

∀a(|a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè (èíòåãðàë . . .) è (ñâÿçêà X), ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà
èç ïåðåìåííûõ X âñòðå÷àåòñÿ â a. Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä èí-
òåãðàëîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "òîæäðàâíû" äëÿ ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ

Ñèíòåçàòîð "òîæäðàâíû", îïèñûâàåìûé íèæå, ñëóæèò äëÿ ïîäáîðà çíà÷åíèé ïðîèç-
âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, îáðàùàþùèõ óðàâíåíèå â òîæäåñòâî.

∀abc(òîæäðàâíû(a = b, c) & c = p → a = b ↔ p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, èìåþùåé öåëü (èíòåãðàë y), ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ y íå âñòðå÷àåòñÿ â äàííîì
óñëîâèè. Çàäà÷à òàêæå èìååò öåëü "ó÷åòîòâåòà". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ öåëè (ñâÿçêà . . .), ïåðå÷èñëÿþùåé âàðüèðóåìûå ïå-
ðåìåííûå, è âõîäÿùåé â ïðåîáðàçóåìîå óñëîâèå âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé x. Äðóãîé
óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ öåëè (ñåðèÿ P ), ïåðå÷èñëÿþùåé
ïàðàìåòðû P ðåäàêòèðóåìîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "òîæäðàâíû", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðå-
ìåííàÿ x). Ñèíòåçàòîð îïðåäåëÿåò êîíúþíêöèþ íå ñîäåðæàùèõ x ðàâåíñòâ, îáðàùà-
þùèõ òåêóùåå óñëîâèå â òîæäåñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàâåíñòâî a = b îáðàáàòûâàåòñÿ
îïèñûâàåìûì íèæå íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòîæä", âûïîëíÿþùèì ãðóïïèðîâêó îòíî-
ñèòåëüíî âûðàæåíèé ñ âàðüèðóåìûì ïàðàìåòðîì x. Ïðè îáðàùåíèè ê ýòîìó íîðìà-
ëèçàòîðó åìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ P ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Óñìîòðåíèå ñèíóñ- ëèáî êîñèíóñ- ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

∀fgy(f(x)
∫∞

0
y(t) sin(xt)dt = g(x) ↔ y(x) = 2/pi

∫∞
0

(g(t) sin(tx)/f(t))dt)
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∀fgy(f(x)
∫∞

0
y(t) cos(xt)dt = g(x) ↔ y(x) = 2/pi

∫∞
0

(g(t) cos(tx)/f(t))dt)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, èìåþùåé öåëü (ñâÿçêà x . . .) è íåèçâåñòíóþ y. Ïåðåìåííûå f, g ôóíêöèîíàëüíûå.
Âûðàæåíèÿ f(x), g(x) íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìÿäðî" ïðèâåäåíèÿ ÿäðà ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ

Íîðìàëèçàòîðó ïåðåäàþòñÿ âõîäíûå êîììåíòàðèè (ïàðàìåòð t) è (ïåðåìåííàÿ x).
Ïîêà ïîíàäîáèëèñü ëèøü ïðèåìû äëÿ êîñèíóñà ëèáî ñèíóñà ñóììû:

∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

∀ab(cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b)

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ñóììîé âñåõ ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ t. Ýòà ñóììà
íå ñîäåðæèò t. Îáà âûðàæåíèÿ a, b íå òîæäåñòâåííî íóëåâûå.

Ñèíòåçàòîð "òîæäðàâíû" ïîäáîðà çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ,
îáðàùàþùèõ óðàâíåíèå â òîæäåñòâî

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "òîæäðàâíû(a, b)". Âõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò
ðàâåíñòâî a ñ íóëåì â ïðàâîé ÷àñòè è êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ x). Âûõîäíîé ïåðå-
ìåííîé b ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ òàêèõ íå ñîäåðæàùèõ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé
x ðàâåíñòâ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðàâåíñòâî a èñòèííî äëÿ ëþáûõ óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ïîñûëêàì çíà÷åíèé x.

1. Ðàâåíñòâî íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà.

∀a(òîæäðàâíû(a = 0, a = 0))

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

2. Øàã èñêëþ÷åíèÿ ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ.

∀abcde(òîæäðàâíû(d = 0, e) & ¬(c = 0) → òîæäðàâíû(ab/c + d = 0, e & b = 0))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåïóñòûì ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîäåðæàùèõ
x ñîìíîæèòåëåé. Âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçó-
åò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìòîæä" ãðóïïèðîâêè îòíîñèòåëüíî âðàæåíèé ñ âàðüè-
ðóåìûì ïàðàìåòðîì

Âñå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà, êðîìå ïðèåìà ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ñî-
ìíîæèòåëåé, ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

1. Ãðóïïèðîâêà íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â ëåâîé ÷àñòè.

∀ab(a = b ↔ a− b = 0)

Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íåíóëåâûå.
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2. Ãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ ñ îäèíàêîâûì âûðàæåíèåì, çàâèñÿùèì îò âàðüèðóåìî-
ãî ïàðàìåòðà.

∀abc(ab/d + ac/e = a(b/d + c/e))

Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåïóñòûì ïðîèçâåäåíèåì âñåõ ñîäåðæàùèõ
âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ x ñîìíîæèòåëåé ÷èñëèòåëÿ ïåðâîé äðîáè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ c, d, e íå ñîäåðæàò x.

∀abcdef (ab/(cd) + (ae)/(cf) = a/c(b/d + e/f))

Âûðàæåíèÿ a, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ ñîäåðæàùèõ x ñî-
ìíîæèòåëåé, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïåðâîé äðîáè. Õîòÿ áû
îäíî èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé íåïóñòî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ e, f íå ñîäåð-
æàò x.

3. Ñèíóñ ëèáî êîñèíóñ ñóììû.

∀ab(sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

∀ab(cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b)

Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ x, à b - íå ñîäåðæèò.

4. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀abcd(a(b + c)/d = ab/d + ac/d)

5. Ìèíóñ ïåðåä ñóììîé.

∀ab(−(a + b) = −a− b)

6. Ñóììà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

∀abc(0 < a → ab+c = abac)

Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ, à c - íå ñîäåðæèò. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

7. Ïðèåì äëÿ óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ ñóìì.

8. Ïðèåì äëÿ óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ ïðîèçâåäåíèé.

9. Ïðèåì äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ñîìíîæèòåëåé.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ìåòðè÷åñêèìè

ïðîñòðàíñòâàìè

Â íåêîòîðûõ èç ðàçäåëîâ, î êîòîðûõ óïîìèíàåòñÿ â äàííîé êíèãå, îáó÷åíèå ðåøàòå-
ëÿ òîëüêî íà÷àòî. Îäíèì èç òàêèõ ðàçäåëîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ãäå
áûëî ïðîðàáîòàíî ëèøü îêîëî òðåõ äåñÿòêîâ çàäà÷ íà ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà -
íà çàìêíóòûå è îòêðûòûå ìíîæåñòâà è íà ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷, êàê ïðàâèëî, ïðèåìû ÃÅÍÎËÎÃà îáåñïå÷èâàëè ëèøü
ðàñøèôðîâêó ïîíÿòèé ïî îïðåäåëåíèÿì, à îñíîâíîé îáúåì ðàáîòû âûïîëíÿëè ðåà-
ëèçîâàííûå íà ËÎÑå îáùåëîãè÷åñêèå ïðèåìû. Âïðî÷åì, òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ çàäà÷
îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè. Ïðè ýòîì êâàíòîðíûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíî âû-
íóæäàëè ðåøàòåëü îáðàùàòüñÿ ê çàäà÷àì íà îïèñàíèå, èìåþùèì öåëü "äëÿëþáîãî".
Ïîäðîáíåå î òàêèõ çàäà÷àõ ãîâîðèëîñü â íà÷àëå âòîðîãî òîìà ìîíîãðàôèè.

7.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâàì

Óòâåðæäåíèå "ìåòðïðîñòðàíñòâî(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Óòâåðæäåíèå "ìåòðèêà(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ a çàäàåò ìåòðèêó íà
ìíîæåñòâå b.

Óòâåðæäåíèå "ôóíêðàññò(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà b.

Âûðàæåíèå "ìåòðïðîñò(a, b)" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëåííîå íà
ìíîæåñòâå a ìåòðèêîé b.

Âûðàæåíèå "ìåòðíàáîðû(a, b)" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ
íàáîðîâ äëèíû a, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè çàäàåòñÿ êàê êîðåíü b-é ñòåïåíè èç
ñóììû b-õ ñòåïåíåé ìîäóëåé ðàçíîñòè êîîðäèíàò.

Âûðàæåíèå "ìåòðïîñëåä(a)" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä a-õ ñòåïåíåé ìîäóëåé. Ðàññòîÿíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê êîðåíü a-é ñòåïåíè èç ñóììû a-õ ñòåïåíåé ìîäóëåé ðàçíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷ëåíîâ.

Âûðàæåíèå "ìåòðîãðïîñëåä" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà êîòîðîì ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïðå-
ìóì ìîäóëåé ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâåííûõ ÷ëåíîâ.
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Âûðàæåíèå "ìåòðñõîä" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñõîäÿùèõñÿ âåùåñòâåí-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî ñóïðåìóìó ìîäóëåé
ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâåííûõ ÷ëåíîâ.

Âûðàæåíèå "ìåòðñõîä0" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ
âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî ñóïðåìóìó
ìîäóëåé ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâåííûõ ÷ëåíîâ.

Âûðàæåíèå "ìåòð÷èñëïîñëåä" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïðîèç-
âåäåíèé îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé äâîéêè íà äðîáè, èìåþùèå â ÷èñëèòåëå ìîäóëü
ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâåííûõ ÷ëåíîâ, à â çíàìåíàòåëå - ýòîò ìîäóëü, óâåëè÷åííûé íà
åäèíèöó.

Âûðàæåíèå "ìåòðíåïð(a, b)" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âå-
ùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b], ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìàêñèìóì ìîäóëåé ðàçíîñòè.

Âûðàæåíèå "ìåòðîãð(a, b)" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íà
îòðåçêå [a, b] âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî ñóïðåìóìó
ìîäóëåé ðàçíîñòåé.

Âûðàæåíèå "ìåòðèíòåãð(a, b)" îáîçíà÷àåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë
îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè.

Âûðàæåíèå "øàðìåòð(a, b, c)" îáîçíà÷àåò îòêðûòûé øàð ðàäèóñà b â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå c, èìåþùèé ñâîèì öåíòðîì òî÷êó a.

Âûðàæåíèå "çàêðøàð(a, b, c)" îáîçíà÷àåò çàêðûòûé øàð ðàäèóñà b â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå c, èìåþùèé ñâîèì öåíòðîì òî÷êó a.

Óòâåðæäåíèå "âíóòðò÷ê(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà b
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà c.

Âûðàæåíèå "âíóòðìåòð(a, b)" îáîçíà÷àåò âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà a â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå b.

Óòâåðæäåíèå "îòêðìåòð(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå b.

Óòâåðæäåíèå "îêðò÷ê(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî b ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷-
êè a â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå c.

Óòâåðæäåíèå "ñõîäìåòð(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a òî÷åê ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà c ñõîäèòñÿ ê òî÷êå b.

Óòâåðæäåíèå "ïðåäò÷êìåòð(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
b â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå c.

Óòâåðæäåíèå "çàìêíìåòð(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå b.

Óòâåðæäåíèå "èçîëèðò÷êìåòð(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíî-
æåñòâà b â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå c.

Âûðàæåíèå "çàìûêìåòð(a, b)" îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà a ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà b.
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Âûðàæåíèå "ðàññòìåòð(a, b, c)" îáîçíà÷àåò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ðàññòîÿíèé òî÷êè
a ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà c äî òî÷åê ìíîæåñòâà b.

Óòâåðæäåíèå "ïëîòíìåòð(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî a òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà c ïëîòíî â ìíîæåñòâå b òî÷åê ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Óòâåðæäåíèå "îãðìåòð(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå b.

Âûðàæåíèå "ïðÿìïðîèçâìåòð(a, b)" îáîçíà÷àåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ a, b. Ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà èñõîäíûõ ìåòðèê.

Óòâåðæäåíèå "íåïðìåòð(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí-
íàÿ íà ïîäìíîæåñòâå òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà c è íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå b.

Óòâåðæäåíèå "ðàâíåïðìåòð(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà ïîäìíîæåñòâå b íîñèòåëÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà c.

Óòâåðæäåíèå "ôóíäïîñëìåòð(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà b.

7.2 Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòåéøèìè ñâîéñòâàìè
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè

∀Af (∀xy(x ∈ A & y ∈ A → f(x, y)− ÷èñëî & 0 ≤ f(x, y)) → ìåòðèêà(f, A) ↔
∀xy(x ∈ A & y ∈ A → f(x, y) = 0 ↔ x = y) &
∀xy(x ∈ A & y ∈ A → f(x, y) = f(y, x)) &
∀xyz(x ∈ A & y ∈ A & z ∈ A → f(x, y) ≤ f(x, z) + f(z, y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

Ââîä â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ

∀Mf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) → f −ôóíêöèÿ & ôóíêöèÿ(f, M))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Îòñóò-
ñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ôóíêðàññò(X, M)". Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ f . Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ

∀abf (ôóíêðàññò(f, M) → f(a, b) = f(b, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííàÿ f îáû÷íàÿ. Âûðàæåíèå a íå ïðåäøåñòâóåò â ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âûðàæåíèþ b è íå ñîâïàäàåò ñ íèì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè âûðàæåíèé f(a, b) áåç ó÷åòà ïîðÿäêà îïåðàíäîâ â
íèæåñëåäóþùèõ ïðèåìàõ ïî óìîë÷àíèþ èñïîëüçóþòñÿ óêàçàòåëè "ñïèñîê".
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî íåå ñàìîé

∀AMabf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) & a ∈ A &
b ∈ A → f(a, b) = 0 ↔ a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀Maf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) → f(a, a) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ èç êâàí-
òîðíîãî íåðàâåíñòâà

∀AMabfpt(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) & ∀x(A(x) → f(a, t(x)) ≤ p(x)) →
∀x(A(x) → f(b, t(x)) ≤ p(x) + f(a, b)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííûå p, t, A ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðå-
ìåííàÿ f îáû÷íàÿ. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêà-
öèþ ïîäâûðàæåíèÿ ïîñûëêè, èìåþùåãî âèä f(a, b) ëèáî f(b, a). Ýòî ïîäâûðàæåíèå
íå ñâÿçàíî âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Íåêîòîðîå óñëîâèå çàäà÷è ñîäåð-
æèò ïîäâûðàæåíèå b. Óêàçàòåëü "àëüòåðíàòèâà" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå ñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ èç äâóõ
êâàíòîðíûõ íåðàâåíñòâ

∀AMabfpqt(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) & ∀x(A(x) → f(a, t(x)) ≤ p(x)) &
∀y(A(y) → f(b, t(y)) ≤ q(y)) → ∀x(A(x) → f(a, b) ≤ p(x) + q(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïå-
ðåìåííûå p, q, t, A ôóíêöèîíàëüíûå, ïåðåìåííàÿ f îáû÷íàÿ. Óêàçàòåëè "âàðèàíò"
ðàçðåøàþò ðàññìîòðåíèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Îáðàòíûé âûâîä ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

∀Aabcdfpq(ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & ôóíêðàññò(f, A) & 0 ≤ p− f(a, c)− f(b, d) &
0 ≤ q − p → 0 ≤ q − |f(a, b)− f(c, d)|)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "íåçàâèñèò X". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ
ñïèñêà X, à õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a, b, c, d - ñîäåðæèò. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé", çàìåíÿåò òåêóùåå óñëîâèå âî âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàçðåøàåò ðàññìîòðåíèå ñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà â òðåòüåì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀Aabcdfpq(ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & ôóíêðàññò(f, A) & 0 ≤ p− f(a, c)− f(b, d) &
0 < q − p → 0 < q − |f(a, b)− f(c, d)|)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀Aabcdfpq(ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & ôóíêðàññò(f, A) & 0 < c− f(a, p) & 0 < d− f(a, q)
& 0 < e− c− d → 0 < e− f(p, q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâè-
åì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "íåçàâèñèò X". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Âûðàæåíèÿ , d íå ñîäåðæàò ïå-
ðåìåííûõ ñïèñêà X, à âûðàæåíèÿ p, q - ñîäåðæàò. Ïÿòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé
óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé", çàìåíÿåò òåêóùåå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å
íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëè "âàðèàíò" ðàçðåøàþò ðàññìîòðåíèå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ â
òðåòüåì è ÷åòâåðòîì àíòåöåäåíòàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ABMabfpq(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) & a ∈ A &
b ∈ A & f(a, b) + p ≤ q → ∀x(f(a, x) < p & x ∈ A & B(x) → f(b, x) < q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöðóåòñÿ ñ óñëîâè-
åì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ B ôóíêöèîíàëüíàÿ,
ïåðåìåííàÿ f - îáû÷íàÿ. Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèÿìè èç êîíòåêñòà. Øåñòîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé",
çàìåíÿåò èñõîäíîå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀ABabfp(ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & ôóíêðàññò(f, A) & B ⊆ íîñèòåëü(A) &
a ∈ íîñèòåëü(A) & b ∈ íîñèòåëü(A) & f(a, b) < p →
0 < p− |ðàññòìåòð(a, B, A)− ðàññòìåòð(b, B, A)|)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "íåçàâèñèò X". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíò èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ñëåäóþùèå òðè - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà-
÷åíèé", çàìåíÿåò èñõîäíîå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà îïèñàíèå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Âûâîä íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé öåëü "íåçàâèñèò"

∀ABabcf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & B = íîñèòåëü(A) & ôóíêðàññò(f, A) & a ∈ B &
b ∈ B & c ∈ B & 0 < p− f(a, b) → 0 ≤ −|f(a, c)− f(b, c)|+ p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó
åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "|f(a, c)−f(b, c)|" â óñëîâèè çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "íåçàâèñèò X". Òðåòèé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå
àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå p íå ñîäåð-
æèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà X, à âûðàæåíèå f(a, b) - ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.
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Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Â êàæäîì èç ïóíêòîâ ýòîãî ðàçäåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé òèï ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, íàçâàíèå êîòîðîãî áûëî ââåäåíî âûøå. Ïðèâîäÿòñÿ äâà ïðèåìà, èìå-
þùèõ çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé èç íèõ îïðåäåëÿåò íîñèòåëü ïðîñòðàíñòâà,
âòîðîé - çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

1. Ìåòðíàáîðû.

∀np(íîñèòåëü(ìåòðíàáîðû(n, p)) = setx(êîðòåæ(x, n, R)))

∀fnp(ôóíêðàññò(f,ìåòðíàáîðû(n, p)) → f(x, y) = (
∑n

i=1 |x(i)− y(i)|p)1/p)

2. Ìåòðïîñëåä.

∀p(íîñèòåëü(ìåòðïîñëåä(p)) = setx(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, R) &
ñõîäèòñÿ(λn(

∑n
i=1 |x(i)|p, n− íàòóðàëüíîå))))

∀fpxy(ôóíêðàññò(f,ìåòðïîñëåä(p)) → f(x, y) = (
∑∞

i=1 |x(i)− y(i)|p)1/p)

3. Ìåòðîãðïîñëåä.

íîñèòåëü(ìåòðîãðïîñëåä) = setx(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, R) & îãðìíîæ(Val(x)))

∀fxy(ôóíêðàññò(f,ìåòðîãðïîñëåä) → f(x, y) =
sup(setz(∃i(i− íàòóðàëüíîå & z = |x(i)− y(i)|))))

4. Ìåòðñõîä.

íîñèòåëü(ìåòðñõîä) = setx(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, R) & ñõîäèòñÿ(x))

∀fxy(ôóíêðàññò(f,ìåòðñõîä) → f(x, y) =
sup(setz(∃i(i− íàòóðàëüíîå & z = |x(i)− y(i)|))))

5. Ìåòðñõîä0.

íîñèòåëü(ìåòðñõîä0) = setx(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, R) & lim(x) = 0)

∀fxy(ôóíêðàññò(f,ìåòðñõîä0) → f(x, y) =
sup(setz(∃i(i− íàòóðàëüíîå & z = |x(i)− y(i)|))))

6. Ìåòð÷èñëïîñëåä.

íîñèòåëü(ìåòð÷èñëïîñëåä) = setx(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(x, R))

∀fxy(ôóíêðàññò(f,ìåòð÷èñëïîñëåä) → f(x, y) =∑∞
i=1 |x(i)− y(i)|/(2i(1 + |x(i)− y(i)|)))

7. Ìåòðíåïð.

∀ab(íîñèòåëü(ìåòðíåïð(a, b)) = setx(Îòîáðàæåíèå(x, [a, b], R) &
íåïðåðûâíî(x, [a, b])))

∀abfxy(ôóíêðàññò(f,ìåòðíåïð(a, b)) → f(x, y) =
sup(setz(∃t(t ∈ [a, b] & z = |x(t)− y(t)|))))
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8. Ìåòðîãð.

∀ab(íîñèòåëü(ìåòðîãð(a, b)) = setx(Îòîáðàæåíèå(x, [a, b], R) &
îãðìíîæ(Val(x))))

∀abfxy(ôóíêðàññò(f,ìåòðîãð(a, b)) → f(x, y) =
sup(setz(∃t(t ∈ [a, b] & z = |x(t)− y(t)|))))

9. Ìåòðèíòåãð.

∀ab(íîñèòåëü(ìåòðèíòåãð(a, b)) = setx(Îòîáðàæåíèå(x, [a, b], R) &
íåïðåðûâíî(x, [a, b])))

∀abfxy(ôóíêðàññò(f,ìåòðèíòåãð(a, b)) → f(x, y) =
∫ b

a
|x(t)− y(t)|dt)

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1. Íîñèòåëü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

∀AB(íîñèòåëü(ïðÿìïðîèçâìåòð(A, B)) = íîñèòåëü(A)× íîñèòåëü(B))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ.

∀ABfgh(ôóíêðàññò(f, A) & ôóíêðàññò(g,B) &
ôóíêðàññò(h, ïðÿìïðîèçâìåòð(A, B)) → h(a, b) = f(a(1), b(1)) + g(a(2), b(2)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ.

∀ABf (f −ôóíêöèÿ & ôóíêðàññò(f, ïðÿìïðîèçâìåòð(A, B)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "ïðÿìïðîèçâìåòð(A, B)".
Ïîñûëêà âèäà "ôóíêðàññò(X, ïðÿìïðîèçâìåòð(A, B))" äîëæíà îòñóòñòâîâàòü.
Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ f . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñììåòðïðîñò"

Êðîìå ïðèåìîâ íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ èç êîíòåêñòà, îïåðàòîð èìååò åäèí-
ñòâåííûé ïðèåì - äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:

∀AB(ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & ìåòðïðîñòðàíñòâî(B) →
ìåòðïðîñòðàíñòâî(ïðÿìïðîèçâìåòð(A, B)))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê äàííîìó îïåðàòîðó.

Íîðìàëèçàòîð "íîðìíîñèòåëü"

Äàííûé íîðìàëèçàòîð áûë ââåäåí ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèåìîâ ïî îáùåé àëãåáðå.
Çäåñü ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðèåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì. Îíè äóá-
ëèðóþò ïðèâåäåííûå âûøå ïðèåìû îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
"ìåòðíàáîðû", "ìåòðïîñëåä", "ìåòðîãðïîñëåä", "ìåòðñõîä", "ìåòðñõîä0", "ìåòð÷èñë-
ïîñëåä", "ìåòðíåïð", "ìåòðîãð", "ìåòðèíòåãð".
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7.3 Ìíîæåñòâà òî÷åê ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABMf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & A = íîñèòåëü(M) & ôóíêðàññò(f, M) &
B ⊆ A → îãðìåòð(B, M) ↔ ∃xy(x ∈ A & y − ÷èñëî & ∀z(z ∈ B → f(x, z) < y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåê-
ñòà, ïåðâûé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åñëè ïîäóòâåðæäåíèå êîð-
íåâîå, òî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, èíà÷å îí ðàâåí 5.

2. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀ABMf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & A = íîñèòåëü(M) & ôóíêðàññò(f, M) &
B ⊆ A & îãðìåòð(B, M) → ∃xy(x ∈ A & y − ÷èñëî & ∀z(z ∈ B → f(x, z) < y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìå-
þùåé öåëü "ïðèìåð". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî", ïåðâûé
è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABaf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & B ⊆ íîñèòåëü(A) & ¬(B = ∅) & ôóíêðàññò(f, A)
& a ∈ íîñèòåëü(A) → ðàññòìåòð(a, B) = inf(setx(∃y(y ∈ B & x = f(a, y)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà îïèñàíèå. Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

2. Ñâåðòêà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

∀BMadf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) → ∀x(x ∈ B → d ≤ f(a, x)) ↔
0 ≤ ðàññòìåòð(a, B)− d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îòêðûòûå ìíîæåñòâà

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ "îòêðûòîå".

∀AM(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & A ⊆ íîñèòåëü(M) → îòêðìåòð(A, M) ↔
∀x(x ∈ A → âíóòðò÷ê(x, A, M)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
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îòðèöàíèåì. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Â êîðíåâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 6, èíà÷å îí ðàâåí 7.

∀AM(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & A ⊆ íîñèòåëü(M) & îòêðìåòð(A, M) →
∀x(x ∈ A → âíóòðò÷ê(x, A, M)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

2. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ "âíóòðåííÿÿ òî÷êà".

∀AMaf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) → âíóòðò÷ê(a, A,M) ↔
a ∈ A & ∃r(r − ÷èñëî & 0 < r & ∀x(x ∈ íîñèòåëü(M) & f(a, x) < r → x ∈ A)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå íå ñâÿçà-
íî âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îòêðûòûé øàð.

(a) Ðàñøèôðîâêà ïðèíàäëåæíîñòè.

∀Marx(ôóíêðàññò(f, M) → x ∈ øàðìåòð(a, r,M) ↔ x ∈ íîñèòåëü(M) &
f(a, x) < r)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Êâàíòîðíàÿ ñâåðòêà â íåïåðåñå÷åíèå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ñ ìíîæå-
ñòâîì.

∀AMabf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) & A ⊆ íîñèòåëü(M) →
∀x(x ∈ A & f(x, a) < b → x = a) ↔ øàðìåòð(a, b, M) ∩ A ⊆ {a})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ
ïîñûëêè. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîí-
òåêñòà, ïåðâûé è òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè.

∀AMabf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) &
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, A) & b ∈ A & ñõîäìåòð(a, b, M) →
lim(λn(f(a(n), b), n− íàòóðàëüíîå)) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé, òðåòèé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð", ÷åòâåðòûé è ïÿòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀AMabf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) &
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, A) & b ∈ A → ñõîäìåòð(a, b, M) ↔
∀e(e− ÷èñëî & 0 < e → ∃n(n− íàòóðàëüíîå &
∀m(m− íàòóðàëüíîå & n ≤ m → f(a(m), b) < e))))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé.
Âûðàæåíèÿ b, f íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà.

∀AMabcfpq(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) &
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, A) & b ∈ A & c ∈ A &
lim(λn(f(b, a(n)), n− íàòóðàëüíîå)) = p &
lim(λm(f(c, a(m)), m− íàòóðàëüíîå)) = q → f(b, c) ≤ p + q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð", îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Òî÷êà ïðèâÿçêè âû-
áðàíà â ïÿòîì àíòåöåäåíòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè.

∀AMabf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) &
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, A) & ôóíäïîñëìåòð(a, M) →
∀e(e− ÷èñëî & 0 < e → ∃m(m− íàòóðàëüíîå &
∀pq(p−íàòóðàëüíîå & q−íàòóðàëüíîå & m < p & m < q → f(a(p), a(q)) < e))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé è ïÿòûé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïåðâûé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè
îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀AMabf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) &
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, A) → ôóíäïîñëìåòð(a, M) ↔
∀e(e− ÷èñëî & 0 < e → ∃m(m− íàòóðàëüíîå &
∀pq(p−íàòóðàëüíîå & q−íàòóðàëüíîå & m < p & m < q → f(a(p), a(q)) < e))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABMaf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) & íîñèòåëü(M) = B &
A ⊆ B & a ∈ B → ïðåäò÷êìåòð(a, A,M) ↔
∀b(b− ÷èñëî & 0 < b → ∃x(x ∈ A & f(a, x) < b & ¬(x = a))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ïî-
ñûëêè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå
èìåþùåé öåëè "ïðÿìîéîòâåò". Ýòî ïîäóòâåðæäåíèå ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåê-
ñòà, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ýòî ïîäóòâåðæäåíèå êîðíåâîå, òî óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 6. Èíà÷å óòâåðæäåíèå äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì, è òîãäà óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

2. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀ABMaf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) & íîñèòåëü(M) = B &
A ⊆ B & a ∈ B & ïðåäò÷êìåòð(a, A,M) →
∀b(b− ÷èñëî & 0 < b → ∃x(x ∈ A & f(a, x) < b & ¬(x = a))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð", îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ïðèíàäëåæíîñòü íîñèòåëþ.

∀AMa(ïðåäò÷êìåòð(a, A,M) → a ∈ íîñèòåëü(M))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀AM(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & A ⊆ íîñèòåëü(M) → çàìêíìåòð(A, M) ↔
∀x(ïðåäò÷êìåòð(x, A, M) → x ∈ A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â êîð-
íåâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, èíà÷å îí ðàâåí 7.

2. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀AM(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & A ⊆ íîñèòåëü(M) & çàìêíìåòð(A, M) →
∀x(ïðåäò÷êìåòð(x, A, M) → x ∈ A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

3. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà.

∀AMa(ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) → a ∈ çàìûêìåòð(A, M) ↔
a ∈ A ∨ ïðåäò÷êìåòð(a, A,M))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïðèíàäëåæíîñòü çàêðûòîìó øàðó.

∀AMaf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & ôóíêðàññò(f, M) & A = íîñèòåëü(M) &
a ∈ A → b ∈ çàêðøàð(a, r,M) ↔ b ∈ A & f(a, b) ≤ r)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïåðâûé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïëîòíûå ìíîæåñòâà

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ABCMf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) &
B ⊆ A & C ⊆ A → ïëîòíìåòð(B, C, M) ↔ ∀ex(e − ÷èñëî & 0 < e & x ∈ C →
∃y(y ∈ B & f(x, y) < e)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì
îòðèöàíèåì. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â êîðíåâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6,
èíà÷å îí ðàâåí 7.

2. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀ABCMf (ìåòðïðîñòðàíñòâî(M) & íîñèòåëü(M) = A & ôóíêðàññò(f, M) &
B ⊆ A & C ⊆ A & ïëîòíìåòð(B, C, M) → ∀ex(e − ÷èñëî & 0 < e & x ∈ C →
∃y(y ∈ B & f(x, y) < e)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé, òðåòèé è øåñòîé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, íà èññëåäîâàíèå ëèáî
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïðè ýòîì âòîðîé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "ðàâíî". Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7.4 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñò-
ðàíñòâ

Íåïðåðûâíîñòü âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå

∀Aafg(ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & a ∈ íîñèòåëü(A) & ôóíêðàññò(f, A) →
íåïðìåòð(g, a, A) ↔ ∀e(e− ÷èñëî & 0 < e → ∃d(d− ÷èñëî & 0 < d &
∀x(x ∈ íîñèòåëü(A) & f(a, x) < d → |g(x)− g(a)| < e))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî - êîðíåâîìó ëèáî ðàñïîëîæåííîìó ïîä êîðíåâûì îòðèöàíè-
åì. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ
ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â êîðíåâîì ñëó÷àå óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6, èíà÷å
îí ðàâåí 7.
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Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

∀ABfg(ìåòðïðîñòðàíñòâî(A) & B ⊆ íîñèòåëü(A) & ôóíêðàññò(f, A) →
ðàâíåïðìåòð(g,B,A) ↔ ∀e(e− ÷èñëî & 0 < e → ∃d(d− ÷èñëî & 0 < d &
∀x(x ∈ B & y ∈ B & f(x, y) < d → |g(x)− g(y)| < e))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

7.5 Ïðèìåð çàäà÷è íà ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïîâåäåíèå ðåøàòåëÿ íà çàäà÷àõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Â íåì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå
ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî èìååò ïîñûëêè "ìåòðïðîñòðàíñòâî(M)", "íîñèòåëü(M) =
A", "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(B)", "∀x(x ∈ Val(B) → x ⊆ A & îòêðìåòð(x, M))" è óñëîâèå
"îòêðìåòð(

⋃
(B), M)".

Ïðåæäå âñåãî, ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ââîäÿùèé îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ.
Îí äîáàâëÿåò ïîñûëêè "ôóíêðàññò(a, M)" è "a−ôóíêöèÿ". Çàòåì èäåò ñåðèÿ ñòàí-
äàðòèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñëå êîòîðûõ ñïèñîê ïîñûëîê ïðèîáðåòàåò âèä:

"∀b(b ∈ Dom(B) → îòêðìåòð(B(b), M))", "ôóíêðàññò(a, M)", "a − ôóíêöèÿ", "B −
ôóíêöèÿ", "A − set", "ìåòðïðîñòðàíñòâî(M)", "íîñèòåëü(M) = A", "ñåìåéñòâîìíî-
æåñòâ(B)", "∀c(c ∈ Dom(B) → B(c) ⊆ A)".

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ðàñøèôðîâêó óñëîâèÿ:

∀d(d ∈
⋃

(B) → âíóòðò÷ê(d,
⋃

(B), M))

Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â ðàçâåðíóòîì âèäå:

∀d(d ∈
⋃

e,e∈Dom(B)
B(e) → âíóòðò÷ê(d,

⋃
(B), M))

Ñðàáàòûâàåò îáùåëîãè÷åñêèé ïðèåì, ïåðåáðàñûâàþùèé àíòåöåäåíòû äîêàçûâàåìîé
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â ïîñûëêè. Ê ïîñûëêàì çàäà÷è äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå
"d ∈

⋃
e,e∈Dom(B)

B(e)", à óñëîâèåì ñòàíîâèòñÿ "âíóòðò÷ê(d,
⋃

(B), M)".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ:

∃f (∀g(a(d, g) < f & g ∈ íîñèòåëü(M) → g ∈
⋃

(B)) & 0 < f & f − ÷èñëî)

Ïîäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ íîñèòåëÿ, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì èç êîíòåêñòà:

∃f (∀g(a(d, g) < f & g ∈ A → g ∈
⋃

(B)) & 0 < f & f − ÷èñëî)

Òåïåðü ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ñâîäÿùèé çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ê
çàäà÷å íà îïèñàíèå, âûïîëíÿþùåé ïîäáîð ïðèìåðà. Ïîñûëêè ïðåæíèå, à óñëîâèÿ
ñóòü óòâåðæäåíèÿ "∀g(a(d, g) < f & g ∈ A → g ∈

⋃
(B))", "0 < f", "f − ÷èñëî".

Íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ f . Ýòà íåèçâåñòíàÿ - íåñóùåñòâåííàÿ.

Ïîñûëêà "d ∈
⋃

e,e∈Dom(B)
B(e)" ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè êî-

íå÷íîìó îáúåäèíåíèþ:

∃e(d ∈ B(e) & e ∈ Dom(B))

Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå â óñëîâèè çàäà÷è ïåðåïèñûâàåòñÿ â ðàçâåðíóòîì âèäå:
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∀g(a(d, g) < f & g ∈ A → g ∈
⋃

h,h∈Dom(B)
B(h))

Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â ïîñûëêå èñêëþ÷àåòñÿ çà ñ÷åò ââîäà âñïîìîãàòåëüíûõ îáú-
åêòîâ. Âìåñòî íåãî ïîÿâëÿþòñÿ ïîñûëêè "d ∈ B(i)", "i ∈ Dom(B)".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó îáúåäèíåíèþ â
óñëîâèè çàäà÷è:

∀g(a(d, g) < f & g ∈ A → ∃h(g ∈ B(h) & h ∈ Dom(B)))

Ñðàáàòûâàåò îáùåëîãè÷åñêèé ïðèåì, âûîäÿùèé ñëåäñòâèå â ïîñûëêàõ èç èìåþùåéñÿ
òàì êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè:

îòêðìåòð(B(i), M)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå B(i) ⊆ A, êîòîðîå ñðàçó æå îòáðàñûâà-
åòñÿ êàê î÷åâèäíîå.

Âûïîëíÿåòñÿ ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ ïîñûëêè "îòêðìåòð(B(i), M)", êîòîðàÿ
ñîõðàíÿåòñÿ, à ðåçóëüòàò äîáàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå íîâîé ïîñûëêè:

∀e(e ∈ B(i) → âíóòðò÷ê(e,B(i), M))

Ýòà êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ èíèöèèðóåò î÷åðåäíîé âûâîä ñëåäñòâèÿ:

âíóòðò÷ê(d,B(i), M)

Ïîñëåäíåå, ïîñëå ðàñøèôðîâêè è ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåòñÿ íà:

∃j(∀k(a(d, k) < j & k ∈ A → k ∈ B(i)) & 0 < j & j − ÷èñëî)

Ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ j êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà âñïîìîãàòåëüíûé
îáúåêò l, à âìåñòî êâàíòîðà âîçíèêàþò ïîñûëêè "∀k(a(d, k) < l & k ∈ A → k ∈ B(i))",
"0 < l", "l − ÷èñëî".

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, äëÿ ðåàëèçàöèè êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â óñëîâèÿõ çàäà-
÷è ââîäèòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "äëÿëþáîãî". Àíòåöåäåíòû èìïëè-
êàöèè è ïðî÷èå óñëîâèÿ ïåðåíîñÿòñÿ â ïîñûëêè, à â êà÷åñòâå óñëîâèÿ èñïîëüçóåòñÿ
êîíñåêâåíò "∃h(g ∈ B(h) & h ∈ Dom(B))". Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé
ïåðå÷èñëèì ïîñûëêè, èìåþùèåñÿ íà òåêóùèé ìîìåíò:

"a(d, g) < f", "g ∈ A", "0 < f", "0 < l", "∀k(a(d, k) < l & k ∈ A → k ∈ B(i))",
"∀e(e ∈ B(i) → âíóòðò÷ê(e,B(i), M))", "îòêðìåòð(B(i), M)", "i ∈ Dom(B)",
"d ∈ B(i)", "∀b(b ∈ Dom(B) → îòêðìåòð(B(b), M))", "ôóíêðàññò(a, M)",
"ìåòðïðîñòðàíñòâî(M)", "íîñèòåëü(M) = A", "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(B)",
"∀c(c ∈ Dom(B) → B(c) ⊆ A)".

Ââåäåííàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò öåëü (íåçàâèñèò g). Ýòà çàäà÷à íå èìååò íåèç-
âåñòíûõ. Îíà ðåøàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåñêîëüêî áåñêâàíòîðíûõ óòâåð-
æäåíèé, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ ÿâëÿëàñü áû èñõîäíàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Òàêèå
óòâåðæäåíèÿ çàìåíÿò èìïëèêàöèþ âî âíåøíåé çàäà÷å íà îïèñàíèå.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â óñëîâèè çàäà÷è. Íîâûå
óñëîâèÿ ñóòü "g ∈ B(h)", "h ∈ Dom(B)". Ïåðåìåííàÿ h ñòàíîâèòñÿ íåèçâåñòíîé,
ïðè÷åì ýòà íåèçâåñòíàÿ - íåñóùåñòâåííàÿ. Äîïóñêàåòñÿ åå çàâèñèìîñòü îò "çàïðå-
ùåííîé" ïåðåìåííîé g.

Êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà "∀k(a(d, k) < l & k ∈ A → k ∈ B(i))" èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîïûòêè
îáðàòíîãî âûâîäà: åå êîíñåêâåíò óíèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì "g ∈ B(h)". Â ðåçóëüòàòå
äàëåå ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, èìåþùàÿ óñëîâèÿ "h ∈ Dom(B)",
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"h = i", "a(d, g) < l", "g ∈ A". Ïîñëåäíåå èç ýòèõ óñëîâèé ñðàçó æå îòáðàñûâàåòñÿ,
òàê êàê èìååòñÿ â ïîñûëêàõ. Óñëîâèå "h ∈ Dom(B)" ïðåîáðàçóåòñÿ â "i ∈ Dom(B)"
è îòáðàñûâàåòñÿ ïî òîé æå ïðè÷èíå.

×òîáû èñêëþ÷èòü "çàïðåùåííóþ" ïåðåìåííóþ g, äàëåå èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî
"a(d, g) < f" èç ïîñûëîê. Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé óñëîâèå
a(d, g) < l çàìåíåíî íà "0 < l − f". Ðàâåíñòâî äëÿ íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé h
îòáðàñûâàåòñÿ, è íà çàäà÷ó ñ öåëüþ "äëÿëþáîãî" âûäàåòñÿ îòâåò "0 < l− f", â êîòî-
ðîì ïåðåìåííàÿ g èñêëþ÷åíà.

Äàëåå âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å, èìåâøåé êâàíòîðíîå óñëîâèå. Ýòî óñëîâèå
çàìåíåíî íà "0 < l−f". Îñòàëüíûå äâà óñëîâèÿ ñóòü "0 < f", "f−÷èñëî". Åäèíñòâåí-
íàÿ íåèçâåñòíàÿ - f , ïðè÷åì îíà íåñóùåñòâåííàÿ. Äàííàÿ çàäà÷à áåç òðóäà ðåøàåòñÿ
ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, è âûäàåòñÿ îêîí÷àòåëüíûé îòâåò
"èñòèíà".
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Ïðèåìû ïî êîíå÷íîçíà÷íûì ëîãèêàì

Ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòåéøèå çàäà÷è íà óïðîùåíèå âûðàæåíèé, ðåøåíèå óðàâíåíèé,
âûðàçèìîñòü è ïîëíîòó.

8.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì
â êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèêàõ

8.1.1 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðîé ëîãèêè

Óòâåðæäåíèå "äâîè÷íîå(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a ðàâíî 0 ëèáî 1.

Âûðàæåíèå "îòð(a)" îáîçíà÷àåò îòðèöàíèå äâîè÷íîãî çíà÷åíèÿ a.

Âûðàæåíèå "êí(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò êîíúþíêöèþ äâîè÷íûõ çíà÷åíèé a1, . . . , an.

Âûðàæåíèå "äí(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò äèçúþíêöèþ äâîè÷íûõ çíà÷åíèé a1, . . . , an.

Âûðàæåíèå "èìï(a1, a2)" îáîçíà÷àåò èìïëèêàöèþ äâîè÷íûõ çíà÷åíèé a1, a2.

Âûðàæåíèå "ïëñ(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò äâîè÷íóþ ñóììó äâîè÷íûõ çíà÷åíèé a1, . . . , an.

Âûðàæåíèå "ýêâ(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò äâîè÷íóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äâîè÷íûõ çíà÷å-
íèé a1, . . . , an.

Âûðàæåíèå "øðèõøåôôåðà(a1, a2)" îáîçíà÷àåò øòðèõØåôôåðà äâîè÷íûõ çíà÷åíèé
a1, a2.

Âûðàæåíèå "ñòðåëêàïèðñà(a1, a2)" îáîçíà÷àåò ñòðåëêó Ïèðñà äâîè÷íûõ çíà÷åíèé
a1, a2.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèè àëãåáðû ëîãèêè ñëåäóåò îòëè÷àòü îò îäíîèìåííûõ ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàáîòå ñ óòâåðæäåíèÿìè. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñî-
âûâàåò èõ íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì, è äëÿ èõ íàáîðà èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ñî÷åòàíèÿ
êëàâèø. Îïåðàöèè "äí", "êí", "èìï", "ïëñ", "ýêâ" ïðîðèñîâûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûì
èíôèêñíûì îáðàçîì, îñòàëüíûå îïåðàöèè ïðîðèñîâûâàþòñÿ ïðåôèêñíûì îáðàçîì.

Âûðàæåíèå "äèçúþíêöèÿâñåõ(a)" îáîçíà÷àåò äèçúþíêöèþ âñåõ çíà÷åíèé êîíå÷íîãî
äâîè÷íîãî ñåìåéñòâà a. Àíàëîãè÷íî, "êîíúþíêöèÿâñåõ(a)" - êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî äâîè÷íîãî ñåìåéñòâà a; "ïëñâñåõ(a)" - ñóììà ïî ìîäóëþ 2 ýëåìåíòîâ êî-
íå÷íîãî äâîè÷íîãî ñåìåéñòâà a. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò ýòè îïåðàöèè
àíàëîãè÷íî êîíå÷íûì ñóììàì è ïðîèçâåäåíèÿì:∨n

i=1 a(i),
∧n

i=1 a(i),
∑n

i=1 a(i),
∨

i,P (i) a(i),
∧

i,P (i) a(i),
∑

i,P (i) a(i)
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Óòâåðæäåíèå "äâíàáîð(a, n)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàáîð èç íóëåé è åäèíèö, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà n.

Âûðàæåíèå "äâêóá(n)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n.

Âûðàæåíèå "äâðàññò(a, b)" îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ïî Õýììèíãó ìåæäó äâîè÷íûìè
íàáîðàìè a è b.

Âûðàæåíèå "ïëñâåêò(a, b)" îáîçíà÷àåò ïîðàçðÿäíóþ ñóììó ïî ìîäóëþ 2 áóëåâûõ âåê-
òîðîâ a è b îäèíàêîâîé äëèíû.

Âûðàæåíèå "êíâåêò(a, b)" îáîçíà÷àåò ïîðàçðÿäíóþ êîíúþíêöèþ áóëåâûõ âåêòîðîâ a
è b îäèíàêîâîé äëèíû.

Âûðàæåíèå "äíâåêò(a, b)" îáîçíà÷àåò ïîðàçðÿäíóþ äèçúþíêöèþ áóëåâûõ âåêòîðîâ a
è b îäèíàêîâîé äëèíû.

Âûðàæåíèå "îòðâåêò(a)" îáîçíà÷àåò ïîðàçðÿäíîå îòðèöàíèå áóëåâà âåêòîðà a.

Âûðàæåíèå "äâíîðìà(a)" îáîçíà÷àåò ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîì íàáîðå a.

Óòâåðæäåíèå "äâìåíüøåèëèðàâíî(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî äâîè÷íûé íàáîð a ïîðàçðÿäíî
íå ïðåâîñõîäèò äâîè÷íîãî íàáîðà b.

Óòâåðæäåíèå "Ôàë(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè.

Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïðîðèñîâûâàåò âûðàæåíèå "λx1...xn(t, x1−boolean & . . . & xn−
boolean)" â âèäå "ôàë(t)". Ïðè ýòîì x1, . . . , xn - âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå òåðìà t,
óïîðÿäî÷åííûå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü "ôàë" - íå ïîíÿòèå ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè, à ëèøü óäîáíîå ñîãëàøåíèå èíòåðôåéñà, óñêîðÿþùåå ââîä âûðàæåíèé.
Âî âíóòðåííåì (ñêîáî÷íîì) ïðåäñòàâëåíèè îíî ñðàçó æå ðàñøèôðîâûâàåòñÿ ÷åðåç
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå"

Âûðàæåíèå "ôàëû" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

Óòâåðæäåíèå "ëèíôàë(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè.

Âûðàæåíèå "äâîéñòâôàë(a)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè, äâîéñòâåííóþ ê
ôóíêöèè a.

Óòâåðæäåíèå "ñàìîäâôàë(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ àëãåá-
ðû ëîãèêè.

Óòâåðæäåíèå "ìîíîòôàë(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëî-
ãèêè.

Óòâåðæäåíèå "ñîõð0(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè, ñîõðàíÿþùàÿ
íîëü.

Óòâåðæäåíèå "ñîõð1(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè, ñîõðàíÿþùàÿ
åäèíèöó.

Âûðàæåíèÿ "Ñîõð0", "Ñîõð1", "Ëèíôàë", "Ñàìîäâôàë" è "Ìîíîòôàë" îáîçíà÷àþò,
ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî âñåõ ñîõðàíÿþùèõ íîëü, ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó, ëèíåé-
íûõ, ñàìîäâîéñòâåííûõ è ìîíîòîííûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

Âûðàæåíèÿ "Êîíñò0", "Êîíñò1", "Êîíñò01" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà
âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, òîæäåñòâåííî ðàâíûõ íóëþ, åäèíèöå, è âñåõ òîæäå-
ñòâåííî êîíñòàíòíûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.
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Âûðàæåíèå "çàìûêôàë(a)" îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà a ôóíêöèé àëãåáðû
ëîãèêè.

Óòâåðæäåíèå "ôàëáàçèñ(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü áàçèñ äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ôóíêöèé
àëãåáðû ëîãèêè.

Óòâåðæäåíèå "øåôôåðîâà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè, îáðà-
çóþùàÿ ïîëíóþ ñèñòåìó.

Ïðèâåäåì åùå äâà ñèìâîëà, îòíîñÿùèåñÿ ê ôóíêöèÿì ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, íî
èñïîëüçóåìûì â äàííîì ðàçäåëå.

Âûðàæåíèå "ñóïåðïîç(f, n, g)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ôóíêöèþ f ôóíê-
öèè g âìåñòî ïåðåìåííîé, èìåþùåé íîìåð n. Íàáîð àðãóìåíòîâ äëÿ íîâîé ôóíêöèè
ïîëó÷àåòñÿ êîíêàòåíàöèåé íàáîðà àðãóìåíòîâ ôóíêöèè f ñ ïðîïóùåííûì n-ì ýëå-
ìåíòîì, è íàáîðà àðãóìåíòîâ ôóíêöèè g.

Âûðàæåíèå "ïåðåèìåíîâàíèå(f, a)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, ïîëó÷àåìóþ èç ìíîãîìåñò-
íîé ôóíêöèè f ïðè ïåðåñòàíîâêå (âîçìîæíî, ñ îòîæäåñòâëåíèÿìè) åå ïåðåìåííûõ,
îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì a. Äëèíà íàáîðà a ðàâíà ÷èñëó ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f , ïðè-
÷åì íà i-ì ìåñòå ðàñïîëîæåí òîò íîâûé íîìåð, êîòîðûé ïîëó÷àåò i-ÿ ïåðåìåííàÿ
ôóíêöèè f . Ïðè íàëè÷èè îòîæäåñòâëåíèé íîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò çàâèñåòü îò ìåíüøå-
ãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

8.1.2 Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìíîãîçíà÷íûìè ëîãèêàìè

Âûðàæåíèå "E(k)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë îò 0 äî k−1.

Óòâåðæäåíèå "Ôìë(f, k)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè.

Âûðàæåíèå "ôìëû(k)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè.

Âûðàæåíèå "èíä(a, b, c)" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì c, åñëè çíà÷åíèÿ a, b ðàâíû, èíà÷å
îíî èìååò çíà÷åíèå 0.

Âûðàæåíèå "îòðï(a, k)" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì îòðèöàíèå Ïîñòà çíà÷åíèÿ a â k-
çíà÷íîé ëîãèêå (ò.å. (a + 1)(mod k)).

Âûðàæåíèå "îòðë(a, k)" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì îòðèöàíèå Ëóêàñåâè÷à çíà÷åíèÿ a â
k-çíà÷íîé ëîãèêå (ò.å. k − 1− a).

Âûðàæåíèå "óñå÷ðàçí(a, b)" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì óñå÷åííóþ ðàçíîñòü ÷èñåë a, b
(îáû÷íàÿ ðàçíîñòü, åñëè b íå ïðåâîñõîäèò a, èíà÷å 0).

Âûðàæåíèå "èìïëèê(a, b, k)" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì èìïëèêàöèþ çíà÷åíèé a, b â k-
çíà÷íîé ëîãèêå, ò.å. îòðèöàíèå Ëóêàñåâè÷à óñå÷åííîé ðàçíîñòè a è b.

Âûðàæåíèå "âåáá(a, b, k)" îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè Âåááà â òî÷êå (a, b) äëÿ k-
çíà÷íîé ëîãèêè.

Âûðàæåíèå "çàìûêôìë(A, k)" îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâàAôóíêöèé k-çíà÷íîé
ëîãèêè.

Âûðàæåíèå "ñîõðêîíñò(A, k)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè,
ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî êîíñòàíò A.

Âûðàæåíèå "ôìë(a)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ k-çíà÷íîé ëîãèêè, îïðåäåëÿåìóþ òàáëè-
öåé a. Ýòà òàáëèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðåâîâèäíóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé êàæäàÿ
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âåðøèíà - íàáîð äëèíû k. ×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå (x1, . . . , xn),
òðåáóåòñÿ ïåðåìåùàòüñÿ ïî äåðåâó, ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàÿ ýëåìåíòû íàáîðîâ ñ
íîìåðàìè x1 + 1, . . . , xn + 1. Êîíöåâûå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò E(k).

8.2 Ïðèåìû ïî àëãåáðå ëîãèêè

8.2.1 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îïåðàöèé àëãåáðû ëîãèêè

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâîè÷íîå"

1. Óñìîòðåíèå äâîè÷íîãî çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "ðîäîáúåêòà(äâîè÷íîå)" è çàãîëîâîê "ðîäîáúåêòà".
Ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "òèï" äëÿ óñìîòðåíèÿ äâîè÷íîãî çíà÷åíèÿ
âûðàæåíèÿ A, èìåþùåãî ñâîèì çàãîëîâêîì ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Â ñëó÷àå óñïåõà
óòâåðæäåíèå "äâîè÷íîå(A)" çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èâûõ óêàçàíèé íà òèï îáúåêòà.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "ðîäîáúåêòà(äâîè÷íîå)" è çàãîëîâîê "ðàçëè÷èìû".
Ïðèåì àíàëèçèðóåò óòâåðæäåíèå "äâîè÷íîå(x)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ. Åñëè â
êîíòåêñòå èìååòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà P (x), ãäå P - óêàçàòåëü íà òèï îáúåêòà,
íåñîâìåñòèìûé ñ òèïîì "äâîè÷íîå", òî àíàëèçèðóåìîå óòâåðæäåíèå çàìåíÿåòñÿ
íà êîíñòàíòó "ëîæü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ íåèçâåñòíîãî äâîè÷íîãî çíà÷åíèÿ.

∀a(a− boolean↔ a = 0 ∨ a = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ a. Äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åùå õîòÿ áû îäíî ñî-
äåðæàùåå a óñëîâèå, íå èìåþùåå âèäà "x = t", ãäå t íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Åñëè âûáîð íåîäíîçíà÷åí, òî ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîé íåèçâåñòíîé a, êîòîðàÿ
èìååò áîëüøåå ÷èñëî âõîæäåíèé â óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ íà ýòà-
ïå ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà, à òàêæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà áóëåâà íåèçâåñòíàÿ a
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óêàçàíèÿ òèïà êîíöà ÷èñëîâîãî ïðîìåæóòêà (0 - êîíåö îòáðî-
øåí, 1 - íå îòáðîøåí). Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ äâîè÷íîãî çíà÷åíèÿ, âñòðå÷àþùåãîñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî.

∀a(a− boolean↔ a = 0 ∨ a = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîòèâîðå÷èå". Ïðåîá-
ðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñìäâîè÷íîå".

∀a(a− boolean→ a− boolean)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Åñëè óòâåðæäåíèå - êîðíåâîå, ïðè÷åì a
- ïåðåìåííàÿ, òî åãî ïðèìåíåíèå äîïóñêàåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå, åñëè a - íåèçâåñò-
íàÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Óêàçàòåëü "íîâûé" àêòèâèðóåò ïîïûòêè åãî ïðèìåíåíèÿ íà ëîêàëüíûõ öèê-
ëàõ ñêàíèðîâàíèÿ, ðåàëèçóåìûõ â ìîìåíòû âûâîäà óòâåðæäåíèé èç "òåíåâîé"
â àêòèâíóþ çîíó ñêàíèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óñòðàíåíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.

∀ab(a− boolean & b− boolean→ ¬(a = b) ↔ a = ¬b)

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå îòðèöàíèå - ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà, à âòîðîå - îïåðàöèÿ àë-
ãåáðû ëîãèêè. Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû ïðîðèñîâûâàåò ýòè
îòðèöàíèÿ íåìíîãî ïî-ðàçíîìó; â êíèãå ïðîðèñîâêè ñîâïàäàþò.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ èñòèííîñòü óñêîðÿþùåãî
ôèëüòðà, óñìàòðèâàþùåãî ïðèçíàêè ðàññìîòðåíèÿ â çàäà÷å äâîè÷íûõ çíà÷å-
íèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà.

∀a(∃a(a− boolean))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀f (∃x(x− boolean & f(x)) ↔ f(0) ∨ f(1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ çíà÷åíèé.

seta(a− boolean = {0, 1})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

9. Èçìåíåíèå äâîè÷íîãî ïàðàìåòðà.

∀Pz(z − boolean→ ∃xy(x− boolean & P (x + z)) ↔ ∃xy(x− boolean & P (x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò ïðåä-
âàðèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîäâûðàæåíèÿ òåêóùåãî òåðìà çàäà÷è, èìåþùå-
ãî âèä "x+z +Y ", ñ íåïóñòûì Y . Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíîé
ïåðåìåííîé êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, ïåðåìåííàÿ z - ñ ïðîèçâîëüíûì âûðàæåíè-
åì. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Îíà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêà-
çàòåëÿ "íîâàðãóìåíò", ïðè÷åì èäåíòèôèöèðóåìîå âûðàæåíèå ïðåäâàðèòåëüíî
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "äâèçâëå÷åíèå", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ âõîäíîé
êîììåíòàðèé (íîâàðãóìåíò x+z x). Ïåðåìåííàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñïèñêîì
ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Äîïóñêàåòñÿ âõîæäåíèå ýòèõ ïåðåìåííûõ â
âûðàæåíèÿ P (x + z) è z. Íèêàêîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â èäåíòèôèöèðî-
âàííîå ñ P (x + z) óòâåðæäåíèå íå ðàñïîëîæåíî â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà
ëèáî îïèñàòåëÿ ïî ïåðåìåííîé, ñâîáîäíîé â z. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

10. Óñëîâèå íà äâîè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

∀af (a = Dom(f) → ∀x(x ∈ A → f(x)− boolean) ↔ Val(f) ⊆ {0, 1})
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Íîðìàëèçàòîð èñêëþ÷åíèÿ äâîè÷íûõ êîíñòàíò "íîðìäâêîíñò".

(a) Îòðèöàíèå êîíñòàíòû.

¬1 = 0

¬0 = 1

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Êîíúþíêöèÿ ñ êîíñòàíòîé.

∀a(1 · a = a)

∀a(0 · a = 0)

Òî÷êîé â äàííîì ðàçäåëå îáîçíà÷àåòñÿ áóëåâà êîíúþíêöèÿ "êí". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

(c) Äèçúþíêöèÿ ñ êîíñòàíòîé.

∀a(1 ∨ a = 1)

∀a(0 ∨ a = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Èìïëèêàöèÿ ñ êîíñòàíòîé.

∀a(0 ⇒ a = 1)

∀a(1 ⇒ a = a)

∀a(a ⇒ 0 = ¬a)

∀a(a ⇒ 1 = 1)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë "èìï". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ñóììà ñ êîíñòàíòîé.

∀a(1 + a = ¬a)

∀a(0 + a = a)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàöèÿ "ïëñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Ýêâèâàëåíòíîñòü ñ êîíñòàíòîé.

∀a(1 ⇔ a = a)

∀a(0 ⇔ a = ¬a)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë "ýêâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Äâîéíîå îòðèöàíèå.

∀a(¬(¬(a)) = ¬a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Íîðìàëèçàòîð ãðóïïèðîâêè "ãðóïïäâîè÷íîå".

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ áûñòðîé ñæèìàþùåé ïåðåôîðìóëèðîâêè âû-
ðàæåíèé àëãåáðû ëîãèêè. Âñå òîæäåñòâà ïðèìåíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

(a) Âûíåñåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêó.

∀abc(a · (b ∨ c) = a · b ∨ a · c)
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(b) Âûíåñåíèå îáùåãî îòðèöàíèÿ çà ñêîáêó.

∀ab(¬(a ∨ b) = ¬a · ¬b)

∀ab(¬(a · b) = ¬a ∨ ¬b)

(c) Óñìîòðåíèå èìïëèêàöèè.

∀ab(a ⇒ b = ¬a ∨ b)

(d) Óñìîòðåíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2.

∀ab(a + b = a · ¬b ∨ b · ¬a)

Óêàçàòåëü "îòðèöàíèå" äîïóñêàåò îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä ê îòðèöàíèþ
äëÿ âñåõ âõîæäåíèé îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé.

(e) Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

∀ab(a ⇒ b = a · b ∨ ¬a · ¬b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

13. Íîðìàëèçàòîð "äâèçâëå÷åíèå".

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâñêîãî âûðàæåíèÿ ê âè-
äó, â êîòîðîì çàäàííàÿ ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé
çàäàííîãî ïîäòåðìà t. Îí àíàëîãè÷åí íîðìàëèçàòîðó "èçâëå÷åíèå", ñîçäàííî-
ìó äëÿ ÷èñëåííûõ âûðàæåíèé. Ïîêà â äàííîì íîðìàëèçàòîðå èìååòñÿ ëèøü
îäèí ïðèåì, âûäåëÿþùèé ñóììó ïî ìîäóëþ äâà:

∀abc(c = a → a + b = c + b)

Âõîäíîé êîììåíòàðèé "íîâàðãóìåíò" çàäàåò ïåðåìåííóþ x è ïîäòåðì a. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ïîäòåðì èìååò çàãîëîâîê "ïëñ", à òàêæå ÷òî ïðåîáðàçóåìàÿ
ñóììà íå ðàâíà a è íå èìååò ñëàãàåìîãî, ðàâíîãî a. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îí ââåäåí, ÷òîáû êîìïèëÿòîð íå ñîõðàíèë èñõîäíîå
âûðàæåíèå â íåèçìåííîì âèäå.

14. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìäâîè÷íîå".

(a) Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.

∀a(a = 0 → a− boolean)

∀a(a = 1 → a− boolean)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(b) Ýëåìåíò äâîè÷íîãî íàáîðà.

∀amn(äâíàáîð(a, n) & m− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n−m → a(m)− boolean)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, îñòàëüíûå - îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀amn(äâíàáîð(a, n) & m ∈ {1, . . . , n} → a(m)− boolean)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(c) Êîíñòàíòà.

0− boolean

1− boolean

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

(d) Çíà÷åíèå ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè.

∀Abf (Îòîáðàæåíèå(f, A, {0, 1}) & b ∈ A → f(b)− boolean)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀af (Val(f) ⊆ {0, 1} → f(a)− boolean)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

∀af (Ôàë(f) → f(a)− boolean)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀Afnx(A(n) & ∀m(A(m) → Ôàë(f(m))) → f(n)(x)− boolean)

Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, èñòèííîñòü ïåðâîãî óñòà-
íàâëèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåìåííàÿ A
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ââåäåí ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Óñëîâíîå âûðàæåíèå.

∀Pab(a− boolean & b− boolean→ (a ïðè P, èíà÷å b)− boolean)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "äâåäèíèöà".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî âûðàæåíèé åäèíèöå. Îáðàáàòû-
âàåìîå èì óòâåðæäåíèå "äâåäèíèöà(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a ðàâíî 1.

16. Êîíñòàíòà.

äâåäèíèöà(1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

17. Ðàçáîð ñëó÷àåâ.

∀f (äâåäèíèöà(f(0)) & äâåäèíèöà(f(1)) → äâåäèíèöà(f(x)))

Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé x, èìåþùåé íàèáîëüøåå íåíóëåâîå ÷èñë âõîæäåíèé â f(x). Ïåðå-
ìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå ðàññìîòðåíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îòð"

1. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

¬0 = 1

¬1 = 0

∀a(¬¬a = a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ðàâåíñòâî îòðèöàíèé.

∀ab(¬a = ¬b ↔ a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ðàâåíñòâî ïðîòèâîïîëîæíûõ çíà÷åíèé.

∀a(¬(a = ¬a))

Âíåøíåå îòðèöàíèå - ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà, âíóòðåííåå - îïåðàöèÿ àëãåáðû ëîãèêè.
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé.

∀ax(¬x = a ↔ x = ¬a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Íå èìååò ìåñòà ýòàï ðåäàêòèðîâàíèÿ îòâåòà. Âûðàæå-
íèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à a - íå ñîäåðæèò. Äîïóñêàþòñÿ íàäîïåðàöèè "è",
"èëè", "ñóùåñòâóåò", "äëÿëþáîãî". Â àíòåöåäåíòàõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí áëîêèðóåòñÿ òàêæå âíóòðè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ,
íå ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé x - ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ
âíåøíèì êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ëèáî îáùíîñòè. Ïðåîáðàçóåìîå ðàâåíñòâî -
ëèáî êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ â êâàíòîðå ñóùåñòâî-
âàíèÿ, ëèáî àíòåöåäåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå,
ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè a
ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à x íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàííîé âåðñèè
ðàâåí 4.

5. Ðàâåíñòâî îòðèöàíèÿ êîíñòàíòå.

∀a(a− boolean→ ¬a = 1 ↔ a = 0)

∀a(a− boolean→ ¬a = 0 ↔ a = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ä.í.ô. äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ.

∀ab(b = ¬a → ¬a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü". Ýòî ïîäâûðàæåíèå
- ìàêñèìàëüíîå áóëåâñêîå, ò.å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì êàêîé-ëèáî äðóãîé
îïåðàöèè àëãåáðû ëîãèêè ("èìï", "ïëñ", "ýêâ", "îòð", "êí", "äí"). Íå èìååò
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ìåñòî ýòàï çàâåðøàþùåãî ñæàòèÿ âûðàæåíèÿ. Â çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ ïðåîáðà-
çîâàòü âûðàæåíèå ê âèäó ä.í.ô. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Ñíà÷àëà åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíääí",
îáåñïå÷èâàþùèì ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ä.í.ô. è óïðîùåíèå ä.í.ô. Çàòåì îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "äâãðóïïèðîâêè", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûò-
êó ñæàòèÿ òåðìà, è â êîíöå - íîðìàëèçàòîðîì "ñâåðòêà", ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ
òîé æå öåëè. Åñëè ðåçóëüòàò b íå êîðî÷å èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ, òî ïðåîáðàçî-
âàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Íîðìàëèçàòîð "äâãðóïïèðîâêè" áóäåò îïèñàí â ðàçäåëå,
ñâÿçàííîì ñ äèçúþíêöèåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Àíàëîã äàííîãî ïðèåìà ââåäåí äëÿ êàæäîé èç îïåðàöèé àëãåáðû ëîãèêè - ÷òîáû
èíèöèèðîâàòü ïîïûòêó èñïîëüçîâàíèÿ ä.í.ô. ïðè ëþáîì êîðíåâîì çàãîëîâêå
ìàêñèìàëüíîãî áóëåâñêîãî ïîäòåðìà.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîòð".

Âñå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Îòðèöàíèå êîíñòàíòû.

¬0 = 1

¬1 = 0

(b) Äâîéíîå îòðèöàíèå.

∀a(¬¬a = a)

(c) Îòðèöàíèå êîíúþíêöèè ñ îòðèöàíèåì.

∀bc(¬(b · ¬c) = c ∨ ¬b)

(d) Îòðèöàíèå äèçúþíêöèè ñ îòðèöàíèåì.

∀bc(¬(b ∨ ¬c) = c · ¬b)

(e) Îòðèöàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

∀ab(¬(a ⇔ b) = a + b)

(f) Îòðèöàíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2.

∀ab(¬(a + b) = a ⇔ b)

(g) Îòðèöàíèå èìïëèêàöèè.

∀cd(¬(c ⇒ d) = c · ¬d)

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êí"

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé.

Ïðèåì èìååò òåîðåìó "êîììóòàòèâíî(êí)" è çàãîëîâîê "ñïóñêîïåðàíäîâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

Ïðèåì èìååò òåîðåìó "êîììóòàòèâíî(êí)" è çàãîëîâîê "ëåêñóïîðÿäî÷åíèå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ïîäáîð ïðèìåðà.

∀ax(x = 0 → x · a = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ.
Îòñóòñòâóåò äðóãîå ñîäåðæàùåå x óñëîâèå, èìåþùåå äëèíó áîëåå 2 è íå èìå-
þùåå âèäà "¬(x = b)", ãäå b - íå òîæäåñòâåííûé íîëü. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óêàçàòåëü "íîâûé" ðàçðåøàåò ïîïûòêè ïðèìå-
íåíèÿ ïðèåìà â òåíåâûõ öèêëàõ ñêàíèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

4. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

∀a(a · 0 = 0)

∀a(a · ¬a = 0)

∀a(a · a = a)

∀a(a · 1 = a)

∀ab(b · (a ∨ b) = b)

∀abc(b · (a ∨ b · c) = b · (a ∨ c))

∀ab(a · ¬(a · b) = a · ¬b)

∀bc(¬(b · ¬c) = ¬b ∨ c)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abc(a · (b ∨ c · ¬a) = a · b)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óêàçàòåëü "îòðèöàíèå" ðàçðåøàåò îäíî-
âðåìåííûé ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì ïðè èäåíòèôèêàöèè âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ
a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Ðàâåíñòâî êîíúþíêöèè åäèíèöå.

∀ab(a · b = 1 ↔ a = 1 & b = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ðàâåíñòâî êîíúþíêöèè íóëþ, ÿâëÿþùååñÿ êîíñåêâåíòîì êâàíòîðíîé èìïëèêà-
öèè.

∀Apq(∀x(A(x) → p(x) · q(x) = 0) ↔ ∀x(A(x) & p(x) = 1 → q(x) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, p, q ôóíêöèîíàëüíûå. Ïå-
ðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû.
Â êà÷åñòâå p(x) áåðåòñÿ ïåðâûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

7. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ä.í.ô. äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ.

∀abc(c = a · b → a · b = c)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îòðèöàíèÿ. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"óïðîñòèòü". Ýòî ïîäâûðàæåíèå - ìàêñèìàëüíîå áóëåâñêîå. Íå èìååò ìåñòî ýòàï
çàâåðøàþùåãî ñæàòèÿ âûðàæåíèÿ. Â çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü âûðà-
æåíèå ê âèäó ä.í.ô. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè "ñòàíääí", "äâãðóïïèðîâêè" è
"ñâåðòêà". Åñëè ðåçóëüòàò c íå êîðî÷å èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèå
íå âûïîëíÿåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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8. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ îòðèöàíèÿ êîíúþíêöèè ñ ïåðåõîäîì ê èìïëèêàöèè.

∀abc(¬b = c → ¬(a · b) = a ⇒ c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c êîðî÷å âûðàæåíèÿ b. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 6.

9. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêí".

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2. Îñòàëüíûå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà èìåþò óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé.

(c) Ìíîæèòåëü 0.

∀a(a · 0 = 0)

(d) Ìíîæèòåëü 1.

∀a(a · 1 = a)

(e) Îäèíàêîâûå ìíîæèòåëè.

∀a(a · a = a)

(f) Ïðîòèâîïîëîæíûå ìíîæèòåëè.

∀a(a · ¬a = 0)

(g) Ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåííîé íà âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ýòó ïåðåìåííóþ.

∀ab(b · (a ∨ b) = b)

∀abc(b · (a ∨ b · c) = b · (a ∨ c))

∀abc(c · (b · c ⇒ a) = c · (b ⇒ a))

∀ab(b · (b ⇒ a) = a · b)
∀abc(c · (b ⇒ a · c) = c · (b ⇒ a))

∀ab((a ⇒ b) · ¬a = ¬a)

Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì ó âñåõ âõîæäåíèé a.

∀abc(b · (a + b · c) = b · (a + c))

∀ab(b · (a ⇔ b) = a · b)
∀abc(b · (c ∨ (a ⇒ b)) = b)

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå c â íîëü.

∀abc(a · (b ∨ c · ¬a) = a · b)
Äîïóñêàþòñÿ îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì ó âñåõ âõîæäåíèé ïå-
ðåìåííîé a è îáðàùåíèå c â åäèíèöó.

∀abc(b · (c ∨ ¬(a · b)) = b · (c ∨ ¬a))

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå c â íîëü.

∀ab(a · (b + ¬a) = a · b)
Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì ó âñåõ âõîæäåíèé a.

∀ab(b · (a + b) = b · ¬a)

10. Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùêí".
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(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2. Îñòàëüíûå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé.

(c) Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî îòðèöàíèÿ äâóõ îïåðàíäîâ.
∀ab(¬(a ∨ b) = ¬a · ¬b)

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ñïðàâà íàëåâî.

(d) Âûðàæåíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2 ÷åðåç êîíúþíêöèþ äâóõ äèçúþíêöèé.
∀ab((a ∨ b) · (¬a ∨ ¬b) = a + b)

Ïðè èäåíòèôèêàöèè ïåðåìåííûõ a, b äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä
ê îòðèöàíèÿì äëÿ âñåõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé.
∀abc((a ∨ (b + c)) · (a ⇒ (b ⇔ c)) = a + b + c)

Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì äëÿ âñåõ âõîæäåíèé
ïåðåìåííîé a.

(e) Âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç äâå èìïëèêàöèè.
∀ab((a ⇒ b) · (b ⇒ a))

(f) Âûäåëåíèå îáùåãî ÷ëåíà äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ìíîæèòåëåé.
∀abc((a ∨ c) · (b ∨ c) = (c ∨ a · b))

(g) Âûäåëåíèå îáùåãî ÷ëåíà äâóõ èìïëèêàòèâíûõ ìíîæèòåëåé.
∀abc((b ⇒ a) · (b ⇒ c) = b ⇒ a · c)

11. Íîðìàëèçàòîð âûíåñåíèÿ çà ñêîáêè îáùåãî ìíîæèòåëè "äâìíîæèòåëè".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abc(a · b ∨ a · c = a · (b ∨ c))

12. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ïîãëîùêí".

Óòâåðæäåíèå "ïîãëîùêí(a, b)", ïðîâåðÿåìîå îïåðàòîðîì, ðàâíîñèëüíî íåðàâåí-
ñòâó a ≤ b. Îïåðàòîð èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà a - ýëåìåíòàðíàÿ êîíú-
þíêöèÿ, b - äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî
êîíúþíêöèÿ ïîãëîùàåòñÿ äàííîé ä.í.ô. Ïðîâåðêà ïîãëîùåíèÿ íóæíà ïðè îòûñ-
êàíèè òóïèêîâûõ è ìèíèìàëüíûõ ä.í.ô.

(a) Ïðîñòåéøèå ñëó÷àè.
∀ab(ïîãëîùêí(a, a ∨ b))

b ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀a(ïîãëîùêí(a, 1))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ïîäñòàíîâêà êîíñòàíò.
∀ab(ïîãëîùêí(b, f(1)) → ïîãëîùêí(a · b, f(a)))

Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðå-
ìåííîé. Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Åãî ïîäâûðàæåíèå
f(1) ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì", ðåàëèçóþùèì
ïîëíûé öèêë ïðèìåíåíèé íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀ab(ïîãëîùêí(b, f(0)) → ïîãëîùêí(¬a · b, f(a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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(c) Îñòàòî÷íûé ñëó÷àé.

∀a(a = 1 → ïîãëîùêí(1, a))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ïðèâåäåíèÿ ê ñîêðàùåííîé ä.í.ô. "ñîêðà-
ùäíô". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äí"

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé.

Ïðèåì èìååò òåîðåìó "êîììóòàòèâíî(äí)" è çàãîëîâîê "ñïóñêîïåðàíäîâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

Ïðèåì èìååò òåîðåìó "êîììóòàòèâíî(äí)" è çàãîëîâîê "ëåêñóïîðÿäî÷åíèå".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ïîäáîð ïðèìåðà.

∀ax(x = 1 → x ∨ a = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ.
Îòñóòñòâóåò äðóãîå ñîäåðæàùåå x óñëîâèå, íå èìåþùåå âèäà "äâîè÷íîå(x)". Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óêàçàòåëü "íîâûé" ðàçðåøàåò
ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â òåíåâûõ öèêëàõ ñêàíèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

4. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

∀a(a ∨ 1 = 1)

∀a(a ∨ ¬a = 1)

∀a(a ∨ 0 = a)

∀a(a ∨ a = a)

∀ab(a ∨ a · b = a)

∀abc(a ∨ c · (a ∨ b) = a ∨ b · c)
Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ab(¬(a ∨ ¬b) = b · ¬a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî ìíîæèòåëÿ.

∀ab(a ∨ b · ¬a = a ∨ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä ê
îòðèöàíèÿì ó âñåõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ä.í.ô. äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ.

∀abc(c = a ∨ b → a ∨ b = c)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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7. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ.

∀ab(a ∨ b = ¬a ↔ a = 0 & b = 1)

∀ab(a ∨ b = 0 ↔ a = 0 & b = 0)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

8. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ ñ ïåðåõîäîì ê èìïëèêàöèè.

∀abc(¬b = c → a ∨ b = c ⇒ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, ðåøàåìîé â ðåæèìå óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c êîðî÷å âûðàæåíèÿ b. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 5.

9. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñîêðàùäíô".

∀ab(a = ¬b → ¬b = a)

∀abc(a = b · c → b · c = a)

∀abc(a = b ∨ c → b ∨ c = a)

∀abc(a = b ⇒ c → b ⇒ c = a)

∀abc(a = b + c → b + c = a)

∀abc(a = b ⇔ c → b ⇔ c = a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ñîêðàùäíô". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî òðå-
áóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëó àëãåáðû ëîãèêè ê âèäó ñîêðàùåííîé äèçúþíê-
òèâíîé ôîðìû. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ïðèâåäåíèÿ ê ñîêðàùåííîé ä.í.ô. "ñî-
êðàùäíô". Óðîâåíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 2.

10. Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "òóïèêäíô" äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ä.í.ô.

∀abcd(a ∨ b = c & òóïèêäíô(d, c) → a ∨ b = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ìèíäíô". Òàêàÿ öåëü óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü
ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå ê âèäó êàêîé-ëèáî èç ìèíèìàëüíûõ ä.í.ô. Ïðåîáðà-
çóåìîå âûðàæåíèå íå èìååò äðóãèõ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, êðîìå "äí", "êí",
"ïëñ", "èìï", "ýêâ", "îòð", "0", "1". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñîêðà-
ùäíô". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "çíà÷åíèÿ". Îí îáðàáàòûâàåòñÿ
ñèíòåçàòîðîì "òóïèêäíô", ïåðå÷èñëÿþùèì òóïèêîâûå ä.í.ô. d, îïðåäåëÿåìûå
ïî ñîêðàùåííîé ä.í.ô. c. Óêàçàòåëü "ìèíèìóì(2 ÷èñëî(âõîäèò(e, d)ïåðåìåí-
íàÿ(e)))" óêàçûâàåò, ÷òî ïåðå÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ ïîëíîñòüþ, à â êà÷åñòâå ðå-
çóëüòàòà d îòáèðàåòñÿ âàðèàíò ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìäí".

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2. Îñòàëüíûå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.
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(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ äèçúþíêöèé.

(c) Óñòðàíåíèå êîíñòàíò.

∀a(a ∨ 0 = a)

∀a(a ∨ 1 = 1)

(d) Îäèíàêîâûå îïåðàíäû.

∀a(a ∨ a = a)

(e) Ïðîòèâîïîëîæíûå îïåðàíäû.

∀a(a ∨ ¬a = 1)

∀ab(a ∨ ¬(a · b) = 1)

(f) Ïîãëîùåíèå.

∀ab(a ∨ a · b = a)

(g) Äîïîëíèòåëüíûå òîæäåñòâà òèïà ïîãëîùåíèÿ.

∀ab(b ∨ (a + b) = a ∨ b)

∀abc(a ∨ c · (a ∨ b) = a ∨ b · c)
(h) Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî ìíîæèòåëÿ.

∀ab(a ∨ b · ¬a = a ∨ b)

Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì äëÿ âñåõ âõîæäåíèé a.

12. Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùäí".

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3. Îñòàëüíûå ïðèåìû, êðîìå ïîñëåäíåãî, ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ äèçúþíêöèé.

(c) Óñìîòðåíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2.

∀ab(a · ¬b ∨ b · ¬a = a + b)

∀abc(a · ¬b ∨ b · (¬a ∨ c) = (a + b) ∨ b · c)
∀abc(c · ¬a · ¬b ∨ (a ∨ b) · ¬c = (a ∨ b) + c)

∀abc(¬a · (b + c) ∨ a · (b ↔ c) = a + b + c)

∀ab(a · ¬b ∨ ¬(a ∨ ¬b) = a + b)

Ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå êàê ïîä îòðèöàíèåì, òàê è áåç íåãî, èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîãî èíâåðòèðîâàíèÿ âñåõ ñâîèõ âõî-
æäåíèé.

(d) Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ äâóõ îïåðàíäîâ.

∀abc(a · b ∨ a · c = a · (b ∨ c))

(e) Óñìîòðåíèå èìïëèêàöèè.

∀ab(b ∨ ¬a = a ⇒ b)

(f) Óñìîòðåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà äèçúþíêöèþ.

∀abc(a · b · c ∨ ¬a · ¬b = (c ∨ ¬a) · (a ⇔ b))

Ïðè èäåíòèôèêàöèè a, b äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííîå èíâåðòèðîâàíèå âñåõ
èõ âõîæäåíèé.

(g) Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îòðèöàíèÿ.

∀ab(¬a ∨ ¬b = ¬(a · b))
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(h) Óñìîòðåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ, çàíåñåííîãî ïîä îòðèöàíèå.

∀abcde(¬(a ∨ b) · c ∨ ¬(a ∨ d) · e = ¬a · (c · ¬b ∨ e · ¬d))

Äîïóñêàþòñÿ íóëåâîå çíà÷åíèå d è åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ c, e. Ïðèåì ñðàáà-
òûâàåò íà óðîâíå 2.

13. Íîðìàëèçàòîð "ñòàíääí" ïðèâåäåíèÿ ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Êðîìå ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ä.í.ô., íîðìàëèçàòîð òàêæå âûïîëíÿåò óïðîùåíèå
ýòîé ä.í.ô.

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè.
Îïåðàíäû êîíúþíêöèé óïîðÿäî÷èâàþòñÿ íà óðîâíå 3, äèçúþíêöèé - íà
óðîâíå 4.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ îäèíàêîâûõ îïåðàöèé. Ñîçäàíû ïðèåì äëÿ äèçú-
þíêöèé è ïðèåì äëÿ êîíúþíêöèé. Èõ óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

(c) Ïðèâåäåíèå ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ýòîãî ïîäðàçäåëà ðàâíû 1.

i. Óñòðàíåíèå èìïëèêàöèè.
∀ab(a ⇔ b = ¬a ∨ b)

ii. Óñòðàíåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
∀ab(a ⇔ b = a · b ∨ ¬a · ¬b)

iii. Óñòðàíåíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2.
∀ab(a + b = a · ¬b ∨ ¬b · ¬a)

iv. Ñïóñê îòðèöàíèÿ.
∀ab(¬(a ∨ b) = ¬a · ¬b)
∀ab(¬(a · b) = ¬a ∨ ¬b)

v. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abc(a · (b ∨ c) = a · b ∨ a · c)

(d) Ïðîñòåéøèå óïðîùàþùèå òîæäåñòâà.

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ýòîãî ðàçäåëà ðàâíû 1.

i. Òîæäåñòâà ñ êîíñòàíòàìè.
¬0 = 1
¬1 = 0
∀a(a · 1 = a)
∀a(a · 0 = 0)
∀a(a ∨ 0 = a)
∀a(a ∨ 1 = 1)

ii. Îäèíàêîâûå ëèáî ïðîòèâîïîëîæíûå îïåðàíäû.
∀a(a · a = a)
∀a(a ∨ a = a)
∀a(a · ¬a = 0)
∀a(a ∨ ¬a = 1)

iii. Äâîéíîå îòðèöàíèå.
∀a(¬¬a = a)

(e) Ïîãëîùåíèå.

∀ab(a ∨ a · b = a)
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Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îñòàëüíûå ïðèåìû äàííîãî ðàçäåëà îáåñïå÷èâàþò óñèëåííîå óïðîùåíèå
äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Îíè ñðàáàòûâàþò òîëüêî ïðè îòñóò-
ñòâèè êîììåíòàðèÿ "íîðìàëèçàöèÿ".

(f) Ñêëåèâàíèå äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
∀ab(a · b ∨ a · ¬b = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Îòáðàñûâàíèå ìíîæèòåëÿ ó îäíîãî èç äâóõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
∀ab(b ∨ a · ¬b = a ∨ b)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííîé b äîïóñêàåò îäíîâðåìåííîå èíâåðòèðîâàíèå
âñåõ åå âõîæäåíèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
∀abc(a · c · ¬b ∨ b · c = a · c ∨ b · c)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(h) Ñêëåèâàíèå äëÿ òðåõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
∀abcd(a · d ∨ b · c · d ∨ b · ¬a = a · d ∨ b · ¬a)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííîé a - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(a · b · d ∨ a · c · d ∨ b · d · ¬c = a · c · d ∨ b · d · ¬c)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííîé c - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(a · b · ¬c ∨ a · b · ¬d ∨ b · c · d = a · b ∨ b · c · d)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííûõ c, d - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a · b ∨ b · c ∨ c · ¬a = a · b ∨ c · ¬a)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííîé a - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a · ¬b ∨ a · ¬c ∨ b · c = a ∨ b · c)
Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííûõ b, c - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(i) Îòáðàñûâàíèå ìíîæèòåëÿ ó îäíîãî èç òðåõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
∀abcd(a · ¬c ∨ b · d ∨ c · d = a · ¬c ∨ b · d · ¬a ∨ c · d)

∀abcd(a · b · ¬c ∨ b · d ∨ c · d = a · b · ¬c ∨ b · d · ¬a ∨ c · d)

Çàìåíû âûïîëíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî. Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííûõ a, c - ñ
òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(j) Ñêëåèâàíèå äëÿ ÷åòûðåõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
∀abcd(a · b ∨ a · c ∨ a · d ∨ b · ¬c · ¬d = a · c ∨ a · d ∨ b · ¬c · ¬d)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííûõ c, d - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abcd(a · ¬b ∨ a · ¬c ∨ a · ¬d ∨ b · c · d = a ∨ b · c · d)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííûõ b, c, d - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀abc(a · c ∨ b · ¬c ∨ c · ¬b ∨ ¬a · ¬c = a · b ∨ c · ¬b ∨ ¬a · ¬c)

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííûõ a, b, c - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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14. Íîðìàëèçàòîð "äâãðóïïèðîâêè" óïðîùåíèÿ ôîðìóë ñ ïîìîùüþ ãðóïïèðîâîê
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.

Íîðìàëèçàòîð èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîêðàùåííîé ïåðåçàïèñè ðåçóëüòàòîâ óïðîùå-
íèÿ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì.

(a) Ãðóïïèðîâêà äâóõ êîíúþíêöèé.

∀abc(a · b ∨ a · c = a · (b ∨ c))

Âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

i. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâêîì äèçúþíêöèþ. Êàæäîå èç âûðàæåíèé
b, c ëèáî íå ñîäåðæèò äèçúþíêöèè, ëèáî èìååò åå ñâîèì çàãîëîâêîì.

ii. Ïðåîáðàçóåìàÿ äèçúþíêöèÿ íå èìååò äðóãèõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
è ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì âíåøíåé êîíúþíêöèè.

Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðè íàëè÷èè äðóãèõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïðåîáðàçóåìàÿ äèçúþíêöèÿ íå ÿâëÿëàñü îïåðàíäîì âíåøíåé êîíúþíêöèè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíû åùå òðè âåðñèè äàííîãî ïðèåìà.
Ïåðâàÿ èç ýòèõ âåðñèé ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû êàæäîå èç äâóõ ãðóïïèðóåìûõ âûðàæåíèé íå ñîäåðæàëî äèçúþíêöèè.
Ñîõðàíÿåòñÿ òðåáîâàíèå íà îòñóòñòâèå âíåøíåé êîíúþíêöèè ïðè íàëè÷èè
äðóãèõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ýòî æå òðåáîâàíèå ñîõðàíÿåòñÿ â âåðñèè,
ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 5. Äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå èç
âûðàæåíèé b, c ëèáî íå ñîäåðæàëî äèçúþíêöèè, ëèáî èìåëî åå ñâîèì çà-
ãîëîâêîì. Íàêîíåö, â âåðñèè, ñðàáàòûâàþùåé íà óðîâíå 8, èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííîå îãðàíè÷åíèå - ÷òîáû êàæäîå èç âûðàæåíèé b, c ëèáî íå ñîäåðæàëî
äèçúþíêöèè, ëèáî èìåëî åå ñâîèì çàãîëîâêîì.

(b) Ïåðåãðóïïèðîâêà äëÿ äîïîëíèòåëüíîé êîíúþíêöèè - îäèí äèçúþíêòèâíûé
ìíîæèòåëü.

∀abcde(a · (b · c ∨ d) ∨ b · e = b · (a · c ∨ e) ∨ a · d)

Âûðàæåíèÿ b, e íå ñîäåðæàò äèçúþíêöèè; âûðàæåíèå a íå èìååò äèçú-
þíêöèþ ñâîèì çàãîëîâêîì. ×èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèå a
ìåíüøå ÷èñëà âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèå b. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæ-
äåííîå åäèíè÷íîå çíà÷åíèå c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Äîãðóïïèðîâêà.

∀abc(a · b ∨ a · c = a · (b ∨ c))

Âûðàæåíèå a èäåíòèôèöèðóåòñÿ êàê ñîìíîæèòåëü êîíúþíêöèè a · b, èìå-
þùèé ñâîèì çàãîëîâêîì äèçúþíêöèþ. Ïîñëå ýòîãî âûðàæåíèå a ·c èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ïóòåì ãðóïïèðîâêè âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ, èìåþùèõ ñîìíî-
æèòåëü a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç âûðàæåíèé b, c ëèáî íå ñîäåðæèò
äèçúþíêöèè, ëèáî èìååò åå ñâîèì çàãîëîâêîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(d) Ðàñøèðåííàÿ äîãðóïïèðîâêà.

∀abcd(äâåäèíèöà(c · d ⇒ (a ∨ b)) → a · (b ∨ c) ∨ b · d = (a ∨ d) · (b ∨ c))

Âûðàæåíèÿ a, d íå ñîäåðæàò äèçúþíêöèè. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì "äâåäèíèöà", óñìàòðèâàþùèì òîæäåñòâåííîå ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèÿ åäèíèöå. Ýòîò îïåðàòîð áûë îïèñàí âûøå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(e) Âûðàâíèâàíèå äèçúþíêòèâíûõ ìíîæèòåëåé.

∀abcdep(äâåäèíèöà(p · a · e ⇒ (b∨ c∨ d)) & äâåäèíèöà(p · d · b ⇒ (a∨ c∨ e)) →
p · a · (b ∨ c) ∨ p · d · (c ∨ e) = p · (a ∨ d) · (b ∨ c ∨ e))

Âûðàæåíèå p íå ñîäåðæèò äèçúþíêöèè è ìîæåò îòñóòñòâîâàòü (îáðàùàòü-
ñÿ â åäèíèöó). Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(f) Ïåðåãðóïïèðîâêà äëÿ äîïîëíèòåëüíîé êîíúþíêöèè - äâà äèçúþíêòèâíûõ
ìíîæèòåëÿ.

∀abcpqrsv(äâåäèíèöà(r·q·c ⇒ (a·g∨v)) & r·p·c = a·b → r·(p∨q)·(s∨c)∨a·g∨v =
r · (p ∨ q) · s ∨ a · (b ∨ g) ∨ v)

Êàæäîå èç âûðàæåíèé a, g ëèáî íå ñîäåðæèò äèçúþíêöèè, ëèáî èìååò åå
ñâîèì çàãîëîâêîì. Âûðàæåíèÿ c, p èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ îòäåëüíûìè îïå-
ðàíäàìè äèçúþíêöèé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ
÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Âûðàæåíèå
b èìååò ìåíüøåå ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ, ÷åì âûðàæåíèå c. Óêà-
çàòåëü "ìîäèôèêàòîð" áëîêèðóåò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà ïðè íàëè÷èè äî-
ïîëíèòåëüíûõ êîðíåâûõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(g) Ãðóïïèðîâêà äâóõ êîíúþíêöèé ñ ðàñêðûâàíèåì âíóòðåííèõ ñêîáîê.

∀abcdep(p = b · c ∨ b · d ∨ e → a · b · (c ∨ d) ∨ a · e = a · p)

Âûðàæåíèå e èìååò íå áîëåå äâóõ ñèìâîëîâ äèçúþíêöèè. Àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì ïðèâåäåíèÿ ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå "ñòàíääí",
îáåñïå÷èâàþùèì òàêæå óïðîùåíèå ýòîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïðèåì óìåíüøàåò ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 5.

(h) Ïîãëîùåíèå.

∀ab(äâåäèíèöà(a ⇒ b) → a ∨ b = b)

Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò äèçúþíêöèè. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀abcd(äâåäèíèöà(a · c ⇒ (d ∨ b · c)) → (a ∨ b) · c ∨ d = b · c ∨ d)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå c íå ñî-
äåðæèò ñèìâîëà äèçúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀abcdpq(äâåäèíèöà(t · b · q ⇒ d) → t · (a∨ b) · (p · q∨ c)∨d = t · (a∨ b) · (q∨ c)∨d)

Âûðàæåíèå p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îïåðàíäîì êîíúþíêöèè, ïðè÷åì ýòîò
îïåðàíä ÿâëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì êàæäîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà âûðàæå-
íèÿ a. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀abcdef (äâåäèíèöà(a·d ⇒ (e∨b∨f)) → (e·a∨b)·(e·c∨d)∨f = (a∨b)·(e·c∨d)∨f)

Âûðàæåíèå e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îïåðàíäîì êîíúþíêöèè. Âûðàæåíèå a
èìååò ñâîèì ñîìíîæèòåëåì íåêîòîðîå âûðàæåíèå, îòðèöàíèå êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîìíîæèòåëåì äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà âûðàæåíèÿ d. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

∀abcdef (äâåäèíèöà(a · c · d ⇒ f) → a · (b∨ c · d) · (d∨ e)∨ f = a · b · (d∨ e)∨ f)
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Âûðàæåíèå d íå ñîäåðæèò ñèìâîëà äèçúþíêöèè. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(i) Óïðîùåíèå äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì, âîçíèêàþùèõ ïðè ãðóïïè-
ðîâêàõ.

∀abc(a · b ∨ a · ¬b · c = a · b ∨ a · c)
Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííîé b - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Âîçìîæíî
îáðàùåíèå a â åäèíèöó. Ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå - íå êîðíåâîå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abcd(a · b · d ∨ c · ¬b · d ∨ a · c · d = a · b · d ∨ c · ¬b · d)

Âîçìîæíî îáðàùåíèå d â åäèíèöó. Ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå - íå êîðíåâîå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(j) Ðàçãðóïïèðîâêà.

∀abcdepqrs(a ·b = p ·q & a ·c = r ·s → a · (b∨c)∨p ·d∨r ·e = p · (d∨q)∨r · (e∨s))

Ïåðåìåííàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îïåðàíäîì äèçúþíêöèè. Àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêí". ×èñëî âõîæäåíèé ïå-
ðåìåííûõ â òåðì q ∨ s ìåíüøå, ÷åì â òåðì b ∨ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 5.

(k) Ïåðåãðóïïèðîâêà äëÿ äâóõ êîíúþíêöèé - ñ îäíèì è äâóìÿ äèçúþíêòèâ-
íûìè ìíîæèòåëÿìè.

∀abcdefpqx(a·b·(c·p∨d·q)∨a·(c∨e·x)·(d∨f ·¬x) = a·d(c∨e·x∨b·q)∨a·c·(b·p∨f ·¬x))

Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåìåííîé x - ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Äîïóñ-
êàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ a, b, e, f, p, q â åäèíèöó. ×èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ â b ìåíüøå, ÷åì â d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(l) Äîãðóïïèðîâêà ñ äâóìÿ äèçúþíêòèâíûìè ìíîæèòåëÿìè.

∀abcdepr(a · p · (b ∨ c) · (d ∨ e) ∨ a · d · r = a · (p · b ∨ c · p ∨ d · r) · (d ∨ e))

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííîé p â åäèíèöó. ×èñëî âõîæäåíèé ïåðå-
ìåííûõ â âûðàæåíèå p ìåíüøå, ÷åì â a. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

(m) Äîãðóïïèðîâêà ñ ðàçãðóïïèðîâêîé.

∀abcdegpq(a · d · e · (b ∨ c) ∨ g · e · (d · p ∨ q) = d ∨ e · (a · b ∨ a · c ∨ g · p) ∨ g · e · q)
Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ a, e, g, p â åäèíèöó. Îáùåå ÷èñëî âõî-
æäåíèé ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèÿ a, g ìåíüøå, ÷åì â d. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(n) Ïåðåãðóïïèðîâêà äëÿ äâóõ êîíúþíêöèé - ñ îäíèì äèçúþíêòèâíûì ìíî-
æèòåëåì êàæäàÿ.

∀abcdefpqrstu(a · b = p · q & d · e = p · r & a · c = s · t & d · f = s · u →
a · (b ∨ c) ∨ d · (e ∨ f) = p · (q ∨ r) ∨ s · (t ∨ u))

Âûðàæåíèÿ a, d íå ñîäåðæàò ñèìâîëà äèçúþíêöèè. Ïðåîáðàçóåìîå âûðà-
æåíèå êîðíåâîå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èõ
ëåâûå ÷àñòè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêí". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå óìåíüøàåò ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

(o) Ñèììåòðè÷íûå ìíîæèòåëè.

∀abcdpqrs(s · (a ·b∨c ·d) · (a ·c ·p∨b ·d ·q)∨r = s · (a ·d∨b ·c) · (a ·c ·p∨b ·d ·q)∨r)
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Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ p, q, s â åäèíèöó. Âûðàæåíèå r íå ñî-
äåðæèò ïîäâûðàæåíèé âèäà X ∨ a · b, X ∨ c · d. Îäíàêî, îíî ñîäåðæèò ëèáî
ïîäâûðàæåíèå âèäà X ∨ a · d, ëèáî ïîäâûðàæåíèå âèäà X ∨ b · c. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(p) Óñèëåííàÿ äîãðóïïèðîâêà ñ ðàçãðóïïèðîâêîé.
∀abcdegpq(d · a · e · (b ∨ c) ∨ g · e · (d · p ∨ q) = d · e · (a · (b ∨ c) ∨ g · p) ∨ g · e · q)
Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ a, e, g, p â åäèíèöó. ×èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèå g ìåíüøå ÷èñëà âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ â âûðà-
æåíèå d. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

(q) Êîððåêöèÿ ðàñøèðåííîé äîãðóïïèðîâêè.
∀abcdefhirx(h · i · (a ∨ b · c · x) · (d · ¬x ∨ e · f) ∨ b · e · h · r =
a · h · i · (d · ¬x ∨ e · f) ∨ b · h · e · (c · f · i · x ∨ r))

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ b, c, d, f, h, i, r â åäèíèöó. Ïåðåìåííàÿ
x èäåíòèôèöèðóåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ, ñ ïåðåìåííîé. ×èñëî
âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèå b ìåíüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà âõîæäå-
íèé ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèÿ f, i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(r) Óñèëåíèå ðàñøèðåííîé äîãðóïïèðîâêè.
∀abcdekq(q · a · (b ∨ c · k) · (d · k ∨ e) ∨ c · d · k · q = q · (a · b ∨ c · k) · (d · k ∨ a · e))
Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ c, d, k, q â åäèíèöó. ×èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèå a ìåíüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà âõîæäåíèé ïåðåìåí-
íûõ â âûðàæåíèÿ c, d, k. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(s) Òðîéíàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà.
∀abcklmqrs(a ·q ·r = k ·m → a ·q ·(r∨b ·s)∨a ·b ·c∨k ·l = a ·b ·(q ·s∨c)∨k ·(m∨l))

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ a, b, l, m, q, s â åäèíèöó. Âûðàæåíèå c
èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì äèçúþíêöèþ. Âûðàæåíèÿ k, l íå ñîäåðæàò äèçú-
þíêöèè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêí". Ïîäâûðàæåíèå q ·s â çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíääí". ×èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèå m ìåíüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà âõîæäåíèé ïåðå-
ìåííûõ â âûðàæåíèÿ a, b, r. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(t) Ïåðåãðóïïèðîâêà ñî âêëåéêîé.
∀abcdefklmnrx(a · b · c = x ·k ·n · r → k · l · (¬x ·m∨n)∨a · b · (c∨d · e)∨a · d · f =
a · d · (b · e ∨ f) · k · (l ∨ x · r) · (m · ¬x ∨ n))

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå ïåðåìåííûõ a, b, e, f, l, m, r â åäèíèöó. Ïåðåìåííàÿ
x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èíâåðòèðîâàíèÿ. Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìà-
ëèçàòîðîì "íîðìêí". Âûðàæåíèÿ a, b, d, f, l, r íå ñîäåðæàò ñèìâîëà äèçú-
þíêöèè. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå r, ñ òî÷íîñòáþ äî îòðèöàíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðèåì óìåíüøàåò ÷èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(u) Çàâåðøàþùàÿ äîãðóïïèðîâêà.
∀abcde(a · b · c ∨ a · (b ∨ d) · e = a · (b ∨ d) · (e ∨ b · c))
Ïåðåìåííàÿ e èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îïåðàíäîì êîíúþíêöèè. Âûðàæåíèÿ
a, b, c íå ñîäåðæàò äèçúþíêöèè. Âûðàæåíèå e ëèáî íå ñîäåðæèò äèçúþíê-
öèè, ëèáî èìååò åå ñâîèì çàãîëîâêîì. Âûðàæåíèå e ∨ b · c îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíääí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.
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(v) Ñâåðòêà.

∀acdpr(c · (d ∨ a) · (r ∨ p) ∨ a · r = (r ∨ c · p) · (a ∨ c · d))

Âûðàæåíèÿ a, d, p, r íå ñîäåðæàò ñèìâîëà äèçúþíêöèè. ×èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèå c ìåíüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà âõîæäåíèé ïåðåìåí-
íûõ â âûðàæåíèÿ a, r. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 7. Äëÿ íåå äîïóñêàåòñÿ âõîæäå-
íèå äèçúþíêöèé â âûðàæåíèÿ d, p.

15. Íîðìàëèçàòîð "ñîêðàùäíô" ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû àëãåáðû ëîãèêè ê âèäó
ñîêðàùåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.

(a) Ïðèâåäåíèå ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ äàííîãî ïîäðàçäåëà ðàâíû 1.

i. Óñòðàíåíèå èìïëèêàöèè.
∀ab(a ⇒ b = ¬a ∨ b)

ii. Óñòðàíåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
∀ab(a ⇔ b = a · b ∨ ¬a · ¬b)

iii. Óñòðàíåíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2.
∀ab(a + b = a · ¬b ∨ b · ¬a)

iv. Ñïóñê îòðèöàíèÿ.
∀ab(¬(a · b) = ¬a ∨ ¬b)
∀ab(¬(a ∨ b) = ¬a · ¬b)
∀a(¬¬a = a)
¬1 = 0
¬0 = 1

v. Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.
∀abc(a · (b ∨ c) = a · b ∨ a · c)

vi. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé.

(b) Óïðîùåíèå äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.

i. Êîíñòàíòû
∀a(a · 1 = a)
∀a(a ∨ 1 = 1)
∀a(a · 0 = 0)
∀a(a ∨ 0 = a)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

ii. Ïîâòîðÿþùèåñÿ îïåðàíäû.
∀a(a · a = a)
∀a(a ∨ a = a)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iii. Ïðîòèâîïîëîæíûå îïåðàíäû.
∀a(a · ¬a = 0)
∀a(a ∨ ¬a = 1)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

iv. Ïîãëîùåíèå.
∀ab(a ∨ a · b = a)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(c) Îáîáùåííîå ñêëåèâàíèå.

∀abc(a · b ∨ c · ¬b = a · b ∨ c · ¬b ∨ a · c)
Ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïðåîáðàçóåìîå âõîæäåíèå -
êîðíåâîå. Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå â åäèíèöû ïåðåìåííûõ a, c. Îòñóòñòâóåò
òàêîé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí, êîòîðûé ìîæíî áûëî áû ðàçáèòü â ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ êîíúþíêöèé, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ - äåëèòåëü a, à âòîðàÿ - äåëèòåëü
c. Âûðàæåíèå a ·c, ïîñëå îáðàáîòêè åãî íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêí", íå òîæ-
äåñòâåííî íóëåâîå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

16. Ïåðå÷èñëÿþùèé ñèíòåçàòîð "òóïèêäíô".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "òóïèêäíô(a, b)". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïå-
ðåìåííîé b ñëóæèò íåêîòîðàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà b. Âûõîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ a ïåðå÷èñëÿåò âñåâîçìîæíûå äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû,
òóïèêîâûå îòíîñèòåëüíî b. Çàìåòèì, ÷òî âî èçáåæàíèå èçëèøíåé ãðîìîçäêî-
ñòè â ïðèåìàõ ñèíòåçàòîðà ïåðåìåííûå a, b èìåþò ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íå ñàìè
ôîðìóëû, à äâîè÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ôîðìóë.

(a) Óñìîòðåíèå íåïîãëîùàåìîé êîíúþíêöèè.

∀abc(òóïèêäíô(c, a ∨ b) → òóïèêäíô(c, a ∨ b))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì äèçúþíêòèâíûì ÷ëåíîì.
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèåâ (ßäðî a) è (ïîãëîùêí a). Ïðè ïî-
ìîùè îïåðàòîðà "ïîãëîùêí" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí
íå ïîëãîùàåòñÿ îñòàòî÷íîé äèçúþíêöèåé b. Ïîñëå ýòîãî ïåðâûé àíòåöåäåíò
ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, ïðè÷åì â êîììåíòàðèè îáðàùåíèÿ äî-
áàâëÿåòñÿ ýëåìåíò (ßäðî a). Óêàçàòåëü "ñïóñê" áëîêèðóåò àëüòåðíàòèâíûå
ïîïûòêè äåéñòâèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Îòáðàñûâàíèå ïîãëîùàåìîé êîíúþíêöèè.

∀abc(òóïèêäíô(c, b) & ïîãëîùêí(a, b) → òóïèêäíô(c, a ∨ b))

Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì äèçúþíêòèâíûì ÷ëåíîì.
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèåâ (ßäðî a) è (ïîãëîùêí a). Ïðîâåðÿ-
åòñÿ òàêæå, ÷òî îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (òóïèêäíô X) ïðè X, îòëè÷íîì
îò a. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëå
ýòîãî ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Èç êîììåí-
òàðèåâ îáðàùåíèÿ óäàëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ñ çàãîëîâêîì "òóïèêäíô". Â
èñõîäíûå êîììåíòàðèè çàíîñèòñÿ ýëåìåíò (òóïèêäíô a), êîòîðûé áóäåò
áëîêèðîâàòü ðàññìîòðåíèå äðóãèõ ïîãëîùàåìûõ îïåðàíäîâ. Çàìåòèì, ÷òî
ñëó÷àé ñîõðàíåíèÿ îïåðàíäà a îáðàáàòûâàåòñÿ ïðèåìîì, ïðèâîäèìûì íè-
æå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Çàêðåïëåíèå ïîãëîùàåìîé êîíúþíêöèè.

∀abc(òóïèêäíô(c, a ∨ b) & ïîãëîùêí(a, b) → òóïèêäíô(c, a ∨ b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äîïîëíèòåëüíî â êîììåíòàðèè îáðàùåíèÿ çà-
íîñèòñÿ ýëåìåíò (ïîãëîùêí a).

(d) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀a(òóïèêäíô(a, a))

Äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà b âûðàæåíèÿ a èìååòñÿ ëèáî êîì-
ìåíòàðèé (ßäðî b), ëèáî êîììåíòàðèé (ïîãëîùêí b). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
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èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ïîãëîùêí b), ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ïîãëîùêí" íå
óñìàòðèâàåò ïîãëîùåíèÿ b îñòàòî÷íîé äèçúþíêöèåé. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "èìï"

1. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

∀a(0 ⇒ a = 1)

∀a(1 ⇒ a = a)

∀a(a ⇒ 1 = 1)

∀a(a ⇒ 0 = ¬a)

∀a(a ⇒ ¬a = ¬a)

∀ab(a ⇒ (a ∨ b) = 1)

∀a(a ⇒ a = 1)

∀abc(b ⇒ (c ⇒ a) = b · c ⇒ a)

∀ab(a · b ⇒ a = 1)

∀ab(b · (b ⇒ a) = a · b)
∀abc(b · (c ∨ (a ⇒ b)) = b)

∀ab(a ⇒ a · b = a ⇒ b)

∀ab((a ∨ b) ⇒ a = b ⇒ a)

∀ab(¬(a ⇒ b) = a · ¬b)

∀bc(¬c ⇒ b = b ∨ c)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ïîäáîð ïðèìåðà.

∀ax(x = 1 → a ⇒ x = 1)

∀ax(x = 0 → x ⇒ a = 1)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, a - ñ âûðàæåíèåì, íå ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûõ.
Ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â ïðî÷èõ óñëîâèÿõ, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìî-
æåò, óòâåðæäåíèÿ "äâîè÷íîå(x)". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà-
÷åíèé". Óêàçàòåëü "íîâûé" îáåñïå÷èâàåò ïîñòîÿííûé êîíòðîëü çà âîçìîæíî-
ñòüþ ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, îòìåíÿÿ ñîçäàíèå îïåðàòîðà "íîâûé" ïðè êîìïè-
ëÿöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ä.í.ô. äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ.

∀abc(c = a ⇒ b → a ⇒ b = c)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ðàâåíñòâî èìïëèêàöèè êîíñòàíòå.

∀ab(a ⇒ b = 0 ↔ a = 1 & b = 0)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀ab(a ⇒ b = 1 ↔ a = 0 ∨ b = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ ñ ïåðåõîäîì ê îòðèöàíèþ êîíúþíêöèè.

∀abc(¬b = c → a ⇒ b = ¬(a · c))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü" è ðåøàåìîé â ðåæèìå
óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì íå
äëèííåå çàìåíÿåìîãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

6. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ îòðèöàíèÿ èìïëèêàöèè.

∀abpq(¬(a ⇒ b) = p · ¬q → a ⇒ b = p ⇒ q)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü" è ðåøàåìîé â ðåæèìå
óñèëèòåëÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìèìï".

Âñå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Óñòðàíåíèå êîíñòàíò.

∀a(0 ⇒ a = 1)

∀a(1 ⇒ a = a)

∀a(a ⇒ 1 = 1)

∀a(a ⇒ 0 = ¬a)

(b) Îäèíàêîâûå îïåðàíäû.

∀a(a ⇒ a = 1)

(c) Óñìîòðåíèå êîíñòàíòû 1.

∀ab(a ⇒ (a ∨ b) = 1)

∀ab(a · b ⇒ a = 1)

(d) Èñêëþ÷åíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2 è ýêâèâàëåíòíîñòè.

∀ab((a + b) ⇒ b = a ⇒ b)

∀ab(b ⇒ (a ⇔ b) = b ⇒ a)

(e) Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî ïîäòåðìà.

∀ab((a ∨ b) ⇒ b = a ⇒ b)

∀ab(b ⇒ a · b = b ⇒ a)

∀ab((a ⇒ b) ⇒ ¬b = ¬b)

∀ab((a ∨ b) ⇒ ¬b = ¬b)

∀ab(a ⇒ ¬(a · b) = a ⇒ ¬b)

∀ab(a ⇒ ¬(a ⇒ b) = a ⇒ ¬b)
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(f) Ïåðåõîä îò äâîéíîé èìïëèêàöèè ê îäèíî÷íîé.

∀abc(b ⇒ (c ⇒ a) = b · c ⇒ a)

(g) Îòðèöàíèå â àíòåöåäåíòå.

∀abc(¬c ⇒ b = b ∨ c)

8. Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùèìï".

Â íîðìàëèçàòîðå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀ab((a ∨ b) ⇒ a · b = a ⇔ b)

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïëñ"

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì ïî ìîäóëþ 2.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

3. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

∀a(a + 0 = a)

∀a(a + 1 = ¬a)

∀a(a + a = 0)

∀ab(¬b · (a + b) = a · ¬b)

∀abc(b · (a + b · c) = b · (a + c))

∀ab((a + b) ⇒ b = a ⇒ b)

∀ab(b ∨ (a + b) = a ∨ b)

∀ab(¬a + ¬b = a + b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé.

(a) Îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå â ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.

∀abc(a + b = a + c ↔ b = c)

∀abc(¬(a + b) = b + c ↔ ¬a = c)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå c â 0.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abc(a + b = c ⇔ b ↔ a + c = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå a â 0. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abc(a + b = ¬a + c ↔ b = ¬c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå b, c â 0. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Èñêëþ÷åíèå äèçúþíêöèè.

∀abcd(c + d = 1 & a + b = 1 → a = c ∨ b = d ↔ a = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè.
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(c) Ñëîæåíèå äâóõ ðàâåíñòâ.

∀abcd(a + c = b → a + d = b ↔ c = d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Àíòåöå-
äåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãéî ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a íåêîíñòàíòíîå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ðàâåíñòâî ñóììû íóëþ.

∀ab(a + b = 0 ↔ a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå a èìååò ïàðàìåòðû, íå
âõîäÿùèå â b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Ðàâåíñòâî ñóììû åäèíèöå.

∀ab(¬a + b = 1 ↔ a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Êîíòðàïîçèöèÿ.

∀ABab(∀x(a(x) + b(x) = 1 & A(x) → B(x)) ↔ ∀x(A(x) & ¬B(x) → a(x) =
b(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, b, A,B ôóíêöèîíàëü-
íûå. Äîïóñêàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Åñëè
B(x) - ðàâåíñòâî, íå èìåþùåå âèäà P = 1, ãäå çàãîëîâîê P - ñèìâîë "ïëñ",
òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Îí òàêæå áëîêèðóåòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïîäáîð ïðèìåðà.

∀ax(x = a → a + x = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ,
âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îòñóòñòâóþò äðóãèå óñëîâèÿ, ñîäåðæà-
ùèå x, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ "äâîè÷íîå(x)". Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ðåøåíèå óðàâíåíèé.

∀abx(a + x = b ↔ x = a + b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Íàïîìíèì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ óðîâíÿ 1 ïðèìåíÿåòñÿ
ïðèåì äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî çíà÷åíèÿì íåèçâåñòíûõ.

7. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå äëÿ óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèÿ.

∀abc(c = a + b → a + b = c)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàâåíñòâà íåèçâåñòíîé ñóììû èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ.

∀abc(a + b = c ↔ a = 0 & b = c ∨ a = 1 & b = ¬c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèå c - íå ñîäåðæèò. Ïðå-
îáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü
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ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåèçâåñòíîé
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè, òàê êàê äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïî äâîè÷íîé
íåèçâåñòíîé íà óðîâíå 1 ñðàáàòûâàåò äðóãîé ïðèåì.

9. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó "ñòàíäïëñ".

∀abc(a = b ∨ c → b ∨ c = a)

∀abc(a = b · c → b · c = a)

∀abc(a = b + c → b + c = a)

∀abc(a = b ⇔ c → b ⇔ c = a)

∀abc(a = b ⇒ c → b ⇒ c = a)

∀ab(a = ¬b → ¬b = a)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ñòàíäïëñ", ò.å. öåëü íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðà-
æåíèÿ ê âèäó ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëñ". Äëÿ
áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ñðàáàòûâàíèé èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ñòàíäïëñ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Ñóììà äâóõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2.

∀abc(a + b = c → a(mod 2) + b(mod 2) = c(mod 2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè çíàêîì + îáîçíà-
÷åíà îïåðàöèÿ àëãåáðû ëîãèêè, â àíòåöåäåíòå - îáû÷íîå ñëîæåíèå âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü
óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò c êîðî÷å
èñõîäíîé ñóììû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

11. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïëñ".

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàí-
íîãî ïðèåìà ðàâåí 2; îñòàëüíûå óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì ïî ìîäóëþ 2.

(c) Íóëåâîå ñëàãàåìîå.

∀a(a + 0 = a)

(d) Îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå.

∀a(a + a = 0)

(e) Äâà îòðèöàíèÿ.

∀ab(¬a + ¬b = a + b)

(f) Ïðîòèâîïîëîæíûå ñëàãàåìûå.

∀a(a + ¬a = 1)

12. Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùïëñ".

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàí-
íîãî ïðèåìà ðàâåí 2; îñòàëüíûå óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ñóìì ïî ìîäóëþ 2.
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(c) Óñòðàíåíèå åäèíè÷íîãî ñëàãàåìîãî.

∀a(a + 1 = ¬a)

(d) Âûíåñåíèå çà ñêîáêó îáùåãî ìíîæèòåëÿ äâóõ ñëàãàåìûõ.

∀abc(a · b + a · c = a · (b + c))

Äîïóñêàåòñÿ îáðàùåíèå b, c â åäèíèöó.

(e) Óñòðàíåíèå îòðèöàíèÿ.

∀ab(b + ¬a = a ⇔ b)

13. Íîðìàëèçàòîð "ñòàíäïëñ" ïðèâåäåíèÿ ê ïîëèíîìó Æåãàëêèíà.

(a) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé è âëîæåííûõ ñóìì ïî ìîäóëþ 2.

(b) Äèçúþíêöèÿ.

∀ab(a ∨ b = a · b + a + b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ýêâèâàëåíòíîñòü.

∀ab(a ⇔ b = a + b + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Èìïëèêàöèÿ.

∀ab(a ⇒ b = a · b + a + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Îòðèöàíèå.

∀a(¬a = a + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Ðàñêðûâàíèå ñêîáîê.

∀abc(a · (b + c) = a · b + a · c)
Óêàçàòåëü "íàáîð(ïåðâûéòåðì)" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó ëþ-
áîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

∀a(a + a = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ñëîæåíèå ñ íóëåì.

∀a(a + 0 = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ýêâ"

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

3. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

∀a(a ⇔ 1 = a)

∀a(a ⇔ a = 1)
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∀ab(b · (a ⇔ b) = a · b)
∀ab(b ⇒ (a ⇔ b) = b ⇒ a)

∀ab(¬(a ⇔ ¬b) = a ⇔ b)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀a(a ⇔ 0 = ¬a)

∀abc(a ⇔ (b + c) = a + b + c + 1)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ óòâåðæäåíèé.

(a) Ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîåìó îïåðàíäó.

∀ab(a ⇔ b = b ↔ a = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè íóëþ.

∀ab(a ⇔ b = 0 ↔ a + b = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè åäèíèöå.

∀ab(a ⇔ b = 1 ↔ a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïîäáîð ïðèìåðà.

∀ax(x = a → a ⇔ x = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ,
âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Îòñóòñòâóþò äðóãèå óñëîâèÿ, ñîäåðæà-
ùèå x, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, óñëîâèÿ "äâîè÷íîå(x)". Àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå äëÿ óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèÿ.

∀abc(c = a ⇔ b → a ⇔ b = c)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìýêâ".

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ äàí-
íîãî ïðèåìà ðàâåí 2; îñòàëüíûå óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

(c) Îäèíàêîâûå îïåðàíäû.

∀a(a ⇔ a = 1)

(d) Óñòðàíåíèå êîíñòàíò.

∀a(a ⇔ 0 = ¬a)

∀a(a ⇔ 1 = a)
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(e) Îòðèöàíèå â îäíîé èç ÷àñòåé.

∀cd(c ⇔ ¬d = c + d)

(f) Ýêâèâàëåíòíîñòü ñ èìïëèêàöèåé.

∀cd(c ⇔ (d ⇒ c) = c · d)

8. Íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé çàïèñè "óïðîùýêâ".

(a) Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ.

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

(c) Óñòðàíåíèå îòðèöàíèÿ.

∀ab(a ⇔ ¬b = a + b)

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "øòðèõøåôôåðà"

1. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç êîíúþíêöèþ è îòðèöàíèå.

∀xy(x|y = ¬(x · y))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà
îïèñàíèå îí áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñòðåëêàïèðñà"

1. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå.

∀xy(x ↓ y = ¬(x ∨ y))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðè ðåäàêòèðîâàíèè îòâåòà çàäà÷è íà
îïèñàíèå îí áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äèçúþíêöèÿâñåõ"

1. Ðàâåíñòâî äèçúþíêöèè åäèíèöå.

∀AP (
∨

i,P (i) A(i) = 1 ↔ ∃i(P (i) & A(i) = 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìååò ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

2. Ðàâåíñòâî äèçúþíêöèè íóëþ.

∀AP (
∨

i,P (i) A(i) = 0 ↔ ∀i(P (i) → A(i) = 0))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äèçúþíêöèè åäèíèöå.

∀ABCf ((A(x) & f(x) = 1) = B(x) & C = ∃xB(x) →∨
x,A(x) f(x) = (1 ïðè C, èíà÷å 0))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñò-
íûå ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç íèõ ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî x ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì x - íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ.
Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò C íå ñîäåðæèò êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííûå
f, A,B ôóíêöèîíàëüíûå; ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà - ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Åäèíèöà ïîä äèçúþíêöèåé.

∀P (
∨

i,P (i) 1 = (1 ïðè ∃i(P (i)), èíà÷å 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Íîëü ïîä äèçúþíêöèåé.

∀P (
∨

i,P (i) 0 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Óñëîâíîå âûðàæåíèå ïîä äèçúþíêöèåé.

∀BP (
∨

i,P (i)(1 ïðè B(i), èíà÷å 0) = (1 ïðè ∃i(P (i) & B(i)), èíà÷å 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå B, P ôóíêöèîíàëüíûå, ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà - ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êîíúþíêöèÿâñåõ"

1. Ðàâåíñòâî êîíúþíêöèè åäèíèöå.

∀AP (
∧

i,P (i) A(i) = 1 ↔ ∀i(P (i) → A(i) = 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, P ôóíêöèîíàëüíûå, ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà - ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Åäèíèöà ïîä êîíúþíêöèåé.

∀f (
∧

i,f(i) 1 = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óñìîòðåíèå íóëåâîãî çíà÷åíèÿ.

∀anx(äâíàáîð(x, n) & card(ñëîé(x, 0)) = a & 0 < a →
∧n

i=1 x(i) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì
èç íèõ. Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå íå òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîãî íàáîðà.

∀nx(
∧n

i=1 x(i) = 0 & äâíàáîð(x, n) → ¬(x = êîíñòíàáîð(1, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïëñâñåõ"

Êîíå÷íûå ñóììû ïî ìîäóëþ 2 â ýòîì ðàçäåëå ïðîðèñîâûâàþòñÿ òàê æå, êàê âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûå êîíå÷íûå ñóììû - áîëüøîé ãðå÷åñêîé ñèãìîé.

1. Ðàâåíñòâî îäíîêðàòíîé ñóììû åäèíèöå.

∀x(ïëñâñåõ(x) = 1 ↔ ¬(card(ñëîé(x, 1))− even))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â ñëó÷àå äâîéíîé ñóììû (ò.å. åñëè x -
ñåìåéñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò êîíå÷íûå ñóììû ïî ìîäóëþ 2) ïðèåì
áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ðàâåíñòâî äâîéíîé ñóììû åäèíèöå.

∀APQ(
∑

i,P (i)

∑
j,Q(i,j) A(i, j) = 1 ↔ ¬(card(setij(P (i) & Q(i, j) & A(i, j) = 1)) −

even))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå A, P, Q ôóíêöèîíàëüíûå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü îáùèé ÷ëåí ê âèäó ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.

∀abn(b = a(i) →
∑

i,P (i) a(i) =
∑

i,P (i) b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, P ôóíêöèîíàëüíûå. Îá-
ùèé ÷ëåí ñóììû èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "äí", "êí", "îòð",
"èìï". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îá-
ðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ïîëèíîìàÆåãàëêèíà "ñòàíä-
ïëñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò b èìååò çàãîëîâîê "ïëñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 2.

4. Ñóììà ïîä îïèñàòåëåì.

∀Pab(
∑

i,P (i)(a(i) + b(i)) =
∑

i,P (i) a(i) +
∑

i,P (i) b(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, b, P ôóíêöèîíàëüíûå,
ïðè÷åì a(i) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðâûì îïåðàíäîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

5. Îòðèöàíèå ïîä îïèñàòåëåì.

∀Pa(
∑

i,P (i) ¬a(i) =
∑

i,P (i) a(i) + card(setiP (i))(mod2))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå.

∀Pan(n = card(setiP (i)) & n− öåëîå→
∑

i,P (i) a = n(mod 2) · a)

Òî÷êîé îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ "êí". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïå-
ðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âòîðîé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.
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7. Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ.

∀fn(
∑n

i=1 f(i(mod n) + 1) =
∑n

i=1 f(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçà-
òåëü "íîâàðãóìåíò(f i èçâëå÷åíèå)" îáåñïå÷èâàåò ïðåîáðàçîâàíèå îáùåãî ÷ëåíà
ê âèäó, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ i âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ "i(mod n)+
1", à âõîæäåíèÿ ýòèõ ïîäòåðìîâ äàþò øàáëîí äëÿ f(. . .). Óêàçàòåëü "àëüòåðíà-
òèâà" ðàñïðîñòðàíÿåò äåéñòâèå ïðèåìà òàêæå íà îïåðàöèþ "äèçúþíêöèÿâñåõ".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀PQRan(∃i(P (i) & Q(i, j)) = R(j) & n = card(seti(P (i) & Q(i, j))) →∑
i,P (i)

∑
j,Q(i,j) a(j) =

∑
j,R(j)(a(j) · n(mod 2)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, P, Q, R ôóíêöèîíàëüíûå.
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî i ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñà-
íèå, ïîñëå ÷åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ïðè ôîðìèðîâàíèè çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçðå-
øåíèå R(j) îòíîñèòåëüíî j ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ïîäîáíûå ÷ëåíû â äâóõ ñóììàõ.

∀abcdkmn(b(i)+c(i) = d & k ≤ m →
∑n

i=k(a(i)·b(i))+
∑n

j=m(a(j)·c(j)) =
∑m−1

i=k (a(i)·
b(i)) + (

∑n
i=m a(i)) · d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, b, c ôóíêöèîíàëüíûå. Ïå-
ðåìåííûå k, m èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ðåçóëüòàò d íå çàâèñèò îò i. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Âûðàæåíèÿ a(i), a(j) èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ îòäåëüíûìè îïåðàíäàìè êîíúþíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

9. Åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå.

∀an(
∑n

i=n a(i) = a(n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Ïðèñîåäèíåíèå íà÷àëüíîãî ñëàãàåìîãî ê ñóììå.

∀abckn(c = a(k − 1) → b · c + b ·
∑n

i=k a(i) = b ·
∑n

i=k−1 a(i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öå-
ëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Ïåðåõîä ê óñëîâíîìó âûðàæåíèþ.

∀nx(äâíàáîð(x, n) →
∑n

i=1 x(i) = (0 ïðè card(ñëîé(x, 1))− even, èíà÷å 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïå-
ðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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12. Ñóììèðîâàíèå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2.

∀Pab(b =
∑

i,P (i) a(i) →
∑

i,P (i) a(i)(mod 2) = b(mod 2))

Ïåðâàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà âåùåñòâåííàÿ, âòîðàÿ - äâîè÷íàÿ. Ïðèåì èìååò çàãî-
ëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå a, P ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò b íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóììàâñåõ". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

13. Ïóñòàÿ ñóììà.

∀amn(0 < m− n →
∑n

i=m a(i) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

14. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.

∀afn(a− boolean & n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n− 2 & ¬(ëèíôàë(ôàë(f(b, c)))) →
∃x(

∑n
i=1

∑n
j=i+1 f(x(i), x(j)) = a & äâíàáîð(x, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ
x. Âûðàæåíèÿ a, n íå ñîäåðæàò x. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü
"íîâàðãóìåíò(f x ôèêñ)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî îáùèé ÷ëåí ñóììû
ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé x(i), x(j). Ïî âõîæäåíèÿì
âûðàæåíèé x(i), x(j) îïðåäåëÿåòñÿ øàáëîí èäåíòèôèêàöèè f(. . .). Ïåðâûå òðè
àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, èñòèííîñòü ÷åòâåð-
òîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

15. Ñóììèðîâàíèå íóëÿ.

∀P (
∑

i,P (i) 0 = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâìåíüøåèëèðàâíî"

Ñèìâîë "äâìåíüøåèëèðàâíî" ïðîðèñîâûâàåòñÿ äàëåå êàê "≤". Íàïîìíèì, ÷òî íåðà-
âåíñòâî îòíîñèòñÿ ê äâîè÷íûì íàáîðàì ðàâíîé äëèíû. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå
îïåðàöèè àëãåáðû ëîãèêè - âåêòîðíûå.

1. Äèçúþíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè.

∀abc(a ∨ b ≤ c ↔ a ≤ c & b ≤ c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Êîíúþíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè.

∀abc(a ≤ b · c ↔ a ≤ b & a ≤ c)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.



8.2. Ïðèåìû ïî àëãåáðå ëîãèêè 775

3. Ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì íàáîðîâ.

∀ab(a ≤ b → ¬b ≤ ¬a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å ïîäâûðàæåíèÿ "îòðâåêò(a)".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé.

∀an(äâíàáîð(a, n) → ∃x(äâíàáîð(x, n) & x ≤ a & ¬(x = a)) ↔
¬(a = êîíñòíàáîð(0, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ x. Ýòà
íåèçâåñòíàÿ íå âõîäèò â a, n. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & b− öåëîå & c− öåëîå & 0 ≤ c− b →
∃x(x ⊆ {1, . . . , n} & cardx + b = c & èíäèêàòîð({1, . . . , n}, x, 1) ≤ a) ↔
c− b ≤ card(ñëîé(a, 1)))

Íåðàâåíñòâî ïîä êâàíòîðîì - äâîè÷íîå, îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà - âåùåñòâåííûå.
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ x.
Ýòà íåèçâåñòíàÿ íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, b, c, n. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Íàáîð, áîëüøèé èëè ðàâíûé åäèíè÷íîìó íàáîðó.

∀nx(äâíàáîð(x, n) → êîíñòíàáîð(1, n) ≤ x ↔ x = êîíñòíàáîð(1, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Óñìîòðåíèå èñòèííîñòè íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "óñìäâìåíüøåèëè-
ðàâíî".

∀ab(a ≤ b → a ≤ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Óñìîòðåíèå èçáûòî÷íîãî óñëîâèÿ íà äâà íåèçâåñòíûõ íàáîðà.

∀abfnxy(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) & a ≤ b & äâíàáîð(x, m) & äâíàáîð(y, m)
& ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(f(i)) = a(i)) & ∀j(j ∈ {1, . . . , n} → y(f(j)) = b(j)) →
x ≤ y)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííûå x, y ñóòü íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñò-
íûå. Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, ïðè÷åì
ïðî÷èå óòâåðæäåíèÿ èç êîíòåêñòà íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ x, y. Ïåðåìåííàÿ f
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

8. Ñðàâíåíèå ðàçðÿäîâ.

∀abcdin(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) & a ≤ b & i ∈ {1, . . . , n} & c = a(i) & d =
b(i) → c ≤ d)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìäâìåíüøåèëèðàâíî".

Îïåðàòîð ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé âèäà "äâìåíüøåèëèðàâíî(a, b)".
Âñå ïðèåìû ñðàáàòûâàþò íà óðîâíå 1.

(a) Ðàâíûå îïåðàíäû.

∀a(a ≤ a)

(b) Äèçúþíêöèÿ.

∀abc(a ≤ b → a ≤ b ∨ c)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

∀abc(a ≤ c & b ≤ c → a ∨ b ≤ c)

Óêàçàòåëü "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó âñåõ
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ.

(c) Êîíúþíêöèÿ.

∀abc(a ≤ c → a · b ≤ c)

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

∀abc(a ≤ b & a ≤ c → a ≤ b · c)
Óêàçàòåëü "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííóþ îáðàáîòêó âñåõ
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ.

(d) Êîíñòàíòû.

∀an(êîíñòíàáîð(0, n) ≤ a)

∀an(a ≤ êîíñòíàáîð(1, n))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îòðâåêò"

1. Îòðèöàíèå ñóììû ïî ìîäóëþ 2.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → ¬(a + b) = a + b + êîíñòíàáîð(1, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì "îïðäâíàáîð", óñìàòðèâàþùèì äâîè÷íûé íàáîð a è îïðå-
äåëÿþùèì åãî äëèíó n. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Äâîéíîå îòðèöàíèå.

∀a(¬¬a = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Îòðèöàíèå êîíñòàíòíîãî íàáîðà.

∀an(¬(êîíñòíàáîð(a, n)) = êîíñòíàáîð(¬a, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ðàâåíñòâî îòðèöàíèé.

∀ab(¬a = ¬b ↔ a = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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5. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ôóíêöèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàáîðàõ ñâÿçàíû çàäàííûì îáðàçîì.

∀Afn(n− íàòóðàëüíîå→ Îòîáðàæåíèå(f, äâêóá(n), {0, 1}) &
∀x(äâíàáîð(x, n) → f(¬x) = A(f(x))) ↔
∃g(Îòîáðàæåíèå(g, äâêóá(n− 1), {0, 1}) & f = λx((g(Èñêëþ÷åíèå(x, n)) ïðè
x(n) = 0, èíà÷å A(g(¬(Èñêëþ÷åíèå(x, n))))), äâíàáîð(x, n))))

Íàïîìíèì, ÷òî "Èñêëþ÷åíèå(x, n)" îáîçíà÷àåò íàáîð, ïîëó÷åííûé èç äâîè÷íî-
ãî íàáîðà x èñêëþ÷åíèåì n-ãî ðàçðÿäà. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëî-
âèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ãðóïïå óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðå-
ìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ.
Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(A x ôèêñ)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ x âõîäèò â âûðàæåíèå, èäåíòèôèöèðóåìîå ñ A(f(x)), òîëüêî â âèäå f(x).
Ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìèðóåòñÿ øàáëîí A(. . .). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ïåðåõîä ê îòðèöàíèþ äâîè÷íîãî âåêòîðà â îïèñàíèè êëàññà.

∀An(setx(A(¬x) & äâíàáîð(x, n)) = sety(∃x(A(x) & äâíàáîð(x, n) & y = ¬x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêà-
çàòåëü "íîâàðãóìåíò(A x ôèêñ)" îïðåäåëÿåò ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ x
âõîäèò â âûðàæåíèå, èäåíòèôèöèðóåìîå ñ A(¬x), òîëüêî â âèäå ¬x. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

7. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

∀ax(¬x = a ↔ x = ¬a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå a -
íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "êíâåêò"

1. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ êîíúþíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñìîòðåíèå ñðàâíèìûõ íàáîðîâ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → a · ¬b = êîíñòíàáîð(0, n) ↔ a ≤ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

∀a(a · a = a)

∀a(a · êîíñòíàáîð(1, n) = a)

∀a(a · êîíñòíàáîð(0, n) = êîíñòíàáîð(0, n))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀a(äâíàáîð(a, n) → a · ¬a = êîíñòíàáîð(0, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "îïðäâíàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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∀ab(a ≤ b → a · b = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìêíâåêò".

Íîðìàëèçàòîð èìååò ïðèåìû äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàí-
äîâ è óñòðàíåíèÿ âëîæåííûõ êîíúþíêöèé, à òàêæå ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ïî-
ñûëêó, äàþùóþ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîíúþíêöèè a:

∀abn(a = êîíñòíàáîð(b, n) → a = êîíñòíàáîð(b, n))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äíâåêò"

1. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàíäîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ äèçúþíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Óñìîòðåíèå ñðàâíèìûõ íàáîðîâ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → ¬a ∨ b = êîíñòíàáîð(1, n) ↔ b ≤ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûðàæåíèé.

∀a(a ∨ a = a)

∀a(a ∨ êîíñòíàáîð(0, n) = a)

∀a(a ∨ êîíñòíàáîð(1, n) = êîíñòíàáîð(1, n))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀a(äâíàáîð(a, n) → a ∨ ¬a = êîíñòíàáîð(1, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "îïðäâíàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ab(a ≤ b → a ∨ b = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïëñâåêò"

1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàáîðîâ.

∀abx(a + x = b ↔ x = a + b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ, âûðàæåíèå x - ñîäåðæèò. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà íàáîðîâ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → a + b = êîíñòíàáîð(0) ↔ a = b)

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → a + b = êîíñòíàáîð(1) ↔ a = ¬b)
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

3. Îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå.

∀ab(a + b + b = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀an(äâíàáîð(a, n) → a + a = êîíñòíàáîð(0, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "îïðäâíàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Èñêëþ÷åíèå îòðèöàíèÿ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) → b + ¬a = b + a + êîíñòíàáîð(1, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "îïðäâíàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâíàáîð"

1. Óñìîòðåíèå ñëîâà â äâîè÷íîì íàáîðå.

∀an(äâíàáîð(a, n) → a− ñëîâî)

∀an(äâíàáîð(a, n) → a−ôóíêöèÿ)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Åñëè ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå -
óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì a - íåèçâåñòíàÿ, òî âòîðîé ïðèåì áëîêèðó-
åòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Óñìîòðåíèå äâîè÷íîãî çíà÷åíèÿ.

∀abin(äâíàáîð(b, n) & i ∈ {1, . . . , n} & a = b(i) → a− boolean)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Âûðàæåíèå ÷èñëà íóëåé ÷åðåç ÷èñëî åäèíèö.

∀nx(äâíàáîð(x, n) → êîëè÷(x, 0) = n− êîëè÷(x, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ìíîæåñòâî íàáîðîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì åäèíèö.

∀Paimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) →
setx(äâíàáîð(x, n) & êîëè÷(x, a) = m) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) = m− 1) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) = m))

Âûðàæåíèå "êîëè÷(x, a)" îáîçíà÷àåò ÷èñëî ðàçðÿäîâ íàáîðà x, ðàâíûõ a. Âû-
ðàæåíèå "Êîëè÷(x, a, b)" îáîçíà÷àåò ÷èñëî ðàçðÿäîâ íàáîðà x, ðàâíûõ a è íå
ðàñïîëîæåííûõ íà ïîçèöèÿõ ñ íîìåðàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â ìíîæåñòâå b.
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ ïîñûëêè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ n - ñ íàòóðàëüíîé. Âûðàæåíèå
P íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ è ñèìâîëà "êëàññ". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé. Îïèàòåëè "êëàññ" â çàìåíÿþùåì âûðàæåíèè îáðàáàòûâàþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðîì "äâðàçëîæåíèå", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó âûðàçèòü èõ ÷åðåç
ïîäêóáû äâîè÷íîãî êóáà.

∀Paimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ êîëè÷(x, a)) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m− 1 ≤ Êîëè÷(x, a, {i})) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {i})))
∀Paimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) →
setx(äâíàáîð(x, n) & êîëè÷(x, a) ≤ m) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) ≤ m− 1) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) ≤ m))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó.

∀Pabimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = b) & ¬(a = b) →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ êîëè÷(x, a)) =
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m− 1 ≤ Êîëè÷(x, a, {i})) ∪
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {i})))
∀Paimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = b) & ¬(a = b) →
setx(äâíàáîð(x, n) & êîëè÷(x, a) ≤ m) =
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) ≤ m− 1) ∪
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) ≤ m))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïðè÷åì âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì "ðàçëè÷èìû".

5. Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå.

äâíàáîð(x, n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "îòâåòçàäà÷è". Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðèåìà
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ åäèíñòâåííûì ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå óñëîâèåì çàäà÷è
íà îïèñàíèå, ïðè÷åì x - íåèçâåñòíàÿ, à âûðàæåíèå n íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïåðåõîä ê íåñòðîãîìó íåðàâåíñòâó äëÿ ÷èñëà ðàçðÿäîâ.

∀amx(m− öåëîå→ m < êîëè÷(x, a) ↔ m + 1 ≤ êîëè÷(x, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

7. Ðàçðÿä âåêòîðíîé îïåðàöèè íàä äâîè÷íûì íàáîðîì.

∀abn((a + b)(n) = a(n) + b(n))

∀abn((a · b)(n) = a(n) · b(n))

∀abn((a ∨ b)(n) = a(n) ∨ b(n))

∀an((¬a)(n) = ¬a(n))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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8. Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà.

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ∃x(äâíàáîð(x, n)))

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ¬(∀a(¬(äâíàáîð(a, n)))))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀PQbn(∀ax(äâíàáîð(a, n) & b(x) ≤ a &
P (card(ñëîé(a, 1)), x) → Q(card(ñëîé(a, 1)), x)) ↔
∀mx(m ∈ {card(ñëîé(b(x), 1)), . . . , n} & P (m, x) → Q(m,x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå b, P, Q ôóíêöèîíàëüíûå.
Óêàçàòåëè "íîâàðãóìåíò(P ,a, ôèêñ)" è "íîâàðãóìåíò(Q,a, ôèêñ)" îïðåäåëÿþò
èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíîâ P (. . .), Q(. . .) ñ òåðìàìè, ó êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ a
âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé "card(ñëîé(a, 1))". Êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâ-
êà x - ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð" áëîêèðóåò ðàññìîò-
ðåíèå êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Ïåðåíåñåíèå óñëîâèÿ "äâíàáîð" â àíòåöåäåíòû.

∀ABn(∀xy(A(x, y) & B(x, y) → ¬(äâíàáîð(x, n))) ↔
∀xy(A(x, y) & äâíàáîð(x, n) → ¬(B(x, y))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". ÏåðåìåííûåA, B ôóíêöèîíàëüíûå. Óòâåð-
æäåíèå B(x, y) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíûì àíòåöåäåíòîì, íå èìåþùèì çà-
ãîëîâêà "äâíàáîð". Ïðè ýòîì A(x, y) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé îñòàëü-
íûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, y - ñ îñòàò-
êîì êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, êîòîðûé ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ äëèíó (â òîì
÷èñëå íóëåâóþ). Óêàçàòåëü "âíåøíèéêâàíòîð" áëîêèðóåò ðàññìîòðåíèå êâàí-
òîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíè÷íîãî ðàçðÿäà.

∀nx(äâíàáîð(x, n) → ∃i(i−íàòóðàëüíîå & i ≤ n & x(i) = 1) ↔ ¬(ñëîé(x, 1) = ∅))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Óñìîòðåíèå êîíñòàíòíîãî íàáîðà.

∀nx(äâíàáîð(x, n) → ∀i(i− íàòóðàëüíîå & i ≤ n → x(i) = a) ↔
x = êîíñòíàáîð(a, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀anx(äâíàáîð(x, n) & a− boolean→ ñëîé(x, a) = ∅ ↔ x = êîíñòíàáîð(¬a, n))

∀anx(äâíàáîð(x, n) & a− boolean→ ¬(a ∈ Val(x)) ↔ x = êîíñòíàáîð(¬a, n))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Óñìîòðåíèå äâîè÷íîãî íàáîðà.

∀an(Dom(a) = {1, . . . , n} → Val(a) ⊆ {0, 1} ↔ äâíàáîð(a, n))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèå èç êîíòåêñòà. Åñëè n ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà ê
ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀an(äâíàáîð(a, n) → äâíàáîð(a, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. Óïðîùåíèå àíòåöåäåíòîâ.

∀PQan(∀xy(äâíàáîð(x, n) & x(n) = a & P (x, y) → Q(x, y)) ↔
∀xy(äâíàáîð(x, n− 1) & P (ñóôôèêñ(x, a), y) → Q(ñóôôèêñ(x, a), y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëüíûå. Ïå-
ðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé, ïðè ýòîì îñòàòîê y
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè èìååò ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

14. Óñìîòðåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîãî ýëåìåíòà íàáîðó.

∀anx(äâíàáîð(x, n) → ∃i(x(i) = a & i− íàòóðàëüíîå & i ≤ n) ↔ a ∈ Val(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, à âûðàæåíèå a -
íå ñîäåðæèò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

15. Ñâÿçü ìåæäó ÷èñëîì íóëåé è åäèíèö.

∀an(äâíàáîð(a, n) → card(ñëîé(a, 0)) = n− card(ñëîé(a, 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Â çàäà÷å óæå âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå
"ñëîé(a, 1)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

16. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äâîè÷íîãî íàáîðà.

∀mnk(n− íàòóðàëüíîå→ ∃x(äâíàáîð(x, n) & k < card(ñëîé(x, 1)) &
card(ñëîé(x, 1)) < m) ↔ [k] + [−m] + 2 ≤ 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ x.
Ýòà íåèçâåñòíàÿ íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ k,m, n. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀mnk(n− íàòóðàëüíîå→ ∃x(äâíàáîð(x, n) & card(ñëîé(x, 0)) ≤ k &
card(ñëîé(x, 1)) ≤ m) ↔ −[k − n] ≤ [m])

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1 è 8.

∀Pn(n− íàòóðàëüíîå→ ∃x(äâíàáîð(x, n) & P (card(ñëîé(x, 1)))) ↔
∃i(i ∈ {0, . . . , n} & P (i)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè øàáëîíà P (. . .) èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(P x ôèêñ)".
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâíû 1 è 6.

∀an(n− íàòóðàëüíîå→ ∃x(äâíàáîð(x, n) & ¬(x = a)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ x. Ýòà
íåèçâåñòíàÿ íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ a, n. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀an(n− íàòóðàëüíîå & card{; a} = m →
∃x(äâíàáîð(x, n) & ∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ¬(x = a(i)))) ↔ m < 2n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óêàçàòåëü
"ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà îáùíîñòè ñ ãðóïïîé óñëîâèé
çàäà÷è, èìåþùèõ âèä îòðèöàíèé ðàâåíñòâ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðììîùíîñòü". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀anx(äâíàáîð(x, n) → ∃ij(i− öåëîå & j − öåëîå & 0 ≤ j − i− 1 & j ≤ n &
1 ≤ i & x(i) = a & x(j) = a) ↔ 2 ≤ card(ñëîé(x, a)))

∀anx(äâíàáîð(x, n) → ∃ij(i− íàòóðàëüíîå & j − öåëîå & 1 ≤ j − i & j ≤ n &
x(i) = a & x(j) = a) ↔ 2 ≤ card(ñëîé(x, a)))

∀anx(äâíàáîð(x, n) → ∃ij(i− íàòóðàëüíîå & j − öåëîå & 0 ≤ j − i− 1 & j ≤ n &
x(i) = a & x(j) = a) ↔ 2 ≤ card(ñëîé(x, a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíûå i, j.
Ýòè íåèçâåñòíûå íå âõîäÿò â âûðàæåíèÿ a, n, x. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀fgmn(äâíàáîð(g, n) & êîðòåæ(f, n, {1, . . . ,m}) →
∃h(äâíàáîð(h,m) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → h(f(i)) = g(i))) ↔
ïîäðàçáèåíèå(ñëîè(f), ñëîè(g)))

Âûðàæåíèå "ñëîè(f)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëå-
æàùèõ ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè f .

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ h.
Ýòà íåèçâåñòíàÿ íå âõîäÿò â âûðàæåíèÿ f, g, m, n. Âñå ïåðåìåííûå îáû÷íûå.
Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

17. Óñìîòðåíèå âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà íóëåé ëèáî åäèíèö ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè.

∀Aafn(Dom(f) = äâêóá(n) → ∀x(f(x) = a & äâíàáîð(x, n) → A(x)) ↔
ñëîé(f, a) ⊆ setx(äâíàáîð(x, n) & A(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ A ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîáëàñòü". Â êîíòåêñòå çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ âñòðå-
÷àåòñÿ âûðàæåíèå "ñëîé(f, a)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

18. Ïåðåõîä ê óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó íóëåé ëèáî åäèíèö ôóíêöèè
àëãåáðû ëîãèêè.

∀Aafn(Dom(f) = äâêóá(n) → ∃x(A(x) & f(x) = a & äâíàáîð(x, n)) ↔
∃x(A(x) & x ∈ ñëîé(f, a)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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19. Óñìîòðåíèå ñëîÿ.

∀an(äâíàáîð(a, n) → setm(a(m) = i & m− íàòóðàëüíîå & m ≤ n) = ñëîé(a, i))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ i èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äâî-
è÷íîé êîíñòàíòîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

20. Ïåðåõîä â îïèñàíèè ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ íàáîðîâ çàäàííîé äëèíû ê ïîðÿçðÿä-
íûì ïåðåìåííûì.

∀Pn(setx(äâíàáîð(x, n) & P (x)) = sety(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i)−boolean) & P (y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðå-
ìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âíóòðè P (x) âñòðå-
÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(F, x)". Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ y ñ íàáîðîì íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèì äëèíó n. Óêàçà-
òåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êâàíòîðà îáùíîñòè êàê êîíúþíê-
öèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

21. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè äëÿ äâîè÷íûõ íàáîðîâ.

∀Pafn(a− boolean & ∀x(äâíàáîð(x, n) → P (x)) → P (êîíñòíàáîð(a, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(f, êîíñò-
íàáîð(a, n))". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âíóòðè
P (x) âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(f, x)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

22. Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ ïðè óñìîòðåíèè êâàíòîðíîé èìïëèêà-
öèè, îïðåäåëÿþùåé ïîäìíîæåñòâî ðàçðÿäîâ.

∀APbnx(äâíàáîð(x, n) & P = seti(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(A(i))) →
∀i(A(i) → x(i) = b(i)) ↔ ∃y(y −ôóíêöèÿ & Dom(y) = P & Val(y) ⊆ {0, 1} &
x = λi((b(i) ïðè A(i), èíà÷å y(i)), i ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, òåðìû A(i) è b(i) íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííûå A, b ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óñëîâèåì çàäà÷è, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Ðåçóëüòàò P íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "êëàññ" è îòëè÷åí îò ñèìâîëà ïóñòîãî ìíî-
æåñòâà. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

23. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ îòëè÷èÿ íàáîðà îò êîíñòàíòíîãî â òåðìèíàõ ÷èñëà
íóëåé ëèáî åäèíèö.

∀anx(äâíàáîð(x, n) → ¬(x = êîíñòíàáîð(a, n)) ↔ card(ñëîé(x, a)) < n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Èìååòñÿ óñëîâèå, ñîäåð-
æàùåå ïîäâûðàæåíèå âèäà "card(ñëîé(x, d))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

24. Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ, åñëè óñëîâèÿ íà íàáîð ñâîäÿòñÿ òîëüêî
ê ÷èñëó åäèíèö.
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∀nx(äâíàáîð(x, n) ↔ ∃a(a ⊆ {1, . . . , n} & a− set &
x = èíäèêàòîð({1, . . . , n}, a, 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Èìååòñÿ óñëîâèå, ñîäåð-
æàùåå âûðàæåíèå "card(ñëîé(x, 1))", ïðè÷åì êàæäîå èç îñòàâøèõñÿ óñëîâèé
ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé äàííîãî âûðàæåíèÿ. Ïðåîá-
ðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 4.

25. Óñìîòðåíèå òàâòîëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äâîè÷íûì íàáîðîì.

∀an(äâíàáîð(a, n) → Val(a) ⊆ {0, 1} ↔ èñòèíà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀an(b− boolean & äâíàáîð(a, n) → ñëîé(a, b) ⊆ {1, . . . , n} ↔ èñòèíà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåê-
ñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀an(äâíàáîð(a, n) → Dom(a) = {1, . . . , n} ↔ èñòèíà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

26. Óñìîòðåíèå ïî÷òè-êîíñòàíòíîãî íàáîðà.

∀jnx(äâíàáîð(x, n) → ∀i(¬(i = j) & i ∈ {1, . . . , n} → x(i) = a) ↔
x = êîíñòíàáîð(a, n) ∨ card(ñëîé(x,¬a)) = 1 & j ∈ ñëîé(x,¬a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Ïåðåìåííàÿ j èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííàÿ x - ñ ïå-
ðåìåííîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåèçâåñòíîé. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

27. Îïèñàíèå äâîè÷íûõ íàáîðîâ ñ åäèíñòâåííûì îñîáûì çíà÷åíèåì.

∀anx(a− boolean→ äâíàáîð(x, n) & card(ñëîé(x, a)) = 1 ↔
∃i(i ∈ {1, . . . , n} & x = λj((a ïðè j = i, èíà÷å ¬a), j ∈ {1, . . . , n})))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Çàìåíÿåìûå óòâåðæäå-
íèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèç-
âåñòíàÿ, âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåí-
òàðèåì "ñåðèÿ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀acnx(äâíàáîð(x, n) & a− boolean & ¬a = c →
∃b(b− öåëîå & 1 ≤ b & b ≤ n & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
x(i) = (a ïðè b− i = 0, èíà÷å c))) ↔ card(ñëîé(x, a)) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿì çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåñóùåñòâåííóþ
íåèçâåñòíóþ b. Ýòà íåèçâåñòíàÿ íå âõîäèò â a, n, x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íûì îïåðàòîðîì. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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28. Íàáîð, áîëüøèé èëè ðàâíûé íàáîðó ñ åäèíñòâåííûì íóëåì.

∀mnx(äâíàáîð(x, n) & m ∈ {1, . . . , n} →
λi((a ïðè i = m, èíà÷å 1), i ∈ {1, . . . , n}) ≤ x ↔
x = êîíñòíàáîð(1, n) ∨ x = λi((a ïðè i = m, èíà÷å 1), i ∈ {1, . . . , n}))
Çíàê íåðàâåíñòâà - "äâìåíüøåèëèðàâíî". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì"
è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå x ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà,
âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå
ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

29. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìäâíàáîð".

(a) Ïîðàçðÿäíîå îòðèöàíèå.
∀an(äâíàáîð(a, n) → äâíàáîð(¬a, n))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

(b) Ïîðàçðÿäíàÿ êîíúþíêöèÿ.
∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâíàáîð(a · b, n))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(c) Ïîðàçðÿäíàÿ äèçúþíêöèÿ.
∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâíàáîð(a ∨ b, n))

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ðåêóðñèâíûå îáðàùåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

(d) Ïîðàçðÿäíàÿ ñóììà ïî ìîäóëþ 2.
∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâíàáîð(a + b, n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Êîíñòàíòíûé íàáîð.
∀an(a− boolean & n− mbox → äâíàáîð(êîíñòíàáîð(a, n), n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Êîíêðåòíûé íàáîð.
∀an(l(a) = n & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i)− boolean) → äâíàáîð(a, n))

Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(g) Ïðèíàäëåæíîñòü áóëåâó êóáó.
∀an(a ∈ äâêóá(n) → äâíàáîð(a, n))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

(h) Âñòàâêà äâîè÷íîãî çíà÷åíèÿ â äâîè÷íûé íàáîð.
∀abin(äâíàáîð(a, n− 1) & i ∈ {1, . . . , n} & b− boolean→
äâíàáîð(Âñòàâêà(a, i, b), n))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 3.



8.2. Ïðèåìû ïî àëãåáðå ëîãèêè 787

(i) Íàáîð, çàäàííûé îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

∀an(a(i)− boolean→ äâíàáîð(λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n}), n))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì èñïîëüçóåò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "i ∈ {1, . . . , n}". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëü-
íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

30. Ñèíòåçàòîð "îïðäâíàáîð".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "äâíàáîð(a, n)". Âõîäíûì äàííûì ñëóæèò
âûðàæåíèå a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèåì ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò äâîè÷íûé
íàáîð, è âûõîäíîé ïåðåìåííîé n ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ äëèíû íàáîðà.

(a) Óñìîòðåíèå èç ïîñûëîê.

∀an(äâíàáîð(a, n) → äâíàáîð(a, n))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

(b) Ïîðàçðÿäíîå îòðèöàíèå.

∀an(äâíàáîð(a, n) → äâíàáîð(¬a, n))

Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 2.

(c) Ïîðàçðÿäíàÿ êîíúþíêöèÿ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâíàáîð(a · b, n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå, âòîðîé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Ïîðàçðÿäíàÿ äèçúþíêöèÿ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâíàáîð(a ∨ b, n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Ïîðàçðÿäíàÿ ñóììà ïî ìîäóëþ 2.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâíàáîð(a + b, n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâêóá"

1. Ïðèíàäëåæíîñòü äâîè÷íîìó êóáó.

∀nx(n− íàòóðàëüíîå→ x ∈ äâêóá(n) ↔ äâíàáîð(x, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íåïóñòîòà äâîè÷íîãî êóáà.

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ ¬(äâêóá(n) = ∅))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ðàâåíñòâî äâîè÷íûõ êóáîâ.

∀mn(äâêóá(m) = äâêóá(n) ↔ m = n)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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4. Îäíîìåðíûé êóá.

äâêóá(1) = {0, 1}
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óñìîòðåíèå äâîè÷íîãî êóáà.

∀n(setx(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i)− boolean)) = äâêóá(n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x ïðîèç-
âîëüíàÿ. Ïåðåìåííîé n ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà äëèíà. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êàíòîðà îáùíîñòè êàê êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n → setx(äâíàáîð(x, n)) = äâêóá(n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Íîðìàëèçàòîð âûðàæåíèÿ ïîäìíîæåñòâà äâîè÷íîãî êóáà ÷åðåç ïîäêóáû "äâðàç-
ëîæåíèå".

(a) Óñìîòðåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà äëÿ íàáîðîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì åäèíèö.

∀amn(0 < m− n → setx(äâíàáîð(x, n) & êîëè÷(x, a) = m) = ∅)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

∀akmns(l(s) = k & 0 < k + m− n →
setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) = m) = ∅)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå s èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀akmns(l(s) = k & 0 < k + m− n →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {; s})) = ∅)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

∀akmns(m < 0 → setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) = m) = ∅)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå s èìååò
çàãîëîâîê "íàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀akmns(m < 0 → setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) ≤ m) = ∅)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(b) Ìíîæåñòâî íàáîðîâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì åäèíèö.

∀Paimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) →
setx(äâíàáîð(x, n) & êîëè÷(x, a) = m) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) = m− 1) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i}) = m))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, à n - ñ íàòóðàëüíîé. Âûðàæåíèå P íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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∀Paimns(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) & ¬(i ∈ {; s}) →
setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) = m) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i; s}) = m− 1) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i; s}) = m))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå s èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïå-
ðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ
n - ñ íàòóðàëüíîé. Âûðàæåíèå P íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óñìîòðåíèå äâîè÷íîãî êóáà.

∀abn(l(b) = n → setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; b}) = 0) = äâêóá(n))

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå b èìååò çà-
ãîëîâîê "íàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abmn(m ≤ 0 & l(b) = n →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {; b})) = äâêóá(n))

∀abmnp(0 ≤ m− n + p & l(b) = p →
setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; b}) ≤ m) = äâêóá(n))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âû-
äåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå b èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ìíîæåñòâî íàáîðîâ, ÷èñëî åäèíèö êîòîðûõ íå áîëüøå çàäàííîãî.

∀ans(setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) ≤ 0) =
setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) = 0))

Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèå s
èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Paimns(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) & ¬(i ∈ {; s}) →
setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) ≤ m) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i; s}) ≤ m− 1) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i; s}) ≤ m))

Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåí-
íàÿ n - ñ íàòóðàëüíîé. Âûðàæåíèå s èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Âûðàæåíèå
P íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Pabimns(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = b) & ¬(a = b) & ¬(i ∈ {; s}) →
setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {; s}) ≤ m) =
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i; s}) ≤ m− 1) ∪
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & Êîëè÷(x, a, {i; s}) ≤ m))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè îáðàáàòûâàþòñÿ
âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû.

(e) Ìíîæåñòâî íàáîðîâ, ÷èñëî åäèíèö êîòîðûõ íå ìåíüøå çàäàííîãî.

∀Paimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ êîëè÷(x, a)) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m− 1 ≤ Êîëè÷(x, a, {i})) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {i})))
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ n - ñ íàòóðàëüíîé. Âûðàæå-
íèå P íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Pabimn(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = b) & ¬(a = b) →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ êîëè÷(x, a)) =
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m− 1 ≤ Êîëè÷(x, a, {i})) ∪
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {i})))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì.

∀Paimns(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = a) & ¬(i ∈ {; s}) →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {; s})) =
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m− 1 ≤ Êîëè÷(x, a, {i; s})) ∪
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {i; s})))
Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé, ïåðåìåí-
íàÿ n - ñ íàòóðàëüíîé. Âûðàæåíèå s èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Âûðàæåíèå
P íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Pabimns(P = setx(äâíàáîð(x, n) & x(i) = b) & ¬(a = b) & ¬(i ∈ {; s}) →
setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {; s})) =
(äâêóá(n) \ P ) ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m− 1 ≤ Êîëè÷(x, a, {i; s})) ∪
P ∩ setx(äâíàáîð(x, n) & m ≤ Êîëè÷(x, a, {i; s})))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè îáðàáàòûâàþòñÿ
âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâðàññò"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) →
äâðàññò(a, b) = card(seti(i− íàòóðàëüíîå & i ≤ n & a(i) + b(i) = 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèí-
òåçàòîðîì, âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 6.

2. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà íàáîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà çàäàííîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà.

∀bckn(äâðàññò(b, c) = k & äâðàññò(c, n) ↔
∃d(äâíàáîð(d, n) & äâíîðìà(d) = k & c = b + d))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ ðàñïîëîæå-
íà âíóòðè âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(. . .)", íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé àíòåöåäåíòîâ
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀bckn(äâðàññò(b, c) < k & äâðàññò(c, n) ↔
∃d(äâíàáîð(d, n) & äâíîðìà(d) < k & c = b + d))

∀bckn(äâðàññò(b, c) ≤ k & äâðàññò(c, n) ↔
∃d(äâíàáîð(d, n) & äâíîðìà(d) ≤ k & c = b + d))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "äðîáü", ðàçðåøàþùèé
îäíîâðåìåííóþ ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé íåðàâåíñòâ.

3. Èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà "èíäèêàòîð".

∀abcn(äâðàññò(a, b + èíäèêàòîð({1, . . . , n}, c, 1)) = card(ñëîé(a + b, 1)4 c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè.

∀ab(ñëîé(a + b, 1) = ñëîé(a, 1)4 ñëîé(b, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå "ñëîé(a, 1)" âñòðå÷àåòñÿ â
ïîñûëêàõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abnp(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) & äâðàññò(a, b) = p →
card(ñëîé(a, 1)4 ñëîé(b, 1)) = p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèí-
òåçàòîðîì, âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âûðàæåíèå p íå èìååò íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâðàññò(a, b) = card(ñëîé(a, 1)4ñëîé(b, 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

5. Âûâîä ñëåäñòâèé ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

∀abckmn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) & äâíàáîð(c, n) & 0 < m + äâðàññò(a, b) &
0 < k + äâðàññò(a, c) & m + k + n < 0 → äâðàññò(b, c) < 2n + m + k)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ïÿòü àíòåöåäåíòîâ èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, øåñòîé -
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Âûðàæåíèå ÷åðåç íîðìû íàáîðîâ è èõ êîíúþíêöèè.

∀abn(äâðàññò(a, b) = äâíîðìà(a) + äâíîðìà(b)− 2äâíîðìà(a · b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Êàæäîå èç âûðàæåíèé "äâíîðìà(a)",
"äâíîðìà(b)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

7. Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ íàáîðîâ.

∀abn(0 < n & äâðàññò(a, b) = n → ¬(a = b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâíîðìà"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) → äâíîðìà(a) = card(seti(i − íàòóðàëüíîå & i ≤ n & a(i) =
1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

2. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà íàáîðîâ ñ çàäàííîé íîðìîé.

∀knx(äâíàáîð(x, n) & äâíîðìà(x) = k ↔ ∃m(m ⊆ {1, . . . , n} & cardm = k & x =
èíäèêàòîð({1, . . . , n}, m, 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìàÿ êîíúþíêöèÿ ðàñïîëîæå-
íà âíóòðè âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì "ìîùíîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 3.

∀knx(äâíàáîð(x, n) & äâíîðìà(x) ≤ k ↔ ∃m(m ⊆ {1, . . . , n} & cardm ≤ k & x =
èíäèêàòîð({1, . . . , n}, m, 1)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé
íåðàâåíñòâ.

3. Óñìîòðåíèå íóëåâîãî èëè åäèíè÷íîãî íàáîðà.

∀an(äâíàáîð(a, n) → äâíàáîð(a) = 0 ↔ a = êîíñòíàáîð(0, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀an(äâíàáîð(a, n) → äâíàáîð(a) = n ↔ a = êîíñòíàáîð(1, n))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì.

4. Êîíñòàíòíûé íàáîð.

∀n(äâíîðìà(êîíñòíàáîð(0, n)) = 0)

∀n(äâíîðìà(êîíñòíàáîð(1, n)) = n)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

5. Íîðìà ñóììû äâóõ âåêòîðîâ.

∀abn(äâíàáîð(a, n) & äâíàáîð(b, n) → äâíîðìà(a + b) = äâðàññò(a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

6. Ãðóïïèðîâêà ñóììû íîðì äâóõ êîíúþíêöèé.

∀abcdn(äâíàáîð(a, n) & a · b · c = êîíñòíàáîð(0, n) →
däâíîðìà(a · b) + däâíîðìà(a · c) = däâíîðìà(a · (b + c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïà-
êåòíûì ñèíòåçàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëå-
âàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìêíâåêò". Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 3.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ôàë"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) & f −ôóíêöèÿ→ Ôàë(f) ↔ Val(f) ⊆ {0, 1})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íåêîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ.

∀f (Ôàë(f) → ¬(Êîíñòàíòà(f)) ↔
∃x(x ∈ Dom(f) & f(x) = 0) & ∃y(y ∈ Dom(f) & f(y) = 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "óñìÔàë".

∀x(Ôàë(x) → Ôàë(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìÔàë".

(a) Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀x(x = Òîæäôóíê({0, 1}) → Ôàë(x))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(b) Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
∀f (ëèíôàë(f) → Ôàë(f))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 2.

(c) Ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.
∀f (ñàìîäâôàë(f) → Ôàë(f))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.
∀f (ìîíîòôàë(f) → Ôàë(f))

(e) Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ îïèñàòåëåì.
∀an(a(x)− boolean→ Ôàë(λx(a(x),∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i)− boolean))))
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé n ñ íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòîé - äëèíîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Óêàçàòåëü "ðàç-
âåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ êâàíòîðà îáùíîñòè ñ êîíúþíêöèåé.
Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì, êîòîðîìó äîïîëíèòåëüíî ïåðåäàþòñÿ â êà÷åñòâå ïîñûëîê âñå
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ, èäåíòèôèöèðîâàííîãî ñ êâàíòîðîì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
∀an(a(x)− boolean→ Ôàë(λx(a(x), äâíàáîð(x, n))))

Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(f) Çàäàíû îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé.

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) & Val(f) ⊆ {0, 1} → Ôàë(f))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ.

∀an(a− boolean→ Ôàë(êîíñò(äâêóá(n), a)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(h) Ýëåìåíò áàçèñà.

∀af (ôàëáàçèñ({f ; a}) → Ôàë(f))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(i) Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ÷åðåç îïåðàöèþ "èíäèêàòîð".

∀abn(b− boolean & n− íàòóðàëüíîå→ Ôàë(èíäèêàòîð(äâêóá(n), a, b)))

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "ðàçíûåôàë".

Îïåðàòîð ââåäåí äëÿ óñìîòðåíèÿ ðàçëè÷èÿ äâóõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. Íà-
ïîìíèì, ÷òî äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ, óñìàòðèâàþùèõ îòðè-
öàíèå ðàâåíñòâà îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà, ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû
(íàïðèìåð, "ðàçíûåòî÷êè", "ðàçíûåïðÿìûå" è ò.ï.), êîòîðûå è èñïîëüçóþòñÿ
ïðè îáðàùåíèè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîâåðêå. Â îïåðàòîðå "ðàçíûåôàë" ïîêà
èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abP (P (a) & ¬(P (b)) → ðàçíûåôàë(a, b))

Îáà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "ñèìâîë" îïðåäå-
ëÿåò èäåíòèôèêàöèþ P ñ îäíîìåñòíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ôàëû"

Ïîêà ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀f (f ∈ ôàëû↔ Ôàë(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ëèíôàë"

1. Óñìîòðåíèå ëèíåéíîñòè ïóòåì ïåðåõîäà ê ïîëèíîìó Æåãàëêèíà.

∀Afp(f(x) = p → ëèíôàë(λx(f(x), A(x))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëñ", îáåñïå÷èâàþùèì ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëû ê
âèäó ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò p åñòü ëèáî 0, ëèáî íå
èìååò ñëàãàåìûõ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ è êîíñòàíòû 1. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

∀Afp(f(x) = p · y · z + q → ¬(ëèíôàë(λx(f(x), A(x)))))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíäïëñ". Ïåðåìåííûå y, z èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðå-
ìåííûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Óñìîòðåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè èç óñëîâèÿ ðàçëè÷èÿ çíà÷åíèé íà ñîñåäíèõ íà-
áîðàõ.

∀fn(n− íàòóðàëüíîå→ Îòîáðàæåíèå(f, äâêóá(n), {0, 1}) &
∀xy(äâíàáîð(x, n) & äâíàáîð(y, n) & äâðàññò(x, y) = 1 → f(x) = ¬f(y)) ↔
∃a(a− boolean & f = λx(a + ïëñâñåõ(x), äâíàáîð(x, n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Çàìåíÿåìûå óòâåðæäå-
íèÿ èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå f ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Ëèíôàë = setx(ëèíôàë(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå - îïåðàíä
óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå îäíà
âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåîáðà-
çóåìîå âûðàæåíèå áûëî îïåðàíäîì óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ.

4. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè ÷åðåç äâîè÷íûé íàáîð êîýôôè-
öèåíòîâ.

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) → ëèíôàë(f) ↔ ∃ab(äâíàáîð(a, n) & b− boolean &
f = λx(

∑n
i=1(a(i) · x(i)) + b, äâíàáîð(x, n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëîæå-
íî ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ f âõîäèò â ñâÿçûâàþùóþ ïðè-
ñòàâêó ýòîãî îïèñàòåëÿ. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìîáëàñòü". Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀f (ëèíôàë(f) ↔ ∃abn(n− íàòóðàëüíîå & äâíàáîð(a, n) & b− boolean &
f = λx(

∑n
i=1(a(i) · x(i)) + b, äâíàáîð(x, n))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîòèâîðå÷èå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 5. Ïåðâàÿ èç íèõ
ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ f . Äîëæíà
îòñóòñòâîâàòü öåëü "ýëåìñâåðòêà". Ïðåîáðàçîâàííîå óñëîâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ñåðèÿ". Âòîðàÿ âåðñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíúþíêòèâíîìó ÷ëåíó
ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ f
âõîäèò â êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó.

5. Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî èçâåñòíîé ôóíêöèè.

∀abfn(n− íàòóðàëüíîå & a− boolean & äâíàáîð(b, n) →
f = λx(a +

∑n
i=1(b(i) · x(i)), äâíàáîð(x, n)) ↔ Ôàë(f) &

Dom(f) = äâêóá(n) & ëèíôàë(f) & a = f(êîíñòíàáîð(0, n)) &
b = λi(f(λj((1 ïðè j = i, èíà÷å 0), j ∈ {1, . . . , n})), i ∈ {1, . . . , n}))



796 Ãëàâà 8. Ïðèåìû ïî êîíå÷íîçíà÷íûì ëîãèêàì

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå f íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ, à õîòÿ áû
îäíî èç âûðàæåíèé a, b - ñîäåðæèò. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íû-
ìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀bfn(∀a(äâíàáîð(a, n) →
∑n

i=1(a(i) · b(i)) = f(a)) → äâíàáîð(b, n) ↔
b = λi(f(èíäèêàòîð({1, . . . , n}, {i}, 1)), i ∈ {1, . . . , n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå. Âûðàæåíèå b ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå, âûðàæåíèÿ n è f(a) - íå ñîäåðæàò.
Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèå b(i) èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíê-
òèâíûì ÷ëåíîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé âêëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ôóíêöèé,
ñîõðàíÿþùèõ 0, ñîõðàíÿþùèõ 1, è ñàìîäâîéñòâåííûõ.

Ëèíôàë ⊆ Ñîõð0 ∪ Ñîõð1 ∪ Ñàìîäâôàë
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïîïûòêà ïîäáîðà íåëèíåéíîé ôóíêöèè êàê ôóíêöèè ñ íåðàâíûì ÷èñëîì åäèíèö
è íóëåé, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû.

∀fn(Ôàë(f) & ∃an(a ⊆ äâêóá(n) & n−íàòóðàëüíîå & a−set & ¬(a = ∅) & carda <
2n & ¬(carda = 2n−1) & f = èíäèêàòîð(äâêóá(n), a, 1)) → ¬(ëèíôàë(f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f - íåèçâåñòíàÿ.
Îòñóòñòâóåò óñëîâèå ñ çàãîëîâêîì "ôàëáàçèñ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

8. Óñìîòðåíèå íåâêëþ÷åíèÿ â êëàññ ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

∀fg(¬(ëèíôàë(f)) → ¬({f ; g} ⊆ Ëèíôàë))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðî-
èçâîëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíà.

∀an(a− boolean & f = êîíñò(äâêóá(n), a) → ëèíôàë(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåê-
ñòà. Óêàçàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ âûðàæåíèÿ
"äâêóá(n)" ÷åðåç ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ. Ïðèåì áëîêèðóåòñÿ, åñëè óòâåðæäåíèå
ðàñïîëîæåíî â ïîñûëêàõ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèÿ "ôàëáàçèñ(X)"
è "X ⊆ Y ", ãäå f - ïîäòåðì Y . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, â êîòîðîé âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðåæíèé.

∀an(a− boolean & ¬(ëèíôàë(f)) → ¬(f = êîíñò(äâêóá(n), a)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåê-
ñòà. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè òåðìà "äâêóá(n)" èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ñìðàâíî".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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10. Íåñàìîäâîéñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

∀f (Dom(f) = äâêóá(n) & ëèíôàë(f) & ¬(ñàìîäâôàë(f)) →
f(êîíñòíàáîð(1, n)) = f(êîíñòíàáîð(0, n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä" è ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî.
Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

11. Ìîíîòîííîñòü ëèíåéíîé ôóíêöèè.

∀an(ìîíîòôàë(λx(¬
∑n

i=1(a(i) · x(i)), äâíàáîð(x, n))) ↔ a = êîíñòíàáîð(0, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀abn(äâíàáîð(b, n) → ìîíîòôàë(λx(a +
∑n

i=1(b(i) · x(i)), äâíàáîð(x, n))) ↔
b = êîíñòíàáîð(0, n) ∨ a = 0 & card(ñëîé(b, 1)) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

12. Ðàâåíñòâî ëèíåéíîé ôóíêöèè êîíñòàíòíîé.

∀abn(λx(¬
∑n

i=1(a(i) · x(i)), äâíàáîð(x, n)) = êîíñò(äâêóá(n), b) ↔
a = êîíñòíàáîð(0, n) & b = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Óñëîâèå ñàìîäâîéñòâåííîñòè ëèíåéíîé ôóíêöèè.

∀abfn(f = λx(a +
∑n

i=1(x(i) · b(i)), äâíàáîð(x, n)) → ñàìîäâôàë(f) ↔
¬(card(ñëîé(b, 1))− even))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â àíòåöåäåíòå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀bfn(f = λx(¬
∑n

i=1(x(i) · b(i)), äâíàáîð(x, n)) → ñàìîäâôàë(f) ↔
¬(card(ñëîé(b, 1))− even))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

14. Îòáðàñûâàíèå îòðèöàíèÿ.

∀Af (ëèíôàë(λx(¬f(x), A(x))) ↔ ëèíôàë(λx(f(x), A(x))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

15. Ëèíåéíîñòü äâîéíîé ñóììû.

∀fn(n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n− 2 →
ëèíôàë(λx(

∑n
i=1

∑n
j=i+1 f(x(i), x(j)), äâíàáîð(x, n))) ↔ ëèíôàë(ôàë(f(a, b))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ, à ïåðå-
ìåííàÿ x - îáû÷íàÿ. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ øàáëîíà "f(. . .)" ïîñëå
ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â îáùåì ÷ëåíå ñóììû òîëüêî â
âèäå x(i) è x(j). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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16. Óñìîòðåíèå êëàññà ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

setf (∃abn(n− íàòóðàëüíîå & äâíàáîð(a, n) & b− boolean &
f = λx(

∑n
i=1(a(i) · x(i)) + b, äâíàáîð(x, n)))) = Ëèíôàë

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äâîéñòâôàë"

1. Çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé ôóíêöèè.

∀fx(äâîéñòâôàë(f)(x) = ¬f(¬x))

Èìååòñÿ â âèäó îòðèöàíèå "îòðâåêò". Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ïðîîáðàç â òî÷êå.

∀af (ñëîé(äâîéñòâôàë(f), a) = setx(∃y(y ∈ ñëîé(f,¬a) & x = ¬y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê ôóíêöèè, çàäàííîé îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

∀fn(äâîéñòâôàë(λx(f(x), äâíàáîð(x, n))) = λx(¬f(¬x), äâíàáîð(x, n)))

Ïåðâîå îòðèöàíèå ñêàëÿðíîå, âòîðîå - âåêòîðíîå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòî-
ðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñàìîäâôàë"

1. Óñìîòðåíèå ñàìîäâîéñòâåííîñòè.

∀Afnp(p = ∃x(f(x) = f(λi(¬x(i), i ∈ {1, . . . , n})) & A(x)) →
ñàìîäâôàë(λx(f(x), A(x))) ↔ ¬p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, Aôóíêöèîíàëüíûå. Óòâåð-
æäåíèå A(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "äâíàáîð". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿ-
åò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé n ñ äëèíîé ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè x. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü
"ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå òåðìà "îòîáðàæåíèå" â åãî ïðàâîé ÷àñòè
êàê êîíå÷íîãî íàáîðà. Êîíúþíêöèÿ ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé ýòîé ÷àñòè
ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëå ýòîãî ñàì
êâàíòîð óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò ñèì-
âîëà "ñóùåñòâóåò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) & Val(f) ⊆ {0, 1} →
ñëîé(f, 1) = setx(∃y(x = ¬y & y ∈ ñëîé(f, 0))) ↔ ñàìîäâôàë(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀Af (ñàìîäâôàë(λx(f(x), A(x))) ↔ ∀x(A(x) → ¬f(x) = f(¬x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ñàìîäâôàë = setx(ñàìîäâôàë(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îïå-
ðàíäîì ñèìâîëà "ïðèíàäëåæèò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Â íåé ïðåîáðàçóåìîå âûðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ñèìâîëà "ñîäåðæèòñÿ".

4. Íåâêëþ÷åíèå â äðóãèå ïðåäïîëíûå êëàññû.

¬(Ñàìîäâôàë ⊆ Ìîíîòôàë)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Äîïóñêàåòñÿ çàìåíà ñèìâîëà "Ìîíîò-
ôàë" íà ñèìâîëû "Ëèíôàë", "Ñîõð0", "Ñîõð1". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

5. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé ÷åðåç ôóíê-
öèè îò íàáîðà äëèíû n− 1.

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) → ñàìîäâôàë(f) ↔ ∃g(Ôàë(g) & Dom(g) =
äâêóá(n − 1) & ∀x(x ∈ äâêóá(n) → f(x) = (g(Èñêëþ÷åíèå(x, 1)) ïðè x(1) =
0, èíà÷å ¬g(¬Èñêëþ÷åíèå(x, 1))))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âñå ïåðåìåííûå îáû÷íûå. Àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïå-
ðåìåííîé. Ïðåîáðàçóåìîå óòâåðæäåíèå íå ðàñïîëîæåíî íåïîñðåäñòâåííî ïîä îò-
ðèöàíèåì. Îíî íàõîäèòñÿ âíóòðè âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(êëàññ(. . .))", ïðè÷åì f
- îäíà èç ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êëàññà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

6. Ïåðå÷èñëåíèå ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïîäáîðà ïðèìåðà.

∀ax(ñàìîäâôàë(a) & x = a → ñàìîäâôàë(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïàêåòíì ñèíòåçàòîðîì "ñàìîäâôàëû", ïåðå÷èñëÿþùèì ïðèìåðû ñà-
ìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Ýòîò ñèíòåçàòîð áóäåò ïðèâåäåí íèæå. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

7. Óñìîòðåíèå íåâêëþ÷åíèÿ â êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

∀fg(¬(ñàìîäâôàë(f)) → ¬({f ; g} ⊆ Ñàìîäâôàë))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Óñìîòðåíèå íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè.

∀Aan(¬(card(A)− 2n−1 = 0) → ¬(ñàìîäâôàë(èíäèêàòîð(äâêóá(n), A, a))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ "card(A)" èñïîëüçóåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîð "íîðììîùíîñòü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀fn(f(êîíñòíàáîð(0, n)) = f(êîíñòíàáîð(1, n)) → ¬(ñàìîäâôàë(f)))
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Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â àíòåöåäåíòå. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
èìåþùåé ïîñûëêó âèäà "ôàëáàçèñ(. . .)", ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

∀fn(f(a) = f(¬a) → ¬(ñàìîäâôàë(f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàâ-
íî". Â ñëó÷àå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé ïîñûëêó âèäà "ôàëáàçèñ(. . .)",
ïðèåì áëîêèðóåòñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

9. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ôóíêöèè, èìåþùåé çàäàííîå çíà÷åíèå íà êîíñòàíòíîì íà-
áîðå.

∀abfn(Ôàë(f) & Dom(f) = äâêóá(n) & f(êîíñòíàáîð(a, n)) = b →
ñàìîäâôàë(f) & f(êîíñòíàáîð(¬a, n)) = ¬b ∨ ¬(ñàìîäâôàë(f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåí-
íîé. Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à íå èìååò íè ïîñûëêè "ñàìîäâôàë(f)", íè
ïîñûëêè "¬ñàìîäâôàë(f)". Èìååòñÿ ïîñûëêà âèäà "ôàëáàçèñ(. . .)", â êîòîðîé
âñòðå÷àåòñÿ f . Âûðàæåíèå b - êîíñòàíòà 0 ëèáî 1. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

10. Ïîïûòêà ïîäáîðà íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè êàê ôóíêöèè ñ íåðàâíûì ÷èñ-
ëîì åäèíèö è íóëåé, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû.

∀fn(Ôàë(f) & ∃an(a ⊆ äâêóá(n) & n− íàòóðàëüíîå & a− set &
¬(card(a) = 2n−1) & f = èíäèêàòîð(äâêóá(n), a, 1)) → ¬(ñàìîäâôàë(f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷àè íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 6.

11. Ïåðå÷èñëÿþùèé ñèíòåçàòîð "ñàìîäâôàëû".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ñàìîäâôàë(a)". Âõîäíûõ äàííûõ íåò; âûî-
õîäíàÿ ïåðåìåííàÿ a ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.
Ïîêà ïðåäóñìîòðåí ëèøü êîíå÷íûé ñïèñîê âàðèàíòîâ.

(a) Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

ñàìîäâôàë(ôàë(x))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Îòðèöàíèå.

ñàìîäâôàë(ôàë(¬x))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò òðåõ ïåðåìåííûõ.

ñàìîäâôàë(ôàë(x + y + z))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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(d) Ìåäèàíà.

ñàìîäâôàë(ôàë(x · y ∨ x · z ∨ y · z))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(e) Îòðèöàíèå ìåäèàíû.

ñàìîäâôàë(ôàë(¬(x · y ∨ x · z ∨ y · z)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìîíîòôàë"

1. Óñìîòðåíèå ìîíîòîííîñòè.

∀Abfg(g = f(x) → ìîíîòôàë(λx(f(x), A(x))) ↔ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå f, A ôóíêöèîíàëüíûå. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâà-
åòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñîêðàùäíô" ïðèâåäåíèÿ ê ñîêðàùåííîé äèçúþíêòèâíîé
íîðìàëüíîé ôîðìå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò ïîñëå ýòîãî çíà÷åíèå b
êàê êîíñòàíòó "ëîæü", åñëè ðåçóëüòàò g ñîäåðæèò ñèìâîë "îòð", è êîíñòàíòó
"èñòèíà" â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðà-
æåíèå f(x) íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ, îòëè÷íûõ îò 0,1,"äí", "êí", "èìï", "îòð",
"ýêâ". "ïëñ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Ìîíîòôàë = setx(ìîíîòôàë(x))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îïå-
ðàíäîì ñèìâîëà "ïðèíàäëåæèò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà åùå
îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Â íåé ïðåîáðàçóåìîå âûðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ñèìâîëà "ñîäåðæèòñÿ".

3. Óñìîòðåíèå íåâêëþ÷åíèÿ â êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

∀fg(¬(ìîíîòôàë(f)) → ¬({f ; g} ⊆ Ìîíîòôàë))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðî-
èçâîëüíûì ýëåìåíòîì ïåðå÷íÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè, îáðàùàþùåéñÿ â åäèíèöó íà íóëåâîì íàáîðå ëèáî â
íîëü íà åäèíè÷íîì.

∀fn(f(êîíñòíàáîð(0, n)) = 1 → ìîíîòôàë(f) ↔
f = êîíñò(äâêóá(÷èñëïåðåì(f)), 1))

∀fn(f(êîíñòíàáîð(1, n)) = 0 → ìîíîòôàë(f) ↔
f = êîíñò(äâêóá(÷èñëïåðåì(f)), 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â àíòåöåäåí-
òå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀a(Ìîíîòôàë \ (Ñîõð0 ∪ a) = Êîíñò1 \ a))

∀a(Ìîíîòôàë \ (Ñîõð1 ∪ a) = Êîíñò0 \ a))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå a ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀a(Ìîíîòôàë \ (Ñîõð0 ∩ Ñîõð1 ∪ a) = Êîíñò01 \ a))
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀fn(f(êîíñòíàáîð(0, n)) = 1 → ìîíîòôàë(λx(f(x), äâíàáîð(x, n))) ↔
∀x(äâíàáîð(x, n) → f(x) = 1))

∀fn(f(êîíñòíàáîð(1, n)) = 0 → ìîíîòôàë(λx(f(x), äâíàáîð(x, n))) ↔
∀x(äâíàáîð(x, n) → f(x) = 0))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Ñîõðàíåíèå êîíñòàíò ìîíîòîííîé íåëèíåéíîé ôóíêöèåé.

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) & ¬ëèíôàë(f) & ìîíîòôàë(f) →
f(êîíñòíàáîð(0, n)) = 0)

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) & ¬ëèíôàë(f) & ìîíîòôàë(f) →
f(êîíñòíàáîð(1, n)) = 1)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Óñìîòðåíèå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè.

∀afn(Ôàë(f) & Dom(f) = äâêóá(n) & f(êîíñòíàáîð(1, n)) = 0 & f(a) = 1 →
¬ìîíîòôàë(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì,
âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

7. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùåé åäèíèöó.

∀abfn(Ôàë(f) & Dom(f) = äâêóá(n) & f(êîíñòíàáîð(1, n)) = 0 →
f = êîíñò(äâêóá(n), 0) ∨ ¬ìîíîòôàë(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé òàêæå ïîñûëêó "ôàëáàçèñ(X)",
ãäå âûðàæåíèå X ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ f . Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Çàäà÷à íå èìååò ïîñûëîê "ìîíîòôàë(f)" ëèáî "¬ìîíîòôàë(f)". Âûâîäèìàÿ
äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 6.

8. Ìîíîòîííîñòü êîíñòàíòû.

∀afn(a− boolean & f = êîíñò(äâêóá(n), a) → ìîíîòôàë(f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì àí-
òåöåäåíòå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè, îáðàùàþùåéñÿ â åäèíèöó íà åäèíñòâåííîì íàáîðå.

∀an(ìîíîòôàë(èíäèêàòîð(äâêóá(n), {a}, 1)) ↔ a = êîíñòíàáîð(1, n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.
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10. Ïîïûòêà ïîäáîðà íåìîíîòîííîé ôóíêöèè êàê íåêîíñòàíòíîé ôóíêöèè, îáðà-
ùàþùåéñÿ â åäèíèöó íà íóëåâîì íàáîðå.

∀an(a ⊆ äâêóá(n) & êîíñòíàáîð(0, n) ∈ a & carda < 2n →
¬ìîíîòôàë(èíäèêàòîð(äâêóá(n), a, 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ a - íåèçâåñò-
íàÿ. Íå óñìàòðèâàåòñÿ íåïðèíàäëåæíîñòü íàáîðà èç íóëåé äëèíû n ìíîæåñòâó
a. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, äâà äðóãèõ -
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

11. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀fn(n = ÷èñëïåðåì(f) → ìîíîòôàë(f) ↔
∀xy(äâíàáîð(x, n) & äâíàáîð(y, n) & x ≤ y → f(x) ⇒ f(y) = 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

∀fn(n = ÷èñëïåðåì(f) → ¬ìîíîòôàë(f) ↔
∃xy(äâíàáîð(x, n) & äâíàáîð(y, n) & x ≤ y & f(x) = 1 & f(y) = 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïðÿìîéîòâåò". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ äàííîãî
ïðèåìà, ïðèìåíÿåìàÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûå óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñà-
íèå. Ïðè ýòîì êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå f , äîëæíà áûòü
íåñóùåñòâåííîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòîé âåðñèè ðàâåí 8.

12. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ äâóõ íàáîðîâ.

∀abf (ìîíîòôàë(f) & a ≤ b → f(a) ⇒ f(b) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

13. ßâíîå ðàçðåøåíèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ôóíêöèè êîíñòàíòå äëÿ ïåðåôîðìóëèðîâ-
êè òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè.

∀aP ((a(x) = 1 & äâíàáîð(x, n)) = P (x) → ìîíîòôàë(λx(a(x), äâíàáîð(x, n))) ↔
∀xy(P (x) & äâíàáîð(y, n) & x ≤ y → P (y)))

∀aP ((a(x) = 0 & äâíàáîð(x, n)) = P (x) → ìîíîòôàë(λx(a(x), äâíàáîð(x, n))) ↔
∀xy(P (x) & äâíàáîð(y, n) & y ≤ x → P (y)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿþòñÿ ê ñîäåðæàùåìó íåèç-
âåñòíûå óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, ïåðâûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".
Ïåðåìåííûå a, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Çíà÷åíèÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè íà íóëåâîì è åäèíè÷íîì íàáîðàõ.

∀afn(ìîíîòôàë(f) & f(a) = 0 → f(êîíñòíàáîð(0, ÷èñëïåðåì(f))) = 0)

∀afn(ìîíîòôàë(f) & f(a) = 1 → f(êîíñòíàáîð(1, ÷èñëïåðåì(f))) = 1)
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Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà, ÿâíî âûðàæàþùàÿ f ÷åðåç îïèñàòåëü
"îòîáðàæåíèå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 6.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëàìè "Ñîõð0", "Ñîõð1"

1. Îïðåäåëåíèå êëàññà ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó.

Ñîõð0 = setf (∃n(n− öåëîå & 0 ≤ n & f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = äâêóá(n) &
Val(f) ⊆ {0, 1} & f(êîíñòíàáîð(0, n)) = 0))

Ñîõð1 = setf (∃n(n− öåëîå & 0 ≤ n & f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = äâêóá(n) &
Val(f) ⊆ {0, 1} & f(êîíñòíàáîð(1, n)) = 1))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
îïåðàíäîì ñèìâîëà "ïðèíàäëåæèò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíû
òàêæå âåðñèè ïðèåìîâ, ó êîòîðûõ ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îïåðàí-
äîì ñèìâîëà "ñîäåðæèòñÿ", ïðè÷åì îíî íå ðàñïîëîæåíî â óñëîâèè çàäà÷è íà
îïèñàíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ýòèõ âåðñèé ðàâåí 4.

2. Ïðèíàäëåæíîñòü áóëåâîé ôóíêöèè êëàññó.

∀f (Ôàë(f) → f ∈ Ñîõð0↔ f(êîíñòíàáîð(0, ÷èñëïåðåì(f))) = 0)

∀f (Ôàë(f) → f ∈ Ñîõð1↔ f(êîíñòíàáîð(1, ÷èñëïåðåì(f))) = 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ êîíñòàíòû.

∀fn(÷èñëïåðåì(f) = n & f(êîíñòíàáîð(0, n)) = 1 → ¬ñîõð0(f)))

∀fn(÷èñëïåðåì(f) = n & f(êîíñòíàáîð(1, n)) = 0 → ¬ñîõð0(f)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀fn(ñîõð0(λx(p(x), q(x))) ↔ p(λi(0, i ∈ {1, . . . , n})) = 0)

∀fn(ñîõð1(λx(p(x), q(x))) ↔ p(λi(1, i ∈ {1, . . . , n})) = 1)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå p, q ôóíêöèîíàëüíûå. Óêà-
çàòåëü "êîíòåêñò" èäåíòèôèöèðóåò n ñ äëèíîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Óòâåð-
æäåíèå q(x) - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé âèäà "äâîè÷íîå(x(i))". Óêàçàòåëü "ñìðàâ-
íî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ ïåðâîãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå"
÷åðåç ðàâåíñòâî â êîíòåêñòå. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå
âòîðîãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" â âèäå íàáîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 1.

∀fn(ñîõð0(λx(p(x), äâíàáîð(x, n))) ↔ p(êîíñòíàáîð(0, n)) = 0)

∀fn(ñîõð0(λx(p(x), äâíàáîð(x, n))) ↔ p(êîíñòíàáîð(1, n)) = 1)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå p, q ôóíêöèîíàëüíûå. Óêà-
çàòåëü "ñìðàâíî" ðàçðåøàåò êîñâåííóþ èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæå-
íèå" ÷åðåç ðàâåíñòâî â êîíòåêñòå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀an(ñîõð0(èíäèêàòîð(äâêóá(n), a, 1)) ↔ ¬(êîíñòíàáîð(0, n) ∈ a))
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∀an(ñîõð1(èíäèêàòîð(äâêóá(n), a, 1)) ↔ ¬(êîíñòíàáîð(1, n) ∈ a))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "çàìûêôàë"

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî.

çàìûêôàë(∅) = ∅
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Çàìêíóòûå êëàññû.

(a) Êîíñòàíòû.

çàìûêôàë(Êîíñò0) = Êîíñò0

çàìûêôàë(Êîíñò1) = Êîíñò1

çàìûêôàë(Êîíñò01) = Êîíñò01

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ïðåäïîëíûå êëàññû.

çàìûêôàë(Ìîíîòôàë) = Ìîíîòôàë

çàìûêôàë(Ëèíôàë) = Ëèíôàë

çàìûêôàë(Ñîõð0) = Ñîõð0

çàìûêôàë(Ñîõð1) = Ñîõð1

çàìûêôàë(Ñàìîäâôàë) = Ñàìîäâôàë

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(c) Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

çàìûêôàë(ôàëû) = ôàëû

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Êðèòåðèé ïîëíîòû ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

∀A(çàìûêôàë(A) = ôàëû↔ ¬(A ⊆ Ñîõð0) & ¬(A ⊆ Ñîõð1) &
¬(A ⊆ Ëèíôàë) & ¬(A ⊆ Ìîíîòôàë) & ¬(A ⊆ Ñàìîäâôàë))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå íåïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà ôóíêöèé.

∀Af (A ⊆ Ñîõð0 & ¬(f ∈ Ñîõð0) → ¬(f ∈ çàìûêôàë(A)))

∀Af (A ⊆ Ñîõð1 & ¬(f ∈ Ñîõð1) → ¬(f ∈ çàìûêôàë(A)))

∀Af (A ⊆ Ëèíôàë & ¬(f ∈ Ëèíôàë) → ¬(f ∈ çàìûêôàë(A)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìûõ äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâ-
íÿ 4. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Af (A ⊆ Ñàìîäâôàë & ¬(f ∈ Ñàìîäâôàë) → ¬(f ∈ çàìûêôàë(A)))

∀Af (A ⊆ Ìîíîòôàë & ¬(f ∈ Ìîíîòôàë) → ¬(f ∈ çàìûêôàë(A)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèåìàì, íî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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5. Óñìîòðåíèå ïîëíîòû ìíîæåñòâà ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå
âûðàçèìîñòè.

∀A(¬(A ⊆ Ñîõð0) & ¬(A ⊆ Ñîõð1) & ¬(A ⊆ Ëèíôàë) &
¬(A ⊆ Ìîíîòôàë) & ¬(A ⊆ Ñàìîäâôàë) & Ôàë(f) → f ∈ çàìûêôàë(A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî. Èñòèííîñòü ïåðâûõ ïÿòè àíòåöåäåíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìûõ äî ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Ïîñëåäíèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

6. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ ïîëíîòû ìíîæåñòâà ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ïðè íàõî-
æäåíèè åãî çàìûêàíèÿ.

∀A(çàìûêôàë(A) = ôàëû→ çàìûêôàë(A) = ôàëû)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Èñòèííîñòü àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî òîãî æå ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ, ÷òî è òåêóùàÿ çà-
äà÷à. Ââåäåí ñëàáûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 4.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ôàëáàçèñ"

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèè èç èñõîäíîé ñèñòåìû.

∀dfp(c = {p; d} → p = f)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäóòâåðæäåíèÿ "ôàëáàçèñ(a)" â óñëî-
âèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ãäå a - íåèçâåñòíàÿ. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ óñëîâèÿ "a ⊆ c". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ p èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì íå
ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûõ, íî ñîäåðæàùèì îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" ýëåìåí-
òîì êîíå÷íîãî ñïèñêà. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà "p = x", ãäå x -
ïåðåìåííàÿ. Â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ p ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ
f . Ýòà ïåðåìåííàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, ÷òî ãàðàí-
òèðóåò íåâêëþ÷åíèå åå â îòâåò çàäà÷è. Âûâåäåííàÿ ïîñûëêà ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ôèêñèðîâàíî", áëîêèðóþùèì ëþáûå åå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Àíàëèç ëèíåéíîñòè.

∀Aafpq(A = {f ; a} & f = λx(p(x), q(x)) & ëèíôàë(λx(p(x), q(x))) = m →
ëèíôàë(f) ↔ m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäóòâåðæäåíèÿ "ôàëáàçèñ(b)" óñëîâèÿ
çàäà÷è íà îïèñàíèå. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòè-
ôèêàöèþ óñëîâèÿ "b ⊆ A". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé,
ïåðâûé è òðåòèé âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ëåâàÿ ÷àñòü òðåòüåãî
àíòåöåäåíòà óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàò m - ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà" ëèáî "ëîæü". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôè-
öèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ñïèñêà. Ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèÿ-
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ìè ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëîê "ëèíôàë(f)" è "íå(ëèíôàë(f))". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Àíàëèç ìîíîòîííîñòè.

∀Aafpq(A = {f ; a} & f = λx(p(x), q(x)) & ìîíîòôàë(λx(p(x), q(x))) = m →
ìîíîòôàë(f) ↔ m)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Àíàëèç ñàìîäâîéñòâåííîñòè.

∀Aafpq(A = {f ; a} & f = λx(p(x), q(x)) & ñàìîäâôàë(λx(p(x), q(x))) = m →
ñàìîäâôàë(f) ↔ m)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Àíàëèç ñîõðàíåíèÿ êîíñòàíò.

∀Aafpq(A = {f ; a}& f = λx(p(x), q(x)) & ñîõð0(λx(p(x), q(x))) = m → ñîõð0(f) ↔
m)

∀Aafpq(A = {f ; a}& f = λx(p(x), q(x)) & ñîõð1(λx(p(x), q(x))) = m → ñîõð1(f) ↔
m)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Ðàçáîð ñëó÷àåâ.

∀abx(ôàëáàçèñ(x) & x ⊆ {a; b} → a ∈ x ∨ x ⊆ {; b})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ x. Ïåðåìåííàÿ a èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ñïèñêà, ïðåäñòàâëÿþùèì
ñîáîé ïåðåìåííóþ. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó "¬P (a)", ãäå P - îäèí èç ñèìâîëîâ
"ëèíôàë", "ñîõð0", "ñîõð1", "ìîíîòôàë", "ñàìîäâôàë". Çàäà÷à íå èìååò íè
óñëîâèÿ "a ∈ x", íè óñëîâèÿ âèäà "{a; c} ⊆ x". Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñíàá-
æàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Îòáðàñûâàíèå ñëó÷àÿ èçáûòî÷íîãî ýëåìåíòà áàçèñà.

∀abx({a; b} ⊆ x → ôàëáàçèñ(x) ↔ ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ x. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûì ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ñïèñêà ïåðåìåííûõ Y . Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé
y ñïèñêà Y è äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà P èç "ëèíôàë", "ñàìîäâôàë", "ìîíîòôàë",
"ñîõð0", "ñîõð1" èìååòñÿ ëèáî ïîñûëêà "P (y)", ëèáî ïîñûëêà "¬P (y)". Ïðè
ýòîì äëÿ êàæäîé ïîñûëêè âèäà "¬P (a)", ãäå P - èç ïðåæíåãî ïåðå÷íÿ, èìååòñÿ
ïîñûëêà âèäà"¬P (z)" ïðè íåêîòîðîì z èç b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

∀ab(ôàëáàçèñ({a; b}) ↔ ëîæü)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëîâèÿ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, íå ñîäåðæàùåìó íåèçâåñòíûõ.

8. Îòáðàñûâàíèå íåïîëíîé ñèñòåìû.

∀a(ôàëáàçèñ({; a}) ↔ ëîæü)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ñïèñêà a - ïåðåìåííûå. Ñóùå-
ñòâóåò òàêîé ñèìâîë P èç ñïèñêà "ëèíôàë", "ñàìîäâôàë", "ìîíîòôàë", "ñîõð0",
"ñîõð1", ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé x ñïèñêà a èìååòñÿ ïîñûëêà P (x). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

9. Óñìîòðåíèå áàçèñà.

∀a(ôàëáàçèñ({; a}) ↔ èñòèíà)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Âûðàæåíèå a èìååò âèä "íàáîð(x1, . . . , xn)", ãäå x1, . . . , xn

- ïåðåìåííûå. Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà P ñïèñêà "ëèíôàë", "ñàìîäâôàë", "ìîíîò-
ôàë", "ñîõð0", "ñîõð1" è êàæäîé ïåðåìåííîé xi, i ∈ {1, . . . , n}, çàäà÷à èìååò ëè-
áî ïîñûëêó P (xi), ëèáî ïîñûëêó ¬P (xi). Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xi ñóùåñòâóåò
ñèìâîë P óêàçàííîãî ñïèñêà, òàêîé, ÷òî èìååòñÿ ïîñûëêà ¬P (xi), à ïîñûëêà âè-
äà ¬P (xj) ïðè j 6= i îòñóòñòâóåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Ïóñòàÿ ñèñòåìà.

¬ôàëáàçèñ(∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Óñìîòðåíèå èçáûòî÷íîñòè áàçèñà èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé.

∀af (0 ≤ card({; a})− 3 → ¬ôàëáàçèñ({f ; a}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðî-
èçâîëüíûì ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ñïèñêà, äëÿ êîòîðîãî óñìàòðèâàåòñÿ åãî íåïðè-
íàäëåæíîñòü íå ìåíåå ÷åì òðåì ðàçëè÷íûì êëàññàì "Ëèíôàë", "Ñàìîäâôàë",
"Ìîíîòôàë", "Ñîõð0", "Ñîõð1". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

∀afg(0 ≤ card({; a})− 2 → ¬ôàëáàçèñ({f, g; a}))
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî îäíîãî ýëåìåíòà f êîíå÷íîãî ñïèñêà ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà f, g, äëÿ êîòîðûõ óñìàòðèâàåòñÿ íåïðè-
íàäëåæíîñòü â ñîâîêóïíîñòè íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðåì ïðåäïîëíûì êëàññàì. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

12. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè.

∀an(ôàëáàçèñ({; a}) & l(a) = n → ∃i(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(ìîíîòôàë(a(i)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Çàäà-
÷à íå èìååò ïîñûëêè âèäà "íå(ìîíîòôàë(f))", ïàðàìåòðû êîòîðîé ïåðåñåêàëèñü
áû ñ ïàðàìåòðàìè âûðàæåíèÿ a. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàç-
âåðòêà". Óêàçàòåëü "èëè" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå âûâîäèìîãî óòâåðæäåíèÿ â
âèäå äèçúþíêöèè îòðèöàíèé ìîíîòîííîñòè. Ýòî óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

13. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèè.

∀an(ôàëáàçèñ({; a}) & l(a) = n → ∃i(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(ëèíôàë(a(i)))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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14. Âûâîä î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ïðåäïîëíîìó êëàññó.

∀abf (0 ≤ card({; a})− 3 & ôàëáàçèñ({f ; a}) → f ∈ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì êîíå÷íî-
ãî ñïèñêà. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ
ìíîæåñòâà X âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, äëÿ êîòîðûõ óñìàòðèâàåòñÿ íåïðèíàä-
ëåæíîñòü èì ôóíêöèè f , ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èìååò ðîâíî äâà
ýëåìåíòà, è îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ b êàê ïðîèçâîëüíûé èç îñòàâøèõñÿ ïðåä-
ïîëíûõ êëàññîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 8.

15. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ óñëîâèÿ çàäà÷è.

∀Paf (b = P (f) & ôàëáàçèñ({f ; a}) → P (f) ∨ ¬P (f))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èæåíòèôèöèðóåòñÿ ïîñûë-
êîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêà-
öèþ ïåðåìåííîé b ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ f èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèç-
âîëüíûì ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ñïèñêà, âõîäÿùèì â b. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ P - ôóíêöèîíàëüíàÿþ.
Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "øåôôåðîâà"

1. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ øåôôåðîâîñòè.

∀f (Ôàë(f) → øåôôåðîâà(f) ↔ ¬(ñîõð0(f)) & ¬(ñîõð1(f)) & ¬(ñàìîäâôàë(f)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ñóùåñòâîâàíèå øåôôåðîâîé ôóíêöèè.

∃f (Ôàë(f) & ¬(ëèíôàë(f)) & ¬(ñàìîäâôàë(f)) &
f(êîíñòíàáîð(0, ÷èñëïåðåì(f))) = 1 & f(êîíñòíàáîð(1, ÷èñëïåðåì(f))) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñî âñåìè óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñòíóþ f .
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ êîíñòàíòíûìè ôóíêöèÿìè àëãåáðû ëîãèêè

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) → f ∈ Êîíñò0↔ f = êîíñò(äâêóá(n), 0))

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) → f ∈ Êîíñò1↔ f = êîíñò(äâêóá(n), 1))

∀fn(Dom(f) = äâêóá(n) → f ∈ Êîíñò01↔
f = êîíñò(äâêóá(n), 0) ∨ f = êîíñò(äâêóá(n), 1))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäå-
íèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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8.3 Ïðèåìû ïî ìíîãîçíà÷íûì ëîãèêàì
Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ îòðèöàíèåì Ïîñòà

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ak(îòðï(a, k) = (a + 1)(mod k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, k êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíû åùå äâå âåðñèè ïðèåìà. Ïåðâàÿ èç íèõ, ñðàáà-
òûâàþùàÿ íà óðîâíå 1, íå èìååò îãðàíè÷åíèé íà a, k, íî òðåáóåò, ÷òîáû ïðå-
îáðàçóåìîå âûðàæåíèå ðàñïîëàãàëîñü âíóòðè ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "âû÷åò".
Âòîðàÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4, ïðèìåíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷ íà äîêàçà-
òåëüñòâî è äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íå èìååò.

2. Ïåðåõîä ê ñóììå.

∀kx(x ∈ E(k) & ¬(x− k + 1 = 0) → îòðï(x, k) = x + 1)

Ñóììû - îáû÷íûå. Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì. Àíòåöåäåíòû îáðàþà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Íóëåâîå çíà÷åíèå.

∀k(îòðï(k − 1, k) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîòðï".

(a) Ïåðåõîä ê ñóììå.

∀ak(a ∈ E(k) & 0 < k − 1− a → îòðï(a, k) = a + 1)

Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

(b) Íóëåâîå çíà÷åíèå.

∀ak(a− k + 1 = 0 → îòðï(a, k) = 0)

Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ îòðèöàíèåì Ëóêàcåâè÷à

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ak(îòðë(a, k) = (k − 1− a)(mod k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèå a êîíñòàíòíîå. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Îíà
ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáîâàíèå
êîíñòàíòíîñòè îòáðîøåíî.

2. Çíà÷åíèå â íóëå.

∀k(îòðë(0, k) = k − 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Çíà÷åíèå â ìàêñèìàëüíîé òî÷êå.

∀k(îòðë(k − 1, k) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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4. Ïåðåõîä ê îòðèöàíèþ Ëóêàñåâè÷à.

∀kx(x ∈ E(k) → k − 1− x = îòðë(x, k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Ê óñëîâèÿì çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî îí íå ïðèìåíÿåòñÿ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Âëîæåííûå îòðèöàíèÿ.

∀kx(îòðë(îòðë(x, k), k) = x)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìîòðë".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ðàñøèôðîâêó ïî îïðå-
äåëåíèþ.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèâìîëîì "óñå÷ðàçí"

1. Îäèíàêîâûå îïåðàíäû.

∀a(óñå÷ðàçí(a, a) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Âû÷èòàíèå èç íóëÿ.

∀a(óñå÷ðàçí(0, a) = 0)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Âû÷èòàíèå íóëÿ.

∀a(óñå÷ðàçí(a, 0) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

4. Âû÷èòàíèå ðàçíîñòè.

∀ab(óñå÷ðàçí(a, óñå÷ðàçí(a, b)) = min(a, b))

∀abk(óñå÷ðàçí(îòðë(a, k), óñå÷ðàçí(b, a)) = îòðë(max(a, b)))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Óñìîòðåíèå óñå÷åííîé ðàçíîñòè.

∀ab(a−min(a, b) = óñ÷åðàçí(a, b))

∀ab(max(a, b)− b = óñ÷åðàçí(a, b))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ëèáî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå ñîäåð-
æèò ñèìâîë "óñå÷ðàçí", ëèáî çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñîäåðæàùóþ ñèìâîë "Å".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Óñå÷åííàÿ ðàçíîñòü îòðèöàíèé Ëóêàñåâè÷à.

∀abk(óñå÷ðàçí(îòðë(a, k), îòðë(b, k)) = óñå÷ðàçí(b, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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7. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀ab(óñå÷ðàçí(a, b) = (a− b ïðè b ≤ a, èíà÷å 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ, ñðàáàòûâàþùàÿ íà óðîâíå 4. Îíà
ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáîâàíèå
êîíñòàíòíîñòè îòáðàñûâàåòñÿ.

8. Ðàâåíñòâî óñå÷åííîé ðàçíîñòè íóëþ.

∀kx(x ∈ E(k) → óñå÷ðàçí(x, k − 1) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀ab(óñå÷ðàçí(a, b) = 0 ↔ 0 ≤ b− a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

9. Óñìîòðåíèå îòðèöàíèÿ Ëóêàñåâè÷à.

∀kx(x ∈ E(k) → óñå÷ðàçí(k − 1, x) = îòðë(x, k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

10. Óñìîòðåíèå èíäèêàòîðà.

∀x(x− öåëîå & 0 ≤ x → óñå÷ðàçí(1, x) = èíä(x, 0, 1))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

11. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìóñå÷ðàçí".

(a) Îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.
∀a(óñå÷ðàçí(a, a) = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âû÷èòàåìîå íå ìåíüøå óìåíüøàåìîãî.
∀ab(0 ≤ b− a → óñå÷ðàçí(a, b) = 0)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Óìåíüøàåìîå íå ìåíüøå âû÷èòàåìîãî.
∀ab(0 ≤ a− b → óñå÷ðàçí(a, b) = a− b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèâìîëîì "èìïëèê"

1. Äâîéíàÿ èìïëèêàöèÿ.

∀abk(èìïëèê(èìïëèê(a, b, k), b, k) = max(a, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñóììà èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ Ïîñòà.

∀abk((èìïëèê(a, b, k) + îòðï(a, k))(mod k) = min(a, b))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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3. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀abk(b = k − 1 → èìïëèê(a, b, k) = k − 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííûå b, k èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
öåëî÷èñëåííûìè êîíñòàíòàìè. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀akp(a = k − 1 → èìïëèê(a, b, k) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀bk(èìïëèê(0, b, k) = k − 1)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abk(èìïëèê(a, b, k) = îòðë(óñå÷ðàçí(a, b), k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b, k êîíñòàíòíûå. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Ñîçäàíà òàêæå âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 4. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Òðåáîâàíèå êîíñòàíòíîñòè îòáðîøåíî.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèâìîëîì "èíä"

1. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀abc(èíä(a, b, c) = (c ïðè a = b, èíà÷å 0))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, ñðàáàòûâàþùàÿ íà
óðîâíå 4. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.
Òðåáîâàíèå êîíñòàíòíîñòè îòáðîøåíî.

2. Ìàêñèìóì.

∀abc(0 ≤ a− c → max(a, èíä(b, d, c)) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Àíòåöå-
äåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 0.

3. Óñìîòðåíèå íóëÿ.

∀ijk(i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & ¬(i− j = 0) → èíä(i, j, k) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷-
íûìè îïåðàòîðàìè. Âûðàæåíèå i ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå ïåðåìåííûå n, ÷òî â
êîíòåêñòå èìååòñÿ âûðàæåíèå âèäà "E(n)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

∀abx(¬(x = a) → èíä(x, a, b) = 0)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

4. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè óïðîùåíèè âûðàæåíèÿ ñ èíäèêàòîðîì.

∀akx(x ∈ E(k) → x = a ∨ ¬(x = a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè íåêîðíåâîãî âõîæäåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ
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"èíä(x, a, b)" â óñëîâèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "óïðîñòèòü".
Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé; âûðàæåíèÿ a, b - êîíñòàíòíûå.
Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óñëîâèå çàäà÷è íå èìååò äðóãèõ
ïåðåìåííûõ, êðîìå x, k. Âûâîäèìàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàç-
áîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìèíä".

(a) Ðàâíûå çíà÷åíèÿ.

∀ab(èíä(a, a, b) = b)

(b) Ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.

∀abc(¬(a− b = 0) → èíä(a, b, c) = 0)

Âûðàæåíèÿ a, b êîíñòàíòíûå. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì
îïåðàòîðîì.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé Âåááà

Ïîêà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ðàñøèôðîâêó ïî îïðåäåëåíèþ:

∀abk(âåáá(a, b, k) = (max(a, b) + 1)(mod k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "çàìûêôìë"

1. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû.

∀ab({; a} = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "çàìûêôìë({; a}, c)" â
çàäà÷å íà äîêàçàòåëüñòâî. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "{; a} = x", ãäå x - ïå-
ðåìåííàÿ. Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ b â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
èññëåäóåìîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Âûâîäèìîå ðàâåíñòâî ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåí-
òàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Âûâîä óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè çàìûêàíèþ ïðè äîêàçàòåëüâòå ïîëíîòû.

(a) Ýëåìåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû.

∀abck({a; b} = c → a ∈ çàìûêôìë(c, k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "çàìûêôìë(c, k)"
â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåì âèä ðàâåíñòâà äàííîãî ïîä-
âûðàæåíèÿ âûðàæåíèþ "ôìëû(k)". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïðè÷åì a - ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ñïèñêà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Ïîëó÷åíèå ìàêñèìóìà èç ìèíèìóìà è îòðèöàíèÿ Ëóêàñåâè÷à.

∀Ak(λx(îòðë(x, k) ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λyz(min(y, z), y ∈ E(k) & z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λyz(max(y, z), y ∈ E(k) & z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïî-
ñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(c) Îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó "ôìëçàìûê". Îñíîâíóþ ðàáîòó ïî ïåðå÷èñëå-
íèþ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèÿìè èç çàäàííîãî
ñïèñêà ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, âûïîëíÿåò àíàëèçàòîð "ôìëçàìûê".
Îí áóäåò îïèñàí íèæå; çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ ïðèåìîì, âûïîëíÿþùèì îá-
ðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó.

∀ck(çàìûêôìë(c, k) = ôìëû(k) → ∅)
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàòåëü "àíàëèçàòîð" ðåàëèçóåò îáðà-
ùåíèå ê àíàëèçàòîðó "ôìëçàìûê" ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 4. Ââåäåí
ñðåäíèé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Àíàëèçàòîð óñòàíàâëèâàåò ïðèíàä-
ëåæíîñòü çàìûêàíèþ ðÿäà íîâûõ ôóíêöèé. Îí îáèðàåò è ïåðåäàåò â òå-
êóùóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî òå óòâåðæäåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè çà-
ìûêàíèþ, êîòîðûå ìîãóò ïîçâîëèòü íåïîñðåäñòâåííî óñìîòðåòü ïîëíîòó.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, îáðàùàþùåãîñÿ ê àíàëèçàòîðó, ðàâåí 3.

3. Óñìîòðåíèå ïîëíîé ñèñòåìû.

∀Ak(λx((x + 1)(mod k), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λyz(max(y, z), y ∈ E(k) & z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
çàìûêôìë(A, k) = ôìëû(k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì èç íèõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

∀Ak(λxv(min(x, v), x ∈ E(k) & v ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λyz(max(y, z), y ∈ E(k) & z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
∀a(a ∈ E(k) → λw(a, w ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)) &
∀c(c ∈ E(k) → λu(èíä(u, c, b), u ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)) & b = k − 1 →
çàìûêôìë(A, k) = ôìëû(k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå ÷åòûðå àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà âî âòîðîì. Ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

∀Abk(λxv(min(x, v), x ∈ E(k) & v ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λy((y + 1)(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
∀a(a ∈ E(k) → λw(a, w ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)) &
λu(èíä(u, b, 1), u ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) → çàìûêôìë(A, k) = ôìëû(k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïîèñê êëàññà ñîõðàíåíèÿ êîíñòàíò ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåïîëíîòû.

(a) Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèÿìè íà íóëåâîì íàáîðå.

∀abcn(a = {; b} & l(b) = n &
⋃n

i=1 îãðçíà÷åíèÿ(b(i), {0}) = {; c} →
îãðçíà÷åíèÿ(a, {0}) = {; c})
Ïîñðåäñòâîì "îãðçíà÷åíèÿ(f, M)" îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíê-
öèè ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè f , ïðèíèìàåìûõ åþ òîëüêî íà òàêèõ íàáîðàõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, êîòîðûå ñîñòàâëåíû èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M . Ýòî
æå îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ, åñëè f - ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðè÷åì òîãäà
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áåðåòñÿ îáúåäèíåíèå óêàçàííûõ ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ïî âñåì ôóíêöèÿì èç
f .

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò
ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî, èìåþùåãî âèä "íå(ðàâíî(çàìûêôìë(a, d) ôìëû(d)))". Ïåðâûé àíòå-
öåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì âûðàæåíèå b èìååò çàãîëî-
âîê "íàáîð". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Äëÿ îáðàáîòêè âûðàæåíèé "îãðçíà÷åíèÿ" â òðåòüåì àíòåöåäåí-
òå èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðìîãðçíà÷åíèÿ". Õîòÿ îí è îòíîñèòñÿ ê
ðàçäåëó "îáùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé", ìû ïðèâåäåì åãî ïðèåìû íèæå. Óêà-
çàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âûïèñûâàíèå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ êàê
îáû÷íîãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèÿìè íà íàáîðå, ïîñòðîåííîì
ïî ÿâíî óêàçàííîé ñðåäè ôóíêöèé êîíñòàíòå.

∀abcn(a = {λx(d, x ∈ E(k)); b} & l(b) = n &⋃n
i=1 îãðçíà÷åíèÿ(b(i), {d}) = {; c} → îãðçíà÷åíèÿ(a, {d}) = {; c})

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ èäåíòèôèöèðóåòñÿ íà
ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèè êîíå÷íîãî ñïèñêà.

(c) Øàã çàìûêàíèÿ.

∀abcn(a = {; b} & l(b) = n & îãðçíà÷åíèÿ(a, d) = e & d ∪ e = {; f} &
l(f) = m &

⋃n
i=1 îãðçíà÷åíèÿ(b(i), {; f}) = {; c} →

îãðçíà÷åíèÿ(a, {; f}) = {; c})
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôè-
öèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè
âûáðàíà â òðåòüåì. Îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Óñëîâèå çàäà÷è èìååò âèä "¬(çàìûêôìë(a, k) = ôìëû(k))".
Âûðàæåíèÿ b, f èìåþò çàãîëîâîê "íàáîð", âûðàæåíèÿ d, e - ðàçëè÷íû è
èìåþò çàãîëîâîê "ïåðå÷åíü". Ïåðåìåííàÿ m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòó-
ðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 3. Óêàçàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò âû-
ïèñûâàíèå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ êàê îáû÷íîãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

(d) Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ñîõðàíÿþùèõ çàäàííîå
ìíîæåñòâî êîíñòàíò.

∀abkm(îãðçíà÷åíèÿ(a, {; b}) = {; b}& a ⊆ ôìëû(k) & l(b) = m & 0 < k−m →
a ⊆ ñîõðêîíñò({; b}, k))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôè-
êàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå "E(k)". Òðåòèé àíòåöåäåíò
âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé è ÷åòâåðòûé - îáðàáàòûâà-
þòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(e) Íåïîëíîòà ñèñòåìû ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùåé íåâûðîæäåííîå ìíîæåñòâî êîí-
ñòàíò.

∀abkn(a ⊆ ñîõðêîíñò({; b}, k) & l(b) = n & 0 < k − n →
¬(çàìûêôìë(a, k) = ôìëû(k)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì
àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
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óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "Ôìë"

Óòâåðæäåíèå "Ôìë(f, k)" îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè. Äëÿ óñìîò-
ðåíèÿ åãî èñòèííîñòè ñîçäàí ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìÔìë". Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû
ýòîãî îïåðàòîðà:

1. Ïåðåìåííàÿ.

∀k(Ôìë(λx(x, x− ÷èñëî & x ∈ E(k)), k))

∀k(Ôìë(λx(x, x ∈ E(k)), k))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 1.

2. Êîíñòàíòà.

∀ak(a ∈ E(k) → Ôìë(λx(a, x− ÷èñëî & x ∈ E(k)), k))

∀ak(a ∈ E(k) → Ôìë(λx(a, x ∈ E(k)), k))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

3. Îòáðàñûâàíèå íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.

∀fk(Ôìë(λy(f(y), P (y)), k) → Ôìë(λxy(f(y), P (y) & x− ÷èñëî & x ∈ E(k)), k))

∀fk(Ôìë(λy(f(y), P (y)), k) → Ôìë(λxy(f(y), P (y) & x ∈ E(k)), k))

Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè; y - íåïóñòîé îñòàòîê ýòîé ïðèñòàâêè. Àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Ïåðåìåííûå f, P - ôóíêöèîíàëüíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìîâ ðàâåí 1.

4. Ìèíèìóì.

∀Pfgk(Ôìë(λx(f(x), P (x)), k) & Ôìë(λx(g(x), P (x)), k) →
Ôìë(λx(min(f(x), g(x)), P (x)), k))

Ïåðåìåííûå f, g, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà x - ïðîèçâîëü-
íîé äëèíû. Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ìàêñèìóì.

∀Pfgk(Ôìë(λx(f(x), P (x)), k) & Ôìë(λx(g(x), P (x)), k) →
Ôìë(λx(max(f(x), g(x)), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

6. Îòðèöàíèå Ëóêàñåâè÷à.

∀Pfk(Ôìë(λx(f(x), P (x)), k) → Ôìë(λx(îòðë(f(x), k), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

7. Îòðèöàíèå Ïîñòà.

∀Pfk(Ôìë(λx(f(x), P (x)), k) → Ôìë(λx(îòðï(f(x)), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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8. Ïðîèçâåäåíèå.

∀Pfgk(Ôìë(λx(f(x)(mod k), P (x)), k) & Ôìë(λx(g(x)(mod k), P (x)), k) →
Ôìë(λx((f(x) · g(x))(mod k), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

9. Ñóììà.

∀Pfgk(Ôìë(λx(f(x)(mod k), P (x)), k) & Ôìë(λx(g(x)(mod k), P (x)), k) →
Ôìë(λx((f(x) + g(x))(mod k), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

10. Ñòåïåíü.

∀Pfkn(n− íàòóðàëüíîå & Ôìë(λx(f(x)(mod k), P (x)), k) →
Ôìë(λx((f(x))n(mod k), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

11. Èíäèêàòîð.

∀Pabfk(b ∈ E(k) & Ôìë(λx(f(x), P (x)), k) →
Ôìë(λx(èíä(f(x), a, b), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

12. Óñå÷åííàÿ ðàçíîñòü.

∀Pfgk(Ôìë(λx(f(x), P (x)), k) & Ôìë(λx(g(x), P (x)), k) →
Ôìë(λx(óñå÷ðàçí(f(x), g(x)), P (x)), k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Àíàëèçàòîð "ôìëçàìûê"

Àíàëèçàòîð âûâîäèò ñëåäñòâèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé çàìûêàíèþ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Íàèáîëåå èíòåðåñíûå èç íèõ ïåðåäàþòñÿ
âî âíåøíþþ çàäà÷ó.

1. Ïîäñòàíîâêà êîíñòàíòû.

∀APafk(λx(a, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λyz(f(y, z), y ∈ E(k) & P (z)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λz(f(a, z), P (z)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïåðâîì èç íèõ. Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ y èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé, z - ñ íåïóñòûì îñòàòêîì êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè.
Âûðàæåíèå a íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âû÷åò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

∀Aafk(λx(a, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λy(f(y), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) → λy(f(a), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

2. Îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ.

∀Afgk(λyz(f(y, z), y ∈ E(k) & z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) & g = f(y, y) →
λy(g, y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))
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Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Ðåçóëüòàò g îòëè÷åí îò ïåðåìåííîé y. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïå-
ðåìåííûå y, z èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 3.

3. Èçìåíåíèå çíàêà.

∀Afk(λx(−x(mod k), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λy(f(y), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λy(f(−y(mod k)), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

íòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ âíóòðè f(y) âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y, ðàñïî-
ëîæåííîãî âíóòðè ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "ìèíóñ". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëü-
íàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Èñêëþ÷åíèå ïîâòîðîâ.

∀APfk(λx(f(x), P (x)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λy(f(y), P (y)) ∈ çàìûêôìë(A, k) ↔ èñòèíà)

Óêàçàòåëü "âíóòðïðåîáð" îçíà÷àåò, ÷òî ïðèåì ðåàëèçóåò ýêâèâàëåíòíóþ çàìå-
íó ïîñûëêè íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãîé
ïîñûëêîé, îòëè÷àþùåéñÿ îò òåêóùåé ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñâÿçàííûõ ïåðå-
ìåííûõ. Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííûå x, y èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñî ñâÿçûâàþùèìè ïðèñòàâêàìè ðàâíûõ äëèí. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

5. Óñìîòðåíèå îòðèöàíèÿ Ëóêàñåâè÷à.

∀Aak(λx((a− x)(mod k), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λy((y + 1)(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λy(îòðë(y, k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Óñìîòðåíèå îòðèöàíèÿ Ïîñòà.

∀Aak(λz(a, z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) & âçàèìíîïðîñòû(a, k) &
λxy((x + y)(mod k), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λy((y + 1)(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïîëó÷åíèå ìèíèìóìà èç óñå÷åííîé ðàçíîñòè.

∀Ak(λxy(óñå÷ðàçí(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λxy(min(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ïîëó÷åíèå íóëÿ èç óñå÷åííîé ðàçíîñòè.

∀Ak(λxy(óñå÷ðàçí(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λx(0, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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9. Ïîëó÷åíèå ìàêñèìóìà èç ìèíèìóìà è îòðèöàíèÿ Ëóêàñåâè÷à.

∀Ak(λz(îòðë(z, k), z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λxy(min(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
λxy(max(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10. Ïîëó÷åíèå êîíñòàíò èç k − 1 è óñå÷åííîãî âû÷èòàíèÿ åäèíèöû.

∀Ak(λz(k − 1, z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λx(óñå÷ðàçí(x, 1), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
∀a(a ∈ E(k) → λx(a, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

11. Ïîëó÷åíèå âñåõ êîíñòàíò èç îäíîé êîíñòàíòû è îòðèöàíèÿ Ïîñòà.

∀Abk(λz(b, z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λx((x + 1)(mod k), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
∀a(a ∈ E(k) → λx(a, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

12. Ïîëó÷åíèå èíäèêàòîðîâ J èç êîíñòàíò è óñå÷åííîé ðàçíîñòè.

∀Ak(∀a(a ∈ E(k) → λz(a, z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)) &
λxy(óñå÷ðàçí(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) →
∀a(a ∈ E(k) → λx(èíä(x, a, k − 1), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

13. Ïîäñòàíîâêà îäíîìåñòíîé ôóíêöèè â ñåáÿ.

∀Afhk(λx(f(x), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) & h = f(f(x)) →
λx(h, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèå f(x) ñîäåð-
æèò x, íî îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî àíòåöåäåíòà óïðîùà-
åòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå; ðåçóëüòàò h îòëè÷åí îò ïåðåìåííîé x. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

14. Ïîëó÷åíèå íóëÿ èç ìèíèìóìà è èíäèêàòîðà.

∀Aabk(λz(èíä(z, a, b), z ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) &
λxy(min(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) & ¬(b− a = 0) →
λx(0, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, òðåòèé - îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè, îòëè÷àþ-
ùåéñÿ îò âûâîäèìîé ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 3.

15. Îòáîð óòâåðæäåíèé, ïåðåäàâàåìûõ âî âíåøíþþ çàäà÷ó.

(a) Íîëü.

∀Ak(λy(0, y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) → ∅)
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Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïðè÷åì ýòà ïîñûëêà ñíàáæàåò-
ñÿ êîììåíòàðèåì "âíåøâûâîä". Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àíàëèçàòîðà òàêèå
ïîñûëêè áóäóò àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíåñåíû â ñïèñîê ïîñûëîê âíåøíåé çà-
äà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

(b) Îòðèöàíèå Ïîñòà.

∀Ak(λy((y + 1)(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) → ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(c) Îòðèöàíèå Ëóêàñåâè÷à.

∀Ak(λy(îòðë(y, k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) → ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(d) Ìèíèìóì.

∀Ak(λxy(min(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) → ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(e) Ìàêñèìóì.

∀Ak(λxy(max(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k) → ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(f) Êîíñòàíòû.

∀Ak(∀a(a ∈ E(k) → λx(a, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)) → ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

(g) Èíäèêàòîðû.

∀Abk(∀a(a ∈ E(k) → λx(èíä(x, a, b), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)) → ∅)
∀Aabk(λy(èíä(y, a, b), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(A, k)) → ∅)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

8.4 Ïðîñòûå ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ íà êîíå÷íîçíà÷-
íûå ëîãèêè

Ðàññìîòðèì òðè íåñëîæíûõ ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ ïîâåäåíèå ðåøàòåëÿ íà çà-
äà÷àõ ïî êîíå÷íîçíà÷íûì ëîãèêàì.

Ïåðâûé èç íèõ - âûðàçèòü ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèþ "x ∨ y"
÷åðåç ôóíêöèè "x ⇒ y" è "¬x".Èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò òèï "îïèñàòü". Åå ïîñûëêè
ñóòü: "f = ôàë(x ⇒ y)", "g = ôàë(¬x)". Óñëîâèå çàäà÷è - "h = ôàë(x ∨ y)". Çäåñü
ñèìâîë "ôàë" - ñîêðàùåííàÿ çàïèñü îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", â êîòîðîì íà êàæäóþ
ïåðåìåííóþ z ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå "äâîè÷íîå(z)".
Ýòà çàïèñü èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ ïðîðèñîâêè ôîðìóëû íà ýêðàíå. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü", "ñóïåðïîç", "(íåèçâåñòíûå
h)", "(èçâåñòíî f g)".

Êàê è äëÿ âñåõ çàäà÷ ñ öåëüþ "èçâåñòíî", íà÷èíàåòñÿ ñêàíèðîâàíèå áëîêà àíàëèçà,
êóäà ïåðåíîñÿòñÿ âñå ïîñûëêè è óñëîâèå çàäà÷è. Öåëè áëîêà àíàëèçà - "(íåèçâåñòíûå
h)", "èçâåñòíî", "ñóïåðïîç". Ïðåæäå âñåãî, âûïîëíÿåòñÿ òàêàÿ îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâ
äëÿ f, g, h, ïðè êîòîðîé ïåðåìåííûå ðàñïîëîæåíû ñïðàâà. Ýòî ïîçâîëèò ññûëàòüñÿ
íà ôóíêöèè ÷åðåç îáîçíà÷àþùèå èõ ïåðåìåííûå.
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Çàòåì ñðàáàòûâàåò ïðèåì âûâîäà ñëåäñòâèé, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåò ðåçóëüòàò îòîæ-
äåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ â f . Ýòîò ïðèåì ðàñïîëîæåí â ðàçäåëå îãëàâëåíèÿ áàçû ïðè-
åìîâ, ïóòü ê êîòîðîìó ïðîõîäèò ÷åðåç ïóíêòû "Òåîðèÿ ìíîæåñòâ" - "Ðàçäåë ÔÓÍÊ-
ÖÈÈ" - "Ïåðåèìåíîâàíèå" - "îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âû-
ðàçèìîñòè". Îí äîáàâëÿåò íîâûå ïîñûëêè "ïåðåèìåíîâàíèå(f, (1, 1)) = c", "ôàë(1)
= c". Òàêèì îáðàçîì, ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâàÿ ôóíêöèÿ c - òîæäåñòâåííàÿ
åäèíèöà - è óêàçûâàåòñÿ ñïîñîá åå ïîëó÷åíèÿ èç ôóíêöèè f .

Ñëåäóþùèì øàãîì ñðàáàòûâàåò ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè êîí-
ñòàíòû 1 â èìïëèêàöèþ âìåñòî ïåðâîãî àðãóìåíòà. Îí äîáàâëÿåò ïîñûëêè: "ñóïåð-
ïîç(f, 1, c) = j", "ôàë(b) = j". Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ j ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ b, d.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîñëå ïîäñòàíîâêè îòðèöàíèÿ âìåñòî ïåðâîãî àðãóìåíòà èì-
ïëèêàöèè âîçíèêàåò äèçúþíêöèÿ: "ñóïåðïîç(f, 1, g) = m", "ôàë(e ∨ i) = m".

Äàëåå óñìàòðèâàåòñÿ íàëè÷èå äâóõ äèçúþíêöèé, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ñâÿçàííûìè
ïåðåìåííûìè, è âûïîëíÿåòñÿ ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ â êàæäîé èç äâóõ äèçúþíêöèé. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ïîñûëêè "ôàë(k∨
l) = m", "ôàë(k∨ l) = h". Ïîñëåäíÿÿ ñðàçó æå çàìåíÿåòñÿ íà "m = h", è â îñòàëüíûõ
ïîñûëêàõm çàìåíÿåòñÿ íà h. Âîçíèêàþò ïîñûëêè "ôàë(k∨l) = h" è "ñóïåðïîç(f, 1, g)=
h".

Çäåñü ñðàáàòûâàåò ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ðåçóëüòàò è çàìåíÿþùèé óñëîâèÿ âíåøíåé
çàäà÷è íà îïèñàíèå íà ñîâîêóïíîñòü óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ èñêîìûå ñóïåðïî-
çèöèè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "ñóïåðïîç(f, 1, g) = h".

Âòîðîé ïðèìåð - çàäà÷à íà íàõîæäåíèå âñåõ áàçèñîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â çàäàííîé
ñèñòåìå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. Îíà èìååò äâà óñëîâèÿ: "ôàëáàçèñ(x)", "x ⊆
{ôàë((x ∨ y) · (¬x ∨ ¬y)),ôàë(x · y + z),ôàë((x + y) ⇔ z),ôàë(x · y ∨ x · z ∨ y · z)}". Â
çàäà÷å òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé x.

Ïðåæäå âñåãî, âûðàæåíèå h ⇔ (f + g) çàìåíÿåòñÿ íà f + g + h + 1.

Äàëåå, äëÿ ôóíêöèé èñõîäíîé ñèñòåìû ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Òàê
ïîÿâëÿþòñÿ ïîñûëêè "ôàë(i·j∨i·k∨j ·k) = p", "ôàë(f+g+h+1) = n", "ôàë(e+c·d) =
m", "ôàë((a ∨ b) · (¬a ∨ ¬b)) = l".

Ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ ïðåîáðàçóþò óñëîâèå çàäà÷è: "x ⊆ {l,m, n, p}".
Çàòåì íà÷èíàþò ñðàáàòûâàòü ïðèåìû, õàðàêòåðèçóþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ëèáî íåïðè-
íàäëåæíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé ïÿòè ïðåäïîëíûì êëàññàì. Ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïîÿâëÿþòñÿ ïîñûëêè: "ìîíîòôàë(p)", "¬ëèíôàë(p)", "ñàìîäâôàë(p)", "ñîõð0(p)",
"ñîõð1(p)", "¬ìîíîòôàë(n)", "ëèíôàë(n)", "ñàìîäâôàë(n)", "¬ñîõð0(n)", "¬ñîõð1(n)",
"¬ìîíîòôàë(m)", "¬ëèíôàë(m)", "¬ñàìîäâôàë(m)", "ñîõð0(m)", "¬ñîõð1(m)",
"¬ìîíîòôàë(l)", "ëèíôàë(l)", "¬ñàìîäâôàë(l)", "ñîõð0(l)", "¬ñîõð1(l)".
Âûâîäÿòñÿ äâà óòâåðæäåíèÿ î ñîõðàíåíèè êîíñòàíò ìîíîòîííîé íåëèíåéíîé ôóíê-
öèåé p: "p(êîíñòíàáîð(0, ÷èñëïåðåì(p))) = 0", "p(êîíñòíàáîð(1, ÷èñëïåðåì(p))) = 1".

Íàêîíåö, íà÷èíàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ, ñâÿçàííûé ñ îòíåñåíèåì ýëåìåíòîâ ê áàçèñó.
Âûâîäèòñÿ óñëîâèå "l ∈ x ∨ x ⊆ {m, n, p}", è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäñëó÷àé l ∈ x.

Âûâîäèòñÿ óñëîâèå "m ∈ x ∨ x ⊆ {l, n, p}", è íà÷èíàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àÿ m ∈ x.

Óñëîâèÿ "m ∈ x", "l ∈ x"îáúåäèíÿþòñÿ â óñëîâèå "{m, l} ⊆ x". Ïîñëå ýòîãî óñìàò-
ðèâàåòñÿ, ÷òî êàæäîå óñëîâèå íåïðèíàäëåæíîñòè ïðåäïîëíîìó êëàññó ôóíêöèè l
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èìååò ñâîåãî àíàëîãà äëÿ m. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà x èìååò èçáûòî÷íûé ýëåìåíò
è íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Óñëîâèå "ôàëáàçèñ(x)" çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "ëîæü", è
ðàññìîòðåíèå ïîäñëó÷àÿ m ∈ x çàâåðøàåòñÿ.

Íà÷èíàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîäñëó÷àÿ x ⊆ {l, n, p}. Îòáðàñûâàåòñÿ áîëåå ñëàáîå âêëþ-
÷åíèå x ⊆ {l,m, n, p}. Çàòåì âûâîäèòñÿ óñëîâèå "n ∈ x ∨ x ⊆ {l, p}", è íà÷èíàåòñÿ
ðàññìîòðåíèå ïîäñëó÷àÿ n ∈ x.

Óñëîâèÿ "n ∈ x", "l ∈ x" îáúåäèíÿþòñÿ â îäíî óñëîâèå "{n, l} ⊆ x". Âûâîäèòñÿ
óñëîâèå "p ∈ x ∨ x ⊆ {l, n}". Îíî ñðàçó æå ïðåîáðàçóåòñÿ â óñëîâèå "{l, n} =
x ∨ p ∈ x".

Íà÷èíàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ x = {l, n}. Çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé ïîäñòàâëÿåòñÿ â
îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ çàäà÷è, è íà÷èíàåòñÿ èõ ïðîâåðêà (â ðàìêàõ çàäà÷è íà ðåäàêòè-
ðîâàíèå îòâåòà). Òàê êàê îáå ôóíêöèè l, n ëèíåéíû, óòâåðæäåíèå "ôàëáàçèñ({l, n})"
çàìåíÿåòñÿ íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "ëîæü", è ðàññìîòðåíèå ïîäñëó÷àÿ çàâåðøàåò-
ñÿ.

Íà÷èíàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ p ∈ x. Ñðàçó æå óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî x =
{l, n, p}. Ïðè ïðîâåðêå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ñèñòåìû èìååò-
ñÿ åäèíñòâåííûé ïðåäïîëíûé êëàññ, êîòîðîìó íå ïðèíàäëåæèò òîëüêî îíà, è ÷òî
äëÿ êàæäîãî ïðåäïîëíîãî êëàññà èìååòñÿ íå ïðèíàäëåæàùàÿ åìó ôóíêöèÿ ñèñòå-
ìû. Ïîñëå ýòîãî óñëîâèå "ôàëáàçèñ({l, n, p})" çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó "èñòèíà", è
îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé îòâåò x = {l, n, p}.

Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðîäîëæàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî îïèñàíî âûøå. Ïîñëå îáðà-
áîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèëè" äèçúþíêöèè ÷àñòè÷íûõ îòâåòîâ, âîçíèêàåò îêîí-
÷àòåëüíûé îòâåò: "x ∈ {{ôàë((a ∨ b) · (¬a ∨ ¬b)),ôàë(f + g + h + 1),ôàë(i · j ∨ i · k ∨
j · k)}, {ôàë(e + c · d),ôàë(f + g + h + 1)}}".

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ñâÿçàí ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé ìíîãîçíà÷-
íîé ëîãèêè. Çàäà÷à èìååò ïîñûëêè "k−íàòóðàëüíîå" è "3 ≤ k". Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü
óòâåðæäåíèå:

"çàìûêôìë({λx(1, x ∈ E(k)), λxy((x
2 − y)(mod k), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)),

λxy(min(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k))}) = ôìëû(k)".

Ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ a. Ðåãèñòðèðó-
åòñÿ ïîñûëêà "{λx(1, x ∈ E(k)), λxy((x

2 − y)(mod k), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)),
λxy(min(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k))} = a", ïîìå÷àåìàÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿ-
ðàâåíñòâà". Óñëîâèå çàäà÷è ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó "çàìûêôìë(a, k) = ôìëû(k)".

Âûâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè çàìûêàíèþ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû:
"λx(1, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λxy((x

2 − y)(mod k), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λxy(min(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó "ôìëçàìûê", êîòîðûé âûâîäèò
ñëåäñòâèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè çàìûêàíèþ íîâûõ ôóíêöèé.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòû 1:
"λy(min(y, 1), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λy((1− y)(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λx(0, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".
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Ïîäñòàíîâêà êîíñòàíòû 0 äàåò ïîñûëêó "λy(−y(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".
Ïîñëåäíÿÿ ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü çíàê:

"λy((y + 1)(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Ñðàáàòûâàåò ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îòðèöàíèå Ëóêàñåâè÷à
èç ôóíêöèé 1− y è y + 1:

"λy(îòðë(y, k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ìàêñèìóì èç ìèíèìóìà è îòðèöàíèÿ Ëóêàñå-
âè÷à:

"λx,y((max(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Âûïîëíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà íóëÿ: "λx(x
2(mod k), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû â y + 1 è â −y äàåò:
"λy(2, y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λy(k − 1, y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Äàëüíåéøàÿ ïîäñòàíîâêà êîíñòàíò äàåò:
"λy(y, y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λx((x

2 + 1)(mod k), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λx((x

2 − 1)(mod k), x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Cðàáàòûâàåò ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âñå êîíñòàíòû èç îäíîé
êîíñòàíòû, à òàêæå èç îòðèöàíèÿ Ïîñòà:

"∀b(b ∈ E(k) → λy(b, y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k))".

Âûâîäÿòñÿ åùå íåñêîëüêî ñëåäñòâèé, ïîêà íå îêàçûâàþòñÿ èñ÷åðïàíû âîçìîæíîñòè
ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ àíàëèçàòîðà. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäóñìîòðåí òàêæå îáðûâ ðàáîòû
àíàëèçàòîðà ïî èñ÷åðïàíèè îòâåäåííîãî äëÿ íåãî ëèìèòà òðóäîåìêîñòè.

Äàëåå ïðîèñõîäèò ïåðåäà÷à èç àíàëèçàòîðà â ïîñûëêè âíåøíåé çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî íàèáîëåå öåííûõ ñëåäñòâèé. Ôàêòè÷åñêè, ýòî òå ôóíêöèè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ
â ïðèìåðàõ ïîëíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóåìûõ ðåøàòåëåì äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîò-
ðåíèÿ ïîëíîòû. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåäàþòñÿ ñëåäñòâèÿ:
"∀b(b ∈ E(k) → λy(b, y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k))",
"λx,y((max(x, y), x ∈ E(k) & y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λy(îòðë(y, k), yinE(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λy((y + 1)(mod k), y ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)",
"λx(0, x ∈ E(k)) ∈ çàìûêôìë(a, k)".

Íàêîíåö, ñðàáàòûâàò ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ïîëíóþ ñèñòåìó ïî ìàêñèìóìó è îòðè-
öàíèþ Ïîñòà.
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Ïðèåìû ïî òåîðèè ãðàôîâ

Îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ òåîðèè ãðàôîâ íàõîäèòñÿ íà ñàìîé íà÷àëüíîé ñòàäèè. Ïðîðàáî-
òàíî âñåãî ïîëòîðà äåñÿòêà çàäà÷, ïðè÷åì íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè
âû÷èñëåíèé íà ãðàôàõ. Ïðè ïîèñêå ïðèìåðà ãðàôà, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì
óñëîâèÿì, ðåøàòåëü ñîçäàåò ïî óñëîâèÿì çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò è èñïîëüçóåò
åãî äëÿ óñêîðåíèÿ ïåðåáîðà. Äëÿ çàäà÷ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå è ïîèñêà
íàèáîëüøåãî ïîòîêà â ñåòè ñîçäàíû âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû ÃÅÍÎËÎÃà. Îäíàêî,
âñå ýòî - ïîêà ëèøü ÷èñòî èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû. Ïîäðîáíåå î íèõ áóäåò ðàññêà-
çàíî â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé âû÷èñëåíèÿì íà ÃÅÍÎËÎÃå. Îñòàëüíûå ðàññìîòðåííûå
ïðèìåðû ñ ãðàôàìè (èõ îêîëî äåñÿòêà) - ïðîñòåéøèå òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è. Îäíàêî,
äàæå äëÿ íèõ ïîíàäîáèëîñü ââåñòè äîñòàòî÷íî áîãàòûé çàïàñ ïîíÿòèé è ñâÿçàííûõ
ñ íèìè ïðèåìîâ.

9.1 Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû, èñïîëüçóåìûå ðåøàòåëåì
â òåîðèè ãðàôîâ

Óòâåðæäåíèå "ãðàô(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ðàçðåøàþòñÿ
ïàðàëëåëüíûå ðåáðà è ïåòëè. Íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð áûëè
êîíå÷íûìè.

Óòâåðæäåíèå "îðãðàô(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ðàçðåøàþòñÿ
ïàðàëëåëüíûå ðåáðà è ïåòëè. Íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð áûëè
êîíå÷íûìè.

Êàæäûå âåðøèíà ëèáî ðåáðî a ãðàôà èëè îðãðàôà èìåþò ñâîåé ïîìåòêîé íåêîòîðûé
îáúåêò, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ "îá(a)".

Óòâåðæäåíèå "ïðîñòãðàô(a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïà-
ðàëëåëüíûõ ðåáåð è ïåòåëü.

Âûðàæåíèå "âåðøèíû(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, ëèáî îðãðàôà, ëèáî
ïîäìíîæåñòâà ðåáåð a.

Âûðàæåíèå "ðåáðà(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà ëèáî îðãðàôà a.

Óòâåðæäåíèå "ñìåæíû(a, b, G)" îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû a, b íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà-
ôà G ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Óòâåðæäåíèå "âåäåò(a, b, c, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ðåáðî â ãðàôå ëèáî îðãðàôå G,
âåäóùåå îò âåðøèíû b ê âåðøèíå c.
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Óòâåðæäåíèå "êîíåöðåáðà(a, b, G)" îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíà a ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà
â ãðàôå ëèáî îðãðàôå G. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåáðî èìååò äâà êîíöà, âî âòîðîì - îäèí
êîíåö è îäíî íà÷àëî.

Óòâåðæäåíèå "íà÷àëîðåáðà(a, b, G)" îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíà a ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ðåáðà
b â îðãðàôå G.

Âûðàæåíèå "ñìåæíâåðø(a, G)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà G, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé a.

Óòâåðæäåíèå "ìàðøðóò(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìàðøðóò â ãðàôå ëèáî îðãðàôå
G. Ïîä ìàøðóòîì ïîíèìàåòñÿ ïàðà (A, B) êîíå÷íûõ ëèáî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, âåðøèí è ðåáåð G. i-é ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåáðî, âåäóùåå èç i-ãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A â åå i + 1-
é ýëåìåíò. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìàðøðóòà äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A íà åäèíèöó
áîëüøå äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B. Äëèíîé ìàðøðóòà íàçûâàåòñÿ äëèíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè B.

Óòâåðæäåíèå "âåðøìàðøðóò(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí ãðàôà ëèáî îðãðàôà G òàêàÿ, ÷òî ëþáûå äâà åå ñîñåäíèõ ýëåìåíòà
ñîåäèíåíû ðåáðîì (â ñëó÷àå îðãðàôà, âåäóùèì îò ïðåäûäóùåé âåðøèíû ê ïîñëåäó-
þùåé).

Óòâåðæäåíèå "öåïü(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìàðøðóò â ãðàôå ëèáî îðãðàôå G,
âñå ðåáðà êîòîðîãî ðàçëè÷íû.

Óòâåðæäåíèå "öèêë(a, G" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü çàìêíóòàÿ öåïü â ãðàôå ëèáî îðãðàôå
G.

Óòâåðæäåíèå "ïðîñòàÿöåïü(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü öåïü â ãðàôå ëèáî îðãðàôå G,
âñå âåðøèíû êîòîðîé ðàçëè÷íû.

Óòâåðæäåíèå "ïðîñòîéöèêë(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü öèêë â ãðàôå ëèáî îðãðàôå
G, âñå âåðøèíû êîòîðîãî (êðîìå ïàðû íà÷àëî - êîíåö) ðàçëè÷íû.

Óòâåðæäåíèå "Ïðîñòàÿöåïü(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà èëè
îðãðàôà G, êîòîðîå ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî êàæäîå ïîñëåäóþùåå ðåáðî âûõîäèò
èç âåðøèíû, ê êîòîðîé âåäåò ïðåäûäóùåå, è äðóãèõ èíöèäåíòíîñòåé ìåæäó ðåáðàìè
íåò.

Âûðàæåíèå "êîíöû(a)" îáîçíà÷àåò (êðîìå ñëó÷àåâ èñïîëüçîâàíèÿ åãî â äðóãèõ ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòÿõ) ìíîæåñòâî êîíöåâûõ âåðøèí öåïè a â ãðàôå.

Âûðàæåíèå "èñõâåðøèíà(a)" îáîçíà÷àåò èñõîäíóþ âåðøèíó ìàðøðóòà a.

Âûðàæåíèå "ïîñëâåðøèíà(a)" îáîçíà÷àåò ïîñëåäíþþ âåðøèíó ìàðøðóòà a.

Óòâåðæäåíèå "ñîåäèíÿåò(a, b, G, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ïðîñòàÿ öåïü â ãðàôå ëèáî
îðãðàôå G, íà÷èíàþùàÿñÿ â âåðøèíå ìíîæåñòâà a è êîí÷àþùàÿñÿ â âåðøèíå ìíî-
æåñòâà b.

Óòâåðæäåíèå "ñâÿçíûé(G)" îçíà÷àåò, ÷òî G åñòü ñâÿçíûé ãðàô ëèáî ñèëüíî ñâÿçíûé
îðãðàô.

Óòâåðæäåíèå "ïîäãðàô(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ïîäãðàô ãðàôà ëèáî îðãðàôà b.

Óòâåðæäåíèå "ïîðîæäïîäãðàô(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî b åñòü ïîäãðàô ãðàôà ëèáî îðãðà-
ôà a, ïîðîæäåííûé íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì åãî âåðøèí.
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Âûðàæåíèå "Ïîðîæäïîäãðàô(a, b)" îáîçíà÷àåò ïîäãðàô ãðàôà ëèáî îðãðàôà a, ïî-
ðîæäåííûé ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí b.

Óòâåðæäåíèå "äîïîëíãðàô(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô ëèáî îðãðàô b ÿâëÿåòñÿ äîïîë-
íåíèåì a. Âåðøèíû òå æå, à ìíîæåñòâî ðåáåð - äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà ðåáåð a î
ïîëíîãî ìíîæåñòâà ðåáåð. Êðàòíûå ðåáðà è ïåòëè â a, b íå äîïóñêàþòñÿ.

Âûðàæåíèå "ñòåïåíüâåðøèíû(a, G)" îáîçíà÷àåò ñòåïåíü âåðøèíû a â ãðàôå G.

Âûðàæåíèÿ "âõîäíàÿñòåïåíü(a, G)" è "âûõîäíàÿñòåïåíü(a, G)" îáîçíà÷àþò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, âõîäíóþ è âûõîäíóþ ñòåïåíè âåðøèíû a îðãðàôå G.

Âûðàæåíèå "ðàññòîÿíèåâãðàôå(a, b, G)" îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð â ìàðø-
ðóòàõ ãðàôà ëèáî îðãðàôà G, èìåþùèõ ñâîèì íà÷àëîì âåðøèíó a, à êîíöîì - âåð-
øèíó b.

Óòâåðæäåíèå "àöèêëè÷åñêèé(G)" îçíà÷àåò, ÷òî G åñòü ãðàô ëèáî îðãðàô áåç öèêëîâ
(âî âòîðîì ñëó÷àå - áåç îðèåíòèðîâàííûõ).

Óòâåðæäåíèå "äåðåâî(G)" îçíà÷àåò, ÷òî G åñòü ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ.

Óòâåðæäåíèå "êîìïîíåíòû(G, a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè ãðàôà G (êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè - ìíîæåñòâî âåðøèí).

Óòâåðæäåíèå "Êîìïîíåíòû(G, a)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü íàáîð ãðàôîâ, ïîðîæäåííûõ
êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

Âûðàæåíèå "öåïè(a)" îáîçíà÷àåò ìàðøðóò â ãðàôå ëèáî îðãðàôå, ïîëó÷åííûé ïî-
ñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæäåíèåì ìàðøðóòîâ íàáîðà a.

Âûðàæåíèå "ïðîõîæä(a1, . . . , an)" îáîçíà÷àåò ìàðøðóò â ãðàôå ëèáî îðãðàôå, ïî-
ëó÷àþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîõîæäåíèåì ìàðøðóòîâ a1, . . . , an. Ìàðøðóò ai+1

íà÷èíàåòñÿ ñ âåðøèíû, êîòîðîé çàêàí÷èâàåòñÿ ìàðøðóò ai; i = 1, . . . , n− 1.

Äëÿ óäîáñòâà èäåíòèôèêàöèè îïåðàöèè "ïðîõîæä" ââåäåí ôèêòèâíûé ïóñòîé ìàðø-
ðóò "ïóñòìàðø" - åäèíèöà äàííîé îïåðàöèè. Îí èìååò ÷èñòî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð,
òàê êàê ðåàëüíûå ïóñòûå ìàðøðóòû îòëè÷àþòñÿ ñâîèìè åäèíñòâåííûìè âåðøèíàìè.

Âûðàæåíèå "îáðöåïü(a)" îáîçíà÷àåò ìàðùðóò â ãðàôå, îáðàòíûé êîíå÷íîìó ìàðø-
ðóòó a.

Óòâåðæäåíèå "êðàò÷àéøèéïóòü(G, a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî c åñòü ïðîñòàÿ öåïü íàèìåíü-
øåé äëèíû â ãðàôå ëèáî îðãðàôå G, íà÷èíàþùàÿñÿ â âåðøèíå a è êîí÷àþùàÿñÿ â
âåðøèíå b.

Âûðàæåíèå "îêðâåðøèíû(a, n, G)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, äîñòè-
æèìûõ èç âåðøèíû a ïî ìàðøðóòàì äëèíû íå áîëåå ÷åì n.

Óòâåðæäåíèå "ãðàôáåçòðåóã(G)" îçíà÷àåò, ÷òî G åñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
òðåóãîëüíèêîâ.

Óòâåðæäåíèå "êóáè÷ãðàô(G)" îçíà÷àåò, ÷òî G åñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñòåïå-
íè âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 3.

Âûðàæåíèå "åäãðàô(a)" îáîçíà÷àåò íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ åäèíñòâåííîé âåð-
øèíîé, èìåþùåé ïîìåòêó a.

Âûðàæåíèå "óäàëåíèåâåðø(G, a)" îáîçíà÷àåò ãðàô ëèáî îðãðàô, ïîëó÷åííûé èç ãðà-
ôà ëèáî îðãðàôà G óäàëåíèåì âåðøèíû a.
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Óòâåðæäåíèå "íîâðåáðî(G, a, b, c, d,H)" îçíà÷àåò, ÷òî H åñòü ãðàô, ïîëó÷åííûé èç
ãðàôà G ñîåäèíåíèåì âåðøèí a, b íîâûì ðåáðîì d, ñîïðîâîæäàåìûì îòìåòêîé c.

Óòâåðæäåíèå "íà÷ìàðø(a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ìàðøðóò a ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ìàðøðóòà
b.

Âûðàæåíèå "ìâåðø(a, n)" îáîçíà÷àåò n-þ âåðøèíó ìàðøðóòà a.

Âûðàæåíèå "ìðåáðî(a, n)" îáîçíà÷àåò n-å ðåáðî ìàðøðóòà a.

Âûðàæåíèå "îòðìàðø(a, m, n)" îáîçíà÷àåò ìàðøðóò â ãðàôå ëèáî îðãðàôå, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ îòðåçêîì ìàðøðóòà a, íà÷èíàþùèìñÿ â åãî m-é âåðøèíå è çàêàí÷èâàþùèìñÿ
â n-é. Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà m áîëüøå, ÷åì n.

Óòâåðæäåíèå "ðàçäìàðø(a, b, c)" îçíà÷àåò, ÷òî ìàðøðóòû a è b èìåþò åäèíñòâåííóþ
îáùóþ âåðøèíó c, ïðè÷åì êàæäûé èç íèõ çàõîäèò â ýòó âåðøèíó ëèøü îäíàæäû.

Óòâåðæäåíèå "öèêëïðîäîëæ(a, G, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòîé öèêë b ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì ïðîñòîé öåïè a ãðàôà ëèáî îðãðàôà G ÷åðåç åå ïîñëåäíþþ âåðøèíó.

Âûðàæåíèå "ìâåðøèíû(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí ìàðøðóòà a.

Âûðàæåíèå "ìðåáðà(a)" îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðåáåð ìàðøðóòà a.

Âûðàæåíèå "ìñóôôèêñ(a, b, c)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ ê êîíöó ìàðø-
ðóòà a ðåáðà b âåäóùåãî ê âåðøèíå c.

Óòâåðæäåíèå "òðàíñïñåòü(G)" îçíà÷àåò, ÷òî G åñòü òðàíñïîðòíàÿ ñåòü, ò.å. îðãðàô,
ïîìåòêàìè âåðøèí êîòîðîãî ñëóæàò ñèìâîë "ïóñòîåñëîâî" è ïåðåìåííûå a, b, à ïî-
ìåòêàìè ðåáåð - íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ïîìåòêó a èìååò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà
- èñòîê ñåòè; ïîìåòêó b - äðóãàÿ åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà, íàçûâàåìàÿ ñòîêîì ñåòè.
Ïîìåòêà ðåáðà íàçûâàåòñÿ åãî ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.

Óòâåðæäåíèå "ïîòîêâñåòè(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü äîïóñòèìûé ïîòîê â òðàíïîðò-
íîé ñåòè G - ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ðåáðàõ ñåòè, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðåáåð è óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì ñîãëàñîâàííîñòè â
âåðøèíàõ ñåòè.

Óòâåðæäåíèå "ìàêñïîòîê(a, G)" îçíà÷àåò, ÷òî a åñòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â òðàíñ-
ïîðòíîé ñåòè G.

Âûðàæåíèå "èñòîêñåòè(G)" îáîçíà÷àåò âåðøèíó òðàíñïîðòíîé ñåòè G, âûäåëåííóþ
â êà÷åñòâå èñòîêà.

Âûðàæåíèå "ñòîêñåòè(G)" îáîçíà÷àåò âåðøèíó òðàíñïîðòíîé ñåòè G, âûäåëåííóþ â
êà÷åñòâå ñòîêà.

Âûðàæåíèå "îñòàòî÷íñåòü(a, G)" îáîçíà÷àåò òðàíñïîðòíóþ ñåòü, âîçíèêàþùóþ èç
òðàíñïîðòíîé ñåòè G ïðè îòáðàñûâàíèè ðåáåð, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ a ðàâíà íóëþ.

9.2 Ïðîñòåéøèå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ãðàôàìè
Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ãðàô"

1. ×èñëà âåðøèí èçîìîðôíûõ ãðàôîâ ðàâíû.

∀AB(ãðàô(A) & ãðàô(B) & Èçîìîðôíû(A, B) →
card(âåðøèíû(A)) = card(âåðøèíû(B)))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ ïðî-
âåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, òðåòèé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â çàäà÷å ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âåðøèí ëèáî ðåáåð êàêîãî-ëèáî ãðàôà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí ãðàôà.

∀PQm(m− íàòóðàëüíîå &
∀G(ãðàô(G) & card(âåðøèíû(G)) = m & P (G) → Q(G)) &
∀nH(n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n−m &
∀G(ãðàô(G) & card(âåðøèíû(G)) ≤ n & P (G) → Q(G)) &
ãðàô(H) & card(âåðøèíû(H)) = n + 1 & P (H) → Q(H)) →
∀G(ãðàô(G) & 0 ≤ card(âåðøèíû(G))−m & P (G) → Q(G)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâåðòêà". Êâàíòîðíûé êîíñåêâåíò ðàçáèâàåòñÿ íà äâå
÷àñòè: àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñî âñåìè ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî, ñîäåðæàùèìè G, êîíñåêâåíò Q(G) - ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ m
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðåìåííûå P, Q ôóíêöèîíàëü-
íûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, èñòèííîñòü
äâóõ äðóãèõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà äîêàçà-
òåëüñòâî. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà çàäà÷è, èìåþùàÿ âèä "card(âåðøèíû(G)) =
b". Îòñóòñòâóåò êîììåíòàðèé (íàòóðàëüíîå ìîùíîñòü(âåðøèíû(G))). Óêàçà-
òåëü "ïîäñòàíîâêà" ðàçðåøàåò îòñóòñòâèå ïîñûëêè "0 ≤ card(âåðøèíû) −m";
â ýòîì ñëó÷àå m îëàãàåòñÿ ðàâíûì 1. Çàäà÷å, îáðàáàòûâàþùåé òðåòèé àíòå-
öåäåíò, ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íàòóðàëüíîå ìîùíîñòü(âåðøèíû(G))), à åå
êâàíòîðíîé ïîñûëêå - êîììåíòàðèé (öåëîå ìîùíîñòü(âåðøèíû(G))). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 7.

∀PQm(m− íàòóðàëüíîå &
∀G(ïðîñòãðàô(G) & card(âåðøèíû(G)) = m & P (G) → Q(G)) &
∀nH(n− íàòóðàëüíîå & 0 ≤ n−m &
∀G(ïðîñòãðàô(G) & card(âåðøèíû(G)) ≤ n & P (G) → Q(G)) &
ïðîñòãðàô(H) & card(âåðøèíû(H)) = n + 1 & P (H) → Q(H)) →
∀G(ïðîñòãðàô(G) & 0 ≤ card(âåðøèíû(G))−m & P (G) → Q(G)))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

3. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìãðàô".

(a) Ãðàô áåç êðàòíûõ ðåáåð.

∀a(ïðîñòãðàô(a) → ãðàô(a))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

(b) Äîïîëíèòåëüíûé ãðàô.

∀ab(ãðàô(a) & äîïîëíãðàô(a, b) → ãðàô(b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé -
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðîñòãðàô"

1. Åñëè ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ðàâíî åäèíèöå, òî ìíîæåñòâî åãî ðåáåð ïóñòî.

∀G(ïðîñòãðàô(G) & card(âåðøèíû(G)) = 1 → ðåáðà(G) = ∅)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 1.

2. ×èñëà ðåáåð èçîìîðôíûõ ãðàôîâ, íå èìåþùèõ ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð.

∀AB(ïðîñòãðàô(A) & ïðîñòãðàô(B) & Èçîìîðôíû(A, B) → card(ðåáðà(A)) =
card(ðåáðà(B)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Â ïîñûë-
êàõ çàäà÷è óïîìèíàåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âåðøèí ëèáî ðåáåð íåêîòîðîãî
ãðàôà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Óñìîòðåíèå ãðàôà.

∀a(ïðîñòãðàô(a) → ãðàô(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Óñìîòðåíèå ïðîñòîãî ãðàôà.

∀a(ïðîñòãðàô(a) → ïðîñòãðàô(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Îòîæäåñòâëåíèå ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ äâå çàäàííûå âåðøèíû.

∀abcdG(ïðîñòãðàô(G) & âåäåò(a, b, c, G) & âåäåò(d, b, c, G) → a = d)

∀abcdG(ïðîñòãðàô(G) & âåäåò(a, b, c, G) & âåäåò(d, c, b, G) → a = d)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïåðâûé - ñ óòâåðæäåíèåì èç
êîíòåêñòà. Ïåðåìåííàÿ G - íåèçâåñòíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Âûäà÷à îòâåòà.

âåðøèíû(G) = {; a} & ðåáðà(G) = {; b} & ïðîñòãðàô(G) & âåäåò(c, d, e, G)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "îòâåòçàäà÷è". Òåîðåìà ïðèåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé, èäåíòèôèöèðóåìûõ ñî âñåìè ñîäåðæàùèìè íåèç-
âåñòíûå óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Óêàçàòåëü
"ñåðèÿ" ðàçðåøàåò èäåíòèôèêàöèþ ïîñëåäíåãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ñ ïðîèç-
âîëüíûì ÷èñëîì óñëîâèé. Óêàçàòåëü "ñìîòâåò" îïðåäåëÿåò âûáîð òî÷êè ïðèâÿç-
êè âî âòîðîì êîíúþíêòèâíîì ÷ëåíå. Ïåðåìåííàÿ G - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðåìåííàÿ
b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r ýòîãî íàáîðà
èìååòñÿ óñëîâèå âèäà "âåäåò(r, u, v, G)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìïðîñòãðàô".

(a) Äåðåâî.

∀a(ãðàô(a) & äåðåâî(a) → ïðîñòãðàô(a))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé -
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(b) Äîïîëíèòåëüíûé ãðàô.

∀AB(ïðîñòãðàô(A) & äîïîëíãðàô(A, B) → ïðîñòãðàô(B))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ âåðøèíû â ïðîñòîì ãðàôå.

∀ab(ïðîñòãðàô(a) → ïðîñòãðàô(óäàëåíèåâåðø(a, b)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âåðøèíû"

1. Ïîäðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ïðîñòîé öåïè.

∀Gabc(a = b∪c & Ïðîñòàÿöåïü(a, G) & Ïðîñòàÿöåïü(b, G) & Ïðîñòàÿöåïü(c, G) →
âåðøèíû(a) = âåðøèíû(b) ∪ âåðøèíû(c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåð-
æäåíèÿìè èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà.

∀ab(âåðøèíû(a) = b ↔ b = âåðøèíû(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Âûðàæåíèå
b íå èìååò çàãîëîâêà "âåðøèíû". Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòè-
ôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ. Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñûëêà ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

3. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé ïîñûëêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
âåðøèí ãðàôà.

∀ABGHmn(ãðàô(G) & card(âåðøèíû(G)) = m &
∀x(card(âåðøèíû(x)) = n & A(x) → B(x)) &
m− n = 1 & A(óäàëåíèåâåðø(G, v)) →
v ∈ âåðøèíû(G) & óäàëåíèåâåðø(G, v) = H & B(H))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ýòîì ïîñûëêà, èäåíòèôèöè-
ðîâàííàÿ ñ òðåòüèì àíòåöåäåíòîì, èìååò êîììåíòàðèé (öåëîå n). Ïåðåìåííûå
A, B ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Èñòèííîñòü ïÿòî-
ãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà "v ∈ âåðøèíû(G)". Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå v, H. Çäåñü v - âåðøèíà ãðàôà G, ïðè óäàëåíèè êîòîðîé âîçíèêàåò
ãðàô H, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Äàëüíåéøèå ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè íà ïîñòðîåíèå ïðèìåðà
ãðàôà, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì óñëîâèÿì. Îíè îðãàíèçóþò ïåðåáîð, ââîäÿ
îäíó çà äðóãîé íîâûå âåðøèíû è àíàëèçèðóÿ âîçìîæíûå ñïîñîáû ñîåäèíåíèÿ
èõ ñ ðàíåå ââåäåííûìè âåðøèíàìè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷ óêàçàííîãî òèïà
áûëà èññëåäîâàíà àëüòåðíàòèâíàÿ âîçìîæíîñòü - âìåñòî ìåäëåííîãî ïåðåáîðà
íà óðîâíå ëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ ñîçäàâàòü êàæäûé ðàç èíäèâèäóàëü-
íóþ ïðîãðàììó, âûïîëíÿþùóþ áûñòðûé ïåðåáîð â "òåõíè÷åñêèõ" ñòðóêòóðàõ



832 Ãëàâà 9. Ïðèåìû ïî òåîðèè ãðàôîâ

äàííûõ, à ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è äàííóþ ïðîãðàììó óäàëÿòü. Ðîëü òàêîé ïðî-
ãðàììû èãðàåò âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò ÃÅÍÎËÎÃà, òåîðåìû ïðèåìîâ êîòîðîãî
ïîëó÷àþòñÿ ïðè àíàëèçå êîíêðåòíûõ óñëîâèé íà ãðàô. Ñðàâíåíèå îáåèõ âåðñèé
ïîêàçàëî, ÷òî âòîðîé ñïîñîá (ïîäðîáíåå î íåì áóäåò ðàññêàçàíî íèæå, â ãëàâå,
ïîñâÿùåííîé âû÷èñëåíèÿì íà ÃÅÍÎËÎÃå) âî ìíîãî ðàç ýôôåêòèâíåå. Èìåëî
ìåñòî óñêîðåíèå â ñîòíè ðàç.

4. Ââîä ïåðâîé âåðøèíû ïðè ïîñòðîåíèè ïðèìåðà ãðàôà.

∀G(ãðàô(G) & ¬(âåðøèíû(G) = ∅) → 1 ∈ âåðøèíû(G))

∀G(ïðîñòãðàô(G) & ¬(âåðøèíû(G) = ∅) → 1 ∈ âåðøèíû(G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" è íåèçâåñòíóþ G.
Âòîðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âèäà
"X ∈ âåðøèíû(G)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Áëîêèðîâêà àíàëèçà êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé, óêàçûâàþùèõ ñâîéñòâà âåðøèí
ãðàôà.

∀GP (∀x(x ∈ âåðøèíû(G) → P (x)) → ∅)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" è íåèçâåñòíóþ G. Ïåðåìåííàÿ P
ôóíêöèîíàëüíàÿ. Äàííîå óñëîâèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ñìàíòåöåäåíòû",
áëîêèðóþùèì ïîïûòêó óïðîùåíèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ïóòåì ÿâíîãî ðàç-
ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî x. Òàêàÿ ïîïûòêà îáû÷íî áûâàåò èçáûòî÷íîé è ïðèâîäèò
ëèøü ê íåíóæíûì çàòðàòàì âðåìåíè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîãî óñëîâèÿ äëÿ âûâîäà îãðàíè÷åíèÿ íà âåðøèíó íåèç-
âåñòíîãî ãðàôà.

∀GPa(a ∈ âåðøèíû(G) & ∀x(x ∈ âåðøèíû(G) → P (x)) → P (a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G, ïðè÷åì òî÷êà ïðè-
âÿçêè âûáðàíà â ïåðâîì èç íèõ. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûâîäèìîå
óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

7. Óñìîòðåíèå ðàçëè÷èÿ âåðøèí.

∀Gabc(ïðîñòãðàô(G) & âåäåò(a, b, c, G) → ¬(b = c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. Õîòÿ áû îäíà èç ïå-
ðåìåííûõ b, c - íåèçâåñòíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Gabcdmnpq(ïðîñòãðàô(G) & âåäåò(p, a, b, G) & âåäåò(q, c, d,G) &
(a = c & m = b & n = d ∨ a = d & m = b & n = c ∨
b = c & m = a & n = d ∨ b = d & m = a & n = c) & ¬(p = q) → ¬(m = n))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. ×åòâåðòûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííàÿ m, êîòîðàÿ èì
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äîîïðåäåëÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïðèåì óñìàòðèâàåò äâà ðàçëè÷íûõ ðåáðà, èìå-
þùèõ îáùèé êîíåö, è âûâîäèò ñëåäñòâèå î ðàçëè÷èè ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

8. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ ðàâåíñòâà íåèçâåñòíîé âåðøèíû èçâåñòíîé.

∀Gax(ïðîñòãðàô(G) & a ∈ âåðøèíû(G) & x ∈ âåðøèíû(G) → x = a ∨ ¬(x = a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ x. Âû-
ðàæåíèå a íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
âåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âèäà "¬(x = a)". Âûâîäèìàÿ äèçú-
þíêöèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 3.

9. Ââîä îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íîâîé âåðøèíû ãðàôà.

∀Gacx(ïðîñòãðàô(G) & x ∈ âåðøèíû(G) & a ⊆ âåðøèíû(G) &
c = íîâîáúåêò(a) → x = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíûå G, x. Òðåòèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ïåðå÷èñë", îïðåäåëÿþùèì
ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî çàäàííîãî ìíîæåñòâà M , äëÿ ôðàãìåíòîâ êîòîðî-
ãî â êîíòåêñòå ÿâíî óêàçàíû ïðèíàäëåæíîñòü M èëè âêëþ÷åíèå â M . ×åòâåð-
òûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå
"íîâîáúåêò", âûáèðàþùåé ïåðâîå íå âñòðå÷àþùååñÿ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê íîâàÿ "èçâåñòíàÿ" âåðøè-
íà ãðàôà G. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå òàêîé èçâåñòíîé âåðøèíû
ãðàôà G, äëÿ êîòîðîé íå óêàçàíî ÿâíîå åå îòëè÷èå îò x è íå óêàçàíî íàëè÷èå
ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî åå ñ x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10. Óñìîòðåíèå ìíîæåñòâà âñåõ âåðøèí ãðàôà.

∀Gabn(ïðîñòãðàô(G) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) ∈ âåðøèíû(G)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ñòåïåíüâåðøèíû(a(i), G) = b(i)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → card(ñìåæíâåðø(a(i), G)) = b(i)) → âåðøèíû(G) = {; a})

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð" è íåèçâåñò-
íóþ G. Ïðè ýòîì âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "ðàç-
âåðòêà", èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ãðóïïàìè óñëîâèé. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò âû-
äåëåí óêàçàòåëÿìè "èäåíòèôèêàòîð" è "ðàçâåðòêà". Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âè-
äà "âåðøèíû(G) = A", ãäå A íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïðèåì óñìàòðèâàåò,
÷òî äëÿ âñåõ óïîìèíàåìûõ â óñëîâèÿõ çàäà÷è âåðøèí ãðàôà G îïðåäåëåíû èõ
îêðåñòíîñòè, è ïðèíèìàåò ðåøåíèå îãðàíè÷èòüñÿ ýòèìè âåðøèíàìè. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

11. Îãðàíè÷åíèå ÷èñëà âåðøèí íåèçâåñòíîãî ãðàôà ïðè ïåðåáîðå.

∀Gmn(ïðîñòãðàô(G) & n ≤ card(âåðøèíû(G)) & n ≤ m →
card(âåðøèíû(G)) = m)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. Âòîðîé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îí îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó n -
íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà âåðøèí íåèçâåñòíîãî ãðàôà. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäå-
ëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ïåðå÷èñëÿåò öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû m, íå
ìåíüøèå n. Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå óñëîâèÿ âèäà
"card(âåðøèíû(G)) = b". Óêàçàòåëü "ïîïûòêàîãðàíè÷" ñâîäèò äåéñòâèå ïðèå-
ìà ê ðåøåíèþ ñåðèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, ïîëó÷àåìûõ èç òåêóùåé çàäà÷è
äîáàâëåíèåì óñëîâèÿ card(âåðøèíû(G)) = m) äëÿ m = n, n + 1, . . .. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

12. Óñìîòðåíèå èçáûòî÷íîãî ÷èñëà âåðøèí íåèçâåñòíîãî ãðàôà.

∀Gan(card(âåðøèíû(G)) ≤ n & a ⊆ âåðøèíû(G) & 0 < card(a)− n → ëîæü)

∀Gan(card(âåðøèíû(G)) = n & a ⊆ âåðøèíû(G) & 0 < card(a)− n → ëîæü)

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùèì íåèçâåñòíóþ G. Ïåðåìåííàÿ n
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé êîíñòàíòîé. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì "ïåðå÷èñë", îïðåäåëÿþùèì ìíîæåñòâî a óæå ââå-
äåííûõ â ðàññìîòðåíèå âåðøèí ãðàôà. Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

13. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìâåðøèíû".

Ïîêà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ ïîäðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà âåð-
øèí ïðîñòîé öåïè:

∀Gabc(a = b∪c & Ïðîñòàÿöåïü(a, G) & Ïðîñòàÿöåïü(b, G) & Ïðîñòàÿöåïü(c, G) →
âåðøèíû(a) = âåðøèíû(b) ∪ âåðøèíû(c))

Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ðåáðà"

Ïîêà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ìíîæåñòâî ðåáåð íåèçâåñòíîãî
ãðàôà:

∀Gabcden(ïðîñòãðàô(G) & âåðøèíû(G) = {; a} & l(a) = n &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → ñòåïåíüâåðøèíû(a(i), G) = b(i)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → card(ñìåæíâåðø(a(i), G)) = b(i)) &
∀j(j ∈ {1, . . . ,m} → âåäåò(c(j), d(j), e(j), G)) → ðåáðà(G) = {; c})

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà, à òàêæå ÷åòâåð-
òûé è øåñòîé èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"ïðèìåð" è íåèçâåñòíóþ G. ×åòâåðòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ðàçâåðòêà"; îíè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ãðóïïàìè óñëîâèé çàäà÷è. Òðåòèé è ïÿòûé àí-
òåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", ïðè÷åì ïÿòûé àíòåöåäåíò òîæå
âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà". Ïåðåìåííûå b, c, d, e ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåííàÿ
n äåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Âûðàæåíèÿ a, c íå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíûõ. Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âèäà "ðåáðà(G) = A", ãäå A íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âåäåò"

Ñîçäàí ñèíòåçàòîð "âåäåò", ïåðå÷èñëÿþùèé ðåáðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû, à òàêæå
èõ ïðîòèâîïîëîæíûå êîíöû. Îí ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "âåäåò(a, b, c, d)". Âõîäíûìè
äàííûìè ñëóæàò èñõîäíàÿ âåðøèíà b è ãðàô G. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ðåáðà a è êîíå÷íûå
âåðøèíû c.

Ïîêà ñèíòåçàòîð èìååò ëèøü äâà ïðèåìà, ñâÿçàííûå ñ ðàññìîòðåíèåì ñìåæíûõ âåð-
øèí ìàðøðóòà:

∀Gaij(ãðàô(G) & j−i+1 = 0 & A = ìâåðø(a, i) → âåäåò(ìðåáðî(a, j), A,ìâåðø(a, j), G))

∀Gaij(ãðàô(G) & j−i−1 = 0 & A = ìâåðø(a, i) → âåäåò(ìðåáðî(a, i), A,ìâåðø(a, j), G))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé - âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", òðåòèé - èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "âîç-
ìðàâíî" äîïóñêàåò ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ òàêîé ïîñûëêè; òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
íåïîñðåäñòâåííî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïðàâîé. Äîëæíà èìåòüñÿ ïîñûëêà, ñîäåðæàùàÿ
ïîäâûðàæåíèå "ìâåðø(a, j)".

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñìåæíû"

1. Ïåðåñòàíîâêà îïåðàíäîâ.

∀abc(ñìåæíû(a, b, c) ↔ ñìåæíû(b, a, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îïåðàíäû ïåðåñòàâëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû
ïåðâûé èç íèõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâîâàë âòîðîìó. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí, ñìåæíûõ ñ äàííîé, åñëè èìååòñÿ îãðà-
íè÷åíèå ñâåðõó íà ÷èñëî íåñìåæíûõ âåðøèí.

∀ABGakmn(setx(¬(ñìåæíû(a, x, G)) & x ∈ âåðøèíû(G) \ {a}) = A &
0 < m− card(A) & card(âåðøèíû(G)) = n & s = n−m →
setx(ñìåæíû(a, x, G) & x ∈ âåðøèíû(G) \ {a}) = B & 0 ≤ card(B)− s)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþò-
ñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". ×åòâåðòûé àí-
òåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à èìååò óñëîâèå âèäà
"ñìåæíû(. . .)". Âûðàæåíèÿ m, n íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ B. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âåðøèí, ñìåæíûõ ñ äàííîé, åñëè èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå
ñíèçó íà ÷èñëî òàêèõ âåðøèí.

∀AGabm(setx(x ∈ âåðøèíû(G)\{a} & ñìåæíû(a, x, G)) = A & 0 ≤ card(A)−m →
∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → b(i) ∈ âåðøèíû(G) & ¬(b(i) = a) & ñìåæíû(a, b(i), G)) &
∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ∀j(j ∈ {1, . . . , i− 1} → ¬(b(i) = b(j)))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ m ïðè ýòîì èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé, ìåíüøåé 6. Çàäà÷à èìååò óñëîâèå ñ
çàãîëîâêîì "ñìåæíû". Óêàçàòåëü "ïåðåìåííûå" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ b
ñ íàáîðîì íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèì äëèíó m. Êâàíòîðû îáùíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå âûïèñûâàþòñÿ êàê êîíúþíêöèè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âåðøèí, íå ñìåæíûõ ñ äàííîé, åñëè èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå
ñèíçó íà ÷èñëî òàêèõ âåðøèí.

∀AGabm(setx(x ∈ âåðøèíû(G) \ {a} & ¬(ñìåæíû(a, x, G))) = A &
0 ≤ card(A)−m →
∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → b(i) ∈ âåðøèíû(G) & ¬(b(i) = a) & ¬(ñìåæíû(a, b(i), G))) &
∀i(i ∈ {1, . . . ,m} → ∀j(j ∈ {1, . . . , i− 1} → ¬(b(i) = b(j)))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî âìåñòî óñëîâèÿ ñ çàãîëîâêîì "ñìåæíû" òðåáóåòñÿ
êâàíòîðíàÿ ïîñûëêà ñ àíòåöåäåíòîì âèäà "íå(ñìåæíû(u, v, G))".

5. Íåñìåæíîñòü âåðøèíû ñ ñîáîé.

∀Ga(ïðîñòãðàô(G) → ¬(ñìåæíû(a, a,G)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Íîðìàëèçàòîð "íîðìñìåæíû".

Íîðìàëèçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ïåðåñòàíîâêó ïåðâûõ
äâóõ îïåðàíäîâ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñìåæíâåðø"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "ñìåæíâåðø", îïðåäåëÿþùèé ìíîæåñòâî âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ
â ïîñûëêàõ ÿâíî óêàçàíà èõ ñìåæíîñòü ñ äàííîé âåðøèíîé. Ïîêà â íåì èìååòñÿ
åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀Gabcpq(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → âåäåò(p(i), a, b(i), G)) &
∀j(j ∈ {1, . . . ,m} → âåäåò(q(j), c(j), a, G)) → ñìåæíâåðø(a, G) = {; b} ∪ {; c})
Ïåðåìåííûå b, c, p, q ôóíêöèîíàëüíûå. Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàçâåðò-
êà" è èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ãðóïïàìè ïîñûëîê.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñòåïåíüâåðøèíû"

1. Âûâîä îïðåäåëåíèÿ.

∀Ga(ïðîñòãðàô(G) → card(setx(ñìåæíû(a, x, G))) = ñòåïåíüâåðøèíû(a, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè íå ñâÿçàííîãî âíåøíèìè êâàíòîðàìè
è îïèñàòåëÿìè ïîäâûðàæåíèÿ "ñòåïåíüâåðøèíû(a, G)" â ïîñûëêå çàäà÷è. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ ïîñûëêà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïî-
ëîæåíî äàííîå ïîäâûðàæåíèå. Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âû-
âîäèìîå óòâåðæäåíèå ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Âûðàæåíèå ÷åðåç ÷èñëî ðåáåð.

∀Ga(ãðàô(G) → ñòåïåíüâåðøèíû(a, G) =
card(setx(x ∈ ðåáðà(G) & êîíåöðåáðà(a, x, G))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäâûðàæåíèþ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðàñïîëîæåííîìó âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".
Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óêàçàòåëü "ïîïûòêàçà-
ìåíû" îïðåäåëÿåò ïåðåõîä ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, â êîòîðîé è îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ çàìåíà. Åñëè ýòó çàäà÷ó ðåøèòü íå óäàåòñÿ, òî ïðîäîëæàåòñÿ ðåøåíèå
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òåêóùåé çàäà÷è, íå èçìåíåííîé äàííûì ïðèåìîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 4.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ðåáðà, èíöèäåíòíîãî âåðøèíå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðà-
âåíñòâà äëÿ ñòåïåíè âåðøèíû.

∀abcpq(ïðîñòãðàô(b) & p ≤ 0 & 0 ≤ q → c ∈ âåðøèíû(b) & ¬(a = c) &
ñìåæíû(a, c, b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â óñëîâèÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî,
èìåþùåãî âèä "0 ≤ pñòåïåíüâåðøèíû(a, b) + q". Àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ñìåæíû(a, x, b)".
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ðåáåð, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîïîëíåíèÿ ñòåïåíè âåðøèíû
íåèçâåñòíîãî ãðàôà äî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ.

∀Gabcdekmn(ñòåïåíüâåðøèíû(a, G) = m & ïðîñòãðàô(G) &
card(ñìåæíâåðø(a, G)) = k & n = m− k & 0 < n & c ⊆ ðåáðà(G) &
d = íîâîáúåêòû(c, n) → {; d} ⊆ ðåáðà(G) &
∃x({; x} ⊆ âåðøèíû(G) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → âåäåò(d(i), a, x(i), G)) & ðàçëè÷íû(x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. Âòîðîé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, òðåòèé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåí-
òèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå k, m èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåëî÷èñ-
ëåííîé è íàòóðàëüíîé êîíñòàíòàìè. ×åòâåðòûé, ïÿòûé è ñåäüìîé àíòåöåäåíòû
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Øåñòîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåò-
íûì ñèíòåçàòîðîì "ïåðå÷èñë", îïðåäåëÿþùèì ìíîæåñòâî c óæå ââåäåííûõ â
ðàññìîòðåíèå ðåáåð ãðàôà. Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âèäà "X ∈ âåðøèíû(G)", ãäå
X - íåèçâåñòíàÿ. Îïåðàòîð "íîâîáúåêòû" âûáèðàåò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîâûõ ðå-
áåð ïåðâûå n åùå íå âñòðå÷àþùèõñÿ â c íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â êà÷åñòâå x âû-
áèðàåòñÿ íàáîð íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèé äëèíó n. Êâàíòîð îáùíîñòè â
êîíñåêâåíòå âûïèñûâàåòñÿ êàê êîíúþíêöèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

5. Óñìîòðåíèå ïðîòèâîðå÷èÿ: ñòåïåíü âåðøèíû ìåíüøå ÷èñëà ñìåæíûõ ðåáåð.

∀Gab(ñòåïåíüâåðøèíû(a, G) = b & 0 < card(ñìåæíâåðø(a, G))− b → ëîæü)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåò-
ñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. Âûðàæåíèÿ a, b íå
ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

6. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåïåíü âåðøèíû.

∀Gabc(ïðîñòãðàô(G) & ðåáðà(G) = {; a} & card(ñìåæíâåðø(b, G)) = c →
ñòåïåíüâåðøèíû(b, G) = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. Óêàçàòåëü "ýêâèâàëåíòíî"
îïðåäåëÿåò çàìåíó ðàâåíñòâà íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "èñòèíà". Ïåðâûå äâà
àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòà, òðåòèé - âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "íàáîð" è íå
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ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà d ýòîãî íàáîðà èìååòñÿ óñëîâèå
âèäà "âåäåò(d, e, f, G)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïîðîæäïîäãðàô"

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïðè óäàëåíèè îäíîé
âåðøèíû.

∀Gn(ãðàô(G) & card(âåðøèíû(G)) = n + 1 →
∃vH(v ∈ âåðøèíû(G) & ïîðîæäïîäãðàô(G, H) &
âåðøèíû(H) = âåðøèíû(G) \ {v} & card(âåðøèíû(H)) = n & ãðàô(H)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåàëèçóþùåé øàã èíäóêöèè ïî ÷èñëó âåðøèí ãðà-
ôà. Óêàçàíèåì íà ýòî ñëóæèò êîììåíòàðèé (íàòóðàëüíîå card(âåðøèíû(G))).
Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "ïîðîæäïîäãðàô(H, X)". Óêàçàòåëü "âàðèàíò" ðàç-
ðåøàåò çàìåíó â ïåðâîì àíòåöåäåíòå ñèìâîëà "ãðàô" íà "ïðîñòãðàô". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. ×èñëî ðåáåð ãðàôà ðàâíî ñóììå ÷èñëà ðåáåð ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà, ïîëó÷åí-
íîãî óäàëåíèåì îäíîé âåðøèíû, è ñòåïåíè ýòîé âåðøèíû.

∀ABb(ïîðîæäïîäãðàô(A, B) & âåðøèíû(B) = âåðøèíû(A) \ {b} &
b ∈ âåðøèíû(A) → card(ðåáðà(A)) = card(ðåáðà(B)) + ñòåïåíüâåðøèíû(b, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â çàäà÷å ïîäâûðàæåíèÿ "card(ðåáðà(A))".
Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçà-
òåëåì "ðàâíî" è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îäíîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè. Òðåòèé
àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 3.

3. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà,
ïîëó÷åííîãî ïðè óäàëåíèè îäíîé âåðøèíû.

∀ABCb(ïîðîæäïîäãðàô(A, B) & âåðøèíû(B) = âåðøèíû(A) \ {b} &
äåðåâî(A) & b ∈ âåðøèíû(A) →
Êîìïîíåíòû(B, C) & l(C) = ñòåïåíüâåðøèíû(b, A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé è òðåòèé àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, âòîðîé - ñ îäíîé ëèáî äâóìÿ ïîñûëêàìè. Ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"Êîìïîíåíòû(B, X)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ C. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 2.

4. Ìíîæåñòâî âåðøèí ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà - ïîäìíîæåñòâî âåðøèí èñõîäíîãî.

∀AB(ïîðîæäïîäãðàô(A, B) → âåðøèíû(B) ⊆ âåðøèíû(A))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Â
çàäà÷å âñòðå÷àåòñÿ ïîäâûðàæåíèå "âåðøèíû(B)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðè-
åìà ðàâåí 1.

5. Ïîðîæäåííûé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì.

∀ab(ãðàô(a) & ïîðîæäïîäãðàô(a, b) → ãðàô(b))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äîïîëíãðàô"

1. Ó÷åò ñìåæíîñòè âåðøèí.

∀GHab(äîïîëíãðàô(G, H) & ¬(ñìåæíû(a, b, G)) → ñìåæíû(a, b, H))

∀GHab(äîïîëíãðàô(G, H) & ñìåæíû(a, b, G) → ¬ñìåæíû(a, b, H))

Ïðèåìû èìåþò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûë-
êàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ñâÿçü ìåæäó ÷èñëîì ðåáåð â äâóõ ãðàôàõ.

∀AB(ïðîñòãðàô(A) & ïðîñòãðàô(B) & äîïîëíãðàô(A, B) &
n = card(âåðøèíû(A)) → card(ðåáðà(A)) + card(ðåáðà(B)) = n(n− 1)/2)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Òðåòèé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, ïåðâûå äâà - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. ×åòâåðòûé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Çàäà÷à èìååò ïîñûëêó, ñî-
äåðæàùóþ ïîäâûðàæåíèå âèäà "ìîùíîñòü(ðåáðà(. . .))". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "âåðøìàðøðóò"

1. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ñìåæíîñòè âåðøèí, êîòîðûå íóæíî ñîåäèíèòü ìàðøðóòîì.

∀Gab(ãðàô(G) & a ∈ âåðøèíû(G) & b ∈ âåðøèíû(G) →
ñìåæíû(a, b, G) ∨ ¬ñìåæíû(a, b, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "âåðøìàðøðóò(c, G)" â
óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåñóùåñòâåííîé
íåèçâåñòíîé. Óêàçàòåëè "êîíòåêñò" îïðåäåëÿþò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêà-
öèþ óñëîâèé "íà÷àëî(c) = a" è "êîíåö(c) = b". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó-
÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðøðóòà, ñîåäèíÿþùåãî äâå âåðøè-
íû, ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ èõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

∀Gab(ïðîñòãðàô(G) & ∀pst(êîìïîíåíòû(G, p) & s ∈ p & t ∈ p & a ∈ s & b ∈ t →
∃r(r ∈ s & r ∈ t)) → ∃x(íà÷àëî(x) = a & êîíåö(x) = b & âåðøìàðøðóò(x, G)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé" è çàìåíÿåò óñëîâèå âî
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

3. Èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçàòîðà "ñîåäâåðøèíû".

∀Gabpx(ñîåäâåðøèíû(p, a, b, G) & x = p →
âåðøìàðøðóò(x, G) & íà÷àëî(x) = a & êîíåö(x) = b)
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîíñåêâåíòà
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð".
Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèÿ a, b, G íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèåòåçàòîðîì "ñîåäâåðøèíû", îïðå-
äåëÿþùèì èñêîìûé âåðøèííûé ìàðøðóò p. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

4. Ñèíòåçàòîð "ñîåäâåðøèíû".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ñîåäâåðøèíû(x, a, b, G)". Âõîäíûìè äàí-
íûìè ñëóæàò âåðøèíû a, b è ãðàô G. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé x ïðèñâàèâàåòñÿ
âåðøèííûé ìàðøðóò ãðàôà G, íà÷èíàþùèéñÿ â âåðøèíå a è çàêàí÷èâàþùèéñÿ
â âåðøèíå b.

(a) Ñìåæíûå âåðøèíû.

∀Hbc(ñìåæíû(b, c, H) → ñîåäâåðøèíû((b, c), b, c, H))

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí
1.

(b) Ïåðåõîä ïî ðåáðó.

∀Habcd(ñìåæíû(a, b, H) & ñîåäâåðøèíû(d, a, c,H) →
ñîåäâåðøèíû(ïðåôèêñ(b, d), b, c, H))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, âòîðîé - ðåàëèçóåò ðå-
êóðñèâíîå îáðàùåíèå. Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíîãî ðàññìîòðåíèÿ âåðøèíû
a èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé (âåðøèíà a). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëàìè "ïðîñòàÿöåïü" è "Ïðîñòàÿöåïü"

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïðîñòîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé â ñâÿçíîì ãðàôå äâà íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà âåðøèí.

∀ABGabx(ãðàô(G) & ñâÿçíûé(G) & íåïåðåñåê(A, B) & A ⊆ âåðøèíû(G) &
B ⊆ âåðøèíû(G) & ¬(A = ∅) & ¬(B = ∅) → a ∈ A & b ∈ B &
Ïðîñòàÿöåïü(x, G) & êîíöû(x) = {a, b} & íåïåðåñåê(âåðøèíû(x), A \ {a}) &
1 ≤ card(x) & íåïåðåñåê(âåðøèíû(x), B \ {b}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ
ñ ïîñûëêàìè, îñòàëüíûå - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Ïàêåò-
íûé ñèíòåçàòîð "ñîåäèíÿåò" íå óñìàòðèâàåò ïðîñòîé öåïè â ãðàôå G, ñîåäè-
íÿþùåé âåðøèíó ìíîæåñòâà A ñ âåðøèíîé ìíîæåñòâà B. Ïðèåì ââîäèò íîâûå
ïåðåìåííûå a, b, x. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

2. Ðàçáèåíèå ïðîñòîé öåïè, íà êîòîðîé âûäåëåíà âåðøèíà, íà äâå ïîäöåïè.

∀Gabcdpq(ãðàô(G) & a ∈ âåðøèíû(b) & Ïðîñòàÿöåïü(b, G) →
Ïðîñòàÿöåïü(p, G) & Ïðîñòàÿöåïü(q, G) & êîíöû(p) = {c, a} &
êîíöû(q) = {d, a} & p ∪ q = b & êîíöû(b) = {c, d} & 2card(p) ≤ card(b) &
card(b) ≤ 2card(q))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "X ∈ âåðøèíû(b)", ãäå X îòëè÷íî îò a. Îòñóò-
ñòâóåò òàêæå ïîñûëêà âèäà b = X∪Y . Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå c, d, p, q.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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3. Ðàññìîòðåíèå ñîñòàâíîé ïðîñòîé öåïè.

∀Gabcdemnprs(Ïðîñòàÿöåïü(a, G) & Ïðîñòàÿöåïü(d,G) & êîíöû(a) = {b, c} &
êîíöû(d) = {b, e} & âåðøèíû(a) ∩ âåðøèíû(d) ⊆ {b} & 0 ≤ mcard(a) + n &
0 ≤ rcard(d) + s & 0 < m & 0 < r → a ∪ d = p & Ïðîñòàÿöåïü(p, G) &
êîíöû(p) = {c, e} & 0 ≤ nr + ms + mcard(p))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïÿòûé, âîñüìîé è äåâÿòûé àíòåöåäåíòû îá-
ðàþàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, îñòàëüíûå - èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ñóùåñòâóåò óñëîâèå çàäà÷è, èìåþùåå âèä "Ïðî-
ñòàÿöåïü(x, G)", ãäå x - íåèçâåñòíàÿ, âõîäÿùàÿ â äðóãîå óñëîâèå - íåðàâåí-
ñòâî äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà. Â çàäà÷å îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà "X =
a ∪ d ∪ Y,Ïðîñòàÿöåïü(X, G)". Êðîìå òîãî, îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà "X =
u ∪ Y, êîíöû(X) = Z", ãäå u - a ëèáî b, à Z ñîäåðæèò b. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ
ïåðåìåííóþ p. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ñìåæíîñòè âåðøèí, êîòîðûå íóæíî ñîåäèíèòü öåïüþ.

∀Gab(ãðàô(G) & a ∈ âåðøèíû(G) & b ∈ âåðøèíû(G) →
ñìåæíû(a, b, G) ∨ ¬(ñìåæíû(a, b, G)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäóòâåðæäåíèÿ "ïðîñòàÿöåïü(c, G)" â
óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåñóùåñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ c. Óêà-
çàòåëè "êîíòåêñò" îïðåäåëÿþò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ óñëîâèé âèäà
"èñõâåðøèíà(c) = a", "ïîñëâåðøèíà(c) = b". Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû
èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïå-
ðàòîðîì. Âûâîäèìàÿ äèçúþíêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó-
÷àåâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðîñòîéöèêë"

1. Îáðàùåíèå ê ñèíòåçàòîðó "ïðîñòîéöèêë".

∀Gax(ïðîñòîéöèêë(a, G) & x = a → ïðîñòîéöèêë(x, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Âûðàæåíèå G íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ, x - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì
ñèíòåçàòîðîì "ïðîñòîéöèêë", âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ñèíòåçàòîð "ïðîñòîéöèêë".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ïðîñòîéöèêë(x, G)". Âõîäíîå äàííîå - ãðàô
G. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x ïåðå÷èñëÿåò ïðîñòûå öèêëû äàííîãî ãðàôà. Ïîêà
ñèíòåçàòîð èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀Gabcd(ïðîñòàÿöåïü(a, G) & öèêëïðîäîëæ(îòðìàðø(a, b, c), G, d) →
ïðîñòîéöèêë(d,G))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðå-
äåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ â íåêîòîðîé äðóãîé ïîñûëêå ïîäâûðà-
æåíèÿ "îòðìàðø(a, b, c)". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòå-
çàòîðîì "öèêëïðîäîëæ", ïåðå÷èñëÿþùèì ïðîäîëæåíèÿ äàííîãî îòðåçêà ïðî-
ñòîé öåïè a äî ïðîñòîãî öèêëà.
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3. Ñèíòåçàòîð "öèêëïðîäîëæ".

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "öèêëïðîäîëæ(a, G, x)". Âõîäíûå äàííûå -
ïðîñòàÿ öåïü a â ãðàôå è ñàì ýòîò ãðàô G. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ïåðå÷èñëÿåò
ïðîñòûå öèêëû x, ïîëó÷àþùèåñÿ ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ ïðîñòîé öåïè a ÷åðåç åå
ïîñëåäíþþ âåðøèíó.

(a) Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè "ðàçäìàðø".

∀Gabcdx(ðàçäìàðø(b, c, d) & èñõâåðøèíà(c) = d & ïîñëâåðøèíà(b) = d &
íåïåðåñåê(ìâåðøèíû(a),ìâåðøèíû(c)) &
öèêëïðîäîëæ(ïðîõîæä(a, b, c), G, x) → öèêëïðîäîëæ(ïðîõîæä(a, b), G, x))

Ïðèåì ïðîäîëæàåò ïðîñòóþ öåïü, èñïîëüçóÿ ôðàãìåíò c, íà÷àëüíàÿ âåð-
øèíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé âåðøèíîé ôðàãìåíòà b. Ïåðâûé àí-
òåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âòîðîé è òðåòèé àíòåöåäåíòû âû-
äåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâà-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïÿòûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå
îáðàùåíèå. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåíèå a â ïóñòîé ìàðøðóò. Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

∀Gabcdx(ðàçäìàðø(b, c, d) & ïîñëâåðøèíà(c) = d & ïîñëâåðøèíà(b) = d &
íåïåðåñåê(ìâåðøèíû(a),ìâåðøèíû(c)) &
öèêëïðîäîëæ(ïðîõîæä(a, b, îáðöåïü(c)), G, x) →
öèêëïðîäîëæ(ïðîõîæä(a, b), G, x))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî öåïü c ïðèìûêàåò ê öåïè b â ñâîåé ïîñëåäíåé
âåðøèíå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(b) Äîáàâëåíèå îäíîãî ðåáðà.

∀Gabcdx(ïîñëâåðøèíà(a) = b & âåäåò(c, b, d,G) & ¬(d ∈ ìâåðøèíû(a)) &
öèêëïðîäîëæ(ìñóôôèêñ(a, c, d), G, x) → öèêëïðîäîëæ(a, G, x))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòîðîé - ïàêåò-
íûì ñèåòåçàòîðîì, òðåòèé - ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïîñëåäíèé àíòåöå-
äåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(c) Óñìîòðåíèå öèêëà.

∀Gabcde(ïîñëâåðøèíà(a) = b & èñõâåðøèíà(a) = c & âåäåò(d, b, e, G) &
e = c & ¬(d ∈ ìðåáðà(a)) → öèêëïðîäîëæ(a, G, ïðîõîæä(a, ((b, c), (d)))))

Ïðèåì çàìûêàåò öèêë, äîáàâëÿÿ åäèíñòâåííîå ðåáðî. Òðåòèé àíòåöåäåíò
îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ÷åò-
âåðòûé àíòåöåäåíò âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïÿòûé àíòå-
öåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñîåäèíÿåò"

1. Åñëè äâå ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ öåïè ñîåäèíÿþò çàäàííûå äâå âåðøèíû, òî íè
îäíà èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîé.

∀Gabpq(ñîåäèíÿåò({a}, {b}, G, p) & ñîåäèíÿåò({a}, {b}, G, q) & ¬(p = q) →
¬(íà÷ìàðø(p, q)) & ¬(íà÷ìàðø(q, p)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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2. Óñìîòðåíèå ïðîñòîé öåïè.

∀abcd(ñîåäèíÿåò(a, b, c, d) → ïðîñòàÿöåïü(d, c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óñìîòðåíèå èñõîäíîé âåðøèíû.

∀abcd(ñîåäèíÿåò({a}, b, c, d) → èñõâåðøèíà(d) = a)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåí-
òàðèåì "îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà".

4. Óñìîòðåíèå ïîñëåäíåé âåðøèíû.

∀abcd(ñîåäèíÿåò(a, {b}, c, d) → ïîñëâåðøèíà(d) = b)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

5. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé äâå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà.

∀Gab(ñâÿçíûé(G) & ãðàô(G) & a ⊆ âåðøèíû(G) & b ⊆ âåðøèíû(G) &
¬(a = ∅) & ¬(b = ∅) → ∃x(ñîåäèíÿåò(a, b, G, x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ñâÿçêà". Ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå èäåíòèôèöèðó-
åòñÿ ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé äðóãèõ óñëîâèé ñ íåèçâåñòíîé
x. Çàäà÷à íå èìååò öåëè "íåçàâèñèò". Âûðàæåíèÿ a, b, G íå ñîäåðæàò x. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, îñòàëüíûå -
îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

6. Ñèíòåçàòîð "ñìñîåäèíÿåò" ïåðå÷èñëåíèÿ ïðîñòûõ öåïåé, ñîåäèíÿþùèõ çàäàí-
íûå ìíîæåñòâà âåðøèí.

Ñèíòåçàòîð ðåàëèçóåò óòâåðæäåíèå "ñîåäèíÿåò(A, B, G, x)". Âõîäíûå äàííûå
ñóòü ãðàô G è äâà ìíîæåñòâà åãî âåðøèí A, B. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x ïå-
ðå÷èñëÿåò ïðîñòûå öåïè, ñîåäèíÿþùèå ýòè ìíîæåñòâà. Ïîêà ñèíòåçàòîð èìååò
åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀ABGabx(Ïðîñòàÿöåïü(x, G) & êîíöû(x) = {a, b} & a ∈ A & b ∈ B →
ñîåäèíÿåò(A, B, G, x))

Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïîñëåäíèå äâà - îá-
ðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "àöèêëè÷åñêèé"

1. Ïîäãðàô àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà - àöèêëè÷åñêèé.

∀ab(äåðåâî(a) & ïîðîæäïîäãðàô(a, b) → àöèêëè÷åñêèé(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå çàãîëîâêà ïåðâîãî èç íèõ íà "àöèêëè÷åñêèé". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀G(¬(àöèêëè÷åñêèé(G)) ↔ ∃x(ïðîñòîéöèêë(x, G)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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∀G(àöèêëè÷åñêèé(G) ↔ ¬∃x(ïðîñòîéöèêë(x, G)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîòèâîðå÷èå". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ñâÿçíûé"

1. ×èñëî êîìïîíåíò íåñâÿçíîãî ãðàôà áîëüøå îäíîé.

∀ab(¬(ñâÿçíûé(a)) → êîìïîíåíòû(a, b) & 1 < card(b))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "êîìïîíåíòû(a, X)". Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ b. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ñâÿçíîñòè ãðàôà.

∀G(ãðàô(G) → ñâÿçíûé(G) ↔ ∀xy(x ∈ âåðøèíû(G) & y ∈ âåðøèíû(G) &
¬(x = y) → ∃z(âåðøìàðøðóò(z, G) & íà÷àëî(z) = x & êîíåö(z) = y)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ñóùåñòâîâàíèå îñòîâíîãî äåðåâà â ñâÿçíîì ãðàôå.

∀a(ñâÿçíûé(a) & ãðàô(a) → ∃x(îñòîâíäåðåâî(a, x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïî-
ñûëêîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü
"ïðîòèâîðå÷èå". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.
Îòñóòâóþò ïîñûëêà "äåðåâî(a)" è ïîñûëêà âèäà "îñòîâíäåðåâî(a, c)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëàìè "êîìïîíåíòû", "Êîìïîíåíòû"

1. ×èñëî âåðøèí ãðàôà ðàâíî ñóììå ÷èñåë âåðøèí åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

∀ABn(ãðàô(A) & Êîìïîíåíòû(A, B) & êîíå÷íîå(âåðøèíû(A)) & l(B) = n →
card(âåðøèíû(A)) =

∑n
i=1 card(âåðøèíû(B(i))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "card(âåðøèíû(A))" â
ïîñûëêå çàäà÷è. Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, ïåðâûé è
òðåòèé - îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí
óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. ×èñëî ðåáåð ãðàôà ðàâíî ñóììå ÷èñåë ðåáåð åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

∀ABn(ãðàô(A) & Êîìïîíåíòû(A, B) & êîíå÷íîå(âåðøèíû(A)) & l(B) = n →
card(ðåáðà(A)) =

∑n
i=1 card(ðåáðà(B(i))))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà èíèöèèðóåòñÿ ïîä-
âûðàæåíèåì "card(ðåáðà(A))".
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3. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà - ñâÿçíûé ïîäãðàô, ïîðîæäåííûé íåêîòîðûì ïîä-
ìíîæåñòâîì âåðøèí.

∀AKn(Êîìïîíåíòû(A, K) → ñâÿçíûé(K(n)) & ïîðîæäïîäãðàô(A, K(n)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çà-
äà÷è íà èññëåäîâàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðå-
äåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè, ñîäåðæàùåé ïîäâûðàæåíèå
K(n), íå ñâÿçàííîå âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 1.

4. Ðàññìîòðåíèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùåé ñìåæíûå âåðøèíû.

∀Gabp(êîìïîíåíòû(G, p) & ñìåæíû(a, b, G) → ∃c(c ∈ p & a ∈ c & b ∈ c))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïðÿìîé-
îòâåò". Îòñóòñòâóþò ïîñûëêè âèäà "X ∈ p", "a ∈ X". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

5. Ââîä â ðàññìîòðåíèå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùåé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

∀Gabc(êîìïîíåíòû(G, a) & b ∈ a → c ∈ b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî çàäà÷è íà îïèñàíèå, íå èìåþùåé öåëè "ïðÿìîé-
îòâåò" è èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà "X ∈ b". Ïðèåì
ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ c.

6. Óñìîòðåíèå íåñìåæíîñòè âåðøèí, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿç-
íîñòè.

∀Gabcde(êîìïîíåíòû(G, a) & b ∈ a & c ∈ a & d ∈ b & e ∈ c & ¬(b = c) →
¬(ñìåæíû(d, e, G)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

7. Âêëþ÷åíèå â êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè âåðøèí, ñìåæíûõ ñ äàííîé.

∀Gab(ãðàô(G) & êîìïîíåíòû(G, c) & a ∈ c & b ∈ a → setx(ñìåæíû(b, x, G)) ⊆ a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïî-
ïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè â ïîñûëêå çàäà÷è âõîæäåíèÿ ïîäâûðà-
æåíèÿ "setx(ñìåæíû(b, x, G))". Âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû èäåí-
òèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòî-
ðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

8. Âêëþ÷åíèå êîìïîíåíòû â ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà.

∀Gab(êîìïîíåíòû(G, a) & b ∈ a → b ⊆ âåðøèíû(G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "äåðåâî"

1. Àöèêëè÷åñêèé ñâÿçíûé ãðàô - äåðåâî.

∀a(ñâÿçíûé(a) & ãðàô(a) & àöèêëè÷åñêèé(a) → äåðåâî(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Äåðåâî - ïðîñòîé ãðàô.

∀a(äåðåâî(a) → ïðîñòãðàô(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ñîçäàíà åùå îäíà âåðñèÿ ïðèåìà, èìåþùàÿ
çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåìàÿ ê íåêîðíåâûì âõîæäåíèÿì. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ òîò æå.

3. Äåðåâî - àöèêëè÷åñêèé ãðàô.

∀a(äåðåâî(a) → àöèêëè÷åñêèé(a))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó; ñîçäàíû äâå âåðñèè ïðèåìà.

4. Äåðåâî - ñâÿçíûé ãðàô.

∀a(äåðåâî(a) → ñâÿçíûé(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "öåïè"

Ïîêà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðèåì, âûïîëíÿþùèé îðèåíòàöèþ ðàâåíñòâà:

∀ab(a = öåïè(b) ↔ öåïè(b) = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå. Ïåðåìåííàÿ a èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ ïåðåìåííîé. Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñíàáæàåòñÿ êîììåíòàðèåì
"îðèåíòàöèÿðàâåíñòâà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "èñõâåðøèíà"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìèñõâåðøèíà":

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "èñõ-
âåðøèíà", ïðè÷åì îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäòåðìîì âûðàæåíèÿ b. Ïåðåñòàíîâêà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ.

2. Îòðåçîê ìàðøðóòà.

∀amn(èñõâåðøèíà(îòðìàðø(a, m, n)) = ìâåðø(a, m))

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôðàãìåíòîâ.

∀ab(èñõâåðøèíà(ïðîõîæä(a, b)) = èñõâåðøèíà(a))
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïîñëâåðøèíà"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïîñëâåðøèíà":

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà èç ïîñûëîê.

∀ab(a = b → a = b)

Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé. Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "ïî-
ñëâåðøèíà" ëèáî "ìâåðø", ïðè÷åì îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäòåðìîì âûðàæåíèÿ b.
Ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïðè èäåíòèôèêàöèè íå äîïóñêàåòñÿ.

2. Îòðåçîê ìàðøðóòà.

∀amn(ïîñëâåðøèíà(îòðìàðø(a, m, n)) = ìâåðø(a, n))

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôðàãìåíòîâ.

∀ab(ïîñëâåðøèíà(ïðîõîæä(a, b)) = ïîñëâåðøèíà(a))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìâåðø"

1. Åñëè äâà íà÷èíàþùèõñÿ â îäíîé è òîé æå âåðøèíå ìàðøðóòà íå ÿâëÿþòñÿ
íà÷àëàìè äðóã äðóãà, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ðàçâåòâëåíèÿ.

∀Gipq(ïðîñòãðàô(G) & ìàðøðóò(p, G) & ìàðøðóò(q, G) &
èñõâåðøèíà(p) = èñõâåðøèíà(q) & ¬(íà÷ìàðø(p, q)) & ¬(íà÷ìàðø(q, p)) →
i− íàòóðàëüíîå & i ≤ äëèíà(p) & i ≤ äëèíà(q) & ìâåðø(p, i) = ìâåðø(q, i) &
¬(ìâåðø(p, i + 1) = ìâåðø(q, i + 1)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì òî÷êà ïðèâÿçêè âûáðà-
íà â ïîñëåäíåì èç íèõ. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ðàâíî",
ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ îäíèì ëèáî äâóìÿ ðàâåíñòâàìè. Óêàçàòåëè "âàðè-
àíò" ðàçðåøàþò çàìåíó ñèìâîëà "ìàðøðóò" âî âòîðîì è òðåòüåì àíòåöåäåíòàõ
íà ñèìâîëû "öåïü", "ïðîñòàÿöåïü". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëîê, óêàçûâà-
þùèõ íà êàêóþ-ëèáî òî÷êó ðàçâåòâëåíèÿ ìàðøðóòîâ p, q ïðè ïðîõîæäåíèè èõ
â ïðÿìîì ïîðÿäêå. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ i. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

2. Åñëè äâà ìàðøðóòà çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå, è â íèõ âûáðàíû
äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû, òî íà÷èíàÿ ñ ýòèõ âåðøèí âûäåëÿþòñÿ ïîäìàðøðóòû
äî ïåðâîãî ñëèÿíèÿ.

∀abcdijmn(¬(ìâåðø(a, i) = ìâåðø(b, j)) & ïîñëâåðøèíà(a) = ïîñëâåðøèíà(b) →
m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & i ≤ m & j ≤ n &
m ≤ äëèíà(a) + 1 & n ≤ äëèíà(b) + 1 & ìâåðø(a, m) = ìâåðø(b, n) &
c = îòðìàðø(a, i,m) & d = îòðìàðø(b, j, n) & ðàçäìàðø(c, d,ìâåðø(a, m)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðþòñÿ ñ ïîñûëêàìè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íà èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì âòîðîé èç íèõ, âûäå-
ëåííûé óêàçàòåëåì "ðàâíî", ìîæåò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ îäíèì ëèáî äâóìÿ
ðàâåíñòâàìè. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðåìåííûå d,m, n. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìâåðøèíû"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììâåðøèíû":

1. Ïóñòîé ìàðøðóò.

ìâåðøèíû(ïóñòìàðø) = ∅

2. Äîáàâëåíèå ðåáðà ê ìàðøðóòó.

∀abc(ìâåðøèíû(ìñóôôèêñ((a, b, c))) = ìâåðøèíû(a) ∪ {c})

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîõîæäåíèå ìàðøðóòîâ.

∀ab(ìâåðøèíû(ïðîõîæä(a, b)) = ìâåðøèíû(a) ∪ ìâåðøèíû(b))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìðåáðà"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðììðåáðà". Ïîêà â íåì èìååòñÿ
åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀ab(ìðåáðà(ïðîõîæä(a, b)) = ìðåáðà(a) ∪ ìðåáðà(b))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ïðîõîæä"

1. Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ìàðøðóòîâ.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä "àññîöèàòèâíî(ïðîõîæä)". Çàãîëîâîê - "ñïóñêîïå-
ðàíäîâ". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè "íîðìïðîõîæä".

(a) Îòáðàñûâàíèå ïóñòîãî ìàðøðóòà.

∀a(ïðîõîæä(ïóñòìàðø, a) = a)

(b) Óñòðàíåíèå âëîæåííûõ ìàðøðóòîâ.

(c) Ïðîäîëæåíèå ôðàãìåíòà ìàðøðóòà.

∀mnk(n− k = 1 & 0 ≤ m− n →
ïðîõîæä(îòðìàðø(b, m, n), ((ìâåðø(b, n),ìâåðø(b, k)), (ìðåáðî(b, k)))) =
îòðìàðø(b, m, k)).

Ê îòðåçêó ìàðøðóòà äîáàâëÿåòñÿ ìàðøðóò, ñîñòàâëåííûé èç åäèíñòâåííî-
ãî ðåáðà. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð", âòî-
ðîé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ìñóôôèêñ"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "íîðììñóôôèêñ", èìåþùèé åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀acde(ïîñëâåðøèíà(a) = e → ìñóôôèêñ(a, c, d) = ïðîõîæä(a, ((e, d), (c))))

Âûðàæåíèå a èìååò çàãîëîâîê "ïðîõîæä". Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð".
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Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "îáðöåïü"

Ñîçäàí íîðìàëèçàòîð "íîðìîáðöåïü", èìåþùèé åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀amn(îáðöåïü(îòðìàðø(a, m, n)) = îòðìàðø(a, n, m))

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "ãðàôáåçòðåóã"

1. Óñìîòðåíèå ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ.

∀a(ãðàôáåçòðåóã(a) → ãðàôáåçòðåóã(a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòåïåíÿìè ñìåæíûõ âåðøèí.

∀abc(ãðàôáåçòðåóã(c) & ñìåæíû(a, b, c) →
ñòåïåíüâåðøèíû(a, c) + ñòåïåíüâåðøèíû(b, c) ≤ card(âåðøèíû(c)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêà-
ìè. Âûðàæåíèå "ñòåïåíüâåðøèíû(a, c)" óæå âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷å.

3. Ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ.

∀a(ïðîñòãðàô(a) → ãðàôáåçòðåóã(a) ↔
¬(∃xyz(x ∈ âåðøèíû(a) & ñìåæíû(x, y, a) & ñìåæíû(x, z, a) & ñìåæíû(y, z, a))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîäóêöèÿ". Òàêèå öåëè âîçíèêàþò
ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ ÃÅÍÎËÎÃà. Àíòåöåäåíò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìãðàôáåçòðåóã".

(a) Ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ âåðøèíû.

∀ab(ãðàôáåçòðåóã(a) → ãðàôáåçòðåóã(óäàëåíèåâåðø(a, b)))

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

(b) Ïîäãðàô ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ.

∀ab(ãðàôáåçòðåóã(a) & ïîäãðàô(b, a) → ãðàôáåçòðåóã(b))

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, âòîðîé -
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé.

Ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèìâîëîì "óäàëåíèåâåðø"

Ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, óñòàíàâëèâàþùèé ñâÿçü ìåæäó ÷èñëîì ðåáåð èñõîäíîãî
è ðåçóëüòèðóþùåãî ãðàôà:

∀abc(ïðîñòãðàô(a) & óäàëåíèåâåðø(a, b) = c → card(ðåáðà(a)) = card(ðåáðà(c)) +
ñòåïåíüâåðøèíû(b, a))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Âòîðîé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ïåðâûé - îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Âû-
ðàæåíèÿ "card(ðåáðà(a))", "card(ðåáðà(c))" óæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â çàäà÷å. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.
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Âû÷èñëåíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå

Òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì íå òîëüêî ýâðèñòè÷åñêèõ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, íî
è òðàäèöèîííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Àòîìàðíûé âû÷èñëè-
òåëüíûé öèêë "îáû÷íîé" ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî ñóùåñòâó, ìíîãîêðàòíîå
ïðèìåíåíèå îäíîé è òîé æå öåïî÷êè òåîðåì, èíîãäà - åäèíñòâåííîé òåîðåìû. ×òî-
áû ïðîñëåäèòü, êàê èìåííî òîò èëè èíîé àëãîðèòì âîçíèêàåò èç òåîðèè, íåîáõîäèìî
ñíà÷àëà ïîäíÿòü åãî ôîðìóëèðîâêó äî óðîâíÿ, ïîãðàíè÷íîãî ñ áàçîé òåîðåì, ò.å.
äî óðîâíÿ ÃÅÍÎËÎÃà. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ÿçûê îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì êîìïî-
íåíòîì èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì áóäóùåãî: àâòîìàòè÷åñêîå ñîçäàíèå ëþáîé íîâîé
ïðîãðàììû äîëæíî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîãðàíè÷íûé óðîâåíü ìåæäó òåîðèåé è àëãî-
ðèòìàìè.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ïðîâîäèëîñü îáó÷åíèå
ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû íåëîãè÷åñêèì âû÷èñëåíèÿì.

Âî - ïåðâûõ, ðåøàòåëü îáó÷àëñÿ ðåøåíèþ çàäà÷ "íà ïðîãðàììèðîâàíèå". Ôîðìóëèðî-
âàëàñü çàäà÷à íà îïèñàíèå, óñëîâèÿ êîòîðîé ñâÿçûâàëè âõîäíûå äàííûå ñ âûõîäíû-
ìè. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óñëîâèÿ ïðåîáðàçîâûâàëèñü òàê, ÷òî ñòàíîâèëèñü ïîíÿòíûìè
êîìïèëÿòîðó ÃÅÍÎËÎÃà. Äàëåå îíè êîìïèëèðîâàëèñü â ïðîãðàììó ËÎÑà, êîòîðàÿ
ñîõðàíÿëàñü â áëîêå ïðîãðàìì ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòà ïðîãðàììà îïðåäåëåííûì
îáðàçîì ñâÿçûâàëàñü ñ çàäà÷åé è ðàññìàòðèâàëàñü êàê åå îòâåò. Åñëè âñå âõîäíûå
äàííûå áûëè ôèêñèðîâàíû, òî ïðîãðàììà çàïóñêàëàñü, è ïîä óñëîâèåì çàäà÷è â çà-
äà÷íèêå ïðîðèñîâûâàëñÿ ðåçóëüòàò åå ðàáîòû. Èíà÷å - âîçíèêàë äèàëîã äëÿ âûáîðà
çíà÷åíèé âõîäíûõ äàííûõ. Ïîñëå òîãî, êàê çàäà÷à íà ïðîãðàìììèðîâàíèå ðåøåíà,
÷åðåç íåå ìîæíî îáðàùàòüñÿ ê ñèíòåçèðîâàííîé ïðîãðàììå áåç ïîâòîðíîãî ðåøåíèÿ.

Âî - âòîðûõ, ðåøàòåëü îáó÷àëñÿ ïðîãðàììèðîâàíèþ äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè
ðåøåíèè îáû÷íîé "ëîãè÷åñêîé" çàäà÷è. Â îïðåäåëåííûõ ñèòóàöèÿõ ñîçäàâàëñÿ íî-
âûé ëèáî êîððåêòèðîâàëñÿ ñòàðûé âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò, ïðîäóêöèè êîòîðîãî çà-
äàâàëèñü îòâåòàìè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Ñèñòåìà îáðàùàëàñü ê ýòîìó
ïàêåòó, çàíîñÿ ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé â òåêóùèé ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò è ïðîäîëæàÿ
ïîñëå ýòîãî îáû÷íûé öèêë ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, ñîçäàííûé âû÷èñëè-
òåëüíûé ïàêåò àâòîìàòè÷åñêè óäàëÿëñÿ. Ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå òàêîãî ãèáðèäíîãî
öèêëà âû÷èñëåíèé ñ ÷èñòî ëîãè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè, íàïðèìåð, ïðè ïåðåáîðå ãðàôîâ.
Ãèáðèäíûé öèêë óìåíüøàë âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñîòíè ðàç.

Â - òðåòüèõ, áûë ñîçäàí ñðàâíèòåëüíî øèðîêèé êëàññ âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ ÃÅ-
ÍÎËÎÃà, ðåàëèçóþùèõ êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû èç ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ - ìàòðèöû,
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû, ãðàôû è ò.ä. Ðåøàòåëü ìîã îáðàòèòüñÿ ê òàêîìó
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ïàêåòó ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ëîãè÷åñêîãî óðîâíÿ è çàíåñòè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â
òåêóùèé ëîãè÷åñêèé êîíòåêñò.

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñðåäñòâ, ïîç-
âîëÿþùèõ ðåøàòåëþ ïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ íåëîãè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íå íà ËÎÑå,
à íåïîñðåäñòâåííî íà ÿçûêå íèçêîãî óðîâíÿ - ÑÈ èëè äàæå àññåìáëåðå. Èñïîëüçî-
âàíèå àññåìáëåðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, òàê êàê êîìïèëÿòîð ñ
íåãî íåòðóäíî ðåàëèçîâàòü ñðåäñòâàìè ñàìîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòî èçáàâèò îò
íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ âíåøíåé ñëîæíîé ïðîãðàììû êîìïèëÿòîðà äëÿ ÑÈ.

10.1 Òèïû äàííûõ, èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèé
íà ÃÅÍÎËÎÃå

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ òèïîâ äàííûõ, äëÿ êîòîðûõ ïðåäóñìîòðåíû âû÷èñëåíèÿ íà ÃÅ-
ÍÎËÎÃå. Ýòè òèïû ïåðå÷èñëåíû â ñïðàâî÷íîé èíôîðìàöèè ñèìâîëà "òèï". Îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû è òåðìû, èñïîëüçóåìûå â ïðèåìàõ ñïðà-
âî÷íèêîâ êîìïèëÿòîðà ÃÅÍÎËÎÃà. Ïîäðîáíåå î òàêèõ ñïðàâî÷íèêàõ áóäåò ñêàçàíî
íèæå.

1. "îáúåêò" - îáùèé íåóòî÷íÿåìûé òèï äàííûõ, èñïîëüçóåìûõ ïðè âû÷èñëåíèÿõ.

2. "äåñ÷èñëî" - äåñÿòè÷íîå ÷èñëî â ôîðìàòå ËÎÑà, ò.å. íàáîð öèôð, â êîòîðîì
ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ çàïÿòàÿ è ñèìâîë ìèíóñ. Âìåñòî íàáîðà äëèíû 1 áåðåòñÿ
öèôðà.

3. "öåëîå" - ÷èñëî â ìàøèííîì ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

4. "Öåëîå" - ÷èñëî â ìàøèííîì ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì".

5. "÷èñëî" - ÷èñëî â ìàøèííîì ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

6. "êîìïëåêñíîå" - êîìïëåêñíîå ÷èñëî â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

7. "êëàññ(A)" - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ òèïà A, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå íà-
áîðà ñâîèõ ýëåìåíòîâ.

8. "íàáîð(A)" - íàáîð îáúåêòîâ òèïà A.

9. "ëîãñèìâîë" - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ëèáî ñèìâîë ïåðåìåííîé.

10. "òåðì" - òåðì â îáû÷íîì ôîðìàòå.

11. "âõîæäåíèå" - âõîæäåíèå â òåðì.

12. "ìíîãî÷ëåí(A)" - ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé, ïðåäñòàâëåííûé íàáîðîì
ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé è çàäàííûõ â
ôîðìàòå A. Ïåðâàÿ ÿ÷åéêà ýòîãî íàáîðà - ñëóæåáíàÿ; â íåé õðàíèòñÿ óêàçà-
òåëü íà êîëüöî ìíîãî÷ëåíà - ëèáî 0 (âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà),
ëèáî 1 (öåëûå ÷èñëà), ëèáî ïðîñòîå ÷èñëî, çàäàþùåå ïîëå âû÷åòîâ. Çäåñü íîëü
ïðåäñòàâëåí êàê ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "0"; â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî çàäàåòñÿ â
ôîðìàòå "Öåëîå". Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ A - "÷èñëî", "Öåëîå", "âû÷åòû", "êîì-
ïëåêñíîå".



852 Ãëàâà 10. Âû÷èñëåíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå

13. "ìàññèâ(A)" - ìàññèâ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå A. Ðàñïîëàãàåòñÿ âíå çîíû
çàäà÷. Ðàáîòàòü ñ íèì ìîæíî ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ññûëêè, îïðåäåëÿåìûå îïåðà-
òîðîì "Âû÷(íàáîð . . .) ïðè èíèöèàëüçàöèè ìàññèâà.

14. "âåêòîð(A)" - ÷èñëîâîé âåêòîð, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû â ìàøèííîì
ôîðìàòå A. Ôàêòè÷åñêè çàäàåòñÿ ïàðîé (A1, A2), ãäå A1 - ññûëêà íà ÷èñëîâîé
ìàññèâ, A2 - ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàññèâà â ôîðìàòå "öåëîå".

15. "ìàòðèöà(A)" - ïðÿìîóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâ-
ëåíû â ìàøèííîì ôîðìàòå A ("÷èñëî" ëèáî "öåëîå"). Ôàêòè÷åñêè çàäàåòñÿ
òðîéêîé (A1, A2, A3), ãäå A1 - ññûëêà íà ÷èñëîâîé ìàññèâ; A2 - ÷èñëî ñòðîê ìàò-
ðèöû, ïðåäñòàâëåííîå â ôîðìàòå "öåëîå"; A3 - ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû â òîì
æå ôîðìàòå.

16. "ñòðîêè(A)" - ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â ìà-
øèííîì ôîðìàòåA. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàáîðà ñòðîê; êàæäàÿ ñòðîêà - íàáîð
ýëåìåíòîâ.

17. "êîðòåæ(A1, . . . , An)" - íàáîð äëèíû n, ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåþò òèïûA1, . . . , An.

18. "òàáëèöà(A1, . . . , An)" - íàáîð íàáîðîâ (B1, . . . , Bn), ãäå Bi ïðåäñòàâëåíî â ôîð-
ìàòå Ai.

19. "ïîäñòàíîâêà" - íàáîð äëèíû n, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü ñèìâîëüíûå íîìåðà,
ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó 1, 2 . . . , n (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå).

20. "ãðàô(A1, A2)" - íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû îáú-
åêòàìè òèïà A1, à ðåáðà - îáúåêòàìè òèïà A2. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ
âåðøèí.

21. "îðãðàô(A1, A2)" - îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû îáú-
åêòàìè òèïà A1, à ðåáðà - îáúåêòàìè òèïà A2. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ
âåðøèí.

22. "âåðøèíà(A)" - âåðøèíà íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, ïîìå÷åííàÿ îáúåêòîì òè-
ïà A. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðîéêîé (B1, B2, B3), ãäå B1 - îòìåòêà âåðøèíû, B2 -
íàáîð ëåâûõ êðàåâ íàáîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ âåðøèíû ãðàôà, ñîåäèíåííûå ñ
äàííîé âåðøèíîé ðåáðîì, B3 - íàáîð ëåâûõ êðàåâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð. Äî-
ïóñêàþòñÿ ïåòëè è ïàðàëëåëüíûå ðåáðà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàáîð B2 èìååò
ññûëêè íà îäíó è òó æå âåðøèíó, à íàáîð B3 - íà ðàçëè÷íûå ïàðàëëåëüíûå
ðåáðà.

23. "Âåðøèíà(A)" - âåðøèíà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, ïîìå÷åííàÿ îáúåêòîì òèïà
A. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïÿòåðêîé (B1, B2, B3, B4, B5), ãäå B1 - îòìåòêà âåðøèíû, B2

- íàáîð ëåâûõ êðàåâ íàáîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ âåðøèíû ãðàôà, ê êîòîðûì îò
äàííîé âåðøèíû âåäåò ðåáðî, B3 - íàáîð ëåâûõ êðàåâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð.
B4 - íàáîð ëåâûõ êðàåâ íàáîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ âåðøèíû ãðàôà, îò êîòîðûõ
ê äàííîé âåðøèíå âåäåò ðåáðî, B5 - íàáîð ëåâûõ êðàåâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð.
Êàê è â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, äîïóñêàþòñÿ ïåòëè è ïàðàëëåëüíûå
ðåáðà.
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24. "ðåáðî(A)" - ðåáðî ãðàôà ëèáî îðãðàôà, ïîìå÷åííîå îáúåòîì òèïà A. Ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ òðîéêîé (B1, B2, B3), ãäå B1 - ïîìåòêà ðåáðà; B2 è B3 - âåðøèíû,
ñîåäèíÿåìûå ðåáðîì. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà B2 - âåðøèíà, èç êîòîðîé
ðåáðî èñõîäèò, B3 - âåðøèíà, ê êîòîðîé îíî âåäåò.

25. "ëèíèÿ" - íàáîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ëèíèþ ïðè àíàëèçå ðèñóíêà. Ïîäðîáíåå - ñì.
ñïðàâî÷íóþ èíôîðìàöèþ ê ñèìâîëó "Ëèíèè".

26. "òî÷êà" - ññûëêà íà òî÷êó èç ëèíèè. Ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âõîæäåíèå â íàáîð
A êîììåíòàðèÿ (ïåðåñå÷åíèå A) ê íåêîòîðîìó ñòàíäàðòíîìó ýëåìåíòó ëèíèè.
Ïîäðîáíåå - ñì. ñïðàâî÷íóþ èíôîðìàöèþ ê ñèìâîëó "Ëèíèè", à òàêæå èíôîð-
ìàöèþ ê ñèìâîëó "ýëåìåíòû".

27. "Ëèíèÿ" - íàáîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ãðàíè÷íóþ ëèíèþ ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèÿ.
Ïîäðîáíåå - ñì. ñïðàâî÷íóþ èíôîðìàöèþ ê ñèìâîëó "ãðàíè÷íëèíèè".

28. "Òî÷êà" - íàáîð, ïðåäñòàâëÿþùèé óçëîâóþ òî÷êà èçîáðàæåíèÿ. Ïîäðîáíåå - ñì.
ñïðàâî÷íóþ èíôîðìàöèþ ê ñèìâîëó "ãðàíè÷íëèíèè".

29. "Îáëàñòü" - íàáîð, ïðåäñòàâëÿþùèé îáëàñòü ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèÿ. Ïî-
äðîáíåå - ñì. ñïðàâî÷íóþ èíôîðìàöèþ ê ñèìâîëó "ðèñîáëàñòè".

30. "øàõìàòû" - ïðåäñòàâëåíèå øàõìàòíîé ïîçèöèè. Èìååò âèä òðîéêè (A1, A2, A3),
ãäå A1 - ìàòðèöà øàõìàòíîé ïîçèöèè, A2 - 0 ëèáî ïîñëåäíèé õîä, ïîñëå êîòîðîãî
âîçíèêëà ïîçèöèÿ, A3 - ïàðà óêàçàòåëåé íà âîçìîæíîñòü ðîêèðîâêè. Êàæäûé
óêàçàòåëü - ïàðà (B1, B2): B1 - âîçìîæíîñòü ðîêèðîâêè â íàïðàâëåíèè ïåðâîé
âåðòèêàëè, B2 - âîçìîæíîñòü ðîêèðîâêè â íàïðàâëåíèè âîñüìîé âåðòèêàëè; 0 -
ðîêèðîâêà âîçìîæíà, 1 - íåò. Ñíà÷àëà èäåò óêàçàòåëü äëÿ áåëûõ, çàòåì - äëÿ
÷åðíûõ. Ìàòðèöà øàõìàòíîé ïîçèöèè - íàáîð (C1, . . . , C8) íàáîðîâ Ci, îïðåäå-
ëÿþùèõ ñòîëáöû ïîçèöèè. Êàæäîå Ci - íàáîð (D1, . . . , D8) ýëåìåíòîâ ñòîëáöà.
Åñëè íà j-é ñòðîêå â i-ì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ ôèãóðà òèïà F è öâåòà R, òî Dj -
òåðì "F (R, (i, j))", èíà÷å Dj åñòü 0. Áåëûé öâåò - 0, ÷åðíûé - 1.

31. "ïîëåôèãóðû" - êîîðäèíàòû ïîëÿ íà øàõìàòíîé äîñêå (ïàðà öèôð îò 1 äî 8,
óêàçûâàþùèõ íîìåð ñòîëáöà è ñòðîêè íà äîñêå). Õîä ôèãóðû - ïàðà êîîðäèíàò
èñõîäíîãî è ïîñëåäíåãî ïîëåé.

32. "øàõëèíèÿ" - êîîðäèíàòû ëèíèè íà øàõìàòíîé äîñêå, ò.å. ïàðà (êîîðäèíàòû
ïîëÿ ëèíèè - êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ëèíèè).

33. "íàïðëèí" - êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ëèíèè íà øàõìàòíîé äîñêå.

10.2 Îïåðàòîðû ËÎÑà, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðàáî-
òû ñ ÷èñëàìè â ìàøèííûõ ôîðìàòàõ

Îñíîâíûìè ôîðìàòàìè, â êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷èñëà íà ËÎÑå, ñëóæàò ñèìâîëü-
íûå íîìåðà è äåñÿòè÷íûå ÷èñëà. Ïåðâûå ñóòü ïðîñòî íîìåðà ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ,
âòîðûå - öèôðû è íàáîðû öèôð, èìåþùèå ïðîèçâîëüíóþ äëèíó. Â ýòèõ íàáîðàõ ìî-
ãóò âñòðå÷àòüñÿ çàïÿòàÿ è çíàê ìèíóñà. Îïåðàöèè íàä äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè ñðàâ-
íèòåëüíî ìåäëåííûå, è äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé äîïîëíèòåëüíî áûëè ââåäåíû òàê
íàçûâàåìûå "ìàøèííûå ôîðìàòû" - ÷èñëà ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé, îáðàáàòûâàåìûå
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ìàòåìàòè÷åñêèì ñîïðîöåññîðîì; 32-áèòíûå öåëûå ÷èñëà ñî çíàêîì; äëèííûå öåëûå ñî
çíàêîì, ïðåäñòàâëÿåìûå íàáîðàìè 32-áèòíûõ ôðàãìåíòîâ è èìåþùèå ïðîèçâîëüíóþ
äëèíó, à òàêæå êîìïëåêñíûå ÷èñëà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

Õîòÿ ÷èñëà ìàøèííûõ ôîðìàòîâ è õðàíÿòñÿ â çîíå çàäà÷, èõ ïðåäñòàâëåíèå îòëè÷à-
åòñÿ îò ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîâ è îáû÷íûõ íàáîðîâ. Ïîýòîìó äàæå äëÿ êîïèðîâàíèÿ
èëè ñðàâíåíèÿ èõ ìåæäó ñîáîé òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðû. Óòî÷íèì ñïîñîáû
çàïèñè òàêèõ ÷èñåë:

1. ×èñëî "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ïðåäñòàâëÿåòñÿ â çîíå çàäà÷ íàáîðîì N äëèíû
2. Ýëåìåíòû ýòîãî íàáîðà êîäèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî îòëè÷èòü îò
ýëåìåíòîâ îáû÷íûõ íàáîðîâ. Èíà÷å èíòåðïðåòàòîð ìîæåò ñïóòàòü ññûëêó èç íà-
áîðà íà äðóãîé íàáîð ñ ôðàãìåíòîì ÷èñëà. 64 áèòà ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
÷èñëà "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ðàçáèâàþòñÿ íà äâà èäóùèõ ïîäðÿä 32-áèòíûõ
ñëîâà A1, A2. Êàæäûé èç äâóõ ýëåìåíòîâ íàáîðà N ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó 32-
áèòíûõ ñëîâ. Ïåðâîå èç íèõ èìååò øåñòíàäöàòåðè÷íûé êîä (40200001). Âòîðîå
ñëîâî äëÿ ïåðâîãî íàáîðà ðàâíî A1, à äëÿ âòîðîãî - A2.

2. ×èñëî "öåëîå ñî çíàêîì" ïðåäñòàâëÿåòñÿ â çîíå çàäà÷ íàáîðîì äëèíû 1. Ïåðâûå
32 áèò åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà ýòîãî íàáîðà èìåþò øåñòíàäöàòåðè÷íûé êîä
(60200001). Äàëåå ñëåäóþò 32 áèòà, îáðàçóþùèå ñîáñòâåííî çàïèñü öåëîãî ÷èñëà
ñî çíàêîì â ñòàíäàðòíîì ìàøèííîì ôîðìàòå.

3. ×èñëî "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì" ïðåäñòàâëÿåòñÿ â çîíå çàäà÷ íàáîðîì ïåðå-
ìåííîé äëèíû. Ïåðâûå 32 áèò êàæäîãî ýëåìåíòà íàáîðà õðàíÿò êîä (61200001);
âòîðûå 32 áèò îáðàçóò ôðàãìåíòû A1, . . . , An çàïèñè öåëîãî ÷èñëà ñî çíàêîì
A1 . . . An. Ñòàðøèé áèò íàáîðà A1 - çíàêîâûé. Ïðè ýòîì ðàçðÿäû êàê ïîëîæè-
òåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë çàäàþòñÿ â ïðÿìîì êîäå.

4. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ïðåäñòàâëÿåòñÿ â çîíå çàäà÷ íàáî-
ðîì N äëèíû 4. Ïåðâûå äâà ýëåìåíòà íàáîðà êîäèðóþò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü;
ñëåäóþùèå äâà - ìíèìóþ ÷àñòü. Êàæäûé ýëåìåíò íàáîðà - ïàðà 32-áèòíûõ
ñëîâ, ïåðâîå èç êîòîðûõ èìååò øåñòíàäöàòåðè÷íûé êîä (41200001), à âòîðîå
õíàèò ôðàãìåíò çàïèñè ÷èñëà.

5. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìîãóò ââîäèòüñÿ ìàññèâû ÷èñåë, ïðåäñòàâëåííûõ â ôîð-
ìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ëèáî "öåëîå ñî çíàêîì". Ññûëêà íà òàêîé ìàññèâ
äëÿ äàëüíåéøåãî ìàíèïóëèðîâàíèÿ ñ íèì õðàíèòñÿ â âèäå íàáîðà äëèíû 2 â
çîíå çàäà÷. Ïåðâûå 32 áèòà êàæäîãî èç äâóõ ýëåìåíòîâ óêàçûâàþò ôîðìàò ýëå-
ìåíòîâ ìàññèâà: øåñòíàäöàòåðè÷íûé êîä (50200001) - "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé",
êîä (70200001) - "öåëîå ñî çíàêîì". Âòîðûå 32 áèò ïåðâîãî ýëåìåíòà õðàíÿò óêà-
çàòåëü (â ñìûñëå WINAPI) íà íà÷àëî ìàññèâà, âòîðûå 32 áèò âòîðîãî ýëåìåíòà
- handle ìàññèâà. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà ìàññèâà â òàêîé ññûëêå íå óêàçûâàåòñÿ
è (åñëè îíà íóæíà) äîëæíà áûòü ñîõðàíåíà íåçàâèñèìî ïðè ñîçäàíèè ìàññè-
âà. Óäàëåíèå ìàññèâà îñóùåñòâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè: åñëè ïðè ðàñ÷èñòêå çîíû
çàäà÷ óäàëÿåòñÿ ññûëêà íà ìàññèâ, òî óäàëÿåòñÿ è ñàì ìàññèâ.

Íàïîìíèì îïåðàòîðû è îïåðàòîðíûå âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðàáîòû ñ ÷èñ-
ëàìè ìàøèííûõ ôîðìàòîâ. Âñå îïåðàòîðû èìåþò âèä "Âû÷(A B1 . . . Bn)", ãäå A -
íàçâàíèå îïåðàòîðà; B1, . . . , Bn - âõîäíûå è âûõîäíûå äàííûå. Âñå îïåðàòîðíûå âû-
ðàæåíèÿ èìåþò âèä "âû÷(A B1 . . . Bn)". Íà÷íåì ñ îïåðàòîðîâ:
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1. Âû÷(íàáîð õ1 õ2 õ3). õ1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "÷èñëî" ëèáî "öåëîå", îïðåäå-
ëÿþùèé òèï ýëåìåíòà ìàññèâà. õ2 - íàòóðàëüíîå ÷èñëî (â äåñÿòè÷íîé çàïèñè).
Îïåðàòîð âûäåëÿåò ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâà èç õ2 ÷èñåë ôîðìàòà õ1. Ïå-
ðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ññûëêà íà ýòîò ìàññèâ.

2. Âû÷(çàïèñü õ1 õ2 õ3). õ1 - ññûëêà íà ìàññèâ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå; õ2
- íîìåð ýëåìåíòà ýòîãî ìàññèâà â ìàèííîì ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì". Íóìå-
ðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0. õ3 - ÷èñëî â ôîðìàòå ýëåìåíòîâ ìàññèâà õ1. Ïðîèñõîäèò
ðåãèñòðàöèÿ çíà÷åíèÿ õ3 â õ2-ì ýëåìåíòå ìàññèâà õ1.

3. Âû÷(äåëåíèå õ1 õ2 õ3 õ4). õ1, õ2 - ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå
"öåëîå ñî çíàêîì" ëèáî "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì". Âûïîëíÿåòñÿ äåëåíèå ñ
îñòàòêîì, ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå, à ïåðåìåííîé
õ4 - îñòàòîê. Ôîðìàòû õ3 è õ4 - òàêèå æå, êàê ó õ1 è õ2.

4. Âû÷(ìåíüøå õ1 õ2). õ1, õ2 - ÷èñëà â îäèíàêîâîì âåùåñòâåííîì ìàøèííîì ôîð-
ìàòå. Èñòèííî, åñëè õ1 ìåíüøå, ÷åì õ2.

5. Âû÷(ìåíüøåèëèðàâíî õ1 õ2). õ1, õ2 - ÷èñëà â îäèíàêîâîì âåùåñòâåííîì ìàøèí-
íîì ôîðìàòå. Èñòèííî, åñëè õ1 ìåíüøå èëè ðàâíî õ2.

6. Âû÷(0 õ1). õ1 - ÷èñëî â ìàøèííîì ôîðìàòå. Èñòèííî, åñëè îíî íå ðàâíî 0.

7. Âû÷(ðàâíî õ1 õ2). õ1, õ2 - ÷èñëà â îäèíàêîâîì ìàøèííîì ôîðìàòå. Èñòèííî,
åñëè õ1 ðàâíî õ2.

8. Âû÷(èçìåíåíèå õ1 õ2). õ1, õ2 - ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â îäèíàêîâîì ìàøèííîì
ôîðìàòå. Çíà÷åíèå õ2 ïåðåäàåòñÿ â õ1.

9. Âû÷(÷åòíîå õ1). õ1 - öåëîå. Èñòèííî, åñëè îíî ÷åòíîå.

10. Âû÷(÷àñòíîåìí õ1 õ2 õ3 õ4). õ1, õ2 - ìíîãî÷ëåíû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ çà-
äàíû â ìàøèííîì ôîðìàòå "êîìïëåêñíîå", "÷èñëî" ëèáî "Öåëîå". Ïåðåìåííûì
õ3 è õ4 ïðèñâàèâàþòñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ õ1 íà õ2. Åñëè äå-
ëåíèå âûïîëíÿåòñÿ íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò äåëèòåëÿ
îòëè÷åí îò åäèíèöû, òî äåëåíèå ñ îñòàòêîì ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíûì, è
òîãäà îïåðàòîð ëîæåí.

11. Âû÷(îñòàòîêìí õ1 õ2 õ3). õ1, õ2 - ìíîãî÷ëåíû íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë. Âû-
ïîëíÿåòñÿ äåëåíèå ñ îñòàòêîì õ1 íà õ2; äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè äåëåíèÿ
ìíîãî÷ëåí õ1 äîìíîæàåòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îñòàòîê.

12. Âû÷(ñòàíäìí õ1 õ2 õ3). õ1 - ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ëèáî êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë. Âûïîëíÿåòñÿ äìíîæåíèå åãî íà òàêîå ÷èñëî a, ÷òîáû êîýôôèöèåíò
ïðè ñòàðøåì ÷ëåíå áûë ðàâåí 1. Ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
ìíîæåíèÿ.

13. Âû÷(ïðîãðàììà õ1 õ2 õ3). õ1 - íàáîð ïñåâäîêîìàíä, îïðåäåëÿþùèé âû÷èñëå-
íèÿ äëÿ íàáîðà âõîä-âûõîäíûõ äàííûõ ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé õ2 è íàáîðà âõîä-
âûõîäíûõ äàííûõ â ôîðìàòå öåëîãî ñî çíàêîì õ3. Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ýòèõ âû-
÷èñëåíèé. Âíå î.ä.ç. îïåðàòîð ëîæåí. Êàæäàÿ ïñåâäîêîìàíäà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íàáîð (N n1 . . . nk), ãäå N - íîìåð îïåðàöèè; n1, . . . , nk - íîìåðà îïåðàíäîâ
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(âõîäíûõ è âûõîäíûõ). Âñå ÷èñëà N, n1, . . . , nk èìåþò ñèìâîëüíûé ôîðìàò. Íî-
ìåðà îïåðàíäîâ áåðóòñÿ èç íàáîðà õ2 ëèáî õ3, ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïó îïåðàíäà.
Ýòîò òèï îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî íîìåðó îïåðàöèè. Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
äàííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîìåðà, áîëüøèå äëèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà.
Ïðè ýòîì íîìåð íå äîëæåí áûòü áîëüøå 200.

Äàííûé îïåðàòîð ââåäåí ñ öåëüþ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé. Îí ïîçâîëÿåò çà îäèí
öèêë ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà âûïîëíèòü äëèííóþ öåïî÷êó äåéñòâèé. Â
ñëó÷àå ôîðìàòà "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" èñïîëüçóþòñÿ êîìàíäû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ñîïðîöåññîðà.

Ïåðå÷èñëèì ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè, äîïóñòèìûå â íàáîðàõ ïñâåäîêîìàíä. Íèæå íî-
ìåð ïóíêòà ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì îïåðàöèè:

1. Ñëîæåíèå â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Ïåðâûå äâà îïåðàíäà - ñëàãàåìûå,
òðåòèé - ñóììà. Àíàëîãè÷íîå ðàçìåùåíèå îïåðàíäîâ èñïîëüçóåòñÿ è äëÿ äðóãèõ
îïåðàöèé.

2. Ñëîæåíèå â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

3. Èçìåíåíèå çíàêà ÷èñëà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

4. Èçìåíåíèå çíàêà ÷èñëà â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

5. Óìíîæåíèå â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

6. Óìíîæåíèå â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

7. Äåëåíèå â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

8. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ ôîðìàòà "öåëîå ñî çíàêîì" (ïåðâûå äâà îïåðàíäà -
äåëèìîå è äåëèòåëü; çàòåì íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê).

9. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

10. Ýêñïîíåíòà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

11. Âîçâåäåíèå â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü äëÿ ôîðìàòà "öåëîå ñî çíàêîì".

12. Ìîäóëü â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

13. Ìîäóëü â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

14. Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì (çäåñü è äàëåå âñå îïåðàöèè - â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé" ).

15. Ëîãàðèôì - îáùèé ñëó÷àé.

16. Êâàäðàòíûé êîðåíü.

17. Ñèíóñ.

18. Êîñèíóñ.

19. Òàíãåíñ.
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20. Êîòàíãåíñ.

21. Ñåêàíñ.

22. Êîñåêàíñ.

23. Àðêñèíóñ.

24. Àðêêîñèíóñ.

25. Àðêòàíãåíñ.

26. Àðêêîòàíãåíñ.

27. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ.

28. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

29. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.

30. Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ.

31. Ñèãíóì.

32. Òîæäåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèñâîåíèÿ çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé.

33. Íàõîæäåíèå öåëîé ÷àñòè.

Ïåðåõîäèì ê îïåðàòîðíûì âûðàæåíèÿì âèäà "âû÷(. . .)":

1. âû÷(÷èñëî õ1). õ1 - äåñÿòè÷íîå ÷èñëî. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ïðåäñòàâ-
ëåíèå äàííîãî ÷èñëà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

2. âû÷(öåëîå õ1). õ1 - öåëîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò
ïðåäñòàâëåíèå äàííîãî ÷èñëà â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

3. âû÷(Öåëîå õ1). õ1 - öåëîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò
ïðåäñòàâëåíèå äàííîãî ÷èñëà â ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì".

4. âû÷(âûõîä õ1). õ1 - ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â ìàøèííîì ôîðìàòå ôîðìàòå. Åñëè
÷èñëî ïðåäñòàâëåíî â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé", òî çíà÷åíèåì âûðàæå-
íèÿ ñëóæèò ïàðà äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë (A1, A2), òàêàÿ, ÷òî äàííîå ÷èñëî ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ A1 íà 10 â ñòåïåíè A2. Äëÿ ôîðìàòà "êîìïëåêñíîå" âûäàåòñÿ
ïàðà òàêèõ ïàð. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò äåñÿòè÷íîå
÷èñëî, ðàâíîå õ1.

5. âû÷(çíà÷åíèå õ1 õ2). õ1 - ññûëêà íà ìàññèâ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå, õ2 -
íîìåð ýëåìåíòà ìàññèâà â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì". Íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ
ñ 0. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå â ìàøèííîì ôîðìàòå õ2-ãî
ýëåìåíòà ìàññèâà.

6. âû÷(ïëþñ õ1 õ2). õ1,õ2 - ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ìàùèííîì ôîðìàòå. Çíà÷åíèåì
âûðàæåíèÿ ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå â òîì æå ôîðìàòå èõ ñóììû.
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7. âû÷(ìèíóñ õ1). õ1 - ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â ìàøèííîì ôîðìàòå. Çíà÷åíèåì âû-
ðàæåíèÿ ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå â òîì æå ôîðìàòå ÷èñëà õ1 ñ îáðàòíûì çíàêîì.

8. âû÷(âû÷èòàíèå õ1 õ2). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èòàíèÿ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå.

9. âû÷(óìíîæåíèå õ1 õ2). Âûðàæåíèå äëÿ óìíîæåíèÿ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå.

10. âû÷(äðîáü õ1 õ2). õ1, õ2 - ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå. Çíà÷åíèåì
âûðàæåíèÿ ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå â òîì æå ôîðìàòå ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ õ1
íà õ2. Â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííîãî ôîðìàòà áåðåòñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå.

11. âû÷(ñòåïåíü õ1 õ2). õ1, õ2 - ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ìàøèííîì ôîðìàòå. Çíà÷å-
íèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ õ1 â ñòåïåíü õ2. Äëÿ ôîðìàòà
öåëûõ ÷èñåë çíà÷åíèå õ2 äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì. Åñëè õ1 - êîìïëåêñ-
íîå, òî õ2 - â ìàøèííîì ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

12. âû÷(ëîãàðèôì õ1 õ2). õ1, õ2 - ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå â òîì æå ôîðìàòå ëî-
ãàðèôìà ÷èñëà õ2 ïî îñíîâàíèþ õ1.

13. âû÷(íàòóðëîã õ1). õ1 - ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".
Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå â òîì æå ôîðìàòå íàòóðàëüíîãî
ëîãàðèôìà õ1.

14. âû÷(ñèíóñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèíóñà â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé".

15. âû÷(êîñèíóñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîñèíóñà.

16. âû÷(òàíãåíñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàíãåíñà.

17. âû÷(êîòàíãåíñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòàíãåíñà.

18. âû÷(àðêñèíóñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ àðêñèíóñà.

19. âû÷(àðêêîñèíóñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ àðêêîñèíóñà.

20. âû÷(àðêòàíãåíñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ àðêòàíãåíñà.

21. âû÷(àðêêîòàíãåíñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ àðêêîòàíãåíñà.

22. âû÷(ìîäóëü õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîäóëÿ ÷èñëà õ1, ïðåäñòàâëåííîãî
â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ëèáî "öåëîå ñî çíàêîì".

23. âû÷(êâàäðêîðåíü õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ â ôîð-
ìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

24. âû÷(ýêñï õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû.

25. âû÷(ãèïñèíóñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà.

26. âû÷(ãèïêîñèíóñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà.

27. âû÷(ãèïòàíãåíñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà.
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28. âû÷(ãèïêîòàíãåíñ õ1). Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîòàíãåí-
ñà.

29. âû÷(íåò). Êîíñòàíòà 1e99, èñïîëüçóåìàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ â ìàññèâàõ
çíà÷åíèé äëÿ óêàçàíèÿ íà ïðîïóñê òî÷êè.

30. âû÷(êîïèÿ õ1). õ1 - ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â ìàøèííîì ôîðìàòå. Çíà÷åíèåì âû-
ðàæåíèÿ ñëóæèò êîïèÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

31. âû÷(ïëþñáåñê). Êîíñòàíòà 2e99, èñïîëüçóåìàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ â ìàñ-
ñèâàõ çíà÷åíèé äëÿ óêàçàíèÿ ïëþñ - áåñêîíå÷íîñòè.

32. âû÷(ìèíóñáåñê). Êîíñòàíòà −2e99, èñïîëüçóåìàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ â
ìàññèâàõ çíà÷åíèé äëÿ óêàçàíèÿ ìèíóñ - áåñêîíå÷íîñòè.

33. âû÷(Ïëþñ õ1 õ2 õ3). Ñóììà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë õ1 è õ2 ïî íàòó-
ðàëüíîìó ìîäóëþ õ3. Çäåñü è äàëåå â ìîäóëÿðíûõ îïåðàöèÿõ ôîðìàò ÷èñåë -
"äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì".

34. âû÷(Ìèíóñ õ1 õ2). Èçìåíåíèå çíàêà öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà õ1 ïî íà-
òóðàëüíîìó ìîäóëþ õ2.

35. âû÷(Óìíîæåíèå õ1 õ2 õ3). Ïðîèçâåäåíèå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë õ1, õ2
ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ õ3.

36. âû÷(Äðîáü õ1 õ2 õ3). ×àñòíîå îò äåëåíèÿ öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà õ1 íà
íàòóðàëüíîå ÷èñëî õ2 ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ õ3.

37. âû÷(ïëþñìí õ1 õ2). Ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ õ1 è õ2. Çäåñü è äàëåå êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà çàäàþòñÿ â îäíîì èç ôîðìàòîâ "÷èñëî", "êîìïëåêñíîå", "Öåëîå".

38. âû÷(óìíîæåíèåìí õ1 õ2). Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ õ1 è õ2.

39. âû÷(äîìíîæìí õ1 õ2). Ðåçóëüòàò äîìíîæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà õ1
íà ÷èñëî õ2.

40. âû÷(ñòåïåíüìí õ1). Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà õ1 â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

41. âû÷(ìèíóñìí õ1). Ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ çíàêîâ ó êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
õ1.

42. âû÷(êîýôôèöèåíòìí õ1 õ2). Êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà õ1 ïðè ÷ëåíå ñòåïåíè
õ2. õ2 - â ôîðìàòå "öåëîå".

43. âû÷(Öåëûå õ1). õ1 - ÷èñëî â ìàøèííîì ôîðìàòå öåëîãî ñî çíàêîì. Çíà÷åíè-
åì âûðàæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåâîäà õ1 â ôîðìàò "äëèííîå öåëîå ñî
çíàêîì".

44. âû÷(íîä õ1 õ2). õ1, õ2 - ÷èñëà â ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì". Çíà÷åíèåì
âûðàæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.

45. âû÷(âû÷åò õ1 õ2). õ1, õ2 - ÷èñëà â ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì"; õ2 -
íàòóðàëüíîå. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ õ1 íà õ2.
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46. âû÷(âû÷åòìí õ1 õ2). õ1, õ2 - ìíîãî÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî äåëåíèå õ1
íà õ2 ñ îñòàòêîì. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äàííûé îñòàòîê.

47. âû÷(êîýôô õ1 õ2). Êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà õ1 ïðè ÷ëåíå ñòåïåíè õ2. õ2 - â
ôîðìàòå ñèìâîëüíîãî ÷èñëà.

48. âû÷(öåëàÿ÷àñòü õ1). Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà õ1, ïðåäñòàâëåííîãî â ôîðìàòå "ñ ïëà-
âàþùåé çàïÿòîé". Ôîðìàò ðåçóëüòàòà - òîò æå.

49. âû÷(ñèãíóì õ1). Ñèãíóì ÷èñëà õ1, ïðåäñòàâëåííîãî â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé". Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â ôîðìàòå "öåëîå".

50. âû÷(ëîãñèìâîë õ1). Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñèìâîëüíûé âèä ÷èñëà õ1 â
ìàøèííîì ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì".

51. âû÷(íîìåðñèìâ õ1). Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìàò "öåëîå ñî çíàêîì" ñèì-
âîëüíîãî ÷èñëà õ1.

52. âû÷(ñèìâíîìåð õ1). Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìàò "ñ ïëàâàþùåé çàïÿ-
òîé" ñèìâîëüíîãî ÷èñëà õ1.

53. âû÷(êîìïëåêñíîå õ1 õ2). Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìàò "êîìïëåêñíîå"
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà õ1, à ìíèìàÿ - õ2.
Äàííûå õ1, õ2 ïðåäñòàâëåíû êàê äåñÿòè÷íûå ÷èñëà.

54. âû÷(âåùåñòâåííàÿ÷àñòü õ1). Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà õ1. Îáà
çíà÷åíèÿ - â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

55. âû÷(ìíèìàÿ÷àñòü õ1). Ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà õ1. Îáà çíà÷åíèÿ - â
ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

56. âû÷(Êîìïëåêñíîå õ1). Ðåçóëüòàò ïåðåâîäà â ôîðìàò "êîìïëåêñíîå" ÷èñëà õ1,
ïðåäñòàâëåííîãî â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

57. âû÷(Ìîäóëü õ1). Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà õ1, ïðåäñòàâëåííûé â ôîðìàòå "ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

10.3 Ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûå àíòåöåäåíòû òåîðå-
ìû ïðèåìà

Àíòåöåäåíòû òåîðåìû ïðèåìà, ðåàëèçóåìûå ïóòåì íåëîãè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, âûäå-
ëÿþòñÿ óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îíè íàçûâàþòñÿ ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûìè àíòå-
öåäåíòàìè. Äëÿ îáðàáîòêè ïîäòåðìîâ òàêîãî àíòåöåäåíòà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ñïå-
öèàëüíûå îïåðàòîðû è îïåðàòîðíûå âûðàæåíèÿ ËÎÑà, ñâÿçûâàåìûå ñ ïîäòåðìîì
ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë". Ýòîò ñïðàâî÷íèê ðåàëèçîâàí íà ÃÅÍÎËÎÃå.
Òåîðåìà åãî ïðèåìà èìååò âèä "âû÷èñë(f F A1 . . . Am T )". Çäåñü F - âèä îáðàáàòû-
âàåìîãî ïîäòåðìà, f - âûäåëåííûé âíóòðè F ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ïîÿâëåíèå êîòîðîãî
èíèöèèðóåò îáðàùåíèå ê äàííîìó ñïðàâî÷íèêó. Êàæäîå Ai - ëèáî âèäà "âõîä(xi ti)",
ëèáî âèäà "âûõîä(xi ti)", ëèáî âèäà "âûõîä(t)", ëèáî âèäà "óñëîâèå(U)", ëèáî âèäà
"óðîâåíü(k)". Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ óêàçûâàåòñÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè ïåðåìåííàÿ
xi òåðìà F êàê âõîäíàÿ èëè êàê âûõîäíàÿ, è ôèêñèðóåòñÿ òèï ti åå çíà÷åíèé. Â
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òðåòüåì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, è t - òèï ýòîãî çíà÷åíèÿ. U - äî-
ïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì âîçìîæåí
ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ. k - óðîâåíü, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âîçìîæíî èñïîëü-
çîâàíèå êîìïèëÿòîðîì äàííîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèé. Ïðè êîìïèëÿöèè âûáèðàåòñÿ
äîïóñòèìûé ñïîñîá ñ íàèìåíüøèì óðîâíåì. Òåðì T - îïåðàòîð ëèáî îïåðàòîðíîå âû-
ðàæåíèå ËÎÑà, èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Ïåðåìåííûå ó íèõ - òå æå, ÷òî ó
F .

Ïðè îáðàùåíèè ê ñïðàâî÷íèêó "âû÷èñë" íà ñèìâîëå f åìó ïåðåäàåòñÿ â êà÷åñòâå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ1 îäíîýëåìåíòûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ñèìâîëà "ïóñòîåñëî-
âî". Ñïðàâî÷íèê çàìåíÿåò ýòî "ïóñòîåñëîâî" íà íàáîð íàáîðîâ (F A1 . . . An T ),
îïðåäåëÿþùèõ ðàçëè÷íûå äîïóñòèìûå ñïîñîáû ðåàëèçàöèè ïîäòåðìîâ, ñîäåðæàùèõ
ñèìâîë f .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáðàáîòêè îäíîãî è òîãî æå óòâåðæäåíèÿ F ìîæåò ïîíàäîáèòü-
ñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ T - â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ïåðåìåííûå
ñ÷èòàþòñÿ âõîäíûìè.

Èñïîëüçîâàíèå ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë" óïðîùàåò ïîïîëíåíèå ÃÅÍÎËÎÃà íîâûìè âû-
÷èñëèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè. Ïðè ïîÿâëåíèè íîâîãî ñèìâîëà s îòíîøåíèÿ ëèáî
îïåðàöèè, òðåáóþùèõ íåëîãè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, ñîçäàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-
ãðàììû ËÎÑà, äëÿ êîòîðûõ ââîäÿòñÿ ïîäõîäÿùèå íàçâàíèÿ. Çàòåì ââîäèòñÿ ïðè-
åì ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë", ñâÿçûâàþùèé äàííûå ïðîãðàììû ñ ðåàëèçóåìûì òåðìîì
F . ×òîáû ìîæíî áûëî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì â òåîðåìàõ ïðèåìîâ,
ñîäåðæàùèõ ñèìâîë s, äëÿ íåãî ñîçäàþòñÿ íåîáõîäèìûå ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ ôîð-
ìóëüíîãî ðåäàêòîðà.

Êðîìå óêàçàííîãî ñïîñîáà êîìïèëÿöèè ÷åðåç ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë", èìåþòñÿ ñïå-
öèàëüíûå ñëó÷àè êîìïèëÿöèè, íåïîñðåäñòâåííî îáðàáàòûâàåìûå êîìïèëÿòîðîì ÃÅ-
ÍÎËÎÃà. Ýòî ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû òèïà ïðèñâîåíèÿ, à òàêæå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè è
êâàíòîðû. Ñ íèõ ìû è íà÷íåì ðàññìîòðåíèå òèïîâ ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûõ àíòåöå-
äåíòîâ.

10.3.1 Ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûå óòâåðæäåíèÿ, äîïóñêàþùèå

íåïîñðåäñòâåííóþ êîìïèëÿöèþ

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå âèäû ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûõ óòâåðæäåíèé, äëÿ êîòîðûõ â
êîìïèëÿòîðå ïðåäóñìîòðåíà ñïåöèàëüíàÿ îáðàáîòêà.

1. Óòâåðæäåíèå èìååò âèä A1∨ . . . An. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå óòâåðæäåíèÿ Ai áûëè
ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûìè è èìåëè îäíè è òå æå âûõîäíûå ïåðåìåííûå. Çíà-
÷åíèÿ çàäàííîé âûõîäíîé ïåðåìåííîé ïîñëå îáðàáîòêè ðàçëè÷íûõ Ai äîëæíû
ïðåäñòàâëÿòüñÿ â îäíîì è òîì æå ôîðìàòå. Èíà÷å êîìïèëÿöèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.

2. Óòâåðæäåíèå èìååò âèä A1 & . . . An, ãäå óòâåðæäåíèÿ Ai ïðîãðàììíî ðåàëèçó-
åìûå. Òàêîå óòâåðæäåíèå, ðàçóìååòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ àíòåöåäåíòîì òåîðåìû ïðè-
åìà, íî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð, äèçúþíêòèâíûì ÷ëåíîì àíòåöåäåíòà.

3. Óòâåðæäåíèå âèäà ¬A, ãäå A - ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìîå óòâåðæäåíèå áåç âû-
õîäíûõ ïåðåìåííûõ.

4. Óòâåðæäåíèå âèäà ∃x1...xn(A), ãäå A - ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìîå óòâåðæäåíèå,
âñå âûõîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.
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5. Óòâåðæäåíèå âèäà ∀x1...xn(A1 & . . . Am → A0), ãäå âñå óòâåðæäåíèÿA0, A1, . . . , Am

ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûå, ïðè÷åì âñå âûõîäíûå ïåðåìåííûå óòâåðæäåíèéA1, . . . ,
Am ñîäåðæàòñÿ ñðåäè x1, . . . , xn, à óòâåðæäåíèå A0 íå èìååò âûõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ.

6. Îïåðàòîð ïðèñâîåíèÿ. Óòâåðæäåíèå èìååò âèä x = t, ãäå t - ïðîãðàììíî ðå-
àëèçóåìîå âûðàæåíèå, âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî óæå îïðåäåëåíû. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x ïîêà íå îïðåäåëåíî. Çàìåòèì, ÷òî ñðàâíåíèå äâóõ óæå
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé êîìïèëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë".

7. Ïåðå÷èñëåíèå äåëèòåëåé öåëîãî ÷èñëà. Óòâåðæäåíèå èìååò âèä "äåëèò(x, t)",
ãäå t - ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìîå âûðàæåíèå, ïðèíèìàþùåå öåëî÷èñëåííûå çíà-
÷åíèÿ. Âñå åãî ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå óæå îïðåäåëåíû, à x ïîêà íå îïðåäåëåíî.
Åñëè â ôèëüòðàõ ïðèåìà óêàçàíî, ÷òî x èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì ïðîñòîå ÷èñ-
ëî, òî â êîìïèëèðóåìóþ ïðîãðàììó âñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîð, ïåðå÷èñëÿþùèé âñå
ïðîñòûå äåëèòåëè t, èíà÷å - âñå öåëî÷èñëåííûå äåëèòåëè, âêëþ÷àÿ îòðèöàòåëü-
íûå.

8. Óòâåðæäåíèå âèäà "ðàâíî(Ìàòðèöà(A, m, n) t)". Çäåñü A, m, n - ïåðåìåííûå;
t - ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìîå âûðàæåíèå, èìåþùåå ñâîèì çíà÷åíèåì ìàòðèöó.
Åñëè A, m, n íå îïðåäåëåíû, òî ïåðåìåííîé A ïðèñâàèâàåòñÿ ññûëêà íà ìàññèâ,
ïåðå÷èñëÿþùèé ýëåìåíòû ìàòðèöû t, ïåðåìåííûìm, n - ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ
ýòîé ìàòðèöû.

9. Óòâåðæäåíèå âèäà "òî÷êàìàêñ(λi(t(i), i ∈ {m, . . . , n}), x, y)" ëèáî âèäà "òî÷-
êàìèí(λi(t(i), i ∈ {m, . . . , n}), x, y)". Ïðîèñõîäèò ïðèñâîåíèå ïåðåìåííûì x, y
íîìåðà i è çíà÷åíèÿ t(i), ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ íàèáîëüøåãî ëèáî íàèìåíüøåãî
ýëåìåíòà íàáîðà. Åñëè òàêèõ i íåñêîëüêî, òî ñîçäàâàåìûé êîìïèëÿòîðîì îïå-
ðàòîð âûáèðàåò ïåðâîå èç íèõ.

10. Ñîçäàíèå íàáîðà ïñåâäîêîìàíä äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè.
Óòâåðæäåíèå èìååò âèä "f = λx1...xn(t, x1−÷èñëî & . . . xn−÷èñëî)". Èäåíòèôè-
êàöèÿ f çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû "âû÷ïðîã" íàáîðà
ïñåâäîêîìàíä, âû÷èñëÿþùåãî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ t.

10.3.2 Ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûå òåðìû, êîìïèëèðóåìûå ïðè

ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë"

Ñïðàâî÷íèê "âû÷èñë" ñâÿçûâàåò øàáëîí ðåàëèçóåìûõ óòâåðæäåíèé ëèáî âûðàæå-
íèé ñ îïåðàòîðîì ËÎÑà. ×àñòü òàêèõ îïåðàòîðîâ ðåàëèçóþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè
ïàêåòàìè ÃÅÍÎËÎÃà, è ìû ðàññìîòðèì èõ â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. Äðó-
ãèå îïåðàòîðû, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ âåñüìà âåëèêî, çàïðîãðàììèðîâàíû íà ËÎÑå
áåç ó÷àñòèÿ ÃÅÍÎËÎÃà. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ïîëíîãî èõ ñïèñêà. Çàìåòèì
ëèøü, ÷òî ïðèåìû ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë", îáñëóæèâàþùèå íåêîòîðîå ïîíÿòèå, ëåãêî
íàéòè â ïîäðàçäåëå "Ñïðàâî÷íèêè" òîãî ðàçäåëà îãëàâëåíèÿ ÃÅÍÎËÎÃà, êîòîðûé
ñâÿçàí ñ äàííûì ïîíÿòèåì.

Ïåðå÷èñëèì ëèøü íåêîòîðûå ïðèìåðû òåðìîâ, ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûõ ïðè ïîìîùè
ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë".

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïðèåìû ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñë" ñîçäàíû äëÿ ìíîãèõ áà-
çèñíûõ îïåðàòîðîâ ËÎÑà. Õîòÿ îíè ïîêà ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ, íî ìîãóò
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ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ òåîðåì ïðèåìîâ, ðàáîòàþùèõ ñî ñòðóêòóðàìè äàííûõ. Ïðèìåðàìè
òàêèõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðíûõ âûðàæåíèé ñëóæàò "êîíêàòåíàöèÿ", "âû÷åðêèâà-
íèå", "ñèìâîë", "îïåðàíä", "àíòåöåäåíò", "òàáëçíà÷åíèå", "êîðåíü", è ò.ï.

Îñîáî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî àðèôìåòè÷åñêèõ øàáëîíîâ:

1. a + b; a − b - äëÿ ñëó÷àåâ äåñÿòè÷íûõ è ñèìâîëüíûõ ÷èñåë èñïîëüçóþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå îïåðàòîðû.

2. ax2 + bx = c - äëÿ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë a, b, c ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äèñêðèìèíàíò
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, è åñëè ýòî òàê, òî ïåðåìåííîé x ïðèñâàèâàåòñÿ
îäèí èç êîðíåé.

3. ab - äëÿ ñëó÷àåâ äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë è ÷èñåë â ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì"
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû.

4. a = bc + d - äåëåíèå a íà b ñ îñòàòêîì. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè äåñÿ-
òè÷íûõ ÷èñåë, ÷èñåë â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì" è ÷èñåë â ôîðìàòå "äëèííîå
öåëîå ñî çíàêîì". Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà a, b, d èçíà÷àëüíî
îïðåäåëåíû. Òîãäà ïîñëå äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì a íà b ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàòîê
ðàâåí d, è âûäàåòñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå c.

5. ab = c - ïðîâåðêà äåëèìîñòè c íà a è ïðèñâîåíèå ïåðåìåííîé b ÷àñòíîãî. ×èñëà
- äåñÿòè÷íûå. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà çàäàíî ëèøü öåëîå
c, à ïåðåìåííûå a, b - íå îïðåäåëåíû. Òîãäà îíè ïåðå÷èñëÿþò âñå âîçìîæíîñòè
ðàçëîæåíèÿ c íà ìíîæèòåëè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìàòû äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë è
÷èñåë "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè êîìïèëÿöèè òåîðåìû
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äåëèòåëè äîëæíû áûòü íàòóðàëüíûìè, è ïåðå÷èñëÿþòñÿ ëèøü
íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ.

6. abc = d - çàäàíû äåñÿòè÷íûå c, d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d äåëèòñÿ íà c, è äàëåå
ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå ïàðû äåñÿòè÷íûõ äåëèòåëåé a, b ÷èñëà d/c.

7. a/b - äëÿ ÷èñåë â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì" ëèáî "äëèííîå öåëîå ñî çíàêîì"
îïðåäåëÿåòñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå.

8. ab - âîçâåäåíèå äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà â öåëóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü.

9. ab = c - åñëè èç öåëîãî äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà c èçâëåêàåòñÿ êîðåíü íàòóðàëüíîé
ñòåïåíè b, òî a ïåðå÷èñëÿåò ðåçóëüòàòû èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ, èíà÷å - îïåðàòîð
ëîæåí. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñëó÷àé, êîãäà a, c îïðåäåëåíû, è îïåðàòîð èùåò
ïîäõîäÿùåå íàòóðàëüíîå b.

10. ab ·c = d - Îïðåäåëåíû äåñÿòè÷íûå a, d. Îïåðàòîð èùåò íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå
b, òàêîå ÷òî d äåëèòñÿ íà ab. Ïåðåìåííîé c ïðèñâàèâàåòñÿ ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñèòóàöèè, êîãäà îïðåäåëåíû a, c, d, ëèáî b, c, d, ëèáî
b, d. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå äåëèòåëè d, èç êîòîðûõ èçâëåêàåòñÿ
êîðåíü íàòóðàëüíîé ñòåïåíè b.
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10.3.3 Òèïû âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ ÃÅÍÎËÎÃà

Ïðèâåäåì îáùèå ñâåäåíèÿ î âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòàõ ÃÅÍÎËÎÃà, íåîáõîäèìûå äëÿ
ïîíèìàíèÿ áëèæàéøèõ ðàçäåëîâ. Ïåðå÷åíü òàêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ, ñîçäàí-
íûõ ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ, áóäåò ïðèâåäåí â ïîñëåäíåì ðàçäåëå äàííîé ãëàâû.

Ôîðìàò âû÷èñëèòåëüíîãî ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ ñïðàâî÷íèêîì "ïðîãðàììà". Òåîðåìà
ïðèåìà ýòîãî ñïðàâî÷íèêà èìååò âèä "ïðîãðàììà(A, B1, . . . , Bn)", ãäå A - ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ íàçâàíèåì ïàêåòà; B1, . . . , Bn - óêàçàòåëè ôîðìàòà ïàêåòà. Ýòè
óêàçàòåëè áûâàþò ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1. "óðîâåíü(k)" - k åñòü ÷èñëî óðîâíåé ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ïàêåòà. Íóìåðàöèÿ
óðîâíåé íà÷èíàåòñÿ ñ 1.

2. "ïåðå÷èñëåíèå" - îïåðàòîð, ðåàëèçóåìûé ïàêåòîì, ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëÿþùèì.

3. "âõîä(xi ti)" - xi åñòü îäíà èç âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïàêåòà, ïðè÷åì òèï åå çíà÷å-
íèé îïðåäåëÿåòÿ òåðìîì ti. Äîïóñêàþòñÿ ññûëêè íà ýòó ïåðåìåííóþ èç òåîðåì
ïðèåìîâ ïàêåòà. Íîìåðà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ îáðàçóþò íà÷àëüíûé îòðåçîê íà-
òóðàëüíîãî ðÿäà.

4. "âûõîä(xi ti)" - xi åñòü îäíà èç âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïàêåòà, ïðè÷åì òèï åå
çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòÿ òåðìîì ti. Äîïóñêàþòñÿ ññûëêè íà ýòó ïåðåìåííóþ èç
òåîðåì ïðèåìîâ ïàêåòà. Íîìåðà âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ îáðàçóþò îòðåçîê íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà, ñëåäóþùèé çà îòðåçêîì íîìåðîâ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ.

5. "ïàðàìåòð(xi ti)" - çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé xi ñëóæèò âñïîìîãàòåëüíûé îáúåêò,
ââîäèìûé ïàêåòîì â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Åãî òèï çàäàåòñÿ òåðìîì ti. Âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò èíèöèèðîâàòüñÿ è èçìåíÿòüñÿ òåîðåìàìè ïðèå-
ìîâ ïàêåòà. Íîìåðà âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ èäóò íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå
íîìåðîâ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ è îáðàçóþò íåêîòîðûé îòðåçîê. Ñëå-
äóþùèå çà ýòèì îòðåçêîì ïåðåìåííûå ËÎÑà äëÿ ññûëîê èç òåîðåì ïðèåìîâ
ïàêåòà íåäîñòóïíû. Ðàçóìååòñÿ, êàæäàÿ òàêàÿ òåîðåìà ìîæåò ââîäèòü ëþáûå
äîïîëíèòåëüíûå âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, íî èõ çíà÷åíèÿ áóäóò òåðÿòüñÿ
ïî âûõîäå èç ïðèåìà.

Èç âûøåñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî âõîäíûå, âûõîäíûå è âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåí-
íûå ïàêåòà æåñòêî ôèêñèðîâàíû. Ñîçäàâàÿ òåîðåìó ïðèåìà ïàêåòà, ñëåäóò ïîì-
íèòü îá ýòîì, ÷òîáû íå ñìåøèâàòü åå ëîêàëüíûå âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå ñ
óêàçàííûìè ïåðåìåííûìè. Çàìåòèì, ÷òî âûõîäíûå ïåðåìåííûå ïàêåòíîãî îïå-
ðàòîðà, êàê è âñÿêîãî îïåðàòîðà ËÎÑà, â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íå ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ. Îíè ëèøü ñîõðàíÿþò ññûëêè íà ïåðåìåííûå âíåøíåãî îïåðàòî-
ðà, êîòîðûì äîëæíû áûòü ïåðåäàíû íàéäåííûå çíà÷åíèÿ. Âìåñòå ñ òåì, ÷à-
ñòî áûâàåò óäîáíî ïîëó÷àòü ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé
â ïðîöåññå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåêîòîðîãî åå íà÷àëüíîãî çíà÷å-
íèÿ. Ïîýòîìó êîìïèëÿòîð äóáëèðóåò âûõîäíûå ïåðåìåííûå, èíèöèèðóÿ íóëÿìè
òå èõ äâîéíèêè, êîòîðûå áóäóò èçìåíÿòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ. Ïî çàâåðøåíèè
ðàáîòû ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ áóäóò ïåðåäàâàòüñÿ èñõîäíûì âûõîäíûì ïåðåìåí-
íûì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ "ðåçóëüòàò". Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íîìåðà
âûõîäíûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïàêåòà ïðè êîìïèëÿöèè ñäâèãàþòñÿ,
è â ïðîãðàììå ËÎÑà îíè îáû÷íî íå òàêèå, êàê â òåîðåìå ïðèåìà.
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6. "öèêë" - îïåðàòîð èñïîëüçóåò öèêë ñðàáàòûâàíèé ïðèåìîâ (ïðîäóêöèé ïàêåòà).
Åñëè ïðîäóêöèÿ íå âûäàåò îòâåò, òî ïîñëå åå ñðàáàòûâàíèÿ ïðîèñõîäèò îòêàò ê
íà÷àëó öèêëà ñ çàìåíîé òåêóùåãî óðîâíÿ íà 1.

7. "âûðàæåíèå" - Ïàêåò ðåàëèçóåò íå îïåðàòîð, à îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå. Åãî
çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âûõîäíîé ïåðåìåííîé ïàêåòà.

8. "áóôåð" - îïåðàòîð èñïîëüçóåò áóôåð ðåçóëüòàòîâ, îòêóäà èçâëåêàåò ãîòîâûé
ðåçóëüòàò, åñëè îí òàì óæå èìååòñÿ. Äëÿ õðàíåíèÿ òàêèõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëü-
çóåòñÿ êîììåíòàðèé (âû÷èñë A) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è. Íàáîð A ñîñòîèò
èç áóôåðîâ ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèé ê âû÷èñëèòåëüíûì ïàêåòàì. Êàæäûé òàêîé
áóôåð - ïàðà (B, C), ãäå B - çàãîëîâîê ïàêåòà; C - íàáîð ïàð (D, E), ãäå D -
ïåðâûé ýëåìåíò âõîäíîãî íàáîðà îáðàùåíèÿ ê ïàêåòó, E - íàáîð àíàëîãè÷íûõ
ïàð äëÿ âòîðûõ ýëåìåíòîâ âõîäíîãî íàáîðà, è ò.ä. âïëîòü äî ïàð (P, Q), ãäå P
- ïîñëåäíèé ýëåìåíò, Q - ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ.

9. "íåîïðåä" - âîçìîæíà âûäà÷à âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ "íåîïðåä".

10. "óñëîâèå(A)" - óòâåðæäåíèå A íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà
çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïàêåòà. Îíî ïåðåäàåòñÿ êîìïèëÿòîðó ÃÅÍÎËÎ-
Ãà ÷åðåç èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò ïðîãðàììíîãî áëîêà (óñëîâèå B); B - íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A.

11. "ïðîäîëæåíèå" - â ïàêåòå ñ öèêëîì ïîñëå ðåàëèçàöèè î÷åðåäíîãî ïðèåìà íå
ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòêàò ê íà÷àëó ñêàíèðîâàíèÿ, à ïðîäîëæàåòñÿ òåêóùèé öèêë.
Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðèåìû ïàêåòà áóäóò ðàññìîòðåíû ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.

12. "ïåðåñìîòð" - â ïàêåòå ñ öèêëîì, èìåþùåì óêàçàòåëü ôîðìàòà "ïðîäîëæåíèå",
ââåäåíà ñïåöèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ - èíäèêàòîð ïåðåñìîòðà. Åñëè ïðèåì ïàêåòà
óñòàíàâëèâàåò åå íà åäèíèöó, òî ïî èñ÷åðïàíèè âñåõ ïðèåìîâ òåêóùåãî óðîâíÿ
îðãàíèçóåòñÿ ïîâòîðíîå ñêàíèðîâàíèå.

13. "èñòèíà" - ïî èñ÷åðïàíèè ñðåäñòâ âûïîëíÿåòñÿ âûõîä ïî çíà÷åíèþ "èñòèíà".

14. "âíåøçíàê(xi)" - òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ çàäàåòñÿ èçâíå, ÷åðåç âõîä-
íóþ ïåðåìåííóþ xi. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñàìà ïðîãðàììà ñêàíèðîâàíèÿ âûíåñåíà
íàðóæó, à ïàêåò ëèøü îáðàáàòûâàåò îäèí øàã ñêàíèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ òèïîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ. Óêàçàòåëü "óðî-
âåíü(. . .)", ïîäðàçóìåâàåìûé ïî óìîë÷àíèþ, îïóñêàåì. Åñëè èìååòñÿ ëèøü îäèí óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ, òî ýòîò óêàçàòåëü âîîáùå îòñóòñòâóåò.

1. Âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò P ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ î âõîä-
íûõ äàííûõ. Òîãäà åãî ôîðìàò çàäàåòñÿ òåðìîì âèäà "ïðîãðàììà(P âõîä(x1 t1)
. . . âõîä(xn tn))".

2. Âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò ðåàëèçóåò ïðîãðàììíîå âûðàæåíèå, âû÷èñëÿåìîå íåïî-
ñðåäñòâåííî, çà îäíî ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà. Òîãäà åãî ôîðìàò çàäàåòñÿ òåðìîì
âèäà "ïðîãðàììà(P âõîä(x1 t1) . . . âõîä(xn tn) âûõîä(xn+1 tn+1) âûðàæåíèå)".
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3. Âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò ðåàëèçóåò ïðîãðàììíîå âûðàæåíèå, âû÷èñëÿåìîå ïóòå-
ìå öèêëè÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ. Ïîñëå êàæäîãî èõ èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäèò îò-
êàò ê íà÷àëó öèêëà è ïîâòîðíûé ïîèñê ïðèìåíèìîãî ïðèåìà. Òîãäà åãî ôîðìàò
çàäàåòñÿ òåðìîì âèäà "ïðîãðàììà(P âõîä(x1 t1) . . . âõîä(xn tn) âûõîä(xn+1 tn+1)
öèêë âûðàæåíèå)".

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò ïðîñìàòðèâàåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ îöåíîê ñèòóàöèè
(íàïðèìåð, â øàõìàòàõ)è âûäàåò íàèáîëüøóþ ëèáî íàèìåíüøóþ. Åãî ôîðìàò
çàäàåòñÿ òåðìîì âèäà "ïðîãðàììà(P âõîä(x1 t1) . . . âõîä(xn tn) âûõîä(xn+1 äåñ-
÷èñëî) öèêë ïðîäîëæåíèå áóôåð)".

5. Âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò ðåàëèçóåò îïåðàòîð, èñïîëüçóÿ öèêëè÷åñêóþ îáðàáîò-
êó äàííûõ. Íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Òîãäà ôîðìàò çàäàåòñÿ òåðìîì âèäà "ïðîãðàììà(P âõîä(x1 t1) . . . âõîä(xn tn)
âûõîä(xn+1 tn+1) . . . âûõîä(xn+m tn+m) ïàðàìåòð(xn+m+1 tn+m+1) . . .
ïàðàìåòð(xn+m+k tn+m+k) öèêë)". Ðîëü âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòð çäåñü èãðà-
åò, íàïðèìåð, ÷èñëî óæå îáðàáîòàííûõ ñòðîê ìàòðèöû ïðè ïðèâåäåíèè åå ê
äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Åñëè ïàêåò ðåàëèçóåò öèêëè÷åñêóþ îáðàáîòêó äàííûõ, òî åãî âñïîìîãàòåëüíûå ïåðå-
ìåííûå èíèöèèðóþòñÿ äî öèêëà. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè, èìåþ-
ùèìè óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 0. Âñå îñòàëüíûå ïðèåìû ïàêåòû èìåþò óðîâíè ñðàáà-
òûâàíèÿ, áîëüøèå 0. ×òîáû êîìïèëÿòîð ïðàâèëüíî ðàçìåñòèë ôðàãìåíòû ïðîãðàìì
ËÎÑà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèåìàì ïàêåòà, êîìïèëÿöèÿ äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ â ñëåäó-
þùåì ïîðÿäêå. Ñíà÷àëà êîìïèëèðóþòñÿ èíèöèèðóþùèå ïðèåìû ïàêåòà. Îíè èìåþò
òàêîé æå çàãîëîâîê "ïðîäóêöèÿ(P )", êàê è ïðî÷èå ïðèåìû. Çàòåì êîìïèëèðóåòñÿ ïå-
ðåêëþ÷àòåëü óðîâíÿ. Åãî òåîðåìîé ñëóæèò òåðì "ïðîãðàììà(. . .)", çàäàþùèé ôîð-
ìàò îïåðàòîðà, à çàãîëîâêîì - ñèìâîë "óðîâåíü". È ëèøü çàòåì êîìïèëèðóþòñÿ âñå
îñòàëüíûå ïðèåìû ïàêåòà - óæå â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Åñëè äëÿ ñêîìïèëèðîâàí-
íîãî ïàêåòà íóæíî ïîìåíÿòü èíèöèèðóþùèå ïðèåìû èëè ïåðåêëþ÷àòåëü óðîâíÿ, òî
íóæíî ñíà÷àëà óäàëèòü âñå ïðèåìû ýòîãî ïàêåòà, èñïîëüçóÿ êëàâèøó F7, à çàòåì
ñêîìïèëèðîâàòü èõ ïîâòîðíî â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

Áîëåå ïîäðîáíî âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû ÃÅÍÎËÎÃà áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

10.4 Çàäà÷è íà ïðîãðàììèðîâàíèå
Çàäà÷à íà ïðîãðàììèðîâàíèå ôîðìàëèçóåòñÿ â âèäå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé
öåëü "âû÷èñëåíèå". Åå ñïèñîê óñëîâèé îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìûå ñâÿçè ìåæäó âõîä-
íûìè è âûõîäíûìè äàííûìè. Âûõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû íåèçâåñòíûìè çàäà-
÷è, âõîäíûå - èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè a1, . . . , am , ïåðå÷èñëåííûìè â öåëè (èçâåñòíî
a1 . . . am). Ïðè m = 0 ïîñëåäíÿÿ öåëü ñâîäèòñÿ ê ñèìâîëó "èçâåñòíî". Âñå óêàçàíèÿ íà
òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé è ïðåäïî÷òèòåëüíûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèé, åñëè òàêîâûå åñòü,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëóæåáíûå òåðìû, âêëþ÷àåìûå â ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è. Òàêèå
óêàçàíèÿ íàçûâàþòñÿ öåëåâûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è. Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ öåëåâûõ óñëî-
âèé ñëóæèò ñïðàâî÷íèê "ñìâû÷", âûäàþùèé åäèíèöó íà èõ çàãîëîâêàõ. Ôàêòè÷åñêè
ïîêà èñïîëüçóåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëåâîå óñëîâèå - "òî÷íîñòü(x, a)", îïðåäåëÿþùåå
óðîâåíü a òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé x.

Äëÿ ââîäà çàäà÷è íà ïðîãðàììèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé èíòåðôåéñ ñî-
çäàíèÿ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Â îãëàâëåíèè öåëåâûõ óñòàíîâîê ñëåäóåò âûáèðàòü ïóíêò
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"Íàéòè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ" - "Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðè çàäàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ".

10.4.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû çàäà÷ íà ïðîãðàììèðîâà-

íèå, ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå

Ðåøåíèå çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé. Óñëîâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ñâÿçàòü íåèçâåñòíûå ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå îáúåêòû, äëÿ
êîòîðûõ îòñëåæèâàëàñü áû ïðèíöèïèàëüíàÿ èõ àëãîðèòìè÷åñêàÿ âûðàçèìîñòü ÷åðåç
ðàíåå íàéäåííûå îáúåêòû. Âñÿêèé ðàç, êîãäà óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñâÿçàòü
ãðóïïó ïåðåìåííûõ X (íåèçâåñòíûõ ëèáî íå âûäåëåííûõ öåëüþ "(èçâåñòíî . . .)" ïà-
ðàìàòðîâ óñëîâèé è ïîñûëîê) ñ ðàíåå îïðåäåëåííûìè îáúåêòàìè ÷åðåç ãðóïïó óòâåð-
æäåíèé U , ïðåäîñòàâëÿþùèõ ñïîñîá èõ àëãîðèòìè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ, âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Òå ïåðåìåííûå ñïèñêà X, êîòîðûå áûëè íåèçâåñòíûìè, èñêëþ÷àþòñÿ èç ñïèñêà
íåèçâåñòíûõ çàäà÷è.

2. Âñå ïåðåìåííûõ ñïèñêà X ðåãèñòðèðóþòñÿ â öåëè (èçâåñòíî . . .).

3. Âñå óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, êîòîðûå ïîñëå óêàçàííûõ äåéñòâèé ñîäåðæàò
òîëüêî ïàðàìåòðû, ïåðå÷èñëåííûå â öåëè (èçâåñòíî . . .), ïåðåíîñÿòñÿ â ñïèñîê
ïîñûëîê.

4. Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (âûðàçèìî U) ê òåêóùåé çàäà÷å.

Åñëè ïåðåä äàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè çàäà÷à íå èìåëà êîììåíòàðèÿ (Íåèçâåñò-
íàÿ . . .), òî ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (Íåèçâåñòíàÿ Y P A). Çäåñü Y - íàáîð èñõîäíûõ
íåèçâåñòíûõ çàäà÷è, P - èñõîäíûé ñïèñîê ïîñûëîê, A - íàáîð ïàðàìåòðîâ, ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â èñõîäíîé öåëè (èçâåñòíî . . .).

Â òîò ìîìåíò, êîãäà èñêëþ÷àåòñÿ ïîñëåäíÿÿ íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è, äîïîëíèòåëüíî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1. Ââîäèòñÿ öåëü "ïðîãðàììà"; âîññòàíàâëèâàþòñÿ èñõîäíûå ñïèñîê íåèçâåñòíûõ
è öåëü (èçâåñòíî . . .).

2. Âñå ñîäåðæàùèå èñõîäíûå íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ U êîììåíòàðè-
åâ (âûðàçèìî U), à òàêæå öåëåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è ñîñòàâëÿþò íîâûé ñïèñîê
óñëîâèé, à âñå ïðî÷èå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ U - íîâûé ñïèñîê ïîñûëîê.

3. Âåñà óñëîâèé è ïîñûëîê çàìåíÿþòñÿ íà 0; êîììåíòàðèè ê óñëîâèÿì è ïîñûëêàì
îòáðàñûâàþòñÿ.

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ðåàëèçîâàííîé íà ËÎÑå ïðîöåäóðîé
"âûðàçèìî(x1 x2 x3)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "âû÷èñëåíèå";
õ2 - íàáîð ïåðåìåííûõ X, íå âõîäÿùèõ â öåëü (èçâåñòíî . . .); õ3 - íàáîð êîììåíòàðèåâ
(âûâîäèìî Q), ïåðå÷èñëÿþùèõ â ñïèñêàõ Q íàáîð U óñëîâèé è ïîñûëîê çàäà÷è õ1.
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Äëÿ óñìîòðåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé âûðàçèìîñòè íîâûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç ñòàðûå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïðèåìû ÃÅÍÎËÎÃà, èìåþùèå çàãîëîâîê "âûðàçèìî". Â àíòåöåäåíòå òåî-
ðåìû ïðèåìà ðàñïîëîæåíà êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé U , êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ñèì-
âîë "∅". Ñïèñîê ïåðåìåííûõ X îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàòåëåì "âûðàçèìî(X)". Îáðàùåíèå
ê ïðîöåäóðå "âûðàçèìî" âñòàâëÿåòñÿ â ïðîãðàììó ïðèåìà êîìïèëÿòîðîì.

Ïîñëå òîãî, êàê îáùèé ïëàí âû÷èñëåíèé âûðàáîòàí, çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ: ââîäèòñÿ
öåëü "ïðîãðàììà"; ñîäåðæàùèå íåèçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ ïëàíà âû÷èñëåíèé îáðàçó-
þò ñïèñîê óñëîâèé, à îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ - ñïèñîê ïîñûëîê. Íà ýòîì ýòàïå áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ ïîñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëàíà âû÷èñëåíèé â ëîãè÷åñêóþ ïðîãðàì-
ìó âû÷èñëåíèé, ïîíÿòíóþ êîìïèëÿòîðó ÃÅÍÎËÎÃà. Âîçìîæåí ââîä íîâûõ íåèçâåñò-
íûõ è íîâûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Îáðûâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîèñõîäèò ïî äîñòèæåíèè åå ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ. Êîíú-
þíêöèÿ óñëîâèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòâåò, êîòîðûé äîëæåí áûòü ïðåîáðàçîâàí êîì-
ïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà â ïðîãðàììó. Òî÷êó âûäà÷è îòâåòà ìîæíî íàéòè â îãëàâëåíèè
ïðîãðàìì: "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà îïèñàíèå" - "Âûäà÷à
îòâåòà" - "Êîìïèëÿöèÿ îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå".

Êîìïèëÿöèÿ ïðîãðàììû è ðåãèñòðàöèÿ åå â áëîêå ïðîãðàìì âûïîëíÿþòñÿ ïðîöåäó-
ðîé "âû÷èñëåíèå(õ1 õ2)". Çäåñü õ1 - çàäà÷à íà îïèñàíèå, óñëîâèÿ êîòîðîé îáðàçóþò
âõîäíûå äàííûå êîìïèëÿöèè. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë s, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèíòåçèðîâàííàÿ ïðîãðàììà. Ôàêòè÷åñêè îíà ñòà-
íîâèòñÿ ïðîãðàììîé ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñëåíèå". Ïðè îáðàùåíèè ê çàäàííîìó ñïðà-
âî÷íèêó äîëäíà áûòü îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ - íàáîð çíà÷åíèé
âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ â òîì æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ïåðå÷èñëåíû â öåëè (èçâåñò-
íî . . .). Ðåçóëüòàòîì îáðàùåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íàáîð çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ â òîì æå
ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ïåðå÷èñëåíû â öåëè (íåèçâåñòíûå . . .).

Ðàññìîòðèì ðàáîòó ïðîöåäóðû "âû÷èñëåíèå" ïîäðîáíåå. Âûéòè íà åå ïðîãðàììó
ìîæíî ëèáî ÷åðåç ãëàâíîå ìåíþ, ëèáî ÷åðåç ïóíêò "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" "Âû÷èñ-
ëåíèÿ" - "Ïðîöåäóðà ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è õ1, èç êîòîðîãî
óäàëåíû âñå óòâåðæäåíèÿ ñ çàãîëîâêàìè "÷èñëî", "ôóíêöèÿ", "öåëîå", "ðàöèîíàëü-
íîå", "èñõòî÷êè", "òî÷íîñòü", "îñîáûåçíà÷åíèÿ". Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2".

Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñ÷èñòêà ñïèñêà õ3: óäàëÿþòñÿ âñå òàêèå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî
êàæäûé èõ ïàðàìåòð x îïðåäåëåí èìåþùèìñÿ â õ3 ðàâåíñòâîì âèäà x = c; c - êîí-
ñòàíòíîå âûðàæíåíèå. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå" ñëóæèò íà÷àëîì öèêëà ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ3 ïîñûëêàìè
âèäà "f = λx(. . .)", ãäå f - ïåðåìåííàÿ, äëÿ êîòîðîé õîòÿ áû â îäíîì èç óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà õ3 èìååòñÿ ïîäâûðàæåíèå âèäà f(t). Ïîñëå äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîé òàêîé
ïîñûëêè ïðîèñõîäèò îòêàò ê îïåðàòîðó "ïîâòîðåíèå", òàê êàê íåîáõîäèìî ó÷åñòü âîç-
ìîæíîñòü ïîäêëþ÷åíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ f . Ïî çàâåðøåíèè öèêëà - ïåðåõîä ÷åðåç
"èíà÷å 1".

Ñîçäàåòñÿ íàáîð õ4 óñòàíîâîê íà èäåíòèôèêàöèþ. Êàæäàÿ óñòàíîâêà èìååò âèä (ïðî-
ãðàììà v), ãäå v - âõîæäåíèå ëåâîãî êðàÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ3. Äàëåå, ââîäèòñÿ
áëàíê õ5 ïðîãðàììíîãî áëîêà. Â åãî íàêîïèòåëå ïðîãðàììû èìååòñÿ åäèíñòâåííûé
ôðàãìåíò, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîãî îïåðàòîðà "îáðàùåíèå(âû÷èñëåíèå)". Â ñïè-
ñîê èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ çàíåñåíà ïàðà (âíåøíåèçâ Y ), ãäå Y - ñïèñîê âñåõ
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íåèçâåñòíûõ çàäà÷è, íå ÿâëÿþùèõñÿ âñïîìîãàòåëüûíìè ïàðàìåòðàìè. Ýòè íåèçâåñò-
íûå ñîîòâåòñòâóþò âûõîäíûì îáúåêòàì, îïðåäåëÿåìûì ïðîãðàììîé.

Íàõîäèòñÿ öåëü (èçâåñòíî a1 . . . am) çàäà÷è õ1. Åñëè m > 0, òî ïåðâîé íåèñïîëüçóåìîé
ïåðåìåííîé ïðîãðàììíîãî áëîêà ñòàíîâèòñÿ "õ2", òàê êàê çíà÷åíèåì âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé "õ1" áóäåò íàáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a1, . . . , am. Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà ai

â ñïèñêå ïîñûëîê îïðåäåëÿåòñÿ òèï ti åãî çíà÷åíèÿ, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì òèïîì
ñîçäàåòñÿ èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò ïðîãðàììíîãî áëîêà (òðàíñëâûðàæåíèå ai ti ri),
ãäå ri - ïðîãðàììíîå âûðàæåíèå äëÿ i-ãî ýëåìåíòà íàáîðà "õ1". Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 1".

Îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð õ6 ïåðâîé íå îïðåäåëåííîé ïåðåìåííîé ïðè îáðàùåíèè ê ñèí-
òåçèðóåìîé ïðîãðàììå, è äîáàâëÿåòñÿ îïåðàòîð "ìåòêà(èêñ(õ6))". Ïîñëå êîíòðîëü-
íîé òî÷êè "ïðèåì(8)" - îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "èäåíòèôèêàòîð", ñîçäàþùåé èäåí-
òèôèöèðóþùóþ ÷àñòü ïðîãðàììû. Ôàêòè÷åñêè, â ýòîé ÷àñòè óæå ðåàëèçîâàíû âñå
âû÷èñëåíèÿ, îïðåäåëåííûå óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ3. Íàõîäèòñÿ èíôîðìàöèîííûé
ýëåìåíò (âíåøíåèçâ Y ); Y = (y1, . . . , yk). Ïî èíôîðìàöèîííûì ýëåìåíòàì (òðàíñëâû-
ðàæåíèÿ yi ti ri)ñîçäàåòñÿ íàáîð õ10 ïðîãðàììíûõ âûðàæåíèé r1, . . . , rk, çàäàþùèõ
ðåçóëüòèðóþùèå îáúåêòû. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2".

Çäåñü ââîäèòñÿ çàâåðøàþùèé îïåðàòîð "îòâåò(íàáîð(r1, . . . , rk))". Âûïîëíÿåòñÿ çà-
âåðøàþùåå ðåäàêòèðîâàíèå ñîçäàííîé ïðîãðàììû, è îòêàò ê âíåøíåìó ôðàãìåíòó
ïðîãðàììû, èç êîòîðîãî äàëåå ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Â çàäà÷å õ1 íàõîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ïðîñìîòðçàäà÷è K), ãäå K - êîîðäèíàòà äàí-
íîé çàäà÷è â çàäà÷íèêå, ò.å. ïàðà (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íîìåð óçëà ñòàòüè ýòîãî
ñèìâîëà, â êîòîðîì õðàíèòñÿ çàäà÷à). Ïðåäñòîèò çàðåãèñòðèðîâàòü ñîçäàííóþ ïðî-
ãðàììó â áëîêå ïðîãðàìì ËÎÑà è ñâÿçàòü ýòó ïðîãðàììó ñ çàäà÷åé õ1. Äëÿ ññûëêè
íà ïðîãðàììó èç çàäà÷è ñëóæèò ëîãè÷åñêèé òåðìèíàë, äîñòèæèìûé èç óçëà çàäà-
÷è ïî ìåòêå "âû÷èñëåíèå". Â òåðìèíàëå õðàíèòñÿ íàáîð, ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðîãî
- ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "âû÷èñëå-
íèå". Ïðî÷èå ýëåìåíòû íàáîðà - òåðìû âèäà "äèàïàçîí(y, t1, t2, h)"; y - ïåðåìåííàÿ
äëÿ âû÷èñëÿåìîé â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ôóíêöèè; t1, t2 - âûðàæåíèÿ äëÿ ëåâîé è
ïðàâîé ãðàíèö äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà; h - âûðàæåíèå äëÿ øàãà èçìåíåíèÿ
àðãóìåíòà.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(3)" ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàïîëíåíèå íàêîïèòåëÿ õ9
òåðìàìè âèäà "äèàïàçîí(. . .)". Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ çàäà÷è õ1, èìåþùèå
âèä "y = λx(F (x),∃i(i ∈ {m, . . . , n} & x = t(i)))", ãäå t(i) ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî i.
Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 1", ðàñïîëîæåííûé ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé
"ïðèåì(3)".

Àêòèâèðóåòñÿ âòîðîé èíôîðìàöèîííûé áëîê (áëîê çàäà÷íèêà), è ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ ññûëêà íà óçåë çàäà÷è õ1. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ11 òîãî ëîãè÷åñêî-
ãî ñèìâîëà, â ïðîãðàììó êîòîðîãî áóäåò âñòàâëåíà îòêîìïèëèðîâàííàÿ âåòâü. Åñëè
óçåë õ10 óæå èìåë ëîãè÷åñêèé òåðìèíàë "âû÷èñëåíèå", òî ïåðåìåííîé õ11 ïåðåïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñòàðûé ñèìâîë. Ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïàäåíèå õ9 ñ îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ òåðìè-
íàëà; åñëè èìååòñÿ ðàçëè÷èå, òî òåðìèíàë êîððåêòèðóåòñÿ ïî õ9. Åñëè òåðìèíàëà íå
áûëî, òî âûáèðàåòñÿ òàêîé ñèìâîë õ11, â ïðîãðàììå êîòîðîãî íåò îïåðàòîðà "îáðà-
ùåíèå(âû÷èñëåíèå)". Â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé òî÷êè áåðåòñÿ ñëó÷àéíûé ñèìâîë õ15 íà
èíòåðâàëå îò 1 äî 3001. Åñëè íå óäàëîñü íàéòè ïîäõîäÿùèé ñèìâîë îò õ15 äî 3001, òî
ïîèñê ïîâòîðÿåòñÿ íà÷èíàÿ ñ 1. Ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ õ11 - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð
"âåòâü 1".
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Îïåðàòîð "öåïüîáðàùåíèé" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó íàéòè â ãëàâíîì ñòâîëå ïðî-
ãðàììû ñèìâîëà õ11 îïåðàòîð "îáðàùåíèå(âû÷èñëåíèå)". Ãëàâíûé ñòâîë îáðàçîâàí
ôðàãìåíòàìè, íà÷èíàþùèìèñÿ ñ îïåðàòîðîâ ïðîâåðêè òèïà îáðàùåíèÿ - "ðåøèòü",
"ïðîãðàììà", "îáðàùåíèå(. . .)". Åñëè èñêîìûé îïåðàòîð íàéäåí â íåêîòîðîì ôðàã-
ìåíòå, òî ïåðåìåííûì õ12, õ13 ïðèñâàèâàþòñÿ ññûëêè íà åãî íåïîñðåäñòâåííûé íàä-
ôðàãìåíò è íà ñàì ýòîò ôðàãìåíò. Â ñëó÷àå êîðíåâîãî ôðàãìåíòà ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë õ11. Åñëè îïåðàòîð íå íàéäåí, òî õ12, õ13 ñòàíîâÿòñÿ ðàâíû
ññûëêàì íà ïðåäïîñëåäíèé è ïîñëåäíèé ôðàãìåíòû ãëàâíîãî ñòâîëà ïðîãðàììû ñèì-
âîëà õ11. Ïåðåìåííàÿ õ14 - èíäèêàòîð îáíàðóæåíèÿ îïåðàòîðà. Ïðè åãî íàëè÷èè îíà
ñòàíîâèòñÿ ðàâíà 1, èíà÷å - 0.

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñ÷èòàííûé â çîíó çàäà÷ ôðàãìåíò ïî ññûëêå õ13,
ïåðåìåííîé õ16 - ïåðâûé îïåðàòîð äàííîãî ôðàãìåíòà. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(5)" íà÷èíàåòñÿ ðàçäåëüíîå ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ äëÿ çíà÷åíèÿ õ14. Åñëè ýòî
çíà÷åíèå ðàâíî 0, ò.å. ñòàðîé âåðñèè ïðîãðàììû ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñëåíèå" äëÿ ñèì-
âîëà õ11 íå áûëî, òî ïîñëå ïåðâîãî îïåðàòîðà ôðàãìåíòà õ13 âñòàâëÿåòñÿ ïåðåõîä
"èíà÷å" ê îòêîìïèëèðîâàííîé âåòâè, è èçìåíåíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïðîãðàììå ñèì-
âîëà õ11 ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "çàïèñüïðîãðàììû(. . .)". Åñëè æå õ14 ðàâíî 1, òî
ñòàðàÿ âåòâü ïðîãðàììû ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñëåíèå" çàìåíÿåòñÿ íà íîâóþ. Ïðåäâà-
ðèòåëüíî ñîõðàíÿåòñÿ ññûëêà ïî "èíà÷å" íà ïðîäîëæåíèå ãëàâíîãî ñòâîëà, åñëè îíà
èìåëàñü. Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííûõ äåéñòâèé - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 1",
ðàñïîëîæåííûé ïîñëå îïåðàòîðà "öåïüîáðàùåíèé".

Åñëè óçåë çàäà÷è õ1 åùå íå èìåë òåðìèíàëà "âû÷èñëåíèå", òî òàêîé òåðìèíàë ñîçäà-
åòñÿ. Çàòåì âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå õ11, è ðàáîòà ïðîãðàì-
ìû çàâåðøàåòñÿ.

10.4.2 Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè

Çàäà÷à íà ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëå ñîçäàíèÿ ïó-
ñòîãî áëàíêà çàäà÷è ñëåäóåò íàæàòü "ö" äëÿ âõîäà â îãëàâëåíèå öåëåâûõ óñòàíî-
âîê. Çäåñü âûáèðàåòñÿ ïóíêò "Íàéòè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ" - "Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ". Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñëîâà "Âû÷èñ-
ëèòü:" ââîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ y, îáîçíà÷àþùàÿ ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé ñòðîèòñÿ.
Åñëè âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè èìåëî ïàðàìåòðû, òî ýòè ïàðàìåòðû ïåðå÷èñëÿþòñÿ
ïîñëå ñëîâ "ïðè çàäàííûõ". Ïðè îòñóòñòâèè ïàðàìåòðîâ ñðàçó íàæèìàåòñÿ "Enter".
Äîïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííîå ïîñòðîåíèå íåñêîëüêèõ ãðàôèêîâ.

Äàëåå åùå ðàç íàæèìàåòñÿ "Enter", è ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì ââîäèòñÿ óòâåðæäå-
íèå "y = λx(F (x), x ∈ [P, Q])". Çäåñü P, Q - ãðàíèöû ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ñòðîèò-
ñÿ ãðàôèê, F (x) - âûðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå x. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî
çàïóñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è. Åñëè ïàðàìåòðîâ íå áûëî, òî ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ ñðàçó
áóäåò ïðîðèñîâàí ãðàôèê. Èíà÷å - âûõîä â èíòåðôåéñ ââîäà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Â
âåðõíåé ïîëîñå áóäóò ïðîðèñîâàíû ýòè ïàðàìåòðû, â íèæíåé - ïåðåìåííàÿ y. ×òîáû
ââåñòè çíà÷åíèÿ, íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "â", è äàëåå ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì, ÷åðåç
çàïÿòóþ, íàáèðàþòñÿ ðàâåíñòâà, óêàçûâàþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ïî îêîí÷àíèè
ââîäà çíà÷åíèé - ïðîðèñîâêà ãðàôèêà.

Ïðè çàïóñêå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðàáîòàåò ïðèåì "âûðàçèìî", èìåþùèé òåîðåìó ∀ax(x =
a → ∅). Ïðèåì íàõîäèòñÿ â ïóíêòå "Ëîãè÷åñêèå ïðèåìû è ñòðóêòóðû äàííûõ" -
"Îáùèå ïðèåìû" - "Ðàâåíñòâî" - "Óñìîòðåíèå âûðàçèìîñòè ïåðåìåííîé â çàäà÷å íà
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âû÷èñëåíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì y = . . .. Ïðè ýòîì x èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé y, à a - ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå ñîäåðæàùåé íåèçâåñòíûõ.
Óêàçàòåëü "âûðàçèìî(x)" îïðåäåëÿåò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "âûðàçèìî(. . .)", ðå-
ãèñòðèðóþùåé ôàêò âûðàæåíèÿ íåèçâåñòíîé y ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâåí-
ñòâà. Òàê êàê äðóãèõ íåèçâåñòíûõ ïîñëå ýòîãî íå îñòàåòñÿ, çàäà÷à ñíàáæàåòñÿ êîì-
ìåíòàðèåì "ïðîãðàììà".

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì "Ïåðåõîä ê òàáëèöå äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïðè ïî-
ñòðîåíèè åå ãðàôèêà". Ýòîò ïðèåì íàõîäèòñÿ â ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" -
"Îáùèé ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ôóíêöèé" - "Âû÷èñëåíèÿ". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

∀abfh(y = λx(f(x), x ∈ [a, b]) ↔ h = (b− a)/592 & y = λx(f(x),∃i(i ∈ {0, . . . , 592} &
x = a + hi)))

Ïðèåì çàìåíÿåò ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [a, b], íà êîíå÷íûé íàáîð çíà-
÷åíèé â ðàâíîóäàëåííûõ 593 òî÷êàõ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîðèñîâêè ãðàôèêà ïî äàí-
íîìó íàáîðó áóäóò èñïîëüçîâàíû òåðìû "äèàïàçîí(. . .)" èç ëîãè÷åñêîãî òåðìèíàëà
"âû÷èñëåíèå" òåêóùåé çàäà÷è. Îíè îïðåäåëÿò ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà è
øàã èçìåíåíèÿ.

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïå-
ðåìåííóþ h, ðåãèñòðèðóÿ åå êàê äîïîëíèòåëüíóþ íåèçâåñòíóþ çàäà÷è. Âûáîð êîí-
ñòàíòû 592 îáúÿñíÿåòñÿ øèðèíîé ýêðàíà â ïèêñåëÿõ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà óñëîâèÿ çàäà÷è óæå ãîòîâû ê îáðàáîòêå êîìïè-
ëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà. Ïîýòîìó, ïî èñ÷åðïàíèè îòâåäåííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàê-
ñèìàëüíîãî óðîâíÿ, îíà âûäàåò îòâåò, è äàëåå - îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "âû÷èñëåíèå"
äëÿ êîìïèëÿöèè ïðîãðàììû. Ïîñëå òîãî, êàê ïðîãðàììà îòêîìïèëèðîâàíà, âûäàåò-
ñÿ îòâåò "ïðîãðàììà". Ïðîðèñîâêó ãðàôèêà ëèáî âõîä â èíòåðôåéñ âûáîðà çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ îáåñïå÷èâàåò ïðîöåäóðà "ñìâû÷", îáðàùåíèå ê êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ èí-
òåðôåéñîì çàïóñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðîñìîòðà îòâåòà - ïðîöåäóðîé "ñïèñîêçàäà÷".
Ïðîöåäóðà "ñìâû÷" è äðóãèå ýëåìåíòû èíòåðôåéñà, îáñëóæèâàþùåãî âû÷èñëåíèÿ
íà ÃÅÍÎËÎÃå, áóäóò ðàññìîòðåíû â êîíöå äàííîé ãëàâû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåçóëüòàòà êîìïèëÿöèè ðàññìîòðèì ïåðâóþ çàäà÷ó ðàçäåëà çà-
äà÷íèêà, ïîñâÿùåííîãî âû÷èñëåíèÿì. Â íåé òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè
y = λx(x sin x, x ∈ [0, 1]). Êîìïèëÿòîðó äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîãðàììû ïåðåäàâàëèñü óòâåð-
æäåíèÿ "y = λx(x sin x, ∃b(x = ab & b ∈ {0, . . . , 592})); a = 1/592". Ïåðåõîä ê ñèíòåçè-
ðîâàííîé ïðîãðàììå ËÎÑà îñóùåñòâëÿåòñÿ íàæàòèåì êëàâèøè "ú".

Òàê êàê ïàðàìåòðû îòñóòñòâóþò, òî ïðîãðàììà ñïðàâî÷íèêà "âû÷èñëåíèå" â äàííîì
ñëó÷àå íå èìååò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Åå ïåðâûé îïåðàòîð "Âû÷(íàáîð ÷èñëî íà-
áîð(5 9 3)õ1)" âûäåëÿåò ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâà èç 593 ÷èñåë â ôîðìàòå "ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Ïåðåìåííîé õ1 ïðèñâàèâàåòñÿ ññûëêà íà ýòîò ìàññèâ. Äàëåå
èíèöèèðóþòñÿ íóëÿìè çíà÷åíèÿ õ2 (ñ÷åò÷èê ïàðàìåòðà b - íîìåðà øàãà) è õ3 (òåêó-
ùåå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x). Ïåðâîå çíà÷åíèå - â ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì", âòîðîå
- â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé".

Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïñåâäîêîìàíä, èñïîëüçóåìûé íèæå äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ çíà÷åíèÿ x sin x. Ïîäðîáíåå îá ýòèõ ïñâåäîêîìàíäàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñïðàâî÷-
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íîé èíôîðìàöèè äëÿ ñèìâîëà "Âû÷" - â ïóíêòå, ïîñâÿùåííîì îïåðàòîðó "Âû÷(ïðî-
ãðàììà . . .)". Êàæäàÿ ïñåâäîêîìàíäà èìååò âèä íàáîðà(Na1 . . . ak), ãäå N - íîìåð
îïåðàöèè; a1, . . . ak - íîìåðà âõîäíûõ è âûõîäíûõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ïåðâàÿ
ïñåâäîêîìàíäà (17 1 3) âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ñèíóñà ÷èñëà èç ïåðâîé âõîä-âûõîäíîé
ÿ÷åéêè îïåðàòîðà "Âû÷(ïðîãðàììà . . .)" è ïåðåñûëàåò åãî â òðåòüþ. Ñëåäóþùàÿ ïñåâ-
äîêîìàíäà (5 1 3 2) ïåðåìíîæàåò ÷èñëà èç ïåðâîé è òðåòüåé ÿ÷ååê è ïåðåñûëàåò
ðåçóëüòàò âî âòîðóþ ÿ÷åéêó.

Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëî 592, ïåðåìåííîé õ6 - ÷èñëî 1. Îáà ÷èñëà - â
ôîðìàòå "öåëîå ñî çíàêîì". Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëî 1/592, ïðåäñòàâ-
ëåííîå â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé" ñâîåé îêðóãëåííîé äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ
0.00168918918918918919.

Äàëåå èäåò îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå, íà÷èíàþùèé öèêë âû÷èñëåíèé. Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå 0 â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Ýòà ïåðåìåííàÿ èãðàåò
ðîëü âûõîäíîé ïåðåìåííîé îïåðàòîðà "Âû÷(ïðîãðàììà õ4 íàáîð(õ3 õ8)ïóñòîåñëîâî)".
Äàííûé îïåðàòîð ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñíî ïñåâäîêîìàíäàì íàáîðà õ4 è ïåðå-
ïðèñâàèâàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ8. Òåïåðü îíî ðàâíî x sin x.

Îïåðàòîð "Âû÷(çàïèñü õ1 õ2 õ8)" çàïèñûâàåò çíà÷åíèå õ8 â õ2-é ýëåìåíò ìàññèâà
õ1. Åñëè íîìåð øàãà õ2 ìåíüøå ÷èñëà õ5, òî ê õ2 ïðèáàâëÿåòñÿ åäèíèöà à ê õ3 -
1/592. Îáà ïðèðàùåíèÿ â òðåáóåìûõ ôîðìàòàõ áåðóòñÿ êàê çíà÷åíèÿ ïðîãðàììíûõ
ïåðåìåííûõ õ6, õ7. Åñëè íîìåð øàãà ðàâåí 592, òî âûäàåòñÿ îòâåò - îäíîýëåìåíòíûé
íàáîð, îáðàçîâàííûé ññûëêîé õ1 íà ìàññèâ çíà÷åíèé.

Âèäíî, ÷òî àðõèòåêòóðà ïðîãðàììû äîñòàòî÷íî áëèçêà ê òðàäèöèîííîé àðõèòåêòó-
ðå ïðîãðàìì "ñ öèêëàìè". Êîìïèëÿòîð ìîæíî áûëî áû ïåðåñòðîèòü òàê, ÷òîáû îí
ñîçäàâàë àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íå ïðîãðàììó ËÎÑà, à îáû÷íóþ ÑÈ-ïðîãðàììó.

10.4.3 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Ïðèâîäèìûå íèæå ïðèåìû ÃÅÍÎËÎÃà ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç" "Èíòåãðàëû" - "Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ" - "Âû÷èñëåíèÿ".

Êàê è âûøå, äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ ïóíêò
"Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ". Â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå óñëîâèå çàäà÷è íà îïèñàíèå èìååò âèä "y =

∫ b

a
f(x)dx", ïðè÷åì âûðàæå-

íèÿ a, b, f(x) ìîãóò çàâèñåòü îò âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïåðåìåííàÿ y - åäèíñòâåí-
íàÿ íåèçâåñòíàÿ.

Ïðè çàïóñêå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñíà÷àëà ñðàáàòûâàåò òîò æå ïðèåì "âûðàçèìî", ÷òî
è ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà. Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, íàõîäÿùèé òå òî÷êè îòðåçêà
èíòåãðèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà:

∀abfpy(y =
∫ b

a
f(x)dx & p = setx(¬(îäç(f(x))) & x − ÷èñëî & a ≤ x & x ≤ b) →

îñîáûåçíà÷åíèÿ(y, p))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëî-
âèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ,
ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôè-
êàòîð". Óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî x ñ ïîìî-
ùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïîñëå ÷åãî ñàì îïèñàòåëü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìêëàññ". Äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ñðàáàòûâàíèÿ ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíûé êîì-
ìåíòàðèé çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Óñëîâèå "îñîáûåçíà÷åíèÿ" èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì, çàìåíÿþùèì çíà÷åíèå
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â îñîáîé òî÷êå íà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå:

∀abcdfpy(îñîáûåçíà÷åíèÿ(y, {c; d}) & p = limx→c f(x) & p − ÷èñëî → y =
∫ b

a
f(x)dx ↔

y =
∫ b

a
(p ïðè x = c, èíà÷å f(x))dx)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äðóãèì óñëîâèåì, âòîðîé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêà-
òîð". Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò p íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðåäåë". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåä ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå f(x) íå ñîäåðæèò óñëîâíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óñëîâèåì
"x = c". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïîñëå ó÷åòà îñîáûõ òî÷åê ñðàáàòûâàåò ïðèåì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå
Ñèìïñîíà. ×èñëî òî÷åê ðàçáèåíèÿ îòðåçêà â íåì âûáðàíî ðàâíûì 500 - êàê ïðîñòåé-
øèé èëëþñòðàòèâíûé âàðèàíò. Òåîðåìà ïðèåìà òàêîâà:

∀abfhy(y =
∫ b

a
f(x)dx ↔ h = (b− a)/500 &

y = ((b− a)(
∑499

i=0(f(a + hi) + 2f(a + hi + h/2)) + (f(b)− f(a))/2)/1500))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå". Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ, âûðàæåíèå f(x) íå ñîäåð-
æèò íåèçâåñòíûõ. Ïåðåìåííàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ
h, ðåãèñòðèðóåìóþ êàê âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð çàäà÷è. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 4.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøàòåëü ìîæåò ñîñòàâëÿòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ
âûðàæåíèé, èìåþùèõ ñâîèìè ïîäâûðàæåíèÿìè îäèí ëèáî íåñêîëüêî îïðåäåëåííûõ
èíòåãðàëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëüíûå íåèçâåñò-
íûå äëÿ êàæäîãî èíòåãðàëà:

∀abfy(y =
∫ b

a
f(x)dx)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "îáîçíà÷åíèå". Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîäâûðàæåíèåì óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ýòî ïîä-
âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé êîðíåâîãî ðàâåíñòâà, â äðóãîé ÷àñòè êîòîðî-
ãî ðàñïîëîæåíà íåèçâåñòíàÿ. Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ y, ðåãèñòðèðóåìóþ
êàê íåèçâåñòíàÿ è îäíîâðåìåííî êàê âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð. Âñå âõîæäåíèÿ èí-
òåãðàëà â óñëîâèÿ çàäà÷è çàìåíÿþòñÿ íà y, ïðè÷åì îáðàòíûå çàìåíû áëîêèðóþòñÿ.
Ââîäèòñÿ íîâîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî y äàííîìó èíòåãðàëó. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âòîðóþ çàäà÷ó ðàçäåëà "Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è".
Îíà èìååò óñëîâèå y =

∫ 1

0
exp(−ax2)dx. Êîìïèëÿòîðó ïåðåäàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ

"y = (
∑499

n=0(2 exp(−a(b/2 + bn)2) + exp(−ab2n2)) + ((1/ exp a)− 1)/2)/1500",
"îñîáûåçíà÷åíèÿ(y, ∅)",
"b = 1/500".

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ËÎÑ-ïðîãðàììà, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ âõîäíóþ ïðîãðàìì-
íóþ ïåðåìåííóþ õ1. Åå çíà÷åíèåì ñëóæèò íàáîð äëèíû 1, ñîñòîÿùèé èç âåëè÷èíû a
â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Ïåðâûå îïåðàòîðû ïðîãðàììû èíèöèèðóþò ïåðå-
ìåííûå õ2 (êîíñòàíòà 1/500), õ3 (íàêîïèòåëü ñóììû), õ4 (ïàðàìåòð a), õ5 (êîíñòàíòà
2). Âñå ýòè çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Äàëåå èäåò îïåðàòîð
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"äëÿëþáîãî(. . .)". Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëüíîãî õ6 îò 0 äî 499 ñîçäàåòñÿ íàêîïèòåëü õ7
î÷åðåäíîãî ñóììèðóåìîãî çíà÷åíèÿ. ×òîáû îïðåäåëèòü òàêîå çíà÷åíèå, ïðèìåíÿåò-
ñÿ îïåðàòîð "Âû÷(ïðîãðàììà . . .)". Ñïèñîê åãî ðàáî÷èõ ÿ÷ååê - õ4, õ2, ðåçóëüòàò n
ïåðåâîäà õ6 â ôîðìàò "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé", õ5, õ7.

Íàáîð ïñåâäîêîìàíä äàííîãî îïåðàòîðà â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò âû÷èñëåíèÿ ïî
ôîðìóëå 2 exp(−a(b/2+ bn)2)+exp(−ab2n2)). Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ðàáî÷èõ ÿ÷ååê - ñ øåñòîé ïî äåâÿòíàäöàòóþ. Èñïîëüçî-
âàíèå îïåðàòîðà "Âû÷(ïðîãðàììà . . .)" óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ öåïî÷-
êîé îïåðàòîðíûõ âûðàæåíèé "âû÷" äëÿ îòäåëüíûõ îïåðàöèé, òàê êàê óñòðàíÿåòñÿ
öèêë èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà. Íåòðóäíî áûëî áû ââåñòè â êîìïèëÿòîð íåêîòîðóþ îï-
òèìèçàöèþ öåïî÷åê ïñåâäîêîìàíä, íàïðèìåð, âûíîñÿ çà ðàìêè öèêëà âû÷èñëåíèå íå
èçìåíÿþùèõñÿ â öèêëå ïîäâûðàæåíèé. Ýòîãî íå áûëî ñäåëàíî, òàê êàê äàííàÿ âåðñèÿ
èìååò ëèøü èëëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð. Âïðî÷åì, íà ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ïðèìåðàõ
îòâåòû âûäàâàëèñü ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî.

Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "Âû÷(ïðîãðàììà . . .)" çàâåðøàåò ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ îïå-
ðàòîðà "äëÿëþáîãî(. . .)". Êîíñåêâåíò ýòîãî îïåðàòîðà ðåàëèçóåò ïðèáàâëåíèå ê íà-
êîïèòåëþ õ3 î÷åðåäíîãî ñëàãàåìîãî õ7. ×òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò,
èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíî îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "Âû÷(ïðîãðàììà . . .)". Ïðåäâàðèòåëü-
íî èíèöèèðóåòñÿ íóëåì íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ6.

10.4.4 Ñîñòàâëåíèå ïðîãðàììû âû÷èñëåíèé â çàäà÷å ïî ýëå-

ìåíòàðíîé ôèçèêå

Ðåøàòåëü ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ èçìåíåíèÿ
òåõ èëè èíûõ ïàðàìåòðîâ ôèçè÷åñêèõ èëè õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Óñëîâèå çàäà÷è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãè÷åñêîå îïèñàíèå "ñöåíàðèÿ" ïðîöåññà. Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ
îáû÷íàÿ çàäà÷à íà íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè, à çàòåì ñîñòàâëÿåòñÿ
ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé. Â òðåòüåì ïóíêòå ðàçäåëà çàäà÷íèêà "Âû÷èñëèòåëüíûå çà-
äà÷è" ñîäåðæèòñÿ ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé òàêóþ ñõåìó äåéñòâèé. Ðå÷ü
èäåò î áðîñêå êàìíÿ èç çàäàííîé òî÷êè ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ. Òðåáóåòñÿ
ñîñòàâèòü ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ çàâèñèìîñòü âûñîòû êàìíÿ îò âðåìåíè. Õîòÿ
ôîðìàëèçàöèÿ çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé ôèçèêå áóäåò ðàññìîòðåíà ëèøü â ñëåäóþùåì
òîìå ìîíîãðàôèè, ïîíèìàíèå ïðèìåðà íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò ñëåäóþùèå ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùèå ïðîöåññ:

1. "áðîñîê(a, T )". Òåëî a íà ïðîòÿæåíèè ïðîìåæóòêà âðåìåíè T äâèæåòñÿ ïîä
äåéñòâèåì òîëüêî ñèëû òÿæåñòè.

2. "T = [t, t + p]". Çàäàíèå êîíöîâ âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà T .

3. "ïîâåðõíçåìëè(K)". K åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñü
z êîòîðîé íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, à íà÷àëî ðàñïîëîæåíî âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè ëèáî íåêîòîðîé ïëàíåòû, ðàññìàòðèâàåìîé â çàäà÷å. Ïîñûëêà
íåÿâíî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò âáëèçè òàêîé ïîâåðõíîñòè.

4. "êîîðä(Ìåñòî(a, t),K) = (ì, 2ì, 3ì)". Êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè òåëà a.

5. "êîîðä(Ñêîðîñòü(a, K, t),K) = (0, 10ì/ñåê, 5ì/ñåê)". Êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè òåëà.
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6. "ìàññà(a) = 200ã". Ìàññà òåëà.

7. "0 < p". Íåâûðîæäåííîñòü âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà T .

Çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå óñëîâèå:

"y = λx(êðä(Ìåñòî(a, x), K, 3), x ∈ [t, t + p])".

Çäåñü íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ y îïðåäåëÿåò âûñîòó òåëà a â ìîìåíò x. Òðåáóåòñÿ ñî-
ñòàâèòü ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòè y ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ p, t. Êàê è
âûøå, èñïîëüçóåòñÿ öåëü "âû÷èñëåíèå". Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðîñòî çàäà÷à íà ïîñòðîå-
íèå ãðàôèêà.

Ñíà÷àëà ñðàáàòûâàþò ïðèåìû ýëåìåíòàðíîé ôèçèêè. Ðåøåíèå ïåðåíîñèòñÿ â áëîê
àíàëèçà, ãäå âûâîäÿòñÿ ïîñûëêè "Ðàâíîóñêîðåííîå(a, K, T )", "ïðÿìêîîðä(K)",
"êðä(Óñêîðåíèå(a, K, T ), K, 3) = −9.8ì/ñåê2". Êðîìå òîãî, â ðàâåíñòâå äëÿ íåèçâåñò-
íîé y ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîìåæóòêó:

y = λx(êðä(Ìåñòî(a, x), K, 3), t ≤ x & x ≤ p + t)".

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ðåàëèçîâàííûé íà ËÎÑå ïðèåì, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó âû-
ðàçèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè y ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. Ýòîò ïðèåì ìîæíî íàéòè
â ïóíêòå îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Îïèñà-
òåëü ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÅ" - "Çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ "âû÷èñëåíèå": ïîïûòêà
âû÷èñëèòü íåèçâåñòíîå âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè".

Ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà èññëåäîâàíèå, èìåþùèõ öåëè "èçâåñòíî" è "âû÷èñ-
ëåíèå". Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàòåëü "λx(f(x), P (x))", ãäå P (x) íå ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûõ, à f(x) - ñîäåðæèò. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé
ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f(x) ïðèíèìàåò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Âûáè-
ðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ z, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå Z ′, óñëîâèÿìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "z−÷èñëî" è "z = f(x)". Ïîñûëêàìè ñëóæàò êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ P (x) è âñå ïîñûëêè òåêóùåé çàäà÷è Z, îòëè÷íûå îò òåêóùåé ïî-
ñûëêè. Åäèíñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ - ïåðåìåííàÿ z; öåëü "èçâåñòíî" ïåðå÷èñëÿåò âñå
îòëè÷íûå îò íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûå ïîñûëîê çàäà÷è Z, à òàêæå âñå ïåðåìåííûå
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè x. Åñëè íà çàäà÷ó Z ′ ïîëó÷åí îòâåò, êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí
êîòîðîãî èìååò âèä z = t, òî â òåêóùåé ïîñûëêå îïèñàòåëü "λx(f(x), P (x))" çàìåíÿ-
åòñÿ íà "λx(t, P (x))".

Â íàøåì ïðèìåðå ïðèåì ïðåîáðàçóåò ðàâåíñòâî äëÿ y ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λx(−4.9((x− t)/ñåê)2ì+ 5(x− t)ì/ñåê+ 3ì, x− ÷èñëî & t ≤ x & x ≤ p + t) = y

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ - êàê ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà. Â èòîãå âîçíèêàåò çàäà÷à íà
îïèñàíèå, èìåþùàÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

y = λx(−4.9(x− t)2ì/ñåê2 = 5(x− t)ì/ñåê+ 3ì,∃c(x = bc + t & c ∈ {0, . . . , 592}));
b = p/592.

Êîìïèëÿòîð ñòðîèò ïðîãðàììó âû÷èñëåíèé, îòáðàñûâàÿ åäèíèöû èçìåðåíèé.

10.4.5 ×èñëåííîå ðåøåíèå äèôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ïîñûëêàõ çàäà÷è ïåðå÷èñëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, óêàçûâà-
þòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû. Óñëîâèÿ çàäà÷è èìåþò âèä
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"z = λx(y(x), x ∈ [a, b])", ãäå y - îäíà èç íåèçâåñòíûõ, ôèãóðèðóþùèõ â óðàâíå-
íèÿõ; z - âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ åå "ôóíêöèîíàëüíîãî" ïðåäñòàâëåíèÿ.
Íåèçâåñòíûìè çàäà÷è ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå z. Êàê è ðàíåå, çàäà÷à èìååò
öåëü "âû÷èñëåíèå", à òàêæå öåëü "èçâåñòíî . . .", ïåðå÷èñëÿþùóþ ïàðàìåòðû ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé è ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè äåéñòâèé ðåøàòåëÿ ðàññìîòðèì øåñòîé ïðèìåð èç ðàçäåëà "Âû-
÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è".

Çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèå ïîñûëêè:

y(0) = a

dy(x)/dx =
√

y(x) +
√

x

0 ≤ a

Åäèíñòâåííîå óñëîâèå - z = λx(y(x), x ∈ [0, b]).

Ïðåæäå âñåãî, ñðàáàòûâàåò ïðèåì "âûðàçèìî", ðàñïîëîæåííûé â ïóíêòå "Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ" Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà" - "Âû÷èñëåíèÿ" - "Óñìîòðåíèå
âûðàçèìîñòè ïåðåìåííîé â çàäà÷å íà âû÷èñëåíèå". Åãî òåîðåìà èìååò âèä:

∀abcy(y(a) = b & dy(x)/dx = c → ∅)
Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü
"âû÷èñëåíèå" è íå èìåþùåé öåëè "ïðîãðàììà". Çäåñü y - ïåðåìåííàÿ, íå óïîìÿíó-
òàÿ â öåëè "èçâåñòíî". Âñå ïåðåìåííûå âûðàæåíèé a, b óêàçàíû â ýòîé öåëè, à êàæäàÿ
ïåðåìåííàÿ âûðàæåíèÿ c - ëèáî óêàçàíà â íåé, ëèáî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ
x, y. Ïðèåì ðåãèñòðèðóåò ôàêò âûðàçèìîñòè ïåðåìåííîé y. Ïîñëå ýòîãî ñðàáàòûâàåò
ïðèåì, ðåãèñòðèðóþùèé âûðàçèìîñòü ïåðåìåííîé z, è çàäà÷à ïîëó÷àåò öåëü "ïðî-
ãðàììà".

Ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ:

∀fgy(dy(x)/dx = f(y(x), x) ↔ dy(x)/dx = g(x, y(x)) & g = λxy(f(y, x), x− ÷èñëî & y −
÷èñëî))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîñûëêå çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå èìååò çàãîëîâêà "çíà÷åíèå".
Â íåé îòñóòñòâóþò ïîäòåðìû âèäà "çíà÷åíèå(z, x)", ãäå z îòëè÷íî îò y. Ïåðåìåí-
íàÿ f ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðè èäåíòèôèêàöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
óêàçàòåëü "íîâàðãóìåíò(f x ôèêñ)". Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ g. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Â íàøåì ïðèìåðå óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùèå äâå
ïîñûëêè:

d = λxy(
√

x +
√

y, x− ÷èñëî & y − ÷èñëî);

dy(x)/dx = d(x, y(x)).

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ââîäÿùèé ñõåìó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà.
Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcdfhyz(dy(x)/dx = f(x, y(x)) & y(a) = c → z = λw(y(w), w ∈ [a, b]) ↔
h = (b− a)/592 & z = λw(d((w − a)/h),∃i(i ∈ {0, . . . , 592} & w = a + hi)) &
d(0) = c & ∀ikmns(i ∈ {0, . . . , 591} → f(a + ih, d(i))h = k &
f(a + ih + h/2, d(i) + k/2)h = m & f(a + ih + h/2, d(i) + m/2)h = n &
f(a + ih + h, d(i) + n)h = s & d(i + 1) = d(i) + (k + 2m + 2n + s)/6))
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Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïåðå-
ìåííàÿ z èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íåèçâåñòíîé, ïåðåìåííàÿ f - ñ ïåðåìåííîé. Ïðèåì ââî-
äèò íîâûå ïåðåìåííûå d, h, ðåãèñòðèðóåìûå êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû. Ïðè
ýòîì h ñòàíîâèòñÿ äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Ïî-
ñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà íàøà çàäà÷à ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

g(0) = a;

z = λc(g(c/f),∃h(c = fh & h ∈ {0, . . . , 592}));

f = b/592;

∀hijkl(h ∈ {0, . . . , 591} → f · d(fh + f, g(h) + k) = l &
f · d(f/2 + fh, g(h) + i/2) = j & f · d(f/2 + fh, g(h) + j/2) = k &
f · d(fh, g(h)) = i & g(h + 1) = (i + l + 2j + 2k)/6 + g(h)).

Äàëåå ðàáîòàåò êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà. Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ïîëó÷åííîé
ïðîãðàììû. Ïðåæäå âñåãî, ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ2 - ìàññèâ ÷èñåë â ôîð-
ìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé", èìåþùèé äëèíó 593. Èíèöèèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå çíà-
÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò èçìåíÿòüñÿ â öèêëå âû÷èñëåíèé: õ3 - òåêóùåå çíà÷åíèå g(h),
õ4 - ñ÷åò÷èê ÷èñëà øàãîâ h, õ6 - óâåëè÷åííîå íà 1 ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî
ñ÷åò÷èêà, õ7 - óêàçàòåëü ðàçðÿäà íàêîïèòåëÿ õ2 äëÿ çàíåñåíèÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ,
õ8 - âåëè÷èíà f , õ9 - òåêóùåå çíà÷åíèå f + fh, õ10 - òåêóùåå çíà÷åíèå f/2 + fh,
õ11 - òåêóùåå çíà÷åíèå fh. Ââîäÿòñÿ òàêæå èñïîëüçóåìûå â âû÷èñëåíèÿõ êîíñòàíòû
õ12, õ15, õ16, õ18, õ19. Èíèöèèðóþòñÿ íàáîðû ïñåâäîêîìàíä äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñòðå-
÷àþùèõñÿ â öèêëå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé: õ13 - ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ√

A +
√

B, õ14 - ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ A/C + B, õ17 - ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ (A + B + CD + EF )/G + H. Â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ìàññèâà õ2 çàíîñèòñÿ çíà÷åíèå
a. Ïîñëå îïåðàòîðà "ïîâòîðåíèå" íà÷èíàåòñÿ øàã öèêëà. Ñíà÷àëà ñðàâíèâàþòñÿ çíà-
÷åíèÿ õ4 è õ6. Åñëè õ4 îêàçàëîñü ðàâíî õ6, òî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò - îäíîýëåìåíòíûé
íàáîð, ñîäåðæàùèé ññûëêó õ2 íà ìàññèâ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè. Èíà÷å - õ4 è
õ7 óâåëè÷èâàþòñÿ íà åäèíèöó. Çàòåì, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì õ13, õ14, ïîñëåäîâàòåëü-
íî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ i, j, k, l. Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû õ17 îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèå (i + l + 2j + 2k)/6 + g(h), êîòîðîå ðåãèñòðèðóåòñÿ â ìàññèâå õ2. Êîððåêòè-
ðóþòñÿ çíà÷åíèÿ õ3, õ9, õ10, õ11, è îòêàò ê îïåðàòîðó "ïîâòîðåíèå".

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ïðèåìû.
Ïðîèëëþñòðèðóåì èõ ðàáîòó íà âîñüìîì ïðèìåðå èç ðàçäåëà "Âû÷èñëèòåëüíûå çà-
äà÷è". Çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèå ïîñûëêè:

y(c) = a

z(c) = b

dy(x)/dx = sin(xz(x)) + 2z(x) + y(x)

dz(x)/dx = cos(xy(x)) + 2y(x)− z(x)

Óñëîâèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿþò íåèçâåñòíûå ôóíêöèè u, v:

u = λx(y(x), x ∈ [c, d])

v = λx(z(x), x ∈ [c, d])

Èìååòñÿ öåëü (èçâåñòíî a b c d)
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Ïðåæäå âñåãî, ñðàáàòûâàåò ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé âûðàçèìîñòü íåèçâåñòíûõ y, z
èç ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åãî ìîæíî íàéòè â ïóíêòå "Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ" - "Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé" - "Âû÷èñëåíèÿ"
- "Óñìîòðåíèå âûðàçèìîñòè ïåðåìåííûõ â çàäà÷å íà âû÷èñëåíèå". Òåîðåìà ïðèåìà
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcny(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i)(a) = b(i)) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → dy(i)(x)/dx = c(i)) → ∅)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "âûðàçèìî". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà èíèöèèðóåò ïîïûòêó
ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "dz(x)/dx" â ïîñûëêå çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå, èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå" è íå èìåþùåé öåëè "ïðîãðàììà". Óêàçàòåëü
"êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè âèäà "z(a) = B".
Äðóãîé óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò íàáîð ïåðåìåííûõ y, êàê ñîäåðæàùóþ z
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïî ïåðåìåííûì w, äëÿ êîòîðûõ â ïîñûëêàõ èìååòñÿ óðàâíå-
íèå âèäà dw(x)/dx = C. Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé n ïðèñâàèâàåòñÿ äëèíà òàêîãî íàáîðà.
Àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ïîñûëêàìè.
Ïåðåìåííûå b, c, y ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Ïàðà-
ìåòðû âûðàæåíèÿ c âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (ò.å. ïåðå÷èñëåííûõ
â öåëè "èçâåñòíî"), ïîïîëíåííûé ïåðåìåííûìè x, y. Íè îäíà èç ïåðåìåííûõ ñïèñêà
y íå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ïàðàìåòðîì. Ïðèåì ðåãèñòðèðóåò âûðàçèìîñòü ïåðåìåííûõ
y. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî ïðèåìà ñðàáàòûâàåò ðàññìîòðåííûé ðàíåå ïðèåì, óñìàò-
ðèâàþùèé âûðàçèìîñòü íåèçâåñòíûõ u, v. Ïðè ýòîì çàäà÷à ïîëó÷àåò öåëü "ïðîãðàì-
ìà".

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé. Åãî òåîðåìà èìååò âèä:

∀fgny(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → dy(i)(x)/dx = f(i)(ñóôôèêñ(λj(y(j)(x), j ∈ {1, . . . , n}), x))) ↔
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → dy(i)(x)/dx = g(i)(ïðåôèêñ(x, λj(y(j)(x), j ∈ {1, . . . , n}))) &
g(i) = λxy(f(i)(ñóôôèêñ(y, x)), x− ÷èñëî & ∀j(j ∈ {1, . . . , n} → y(j)− ÷èñëî))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàòåðìîâ(âòîðîéòåðì)". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà"
èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäâûðàæåíèÿ "dz(x)/dx" â
ïîñûëêå çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïîñûëêà èìååò âèä ðàâåí-
ñòâà äàííîãî ïîäâûðàæåíèÿ íåêîòîðîìó òåðìó, íå èìåþùåìó çàãîëîâêà "çíà÷åíèå".
Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò íàáîð ïåðåìåííûõ y, êàê ñîäåðæàùóþ z êîìïî-
íåíòó ñâÿçíîñòè ïî ïåðåìåííûì w, äëÿ êîòîðûõ â ïîñûëêàõ èìååòñÿ óðàâíåíèå âèäà
dw(x)/dx = C. Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé n ïðèñâàèâàåòñÿ äëèíà íàáîðà y. Âñå êâàí-
òîðû îáùíîñòè âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è èäåíòèôèöèðóþòñÿ ëèáî âûïè-
ñûâàþòñÿ êàê êîíúþíêöèè. Îïèñàòåëè "îòîáðàæåíèå" òîæå âûäåëåíû óêàçàòåëåì
"ðàçâåðòêà" è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíå÷íûå íàáîðû. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò îïè-
ñàòåëü "λxy(. . .)". Ïðè èäåíòèôèêàöèè íàáîðà ôóíêöèé f èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"íîâàðãóìåíò(f x ôèêñ)". Ïðèåì âûáèðàåò íàáîð g íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèé
äëèíó n. Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (íàáîðïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ y), ïåðå÷èñëÿþùèé ïå-
ðåìåííûå äëÿ ââåäåííûõ ôóíêöèé. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà èìååì ñëåäóþùèé ñïèñîê ïîñûëîê:

dz(x)/dx = g(x, y(x), z(x))

dy(x)/dx = f(x, y(x), z(x))

g = λehi(cos(eh) + 2h− i, e− ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî)
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f = λehi(sin(eh) + h + 2i, e− ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî)

z(x)− ÷èñëî

y(x)− ÷èñëî

y(c) = a

z(c) = b

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, âûïèñûâàþùèé ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ äàííîé ñèñòåìû
ìåòîäîì Ýéëåðà. Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcdfhyz(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → y(i)(a) = c(i)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → dy(i)(x)/dx = f(i)(ïðåôèêñ(x, λj(y(j)(x), j ∈ {1, . . . , n})))) →
(∀i(i ∈ {1, . . . , n} → z(i) = λw(y(i)(w), w ∈ [a, b])) ↔
h = (b− a)/592 &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → z(i) = λw(d(i)((w − a)/h),∃j(j ∈ {0, . . . , 592} & w = a + hj))) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → d(i)(0) = c(i) &
∀j(j ∈ {0, . . . , 591} → d(i)(j + 1) =
d(i)(j) + hf(i)(ïðåôèêñ(a + jh, λk(d(k)(j), k ∈ {1, . . . , n})))))))

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíè-
öèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè óñëîâèÿ "g = λu(F (u), u ∈ [a, b])"
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííàÿ g - íåèçâåñòíàÿ; âû-
ðàæåíèÿ a, b íå ñîäåðæàò íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò"/ îïðåäåëÿåò äîïîëíè-
òåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ êîììåíòàðèÿ (íàáîðïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ y), ââåäåííîãî
ïðåäûäóùèì ïðèåìîì. Îäíîâðåìåííî n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äëèíîé íàáîðà y. Äðó-
ãîé óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïîñûëêè "dF (x)/dx = G". Àí-
òåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ ãðóïïàìè ïîñûëîê. Âñå êâàíòîðû îáùíîñòè âûäåëå-
íû óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíúþíêöèè. Îïèñàòåëè "λj(. . .)"
è "λk(. . .)" òîæå âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíå÷-
íûå íàáîðû. Ïåðåìåííàÿ c ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåìû âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ
h, äîáàâëÿåìóþ ê ñïèñêó íåèçâåñòíûõ çàäà÷è, à òàêæå íàáîð d îâûõ ïåðåìåííûõ,
èìåþùèé äëèíó n. Âñå íîâûå ïåðåìåííûå ðåãèñòðèðóþòñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíûå ïà-
ðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà è ñòàíäàðòèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçíè-
êàåò ñëåäóþùèé ñïèñîê óñëîâèé, ïåðåäàâàåìûé êîìïèëÿòîðó:

l(0) = b

k(0) = a

v = λm(l((m− c)/j),∃n(m = jn + c & n ∈ {0, . . . , 592}))

u = λm(k((m− c)/j),∃n(m = jn + c & n ∈ {0, . . . , 592}))

j = (d− c)/592

∀m(m ∈ {0, . . . , 591} → l(m + 1) = jg(jm + c, k(m), l(m)) + l(m))

∀m(m ∈ {0, . . . , 591} → k(m + 1) = jf(jm + c, k(m), l(m)) + k(m))

Ðåçóëüòàò êîìïèëÿöèè âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî ïðîãðàììå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà: ïî-
ñëå èíèöèàëèçàöèè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ èäåò öèêë âû÷èñëåíèé ñ øàãîì h.



880 Ãëàâà 10. Âû÷èñëåíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå

10.4.6 ×èñëåííîå ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé

Óñëîâèÿ çàäà÷è èìåþò âèä "y = setx(F (x) = G(x) & x ∈ [a, b])", "òî÷íîñòü(y, p)". Ïå-
ðåìåííàÿ y èãðàåò ðîëü íåèçâåñòíîé. Êîíñòàíòà p îïðåäåëÿåò ïîðîã óòî÷íåíèÿ êîðíÿ.
Ïðè ýòîì îêðóãëåíèÿ îòâåòà íå ïðîèñõîäèò - ÷èñëî çíàêîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìàòîì
ìàøèííûõ äàííûõ "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Âûáðàíà ïðîñòåéøàÿ ñõåìà äåéñòâèé:
ïðîìåæóòîê ðàçáèâàåòñÿ íà 400 ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷åê; íàõîäÿòñÿ ïàðû ñîñåäíèõ
òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (x) − G(x) èìååò çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ,
è äàëåå êîðíè óòî÷íÿþòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ òî÷åê áåðóòñÿ
ñåðåäèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòêîâ.

Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ ñõåìà íå ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèÿ âñåõ êîðíåé, è ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè åå ìîæíî ðàçâèâàòü. Íàïðèìåð, äîïîëíÿòü íà÷àëüíûå òî÷êè öèêëîâ óòî÷íåíèÿ
êîðíÿ ñåðåäèíàìè òåõ ïðîìåæóòêîâ, â êîíöàõ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äîñòàòî÷íî
ìàëû ïî ìîäóëþ, è ò.ï. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ èìååòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ
âîçìîæíîñòü - èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïàêåòà, ãàðàíòèðóþùåãî ïîëó÷åíèå
âñåõ êîðíåé. Ýòîò ïàêåò áóäåò ðàññìîòðåí â òðåòüåé ÷àñòè äàííîé ãëàâû. Çàìåòèì,
÷òî òàì ðå÷ü ïîéäåò íå î çàäà÷å íà ïðîãðàììèðîâàíèå, à î ïðèìåíåíèè óæå èìåþ-
ùåéñÿ ïðîãðàììû ïàêåòà ê êîíêðåòíîìó ìíîãî÷ëåíó.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è íà ñîñòàâëåíèå ïðîãðàììû äëÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îíè èìåþò óñëîâèå âèäà "y = setx1,...,xn(F1(x1, . . . , xn) =
G1(x1, . . . , xn) & . . . Fn(x1, . . . , xn) = Gn(x1, . . . , xn) & x1 ∈ [a1, b1] & . . . xn ∈ [an, bn])".
Ïîêà ðàññìîòðåí ëèøü ñëó÷àé, â êîòîðîì óäàåòñÿ âûðàçèòü àíàëèòè÷åñêè âñå íåèç-
âåñòíûå ÷åðåç îäíó èç íèõ. Ïîñëå ýòîãî ðåàëèçóåòñÿ îïèñàííàÿ âûøå ñõåìà ðàçáèåíèÿ
ïðîìåæóòêà. Çàìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ ïîçâîëÿåò ïî÷òè-
ãàðàíòèðîâàííî íàéòè âñå êîðíè â çàäàííîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Ïðè ýòîì ãðîìîçäêèé
âèä ïîëó÷àåìûõ âûðàæåíèé íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè.

Äîïîëíèòåëüíî ðåàëèçîâàíà ñõåìà óòî÷íåíèÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà çàäàííîãî íà÷àëü-
íîãî çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñòàâèòñÿ ïî-äðóãîìó: â ïîñûëêàõ ïåðå÷èñëÿ-
þòñÿ óðàâíåíèÿ Fi(x1, . . . , xn) = Gi(x1, . . . , xn), à óñëîâèÿ ñóòü óòâåðæäåíèÿ "y =
(x1, . . . , xn)", "òî÷íîñòü(y, p)", "óòî÷íåíèå(y, (a1, . . . , an))". Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñî-
ñòàâëÿåòñÿ ïðîãðàììà óòî÷íåíèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ (a1, . . . , an).

Ïðèåìû, ðåàëèçóþùèå óêàçàííûå äåéñòâèÿ, ðàññìîòðèì íà ïðèìåðàõ. Íà÷íåì ñ äå-
âÿòîãî ïðèìåðà ðàçäåëà "Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è". Óñëîâèÿ ñóòü óòâåðæäåíèÿ "y =
setx(x2 − cos x = 0 & x ∈ [−5, 5]", "òî÷íîñòü(y, 0.00001)".

Òàê êàê íåèçâåñòíàÿ ÿâíî çàäàíà ÷åðåç âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ, òî ñðàçó ñðàáà-
òûâàåò ïðèåì "âûðàçèìî", ââîäÿùèé öåëü "ïðîãðàììà". Çàòåì ñðàáàòûâàåò ïðèåì,
ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè. Åãî ìîæíî íàéòè â ïóíêòå
"Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" - "Îáùèé ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ôóíêöèé" - "Âû÷èñëåíèÿ" -
"Îòûñêàíèå êîðíåé ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå" - "Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ôóíêöèè". Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀Pbcfy(y = setx(f(x) = g(x) & P (x) & x ∈ [b, c]) ↔
y = setx(F (x) = 0 & P (x) & x ∈ [b, c]))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå". Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöè-
îíàëüíûå, ïðè÷åì íåâåðíî, ÷òî îäíî èç âûðàæåíèé f(x), g(x) èìååò çàãîëîâîê "çíà-
÷åíèå", à äðóãîå - íóëåâîå. Ïðèåì âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ F è ââîäèò äîïîë-
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íèòåëüíóþ ïîñûëêó "λx(f(x)− g(x), x− ÷èñëî) = F". Ïåðåìåííàÿ F ðåãèñòðèðóåòñÿ
êàê âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà íàøà çàäà÷à ïîëó÷àåò ïîñûëêó "λx(x
2−cos x, x−

÷èñëî) = a" à óñëîâèå åå ïðèîáðåòàåò âèä "y = setx(a(x) = 0 & x ∈ [−5, 5] & x −
÷èñëî)".

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ðàçáèâàþùèé ïðîìåæóòîê íà ìàëûå èíòåðâàëû è îïðå-
äåëÿþùèé ìíîæåñòâî ñåðåäèí òåõ èíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèé
ôóíêöèè â êîíöàõ íåïîëîæèòåëüíî. Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀Abchm(y = setx(F (x) = 0 & x ∈ [b, c] & P (x)) → h = (c− b)/400 &
m = setx(∃i(i ∈ {0, . . . , 399} & F (b + hi)F (b + hi + h) ≤ 0 & x = b + hi + h/2 &
P (b + hi + h/2))) & èñõòî÷êè(y, m))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óñëîâèåì
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå", ïðè÷åì y - íåèçâåñòíàÿ. Îòñóòñòâó-
åò óñëîâèå âèäà "èñõòî÷êè(y, M)", îïðåäåëÿþùåå èñõîäíûå òî÷êè äëÿ èòåðàöèîííûõ
ïðèáëèæåíèé ê êîðíÿì. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Ïðèåì ââîäèò íîâûå ïåðå-
ìåííûå h,m, êîòîðûå ðåãèñòðèðóþòñÿ îäíîâðåìåííî êàê íîâûå íåèçâåñòíûå è êàê
âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà íàøà çàäà÷à ïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ "c =
setx(∃d(x = b/2 + bd− 5 & d ∈ {0, . . . , 399} & a(bd + b− 5)a(bd− 5) ≤ 0))", "b = 1/40",
"èñõòî÷êè(y, c)".

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, âû÷èñëÿþùèé ïðîèçâîäíóþ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.
Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀afgh(f = λx(g(x), x− ÷èñëî) & a = dg(x)/dx → λx(a, x− ÷èñëî) = h &
Ïðîèçâîäíàÿ(f, h))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå". Çàäà÷à èìååò óñëîâèå âèäà "A =
sety(f(y) = B & C)". Ïåðåìåííàÿ g ôóíêöèîíàëüíàÿ. Îòñóòñòâóåò ïîñûëêà âèäà
"Ïðîèçâîäíàÿ(f, X)". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïðîèçâîäíàÿ", à çàòåì
- çàäà÷åé íà óïðîùåíèå. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ h. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 3.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà â íàøåì ïðèìåðå äîáàâëÿþòñÿ ïîñûëêè "λx(sin x+2x, x−
÷èñëî) = f", "Ïðîèçâîäíàÿ(a, f)".

Íàêîíåö, ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé ñõåìó èòåðàöèîííûõ óòî÷íåíèé êîðíåé
ïî ìåòîäó Íüþòîíà. Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀FGbcdm(Ïðîèçâîäíàÿ(F, G) & èñõòî÷êè(y, m) & òî÷íîñòü(y, d) → y = setx(F (x) =
0 & x ∈ [b, c] & P (x)) ↔ y = setx(∃gn(g(0) ∈ m & ∀i(i ∈ {0, . . . , n} → g(i + 1) =
g(i)− F (g(i))/G(g(i))) & |g(n + 1)− g(n)| ≤ d & x = g(n + 1)) & P (x)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå". Àíòåöåäåíòû èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç
êîíòåêñòà. Ïåðåìåííàÿ P ôóíêöèîíàëüíàÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ñïèñîê óñëîâèé:

èñõòî÷êè(y, c)



882 Ãëàâà 10. Âû÷èñëåíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå

c = setx(∃d(x = b/2 + bd− 5 & d ∈ {0, . . . , 399} & a(bd + b− 5)a(bd− 5) ≤ 0))

b = 1/40

òî÷íîñòü(y, 0.00001)

y = setx(∃eg(∀h(h ∈ {0, . . . , g} → e(h + 1) = −a(e(h))/f(e(h)) + e(h)) & x = e(g +
1) & e(0) ∈ c & |e(g + 1)− e(g)| ≤ 0.00001))

Ýòè óñëîâèÿ, çà âû÷åòîì ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî, ïåðåäàþòñÿ êîìïèëÿòîðó. Åìó æå
ïåðåäàþòñÿ ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèè a, f . Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ïî-
ëó÷åííîé ïðîãðàììû. Ñíà÷àëà èäåò öåïî÷êà ïðèñâîåíèé íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé è âû-
÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ êîíñòàíò. Ïåðåìåííîé õ1 ïðèñâàèâàåòñÿ b/2, ïåðåìåííûì
õ2 è õ4 ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ −(5 + b/2) è −(5 + b), ïåðåìåííîé õ9 - íàáîð ïñåâ-
äîêîìàíä äëÿ âû÷èñëåíèÿ − cos x + xy, è ò.ä. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ13 ñåðåäèí òåõ
ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê. Çàòåì èäåò îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå"
- öèêë ïðîñìîòðà ïðîìåæóòêîâ è çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ13. Êàê òîëüêî òåêóùåå
çíà÷åíèå èíäåêñà õ14 ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìóþ âåëè÷èíó 399, âûïîë-
íÿåòñÿ ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 1". Çäåñü ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà õ16.
Îïåðàòîð "âõîäèò(õ17 õ13)" ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåò ñòàðòîâûå òî÷êè õ17
óòî÷íåíèÿ êîðíåé. Èíèöèèðóåòñÿ ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ è êîíñòàíò. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïñåâäîêîìàíä äëÿ âû÷èñëåíèÿ sin x+2x, ïåðåìåííîé
õ22 - íàáîð ïñåâäîêîìàíä äëÿ âû÷èñëåíèÿ x−y/z, ïåðåìåííîé õ23 - äëÿ âû÷èñëåíèÿ
|x−y|. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ óðîâåíü òî÷íîñòè 0.00001. Äàëåå èäåò îïåðàòîð
"ïîâòîðåíèå" - öèêë èòåðàöèîííûõ óòî÷íåíèé êîðíÿ. Êàê òîëüêî ìîäóëü ðàçíîñòè
ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîðíÿ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå èëè ðàâåí
óðîâíÿ òî÷íîñòè, öèêë îáðûâàåòñÿ. Ïðîèñõîäèò îòêàò ê "âåòâü 2" è ðåãèñòðàöèÿ â
íàêîïèòåëå õ16 î÷åðåäíîãî êîðíÿ õ18. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà âñåõ çíà÷åíèé õ17
- âûäà÷à îòâåòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòàâëåííûé èç
íàáîðà õ16.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïóòåì ñâåäåíèÿ åå ê åäèíñòâåííî-
ìó óðàâíåíèþ. Óñëîâèÿ äâåíàäöàòîé çàäà÷è èç ðàçäåëà "Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è"
òàêîâû:

z = setxy(cos x + xy = 0 & − sin x + x + y = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî & x ∈ [−5, 5] &
y ∈ [−5, 5])

òî÷íîñòü(z, 0.0000001)

Ïîñëå òîãî, êàê çàäà÷å ïåðåäàåòñÿ öåëü "ïðîãðàììà", ñðàáàòûâàåò ïðèåì, âûðàæàþ-
ùèé îäíó èç íåèçâåñòíûõ ÷åðåç äðóãèå. Åãî ìîæíî íàéòè â ïóíêòå "Ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç" - "Îáùèå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ôóíêöèé" - "Âû÷èñëåíèÿ" - "×èñëåííîå ðå-
øåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé" - "Âûðàæåíèå îäíîé èç íåèçâåñòíûõ ÷åðåç îñòàëüíûå".
Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀ABCDafgisuz((y − ÷èñëî & f(x, y) = a) = (y = g(x) & D(x)) →
z = setxy(A(x) & B(x, y) & C(y) & f(x, y) = a) & òî÷íîñòü(z, s) ↔
u = setx(A(x) & D(x) & B(x, g(x))) & òî÷íîñòü(u, s) &
z = sett(∃pq(p ∈ u & q = g(p) & C(q) & t = Âñòàâêà(p, i, q))))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííûå A, B, C,D, f, g ôóíêöèîíàëüíûå. Ïåðåìåí-
íàÿ y èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ îòäåëüíîé ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, ïåðåìåí-
íàÿ x - ñ íåïóñòûì íàáîðîì îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ýòîé ïðèñòàâêè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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y âõîäèò â f(x, y), ïðè÷åì ýòî âûðàæåíèå ëèíåéíî ïî y. Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðå-
äåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ i ñ íîìåðîì âõîæäåíèÿ y â ñâÿçûâàþùóþ
ïðèñòàâêó. Íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû. Óòâåðæäåíèå A(x) èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ êîíúþíêöèåé âñåõ ÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàùèõ y, à óòâåðæäåíèå C(y) - ñ êîíúþíêöèåé
âñåõ ÷ëåíîâ, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ íàáîðà x. Àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàåòñÿ çàäà÷åé íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî
y. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê èñïîëüçóþòñÿ êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû A(x).
Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ u, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ îäíîâðåìåííî êàê íîâàÿ
íåèçâåñòíàÿ è êàê âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèåìà èìååì ñëåäóþùèé ñïèñîê óñëîâèé:

z = setb(∃cd(b = Âñòàâêà((c), 2, d) & d = sin c− c & c ∈ a & d ∈ [−5, 5]))

òî÷íîñòü(a, 0.0000001)

a = setx(x(sin x− x) + cos x = 0 & x ∈ [−5, 5] & x− ÷èñëî)

Çàìåòèì, ÷òî "Âñòàâêà(A, i, B)" îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò âñòàâêè â íàáîð A ýëåìåíòà B,
ïîñëå êîòîðîé ýòîò ýëåìåíò îêàçûâàåòñÿ ðàçìåùåííûì íà i - ì ðàçðÿäå; íóìåðàöèÿ
ðàçðÿäîâ íà÷èíàåòñÿ ñ 1.

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ - òàêèå æå, êàê â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî óðàíåíèÿ.

Äëÿ âûðàæåíèÿ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ ÷åðåç äðóãèå ñîçäàíû åùå äâà ïðèåìà. Ïåð-
âûé èç íèõ èìååò òó æå òåîðåìó, ÷òî è ðàññìîòðåííûé âûøå. Âìåñòî ëèíåéíîñòè ïî
y òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòà ïåðåìåííàÿ èìåëà åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â f(x, y). Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ çäåñü ðàâåí 3. Âòîðîé ïðèåì îðèåíòèðîâàí íà òå ñëó÷àè, êîãäà âû-
ðàæåíèå íåèçâåñòíîé äîïóñêàåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ (íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ). Òåîðåìà åãî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀ABCDabfgijnuz((y − ÷èñëî & f(x, y) = a) = D →
z = setxy(A(x) & B(x, y) & C(y) & f(x, y) = a) ↔
z = setxy(A(x) & B(x, y) & C(y) & D))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå,
èìåþùåé öåëü "ïðîãðàììà". Ïåðåìåííûå A, B, C, f ôóíêöèîíàëüíûå. Èäåíòèôèêà-
öèÿ ïåðåìåííûõ x, y, A, C - òàêàÿ æå, êàê âûøå. ×èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé y
â f(x, y) íå áîëåå äâóõ. Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Ìåòîä ñâåäåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ê îäíîìó óðàâíåíèþ ïîçâîëÿåò óñìîòðåòü èç
ãðàôèêà åäèíñòâåííîé ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå âñå êîðíè ñèñòåìû, ðàñïîëîæåííûå
â çàäàííîì ïàðàëëåëåïèïåäå. Åñëè òàêîå ñâåäåíèå íå óäàåòñÿ, òî ìîæíî èç êàêèõ-òî
ïðî÷èõ ñîîáðàæåíèé âûáðàòü èñõîäíóþ òî÷êó, è ñîñòàâèòü ïðîãðàììó íà åå ïðè-
áëèæåíèå ê êîðíþ ïî ìåòîäó Íüþòîíà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó íî-
ìåð 29 èç ðàçäåëà "Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è". Åå ïîñûëêè ñóòü "sin(x + y) = exp x",
"cos(x − y) = − exp y". Óñëîâèÿ çàäà÷è ñóòü "z = (x, y)", "òî÷íîñòü(z, 0.000001)",
"óòî÷íåíèå(z, (−1, 2))". Öåëåâàÿ óñòàíîâêà - ïðåæíÿÿ. Ïåðåìåííàÿ z ÿâëÿåòñÿ íåèç-
âåñòíîé; èìåþòñÿ öåëè "âû÷èñëåíèå", "èçâåñòíî".

Öåëü "ïðîãðàììà" äîáàâëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Ïîñëå ýòîãî ñðàáàòûâàåò ïðèåì,
ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîðíûé îïåðàòîð. Îí äîáàâëÿåò ïîñûëêè:

λxy((− exp x + sin(x + y), exp y + cos(x− y)), x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) = a,

a(x, y) = (0, 0).
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Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀Fabcnx(c = λi(x(i), i ∈ {1, . . . , n}) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i) = b(i)) →
λx(λi(a(i) − b(i), i ∈ {1, . . . , n}),∀i(i ∈ {1, . . . , n} → x(i) − ÷èñëî)) = F & F (c) =
λi(0, i ∈ {1, . . . , n}))
Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Óêàçàòåëü "êîíòðîëüâûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûò-
êó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè óòâåðæäåíèÿ "óòî÷íåíèå(z, f)" â óñëîâèÿõ çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ óñëîâèÿ âèäà "z = c", ãäå z - íåèçâåñòíàÿ. Âòîðîé
àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé ïîñû-
ëîê çàäà÷è. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïåðåìåííûå
a, b, x ôóíêöèîíàëüíûå. Îïèñàòåëè "îòîáðàæåíèå" ïî ïåðåìåííîé i ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ êàê íàáîðû, êâàíòîðû îáùíîñòè ïî ýòîé ïåðåìåííîé - êàê êîíúþíêöèè. Ïðèåì
âûáèðàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ F . Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì, âû÷èñëÿþùèé ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îí äîáàâ-
ëÿåò ïîñûëêè:

λbc(

(
− exp b + cos(b + c) cos(b + c)

− sin(b− c) sin(b− c) + exp c

)
, b− ÷èñëî & c− ÷èñëî) = d,

âåêòïðîèçâîäíàÿ(a, d).

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:

∀AFGPfn(F = λx(λi(f(i), i ∈ {1, . . . , n}), P (x)) & A = λij(df(i)/dx(j), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) → λx(A, P (x)) = G & âåêòïðîèçâîäíàÿ(F, G))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîä". Àíòåöåäåíò èäåíòôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå". Ïåðåìåííûå f, P ôóíêöèîíàëüíûå. Óêà-
çàòåëü "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ïî ïåðå-
ìåííîé i ñ êîíå÷íûì íàáîðîì. Ïåðåìåííàÿ x èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêîé ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò ðàññìîòðåíèå îïèñàòåëÿ λij(. . .) êàê ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ìàòðèöû, çàäàííîé òåðìîì "ñòðîêè(. . .)". Ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ
ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïå-
ðåìåííóþ G. Ïåðåä ïîïûòêîé åãî ïðèìåíåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëêè âèäà
"âåêòïðîèçâîäíàÿ(F, X)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Íàêîíåö, ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì, ââîäÿùèé ñõåìó èòåðàöèîííûõ óòî÷íåíèé ïî ìåòîäó
Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀adfgx(âåêòïðîèçâîäíàÿ(f, g) & f(x) = λi(0, i ∈ {1, . . . , n}) & òî÷íîñòü(z, d) &
n = l(x) → z = x & óòî÷íåíèå(z, a) ↔ ∃hm(h(0) = a & ∀iy(i ∈ {0, . . . ,m} →
∃y(g(h(i))y = f(h(i)) & h(i + 1) = h(i)− y)) &

∑n
i=1 |h(m + 1)(i)− h(m)(i)| ≤ d &

z = h(m + 1)))

Óìíîæåíèå íà y - ñèìâîë "óìíîæìàòð"; ñëîæåíèå è èçìåíåíèå çíàêà äëÿ y - ñèìâîëû
"ïëþñâåêò" è "ìèíóñâåêò". Îñòàëüíûå îïåðàöèè - îáû÷íûå.

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå óñëî-
âèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âû÷èñëåíèå". Âûðàæåíèå x èìååò çàãîëî-
âîê "íàáîð". Ïåðâûå òðè àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîí-
òåêñòà, ÷åòâåðòûé - âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå"âûäåëåí óêàçàòåëåì "ðàçâåðòêà" è èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 4.
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Â èòîãå êîìïèëÿòîðó ïåðåäàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

∃fg(∀h(h ∈ {0, . . . , g} → ∃i(f(h + 1) = f(h)− i & e(f(h))i = b(f(h)))) &
z = f(g + 1) & f(0) = (−1, 2) &

∑2
h=1 |f(g + 1)(h)− f(g)(h)| ≤ 0.000001)

òî÷íîñòü(z, 0.000001)

×òîáû îáåñïå÷èòü ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî i ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ e(f(h))i = b(f(h)),
êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò îáðàùåíèå ê âû÷èñëèòåëüíîìó ïàêåòó ËÈÍÑÈÑÒ ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ïàêåò, ðåàëèçîâàííûé íà ÃÅÍÎËÎÃå, áóäåò îïè-
ñàí íèæå.

10.5 Ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ óñêîðåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è

Â ïðèíöèïå, ëþáûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ðåøàòåëå íà
óðîâíå ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî çàäà÷ó ïîäõîäÿùåãî òèïà. Îä-
íàêî, ïðè ðàáîòå ñ íåëîãè÷åñêèìè îáúåêòàìè, êîãäà ñõåìà àëãîðèòìà èçâåñòíà, è äëÿ
ïëàíèðîâàíèÿ äåéñòâèé ðàññóæäåíèÿ íå òðåáóþòñÿ, òàêîé ïîäõîä ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåîïðàâäàííî òðóäîåìêèì. Çäåñü öåëåñîîáðàçíåå èñïîëüçîâàòü ðåøàòåëü ëèøü äëÿ
âûðàáîòêè èëè óòî÷íåíèÿ ñõåìû àëãîðèòìà, êîòîðàÿ áóäåò èì æå êîìïèëèðîâàòüñÿ
â "îáû÷íóþ" ïðîãðàììó, çàïóñêàåìóþ äëÿ óêàçàííûõ â çàäà÷å èñõîäíûõ äàííûõ.
Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé áóäåò ïåðåâåäåí íà ëîãè÷åñêèé ÿçûê è èñïîëüçîâàí äëÿ ïðî-
äîëæåííèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ââèäó òîãî, ÷òî ïðîöåññ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî îêà-
çûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíåå òðóäîåìêèì, ÷åì ïðîöåññ âû÷èñëåíèé, ïî îêîí÷àíèè
ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàííóþ ïðîãðàììó ìîæíî óäàëèòü.

Óêàçàííûé ðåæèì "ëîêàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ" áûë ðàññìîòðåí ïîêà ëèøü íà
äâóõ-òðåõ ïðîñòûõ ïðèìåðàõ, îäíàêî óæå íà íèõ îí ïðîäåìîíñòðèðîâàë âûñîêóþ
ýôôåêòèâíîñòü. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïåðåáîð ãðàôîâ óñêîðåíèå äîñòè-
ãàëîñü â íåñêîëüêî ñîòåí ðàç.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåðîì "ëîêàëüíîãî ïðîãðàììðîâàíèÿ" ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü ïî-
äðîáíî ðàçîáðàííóþ â òðåòüåì òîìå ìîíîãðàôèè ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ýñêèçà ïî
óñëîâèÿì ïëàíèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è. Ðåøàòåëü àíàëèçèðîâàë ýòè óñëîâèÿ è ñîñòàâëÿë
ïî íèì ñõåìó âû÷èñëåíèé, ïîçâîëÿâøóþ â èòåðàòèâíîì öèêëå îïòèìèçèðîâàòü ïàðà-
ìåòðû ÷åðòåæà, ìèíèìèçèðóÿ íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ðàñõîæäåíèÿ ñ òðåáîâàíèÿìè
çàäà÷è. Ýëåìåíòû ñõåìû âû÷èñëÿëè ðàçëè÷íûå ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè, èçâëå÷åííûå
èç ñîîòíîøåíèé àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à åå ôóíêöèîíèðîâàíèå îáåñïå÷èâàëîñü
ñïåöèàëüíîé ïðîãðàììîé ËÎÑà. Âû÷èñëåíèÿ âåëèñü â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿ-
òîé" ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîïðîöåññîðà. Îäíàêî, ñîçäàâàåìûå òàêèì îáðàçîì
"÷åðòåæè", õîòÿ è äàâàëè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê óñëîâèÿì
çàäà÷è, ðåøàòåëåì ñîâñåì íå èñïîëüçîâàëèñü. Îíè ñîçäàâàëèñü êàê ýëåìåíò èíòåð-
ôåéñà îáó÷åíèÿ, ÷òîáû ìîæíî áûëî ëó÷øå ïîíèìàòü äåéñòâèÿ ðåøàòåëÿ ïðè òðàññè-
ðîâêå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äàííûé ïðèìåð "ëîêàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ" íå âïîëíå
óêëàäûâàåòñÿ â ïðèâåäåííóþ âûøå êîíöåïöèþ. Âïðî÷åì, åãî íåòðóäíî äîðàáîòàòü,
÷òîáû ðåøàòåëü ìîã èçâëåêàòü èç ÷åðòåæà ïîëåçíûå äëÿ ïðîäâèæåíèÿ ê îòâåòó ãè-
ïîòåçû è ïûòàòüñÿ èõ äîêàçàòü.

Ìû ðàññìîòðèì ëèøü äâà ïðèìåðà "ëîêàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ" â ðåøàòåëå -
ïðè ïåðåáîðå ãðàôîâ è ïðè ïåðåáîðå òàáëèö àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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10.5.1 Ëîêàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðè ïåðåáîðå ãðàôîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåð 10 èç ðàçäåëà çàäà÷íèêà "Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà" -
"Òåîðèÿ ãðàôîâ" - "Òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è". Ýòî - óïðàæíåíèå èç êíèãè Ô.Õàðàðè
"Òåîðèÿ ãðàôîâ", â êîòîðîì íóæíî ïðèâåñòè ïðèìåð êîíå÷íîãî ãðàôà áåç òðåóãîëü-
íèêîâ, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 3, ïðè÷åì ÷èñëî âåðøèí ÷åòíî è íå ìåíåå 6.
Îíî ïðåäñòàâëåíî çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "ïðèìåð", "ïîëíûé", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü" è "íåèçâåñòíûå G". Óñëîâèÿ çàäà÷è ñóòü óòâåðæäåíèÿ
"ïðîñòãðàô(G)", "ãðàôáåçòðåóã(G)", "êîíå÷íîå(âåðøèíû(G))", "card(âåðøèíû(G))−
even", "6 ≤ card(âåðøèíû(G))", "∀a(a ∈ âåðøèíû(G) → ñòåïåíüâåðøèíû(a, G) =
3)".

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòîé çàäà÷è - ñ îòáðîøåííûì óñëîâèåì íà
îòñóòñòâèå â ãðàôå òðåóãîëüíèêîâ - áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îáó÷èòü ðåøàòåëü
ïåðåáîðó ãðàôîâ íà ëîãè÷åñêîì óðîâíå, áåç ïðîãðàììèðîâàíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïðî-
öåäóðû ïåðåáîðà. Íà ðåøåíèå çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ïîòðåáîâàëîñü 163787694 øàãà
ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà. Íà ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì
ïðîöåäóðû ïåðåáîðà îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî âñåãî 145455 øàãîâ. Ýêîíîìèÿ òðóäîåì-
êîñòè ñîñòàâèëà áîëåå òûñÿ÷è ðàç.

Íî âåðíåìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó. Ïðåæäå âñåãî, ñðàáàòûâàåò ïðèåì, ôèêñèðóþùèé
÷èñëî m âåðøèí ãðàôà íà ïåðèîä ïåðåáîðà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè íèæ-
íþþ îöåíêó n ÷èñëà âåðøèí, è äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè m =
n, n+1, . . . - äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåí íóæíûé ïðèìåð. Òåîðåìà ïðèåìà èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

∀Gmn(ïðîñòãðàô(G) & n ≤ card(âåðøèíû(G)) & n ≤ m → card(âåðøèíû(G)) = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Ïåðâûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. Îòñóòñòâóåò óñëîâèå âèäà
"card(âåðøèíû(G)) = A)". Âòîðîé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòíûì ñèíòåçàòî-
ðîì. Ðåçóëüòàò n - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà". Îí ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðå÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ m = n, n+1, . . .. Óêàçàòåëü
"ïîïûòêàîãðàíè÷" îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî òàêîãî çíà÷åíèÿ m áóäåò ñîçäàíà ñâîÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ïîëó÷åííàÿ èç òåêóùåé çàäà÷è äîáàâëåíèåì êîíñåêâåíòà
òåîðåìû ïðèåìà. Åñëè îíà óñïåøíî ðåøàåòñÿ, òî âûäàåòñÿ åå îòâåò, èíà÷å - ïåðåõîä
ê ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ m. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

Â íàøåì ïðèìåðå ïðèåì äîáàâëÿåò óñëîâèå "card(âåðøèíû(G)) = 6".

Ïðåæäå, ÷åì îïèñûâàòü äåéñòâèÿ ñëåäóþùåãî ïðèåìà, ñäåëàåì íåñêîëüêî îáùèõ çà-
ìå÷àíèé î ïðîãðàììèðîâàíèè ïåðåáîðà îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà. Îáû÷íî òàêîé ïå-
ðåáîð îñíîâàí íà èíäóêòèâíîì îïèñàíèè êëàññà îáúåêòîâ: ñòàðòóåì ñ ïðîñòåéøèõ
îáúåêòîâ, è ðàññìàòðèâàåì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû èõ äîîïðåäåëåíèÿ. Ñàìó ñõåìó ïå-
ðåáîðà, ñâÿçàííóþ ñ êëàññîì îáúåêòîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííîé è èñïîëüçóå-
ìîé äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïåðåáîðà. Ïðîãðàììèðîâàíèþ ïîäëåæàò ëèøü
âàðüèðóåìûå îò çàäà÷è ê çàäà÷å äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáúåêò, êîòîðûå ìî-
ãóò ïîçâîëèòü îòñåêàòü çàâåäîìî íåïðèãîäíûå âàðèàíòû åùå â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ.
Îñîáóþ öåííîñòü èìåþò íàñëåäñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, íåâûïîëíåíèå êîòîðûõ äëÿ
ïîñòðîåííîé ÷àñòè ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå èõ ó âñåãî îáúåêòà.

Â ðàìêàõ äàííîé ñõåìû, ïðè ïåðåáîðå ãðàôîâ ìû áóäåì ñòàðòîâàòü ñ îäíîâåðøèííî-
ãî ãðàôà áåç ðåáåð è ïîñëåäîâàòåëüíî ââîäèòü íîâûå ðåáðà. Ðàçóìååòñÿ, æåëàòåëü-
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íî èìåòü êàêèå-òî îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû è íà ÷èñ-
ëî âåðøèí. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåãóëÿðíûå ãðàôû, ñòåïåíè âåðøèí
êîòîðûõ ôèêñèðîâàíû. Ïðè ýòîì ÷èñëî âåðøèí òîæå ôèêñèðîâàíî. ×òîáû îðãàíè-
çîâàòü ïåðåáîð òàêèõ ãðàôîâ, áûë ñîçäàí ïàêåò ïðîäóêöèé "ðåããðàôû". Îí áóäåò
èñïîëüçîâàí ïðè ïîèñêå ïðèìåðîâ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè äî-
ïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ëîêàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå çäåñü ñîñòîèò â ñèíòåçå
äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìîâ ïàêåòà, îòñåêàþùèõ íåïðèãîäíûå ïðîìåæóòî÷íûå âàðèàí-
òû.

Îáðàùåíèå ê ïàêåòó èìååò âèä "ðåããðàôû(õ1 õ2 õ3 õ4)", ãäå õ1 è õ2 - íàòóðàëüíûå
÷èñëà, õ3 - íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò õ2, à
÷èñëî âåðøèí íå áîëåå õ1. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò ðåãóëÿðíûå ãðàôû
ñòåïåíè õ2, ïîëó÷åííûå äîáàâëåíèåì ê õ3 íîâûõ ðåáåð è âåðøèí è èìåþùèå ðîâíî
õ1 âåðøèí.

Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ðåããðàôû âõîä(õ1 äåñ÷èñëî) âõîä(õ2
äåñ÷èñëî) âõîä(õ3 ãðàô(îáúåêò îáúåêò)) âûõîä(õ4 ãðàô(îáúåêò îáúåêò)) ïàðàìåòð(õ5
âåðøèíà(îáúåêò)) óðîâåíü(3) öèêë ïåðå÷èñëåíèå ïðîäîëæåíèå)". Âñïîìîãàòåëüíûé
ïàðàìåòð õ5 - îïîðíàÿ âåðøèíà, èìåþùàÿ ñòåïåíü, ìåíüøóþ õ2. Èç íåå íåîáõîäè-
ìî ïðîâåñòè íîâîå ðåáðî, è ïðèåìû ïàêåòà ðàññìàòðèâàþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ýòî
ñäåëàòü. Ïåðå÷èñëèì ïðèåìû ïàêåòà:

1. Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðà. Âûáèðàåòñÿ îïîðíàÿ âåðøèíà e:

∀abcef (f ∈ âåðøèíû(c) & ñòåïåíüâåðøèíû(f) < b → e = f)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ f - ëîêàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèåìà, â òî âðåìÿ êàê
e - ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ïàêåòà. Èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûõîäíûå è
âñïîìîãàòåëüíûå ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå åùå äî èíèöèàëèçàöèè èõ ïðèåìàìè
ïîëó÷àþò çíà÷åíèå 0. Ýòî çíà÷åíèå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ ïðè èíèöèàëèçàöèè. Ðà-
âåíñòâà â êîíñåêâåíòàõ òåîðåì ïðèåìîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ, ó êîòîðûõ â
ëåâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âûõîäíàÿ ëèáî âñïîìîãàòåëüíàÿ ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ,
îçíà÷àþò îïåðàòîðû ïðèñâîåíèÿ.

2. Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.

∀acde(e = 0 & card(âåðøèíû(c)) = a → d = c)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îçíà÷àåò, ÷òî îïîðíàÿ âåðøèíà e âûáðàíà íå áûëà, òàê êàê
ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà óæå ðàâíû b. Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò
íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïðîâåäåíèå ðåáðà îò îïîðíîé âåðøèíû ê ñòàðîé âåðøèíå.

∀abcdefghi(¬(e = 0) & f ∈ âåðøèíû(c) & ¬(e = f) & ¬(ñìåæíû(e, f, c)) &
ñòåïåíüâåðøèíû(f) < b & íîâðåáðî(c, e, f, 0, g, h) & ðåããðàôû(a, b, h, i) → d = i)

Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îïîðíàÿ âåðøèíà e âûáðàíà, ïðèåì íàõîäèò óæå èìå-
þùóþñÿ âåðøèíó f , îòëè÷íóþ îò e è íå ñîåäèíåííóþ ñ íåé ðåáðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñòåïåíü âåðøèíû f ìåíüøå b. Òîãäà ïðîâîäèòñÿ íîâîå ðåáðî g, ñîåäèíÿþùåå
e ñ f è èìåþùåå îòìåòêó 0. Ïåðåìåííîé h ïðèñâàèâàåòñÿ íîâûé ãðàô. Îäíà-
êî, â äåéñòâèòåëüíîñòè îïåðàòîð "íîâðåáðî" èçìåíÿåò èñõîäíûé ãðàô, òàê ÷òî
ïåðåìåííîé h ïðîñòî ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå c. ×òîáû âîññòàíîâèòü èñïîð÷åííûé
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ãðàô c è ïðîäîëæèòü ðàññìîòðåíèå äðóãèõ âàðèàíòîâ, êîìïèëÿòîð âñòàâëÿ-
åò ïîñëå îïåðàòîðà "íîâðåáðî" âåòâü ñ îáðàùåíèåì ê îïåðàòîðó "èñêëðåáðî",
îòáðàñûâàþùåìó ïðè îòêàòå äîáàâëåííîå ðåáðî. Äëÿ ýòîãî îí èñïîëüçóåò ñïðà-
âî÷íèê "âîññòàíîâë", ñâÿçûâàþùèé îïåðàòîðû "íîâðåáðî" è "èñêëðåáðî". Íà-
êîíåö, äëÿ èçìåíåííîãî ãðàôà ðåàëèçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå
"ðåããðàôû". Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòà-
òà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

4. Äîáàâëåíèå âåðøèíû.

∀abcdefghip(¬(e = 0) & card(âåðøèíû(c)) < a &
íîââåðøèíà(c, card(âåðøèíû(c)), f, g) & íîâðåáðî(g, e, f, 0, h, i) &
ðåããðàôû(a, b, i, p) → d = p)

Åñëè ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà a, òî ââîäèòñÿ íîâàÿ âåðøè-
íà f , èìåþùàÿ ñâîåé îòìåòêîé íîìåð ýòîé âåðøèíû (íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0).
Ïåðåìåííîé g ïðèñâàèâàåòñÿ ïîëó÷åííûé ãðàô. Ïðè ýòîì èñõîäíûé ãðàô c íå
ïîðòèòñÿ. Äàëåå îïåðàòîð "íîâðåáðî" ïðîâîäèò ðåáðî h, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû
e è f . Íàêîíåö, ðåàëèçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ðåããðàôû".
Êàê è âûøå, ïðè îòêàòå ðåáðî óäàëÿåòñÿ. Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò
íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðè ïåðåáîðå ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíè-
ÿì, â ïàêåò "ðåããðàôû" áóäóò äîáàâëÿòüñÿ ïðèåìû, ïðîâåðÿþùèå âûïîëíåíèå ýòèõ
îãðàíè÷åíèé. Ïðè óñìîòðåíèè íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ - âûõîä èç ïàêåòà ïî çíà-
÷åíèþ "ëîæü". Òàêèå ïðèåìû ñîçäàþòñÿ êàæäûé ðàç çàíîâî, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Îíè ïîìåùàþòñÿ â ïîäïóíêò "ôèëüòðû", ïðè÷åì ñòàðûå
ôèëüòðû ïðåäâàðèòåëüíî óäàëÿþòñÿ.

Ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê ïðîöåäóðå "ðåããðàôû" äëÿ ïåðåáîðà ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ,
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀AGPakmn(n ≤ card(âåðøèíû(G)) & n ≤ m & P (card(âåðøèíû(G))) & P (m) &
ðåããðàôû(m, k, åäãðàô(0), a) & A = ëîããðàô(a, G) → ïðîñòãðàô(G) &
∀x(x ∈ âåðøèíû(G) → ñòåïåíüâåðøèíû(x, G) = k) ↔ A)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ñ ïàðîé óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíóþ G. Ïåðåìåííàÿ
k èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ
ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðîì. Îí îïðåäåëÿåò ÷èñëåííóþ íèæíþþ îöåíêó n ìîùíîñòè ìíî-
æåñòâà âåðøèí èñêîìîãî ãðàôà. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà", ïåðå÷èñëÿåò íàòóðàëüíûå m, íå ìåíüøèå n. Ôàêòè÷åñêè, çäåñü äóáëèðóåò-
ñÿ ïðåäûäóùèé ïðèåì, êîòîðûé ñîçäàâàëñÿ äëÿ ïåðåáîðà ãðàôîâ, íå èñïîëüçóþùåãî
ëîêàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "îãðçàâèñ".
Îí èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíúþíêöèåé âñåõ óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå, â êîòîðûõ
íåèçâåñòíàÿ G âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè âûðàæåíèé "card(âåðøèíû(G))". Ïåðå-
ìåííàÿ P - ôóíêöèîíàëüíàÿ. Èñòèííîñòü ÷åòâåðòîãî àíòåöåäåíòà óñòàíàâëèâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïÿòûé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí îáðàùàåòñÿ ê ïàêåòó ïðîäóêöèé "ðåããðàôû" äëÿ ïåðå-
áîðà âñåõ ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ a ñòåïåíè k, èìåþùèõ m âåðøèí è óäîâëåòâîðÿþùèõ
îñòàâøèìñÿ óñëîâèÿì çàäà÷è. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè óñëîâèÿ - íà-
ñëåäñòâåííûå, ò.å. ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ãðàôà ê ïîäãðàôó. Ïåðåáîð ñòàðòóåò
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ñ ïðîñòåéøåãî îäíîâåðøèííîãî ãðàôà, îïðåäåëÿåìîãî òåðìîì "åäãðàô(0)". Óêàçà-
òåëü "äîïïðèåìû" îáåñïå÷èâàåò ñèíòåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðèåìîâ ïàêåòà "ðåããðàôû"
ïåðåä îáðàùåíèåì ê íåìó. Øåñòîé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà". Îí ïðåîáðàçóåò íàéäåííûé ãðàô a, ïðåäñòàâëåííûé â âû÷èñëèòåëüíîì ôîðìàòå
ÃÅÍÎËÎÃà, â åãî ëîãè÷åñêîå îïèñàíèå A, ãäå ýòîò ãðàô îáîçíà÷åí ïåðåìåííîé G.
Âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ íà÷àëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Â îïèñàíèè ãðàôà èìåþòñÿ: óòâåðæäåíèå "ïðîñòãðàô(G)", ðàâåíñòâà äëÿ ìíîæåñòâ
âåðøèí è ðåáåð, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ "âåäåò(. . .)" äëÿ êàæäîãî ðåáðà. Òàê êàê ïðè-
åì ðåàëèçóåò ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó äëÿ ïåðâîãî æå ïîäõîäÿùåãî ãðàôà a, òî åãî
ïðèìåíåíèå îãîâàðèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè òðåáîâàíèÿìè, îáåñïå÷èâàþùèìè ïðè-
åìëåìîñòü òàêîé çàìåíû. Âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ îòñóòñòâèå ïîñûëîê, îòëè÷íûõ îò
êîíñòàíòû "èñòèíà". Âî-âòîðûõ, óñëîâèÿ íå äîëæíû ñîäåðæàòü ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ, îòëè÷íûõ îò G. Â - òðåòüèõ, êàæäîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, â êîòîðîì ïå-
ðåìåííàÿ G âñòðå÷àåòñÿ íå ïîä ñèìâîëîì "âåðøèíû" ëèáî "ðåáðà", äîëæíî áûòü
íàñëåäñòâåííûì. Ïîñëåäíåå ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "íàñëåäñòâ", ðåøà-
þùåãî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

Ïðîöåäóðà "äîïïðèåìû", êîððåêòèðóþùàÿ ôèëüòðû ïåðå÷èñëÿþùåãî âû-
÷èñëèòåëüíîãî ïàêåòà

Ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå "ðåããðàôû" ïðåäûäóùèé ïðèåì îáðàùàëñÿ ê ðåà-
ëèçîâàííîé íà ËÎÑå ïðîöåäóðå "äîïïðèåìû(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çíà÷åíèåì åå âõîäíîé
ïåðåìåííîé õ1 ñëóæèò òåêóùàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ çà-
äà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ íåèçâåñòíóþ X è íå èìååò äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Çíà÷åíèåì
âõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ñëóæèò íàáîð òàêèõ óñëîâèé çàäà÷è õ1, èñòèííîñòü êîòîðûõ
îáåñïå÷åíà äî îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "ðåããðàôû". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïåðåìåííîé
õ3 ñëóæèò íàçâàíèå êîððåêòèðóåìîãî ïàêåòà - â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñèìâîë "ðåããðà-
ôû". Ïðîöåäóðà "äîïïðèåìû" àíàëèçèðóåò îòëè÷íûå îò õ2 óñëîâèÿ çàäà÷è õ1, è
äëÿ òåõ èç íèõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ "íàñëåäñòâåííûìè", ò.å. èç èõ âûïîëíåíèÿ äëÿ
âñåãî îáúåêòà X âûòåêàåò âûïîëíåíèå äëÿ ïîäîáúåêòîâ X, âîçíèêàâøèõ â ïðîöåññå
ïîñòðîåíèÿ X, - ñîçäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû ïàêåòà õ3, ïðîâåðÿþùèå äàí-
íûå óñëîâèÿ. Ñòàðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû, ñîçäàâàâøèåñÿ ïðîöåäóðîé "äîïïðè-
åìû"íà ïðåäûäóùèõ îáðàùåíèÿõ ê íåé, ïðåäâàðèòåëüíî óäàëÿþòñÿ. Âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è, äëÿ ïðîâåðêè êîòîðûõ óäàëîñü
ñîçäàòü íîâûå ïðèåìû. Îíè áóäóò àâòîìàòè÷åñêè îòáðàñûâàòüñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
çàäà÷è ïðèåìîì, îáðàùàþùèìñÿ ê ïðîöåäóðå "ðåããðàôû".

Ðàññìîòðèì ïðîãðàììó îïåðàòîðà "äîïïðèåìû". Åå ìîæíî íàéòè â ïóíêòå "Ñèíòåç
ïðèåìîâ" - "Ñèíòåç ïðèåìîâ äëÿ ïîïîëíåíèÿ ïàêåòíîãî îïåðàòîðà, èñïîëüçóåìîãî
çàäà÷åé (ïðîöåäóðà ÄÎÏÏÐÈÅÌÛ)" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ5, â êîòîðûé áóäóò ïåðåñûëàòüñÿ îá-
ðàáîòàííûå íàñëåäñòâåííûå óñëîâèÿ çàäà÷è õ1. Çàòåì ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "äîïïðèåìû" íà íàçâàíèè õ3 ïîïîëíÿåìîãî
ïàêåòà. Ýòîò ñïðàâî÷íèê âûäàåò ÷åòâåðêó (A1, A2, A3, A4), ãäå A1 - óòâåðæäåíèå ñ
åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé X, âûäåëÿþùåå îáùèé êëàññ îáúåêòîâ, ñèíòåçèðóåìûõ ïà-
êåòîì õ3; A2 - óòâåðæäåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè X, Y , îïðåäåëÿþùåå îòíîøåíèå
ìåæäó ðåçóëüòàòîì X è ïðîìåæóòî÷íûì îáúåêòîì Y (ïîäîáúåêòîì îáúåêòà X); A3

- ïðîãðàììíàÿ ïåðåìåííàÿ ïàêåòà õ3, çíà÷åíèåì êîòîðîé ñëóæèò òåêóùèé ôðàãìåíò
ñèíòåçèðóåìîãî îáúåêòà; A4 - ññûëêà "ïðèåì(. . .)" íà äàííûé ïðèåì ñïðàâî÷íèêà
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"äîïïðèåìû" â áàçå ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà. Òàêîé ïðèåì ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîäïóíêòå
"Ñïðàâî÷íèêè" - "Äîïïðèåìû" ðàçäåëà îãëàâëåíèÿ ÃÅÍÎËÎÃà, çàíÿòîãî ïàêåòîì
õ3. Ññûëêà A4 ïîçâîëÿåò ïðîãðàììå "äîïïðèåìû" íàéòè ëîêàëèçàöèþ ïàêåòà â îãëàâ-
ëåíèè.

Â íàøåì ñëó÷àå A1 - óòâåðæäåíèå "ïðîñòãðàô(a)", A2 - óòâåðæäåíèå "ïîäãðàô(b, a)",
A3 - ïåðåìåííàÿ õ3.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(2)" ðàñïîëîæåíà âåòâü ïðîãðàììû, íàõîäÿùàÿ
ïóíêò "Ôèëüòðû" â êîðíåâîì ìåíþ ðàçäåëà ïàêåòà õ3 è óäàëÿþùàÿ âñå ïðèåìû ýòîãî
ïóíêòà, à òàêæå ñàì ïóíêò "Ôèëüòðû". Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 3" ïåðåä äàí-
íîé òî÷êîé. Ïîñëå ïåðåõîäà ÷åðåç "âåòâü 2", ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(4)",
ñíîâà ââîäèòñÿ ïóñòîé ïóíêò "Ôèëüòðû". Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1". Ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(5)" ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð óñëîâèé õ16 çàäà÷è õ1,
íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ2 è èìåþùèõ åäèíñòâåííóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ õ17 -
íåèçâåñòíóþ çàäà÷è.

Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ19 ïðèâåäåíèÿ óñëîâèÿ õ16 ê òîé ïåðåìåííîé X, êîòîðàÿ óêà-
çàíà â óòâåðæäåíèè A1. Îïåðàòîð "íàñëåäñòâ" ïðîâåðÿåò, ÷òî óñëîâèå õ19 - íàñëåä-
ñòâåííîå â êîíòåêñòå A1, A2. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ20, èìåþùàÿ ñâîè-
ìè ïîñûëêàìè êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ A1, à óñëîâèåì - îòðèöàíèå óòâåð-
æäåíèÿ õ19. Çàäà÷à èìååò öåëü "ïðîäóêöèÿ". Îíà ïðåîáðàçóåò ñâîè óñëîâèÿ ê âèäó
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ïðèåìà ïàêåòà õ3, óñìàòðèâàþùåãî íàðóøåíèå óñëîâèÿ
õ19. Ýòîò ñïèñîê S íàêàïëèâàåòñÿ â êîììåíòàðèè (ïðîäóêöèÿ S) ê çàäà÷å õ20.

Â íàøåì ïðèìåðå áóäåò îáðàáàòûâàòüñÿ òîëüêî óñëîâèå "ãðàôáåçòðåóã(G)". Åãî îò-
ðèöàíèå, ïîñëå çàìåíû G íà a è ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèÿì, ïðèîáðåòàåò âèä
"∃bcd(b ∈ âåðøèíû(a) & ñìåæíû(b, c, a) & ñìåæíû(b, d, a) & ñìåæíû(c, d, a))".

Äàëåå ïðîèñõîäèò òàêîå ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèé S, ïðè êîòîðîì
îíè íå ñîâïàäàëè áû ñ âõîäíûìè è âûõîäíûìè ïåðåìåííûìè ïàêåòà õ3, à òàêæå
ñ åãî ãëîáàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîñëå ýòîãî ïåðåìåííàÿ X ïåðåîáîçíà÷àåòñÿ íà
A3. Âíåøíèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, åñëè îí åñòü, îòáðàñûâàåòñÿ. Ïîñëå ïåðåõîäà
÷åðåç "âåòâü 1" ñòðîèòñÿ èìïëèêàöèÿ õ29 ñ àíòåöåäåíòàìè S è êîíñåêâåíòîì "ëîæü".
Ýòî è åñòü òåîðåìà íîâîãî ïðèåìà. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïóíêòå "Ôèëüòðû", ïðèåì
êîìïèëèðóåòñÿ, à óñëîâèå õ16 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ5.

Â íàøåì ïðèìåðå òåîðåìà ïðèåìà èìååò âèä:
"∀cfgh(f ∈ âåðøèíû(c) & ñìåæíû(f, g, c) & ñìåæíû(f, h, c) & ñìåæíû(g, h, c) →
ëîæü)".

Ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, îáðàùàþùåãîñÿ ñ ïðîöåäóðå "ðåããðàôû", óñëîâèÿ çà-
äà÷è "∀a(a ∈ âåðøèíû(G) → ñòåïåíüâåðøèíû(a, G) = 3)", "ïðîñòãðàô(G)",
"card(âåðøèíû(G)) = 6", "card(âåðøèíû(G))− even", "6 ≤ card(âåðøèíû(G))",
"ãðàôáåçòðåóã(G)" çàìåíÿþòñÿ íà óòâåðæäåíèÿ "ïðîñòãðàô(G)", "âåðøèíû(G) =
{1, 2, 3, 4, 5, 6}", "âåäåò(1,1,2,G)", "âåäåò(2,4,1,G)", "âåäåò(3,6,1,G)", "âåäåò(4,2,3,G)",
"âåäåò(5,5,2,G)", "âåäåò(6,3,4,G)", "âåäåò(7,6,3,G)", "âåäåò(8,4,5,G)", "âåäåò(9,5,6,G)",
"ðåáðà(G) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}".

Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà ñðàáàòûâàåò ïðè-
åì, óñìàòðèâàþùèé ïîëó÷åííûé îòâåò. Ñóììàðíàÿ òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿ-
åò 256177 øàãîâ èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà, ÷òî êðàéíå ìàëî. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ðåøåíèå
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 + 5x = 3 çàíèìàåò 351244 øàãà.
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10.5.2 Ëîêàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðè ïåðåáîðå òàáëèö àë-

ãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåð 23 èç ðàçäåëà çàäà÷íèêà "Îáùàÿ àëãåáðà" - "Ãðóïïî-
èäû" - "Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâóìåñòíûõ îïåðàöèé". Â ýòîì ïðèìåðå òðåáóåòñÿ íàé-
òè âñå àññîöèàòèâíûå è êîììóòàòèâíûå äâóìåñòíûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå E(3) =
{0, 1, 2}, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðûõ ðàâíî E(3). Çàäà÷à íà îïèñàíèå èìååò óñëîâèÿ:
áèíàðíîïåðàöèÿ(f, E(3)), àññîöèàòèâíî(f), êîììóòàòèâíî(f), Val(f) = E(3). Åå öåëè
ñóòü: "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü", "áèíàðíàÿîïåðàöèÿ",
"(íåèçâåñòíûå f)". Åäèíñòâåííîé ïîñûëêîé ñëóæèò êîíñòàíòà "èñòèíà".

Çäåñü âîçíèêàåò íîâàÿ öåëü - "áèíàðíàÿîïåðàöèÿ". Îíà îçíà÷àåò, ÷òî â çàäà÷å òðåáó-
åòñÿ ïåðå÷èñëèòü âñå íàáîðû òàáëèö, îïðåäåëÿþùèõ áèíàðíûå îïåðàöèè, çàäàííûå íà
ìíîæåñòâå E(k) è óäîâëåòâîðÿþùèå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ïðè ïåðå÷èñëåíèè
îòáðàñûâàþòñÿ èçîìîðôíûå íàáîðû òàáëèö. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ â íàøåì ïðèìå-
ðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü îäíà íåèçâåñòíàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, ñîçäàííûå ñðåäñòâà
ïîçâîëÿò ðàáîòàòü è ñ ãðóïïîé íåèçâåñòíûõ áèíàðíûõ îïåðàöèé.

Ïðè òðàññèðîâêå ðåøåíèÿ ñðàçó âîçíèêàåò îòâåò:

f ∈ {ôìë(

 0 0 0
0 0 1
0 1 2

),ôìë(

 0 0 0
0 1 0
0 0 2

),ôìë(

 0 0 0
0 1 1
0 1 2

),ôìë(

 0 0 0
0 1 2
0 2 1

),

ôìë(

 0 0 2
0 1 2
2 2 0

),ôìë(

 0 1 2
1 2 0
2 0 1

)}

Çäåñü "ôìë(a)" îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ k - çíà÷íîé ëîãèêè, îïðåäåëÿåìóþ òàáëèöåé a.
Ýòà òàáëèöà åñòü äðåâîâèäíàÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîé êàæäàÿ âåðøèíà ïðåäñòàâëåíà
íàáîðîì äëèíû k. ×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå (x1, . . . , xn), òðåáóåò-
ñÿ ïåðåìåùàòüñÿ ïî äåðåâó, ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàÿ ýëåìåíòû íàáîðîâ ñ íîìåðàìè
x1 + 1, . . . , xn + 1. Êîíöåâûå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò E(k). Â ñëó÷àå n = 2 òàáëèöà a
- ïðîñòî ìàòðèöà, çàäàííàÿ íàáîðîì ñòðîê.

Ïðèåì, âûäàþùèé îòâåò, ðåàëèçîâàí íà ËÎÑå. Äëÿ åãî ðàññìîòðåíèÿ ïåðåéäåì â
ïóíêò "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùàÿ àëãåáðà" - "Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "áèíî-
ïåðàöèè" ïðè íàõîæäåíèè òàáëèö îïåðàöèé íà ìíîæåñòâå E(k), óäîâëåòâîðÿþùèõ
çàäàííûì òðåáîâàíèÿì".

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 0, óñìàòðèâàÿ óñëîâèå "áèíàðíîïåðàöèÿ(x, E(k))" çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "áèíàðíàÿîïåðàöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé íåèçâåñòíîé y óòâåðæäåíèå "áèíàðíîïåðàöèÿ(y, E(k))"ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì çàäà÷è.
Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ðåàëèçîâàííîé íà ËÎÑå ïðîöåäóðå "áèíîïåðà-
öèè(õ1, õ2, õ3)", âûïîëíÿþùåé âñþ ðàáîòó ïî íàõîæäåíèþ èñêîìûõ íàáîðîâ òàáëèö
îïåðàöèé.

Çäåñü õ1 - çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ öåëü "áèíàðíàÿîïåðàöèÿ", õ2 - íàáîð äîïîë-
íèòåëüíûõ óñòàíîâîê íà ïåðåáîð, ïî óìîë÷àíèþ ïóñòîé. ×òîáû ïåðå÷èñëèòü ãðóïïû
áèíàðíûõ îïåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è õ1, ïðîöåäóðà "áèíîïåðà-
öèè" ñîçäàåò âñïîìîãàòåëüíûé ïàêåò ïðîäóêöèé "äîîïðåä", äîîïðåäåëÿþùèé òåêó-
ùóþ ãðóïïó èñêîìûõ îïåðàöèé â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâàìè çàäà÷è. Ýòîò ïàêåò
ðåàëèçóåòñÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå è õðàíèòñÿ â áóôåðå áàçû ïðèåìîâ. Äàëåå ðåàëèçóåò-
ñÿ ïåðåáîð âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ çàïîëíåíèÿ òàáëèö. Èçîìîðôíûå ãðóïïû òàáëèö



892 Ãëàâà 10. Âû÷èñëåíèÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå

îòáðàñûâàþòñÿ. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, çíà÷åíèåì êîòîðîãî
ñëóæèò ìíîæåñòâî íàéäåííûõ íàáîðîâ òàáëèö. Â êàæäîì íàáîðå òàáëèöû óïîðÿäî-
÷åíû òàê æå, êàê íåèçâåñòíûå çàäà÷è. Òàáëèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì íàáîðîâ. Â
i-ì íàáîðå íà j-ì ìåñòå ðàñïîëàãàåòñÿ çíà÷åíèå îïåðàöèè â òî÷êå (i, j). Íóìåðàöèè
íà÷èíàþòñÿ ñ 0. Çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû öåëûìè ÷èñëàìè.

Ïîñëå òîãî, êàê îïåðàòîð "áèíîïåðàöèè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò R, ñîçäàåòñÿ âûðà-
æåíèå X äëÿ íàáîðà íåèçâåñòíûõ çàäà÷è, è ïðèåì âûäàåò îòâåò çàäà÷è "X ∈ R".
Ïðåäâàðèòåëüíî èç áóôåðà áàçû ïðèåìîâ óäàëÿþòñÿ âñå ïðèåìû, âêëþ÷àÿ ïàêåò "äî-
îïðåä".

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîãðàììû îïåðàòîðà "áèíîïåðàöèè". Âûéòè íà åå íà-
÷àëüíóþ òî÷êó ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùàÿ àëãåáðà" - "Îïå-
ðàòîð "áèíîïåðàöèè", ïåðå÷èñëÿþùèé òàáëèöû ãðóïïû áèíàðíûõ îïåðàöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íåèçâåñòíûõ çàäà÷è õ1, à ïåðå-
ìåííîé õ6 - êîíñòàíòà k, îïðåäåëÿþùàÿ îáëàñòü E(k). Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð âõîäíûõ ïåðåìåííûõ îïåðàòîðà "äîîïðåä". Èõ çíà÷åíèÿìè áóäóò ñëóæèòü ÷à-
ñòè÷íî çàïîëíåííûå òàáëèöû îïåðàöèé ñïèñêà õ4. Â ïóñòûõ êëåòêàõ ðàñïîëàãàþòñÿ
ñèìâîëû "íåîïðåä".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðåìà ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðàììà", îïðåäåëÿþùàÿ ôîð-
ìàò îïåðàòîðà "äîîïðåä". Îíà èìååò âèä "ïðîãðàììà(äîîïðåä âõîä(x1 ñòðîêè(ëîã-
ñèìâîë)) . . . âõîä(xn ñòðîêè(ëîãñèìâîë)) óðîâåíü(2) öèêë ïðîäîëæåíèå èñòèíà ïåðå-
ñìîòð)". Îïåðàòîð áóäåò ïûòàòüñÿ äîîïðåäåëÿòü òàáëèöû, âûïîëíÿÿ îäíîêðàòíûé
ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð ñâîèõ ïðèåìîâ. Åñëè ïðè ýòîì äîîïðåäåëèòñÿ õîòÿ áû
îäíà êëåòêà, òî èíäèêàòîð ïåðåñìîòðà áóäåò óñòàíîâëåí íà 1, è öèêë äîîïðåäåëåíèÿ
âîçîáíîâèòñÿ ñíà÷àëà. Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííûõ äåéñòâèé - âûõîä ïî çíà÷åíèþ "èñ-
òèíà". Âûïîëíÿþùèå äîîïðåäåëåíèå ïðèåìû êîíòðîëèðóþò îòñòóòñòâèå ðàññîãëà-
ñîâàíèé ñ ðàíåå íàéäåííûìè çíà÷åíèÿìè, è ïðè îáíàðóæåíèè òàêîâûõ îðãàíèçóþò
âûõîä ïî çíà÷åíèþ "ëîæü".

Äàëåå îïåðàòîðû "Ââîäïðèåìà" ñîçäàþò íà îñíîâå òåîðåìû õ9 ïðèåì ñïðàâî÷íèêà
"ïðîãðàììà" è ïåðåêëþ÷àòåëü óðîâíåé îïåðàòîðà "äîîïðåä".

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü óñëîâèé çàäà÷è õ1, äëÿ ó÷åòà êî-
òîðûõ íå óäàëîñü ñîçäàòü ïðèåì îïåðàòîðà "äîîïðåä"; ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê âñåõ
óñëîâèé "áèíàðíîïåðàöèÿ(xi, E(k))". Çàòåì íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð óñëîâèé õ14 çàäà÷è
õ1, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ13. Ïðåæäå âñåãî, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçâåðíóòü
"ïî îïðåäåëåíèÿì" óòâåðæäåíèå õ14. Ýòî âûïîëíÿåò âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 3".

Çäåñü èíèöèèðóåòñÿ íóëåì èíäèêàòîð òîæäåñòâà õ17. Ïîñëå êîòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
åì(5)" ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü, ÷òî õ16 åñòü êâàíòîðíîå òîæäåñòâî ñ
êîíñåêâåíòîì âèäà xi(A) = B. Åñëè ýòî òàê, òî õ17 çàìåíÿåòñÿ íà 1. Ïîñëå êîí-
òðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(7)" âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà ñèììåòðè÷íîñòè òîæäåñòâà. Åñëè
óñìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðèÿ, òî ïðèåì áóäåò ñîçäàí òîëüêî äëÿ ïðèìåíåíèÿ åãî ñëåâà
íàïðàâî. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2" ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(7)".

Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ y, è ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð N óòâåðæäåíèé "B =
y, êîíñåêâåíò(xi(A) = y),¬(y = íåîïðåä), C1, . . . , Ck", ãäå C1, . . . , Ck - âñå àíòåöåäåí-
òû êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà õ16. Ýòîò íàáîð ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðîäóêöèÿ", òðàíñôîðìèðóåòñÿ â íàáîð àíòåöåäåíòîâ è
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êîíñåêâåíò òåîðåìû ïðèåìà. Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, îáåñïå÷èâàþùåãî
ñîãëàñîâàíèå èõ ñî âõîäíûìè ïåðåìåííûìè ïàêåòà, ïî ýòîé òåîðåìå ñîçäàåòñÿ ïðèåì.
Åãî óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1. Â ñëó÷àå íåóäà÷è óñëîâèå õ14 çàíîñèòñÿ â ñïèñîê
õ12.

Ïðîèëëþñòðèðóåì óêàçàííûå âûøå äåéñòâèÿ íà íàøåì ïðèìåðå. Ïóñòü â êà÷åñòâå
óñëîâèÿ õ14 âûñòóïàåò óòâåðæäåíèå "àññîöèàòèâíî(f)". Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, âûïîëíÿþùåé ðàñøèôðîâêó ïî îïðåäåëåíèÿì, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå õ16
âèäà: "∀abc(a ∈ E(3) & b ∈ E(3) & c ∈ E(3) → f(a, f(b, c)) = f(f(a, b), c))". Ñèì-
ìåòðèÿ íå óñìàòðèâàåòñÿ, òàê ÷òî ïî îòäåëüíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà A
åñòü (a, f(b, c)) è ñëó÷àé, êîãäà A åñòü (f(a, b), c). Îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì èç íèõ. Òîãäà
íàáîð N ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "f(f(a, b), c) = d", "êîíñåêâåíò(f(a, f(b, c)) = d)",
"¬(d = íåîïðåä)", "a ∈ E(3)", "b ∈ E(3)", "c ∈ E(3)". Çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ
öåëü "ïðîäóêöèÿ", ôîðìèðóåò ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ïðèåìà: "a ∈ {0, . . . , 2}",
"b ∈ {0, . . . , 2}", "e = f(a, b)", "¬(e = íåîïðåä)", "c ∈ {0, . . . , 2}", "g = f(b, c)",
"¬(g = íåîïðåä", "d = f(e, c)", "¬(d = íåîïðåä)". Êàê âèâäèì, îíà ââîäèò âñïîìîãà-
òåëüíûå ïåðåìåííûå äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé îïåðàöèè f è ïðîâåðÿåò, ÷òî îíè
óæå îïðåäåëèëèñü. Êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ óòâåðæäåíèå "f(a, g) = d". Îíî áóäåò
äîîïðåäåëÿòü çíà÷åíèå f â òî÷êå (a, g) ëèáî ñðàâíèâàòü d ñ ðàíååå îïðåäåëåííûì
çíà÷åíèåì. Òåïåðü òðåáóåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî f ïðåäñòàâëåíà íàáîðîì íàáîðîâ, à ýëåìåí-
òû íàáîðîâ íóìåðóþòñÿ íà÷èíàÿ ñ 1. Ïîýòîìó ïðåäïðèíèìàåòñÿ äîáàâëåíèå åäèíèö
ê àðãóìåíòàì f :

∀abcdefg(a ∈ {0, . . . , 2} & b ∈ {0, . . . , 2} & e = f(a + 1, b + 1) & ¬(e = íåîïðåä) & c ∈
{0, . . . , 2} & g = f(b + 1, c + 1) & ¬(g = íåîïðåä) & d = f(e + 1, c + 1) & ¬(d =
íåîïðåä) → f(a + 1, g + 1) = d)

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ a óæå çàíÿòà - â íàøåì ïðèìåðå ýòî âõîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ îïåðàòîðà "äîîïðåä". Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùóþ òåîðåìó ïðèåìà:

∀abcdefh(b ∈ {0, . . . , 2} & c ∈ {0, . . . , 2} & f = a(b + 1, c + 1) & ¬(f = íåîïðåä) & d ∈
{0, . . . , 2} & h = a(c + 1, d + 1) & ¬(h = íåîïðåä) & e = a(f + 1, d + 1) & ¬(e =
íåîïðåä) → a(b + 1, h + 1) = e)

Âîçâðàùàåìñÿ ê ïðîãðàììå îïåðàòîðà "áèíîïåðàöèè". Åñëè çàäà÷à èìååò óñëîâèÿ íà
íåèçâåñòíûå îïåðàöèè, îòëè÷íûå îò òîæäåñòâ äëÿ íèõ, òî òàêèå óñëîâèÿ ïðîâåðÿþòñÿ
ïî çàâåðøåíèè çàïîëíåíèÿ òàáëèö îïåðàöèé. Ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(5)"
ðàñïîëîæåí ïåðåõîä "âåòâü 1" ê òîé ÷àñòè ïðîãðàììû, êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà ñîçäà-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèåìîâ. Çäåñü ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ18 óòâåðæäåíèé, êîòîðûå
áóäóò ïðåîáðàçîâàíû â àíòåöåäåíòû òåîðåìû ïðèåìà. Îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"îïðòàáë(. . .)" î ïîëíîì äîîïðåäåëåíèè òàáëèö è îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ16. Êîí-
ñåêâåíòîì òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà "ëîæü". Ñïèñîê õ18 îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà-
÷åé íà îïèñàíèå õ19, èìåþùåé öåëü "ïðîäóêöèÿ". Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû
ñëó÷àþ ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òîæäåñòâàõ. Îäíàêî, çäåñü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 2.

Â íàøåì ïðèìåðå ñîçäàåòñÿ ïðèåì, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî ïîñëå çàïîëíåíèÿ òàáëèöû â
íåé âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè çíà÷åíèÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê öèêë ïðîñìîòðà óñëîâèé õ14 çàâåðøåí, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ÷åðåç
"èíà÷å 2". Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 ïóñò, ò.å. âñå óñëîâèÿ çàäà÷è ó÷òå-
íû. Çàòåì, ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(11)", îïåðàòîð "áèíîïåðàöèè" íà÷èíàåò
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öèêë çàïîëíåíèÿ òàáëèö. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð áëàíêîâ èñêîìûõ òàá-
ëèö, êëåòêè êîòîðûõ çàïîëíåíû ñèìâîëàìè "íåîïðåä". Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è ñëóæåáíîé ïîñûëêè "òàáë". Òàêàÿ ïîñûëêà óêàçûâàåò, ÷òî
îòâåò çàäà÷è ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü áîëüøèì, è êàæäûé åãî äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí
áóäåò ñîõðàíåí â îòäåëüíîì ëîãè÷åñêîì òåðìèíàëå çàäà÷íèêà. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ
ïðîñìîòðà îòâåòà ïðåäóñìîòðåí ñïåöèàëüíûé èíòåðôåéñ. Çàïîëíåíèå òàáëèö êàê ïðè
íàëè÷èè ïîñûëêè "òàáë", òàê è ïðè åå îòñóòñòâèè âûïîëíÿåòñÿ ïî îäíîé è òîé æå
ñõåìå, è ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà îòâåò âûäàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì âèäå.

Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòîâ õ15, è äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðà-
ùåíèå ê ïðîöåäóðå "îïðòàáëèö". Ýòîé ïðîöåäóðå ïåðåäàþòñÿ íàáîð ÷àñòè÷íî çàïîë-
íåííûõ òàáëèö è óìåíüøåííîå íà åäèíèöó ñèìâîëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íîñèòåëå
îïåðàöèè (ò.å. k−1). Ïðîöåäóðà ïåðå÷èñëÿåò ðåçóëüòàòû ïîëíîãî äîîïðåäåëåíèÿ òàá-
ëèö. Îíà èìååò ðåêóðñèâíûé õàðàêòåð è áóäåò îïèñàíà íèæå. Êàæäûé âûäàâàåìûé
åþ íàáîð òàáëèö õ16 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "ìèíîïåð", âûïîëíÿþùåé âñåâîç-
ìîæíûå ïåðåñòàíîâêè íà E(k) ñ öåëüþ ïîèñêà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøåãî íà-
áîðà òàáëèö õ17, ïîëó÷àåìîãî óêàçàííûìè ïåðåñòàíîâêàìè èç õ16. Åñëè íàáîð õ17
îòñóòñòâóåò â íàêîïèòåëå õ15, òî îí òóäà çàíîñèòñÿ. Ïî îêîí÷àíèè ïåðå÷èñëåíèÿ, ðå-
àëèçóåìîãî îïåðàòîðîì "îïðòàáëèö", íàáîð õ15 ïðåîáðàçóåòñÿ ê óêàçàííîìó â ñàìîì
íà÷àëå ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåðà ôîðìàòó òåðìà è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.

Âåðíåìñÿ ê îïåðàòîðó "îïðòàáëèö(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - íàáîð ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ
òàáëèö, õ2 - ñèìâîëüíîå ÷èñëî k− 1, õ3 - âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïðîãðàììà îïåðàòî-
ðà ðåàëèçóåò ïîèñê â õ1 ïåðâîé íå çàïîëíåííîé (ò.å. ñîäåðæàùåé ñèìâîë "íåîïðåä")
êëåòêè K. Åñëè âñå êëåòêè çàïîëíåíû, òî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ1. Èíà÷å - ïåðå÷èñ-
ëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòû E(k), è äëÿ êàæäîãî òàêîãî ýëåìåíòà e ñîçäàåòñÿ
êîïèÿ õ10 íàáîðà òàáëèö õ1, â êîòîðîé K ñîäåðæèò ñèìâîë e. Äàëåå ñëåäóåò îáðàùå-
íèå ê ïàêåòó "äîîïðåä" è øàã ðåêóðñèè - îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "îïðòàáëèö", ãäå
âìåñòî õ1 áåðåòñÿ õ10.

Â çàäà÷íèêå èìåþòñÿ åùå äâà àíàëîãè÷íûõ ïðèìåðà, ãäå òðåáîâàëîñü ïåðå÷èñëèòü
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûå îïåðàöèè íà E(4) è E(5), ïðèíèìàþùèå âñå çíà÷åíèÿ
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà). Â ïåðâîì ñëó÷àå èõ êîëè÷åñòâî îêàçàëîñü ðàâíûì
25, âî âòîðîì - 117.

10.6 Âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû ÃÅÍÎËÎÃà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïåðå÷èñëèì âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû ÃÅÍÎËÎÃà, ñîçäàííûå äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàçäåëîâ. Òàêèå ïàêåòû áûëè ñîçäàíû òàêæå äëÿ øàõìàò è îáðà-
áîòêè ðèñóíêîâ; ïðî íèõ áóäåò ðàññêàçàíî â ïÿòîì òîìå ìîíîãðàôèè.

10.6.1 Ðàáîòà ñ öåëûìè ÷èñëàìè

Ñîçäàíî âñåãî äâà ïàêåòà äëÿ ðàáîòû ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Èõ ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå
îãëàâëåíèÿ ÃÅÍÎËÎÃà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Öåëûå ÷èñëà" - "Âû÷èñëåíèÿ".

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "íîäÖåëîå". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "íîäÖåëîå(õ1 õ2)" èìå-
åò ñâîèì çíà÷åíèåì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ öåëûõ ÷èñåë õ1 è õ2.
Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(íîäÖåëîå âõîä(õ1 Öåëîå) âõîä(õ2
Öåëîå) âûõîä(õ3 Öåëîå) öèêë âûðàæåíèå óðîâåíü(1))".
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(a) Ñòàíäàðòèçàöèÿ àðãóìåíòîâ.

∀a(a < 0 → a = −a)

∀b(b < 0 → b = −b)

∀abd(b < a & d = a → a = b & b = d)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 0, ò.å. îíè ïðèìåíÿþòñÿ îäíîêðàòíî
äî âõîäà â îñíîâíîé öèêë. Ïåðâûå äâà ïðèåìà îòáðàñûâàþò çíàêè ìèíóñ,
òðåòèé - âûíîñèò íà ïåðâîå ìåñòî ìåíüøåå ÷èñëî.

(b) Îñíîâíîé öèêë.

∀abde(¬(a = 0) & b = ad + e → b = a & a = e)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.

∀abc(a = 0 → c = b)

Ïðèåì èìååò óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò", îïðåäåëÿþùèé îáðûâ âû÷èñëåíèé.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Ïðîñòûå". Îïåðàòîð "Ïðîñòûå(õ1)" ïåðå÷èñëÿåò ïîñëåäî-
âàòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà õ1. Ôîðìàò ïàêåòà èìååò âèä "ïðîãðàììà(Ïðîñòûå
âûõîä(õ1 Öåëîå) ïåðå÷èñëåíèå óðîâåíü(2))".

(a) Ïåðâûå ïðîñòûå ÷èñëà.

∀b((b = 2 ∨ b = 3 ∨ b = 5 ∨ b = 7) → a = b)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Îñíîâíîé öèêë.

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m = 2n + 9 &
∀kprs(k − íàòóðàëüíîå & p = 2k + 1 & m = ps + r & p ≤ s → ¬(r = 0)) →
a = m)

×åòíûå ÷èñëà ïðîïóñêàþòñÿ, ðàññìîòðåíèå íå÷åòíûõ íà÷èíàåòñÿ ñ 11. Óêà-
çàòåëü "îêîí÷àíèå(ôèêñ(3 9))" îçíà÷àåò, ÷òî ïåðå÷èñëåíèå íàòóðàëüíûõ k
îáðûâàåòñÿ, êàê òîëüêî ñòàíîâèòñÿ ëîæíûì àíòåöåäåíò p ≤ s. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10.6.2 Âû÷èñëåíèÿ ñ ìíîãî÷ëåíàìè

Âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû, ñâÿçàííûå ñ ìíîãî÷ëåíàìè, ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå îãëàâ-
ëåíèÿ ÃÅÍÎËÎÃà "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Ìíîãî÷ëåíû" - "Âû÷èñëåíèÿ". Â ïðè-
åìàõ ýòèõ ïàêåòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðåàëèçîâàííûå íà ËÎÑå îïåðàòîðû è
îïåðàòîðíûå âûðàæåíèÿ:

1. êîýôôèöèåíòìí(õ1 õ2) - êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà õ1 ïðè ñòåïåíè õ2. Êîìïè-
ëÿòîðîì ïåðåâîäèòñÿ â âûðàæåíèå "âû÷(êîýôôèöèåíòìí õ1 õ2)".

2. ìíîãî÷ëåí(õ1 õ2 õ3) - ìíîãî÷ëåí îò õ1 ïåðåìåííûõ íàä êîëüöîì õ2, êîýôôèöè-
åíòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ íàáîðîì õ3. Êîìïèëèðóåòñÿ ïðîöåäóðîé "ïðîãðâûðà-
æåíèå". Îáû÷íî õ1 = 1.

3. deg(a) - ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà a. Êîìïèëÿòîðîì ïåðåâîäèòñÿ â âûðàæåíèå
"âû÷(ñòåïåíüìí a)".
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4. ñòàðøêîýôô(õ1) - êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà õ1 ïðè ñòàðøåì ÷ëåíå. Êîìïèëÿ-
òîðîì ïåðåâîäèòñÿ â âûðàæåíèå "êîíåö(õ1)".

5. ìèíóñìí(õ1) - ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà õ1. Êîì-
ïèëÿòîðîì ïåðåâîäèòñÿ â âûðàæåíèå "âû÷(ìèíóñìí õ1)".

6. êîëüöîìí(õ1) - êîëüöî, íàä êîòîðûì ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí õ1. Êîìïèëÿ-
òîðîì ïåðåâîäèòñÿ â âûðàæåíèå "íà÷àëî(õ1)".

Ïðîñòåéøèå äåéñòâèÿ ñ ìíîãî÷ëåíàìè

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "äåëêîýôô". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "äåëêîýôô(õ1 õ2)" èìå-
åò ñâîèì çíà÷åíèåì ðåçóëüòàò ñîêðàùåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà õ2, èìå-
þùåãî öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû, íà öåëîå ÷èñëî õ1. Ôîðìàò ïàêåòà çàäà-
åòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(äåëêîýôô âõîä(õ1 Öåëîå) âõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå))
âûõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âûðàæåíèå)". Åäèíñòâåííûé ïðèåì ïàêåòà âûïîë-
íÿåò òðåáóåìîå ñîêðàùåíèå:

∀abcn(deg(b) = n → c =
ìíîãî÷ëåí(1,Öåëûå, λi(êîýôôèöèåíòìí(b, i)/a, i ∈ {0, . . . , n})))

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ñîêðàùìíÖåëîå". Îïåðàòîð "ñîêðàùìíÖåëîå"(õ1 õ2 õ3)"
âû÷èñëÿåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü õ2 êîýôôèöèåíòîâ öåëî÷èñëåííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà õ1, à òàêæå ðåçóëüòàò õ3 ñîêðàùåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà õ1
íà õ2. Ôîðìàò ïàêåòà - "ïðîãðàììà(ñîêðàùìíÖåëîå âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå))
âûõîä(õ2 Öåëîå) âûõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)))".

(a) Ñëó÷àé âçàèìíî ïðîñòûõ êîýôôèöèåíòîâ.

∀abcnp(deg(a) = n & p = íîäâñåõ({; λi(êîýôôèöèåíòìí(a, i), i ∈ {0, . . . , n})})
& (p = 0 ∨ p = 1) → b = p & c = (a ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(a), èíà÷å − a))

Çíàê ìèíóñ îáîçíà÷àåò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "ìèíóñìí". Âû÷èñëåíèå íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë îáåñïå÷èâàåòñÿ îá-
ùåé ñõåìîé êîìïèëÿöèè (ñì. ïðîöåäóðó êîìïèëÿòîðà "ïðîãðâûðàæåíèå")
äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè
íà ãðóïïó îïåðàíäîâ. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "ïåðå÷èñëåíèå", îïðå-
äåëÿþùèé ïî ñèìâîëó "íîäöåëîå" ñèìâîë "íîä". Ðåçóëüòàòîì êîìïèëÿöèè
ñëóæèò êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïðîñìàòðèâàþùàÿ ýëåìåíòû ãðóïïû ÷è-
ñåë è îáðàùàþùàÿñÿ íà êàæäîì øàãå ê ïðîöåäóðå "íîäÖåëîå".

(b) Îáùèé ñëó÷àé.

∀abcgnp(deg(a) = n & p = íîäâñåõ({; λi(êîýôôèöèåíòìí(a, i), i ∈ {0, . . . , n})})
& ¬(p = 1) & ¬(p = 0) & g =
ìíîãî÷ëåí(1,Öåëûå, λi(êîýôôèöèåíòìí(a, i)/p, i ∈ {0, . . . , n})) →
b = p & c = (g ïðè 0 < ñòàðøêîýôô(g), èíà÷å − g))

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ñîêðàùìîä". Îïåðàòîð "ñîêðàùìîä(õ1 õ2 õ3)" äîìíîæàåò
âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà õ1 ñ êîýôôèöèåíòàìè íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó k òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ñòàë ðàâåí åäèíèöå. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ k,
à âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 - ðåçóëüòàò äîìíîæåíèÿ. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ
òåðìîì "ïðîãðàììà(ñîêðàùìîä âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âûõîä(õ2 Öåëîå)
âûõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)))".
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(a) Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò íå ðàâåí 1.

∀abcnprs(êîëüöîìí(a) = mod(p) & deg(a) = n &
êîýôôèöèåíòìí(a, n) = r & ¬(r = 0) & ¬(r = 1) &
(rs)(mod p) = 1 → b = s &
c = ìíîãî÷ëåí(1,mod(p), λi((êîýôôèöèåíòìí(a, i)s)(mod p), i ∈ {0, . . . , n})))
Óêàçàòåëü "ñìïðîã(ïðîñòîå(p))" ñîîáùàåò êîìïèëÿòîðó, ÷òî çíà÷åíèåì p
ñëóæèò ïðîñòîå ÷èñëî.

(b) Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.

∀abcnp(êîëüöîìí(a) = mod(p) & deg(a) = n & êîýôôèöèåíòìí(a, n) = 1 →
b = 1 & c = a)

(c) Íóëåâîé ìíîãî÷ëåí.

∀abcnp(êîëüöîìí(a) = mod(p) & deg(a) = n & êîýôôèöèåíòìí(a, n) = 0 →
b = 1 & c = a)

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "òèïìíâû÷åòû". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "òèïìíâû÷åòû(õ1 õ2)"
ñëóæèò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíà õ1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ê
âèäó ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ õ2. Ôîðìàò
ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(òèïìíâû÷åòû âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå))
âõîä(õ2 Öåëîå) âûõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âûðàæåíèå)".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcn(deg(a) = n →
c = ìíîãî÷ëåí(1,mod(b), λi(êîýôôèöèåíòìí(a, i)(mod b), i ∈ {0, . . . , n})))

5. Ïàêåò ïðîäóêöèé "çíà÷åíèåìí". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèåìí(õ1 õ2)"
ñëóæèò çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà õ1 â òî÷êå õ2. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì
"ïðîãðàììà(çíà÷åíèåìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî)) âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3
÷èñëî) óðîâåíü(1) âûðàæåíèå)". Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀afn(deg(a) = n → c = ñòàðøêîýôô(a) &
∀i(i ∈ {0, . . . , n− 1} → c = êîýôôèöèåíòìí(a, n− i− 1) + cb))

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ÍÎÄÖåëîå". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "ÍÎÄÖåëîå(õ1 õ2)" ñëó-
æèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ õ1 è õ2 ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè êàê "äëèííîå öåëîå". Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåò-
ñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ÍÎÄÖåëîå âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âõîä(õ2 ìíîãî-
÷ëåí(Öåëîå)) âûõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) öèêë âûðàæåíèå óðîâåíü(2))".

(a) Ñòàíäàðòèçàöèÿ äàííûõ.

∀ade(ñîêðàùìí(a, d, e) → a = e)

∀ade(ñîêðàùìí(b, d, e) → b = e)

∀abd(deg(b) < deg(a) & d = a → a = b & b = d)

Ïåðâûå äâà ïðèåìà èñïîëüçóþò îïåðàòîð "ñîêðàùìíÖåëîå" äëÿ ñîêðàùå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ íà èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Òðå-
òèé ïðèåì ïåðåñòàâëÿåò ìíîãî÷ëåíû òàê, ÷òîáû ñòåïåíü ïåðâîãî áûëà íå
áîëüøå ñòåïåíè âòîðîãî. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâåí 0, ò.å. îíè
ïðèìåíÿþòñÿ äî îñíîâíîãî öèêëà.
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(b) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.

∀abc(a = Íîëüìí(x,Öåëûå) → c = b)

∀abc(b = Íîëüìí(x,Öåëûå) → c = a)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò îáðûâ öèêëà âû÷èñëåíèé è âûõîä èç
ïàêåòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Äåëåíèå ñ îñòàòêîì.

∀abmpq(îñòàòîêìí(b, a, p) & ñîêðàùìí(p, m, q) → b = a & a = q)

Ïåðâûé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Âû÷(îñòàòîêìí . . .)". Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ÍÎÄÖåëîåìîä". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "ÍÎÄÖåëîåìîä(õ1
õ2)" ñëóæèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ õ1 è õ2 ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç îáùåãî ïîëÿ âû÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûìè êàê "äëèííîå öåëîå". Ôîð-
ìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ÍÎÄÖåëîå âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))
âõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âûõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) öèêë âûðàæåíèå
óðîâåíü(2))".

(a) Ñòàíäàðòèçàöèÿ äàííûõ.

∀abd(deg(b) < deg(a) & d = a → a = b & b = d)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà. Ïðèåìû â òî÷íîñòè òå æå, ÷òî äëÿ ïðåäûäóùåãî
ïàêåòà.

(c) Äåëåíèå ñ îñòàòêîì.

∀abpq(÷àñòíîåìí(b, a, p, q) → b = a & a = q)

Àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Âû÷(÷àñòíîåìí . . .)". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "×àñòíîåðåøìí". Îïåðàòîð "×àñòíîåðåøìí(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)"
ïî çàäàííûì ìíîãî÷ëåíàì õ1, õ3, õ5 íàä ïîëåì âû÷åòîâ íàõîäèò òàêèå ìíî-
ãî÷ëåíû õ2 è õ4, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå õ1õ2 + õ3õ4 = õ5.
Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(×àñòíîåðåøìí âõîä(õ1 ìíî-
ãî÷ëåí(âû÷åòû)) âõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âõîä(õ5 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âû-
õîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âûõîä(õ4 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)))". Îòñóòñòâèå öèêëà
îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò âûäàåòñÿ ñðàçó ïðè ñðàáàòûâàíèè ëþáîãî ïðèåìà.

(a) Ïîíèæåíèå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà.

∀abcdepqrs(deg(c) < deg(a) & ÷àñòíîåìí(a, c, p, q) & ¬(ñòàðøêîýôô(q) = 0) &
qr + cs = e → b = r & d = s− pr)

∀abcdepqrs(deg(a) ≤ deg(c) & ÷àñòíîåìí(c, a, p, q) & ¬(ñòàðøêîýôô(q) = 0) &
ar + qs = e → b = r − ps & d = s)

Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

(b) Îäèí ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà äðóãîé.

∀abcdepqrs(deg(c) < deg(a) & ÷àñòíîåìí(a, c, p, q) & ñòàðøêîýôô(q) = 0 &
÷àñòíîåìí(e, c, r, s) & ñòàðøêîýôô(s) = 0 → b = s & d = r)

∀abcdepqrs(deg(a) ≤ deg(c) & ÷àñòíîåìí(c, a, p, q) & ñòàðøêîýôô(q) = 0 &
÷àñòíîåìí(e, a, r, s) & ñòàðøêîýôô(s) = 0 → b = r & d = s)
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Ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíîâ

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ïðîèçâîäíÌí". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "ïðîèçâîäíÌí(õ1)"
ñëóæèò ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà õ1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðåäñòàâëåí-
íûìè êàê "äëèííîå öåëîå". Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ïðîèç-
âîäíÌí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âûõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âûðàæåíèå)".

(a) Ïðîèçâîäíàÿ íåêîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abn(deg(a) = n & ¬(n = 0) →
b = ìíîãî÷ëåí(1,Öåëûå, λi((i + 1)êîýôôèöèåíòìí(a, i + 1),
i ∈ {0, . . . , n− 1})))

(b) Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀ab(deg(a) = 0 → b = µx(0,Öåëûå))

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ïðîèçâîäíÌíìîä". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "ïðîèçâîäíÌí-
ìîä(õ1)" ñëóæèò ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà õ1 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà âû-
÷åòîâ ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ, ïðåäñòàâëåííûìè êàê "äëèííîå öåëîå". Ôîðìàò
ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ïðîèçâîäíÌíìîä âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(âû÷å-
òû)) âûõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âûðàæåíèå)".

(a) Ïðîèçâîäíàÿ íåêîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abnp(êîëüöîìí(a) = mod(p) & deg(a) = n & ¬(n = 0) →
b = ìíîãî÷ëåí(1,mod(p), λi(((i + 1)êîýôôèöèåíòìí(a, i + 1))(mod p),
i ∈ {0, . . . , n− 1})))

(b) Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abp(deg(a) = 0 & êîëüöîìí(a) = mod(p) → b = µx(0,mod(p)))

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ïðîèçâîäíìí". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "ïðîèçâîäíìí(õ1)"
ñëóæèò ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà õ1 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðåä-
ñòàâëåííûìè â âèäå "÷èñëî ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ
òåðìîì "ïðîãðàììà(ïðîèçâîäíìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî)) âûõîä(õ2 ìíîãî-
÷ëåí(÷èñëî)) âûðàæåíèå)".

(a) Ïðîèçâîäíàÿ íåêîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abn(deg(a) = n & ¬(n = 0) →
b = ìíîãî÷ëåí(1, âåùåñòâïîëå, λi((i + 1)êîýôôèöèåíòìí(a, i + 1),
i ∈ {0, . . . , n− 1})))

(b) Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀ab(deg(a) = 0 → b = µx(0))

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîëÿ âòîðîé îïåðàíä çàäàþùåãî
ìíîãî÷ëåí âûðàæåíèÿ µ(. . .) ôîðìóëüíûì ðåäàêòîðîì íå ïðîðèñîâûâàåò-
ñÿ.

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "êîìïëïðîèçâìí". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "êîìïëïðîèçâìí(õ1)"
ñëóæèò ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà õ1 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ôîðìàò
ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ïðîèçâîäíìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåê-
ñíîå)) âûõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âûðàæåíèå)".
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(a) Ïðîèçâîäíàÿ íåêîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abn(deg(a) = n & ¬(n = 0) →
b = ìíîãî÷ëåí(1, êîìïëåêñíïîëå, λi((i + 1)êîýôôèöèåíòìí(a, i + 1),
i ∈ {0, . . . , n− 1})))

(b) Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀ab(deg(a) = 0 → b = µx(0, êîìïëåêñíïîëå))

Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ

1. Îáðàùåíèå ê ïàêåòó ïðîäóêöèé "êîðíèìí" äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ
âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

∀abcfmx(a− b = f(x) & òî÷íîñòü(êîðíèìí(f), c) = m → a = b & òî÷íîñòü(x, c) ↔
x ∈ m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû
çàìåíÿåìîé ÷àñòè èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþ-
ùåé íåèçâåñòíóþ x. Ïåðåìåííûå b, c èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ äåñÿòè÷íûìè êîí-
ñòàíòàìè. Âûðàæåíèå a - ñóììà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ x. Ïåðâûé àíòåöå-
äåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Åãî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìïëþñ", ïðàâàÿ - èìååò âèä "çíà÷åíèåìí(f, x)". Óêàçà-
òåëü "çíà÷åíèåìí(f)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f ñ ìíîãî÷ëåíîì. Ïî ìåðå
âîçìîæíîñòè, ýòîò ìíîãî÷ëåí áåðåòñÿ íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, èíà÷å - íàä ïî-
ëåì âåùåñòâåííûõ. Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà",
ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê ïàêåòó "êîðíèìí". Âõîäíûìè äàííûìè çäåñü ñëóæàò
ìíîãî÷ëåí f è óðîâåíü òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé c. Ïðåäâàðèòåëüíî êîìïèëÿòîð
îáåñïå÷èâàåò ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà â ôîðìàò "ñ ïëàâàþ-
ùåé çàïÿòîé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "êîðíèìí". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "êîðíèìí(õ1 õ2)" ñëóæèò
ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà õ1 îò îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, íàéäåí-
íûõ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé, ïðåäïðèíèìàâøèõñÿ ñ óðîâíåì òî÷íîñòè õ3. Ôîð-
ìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(êîðíèìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))
âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3 êëàññ(÷èñëî)) âûðàæåíèå)".

Ïàêåò èìååò ïðèåì, îïðåäåëÿþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàùåíèé ê âñïîìîãà-
òåëüíûì ïàêåòàì. Ýòè ïàêåòû âûïîëíÿþò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

(a) Îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàë, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíû êîðíè ìíîãî÷ëåíà.

(b) Íàõîäèòñÿ ñèñòåìà Øòóðìà - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âçÿòûõ ñî çíàêîì ìè-
íóñ îñòàòêîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà.

(c) Ïðè ïîìîùè ñèñòåìû Øòóðìà âûïîëíÿåòñÿ îòäåëåíèå êîðíåé - îïðåäåëÿ-
þòñÿ èíòåðâàëû, íà êàæäîì èç êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî îäèí êîðåíü.

(d) Âûïîëíÿåòñÿ óòî÷íåíèå êîðíåé.

Òåîðåìà ïðèåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcdef (¬(deg(a) = 0) & èíòåðâàëêîðíåé(a, d) & îñòàòêèìí(a, ïðîèçâîäíàÿìí(a), e)
& îòäåëåíèåêîðíåé(a, d, e, f) → c = setx(∃i(i ∈ f & óòî÷íåíèåêîðíÿ(a, i, b, x))))
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Äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ - êîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ íåíóëåâûì ñâîáîäíûì
÷ëåíîì - ñîçäàí îòäåëüíûé ïðèåì:

∀abc(deg(a) = 0 & ¬(ñòàðøêîýôô(a) = 0) → c = 0)

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "èíòåðâàëêîðíåé". Îïåðàòîð "èíòåðâàëêîðíåé(õ1 õ2)" îïðå-
äåëÿåò ïðîìåæóòîê õ2, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíû âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà õ1.
Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(èíòåðâàëêîðíåé âõîä(õ1 ìíîãî-
÷ëåí(÷èñëî)) âûõîä(õ2 íàáîð(÷èñëî)) óðîâåíü(1))".

(a) Ïåðåõîä ê ìíîãî÷ëåíó ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì.

∀af (ñòàðøêîýôô(a) ≤ 0 & èíòåðâàëêîðíåé(−a, c) → b = c)

(b) Îïðåäåëåíèå èíòåðâàëà êîðíåé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "ãðàíüêîðíåé".

∀abcdn(0 < ñòàðøêîýôô(a) & deg(a) = n & ãðàíüêîðíåé(a, c) &
ãðàíüêîðíåé(ìíîãî÷ëåí(1, âåùåñòâïîëå, λi((êîýôôèöèåíòìí(a, i) ïðè
n− i− even, èíà÷å − (êîýôôèöèåíòìí(a, i))), i ∈ {0, . . . , n})), d) →
b = (−d− 0.0001, c + 0.0001))

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ãðàíüêîðíåé". Îïåðàòîð "ãðàíüêîðíåé(õ1 õ2)" îïðåäåëÿåò
òàêîå ÷èñëî õ2, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà õ1 ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êî-
ýôôèöèåíòîì ìåíüøå ýòîãî ÷èñëà. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðî-
ãðàììà(ãðàíüêîðíåé âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî)) âûõîä(õ2 ÷èñëî) óðîâåíü(2))".

(a) Îïðåäåëåíèå âåðõíåé ãðàíè êîðíåé ïðè íàëè÷èè îòðèöàòåëüíîãî êîýôôè-
öèåíòà.

∀abcdkn(deg(a) = n & c = ñòàðøêîýôô(a) &
íàèáîëüøèé(k, seti(i ∈ {0, . . . , n} & êîýôôèöèåíòìí(a, i) < 0)) &
íàèáîëüøèé(d, setx(∃i(i ∈ {0, . . . , n} & êîýôôèöèåíòìí(a, i) < 0 &
x = −(êîýôôèöèåíòìí(a, i))))) → b = 1 + (d/c)1/(n−k))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Âûáîð íóëÿ â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñ íåîòðèöàòåëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

∀b(b = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2, ÷òî è ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå îòðèöàòåëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ.

5. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Îñòàòêèìí". Óòâåðæäåíèå "îñòàòêèìí(õ1 õ2 õ3)" ðåàëè-
çóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì ïàêåòîì "Îñòàòêèìí(õ1 õ2 õ3)". Âõîäíûìè äàííûìè
ñëóæàò ìíîãî÷ëåíû õ1 è õ2. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âçÿòûõ ñî çíàêîì "ìèíóñ"îñòàòêîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè íàõîæäåíèè
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ õ1 è õ2 ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà. Òà-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàåò ñèñòåìó Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà õ1, åñëè â êà÷å-
ñòâå õ2 áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ õ1. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàì-
ìà(Îñòàòêèìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî)) âõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî)) âûõîä(õ3
íàáîð(ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))))".

(a) Ñòåïåíü îñòàòêà äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ áîëüøå íóëÿ.

∀abhp(a(mod b) = h & ¬(ñòàðøêîýôô(h) = 0) & îñòàòêèìí(b,−h, p) → c =
ïðåôèêñ(a, p))
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Â ïåðâîì àíòåöåäåíòå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë "âû÷åòìí". Êîìïèëÿòîð ïðå-
îáðàçóåò åãî â îïåðàòîð "âû÷(âû÷åòìí . . .)". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò ðåà-
ëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.

(b) Ìíîãî÷ëåíû äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà.

∀abh(a(mod b) = h & ñòàðøêîýôô(h) = 0 → c = (a, b))

6. Ïàêåò ïðîäóêöèé "îòäåëåíèåêîðíåé". Îïåðàòîð "îòäåëåíèåêîðíåé(õ1 õ2 õ3 õ4)"
èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè ìíîãî÷ëåí õ1, èíòåðâàë õ2 è íàáîð õ3 ìíî-
ãî÷ëåíîâ, îáðàçóþùèé ñèñòåìó Øòóðìà äëÿ õ1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäèíòåðâàëîâ èíòåðâàëà õ2, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäèí êîðåíü. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì
"ïðîãðàììà(îòäåëåíèåêîðíåé âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî)) âõîä(õ2 íàáîð(÷èñëî))
âõîä(õ3 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))) âûõîä(õ4 êëàññ(íàáîð(÷èñëî))) ïàðàìåòð(õ5
öåëîå) öèêë óðîâåíü(2))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.

∀bce(e = ÷èñëîêîðíåé(c, b(1), b(2)))

Ïðèåì ïðèñâàèâàåò ïàðàìåòðó e ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íà èíòåðâàëå õ2.
Äëÿ ýòîãî îïèñûâàåìûé íèæå îïåðàòîð "÷èñëîêîðíåé" èñïîëüçóåò ñèñòåìó
Øòóðìà õ3. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 0.

(b) ×èñëî êîðíåé íà èíòåðâàëå ðàâíî 0.

∀de(e = 0 → d = ∅)
Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) ×èñëî êîðíåé íà èíòåðâàëå ðàâíî 1.

∀bde(e = 1 → d = {b})
Èìååòñÿ óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) ×èñëî êîðíåé íà èíòåðâàëå áîëåå îäíîãî.

Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ äåëåíèå îòðåçêà ïîïîëàì:

∀abcdefpq(1 < e & f = (b(1) + b(2))/2 & 0.000000001 < |a(f)| &
îòäåëåíèåêîðíåé(a, (b(1), f), c, p) & îòäåëåíèåêîðíåé(a, (f, b(2)), c, q) →
d = p ∪ q)

Êàê è âûøå, èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò", à óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1. Íåäîñòàòêîì ïðèåìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà ìîæåò
îêàçàòüñÿ êîðíåì. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ äîáàâëåíû åùå äâà ïðèåìà, ïîäðàç-
áèâàþùèå îòðåçîê íà äâå íåðàâíû ÷àñòè. Òåîðåòè÷åñêè âîçìîæåí ñëó÷àé,
êîãäà âñå òðè ïðèåìà ïîïàäóò íà òî÷êè êîðíåé, è ïðè æåëàíèè óñîâåðøåí-
ñòâîâàíèå ïàêåòà ìîæíî ïðîäîëæèòü.

∀abcdfpq(f = (b(1) + 2b(2))/3 & 0.000000001 < |a(f)| &
îòäåëåíèåêîðíåé(a, (b(1), f), c, p) & îòäåëåíèåêîðíåé(a, (f, b(2)), c, q) →
d = p ∪ q)

∀abcdefpq(f = (2b(1) + b(2))/3 & 0.000000001 < |a(f)| &
îòäåëåíèåêîðíåé(a, (b(1), f), c, p) & îòäåëåíèåêîðíåé(a, (f, b(2)), c, q) →
d = p ∪ q)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïîñëåäíèõ ïðèåìîâ ðàâíû 2.
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7. Ïàêåò ïðîäóêöèé "÷èñëîêîðíåé". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "÷èñëîêîðíåé(õ1 õ2
õ3)" ñëóæèò ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà, èìåþùåãî ñèñòåìó Øòóðìà õ1, íà èí-
òåðâàëå îò õ2 äî õ3. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(÷èñëîêîðíåé
âõîä(õ1 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))) âõîä(õ2 ÷èñëî) âõîä(õ3 ÷èñëî) âûõîä(õ4 öå-
ëîå) âûðàæåíèå)".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcdkmnpq(l(a) = n & p = ñïèñîê(λi(sg(a(i)(b)), i ∈ {1, . . . , n} & ¬(a(i)(b) = 0))) &
q = ñïèñîê(λi(sg(a(i)(c)), i ∈ {1, . . . , n} & ¬(a(i)(c) = 0))) & l(p) = m &
l(q) = k → d = card(seti(i ∈ {1, . . . ,m− 1} & ¬(p(i + 1) = p(i))))−
card(seti(i ∈ {1, . . . , k − 1} & ¬(q(i + 1) = q(i)))))

Çäåñü "ñïèñîê(F )" - íàáîð çíà÷åíèé îïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ÷èñåë
ôóíêöèè F , ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ àðãóìåíòîâ.

8. Ïàêåò ïðîäóêöèé "óòî÷íåíèåêîðíÿ". Îïåðàòîð "óòî÷íåíèåêîðíÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)"
èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè ìíîãî÷ëåí õ1; èíòåðâàë õ2, ñîäåðæàùèé åäèí-
ñòâåííûé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, è ÷èñëî õ3 - òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîðíÿ.
Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå, ïðèáëèæàþùåå êîðåíü èí-
òåðâàëà õ2 ñ òî÷íîñòüþ õ3. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàì-
ìà(óòî÷íåíèåêîðíÿ âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(÷èñëî)) âõîä(õ2 íàáîð(÷èñëî)) âõîä(õ3
÷èñëî) âûõîä(õ4 ÷èñëî) ïàðàìåòð(õ5 ÷èñëî) ïàðàìåòð(õ6 ÷èñëî) ïàðàìåòð(õ7
÷èñëî) öèêë óðîâåíü(2))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.

∀abefg(e = (b(1) + b(2))/2 & f = a(b(1)) & g = a(e))

Çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà e ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíà èíòåðâàëà b, ïàðàìåòðà f - çíà-
÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà b, çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà g -
çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â ñåðåäèíå èíòåðâàëà. Â ïðîöåññå ïîäðàçáèåíèé èí-
òåðâàëà ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 0.

(b) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.

∀deg(g = 0 → d = e)

∀bcd(|b(1)− b(2)| < c → d = e)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ðàçáèåíèå îòðåçêà.

∀abef (0 < fg → b = (e, b(2)) & e = (b(2) + e)/2 & f = g & g = a(e))

∀abef (fg < 0 → b = (b(1), e) & e = (b(1) + e)/2 & g = a(e))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè

Äëÿ áûñòðîãî ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
áûë ñîçäàí âû÷èñëèòåëüíûé ïàêåò "ìíîæèòåëèìí". Â îñíîâå ïàêåòà ëåæèò èçâåñò-
íûé àëãîðèòì Áåðëåêýìïà-Ãåíçåëÿ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå åãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â êíèãå Ïðàñîëîâà Â.Â. "Ìíîãî÷ëåíû"(2003ã.). Çäåñü íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íå ñàì
ýòîò àëãîðèòì, à ëèøü âîçìîæíîñòü çàïèñè åãî íà óðîâíå, ïðèáëèæåííîì ê óðîâíþ
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òåîðåì. Òàêèì îáðàçîì ñîçäàåòñÿ îáó÷àþùèé ìàòåðèàë, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðîñëåæè-
âàíèÿ èñòîêîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì â òåîðåòè÷åñêîì ëîãè÷åñêîì âûâîäå. Ïðè
ýòîì êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà îáåñïå÷èâàåò âïîëíå ýôôåêòèâíûé ïåðåâîä àëãîðèòìà
â ËÎÑ-ïðîãðàììó. Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ, â îñíîâíîì, ìàíèïóëèðóåò ñ ìíîãîðàçðÿäíû-
ìè öåëûìè ÷èñëàìè è èñïîëüçóåò äëÿ ýòîãî ðåàëèçîâàííûå íà ÑÈ ïîäïðîãðàììû, òî
íåèçáåæíûå ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà ïîòåðè íà ïåðåñûëêè äàííûõ,
ñðàâíèòåëüíî ñ òðóäîåìêîñòüþ óêàçàííûõ ïîäïðîãðàìì, îêàçûâàþòñÿ íåáîëüøèìè.
Òåñòîâûå çàäà÷è íà ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé îò 7 äî 13 ðåøàëèñü ñèñòåìîé
ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî.

Ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê äàííîìó ïàêåòó, îòíîñèòñÿ ê íîðìàëèçàòîðó "âèäóìíîæå-
íèå". Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcfgnxy(a + b = f(x) & f = ìíîãî÷ëåí(y,Öåëûå, c) & f = ïðîèçâåäåíèåâñåõìí(g) &
l(g) = n & p =

∏n
i=1 g(i)(x) → a + b = p)

Çàãîëîâîê ïðèåìà - "çàìåíà(âòîðîéòåðì âèäóìíîæåíèå)". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò(âõî-
äèò(ïåðåìåííàÿ(õ23)ïàðàìåòðû(êîðåíü)))" îïðåäåëÿåò âûáîð ïåðåìåííîé x ñðåäè ïå-
ðåìåííûõ ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà è ïÿòûé àíòåöåäåíò
âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè ýòîì óêàçàòåëü "çíà÷åíèåìí(õ6)" îïðå-
äåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ f êàê ìíîãî÷ëåíà, çíà÷åíèå êîòîðîãî â òî÷êå x çàäàåòñÿ âû-
ðàæåíèåì a + b. Âòîðîé àíòåöåäåíò ïðîâåðÿåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí áûë ñôîðìèðîâàí íàä
êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë. Òðåòèé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", îá-
ðàùàåòñÿ ê ïàêåòó "ìíîæèòåëèìí". Ïåðåìåííàÿ g èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàáîðîì ïî-
ëó÷åííûõ ñîìíîæèòåëåé. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò òîæå âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàì-
ìà"; îí íàõîäèò äëèíó n íàáîðà g. Íàêîíåö, ïÿòûé àíòåöåäåíò ôîðìèðóåò ðåçóëüòàò
- ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé g. Åãî êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå âûïèñûâàåòñÿ êàê îáû÷-
íîå ïðîèçâåäåíèå. Ïåðåä âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå
èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ è ñîäåðæèò ñòåïåíü ýòîé ïåðåìåííîé, áîëüøóþ 4.
Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå áëîêèðóåò ïðèìåíåíèå "òÿæåëîé àðòèëëåðèè" òàì, ãäå äîñòà-
òî÷íî ïðîñòûõ ñðåäñòâ. Â ýòîì æå íàïðàâëåíèè ðàáîòàåò ðÿä äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà
öåëåâóþ óñòàíîâêó çàäà÷è. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî n îòëè÷íî îò 1. Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà â ïàêåòå "âèäóìíîæåíèå" ðàâåí 3.

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ìíîæèòåëèìí". Îïåðàòîð "ìíîæèòåëèìí(õ1 õ2)" èìååò ñâî-
èì âõîäíûì äàííûì ìíîãî÷ëåí õ1 íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíû â ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå". Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ â òîì æå ôîðìàòå, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ
ðàâíî õ1. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýëåìåíòû íàáîðà õ2 íå ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè.
×òîáû âûïîëíèòü èõ "äîðàçëîæåíèå" íà ìíîæèòåëè, ðåøàòåëü ïîâòîðíî ïðè-
ìåíÿåò ïðèåì, îáðàùàþùèéñÿ ê îïåðàòîðó "ìíîæèòåëèìí". Ôîðìàò ïàêåòà çà-
äàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ìíîæèòåëèìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âûõîä(õ2
íàáîð(ìíîãî÷ëåí(Öåëîå))) óðîâåíü(2))".

(a) Îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé.

∀abghpqrst(êîëüöîìí(a) = Öåëûå & g = ïðîèçâîäíàÿìí(a) &
h = ÍÎÄ(a, g) & 1 ≤ deg(h) & ÷àñòíîåìí(a, h, p, q) & r = ÍÎÄ(h, p) &
÷àñòíîåìí(p, r, s, t) → b = (h, r, s))

Ïðèåì ðåçóëüòàòèâåí, åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êðàòíûå êîðíè - òîãäà íàè-
áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü åãî è ïðîèçâîäíîé íåâûðîæäåííûé. Ïîâòîðíîå
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íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïîçâîëÿåò âû÷ëåíèòü ïðîèçâå-
äåíèå ïðîñòûõ êîðíåé. Åñëè ïðèåì ñðàáàòûâàåò, òî ñðàçó æå âûäàåòñÿ
îòâåò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, èñïîëüçóþùåå àëãî-
ðèòì Áåðëåêýìïà è ëåììó Ãåíçåëÿ.

∀ABCDabcgmnpst(deg(a) = n & êîëüöîìí(a) = Öåëûå & ìîäóëüìí(a, p, g) &
g = ïðîèçâåäåíèåâñåõìí(A) & ¬(l(A) = 1) &
c =

∑n
i=0(êîýôôèöèåíòìí(a, i))2 & m = [(n/2 + 1) logp 2 + logp c] &

Êîýôôïîäíÿòèÿ(A, B, C,D) & Ïîäíðàçëîæ(A, a,m,A, B, C, D, s) &
Ðàçëîæìí(a, s, t) → b = t)

Àíòåöåäåíòû ðåàëèçóþò ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà-
Ãåíçåëÿ. Ïîäðîáíåå ýòè ýòàïû áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå, ïî ìåðå ââîäà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàêåòîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 2, ò.å. ïðè-
ìåíÿåòñÿ îí ê ìíîãî÷ëåíó, çàâåäîìî íå èìåþùåìó êðàòíûõ êîðíåé.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ìîäóëüÌí". Óòâåðæäåíèå "ìîäóëüìí(õ1 õ2 õ3)" ðåàëèçóåòñÿ
îïåðàòîðîì "ìîäóëüÌí(õ1 õ2 õ3)". Åãî âõîäíûì äàííûì ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ôîðìàòå "äëèííîå öåëîå", ïðè-
÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è îáùåãî
îòëè÷íîãî îò 1 íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ. Âûõîäíîé ïåðå-
ìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî íàä êîëüöîì
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2 ìíîãî÷ëåí õ1 âçàèìíî ïðîñò ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, è ïðè
ýòîì åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò âçàèìíî ïðîñò ñ õ2. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ õ1 ê âèäó ìíîãî÷ëåíà íàä êîëüöîì âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ õ2. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ìîäóëüÌí
âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âûõîä(õ2 Öåëîå) âûõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)))".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcpghs(ïðîñòîå(p) & g = òèïìí(a,mod(p)) & h = ïðîèçâîäíàÿìí(g) &
s = ÍÎÄ(g, h) & deg(s) = 0 & ¬(p|ñòàðøêîýôô(a)) → b = p & c = g)

Ðåàëèçóåòñÿ ïåðåáîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë äî ïåðâîãî, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì.

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ìíîæèòåëèìíìîä". Ïîñëå òîãî, êàê áûëî âûáðàíî ïîäõîäÿ-
ùåå ïðîñòîå ÷èñëî p è íàéäåí ðåçóëüòàò g ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî ìíîãî-
÷ëåíà a ê âèäó ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí g. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ àíòåöåäåíòîì
"g = ïðîèçâåäåíèåâñåõìí(A)", îáðàáàòûâàåìûì îïåðàòîðîì "ìíîæèòåëèìí-
ìîä(õ1 õ2)". Âõîäíûì äàííûì ñëóæèò ìíîãî÷ëåí õ1 íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ïðî-
ñòîìó ìîäóëþ, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëåíû â ôîðìàòå "äëèííîå öå-
ëîå". Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ íàä òåì æå ïî-
ëåì, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî õ1. Ïàêåò ðåàëèçóåò èçâåñòíûé àëãîðèòì Áåð-
ëåêýìïà, îïèñàíèå êîòîðîãî ïðèâîäèòü íå áóäåì. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ
òåðìîì "ïðîãðàììà(ìíîæèòåëèìíìîä âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âûõîä(õ2
íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) ïàðàìåòð(õ3 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) ïàðàìåòð(õ4 ìíî-
ãî÷ëåí(âû÷åòû)) ïàðàìåòð(õ5 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) ïàðàìåòð(õ6 ëîãñèì-
âîë) öèêë óðîâåíü(1))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.
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∀acdefp(êîëüöîìí(a) = mod(p) →
c = ìíîãî÷ëåí(1,mod(p), òàáëèöà({p → 1})) & d = µx(1,mod(p)) &
e = (d) & f = 1) Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã öèêëà ïîñòðîåíèÿ íàáîðà ìíîãî÷ëåíîâ.

∀adefn(deg(a) = n & f < n → d = dc(mod a) & e = ñóôôèêñ(e, d) & f = f+1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ñ ïîìî-
ùüþ àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà.

∀abefnpxy(êîëüöîìí(a) = mod(p) & deg(a) = n & f = n &
áàçèñ(ßäðî(ïðåîáðñòîëáöîâ(λij((êîýôôèöèåíòìí(e(i), j − 1)−
((1 ïðè i = j, èíà÷å 0)))(mod p), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}),mod(p))), x)
& Ðàçëîæìîä((a), n, {; x}, y) → b = y)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1, ïðè÷åì ñðàçó ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò. Àíòåöåäåíò "áàçèñ(. . .)" ðåàëèçóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì
ïàêåòîì "áàçèñÿäðà"êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå, â ñâÿçè ñ ìàòðè÷íûìè
âû÷èñëåíèÿìè. Ôàêòè÷åñêè, äàííûé ïðèåì ëèøü îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìûé
áàçèñ ÿäðà x, à ñàìî ðàçëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ îïåðàòîðîì "Ðàçëîæìîä"
(ñì. äàëåå).

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ðàçëîæìîä". Îïåðàòîð "ðàçëîæìîä(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò
âõîäíûìè äàííûìè íàáîð õ1 ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäó-
ëþ, ñòåïåíü õ2 ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ è ñîáñòâåííûé áàçèñ õ3, îïðåäå-
ëÿåìûé ñîãëàñíî àëãîðèòìó Áåðëåêýìïà ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòå-
ëè. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé,
íà êîòîðûå ðàçëàãàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ õ1. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåò-
ñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(Ðàçëîæìîä âõîä(õ1 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ2
öåëîå) âõîä(õ3 êëàññ(íàáîð(Öåëîå))) âûõîä(õ4 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) öèêë
óðîâåíü(2))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ íàêîïèòåëÿ ðåçóëüòàòà.

∀d(d = ïóñòîåñëîâî)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã äîðàçëîæåíèÿ.

∀abcdefghpqrstuv(a = ïðåôèêñ(g, h) & 1 < deg(g) & êîëüöîìí(g) = mod(p) &
q ∈ {0, . . . , p − 1} & e ∈ c & f = ìíîãî÷ëåí(1,mod(p), λj(((e(j + 1) −
q)(mod p) ïðè j = 0, èíà÷å e(j + 1)), j ∈ {0, . . . , b− 1})) & 0 < deg(f) &
r = ÍÎÄ(g, f) & 0 < deg(r) & deg(r) < deg(g) & ñîêðàùìîä(r, u, v) &
÷àñòíîåìîä(g, v, s, t) → a = (v, s; h))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïîïîëíåíèå ñïèñêà íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé.

∀adfgh(a = ïðåôèêñ(g, h) → d = ïðåôèêñ(g, d) & a = h)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(d) Çàâåðøåíèå ðàçëîæåíèÿ.

∀a(a = ïóñòîåñëîâî→ èñòèíà)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïðè
ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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5. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Êîýôôïîäíÿòèÿ". Îïåðàòîð "Êîýôôïîäíÿòèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)"
èìååò ñâîèì âõîäíûì äàííûì íàáîð õ1 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ
f1, . . . , fn íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Îí îïðåäåëÿåò òàêèå ìíîãî-
÷ëåíû u1, v1, . . . , un−1, vn−1 ÷òî uifi + vifi+1 . . . fn = 1 ïðè âñåõ i = 1, . . . , n −
1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð u1, . . . , un−1; âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé õ3 - íàáîð v1, . . . , vn−1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ïðîèçâåäåíèé f2 . . . fn, f3 . . . fn, . . . , fn. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì
"ïðîãðàììà(Êîýôôïîäíÿòèÿ âõîä(õ1 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âûõîä(õ2 íà-
áîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âûõîä(õ3 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âûõîä(õ4 íà-
áîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) ïàðàìåòð(õ5 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) ïàðàìåòð(õ6 ëîã-
ñèìâîë) öèêë)".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ çíà÷åíèé.

∀abcdefn(l(a) = n → b = ïóñòîåñëîâî & c = ïóñòîåñëîâî & d = ïóñòîåñëîâî &
e = a(n) & f = n− 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã öèêëà âû÷èñëåíèé.

∀abcdefpxy(0 < f & êîëüöîìí(a(1)) = mod(p) & a(f)x+ey = µx(1,mod(p)) →
d = ïðåôèêñ(e, d) & e = (e ïðè f = 1, èíà÷å a(f)e) & b = ïðåôèêñ(x, b) &
c = ïðåôèêñ(y, c) & f = f − 1)

Òðåòèé àíòåöåäåíò îáðàáàòûâàåòñÿ ïàêåòîì "×àñòíîåðåøìí". Óðîâåíü ñðà-
áàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀f (f = 0 → èñòèíà)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Ïîäíðàçëîæ". Îïåðàòîð "Ïîäíðàçëîæ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6 õ7
õ8)" èìååò ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå. õ1 - íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ pn, ãäå p - ïðîñòîå, n - íàòóðàëüíîå. õ2 - ìíîãî÷ëåí íàä êîëü-
öîì öåëûõ ÷èñåë, ïðè÷åì ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ õ2 ê êîëüöó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
pn ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ íàáîðà õ1. õ3 - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëî m. õ4 - íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ, îïðåäåëÿâøèõ ðàçëîæåíèå õ2 äëÿ ñëó÷àÿ n = 1.
õ5, õ6, õ7 - âñïîìîãàòåëüíûå íàáîðû, èñïîëüçóåìûå ïðè ïîäíÿòèè ðàçëîæåíèÿ
äî n+m-é ñòåïåíè ÷èñëà p. Ýòè íàáîðû ñóòü âûõîäíûå äàííûå îïåðàòîðà "Êî-
ýôôïîäíÿòèÿ". Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ íàä
êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ pn+m, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî ðåçóëüòàòó ïðè-
âåäåíèÿ õ2 ê êîëüöó âû÷åòîâ ïî òîìó æå ìîäóëþ. Ôîðìàò îïåðàòîðà çàäàåòñÿ
òåðìîì "ïðîãðàììà(Ïîäíðàçëîæ âõîä(õ1 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ2
ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âõîä(õ3 Öåëîå) âõîä(õ4 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ5
íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ6 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ7 íàáîð(
ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âûõîä(õ8 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) öèêë)".

(a) Øàã ïîäíÿòèÿ ñòåïåíè.

∀abcdefghnpqrs(l(a) = n & êîëüöîìí(a(1)) = mod(q) & ¬(c = 0) &
êîëüöîìí(d(1)) = mod(p) &
t = òèïìí(1/q(b−

∏n
i=1 òèïìí(a(i),Öåëûå)),mod(p)) &

Øàãïîäíÿòèÿ(t, a, d, e, f, g, r) → a = r & c = c− 1)
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(b) Çàâåðøåíèå öèêëà.

∀acf (c = 0 → h = a)

Ñðàçó æå ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

7. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Øàãïîäíÿòèÿ". Îïåðàòîð "Øàãïîäíÿòèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6
õ7)" èìååò ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå. õ1 - ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ íà òåêóùóþ
ñòåïåíü q ïðîñòîãî ÷èñëà p ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó èñõîäíûì ìíîãî÷ëåíîì è åãî
ðàçëîæåíèåì ïî òåêóùåé ñòåïåíè q. õ2 - íàáîð ìíîæèòåëåé ðàçëîæåíèÿ äëÿ
òåêóùåé ñòåïåíè q. õ3 - íàáîð ìíîæèòåëåé ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïåðâîé ñòåïåíè
÷èñëà p. õ4, õ5, õ6 - íàáîðû ìíîãî÷ëåíîâ, îïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîì "Êîýôô-
ïîäíÿòèÿ". Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ìíîæèòåëåé ðàçëî-
æåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåé ïîñëå q ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåò-
ñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(Øàãïîäíÿòèÿ âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû)) âõîä(õ2 íà-
áîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ3 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ4 íàáîð(
ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ5 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ6 íàáîð(ìíî-
ãî÷ëåí(âû÷åòû))) âûõîä(õ7 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) öèêë)".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ íàêîïèòåëÿ.

∀g(g = ïóñòîåñëîâî)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã ðåêóðñèè.

∀abcdefghinpqrtuv(l(g) = i & l(d) = n & ¬(i = n) & êîëüöîìí(a) = mod(p) &
r = b(i + 1) & êîëüöîìí(r) = mod(q) & ÷àñòíîåìí(ae(i + 1), c(i + 1), h, v)
& t = ad(i + 1) + hf(i + 1) &
u = ñóôôèêñ(g, òèïìí(r,mod(pq)) + qòèïìí(v,mod(pq))) →
a = t & g = u)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Çàâåðøåíèå öèêëà.

∀abdginpqr(l(g) = i & l(d) = n & i = n & êîëüöîìí(a) = mod(p) &
r = b(i + 1) & êîëüöîìí(r) = mod(q) →
g = ñóôôèêñ(g, òèïìí(r,mod(pq)) + qòèïìí(a,mod(pq))))

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà ïîñëå ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

8. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Ðàçëîæìí". Îïåðàòîð "Ðàçëîæìí(õ1 õ2 õ3)" ðåàëèçóåò çà-
âåðøàþùèé øàã ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè ïî àëãîðèòìó Áåðëå-
êýìïà-Ãåíçåëÿ. Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïåðåìåííîé õ1 ñëóæèò ìíîæåñòâî ìíîãî-
÷ëåíîâ, âîçíèêàþùèõ ïîñëå ïîäíÿòèÿ ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ, çíà÷åíèåì ïåðå-
ìåííîé õ2 - èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë. Ïåðåìåííîé õ3
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, îáðàçóþùèõ ðàç-
ëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà õ2 íà ìíîæèòåëè. ×òîáû íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû, ðå-
àëèçóåòñÿ ïåðåáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà õ1, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ, ïîñëå
ââîäà îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, äàåò äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà õ2 íàä êîëü-
öîì öåëüûõ ÷èñåë. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(Ðàçëîæìí
âõîä(õ1 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âûõîä(õ3 íà-
áîð(ìíîãî÷ëåí(Öåëîå))) óðîâåíü(3))".
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(a) Âûäåëåíèå êîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abcdegint(n = l(a) & i ∈ {1, . . . , n}& ñòàðøêîýôô(a(i)) = d & 0 < deg(a(i)) &
¬(d = 1) & ñîêðàùìîä(a(i), e, g) &
Ðàçëîæìí(g, µx(d, êîëüöîìí(a(i)));Èñêëþ÷åíèå(a, {i}), b, t) → c = t)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Øàã ðåêóðñèè.

∀abcimnpqrs(n = l(a) & Pmax(λj(deg(a(j)), j ∈ {1, . . . , n}), i,m) &
Èçâëå÷ìíîæ(a(i),Èñêëþ÷åíèå(a, {i}), b, 0, p, q, r) & Ðàçëîæìí(p, r, s) →
c = ïðåôèêñ(q, s))

Ïîñðåäñòâîì Pmax îáîçíà÷åí ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "òî÷êàìàêñ". Ïðè ýòîì
óòâåðæäåíèå "òî÷êàìàêñ(õ1 õ2 õ3)" îçíà÷àåò, ÷òî õ2 åñòü òî÷êà, â êîòîðîé
âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ õ1 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå õ3 íà
ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Çàâåðøåíèå öèêëà.

∀abc(a = ïóñòîåñëîâî→ c = (b))

∀abckn(n = deg(b) & k = ñòàðøêîýôô(b) & n = 0 & k = 1 → c = ïóñòîåñëîâî)

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàâíû 1.

∀abckn(n = deg(b) & k = ñòàðøêîýôô(b) & (¬(n = 0) ∨ ¬(k = 1)) → c = (b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

9. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Èçâëå÷ìíîæ". Îïåðàòîð "Èçâëå÷ìíîæ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6 õ7)"
ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì áëîêîì îïåðàòîðà "Ðàçëîæìí". Åãî âõîäíûå äàííûå
òàêîâû. õ1 - âûäåëåííûé ìíîæèòåëü ãðóïïû A ìíîæèòåëåé ðàçëîæåíèÿ öåëî-
÷èñëåííîãî ìíîãî÷ëåíà õ3 íàä êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ, ïðåäñòàâëÿþùåìó
äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà. õ2 - íàáîð îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé
ýòîé ãðóïïû. õ4 - óêàçàòåëü áëîêèðîâêè èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû
A: 0 - åñòü áëîêèðîâêà, 1 - íåò áëîêèðîâêè. Íà îñíîâå õ1 íàõîäèòñÿ äåëèòåëü
ìíîãî÷ëåíà õ3. Ýòîò äåëèòåëü ïðèñâàèâàåòñÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ6. Ïðè
ýòîì âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îñòàâøèõñÿ íåèñïîëüçîâàí-
íûìè ýëåìåíòîâ ãðóïïû A, âîçìîæíî, ïîïîëíåííûé êîíñòàíòíûì ìíîãî÷ëå-
íîì, à âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ7 = ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ õ3 íà õ6. Ôîðìàò ïàêå-
òà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(Èçâëå÷ìíîæ âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))
âõîä(õ2 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âõîä(õ3 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âõîä(õ4 ëîã-
ñèìâîë) âûõîä(õ5 íàáîð(ìíîãî÷ëåí(âû÷åòû))) âûõîä(õ6 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) âû-
õîä(õ7 ìíîãî÷ëåí(Öåëîå)) óðîâåíü(3))".

(a) Äîìíîæåíèå íà êîíñòàíòíûé ìíîãî÷ëåí èç ñïèñêà.

∀abcdefgkmnpqrt(l(b) = t & i ∈ {1, . . . , t} & deg(b(i)) = 0 &
ñòàðøêîýôô(b(i)) = m & m = nk &
Èçâëå÷ìíîæ(na,Èñêëþ÷åíèå(b, {i}), c, d, p, q, r) →
e = (p ïðè k = 1, èíà÷å ïðåôèêñ(µx(k, êîëüöîìí(b(i))), p)) & f = q & g = r)

Óêàçàòåëü "ñìïðîã(íàòóðàëüíîå(n)íàòóðàëüíîå(k))" ñîîáùàåò êîìïèëÿòî-
ðó, ÷òî ïåðåìåííûå n, k èìåþò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Óñìîòðåíèå äåëèòåëÿ.

∀abcfghknsuv(deg(a) = n & êîëüöîìí(a) = mod(s) &
q = ìíîãî÷ëåí(1,Öåëûå, λi((êîýôôèöèåíòìí(a, i) ïðè
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2·êîýôôèöèåíòìí(a, i) < s, èíà÷å êîýôôèöèåíòìí(a, i)−s), i ∈ {0, . . . , n}))
& ñîêðàùìí(q, k, v) & ÷àñòíîåìí(c, v, h, u) & ñòàðøêîýôô(u) = 0 →
e = b & f = v & g = h)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Âûáîð äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ.

Çäåñü ðåàëèçîâàí øàã ïåðåáîðà: îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà
ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ2 âêëþ÷àåòñÿ ëèáî íå âêëþ÷àåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå.

∀abfmpqr(m = l(b) & ¬(m = 0) & ¬(l(b) = 0) & (1 < m ∨ d = 1) &
Èçâëå÷ìíîæ(ab(1),Èñêëþ÷åíèå(b, {1}), c, d, p, q, r) →
e = p & f = q & g = r)

∀abcefgpqr(¬(l(b) = 0) &
Èçâëå÷ìíîæ(a,Èñêëþ÷åíèå(b, {1}), c, 1, p, q, r) →
e = ïðåôèêñ(b(1), p) & f = q & g = r)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

10.6.3 Íàõîæäåíèå ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ ñîçäàí ïàêåò ïðîäóêöèé "ñìïðåäñò". Åãî ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå "Òåîðèÿ
ìíîæåñòâ" - "Ñåìåéñòâàìíîæåñòâ" - "Âû÷èñëåíèÿ" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ. Îïå-
ðàòîð "ñìïðåäñò(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò âõîäíóþ ïåðåìåííóþ õ1, çíà÷åíèåì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ íàáîð êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ
ïðåäñòàâèòåëåé äàííûõ ìíîæåñòâ, òî âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ 0, à ïå-
ðåìåííîé õ2 - íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , an ìíîæåñòâ A1, . . . , An. Åñ-
ëè æå ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé íå ñóùåñòâóåò, òî õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ 1, âû-
õîäíîé ïåðåìåííîé õ3 - íàáîð íîìåðîâ ìíîæåñòâ Ai, èìåþùèõ â ñîâîêóïíîñòè ìåíü-
øå ýëåìåíòîâ, ÷åì ÷èñëî äàííûõ ìíîæåñòâ, à ïåðåìåííîé õ2 - íàáîð âñåõ ýëåìåíòîâ
ýòèõ ìíîæåñòâ. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ñìïðåäñò âõîä(õ1 íà-
áîð(êëàññ(îáúåêò))) âûõîä(õ2 íàáîð(îáúåêò)) âûõîä(õ3 íàáîð(ëîãñèìâîë)) âûõîä(õ4
ëîãñèìâîë) ïàðàìåòð(õ5 íàáîð(îáúåêò)) ïàðàìåòð(õ6 ëîãñèìâîë) öèêë óðîâåíü(3))".

1. Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.

∀ef (e = ïóñòîåñëîâî & f = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

2. Ïîïûòêà âûáîðà î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà.

∀aefgn(l(a) = n & f < n & g ∈ a(f + 1) \ {; e} → e = ñóôôèêñ(e, g) & f = f + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Óñìîòðåíèå íàéäåííîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé.

∀abcdef (l(a) = f → b = e & c = ïóñòîåñëîâî & d = 0)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïîñëå ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïåðåãðóïïèðîâêà ïðåäñòàâèòåëåé.

Åñëè äëÿ î÷åðåäíîãî ìíîæåñòâà íå óäàåòñÿ íàéòè ïðåäñòàâèòåëÿ, òî ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà êîððåêöèè ðàíåå âûáðàííûõ ïðåäñòàâèòåëåé:
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∀aefjqsx(öåïüìíîæåñòâ(a, e, (f + 1), j, x) & l(j) = s &
q = çàìåíàíàáîðà(e, λk(j(k + 1), k ∈ {1, . . . , s − 1}), λk((e(j(k + 2)) ïðè k ≤
s− 2, èíà÷å x), k ∈ {1, . . . , s− 1})) → e = ñóôôèêñ(q, e(j(2))) & f = f + 1)

Ïàêåò ïðîäóêöèé "öåïüìíîæåñòâ" áóäåò îïèñàí íèæå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå ïîäñèñòåìû ìíîæåñòâ, íå èìåþùåé ïðåäñòàâèòåëÿ.

∀abcdefxy(áëîêìíîæåñòâ(a, e, (f + 1), a(f + 1), x, y) → b = y & c = x & d = 1)

Ïàêåò ïðîäóêöèé "áëîêìíîæåñòâ" áóäåò îïèñàí íèæå. Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò"
îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà ïðè ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ïàêåòû "öåïüìíîæåñòâ" è "áëîêìíîæåñòâ", èñïîëüçîâàí-
íûå ïðè íàõîæäåíèè ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé.

Îïåðàòîð "öåïüìíîæåñòâ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)" èìååò ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå. õ1 - íà-
áîð (A1, . . . , An) êîíå÷íûõ íàáîðîâ; õ2 - íàáîð (a1, . . . , am) ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòèõ
íàáîðîâ; m < n. õ3 - íàáîð (j1 . . . jk) ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ íàáîðîâ Aji

, òàêèõ,÷òî aji+1
-

ýëåìåíò íàáîðà Aji
; i = 1, . . . , k−1; k > 0. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ4 ïåðå÷èñëÿåò ìàê-

ñèìàëüíûå ïðîäîëæåíèÿ (j1 . . . js) íàáîðà õ3, ó êîòîðûõ íàáîð Ajs èìååò ýëåìåíò x,
îòëè÷íûé îò ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ2. Ïðè ýòîì õ5 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî íåêîòîðîìó òàêîìó
ýëåìåíòó x. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(öåïüìíîæåñòâ âõîä(õ1
íàáîð(êëàññ(îáúåêò))) âõîä(õ2 íàáîð(îáúåêò)) âõîä(õ3 íàáîð(ëîãñèìâîë)) âûõîä(õ4
íàáîð(ëîãñèìâîë)) âûõîä(õ5 îáúåêò) ïåðå÷èñëåíèå óðîâåíü(2))".

1. Çàâåðøåíèå öåïî÷êè.

∀abcdefk(l(c) = k & f ∈ a(c(k)){; b} → d = c & e = f)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Ïðîäîëæåíèå öåïî÷êè.

∀abcdefikmxy(l(c) = k & f ∈ a(c(k)) & l(b) = m & i ∈ {1, . . . ,m} & f = b(i) &
¬(i ∈ {; c}) & öåïüìíîæåñòâ(a, b, ñóôôèêñ(c, i), x, y) → d = x & e = y)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Îïåðàòîð "áëîêìíîæåñòâ(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6 õ7)" èìååò ñëåäóþùèå âõîäíûå äàí-
íûå. õ1 - íàáîð (A1, . . . , An) êîíå÷íûõ íàáîðîâ Ai; õ2 - íàáîð (a1, . . . , am) ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ýòèõ íàáîðîâ; m < n. õ3 - íàáîð (j1, . . . , jk)íîìåðîâ íàáîðîâ Aji

;
õ4 - íàáîð ýëåìåíòîâ âñåõ ýòèõ Aji

. õ5 - ïîäíàáîð íàáîðà õ4, îáðàçîâàííûé âñå-
ìè ak, äëÿ êîòîðûõ Ak åùå íå çàíåñåíî â õ3. Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïîïîëíåíèÿ íàáî-
ðîâ õ3, õ4 çà ñ÷åò ìíîæåñòâ Ak, îïðåäåëÿåìûõ íàáîðîì õ5. Ýëåìåíòû ýòèõ ìíî-
æåñòâ, íå çàíåñåííûå ðàíåå â õ4, ðåãèñòðèðóþòñÿ îäíîâðåìåííî â õ4 è õ5; îáðàáî-
òàííûå ýëåìåíòû èñêëþ÷àþòñÿ èç õ5. Âûõîäíûì ïåðåìåííûì õ6 è õ7 ïðèñâàèâà-
þòñÿ ïîïîëíåííûå íàáîðû õ3 è õ4. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàì-
ìà(áëîêìíîæåñòâ âõîä(õ1 íàáîð(êëàññ(îáúåêò))) âõîä(õ2 íàáîð(îáúåêò)) âõîä(õ3 íà-
áîð(ëîãñèìâîë)) âõîä(õ4 êëàññ(îáúåêò)) âõîä(õ5 êëàññ(îáúåêò)) âûõîä(õ6 íàáîð(ëîã-
ñèìâîë)) âûõîä(õ7 êëàññ(îáúåêò)) öèêë óðîâåíü(2))".
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1. Øàã ïîïîëíåíèÿ íàáîðîâ.

∀abcdeinp(p ∈ e & l(b) = n & i ∈ {1, . . . , n} & b(i) = p → c = ïðåôèêñ(i, c) &
d = d ∪ a(i) & e = e \ {p} ∪ a(i) \ d)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

2. Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀cdefg(e = ∅ → f = c & g = d)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà ïðè ñðàáàòûâà-
íèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

10.6.4 Âû÷èñëåíèÿ ñ ïîäñòàíîâêàìè

Âû÷èñëèòåëüíûå ïàêåòû, ñîçäàííûå äëÿ ðàáîòû ñ ïîäñòàíîâêàìè, ìîæíî íàéòè â
ðàçäåëå "Ëèíåéíàÿ àëãåáðà" - "Ïåðåñòàíîâêè" - "Âû÷èñëåíèÿ" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðè-
åìîâ. Ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàëñÿ òîëüêî ñëó÷àé âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ ïîäñòàíîâîê,
ò.å. ïåðåñòàíîâîê. Íàïîìíèì, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûé òèï "ïîäñòàíîâêà" ñîîòâåòñòâóåò
íàáîðàì äëèíû n, ýëåìåíòû êîòîðûõ ñóòü ñèìâîëüíûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå ìíî-
æåñòâó {1, . . . , n} (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå).

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "÷èñëîèíâåðñèé". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "÷èñëîèíâåðñèé(õ1)"
èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå õ1. Ôîðìàò ïàêåòà îïðå-
äåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(÷èñëîèíâåðñèé âõîä(õ1 ïîäñòàíîâêà) âûõîä(õ2 öå-
ëîå) âûðàæåíèå)". Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀an(l(a) = n → b =
∑n−1

i=1

∑n
j=i+1(1 ïðè a(j) < a(i), èíà÷å 0))

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "íàçíà÷åíèÿ". Ïàêåò ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ èçâåñòíîé
çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ. Îïåðàòîð "íàçíà÷åíèÿ(õ1 õ2)" èìååò ñâîèì âõîäíûì
äàííûì êâàäðàòíóþ ÷èñëîâóþ ìàòðèöó õ1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, âûáèðàþùàÿ â êàæäîé ñòðîêå ýëåìåíò ìàòðèöû õ1 òàê,
÷òîáû ñóììà âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ áûëà íàèáîëüøåé. Ôîðìàò ïàêåòà îïðå-
äåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(íàçíà÷åíèÿ âõîä(õ1 ñòðîêè(öåëîå)) âûõîä(õ2 íà-
áîð(ëîãñèìâîë)) ïàðàìåòð(õ3 íàáîð(öåëîå)) ïàðàìåòð(õ4 íàáîð(öåëîå)) öèêë
óðîâåíü(1))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.

∀an(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} →
c = λi(max(λj(a(i, j), j ∈ {1, . . . , n})), i ∈ {1, . . . , n}) &
d = λi(0, i ∈ {1, . . . , n}))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Êîððåêöèÿ âåñîâ ïðè îòñóòñòâèè ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé.

∀acdnpqr(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} &
ñìïðåäñò(λi(setj(j ∈ {1, . . . , n} & c(i) + d(j) = a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}), p, q, r)
& r = 1 → c = λi((c(i)− 1 ïðè i ∈ {; q}, èíà÷å c(i)), i ∈ {1, . . . , n}) &
d = λi((d(i) + 1 ïðè i ∈ {; p}, èíà÷å d(i)), i ∈ {1, . . . , n}))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(c) Óñìîòðåíèå ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé.

∀acdnpqr(Dom(a){1, . . . , n} × {1, . . . , n} &
ñìïðåäñò(λi(setj(j ∈ {1, . . . , n} & c(i) + d(j) = a(i, j)), i ∈ {1, . . . , n}), p, q, r)
& r = 0 → b = p)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà ïðè ñðàáà-
òûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïàêåòó "íàçíà÷åíèÿ" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ñëåäó-
þùèé ïðèåì:

∀abfnxy(ìàòð(a, R, n, n) & f = λj(
∑n

j=1 a(i, j(i)), ïåðåñòàíîâêà(j, {1, . . . , n})) &
íàçíà÷åíèÿ(a, b) & p =

∑n
k=1 a(k, b(k)) & x = b & y = p → Pmax(f, x, y))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Åãî êîíñåêâåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ
ñ óñëîâèåì çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííûå x, y -
íåèçâåñòíûå çàäà÷è. Ïåðåìåííàÿ n èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íàòóðàëüíîé êîíñòàí-
òîé. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåê-
ñòà, ïðè÷åì óêàçàòåëü "îáúåêò(õ1)" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ ïåðåìåííîé a
ñ ìàòðèöåé A, èçâëåêàåìîé èç êîììåíòàðèÿ (òåêîáúåêò a A . . .)ê ïîñûëêàì
çàäà÷è. Òðåòèé è ÷åòâåðòûé àíòåöåäåíòû âûäåëåíû óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Ïÿòûé è øåñòîé àíòåöåäåíòû, âûäåëåííûå óêàçàòåëåì "ïîäáîðçíà÷åíèé", çà-
ìåùàþò èñõîäíîå óñëîâèå âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å.

10.6.5 Âû÷èñëåíèÿ ñ ìàòðèöàìè

Â ïðèâîäèìûõ íèæå ïàêåòàõ ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ôîðìàòå "ñòðîêè(÷èñëî)",
ò.å. êàê íàáîðû ñòðîê, ãäå êàæäàÿ ñòðîêà - íàáîð ÷èñåë â ôîðìàòå "ñ ïëàâàþùåé
çàïÿòîé".

Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ïëþñìàòð". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "ïëþñìàòð(õ1 õ2)" èìå-
åò ñâîèì çíà÷åíèåì ñóììó âåùåñòâåííûõ ìàòðèö õ1 è õ2. Çàìåòèì, ÷òî êîìïè-
ëÿòîð âñòàâëÿåò â ïðîãðàììó ïðèåìà îáðàùåíèå ê ýòîìó îïåðàòîðíîìó âûðàæå-
íèþ ïðè îáðàáîòêå âñòðåòèâøåãîñÿ â òåîðåìå ïðèåìà âûðàæåíèÿ "ïëþñôóíê(õ1
õ2)". Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ïëþñìàòð âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñ-
ëî)) âõîä(õ2 ñòðîêè(÷èñëî)) âûõîä(õ3 ñòðîêè(÷èñëî)) óðîâåíü(1) âûðàæåíèå)".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcmn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} & Dom(b) = {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} →
c = λij(a(i, j) + b(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}))

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "óìíîæìàòð". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "óìíîæìàòð(õ1 õ2)"
èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö õ1 è õ2. Ôîð-
ìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(óìíîæìàòð âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî))
âõîä(õ2 ñòðîêè(÷èñëî)) âûõîä(õ3 ñòðîêè(÷èñëî)) óðîâåíü(1) âûðàæåíèå)".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abckmn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} & Dom(b) = {1, . . . ,m} × {1, . . . , k} →
c = λij(

∑m
s=1(a(i, s)b(s, j)), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , k}))
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Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïàêåòó "óìíîæìàòð" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ñëåäó-
þùèé ïðèåì:

∀ABCabkmn(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) &
B = λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . , n} & q ∈ {1, . . . , k}) &
C = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) ·
λpq(b(p, q), p ∈ {1, . . . , n} & q ∈ {1, . . . , k}) → AB = C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîäâûðàæåíèåì óñëîâèÿ çàäà÷è. Ýòà çàäà÷à - ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìå-
åò öåëü "âû÷", ëèáî íà îïèñàíèå è ëèáî èìååò öåëü "âû÷èñëåíèå", ëèáî â åå
óñëîâèÿ âõîäèò òåðì "òî÷íîñòü(. . .)". Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
òåðìîâ "îòîáðàæåíèå" â ýòèõ àíòåöåäåíòàõ êàê ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö, çàäàí-
íûõ òåðìàìè "ñòðîêè(. . .)". Ïåðåìåííûå a, b ôóíêöèîíàëüíûå. Âûðàæåíèÿ A, B
êîíñòàíòíûå. Òðåòèé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Ïðè îáðà-
áîòêå åãî ìàòðèöû êîíâåðòèðóþòñÿ â ôîðìàò "ñòðîêè(÷èñëî)". Óðîâåíü ñðàáà-
òûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "÷èñëêîýôô". Âûðàæåíèå "÷èñëêîýôô(õ1 õ2)" èìååò ñâî-
èì çíà÷åíèåì ïðîèçâåäåíèå ÷èñëîâîé ôóíêöèè õ2 íà ÷èñëî õ1. Ïàêåò ñîçäàí
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýòà ôóíêöèÿ - ìàòðèöà. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì
"ïðîãðàììà(÷èñëêîýôô âõîä(õ1 ÷èñëî) âõîä(õ2 ñòðîêè(÷èñëî)) âûõîä(õ3 ñòðî-
êè(÷èñëî)) âûðàæåíèå óðîâåíü(1))".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcmn(Dom(b) = {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} →
c = λij(ab(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . ,m}))
Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïàêåòó "÷èñëêîýôô" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ñëåäó-
þùèé ïðèåì:

∀ABabmn(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) &
B = bλij(a(i, j), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , n}) → bA = B)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîäâûðàæåíèåì óñëîâèÿ çàäà÷è. Ýòà çàäà÷à - ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìå-
åò öåëü "âû÷", ëèáî íà îïèñàíèå è ëèáî èìååò öåëü "âû÷èñëåíèå", ëèáî â
åå óñëîâèÿ âõîäèò òåðì "òî÷íîñòü(. . .)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà
"îòîáðàæåíèå" â ýòîì àíòåöåäåíòå êàê ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû, çàäàííîé òåð-
ìîì "ñòðîêè(. . .)". Ïåðåìåííàÿ a ôóíêöèîíàëüíàÿ. Âûðàæåíèå A êîíñòàíòíûå;
b - äåñÿòè÷íàÿ êîíñòàíòà. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "îáðìàòðèöà". Îïåðàòîð "îáðìàòðèöà(õ1 õ2)" èìååò âõîäíóþ
ïåðåìåííóþ õ1, çíà÷åíèåì êîòîðîé ñëóæèò êâàäðàòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà.
Åñëè îíà îáðàòèìà, òî ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Èíà÷å
âûäàåòñÿ ñèìâîë "íåîïðåä". ×òîáû êîìïèëÿòîð âñòàâèë â ïðîãðàììó ïðèåìà
îáðàùåíèå ê äàííîìó îïåðàòîðó, òåîðåìà ïðèåìà äîëæíà ñîäåðæàòü âûðàæåíèå
"A−1", ãäå çíàêîì ñòåïåíè îáîçíà÷åí ñèìâîë "ñòåïåíüìàòð". Ôîðìàò ïàêåòà çà-
äàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(îáðìàòðèöà âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî)) âûõîä(õ2 ñòðî-
êè(÷èñëî)) ïàðàìåòð(õ3 ñòðîêè(÷èñëî)) ïàðàìåòð(õ4 ëîãñèìâîë) ïàðàìåòð(õ5
ëîãñèìâîë) öèêë óðîâåíü(3) íåîïðåä)".
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(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀abcdn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} →
b = λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
c = Êîïèÿ(a) & d = 1 & e = 0)

×òîáû ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó íå èñïîðòèëî èñõîäíóþ ìàòðèöó
a, îíà êîïèðóåòñÿ â ìàòðèöó c, êîòîðàÿ è áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Ïåðåìåííàÿ e -
èíäèêàòîð ìàêñèìàëüíîñòè ìîäóëÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà â åãî ñòîëáöå,
ïåðåìåííàÿ d - ñ÷åò÷èê îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà ðàâåí 0.

(b) Óñìîòðåíèå ìàêñèìàëüíîñòè ìîäóëÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

∀cdenp(Dom(c) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 0 & d ≤ n &
Pmax(λi(|c(i, d)|, i ∈ {d, . . . , n}), d, p) → e = 1)

Ïîñðåäñòâîì Pmax îáîçíà÷åí ñèìâîë "òî÷êàìàêñ". Çàìåòèì, ÷òî ñîõðàíÿ-
åòñÿ ïåðâîå èç ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé, òàê ÷òî åñëè ïîä ìàêñèìàëüíûì
äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì íàéäóòñÿ ðàâíûå åìó, áóäåò âûäàíî óêàçàíèå íà
äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïåðåâîäà ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà íà
äèàãîíàëü.

∀bcdeknp(Dom(c) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 0 & d ≤ n &
Pmax(λi(|c(i, d)|, i ∈ {d, . . . , n}), k, p) & ¬(k = d) →
∀if (i ∈ {d, . . . , n} & f = c(k, i) → c(k, i) = c(d, i) & c(d, i) = f) &
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & f = b(k, i) → b(k, i) = b(d, i) & b(d, i) = f) & e = 1)

Ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòàõ êîìïèëèðóþòñÿ êàê îïåðàòîðû èçìåíåíèÿ çíà-
÷åíèÿ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Âû÷èòàíèå êðàòíûõ òåêóùåé ñòðîêè.

∀bcden(Dom(c) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 1 & d ≤ n & ¬(c(d, d) = 0) →
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = d) & f = c(i, d)/c(d, d) →
∀j(j ∈ {d, . . . , n} → c(i, j) = (0 ïðè j = d, èíà÷å c(i, j)− fc(d, j))) &
∀j(j ∈ {1, . . . , n} → b(i, j) = b(i, j)− fb(d, j))) & d = d + 1 & e = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀bcde(Dom(c) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 0 & d = n + 1 → ∀if (i ∈
{1, . . . , n} & f = 1/c(i, i) → ∀j(j ∈ {1, . . . , n} → b(i, j) = fb(i, j))))

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(f) Âûäà÷à îòêàçà.

∀b(b = íåîïðåä)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "îáðìàòðèöà" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí
ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀Aabn(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))−1 = b → A−1 = b)
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Çíàêîì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îáîçíà÷åí ñèìâîë "ñòåïåíüìàòð". Ïðèåì èìå-
åò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíñòàíòíîìó ïîäâûðàæå-
íèþ óñëîâèÿ çàäà÷è. Ýòà çàäà÷à - ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìååò öåëü
"âû÷", ëèáî íà îïèñàíèå è ëèáî èìååò öåëü "âû÷èñëåíèå", ëèáî â åå óñëî-
âèÿ âõîäèò òåðì "òî÷íîñòü(. . .)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
òåðìà "îòîáðàæåíèå" â åãî ïðàâîé ÷àñòè êàê ìàòðèöû, çàäàííîé òåðìîì
"ñòðîêè(. . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà",
ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "îáðìàòðèöà". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ðàâåí 1.

5. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ñòåïåíüìàòðèöû". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "ñòåïåíüìàòðè-
öû(õ1 õ2)" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ êâàäðàòíîé âåùåñòâåí-
íîé ìàòðèöû õ1 â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü õ2. Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò â ïðîãðàììó
ïðèåìà îáðàùåíèå ê ýòîìó âûðàæåíèþ, åñëè â òåîðåìå ïðèåìà ïðèñóòñòâó-
åò âûðàæåíèå "ñòåïåíüìàòð(õ1 õ2)". Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðî-
ãðàììà(ñòåïåíüìàòðèöû âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî)) âõîä(õ2 öåëîå) âûõîä(õ3 ñòðî-
êè(÷èñëî)) âûðàæåíèå óðîâåíü(2))".

(a) Ñòåïåíü 1.
∀abc(b = 1 → c = a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Ñòåïåíü 2.
∀abc(b = 2 → c = a · a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ñòåïåíü 3.
∀abc(b = 3 → c = (a · a) · a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Íå÷åòíàÿ ñòåïåíü, áîëüøàÿ 3.
∀abcdmn(b = 2m + n & n = 1 & d = am → c = (d · d) · a)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) ×åòíàÿ ñòåïåíü, áîëüøàÿ 2.
∀abcdmn(b = 2m + n & n = 0 & d = am → c = (d · d))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "ñòåïåíüìàòðèöû" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è
ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀Aabmn(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}))m = b → Am = b)

Çíàêîì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îáîçíà÷åí ñèìâîë "ñòåïåíüìàòð". Ïðèåì èìå-
åò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíñòàíòíîìó ïîäâûðàæåíèþ
óñëîâèÿ çàäà÷è. Ýòà çàäà÷à - ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìååò öåëü "âû÷",
ëèáî íà îïèñàíèå è ëèáî èìååò öåëü "âû÷èñëåíèå", ëèáî â åå óñëîâèÿ âõî-
äèò òåðì "òî÷íîñòü(. . .)". Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ íà-
òóðàëüíîé êîíñòàíòîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "îòîá-
ðàæåíèå" â åãî ïðàâîé ÷àñòè êàê ìàòðèöû, çàäàííîé òåðìîì "ñòðîêè(. . .)".
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Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ðåàëèçóåò îáðà-
ùåíèå ê îïåðàòîðó "ñòåïåíüìàòðèöû". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

6. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ýêñïìàòð". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "ýêñïìàòð(õ1 õ2)" èìå-
åò ñâîèì çíà÷åíèåì ýêñïîíåíòó êâàäðàòíîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû õ1, âû÷èñ-
ëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ õ2. Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò â ïðîãðàììó ïðèåìà îáðàùåíèå
ê ýòîìó âûðàæåíèþ, åñëè â òåîðåìå ïðèåìà ïðèñóòñòâóåò òåðì "òî÷íîñòü(ýêñï-
ìàòð(õ1)õ2)". Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ýêñïìàòð âõîä(õ1
ñòðîêè(÷èñëî)) âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3 ñòðîêè(÷èñëî)) ïàðàìåòð(õ4 ñòðîêè(÷èñ-
ëî)) ïàðàìåòð(õ5 ÷èñëî) âûðàæåíèå öèêë óðîâåíü(2))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.
∀acden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} →
c = λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
d = λij((1 ïðè i = j, èíà÷å 0), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) & e = 0)

c - íàêîïèòåëü ñóììû, d - òåêóùèé ÷ëåí ñóììû, e - íîìåð ÷ëåíà ñóììû.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.
∀abdn(Dom(a) = {1, . . . , n}×{1, . . . , n}& ∀ij(i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n} →
|d(i, j)| < b) → èñòèíà)
Êîíñåêâåíò "èñòèíà" îïðåäåëÿåò âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Øàã ñóììèðîâàíèÿ.
∀acde(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → d = (1/(e + 1))(da) & c = c + d &
e = e + 1)

Â òåîðåìå èñïîëüçóþòñÿ ñèìâîëû "÷èñëêîýôô" è "óìíîæìàòð". Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå "ýêñïìàòð" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí
ñëåäóþùèé ïðèåì:
∀Aabn(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
òî÷íîñòü(exp(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})), c) = b &
òî÷íîñòü(c) → exp A = b)

Çíàêîì ýêñïîíåíòû îáîçíà÷åí ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "ýêñïìàòð". Ïðèåì èìå-
åò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíñòàíòíîìó ïîäâûðàæå-
íèþ óñëîâèÿ çàäà÷è. Ýòà çàäà÷à - ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìååò öåëü
"âû÷", ëèáî íà îïèñàíèå è ëèáî èìååò öåëü "âû÷èñëåíèå", ëèáî â åå óñëî-
âèÿ âõîäèò òåðì "òî÷íîñòü(. . .)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòå-
ëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ
òåðìà "îòîáðàæåíèå" â åãî ïðàâîé ÷àñòè êàê ìàòðèöû, çàäàííîé òåðìîì
"ñòðîêè(. . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà",
ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "ýêñïìàòð". Ïîñëåäíèé àíòåöåäåíò èäåí-
òèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèå-
ìà ðàâåí 1.

7. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ñëåäìàòðèöû". Çíà÷åíèåì îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ "ñëåä-
ìàòðèöû(õ1)" ñëóæèò ñëåä âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû õ1. Ôîðìàò ïà-
êåòà ñëóæèò òåðì "ïðîãðàììà(ñëåäìàòðèöû âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî)) âûõîä(õ2
÷èñëî) âûðàæåíèå óðîâåíü(1))".
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Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀an(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → b =
∑n

i=1 a(i, i))

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîçäàí ïàêåò ïðîäóêöèé "ëèíñèñò". Âõîä-
íûìè äàííûìè îïåðàòîðà "ëèíñèñò(õ1 õ2 õ3)" ñëóæàò êâàäðàòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàò-
ðèöà õ1 êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è âåêòîð õ2 ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ âåêòîð ðåøåíèÿ. Åñëè ñèñòåìà íåñîâìåñòíà,
òî îïåðàòîð ëîæåí. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî, òî áåðåòñÿ êàêîå-òî îä-
íî èç ðåøåíèé. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ëèíñèñò âõîä(õ1 ñòðî-
êè(÷èñëî)) âõîä(õ2 íàáîð(÷èñëî)) âûõîä(õ3 íàáîð(÷èñëî)) ïàðàìåòð(õ4 ëîãñèìâîë)
ïàðàìåòð(õ5 ëîãñèìâîë) öèêë óðîâåíü(2))".

1. Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀acden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → d = 1 & e = 0 &
c = λi(0, i ∈ {1, . . . , n}))

Ïåðåìåííàÿ e èãðàåò ðîëü èíäèêàòîðà ìàêñèìàëüíîñòè äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà
â ñòðîêå, ïåðåìåííàÿ d - ñ÷åò÷èê îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.

2. Óñìîòðåíèå ìàêñèìàëüíîñòè äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

∀adenp(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 0 & d ≤ n &
Pmax(λi(|a(i, d)|, i ∈ {d, . . . , n}), d, p) → e = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïåðåâîäà ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà íà äèà-
ãîíàëü.

∀abdegknp(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 0 & d ≤ n &
Pmax(λi(|a(i, d)|, i ∈ {d, . . . , n}), k, p) & ¬(k = d) & g = b(k) →
∀if (i ∈ {d, . . . , n} & f = a(k, i) → a(k, i) = a(d, i) & a(d, i) = f) &
b(k) = b(d) & b(d) = g & e = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Âû÷èòàíèå êðàòíûõ òåêóùåé ñòðîêè.

∀abden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 1 &¬(a(d, d) = 0) →
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = d) & f = a(i, d)/a(d, d) →
∀j(j ∈ {d, . . . , n} → a(i, j) = (0 ïðè j = d, èíà÷å a(i, j)− fa(d, j))) &
b(i) = b(i)− fb(d)) & d = d + 1 & e = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Ïðîïóñê íóëåâîãî ñòîëáöà.

∀aden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = 1 & a(d, d) = 0 →
d = d + 1 & e = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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6. Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòà.

∀abcden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & d = n + 1 & e = 0 →
∀j(j ∈ {1, . . . , n} →
c(j) = (0 ïðè a(j, j) = 0, èíà÷å (b(j)−

∑n
i=j+1(c(i)a(j, i)))/a(j, j))) &

∀j(j ∈ {1, . . . , n} & a(j, j) = 0 →
∑n

i=j+1(c(i)a(j, i)) = b(j)))

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïîñëå ñðà-
áàòûâàíèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "ëèíñèñò" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ñëåäó-
þùèé ïðèåì:

∀abnxy(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})y = λi(b(i), i ∈ {1, . . . , n}) →
∀i(i ∈ {1, . . . , n} →

∑n
j=1(a(i, j)x(j)) = b(i)) ↔ ∀j(j ∈ {1, . . . , n} → x(j) = y(j)))

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)". Óêàçàòåëü "êîíòðîëü-
âûâîäà" èíèöèèðóåò ïîïûòêó åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè óñìîòðåíèè ïîäóòâåðæäå-
íèÿ "cd + e = f" â óñëîâèè çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "âû÷èñëèòü".
Çäåñü ñóììà è óìíîæåíèå îáû÷íûå; d - íåèçâåñòíàÿ; âûðàæåíèå c íå ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå îñòàòî÷íîé ñóììû e èìååò
âèä ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíîé íà âûðàæåíèå áåç íåèçâåñòíûõ. Óêàçàòåëè "êîí-
òåêñò" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ x ñ íàáîðîì âñåõ íåèçâåñòíûõ, âõîäÿùèõ â
óðàâíåíèÿ çàäà÷è, à n - ñ êîëè÷åñòâîì ýòèõ íåèçâåñòíûõ. Çàòåì, ñîãëàñíî óêàçà-
òåëÿì "ðàçâåðòêà" è "êîýôô(õ1)", êâàíòîð îáùíîñòè â çàìåíÿåìîé ÷àñòè êîíñå-
êâåíòà èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ãðóïïîé óñëîâèé çàäà÷è. Êîíå÷íûå ñóììû èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ êàê îáû÷íûå, ïðè÷åì íóëåâûå êîýôôèöèåíòû âîññòàíàâëèâàþòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè. Ïåðåìåííàÿ a èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ðàç-
ìåðà n×n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû è âñå ýëåìåíòû íàáîðà
b - êîíñòàíòíûå âûðàæåíèÿ. Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà",
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ëèíñèñò". Êâàíòîð îáùíîñòè â çàìåíÿþùåé ÷àñòè
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â êîíúþíêöèþ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Îïðåäåëèòåëè

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ñîçäàí ïàêåò "âû-
÷îïðåäåëèòåëü". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå èìååò âèä "âû÷îïðåäåëèòåëü(õ1)". Êîìïè-
ëÿòîð âñòàâëÿåò åãî â ïðîãðàììó ïðèåìà âìåñòî âûðàæåíèÿ "îïðåäåëèòåëü(õ1)", èìå-
þùåãîñÿ â òåîðåìå ïðèåìà. Ôîðìàò ïàêåòà èìååò âèä "ïðîãðàììà(âû÷îïðåäåëèòåëü
âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî)) âûõîä(õ2 ÷èñëî) ïàðàìåòð(õ3 ëîãñèìâîë) ïàðàìåòð(õ4 ëîã-
ñèìâîë) öèêë âûðàæåíèå óðîâåíü(2))".

1. Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀bcd(b = 1 & c = 1 & d = 0)

Êàê è âûøå, ïàðàìåòð d ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ìàêñèìàëüíîñòè äèàãîíàëüíîãî
ýëåìåíòà â ñòîëáöå, c - ñ÷åò÷èêîì îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâà-
íèÿ ðàâåí 0.

2. Óñìîòðåíèå ìàêñèìàëüíîñòè äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

∀acdnp(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & d = 0 & c ≤ n &
Pmax(λi(|a(i, c)|, i ∈ {c, . . . , n}), c, p) → d = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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3. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïåðåâîäà ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà íà äèà-
ãîíàëü.

∀abcdknp(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & d = 0 & c ≤ n &
Pmax(λi(|a(i, c)|, i ∈ {c, . . . , n}), k, p) & ¬(k = c) →
∀if (i ∈ {c, . . . , n} & f = a(k, i) → a(k, i) = a(c, i) & a(c, i) = f) & b = −b & d = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Âû÷èòàíèå êðàòíûõ òåêóùåé ñòðîêè.

∀acdn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & d = 1 &¬(a(c, c) = 0) →
∀if (i ∈ {c + 1, . . . , n} & f = a(i, c)/a(c, c) →
∀j(j ∈ {c, . . . , n} → a(i, j) = (0 ïðè j = c, èíà÷å a(i, j)− fa(c, j)))) &
c = c + 1 & d = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

5. Óñìîòðåíèå íóëåâîãî ñòîëáöà.

∀abcdn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & d = 1 & a(c, c) = 0 → b = 0)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïðè ñðàáà-
òûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

6. Îïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòà.

∀abcdn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & d = 0 & c = n + 1 → b = b
∏n

i=1 a(i, i))

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïðè ñðàáà-
òûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "âû÷îïðåäåëèòåëü" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí
ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀Aabmx(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
det(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})) = b → det(A) = b)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíñòàíòíîìó ïîäâû-
ðàæåíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è. Ýòà çàäà÷à - ëèáî íà ïðåîáðàçîâàíèå è èìååò öåëü
"âû÷", ëèáî íà îïèñàíèå è ëèáî èìååò öåëü "âû÷èñëåíèå", ëèáî â åå óñëîâèÿ
âõîäèò òåðì "òî÷íîñòü(. . .)". Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòè-
ôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "îòîáðàæå-
íèå" â åãî ïðàâîé ÷àñòè êàê ìàòðèöû, çàäàííîé òåðìîì "ñòðîêè(. . .)". Âòîðîé
àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê îïå-
ðàòîðíîìó âûðàæåíèþ "âû÷îïðåäåëèòåëü". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "õàðàêòìí". Îïåðàòîð "õàðàêòìí(õ1 õ2)" èìååò ñâîèì âõîä-
íûì äàííûì âåùåñòâåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó õ1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2
ïðèñâàèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîé ìàòðèöû. Ôîðìàò ïàêåòà
çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(õàðàêòìí âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî)) âûõîä(õ2 ìíî-
ãî÷ëåí(÷èñëî)) ïàðàìåòð(õ3 ñòðîêè(÷èñëî)) ïàðàìåòð(õ4 íàáîð(÷èñëî)) ïàðà-
ìåòð(õ5 ëîãñèìâîë) öèêë óðîâåíü(1))".
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(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀acde(c = a & e = 1 & d = (1))

Ïåðåìåííàÿ d èãðàåò ðîëü íàêîïèòåëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà, e -
ñ÷åò÷èê íîìåðà øàãà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã öèêëà âû÷èñëåíèÿ.

∀acdefn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n &
f = −ñëåäìàòðèöû(c)/e →
c = aλjk((c(j, j)+f ïðè j = k, èíà÷å c(j, k)), j ∈ {1, . . . , n} & k ∈ {1, . . . , n})
& d = ïðåôèêñ(f, d) & e = e + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀abden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = n + 1 →
b = ìíîãî÷ëåí(èêñ(1), âåùåñòâïîëå, d))

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ñðàçó ïîñëå ñðàáà-
òûâàíèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "õàðàêòìí" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ñëåäó-
þùèé ïðèåì:

∀Aanpx(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
õàðàêòìí(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), p) →
õàðàêòìí(A, x) ↔ x = p)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäå-
ëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "ìàòðèöà" îïðåäåëÿåò èäåíòèôè-
êàöèþ òåðìà "îòîáðàæåíèå" â åãî ïðàâîé ÷àñòè êàê ìàòðèöû, çàäàííîé òåðìîì
"ñòðîêè(. . .)". Âòîðîé àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ðåà-
ëèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "õàðàêòìí". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ñîáñòâçíà÷". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "ñîáñòâçíà÷(õ1 õ2)"
èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âåùåñòâåííîé êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû õ1, âû÷èñëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ õ2. Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò îá-
ðàùåíèå ê ýòîìó îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ â ïðîãðàììó ïðèåìà, åñëè òåîðåìà
ïðèåìà ñîäåðæèò òåðì "òî÷íîñòü(ñîáñòâçíà÷åíèÿ(õ1)õ2)". Ôîðìàò ïàêåòà îïðå-
äåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ñîáñòâçíà÷ âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî)) âõîä(õ2 ÷èñëî)
âûõîä(õ3 êëàññ(÷èñëî)) âûðàæåíèå)".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcdf (õàðàêòìí(a, f) & òî÷íîñòü(êîðíèìí(f), b) = d → c = d)

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ "ñîáñòâçíà÷" èç ñêàíèðîâàíèÿ çà-
äà÷è ñîçäàíû ñëåäóþùèå ïðèåìû:

∀Aabmnx(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
òî÷íîñòü(ñîáñòâçíà÷åíèÿ(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})), b) = m →
ñîáñòâçíà÷åíèÿ(A) = x & òî÷íîñòü(x, b) ↔ x = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò
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âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè èäåíòèôèêàöèè åãî ïðàâîé ÷àñòè
èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ìàòðèöà". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðî-
ãðàììà". Îí ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ "ñîáñòâçíà÷".
Óêàçàòåëü "îêðóãë(m, b)" îïðåäåëÿåò îêðóãëåíèå âåëè÷èíû m ïðè ïåðåâîäå åå
â äåñÿòè÷íóþ çàïèñü äî òî÷íîñòè b. Íàïîìíèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ýòà âåëè÷èíà
èìååò ñòîëüêî çíàêîâ, ñêîëüêî çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â ìàøèííîì ôîð-
ìàòå "ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 1.

∀Aabcmnx(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) & c = b · 0.0001 &
òî÷íîñòü(ñîáñòâçíà÷åíèÿ(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n})), c) = m &
ñîáñòâåêòîðû(A, x, y) & òî÷íîñòü(y, b) ↔ x ∈ m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âûâîäóñëîâèÿ". Äâà ïîñëåäíèõ àíòåöåäåíòà èäåíòè-
ôèöèðóþòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïðè÷åì âûðàæåíèå x ñîäåðæèò
íåèçâåñòíûå. Ïåðâûå äâà àíòåöåäåíòà âûäåëåíû óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð",
òðåòèé - óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". âûâîäèìîå óñëîâèå îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëè-
çàòîðîì "íîðìïðèíàäëåæèò". Òàê êàê ïðè ýòîì ìîæåò âîçíèêàòü äèçúþíêöèÿ,
òî îíî ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "ðàçáîðñëó÷àåâ". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçà-
òåëü "îêðóãë(m, c)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "âåùáàçèñÿäðà". Îïåðàòîð "âåùáàçèñÿäðà(õ1 õ2 õ3)" èìååò
ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè âåùåñòâåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó õ1 è ÷èñëî õ2
- òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé (ïîðîã óñìîòðåíèÿ íóëåâîãî çíà÷åíèÿ). Âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé ïðèñâàèâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ ÿäðà ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé õ1. Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò îáðà-
ùåíèå ê ýòîìó îïåðàòîðó â ïðîãðàììó ïðèåìà, åñëè òåîðåìà ïðèåìà ñîäåðæèò
òåðì "òî÷íîñòü(áàçèñ(ßäðî(ïðåîáðñòîëáöîâ(õ1 âåùåñòâïîëå))õ3)õ2)". Ôîðìàò
ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(âåùáàçèñÿäðà âõîä(õ1 ñòðîêè(÷èñëî))
âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3 êëàññ(íàáîð(÷èñëî))) ïàðàìåòð(õ4 ïîäñòàíîâêà) ïàðà-
ìåòð(õ5 ëîãñèìâîë) ïàðàìåòð(õ6 ëîãñèìâîë) öèêë óðîâåíü(4))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀abefn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → d = λi(i ∈ {1, . . . , n}) &
e = 1 & f = 0)

Ïåðåñòàíîâêà d áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ïåðåóïîðÿäî÷å-
íèÿ ðàçðÿäîâ âåêòîðîâ áàçèñà ÿäðà. e - ñ÷åò÷èê îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ, f
- èíäèêàòîð ìàêñèìàëüíîñòè äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà â ñòîëáöå. Óðîâåíü
ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Óñìîòðåíèå ìàêñèìàëüíîñòè äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

∀adenp(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & f = 0 & e ≤ n &
Pmax(λi(|a(i, e)|, i ∈ {e, . . . , n}), e, p) → f = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïåðåâîäà ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ íåíóëåâîãî
ýëåìåíòà íà äèàãîíàëü.

∀aefknp(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & f = 0 & e ≤ n &
Pmax(λi(|a(i, e)|, i ∈ {e, . . . , n}), k, p) & ¬(k = e) →
∀ig(i ∈ {e, . . . , n} & g = a(k, i) → a(k, i) = a(e, i) & a(e, i) = g) & f = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(d) Âû÷èòàíèå êðàòíûõ òåêóùåé ñòðîêè.

∀abefn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & f = 1 & b < |a(e, e)| →
∀igh(i ∈ {1, . . . , n} & g = a(i, e)/a(e, e) & h = a(e, e) → ∀j(j ∈ {e, . . . , n} →
a(i, j) = (a(e, j)/h ïðè i = e, èíà÷å(0 ïðè j = e, èíà÷å a(i, j)−ga(e, j))))) &
e = e + 1 & f = 0)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ äëÿ ïåðåâîäà íåíóëåâîãî ýëåìåíòà â òåêóùèé ñòîë-
áåö.

∀abdekq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & |a(e, e)| ≤ b &
k ∈ {e + 1, . . . , n} & b < |a(q, k)| →
∀ig(i ∈ {1, . . . , n} & g = a(i, k) → a(i, k) = a(i, e) & a(i, e) = g) &
d = ïðîèçâåäåíèå(òðàíñïîçèöèÿ(k, e, n), d))

Ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåñòàíîâêè d âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåàëèçîâàííîãî
íà ËÎÑå îïåðàòîðà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(f) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀acdegn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} &
g = setx(∃j(j ∈ {0, . . . , n− e} &
x = λi((−a(i, e + j) ïðè i < e, èíà÷å (1 ïðè i = e + j, èíà÷å 0)),
i ∈ {1, . . . , n}))) → c = Ïðîèçâåäåíèå(g, d))

Ïîñðåäñòâîì "Ïðîèçâåäåíèå(A)" îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íûõ íàáîðîâ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ýëåìåíòàì íàáîðà ìíîæåñòâ A. Äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â íàáîðå
A âìåñòî îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñîñòàâëÿþùåé åãî ôóíêöèè. Êîìïè-
ëÿòîð ïðåîáðàçóåò ýòî âûðàæåíèå â ðåàëèçîâàííîå íà ËÎÑå îïåðàòîðíîå
âûðàæåíèå "ïðîèçâïîäñò".

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà ïðè ñðàáà-
òûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

Îïåðàòîð "âåùáàçèñÿäðà" èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ
ñëåäóþùèì ïðèåìîì ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è:

∀Aabmnx(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
òî÷íîñòü(áàçèñ(ßäðî(ïðåîáðñòîëáöîâ(λij((a(i, j)− c ïðè i = j, èíà÷å a(i, j)),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), âåùåñòâïîëå)), m), b) →
ñîáñòâåêòîðû(A, c, x) & òî÷íîñòü(x, b) ↔ x = m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ c èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ äåñÿòè÷íîé
êîíñòàíòîé, ïåðåìåííàÿ x - ñ íåèçâåñòíîé. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêà-
çàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè èäåíòèôèêàöèè åãî ïðàâîé ÷àñòè èñïîëüçóåò-
ñÿ óêàçàòåëü "ìàòðèöà". Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà".
Îí ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "âåùáàçèñÿäðà". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü
"îêðóãë(m, b)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "áàçèñÿäðà". Îïåðàòîð "áàçèñÿäðà(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîè-
ìè âõîäíûìè äàííûìè ìàòðèöó õ1 íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ
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è ñàì ýòîò ïðîñòîé ìîäóëü õ2. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ ÿäðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàí-
íîãî ìàòðèöåé õ1. Äàííûé îïåðàòîð èñïîëüçîâàëñÿ âûøå ïðè ðàçëîæåíèè íà
ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà ïî ìåòîäó Áåðëåêýìïà. Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò îáðà-
ùåíèå ê îïåðàòîðó â ïðîãðàììó ïðèåìà, åñëè òåîðåìà ïðèåìà ñîäåðæèò òåðì
"áàçèñ(ßäðî(ïðåîáðñòîëáöîâ(õ1 âû÷åòû(õ2)))õ3)". Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåò-
ñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(áàçèñÿäðà âõîä(õ1 ñòðîêè(Öåëîå)) âõîä(õ2 Öåëîå) âû-
õîä(õ3 êëàññ(íàáîð(Öåëîå))) ïàðàìåòð(õ4 ïîäñòàíîâêà) ïàðàìåòð(õ5 ëîãñèì-
âîë) öèêë óñëîâèå(ïðîñòîå(õ2))óðîâåíü(3))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀aden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → d = λi(i ∈ {1, . . . , n}) &
e = 1)

Ïåðåñòàíîâêà d áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî ïåðåóïîðÿäî÷å-
íèÿ ðàçðÿäîâ âåêòîðîâ áàçèñà ÿäðà. e - ñ÷åò÷èê îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Âû÷èòàíèå êðàòíûõ òåêóùåé ñòðîêè.

∀abent(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(a(e, e) = 0) &
(ta(e, e))(mod b) = 1 → ∀if (i ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = e) &
f = (ta(i, e))(mod b) → ∀j(j ∈ {e, . . . , n} →
a(i, j) = (0 ïðè j = e, èíà÷å (a(i, j)− fa(e, j))(mod b)))) &
∀j(j ∈ {e, . . . , n} → a(e, j) = (ta(e, j))(mod b)) & e = e + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïåðåâîäà íåíóëåâîãî ýëåìåíòà íà äèàãîíàëü.

∀aefkn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & a(e, e) = 0 &
k ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(k, e) = 0) →
∀jf (j ∈ {e, . . . , n} & f = a(k, j) → a(k, j) = a(e, j) & a(e, j) = f))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ äëÿ ïåðåâîäà íåíóëåâîãî ýëåìåíòà â òåêóùèé ñòîë-
áåö.

∀adeknq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & a(e, e) = 0 &
k ∈ {e + 1, . . . , n} & q ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(q, k) = 0) →
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & f = a(i, k) → a(i, k) = a(i, e) & a(i, e) = f) &
d = ïðîèçâåäåíèå(òðàíñïîçèöèÿ(k, e, n), d))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀abcdefn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} &
f = setx(∃j(j ∈ {0, . . . , n− e} &
x = λi((−a(i, e + j) ïðè i < e, èíà÷å (1 ïðè i = e + j, èíà÷å 0)),
i ∈ {1, . . . , n}))) → c = Ïðîèçâåäåíèå(f, d))

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó îòâåòà ïðè ñðàáà-
òûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê æîðäàíîâîé ôîðìå ðåàëèçîâàí ëèøü ÷àñòè÷íî: ñî-
çäàíû ïàêåòû äëÿ ïðèâåäåíèÿ âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö ê
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êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Çàâåðøèòü ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÃÅÍÎËÎÃå äàííîãî àëãîðèò-
ìà ðåêîìåíäóåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò
âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòîâ, ýòîò àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí âûøå ñ ïîìîùüþ ïàêåòíûõ
ñèíòåçàòîðîâ.

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "âû÷êàíìàòð". Îïåðàòîð "âû÷êàíìàòð(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò
ñâîèì âõîäíûì äàííûì âåùåñòâåííóþ ìíîãî÷ëåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó õ1.
Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò A ïðèâåäåíèÿ õ1 ê êàíîíè-
÷åñêîìó âèäó. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûì õ3 è õ4 ïðèñâàèâàþòñÿ òàêèå ìàòðèöû B
è C, ÷òî õ1 ðàâíî B−1AC−1. Èñõîäíàÿ ìàòðèöà õ1 ïîðòèòñÿ - ôàêòè÷åñêè, îíà
ïðåîáðàçóåòñÿ â õ2. Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó â ïðîãðàì-
ìó ïðèåìà, åñëè òåîðåìà ïðèåìà ñîäåðæèò òåðì "êàíïðåäñòàâë(õ1 õ3 õ2 õ4)".
Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(âû÷êàíìàòð âõîä(õ1 ñòðî-
êè(ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))) âûõîä(õ2 ñòðîêè(ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))) âûõîä(õ3 ñòðîêè(
ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))) âûõîä(õ4 ñòðîêè(ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))) öèêë ïàðàìåòð(õ5 ëîã-
ñèìâîë) óðîâåíü(5))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀acden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} →
c = λij((åäèíèöàìí ïðè i = j, èíà÷å íîëüìí), i ∈ {1, . . . , n}& j ∈ {1, . . . , n})
& d = λij((åäèíèöàìí ïðè i = j, èíà÷å íîëüìí), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) & e = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ äëÿ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.

∀adekmn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & k ∈ {e, . . . , n} &
m ∈ {k + 1, . . . , n} & ¬(a(k,m) = íîëüìí) & deg(a(k,m)) < deg(a(k, k)) →
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & f = a(i, m) → a(i, m) = a(i, k) & a(i, k) = f) &
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & f = d(i, m) → d(i, m) = d(i, k) & d(i, k) = f))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.

∀acekmn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & k ∈ {e, . . . , n} &
m ∈ {k + 1, . . . , n} & ¬(a(m, k) = íîëüìí) & deg(a(m, k)) < deg(a(k, k)) →
∀jf (j ∈ {1, . . . , n} & f = a(m, j) → a(m, j) = a(k, j) & a(k, j) = f) &
∀jf (j ∈ {1, . . . , n} & f = c(m, j) → c(m, j) = c(k, j) & c(k, j) = f))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Âû÷èòàíèå êðàòíîãî ñòðîêè.

∀acemnpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(a(e, e) = íîëüìí) &
m ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(m, e) = íîëüìí) & a(m, e) = a(e, e)p + q →
∀j(j ∈ {1, . . . , n} → a(m, j) = (q ïðè j = e, èíà÷å a(m, j)− p · a(e, j))) &
∀j(j ∈ {1, . . . , n} → c(m, j) = c(m, j)− p · c(e, j)))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Âû÷èòàíèå êðàòíîãî ñòîëáöà.

∀ademnpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(a(e, e) = íîëüìí) &
m ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(e,m) = íîëüìí) & a(e, m) = a(e, e)p + q →
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i, m) = (q ïðè i = e, èíà÷å a(i, m)− p · a(i, e))) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → d(i, m) = d(i, m)− p · d(i, e)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(f) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íåíó-
ëåâîãî ýëåìåíòà.
∀acdenpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & a(e, e) = íîëüìí &
p ∈ {e + 1, . . . , n} & q ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(p, q) = íîëüìí) &
∀ij(i ∈ {e + 1, . . . , n} & j ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(i, j) = íîëüìí) →
deg(a(p, q)) ≤ deg(a(i, j))) & f = a(p, e) & g = a(p, q) →
∀jh(j ∈ {1, . . . , n} & h = a(p, j) →
a(p, j) = (a(e, e) ïðè j = q, èíà÷å (a(e, q) ïðè j = e, èíà÷å a(e, j))) &
a(e, j) = (f ïðè j = q, èíà÷å (g ïðèj = e, èíà÷å h))) &
∀ih(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = p) & ¬(i = e) & h = a(i, q) →
a(i, q) = a(i, p) & a(i, p) = h) &
∀jh(j ∈ {1, . . . , n} & h = c(p, j) → c(p, j) = c(e, j) & c(e, j) = h) &
∀ih(i ∈ {1, . . . , n} & h = d(i, q) → d(i, q) = d(i, e) & d(i, e) = h))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãî-
íàëè - ñëó÷àé íåíóëåâîãî îñòàòêà.
∀acdenpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & 2 ≤ e &
¬(a(e, e) = íîëüìí) & ¬(a(e− 1, e− 1) = íîëüìí) &
a(e, e) = a(e− 1, e− 1)p + q & ¬(q = íîëüìí) → a(e− 1, e) = q &
∀j(j ∈ {1, . . . , n} → c(e− 1, j) = c(e− 1, j) + c(e, j)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → d(i, e) = d(i, e)− pd(i, e− 1)) & e = e− 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà, ðàñïîëîæåííîãî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, íà åãî ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò.
∀acefghn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(a(e, e) = íîëüìí) &
ñòàðøêîýôô(a(e, e)) = f & ¬(f − 1 = 0) & ñòàíäìí(a(e, e), g, h) →
a(e, e) = g & ∀j(j ∈ {1, . . . , n} → c(e, j) = hc(e, j)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 4.

(i) Óâåëè÷åíèå íà åäèíèöó ñ÷åò÷èêà îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ.
∀aen(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n → e = e + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(j) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.
∀aben(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = n + 1 → b = a)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïðè
ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ "âû÷êàíìàòð" èç ñêàíèðîâàíèÿ
çàäà÷è ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀ABCDanxy(A = λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) &
êàíïðåäñòàâë(λij(a(i, j), i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}), B, C,D) →
êàíîíè÷ìàòðèöà(A, x, y) ↔ y = C)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì". Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ
ïîäóòâåðæäåíèåì óñëîâèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå, ëèáî èìåþùåé öåëü "âû÷èñ-
ëèòü", ëèáî èìåþùåé óñëîâèå âèäà "òî÷íîñòü(. . .)". Ïåðåìåííàÿ y - íåèçâåñò-
íàÿ. Ïåðâûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Ïðè èäåíòè-
ôèêàöèè åãî ïðàâîé ÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "Ìàòðèöà", ïðåîáðàçóþùèé
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ýëåìåíòû ìàòðèöû â òåðìû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò x. Âòîðîé àíòåöåäåíò âûäåëåí
óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Îí ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "âû÷êàíìàòð".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "âû÷ýëåìäåëèòåëè". Îïåðàòîð "âû÷ýëåìäåëèòåëè(õ1 õ2 õ3
õ4)" èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè âåùåñòâåííóþ êâàäðàòíóþ ìíîãî÷ëåí-
íóþ ìàòðèöó, ïðèâåäåííóþ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, è ÷èñëî õ2, îïðåäåëÿþùåå
òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîìïëåêñ-
íûõ êîðíåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûì äåëèòåëÿì, à ïåðåìåííîé õ4 - íà-
áîð êðàòíîñòåé ýòèõ êîðíåé. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(âû÷-
ýëåìäåëèòåëè âõîä(õ1 ñòðîêè(ìíîãî÷ëåí(÷èñëî))) âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3 íà-
áîð(êîìïëåêñíîå)) âûõîä(õ4 íàáîð(öåëîå)) ïàðàìåòð(õ5 ëîãñèìâîë) öèêë)".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀cde(c = ïóñòîåñëîâî & d = ïóñòîñëîâî & e = 1)

Ïàðàìåòð e - ñ÷åò÷èê îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðà-
âåí 0.

(b) Ïðîïóñê íóëåâîãî ýëåìåíòà.

∀aen(Dom(a) = {1, . . . , n}×{1, . . . , n} & e ≤ n & deg(a(e, e)) = 0 → e = e+1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Îáðàáîòêà íåíóëåâîãî ýëåìåíòà.

∀abenpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(deg(a(e, e)) = 0) &
êîìïëêîðíè(a(e, e), b, p, q) → c = (c; p) & d = (d; q) & e = e + 1)

Ïàêåò ïðîäóêöèé "êîìïëêîðíè", îïðåäåëÿþùèé íàáîð êîðíåé êîìïëåêñ-
íîãî ìíîãî÷ëåíà âìåñòå ñ èõ êðàòíîñòÿìè, áóäåò ïðèâåäåí â ïîäðàçäåëå,
ñâÿçàííîì ñ êîìïëåêñíûìè âû÷èñëåíèÿìè. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

(d) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀aen(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = n + 1 → èñòèíà)

Êîíñåêâåíò "èñòèíà" óêàçûâàåò íà íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà. Óðî-
âåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "âû÷æîðäìàòð". Îïåðàòîð "âû÷æîðäìàòð(õ1 õ2 õ3)" èìååò
ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè íàáîð õ1 ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé è íàáîð õ2 èõ
êðàòíîñòåé. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ñîîâåòñòâóþùàÿ æîðäà-
íîâà ìàòðèöà. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(âû÷æîðäìàòð
âõîä(õ1 íàáîð(êîìïëåêñíîå)) âõîä(õ2 íàáîð(öåëîå)) âûõîä(õ3 ñòðîêè(êîìïëåêñíîå))
ïàðàìåòð(õ4 öåëîå) ïàðàìåòð(õ5 öåëîå) ïàðàìåòð(õ6 ëîãñèìâîë) öèêë)".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.

∀abcden(l(a) = n → c = ïóñòîåñëîâî & d = 0 & e =
∑n

i=1 b(i) & f = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Äîáàâëåíèå ãðóïïû ñòðîê.

∀abcdef (l(a) = n & f ≤ n → c = (c; λjk((a(f) ïðè k = d + j, èíà÷å
(1 ïðè k = d + j + 1 & ¬(j = b(f)), èíà÷å 0)), j ∈ {1, . . . , b(f)} &
k ∈ {1, . . . , e})) & d = d + b(f) & f = f + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.
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(c) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.
∀afn(l(a) = n & f = n + 1 → èñòèíà)
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "êîìïëêàíìàòð". Îïåðàòîð "êîìïëêàíìàòð(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìå-
åò ñâîèì âõîäíûì äàííûì êîìïëåêñíóþ ìíîãî÷ëåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó õ1.
Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò A ïðèâåäåíèÿ õ1 ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûì õ3 è õ4 ïðèñâàèâàþòñÿ òàêèå ìàòðèöû B è C,
÷òî õ1 ðàâíî B−1AC−1. Èñõîäíàÿ ìàòðèöà õ1 ïîðòèòñÿ. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäå-
ëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(êîìïëêàíìàòð âõîä(õ1 ñòðîêè(ìíîãî÷ëåí(êîìïëåê-
ñíîå))) âûõîä(õ2 ñòðîêè(ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå))) âûõîä(õ3 ñòðîêè(ìíîãî÷ëåí(
êîìïëåêñíîå))) âûõîä(õ4 ñòðîêè(ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå))) öèêë ïàðàìåòð(õ5
ëîãñèìâîë) óðîâåíü(5))".

Ïðèåìû ïàêåòà àíàëîãè÷íû ïðèåìàì ïàêåòà "âû÷êàíìàòð".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòîâ.
∀acden(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} →
c = λij((åäèíèöàÌí ïðè i = j, èíà÷å íîëüÌí), i ∈ {1, . . . , n} &
j ∈ {1, . . . , n}) & d = λij((åäèíèöàÌí ïðè i = j, èíà÷å íîëüÌí),
i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n}) & e = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ äëÿ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.
∀adekmn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & k ∈ {e, . . . , n} &
m ∈ {k + 1, . . . , n} & ¬(a(k,m) = íîëüÌí) & deg(a(k, m)) < deg(a(k, k)) →
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & f = a(i, m) → a(i, m) = a(i, k) & a(i, k) = f) &
∀if (i ∈ {1, . . . , n} & f = d(i, m) → d(i, m) = d(i, k) & d(i, k) = f))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê äëÿ ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.
∀acekmn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & k ∈ {e, . . . , n} &
m ∈ {k + 1, . . . , n} & ¬(a(m, k) = íîëüÌí) & deg(a(m, k)) < deg(a(k, k)) →
∀jf (j ∈ {1, . . . , n} & f = a(m, j) → a(m, j) = a(k, j) & a(k, j) = f) &
∀jf (j ∈ {1, . . . , n} & f = c(m, j) → c(m, j) = c(k, j) & c(k, j) = f))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Âû÷èòàíèå êðàòíîãî ñòðîêè.
∀acemnpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(a(e, e) = íîëüÌí) &
m ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(m, e) = íîëüÌí) & a(m, e) = a(e, e)p + q →
∀j(j ∈ {1, . . . , n} → a(m, j) = (q ïðè j = e, èíà÷å a(m, j)− p · a(e, j))) &
∀j(j ∈ {1, . . . , n} → c(m, j) = c(m, j)− p · c(e, j)))
Çàìåòèì, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè êàê íàä êîìïëåêñíûìè, òàê è íàä
âåùåñòâåííûìè ìíîãî÷ëåíàìè ðåàëèçóþòñÿ îäíèìè è òåìè æå îïåðàòîð-
íûìè âûðàæåíèÿìè ËÎÑà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(e) Âû÷èòàíèå êðàòíîãî ñòîëáöà.
∀ademnpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(a(e, e) = íîëüÌí) &
m ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(e, m) = íîëüÌí) & a(e,m) = a(e, e)p + q →
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → a(i, m) = (q ïðè i = e, èíà÷å a(i, m)− p · a(i, e))) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → d(i, m) = d(i, m)− p · d(i, e)))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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(f) Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íåíó-
ëåâîãî ýëåìåíòà.

∀acdenpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & a(e, e) = íîëüÌí &
p ∈ {e + 1, . . . , n} & q ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(p, q) = íîëüìí) &
∀ij(i ∈ {e + 1, . . . , n} & j ∈ {e + 1, . . . , n} & ¬(a(i, j) = íîëüìí) →
deg(a(p, q)) ≤ deg(a(i, j))) & f = a(p, e) & g = a(p, q) →
∀jh(j ∈ {1, . . . , n} & h = a(p, j) →
a(p, j) = (a(e, e) ïðè j = q, èíà÷å (a(e, q) ïðè j = e, èíà÷å a(e, j))) &
a(e, j) = (f ïðè j = q, èíà÷å (g ïðèj = e, èíà÷å h))) &
∀ih(i ∈ {1, . . . , n} & ¬(i = p) & ¬(i = e) & h = a(i, q) →
a(i, q) = a(i, p) & a(i, p) = h) &
∀jh(j ∈ {1, . . . , n} & h = c(p, j) → c(p, j) = c(e, j) & c(e, j) = h) &
∀ih(i ∈ {1, . . . , n} & h = d(i, q) → d(i, q) = d(i, e) & d(i, e) = h))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(g) Äåëåíèå ñ îñòàòêîì äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãî-
íàëè - ñëó÷àé íåíóëåâîãî îñòàòêà.

∀acdenpq(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & 2 ≤ e &
¬(a(e, e) = íîëüÌí) & ¬(a(e− 1, e− 1) = íîëüÌí) &
a(e, e) = a(e− 1, e− 1)p + q & ¬(q = íîëüÌí) → a(e− 1, e) = q &
∀j(j ∈ {1, . . . , n} → c(e− 1, j) = c(e− 1, j) + c(e, j)) &
∀i(i ∈ {1, . . . , n} → d(i, e) = d(i, e)− pd(i, e− 1)) & e = e− 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 3.

(h) Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà, ðàñïîëîæåííîãî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, íà åãî ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò.

∀acefghn(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n & ¬(a(e, e) = íîëüÌí) &
ñòàðøêîýôô(a(e, e)) = f & ¬(f − 1 = 0) & ñòàíäìí(a(e, e), g, h) →
a(e, e) = g & ∀j(j ∈ {1, . . . , n} → c(e, j) = hc(e, j)))

Îïåðàöèè â âûðàæåíèè f−1 - êîìïëåêñíûå. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 4.

(i) Óâåëè÷åíèå íà åäèíèöó ñ÷åò÷èêà îáðàáîòàííûõ ñòîëáöîâ.

∀aen(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e ≤ n → e = e + 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 5.

(j) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀aben(Dom(a) = {1, . . . , n} × {1, . . . , n} & e = n + 1 → b = a)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïðè
ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

10.6.6 Âû÷èñëåíèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Äëÿ êîìïëåêñíûõ âû÷èñëåíèé ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü íåñêîëüêî çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ
ìíîãî÷ëåíàìè.

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Ïðîèçâîäíìí". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "Ïðîèçâîäíìí(õ1)"
èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíóþ ìíîãî÷ëåíà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè õ1. Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò îáðàùåíèå ê ýòîìó îïåðàòîðíîìó âûðàæå-
íèþ â ïðîãðàììó ïðèåìà, åñëè òåîðåìà ïðèåìà ñîäåðæèò âûðàæåíèå "ïðîèç-
âîäíàÿìí(õ1)". Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(Ïðîèçâîäíìí
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âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âûõîä(õ2 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âûðàæå-
íèå)".

(a) Ïðîèçâîäíàÿ íåêîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abn(deg(a) = n & ¬(n = 0) → b = ìíîãî÷ëåí(1, êîìïëåêñíïîëå,
λi((i + 1)êîýôôèöèåíòìí(a, i + 1), i ∈ {0, . . . , n− 1})))
Óìíîæåíèå êîìïëåêñíîå.

(b) Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà.

∀abn(deg(a) = 0 → µx(0, êîìïëåêñíïîëå))

Óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ ðàâíû 1.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "êîìïëçíà÷ìí". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "êîìïëçíà÷ìí(õ1
õ2)" èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì çíà÷åíèå êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà õ1 â òî÷êå õ2.
Êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò îáðàùåíèå ê ýòîìó îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ â ïðî-
ãðàììó ïðèåìà, åñëè òåîðåìà ïðèåìà ñîäåðæèò âûðàæåíèå "çíà÷åíèåìí(õ1)".
Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(êîìïëçíà÷ìí âõîä(õ1 ìíîãî-
÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âõîä(õ2 êîìïëåêñíîå) âûõîä(õ3 êîìïëåêñíîå) âûðàæåíèå)".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcn(deg(a) = n → c = ñòàðøêîýôô(a) & ∀i(i ∈ {0, . . . , n− 1} →
c = êîýôôèöèåíòìí(a, n− i− 1) + cb))

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Êîðíèìí". Îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå "Êîðíèìí(õ1 õ2)" èìå-
åò ñâîèì çíà÷åíèåì ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà
õ1, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðûõ âûäåðæèâàëñÿ óðîâåíü òî÷íîñòè õ2. Êîìïèëÿòîð
âñòàâëÿåò îáðàùåíèå ê ýòîìó îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ â ïðîãðàììó ïðèåìà,
åñëè òåîðåìà ïðèåìà ñîäåðæèò òåðì "òî÷íîñòü(Êîðíèìí(õ1)õ2)". Ôîðìàò ïàêå-
òà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(Êîðíèìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå))
âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3 êëàññ(êîìïëåêñíîå)) âûðàæåíèå óðîâåíü(2))".

(a) Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1.

∀abcde(deg(a) = 1 & d = êîýôôèöèåíòìí(a, 0) & e = êîýôôèöèåíòìí(a, 1)
& ¬(e = 0) → c = {−(d/e)})
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Øàã ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè.

∀abcghmpq(Êîðåíüìí(a, b, p) & g = µx(−p + x, êîìïëåêñíïîëå) &
÷àñòíîåìí(a, g, h, q) & òî÷íîñòü(Êîðíèìí(h), b) = m → c = m ∪ {p})
Ïàêåò "Êîðåíüìí", îïðåäåëÿþùèé åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà, ïðè-
âîäèòñÿ íèæå. ×åòâåðòûé àíòåöåäåíò ðåàëèçóåò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ "Êîðíèìí" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà-
÷è ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:
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∀abcfmx(a− b = f(x) & òî÷íîñòü(Êîðíèìí(f), c/2) = m →
a = b & òî÷íîñòü(x, c) ↔ x ∈ m)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "çàìåíàóñëîâèÿ(âòîðîéòåðì)" è ïðèìåíÿåòñÿ ê ïàðå
óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ, c - äåñÿòè÷íàÿ êîí-
ñòàíòà. Âûðàæåíèå a ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ x èìååò çàãîëîâîê "Ïëþñ". Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò âûäåëåí óêàçàòåëåì "èäåíòèôèêàòîð". Óêàçàòåëü "çíà÷åíè-
åìí" îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ åãî ïðàâîé ÷àñòè ñ ñóììîé, êîòîðóþ ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê çíà÷åíèå êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà f . Âòîðîé àíòåöåäåíò,
âûäåëåííûé óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà", ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "Êîð-
íèìí". Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "îêðóãë(m, c)". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà
ðàâåí 1.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Êîðåíüìí". Îïåðàòîð "Êîðåíüìí(õ1 õ2 õ3)" èìååò ñâîèìè
âõîäíûìè äàííûìè êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí õ1 è óðîâåíü òî÷íîñòè âû÷èñëå-
íèé õ2 (âåùåñòâåííîå ÷èñëî). Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòî-
ðûé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ôîðìàò îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðî-
ãðàììà(Êîðåíüìí âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3
êîìïëåêñíîå))".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì, çàäàþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàùåíèé ê
âñïîìîãàòåëüíûì îïåðàòîðàì:

∀Rabcdp(Ãðàíüêîðíåé(a, R) & ñëó÷êîìïë(0, R, d) & Óòî÷íêîðíÿ(a, d, b, p) →
c = p)

Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ êðóãà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ êîðåíü, çàòåì â
êðóãå âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå, è íàêîíåö ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå êîð-
íÿ. Ïðèåì îáðàùàåòñÿ ê ðåàëèçîâàííîìó íà ËÎÑå îïåðàòîðó "ñëó÷êîìïë(õ1
õ2 õ3)". Åãî âõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò êîìïëåêñíîå ÷èñëî õ1 è ÷èñëî õ2. Âû-
õîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ3 ïåðå÷èñëÿåò ñëó÷àéíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà â êðóãå ñ
öåíòðîì õ1 è ðàäèóñîì õ2.

3. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Ãðàíüêîðíåé". Îïåðàòîð "Ãðàíüêîðíåé(õ1 õ2)" èìååò ñâîèì
âõîäíûì äàííûì êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí õ1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâà-
èâàåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà õ1 ëåæàò âíóòðè
êðóãà ðàäèóñà õ2 ñ öåíòðîì â íóëå. Ôîðìàò îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì
"ïðîãðàììà(Ãðàíüêîðíåé âõîä(õ1 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âûõîä(õ2 ÷èñëî))".

Ïàêåò èìååò åäèíñòâåííûé ïðèåì:

∀abcn(deg(a) = n & íàèáîëüøèé(c, setx(∃i(i ∈ {0, . . . , n} &
x = |êîýôôèöèåíòìí(a, i)|))) → b = 1 + (c/|ñòàðøêîýôô(a)|))

4. Ïàêåò ïðîäóêöèé "Óòî÷íêîðíÿ". Îïåðàòîð "Óòî÷íêîðíÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò
âõîäíûìè äàííûìè êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí õ1, êîìïëåêñíîå ÷èñëî õ2 è âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî õ3. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óòî÷-
íåíèÿ êîðíÿ õ2 ñ òî÷íîñòüþ õ3. Óòî÷íåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà.
Ôîðìàò îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(Óòî÷íêîðíÿ âõîä(õ1 ìíî-
ãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âõîä(õ2 êîìïëåêñíîå) âõîä(õ3 ÷èñëî) âûõîä(õ4 êîìïëåêñ-
íîå) ïàðàìåòð(õ5 ìíîãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) ïàðàìåòð(õ6 êîìïëåêñíîå) öèêë óðî-
âåíü(1))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.
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∀abef (e = ïðîèçâîäíàÿ(a) & f = a(b))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã óòî÷íåíèÿ.

∀abcefghpr(g = e(b) & ¬(g = 0) & p = f/g & c < |p| & h = b− p &
r = a(h) & 2|r| < |f | → b = h & f = r)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

∀bcdefgp(g = e(b) & ¬(g = 0) & p = f/g & ¬(c < |p|) → d = b− p)

Óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò" îïðåäåëÿåò íåìåäëåííóþ âûäà÷ó ðåçóëüòàòà ïîñëå
ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

5. Ïàêåò ïðîäóêöèé "êîìïëêîðíè". Îïåðàòîð "êîìïëêîðíè(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò
ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí õ1 è âåùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî õ2. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåé ìíîãî÷ëåíà õ1,
îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ õ2, à ïåðåìåííîé õ4 - íàáîð êðàòíîñòåé ýòèõ êîð-
íåé. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(êîìïëêîðíè âõîä(õ1 ìíî-
ãî÷ëåí(êîìïëåêñíîå)) âõîä(õ2 ÷èñëî) âûõîä(õ3 íàáîð(êîìïëåêñíîå)) âûõîä(õ4
íàáîð(öåëîå)) óðîâåíü(2))".

(a) Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1.

∀acdef (deg(a) = 1 & e = êîýôôèöèåíòìí(a, 0) & f = êîýôôèöèåíòìí(a, 1) &
¬(f = 0) → c = −(e/f) & d = 1)

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(b) Øàã ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè (ñëó÷àé êðàòíîãî êîðíÿ).

∀abcdghinpqrs(Êîðåíüìí(a, b/100, p) & g = µx(−p + x, êîìïëåêñíïîëå) &
÷àñòíîåìí(a, g, h, q) & êîìïëêîðíè(h, b, r, s) & l(r) = n & i ∈ {1, . . . , n} &
r(i) = p → c = r & d = λj((s(i) + 1 ïðè j = i, èíà÷å s(j)), j ∈ {1, . . . , n}))
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

(c) Øàã ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè (ñäó÷àé ïðîñòîãî êîðíÿ).

∀abcdghpqrs(Êîðåíüìí(a, b/100, p) & g = µx(−p + x, êîìïëåêñíïîëå) &
÷àñòíîåìí(a, g, h, q) & êîìïëêîðíè(h, b, r, s) → c = ñóôôèêñ(r, p) &
d = ñóôôèêñ(s, 1))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2. Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïðèåì ñðàáàòûâà-
åò ëèøü â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà íå ñðàáîòàë ïðåäûäóùèé. Îäèíàêîâûé
óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ îáîèõ ïðèåìîâ ïîçâîëÿåò âûíåñòè çà ñêîáêó îáùóþ
÷àñòü âû÷èñëåíèé è âûïîëíÿòü åå ëèøü îäíîêðàòíî. Îäíàêî, ïðè ýòîì êðè-
òè÷åñêèì ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäîê êîìïèëÿöèè ïðèåìîâ: âòîðîé ïðèåì äîëæåí
áûòü îòêîìïèëèðîâàí ïîñëå ïåðâîãî, èíà÷å ïðîãðàììà áóäåò îøèáî÷íîé.

10.6.7 Âû÷èñëåíèÿ ñ ãðàôàìè

Ïàêåòû ïðîäóêöèé, ðàáîòàþùèå ñ ãðàôàìè, ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå "Äèñêðåòíàÿ ìà-
òåìàòèêà" - "Òåîðèÿ ãðàôîâ" - "Âû÷èñëåíèÿ" îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ. Ôàêòè÷åñêè
áûëè ðàññìîòðåíû âñåãî äâå çàäà÷è - ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå è ïîñòðîåíèå
ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè.
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Äëÿ ââîäà è ïðîðèñîâêè ãðàôîâ â óñëîâèè çàäà÷è ñîçäàí ñïåöèàëüíûé èíòåðôåéñ.
Ãðàô ïðîðèñîâûâàåòñÿ ñðàçó ïîñëå ïîñûëêè, óêàçûâàþùåé íà íåãî ("ãðàô(G)", "îð-
ãðàô(G)", "òðàíñïñåòü(G)", è ò.ï.). Åñëè âûäåëèòü ýòó ïîñûëêó è íàæàòü êëàâè-
øó"ä", òî ðåàëèçóåòñÿ ðåäàêòèðîâàíèå ãðàôà, â ÷àñòíîñòè, ââîä íîâîãî ãðàôà.

Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "êðàò÷àéøèéïóòü". Îïåðàòîð "êðàò÷àéøèéïóòü(õ1 õ2 õ3 õ4)"
èìååò ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô õ1 è äâå åãî âåð-
øèíû õ2, õ3. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîñòàÿ öåïü íàèìåíü-
øåé äëèíû, ñîåäèíÿþùàÿ â ãðàôå õ1, íà÷èíàþùàÿñÿ â âåðøèíå õ2 è êîí-
÷àþùàÿñÿ â âåðøèíå õ3. Íàïîìíèì, ÷òî ìàðøðóò â ãðàôå - ïàðà íàáîðîâ
(A1, A2), ãäå A1 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîõîäèìûõ âåðøèí, A2 - ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîõîäèìûõ ðåáåð. Ôîðìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåð-
ìîì "ïðîãðàììà(êðàò÷àéøèéïóòü âõîä(õ1 ãðàô(îáúåêò îáúåêò)) âõîä(õ2 âåð-
øèíà(îáúåêò)) âõîä(õ3 âåðøèíà(îáúåêò)) âûõîä(õ4 íàáîð(íàáîð(îáúåêò))) ïà-
ðàìåòð(õ5 ãðàô(íàáîð(îáúåêò)îáúåêò)) ïàðàìåòð(õ6 íàáîð(âåðøèíà(îáúåêò)))
ïàðàìåòð(õ7 íàáîð(âåðøèíà(îáúåêò))) öèêë ïðîäîëæåíèå ïåðåñìîòð óðîâåíü(2))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.

∀abcefg(e = êîïèÿãðàôà(a, 2, 0) & b = òàáëçíà÷åíèå(a, e, b) &
c = òàáëçíà÷åíèå(a, e, c) & f = (b) & g = ïóñòîåñëîâî)

Æåñòêàÿ ôèêñàöèÿ ôîðìàòà îòìåòîê âåðøèíû èëè ðåáðà ãðàôà óäîáíà
äëÿ áûñòðîãî èçâëå÷åíèÿ ñâÿçàííîé ñ íèìè èíôîðìàöèè, îäíàêî ñîçäà-
åò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè, åñëè âåðøèíó ëèáî ðåáðî íóæíî ñîïðîâîäèòü
êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé. Äëÿ ðàçìåùåíèÿ ýòîé èíôîð-
ìàöèè ïðîñòî íå ïðåäóñìîòðåíî ìåñòà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ êî-
ïèðîâàòü ãðàô è çàêðåïëÿòü èíôîðìàöèþ çà êîïèÿìè âåðøèí è ðåáåð
èñõîäíîãî ãðàôà. Äëÿ áûñòðîãî äîñòóïà ê èíôîðìàöèè èñõîäíîãî ãðàôà
ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ ññûëêè èç êîïèé âåðøèí è ðåáåð íà èõ îðèãèíàëû.

Ñîçäàíèå êîïèè ãðàôà îáåñïå÷èâàåòñÿ îïåðàòîðíûì âûðàæåíèåì "êîïèÿ-
ãðàôà(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - èñõîäíûé ãðàô ëèáî îðãðàô, õ2 è õ3 - íåîòðè-
öàòåëüíûå ñèìâîëüíûå ÷èñëà. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò êîïèÿ ãðàôà
õ1, â êîòîðîé ïîìåòêîé êàæäîé âåðøèíû ñëóæèò íàáîð èç õ2 ñèìâîëîâ
"íåîïðåä", ïîñëå êîòîðûõ èäåò ññûëêà íà îðèãèíàë âåðøèíû. Ïîìåòêîé
êàæäîãî ðåáðà ñëóæèò íàáîð èç õ3 ñèìâîëîâ "íåîïðåä", ïîñëå êîòîðûõ
èäåò ññûëêà íà îðèãèíàë ðåáðà. Ðîëü ññûëîê èãðàþò íå ëåâûå êðàÿ íàáî-
ðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ âåðøèíû è ðåáðà îðèãèíàëà, à ñàìè ýòè íàáîðû.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðèåìó, çàìå÷àåì, ÷òî ïåðåìåííîé e ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ
èñõîäíîãî ãðàôà, â êîòîðîé ïðåäóñìîòðåíà ïàðà íîâûõ ýëåìåíòîâ ðàçìåòêè
âåðøèíû è íè îäíîãî ýëåìåíòà äëÿ ðàçìåòêè ðåáðà. Ïåðåìåííûì b, c ïåðå-
ïðèñâàèâàþòñÿ êîïèè èñõîäíîé è ïîñëåäíåé âåðøèí èñêîìîãî ìàðøðóòà.
Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè áóäåò ïðîèñõîäèòü ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ÿðóñîâ îñòîâíîãî äåðåâà ñ êîðíåì b. Íà êàæäîì øàãå çíà÷åíèåì
ïåðåìåííîé f áóäåò ñëóæèòü íàáîð âåðøèí ïðåäûäóùåãî ÿðóñà, çíà÷åíèåì
ïåðåìåííîé g - íàêîïèòåëü âåðøèí ñëåäóþùåãî ÿðóñà. Ïåðâûì ýëåìåíòîì
äîïîëíèòåëüíîé îòìåòêè âåðøèíû áóäåò ñëóæèòü ñìåæíàÿ ñ íåé âåðøèíà
ïðåäûäóùåãî ÿðóñà, âòîðûì ýëåìåíòîì - ñîåäèíÿþùåå îáå âåðøèíû ðåáðî.
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Ðàáîòà áóäåò âåñòèñü ñ âåðøèíàìè è ðåáðàìè ãðàôà e. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ïðèåìà, èíèöèàëèçèðóþùåãî ïåðå÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ðàâåí 0.

(b) Øàã ðàñøèðåíèÿ ñëîÿ.

∀efghuv(âõîäèò(u, f) & âåäåò(h, u, v, e) & îá(v)(1) = íåîïðåä & ¬(v = c) &
¬(v = b) → îá(v)(1) = u & îá(v)(2) = h & g = ñóôôèêñ(g, v))

Âûðàæåíèå "îá(v)" îáîçíà÷àåò îòìåòêó âåðøèíû v. Ïðèåì íàõîäèò âåð-
øèíó u òåêóùåãî ÿðóñà è ïðîñìàòðèâàåò òàêèå âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà
h, êîòîðûå âåäóò ê åùå íå ó÷òåííûì â ïðåäûäóùèõ ÿðóñàõ âåðøèíàì v,
îòëè÷íûì îò èñõîäíîé è ïîñëåäíåé âåðøèí èñêîìîãî ìàðøðóòà. Ôîðìè-
ðóåòñÿ ïîìåòêà (u, h) âåðøèíû v, è îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå g.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.

∀efghuv(âõîäèò(u, f) & âåäåò(h, u, v, e) & v = c & èçâëå÷ìàðøðóò(u, p, q) →
d = (îðèãèíàëû(ñóôôèêñ(p, v)), îðèãèíàëû(ñóôôèêñ(q, h))))

Åñëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ÿðóñîâ äåðåâà ïîïàäàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà
ìàðøðóòà c, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "èçâëå÷ìàðø-
ðóò", êîòîðûé âûäàåò íàáîðû p è q, ñîîòâåòñòâåííî, âåðøèí è ðåáåð îò
êîðíÿ äåðåâà b äî ïðåäïîñëåäíåé âåðøèíû u. Äîáàâëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ïå-
ðåõîä îò u ê c, è âûäàåòñÿ ìàðøðóò â èñõîäíîì ãðàôå. Èñïîëüçóåòñÿ óêà-
çàòåëü "ðåçóëüòàò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ñëîþ.

∀fg(¬(g = ïóñòîåñëîâî) → f = g & g = ïóñòîåñëîâî)

Òàê êàê ïàêåò èìååò óêàçàòåëü "ïðîäîëæåíèå", òî ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ
åãî ïðèåìîâ íå ïðîèñõîäèò îòêàòà ê íà÷àëó ñêàíèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò ñôîðìèðîâàòü ñëåäóþùèé ÿðóñ ïðè îäíîêðàòíîì ïðîñìîòðå òåêóùåãî
ÿðóñà. Îäíàêî, ïî çàâåðøåíèè ñîçäàíèÿ ÿðóñà òàêîé îòêàò íóæåí. Îí îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ äàííûì ïðèåìîì, èìåþùèì óêàçàòåëü "ïåðåñìîòð" è ñðàáàòû-
âàþùèì íà óðîâíå 2.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðíîìó âûðàæåíèþ "êðàò÷àéøèéïóòü" èç ñêàíè-
ðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀Gabcx(êðàò÷àéøèéïóòü(G, a, b, c) → êðàò÷àéøèéïóòü(G, a, b, x) ↔ x = c)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è íà
îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ. Óêàçà-
òåëè "îáúåêò" îïðåäåëÿþò èäåíòèôèêàöèþ G, a, b ñ ãðàôîì è ïàðîé åãî
âåðøèí, çàäàííûìè â âû÷èñëèòåëüíîì ôîðìàòå è ñâÿçàííûìè ñ çàäà÷åé
÷åðåç êîììåíòàðèè (òåêîáúåêò . . .). Àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé óêàçàòåëåì
"ïðîãðàììà", îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "êðàò÷àéøèéïóòü". Âûõîäíîå äàí-
íîå c - ìàðøðóò â ãðàôå - îáîçíà÷àåòñÿ íîâîé ïåðåìåííîé C, ïðè÷åì ñîçäà-
þòñÿ êîììåíòàðèé ê ïîñûëêàì (ìàðøðóò C G) è ïîñûëêà "ìàøðóò(C, G)".
Óêàçàòåëü "îáúåêò(c)" îïðåäåëÿåò òàêæå ñîçäàíèå êîììåíòàðèÿ (òåêîáú-
åêò C c íàáîð(îáúåêò îáúåêò)). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "èçâëå÷ìàðøðóò". Îïåðàòîð "èçâëå÷ìàðøðóò(õ1 õ2 õ3)" èìå-
åò ñâîèì âõîäíûì äàííûì âåðøèíó õ1 ãðàôà ëèáî îðãðàôà, ðàçìå÷åííîãî äëÿ
àíàëèçà îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé âåðøèíû A. Îòìåòêàìè âåðøèí, ðàñïîëîæåí-
íûõ â óæå ðàññìîòðåííîé îêðåñòíîñòè, ñëóæàò íàáîðû, ó êîòîðûõ ïåðâûé ýëå-
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ìåíò - ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà ìàðøðóòà îò A ê äàííîé âåðøèíå, à âòîðîé ýëå-
ìåíò - ïîñëåäíåå ðåáðî äàííîãî ìàðøðóòà. Ïåðåìåííûì õ2 è õ3 ïðèñâàèâà-
þòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íàáîð âåðøèí è íàáîð ðåáåð ìàðøðóòà îò A ê õ1. Ôîð-
ìàò ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(èçâëå÷ìàðøóðò âõîä(õ1 âåðøè-
íà(íàáîð(îáúåêò))) âûõîä(õ2 íàáîð(âåðøèíà(îáúåêò))) âûõîä(õ3 íàáîð(ðåáðî(
îáúåêò))))".

(a) Øàã ðåêóðñèè.
∀abcde(¬(îá(a)(1) = íåîïðåä) & èçâëå÷ìàðøðóò(îá(a)(1), d, e) →
b = ñóôôèêñ(d, a) & c = ñóôôèêñ(e, îá(a)(2)))

(b) Íà÷àëüíàÿ òî÷êà.
∀abc(îá(a)(1) = íåîïðåä→ b = (a) & c = ïóñòîåñëîâî)

Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè

Íàïîìíèì, ÷òî òðàíñïîðòíàÿ ñåòü - îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîìåòêàìè âåðøèí êî-
òîðîãî ñëóæàò ñèìâîë "íåîïðåä" è ñèìâîëû ïåðåìåííûõ "a" (âõîäíîé ïîëþñ) è "b"
(âûõîäíîé ïîëþñ). Ïîìåòêîé êàæäîãî ðåáðà ñëóæèò íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî - ïðî-
ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðåáðà (âåñ ðåáðà).

1. Ïàêåò ïðîäóêöèé "ìàêñïîòîê". Îïåðàòîð "ìàêñïîòîê(õ1 õ2)" èìååò ñâîèì âõîä-
íûì äàííûì òðàíñïîðòíóþ ñåòü õ2. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ1 ïðèñâàèâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â õ2. Îí çàäàåòñÿ ãðàôîì, ïîëó÷åííûì ïðè êîïèðîâà-
íèè ãðàôà õ2 è ðàññòàíîâêîé íà ðåáðàõ ÷èñëåííûõ ïîìåòîê - çíà÷åíèé ïî-
òîêà. Èç âåðøèí è ðåáåð äàííîé êîïèè, êàê è âûøå, èìåþòñÿ ññûëêè íà èõ
îðèãèíàëû. Ôîðìàò ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(ìàêñïîòîê âõîä(õ2
îðãðàô(ëîãñèìâîë äåñ÷èñëî)) âûõîä(õ1 îðãðàô(îáúåêò íàáîð(îáúåêò))) ïàðà-
ìåòð(õ3 îðãðàô(íàáîð(îáúåêò)îáúåêò)) ïàðàìåòð(õ4 Âåðøèíà(îáúåêò)) ïàðà-
ìåòð(õ5 Âåðøèíà(îáúåêò)) öèêë óðîâåíü(2))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ çíà÷åíèé.
∀abcde(a = êîïèÿãðàôà(b, 0, 1) & ∀x(x ∈ ðåáðà(a) → îá(x)(1) = 0) &
c = êîïèÿãðàôà(a, 2, 0) &
∀x(x ∈ âåðøèíû(c) & îá(îðèãèíàë(îðèãèíàë(x))) = èêñ(1) → d = x) &
∀x(x ∈ âåðøèíû(c) & îá(îðèãèíàë(îðèãèíàë(x))) = èêñ(2) → e = x))

Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòà a, ó êîòîðîãî âåëè÷èíû ïîòîêà ðàâíû
0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ìàðøðóòîâ â îñòàòî÷íîé ñåòè ñîçäàåòñÿ
êîïèÿ c îðãðàôà a. Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äëÿ ïðîêëàäêè ìàøðóòà
âåðøèíû ýòîé êîïèè áóäóò ðàçìå÷àòüñÿ ïàðàìè (ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà -
ðåáðî). Ïåðåìåííûì d, e ïðèñâàèâàþòñÿ íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû
ìàðøðóòà â c. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã îïòèìèçàöèè.
∀cdemp(îñòàòî÷íïóòü(c, d, e, p) &
íàèìåíüøèé(m, setx(∃y(âõîäèò(y, p(2)) & x = îá(îðèãèíàë(y))−îá(y)(1)))) →
∀z(âõîäèò(z, p(2)) → îá(z)(1) = îá(z)(1) + m))

Îïåðàòîð "îñòàòî÷íïóòü", îïèñûâàåìûé íèæå, íàõîäèò íåêîòîðûé êðàò-
÷àéøèé ïóòü p â îñòàòî÷íîé ñåòè. Ïî íåìó âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà m, íà
êîòîðóþ ìîæíî óâåëè÷èòü çíà÷åíèÿ ïîòîêà âäîëü ïóòè. Óðîâåíü ñðàáàòû-
âàíèÿ ðàâåí 1.
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(c) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìîé ýòîãî ïðèåìà ñëóæèò êîíñòàíòà "èñòèíà", ÷òî îçíà÷àåò âûäà÷ó
ðåçóëüòàòà. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Äëÿ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "ìàêñïîòîê" èç ñêàíèðîâàíèÿ çàäà÷è ñîçäàí
ñëåäóþùèé ïðèåì:

∀Gax(òðàíñïñåòü(G) & ìàêñïîòîê(a, G) → ìàêñïîòîê(x, G) ↔ x = a)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "âòîðîéòåðì" è ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâèþ çàäà÷è
íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ïðèìåð". Ïåðåìåííàÿ x - íåèçâåñòíàÿ. Ïåð-
âûé àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì èç êîíòåêñòà, âòîðîé
- âûäåëåí óêàçàòåëåì "ïðîãðàììà". Óêàçàòåëü "îáúåêò(G)" îïðåäåëÿåò
èäåíòèôèêàöèþ òðàíñïîðòíîé ñåòè ñ îðãðàôîì â âû÷èñëèòåëüíîì ôîðìà-
òå ÃÅÍÎËÎÃà ÷åðåç êîììåíòàðèé (òåêîáúåêò . . .). Óêàçàòåëü "îáúåêò(a)"
îïðåäåëÿåò ââîä íîâîé ïåðåìåííîé äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòà a è ðåãè-
ñòðàöèþ åãî â êîììåíòàðèè (òåêîáúåêò . . .). Ïðè ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà
ñîçäàåòñÿ ïîñûëêà "ïîòîêâñåòè(a, G)". Ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ïîìåòêà a
G). Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.

Ïîìåòêè âåðøèí è ðåáåð ãðàôîâ õðàíÿòñÿ â èíôîðìàöèîííûõ áëîêàõ ñè-
ñòåìû â ôîðìàòå òåðìîâ è ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ. Ïîñëå òîãî, êàê îíè ñ÷è-
òàíû â çîíó çàäà÷, èõ íåîáõîäèìî ïåðåâîäèòü â òîò ôîðìàò, êîòîðîãî òðå-
áóåò òèï ñåòåâûõ îáúåêòîâ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñîçäàâàòü äîïîëíèòåëüíûå
ïðèåìû, ñðàáàòûâàþùèå íà óðîâíå 0. Â íàøåì ñëó÷àå ñîçäàí ñëåäóþùèé
ïðèåì:

∀G(òðàíñïñåòü(G) → ∅)
Îí èìååò çàãîëîâîê "çàìå÷àíèå". Àíòåöåäåíò èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûë-
êîé. Óêàçàòåëü "êîððåêò(G îðãðàô(ëîãñèìâîë äåñ÷èñëî))" îáåñïå÷èâàåò
íåîáõîäèìóþ êîððåêöèþ äàííûõ: òåðìû äëÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ðå-
áåð ïåðåâîäÿòñÿ â äåñÿòè÷íûå ÷èñëà.

2. Ïàêåò ïðîäóêöèé "îñòàòî÷íïóòü". Îïåðàòîð "îñòàòî÷íïóòü(õ1 õ2 õ3 õ4)" èìååò
ñâîèìè âõîäíûìè äàííûìè êîïèþ õ1 ñåòè, õðàíÿùåé çíà÷åíèÿ òåêóùåãî ïî-
òîêà è ÿâëÿþùåéñÿ êîïèåé èñõîäíîé òðàíñïîðòíîé ñåòè, à òàêæå èñòîê õ2 è
ñòîê õ3 ñåòè õ1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ êðàò÷àéøàÿ öåïü â
îðèãèíàëå ñåòè õ1. Ôîðìòà ïàêåòà çàäàåòñÿ òåðìîì "ïðîãðàììà(îñòàòî÷íïóòü
âõîä(õ1 îðãðàô(íàáîð(îáúåêò)îáúåêò)) âõîä(õ2 Âåðøèíà(îáúåêò)) âõîä(õ3 Âåð-
øèíà(îáúåêò)) âûõîä(õ4 íàáîð(íàáîð(îáúåêò))) ïàðàìåòð(õ5 íàáîð(Âåðøèíà(
îáúåêò))) ïàðàìåòð(õ6 íàáîð(Âåðøèíà(îáúåêò))) öèêë ïðîäîëæåíèå ïåðåñìîòð
óðîâåíü(2))".

(a) Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.

∀abef (∀x(x ∈ âåðøèíû(a) → îá(x)(1) = íåîïðåä) & e = (b) &
f = ïóñòîåñëîâî)

Ïåðâûå êîìïîíåíòû îòìåòîê âåðøèí îðãðàôà õ1 ðàñ÷èùàþòñÿ, òàê êàê
ýòîò îðãðàô èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ìàðøðóòîâ íåîäíîêðàò-
íî. Ïàðàìåòðû e, f àíàëîãè÷íû ïàðàìåòðàì f, g ïàêåòà "êðàò÷àéøèéïóòü".
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 0.

(b) Øàã ðàñøèðåíèÿ îêðåñòíîñòè.
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∀abcefhuv(âõîäèò(u, e) & âåäåò(h, u, v, a) & îá(v)(1) = íåîïðåä &
¬(v = c) & ¬(v = b) & îá(îðèãèíàë(îðèãèíàë(h))) >
îá(îðèãèíàë(h))(1) → îá(v)(1) = u & îá(v)(2) = h &
f = ñóôôèêñ(f, v))

Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(c) Óñìîòðåíèå ðåçóëüòàòà.

∀abcefhuv(âõîäèò(u, e) & âåäåò(h, u, v, a) & v = c &
îá(îðèãèíàë(îðèãèíàë(h))) > îá(îðèãèíàë(h))(1) &
èçâëå÷ìàðøðóò(u, p, q) → d = (îðèãèíàëû(ñóôôèêñ(p, v)),
îðèãèíàëû(ñóôôèêñ(q, h))))

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ðåçóëüòàò". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 1.

(d) Ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ñëîþ.

∀ef (¬(f = ïóñòîåñëîâî) → e = f & f = ïóñòîåñëîâî)

Èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ïåðåñìîòð". Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ðàâåí 2.
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Àíàëèçàòîð ðåøåíèé

Ïîøàãîâûé ïðîñìîòð äåéñòâèé ðåøàòåëÿ äàåò êàðòèíó ïîèñêà èì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â
ýòîé êàðòèíå ìíîãèå øàãè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåíóæíûìè, à ñàì õîä ðåøåíèÿ - äàëåêî
íå îïòèìàëüíûì. Âåðîÿòíî, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ÷åëîâåêîì ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íàÿ.
Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ õîòü êàêîå-òî ðåøåíèå, à çàòåì óæå îíî ðàñ÷èùàåòñÿ è îïòè-
ìèçèðóåòñÿ. Ïîýòîìó, ÷òîáû ñäåëàòü ðåøàòåëü áîëåå äîñòóïíûì äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ,
íåîáõîäèìî èìåòü â íåì êàêóþ-òî ñèñòåìó ïðîòîêîëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ è ïîñëåäóþ-
ùåé îïòèìèçàöèè ïðîòîêîëà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîçäàíû áàçèñíûå áëîêè òàêîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèå ñîõðàíÿòü
ïðîòîêîë è âûïîëíÿòü ïðîñòåéøóþ åãî ðàñ÷èñòêó. Â îñíîâíîì, âñå ñâîäèòñÿ ê îòáðà-
ñûâàíèþ øàãîâ âûâîäà ñëåäñòâèé â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íå èñïîëüçîâàííûõ
ïðè ïîëó÷åíèè îòâåòà. Ñàìà ñèñòåìà ïîëó÷èëà íàçâàíèå àíàëèçàòîðà ðåøåíèé.

11.1 Îðãàíèçàöèÿ ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è
Ïðîòîêîë ðåøåíèÿ çàäà÷è èìååò äðåâîâèäíûé õàðàêòåð: ïðè êàæäîì îáðàùåíèè ê
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ëèáî âñïîìîãàòåëüíîìó ïàêåòíîìó îïåðàòîðó ñîçäàåòñÿ íî-
âàÿ âåòâü äåðåâà, â êîòîðîé è îïèñûâàåòñÿ èõ ðåøåíèå. ×òîáû ó÷åñòü ñëó÷àè ïà-
êåòíûõ îïåðàòîðîâ, çäåñü èñïîëüçóåòñÿ óæå ââîäèâøååñÿ ðàíåå ïîíÿòèå îáîáùåííîé
çàäà÷è (ñì. òîì 1, îïèñàíèå ïðîñìîòðà öåïè çàäà÷ ïðè òðàññèðîâêå). Íàïîìíèì òèïû
òàêèõ çàäà÷:

1. Îáû÷íûå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, äîêàçàòåëüñòâî, îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå.

2. Çàäà÷à íîðìàëèçàòîðà - íàáîð (íîðìàëèçàòîð A1 A2 A3 A4), ãäå A1 - íàçâàíèå
íîðìàëèçàòîðà, A2 - ñïèñîê ïîñûëîê, A3 - îáðàáàòûâàåìûé íîðìàëèçàòîðîì
òåðì, A4 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ.

3. Çàäà÷à ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà - íàáîð (ëåãêîâèäåòü A1 A2 A3 A4), ãäå A1 - íà-
çâàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà, A2 - ñïèñîê ïîñûëîê, A3 - ïðîâåðÿåìîå óòâåð-
æäåíèå, A4 - ñïèñîê êîììåíòàðèåâ.

4. Çàäà÷à ñèíòåçàòîðà - íàáîð (ñèíòåçàòîð A1 A2 A3 A4), ãäå A1 - íàçâàíèå ñèíòå-
çàòîðà, A2 - ñïèñîê ïîñûëîê, A3 - ðåàëèçóåìîå óòâåðæäåíèå, A4 - ñïèñîê êîì-
ìåíòàðèåâ.

5. Çàäà÷à àíàëèçàòîðà - íàáîð (àíàëèçàòîð A1 A2 A3 A4), ãäå A1 - íàçâàíèå àíàëè-
çàòîðà, A2 - ëèáî çàäà÷à, äëÿ ïîñûëîê êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé
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âûâîä (â ìîìåíò îáðàùåíèÿ ê àíàëèçàòîðó), ëèáî (â ïðîöåññå ðàáîòû àíàëèçà-
òîðà) âíóòðåííÿÿ çàäà÷à àíàëèçàòîðà; A3 - óðîâåíü îáðàùåíèÿ ê àíàëèçàòîðó,
A4 - öåëåâàÿ óñòàíîâêà îáðàùåíèÿ.

Ôàêòè÷åñêè ïîä ïðîòîêîëîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìû áóäåì ïîíèìàòü ëèøü îäíó âåðøèíó
äðåâîâèäíîé êîíñòðóêöèè, îïèñûâàþùåé õîä ðåøåíèÿ. Äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé
îáîáùåííîé çàäà÷è çäåñü áóäåò èìåòüñÿ ñâîé ïðîòîêîë åå ðåøåíèÿ. Ýòîò ïðîòîêîë
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1. (çàäà÷à A) - A åñòü èñõîäíàÿ âåðñèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé çà-
ôèêñèðîâàíî â ïðîòîêîëå.

2. (èñõìîìåíò A) - A åñòü ÷èñëî íà ñ÷åò÷èêå øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà â
ìîìåíò îáðàùåíèÿ ê ðåøåíèþ îáîáùåííîé çàäà÷è.

3. (ñìêàäð A) - A åñòü íàáîð (A1, . . . , An) íàáîðîâ Ai êàäðîâ, îïèñûâàþùèõ ïîïûò-
êè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ - îáîðâàííûå ëèáî çàâåðøåííûå. Ôàêòè÷åñêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïîïûòîê îïðåäåëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé íàáîðîâ A1, . . . , An. Ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçðåçàíà íà ôðàãìåíòû Ai, ÷òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ â
çîíå çàäà÷ ñëèøêîì äëèííûõ íàáîðîâ. Äëèíà êàæäîãî Ai íå ïðåâîñõîäèò 40.
Êàæäûé êàäð íàáîðà Ai ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ,
òèïû êîòîðûõ áóäóò ïðèâåäåíû íèæå.

4. (òåêçàäà÷à A) - A åñòü êîïèÿ òîé âåðñèè îáîáùåííîé çàäà÷è, êîòîðàÿ âîçíèêëà
ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî çàðåãèñòðèðîâàííîãî â ïðîòîêîëå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

5. (íàäçàäà÷à A) - A åñòü âõîæäåíèå êàäðà âíåøíåãî ïðîòîêîëà, èç êîòîðîãî ïðî-
èçîøëî îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ òåêóùåé îáîáùåííîé çàäà÷è.

6. (ïðîãôàéë A1 A2) - (A1, A2) åñòü ññûëêà íà ôðàãìåíò îáðàùåíèÿ (òîò ôðàãìåíò
ïðîãðàììû â áëîêå ïðîãðàìì, èç êîòîðîãî ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê îáîáùåííîé
çàäà÷å).

7. (ëîãñèìâîë A) - A åñòü òîò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ê ïðîãðàììå êîòîðîãî îòíîñèòñÿ
ôðàãìåíò îáðàùåíèÿ.

8. (îïåðàòîð A) - A åñòü ñìåùåíèå â ôðàãìåíòå îáðàùåíèÿ îïåðàòîðà, îáðàòèâøå-
ãîñÿ ê çàäà÷å (ñèìâîëüíîå ÷èñëî).

9. (ïðîñìîòðçàäà÷è A) - ññûëêà íà çàäà÷ó â çàäà÷íèêå, åñëè ïðîòîêîë - êîðíåâîé.
Çäåñü A - ïàðà (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - äåñÿòè÷íûé íîìåð óçëà çàäà÷íèêà).

Êàæäûé êàäð, îïèñûâàþùèé ïîïûòêó ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà, ñîñòîèò èç èíôîðìàöè-
îííûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1. (îáðàùåíèå A) - A åñòü ïðîòîêîë ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé îáîáùåííîé çàäà-
÷è, îáðàùåíèå ê êîòîðîìó ïðîèçîøëî â òå÷åíèå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà.
Äàííûå èíôîðìàöèîííûå ýëåìåíòû ðàçìåùàþòñÿ â êàäðå ñëåâà íàïðàâî â òîì
ïîðÿäêå, â êîòîðîì ïðîèñõîäèëè îáðàùåíèÿ. Ìåæäó íèìè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ
ýëåìåíòû äðóãèõ òèïîâ.
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2. (ïðèåì A1 A2 A3) - (A1, A2, A3 åñòü ñòàíäàðòíàÿ ññûëêà íà ðåàëèçîâàííûé ïðèåì
ÃÅÍÎËÎÃà. Çäåñü A1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, A2 - íîìåð óçëà â áàçå ïðèåìîâ, A3

- çàãîëîâîê ïðèåìà.

3. (ïðèåì A1 A2) - ññûëêà íà ðåàëèçîâàííûé ïðèåì ËÎÑà: A1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë,
A2 - íîìåð êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(. . .)", ïðåäøåñòâîâàâøåé ñðàáàòûâàíèþ.

4. (çàìåíàâõîæäåíèÿ A1 A2 A3) - ïðèåì âûïîëíèë çàìåíó âõîæäåíèÿ A1 ïîäòåðìà
çàäà÷è (óñëîâèÿ ïðè A2 = 1 ëèáî ïîñûëêè ïðè A2 = 0)íà òåðì A3.

5. (âûâîä A) - ïðèåì âûïîëíèë âûâîä â ïîñûëêàõ óòâåðæäåíèÿ A.

6. (âûâîäóñëîâèÿ A) - ïðèåì âûïîëíèë âûâîä â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ A.

7. (îòâåò A) - ïðèåì âûäàë îòâåò A îáîáùåííîé çàäà÷è.

8. (èçìåíåíèå A) - A åñòü íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, îïèñûâàþùèõ âñå
èçìåíåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è, ïðîèçîøåäøèå ïîñëå ïðîòîêîëèðîâàíèÿ ïðåäû-
äóùåãî øàãà åå ðåøåíèÿ ïî ìîìåíò çàâåðøåíèÿ åå òåêóùåãî øàãà. Òèïû òàêèõ
ýëåìåíòîâ ñëåäóþùèå:

(a) (ïîñûëêà A1 A2 A3) - A1 åñòü ñïèñîê ñèìâîëüíûõ íîìåðîâ èñêëþ÷àåìûõ
ïîñûëîê; A2 - ñïèñîê ïàð (íîìåð ñòàðîé ïîçèöèè - íîìåð íîâîé ïîçèöèè),
îïðåäåëÿþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê â ñîõðàíÿþùèõñÿ ïîñûë-
êàõ; A3 - ñïèñîê ïàð (íîìåð ïîçèöèè â ñïèñêå ïîñûëîê èçìåíåííîé çàäà÷è
- ïîñûëêà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ýòîé ïîçèöèè), ïåðå÷èñëÿþùèé âñå íîâûå
ïîñûëêè. Íóìåðàöèÿ ïîñûëîê íà÷èíàåòñÿ ñ 1.

(b) (óñëîâèå A1 A2 A3) - A1 åñòü ñïèñîê ñèìâîëüíûõ íîìåðîâ èñêëþ÷àåìûõ
óñëîâèé; A2 - ñïèñîê ïàð (íîìåð ñòàðîé ïîçèöèè - íîìåð íîâîé ïîçèöèè),
îïðåäåëÿþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê â ñîõðàíÿþùèõñÿ óñëî-
âèÿõ; A3 - ñïèñîê ïàð (íîìåð ïîçèöèè â ñïèñêå óñëîâèé èçìåíåííîé çàäà-
÷è - óñëîâèå, ðàñïîëîæåííîå íà ýòîé ïîçèöèè), ïåðå÷èñëÿþùèé âñå íîâûå
óñëîâèÿ. Íóìåðàöèÿ óñëîâèé íà÷èíàåòñÿ ñ 1. Â ñëó÷àå çàäà÷è íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå ëèáî äîêàçàòåëüñòâî, ëèáî ïàêåòíîãî îïåðàòîðà A1 = 1, A2 =
"ïóñòîåñëîâî", A3 - èçìåíåííîå óñëîâèå.

(c) (êîììåíòàðèè A1 A2 A3 A4) - A1 åñòü óêàçàòåëü íà ïîñûëêè (0) ëèáî óñëî-
âèÿ (1); A2 - ñèìâîëüíûé íîìåð òåðìà çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñïèñîê êîììåíòàðèåâ, ëèáî 0 (äëÿ ñïèñêà îáùèõ êîììåíòàðèåâ). A3 -
ñïèñîê êîììåíòàðèåâ, èñêëþ÷àåìûõ èç ðàññìàòðèâàåìîãî ñïèñêà êîììåí-
òàðèåâ; A4 - íàáîð íîâûõ êîììåíòàðèåâ, çàíîñèìûõ â ñïèñîê. Â ñëó÷àå
ïàêåòíîãî îïåðàòîðà A1 = 0, A2 = 0.

(d) (öåëè A1 A2) - A1 åñòü ñïèñîê èñêëþ÷àåìûõ öåëåé, A2 - ñïèñîê íîâûõ öåëåé.

(e) (÷èñëî A1 A2) - A2 åñòü íàáîð âåñîâ ïîñûëîê (ïðè A1 = 0 ëèáî óñëîâèé
(ïðè A1 = 1) â èçìåíåííîé çàäà÷å. Åñëè íåñêîëüêî èäóùèõ ïîäðÿä òåðìîâ
çàäà÷è èìåþò îäèí è òîò æå âåñ, òî âìåñòî íåãî â íàáîðå A2 ïîìåùàåòñÿ
ïàðà (B1, B2), ãäå B1 - êîëè÷åñòâî òåðìîâ (ñèìâîëüíîå ÷èñëî); B2 - èõ
îáùèé âåñ. Â ñëó÷àå çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå è äîêàçàòåëüñòâî ïðè A1 = 1
çíà÷åíèå A2 - íîâûé âåñ óñëîâèÿ.

9. (÷èñëî A) - A åñòü ìîìåíò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà.
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10. "ñòîï" - ïðåîáðàçîâàòåëü çàáëîêèðîâàë âûïîëíåíèå ïðèåìà.

11. (ðàçáîðñëó÷àåâ A1 A2) - ïðèåì âûïîëíèë ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî óòâåðæäåíèþ A2 -
ïîñûëêå ïðè A1 = 0 è óñëîâèþ ïðè A1 = 1.

12. "èçâåñòíî" - ïðèåì âûäàë îòâåò çàäà÷è íà îïèñàíèå, óñëîâèÿ êîòîðîé íå ñîäåð-
æàò íåèçâåñòíûõ.

13. "ðåäàêöèÿ" - âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ðåäàêöèÿ".

14. (èçâåñòíû A) - âûäà÷à îòâåòà áëîêà àíàëèçà, èìåþùåãî öåëü "èçâåñòíî".
A - íàáîð èñïîëüçîâàííûõ ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà.

15. (çàìåíà A1 A2) - ïðèåì íîðìàëèçàòîðà âûïîëíèë çàìåíó òåðìà A1 íà òåðì A2.

16. (âûâîäèìî A) - A åñòü ñïèñîê âñåõ èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì óòâåðæäåíèé èç
êîíòåêñòà ñðàáàòûâàíèÿ.

17. "ëåãêîâèäåòü" - ïðèåì âûäàë îòâåò ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

18. (ñèíòåçàòîð A) - ïðèåì âûäàë íàáîð A çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïàêåò-
íîãî ñèíòåçàòîðà.

19. (âíóòðâûâîä A) - ïðèåì àíàëèçàòîðà âûïîëíèë âûâîä óòâåðæäåíèÿ A.

20. (ïåðåì A) - A åñòü íàáîð îáúåêòîâ, ñ êîòîðûìè èäåíòèôèöèðîâàíû ïåðåìåí-
íûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû ïðèåìà (ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà). Òèï
äàííûõ îáúåêòîâ - âõîæäåíèå ëèáî òåðì. Çíà÷åíèå 0 îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò ïðè
ñîñòàâëåíèè ïðîòîêîëà îïðåäåëèòü íå óäàëîñü.

21. (ðàâíî A1 A2 A3) - ïðèåì âûïîëíèë çàìåíó ïîäòåðìà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà,
êîîðäèíàòà âõîæäåíèÿ êîòîðîãî â çàäà÷ó åñòü (A1, A2, A3).

22. (ïåðåñòàíîâêà A1 A2 A3) - ïðèåì âûïîëíèë ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé ðàâåíñòâà, êî-
îðäèíàòà âõîæäåíèÿ êîòîðîãî â çàäà÷ó åñòü (A1, A2, A3).

23. "èññëåäîâàòü" - ïðèåì âûâîäà ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå.

24. (ïðîòîêîë A) - A åñòü âõîæäåíèå â íåêîòîðûé íàáîð òîãî ïðîòîêîëà, ê êîòîðîìó
îòíîñèòñÿ äàííûé êàäð.

25. (âõîä A1 A2) - A1 åñòü âõîæäåíèå òîãî êàäðà ïðîòîêîëà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ
äàííûì êàäðîì. A2 - èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò, óòî÷íÿþùèé òèï èñïîëüçîâà-
íèÿ (ñì. íèæå). Ýëåìåíòû "âõîä" âîçíèêàþò óæå ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðè
çàâåðøàþùåé îáðàáîòêå ñîñòàâëåííîãî ïðîòîêîëà. Îíè ñîçäàþòñÿ òîëüêî äëÿ
òåõ êàäðîâ, êîòîðûå ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàíû ïðè ïîëó÷åíèè èòîãîâîãî îòâå-
òà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû èñïîëüçîâàíèÿ îäíîãî êàäðà ïðîòîêîëà â
äðóãîì:

(a) (âûâîäèìî B) - â ýëåìåíòå "èçìåíåíèå . . ." ïåðâîãî êàäðà óïîìÿíóòî óòâåð-
æäåíèå B, èñïîëüçóåìîå äëÿ îáîñíîâàíèÿ äåéñòâèÿ âòîðîãî êàäðà.

(b) "îòâåò" - ïåðâûé êàäð ïåðåäàåò îòâåò âòîðîìó.
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(c) "çàìåíàâõîæäåíèÿ" - âòîðîé êàäð ïðåîáðàçóåò òåðì, ïîëó÷åííûé â ïåðâîì
êàäðå.

(d) (èçâåñòíû x) - â ïåðâîì êàäðå çàâåðøàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå óïðîùåíèå
âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé x, âî âòîðîì - âûäàåòñÿ îòâåò áëîêà àíàëèçà,
èìåþùåãî öåëü "èçâåñòíî".

(e) (ó÷åòðåçóëüòàòà x) - â ïåðâîì êàäðå çàâåðøàåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå óïðîùåíèå
âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíîé x, âî âòîðîì - âûäàåòñÿ îòâåò áëîêà àíàëèçà,
èìåþùåãî öåëü "èçâåñòíî".

(f) "ðåäàêöèÿ" - ïåðâûé êàäð çàâåðøàåò ðåäàêòèðîâàíèå îòâåòà çàäà÷è íà
îïèñàíèå, âûäàâàåìîãî âòîðûì êàäðîì.

(g) (âàðèàíò B) - ïåðâûé êàäð èíèöèèðóåò ðàçáîð ñëó÷àåâ, â ðåçóëüòàòå êîòî-
ðîãî âîçíèêàåò óòâåðæäåíèå B, èñïîëüçóåìîå âî âòîðîì êàäðå.

(h) (èññëåäîâàòü B) - ïåðåíåñåíèå â ñïèñîê óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå óòâåð-
æäåíèÿ B, âûâåäåííîãî â áëîêå àíàëèçà.

(i) (ðàçáîðñëó÷àåâ B) - â ïåðâîì êàäðå âûâîäèòñÿ äèçúþíêöèÿ B, ïî êîòîðîé
âòîðîé êàäð âûïîëíÿåò ðàçáîð ñëó÷àåâ.

(j) (çàìåíàãðóïïû B) - âòîðîé êàäð ïðåîáðàçóåò ãðóïïó óòâåðæäåíèé, îäíî
èç êîòîðûõ - óòâåðæäåíèå A, ïîëó÷åííîå â ïåðâîì êàäðå.

(k) "ñëåäñòâèÿ" - âòîðîé êàäð èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû âûâîäà â áëîêå àíàëèçà,
ïðåäïðèíÿòîãî â ïåðâîì êàäðå.

(l) "àíàëèçàòîð" - âòîðîé êàäð îòáèðàåò ãðóïïó ïîñûëîê, âûâåäåííûõ ïàêåò-
íûì àíàëèçàòîðîì.

(m) "èñòèíà" - ïåðâûé êàäð óñìàòðèâàåò òîæäåñòâåííî èñòèííîå óñëîâèå çà-
äà÷è íà îïèñàíèå, âòîðîé - âûäàåò îòâåò ýòîé çàäà÷è.

26. (âûõîä A1 A2) - A1 åñòü âõîæäåíèå îäíîãî èç êàäðîâ ïðîòîêîëà, èñïîëüçóþùèõ
äàííûé êàäð. A2 - èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò, óòî÷íÿþùèé òèï èñïîëüçîâàíèÿ
(òàêîé æå, êàê âûøå). Ó÷èòûâàþòñÿ ëèøü òå ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ îäíèì êàä-
ðîì äðóãîãî, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ èòîãîâîãî îòâåòà.

27. (íîðìóðàâí A) - ïðèåì ðåøàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé A, èçâëå÷åííûõ èç ïîñûëîê
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, è çàíîñèò ðåçóëüòàòû îáðàòíî â ýòîò ñïèñîê ïîñûëîê.

28. (ïàðàìåòð A) - ïðèåì èñêëþ÷àåò ïàðàìåòð çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûðàæåííûé
ðàâåíñòâîì A ÷åðåç äðóãèå ïàðàìåòðû.

29. (ñóùåñòâóåò A) - ïðèåì ðåäàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ A.

30. (èñêëþ÷íåèçâ A) - ïðèåì èñêëþ÷àåò íåèçâåñòíóþ çàäà÷è íà îïèñàíèå, âûðà-
æåííóþ ðàâåíñòâîì A ÷åðåç äðóãèå íåèçâåñòíûå.

31. "îäç" - ïðèåì ââîäèò óñëîâèÿ íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

32. (çàìåíàãðóïïû A1 A2 A3) - ïðèåì âûïîëíèë çàìåíó ãðóïïû A1 ïîñûëîê (ïðè
A2 = 0) ëèáî óñëîâèé (ïðè A2 = 1) íà óòâåðæäåíèå A3.

33. (è A1 A2) - A1 åñòü êîíúþíêòèâíàÿ ïîñûëêà ïðè A2 = 0 ëèáî êîíúþíêòèâíîå
óñëîâèå ïðè A2 = 1, çàìåíÿåìàÿ íà ãðóïïó ñâîèõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
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34. (òåêçàäà÷à A) - A åñòü òåêóùàÿ çàäà÷à ïåðåä âûïîëíåíèåì äàííîãî êàäðà, ëèáî
0. Ýëåìåíò ââîäèòñÿ â ïåðâûõ êàäðàõ íàáîðîâ - ôðãàìåíòîâ ïîëíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè êàäðîâ. Îí ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì äëÿ ïðîñëåæèâàíèÿ òåêóùèõ çàäà÷
âäîëü âñåãî íàáîðà. Ñíà÷àëà A ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 0, à ôàêòè÷åñêàÿ òåêóùàÿ
çàäà÷à A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìåðå íàäîáíîñòè è çàòåì ñîõðàíÿåòñÿ.

35. (âñïîìíåèçâåñòíàÿ x) - ïðèåì ââåë âñïîìîãàòåëüíóþ íåèçâåñòíóþ x.

36. (íîâûåíåèçâåñòíûå A1 A2 A3) - ïðèåì ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì â çàäà÷å
íà îïèñàíèå. A1 - íàáîð âûäåëÿåìûõ óñëîâèé; A2 - íàáîð âûðàæåíèé ñî ñòàðûìè
íåèçâåñòíûìè; A3 - íàáîð îáîçíà÷àþùèõ èõ íîâûõ íåèçâåñòíûõ.

37. "àíàëèçàòîð" - ïðèåì âûïîëíèë îáðàùåíèå ê àíàëèçàòîðó.

38. (óðîâåíü A) - A åñòü òåêóùèé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà.

39. (òî÷êàïðèâÿçêè A1 A2 A3) - A1 åñòü íîìåð ïîñûëêè ëèáî óñëîâèÿ, â êîòîðûõ
íàõîäèòñÿ òî÷êà ïðèâÿçêè ïðèåìà; A2 - óêàçàòåëü ïîñûëêè ëèáî óñëîâèÿ (0 ëèáî
1); A3 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ïðèâÿçêè ïðèåìà.

40. "êîíåö" - âûäåëåíèå çàâåðøàþùåãî êàäðà êîðíåâîãî ïðîòîêîëà.

41. (âíåøîòâåò A) - A åñòü íàáîð óòâåðæäåíèé, îáðàçóþùèé îòâåò âíåøíåé çàäà÷è
íà îïèñàíèå, íàéäåííûé â áëîêå àíàëèçà.

42. (òðàíçèòîïåðàíä A1 A2 A3) - A1, A2 ñóòü äâà èñïîëüçîâàííûõ îïåðàòîðîì "òðàí-
çèòîïåðàíä" óòâåðæäåíèÿ èç êîíòåêñòà ñðàáàòûâàíèÿ áûëè íóæíû ïðèåìó òîëü-
êî äëÿ óñìîòðåíèÿ óòâåðæäåíèÿ A3.

43. (÷èñëàòîìû A) - A åñòü íàáîð ïàð (÷èñëîâîé àòîì - ðåçóëüòàò åãî îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè) äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âñòðå÷àâøèõñÿ â êàäðàõ âûâîäà, äîñòèæèìûõ
èç òåêóùåãî êàäðà ïî öåïî÷êàì ïåðåõîäîâ ÷åðåç ýëåìåíòû "âõîä".

44. (òåîðåìà A1 A2) - (A1, A2) åñòü ññûëêà íà òåîðåìó â áàçå òåîðåì, êîòîðàÿ áûëà
çàíåñåíà ïðèåìîì â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è.

45. (çàìåùåíèåóñëîâèé A) - A åñòü íàáîð ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ïåðåíî-
ñèìûõ âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå.

Ëèøü ÷àñòü ïåðå÷èñëåííûõ èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ âîçíèêàþò íåïîñðåäñòâåííî
â ïðîöåññå ïðîòîêîëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Îñòàëüíûå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè îáðàáîòêå óæå
ñîçäàííîãî "ïåðâè÷íîãî" ïðîòîêîëà.

11.2 Ñîçäàíèå ïåðâè÷íîãî ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ
Äëÿ çàïóñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ñîñòàâëåíèåì ïðîòîêîëà íóæíî âîéòè â ïðîñìîòð
ýòîé çàäà÷è è íàæàòü êëàâèøó "ó" (êèðèëëèöà). Ïðîöåññ ïîèñêà ðåøåíèÿ íå îòîá-
ðàæàåòñÿ, íî ïîñëå òîãî, êàê çàäà÷à ðåøåíà, íà ýêðàíå îòîáðàæàåòñÿ êîðíåâîé êàäð
ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ. Èíòåðôåéñ ïðîñìîòðà ïðîòîêîëà áóäåò îïèñàí â êîíöå ðàçäåëà,
à ïîêà çàéìåìñÿ îïèñàíèåì ïðîãðàìì, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà.
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Ïðîãðàììà, ðåàãèðóþùàÿ íà íàæàòèå êëàâèøè "ó", ìîæåò áûòü íàéäåíà ÷åðåç îãëàâ-
ëåíèå ïðîãðàìì: â ðàçäåëå "Àíàëèçàòîð ðåøåíèé" âûáèðàåì ïåðâûé ïóíêò - "Çàïóñê
àíàëèçàòîðà ðåøåíèé". Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(70)" íà ñ÷åò÷èêå øàãîâ ðà-
áîòû èíòåðïåðòàòîðà ËÎÑà óñòàíàâëèâàåòñÿ 0 è ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (òðàññèðîâêà
. . .), èíèöèèðóþùèé âûäà÷ó íîìåðà òåêóùåãî øàãà ïðè ðàáîòå ñ îòëàä÷èêîì ËÎÑà.

Ïîñëå îïåðàòîðà "âåòâü 2" íàõîäèòñÿ ëîãè÷åñêèé òåðìèíàë, äîñòèæèìûé èç êîðíÿ
çàäà÷íèêà ïî ìåòêàì "òðàññèðîâêà", "ðåøåíèå". Ýòîò òåðìèíàë ñîäåðæèò óñòàíîâêó
íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà. Ïðèâåäåì òèïû ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ â
äàííîé óñòàíîâêå:

1. (ìàêñèìàëüíûéóðîâåíü A) - A åñòü ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü, äî êîòîðîãî áóäåò
ðåøàòüñÿ çàäà÷à.

2. (ëèìèò A) - A åñòü ÷èñëî øàãîâ, ïîñëå êîòîðûõ ïîïûòêà ðåøåíèÿ îáðûâàåòñÿ.

3. "áûñòðïðåîáð" - â ïðîòîêîë âêëþ÷àþòñÿ îáðàùåíèÿ ê íîðìàëèçàòîðàì.

4. "ëåãêîâèäåòü" - â ïðîòîêîë âêëþ÷àþòñÿ îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðàì.

5. "ñèíòåçàòîð" - â ïðîòîêîë âêëþ÷àþòñÿ îáðàùåíèÿ ê ïàêåòíûì ñèíòåçàòîðàì.

6. "àíàëèçàòîð" - â ïðîòîêîë âêëþ÷àþòñÿ îáðàùåíèÿ ê ïàêåòíûì àíàëèçàòîðàì.

Çàìåòèì, ÷òî óñòàíîâêà íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà ñîçäàåòñÿ çàáëàãîâðåìåííî. Äëÿ
âõîäà â åå ðåäàêòèðîâàíèÿ íóæíî, íàõîäÿñü â ïðîñìîòðå çàäà÷è, íàæàòü "Ctr-ó" (êè-
ðèëëèöà). Ðåêîìåíäóåòñÿ íå âêëþ÷àòü â ïðîòîêîë îáðàùåíèÿ ê ïðîâåðî÷íûì îïåðà-
òîðàì è ñèíòåçàòîðàì, òàê êàê ýòèõ îáðàùåíèé îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíî ìíîãî.

Íàéäåííàÿ óñòàíîâêà ïåðåñûëàåòñÿ â õ16, è ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2". Çäåñü çàïóñêàåò-
ñÿ ïðîöåäóðà "ðåøåíèå(õ11 õ16 õ17)", êîòîðàÿ, ñîáñòâåííî, è ñîñòàâëÿåò ïåðâè÷íûé
ïðîòîêîë A ðåøåíèÿ çàäà÷è õ11. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (ïðî-
òîêîë A). Äàëåå ê ïðîòîêîëó A äîáàâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (ïðîñìîòð-
çàäà÷è B), ñîäåðæàùèé ññûëêó B íà ðåøàâøóþñÿ çàäà÷ó â çàäà÷íèêå. Íàêîíåö,
ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ñìðåøåíèå(õ17)", âûïîëíÿþùåé çàâåð-
øàþùóþ îáðàáîòêó ïðîòîêîëà è ðåàëèçóþùåé èíòåðôåéñ ïðîñìîòðà ïðîòîêîëà. Ïî
çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà - âíóòðåííèé ïåðåçàïóñê ñ âîçâðàùåíèåì â èñõîäíóþ òî÷êó
çàäà÷íèêà.

Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû "ðåøåíèå" íåâåëèêà è ìîæåò áûòü íàéäåíà ÷åðåç ïóíêò "Àíà-
ëèçàòîð ðåøåíèé" - "Ïðîöåäóðà ÐÅØÅÍÈÅ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Ïðåæäå âñåãî,
óäàëÿåòñÿ ñòàðàÿ âåðñèÿ êîììåíòàðèÿ (ðåøåíèå A) ê èñõîäíîé çàäà÷å è ââîäèòñÿ åãî
íîâàÿ âåðñèÿ. Çäåñü A - óñòàíîâêà íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà. Äàëåå ïåðåìåííîé õ6
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîòîâêà îòâåòà - ïàðà (ïðîòîêîë B). Â íàêîïèòåëü ïðîòîêîëà B çàíî-
ñÿòñÿ: ýëåìåíò (çàäà÷à Z), ññûëàþùèéñÿ íà ïîëíóþ êîïèþ Z ðåøàåìîé çàäà÷è, ýëå-
ìåíò (èñõìîìåíò t) è ïóñòîé íàêîïèòåëü êàäðîâ (ñìêàäð íàáîð(íàáîð(ïóñòîåñëîâî))).
Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ òðåáóåìûé ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ðåøåíèÿ çàäà÷è (ïî
óìîë÷àíèþ - 16). Ýòîò óðîâåíü çàíîñèòñÿ â ðåãèñòð óðîâíÿ, è îïåðàòîð "òðàññèðîâ-
êà(ïðîòîêîë 0)" óñòàíàâëèâàåò ñïåöèàëüíûé ðåæèì ïðåðûâàíèé èíòåðïðåòàòîðà ËÎ-
Ñà, íåîáõîäèìûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòîêîëà. Îá ýòîì ðåæèìå ìû ðàññêàæåì íåìíîãî
íèæå, à ïîêà ïðîäîëæèì ïðîõîæäåíèå ïðîãðàììû îïåðàòîðà "ðåøåíèå". Ïîñëå óñòà-
íîâêè ðåæèìà ðàçìåùàåòñÿ îáû÷íîå îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî
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ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà, îòëàä÷èêà ËÎÑà è íåêîòîðûõ ñëóæåáíûõ
áëîêîâ ïðîãðàìì ïðèåìîâ îáåñïå÷èâàþò ïîñòåïåííîå çàïîëíåíèå íàêîïèòåëÿ ïðîòî-
êîëà õ6, òàê ÷òî ê êîíöó ðåøåíèÿ çàäà÷è òàì óæå íàõîäèòñÿ åãî ïåðâè÷íàÿ âåðñèÿ.
Ïîäðîáíåå ìû ðàññìîòðèì ýòîò ïðîöåññ íèæå.

Äàëåå ïðîèñõîäèò ñáðîñ âñåõ óñòàíîâîê íà ïðåðûâàíèÿ èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà. Îïå-
ðàòîð "ïðîòîêîëû(ïðàâûéêðàé(õ6)õ10)" ïåðå÷èñëÿåò âõîæäåíèÿ õ10 âñåõ ïîäïðîòî-
êîëîâ êîðíåâîãî ïðîòîêîëà õ6. Â êàæäûé êàäð õ14 ïðîòîêîëà õ10 çàíîñèòñÿ ññûëêà
(ïðîòîêîë õ10) íà âíåøíèé ïðîòîêîë, à â êàæäûé ïðîòîêîë õ15 âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è (ðåøåííîé ëèáî îáîðâàííîé), óïîìÿíóòûé â êàäðå õ14, çàíîñèòñÿ ññûëêà "íàä-
çàäà÷à" íà êàäð õ14. Ïî çàâåðøåíèè ýòèõ äåéñòâèé âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ6.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, óñòàíîâêà ðåæèìà ïðåðûâàíèé èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà äëÿ ñî-
çäàíèÿ ïðîòîêîëà âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òðàññèðîâêà(ïðîòîêîë 0)".
Ïðè ýòîì â ìàññèâå èíòåðïðåòàòîðà PR ñîçäàåòñÿ êàäð ïðåðûâàíèÿ, ó êîòîðîãî ïåð-
âàÿ ÿ÷åéêà õðàíèò ÷èñëî 19 - òèï óñòàíîâêè íà ïðåðûâàíèå ïðè ñîñòàâëåíèè ïðîòî-
êîëà ðåøåíèÿ. Èíòåðïðåòàòîð áóäåò âûïîëíÿòü âûõîä â îòëàä÷èê ËÎÑà ïðè âûïîë-
íåíèè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Íåïîñðåäñòâåííî â íà÷àëå ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà "îòâåò".

2. Ïðè ðåàëèçàöèè îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ "îòâåòçàäà÷è". Ïðåðûâàíèå ïðîèñ-
õîäèò íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä íà÷àëîì ñêàíèðîâàíèÿ íîâîé çàäà÷è.

3. Ïðè ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà "êòï" (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà ïðåðûâàíèÿ). Ýòîò ôèê-
òèâíûé îïåðàòîð ïîìåùàåòñÿ â êîíöå ïðîöåäóð, ðåàëèçóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðèåìîâ. Îí èíèöèèðóåò çàêðûòèå òåêóùåãî êàäðà ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ. Ïîñëå
äàííîãî îïåðàòîðà äîëæåí èäòè ëèáî îïåðàòîð "ñòîï", ëèáî îïåðàòîð "âûõîä".
Îïåðàòîð "êòï" óñòàíàâëèâàåò ñïåöèàëüíûé ôëàã (ïåðåìåííàÿ istprer), ðàâíûé
0, åñëè ïîñëå îïåðàòîðà èäåò "ñòîï", è 1, åñëè èäåò "âûõîä". Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
çíà÷åíèÿ õ1 ýòîãî ôëàãà ñëóæèò îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(êòï õ1)".

4. Ïðè îáðàùåíèè ê ïðîãðàììå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ: "çàìåíàâõîæäå-
íèÿ", "âûâîä", "âûâîäóñëîâèÿ", "çàìåíàãðóïïû", "âíóòðâûâîä", "êîíòðîëüçà-
ìåíû", "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè", "êîíòðîëüáóôåðà", "ó÷åòâáóôåðå", "àíàëè-
çàòîð", "âíóòðïðåîáð".

Òèï îáðàùåíèÿ ê ïðîãðàììå "ïðåðûâàíèå" â ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 11.

×òîáû îòëàä÷èê ËÎÑà, îáðàáàòûâàÿ ïðåðûâàíèå òèïà 11, ìîã ïîëó÷èòü âñå íåîá-
õîäèìóþ èíôîðìàöèþ, ñîçäàí äîïîëíèòåëüíûé ìàññèâ SD ãëîáàëüíîãî ñòýêà S. Åãî
ðàçìåðû â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ ðàçìåðàìè ãëîáàëüíîãî ñòýêà. Ìàññèâ ñîïðîâîæäà-
þùèõ äàííûõ êàäðà K ãëîáàëüíîãî ñòýêà ðàñïîëîæåí â SD ïî òîìó æå ñìåùåíèþ,
÷òî ñàì êàäð K â S. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ÿ÷åéêè ýòîãî ìàññèâà:

1. 1-ÿ ÿ÷åéêà (ñìåùåíèå 0) õðàíèò íîìåð N ïîñëåäíåãî ñðàáîòàâøåãî â äàííîì
êàäðå îïåðàòîðà "ïðèåì(N)" ëèáî "êîíòðîëüïðèåìà(s N r)".

2. 2-ÿ ÿ÷åéêà, åñëè ïîñëåäíèì ñðàáîòàë îïåðàòîð "ïðèåì(. . .)", õðàíèò 0. Èíà÷å
îíà õðàíèò íîìåð ñèìâîëà s.

3. 3-ÿ ÿ÷åéêà õðàíèò ëèáî 0, ëèáî ñìåùåíèå â çîíå çàäà÷ ïàðû (ïðîòîêîë A) -
íàêîïèòåëÿ ïðîòîêîëà A ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è êàäðà K.
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4. 4-ÿ ÿ÷åéêà èñïîëüçóåòñÿ, åñëè 2-ÿ ÿ÷åéêà íåíóëåâàÿ. Òîãäà îíà õðàíèò íîìåð
ñèìâîëà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàãîëîâêîì òåðìà r (ò.å. çàãîëîâêà ïðèåìà).

Ïåðâàÿ, âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ ÿ÷åéêè çàïîëíÿþòñÿ èíòåðïðåòàòîðîì ËÎÑà, òðåòüÿ -
èçíà÷àëüíî ñîäåðæèò 0, à âïîñëåäñòâèè êîððåêòèðóåòñÿ îòëàä÷èêîì ËÎÑà. Äëÿ ðà-
áîòû ñ äîïîëíèòåëüíûì ìàññèâîì SD ñîçäàíû îïåðàòîðû "òðàññèðîâêà(ñìïðèåì õ1
õ2 õ3)" è "òðàññèðîâêà(ðåøåíèå õ1 õ2 õ3)". Âõîäíûì äàííûì õ1 ïåðâîãî èç íèõ
ñëóæèò ñìåùåíèå íåêîòîðîãî êàäðà ãëîáàëüíîãî ñòýêà S. Îïåðàòîð âûäàåò èíôîð-
ìàöèþ î ïîñëåäíåì ïðîéäåííîì ïðè ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû äàííîãî êàäðà îïåðàòî-
ðå "ïðèåì(. . .)" ëèáî "êîíòðîëüïðèåìà(. . .)". Åñëè ïîñëåäíèì áûë ïðîéäåí îïåðàòîð
"ïðèåì(N)", òî çíà÷åíèåì âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ2 ñòàíîâèòñÿ 0, à ïåðåìåííîé õ3
- ÷èñëî N . Åñëè æå ïîñëåäíèì áûë ïðîéäåí îïåðàòîð "êîíòðîëüïðèåìà(s N r)", òî
ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ (s - çàãîëîâîê òåðìà r), à
ïåðåìåííîé õ3 - ÷èñëî N . Åñëè îïåðàòîðû óêàçàííîãî âèäà â äàííîì êàäðå åùå íå
âûïîëíÿëèñü, òî õ2 è õ3 ðàâíû 0.

Âõîäíûì äàííûì õ1 îïåðàòîðà "òðàññèðîâêà(ðåøåíèå õ1 õ2 õ3)" ñëóæèò ñìåùåíèå
êàäðà ãëîáàëüíîãî ñòýêà S. Åñëè âõîäíîå äàííîå õ2 ðàâíî 0, òî âûõîäíîé ïåðåìåííîé
õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (ïðîòîêîë A), èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâÿçàííîãî ñ êàä-
ðîì õ1 ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ A. Îíà èçâëåêàåòñÿ èç òðåòüåé ÿ÷åéêè ñîîòâåòñòâóþùåãî
êàäðà ìàññèâà SD. Åñëè æå õ2 ðàâíî 1, òî ïåðåìåííàÿ õ3 ÿâëÿåòñÿ âõîäíîé, ïðè÷åì
åå çíà÷åíèåì äîëæíà ñëóæèòü ïàðà âèäà (ïðîòîêîë A). Ýòà ïàðà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
òðåòüåé ÿ÷åéêå ñîîòâåòñòâóþùåãî êàäðà ìàññèâà SD.

Îñíîâíóþ ðàáîòó ïî ñîñòàâëåíèþ ïðîòîêîëà âûïîëíÿåò îòëàä÷èê ËÎÑà. ×òîáû âûé-
òè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ âåòâü åãî ïðîãðàììû, ñëóæèò ðàçäåë "Àíàëèçàòîð ðåøåíèé"
- "Ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ" - "Îáðàáîòêà ïðåðûâàíèÿ àíàëèçàòîðà ðåøåíèé"
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Ïåðåéäåì ê ïðîãðàììå ÷åðåç ïåðâûé ïóíêò ýòîãî ðàçäåëà è
áóäåì ïðîñëåæèâàòü õîä åå âûïîëíåíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, ñîðèåíòèðóåìñÿ â ïðîãðàììå ñèìâîëà "ïðåðûâàíèå" - íàæìåì "êóðñîð
ââåðõ" è âûéäåì â íàäôðàãìåíò. Ýòî - êîðíåâîé ôðàãìåíò ïðîãðàììû. Âèäíî, ÷òî
îòëàä÷èê óñïåë ëèøü ïðèñâîèòü ïåðåìåííîé õ1 òèï îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "ïðåðû-
âàíèå" è óáåäèòüñÿ, ÷òî îí ðàâåí 11, ò.å. óêàçûâàåò íà ðåæèì ñîñòàâëåíèÿ ïðîòîêîëà.

Âåðíåìñÿ ê îòïðàâíîé òî÷êå ÷åðåç ïåðåõîä "èíà÷å 2". Çäåñü ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð (A1, . . . , A7) ñîõðàíåííûõ ïåðåä âõîäîì â ïðåðûâàíèå çíà÷åíèé ãëî-
áàëüíûõ ïåðåìåííûõ. A1 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "íåò" ëèáî ñîäåðæèìîå ïåðåìåííîé
"îòâåò"; A2 - òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë (÷üÿ ïðîãðàììà èñïîëíÿåòñÿ); A3 - óðî-
âåíü îáðàùåíèÿ; A4 - ñìåùåíèå òåêóùåãî êàäðà ãëîáàëüíîãî ñòýêà; A5 - ñìåùåíèå
âåðøèíû ñòýêà âûðàæåíèé; A6 - ðåãèñòð èñòèííîñòè; A7 - çàãîëîâîê òåêóùåãî îïå-
ðàòîðà ëèáî îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(17)" èäåò îïåðàòîð, ïðèñâàèâàþùèé ïåðåìåííîé õ3
ññûëêó íà ïîñëåäíèé êàäð îïåðàòîðà "ïðåðûâàíèå", ò.å. ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, íîìåð
êîòîðîãî ðàâåí ñìåùåíèþ íà÷àëà êàäðà (íå ïóòàòü ñ ñèìâîëüíûì ÷èñëîì). Ïîñëåäíèé
êàäð îïåðàòîðà "ïðåðûâàíèå" - ýòî êàê ðàç êàäð èñïîëíÿåìîé ïðîãðàììû îòëàä÷èêà.

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîèñê ñìåùåíèÿ õ4 ñòýêîâîãî êàäðà îáîáùåííîé çàäà÷è, â
ðàìêàõ ðåøåíèÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ äåéñòâèå. Åñëè òåêóùèå îïåðàòîð ëèáî îïåðà-
òîðíîå âûðàæåíèå A7 íå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðîì "îòâåò", òî ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñìåùåíèå êàäðà íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåãî ïîñëåäíåìó êàäðó õ3, èíà÷å
õ4 ðàâíî õ3. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".



11.2. Ñîçäàíèå ïåðâè÷íîãî ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ 947

Åñëè A2 - îäèí èç ñèìâîëîâ "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè", "ñèíòåçàòîð", "êîíòðîëüáó-
ôåðà", "àíàëèçàòîð", òî ïåðåìåííîé õ4 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñìåùåíèå êàäðà, ïðåäøå-
ñòâóþùåãî êàäðó õ4. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Ïîñëå îïåðàòîðà "ïîâòîðåíèå" íàõîäÿòñÿ ñìåùåíèå õ6 èñòî÷íèêà êàäðà õ4 è òèï
õ7 ýòîãî èñòî÷íèêà. Åñëè òàêîâûõ íå áûëî (äëÿ èñõîäíîãî êàäðà ñòýêà), òî ïåðåõîä
÷åðåç "èíà÷å 1", è âûõîä èç îòëàä÷èêà. Èíà÷å - ïåðåìåííîé õ4 ïåðåïðèñâàèâàåò-
ñÿ çíà÷åíèå õ6. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàäð õ4 ÿâëÿåòñÿ êàäðîì çàäà÷è, ëèáî îïåðàòîðà,
ëèáî îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ. Èíà÷å - îòêàò ê îïåðàòîðó "ïîâòîðåíèå". Â ñëó÷àå
ïîëîæèòåëüíîãî èñõîäà - êàäð õ4 óæå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì êàäðîì îáîáùåííîé çàäà÷è.
Òîãäà ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð (a1, . . . , ap), ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîð-
ìàöèþ îá ýòîì êàäðå. Çäåñü a1 - òèï êàäðà (1 - çàäà÷à, 2 - îïåðàòîð, 3 - îïåðàòîðíîå
âûðàæåíèå).

Åñëè a1 = 2, òî a7 - çàãîëîâîê îïåðàòîðà. Åñëè ýòèì çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë
"ðåøåíèå", à òåêóùåå îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå A7 - "îòâåòçàäà÷è", òî èìååò ìåñòî
ñòàðòîâûé ìîìåíò ñîñòàâëåíèÿ ïðîòîêîëà. Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ íà-
êîïèòåëÿ ïðîòîêîëà (ïðîòîêîë A), ÿâëÿþùåãîñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ6 îïåðàòîðà
"ðåøåíèå", â ñîîòâåòñòâóþùåì êàäå ìàññèâà SD. Ïîñëå ðåãèñòðàöèè - âûõîä èç îò-
ëàä÷èêà. Åñëè æå óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ íå èìåëà ìåñòà, òî - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2"
è ïðîäîëæåíèå îáðàáîòêè ïðåðûâàíèÿ.

Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ9 ëåâîãî êðàÿ (ò.å. âõîæäåíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà) íàáîðà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî òåêóùóþ îáîáùåííóþ çàäà÷ó. Äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò òèïà õ7 êàäðà
õ4, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðèñâîåíèå õ9 íóæíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè õ7 ðàâíî 1, ò.å. õ4 - êàäð
çàäà÷è, òî ýòèì çíà÷åíèåì ñòàíîâèòñÿ ëåâûé êðàé åå íàáîðà. Èíà÷å - ââîäèòñÿ íàáîð
äëÿ îáîáùåííîé çàäà÷è ïîäõîäÿùåãî òèïà, è õ9 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî åãî ëåâîìó êðàþ.
Ñëó÷àé çàäà÷è àíàëèçàòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ öåëèêîì âíóòðè äàííîé âåòâè; äëÿ íåãî
õ9 íå êîððåêòèðóåòñÿ. Çäåñü âûäåëÿþòñÿ äâà ïîäñëó÷àÿ: òåêóùèé îïåðàòîð "êòï"
ðàñïîëîæåí âíóòðè ïðîãðàììû "àíàëèçàòîð" (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(98)", ëèáî
âíóòðè ïðîãðàììû "âíåøâûâîä" (êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(99)". Îáà ýòè ïîäñëó-
÷àÿ áóäóò ïîäðîáíåå ðàññìîòðåíû íèæå; îíè àíàëîãè÷íû äðóãèì çàäà÷àì ïàêåòíûõ
îïåðàòîðîâ. Åñëè íå èìåë ìåñòî ñëó÷àé àíàëèçàòîðà, òî äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðà-
òîð "âåòâü 1", ðàñïîëîæåííûé ïîñëå îïåðàòîðà, èíèöèàëèçèðóþùåãî õ9.

Åñëè îáîáùåííàÿ çàäà÷à íå áûëà ñôîðìèðîâàíà, òî âûõîä èç îòëàä÷èêà. Èíà÷å - ïî-
ñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(18)" ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà îáîáùåííàÿ
çàäà÷à, îïðåäåëÿåìàÿ ïî õ9. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (ïðîòîêîë A) äëÿ
çàãîòîâêè ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è õ10, ññûëêà íà êîòîðóþ èçâëåêàåòñÿ èç SD. Åñ-
ëè òàêîé ïàðû íåò, òî âûõîä èç îòëàä÷èêà. Íàõîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ðåøåíèå . . .) ê
ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è, èç êîòîðîãî èçâëåêàåòñÿ íàáîð õ14 óñòàíîâîê íà ñîñòàâ-
ëåíèå ïðîòîêîëà. Ñ ó÷åòîì òèïà õ7 êàäðà õ4, îïðåäåëÿåòñÿ çàãîëîâîê õ15 ïðîãðàììû,
ðåàëèçóåìîé â ýòîì êàäðå. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 3".

Çäåñü íà÷èíàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñåðèè ïîäñëó÷àåâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ëèáî ôèê-
ñèðóåòñÿ âèä òåêóùåãî îïåðàòîðà èëè îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ A7, ëèáî çàãîëîâîê
A2 îïåðàòîðà, ïðè îáðàùåíèè ê ïðîãðàììå êîòîðîãî ïðîèçîøëî ïðåðûâàíèå:

1. Òåêóùèé îïåðàòîð èìååò âèä "êòï". Àíàëèçèðóåòñÿ ïðîãðàììà P , â êîòîðîé
âñòðåòèëñÿ ýòîò îïåðàòîð. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:

(a) P - ïðîãðàììà îïåðàòîðà "îäç". Ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëü-
íîé òî÷êè "ïðèåì(56)". Ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
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ññûëêà íà ñòýêîâûé êàäð ïðîãðàììû P , à ïåðåìåííîé õ18 - íàáîð, ñîäåð-
æàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîì êàäðå. Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà "òðàñ-
ñèðîâêà(ñìïðèåì . . .)" íàõîäèòñÿ íîìåð N ïîñëåäíåãî ïðîéäåííîãî îïåðà-
òîðà "ïðèåì(N)", êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Îïðåäåëÿåòñÿ
íîìåð õ21 òåêóùåãî øàãà ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà. Íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé
êàäð K ïðîòîêîëà A - îí ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì íàáîðà õ23. Ñî-
çäàåòñÿ ðåçóëüòàò õ24 äîáàâëåíèÿ ê êàäðó K ýëåìåíòîâ (ïðèåì õ15 õ20),
(÷èñëî õ21), "îäç". Èçâëåêàåòñÿ òà âåðñèÿ õ26 îáðàáàòûâàåìîé â ïðîòî-
êîëå çàäà÷è, êîòîðàÿ èìåëàñü íåïîñðåäñòâåííî äî òåêóùåãî ïðåðûâàíèÿ.
Îíà ñðàâíèâàåòñÿ ñ òåêóùåé âåðñèåé õ10 îïåðàòîðîì "ñðàâíåíèåçàäà÷".
Ïî èòîãàì ñðàâíåíèÿ ê íàáîðó õ24 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò (èçìåíåíèå . . .).
Êîððåêòèðóåòñÿ ññûëêà íà òåêóùóþ çàäà÷ó èç ïðîòîêîëà A. Íàêîíåö, ïî-
ñëåäíèé ýëåìåíò íàáîðà õ23 çàìåíÿåòñÿ íà õ24. Òåïåðü ýòîò êàäð ñ÷èòàåòñÿ
"çàêðûòûì", è ê ñïèñêó êàäðîâ ïðîòîêîëà A äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ïóñòîé
êàäð. Çàòåì - âûõîä èç îòëàä÷èêà.

(b) P - ïðîãðàììà îïåðàòîðà "çàìåùåíèåóñëîâèé". Äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäû-
äóùåìó ñëó÷àþ, è îïèñàíèå èõ ìû îïóñêàåì.

(c) P - ïðîãðàììà ñèìâîëà "îïèñàòü", ïðè÷åì ïîñëåäíåé áûëà ïðîéäåíà îäíà
èç êîíòðîëüíûõ òî÷åê "ïðèåì(49)", "ïðèåì(51)" ïðîãðàììû ýòîãî ñèìâî-
ëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåðûâàíèå ïðîèçîøëî ñðàçó ïîñëå âûâîäà ñëåäñòâèé
â áëîêå àíàëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ðàññìîòðåíèå äàííîãî ñëó÷àÿ íà÷è-
íàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(41)". Îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð õ18 òå-
êóùåãî øàãà ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà. Ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò õ21
ïðèñîåäèíåíèÿ ê ïîñëåäíåìó êàäðó ïðîòîêîëà A ýëåìåíòîâ "èññëåäîâàòü"
è (÷èñëî õ18). Äàëåå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû îïèñàííûì âûøå: èçâëåêàåòñÿ
òà âåðñèÿ õ23 îáðàáàòûâàåìîé â ïðîòîêîëå çàäà÷è, êîòîðàÿ èìåëàñü íåïî-
ñðåäñòâåííî äî òåêóùåãî ïðåðûâàíèÿ. Îíà ñðàâíèâàåòñÿ ñ òåêóùåé âåðñèåé
õ10 îïåðàòîðîì "ñðàâíåíèåçàäà÷". Ïî èòîãàì ñðàâíåíèÿ ê íàáîðó õ21 äî-
áàâëÿåòñÿ ýëåìåíò (èçìåíåíèå . . .). Êîððåêòèðóåòñÿ ññûëêà íà òåêóùóþ
çàäà÷ó èç ïðîòîêîëà A. Íàêîíåö, ñîäåðæèìîå ïîñëåäíåãî êàäðà ïðîòîêîëà
A çàìåíÿåòñÿ íà õ21, è äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ïóñòîé êàäð. Çàòåì - âûõîä èç
îòëàä÷èêà.

(d) P - ïðîãðàììà ñèìâîëà "ðàâíî", ïðè÷åì ïîñëåäíåé áûëà ïðîéäåíà îäíà èç
êîíòðîëüíûõ òî÷åê "ïðèåì(56)", "ïðèåì(16)", "ïðèåì(12)", "ïðèåì(58)".
Â ýòèõ ñèòóàöèÿõ ïðîèñõîäèëî ðàçðåøåíèå îäíîãî ëèáî íåñêîëüêèõ óðàâ-
íåíèé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå îòíîñèòåëüíî èõ ÷èñëåííûõ íåèçâåñòíûõ.
Ðàññìîòðåíèå äàííîãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
åì(42)". Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ17 çäåñü óæå ñëóæèò íîìåð ïîñëåäíåé
ïðîéäåííîé êîíòðîëüíîé òî÷êè ïðîãðàììû "ðàâíî". Ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëü-
òàò õ21 ïðèñîåäèíåíèÿ ê ïîñëåäíåìó êàäðó ïðîòîêîëà A ýëåìåíòîâ (ïðèåì
ðàâíî õ17), (÷èñëî . . .) è (íîðìóðàâí . . .). Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷-
íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

(e) P - ïðîãðàììà ñèìâîëà "ðàâíî", ïðè÷åì ïîñëåäíåé áûëà ïðîéäåíà êîí-
òðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(26)". Ýòî îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïåðåõîäà ê
íîâûì íåèçâåñòíûì â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ðàññìîòðåíèå ñëó-
÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(90)". Ôîðìèðóåòñÿ ðå-
çóëüòàò õ21 ïðèñîåäèíåíèÿ ê ïîñëåäíåìó êàäðó ïðîòîêîëà A ýëåìåíòîâ
(ïðèåì ðàâíî õ17), (÷èñëî . . .) è (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .). Äàëüíåéøèå äåé-
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ñòâèÿ àíàëîãè÷íû ðàçîáðàííûì âûøå.

(f) P - ïðîãðàììà ñèìâîëà "ðàâíî", ïðè÷åì ïîñëåäíåé áûëà ïðîéäåíà êîí-
òðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(47)". Ýòî îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà ïåðåõîäà
ê íîâûì íåèçâåñòíûì â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå. Ðàññìîòðå-
íèå ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(102)". Äåéñòâèÿ
àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

(g) P - ïðîãðàììà ñèìâîëà "è", ïðè÷åì ïîñëåäíåé áûëà ïðîéäåíà îäíà èç êîí-
òðîëüíûõ òî÷åê "ïðèåì(4)", "ïðèåì(5)". Ýòî îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ïðèåìà
çàìåíû êîíúþíêòèâíîé ïîñûëêè ëèáî êîíúþíêòèâíîãî óñëîâèÿ íà ãðóïïó
óòâåðæäåíèé. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(69)". Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ çàêëþ÷àþòñÿ òîëüêî â òîì,
÷òî âìåñòî ýëåìåíòà (íîâûåíåèçâåñòíûå . . .) íàáîð õ21 ñîäåðæèò ýëåìåíò
(è . . .).

(h) Ðàññìàòðèâàåìîå âõîæäåíèå îïåðàòîðà "êòï ïîñëåäíåå â ïðîöåäóðå ïðå-
îáðàçîâàòåëÿ, çàâåðøàþùåé äåéñòâèÿ ïðèåìà. Îáðàáîòêà òàêèõ ñëó÷àåâ
íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(22)". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ "çà-
êðûòèå" ïîñëåäíåãî êàäðà ïðîòîêîëà A. Â ÷àñòíîñòè, èç íåãî óäàëÿåòñÿ
ýëåìåíò "îáðûâ", êîòîðûé ïîìåùàëñÿ â êàæäûé îòêðûâàåìûé íåïóñòîé
êàäð. Åñëè äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàòåëÿ îêàçàëîñü çàáëîêèðîâàíî, òî âìåñòî
íåãî â êàäð ïîìåùàåòñÿ ýëåìåíò "ñòîï". Ñîçäàåòñÿ ýëåìåíò (èçìåíåíèå . . .);
êîððåêòèðóþòñÿ äàííûå î òåêóùåé çàäà÷å.

2. Òåêóùèé îïåðàòîð èìååò âèä "îòâåò(t)". Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(24)"
ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñìåùåíèå ïåðâîãî ïðåäøåñòâóþùåãî êàäðó ïðå-
ðûâàíèÿ õ3 êàäðà çàäà÷è, îïåðàòîðà ëèáî îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ. Çàòåì -
ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2", ãäå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàäð õ16 ñîâïàäàåò ñ êàäðîì õ4
ðàññìàòðèâàåìîé îáîáùåííîé çàäà÷è. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå
âûðàæåíèÿ t, õðàíÿùååñÿ â ïîñëåäíåé çàïîëíåííîé ÿ÷åéêå ñòýêà âûðàæåíèé.
Îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(ñìïðèåì õ4 õ18 õ19)" îïðåäåëÿåò ññûëêó (õ18,õ19) íà
ïîñëåäíèé ïðîéäåííûé îïåðàòîð "ïðèåì(. . .)" ëèáî "êîíòðîëüïðèåìà(. . .)". Íà-
õîäèòñÿ ÷èñëî õ20 íà ñ÷åò÷èêå øàãîâ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà. Ââîäèòñÿ íàêîïè-
òåëü õ21 äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî êàäðà ïðîòîêîëà A, â êîòîðûé
çàíîñÿòñÿ ïàðû (îòâåò õ17) è (÷èñëî õ20). Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
çíà÷åíèé ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåìîé ïðîãðàììû îáðàáîòêè îáîá-
ùåííîé çàäà÷è õ4.

Åñëè õ18 îòëè÷íî îò 0, òî ðåàëèçóåòñÿ ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà. Â ýòîì ñëó÷àå ê
íàáîðó õ21 äîáàâëÿåòñÿ ññûëêà íà äàííûé ïðèåì, è ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".
Åñëè æå õ18 ðàâíî 0, òî ðåàëèçóåòñÿ ïðèåì ËÎÑà. Ïîñëå òîãî, êàê ññûëêà íà
íåãî äîáàâëÿåòñÿ ê íàáîðó õ21, íà÷èíàåòñÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî çàãîëîâêó õ15
ðåàëèçóåìîé ïðîãðàììû. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

(a) õ15 - ñèìâîë "èëè". Åñëè õ19 ðàâíî 35 ëèáî 37, òî ïðîèñõîäèò ðàçáîð ñëó-
÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîìó óñëîâèþ çàäà÷è íà îïèñàíèå. Åñëè õ19 ðàâíî 24
ëèáî 14, òî ïðîèñõîäèò ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíîé ïîñûëêå çàäà÷è
íà îïèñàíèå. Åñëè õ19 ðàâíî 29, òî èìååò ìåñòî ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ïîñûëêå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå. Âî âñåõ ñëó÷àéõ ê íàáîðó
õ21 äîáàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò (ðàçáîðñëó÷àåâ . . .).
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(b) õ15 - ñèìâîë "îïèñàòü". Åñëè õ19 ðàâíî 12, òî ïðîèñõîäèò âûäà÷à îòâåòà
çàäà÷è íà îïèñàíèå, óñëîâèÿ êîòîðîé íå çàâèñÿò îò íåèçâåñòíûõ. Òîãäà ê
õ21 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò "èçâåñòíî". Åñëè õ19 ðàâíî 9, òî ïðîèñõîäèò âû-
äà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "ðåäàêöèÿ". Â ýòîì ñëó÷àå
ê õ21 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò "ðåäàêöèÿ".

(c) õ15 - ñèìâîë "ðàâíî". Åñëè õ19 ðàâíî 43, òî ïðîèñõîäèò âûäà÷à îòâåòà
âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëü "èçâåñòíî". Â ýòîì ñëó÷àå ê
õ21 ïðèñîåäèíÿþòñÿ ýëåìåíòû (èçâåñòíû . . .) è (óñìïîäãðóïïà . . .). Åñëè
õ19 ðàâíî 23, òî ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÿâ-
íî âûðàæåííîãî ÷åðåç äðóãèå ïàðàìåòðû. Òîãäà ê õ21 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò
(ïàðàìåòð . . .). Åñëè õ19 ðàâíî 5, òî ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé
çàäà÷è íà îïèñàíèå, ÿâíî âûðàæåííîé ÷åðåç äðóãèå íåèçâåñòíûå. Ê íàáîðó
õ21 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò (èñêëþ÷íåèçâ . . .). Åñëè õ19 ðàâíî 14, òî ïðîèñ-
õîäèò ïåðåäà÷à âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå ðàâåíñòâà áëîêà àíàëèçà,
âûðàæàþùåãî îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãèå. Òîãäà ê õ21 äîáàâëÿåòñÿ
ýëåìåíò (çàìåùåíèåóñëîâèé . . .).

(d) õ15 - ñèìâîë "ñóùåñòâóåò". Åñëè õ19 ðàâíî 27, òî ïðîèñõîäèò ðåäàêòèðîâà-
íèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Òîãäà ê íàáîðó õ21 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò
(ñóùåñòâóåò . . .).

(e) õ15 - ñèìâîë "äîêàçàòü". Åñëè õ19 ðàâíî 4, òî ïðîèñõîäèò âûäà÷à îòâåòà
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ó êîòîðîé óñëîâèå ñîäåðæèòñÿ â ïîñûëêàõ. Åñëè
õ19 ðàâíî 3, òî ïðîèñõîäèò âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìå-
þùåé äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ïîñûëêè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ê õ21 äîáàâëÿåòñÿ
ýëåìåíò (âûâîäèìî . . .), ññûëàþùèéñÿ íà èñïîëüçóåìûå ïîñûëêè.

(f) õ15 - ñèìâîë "èññëåäîâàòü". Åñëè õ19 ðàâíî 8, òî ïðîèñõîäèò âûäà÷à îò-
âåòà çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, ñðåäè ïîñûëîê êîòîðîé óñìàòðèâàåòñÿ îòâåò
âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ê õ21 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò (âûâîäèìî . . .),
ññûëàþùèéñÿ íà ýòó ïîñûëêó.

Ïîñëå òîãî, êàê íàáîð õ21 ñôîðìèðîâàí (ïðè ëþáîì õ18), åãî ýëåìåíòû çàíîñÿò-
ñÿ â ïîñëåäíèé êàäð ïðîòîêîëà A. Åñëè ïðåäïîñëåäíèé êàäð áûë íåçàâåðøåí,
òî îí óäàëÿåòñÿ. Çàòåì - âûõîä èç îòëàä÷èêà ËÎÑà.

3. Òåêóùåå îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå èìååò âèä "îòâåòçàäà÷è(. . .)". Îáðàáîòêà ýòî-
ãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(19)". Ïðåæäå âñåãî,
îïðåäåëÿåòñÿ ñìåùåíèå õ16 êàäðà ãëîáàëüíîãî ñòýêà, ïðåäøåñòâóþùåãî òåêóùå-
ìó êàäðó ïðåðûâàíèÿ. Ýòî - êàäð ðåøåíèÿ íîâîé çàäà÷è. Ïî íåìó îïðåäåëÿåòñÿ
ñàìà ýòà çàäà÷à õ19. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîëíàÿ êîïèÿ çàäà÷è õ19.
Îíà áóäåò óêàçûâàòü èñõîäíóþ âåðñèþ çàäà÷è õ19 â åå ïðîòîêîëå ðåøåíèÿ. Èç
êîììåíòàðèåâ ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ20 óäàëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ñ çàãîëîâêàìè
"âûðàæåíèå", "ñïèñîêïîñûëîê", "îòð", "Áóôåð", "êîððåêöèÿïîñûëîê". Ïîñëå
ïåðåõîäà ÷åðåç "âåòâü 2" íàõîäèòñÿ íîìåð õ21 òåêóùåãî øàãà ðàáîòû èíòåðïðå-
òàòîðà. Ñîçäàåòñÿ çàãîòîâêà õ22 ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è õ19, ñîäåðæàùàÿ
ýëåìåíòû (çàäà÷à õ20), (èñõìîìåíò õ21), (ñìêàäð íàáîð(íàáîð(ïóñòîåñëîâî))).
Ïî èíôîðìàöèîííîìó íàáîðó õ18, îïèñûâàþùåìó ñîäåðæèìîå ñòýêîâîãî êàä-
ðà õ16, îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòû (ïðîãôàéë . . .), (ëîãñèìâîë . . .) è (îïåðàòîð
. . .) ïðîòîêîëà õ22. Ýòè ýëåìåíòû àäðåñóþò ôðàãìåíò ïðîãðàììû è îïåðàòîð,
îáðàòèâøèåñÿ ê çàäà÷å õ19. Íàêîíåö, îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(ðåøåíèå . . .) ðå-
ãèñòðèðóåò ññûëêó íà ïàðó (ïðîòîêîë õ22) â ìàññèâå SD. Ýëåìåíò (îáðàùåíèå
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õ22) çàíîñèòñÿ â ïîñëåäíèé êàäð ïðîòîêîëà A. Åñëè ïðåäïîñëåäíèé êàäð áûë
íåçàâåðøåí (ñîäåðæàë ýëåìåíò "îáðûâ"), òî îí óäàëÿåòñÿ. Çàòåì - âûõîä èç
îòëàä÷èêà ËÎÑà.

4. Ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå "çàìåíàâõîæäåíèÿ(. . .)". Îáðàáîòêà íà÷è-
íàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(20)". Ïðåæäå âñåãî, ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïðîâåðêà òîãî, ÷òî îáðàùåíèå ê äàííîìó îïåðàòîðó íå ïðîèçîøëî èç íåãî ñà-
ìîãî. Åñëè ýòî òàê, òî âûõîä èç îòëàä÷èêà. Èíà÷å - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòý-
êîâîì êàäðå îïåðàòîðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ". Çàòåì ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ îáðàùåíèå ê îïåðà-
òîðó (ò.å. åãî ñîáñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ "õ6"), à ïåðåìåííîé õ20 - çàìåíÿþùèé
òåðì. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ21 ýëåìåíòîâ êàäðà ïðîòîêîëà, õàðàêòåðèçóþùåãî
ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà. Â ýòîò íàêîïèòåëü ñðàçó ïîìåùàþòñÿ ýëåìåíòû (çàìå-
íàâõîæäåíèÿ . . .), (óðîâåíü . . .) è "îáðûâ". Åñëè â õ19 èìååòñÿ ýëåìåíò (ïðèåì
. . .), òî îí ïåðåäàåòñÿ â õ21. Èíà÷å òàêîé ýëåìåíò ñîçäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà
ïîñëåäíåãî ïðîéäåííîãî îïåðàòîðà "ïðèåì(N)". Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç îïåðàòîð
"âåòâü 1", ðàñïîëîæåííûé ïåðåä îïåðàòîðîì "êëþ÷(õ19 ïðèåì õ22)".

Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "çàìåíàâõîæäåíèÿ" ìîæåò ïðîèñõîäèòü ëèáî èç ñêàíè-
ðîâàíèÿ çàäà÷è (òîãäà ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8 ðàâåí 1), ëèáî èç ïàêåòíîãî
àíàëèçàòîðà (òîãäà ýòîò ýëåìåíò ðàâåí 2). Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ñîçäàåòñÿ
ýëåìåíò (òî÷êàïðèâÿçêè . . .), äîáàâëÿåìûé ê íàáîðó õ21. Çàòåì - ïåðåõîä ÷åðåç
îïåðàòîð "âåòâü 1", ðàñïîëîæåííûé ïåðåä îïåðàòîðîì "çàãîëîâîê(õ8 1)".

Åñëè â õ19 ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò (ïåðåì . . .), òî îí ïåðåäàåòñÿ â íàáîð õ21. Çàòåì
- ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Ñîäåðæèìîå ýëåìåíòîâ (âûâîäèìî . . .) íàáîðà õ19 ãðóïïèðóåòñÿ â îäíîì íîâîì
ýëåìåíòå (âûâîäèìî . . .), êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ21. Çàòåì -
ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ðåãèñòðàöèÿ íàáîðà õ21 â ïðîòîêîëå: åãî ýëå-
ìåíòû çàíîñÿòñÿ â ïîñëåäíèé êàäð ïðîòîêîëà; åñëè ïðåäïîñëåäíèé êàäð áûë
íåçàâåðøåí, òî îí óäàëÿåòñÿ; â êîíöå ïðîòîêîëà ââîäèòñÿ íîâûé ïóñòîé êàäð.
Çàòåì - âûõîä èç îòëàä÷èêà ËÎÑà.

5. Ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå "âûâîä(. . .)" ëèáî "âûâîäóñëîâèÿ(. . .)". Îá-
ðàáîòêà ýòîãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(21)". Åñëè
îáðàùåíèå ê äàííîìó îïåðàòîðó ïðîèçîøëî èç íåãî ñàìîãî, òî âûõîä èç îòëàä-
÷èêà. Èíà÷å - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð,
ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòýêîâîì êàäðå ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðà-
òîðà. Çàòåì ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âûâîäèìîå óòâåðæäåíèå. Åñëè èìå-
ëèñü èíôîðìàöèîííûå ýëåìåíòû (âûâîä . . .) îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó, òî óêàçû-
âàåìûå â íèõ óòâåðæäåíèÿ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê õ19 ÷åðåç êîíúþíêöèþ. Çàòåì -
ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1", ãäå ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ èíôîðìà-
öèîííûõ ýëåìåíîâ îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó. Çäåñü æå ñîçäàåòñÿ íàêîïèòåëü õ21
ýëåìåíòîâ êàäðà ïðîòîêîëà, õàðàêòåðèçóþùèõ ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà. Â íåãî çà-
íîñÿòñÿ ýëåìåíòû (âûâîä õ19) ëèáî (âûâîäóñëîâèÿ õ19), óðîâåíü(. . .) è "îáðûâ".
Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ îïåðàòîðà "çàìåíàâõîæäåíèÿ": â õ21
ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû (ïðèåì . . .), (òî÷êàïðèâÿçêè . . .), (ïå-
ðåì . . .), (âûâîäèìî . . .). Åñëè â õ20 èìåëñÿ ýëåìåíò (âñïîìïåðåìåííàÿ . . .), òî
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îí òîæå çàíîñèòñÿ â íàáîð õ21. Â êîíåö - ñòàíäàðòíàÿ ðåãèñòðàöèÿ ýëåìåíòîâ
íàêîïèòåëÿ õ21 â ïðîòîêîëå, è âûõîä èç îòëàä÷èêà.

6. Ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå "çàìåíàãðóïïû(. . .)". Îáðàáîòêà ýòîãî ñëó-
÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(57)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòýêîâîì êàäðå ðàññìàòðè-
âàåìîãî îïåðàòîðà. Çàòåì ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáðð èíôîðìàöèîí-
íûõ ýëåìåíòîâ, ñîïðîâîæäàþùèõ îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó, à ïåðåìåííîé õ20 -
çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ21 ýëåìåíòîâ êàäðà ïðîòîêî-
ëà, êóäà ñðàçó çàíîñÿòñÿ ýëåìåíòû (çàìåíàãðóïïû . . .) è "îáðûâ". Åñëè â õ19
èìåëèñü ýëåìåíòû (ïðèåì . . .) è (ïåðåì . . .), òî îíè ïåðåíîñÿòñÿ â õ21. Êàê è
âûøå, íà îñíîâå õ19 ñîçäàåòñÿ ýëåìåíò (âûâîäèìî . . .). Äàëåå - ñòàíäàðòíàÿ
ðåãèñòðàöèÿ õ21 â ïðîòîêîëå, è âûõîä èç îòëàä÷èêà.

7. Â íàáîðå óñòàíîâîê íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà èìååòñÿ ýëåìåíò "áûñòðïðåîáð",
óêàçûâàþùèé íà îòîáðàæåíèå ðàáîòû íîðìàëèçàòîðîâ. Ïðè ýòîì ïðîèçîøëî
îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå îïåðàòîðà "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè(. . .)".

Òàêèå îïåðàòîðû ðàñïîëàãàþòñÿ â íà÷àëå ïðîãðàìì íîðìàëèçàòîðîâ. Èñêëþ÷å-
íèå ñîñòàâëÿþò íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ó êîòîðûõ, èç ñîîáðà-
æåíèé óñêîðåíèÿ ðàáîòû, òàêèå îïåðàòîðû îòñóòñòâóþò. Ñîîòâåòñòâåííî, âêëþ-
÷åíèå èõ ðàáîòû â ïðîòîêîëû íå ïðåäóñìîòðåíî. Âïðî÷åì, ïîòîê îáðàùåíèé ê
íîðìàëèçàòîðàì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñòîëü âåëèê, ÷òî âêëþ÷åíèå èõ â ïðî-
òîêîë ïðèâåëî áû ê íåïîìåðíî áîëüøèì ðàçìåðàì ïîñëåäíåãî. Åñëè âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü, ðàáîòàÿ ñ ïðîòîêîëîì, óòî÷íèòü ïðîöåññ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè,
òî ïðîùå ïðîìîäåëèðîâàòü åå çàíîâî, â êàæäîì êîíêðåòíîì êàäðå ïðîòîêîëà.

Îáðàáîòêà óêàçàííîãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(31)".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòý-
êîâîì êàäðå ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îáîá-
ùåííàÿ çàäà÷à òîãî íîðìàëèçàòîðà, èç êîòîðîãî ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê îïå-
ðàòîðó "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè". Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ22 ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, êóäà çàíîñÿòñÿ ýëåìåíòû (çàäà÷à õ20), (èñõìîìåíò . . .) è (ñìêàäð
íàáîð(íàáîð(ïóñòîåñëîâî))). Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé
ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòýêîâîì êàäðå íîðìàëèçàòîðà. Ïîñëå ýòîãî ê íàêîïèòå-
ëþ õ22 ïðèñîåäèíÿþòñÿ ýëåìåíòû (ïðîãôàéë . . .), (ëîãñèìâîë . . .) è (îïåðàòîð
. . .). Íàêîíåö, îïåðàòîð "òðàññèðîâêà(ðåøåíèå . . .) ðåãèñòðèðóåò ññûëêó íà ïà-
ðó (ïðîòîêîë õ22) â ìàññèâå SD. Ýëåìåíò (îáðàùåíèå õ22) çàíîñèòñÿ â ïîñëåä-
íèé êàäð ïðîòîêîëà A. Åñëè ïðåäïîñëåäíèé êàäð áûë íåçàâåðøåí (ñîäåðæàë
ýëåìåíò "îáðûâ"), òî îí óäàëÿåòñÿ. Çàòåì - âûõîä èç îòëàä÷èêà ËÎÑà.

8. Â íàáîðå óñòàíîâîê íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà èìååòñÿ ýëåìåíò "áûñòðïðåîáð",
óêàçûâàþùèé íà îòîáðàæåíèå ðàáîòû íîðìàëèçàòîðîâ. Ïðè ýòîì ïðîèçîøëî
îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå îïåðàòîðà "êîíòðîëüçàìåíû(. . .)".

Òàêèå îïåðàòîðû ðàñïîëàãàþòñÿ â êîíöàõ ïðîãðàìì ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðîâ,
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä çàìåíîé ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà. Â òîì ÷èñëå, îíè èìå-
þòñÿ â íîðìàëèçàòîðàõ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Îáðàáîòêà óêàçàííîãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(32)".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòý-
êîâîì êàäðå ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
("ïðèåì" - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íîìåð óçëà ñòàòüè ýòîãî ñèìâîëà - óêàçàòåëü
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íàïðàâëåíèÿ çàìåíû), ññûëàþùèéñÿ íà ïðèìåíåííûé ïðèåì. Çàòåì ââîäèòñÿ
íàêîïèòåëü õ21 ýëåìåíòîâ êàäðà ïðîòîêîëà, êóäà ñðàçó çàíîñÿòñÿ ýëåìåíòû (çà-
ìåíà . . .), (ïðèåì . . .) è "îáðûâ". Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "òðàññèðîâêà(ïåðåì
. . .)" ê íàêîïèòåëþ õ21 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ýëåìåíò (ïåðåì . . .). Çàòåì - ñòàíäàðò-
íàÿ ðåãèñòðàöèÿ íàáîðà õ21 â ïðîòîêîëå è âûõîä èç îòëàä÷èêà.

9. Â íàáîðå óñòàíîâîê íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà èìååòñÿ ýëåìåíò "ëåãêîâèäåòü",
óêàçûâàþùèé íà îòîáðàæåíèå ðàáîòû ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî
îáû÷íî îí íå âêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâêó, òàê êàê ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû ïðèìå-
íÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ÷àñòî.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå îïåðà-
òîðà "êîíòðîëüáóôåðà(. . .)". Ýòîò îïåðàòîð ðàçìåùàåòñÿ â ñàìîì íà÷àëå ïðî-
ãðàììû ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Îáðàáîòêà óêàçàííîãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(33)".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòý-
êîâîì êàäðå ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáîá-
ùåííàÿ çàäà÷à òîãî ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà, èç êîòîðîãî ïðîèçîøëî îáðàùåíèå
ê îïåðàòîðó "êîíòðîëüáóôåðà". Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ26 ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ îïåðàòîðà "êîíòðîëü-
íîðìàëèçàöèè".

10. Â íàáîðå óñòàíîâîê íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà èìååòñÿ ýëåìåíò "ëåãêîâèäåòü",
ïðè÷åì ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê ïðîãðàììå îïåðàòîðà "ó÷åòâáóôåðå(. . .)". Òà-
êèå îïåðàòîðû ðàñïîëàãàþòñÿ â êîíöàõ ïðîãðàìì ïðèåìîâ ïðîâåðî÷íûõ îïåðà-
òîðîâ, íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä âûäà÷åé îòâåòà.

Îáðàáîòêà óêàçàííîãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(34)".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñòý-
êîâîì êàäðå ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ24 ýëåìåíòîâ
êàäðà ïðîòîêîëà, êóäà çàíîñÿòñÿ ýëåìåíòû "ëåãêîâèäåòü", (ïðèåì . . .), (âûâî-
äèìî . . .), (ïåðåì . . .). Çàòåì - ñòàíäàðòíàÿ ðåãèñòðàöèÿ íàáîðà õ24 â ïðîòîêîëå
è âûõîä èç îòëàä÷èêà.

11. Â íàáîðå óñòàíîâîê íà ñîñòàâëåíèå ïðîòîêîëà èìååòñÿ ýëåìåíò "ñèíòåçàòîð",
óêàçûâàþùèé íà îòîáðàæåíèå ðàáîòû ïàêåòíûõ ñèíòåçàòîðîâ. Îáû÷íî ýòîò
ýëåìåíò íå âêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâêó, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è ýëåìåíò
"ëåãêîâèäåòü". Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ - êîãäà ïðîèçîøëî îáðàùåíèå ê
ïðîãðàììå îïåðàòîðà "êîíòðîëüáóôåðà", è ê ïðîãðàììå îïåðàòîðà "ó÷åòâáó-
ôåðå". Îáðàáîòêà ïåðâîãî èç íèõ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
åì(35)", âòîðîãî - ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(36)". Äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû
ñëó÷àþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ.

12. Ñëó÷àé âõîäà â ïðîãðàììó ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëå êîí-
òðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(98)". Çäåñü òåêóùèé îïåðàòîð, ïî êîòîðîìó ïðîèçîøëî
ïðåðûâàíèå, - îïåðàòîð "êòï", ðàñïîëîæåííûé âíóòðè ïðîãðàììû îïåðàòîðà
"àíàëèçàòîð(. . .)". Ïîñëåäíèé îïåðàòîð - ïåðâûé â ïðîãðàììå ëþáîãî ïàêåòíî-
ãî àíàëèçàòîðà.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à àíàëèçàòîðà. Ââîäèòñÿ íàêî-
ïèòåëü õ20 ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû
ñëó÷àþ îïåðàòîðà "êîíòðîëüíîðìàëèçàöèè".
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13. Ñëó÷àé çàâåðøåíèÿ ðàáîòû ïàêåòíîãî àíàëèçàòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëå êîí-
òðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(99)". Çäåñü òåêóùèé îïåðàòîð "êòï" ðàñïîëîæåí â êîí-
öå ïðîãðàììû îïåðàòîðà "âíåøâûâîä". Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ24 ýëåìåíòîâ
êàäðà ïðîòîêîëà, êóäà çàíîñÿòñÿ ýëåìåíòû "àíàëèçàòîð", (ïðèåì . . .), (÷èñëî
. . .). Çàòåì - ñòàíäàðòíàÿ ðåãèñòðàöèÿ íàáîðà õ24 â ïðîòîêîëå è âûõîä èç îò-
ëàä÷èêà.

11.3 Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ
Óêàçàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äåéñòâèÿ îòëàä÷èêà ËÎÑà îáåñïå÷èâàþò ñîñòàâ-
ëåíèå äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû äàííûõ, õðàíÿùèõ èíôîðìàöèþ î òðàåêòîðèè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è. Ïåðâè÷íàÿ îáðàáîòêà ýòîé ñòðóêòóðû äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ îïåðàòîðîì
"ñìðåøåíèå(õ1)". Çíà÷åíèåì âõîäíîé ïåðåìåííîé õ1 ñëóæèò ïàðà (ïðîòîêîë A), ãäå
A - ïðîòîêîë ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñîçäàííûé ïðîöåäóðîé "ðåøåíèå". ×òîáû ïðîñëåäèòü
äåéñòâèÿ ïðîãðàììû "ñìðåøåíèå", ñëåäóåò âîéòè â åå ïðîñìîòð, íàïðèìåð, ÷åðåç
ïóíêò "Àíàëèçàòîð ðåøåíèé" - "Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ" -
"Èñõîäíàÿ òî÷êà".

Ïåðâàÿ èç ïðîáëåì, ñ êîòîðîé ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè îáðàáîòêå ïåðâè÷íîé
âåðñèè ïðîòîêîëà - íåïîëíîòà ññûëîê íà èñïîëüçîâàííûå óòâåðæäåíèÿ. Îíà îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî ðÿä ñðåäñòâ ðåøàòåëÿ, ñîçäàííûõ äëÿ óñêîðåííîé èäåíòèôèêàöèè,
èãíîðèðóþò ó÷åò òàêèõ óòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, ýòî îòíîñèòñÿ ê èäåíòèôèöèðó-
þùèì îïåðàòîðàì, èíòåíñèâíî èñïîëüçóåìûì â ãåîìåòðèè. Ñþäà æå ñëåäóåò îòíå-
ñòè óêàçàòåëü "ðàâíî", ïîçâîëÿþùèé óñìàòðèâàòü ðàâåíñòâî ïî òðàíçèòèâíîñòè èç
äâóõ ðàâåíñòâ â ïîñûëêàõ. Òàêîãî ðîäà ýêîíîìèÿ äåéñòâèòåëüíî íóæíà, èáî ïîäàâ-
ëÿþùåå áîëüøèíñòâî ïîïûòîê èäåíòèôèêàöèè îòáðàñûâàþòñÿ, à ïîòîê èõ âåñüìà
èíòåíñèâåí. Îäíàêî, ïëàòîé çà íåå ñòàíîâèòñÿ óñëîæíåíèå ïðîöåäóðû ñîñòàâëåíèÿ
ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äàëüíåéøàÿ îáðàáîòêà ïðîòîêîëà ïðåäóñìàòðèâà-
åò îòáðàñûâàíèå äåéñòâèé, êîòîðûå íå áûëè íóæíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà. Â ýòîé
ñèòóàöèè íåäîó÷åò èñïîëüçîâàíèÿ óòâåðæäåíèé ãðîçèò ïîòåðåé ñóùåñòâåííî âàæíûõ
ôðàãìåíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(10)" ðàñïîëàãàåòñÿ âåòâü, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïîïîë-
íåíèå èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ (âûâîäèìî . . .), ðàñïîëîæåííûõ â êàäðàõ ïðîòîêî-
ëîâ. Îïåðàòîð "Øàãèçàäà÷è" ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåò âñå êàäðû ïðîòîêîëà è
åãî ïîäïðîòîêîëîâ - â òîì æå ïîðÿäêå, â êàêîì îíè ñîçäàâàëèñü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.
Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùàÿ âåðñèÿ ïîäçàäà÷è, ïåðåìåííîé õ4 - âõîæäå-
íèå ïðîòîêîëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ïîäçàäà÷à, ïåðåìåííîé õ5 - âõîæäåíèå êàäðà
ýòîãî ïðîòîêîëà, ïåðåä ðåàëèçàöèåé êîòîðîãî èìåëè äàííóþ ïîäçàäà÷ó. Äàëåå ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî áûë ðåàëèçîâàí ïðèåì ÃÅÍÎËÎÃà, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåîðåìà ïðèåìà, à ïåðåìåííîé õ15 - îïèñàíèå ïðèåìà. Èç òåêóùåãî êàäðà ïðîòîêîëà
èçâëåêàåòñÿ ýëåìåíò (ïåðåì . . .), îïðåäåëÿþùèé ñâÿçü ïåðåìåííûõ òåîðåìû ïðèåìà
ñ ïðîãðàììíûìè ïåðåìåííûìè ËÎÑà.

Ñîáñòâåííî óòî÷íåíèå ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì óòâåðæäåíèé îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ ïðîöåäóðîé "äîïâûâîäèìî(õ11 õ15 õ16 õ3 õ17 õ18)". Ïåðâûå ÷åòûðå àðãóìåíòà -
âõîäíûå äàííûå: òåîðåìà ïðèåìà, îïèñàíèå ïðèåìà, èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (ïåðåì
. . .) è çàäà÷à, â êîòîðîé ïðèìåíåí ïðèåì. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ äîïîëíåíèå
ê ñïèñêó èñïîëüçîâàííûõ ïðèåìîì ïîñûëîê çàäà÷è, íåîáõîäèìîå äëÿ ó÷åòà àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû, âûäåëåííûõ óêàçàòåëÿìè "óñì" è "ðàâíî". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâà-
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èâàåòñÿ íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, óòî÷íÿþùèõ èñïîëüçîâàíèå ïîñûëîê è
ïåðåíîñèìûõ â êàäð ïðîòîêîëà. Ïðîöåäóðà "äîïâûâîäèìî" èñïîëüçóåò ðåàëèçîâàí-
íûé íà ÃÅÍÎËÎÃå ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð "óñìèäåíò". Åãî ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå
"Ëîãè÷åñêèå ïðèåìû è ñòðóêòóðû äàííûõ" - "Àíàëèçàòîð ðåøåíèé" - "Ïðîâåðî÷íûé
îïåðàòîð ÓÑÌÈÄÅÍÒ" îãëàâëåíèÿ ïðèåìîâ. Ýòîò îïåðàòîð ðåàëèçóåò ïåðåïðîâåð-
êó óòâåðæäåíèé (âûäåëåííûõ óêàçàòåëÿìè "óñì", "ðàâíî" àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû),
íå èñïîëüçóÿ ñðåäñòâ óñêîðåííîé èäåíòèôèêàöèè.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà "äîïâûâîäèìî" êîððåêòèðóåòñÿ êàäð ïðîòîêîëà: óòâåð-
æäåíèÿ ñïèñêà õ17 ðåãèñòðèðóþòñÿ â åãî ýëåìåíòå (âûâîäèìî . . .); ýëåìåíòû ñïèñêà
õ18 ïåðåäàþòñÿ â êàäð. Ïî îêîí÷àíèè öèêëà îïåðàòîðà "Øàãèçàäà÷è" - îòêàò ê ïåðå-
õîäó ÷åðåç îïåðàòîð "âåòâü 2", ðàñïîëîæåííûé ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(1)".

Ïðåæäå, ÷åì îïòèìèçèðîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííîå â ïðîòîêîëå, íåîáõî-
äèìî ïðèäàòü åìó õàðàêòåð äåðåâà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà: äëÿ êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñîçäàòü ÿâíûå ññûëêè íà òå ïðåäøåñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ
îáåñïå÷èâàþò åãî ëîãè÷åñêóþ äîïóñòèìîñòü. Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, áóäóò âûÿâëåíû
è îòáðîøåíû âñå ïîáî÷íûå êàäðû ïðîòîêîëà. Äëÿ óêàçàííîé öåëè â êàäðå ïðîòîêîëà
ñîçäàþòñÿ èíôîðìàöèîííûå ýëåìåíòû (âõîä . . .), êàæäûé èç êîòîðûõ ññûëàåòñÿ íà
êàêîé-ëèáî îäèí èç èñòî÷íèêîâ òåêóùåãî êàäðà è óòî÷íÿåò òèï èñïîëüçîâàíèÿ äàí-
íîãî èñòî÷íèêà. Îäíîâðåìåííî ñîçäàþòñÿ âñòðå÷íûå ññûëêè (âûõîä . . .). Ýëåìåíòû
"âõîä", "âûõîä" â ïîáî÷íûõ êàäðàõ ïðîòîêîëîâ, íå ëåæàùèõ íà ïóòè ê îêîí÷àòåëü-
íîìó îòâåòó, íå ñîçäàþòñÿ.

×òîáû íà÷àòü àíàëèç ñòðóêòóðû äåðåâà èñòî÷íèêîâ, ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïðîòîêîë ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ïåðåìåííîé õ3 - âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî êàäðà ïðîòîêîëà
õ2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êàäð ñîäåðæèò ýëåìåíò (îòâåò . . .). Ïåðåìåííîé õ4 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàêîïèòåëü îáðàáàòûâàåìûõ êàäðîâ äåðåâà - äëÿ êàæäîãî èç íèõ áóäóò
èñêàòüñÿ èñòî÷íèêè. Â èñõîäíîé ñèòóàöèè ýòîò íàêîïèòåëü ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
êàäðà õ3.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(42)" íà÷èíàåòñÿ öèêë îáðàáîòêè íàêîïèòåëÿ õ4.
Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ïåðâûé ýëåìåíò, ïðè÷åì ýòîò ýëåìåíò ñðàçó æå
èñêëþ÷àåòñÿ èç õ4. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êàäð, âõîæäåíèåì êîòîðîãî
ñëóæèò õ5. Åñëè îí óæå èìååò ýëåìåíò (âõîä . . .), òî îòêàò ê îáðàáîòêå ñëåäóþùåãî
ýëåìåíòà íàêîïèòåëÿ õ4. Èíà÷å - ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (îòâåò . . .), ò.å. â íåì ðåàëèçóåòñÿ âûäà÷à îòâåòà
îáîáùåííîé çàäà÷è. Îáðàáîòêà ýòîãî ñëó÷àÿ íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷-
êè "ïðèåì(2)". Ïðåæäå âñåãî, ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò ïðîòîêîë, ê êî-
òîðîìó îòíîñèòñÿ êàäð õ6 è ïðîâåðÿåòñÿ, íå èìååò ëè çàäà÷à ýòîãî ïðîòîêîëà
òèïà "îïèñàòü". Åñëè ýòî òàê, òî íàõîäÿòñÿ âñå êàäðû ïðîòîêîëà õ8, â êîòî-
ðûõ ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà óñëîâèÿ çàäà÷è íà êîíñòàíòó "èñòèíà". Âñå îíè îáú-
ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè êàäðà õ6, ò.å. ñîçäàþòñÿ íåîáõîäèìûå ýëåìåíòû "âõîä",
"âûõîä". Òèïû èñòî÷íèêîâ - "èñòèíà". Êðîìå òîãî, óêàçàííûå êàäðû äîáàâëÿ-
þòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4. Íå îãîâàðèâàÿ êàæäûé ðàç äàëåå, ñ÷èòàåì, ÷òî
äóáëèðóþùèå ýëåìåíòû â íàêîïèòåëü õ4 íå çàíîñÿòñÿ. Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 5", ãäå ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (ïðèåì
. . .) êàäðà õ6, óêàçûâàþùèé íà ïðèìåíåííûé â êàäðå ïðèåì. Â çàâèñèìîñòè îò
òèïà ïðèåìà, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:
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(a) Áûë ïðèìåíåí ïðèåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷è-
íàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(3)". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ
èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (ðàçáîðñëó÷àåâ p A) êàäðà õ6, ãäå A - äèçúþíê-
öèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîñûëêîé ïðè p = 0 è óñëîâèåì ïðè p = 1. Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëî îïåðàíäîâ äèçúþíêöèè A. Íàõîäÿòñÿ õ9 ïîñëåäíèõ
ýëåìåíòîâ (îáðàùåíèå Q) êàäðà õ6. Îíè ññûëàþòñÿ íà ïðîòîêîëû Q ðåøå-
íèÿ îáîáùåííûõ çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñëó÷àÿì. Ïîñëåäíèå êàäðû
ýòèõ ïðîòîêîëîâ îáúÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè êàäðà õ6 è çàíîñÿòñÿ â íà÷àëî
íàêîïèòåëÿ õ4. Òèïû èñòî÷íèêîâ - "îòâåò". Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å
4", ãäå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîèñê âõîæäåíèÿ õ11 òîãî êàäðà, â êîòîðîì áû-
ëà ïîëó÷åíà äèçúþíêöèÿ A. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6,
èìåþùèì òèï (ðàçáîðñëó÷àåâ A). Îí çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.
Åñëè êàäð õ11 îòíîñèòñÿ ê âûâîäó ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà âíåøíåé çà-
äà÷è íà îïèñàíèå Z, òî òîò êàäð K ðåøåíèÿ çàäà÷è Z, êîòîðûé îáðàòèëñÿ
ê äàííîìó âûâîäó ñëåäñòâèé, òîæå îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6. Åãî
òèï - "ñëåäñòâèÿ". Â íàêîïèòåëü õ4 êàäð K íå çàíîñèòñÿ.

(b) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, ïîëó÷åííîãî â áëîêå àíàëèçà. Ðàññìîò-
ðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(4)". Ïå-
ðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êàäðà òåêóùåãî ïîäïðîòîêî-
ëà, êîòîðûé ïðåäøåñòâóåò êàäðó õ6. Åñëè êàäð õ6 ðàñïîëàãàëñÿ â íà÷àëå
îäíîãî èç ôðàãìåíòîâ öåïî÷êè êàäðîâ ïðîòîêîëà, òî õ8 ñòàíîâèòñÿ ðàâ-
íî âõîæäåíèþ ïîñëåäíåãî êàäðà ïðåäûäóùåãî ôðàãìåíòà. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ êàäð ïî âõîæäåíèþ õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êàäð îòíîñèò-
ñÿ ê ïðèåìó âûâîäà ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà. Äàëåå íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé
ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .) êàäðà õ9. Ýòîò ýëåìåíò ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë P
âûâîäà ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà. Ïîñëåäíèé êàäð K ïðîòîêîëà P è êàäð
õ9 îáúÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè êàäðà õ6. Ïåðâûé èç íèõ èìååò òèï "îòâåò",
âòîðîé - "ñëåäñòâèÿ". Êàäð K çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(c) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðåøàåìîé ñ öåëüþ ðåäàêòèðîâàíèÿ îò-
âåòà. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(9)". Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (îòâåò A). Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A. Äëÿ êàæäîãî èç
íèõ íàõîäèòñÿ òîò êàäð ïðîòîêîëà, â êîòîðîì ýòî óòâåðæäåíèå âîçíèêëî
â óñëîâèÿõ çàäà÷è. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 è ïðèñî-
åäèíÿåòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4. Òèï èñòî÷íèêà - "îòâåò".

(d) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, óñëîâèÿ êîòîðîé íå çàâèñÿò îò íåèç-
âåñòíûõ, ëèáî èìåþùåé åäèíñòâåííîå óñëîâèå, óêàçûâàþùåå íà òèï çíà÷å-
íèé íåèçâåñòíîé. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëü-
íîé òî÷êè "ïðèåì(98)". Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò (îáðàùå-
íèå . . .). Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë õ10 ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ðåäàêòèðîâà-
íèå îòâåòà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óñëîâèé èñõîäíîé âåðñèè
äàííîé çàäà÷è. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12 íàõîäèòñÿ òîò êàäð
ïðîòîêîëà, â êîòîðîì îíî âïåðâûå âîçíèêëî â óñëîâèÿõ. Ýòîò êàäð îáú-
ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì (òèïà "îòâåò") êàäðà õ6 è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íà÷àëó
íàêîïèòåëÿ õ4. Ïîñëå îáðàáîòêè ñïèñêà õ12 íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé êàäð õ13
ïðîòîêîëà õ10. Îí îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "ðåäàêöèÿ") è
ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4. Îñîáî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà êàäð õ6 íå èìåë ýëåìåíòîâ (îáðàùåíèå . . .). Òîãäà â íåì íàõîäèòñÿ
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ýëåìåíò (îòâåò A), è äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà õ10 óòâåðæäåíèÿ
A èùåòñÿ òîò êàäð, â êîòîðîì õ10 âîçíèêëî â óñëîâèÿõ. Ýòîò êàäð îáúÿâ-
ëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì (òèï "îòâåò") è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ
õ4.

(e) Ðåøåíèå çàäà÷è ñ íåñêîëüêèìè íåèçâåñòíûìè, èìåþùåé öåëü "ïîëíûé",
ïóòåì âûðàæåíèÿ îäíîé èç íåèçâåñòíûõ ÷åðåç îñòàëüíûå. Ðàññìîòðåíèå
ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(11)". Íàõîäèò-
ñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .) êàäðà õ6. Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë
õ10 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëåäíèé êàäð ýòîãî ïðîòîêî-
ëà îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê
íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4.

(f) Ðàçáèåíèå óñëîâèé çàäà÷è íà îïèñàíèå íà íåçàâèñèìûå ãðóïïû. Ðàññìîò-
ðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(12)".
Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû (îáðàùåíèå . . .) êàäðà õ6, ññûëàþùèåñÿ
íà ïðîòîêîëû õ9 ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà îïèñàíèå. Ïîñëåäíèå
êàäðû ýòèõ ïðîòîêîëîâ îáúÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè êàäðà õ6 (òèï "îòâåò")
è ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4.

(g) Âûäà÷à îòâåòà áëîêà àíàëèçà, èìåþùåãî öåëü "èçâåñòíî". Ðàññìîòðåíèå
ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(5)". Â êàäðå
õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (èçâåñòíû A), ññûëàþùèéñÿ íà íàáîð A èñïîëüçîâàí-
íûõ ïðèåìîì ïîñûëîê áëîêà àíàëèçà, ò.å. ðàâåíñòâ, óêàçûâàþùèõ çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ. Êàäðû, â êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû ýòè ðàâåíñòâà, îáúÿâëÿ-
þòñÿ èñòî÷íèêàìè êàäðà õ6. Îíè ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ
õ4. Äàëåå ðàâåíñòâà íàáîðà A ïðîñìàòðèâàþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Äëÿ
êàæäîãî èç íèõ â êàäðå õ6 íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû (îáðàùåíèå . . .), ññûëàþùè-
åñÿ íà ïðîòîêîëû ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èñïîëüçîâàííûõ
äëÿ óïðîùåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ýòè çàäà÷è èìåþò, ñîîòâåòñòâåí-
íî, öåëè "óïðîñòèòü", "èçâåñòíû" è "äëèíà", "ó÷åòðåçóëüòàòà". Ïîñëåäíèå
êàäðû óêàçàííûõ ïðîòîêîëîâ îáúÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè êàäðà õ6. Îíè
ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4.

(h) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, åäèíñòâåííîå íåèçâåñòíîå óñëîâèå êî-
òîðîé èìååò âèä x = t. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(8)". Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (îáðàùåíèå
. . .), ññûëàþùèéñÿ íà ïðîòîêîë õ10 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ðåäàêòèðî-
âàíèÿ îòâåòà. Äëÿ êàæäîãî óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì
äàííîå óñëîâèå âîçíèêëî. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6
(òèï "îòâåò") è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4. Ïîñëå ïðîñìîò-
ðà âñåõ óñëîâèé íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé êàäð ïðîòîêîëà õ10 , êîòîðûé òîæå
îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "ðåäàêöèÿ") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî
íàêîïèòåëÿ õ4. Åñëè ýëåìåíòà (îáðàùåíèå . . .) íå áûëî, òî â õ6 íàõîäèò-
ñÿ ýëåìåíò (îòâåò A). Äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óòâåðæäåíèÿ
A èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì îí âîçíèê. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì
êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4.

(i) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, åñëè âñå åå óñëîâèÿ ñóòü ðàâåíñòâà,
îïðåäåëÿþùèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòó-
àöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(13)". Â êàäðå õ6 íàõî-
äèòñÿ ýëåìåíò (îòâåò A). Äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óòâåðæäå-
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íèÿ A èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì îí âîçíèê. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íè-
êîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íà÷àëó íàêîïèòåëÿ õ4.

(j) Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîé çàäà÷è, ÿâíî âûðàæåííîé ÷åðåç îñòàëüíûå íåèç-
âåñòíûå, ëèáî èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è íà îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ ðà-
âåíñòâà â óñëîâèÿõ, âûðàæàþùåãî åãî ÷åðåç äðóãèå ïàðàìåòðû. Ðàññìîò-
ðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(14)". Â
êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (ïàðàìåòð A) ëèáî (èñêëþ÷íåèçâ A). Èùåòñÿ
òîò êàäð, â êîòîðîì óòâåðæäåíèå A áûëî ïîëó÷åíî. Îí îáÿâëÿåòñÿ èñ-
òî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï (âûâîäèìî A)) è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ
õ4. Çàòåì â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò âèäà (îáðàùåíèå . . .).
Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, âîçíèêøåé ïîñëå èñ-
êëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé. Ïîñëåäíèé êàäð äàííîãî ïðîòîêîëà îáúÿâëÿåòñÿ
èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(k) Ïåðåíåñåíèå âî âíåøíþþ çàäà÷ó ðàâåíñòâà áëîêà àíàëèçà, âûðàæàþùåãî
îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç äðóãèå. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ
ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(99)". Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (çà-
ìåùåíèåóñëîâèé A). Äëÿ êàæäîé ïîñûëêè ñïèñêà A (îíà áóäåò ïåðåíîñèòñÿ
âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå) èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì ýòà ïîñûëêà áûëà
ïîëó÷åíà. Äàííûé êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è
çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(l) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà-
÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(6)". Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëå-
ìåíò (îòâåò A). Èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì âîçíèêëî óñëîâèå A. Îí îáúÿâëÿ-
åòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ
õ4.

(m) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé óñëîâèå "ëîæü". Ðàññìîòðå-
íèå ýòîé ñèòàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(102)". Îíî
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

(n) Âûäà÷à îòâåòà ïðè îáíàðóæåíèè â áëîêå àíàëèçà êîíñòàíòû "ëîæü". Ðàñ-
ñìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(63)".
Èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì âîçíèêëà ïîñûëêà "ëîæü". Îí îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷-
íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(o) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå, èìåþùåé ëîæíóþ ïîñûëêó.
Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
åì(62)". Îíî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

(p) Îáðàùåíèå ê çàäà÷å íà ðåäàêòèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(101)".
Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (ñóùåñòâóåò A), óààçûâàþùèé íà ðåäàêòè-
ðóåìîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå A. Èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì âîçíèêëî
óñëîâèå A. Îí îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï (âûâîäèìî A))è çà-
íîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4. Çàòåì â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé
ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .). Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë ðåøåíèÿ çàäà÷è ðå-
äàêòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ A. Ïîñëåäíèé êàäð ýòîãî ïðîòî-
êîëà îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò")è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî
íàêîïèòåëÿ õ4.

(q) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è ïðè óñìîòðåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(100)".
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Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (îòâåò A). Äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòèâíîãî
÷ëåíà óòâåðæäåíèÿ A íàõîäèòñÿ êàäð ïðîòîêîëà, â êîòîðîì îí âîçíèê â
óñëîâèÿõ çàäà÷è. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îò-
âåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(r) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ó êîòîðîé óñëîâèå ñîäåðæèòñÿ
â ïîñûëêàõ, ëèáî èìåþòñÿ äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ïîñûëêè. Ðàññìîòðåíèå
ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(49)". Â êàäðå
õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (âûâîäèìî A). Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ èç ñïèñ-
êà A èùåòñÿ êàäð ïðîòîêîëà, ãäå îíî âîçíèêëî â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Ýòîò
êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò")è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî
íàêîïèòåëÿ õ4.

(s) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, èìåþùåé óñëîâèå "èñòèíà". Ðàñ-
ñìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(50)".
Èùåòñÿ òîò êàäð ïðîòîêîëà, â êîòîðîì ïîÿâèëîñü óñëîâèå "èñòèíà". Îí
îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íà-
êîïèòåëÿ õ4.

(t) Âûäà÷à îòâåòà âíåøíåé çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðè îïðåäåëåíèè âñåõ åå íåèç-
âåñòíûõ â áëîêå àíàëèçà. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(61)". Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (âûâîäèìî
A). Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ èç ñïèñêà A èùåòñÿ òîò êàäð ïðîòîêîëà,
ãäå îíî âîçíèêëî â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì
êàäðà õ6 (òèï "îòâåò")è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(u) Âûäà÷à îòâåòà çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðèåìîì ÃÅÍÎËÎÃà, èìåþùèì çàãîëî-
âîê "îòâåò" ëèáî "îòâåòçàäà÷è". Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ
ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(103)". Â êàäðå õ6 íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé
ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .). Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë õ10 ðåøåíèÿ çàäà÷è Z,
ðåäàêòèðóþùåé íàéäåííûé îòâåò. Äëÿ êàæäîãî èç óñëîâèé èñõîäíîé âåð-
ñèè çàäà÷è Z èùåòñÿ êàäð ïðîòîêîëà, â êîòîðîì îíî âîçíèêëî. Ýòîò êàäð
îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêî-
ïèòåëÿ õ4. Çàòåì ïîñëåäíèé êàäð ïðîòîêîëà õ10 îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì
êàäðà õ6 (òèï "ðåäàêöèÿ"). Îí òîæå çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(v) Âûäà÷à ðåçóëüòàòà ïàêåòíîãî íîðìàëèçàòîðà. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè
íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(15)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàäð
õ6 - íå ïåðâûé. Çàòåì ïðåäûäóùèé êàäð ïðîòîêîëà îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íè-
êîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò"). Îí çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

(w) Ïåðåäà÷à ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ âî âíåøíþþ çàäà÷ó íà îïèñàíèå. Ðàñ-
ñìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(104)".
Íàõîäèòñÿ òîò ïðîòîêîë õ9, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ êàäð õ6. Â íåì èùåò-
ñÿ êàäð õ13, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò (çàìåùåíèåóñëîâèé A). Äëÿ êàæäîãî
óòâåðæäåíèÿ P ñïèñêà A èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì âîçíèêëà ïîñûëêà P .
Îí îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî
íàêîïèòåëÿ õ4.

2. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (çàìåíàâõîæäåíèÿ A1 A2 A3), ò.å. â íåì ðåàëèçóåòñÿ
çàìåíà âõîæäåíèÿ A1 ïîäòåðìà çàäà÷è íà òåðì A3. Ïðè A2 = 0 çàìåíà îòíîñèò-
ñÿ ê ïîñûëêå, ïðè A1 = 1 - ê óñëîâèþ. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ
ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(7)". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò òåðì
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çàäà÷è, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà, ïåðåìåííîé õ9 - óêàçàòåëü A2. Èùåòñÿ
êàäð, â êîòîðîì âîçíèê òåðì õ8 (ïîñûëêà ïðè õ9 = 0 ëèáî óñëîâèå ïðè õ9 =
1). Îí îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "çàìåíàâõîæäåíèÿ")è çàíîñèòñÿ
â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ P , óïîìÿíóòîãî â ýëåìåíòå
(âûâîäèìî . . .) êàäðà õ6 è íå èìåþùåãî çàãîëîâêà "àêòèâ", èùåòñÿ êàäð, â êî-
òîðîì îíî âîçíèêëî (ñ ó÷åòîì õ9). Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6
(òèï (âûâîäèìî P )) è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå
èìåþùèåñÿ â êàäðå õ6 îáðàùåíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì ïàêåòíûõ íîð-
ìàëèçàòîðîâ, âûïîëíèâøèì íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîñëåäíèå êàäðû
èõ ïðîòîêîëîâ îáúÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñÿòñÿ â
íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

3. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (çàìåíà A1 A2), ò.å. â íåì ðåàëèçóåòñÿ çàìåíà íîðìà-
ëèçàòîðîì òåðìà A1 íà òåðì A2. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(92)". Ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ
ïðåäøåñòâåííèêè êàäðà õ6 - äî ïåðâîãî êàäðà, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò (çàìåíà
. . .). Îí îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "çàìåíàâõîæäåíèÿ") è çàíîñèò-
ñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4. Äàëåå - òå æå äåéñòâèÿ ñ ýëåìåíòàìè (âûâîäèìî
. . .), (îáðàùåíèå . . .), ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

4. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (âûâîä A), ò.å. â íåì ðåàëèçîâàí âûâîä íîâîé ïîñûë-
êè A. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
åì(16)". Ñëó÷àé, êîãäà â êàäðå èìååòñÿ òàêæå ýëåìåíò "àíàëèçàòîð", îáðàáà-
òûâàåòñÿ îòäåëüíîé ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé íèæå. Áåðåòñÿ ýëåìåíò (âûâîäèìî
P ) êàäðà õ6, è äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ B ñïèñêà P , íå èìåþùåãî çàãîëîâêà
"àêòèâ", èùåòñÿ òîò êàäð, â êîòîðîì îíî âîçíèêëî â ïîñûëêàõ çàäà÷è. Íàéäåí-
íûé êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï (âûâîäèìî B)) è çàíîñèòñÿ â
íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

5. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (âûâîäóñëîâèÿ A), ò.å. â íåì ðåàëèçîâàí âûâîä íî-
âîãî óñëîâèÿ A. Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü
â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå B ìîãëî âîçíèêíóòü êàê â óñëîâèÿõ, òàê è â ïîñûëêàõ.

6. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (çàìåíàãðóïïû A1 A2 A3), ò.å. â íåì ðåàëèçóåòñÿ
çàìåíà ãðóïïû A1 ïîñûëîê ïðè A2 = 0 ëèáî óñëîâèé ïðè A2 = 1 íà óòâåð-
æäåíèå A3. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(20)". Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ B ñïèñêà A1 èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì
îíî âîçíèêëî â ïîñûëêàõ ïðè A2 = 0 ëèáî â óñëîâèÿõ ïðè A2 = 1. Ýòîò êàäð
îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï (çàìåíàãðóïïû B)) è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî
íàêîïèòåëÿ õ4. Äàëåå áåðåòñÿ ýëåìåíò (âûâîäèìî C) êàäðà õ6, è äëÿ êàæäîãî
óòâåðæäåíèÿ B ñïèñêà C ïîâòîðÿåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà. Îòëè÷èå ñîòñîèò
ëèøü â òîì, ÷òî çäåñü òèï èñòî÷íèêà - (âûâîäèìî B).

7. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò "èññëåäîâàòü", ò.å. ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê âûâîäó
ñëåäñòâèé â áëîêå àíàëèçà çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè
íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(17)". Áåðåòñÿ ýëåìåíò (èçìåíå-
íèå A) êàäðà õ6 è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íàáîðå A èìååòñÿ ýëåìåíò (óñëîâèå . . .)
ò.å. èìåëî ìåñòî èçìåíåíèå ñïèñêà óñëîâèé çàäà÷è. Çàòåì íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé
ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .) êàäðà õ6. Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë îáðàáîòêè áëî-
êà àíàëèçà. Áåðåòñÿ ïîñëåäíèé êàäð õ10 ýòîãî ïðîòîêîëà. Äëÿ êàæäîãî íîâîãî
óñëîâèÿ B òåêóùåé çàäà÷è íà îïèñàíèå èùåòñÿ òàêîé ïðåäøåñòâóþùèé êàäðó
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õ10 êàäð, â êîòîðîì âîçíèêëà ïîñûëêà B áëîêà àíàëèçà. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ
èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï (èññëåäîâàòü B)) è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ
õ4. Ïîñëå ïðîñìîòðà óñëîâèé B - êàäð õ10 îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6
(òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

8. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò "àíàëèçàòîð", ò.å. ðåàëèçóåò îáðàùåíèå ê ïàêåòíîìó
àíàëèçàòîðó. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷-
êè "ïðèåì(60)". Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .) êàäðà
õ6. Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë P ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è àíàëèçàòîðà.
Çàòåì íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (âûâîä A) êàäðà õ6, óêàçûâàþùèé íà êîíúþíêöèþ
A óòâåðæäåíèé, ïåðåíåñåííûõ â òåêóùóþ çàäà÷ó èç ïîñûëîê âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è àíàëèçàòîðà. Äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà B óòâåðæäåíèÿ A
èùåòñÿ êàäð ïðîòîêîëà P , â êîòîðîì ïîÿâèëàñü ïîñûëêà B. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿ-
åòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "àíàëèçàòîð") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ
õ4.

9. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (è A1 A2), ò.å. çàìåíÿåò èìåþùåå âèä êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèå A1 - ïîñûëêó ïðè A2 = 0 ëèáî óñëîâèå ïðè A2 = 1 íà ãðóïïó
ñâîèõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(39)". Èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì áûëà ñôîðìèðîâàíà
ïîñûëêà ëèáî óñëîâèå A1. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï
(âûâîäèìî A1)) è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

10. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (íîâûåíåèçâåñòíûå A1 A2 A3), ò.å. ðåàëèçóåò ïåðå-
õîä ê íîâûì íåèçâåñòíûì â çàäà÷å íà îïèñàíèå. Çäåñü A1 - íàáîð âûäåëÿåìûõ
óñëîâèé, A2 - íàáîð âûðàæåíèé ñî ñòàðûìè íåèçâåñòíûìè, A3 - íàáîð îáîçíà-
÷àþùèõ èõ íîâûõ íåèçâåñòíûõ. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(43)". Ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà B ñïèñêà A1

èùåòñÿ êàäð, â êîòîðîì âîçíèêëà ïîñûëêà B. Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íè-
êîì êàäðà õ6 (òèï (âûâîäèìî B)) è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4. Çàòåì
áåðåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .) êàäðà õ6. Îí ññûëàåòñÿ íà ïðîòîêîë
ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå, ðàçðåøàþùåé óñëîâèÿ A1 îòíî-
ñèòåëüíî íîâûõ íåèçâåñòíûõ. Ïîñëåäíèé êàäð äàííîãî ïðîòîêîëà îáúÿâëÿåòñÿ
èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

11. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò (íîðìóðàâí A), ò.å ðåøàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé A, èç-
âëå÷åííûõ èç ïîñûëîê çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, è çàíîñèò ðåçóëüòàòû îáðàòíî
â ñïèñîê ïîñûëîê ýòîé çàäà÷è. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå
êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(40)". Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ B ñïèñêà A èùåò-
ñÿ êàäð ïðîòîêîëà òåêóùåé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, â êîòîðîì îíî âîçíèêëî.
Ýòîò êàäð îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï (âûâîäèìî B)) è çàíîñèòñÿ
â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

12. Êàäð õ6 ñîäåðæèò ýëåìåíò "îäç", ò.å. â íåì ðåãèñòðèðóþòñÿ óñëîâèÿ íà îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëü-
íîé òî÷êè "ïðèåì(41)". Çäåñü íèêàêèõ äåéñòâèé íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ - ïåðåõîä
ê î÷åðåäíîìó ýëåìåíòó íàêîïèòåëÿ õ4.

13. Â êàäðå õ6 ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå,
ðàçðåøàþùåé ïîñûëêó çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå îòíîñèòåëüíî åå åäèíñòâåííîé
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íåèçâåñòíîé. Ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷-
êè "ïðèåì(18)". Áåðåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò (îáðàùåíèå . . .) êàäðà õ6, ññûëà-
þùèéñÿ íà ïðîòîêîë ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. Ïîñëåäíèé êàäð
äàííîãî ïðîòîêîëà îáúÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì êàäðà õ6 (òèï "îòâåò") è çàíîñèòñÿ
â íà÷àëî íàêîïèòåëÿ õ4.

Ïî çàâåðøåíèè îáðàáîòêè íàêîïèòåëÿ õ4 ïîñëåäíèé êàäð ïðîòîêîëà õ2 ñíàáæà-
åòñÿ ïîìåòêîé "êîíåö". Íà ýòîì ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà ïðîòîêîëà çàâåðøàåòñÿ.

11.4 Èíòåðôåéñ ïðîñìîòðà ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ
Ïîñëå òîãî, êàê ïðîöåäóðà "ñìðåøåíèå" çàâåðøèëà ïðåäâàðèòåëüíóþ îáðàáîòêó ïðî-
òîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è, ýòà æå ïðîöåäóðà ðåàëèçóåò èíòåðôåéñ ïðîñìîòðà ïðîòîêî-
ëà. Ïðîãðàììà èíòåðôåéñà íà÷èíàåòñÿ ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(21)". Îíà
íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî ïðèíöèïèàëüíûõ ìîìåíòîâ, è âìåñòî åå ðàññìîòðåíèÿ ìû
îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèì îïèñàíèåì ñàìîãî èíòåðôåéñà.

Íàïîìíèì, ÷òî çàïóñê ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ñîñòàâëåíèåì è ïðîñìîòðîì ïðîòîêîëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íàæàòèåì êëàâèøè "ó". Ïðîöåññ ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå çàíèìàåò íåìíî-
ãî áîëüøå âðåìåíè, è ïî åãî çàâåðøåíèè íà ýêðàíå îòîáðàæàåòñÿ ïåðâûé êàäð ïðî-
òîêîëà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ëîãèêà ïðîðèñîâêè êàäðà àíàëîãè÷íà ïðîðèñîâêå êàäðà ïðè
îáû÷íîé òðàññèðîâêå: â âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà ñîäåðæèòñÿ îïèñàíèå òåêóùåãî äåé-
ñòâèÿ, íàä íèì - âûÿâëÿåìîå ïðè ïðîêðóòêå ââåðõ îïèñàíèå òåêóùåé çàäà÷è äî âû-
ïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ, ïîä íèì - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ îáîáùåííûõ çà-
äà÷, ðåøàâøèõñÿ â äàííîì êàäðå. Íàä îïèñàíèåì òåêóùåãî äåéñòâèÿ ðàñïîëîæåíû:
óêàçàíèå íîìåðà òåêóùåãî ìîìåíòà (â øàãàõ ðàáîòû èíòåðïðåòàòîðà ËÎÑà); ÷èñëî
ìîìåíòîâ, ïðîøåäøèõ ïîñëå ïðåäûäóùåãî äåéñòâèÿ; óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà.

×òîáû ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó êàäðó, íàæèìàåòñÿ Enter; ÷òîáû âåðíóòüñÿ ê ïðåäûäó-
ùåìó - Backspace. Åñëè â êàäðå ðåøàëàñü âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à è íóæíî âîéòè â
ïðîòîêîë åå ðåøåíèÿ, òî íàæèìàåòñÿ "êóðñîð âïðàâî". Åñëè òàêèõ çàäà÷ íåñêîëüêî,
òî ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò äîáèòüñÿ, ÷òîáû âåðõíÿÿ îòäåëÿþùàÿ ëèíèÿ íóæíîé çà-
äà÷è ïîøëà ïî âåðõíåé êðîìêå ýêðàíà. Äëÿ âîçâðàùåíèÿ èç òðàññèðîâêè ïîäçàäà÷è
â òðàññèðîâêó íàäçàäà÷è íàæèìàåòñÿ "êóðñîð âëåâî".

Ïåðå÷èñëåííûå äåéñòâèÿ ìîæíî âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ ìûøè, âûáèðàÿ ïóíêòû ìåíþ
"âïåðåä" (Enter), "íàçàä" (Backspace), "íàðóæó" (êóðñîð âëåâî), "âíóòðü" (êóðñîð
âïðàâî), "âíèç" (âíèç ê î÷åðåäíîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å), "ââåðõ" (ââåðõ ê ïðåäû-
äóùåé çàäà÷å ëèáî ê îïèñàíèþ òåêóùåãî äåéñòâèÿ).

Åñëè òðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê îäíîìó èç èñòî÷íèêîâ òåêóùåãî êàäðà, âûáèðàåòñÿ ïóíêò
ìåíþ "èñòî÷íèêè"; åñëè íóæíû âñå åãî ïðååìíèêè - ïóíêò "ïðååìíèêè". Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ íà ýêðàí âûâîäÿòñÿ ñïèñêè óòâåðæäåíèé - èñïîëüçîâàííûõ â êàäðå ëèáî òà-
êèõ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðûõ áûë èñïîëüçîâàí êàäð. Âûáèðàÿ íóæíûé ïóíêò ñïèñêà
è íàæèìàÿ "êóðñîð âïðàâî", ïåðåõîäèì ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èñòî÷íèêó ëèáî ïðååì-
íèêó.

Â ïóíêòå ìåíþ "Ïðîñìîòð" ïåðå÷èñëåíû äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè. Ïðè íàæà-
òèè êëàâèøè "á" ïåðåõîäèì â ïðîñìîòð îïèñàíèÿ ïðèìåíåííîãî ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà
(âîçâðàùåíèå - "êóðñîð âëåâî"). Äëÿ áûñòðîãî âîçâðàùåíèÿ ê ïðîñìîòðó îïèñàíèÿ
òåêóùåãî äåéñòâèÿ ñëóæèò êëàâèøà "ð". Äëÿ âûáîðà ðåæèìà ïðîñìîòðà íàæèìàåòñÿ
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"Ctr-ð"(êèðèëëèöà). Çäåñü ìîæíî óäàëèòü èç ïðîñìîòðà íåèñïîëüçóåìûå êàäðû ïðî-
òîêîëà, ôèêòèâíûå ïîñûëêè è êàäðû ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïî óìîë÷àíèþ,
âñå îíè â ïðîñìîòð íå âêëþ÷àþòñÿ.

11.5 Îá èñïîëüçîâàíèè ïðîòîêîëà ðåøåíèÿ
×òîáû îïòèìèçèðîâàòü ñîõðàíåííîå â ïðîòîêîëå ðåøåíèå çàäà÷è, íóæíî ïåðåéòè îò
íåãî ê íåñêîëüêî óïðîùåííîé çàïèñè ðåøåíèÿ, ê êîòîðîé ëåãêî áûëî áû ïðèìåíÿòü
ðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ñäåëàíû ëèøü
ïåðâûå øàãè - ââåäåíà ñòðóêòóðà äàííûõ òàê íàçûâàåìîé ñõåìû ðåøåíèÿ, áëèçêîé
ê ñòðóêòóðå ïðîòîêîëà, è ñîçäàíà ïðîöåäóðà "ñõåìàðåøåíèÿ", âûïîëíÿþùàÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïðîòîêîëà â ñõåìó. Äëÿ ñïðÿìëåíèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì, ïîñòàíîâêà êîòîðûõ ïîäñêàçû-
âàåòñÿ èìåþùèìñÿ ïðîòîêîëîì. Íàïðèìåð, åñëè â ïðîòîêîëå ðåøåíèÿ ïëàíèìåòðè-
÷åñêîé çàäà÷è â íåêîòîðûé ìîìåíò âû÷èñëÿåòñÿ êàêîå-ëèáî ðàññòîÿíèå, íåîáõîäèìîå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñðàçó æå îáúÿâèòü åãî íåèçâåñòíîé âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è è ïîïðîáîâàòü âû÷èñëèòü íàïðÿìóþ, áîëåå êîðîòêèì ïóòåì.

Äðóãîå íàïðàâëåíèå èñïîëüçîâàíèÿ ïðîòîêîëà - ïîïûòêà ïðèìåíèòü åãî äëÿ îáó÷åíèÿ
ðåøàòåëÿ íîâûì ïðèåìàì. Îí ìîæåò ïîäñêàçàòü òå øàãè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â áàçå
òåîðåì, êîòîðûå ïðèâåäóò ê ïîëåçíûì íîâûì ïðèåìàì.

Îáà ýòèõ íàïðàâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ ëèøü â íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ. Äëÿ ðàçâèòèÿ
ìåõàíèçìîâ ñàìîîáó÷åíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå íà íà÷àëüíîé ñòàäèè, áîëåå ïåðñïåêòèâ-
íûì îêàçàëîñü íàïðàâëåíèå, íå èñïîëüçóþùåå ïðîòîêîëîâ ðåøåíèÿ çàäà÷. Ïîäðîáíåå
î íåì áóäåò ðàññêàçàíî â øåñòîì òîìå äàííîé ìîíîãðàôèè.
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