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1-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)
Ïîÿâëåíèå è ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü
ìíîæåñòâî çàäà÷ äèñêðåòíîãî õàðàêòåðà. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò êàê ïðè ðàçðà-
áîòêå ÷èïîâ, òàê è ïðè ñîçäàíèè ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû è
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì áûëè ñîçäàíû ðàçíîîáðàçíûå äèñêðåò-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Â ìàòåìàòèêå âîçíèêëè íîâûå íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ýòèìè ìîäåëÿìè - òåîðèÿ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé, òåîðèÿ àâòîìàòîâ, òåîðèÿ àëãî-
ðèòìîâ, òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ è äð. Ýòè íàïðàâëåíèÿ,
õîòÿ è ñðàâíèòåëüíî ìîëîäûå, ðàñïîëàãàþò âíóøèòåëüíûì çàïàñîì ìîùíûõ ìåòîäîâ
è íåòðèâèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äàííûé êóðñ îðèåíòèðîâàí ëèøü íà ïðåäâàðèòåëüíîå
îçíàêîìëåíèå ñ ìèðîì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.
Çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé äèñêðåòíûõ ôóíêöèé åñòåñòâåííî íà÷èíàòü ñ ïðîñòåéøåãî, õî-
òÿ è íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî ñëó÷àÿ òàêèõ ôóíêöèé, - ñ àëãåáðû ëîãèêè. Ôóíê-
öèè àëãåáðû ëîãèêè áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå Äæ.Áóëåì åùå â ñåðåäèíå 19 âåêà.
Îíè ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ñðåäñòâî îïðåäåëÿòü èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü ñëîæíîãî
âûñêàçûâàíèÿ èñõîäÿ èç èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ åãî ýëåìåíòàðíûõ
âûñêàçûâàíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, êàê àðãóìåíòû ôóíêöèè, òàê è îíà ñàìà ïðèíèìà-
ëè âñåãî äâà çíà÷åíèÿ - "èñòèíà" èëè "ëîæü". Âïîñëåäñòâèè Ê.Øåííîí "îòêðûë"
âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû ðåëåéíî-êîíòàêòíûõ
ñõåì, èç êîòîðûõ ñîáèðàëèñü ïåðâûå êîìïüþòåðû. Çäåñü óæå ôóíêöèÿ èìåëà çíà-
÷åíèÿ 0 ëèáî 1, ñîîòâåòñòâåííî îòñóòñòâèþ èëè íàëè÷èþ òîêà â ïðîâîäíèêå. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ðàáîòà ñ ôóíêöèÿìè àëãåáðû ëîãèêè - íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü ïðîöåññà
ïðîåêòèðîâàíèÿ ÷èïîâ. Îíè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ è â ïðîãðàììèðîâàíèè. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì ëèøü íåáîëüøîé ôðàãìåíò àëãåáðû ëîãèêè, ñâÿçàííûé ñ çàäà÷àìè ïîëíîòû
è âûðàçèìîñòè äëÿ ìíîæåñòâ ôóíêöèé.
Äàííûé êîíñïåêò ëåêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåðàáîòêó ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùå-
ãîñÿ â ó÷åáíèêå Ñ.Â.ßáëîíñêîãî "Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó", à òàêæå â
ìîíîãðàôèè Â.Á.Êóäðÿâöåâà, Ñ.Â.Àëåøèíà è À.Ñ.Ïîäêîëçèíà "Ââåäåíèå â òåîðèþ
àâòîìàòîâ". Îäíàêî, èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàñõîæäåíèå ìåæäó èçëîæåíèåì ìàòåðè-
àëà â êóðñå è â ýòèõ êíèãàõ, îñîáåííî â ïåðâîé èç íèõ. Ãëàâíûì îáðàçîì, îíî âûçâàíî
íåîáõîäèìîñòüþ óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ ôîðìóëû è ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà ôóíêöèé, áåç êî-
òîðîãî äîêàçàòåëüñòâà ñòàíîâÿòñÿ çàïóòàííûìè è òåðÿþò ìàòåìàòè÷åñêþó ñòðîãîñòü.
Ìíîãèå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè èç äàííîé êíèãè ïðèøëîñü ñêîððåêòèðîâàòü,
è ïîëüçîâàòüñÿ èìè íà ýêçàìåíå â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå íå ðåêîìåíäóåòñÿ.

Àëãåáðà ëîãèêè

Ôóíêöèè è ìíîæåñòâà âîîáùå

Íà÷íåì ñ íàïîìèíàíèÿ íåêîòîðûõ îáùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé è ìíîæåñòâ. Ïîíÿòèå
ìíîæåñòâà â ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì. Îíî íå îïðåäåëÿåòñÿ, à ëèøü õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì àêñèîì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíîøåíèå a ∈ A ïðèíàäëåæíîñòè
ýëåìåíòà a ìíîæåñòâó A, à òàêæå îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç ýòî îòíîøåíèå îïåðàöèè A∪B,
A ∪B, A \B.
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Ïîíÿòèå ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ïîíÿòèþ ìíîæåñòâà, ÷åðåç
ðàññìîòðåíèå ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè. Îäíàêî, ïðîùå ñ÷èòàòü åãî òîæå íå îïðåäåëÿå-
ìûì, à ëèøü õàðàêòåðèçóåìûì ñ ïîìîùüþ àêñèîì. ×òîáû çàäàòü ôóíêöèþ f , íóæíî
çàäàòü, âî-ïåðâûõ, ìíîæåñòâî Dom(f), íà êîòîðîì îíà çàäàíà - îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè, à, âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óêàçàòü
çíà÷åíèå f(x) ýòîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ
ðàâåíñòâà ôóíêöèé f, g:
f = g ↔ Dom(f) = Dom(g) & ∀x(x ∈ Dom(f) → f(x) = g(x)).
Âñÿ ýòà ïðåàìáóëà ïðî ôóíêöèè è ìíîæåñòâà ââåäåíà ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû óòî÷-
íèòü îáùåïðèíÿòîå â ìàòåìàòèêå ïîíÿòèå ðàâåíñòâà ôóíêöèé. Îíî îòëè÷àåòñÿ îò
òîãî, êîòîðîå èìååòñÿ â ó÷åáíèêå "Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó", ãäå ðàâíû-
ìè ìîãóò îêàçàòüñÿ ôóíêöèè ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ. Íà ýòî ñòîèò
îáðàòèòü âíèìàíèå ïðè ÷òåíèè äàííîãî ó÷åáíèêà.
Êîíå÷íûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (a1 . . . , an) - ýòî, ïî ñóòè, òîæå ôóíêöèÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå {1, . . . , n} íàòóðàëüíîãî ðÿäà è ïðèíèìàþùàÿ â òî÷êå i
çíà÷åíèå ai. Òàê êàê ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè, ñëîâî
"óïîðÿäî÷åííûé" óñëîâèìñÿ îïóñêàòü. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ íàáîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå A1 × . . .× An ìíîæåñòâ A1, . . . , An. Îíî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ
íàáîðîâ (a1, . . . , an), ãäå ai ∈ Ai; i = 1, . . . , n. Èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð äëèíû 0.
Îí îïðåäåëåí íà ïóñòîì ìíîæåñòâå è îáîçíà÷àåòñÿ Λ.
Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè A1 × . . .×An, òî åå íàçûâàþò
ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ è îáîçíà÷àþò f(x1, . . . xn). Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå
íèêàêèõ "ïåðåìåííûõ" ó íàñ ïîêà íåò. Îíè ïîÿâÿòñÿ ïîçäíåå, êîãäà ðå÷ü ïîéäåò î
ôîðìóëàõ. Äëÿ ôóíêöèè "÷èñëî ïåðåìåííûõ" - ýòî ïðîñòî ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé â
ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè, ÿâëÿþùåìñÿ åå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì E2 ìíîæåñòâî {0, 1}. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå E2× . . .×E2, ãäå
÷èñëî ñîìíîæèòåëåé ðàâíî n, îáîçíà÷àåì Bn. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
êîîðäèíàò âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà ñ äëèíîé ñòîðîíû 1. Â àëãåáðå ëîãèêè äàííîå
ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì áóëåâûì êóáîì. Äîïóñêàåòñÿ ñëó÷àé n = 0, è òîãäà
áóëåâ êóá ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ïóñòîãî íàáîðà Λ.
Ôóíêöèåé àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : Bn → E2. Çäåñü n - ëþáîå öåëîå
íåîòðèöàòåëüíîå. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) îïðåäåëåíà
íà íàáîðàõ íóëåé è åäèíèö, èìåþùèõ äëèíó n, è â êà÷åñòâå ñâîåãî çíà÷åíèÿ ïðèíè-
ìàåò 0 ëèáî 1. Ïðè n = 0 ïîëó÷àåì êîíñòàíòíûå ôóíêöèè 0,1. Íàáîðû èç íóëåé è
åäèíèö áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûìè íàáîðàìè.
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè îáîçíà÷àåòñÿ P2.
Ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) ìîæíî çàäàòü òàáëèöåé, èìåþùåé n+1 ñòîë-
áåö. Â ïåðâûõ n ñòîëáöàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûì x1, . . . , xn, ïåðå÷èñëÿþòñÿ
âñå 2n âîçìîæíûõ íàáîðîâ èõ çíà÷åíèé. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå óêàçûâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f . Òàê êàê âûñîòà òàêîãî ñòîëáöà ðàâíà 2n, òî êîëè-
÷åñòâî âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ èõ çàïîëíåíèÿ ðàâíî 22n . Ýòî - ÷èñëî ôóíêöèé àëãåáðû
ëîãèêè, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ.
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Ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) íàçîâåì ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò ïåðåìåí-
íîé xi, i ∈ {1, . . . , n}, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn èç E2,
÷òî
f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) 6= f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn).
Â ýòîì ñëó÷àå xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f . Ïåðåìåííàÿ, íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ñóùåñòâåííîé, íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé èëè ôèêòèâíîé. Óòî÷íèì,
÷òî ôàêòè÷åñêè çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëèøü íîìåð ïåðåìåííîé i.
Ïóñòü xi - íåñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Òîãäà ôóíêöèÿ
g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn)

íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åííîé èç f óäàëåíèåì i - é íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Îáðàòíî,
ãîâîðèì, ÷òî f ïîëó÷åíà èç g äîáàâëåíèåì i-é íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.
Åñëè ôóíêöèè f, g ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà öåïî÷êîé ïåðåõîäîâ ââîäà èëè óäàëåíèÿ
íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî íàçîâåì èõ ýêâèâàëåíòíûìè. Çàìåòèì, ÷òî â ó÷åáíè-
êå ýòè ôóíêöèè íàçâàíû ðàâíûìè, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò îáùåïðèíÿòîìó ïîíèìàíèþ
ðàâåíñòâà ôóíêöèé.
Ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííûõ xi1 , . . . , xik , åñëè ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ íå èçìå-
íÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ îòíî-
ñèòåëüíî âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, îíà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Òàêóþ ôóíêöèþ
ìîæíî çàäàâàòü òàáëèöåé, ñóùåñòâåííî áîëåå êîðîòêîé, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå. Îíà
èìååò âñåãî äâà ñòîëáöà. Â ïåðâîì èç íèõ óêàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, ðàâ-
íûõ 1. Âî âòîðîì - ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè. Òàáëèöà èìååò âñåãî n + 1
ñòðîêó.
Îáû÷íî ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè çàäàþòñÿ íå òàáëèöàìè, à ôîðìóëàìè. Äëÿ ýòîãî,
ïðåæäå âñåãî, âûäåëÿþòñÿ íåêîòîðûå ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè, êîòîðûå ñ÷èòàþò-
ñÿ "ýëåìåíòàðíûìè". Âûáîð òàêèõ ôóíêöèé â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè ïðîèçâîëüíûé,
îäíàêî ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

1. Êîíñòàíòû 0,1 (íóëü-ìåñòíûå ôóíêöèè).
2. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ x (îäíîìåñòíàÿ).
3. Ôóíêöèÿ "îòðèöàíèå", êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ x̄ (èíîãäà - ¬(x)), è ðàâíà 1− x.
4. Ôóíêöèÿ "êîíúþíêöèÿ", èëè "è". Îíà îáîçíà÷àåòñÿ x1&x2 ëèáî x1 · x2 è ðàâíà

ìèíèìóìó (èëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå òî æå ñàìîå, ïðîèçâåäåíèþ) çíà÷åíèé
x1, x2.

5. Ôóíêöèÿ "äèçúþíêöèÿ", èëè "èëè". Îíà îáîçíà÷àåòñÿ x1 ∨ x2 è ðàâíà ìàêñè-
ìóìó çíà÷åíèé x1, x2.

6. Ôóíêöèÿ "èìïëèêàöèÿ" (ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà "åñëè-òî"). Îíà îáîçíà÷àåòñÿ x1 →
x2. Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå: åñëè x1 = 1, à
x2 = 0. Èíà÷å îíà ðàâíà 1.

7. Ôóíêöèÿ "ñóììà ïî ìîäóëþ 2". Îíà îáîçíà÷àåòñÿ x1 + x2 èëè x1 ⊕ x2. Îáû÷íî
áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðâîå îáîçíà÷åíèå. Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå ñóììå
ïî ìîäóëþ 2 çíà÷åíèé x1, x2. Èíûìè ñëîâàìè, îíà ðàâíà 1, åñëè äàííûå çíà÷åíèÿ
ðàçëè÷àþòñÿ.
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8. Ôóíêöèÿ "ýêâèâàëåíòíîñòü". Îíà îáîçíà÷àåòñÿ x1 ↔ x2. Ðàâíà 1, åñëè çíà÷åíèÿ
x1, x2 ñîâïàäàþò, è ðàâíà 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

9. Ôóíêöèÿ "øòðèõØåôôåðà". Îíà îáîçíà÷àåòñÿ x1|x2. Åå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê x1 & x2. Èíûìè ñëîâàìè, îíî ðàâíî 0 òîëüêî â ñëó÷àå x1 = x2 = 1.

10. Ôóíêöèÿ "ñòðåëêà Ïèðñà". Îíà îáîçíà÷àåòñÿ x1 ↓ x2. Åå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê x1 ∨ x2. Èíûìè ñëîâàìè, îíî ðàâíî 1 òîëüêî â ñëó÷àå x1 = x2 = 0.

Äâå ïîñëåäíèå ôóíêöèè èãðàþò îñîáóþ ðîëü. Âî-ïåðâûõ, êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåò-
ñÿ "ïîëíîé" - ÷åðåç íåå ìîæíî âûðàçèòü ëþáóþ äðóãóþ ôóíêöèþ àëãåáû ëîãèêè.
Âî-âòîðûõ, îêàçàëîñü, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ôóíêöèé "äåøåâëå", ÷åì ðå-
àëèçàöèÿ äèçúþíêöèé è êîíúþíêöèé, èç-çà ÷åãî â ÷èïàõ îíè è âñòðå÷àþòñÿ ãîðàçäî
÷àùå.
Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ìîæíî îïðåäåëÿòü äðóãèå
ôóíêöèè. Â ìàòåìàòèêå ïîíÿòèþ ôîðìóëû ðåäêî äàþò òî÷íîå îïðåäåëåíèå. Èñêëþ-
÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Òàì äàåòñÿ òî÷íîå îïðåäå-
ëåíèå íå òîëüêî òîãî, ÷òî òàêîå ôîðìóëà, íî äàæå òîãî, ÷òî òàêîå ìàòåìàòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ.
Ðàçëè÷èå ìåæäó ôîðìóëîé è ôóíêöèåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ - àáñòðàêòíûé
ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, à ôîðìóëà - ëèøü ñïîñîá åãî çàäàíèÿ. Â òðàäèöèîííûõ
ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè èçó÷àþòñÿ ôóíêöèè, à íå ôîðìóëû; ïîýòîìó è ïîòðåáíîñòè
â òî÷íîì îïðåäåëåíèè ôîðìóëû íå âîçíèêàåò. Â òåîðèè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé è ìà-
òåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèé
- ôîðìóëû, ñõåìû, ïðîãðàììû è äð. Çà÷àñòóþ ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè òàêèõ
ñïîñîáîâ - óìåíüøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñõåìû, óìåíüøåíèå âðåìåíè åå ðàáîòû è
ò.ï. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ óæå íå ôóíêöèÿ,
à ñïîñîá åå çàäàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà. Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû äîêàçûâàòü êàêèå-òî
óòâåðæäåíèÿ î òàêîì ñïîñîáå, íåîáõîäèìî èìåòü òî÷íîå åãî îïðåäåëåíèå.
Ê ñîæàëåíèþ, àâòîð ó÷åáíèêà "Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó", ÷òîáû ñäåëàòü
îïðåäåëåíèå ôîðìóëû "èíòóèòèâíî áîëåå ïîíÿòíûì", âìåñòî òðàäèöèîííîãî èíäóê-
òèâíîãî îïðåäåëåíèÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ïðèâåë òàêóþ âåðñèþ, â êîòîðîé
ïîíÿòèÿ ôîðìóëû è ôóíêöèè îòîæäåñòâëÿþòñÿ óæå â áàçèñå èíäóêöèè: "Êàæäàÿ
ôóíêöèÿ f(x1 . . . xn) èç B íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé íàä B". Òàêîå "ñìàçàííîå" îïðåäå-
ëåíèå, ïî-âèäèìîìó, îêàçàëîñü íå î÷åíü õîðîøåé èäååé, è ëåêòîðó áûëî ïîðó÷åíî
èñïîëüçîâàòü â äàííîì êóðñå îáû÷íîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû. Ýòî îïðåäåëåíèå, âçÿ-
òîå èç ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, áûëî óïðîùåíî äî òîé ñòåïåíè, â êîòîðîé îíî áóäåò
íåîáõîäèìî äëÿ ðàáîòû ñ äèñêðåòíûìè ôóíêöèÿìè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èñïîëü-
çîâàíèå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ íè÷óòü íå óñëîæíèëî äîêàçàòåëüñòâ, à íåêîòîðûå èç
íèõ äàæå óïðîñòèëî.
Ïîä ôîðìóëîé â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ïîíèìàåòñÿ ñëîâî â íåêîòîðîì àëôàâèòå
A. Àëôàâèòîì ìîæåò ñëóæèòü ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ëèáî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
à ñëîâîì â ýòîì àëôàâèòå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íà-
÷àëüíîì îòðåçêå íàòóðàëüíîãî ðÿäà è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç A. Ïî ñóùåñòâó,
ýòî ñèíîíèì òåðìèíà "óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýëåìåíòîâ A". Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî
a1 . . . an - ôóíêöèÿ α, îïðåäåëåííàÿ íà {1, . . . , n} è ïðèíèìàþùàÿ â òî÷êå i çíà÷åíèå
ai. Îáû÷íî âìåñòî çàïèñè a1 . . . an ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ çàïèñüþ α(1) . . . α(n). Êàê
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è â ñëó÷àå íàáîðîâ, ïóñòîå ñëîâî (ñëîâî ñ ïóñòîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ) îáîçíà÷àåì
Λ.
×òîáû ñòðîèòü ôîðìóëû èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà F ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, êî-
òîðûå ìû çàõîòèì ñ÷èòàòü "ýëåìåíòàðíûìè", íóæíî êàê-òî îáîçíà÷èòü ýòè ôóíê-
öèè. Ïóñòü S - ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (íà ñàìîì äåëå - îáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðè-
ðîäû), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé èç F . Îòîáðàæåíèå
Σ : S → F , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ñèìâîëó èç S îáîçíà÷àåìóþ ýòèì ñèìâîëîì
ôóíêöèþ, íàçîâåì ñèãíàòóðîé äëÿ F . Âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûì ñèìâîëàì èç S
ìîæåò ñîïîñòàâëÿòüñÿ îäíà è òà æå ôóíêöèÿ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå ïåðåìåííûå. Âûáåðåì äëÿ âñåõ ïî-
ñëåäóþùèõ ðàññìîòðåíèé ôèêñèðîâàííûé ñ÷åòíûé ñïèñîê X = {x1, x2, . . .} îáúåêòîâ,
êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëàìè ïåðåìåííûõ.
Ôîðìóëû â ñèãíàòóðå Σ îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî:

1. Åñëè xi - ñèìâîë ïåðåìåííîé, òî îäíîáóêâåííîå ñëîâî, îáðàçîâàííîå ñèìâîëîì
xi - ôîðìóëà â Σ.

2. Åñëè s ∈ S, ôóíêöèÿ f = Σ(s) çàâèñèò îò n ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì Φ1, . . . , Φn -
ôîðìóëû â ñèãíàòóðå Σ, òî ñëîâî s(Φ1, . . . , Φn) - ôîðìóëà â ñèãíàòóðå Σ.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ôîðìóëà â ñèãíàòóðå Σ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîâî â àëôàâèòå
X ∪ S, ïîïîëíåííîì äâóìÿ ñêîáêàìè è çàïÿòîé.
Çàìåòèì, ÷òî ïîêà ìû íèêàê íå îïðåäåëèëè ñâÿçü ìåæäó ôîðìóëàìè è ôóíêöèÿ-
ìè. Ìû ëèøü äàëè èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå íåêîòîðîìó êëàññó ñëîâ. Ïåðåéäåì ê
óñòàíîâëåíèþ òàêîé ñâÿçè.
Ïóñòü Φ - ôîðìóëà â ñèãíàòóðå Σ; x̃ = (xi1 , . . . , xin) - êàêîé-ëèáî óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àþùèé âñå ïåðåìåííûå ôîðìóëû Φ; α̃ = (α1, . . . , αn) - äâî-
è÷íûé íàáîð.
Îïðåäåëèì çíà÷åíèå Φ[x̃, α̃] ôîðìóëû Φ íà íàáîðå α̃ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x̃ èíäóê-
öèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû Φ:

1. Åñëè Φ åñòü îäíîáóêâåííîå ñëîâî xij , òî Φ[x̃, α̃] = αj.
2. Ïóñòü Φ èìååò âèä s(Φ1, . . . , Φn), f = Σ(s), ïðè÷åì óæå îïðåäåëåíû Φ1[x̃, α̃] =

β1, . . . , Φm[x̃, α̃] = βm. Òîãäà
Φ[x̃, α̃] = f(β1, . . . , βm).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ìû ïîêà íå îïðåäåëèëè. Çíà÷åíèå ôîðìóëû íà íàáîðå çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ - ýòî ëèøü ïðîìåæóòî÷íîå ïîíÿòèå.
Ïåðåìåííóþ xij ôîðìóëû Φ íàçîâåì ñóùåñòâåííîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ
α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn, ÷òî
Φ1[x̃, α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn] 6= Φ1[x̃, α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn].
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ xij íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, èëè ôèêòèâíîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû äîñòàòî÷íî óêàçàòü
çíà÷åíèÿ òîëüêî åå ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.



6

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåíèþ ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ôîðìóëû x ∨ y è y ∨ z. Çàäàþò ëè ýòè ôîð-
ìóëû îäíó è òó æå ôóíêöèþ èëè ðàçíûå ôóíêöèè ? Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàæäàÿ èç
íèõ îïðåäåëÿåò äâóìåñòíóþ äèçúþíêöèþ. Ýòî ïðåäïîëàãàåò îòâåò "äà". Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè ïîëîæèòü çíà÷åíèÿ x, y ðàâíûìè íóëþ, à çíà÷åíèå z - ðàâíûì 1, òî
çíà÷åíèÿ ôîðìóë, à ñëåäîâàòåëüíî, è çàäàâàåìûõ èìè ôóíêöèé îêàæóòñÿ ðàçëè÷íû-
ìè. Ýòî âûçûâàåò æåëàíèå îòâåòèòü "íåò". Êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå îáúÿñíÿåòñÿ
íåêîððåêòíîé ïîñòàíîâêîé âîïðîñà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ôîðìóëà ñàìà ïî ñåáå íå
çàäàåò íèêàêîé ôóíêöèè. ×òîáû îíà çàäàâàëà ôóíêöèþ, ñëåäóåò îáÿçàòåëüíî äîáà-
âèòü ê íåé ñïèñîê ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îíà áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ.
Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå êàæäàÿ èç ôîðìóë çàäàâàëà ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ - äèçúþíêöèþ, åñëè åå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îòíîñèòåëüíî åå ñîáñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. Ýòè ôóíêöèè, ðàçóìååòñÿ, ñîâïàäàþò. Îäíàêî, åñëè ðàññìàòðèâàòü êàæ-
äóþ ôîðìóëó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x, y, z (îäíà èç íèõ áóäåò íåñóùåñòâåííîé),
òî ôóíêöèè îò òðåõ ïåðåìåííûõ îêàæóòñÿ óæå ðàçëè÷íûìè.
Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê îïðåäåëåíèþ ñâÿçè ìåæäó ôîðìóëîé è ôóíêöèåé. Ïóñòü
Φ - ôîðìóëà â ñèãíàòóðå Σ; P = {xi1 , . . . , xin} - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ,
âêëþ÷àþùåå âñå ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû Φ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i1 <
i2 < . . . < in. Îáîçíà÷èì x̃ = (xi1 , . . . , xin). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè
f , îïðåäåëåííóþ íà Bn è òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ Bn âûïîëíåíî
f(α1, . . . , αn) = Φ[x̃, α̃]. Ñêàæåì, ÷òî ôîðìóëà Φ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ P (èëè "äëÿ ïåðåìåííûõ P").
Ìîæíî íå óòî÷íÿòü P (åñëè Φ è f óæå èìåþòñÿ) è ãîâîðèòü, ÷òî Φ îïðåäåëÿåò f ,
åñëè òåêóùèé êîíòåêñò ïîçâîëÿåò òàêîå ñîêðàùåíèå.
Áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëû â ñèãíàòóðå Σ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïåðåìåííûå, âû-
ðîæäåííûìè, à ïðî÷èå ôîðìóëû - íåâûðîæäåííûìè. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ
â ñèãíàòóðå Σ : S → F íåâûðîæäåííîé ôîðìóëîé, òî ãîâîðèì, ÷òî îíà ïîëó÷åíà
ñóïåðïîçèöèìÿè èç ôóíêöèé ñèñòåìû F (èëè "ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèÿìè íàä F").
Âûðîæäåííûå ôîðìóëû îòáðàñûâàþòñÿ ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî îíè çàäàþò òîæäåñòâåí-
íóþ ôóíêöèþ, è åñëè íàñ èíòåðåñóåò, êàêèå ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷àòü ïðè ïîìîùè
"ýëåìåíòàðíûõ" ôóíêöèé èç F , òî íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñðàçó äîáàâëÿòü òîæäå-
ñòâåííóþ ôóíêöèþ - âåäü îíà ìîæåò è íå âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ñèñòåìû F .
Îäíàêî, äëÿ óïðîùåíèÿ èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ôîðìóëû èñïîëüçîâàíèå â áàçèñå
èíäóêöèè ïåðåìåííûõ âïîëíå îïðàâäàíî.
Ñóïåðïîçèöèè ìîæíî îïðåäåëÿòü è áåç ïîíÿòèÿ ôîðìóëû, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå òðè
îïåðàöèè, ïîçâîëÿþùèå âûðàæàòü íîâûå ôóíêöèè ÷åðåç ðàíåå ïîëó÷åííûå:

1. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ P2. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (i1, . . . , in) ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Â ýòîì íàáîðå äîïóñêàþòñÿ ïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ.
Íàïðèìåð, âñå îíè ìîãóò ñîâïàäàòü. Ïóñòü g(x1, . . . , xn) - ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí-
íàÿ íà Bn, à çíà÷åíèÿ åå çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì:
g(x1, . . . , xn) = f(xi1 , . . . , xin).
Òîãäà ñêàæåì, ÷òî g ïîëó÷åíà èç f îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ. Çäåñü
òåðìèí "ïîäñòàíîâêà" áåðåò ñâîè èñòîêè â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, ãäå îïðå-
äåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó âìåñòî íåêîòîðûõ åå ïåðåìåííûõ
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êàêèõ-òî äðóãèõ ôîðìóë. Îí íèêàê íå ñâÿçàí ñ òåðìèíîì "ïîäñòàíîâêà" èç àë-
ãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, åùå ðàç ïîâòîðèì ýòî, â íàáîðå (i1, . . . , in) äîïóñêàþòñÿ
ïðîèçâîëüíûå ñîâïàäåíèÿ ðàçðÿäîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â äàííîì ïóíêòå ìû
âîîáùå íå ðàññìàòðèâàåì ôîðìóë è ðàáîòàåì òîëüêî ñ ôóíêöèÿìè f, g.

2. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ.
Ïóñòü èìåþòñÿ ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) è g(x1, . . . , xm). Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ h, îïðåäåëåííóþ íà Bm+n−1, çíà÷åíèÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ ñëåäó-
þùèì ðàâåíñòâîì:
h(x1, . . . , xn+m−1) = f(x1, . . . , xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)).
Ñêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé f, g îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè
îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ.

3. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ëèáî óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé.
Ýòà îïåðàöèÿ óæå áûëà îïðåäåëåíà â íà÷àëå ëåêöèè.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè íàä
F , êîãäà îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé ñèñòåìû F êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïðèìåíåíèé óêàçàííûõ òðåõ îïåðàöèé. Ïî ñóòè, ýòî åùå îäíî îïðåäåëåíèå
ñóïåðïîçèöèè. Äîêàçàòåëüñòî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà,
òàê êàê îòíîñèòñÿ ñêîðåå ê ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, íåæåëè ê òåîðèè äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé. Õîòÿ îíî è íåñëîæíî (âñå äåëàåòñÿ ïî èíäóêöèè), íî ïîòðåáîâàëî áû òî÷-
íîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó íàáîðà ôîðìóë âìåñòî íàáîðà
ïåðåìåííûõ, à òàêæå ïîíÿòèé âõîæäåíèÿ â ôîðìóëó è îïåðàöèè çàìåíû çàäàííîãî
âõîæäåíèÿ â ôîðìóëó íà äðóãóþ ôîðìóëó. Ïðèøëîñü áû äîêàçûâàòü òàêæå ëåì-
ìó î ïîäñòàíîâêå è ëåììó î çàìåíå - óòâåðîæäåíèÿ î òîì, ÷òî óêàçàííûå îïåðàöèè
íàä ôîðìóëàìè ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷íûì îïåðàöèÿì íàä ôóíêöèÿìè. Âñå ýòî äàëåêî
óâåëî áû â ñòîðîíó îò ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.
Îäíàêî, êðàòêèé íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà âñå æå ñëåäóåò äàòü. ×òîáû ïîêàçàòü,
÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ íåâûðîæäåííîé ôîðìóëîé, ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíà óêàçííûìè òðåìÿ îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèÿìè, ìîæíî ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî
îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû. Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí. Åñëè ââîäèòñÿ íîâàÿ ôîðìóëà
s(Φ1, . . . , Φn), f = Σ(s) òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè îïðåäåëÿåìîé
åþ ôóíêöèè f(g1, . . . , gn) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåìåùàòü îïåðàöèåé ïîäñòàíîâ-
êè ïåðåìåííûõ àðãóìåíòû xi ôóíêöèè f â êîíåö ñïèñêà ïåðåìåííûõ, à çàòåì ïîäñòàâ-
ëÿòü âìåñòî íèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ gi îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíê-
öèè â äðóãóþ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ g(x2, . . . , xn−1, x1) = f(x1, . . . , xn) è
çàòåì ïîäñòàâèòü â g ôóíêöèþ g1 âìåñòî x1. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòñÿ f(g1, x2, . . . , xn),
è ò.ä.
Îáðàòíî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçè-
öèè, ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé, èñïîëüçóåòñÿ èíäóêöèÿ ïî äëèíå öåïî÷êè ïðèìå-
íåíèé ýòèõ îïåðàöèé. Â ñëó÷àå îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ íóæíî ïðèìåíèòü
ê ôîðìóëå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííûõ. Â ñëó÷àå îïåðàöèè ïîäñòàíîâ-
êè îäíîé ôîðìóëû â äðóãóþ - ïðåäïðèíÿòü ïîäñòàíîâêó äëÿ ôîðìóë. Äîáàâëåíèå è
óäàëåíèå íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ èçìåíåíèÿ ôîðìóëû íå òðåáóåò.
Åùå ðàç ïîâòîðèì, äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííûõ äâóõ îïðåäåëåíèé ñóïåðïîçèöèè, è
äàæå íàáðîñîê åãî, â ïðîãðàììó äàííîãî êóðñà íå âõîäÿò, òàê êàê îòíîñÿòñÿ, ïî
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ñóùåñòâó, ê êóðñó ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Íà ýêàçàìåíå ýòîò âîïðîñ çàäàâàòüñÿ íå
áóäåò.
Âòîðîå îïðåäåëåíèå ñóïåðïîçèöèè áóäåò îáû÷íî èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàçëè÷íîãî ðîäà
èíäóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Çäåñü îíî óäîáíåå ïåðâîãî. Îäíàêî, â íåñêîëüêèõ ñëó-
÷àÿõ ïåðâîå îïðåäåëåíèå îêàæåòñÿ òðóäíî çàìåíèìûì. Ñîáñòâåííî, äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ
è ïðèøëîñü ââîäèòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû.


