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10-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)

Ðàñïîçíàâàíèå ñîáûòèé êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè

Êîíå÷íûé àâòîìàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñòðîéñòâî, ðàñïîçíàþùåå íåêîòî-
ðîå ìíîæåñòâî M âõîäíûõ ñëîâ. Ïîñòóïëåíèå íà âõîä àâòîìàòà ïîñëåäíåé áóêâû
òàêîãî ñëîâà âûçûâàåò (â òîò æå ìîìåíò) îñîáóþ âíåøíþþ ðåàêöèþ àâòîìàòà. Çàé-
ìåìñÿ èññëåäîâàíèåì ñòðóêòóðû ìíîæåñòâ ñëîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ â ýòîì ñìûñëå êî-
íå÷íûìè àâòîìàòàìè. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé.
Ïóñòü Vq = (A,Q,B, ϕ, ψ, q) - èíèöèàëüíûé êîíå÷íûé àâòîìàò, B′ ⊆ B. Ìíîæåñòâî
M = {α|α ∈ A∗ \ {Λ}, ψ(q, α) ∈ B′} íàçûâàåì ïðåäñòàâèìûì â êîíå÷íîì àâòîìàòå
Vq ñ ïîìîùüþ ïîäìíîæåñòâà B′ âûõîäíûõ ñèìâîëîâ. Ãîâîðèì òàêæå, ÷òî àâòîìàò Vq

ïðåäñòàâëÿåò M ïîñðåäñòâîì B′.
Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A∗ \ {Λ} äàëåå íàçûâàåì ñîáûòèÿìè â àëôàâèòå A (èëè,
êîðî÷å, ñîáûòèÿìè). Çàìåòèì, ÷òî ïóñòîå ñëîâî Λ îòáðàñûâàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî äëÿ
ïîÿâëåíèÿ íà âûõîäå àâòîìàòà êàêîãî-òî ñèìâîëà íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîäàòü êàêîé-
òî ñèìâîë íà åãî âõîä. Çíà÷åíèå ψ(q,Λ) ïîïðîñòó íå îïðåäåëåíî.
Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àâòîìàò Vq, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáûòèå M ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà B′, òî ñîáûòèå M íàçûâàåì ïðåäñòàâèìûì.
Ìû ïîëó÷èì ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå ñåìåéñòâà ïðåäñòàâèìûõ ñîáûòèé, íèêàê
íå ñâÿçàííîå ñ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä
ñîáûòèÿìè:

1. Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé M1 è M2 (îáîçíà÷àåì M1 ·M2) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ
âèäà α1α2, ãäå α1 ∈ M1, α2 ∈ M2. Êàê è â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ, òî÷êó îáû÷íî
îïóñêàåì.

2. Èòåðàöèÿ ñîáûòèÿ M (îáîçíà÷àåì < M >)åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ âèäà
α1 . . . αk, ãäå α1 ∈ M, . . . , αk ∈ M,k ≥ 1. Èíûìè ñëîâàìè, â èòåðàöèþ âêëþ÷à-
þòñÿ âñåâîçìîæíûå ñëîâà, ïîëó÷àåìûå çàïèñûâàíèåì ïîäðÿä íåñêîëüêèõ (áûòü
ìîæåò, îäíîãî, íî íå ìåíåå ÷åì îäíîãî) ñëîâ èç M .

Çàìåòèì, ÷òî ∅ ·M = M · ∅ = ∅,
< ∅ >= ∅,
< M >= M < M > ∪M ,
M < M >=< M > M .

Ëåììà 1. ÑîîòíîøåíèåX = XC∪D âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñîáûòèé C,D,X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X = D < C > ∪D.
Ôàêòè÷åñêè, ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïðîñòåéøåå "óðàâíåíèå" îòíîñèòåëüíî X.
Ïóñòü ñíà÷àëà X = D < C > ∪D. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà X óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó
óðàâíåíèþ. Èìååì: XC∪D = D < C > C∪DC∪D = D(< C > C∪C)∪D = D < C >
∪D = X. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäñòàíîâêå X óðàâíåíèå îáðàòèëîñü â òîæäåñòâî.
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Ïóñòü òåïåðü X = XC ∪D.
Åñëè ¬(X ⊆ D < C > ∪D), òî ðàññìîòðèì êðàò÷àéøåå ñëîâî α, ïðèíàäëåæàùåå
X \ (D < C > ∪D). Èìååì: α ∈ XC ∪D,¬(α ∈ D), îòêóäà α = α1α2, ãäå α1 ∈ X,α2 ∈
C. Òàê êàê α - êðàò÷àéøåå â X \ (D < C > ∪D), òî α1 ∈ D < C > ∪D. Íî òîãäà
α ∈ (D < C > ∪D)C, ïðè÷åì (D < C > ∪D)C = D < C > C ∪ DC = D(< C >
C ∪ C) = D < C >, è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì α ∈ X \ (D < C > ∪D).
Ïîýòîìó X ⊆ D < C > ∪D.
Åñëè ¬(D < C > ∪D ⊆ X), òî ðàññìîòðèì êðàò÷àéøåå ñëîâî α, ïðèíàäëåæàùåå
(D < C > ∪D)\X. Èìååì: ¬(α ∈ X). ÍîX = XC∪D, ò.å.D ⊆ X. Ïîýòîìó ¬(α ∈ D) è
α ∈ D < C >. Íî D < C >= D(< C > C ∪C) = D < C > C ∪DC = (D < C > ∪D)C.
Òàêèì îáðàçîì, α = α1α2, ãäå α1 ∈ D < C > ∪D,α2 ∈ C. Òàê êàê α - êðàò÷àéøåå èç
(D < C > ∪D) \X, òî α1 ∈ X è α ∈ XC, ÷òî ñ ó÷åòîì XC ∪D = X äàåò α ∈ X. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó α. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ âêëþ÷åíèå D < C > ∪D ⊆ X, à âìåñòå
ñ ðàíåå äîêàçàííûì îáðàòíûì âêëþ÷åíèåì - ðàâåíñòâî X = D < C > ∪D. Ëåììà
äîêàçàíà.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ ïðåäñòàâèìûõ ñîáûòèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ñîáûòèé, ïî-
ëó÷àåìûõ èç íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñîáûòèé ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ïðîèçâåäåíèÿ,
èòåðàöèè è îáúåäèíåíèÿ.
Ñîáûòèå M,M ⊆ A∗, íàçûâàåì ðåãóëÿðíûì, åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîáûòèé
âèäà ∅, {a}, a ∈ A, ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé ∪, ·, <>. Áîëåå ïîäðîáíî,
îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ ñîáûòèé òàêîâî:

1. ∅ è {a}, ãäå a - ïðîèçâîëüíûé ñèìâîë àëôàâèòà A, - ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ.
2. Åñëè R1 è R2 - ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ, òî R1 ∪ R2, R1 · R2, < R1 > - ðåãóëÿðíûå

ñîáûòèÿ.
3. Ðåãóëÿðíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.ï. 1,2

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Íàøåé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäåíèÿ êëàññîâ ïðåäñòàâèìûõ è ðåãóëÿðíûõ
ñîáûòèé. Ñíà÷àëà äîêàæåì ðÿä ëåìì.
Ëåììà 2. Ïóñòü Rij, i = 0, . . . , n, j = 1, . . . , n - ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ, X1, . . . , Xn -
ñîáûòèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé
X1 = X1R11 ∪ . . . ∪XnRn1 ∪R01,
. . . . . . . . . . . .

Xn = X1R1n ∪ . . . ∪XnRnn ∪R0n.
Òîãäà ñîáûòèÿ X1, . . . , Xn ðåãóëÿðíû.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Â ñëó÷àå n = 1 èìååì X1 = X1R11 ∪ R01,
è ïî ëåììå 1 X1 = R01 < R11 > ∪R01, ò.å. X1 ðåãóëÿðíî.
Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî äëÿ íåêîòîðîãî n = k − 1; ðàññìîòðèì ñëó÷àé
n = k. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ðàçðåøèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé â ëåììå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî Xn:
Xn = (X1R1n ∪ . . . ∪ Xn−1Rn−1,n ∪ R0n) < Rnn > ∪X1R1n ∪ . . . ∪ Xn−1Rn−1,n ∪ R0n =
X1(R1n < Rnn > ∪R1n) ∪ . . . ∪Xn−1(Rn−1,n < Rnn > ∪Rn−1,n) ∪R0n < Rnn > ∪R0n.
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå äëÿXn âûðàæåíèå ÷åðåç "íåèçâåñòíûå"X1, . . . , Xn−1 â ïåðâûå
n−1 óðàâíåíèé ñèñòåìû è ãðóïïèðóÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ X1, . . . , Xn−1, âèä êîòîðîé àíàëîãè÷åí âèäó èñõîäíîé ñèñòåìû, à êîýôôèöèåíòû
ïðèX1, . . . , Xn−1 è ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðåãóëÿðíû. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
îòñþäà âûòåêàåò ðåãóëÿðíîñòü ñîáûòèé X1, . . . , Xn−1. Òàê êàê Xn âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ðåãóëÿðíûå ñîáûòèÿ X1, . . . , Xn−1,
R0n, R1n, . . . , Rnn ïðè ïîìîùè îïåðàöèé <>, ·,∪, òî Xn ðåãóëÿðíî. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 3. Êàæäîå ñîáûòèå, ïðåäñòàâèìîå â êîíå÷íîì àâòîìàòå, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Ïóñòü Vq1 = (A,Q,B, ϕ, ψ, q1) - èíèöèàëüíûé êîíå÷íûé àâòîìàò è B′ ⊆ B. Ðàññìîò-
ðèì ñîáûòèå M , ïðåäñòàâèìîå â Vq1 ïîñðåäñòâîì B′: M = {α|α ∈ A∗ \ {Λ}, ψ(q1, α) ∈
B′}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà: Q = {q1, . . . , qn}.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Mi íåïóñòûõ âõîäíûõ ñëîâ, ïåðåâîäÿùèõ àâòîìàò èç ñîñòîÿ-
íèÿ q1 â ñîñòîÿíèå qi:
Mi = {α|α ∈ A∗, α 6= Λ, ϕ(q1, α) = qi}; i = 1, . . . , n.
Ðàññìîòðèì òàêæå ìíîæåñòâî M ′

i âõîäíûõ áóêâ, íà êîòîðûå íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿ-
íèè qi àâòîìàò ðåàãèðóåò âûõîäîé áóêâîé èç B′:
M ′

i = {a|a ∈ A,ψ(qi, a) ∈ B′}.
Åñëè ñîâñåì òî÷íî, òî M ′

i - ýòî, âñå-òàêè, íå áóêâû, à îáðàçîâàííûå èìè îäíîáóêâåí-
íûå ñëîâà. Òîãäà M ′

i áóäåò ñîáûòèåì.
Êàê ëåãêî âèäåòü,
M = M1M

′
1 ∪ . . . ∪MnM

′
n ∪M ′

1.
Ýòî ðàâåíñòâî ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ. Åñëè ñëîâî α èç M èìååò
äëèíó 1, òî îíî ïðèíàäëåæèò M ′

1. Åñëè åãî äëèíà áîëüøå 1, òî îíî ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå α′a, ãäå α′ ∈ A∗, α′ 6= Λ, a ∈ A. Ñëîâî α′ ïåðåâîäèò àâòîìàò èç
ñîñòîÿíèÿ q1 â êàêîå-òî ñîñòîÿíèå qi. Ïîñëå ýòîãî ïîäà÷à íà âõîä áóêâû a ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ íà âûõîäå ñèìâîëà èç B′. Ñëåäîâàòåëüíî, α′ ∈Mi, a ∈M ′

i , α ∈MiM
′
i .

Ñîáûòèå M ′
i èìååò âèä {a1, . . . , as}, ãäå aj ∈ A, j = 1, . . . , s, s ≥ 0. Ïðè s = 0 èìååì

M ′
i = ∅, ïðè s > 0 - M ′

i = {a1}∪ . . .∪{as}, ò.å. ñîáûòèÿ M ′
1, . . . ,M

′
n ðåãóëÿðíû. Ïîýòî-

ìó äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñîáûòèÿ M äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðåãóëÿðíîñòü
ñîáûòèé M1, . . . ,Mn.
Îáîçíà÷èì Rij = {a|a ∈ A,ϕ(qi, a) = qj}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. Î÷åâèäíî, ñîáûòèÿ
Rij ðåãóëÿðíûå (àíàëîãè÷íî M ′

1, . . . ,M
′
n). Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíî-

øåíèÿ:
M1 = M1R11 ∪ . . . ∪MnRn1 ∪R11

. . . . . . . . . . . .

Mn = M1R1n ∪ . . . ∪MnRnn ∪R1n

Îíè óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàçáîðîì ñëó÷àåâ, êàê è ïðèâåäåííîå âûøå ñîîòíîøåíèå äëÿ
M . Ïî ëåììå 2, ñîáûòèÿ M1, . . . ,Mn ðåãóëÿðíû, è ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâèìîñòè ðåãóëÿðíûõ ñîáûòèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà ïå-
ðåõîäà. Ââåäåì íåêîòîðûé ïðîìåæóòî÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ ñîáûòèé - ïðè ïîìîùè
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òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ èñòî÷íèêîâ. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ðåãó-
ëÿðíîå ñîáûòèå ìîæåò áûòü çàäàíî îáîáùåííûì èñòî÷íèêîì, à çàòåì - ÷òî êàæäîå
îïðåäåëÿåìîå îáîáùåííûì èñòî÷íèêîì ñîáûòèå ïðåäñòàâèìî.
Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Îðèåíòèðîâàííûì
ãðàôîì íàçûâàåì òðîéêó (V,R, ϕ) ãäå V - ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, R - ìíîæåñòâî
ðåáåð ãðàôà, ϕ - îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ðåáðó r ∈ R óïî-
ðÿäî÷åííóþ ïàðó âåðøèí (v1, v2). Ãîâîðèì, ÷òî ýòî ðåáðî âåäåò îò âåðøèíû v1 ê
âåðøèíå v2. Ãðàôû èçîáðàæàþò, ðèñóÿ âåðøèíû â âèäå íåáîëüøèõ êðóãîâ (â ÷àñòíî-
ñòè, æèðíûõ òî÷åê), à ðåáðà - â âèäå ñòðåëîê, âåäóùèõ îò îäíîé âåðøèíû ê äðóãîé.
Çíàêîìàÿ íàì äèàãðàììà Ìóðà - ýòî, ïî ñóòè äåëà, îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ó êîòîðî-
ãî âåðøèíû è ðåáðà ñíàáæåíû íåêîòîðûìè ïîìåòêàìè. Ãðàô íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì,
åñëè ìíîæåñòâà V,R êîíå÷íûå.
Îáîáùåííûì èñòî÷íèêîì â àëôàâèòå A íàçûâàåì êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô
G, ó êîòîðîãî âûäåëåíû íà÷àëüíàÿ âåðøèíà v è ôèíàëüíàÿ âåðøèíà w, v 6= w, ïðè÷åì
êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàíî ëèáî ïóñòîå ñëîâî Λ, ëèáî ñèìâîë àëôàâèòà A. Äîïóñêà-
åòñÿ íàëè÷èå â ãðàôå G ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð, ò.å. ðàçëè÷íûõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ â
çàäàííîì íàïðàâëåíèè îäíó è òó æå ïàðó âåðøèí.

Çàìåòèì, ÷òî èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè áûëè ââåäåíû "îáû÷íûå" èñòî÷íèêè, ó êîòî-
ðûõ íå äîïóñêàëèñü ïóñòûå îòìåòêè è èìåëèñü íåáîëüøèå äðóãèå îòëè÷èÿ. Îäíàêî,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿ êëàññîâ ïðåäñòàâèìûõ è ðåãóëÿðíûõ ñîáûòèé áîëåå
óäîáíûìè îêàçàëèñü îáîáùåííûå èñòî÷íèêè.
Ãëàâíîå îòëè÷èå èñòî÷íèêà îò äèàãðàììû Ìóðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç îäíîé è òîé
æå âåðøèíû ìîæåò âûõîäèòü íåñêîëüêî ðåáåð ñ îäíîé è òîé æå îòìåòêîé, à ìîæåò
íå âûõîäèòü íè îäíîãî ðåáðà ñ äàííîé îòìåòêîé.
Ïóòåì â îáîáùåííîì èñòî÷íèêå G íàçûâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π ÷åðåäóþùèõñÿ
âåðøèí è ðåáåð: v1, ρ1, v2, ρ2, . . . , ρn, vn+1, ãäå ðåáðî ρi âåäåò îò âåðøèíû vi ê âåðøèíå
vi+1; i = 1, . . . , n.
Ãîâîðèì, ÷òî π - ïóòü îò âåðøèíû v1 ê âåðøèíå vn+1.

Ïóòè π ñîïîñòàâëÿåì ñëîâî [π] = a1 . . . an, ãäå ai - îòìåòêà ðåáðà ρi; i = 1, . . . , n.
Ïóñòûå îòìåòêè Λ ïðîïóñêàþòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, áåðåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ îòìåòîê,
ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñëîâà - ïóñòûå ëèáî îäíîáóêâåííûå.
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Ãîâîðèì, ÷òî ïóòü π îïðåäåëÿåò ñëîâî [π] èëè ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó ñëîâó.

Ïóñòü α ∈ A∗, α 6= Λ; u - âåðøèíà îáîáùåííîãî èñòî÷íèêà G. Îáîçíà÷èì θ(u, α)
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåðøèí u′, ÷òî ñóùåñòâóåò âåäóùèé îò u ê u′ ïóòü π, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñëîâó α (ò.å. [π] = α).

Ñîáûòèåì, îïðåäåëÿåìûì îáîáùåííûì èñòî÷íèêîì G ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé v è ôè-
íàëüíîé âåðøèíîé w, íàçûâàåì ìíîæåñòâî

|G| = {α|α ∈ A∗ \ {Λ}, w ∈ θ(v, α)}.

Èíûìè ñëîâàìè, îáîáùåííûé èñòî÷íèê çàäàåò ñîáûòèå, îáðàçîâàííîå âñåìè ñëîâàìè,
îïðåäåëÿåìûìè ïóòÿìè îò åãî íà÷àëüíîé âåðøèíû ê ôèíàëüíîé âåðøèíå.

Ëåììà 4. Åñëè ñîáûòèå R ðåãóëÿðíî, òî ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé èñòî÷íèê G, äëÿ
êîòîðîãî |G| = R.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâåäåì èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíîãî ñîáûòèÿ.

Åñëè R = ∅, òî áåðåì ñëåäóþùèé èñòî÷íèê:

Åñëè R = {a}, òî áåðåì ñëåäóþùèé èñòî÷íèê:

Åñëè R = R1 ∪ R2, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóþò îáîáùåííûå èñòî÷-
íèêè G1, G2, òàêèå ÷òî |G1| = R1, |G2| = R2. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà G, îïðåäåëÿþùåãî
R, áåðåì ñëåäóþùèé èñòî÷íèê:
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Çàìåòèì, ÷òî ðåáðà ñ ïóñòûìè îòìåòêàìè ââåäåíû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ "ëîæíûõ" ïóòåé.
Åñëè ïðîñòî îòîæäåñòâèòü ôèíàëüíûå âåðøèíû G1, G2 è èõ íà÷àëüíûå âåðøèíû, òî
ìîæíî áûëî áû, íàïðèìåð, ïðîéäÿ îò v1 ê w1, çàéòè â èñòî÷íèê G2, ñäåëàòü â íåì
ïåòëþ è ñíîâà âåðíóòüñÿ ê w1. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî äîáàâèëî áû íîâûå ñëîâà.
Åñëè R = R1 ·R2 è R1 = |G1|, R2 = |G2|, òî äëÿ çàäàíèÿ R áåðåì ñëåäóþùèé èñòî÷íèê:

Íàêîíåö, åñëè R =< R1 > è R1 = |G1|, òî áåðåì ñëåäóþùèé èñòî÷íèê:

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 5. Åñëè G - îáîáùåííûé èñòî÷íèê, òî ñîáûòèå |G| ïðåäñòàâèìî.
ÏóñòüM = {v1, . . . , vn} - ìíîæåñòâî âåðøèí îáîáùåííîãî èñòî÷íèêà G â àëôàâèòå A;
v1 - íà÷àëüíàÿ âåðøèíà; vn - ôèíàëüíàÿ âåðøèíà. Îáîçíà÷èì Q ìíîæåñòâî âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M , âêëþ÷àÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî è ñàìî M . Ðàññìîòðèì àâòîìàò
V{v1} = (A,Q, {0, 1}, ϕ, ψ, {v1}), ó êîòîðîãî ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ îïðåäåëåíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(q, a) =
⋃

v,v∈q

θ(v, a);

ψ(q, a) = (1, åñëè vn ∈ ϕ(q, a), èíà÷å 0)

.
Èç ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà α ∈ A∗\{Λ} ñîîòíîøåíèå
ψ(q, α) = 1 ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ vn ∈ ϕ(q, α). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì α â
âèäå α′a, ãäå a ∈ A. Òîãäà ψ(q, α) = ψ(ϕ(q, α′), a), ϕ(q, α) = ϕ(ϕ(q, α′), a). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ψ(q, α) = 1 ↔ ψ(ϕ(q, α′), a) = 1 ↔ vn ∈ ϕ(ϕ(q, α′), a) ↔ vn ∈ ϕ(q, α).
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ A∗ \ {Λ} âûïîëíåíî:
ϕ({v1}, α) = θ(v1, α). Äîêàçàòåëüñòâî ïîâåäåì èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà α. Åñëè
α = a ∈ A, òî ðàâåíñòâî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ϕ. Ïóñòü îíî äîêàçàíî äëÿ
âñåõ ñëîâ α äëèíû l; l ≥ 1. Ðàññìîòðèì ñëîâî α äëèíû l + 1. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå
α′a, ãäå a ∈ A. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, èìååì:

ϕ({v1}, α) = ϕ(ϕ({v1}, α′), a) = ϕ(θ(v1, α
′), a) =

⋃
v,v∈θ(v1,α′)

θ(v, a).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

θ(v1, α) =
⋃

v,v∈θ(v1,α′)

θ(v, a).

Â îáùåì-òî, îíî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî. Òåì íå ìåíåå, ïðèâåäåì ïîäðîáíîå äîêàçà-
òåëüñòâî. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà âêëþ÷åíèå ëåâîé ÷àñòè â ïðàâóþ. Åñëè w ∈ θ(v1, α), òî
ñóùåñòâóåò ïóòü π îò v1 ê w, òàêîé, ÷òî [π] = α. Åãî ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè
π1, π2, òàêèå, ÷òî [π1] = α′, [π2] = a. Ïóòü π1 âåäåò îò v1 ê íåêîòîðîé âåðøèíå u, ïóòü
π2 - îò âåðøèíû u ê âåðøèíå w. Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ θ(v1, α

′), w ∈ θ(u, a), è ïîëó÷àåì

w ∈
⋃

v,v∈θ(v1,α′)

θ(v, a)

.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âêëþ÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè â ëåâóþ. Ïóñòü

w ∈
⋃

v∈θ(v1,α′)

θ(v, a).

Òîãäà ñóùåñòóâóåò âåðøèíà u ∈ θ(v1, α
′), òàêàÿ, ÷òî w ∈ θ(u, a). Ðàññìîòðèì ïóòü π1

îò v1 ê u, òàêîé, ÷òî [π1] = α′, à òàêæå ïóòü π2 îò u ê w, òàêîé, ÷òî [π2] = a. Òîãäà
π = π1π2 - ïóòü îò v1 ê w, è [π] = α′a = α, ò.å. w ∈ θ(v1, α).
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Èòàê, ϕ({v1}, α) = θ(v1, α) äëÿ âñåõ α ∈ A∗ \ {Λ}. Èìååì ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè: α ∈ |G| ↔ vn ∈ θ(v1, α) ↔ vn ∈ ϕ({v1}, α) ↔ ψ({v1}, α) = 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò
ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâà α ñîáûòèþ, ïðåäñòàâèìîìó â àâòîìàòå V{v1} ñ ïîìîùüþ ïîä-
ìíîæåñòâà {1}. Òàêèì îáðàçîì, ñîáûòèå |G| ïðåäñòàâèìî â äàííîì àâòîìàòå, è ëåììà
äîêàçàíà.
Èç äîêàçàííûõ ëåìì âûòåêàåò
Òåîðåìà (Ñ.Ê.Êëèíè) Ñîáûòèå E â àëôàâèòå A ïðåäñòàâèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ðåãóëÿðíî.
Òàê êàê ïðåäñòàâèìûå ñîáûòèÿ ìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî çàêîäèðîâàòü êîíå÷íûìè
ñëîâàìè, çàäàþùèìè êîíå÷íûé àâòîìàò è ïîäìíîæåñòâî åãî âûõîäíûõ ñèìâîëîâ, òî
ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèìûõ ñîáûòèé ñ÷åòíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî âñåõ ñîáû-
òèé â íåïóñòîì àëôàâèòå A êîíòèíóàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò íåïðåäñòàâè-
ìûå ñîáûòèÿ. Ïðèâåäåì êîíêðåòíûé ïðèìåð íåïðåäñòàâèìîãî ñîáûòèÿ.
Ïóñòü M - ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1}, ó êîòîðûõ ÷èñëî íóëåé ðàâ-
íî ÷èñëó åäèíèö. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ïðåäñòàâèìî â êîíå÷íîì àâòîìàòå Vq =
({0, 1}, Q,B, ϕ, ψ, q) ïîñðåäñòâîì ïîäìíîæåñòâà B′ ⊆ B. Òàê êàê Q êîíå÷íî, òî ñóùå-
ñòâóþò òàêèå i1, i2; i1 6= i2, ÷òî ϕ(q, 0i1) = ϕ(q, 0i2). Íàïîìíèì, ÷òî 0k îáîçíà÷àåò ñëîâî
èç k íóëåé. Íî òîãäà ψ(q, 0i11i1) = ψ(ϕ(q, 0i1), 1i1) = ψ(ϕ(q, 0i2), 1i1) = ψ(q, 0i21i1). Îä-
íàêî, ψ(q, 0i11i1) ∈ B′, ¬(ψ(q, 0i21i1) ∈ B′), è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
M íåïðåäñòàâèìî.


