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11-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)

Ñòðóêòóðíûå àâòîìàòû

Êîíå÷íûå àâòîìàòû ñî ìíîãèìè âõîäàìè è âûõîäàìè ìîæíî ñîåäèíÿòü äðóã ñ äðó-
ãîì, îáðàçóÿ ñõåìû èç àâòîìàòîâ. Òàêèå ñõåìû îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè
àâòîìàòàìè. Ñõåìà èç àâòîìàòîâ ñàìà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì è ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê åùå îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ àâòîìàòà. Äî íåêîòîðîé ñòåïåíè, çàäàíèå
àâòîìàòà ñõåìîé ïîõîæå íà çàäàíèå ôóíêöèè ôîðìóëîé, îäíàêî åñòü è ñóùåñòâåííûå
îòëè÷èÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ñàìûì êðàòêèì çíàêîìñòâîì ñ òåîðèåé ñòðóêòóðíûõ
àâòîìàòîâ, èçáåãàÿ ÷ðåçìåðíîé ôîðìàëèçàöèè èçëîæåíèÿ. Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíè-
ÿì.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíèöèàëüíûå àâòîìàòû âèäà Vq1 = ({0, 1}n, Q, {0, 1}m, ϕ, ψ, q1),
ãäå n ≥ 0,m > 0. Ìíîæåñòâî àâòîìàòíûõ ôóíêöèé f(α) = ψ(q1, α), êîòîðûå îíè
ðåàëèçóþò, îáîçíà÷èì Pàâò. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè çàäà-
âàëèñü ôîðìóëàìè, ôóíêöèè èç Pàâò áóäåì çàäàâàòü ñõåìàìè.
Àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ àâòîìàòîì Vq1 = ({0, 1}n, Q, {0, 1}m, ϕ, ψ, q1),
ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Âñåãäà ìîæíî çàêîäèðîâàòü ñî-
ñòîÿíèÿ àâòîìàòà äâîè÷íûìè íàáîðàìè è ñ÷èòàòü, ÷òî Q ⊆ {0, 1}k äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî k. Òîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð (q11, . . . , q1k).
Âõîäíîé ñèãíàë a(t), ñîñòîÿíèå q(t) è âûõîäíîé ñèãíàë b(t) â ìîìåíò âðåìåíè t
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîðû (a1(t), . . . , an(t)), (q1(t), . . . , qk(t)), (b1(t), . . . , bm(t)). Ñî-
îòâåòñòâåííî, ôóíêöèè ϕ è ψ ñòàíîâÿòñÿ âåêòîð ôóíêöèÿìè: ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk), ψ =
(ψ1, . . . , ψm), ãäå ϕi, ψj - ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìà êà-
íîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé àâòîìàòà Vq1 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
qi(1) = q1i (i = 1, . . . , k)

qi(t+ 1) = ϕi(a1(t), . . . , an(t), q1(t), . . . , qk(t)) (i = 1, . . . , k)

bj(t) = ψj(a1(t), . . . , an(t), q1(t), . . . , qk(t)) (j = 1, . . . ,m)

Àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ f(α) = ψ(q1, α) çàâèñèò îò åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé α. Îä-
íàêî, âõîäíûì ñèìâîëîì àâòîìàòà ñëóæèò äâîè÷íûé íàáîð äëèíû n. Ìû ãîâîðèëè,
÷òî â òàêîì ñëó÷àå àâòîìàò èìååò n âõîäîâ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà âõîä
àâòîìàòà ïîñòóïàþò n ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ ñëîâ - êàæäîå ïî ñâîåìó âõîäó. Áîëåå
ïîäðîáíî, ðàññìîòðèì êàêîå-òî âõîäíîå ñëîâî α = α(1) . . . α(l) â àëôàâèòå {0, 1}n. Åãî
j-ÿ áóêâà èìååò âèä α(j) = (α1(j), . . . , αn(j)). Îïðåäåëèì ñëîâà αi = (αi(1) . . . αi(l)),
îáðàçîâàííûå i-ìè ðàçðÿäàìè áóêâ ñëîâà α; i = 1, . . . , n. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü
ôóíêöèþ g(α1, . . . , αn) = f(α), êîòîðàÿ çàâèñèò óæå íå îò îäíîé ïåðåìåííîé, à îò
n. Çíà÷åíèÿìè åå ïåðåìåííûõ ñëóæàò äâîè÷íûå ñëîâà, ïðè÷åì ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà
ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè ñëîâà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Êàê è îáû÷íî, îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïîíÿòèå íåñóùåñòâåííîé è ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííûõ ôóíêöèè g. Åñëè i -
ÿ åå ïåðåìåííàÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, òî ãîâîðèì, ÷òî i - é âõîä àâòîìàòíîé
ôóíêöèè ψ(q1, α) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.
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Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ ψj â ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé çàâèñèò îò ai(t) ôèêòèâíûì îáðàçîì, òî ãîâîðèì, ÷òî j-é âûõîä àâòîìàòíîé
ôóíêöèè ψ(q1, α) çàâèñèò îò i-ãî âõîäà ñ çàäåðæêîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàêàÿ-òî çà-
âèñèìîñòü âîçìîæíà, íî òîëüêî ÷åðåç ïîñðåäñòâî èçìåíåíèé â ñîñòîÿíèÿõ àâòîìàòà,
êîòîðûå ïðîÿâÿòñÿ íà j-ì âûõîäå íå ðàíåå êàê ê ñëåäóþùåìó ìîìåíòó.

Êàê è ôîðìóëà, ñõåìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè. Íî çäåñü íàì ïðèäåòñÿ îäíîâðåìåí-
íî îïðåäåëÿòü è ñõåìó, è ðåàëèçóåìóþ åþ àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ. Â ñëó÷àå ôîðìóë
ýòè îïðåäåëåíèÿ äàâàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíî. Â òî âðåìÿ, êàê ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿëà
ñîáîé ñëîâî â íåêîòîðîì àëôàâèòå, ñõåìà ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì, âåð-
øèíû è ðåáðà êîòîðîãî ñíàáæåíû íåêîòîðûìè ïîìåòêàìè. Îäíàêî, âî èçáåæàíèå
ãðîìîçäêèõ ôîðìóëèðîâîê, áóäåì ïðîñòî èçîáðàæàòü "êàðòèíêè", ïîÿñíÿþùèå, êàê
íîâàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ èç ðàíåå îïðåäåëåííûõ ñõåì. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ñõåì êàê ãðàôîâ. Ââèäó êðàòêîñòè çíàêîìñòâà ñ
äàííîé òåìîé, òàêîå îïðåäåëåíèå âûõîäèò çà ðàìêè ïðîãðàììû êóðñà.

Ïðåæäå âñåãî, âûáèðàåòñÿ ñèãíàòóðà Σ : E → {f1, . . . , fp} ⊆ Pàâò.

Â êà÷åñòâå áàçèñà èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ñõåìû â ñèãíàòóðå Σ áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü "ýëåìåíòàðíûå" ñõåìû, èëè, êîðîòêî, ýëåìåíòû, ñëåäóþùåãî âèäà:

Çäåñü Ei ∈ E - ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ýëåìåíò; n - ÷èñëî âõîäîâ àâòîìàòà, ðåàëèçó-
þùåãî ôóíêöèþ fi; m - ÷èñëî âûõîäîâ ýòîãî àâòîìàòà. Åñëè íà àâòîìàò ïîñòóïàåò
â êà÷åñòâå âõîäíîãî ñèìâîëà íàáîð (a1, . . . , an), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà åãî j-é
âõîä ïîñòóïàåò ñèìâîë aj; j = 1, . . . , n. Àíàëîãè÷íî, åñëè íà âûõîäå àâòîìàòà ïîÿâ-
ëÿåòñÿ íàáîð (b1, . . . , bm), òî ãîâîðèì, ÷òî íà åãî k-ì âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ ñèìâîë bk;
k = 1, . . . ,m.

Êàæäîìó ýëåìåíòóEi ñîïîñòàâëÿåì ñèñòåìó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé àâòîìàòà, îïðå-
äåëÿþùåãî ôóíêöèþ fi. Ãîâîðèì, ÷òî ýëåìåíò ðåàëèçóåò ôóíêöèþ fi. Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ýëåìåíòîâ êàæäîãî òèïà Ei èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, è ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû
êàæäûé ðàç áåðåòñÿ "íîâûé" ýêçåìïëÿð ýëåìåíòà.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ îïåðàöèé, ïîçâîëÿþùèõ ñîçäàâàòü íîâûå ñõåìû èç
ðàíåå ïîñòðîåííûõ, äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ëþáóþ ñõåìó ïîñðåäñòâîì ïðÿìîóãîëü-
íèêà, â êîòîðûé âåäóò n ñòðåëîê, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè 1, . . . , n, è èç êîòîðî-
ãî âûõîäÿò m ñòðåëîê, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè 1, . . . ,m - ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëó
âõîäîâ è âûõîäîâ àâòîìàòà, ðåàëèçóåìîãî äàííîé ñõåìîé. Çàìåòèì, ÷òî äîïóñêàåòñÿ
ñëó÷àé n = 0, îäíàêî m âñåãäà äîëæíî áûòü áîëüøå íóëÿ.
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Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îïåðàöèé, äàþùèõ èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñõåìû. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ òåõ ñõåì, ê êîòîðûì îíà ïðèìåíÿåòñÿ, óæå èçâåñòíû ñèñòåìû êàíî-
íè÷åñêèõ óðàâíåíèé àâòîìàòîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðåàëèçóåìûå äàííûìè ñõåìàìè àâòî-
ìàòíûå ôóíêöèè.

1. Îïåðàöèÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âõîäîâ è âûõîäîâ.
Ïóñòü óæå èìååòñÿ ñõåìà S, èìåþùàÿ n âõîäîâ è m âûõîäîâ. Ïóñòü f - ðåàëèçó-
åìàÿ ýòîé ñõåìîé àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå (âîçìîæíî,
ïóñòîå) ìíîæåñòâî M ⊆ {1, . . . , n}, ñîäåðæàùåå íîìåðà âñåõ ñóùåñòâåííûõ âõî-
äîâ àâòîìàòíîé ôóíêöèè f . Ïóñòü òàêæå m′ - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ σ1 : M → {1, . . . , n′};σ2 : {1, . . . ,m′} → {1, . . . ,m}.
Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü èõ íå òðåáóåòñÿ. Ïîñòðîèì íîâóþ ñõåìó S ′, èìåþùóþ
ñëåäóþùèé âèä:

Ó ýòîé ñõåìû èìååòñÿ n′ âõîäîâ, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå σ1 óêàçûâàåò íîìåð σ1(i)
òîãî âõîäà ñõåìû S ′, ê êîòîðîìó ïîäêëþ÷àåòñÿ i- é âõîä ñõåìû S. Íîâàÿ ñõåìà
èìååò m′ âûõîäîâ, è ôóíêöèÿ σ2 îïðåäåëÿåò íîìåð σ2(j) òîãî âûõîäà ñõåìû S,
ê êîòîðîìó ïîäêëþ÷àåòñÿ j-é âûõîä ñõåìû S ′. Ôàêòè÷åñêè, äàííàÿ îïåðàöèÿ
ñîñòîèò â "ïåðåïîäêëþ÷åíèè" âõîäîâ è âûõîäîâ èñõîäíîé ñõåìû ê íîâûì âõî-
äàì è âûõîäàì. Ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ àâòîìàòíîé ôóíêöèè f ′,
îïðåäåëÿåìîé ñõåìîé S ′, ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ f
î÷åâèäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè: "ñòàðûå" âõîäíûå ïåðåìåííûå ai(t) çàìåíÿþò-
ñÿ íà íîâûå ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ σ1, ïðè÷åì âìåñòî íåñóùåñòâåííûõ "ñòàðûõ"
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âõîäîâ, íå ïîäêëþ÷åííûõ ê "íîâûì" âõîäàì, ïîäñòàâëÿåòñÿ 0. Äëÿ êàæäîé "íî-
âîé" âûõîäíîé ïåðåìåííîé ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áåðåòñÿ îïðåäåëÿþùåå
åå çíà÷åíèå óðàâíåíèå - ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ σ2. Âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêèõ
çàïèñåé, áîëåå ïîäðîáíûõ îïèñàíèé íå ïðèâîäèì.

2. Îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ ñõåì.
Ïóñü äàíû äâå ñõåìû S1 è S2 ñ íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè ýëåìåíòîâ.
Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S ïóòåì ôîðìàëüíîãî îáúåäèíåíèÿ ñõåì S1 è S2.
Ñîîñòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáúåäèíÿþòñÿ, à âõîäíûå
è âûõîäíûå ïåðåìåííûå ïåðåíóìåðóþòñÿ, êàê òîãî òðåáóåò íóìåðàöèÿ âõîäîâ
è âûõîäîâ íîâîé ñõåìû. Ñõåìà S èçîáðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3. Îïåðàöèÿ îáðàòíîé ñâÿçè.
Ïóñòü èìååòñÿ ñõåìà S ñ n âõîäàìè è m âûõîäàìè, ó êîòîðîé j-é âûõîä çàâèñèò
îò i - ãî âõîäà ñ çàäåðæêîé. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ ñõåìó S ′, ïðèñî-
åäèíèâ j-é âûõîä ê i-ìó âõîäó. ×èñëî âõîäîâ ýòîé ñõåìû íà åäèíèöó ìåíüøå,
÷åì ó èñõîäíîé; ÷èñëî âûõîäîâ - ïðåæíåå. Ñõåìà S ′ èçîáðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:



5

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ äàííîé îïåðàöèè ê
ñõåìå S íåîáõîäèìî áûëî èìåòü àâòîìàòíóþ ôóíêöèþ f , êîòîðóþ îíà ðåàëèçó-
åò. Èç-çà ýòîãî èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå è äàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðàçó
ââîäèòü è íîâóþ ñõåìó, è ðåàëèçóåìóþ åþ ôóíêöèþ.
Â ñëó÷àå îïåðàöèè îáðàòíîé ñâÿçè ïðåîáðàçîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñõåìû S òàêîâû. Âî-ïåðâûõ, â óðàâíåíèå
bj(t) = ψj(a1(t), . . . , an(t), q1(t), . . . , qk(t))

ïîäñòàâëÿåì íîëü âìåñòî ai(t), îò êîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò ôèêòèâíî. Âî-
âòîðûõ, ïîäñòàâëÿåì ïðàâóþ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ âî âñå îñòàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ âìåñòî ai(t). Íàêîíåö, âûïîëíÿåì íåîáõîäèìóþ ïåðåíóìåðàöèþ âõîäíûõ
ïåðåìåííûõ. Íèêàêèõ äîêàçàòåëüñòâ çäåñü íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ýòî - îïðåäå-
ëåíèå àâòîìàòíîé ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé ñõåìîé S ′.
Îïåðàöèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ öèêëîâ â ñõåìàõ, ÷òî äåëàåò
èõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ îò ôîðìóë. Ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ ñâîåãî ðîäà
÷àñòíûì ñëó÷àåì ñõåì - áåç öèêëîâ è ðàçâåòâëåíèé âûõîäîâ ýëåìåíòîâ.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñàìî ïî ñåáå íàëè÷èå öåïî÷êè "ìãíîâåííîé çàâèñèìîñòè"
ïî ýëåìåíòàì ñõåìû, âåäóùåé îò i-ãî âõîäà ê j-ìó âûõîäó, âîâñå íå îçíà÷àåò,
÷òî j-é âûõîä íå ÿâëÿåòñÿ çàâèñÿùèì ñ çàäåðæêîé îò i-ãî âõîäà. Íàïðèìåð, â
ôîðìóëå (x ∨ x) · y ïåðåìåííàÿ x íåñóùåñòâåííàÿ, îäíàêî, åñëè ýòó ôîðìóëó
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõåìû, ëåãêî ïðîñëåæèâàåòñÿ öåïî÷êà ýëåìåíòîâ, âåäóùèõ
îò x ê âûõîäó, ó êîòîðûõ êàæäûé âõîä - ñóùåñòâåííûé.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ "ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ" äâóõ ñõåì îêàçûâàåòñÿ èç-
áûòî÷íîé, òàê êàê îíà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ îïåðàöèé îáúåäè-
íåíèÿ äâóõ ñõåì è îáðàòíîé ñâÿçè.
Åñëè ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé â ñèãíàòóðå Σ, òî ãîâîðèì, ÷òî îíà ïîëó÷åíà
îïåðàöèÿìè êîìïîçèöèè (èëè ïðîñòî - êîìïîçèöèÿìè) èç ôóíêöèé {f1, . . . , fp} äàí-
íîé ñèãíàòóðû. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ îïåðàöèÿìè êîìïîçèöèè èç
ôóíêöèé ìíîæåñòâà F ⊆ Pàâò, îáîçíà÷àåì [F ]. Ñècòåìó F ⊆ Pàâò íàçûâàåì ïîëíîé,
åñëè [F ] = Pàâò.
Ïðèâåäåì ïðèìåð êîíå÷íîé ïîëíîé ñèñòåìû äëÿ Pàâò. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå 5 òè-
ïîâ ýëåìåíòîâ:

Ïåðâûå òðè èç íèõ ðåàëèçóþò àâòîìàòíûå ôóíêöèè ñ åäèíñòâåííûì ñîñòîÿíèåì, ïå-
ðåäàþùèå íà âûõîä, ñîîòâåòñòâåííî, äèçúþíêöèþ, êîíúþíêöèþ è îòðèöàíèå âõîä-
íûõ çíà÷åíèé. Ïî ñóùåñòâó, ýòî ïðîñòî îïåðàöèè èç àëãåáðû ëîãèêè. Ïîñëåäíèå äâå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àâòîìàòû Ìóðà, äèàãðàììà êîòîðûõ èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Ó ýëåìåíòà G0 íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñëóæèò ñîñòîÿíèå 0, ó ýëåìåíòà G1 - ñîñòîÿíèå
1. Ïåðâûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé çàäåðæêîé ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿ-
íèåì, âòîðîé - åäèíè÷íîé çàäåðæêîé ñ åäèíè÷íûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì. Êàíîíè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà èìåþò âèä:
q(0) = 0

q(t+ 1) = a(t)

b(t) = q(t)

Óðàâíåíèÿ âòîðîãî èìåþò âèä:
q(0) = 1

q(t+ 1) = a(t)

b(t) = q(t)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ b(t + 1) = a(t); t = 1, 2, 3, . . .. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò ïåðåäàåò íà
âûõîä çíà÷åíèå, ïîñòóïèâàøåå íà åãî âõîä â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè - èíûìè
ñëîâàìè, ðåàëèçóåò çàäåðæêó íà îäèí òàêò âðåìåíè. Òàêèå ýëåìåíòû øèðîêî èñïîëü-
çóþòñÿ â ÷èïàõ êàê ýëåìåíòû ïàìÿòè.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîìîùè óêàçàííûõ ïÿòè òèïîâ ýëåìåíòîâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó,
ðåàëèçóþùóþ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ èç Pàâò. Ïóñòü ýòà ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñèñòå-
ìîé êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
qi(1) = q1i (i = 1, . . . , k)

qi(t+ 1) = ϕi(a1(t), . . . , an(t), q1(t), . . . , qk(t)) (i = 1, . . . , k)

bj(t) = ψj(a1(t), . . . , an(t), q1(t), . . . , qk(t)) (j = 1, . . . ,m)

Òåêóùåå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà, îïðåäåëÿåìîãî äàííîé ñèñòåìîé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äâîè÷íûé íàáîð (q1(t), . . . , qk(t)). Ðàññìîòðèì íàáîð ýëåìåíòîâ Gq11 , . . . , Gq1k

. Áóäåì
ñòðîèòü ñõåìó S òàê, ÷òîáû íà âûõîäàõ ýòèõ ýëåìåíòîâ â êàæäûé ìîìåíò t áûëè çíà-
÷åíèÿ q1(t), . . . , qk(t). Äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t = 1 ýòî âûïîëíåíî â ñèëó âûáîðà íà-
÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ýëåìåíòîâ. ×òîáû ýòî æå âûïîëíÿëîñü â ìîìåíò t+1, íà âõîä êàæ-
äîãî ýëåìåíòàGq1i

íóæíî ïîäàòü â ìîìåíò t çíà÷åíèå ϕi(a1(t), . . . , an(t), q1(t), . . . , qk(t)).
Ôóíêöèÿ ϕi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè. Ïîýòîìó åå ìîæíî çàäàòü
ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé òîëüêî îïåðàöèè äèçúþíêöèè, êîíúþíêöèè è îòðèöàíèÿ. Ýòó
ôîðìóëó, èñïîëüçóÿ ïåðâûå òðè ýëåìåíòà íàøåé ñèñòåìû àâòîìàòîâ, ïðåîáðàçóåì â
àâòîìàòíóþ ñõåìó Sϕi

, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ ϕi. Íà âõîäû ñõåìû Sϕi
ïîäàäèì çíà-

÷åíèÿ a1(t), . . . , an(t), ïðîâåäÿ ëèíèè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäîâ ñõåìû S. Êðîìå
òîãî, êî âõîäàì ñõåìû Sϕi

ïðîâåäåì ëèíèè îò âûõîäîâ ýëåìåíòîâ Gq11 , . . . , Gq1k
. Òî-

ãäà íà âûõîäå ñõåìû Sϕi
îêàæåòñÿ çíà÷åíèå qi(t+ 1). Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ îáðàòíîé

ñâÿçè, ñîåäèíèì ýòîò âûõîä ñî âõîäîì ýëåìåíòà Sϕi
. Çàâèñèìîñòü ñ çàäåðæêîé çäåñü

î÷åâèäíà. Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû S ñîçäàäèì äëÿ êàæäîãî âûõîäà bj(t)
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ñõåìó Sψj
, âû÷èñëÿþùóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè ψj(a1(t), . . . , an(t), q1(t), . . . , qk(t)).

Ëèíèè êî âõîäàì ýòîé ñõåìû ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê êî âõîäàì ñõåì Sϕi
. Â èòîãå ïî-

ëó÷àåòñÿ ñõåìà S ñëåäóþùåãî âèäà:

Íà ðèñóíêå, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ëèíèé, ìû îãðàíè÷èëèñü ïðîâåäåíèåì èõ
òîëüêî êî âõîäàì ñõåìû Sϕ1 .
Èíîãäà âìåñòî îïåðàöèè îáðàòíîé ñâÿçè ðàññìàòðèâàþò îïåðàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ñîåäèíåíèÿ ñõåì:

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òàêàÿ îïåðàöèÿ ñâîäèòñÿ ê îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ñõåì S1, S2 è
íåñêîëüêèì ïðèìåíåíèÿì îïåðàöèè îáðàòíîé ñâÿçè. Îäíàêî, îáðàòíîå ñâåäåíèå îïå-
ðàöèè îáðàòíîé ñâÿçè ê îïåðàöèÿì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âõîäîâ è âûõîäîâ, îáúåäèíåíèÿ
ñõåì è èõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ íåâîçìîæíî. Åñëè ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ
ñõåìîé â ñèãíàòóðå Σ, ïîñòðîåííîé òîëüêî ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
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âõîäîâ è âûõîäîâ, îáúåäèíåíèÿ ñõåì è èõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ, òî ãîâî-
ðèì, ÷òî îíà ïîëó÷åíà îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè (èëè ïðîñòî - ñóïåðïîçèöèÿìè) èç
ôóíêöèé {f1, . . . , fp} äàííîé ñèãíàòóðû. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ îïå-
ðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà F ⊆ Pàâò, îáîçíà÷àåì [F ]c. Ñècòåìó
F ⊆ Pàâò íàçûâàåì ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèé, åñëè [F ]c = Pàâò.
Òåîðåìà. Â Pàâò íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîé ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèé ñèñòåìû
ôóíêöèé.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü M - êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèé
ñèñòåìà. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f èç M ðàññìîòðèì ðåàëèçóþùèé åå àâòîìàò Vq -
ýëåìåíò íåêîòîðîé ñèãíàòóðû Σ äëÿM . Ïóñòü n - íàèáîëüøåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé òàêèõ
àâòîìàòîâ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñõåìó S â ñèãíàòóðå Σ, ïîñòðîåííóþ òîëüêî
ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè. Ïîäàäèì íà åå âõîäû ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, äëèíà íàèìåíüøåãî ïåðèîäà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. Åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòóïà-
åò íà âõîäû ýëåìåíòà Vq, òî, ñîãëàñíî ðàíåå äîêàçàííîé òåîðåìå, íà åãî âûõîäàõ áóäåò
íàáëþäàòüñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàèìåíüøèé ïåðèîä êîòîðîé ïðåä-
ñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äåëèòåëÿ ïåðèîäà âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà íåêî-
òîðîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå ÷èñëà ñîñòîÿíèé àâòîìàòà Vq, ò.å. íå ïðåâîñõîäÿùåå
n. Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøèé ïåðèîä âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòà òîæå
áóäåò ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
n. Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ñõåìû S òåïåðü íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà åå âûõîäàõ
áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íèêàêàÿ ñõåìà â ñèãíàòóðå Σ íå ñìîæåò âûäàâàòü â îòâåò íà êîíñòàíò-
íóþ âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïðîñòîé äëèíîé
ïåðèîäà, áîëüøåé n. Î÷åâèäíî, ÷òî â Pàâò ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, M íåïîëíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàçàííàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò íåñâîäèìîñòü îïåðàöèè îáðàòíîé ñâÿçè ê îïåðà-
öèÿì ñóïåðïîçèöèè.


