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3-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)

Êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè

Åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íåïîëíà, òî åå çàìûêàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàìêíóòûé êëàññ, îòëè÷íûé îò P2. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ íåïîëíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî îòëè÷íîãî îò P2 çàìêíóòîãî êëàññà. Îáðàòíî, åñëè íåêî-
òîðàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íè îäíîãî îòëè÷íîãî îò P2 çàìêíóòîãî
êëàññà, òî îíà ïîëíà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè çäåñü íå íóæíî ïðîâåðÿòü âñå çàìêíó-
òûå êëàññû - äîñòàòî÷íî áûëî áû îãðàíè÷èòüñÿ òàêèìè îòëè÷íûìè îò P2 çàìêíóòû-
ìè êëàññàìè, âíóòðè êîòîðûõ ëåæàëè áû âñå îñòàëüíûå îòëè÷íûå îò P2 çàìêíóòûå
êëàññû. Ê ñ÷àñòüþ, îêàçàëîñü, ÷òî òàêèõ "ìàêñèìàëüíûõ" îòëè÷íûõ îò P2 çàìêíóòûõ
êëàññîâ â àëãåáðå ëîãèêè âñåãî 5. Îíè è ïîçâîëÿò íàì ïîëó÷èòü êðèòåðèé ïîëíîòû.
Ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì ýòè êëàññû è óñòàíîâèì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà, à çàòåì
ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì êðèòåðèé ïîëíîòû.

Çàìêíóòûé êëàññ T0

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì T0 êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ f(0, . . . , 0) = 0. Ïðî òàêèå ôóíêöèè ãîâîðÿò, ÷òî îíè
ñîõðàíÿþò 0.
Äîêàæåì, ÷òî êëàññ T0 çàìêíóò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òðè ïðèâåäåí-
íûõ â ïåðâîé ëåêöèè îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè è óñòàíîâèòü, ÷òî âñå îíè ñîõðàíÿþò
ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèé êëàññó T0.

1. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ T0, à ôóíêöèÿ g(x1, . . . ,
xn) ïîëó÷åíà èç íåå îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ, ò.å. g(x1, . . . , xn) =
f(xi1 , . . . , xin). Òîãäà g(0, . . . , 0) = f(0, . . . , 0) = 0,ò.å. g ∈ T0.

2. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ T0;
g(x1, . . . , xm) ∈ T0, ïðè÷åì ôóíêöèÿ h(x1, . . . , xm+n−1) îïðåäåëåíà êàê f(x1, . . . ,
xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)). Òîãäà h(0, . . . , 0) = f(0, . . . , 0, g(0, . . . , 0)) = f(0, . . . , 0) =
0, ò.å. h ∈ T0.

3. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ëèáî óäàëåíèÿ íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Î÷åâèäíî,
÷òî äàííàÿ îïåðàöèÿ íå èçìåíÿåò ñâîéñòâà ôóíêöèè ñîõðàíÿòü 0.

Òàê êàê â òàáëèöå ñîõðàíÿþùåé íîëü ôóíêöèè îäíà êëåòî÷êà óæå çàïîëíåíà, òî
îáùåå ÷èñëî ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, ñîõðàíÿþùèõ íîëü è çàâèñÿùèõ îò n ïåðå-
ìåííûõ, ðàâíî 22n−1. Ýòîò êëàññ è êëàññ T1 (ñì. íèæå) - ñàìûå "áîëüøèå" èç ïÿòè
çàìêíóòûõ êëàññîâ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü.
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Çàìêíóòûé êëàññ T1

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì T1 êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ f(1, . . . , 1) = 1. Ïðî òàêèå ôóíêöèè ãîâîðÿò, ÷òî îíè
ñîõðàíÿþò 1.
Çàìêíóòîñòü êëàññà T1 äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê çàìêíóòîñòü êëàññà T0.

Çàìêíóòûé êëàññ S

Íàïîíèì, ÷òî ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé,
åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèé, äâîéñòâåííîé ê íåé. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè âûïîëíåíî
òîæäåñòâî f̄(x̄1, . . . , x̄n) = f(x1, . . . , xn).
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì S êëàññ âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.
Ðàâåíñòâî f̄(x̄1, . . . , x̄n) = f(x1, . . . , xn) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ. ×òîáû çàäàòü åå òàáëèöåé, äî-
ñòàòî÷íî óêàçàòü ëèøü çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ âèäà (0, α2, . . . , αn). Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî äâîè÷íîãî íàáîðà (1, α2, . . . , αn) çíà÷åíèå f(1, α2, . . . , αn) îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòñÿ
êàê f̄(0, ᾱ2, . . . , ᾱn). Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íàáîðàõ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ 0,
ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. ×èñëî òàêèç íàáîðîâ ðàâíî 2n−1, ò.å. ÷èñëî
ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, ðàâíî 22n−1 .
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèè x, x̄, x1 + x2 + x3, x1 · x2 ∨ x1 · x3 ∨ x2 · x3. Ïîñëåäíÿÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå 0 íà íàáîðàõ, èìåþùèõ ìåíåå äâóõ åäèíèö, è çíà÷åíèå 1 íà íàáîðàõ,
èìåþùèõ íå ìåíåå äâóõ åäèíèö. Îòñþäà è âûòåêàåò ñàìîäâîéñòâåííîñòü. Äàííóþ
ôóíêöèþ îáîçíà÷àþò m(x1, x2, x3) è íàçûâàþò ìåäèàíîé. Èíîãäà åå òàêæå íàçûâàþò
ôóíêöèåé ãîëîñîâàíèÿ: îíà ïðèíèìàåò ñâîå çíà÷åíèå ïî çíà÷åíèþ "áîëüøèíñòâà"
àðãóìåíòîâ.
Äîêàæåì çàìêíóòîñòü êëàññà S.

1. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ S, à ôóíêöèÿ g(x1, . . . ,
xn) ïîëó÷åíà èç íåå îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ, ò.å. g(x1, . . . , xn) =
f(xi1 , . . . , xin). Òîãäà ḡ(x̄1, . . . , x̄n) = f̄(x̄i1 , . . . , x̄in) = f(xi1 , . . . , xin) = g(x1, . . . , xn),
ò.å. g ∈ S.

2. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ S;
g(x1, . . . , xm) ∈ S, ïðè÷åì ôóíêöèÿ h(x1, . . . , xm+n−1) îïðåäåëåíà êàê f(x1, . . . ,
xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)). Òîãäà:
h̄(x̄1, . . . , x̄n+m−1) = f(x̄1, . . . , x̄n−1, g(x̄n, . . . , x̄n+m−1)) =
f(x̄1, . . . , x̄n−1, ḡ(xn, . . . , xn+m−1)) = f(x1, . . . , xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)) =
h(x1, . . . , xn+m−1),
ò.å. h ∈ S.

3. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ëèáî óäàëåíèÿ íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ñëó÷àé
î÷åâèäåí.

Ëåììà 1. (î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, òî èç íåå è ôóíêöèè x̄ ñóïåðïîçèöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü
êîíñòàíòó.
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Ïóñòü ¬(f(x1, . . . , xn) ∈ S). Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð (α1, . . . , αn), íà êîòîðîì íàðó-
øàåòñÿ óñëîâèå ñàìîäâîéñòâåííîñòè, ò.å. f(ᾱ1, . . . , ᾱn) = f(α1, . . . , αn). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèè ϕi(x) = xαi (i = 1, . . . n). Òàêàÿ ôóíêöèÿ åñòü x ïðè αi = 1 è x̄ ïðè αi = 0.
Ïóñòü ϕ(x) = f(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)). Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ ϕ ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèÿìè
èç f è x̄ (òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëÿòü íå íóæíî - ýòî
íè÷åãî íå ìåíÿåò). Èìååì:
ϕ(0) = f(ϕ1(0), . . . , ϕn(0)) = f(0α1 , . . . , 0αn) = f(ᾱ1, . . . , ᾱn) = f(α1, . . . , αn) =
f(1α1 , . . . , 1αn) = f(ϕ1(1), . . . , ϕn(1)) = ϕ(1).
Ñëåäîâàòåëüíî ϕ - êîíñòàíòà. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìêíóòûé êëàññ M

Ïóñòü α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn) - äâîè÷íûå íàáîðû. Ñêàæåì, ÷òî íàáîð α̃ íå
ïðåâîñõîäèò íàáîðà β̃, åñëè α1 ≤ β1, . . . , αn ≤ βn. Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî òàê: α̃ ≤ β̃.
Ââåäåííîå íàìè îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà Bn. Îíî
ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð ïàðû íåñðàâíèìûõ íàáîðîâ.
Íàïðèìåð, íàáîðû (0,1) è (1,0).
Ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íà-
áîðîâ α̃, β̃ èç Bn, òàêèõ, ÷òî α̃ ≤ β̃, âûïîëíåíî f(α̃) ≤ f(β̃).
Ìîæíî ðàññìîòðåòü "ãðàôèê" ìîíîòîííîé ôóíêöèè íà áóëåâîì êóáå Bn - ìíîæåñòâî
òåõ òî÷åê, ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â 1. Áóëåâ êóá ìîæíî èçîáðàæàòü â âèäå ãðàôà, ðè-
ñóÿ åãî âåðøèíû â âèäå òî÷åê è ñîåäèíÿÿ îòðåçêîì ïàðû ñîñåäíèõ âåðøèí. Óäîáíî
óïîðÿäî÷èòü âåðøèíû êóáà "ïî ñëîÿì", îòíîñÿ ê i-ìó ñëîþ âñå âåðøèíû (äâîè÷íûå
íàáîðû), èìåþùèå ðîâíî i åäèíèö. Íà ðèñóíêå ñëîè ðàçìåùàþòñÿ ñíèçó ââåðõ: âíèçó
- åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ñëîÿ 0, çàòåì - òî÷êè ñëîÿ 1, è ò.ä. âïëîòü äî ñëîÿ n, ñîñòîÿ-
ùåãî èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Íàèáîëüøåå ÷èñëî òî÷åê îêàæåòñÿ ðàñïîëîæåííûì íà
ñðåäíåì ñëîå (â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n, òàêèõ ñëîåâ ìîæåò áûòü äâà ëèáî îäèí).
×òîáû ôóíêöèÿ áûëà ìîíîòîííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ãðàôèê âìåñòå
ñ êàæäîé òî÷êîé ñîäåðæàë âñå òàêèå òî÷êè, ê êîòîðûì ìîæíî äîéòè îò íåå, ïåðåìå-
ùàÿñü ââåðõ ïî ñëîÿì âäîëü ðåáåð êóáà. Èíûìè ñëîâàìè, ñîäåðæàë âåñü "ïîäêóá" ñ
íèæíåé âåðøèíîé â äàííîé òî÷êå.
Èç ñêàçàííîãî ëåãêî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, çàâè-
ñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íèæå ñëîÿ ñ
íîìåðîì [n/2] çíà÷åíèå 0, âûøå ýòîãî ñëîÿ - çíà÷åíèå 1, à íà ñàìîì ñëîå îïðåäåëåííûå
ïðîèçâîëüíî. Î÷åâèäíî, âñå îíè ìîíîòîííû. ×èñëî èõ ðàâíî 2C2

n .
Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé áûëà ïîñòàâëåíà åùå Äåäåêèíäîì.
Îíà îêàçàëàñü ñëîæíîé. Ïîïûòêè åå ðåøåíèÿ ïðèâåëè ê ïîëó÷åíèþ öåëîãî ðÿäà âàæ-
íûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ (Ý.Í.Ãèëüáåðò, Â.Ê.Êîðîáêîâ,Æ.Àíñåëü, Ä.Êëåéò-
ìàí), à îêîí÷àòåëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ÷èñëà òàêèõ ôóíêöèé óäàëîñü íàé-
òè À.Ä.Êîðøóíîâó. Ýòà îöåíêà áûëà ïåðåïðîâåðåíà À.À.Ñàïîæåíêî, ïîëó÷èâøèì åå
äðóãèì ñïîñîáîì. Ââèäó ãðîìîçäêîñòè è ñëîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ äàííîé îöåíêè, ìû
åå ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n èìåþò
ìåñòî äâà ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿ, à ñàìûì ñóùåñòâåííûì ñîìíîæèòåëåì â îöåíêå
îêàçàëîñü çíà÷åíèå 2C2

n .
Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì M êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.
Äîêàæåì çàìêíóòîñòü êëàññà M .
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1. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ S, à ôóíêöèÿ g(x1, . . . ,
xn) ïîëó÷åíà èç íåå îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ, ò.å. g(x1, . . . , xn) =
f(xi1 , . . . , xin).
Åñëè α̃ ≤ β̃; α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn), òî, î÷åâèäíî, (αi1 , . . . , αin) ≤
(βi1 , . . . , βin).
Ïîýòîìó g(α1, . . . , αn) = f(αi1 , . . . , αin) ≤ f(βi1 , . . . , βin) = g(β1, . . . , βn), ò.å.
g ∈ M .

2. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ S;
g(x1, . . . , xm) ∈ S, ïðè÷åì ôóíêöèÿ h(x1, . . . , xm+n−1) îïðåäåëåíà êàê f(x1, . . . ,
xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)).
Ïóñòü α̃ ≤ β̃; α̃ = (α1, . . . , αn+m−1), β̃ = (β1, . . . , βn+m−1).
Òîãäà g(αn, . . . , αn+m−1) ≤ g(βn, . . . , βn+m−1).
Ñëåäîâàòåëüíî,
(α1, . . . , αn−1, g(αn, . . . , αn+m−1)) ≤ (β1, . . . , βn−1, g(βn, . . . , βn+m−1)).
Îêîí÷àòåëüíî èìååì: h(α1, . . . , αn+m−1) = f(α1, . . . , αn−1, g(αn, . . . , αn+m−1)) ≤
f(β1, . . . , βn−1, g(βn, . . . , βn+m−1)) = h(β1, . . . , βn+m−1), ò.å. h ∈ M .

3. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ëèáî óäàëåíèÿ íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ñëó÷àé
î÷åâèäåí.

Ëåììà 2. (î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f íå ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííîé, òî èç íåå è êîíñòàíò 0, 1 ñóïåðïîçèöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ x̄.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íå ìîíîòîííà. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà íàáîðà α̃, β̃, òàêèå,
÷òî α̃ ≤ β̃, ïðè÷åì f(α̃) = 1, f(β̃) = 0.
Íåðàâåíñòâî α̃ ≤ β̃ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçðÿäû i1, . . . , ik: αi1 = . . . = αik =
0; βi1 = . . . = βik = 1; i1 < . . . < ik. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}
âûïîëíÿåòñÿ αj = βj.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ γ̃0, . . . , γ̃k. Êàæäûé èç ýòèõ íàáîðîâ íà ïî-
çèöèÿõ ñ íîìåðàìè, ïðèíàäëåæàùèìè {1, . . . , n}\{i1, . . . , ik}, ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì α̃.
Ðàçðÿäû íàáîðà γ̃j ñ íîìåðàìè i1, . . . , ij, ðàâíû 1, à ðàçðÿäû ñ íîìåðàìè ij+1, . . . , ik
ðàâíû 0. Î÷åâèäíî, γ̃0 = α̃, γ̃k = β̃k. Òàêèì îáðàçîì, f(γ̃0) = 1, f(γ̃k) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé íîìåð j ∈ {1, . . . , k}, äëÿ êîòîðîãî f(γ̃j) = 0. Î÷å-
âèäíî, f(γ̃j−1) = 1. Íàáîðû γ̃j è γ̃j−1 îòëè÷àþòñÿ åäèíñòâåííûì ðàçðÿäîì, èìåþùèì
íîìåð ij: ó ïåðâîãî íàáîðà ýòîò ðàçðÿä ðàâåí 1, ó âòîðîãî - 0. Èíûìè ñëîâàìè,
γ̃j−1 = (δ1, . . . , δij−1, 0, δij+1, . . . , δn);
γ̃j = (δ1, . . . , δij−1, 1, δij+1, . . . , δn)

äëÿ êàêèõ-òî çíà÷åíèé δ1, . . . , δij−1, δij+1, . . . , δn.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ ϕ(x) = f(δ1, . . . , δij−1, x, δij+1, . . . , δn). Îíà ïîëó÷åíà èç
ôóíêöèè f è êîíñòàíò 0, 1 ñóïåðïîçèöèÿìè. Ïðè ýòîì:
ϕ(0) = f(δ1, . . . , δij−1, 0, δij+1, . . . , δn) = f(γ̃j−1) = 1;
ϕ(1) = f(δ1, . . . , δij−1, 1, δij+1, . . . , δn) = f(γ̃j) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x) = x̄. Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷èòü x̄ èç f è êîíñòàíò. Íàïðèìåð, ïîäñòà-
âèòü îáùèå çíà÷åíèÿ íàáîðîâ α̃ è β̃ âìåñòî ïåðåìåííûõ ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà
{1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}, à ïðî÷èå ïåðåìåííûå îòîæäåñòâèòü ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî,
ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî äîïîëíèòåëüíî óñòàíàâëèâàåò åùå îäèí ïîëåçíûé
ôàêò - ÷òî íåìîíîòîííîñòü ôóíêöèè ìîæåò áûòü âûÿâëåíà óæå íà äâóõ ñîñåäíèõ
(ò.å. îòëè÷àþùèõñÿ â åäèíñòâåííîì ðàçðÿäå) íàáîðàõ.

Çàìêíóòûé êëàññ L

Êëàññ L áûë íàìè îïðåäåëåí êàê êëàññ ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèé, îïðåäåëÿ-
åìûõ ïîëèíîìàìè Æåãàëêèíà ñòåïåíè 1: c0 + c1x1 + . . . = cnxn. Äîêàçàòåëüñòâî åãî
çàìêíóòîñòè àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì âûøå è ñîâñåì íåñëîæíî.
Ëåììà 3. (Î íåëèíåéíîé ôóíêöèè) Åñëè ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè íå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé, òî èç íåå è ôóíêöèé 0,1, x̄ ñóïåðïîçèöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ x1&x2.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ðàññìîòðèì îïðåäåëÿþùèé åå
ïîëèíîì Æåãàëêèíà:

f(x1, . . . , xn) =
∑

{i1,...,is}⊆{1,...,n}

ai1...isxi1 . . . xis

Òàê êàê ôóíêöèÿ íåëèíåéíàÿ, â ýòîì ïîëèíîìå ñóùåñòâóåò ÷ëåí ñòåïåíè, áîëüøåé
åäèíèöû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íåì ïðèñóòñòâóþò ïåðå-
ìåííûå x1 è x2. Ïåðåãðóïïèðóåì ÷ëåíû ïîëèíîìà:
f(x1, . . . , xn) = x1x2f1(x3, . . . , xn) + x1f2(x3, . . . , xn) + x2f3(x3, . . . , xn) + f4(x3, . . . xn)

Òàê êàê ïîëèíîì Æåãàëêèíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè îäíîçíà÷íî, òî f1 íå ìîæåò
áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâîé - èíà÷å ñóùåñòâîâàë áû ïîëèíîì, îïðåäåëÿþùèé òó æå
ôóíêöèþ, íî íå èìåþùèé ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ îäíîâðåìåííî x1 è x2. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóþò òàêèå α3, . . . , αn, ÷òî f1(α3, . . . , αn) = 1.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x1, x2) = f(x1, x2, α3, . . . , αn). Èìååì:
ϕ(x1, x2) = x1x2 + α · x1 + β · x2 + γ äëÿ êàêèõ-òî äâîè÷íûõ α, β, γ.
Íàì íóæíî ïîëó÷èòü èç äàííîé ôóíêöèè êîíúþíêöèþ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà èñïîëüçó-
åì ïðèåì, àíàëîãè÷íûé ïðèåìó èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, èñïîëüçóþùåìó ñäâèã
íà÷àëà êîîðäèíàò äëÿ óñòðàíåíèÿ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ:
ϕ(x1 + β, x2 + α) = (x1 + β)(x2 + α) + α(x1 + β) + β(x2 + α) + γ = x1x2 + αβ + γ.
Òåïåðü äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíúþíêöèè äîñòàòî÷íî ïðèáàâèòü αβ + γ:
x1x2 = ϕ(x1 + β, x2 + α) + αβ + γ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèáàâëåíèå êîíñòàíòû, ðàâíîé íóëþ, ìîæíî îòáðîñèòü, à ïðèáàâëåíèå
ê âûðàæåíèþ åäèíèöû - çàìåíèòü íà åãî îòðèöàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, x1x2 ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèÿìè èç ϕ è x̄. Òàê êàê ϕ ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè èç f è
êîíñòàíò, òî ëåììà äîêàçàíà.
Êëàññû T0, T1, S,M,L ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Áîëåå òîãî, íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèò-
ñÿ â äðóãîì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ôóíêöèé,
ñîïðîâîäèâ êàæäóþ èç íèõ íàáîðîì èç ïëþñîâ è ìèíóñîâ - ñîîòâåòñòâåííî ïðèíàä-
ëåæíîñòè ëèáî íåïðèíàäëåæíîñòè äàííûì ïÿòè êëàññàì:
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T0 T1 S M L
0 + − − + +
1 − + − + +
x̄ − − + − +
x1&x2 + + − + −
x1 + x2 + − − − +
x1 + x2 + x3 + + + − +
x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 + + + + −

Â ïðèâåäåííîé òàáëèöå äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû çàìêíóòûõ êëàññîâ ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïåðâîìó è íå ïðèíàäëåæàùàÿ âòîðîìó.
Òåîðåìà (Ý.Ïîñò). Ñèñòåìà ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, S,M,L.
Ïóñòü ñèñòåìà F ïîëíà è F ⊆ K, ãäå K - îäèí èç óêàçàííûõ â òåîðåìå çàìêíóòûõ
êëàññîâ. Òîãäà [F ] ⊆ [K] = K, è [F ] 6= P2 - ïðîòèâîðå÷èå.
Îáðàòíî, ïóñòü F * T0, F * T1, F * S, F * M ,F * L. Òîãäà â F ñóùåñòâóþò
ôóíêöèè f1, . . . , f5, òàêèå, ÷òî ¬(f1 ∈ T0), ¬(f2 ∈ T1), ¬(f3 ∈ S), ¬(f4 ∈ M), ¬(f5 ∈ L).
Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî êîíñòàíòû 0 è 1 ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñóïåðïîçèöèÿìè
÷åðåç f1, . . . , f5. Ðàññìîòðèì f1(x1, . . . , xn). Èçâåñòíî, ÷òî f1(0, . . . , 0) = 1. Âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ:

1. f1(1, . . . , 1) = 1. Òîãäà ϕ(x) = f1(x, . . . , x) ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êîí-
ñòàíòó 1. ×òîáû ïîëó÷èòü êîíñòàíòó 0, äîñòàòî÷íî òåïåðü âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôóíêöèåé f2.

2. f1(1, . . . , 1) = 0. Òîãäà ϕ(x) = f1(x, . . . , x) = x̄. Ïî ëåììå î íåñàìîäâîéñòâåííîé
ôóíêöèè, èç f3 è x̄ ìîæíî ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèÿìè íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
Èìåÿ îòðèöàíèå, ïîëó÷àåì òàêæå è äðóãóþ êîíñòàíòó.

Èòàê, îáå êîíñòàíòû âûðàæàþòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ÷åðåç F . Ïî ëåììå î íåìîíîòîí-
íîé ôóíêöèè, èç f4 è êîíñòàíò ñóïåðïîçèöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ x̄. Íàêî-
íåö, ïî ëåììå î íåëèíåéíîé ôóíêöèè, èç f5, êîíñòàíò è îòðèöàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü
ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèþ x1&x2. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç F ìîæíî âûðàçèòü ïîëíóþ
ñèñòåìó {x̄, x1&x2}, è F ïîëíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1. Êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, îòëè÷íûé îò P2,
ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, S,M,L.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îí íå ñîäåðæàëñÿ íè â îäíîì èç ýòèõ êëàññîâ, òî áûë áû
ïîëîí, à òàê êàê çàìêíóò, òî ñîâïàäàë áû ñ P2.
Êëàññ K ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì, åñëè [K] 6= P2, íî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P2 \K âûïîëíåíî [K ∪ {f}] = P2.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäïîëíûé êëàññ äîëæåí áûòü çàìêíóòûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû
îí áûë íåçàìêíóò, òî ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f , ïðèíàäëåæàùóþ [K],
íî íå ïðèíàäëåæàùóþ K. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäïîëíîòû, [K∪{f}] = P2.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, K ∪ {f} ⊆ [K], ò.å. [K ∪ {f}] ⊆ [K] 6= P2 - ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäñòâèå 2. Â àëãåáðå ëîãèêè èìååòñÿ ðîâíî 5 ïðåäïîëíûõ êëàññîâ: T0, T1, L, S,M .
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êëàññ K ïðåäïîëîí, òî îí, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, äîëæåí ñîäåð-
æàòüñÿ â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, L, S,M (îáîçíà÷èì åãî Q). Åñëè áû îí íå ñîâïàäàë
ñ êëàññîì Q, òî ìîæíî áûëî áû âçÿòü ôóíêöèþ f ∈ Q\K. Òàê êàê [K ∪{f}] ⊆ [Q] =
Q 6= P2, òî ïîëó÷èëè áû ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëíîòîé êëàññà K.
Îáðàòíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ Q èç óêàçàííûõ ïÿòè êëàññîâ. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè f , íå ïðèíàäëåæàùóþ Q. Ðàññìîòðèì êëàññ
Q′ = [Q∪{f}]. Åñëè áû îí íå ñîâïàäàë ñ P2, òî äîëæåí áûë áû ñîäåðæàòüñÿ â îäíîì
èç êëàññîâ T0, T1, S,M,L, ïðè÷åì (èç-çà äîáàâëåííîé ôóíêöèè f) îòëè÷íîì îò êëàññà
Q. Îäíàêî, êàê óñòàíîâëåíî ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöåé, íè îäèí èç äàííûõ êëàññîâ
íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì. Ïîýòîìó êëàññ Q′ ñîâïàäàåò ñ P2, ò.å. êëàññ Q ïðåäïîëîí.
Òåîðåìà. Èç êàæäîé ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ìîæíî âûäåëèòü ïîë-
íóþ ïîäñèñòåìó, èìåþùóþ íå áîëåå 4 ôóíêöèé.
Ïóñòü ñèñòåìà F ïîëíà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè {f1, . . . , f5}, ââåäåííûå ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû Ïîñòà. Îíè îáðàçóþò ïîëíóþ ïîäñèñòåìó. Åñëè f1(1, . . . , 1) = 1,
òî ôóíêöèÿ f1 íå ñàìîäâîéñòâåííà, è òîãäà ìîæíî âçÿòü f3 ñîâïàäàþùåé ñ f1. Åñëè
æå f1(1, . . . , 1) = 0, òî ôóíêöèÿ f1 íå ìîíîòîííà, è òîãäà ìîæíî âçÿòü f4 ñîâïàäàþ-
ùåé ñ f1. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì ïîëíóþ ïîäñèñòåìó èç 4 ôóíêöèé. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëíîé ñèñòåìû èç 4 ôóíêöèé, òåðÿþùåé ñâîéñòâî ïîëíîòû ïðè
óäàëåíèè ëþáîé èç åå ôóíêöèé, ìîæíî ðàññìîòðåòü F = {0, 1, x1 · x2, x1 + x2 + x3}.
Âñå ôóíêöèè, êðîìå ïåðâîé, ñîõðàíÿþò 1; âñå ôóíêöèè, êðîìå âòîðîé, ñîõðàíÿþò 0;
âñå ôóíêöèè, êðîìå òðåòüåé, ëèíåéíû; âñå ôóíêöèè, êðîìå ÷åòâåðòîé, ìîíîòîííû.

Èçó÷åíèå çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè

Ïóñòü K - çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. Ñèñòåìà F ôóíêöèé ýòîãî
êëàññà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â K, åñëè [F ] = K.
Ñèñòåìà F ⊆ K íàçûâàåòñÿ áàçèñîì â K, åñëè îíà ïîëíà â K, íî êàæäàÿ åå ñîáñòâåí-
íàÿ ïîäñèñòåìà íåïîëíà â K.
Ïðèìåðû:

1. {x1 · x2, 0, 1, x1 + x2 + x3} - áàçèñ â P2.
2. {0, 1, x1 · x2, x1 ∨ x2} - áàçèñ â M .

Åñëè ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f - íå òîæäåñòâåííûé 0, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò íåïó-
ñòîå ìíîæåñòâî N "íèæíèõ åäèíèö" - íàèìåíüøèõ â ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìî-
ãî íàìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â
åäèíèöó. Åñëè îíà íå òîæäåñòâåííî ðàâíà 1, òî ñðåäè åå íèæíèõ åäèíèö íåò
íóëåâîãî íàáîðà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íèæíåé åäèíèöû α, íå ÿâëÿþùåéñÿ íóëå-
âûì íàáîðîì, ìîæíî ðàññìîòðåòü íîìåðà i1, . . . , ik âñåõ åå ðàçðÿäîâ, ðàâíûõ 1,
è ïîñòðîèòü êîíúþíêöèþ K(α) = xi1 · . . . xik ; k ≥ 1. Ýòà êîíúþíêöèÿ îáðàùàåò-
ñÿ â 1 íà íàáîðå α è íà âñåõ áîëüøèõ (â ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà) íàáîðàõ, ò.å. K ≤ f . Î÷åâèäíî, ÷òî f ðàâíà äèçúþíêöèè âñåõ òàêèõ
êîíúþíêöèé:
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f =
∨
α∈E

K(α).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ - íå òîæäåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, òî åå
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äèçúþíêöèþ è êîíúþíêöèþ. Ýòî è óñòàíàâëèâàåò ïîë-
íîòó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ôóíêöèé â M . Åñëè óäàëèòü èç ýòîé ñèñòåìû
ëþáóþ êîíñòàíòó, òî îñòàâøèåñÿ ôóíêöèè áóäóò ñîõðàíÿòü ïðîòèâîïîëîæíóþ
êîíñòàíòó. Åñëè óäàëèòü êîíúþíêöèþ, òî îñòàíóòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Åñëè óäàëèòü ïîñëåäíþþ ôóíêöèþ, òî ÷åðåç îñòàëüíûå ôóíêöèè ìîæíî áóäåò
âûðàçèòü òîëüêî êîíñòàíòû è ìíîãîìåñòíûå êîíúþíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, äàí-
íàÿ ñèñòåìà - áàçèñ â M .

Ý.Ïîñò ïîëó÷èë ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ â àëãåáðå ëîãèêè. Ýòî
îïèñàíèå ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü èñòèííîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
Òåîðåìà. (Ý.Ïîñò) Êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè èìååò êîíå÷-
íûé áàçèñ.
Òåîðåìà. (Ý.Ïîñò) Ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ñ÷åòíî.
Îáû÷íî îïèñàíèå çàìêíóòûõ êëàññîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ òàê íàçûâàåìîé äèàãðàììîé
Ïîñòà. Íà íåé çàìêíóòûå êëàññû èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè, ïðè÷åì îò êàæäîãî êëàññà
ïðîâîäÿòñÿ âíèç ëèíèè ê ìàêñèìàëüíûì åãî çàìêíóòûì ñîáñòâåííûì ïîäêëàññàì.
Ýòó äèàãðàììó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå "ßáëîíñêèé Ñ.Â., Ãàâðèëîâ Ã.Ï.,
Êóäðÿâöåâ Â.Á. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè è êëàññû Ïîñòà. Ì., Íàóêà, 1966".


