
5-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)

5-ÿ ëåêöèÿ áûëà ïðî÷èòàíà äî ââåäåíèÿ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ. Îíà ïîñâÿùåíà
äîêàçàòåëüñòâó àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïîëíîòû äëÿ k-çíà÷íûõ
ëîãèê, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ íèõ êðèòåðèÿ ïîëíîòû â òåðìèíàõ
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Íèæå ïðèâîäèòñÿ êîíñïåêò ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ. Ïî ñðàâíåíèþ
ñ âåðñèåé, èçëàãàâøåéñÿ íà ëåêöèè, îí íåñêîëüêî èçìåíåí. Äðóãîå îïðåäåëåíèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçåöîâà ïîçâîëèëî óïðîñòèòü ðàññóæäåíèÿ. Íà ýêçàìåíå ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé èç âåðñèé.

Ïðåæäå âñåãî, äàäèì îäíî íîâîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Σ : S → F ; F ⊆ Pk - íåêîòîðàÿ
ñèãíàòóðà. Îïðåäåëåíèå ôîðìóëû â ñèãíàòóðå Σ, äàííîå íà ïåðâîé ëåêöèè, òàêîâî:

1. Åñëè xi - ñèìâîë ïåðåìåííîé, òî îäíîáóêâåííîå ñëîâî xi - ôîðìóëà â Σ.

2. Åñëè s ∈ S, ôóíêöèÿ f = Σ(s) çàâèñèò îò n ïåðåìåííûõ, Φ1, . . . , Φn - ôîðìóëû
â ñèãíàòóðå Σ, òî ñëîâî s(Φ1, . . . , Φn) - ôîðìóëà â ñèãíàòóðå Σ.

Èíäóêöèåé ïî äàííîìó îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû îïðåäåëÿåì ãëóáèíó ôîðìóëû:

1. Åñëè xi - ñèìâîë ïåðåìåííîé, òî ãëóáèíà ôîðìóëû xi ðàâíà 0.

2. Åñëè s ∈ S, ôóíêöèÿ f = Σ(s) çàâèñèò îò n ïåðåìåííûõ, Φ1, . . . , Φn - ôîðìóëû
â ñèãíàòóðå Σ, ïðè÷åì m - íàèáîëüøàÿ èç ãëóáèí ýòèõ ôîðìóë, òî ãëóáèíà
ôîðìóëû s(Φ1, . . . , Φn) - ðàâíà m + 1.

Ãëóáèíó ôîðìóëû Φ áóäåì îáîçíà÷àòü d(Φ). Î÷åâèäíî, ÷òî ãëóáèíà ôîðìóëû - ýòî
ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí öåïî÷åê "âëîæåííûõ" äðóã â äðóãà "îïåðàöèé" äëÿ íåå.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû â Pk.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïîëíîòó êîíå÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé â
Pk.

Ïóñòü F ⊆ Pk - êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì äëÿ íåå êàêóþ-ëèáî ñèãíà-
òóðó Σ : S → F .

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G1, G2, . . . ìíîæåñòâ ôóíêöèé â Pk, çàâèñÿùèõ îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå Gi áåðåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ â
ñèãíàòóðå Σ íåâûðîæäåííûìè ôîðìóëàìè, ñîäåðæàùèìè òîëüêî ïåðåìåííûå x1, x2

è èìåþùèìè ãëóáèíó, ìåíüøóþ i. Ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè êàæäàÿ òàêàÿ ôîðìóëà
ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, x2. Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êóçíåöîâà.

Î÷åâèäíî, ∅ = G1 ⊆ G2 ⊆ . . .. Òàê êàê ÷èñëî âñåõ ôóíêöèé â Pk, çàâèñÿùèõ îò äâóõ
ïåðåìåííûõ, ðàâíî kk2

, òî |Gi| ≤ kk2
äëÿ âñåõ i, è óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà m: Gm = Gm+1 = . . . = G. Áóäåì
íàçûâàòü G ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà.
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Ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà áóäåì ñâÿçûâàòü ñ êàæäîé ôóíêöèåé
èç Gi íåêîòîðóþ ôîðìóëó, ñîäåðæàùóþ òîëüêî ïåðåìåííûå x1, x2 è èìåþùóþ ãëóáè-
íó, ìåíüøóþ i, êîòîðàÿ ýòó ôóíêöèþ ðåàëèçóåò. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
f èç Gi+1, íå âîøåäøóþ â Gi. Îíà äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ íåêîòîðîé ôîðìóëîé Φ âèäà
s(Φ1, . . . , Φn), ñîäåðæàùåé òîëüêî ïåðåìåííûå x1, x2 è èìåþùåé ãëóáèíó, ìåíüøóþ
i + 1. Òîãäà ãëóáèíà êàæäîé ôîðìóëû Φj ìåíüøå i, ò.å. îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïåðåìåí-
íîé, ëèáî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ gj ∈ Gi. Íî ñ ýòèìè ôóíêöèÿìè ïðè ïîñòðîåíèè Gi

ìû óæå ñâÿçàëè êàêèå-òî îïðåäåëÿþùèå èõ ôîðìóëû Φ′
j, âîçìîæíî, îòëè÷àþùèåñÿ

îò ôîðìóë Φj. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàìåíå â ôîðìóëå Φ îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ ôîð-
ìóë Φj íà ðåàëèçóþùèå òå æå ñàìûå ôóíêöèè ôîðìóëû Φ′

j ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó Φ′,
îïðåäåëÿþùóþ òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ, ÷òî è ôîðìóëà Φ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ Gi+1 èç Gi íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî
âñåâîçìîæíûå ôîðìóëû Φ′ âèäà s(Φ′

1, . . . , Φ
′
n), ãäå s ∈ S, à Φ′

1, . . . , Φ
′n - ïåðåìåííûå

ëèáî ôîðìóëû, ñîïîñòàâëåííûå ôóíêöèÿì èç Gi. Òå èç ôîðìóë Φ′, êîòîðûå äàäóò
íîâûå ôóíêöèè, íå âñòðå÷àâøèåñÿ â Gi, ñîïîñòàâëÿþòñÿ ýòèì ôóíêöèÿì, à ñàìè
ôóíêöèè äîáàâëÿþòñÿ ê Gi. Ïîâòîðåíèÿ îòáðàñûâàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Gi; i = 1, 2, 3, . . .. Òàê êàê
Gi+1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî Gi, ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñëåæè-
âàòü äî ïåðâîãî ñîâïàäåíèÿ åå ÷ëåíîâ. Äàëåå îíà ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Î÷åâèäíî, ïåðâîå
ñîâïàäåíèå ïðîèçîéäåò çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ò.å. ïîëó÷àåì àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà G ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Âåááà Vk(x1, x2) ïðèíàäëåæèò ïðåäåëóG. Òîãäà, ïî îïðå-
äåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà, îíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå Σ, ò.å.
ïîëó÷àåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè èç F , è F ïîëíî.

Îáðàòíî, ïóñòü F ïîëíî. Òîãäà ôóíêöèÿ Âåááà çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ôîðìóëîé â ñèã-
íàòóðå Σ, èìåþùåé ðîâíî äâå ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå. Ïåðåîáîçíà÷èì ýòè ïåðå-
ìåííûå íà x1, x2, à âñå íåñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå çàìåíèì íà x1. Åñëè ýòó ôîðìóëó
ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî x1, x2, òî, î÷åâèäíî, îíà ñíîâà áóäåò îïðåäåëÿòü ôóíê-
öèþ Âåááà. Îäíàêî, ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, òàêàÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ èç
ìíîæåñòâà Gi+1, ãäå i - ãëóáèíà ôîðìóëû. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Âåááà ïîïàäàåò
â ìíîæåñòâî G.

Èòàê, àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû êîíå÷íîé ñèñòåìû ôóíêöèé â Pk ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè ïî íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà è ïðîâåðêå âõîæäåíèÿ ôóíêöèè
Âåááà â ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè âõîäèò, òî ñèñòåìà ïîëíà, èíà÷å -
íåïîëíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèè ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïîäñòàíîâêè âìåñòî íåñóùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, âñå-òàêè, äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû, à ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôîðìóë - äîêàçàíû. Îäíàêî, òàêèå äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ãäå îíè èçâåñòíû êàê ëåììà î çàìåíå è ëåììà î ïîäñòàíîâêå.
Îíè âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà, è ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé
î÷åâèäíûìè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïî÷òè âñå ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ
áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì F , òàê ÷òî ïîëíîòà ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíà âõîæäå-
íèþ ôóíêöèè Âåááà â ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðèòü îá àëãîðèòìå íåëüçÿ, òàê êàê âõîäíûå äàííûå è ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû
áåñêîíå÷íû.
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Òåîðåìà. Èç êàæäîé ïîëíîé â Pk ñèñòåìû ôóíêöèé ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íóþ ïîë-
íóþ ïîäñèñòåìó.

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè ñèñòåìà F ïîëíà, òî ôóíêöèþ Âåááà ìîæíî âûðà-
çèòü ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå äëÿ F . Ðàññìàòðèâàåì êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé,
èñïîëüçîâàííûõ â äàííîé ôîðìóëå. Îíî è áóäåò ïîëíûì.

Ïåðåõîäèì ê óñòàíîâëåíèþ òîãî, ÷òî â Pk ñóùåñòâóåò êðèòåðèé ïîëíîòû â òåðìèíàõ
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ, àíàëîãè÷íûé êðèòåðèþ ïîëíîòû â àëãåáðå ëîãèêè. Âïåðâûå
îïèñàíèå ïðåäïîëíûõ êëàññîâ äëÿ k > 2 áûëî ïîëó÷åíî Ñ.Â.ßáëîíñêèì êîòîðûé
íàøåë âñå ïðåäïîëíûå êëàññû â P3. Â äàëüíåéøåì ðàçëè÷íûìè èññëåäîâàòåëÿìè íà-
õîäèëèñü îòäåëüíûå ñåðèè ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â Pk, k > 3. Îêîí÷àòåëüíîå îïèñàíèå
âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â Pk áûëî ïîëó÷åíî È.Ðîçåíáåðãîì. Äàæå îäíî ëèøü èõ
ïåðå÷èñëåíèå ñëèøêîì ãðîìîçäêî äëÿ äàííîãî êóðñà. ×èñëî ýòèõ êëàññîâ áûñòðî
ðàñòåò ñ ðîñòîì k. Ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì ëèøü ðåçóëüòàò À.Â.Êóçíåöîâà î ñóùåñòâî-
âàíèè êîíå÷íîé ñèñòåìû ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â Pk, äàþùåé êðèòåðèé ïîëíîòû. Îí
ÿâèëñÿ ñòàðòîâîé òî÷êîé íà ïóòè ê èõ ÿâíîìó îïèñàíèþ.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé.

Ôóíêöèè gp
i (x1, . . . , xp); i = 1, . . . , p, - íàçûâàþòñÿ ñåëåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè. Îíè

âûáèðàþò çàäàííûé ðàçðÿä èç íàáîðà çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ.

Ïóñòü K - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé h(x1, . . . , xp) èç Pk, çàâèñÿùèõ îò çàäàííîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ p è ñîäåðæàùåå âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè îò p ïåðåìåííûõ. Ñêà-
æåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî K, åñëè äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé
h1, . . . , hn èç K âûïîëíåíî:

f(h1(x1, . . . , xp), . . . , hn(x1, . . . , xp)) ∈ K.

Ïðèìåð. Ïóñòü k = 2, p = 1, K = {x, x̄}. Èíûìè ñëîâàìè, â K âõîäÿò ôóíêöèè
xσ; σ ∈ {0, 1}. Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ìíîæåñòâà K ôóíêöèåé f îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ëþáûõ σ1, . . . , σn èç E2 èìååò ìåñòî:

f(xσ1
1 , . . . , xσn

n ) = xσ

ïðè íåêîòîðîì σ. Ïîäñòàâèì â ýòî òîæäåñòâî ïîî÷åðåäíî çíà÷åíèÿ 1 è 0:

f(1σ1 , . . . , 1σn) = 1σ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó:

f(σ1, . . . , σn) = σ;

f(0σ1 , . . . , 0σn) = 0σ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó:

f(σ1, . . . , σn) = σ).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå äâà ðàâåíñòâà, èìååì:

f(σ1, . . . , σn) = f(σ1, . . . , σn), ò.å. ñâîéñòâî ñîàõðàíåíèÿ êëàññà K ýêâèâàëåíòíî ñâîé-
ñòâó ñàìîäâîéñòâåííîñòè ôóíêöèè.

Ïóñòü K - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé h(x1, . . . , xp) èç Pk, çàâèñÿùèõ îò çàäàííîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ p è ñîäåðæàùåå âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè îò p ïåðåìåííûõ. ×åðåç
U [K] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé â Pk, ñîõðàíÿþùèõ K.

Ëåììà 1. Êëàññ U [K] çàìêíóò.

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äîêàçûâàëàñü ëåììà î çàìêíóòîñòè êëàññà T0.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè: îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ, îïåðà-
öèÿ ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ, à òàêæå îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ
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íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Â êàæäîì ñëó÷àå ñâîéñòâî íîâîé ôóíêöèè ñîõðàíÿòü
êëàññ K î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ èñõîäíûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 2. Ïóñòü K - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåå
âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ è íå ñîäåðæàùåå ôóíêöèè Âåááà. Åñëè
F ⊆ U [K], òî F íåïîëíà.

Ââåäåì äëÿ F êàêóþ-ëèáî ñèãíàòóðó Σ è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êóçíåöîâà
G1, G2, . . .. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ i âûïîëíåíî Gi ⊆ K. Èìååì: G1 = ∅ ⊆ K. Ïóñòü
óæå äîêàçàíî Gi ⊆ K.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h èç Gi+1, íå âõîäÿùóþ â Gi. Îíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ãëóáèíû
i â ñèãíàòóðå Σ, èìåþùåé âèä f(A1 . . . An), ãäå f ∈ F , à êàæäîå Aj - ëèáî ôîðìóëà,
ãëóáèíà êîòîðîé ìåíüøå i, ëèáî ïåðåìåííàÿ x1, ëèáî ïåðåìåííàÿ x2. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå Aj ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ hj(x1, x2) èç Gi. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëîæèì
hj(x1, x2) = g2

1(x1, x2), â òðåòüåì - hj(x1, x2) = g2
2(x1, x2). Òàê êàê Gi ⊆ K, òî ïðè

âñåõ j = 1, . . . , n ïîëó÷àåì, ÷òî hj ∈ K. Íî ôîðìóëà f(A1 . . . An) ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ h(x1, x2) = f(h1(x1, x2), . . . , hn(x1, x2)). Òàê êàê f ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî K, òî è
ôóíêöèÿ h(x1, x2) ïðèíàäëåæèò K. Òàêèì îáðàçîì, Gi+1 ⊆ K.

Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êóçíåöîâà - ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà K, ò.å. íå ñîäåðæèò ôóíêöèè Âåááà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà F íåïîëíà.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Åñëè ñèñòåìà F ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè íåïîëíà, òî â Pk ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî K ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåå îáå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè
è íå ñîäåðæàùåå ôóíêöèè Âåááà, òàêîå, ÷òî F ⊆ U [K].

Ñíîâà ââåäåì äëÿ F êàêóþ-ëèáî ñèãíàòóðó Σ è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êóç-
íåöîâà G1, G2, . . .. Ïóñòü Gm = Gm+1 = . . .. Òàê êàê F íåïîëíà, òî ¬(Vk ∈ K). Ïîëî-
æèì K = Gm ∪ {g2

1, g
2
2}. Î÷åâèäíî, K íå ñîäåðæèò ôóíêöèè Âåááà Vk.

Ïîêàæåì, ÷òî F ñîõðàíÿåò K. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ F ; h1, . . . , hn ∈ K. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ h(x1, x2) = f(h1(x1, x2), . . . , hn(x1, x2)). Ïóñòü s - ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé
ôóíêöèþ f â ñèãíàòóðå Σ. Åñëè hj(x1, x2) ∈ Gm, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé
ôîðìóëîé Aj â ñèãíàòóðå Σ, ãëóáèíà êîòîðîé ìåíüøå m. Åñëè hj(x1, x2) - ñåëåê-
òîðàÿ ôóíêöèÿ g2

1(x1, x2), òî âîçüìåì â êà÷åñòâå Aj ïåðåìåííóþ x1; åñëè hj(x1, x2) -
ñåëåêòîðàÿ ôóíêöèÿ g2

2(x1, x2), òî âîçüìåì â êà÷åñòâå Aj ïåðåìåííóþ x2. Òîãäà ôóíê-
öèÿ f(h1(x1, x2), . . . , hn(x1, x2)) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé s(A1, . . . , An). Ãëóáèíà
ýòîé ôîðìóëû ìåíüøå m + 1, òàê ÷òî ðåàëèçóåìàÿ åþ ôóíêöèÿ h(x1, x2) ïðèíàäëå-
æèò Gm+1. Îäíàêî, Gm+1 = Gm ⊆ K, è h ∈ K. Òàêèì îáðàçîì, F ñîõðàíÿåò K, è
F ⊆ U [K]. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà (À.Â.Êóçíåöîâ) Ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó M1, . . . ,Ms çàìêíóòûõ êëàññîâ
k - çíà÷íîé ëîãèêè, òàêóþ, ÷òî íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãèõ, ïðè÷åì
ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà F ⊆ Pk ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèòñÿ
íè â îäíîì èç êëàññîâ M1, . . . ,Ms.

Ðàññìîòðèì âñå êëàññû N1, . . . , Nq âèäà U [K], ãäå K - ìíîæåñòâî ôóíêöèé îò äâóõ
ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùåå îáå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè è íå ñîäåðæàùåå ôóíêöèè Âåááà.
Ïî ëåììå 1 îíè çàìêíóòû. Åñëè ñèñòåìà F ⊆ Pk íåïîëíà, òî ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò
òàêîé êëàññ Ni, ÷òî F ⊆ Ni. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà Ni èìååò ìåñòî F ⊆ Ni,
òî ïî ëåììå 2 ñèñòåìà F íåïîëíà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîòà ñèñòåìû F ýêâèâàëåíòíà
íåâêëþ÷åíèþ åå íè â îäèí èç êëàññîâ N1, . . . , Nq. Óäàëèâ èç ñèñòåìû N1, . . . , Nq òå
êëàññû, êîòîðûå ñîäåðæàòñ â äðóãèõ, ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèñòåìó M1, . . . Ms.
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Çàìåòèì ÷òî M1, . . . ,Ms - âñå ïðåäïîëíûå êëàññû â Pk. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê
äîêàçûâàëîñü, ÷òî T0, T1, L, S,M - âñå ïðåäïîëíûå êëàññû â P2.
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