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8-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)
Ïðåäûäóùàÿ ëåêöèÿ çàâåðøàëà ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé k - çíà÷íûì ëîãèêàì. Äàëü-
íåéøåå èçëîæåíèå îòõîäèò îò ó÷åáíèêà Ñ.Â.ßáëîíñêîãî "Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ
ìàòåìàòèêó" è ïðîäîëæàåòñÿ â ðóñëå ìîíîãðàôèè "Ýëåìåíòû òåîðèè àâòîìàòîâ"
(Â.Á.Êóäðÿâöåâ, Ñ.Â.Àëåøèí, À.Ñ.Ïîäêîëçèí; Ì., "Íàóêà", 1985). Âïðî÷åì, ìîíî-
ãðàôèÿ ñîäåðæèò ñóùåñòâåííî áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì áóäåò çàòðàãèâàòüñÿ äàí-
íûì êóðñîì, è ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ êîíñïåêòàìè ëåêöèé.

Ýëåìåíòû òåîðèè àâòîìàòîâ

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íåïðåðûâ-
íûõ ïðîöåññîâ, äèñêðåòíûå ôóíêöèè ìîãóò îïðåäåëÿòü äèñêðåòíûå ïðîöåññû. Èçó÷å-
íèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ àâòîìàòîâ.
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òàêèõ ìîäåëåé. Ìû ðàññìîòðèì çäåñü âñåãî òðè, è íà÷íåì ñ
ïðîñòåéøåé - àáñòðàêòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.
Íà÷íåì ñ íåôîðìàëüíûõ ðàññìîòðåíèé. Äèñêðåòíûé ïðîöåññ îáû÷íî ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ ïðîèñõîäÿùèì â äèñêðåòíîì âðåìåíè t = 1, 2, 3, . . .. Ïðåäñòàâèì ñåáå òåõíè÷åñêîå
óñòðîéñòâî, êîòîðîå â êàæäûé ìîìåíò t äèñêðåòíîãî âðåìåíè íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
q(t), ïðèíàäëåæàùåì êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó Q âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Èç âíåøåãî
ìèðà íà ýòî óñòðîéñòâî â ìîìåíò t ïîñòóïàåò íåêîå âîçäåéñòâèå a(t), êîòîðîå òîæå
áóäåì ñ÷èòàòü ïðèíàäëåæàùèì êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó A âîçìîæíûõ âîçäåéñòâèé. Íà-
êîíåö, ñàìî óñòðîéñòâî îòïðàâëÿåò âî âíåøíèé ìèð íåêîòîðîå îòâåòíîå âîçäåéñòâèå
b(t), ïðèíàäëåæàùåå êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó B.

Äåòåðìèíèðîâàííîñòü óñòðîéñòâà îçíà÷àåò, ÷òî åãî ñîñòîÿíèå â ìîìåíò âðåìåíè t+1
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì q(t) â ìîìåíò t è âõîäíûì ñèãíàëîì a(t). Åñòå-
ñòâåííî òàêæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûõîäíîé ñèãíàë b(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ñîñòîÿíèþ q(t) è âõîäíîìó ñèãíàëó a(t). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîäõîäÿùèõ äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé ϕ, ψ áóäåì èìåòü:
q(t+ 1) = ϕ(q(t), a(t))

b(t) = ψ(q(t), a(t))

Åñëè èçâåñòíû ñîñòîÿíèå q(1) è âõîäíûå ñèãíàëû a(1), a(2), . . ., òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ
ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü q(2), q(3), . . . è b(1), b(2), . . ., ò.å. îïðåäåëèòü âñþ
èñòîðèþ èçìåíåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â óñòðîéñòâå. Ôàêòè÷åñêè, ìû ïîëó÷èëè ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèñêðåòíîãî ïðîöåññà. Â ñëó÷àå ìîäåëè íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà
èñïîëüçîâàëèñü áû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÷òî-íèáóäü òèïà:
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dq(t)/dt = ϕ(q(t), a(t))

Ýòè ìîäåëè äîñòàòî÷íî ïîõîæè. Îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî ïðîèçâîäíîé äëÿ
äèñêðåòíîãî ïðîöåññà áåðåòñÿ ïåðåõîä îò ìîìåíòà t ê ìîìåíòó t+ 1.
Ïðèâåäåííàÿ âûøå ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà Ý.Ô.Ìóðîì, õîòÿ è íåñêîëüêî â äðóãîì
âèäå. Â ìîäåëè Ìóðà âûõîäíîé ñèãíàë îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿëñÿ ñîñòîÿíèåì àâòîìàòà
è âûäàâàëñÿ åùå äî ïîëó÷åíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà. Ñîâðåìåííàÿ âåðñèÿ ìîäåëè áûëà
ïðåäëîæåíà Ìèëè.
Ïåðåéäåì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì.
Êîíå÷íûì àáñòðàêòíûì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì íàçûâàåòñÿ îáúåêò V = (A,
Q,B, ϕ, ψ), ãäå A,Q,B - êîíå÷íûå ìíîæåñòâà; ϕ - ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ Q× A â
Q; ψ - ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ Q × A â B. Ìíîæåñòâà A,Q,B íàçûâàþòñÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî, âõîäíûì àëôàâèòîì àâòîìàòà V , àëôàâèòîì åãî ñîñòîÿíèé è âûõîäíûì
àëôàâèòîì. Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ, ôóíêöèÿ ψ - ôóíêöèåé âû-
õîäîâ.
Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(q, a) çàâèñèò îò âòîðîãî àðãóìåíòà a ôèêòèâíî, òî àâòîìàò íàçûâà-
åòñÿ àâòîìàòîì Ìóðà.
Åñëè A = A1× . . . Am, òî ãîâîðèì, ÷òî àâòîìàò èìååò m âõîäîâ. Åñëè B = B1× . . . Bp,
òî ãîâîðèì, ÷òî àâòîìàò èìååò p âûõîäîâ.
Äàëåå, ãîâîðÿ îá àâòîìàòàõ, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì îïóñêàòü ñëîâà "àáñòðàêòíûé äå-
òåðìèíèðîâàííûé", íàçûâàÿ èõ ïðîñòî "êîíå÷íûé àâòîìàò" èëè "àâòîìàò".
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñïîñîáû çàäàíèÿ àâòîìàòîâ.

Çàäàíèå àâòîìàòà òàáëèöåé

Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am}, Q = {q1, . . . , qn}, B = {b1, . . . , bp} ìîæíî
çàäàâàòü íåïîñðåäñòâåííûì ïåðå÷èñëåíèåì. Òàê êàê ôóíêöèè ϕ, ψ îïðåäåëåíû íà
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ, èõ ìîæíî çàäàâàòü òàáëèöàìè. Íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü ñîâ-
ìåùåííóþ òàáëèöó, â êëåòêàõ êîòîðîé óêàçàíû ïàðû çíà÷åíèé ϕ è ψ:

Äàííûé ñïîñîá çàäàíèÿ àâòîìàòîâ èñïîëüçóåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Îí ãðîìîçäêèé è íå
î÷åíü íàãëÿäíûé.
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Çàäàíèå àâòîìàòà äèàãðàììîé Ìóðà

Ïóñòü àëôàâèòû A = {a1, . . . , am}, Q = {q1, . . . , qn}, B = {b1, . . . , bp} çàäàíû ïåðå-
÷èñëåíèåì. Äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèé ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ ìîæíî ââåñòè ñïåöèàëüíóþ
äèàãðàììó, íàçûâàåìóþ äèàãðàììîé Ìóðà. Íà ïëîñêîñòè ðèñóþòñÿ n êðóãîâ, â êàæ-
äîì èç êîòîðûõ ïîìåùàåòñÿ ñèìâîë ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ qi; i = 1, . . . , n. Åñëè
ϕ(qi, aj) = qk;ψ(qi, aj) = br, òî îò êðóãà qi ê êðóãó qk ïðîâîäèòñÿ ñòðåëêà, êîòîðîé
ïðèïèñûâàåòñÿ ïàðà (aj, br). Ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû îáîçíà÷àåò âõîäíîé ñèìâîë, ïîä
äåéñòâèåì êîòîðîãî àâòîìàò ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ qi â ñîñòîÿíèå qk, âòîðîé ýëåìåíò
- òîò âûõîäíîé ñèìâîë, êîòîðûé ïðè ýòîì âîçíèêàåò.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð äèàãðàììû Ìóðà. Ïóñòü A = {0, 1}, Q = {0, 1},
B = {0, 1}. Äèàãðàììà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Èç äèàãðàììû ëåãêî óñìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:
q(t+ 1) = a(t)
b(t) = q(t)

Òàêèì îáðàçîì, àâòîìàò "çàïîìèíàåò" â ñâîåì ñîñòîÿíèè òåêóùèé âõîäíîé ñèãíàë
è ïåðåäàåò åãî íà âûõîä â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòîò àâòîìàò íàçûâàåòñÿ
àâòîìàòîì åäèíè÷íîé çàäåðæêè.
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Äëÿ àâòîìàòîâ Ìóðà âèä äèàãðàììû ìîæíî óïðîñòèòü. Òàê êàê ó ýòèõ àòîìàòîâ
âûõîäíîé ñèìâîë îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì, ìîæíî ïîìåùàòü åãî íåïî-
ñðåäñòâåííî â êðóãå ñîñòîÿíèÿ, îòäåëÿÿ îò ñèìâîëà ñîñòîÿíèÿ êîñîé ÷åðòîé. Ïðè
ýòîì îòìåòêàìè ñòðåëîê áóäóò ñëóæèòü íå ïàðû, à òîëüêî âõîäíûå ñèìâîëû.

Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè

Ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü V = (A,Q,B, ϕ, ψ) - êîíå÷íûé àâòîìàò.
Ñëîâà â àëôàâèòå A áóäåì íàçûâàòü âõîäíûìè ñëîâàìè, ñëîâà â àëôàâèòå B - âû-
õîäíûìè ñëîâàìè, ñëîâà â àëôàâèòå Q - ñëîâàìè ñîñòîÿíèé. Êàê è ðàíåå, ïóñòîå
ñëîâî îáîçíà÷àåì Λ. Äëèíó ñëîâà α îáîçíà÷àåì |α|. Ïîñðåäñòâîì α]l îáîçíà÷àåì íà-
÷àëî ñëîâà α, èìåþùåå äëèíó l. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòå X îáîçíà÷àåì X∗.
Ñëîâî α, ïîâòîðåííîå k ðàç, îáîçíà÷àåì αk.
Çíà÷åíèå ϕ(q, a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå àâòîìàò ïåðåéäåò ïîä
äåéñòâèåì åäèíñòâåííîé âõîäíîé áóêâû a, çíà÷åíèå ψ(q, a) - òîò âûõîäíîé ñèìâîë,
êîòîðûé ïðè ýòîì ïîÿâèòñÿ. Èíîãäà áûâàåò íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèå è
âûõîäíîé ñèìâîë, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïîñëå ïîäà÷è íà âõîä àâòîìàòà íå åäèíñòâåííîé
áóêâû, à öåëîãî ñëîâà, áóêâà çà áóêâîé. ×òîáû îáîçíà÷àòü òàêèå ñîñòîÿíèå è âûõîä-
íîé ñèìâîë, äîîïðåäåëèì ôóíêöèè ϕ, ψ òàê, ÷òîáû âòîðûì àðãóìåíòîì áûëà íå áóêâà
àëôàâèòà A, à ñëîâî â ýòîì àëôàâèòå. Ôóíêöèÿ ϕ äîîïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:
ϕ(q,Λ) = q;
ϕ(q, αa) = ϕ(ϕ(q, α), a)

Çäåñü α - ñëîâî â àëôààâèòå A, a - áóêâà ýòîãî àëôàâèòà.
Ôóíêöèÿ ψ äîîïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà ñëó÷àé íåïóñòûõ âõîäíûõ ñëîâ, òàê êàê äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñèìâîëà íà âûõîäå íåîáõîäèìî íàëè÷èå êàêîãî-òî ñèìâîëà íà âõîäå:
ψ(q, αa) = ψ(ϕ(q, α), a)

Êàê è âûøå, α - ñëîâî â àëôààâèòå A, a - áóêâà ýòîãî àëôàâèòà.
Èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà áåç òðóäà ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
ϕ(q, α1α2) = ϕ(ϕ(q, α1), α2)

ψ(q, α1α2) = ψ(ϕ(q, α1), α2)

Çàìåòèì, ÷òî îäíîáóêâåííîå ñëîâî íå ðàâíî ñîñòàâëÿþùåé åãî áóêâå. Ïîýòîìó, äî-
îïðåäåëÿÿ ϕ è ψ íà îäíîáóêâåííûå ñëîâà, ìû âûøëè çà ðàìêè èñõîäíîé îáëàñòè èõ
îïðåäåëåíèÿ.
×àñòî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî ïîñëåäíåå ñîñòîÿíèå èëè ïîñëåäíÿÿ âûõîäíàÿ
áóêâà, à âñå ñëîâî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ àâòîìàò îêàçûâàëñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíûå
ìîìåíòû, è âñå âûõîäíîå ñëîâî. ×òîáû îáîçíà÷èòü òàêèå ñëîâà, ââîäÿòñÿ ôóíêöèè ϕ
è ψ:
ϕ(q, α) = ϕ(q, α]0)ϕ(q, α]1) . . . ϕ(q, α)

ψ(q, α) = ψ(q, α]1)ψ(q, α]2) . . . ψ(q, α)

Çäåñü ϕ(q, α) - ñëîâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, ψ(q, α) - âûõîäíîå ñëîâî.
Èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ψ(q, α1α2) = ψ(q, α1)ψ(ϕ(q, α1), α2)

Ôóíêöèÿ ψ(q, α) îïðåäåëÿåò âûõîäíîå ñëîâî, âûäàâàåìîå àâòîìàòîì â îòâåò íà âõîä-
íîå ñëîâî α, åñëè âíà÷àëå îí íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè q. Ïðè ôèêñàöèè q ýòà ôóíêöèÿ
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îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A∗ âõîäíûõ ñëîâ â ìíîæåñòâî B∗ âûõîäíûõ ñëîâ.
Îäíàêî, ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q áóäóò ïîëó÷àòüñÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ðàçëè÷íûå òàêèå îòîáðàæåíèÿ. ×òîáû ôèêñèðîâàòü åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå,
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíèöèàëüíîãî àâòîìàòà.
Èíèöèàëüíûì êîíå÷íûì àâòîìàòîì íàçûâàåòñÿ îáúåêò Vq1 = (A,Q,B, ϕ, ψ, q1), ãäå
A,Q,B - êîíå÷íûå ìíîæåñòâà; ϕ : Q×A→ Q; ψ : Q×A→ B; q1 ∈ Q. Ôàêòè÷åñêè, ýòî
ïðîñòî àâòîìàò ñ çàôèêñèðîâàííûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì q1. Îí ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ f(α), çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå A∗ è îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì f(α) = ψ(q1, α).
Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûìè ôóíêöèÿìè. Äðóãîå èõ íàçâàíèå -
îãðàíè÷åííî-äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè, èëè, ñîêðàùåííî, î.-ä. ôóíêöèè. Ìû èì
ïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåì.
Êîíå÷íî-àòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A∗ â ìíîæåñòâî
B∗. Îäíàêî, íå ëþáîå îòîáðàæåíèå òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíîé ôóíê-
öèåé. Âî-ïåðâûõ, êîíå÷íî-àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ íå èçìåíÿåò äëèíû ñëîâà. Âî-âòîðûõ,
àâòîìàò íå óìååò "çàãëÿäûâàòü â áóäóùåå", ò.å. êàæäàÿ áóêâà âûõîäíîãî ñëîâà äîëæ-
íà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ ïðåäøåñòâóþùåé ÷àñòüþ âõîäíîãî ñëîâà. Íàïðèìåð, àâ-
òîìàò íå ìîæåò "ïåðåâîðà÷èâàòü" ñëîâà, èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èõ áóêâ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûé. Êîíå÷íîñòü ÷èñëà ñîñòîÿíèé àâòîìàòà íàêëàäûâàåò è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ.
Ðàññìîòðèì èíèöèàëüíûé àâòîìàò Vq1 = (A,Q,B, ϕ, ψ, q1). Ïóñòü α ∈ A∗. Òàê êàê ñëî-
âî - ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå íàòóðàëüíîãî ðÿäà, òî i-ÿ áóêâà
ñëîâà α ðàâíà α(i). Ýòî äàåò îñíîâàíèå çàïèñàòü ñëîâî α êàê α(1) . . . α(s) äëÿ ïîäõîäÿ-
ùåãî s. Ðàññìîòðèì ñëîâî κ = ϕ(q1, α) è ñëîâî β = ψ(q1, α). Äëèíà ñëîâà κ íà åäèíèöó
áîëüøå äëèíû ñëîâà α, à äëèíà ñëîâà β ðàâíà äëèíå ñëîâà α: κ = κ(1)κ(2) . . . κ(s+1);
β = β(1) . . . β(s). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
κ(1) = q1;

κ(t+ 1) = ϕ(κ(t), α(t)); t = 1, . . . , s

β(t) = ψ(κ(t), α(t))

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êîíå÷íîãî èíèöèàëüíîãî
àâòîìàòà Vq1 .
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàëÿåò ñëó÷àé, êîãäà A = Ek × . . . × Ek, B = Ek × . . . × Ek,
Q = Ek × . . . × Ek, ãäå k ≥ 2 - íàòóðàëüíîå. Ïóñòü â ïåðâîì ðàâåíñòâå èìååòñÿ
m ñîìíîæèòåëåé, âî âòîðîì - p è â òðåòüåì - n. Òîãäà ϕ, ψ ñòàíîâÿòñÿ âåêòîð -
ôóíêöèÿìè, è èõ ìîæíî çàäâàòü ôîðìóëàìè â Pk. ×òîáû ïåðåïèñàòü óêàçàííûå âû-
øå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â âåêòîðíîé ôîðìå, îáîçíà÷èì α(t) = (a1(t), . . . , am(t)),
β(t) = (b1(t), . . . , bp(t)), κ(t) = (q1(t), . . . , qn(t)), q1 = (q11, . . . , q1n). Êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä:
qi(1) = q1i; (i = 1, . . . , n)

qi(t+ 1) = ϕi(q1(t), . . . , qn(t), a1(t), . . . , am(t)); (i = 1, . . . , n)

bj(t) = ψj(q1(t), . . . , qn(t), a1(t), . . . , am(t)); (j = 1, . . . , p)

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë k-çíà÷íîé ëîãè-
êè, òàê ÷òî ïîëó÷àåì åùå îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ïðàêòè÷åñêóþ
öåííîñòü èìååò ñëó÷àé k = 2. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÷èïîâ âíà÷àëå âûïèñûâàþòñÿ
êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ôîðìóëû àëãåá-
ðû ëîãèêè. Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè äèçúþíêöèÿ, êîíúþíêöèÿ, îòðèöàíèå,
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ñóììà ïî ìîäóëþ 2. Ñîçäàíû êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû, âûïîëíÿþùèå äàëüíåéøóþ
îáðàáîòêó óðàâíåíèé: ôîðìóëû ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìû, óïðîùàþòñÿ êàê ä.í.ô., ñíîâà ñâîðà÷èâàþòñÿ, ïðåîáðàçóþòñÿ â òàê íàçûâàåìûé
òåõíîëîãè÷åñêèé áàçèñ, îïòèìèçèðóþòñÿ ïî ïëîùàäè è âðåìåíè âû÷èñëåíèé, è ò.ä.

Ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íûìè àâòîìàòàìè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé

Èçó÷åíèå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî èõ ñâîéñòâà, ñâÿçàííîãî ñ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ âõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êàæåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì,
÷òî ââèäó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé àòîìàò äîëæåí áóäåò äâàæäû îêàçàòüñÿ â
îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè, ïðè îäèíàêîâûõ ôàçàõ âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýòè
äâà ìîìåíòà. Òîãäà äàëåå íà åãî âûõîäå áóäåò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ ôðàãìåíò,
èìåâøèé ìåñòî ìåæäó óêàçàííûìè ìîìåíòàìè, è âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîæå
îêàæåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ìû äîêàæåì ýòîò ôàêò è âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû ïåðèîäû
âõîäíîé è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðåäâàðèòåëüíî äàäèì ðÿä îïðåäåëåíèé.
Ïóñòü Vq = (A,Q,B, ϕ, ψ, q) - èíèöèàëüíûé êîíå÷íûé àâòîìàò, α = α(1)α(2) . . . - áåñ-
êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ àëôàâèòà A. Èíûìè ñëîâàìè, α - ôóíêöèÿ
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â A. Ìíîæåñòâî òàêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé áóäåì îáîçíà÷àòü A∞. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β = ψ(q, α) ñîîòíî-
øåíèåì β(i) = ψ(q, α(1) . . . α(i)); i = 1, 2, 3, . . .. Áóäåì ãîâîðèòü , ÷òî èíèöèàëüíûé
àâòîìàò Vq ïðåîáðàçóåò âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α â âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü β.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè α = α′α′′, ãäå α′ ∈ A∗; α′′ ∈ A∞, òî
ψ(q, α) = ψ(q, α′)ψ(ϕ(q, α′), α′′).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α = α(1)α(2) . . . èç A∞ íàçîâåì ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóþò
íàòóðàëüíûå τ, τ ′, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≥ τ ′ + 1 âûïîëíÿåòñÿ α(i) = α(i + τ).
Âåëè÷èíó τ ′ íàçûâàåì äëèíîé ïðåäïåðèîäà, âåëè÷èíó τ - äëèíîé ïåðèîäà.
Òåîðåìà. Êîíå÷íûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò Vq1 = (A,Q,B, ϕ, ψ, q1), èìåþùèé n ñîñòî-
ÿíèé, ïðåîáðàçóåò ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α, α ∈ A∞, èìåþùóþ
íàèìåíüøóþ äëèíó ïåðèîäà τ , â ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íàèìåíüøåé
äëèíîé ïåðèîäà âèäà θ ·m, ãäå θ|τ ,m ∈ {1, . . . , n}. Åñëè |A| ≥ 3, |B| ≥ 2, òî êàæäîå òà-
êîå çíà÷åíèå âèäà θ ·m äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ àâòîìàòå Vq è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
α.
Ïóñòü Vq1 = (A,Q,B, ϕ, ψ, q1); |Q| = n; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α = α(1)α(2) . . . - ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ ñ äëèíîé ïåðèîäà τ è ïðåäïåðèîäîì τ ′. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i ≥ τ ′ + 1
âûïîëíåíî α(i) = α(i+ τ). Îáîçíà÷èì α1 = α(1) . . . α(τ ′), α2 = α(τ ′ + 1) . . . α(τ ′ + τ).
Î÷åâèäíî, α èìååò âèä α1α2α2 . . ..
Òàê êàê ÷èñëî ñòîÿíèé àâòîìàòà ðàâíî n, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕ(q1, α1α2),
ϕ(q1, α1α2α2), . . . , ϕ(q1, α1α

n+1
2 ), èìåþùåé n+ 1 ÷ëåí, âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå n ðàçëè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå i1, i2; 1 ≤ i1 < i2 ≤ n+ 1, ÷òî:
ϕ(q1, α1α

i1
2 ) = ϕ(q1, α1α

i2
2 ).

Îáîçíà÷èì q = ϕ(q1, α1α
i1
2 ), α3 = αi2−i1

2 . Òîãäà ïðèâåäåííîå âûøå ðàâåíñòâî ïðèîáðå-
òàåò ñëåäóþùèé âèä:
q = ϕ(q, α3).
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ÿñíî, ÷òî àâòîìàò áóäåò ïåðèîäè÷åñêè âîçâðàùàòüñÿ â ñîñòîÿíèå
q, à âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, áóäåò îáðàçîâà-
íà ïîâòîðÿþùèìèñÿ ñëîâàìè ψ(q, α3). Ýòîò æå ôàêò ìîæíî ïîëó÷èòü ÷óòü áîëåå
ôîðìàëüíûì ïóòåì:
Îáîçíà÷èì α′ = α1α

i1
2 ; òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α, ïóòåì ãðóïïèðîâêè åå ÷ëåíîâ,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α′α3α3α3 . . ..
Ïîýòîìó ψ(q1, α) = ψ(q1, α

′)ψ(q, α3α3α3 . . .).
Îäíàêî, ψ(q, α3α3α3 . . .) = ψ(q, α3)ψ(q, α3α3α3 . . .).
Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî ïîâòîðíî, ïîëó÷èì:
ψ(q1, α) = ψ(q1, α

′)ψ(q, α3)ψ(q, α3) . . ..
Òàêèì îáðàçîì, ψ(q1, α) - ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ äëèíîé ïåðèîäà, ðàâ-
íîé äëèíå ñëîâà α3, ò.å ðàâíîé (i2− i1)τ . Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøàÿ äëèíà ïåðèîäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ýòîãî ÷èñëà è ïðåäñòàâèìà â âèäå θ ·m, ãäå
θ äåëèò τ , à m äåëèò i2 − i1. Òàê êàê i2 − i1 ∈ {1, . . . , n}, òî m ∈ {1, . . . , n}, è ïåðâàÿ
ïîëîâèíà òåîðåìû äîêàçàíà.
Îáðàòíî, ïóñòü A = {a1, . . . , ak}, k ≥ 3, B = {b1, . . . , bp}, p ≥ 2. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíîå íàòóðàëüíîå τ è ïðîèçâîëüíûé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü θ ÷èñëà τ . Ïóñòü
m ∈ {1, . . . , n}. Îïðåäåëèì èíèöèàëüíûé àòîìàò Vq1 ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Ìóðà:

Íà ýòîé äèàãðàììå èçîáðàæåí ñëó÷àé m < n. Åñëè m = n, òî âåðõíÿÿ ÷àñòü îòñóò-
ñòâóåò, à íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q1 åñòü ñîñòîÿíèå qn−m+1, ðàñïîëîæåííîå íà íèæíåì
öèêëå. Õîòÿ äèàãðàììà è âûãëÿäèò íåñêîëüêî ãðîìîçäêî, ïðèíöèï åå óñòðîéñòâà äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòîé.
Åñëè ïåðâàÿ âõîäíàÿ áóêâà îòëè÷íà îò a1, òî èç ñîñòîÿíèÿ q1 àâòîìàò áóäåò ïîä
äåéñòâèåì êàæäîé íîâîé âõîäíîé áóêâû ïåðåìåùàòüñÿ âïðàâî ïî âåðõíåé öåïî÷êå
ñîñòîÿíèé. Â êîíöå êîíöîâ îí äîéäåò äî ñîñòîÿíèÿ qn−m, â êîòîðîì è îñòàíåòñÿ íà-
âñåãäà. Âàðüèðóÿ âõîäíóþ áóêâó, ïðè ýòîì ìîæíî áóäåò äîáèòüñÿ ïîÿâëåíèÿ íà åãî
âûõîäå ëþáîé èç áóêâ b1, b2.
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Åñëè ïåðâàÿ âõîäíàÿ áóêâà - a1, òî àâòîìàò ïåðåõîäèò ê ñîñòîÿíèþ qn−m+1 íèæíåãî
öèêëà. Ïðè ïîÿâëåíèè íà âõîäå ëþáîé èç áóêâ ak−1, ak àâòîìàò ñäâèãàåòñÿ âäîëü
öèêëà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà îäíî ñîñòîÿíèå. Åñëè íà âõîä ïîñòóïàåò êàêàÿ-ëèáî
äðóãàÿ áóêâà, àâòîìàò íå èçìåíÿåò ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ. Âñå âðåìÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü
öèêëà íà âûõîäå àâòîìàòà áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ ñèìâîë b1. Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå -
ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ qn ê ñîñòîÿíèþ qn−m+1, ãäå ïîÿâëÿåòñÿ ñèìâîë b2.
Ðàññìîòðèì ñëîâà α1 = aθ−1

1 ak−1, α2 = aθ−1
1 ak, α3 = α

τ/θ−1
1 α2.

Ïóñòü ñíà÷àëà θ > 1. Âîçüìåì ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α = α3α3α3 . . ..
Òàê êàê â ñëîâå α3 áóêâà ak ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü îäèí ðàç ( â êîíöå ýòîãî ñëîâà), òî
íàèìåíüøèé ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α ðàâåí äëèíå ñëîâà α3, ò.å. ðàâåí θ · (τ/θ−
1 + 1) = τ . Òàê êàê θ > 1, òî ñëîâî α3 íà÷èíàåòñÿ ñ áóêâû a1. Ñëåäîâàòåëüíî, àâ-
òîìàò ñðàçó ïåðåéäåò â íèæíèé öèêë è íà÷íåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî íåìó. Ïîêà íà âõîä
ïîñòóïàåò áóêâà a1, àâòîìàò áóäåò ñîõðàíÿòü ñâîå ñîñòîÿíèå. Ýòî ïðîäîëæàåòñÿ θ−1
ìîìåíò, à çàòåì íà âõîä ïîñòóïàåò ïîñëåäíÿÿ áóêâà ñëîâà α1 ëèáî α2, ò.å. îäíà èç
áóêâ ak−1, ak. Îíà âûçûâàåò ïåðåõîä àâòîìàòà â ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå öèêëà. Òàêèì
îáðàçîì, â êàæäîì ñîñòîÿíèè öèêëà àâòîìàò áóäåò íàõîäèòüñÿ ðîâíî θ ìîìåíòîâ.
Ïîêà îí íå äîéäåò äî ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ qn â ñîñòîÿíèå qn−m+1, íà âûõîäå áóäåò
âîçíèêàòü ñèìâîë b1, è ëèøü ïðè óêàçàííîì ïåðåõîäå ïîÿâèòñÿ ñèìâîë b2. Âðåìÿ,
çàòðà÷åííîå íà îäíîêðàòíîå ïðîõîæäåíèå öèêëà, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ θ íà ÷èñëî m
ñîñòîÿíèé öèêëà. Òàêèì îáðàçîì, âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðî-
ãî ìîìåíòà, áóäåò îáðàçîâàíà ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèìèñÿ ôðàãìåíòàìè bθ·m−1

1 b2,
ò.å. èìååò íàèìåíüøèé ïåðèîä θ ·m.
Ñëó÷àé θ = 1 ñîâñåì ïðîñòîé, òàê êàê çäåñü ÷èñëî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà íå ìåíüøå
òðåáóåìîé äëèíû ïåðèîäà âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ íåãî íåìíîãî ñêîððåê-
òèðóåì ïðèâåäåííóþ âûøå äèàãðàììó Ìóðà: ñòðåëêó îò q1 ê qn−m+1 ïðîâåäåì äëÿ
âõîäíûõ ñèìâîëîâ ak−1, ak, à ñòðåëêó îò q1 ê q2 - äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âõîäíûõ ñèìâî-
ëîâ. Ïðî÷èå ðàññóæäåíèÿ ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé ïðèìåð îáëàäàåò åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì. Àâòî-
ìàò íå ïðîñòî èìååò n ñîñòîÿíèé, íî ëþáûå äâà èç íèõ ìîæíî "îòëè÷èòü" äðóã îò
äðóãà, ïîäîáðàâ ïîäõîäÿùåå âõîäíîå ñëîâî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûõîäíûå ñëîâà
äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé îòëè÷àëèñü. Ðàäè ýòîãî ñâîéñòâà è áûëà ââåäåíà âåðõíÿÿ ÷àñòü
äèàãðàììû. Åãî ïðîâåðêà ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ.


