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9-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)

Ýêâèâàëåíòíîñòü êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ

Ñðàâíåíèå ïîâåäåíèé êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ïðèâîäèò ê ðÿäó îòíîøåíèé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ìåæäó àâòîìàòàìè, à òàêæå ìåæäó ñîñòîÿíèìè îäíîãî è òîãî æå àâòîìà-
òà.
Ïóñòü V = (A,Q,B, ϕ, ψ), V ′ = (A,Q′, B, ϕ′, ψ′) - êîíå÷íûå àâòîìàòû. Åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ñëîâà α èç A∗ âûïîëíÿåòñÿ ψ(q, α) = ψ′(q′, α), ãäå q ∈ Q, q′ ∈ Q′, òî ãîâîðèì, ÷òî
ñîñòîÿíèå q àâòîìàòà V íåîòëè÷èìî îò ñîñòîÿíèÿ q′ àâòîìàòà V ′. Åñëè æå ïðè íåêî-
òîðîì α, α ∈ A∗, èìååò ìåñòî ψ(q, α) 6= ψ′(q′, α), òî ñîñòîÿíèå q íàçûâàåì îòëè÷èìûì
îò ñîñòîÿíèÿ q′. Ãîâîðèì â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî ñîñòîÿíèÿ q, q′ îòëè÷èìû ñëîâîì α èëè
÷òî ñëîâî α îòëè÷àåò ñîñòîÿíèÿ q è q′.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà V = V ′, ïðèõîäèì ê îòíîøåíèþ íåîòëè÷èìîñòè, îïðåäåëåí-
íîìó íà ìíîæåñòâå Q ñîñòîÿíèé àâòîìàòà V . Î÷åâèäíî, îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèâàåò Q íà êëàññû ïîïàðíî íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé.
Åñëè ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà îòëè÷èìû äðóã îò äðóãà, òî ãîâîðèì,
÷òî V åñòü àâòîìàò ïðèâåäåííîãî âèäà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ q àâòîìàòà V ñóùåñòâóåò íåîòëè÷èìîå îò
íåãî ñîñòîÿíèå q′ àâòîìàòà V ′, è îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ q′ àâòîìàòà V ′ ñóùå-
ñòâóåò íåîòëè÷èìîå îò íåãî ñîñòîÿíèå àâòîìàòà V . Òîãäà ãîâîðèì, ÷òî àâòîìàòû V
è V ′ íåîòëè÷èìû. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì àâòîìàòîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè
âõîäíûì è âûõîäíûì àëôàâèòàìè A,B è àëôàâèòîì ñîñòîÿíèé Q, ñîäåðæàùèìñÿ
â íåêîòîðîì çàäàííîì ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå, òî îòíîøåíèå íåîòëè÷èìîñòè àâòîìàòîâ
îêàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèì äàííîå ìíîæåñòâî íà êëàñ-
ñû ïîïàðíî íåîòëè÷èìûõ àâòîìàòîâ.
Îòíîøåíèÿ îòëè÷èìîñòè ñîñòîÿíèé è àâòîìàòîâ èñïîëüçóþòñÿ â òåõíè÷åñêîé äèà-
ãíîñòèêå, ïðè ñîçäàíèè òåñòîâ, ïîçâîëÿþùèõ îòëè÷àòü èñïðàâíûå àâòîìàòû îò íåèñ-
ïðàâíûõ.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ àâòîìàòîâ. Ïóñòü V =
(A,Q,B, ϕ, ψ), V ′ = (A,Q′, B, ϕ′, ψ′) - êîíå÷íûå àâòîìàòû, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ξ ìíîæåñòâà Q íà ìíîæåñòâî Q′, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
ξ(ϕ(q, a)) = ϕ′(ξ(q), a)

ψ(q, a) = ψ′(ξ(q), a) (q ∈ Q, a ∈ A).
Òîãäà ãîâîðèì, ÷òî àâòîìàòû V è V ′ èçîìîðôíû.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èçîìîðôíûå àâòîìàòû íåîòëè÷èìû; íåòðóäíî òàêæå ïðèâåñòè ïðè-
ìåð íåîòëè÷èìûõ àâòîìàòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ èçîìîðôíûìè.
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà êîíå÷íûé àâòîìàò ïðèâåäåííîãî âèäà, íåîòëè÷èìûé îò V .
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Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò "óïðîùàòü" êîíå÷íûå àâòîìàòû ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ
ãðóïï ïîïàðíî íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé, íå çàáîòÿñü î ïîðÿäêå òàêèõ îòîæäåñòâëåíèé.
Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò îäèí è òîò æå.
Ïóñòü V = (A,Q,B, ϕ, ψ). Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Q íà êëàññû Q1, . . . , Qn

ïîïàðíî íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé. Ïóñòü q, q′ ∈ Qi, i ∈ {1, . . . , n}, a ∈ A. Åñëè
ϕ(q, a) ∈ Qj, ϕ(q′, a) ∈ Qj′ , ãäå j 6= j′, òî ñóùåñòâóåò ñëîâî α, a ∈ A∗, äëÿ êîòîðî-
ãî
ψ(ϕ(q, a), α) 6= ψ(ϕ(q′, a), α).
Íî òîãäà
ψ(q, aα) = ψ(q, a)ψ(ϕ(q, a), α) 6= ψ(q′, a)ψ(ϕ(q′, a), α) = ψ(q′, aα),
è ñîñòîÿíèÿ q, q′ îêàçûâàþòñÿ îòëè÷èìûìè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,
÷òî j = j′, è ìîæíî ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ Qj = ϕ′(Qi, a). Òàêèì îáðàçîì, îïðå-
äåëåíà ôóíêöèÿ ϕ′ : {Q1, . . . , Qn} × A→ {Q1, . . . , Qn}.
Äàëåå, ïðè q, q′ ∈ Qi, a ∈ A, i ∈ {1, . . . , n}, â ñèëó íåîòëè÷èìîñòè ñîñòîÿíèé q, q′,
èìååì ψ(q, a) = ψ(q′, a) = b. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëîæèòü ïî îïðåäåëåíèþ b = ψ′(Qi, a); â
ðåçóëüòàòå èìååì ôóíêöèþ ψ′ : {Q1, . . . , Qn} × A→ B.
Ðàññìîòðèì àâòîìàò V ′ = (A, {Q1, . . . , Qn}, B, ϕ′, ψ′). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ϕ′, ψ′
âûòåêàåò, ÷òî ïðè q ∈ Qi, α ∈ A∗ èìååì ϕ(q, α) ∈ ϕ′(Qi, α) è ψ(q, α) = ψ′(Qi, α).
Ïîýòîìó àâòîìàòû V, V ′ íåîòëè÷èìû.
Åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, òî ðàññìàòðèâàåì ñîñòîÿíèÿ q, q′ àâòîìàòà V , òàêèå,
÷òî q ∈ Qi, q

′ ∈ Qj. Ñóùåñòâóåò îòëè÷àþùåå èõ ñëîâî α èç A∗: ψ(q, α) 6= ψ(q′, α).
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ è ψ′(Qi, α) 6= ψ′(Qj, α), òàê ÷òî ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà V ′ ïîïàðíî
îòëè÷èìû, è îí ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòîì ïðèâåäåííîãî âèäà.
Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé íåîòëè÷èìûé îò V àâòîìàò V ′′ = (A,Q′′, B, ϕ′′, ψ′′), ÿâëÿþùèé-
ñÿ àâòîìàòîì ïðèâåäåííîãî âèäà, èçîìîðôåí àâòîìàòó V ′. Ïóñòü Q′′ = {q′′1 , . . . , q′′m}.
Êàæäîå ñîñòîÿíèå q′′i íåîòëè÷èìî îò íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà V , à ñëåäîâà-
òåëüíî - îò íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ Qj àâòîìàòà V ′. Òàê êàê ñîñòîÿíèÿ q′′1 , . . . , q′′m ïî-
ïàðíî îòëè÷èìû, îíè íå ìîãóò îêàçàòüñÿ íåîòëè÷èìû îò îäíîãî è òîãî æå ñîñòîÿíèÿ
Qj. Ïîýòîìó ÷èñëî n ñîñòîÿíèé Qj íå ìåíåå ÷èñëà m. Òî÷íî òàêèìè æå ðàññóæäå-
íèÿìè, ìåíÿÿ ìåñòàìè àâòîìàòû V ′ è V ′′, ïîëó÷àåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî
n ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî, m = n, è êàæäîìó ñîñòîÿíèþ Qi àâòîìàòà V ′ ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííîå íåîòëè÷èìîå îò íåãî ñîñòîÿíèå àâòîìàòà V ′′; i = 1, . . . , n}. Ïîêàæåì,
÷òî îòîáðàæåíèå ξ, ñîïîñòàâëÿþùåå ñîñòîÿíèþ Qi àâòîìàòà V ′ íåîòëè÷èìîå îò íåãî
ñîñòîÿíèå àâòîìàòà V ′′, óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì àâòîìàòîâ V ′ è V ′′. Î÷åâèäíî,
îòîáðàæåíèå ξ âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òàê êàê Qi è ξ(Qi) íåîòëè÷èìû, òî äëÿ êàæ-
äîãî a ∈ A íåîòëè÷èìû òàêæå ñîñòîÿíèÿ ϕ′(Qi, a) è ϕ′′(ξ(Qi), a). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ξ(ϕ′(Qi, a)) = ϕ′′(ξ(Qi), a), ò.å. èìååò ìåñòî ïåðâîå èç óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ èçîìîð-
ôèçìà. Âòîðîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî ψ(Qi, a) = ψ′′(ξ(Qi), a) - âûòåêàåò èç íåîòëè-
÷èìîñòè ñîñòîÿíèé Qi, ξ(Qi). Òàêèì îáðàçîì, àâòîìàòû V ′, V ′′ èçîìîðôíû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, çàäà÷à ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà âîçíèêàåò
ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðèòü åãî íà èñïðàâíîñòü èëè äèàãíîñòèðîâàòü òèï íåèñ-
ïðàâíîñòè. Òîãäà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êðàò÷àéøèå ðàçëè÷àþùèå ñëîâà èëè ñëîâà,
íàèáîëåå "äåøåâûå" â ñìûñëå íåêîòîðîãî äðóãîãî îöåíî÷íîãî ôóíêöèîíàëà. Îòâåò
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íà âîïðîñ î âîçìîæíîé äëèíå êðàò÷àéøåãî ðàçëè÷àþùåãî ñëîâà äàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà:
Òåîðåìà (Ìóð). Åñëè äâà ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà V = (A,Q,B, ϕ, ψ) îòëè÷èìû, òî ñóùå-
ñòâóåò ðàçëè÷àþùåå èõ ñëîâî äëèíû |Q| − 1, ïðè÷åì, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà îöåíêà íå
óëó÷øàåìà.
Ïóñòü V = (A,Q,B, ϕ, ψ), ïðè÷åì ñîñòîÿíèÿ q1, q2 ýòîãî àâòîìàòà îòëè÷èìû. Íà ìíî-
æåñòâå Q ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ρk íåîòëè÷èìîñòè ñëîâàìè äëèíû k:
qρkq

′ ↔ ∀α(α ∈ Ak → ψ(q, α) = ψ(q′, α)

Çäåñü qρkq
′ îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ q, q′ íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ρk; Ak - ìíîæåñòâî

ñëîâ â àëôàâèòå A, èìåþùèõ äëèíó k.
Î÷åâèäíî, ρk - îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. îíî ðàçáèâàåò Q íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî ýòèõ êëàññîâ îáîçíà÷èì Rk.
Çàìåòèì, ÷òî |R1| ≥ 2. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê q1, q2 îòëè÷èìû, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü
êðàò÷àéøåå îòëè÷àþùåå èõ ñëîâî α. Îíî íåïóñòî, ò.å. åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
α′a, ãäå α′ ∈ A∗, a ∈ A. Ââèäó òîãî, ÷òî α êðàò÷àéøåå, ðàçëè÷åíèå ñîñòîÿíèé q1, q2
äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîñëåäíåé åãî áóêâîé, ò.å. ψ(ϕ(q1, α

′), a) 6= ψ(ϕ(q2, α
′), a). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ϕ(q1, α
′), ϕ(q2, α

′) ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì îòíîøå-
íèÿ ρ1, è |R1| ≥ 2.
Î÷åâèäíî, ÷òî Rk+1 - ïîäðàçáèåíèå ðàçáèåíèÿ Rk, ò.å. |Rk| ≤ |Rk+1|. Ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå R∞ ìíîæåñòâà Q íà êëàññû ïîïàðíî íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé. Ïîêàæåì,
÷òî åñëè Rk = Rk+1, òî Rk = R∞. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå q, q′ ∈
M,M ∈ Rk, êîòîðûå îòëè÷èìû. Âûáåðåì ïàðó ñîñòîÿíèé q, q′ è êëàññ M òàê, ÷òîáû
êðàò÷àéøåå îòëè÷àþùåå ñîñòîÿíèÿ q, q′ ñëîâî α èìåëî íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äëè-
íó. Òàê êàê q, q′ ∈ M,M ∈ Rk è k ≥ 1, òî äëèíà ñëîâà a íå ìåíåå 2. Ïðåäñòàâèì åãî
â âèäå aα′, ãäå a ∈ A,α′ ∈ A∗. Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèÿ q̃ = ϕ(q, a) è q̂ = ϕ(q′, a). Ñëîâî
α′ îòëè÷àåò ñîñòîÿíèÿ q̃, q̂, ïðè÷åì äëèíà åãî ìåíüøå äëèíû ñëîâà α. Â ñèëó òîãî,
÷òî α - êàðàò÷àéøåå, ñïîñîáíîå îòëè÷èòü äâà ñîñòîÿíèÿ îäíîãî êëàññà, ñîñòîÿíèÿ q̃, q̂
äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ðàçëè÷íûì êëàññàì â Rk. Ïóñòü q̃ ∈M1, q̂ ∈M2;M1,M2 ∈ Rk.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîâî α′′ äëèíû k, ðàçëè÷àþùåå q̃ è q̂: ψ(q̃, α′′) 6= ψ(q̂, α′′). Ðàññìîò-
ðèì ñëîâî α′′′ = aα′′. Èìååì: ψ(q, α′′′) = ψ(q, a)ψ(q̃, α′′) 6= ψ(q′, a)ψ(q̂, α′′) = ψ(q′, α′′′).
Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî α′′′ ðàçè÷àåò ñîñòîÿíèÿ q, q′ è èìååò äëèíó k+ 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîñòîÿíèÿ q, q′ äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ðàçëè÷íûì êëàññàì ðàçáèåíèÿ Rk+1. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Rk = Rk+1.
Èòàê, åñëè Rk = Rk+1, òî Rk = R∞.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |R1|, R2|, |R3|, . . .. Îíà ìîíîòîííî íåóáûâàåò, ïðè÷åì
êàæäûé åå ÷ëåí íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà |Q| ñîñòîÿíèé àâòîìàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà
äîëæíà ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k: |Rk| = |Rk+1|. Òîãäà è Rk =
Rk+1 = R∞. Èìååì:
2 ≤ |R1| < |R2| < . . . |Rk| ≤ |Q|.
Èíäóêöèåé ïî i ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî |Ri| ≥ i + 1; i = 1, . . . , k. Îòñþäà |Q| ≥
|Rk| ≥ k + 1; k ≤ |Q| − 1, è ëþáûå äâà îòëè÷èìûå ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà (â òîì ÷èñëå
q1, q2) îòëè÷èìû ñëîâîì äëèíû |Q| − 1.
×òîáû äîêàçàòü íåóëó÷øàåìîñòü îöåíêè, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü V =
(A,Q,B, ϕ, ψ) - àâòîìàò Ìóðà, ó êîòîðîãî A = B = {0, 1}, Q = {q1, . . . , qn}. Äèàãðàì-
ìà Ìóðà ýòîãî àâòîìàòà èìååò âèä, ïðèâåäåííûé íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå. Çäåñü â
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êàæäîì êðóãå âåðõíþþ ÷àñòü çàíèìàåò ñèìâîë ñîñòîÿíèÿ, íèæíþþ - âûõîäíîé ñèì-
âîë. Ñòðåëêàì ñîïîñòàâëåíû òîëüêî âõîäíûå ñèìâîëû:

×òîáû îòëè÷èòü ñîñòîÿíèÿ qn−1 è qn, íåîáõîäèìî õîòÿ áû îäíî èç íèõ ïåðåâåñòè â
ñîñòîÿíèå q1, òàê êàê òîëüêî â íåì íà âûõîäå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ åäèíèöà. Î÷åâèäíî,
÷òî ñàìîå êîðîòêîå ñëîâî, êîòîðîå ýòî äåëàåò - ñëîâî, îáðàçîâàííîå n− 2 åäèíèöàìè.
Îíî ïåðåâîäèò qn−1 â q1, â òî âðåìÿ êàê qn ïîêà íå "óñïåâàåò" äîéòè äî q1. Äëÿ
ðàçëè÷åíèÿ òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîäàòü ëþáîé âõîäíîé ñèìâîë: â ïåðâîì ñëó÷àå íà
âûõîäå ïîÿâèòñÿ 1, âî âòîðîì - 0. Äëèíà êðàò÷àéøåãî ðàçëè÷àþùåãî ñëîâà ðàâíà
n− 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ñîñòîÿíèé â äâóõ àâòîìàòàõ èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà(Ìóð) Åñëè ñîñòîÿíèå q1 àâòîìàòà V = (A,Q,B, ϕ, ψ) îòëè÷èìî îò ñîñòîÿíèÿ
q2 àâòîìàòà V ′ = (A,Q′, B, ϕ′, ψ′), òî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷àþùåå èõ ñëîâî äëèíû |Q|+
|Q′| − 1, ïðè÷åì, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà îöåíêà íåóëó÷øàåìà.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Q,Q′ íå ïåðåñåêàþòñÿ
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåîáîçíà÷èì ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî àâòîìàòà òàê, ÷òîáû îíè
îòëè÷àëèñü îò ñîñòîÿíèé ïåðâîãî). Ïîñòðîèì àâòîìàò V ′′ = (A,Q ∪ Q′, B, ϕ′′, ψ′′).
Ïî îïðåäåëåíèþ, ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ′′(q, a) = ϕ(q, a), ψ′′(q, a) = ψ(q, a) ïðè q ∈ Q è
ϕ′′(q, a) = ϕ′(q, a), ψ′′(q, a) = ψ′(q, a) ïðè q ∈ Q′. Äèàãðàììà Ìóðà àâòîìàòà V ′′ ïî-
ëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì äèàãðàìì Ìóðà àâòîìàòîâ V, V ′. Ñîñòîÿíèÿ q,q2 ñòàíîâÿòñÿ
ñîñòîÿíèÿìè îäíîãî è òîãî æå àâòîìàòà V ′′, ò.å. ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñóùåñòâóåò
îòëè÷àþùåå èõ ñëîâî äëèíû |Q| + |Q′| − 1. Î÷åâèäíî, îíî æå áóäåò ðàçëè÷àòü èõ è
êàê ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ V, V ′.
Îñòàåòñÿ ïðèâåñòè ïðèìåð, äîêàçûâàþùèé íåóëó÷øàåìîñòü îöåíêè. Ïóñòü çàäàíû
÷èñëà n,m ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ V, V ′. Â ñèëó ñèììåòðèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m ≥ n.
Àâòîìàò V çàäàäèì òîé æå äèàãðàììîé, ÷òî è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Àâòîìàò V ′

çàäàäèì ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

Ïîïðîáóåì íàéòè êðàò÷àéøåå ñëîâî, îòëè÷àþùåå ñîñòîÿíèÿ q1, q′1. Ñîïîñòàâèì êàæ-
äîìó ñîñòîÿíèþ q′i, ãäå i ≤ n, ñîñòîÿíèå qi, à êàæäîìó ñîñòîÿíèþ q′n+1, . . . , q

′
m−1 -
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ñîñòîÿíèå qn. Åñëè ñîñòîÿíèå àâòîìàòà V ñîïîñòàâëåíî ñîñòîÿíèþ àâòîìàòà V ′, òî
áóäåì íàçûâàòü ýòè ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿõ àâòîìàòû íà îäíè è òå æå âõîäíûå ñèìâîëû ðåàãèðóþò îä-
íèìè è òåìè æå âûõîäíûìè ñèìâîëàìè. Áîëåå òîãî, ïîä äåéñòâèåì îäíîãî è òîãî
æå âõîäíîãî ñèìâîëà ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå - çà
åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì: ïðè ïîäà÷å 0 íà ñîñòîÿíèå qm−1 àâòîìàò V ′ ïîïàäàåò â
"ëîâóøêó" q′m, è äàëåå èç íåå íå âûõîäèò. Ñîîòâåòñòâèå ïðè ýòîì íàðóøàåòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè êàêîå-òî ñëîâî α ðàçëè÷àåò ñîñòîÿíèÿ q1, q′1, òî íåêîòîðàÿ åãî íà÷àëü-
íàÿ ÷àñòü α′ ïåðåâîäèò àâòîìàò V ′ â ñîñòîÿíèå q′m. Íàèìåíüøàÿ äëèíà òàêîé ÷àñòè
ðàâíà m−1. Ïîñëå òîãî, êàê àâòîìàò V ′ ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå q′m, àâòîìàò V îêàæåòñÿ
â ñîñòîÿíèè qn. ×òîáû òåïåðü íà âûõîäå ïîëó÷èòü åäèíèöó, ðàçëè÷àþùóþ îáà àâòî-
ìàòà, íåîáõîäèìî ïîäàòü åùå n− 1 ñèìâîë äëÿ ïåðåâîäà àâòîìàòà V â ñîñòîÿíèå q1,
à çàòåì - ëþáîé ñèìâîë äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà âûõîäå ýòîãî àâàòîìàòà åäèíèöû. Îáùåå
÷èñëî ñèìâîëîâ ðàâíî (m− 1) + (n− 1) + 1 = m+ n− 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåîðåìà
äîêàçàíà.


